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rRZKCZPES.
PROPORTIONS ET PROGRESSIONS
THÉOHZK 1>ES &OOARZTBMES.
ELEME'NTS
1 . On nomme grandeur ou quantité tout ce qui peutCtre partagé en parties aussi petites qu’on voudra.
Le temps, le nombre et Y espace sont des quantités , dont tout le monde a l’idée et qu’on ne déGnit point.
2. On donne le nom do mathématiques à la science des grandeurs.
h' arithmétique est la science des nombres
A. La numération est la partie de l’arithmétique, qui a pour objet d’exprimer les nombres et de les écrire d'une manière abrégée.
y. La numération parlée a pour objet d’exprimer les nombres.
Numération parlée des nombres entiers.
Le nombre un, qu’on appelle aussi unité, unité simple ou unité du premier ordre, ajouté à lui-méme, donne le nombre deux-, l’unité ajoutée au nombre deux donne le nombre trots; et, en continuant ainsi d’ajouter l’unité au dernier nombre obtenu, on a successivement les nombres quatre, cinq, six, ^ept; huit, neuf. L’unité ajoutée au nombre neuf donne le nombre dix , qu’on regarde comme une nouvelle unité à laquelle on donne le nom de dizaine
OU A'unitc du second ordre. En ajoutant le nombre dix à lui-niéme , puis au nombre qui en résulte, et ainsi de suite, on a les nombres vingt ou deux dizaines , trente ou trois dizaines, quarante ou quatre dizaines, cinquante ou cinq dizaines, soixante ou six dizaines, septante ou sept dizaines, octante ou huit dizaines , nonante ou neuf dizaines , dont les trois derniers se désignent plus ordinairement sous les noms de soixante- dix , quatre-vingts , quatre-vingt-dix. Pour exprimer les nombres entiers intermédiaires, ainsi que les nombres compris entre neuf dizaines et dix dizaines, on énonce d’abord les dizaines, puis les unités qui les composent : ainsi le nombre composé de trois dizaines et de sept unités simples s’énoncera trente-sept. Il y a exception pour les six premiers nombres entiers compris entre dix et vingt; ainsi, au lieu de dire , conformément à la règle précédente, dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dixcinq, dix-six, on dit onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize. On parvient ainsi au nombre nonante-neuf ou quatrevingt-dix-neuf, qui augmenté d’une unité simple donne le nombre cent , qu’on regarde comme une nouvelle unité à laquelle on donne le nom de centaine ou d'unité du troisième ordre. En ajoutant le nombre cent à lui-méme, puis au nombre qui en résulte et ainsi de suite, on a les nombres
deux cents, trois cents, quatre cents neuf cents. Pour
exprimer les nombres entiers intermédiaires ainsi que les nombres compris entre neuf centaines et dix centaines, on énonce successivement les centaines, les dizaines et les unités qui les composent : ainsi le nombre composé de trois centaines, de quatre dizaines et de sept unités simples s’énoncera trois cent quarante-sept. On parvient ainsi au nombre ne^f cent nonante-neuf, qui augmenté d’une unité simple donne le nombre mille, qu’on regarde comme une nouvelle unité à laquelle ou donne le nom d'unité du quatrième ordre. En ajoutant le nombre mille à lui-même, puis au nombre qui en résulte, et ainsi de suite, comme pour l’unité simple , on obtiendra la dizaine de mille ou l'unité
PRINCIPES
du cinquième ordre, la centaine de mille ou l'unilé du sixième ordre, de môme qu’on a obtenu précédemment la dizaine et la centaine d’unités simples, et l’on parviendra au nombre neuf cent non ante -neuf mille, qui augmentéd’un mille donne mille mille ou un million , qu’on regarde comme une nouvelle unité à laquelle on donne le nom A’unité du septième ordre. Mille millions donnent un billion ou milliard, mille billions donnent un trillion , mille trillions un çMatnï/ion , et ainsi de suite. L’unité simple, le mille qui vaut mille unités simples, le million qui vaut mille mille, le billion ou milliard qui vaut mille millions , etc. , se désignent sous le nom commun A'unilcs principales; et, en général, pour exprimer un nombre entier supérieur à mille, on énonce successivement les nombres de centaines, de dizaines et d’unités de chaque unité principale, en commençant par celles de l’ordre le plus élevé. Ainsi le nombre composé de trois millions, de quatre centaines de mille, de huit dizaines de mille, de sept mille et de quatre cent soixante -neuf unités simples s’exprime en disant : trois millions quatre cent quatre -vingt -sept mille quatre cent soixante-neuf unités.
Remarque. Dix unités d’un ordre quelconque valent une unité de l’ordre immédiatement supérieur.
6. La nmnération écrite a pour objet d’écrire les nombres d’une manière abrégée.
Numération écrite des nombres entiers.
Pour simplifier l’écriture des nombres , on emploie les neuf caractères
appelés chiffres , qui représentent respectivement les neuf lu emiers nombres entiers
un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf,
et l’on fait cette convention que , lorsque plusieurs chiffrés .sont écrits sur une même ligne horizontale, le premier chiffre à droite représente des unités simples, le second des dizaines, le troisième des centaines, le quatrième des mille, et ainsi de suite : d’où il résulte que, dans un nombre écrit en chiffres , chaque chiffre indique , par sa forme particulière, un certain nombre d'unités , et par son rang , à partir de la droite, l’ordre de ces unités. Ainsi, le chiffre 8 placé au cinquième rang, à partir de la droite , représente huit unités du cinquième ordre ou huit dizaines de mille.
Au moyen de ces conventions on peut écrire en chiffres tous les nombres imaginables, excepté ceux qui ne contiennent pas au moins une unité de chacun des ordres inférieurs à l’ordre le plus élevé : tel est, par exemple, le nombre six cent huit dont les plus grandes unités sont des centaines et qui ne contient pas de dizaines. C'est pourquoi on fait usage d’un dixième caractère 0, nommé zéro, qu’on écrit au rang de chaque ordre d’unités qui manquent : ainsi le nombre six cent huit s’écrira 608 en mettant un zéro à la place des dizaines. Chacun des autres chiffres 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 s’appelle chiffre significatif.
En général, pour écrire en chiffres un nombre énoncé, on place successivement les uns à la suite des autres, à partir de la gauche, les chiffres qui représentent les nombres de centaines, de dizaines et d'unités de chaque unité principale énoncée , e» remplaçant par des zéros les unités qui manquent: ainsi le nombre huit millions vingt-sept mille quatre unités s’écrira 8027004.
Réciproquement, /)OMr énoncer un nombre écrit en chiffres, on le sépare en tranches de trois chiffres, à partir de la droite, sauf à ne laisser qu’un ou deux chiffres à la dernière tranche; puis, à partir de la gauche, on énonce successivement les nombres de centaines, de dizaines et d'unités de chaque tranche en lui donnant le nom des unités principales qu’elle représente: ainsi le nombre l,234-,567,890 s’énoncera un
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billion deux cent trente-quatre millions cinq cent soixantesept mille huit cent nouante unités.
7. La base d’un système de numération est le nombre constant d’unités d’un ordre quelconque, dont se compose l’unité de l’ordre immédiatement supérieur. Ainsi dix est la base du système qu’on vient d’exposer : c’est pourquoi on le nomme système décimal.
Remarque. Le nombre des chiffres qu’on emploie dans un système de numération est égal à la base du système.
8. Un nombre est concret ou abstrait suivant qu’on a égard ou non à la nature des choses qu’il représente. Ainsi, lorsqu’on dit trois heures, quatre jours, trois et quatre sont des nombres concrets. Mais, lorsqu’on dit trois, quatre, cinq sans aucune autre indication , on énonce des nombres abstraits.
9. Une opération est une manière de composer ou de décomposer les quantités.
Ainsi , lorsqu’on ajoutant \ unité au nombre cinq on obtient le nombre six , on fait une opération par laquelle on compose les nombres un et cinq en un seul nombre six; et, lorsqu’en retranchant Yunité du nombre six, on obtient le nombre cinq , on fait une autre opération par laquelle on décompose six en deux nombres un et cinq.
10. On donne le nom de calcul à un ensemble d’opérations sur les nombres.
1 1 . Un théorème est une vérité qu’on rend évidente par un raisonnement appelé démonstration.
12. Un axiome est une vérité évidente par elle-même et qu’on admet sans démonstration.
15. Un problème est une question à résoudre ou dont on demande la solution.
14. Le théorème, l’axiome et le problème se désignent sous le nom commun de proj>osition.
lo. Le corollaire est une conséquence immédiate d’une ou de plusieurs propositions.
OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS
DÉFINITIONS
1. L'addition est une opération par laquelle on réunit plusieurs quantités de môme espèce en une seule appelée somme.
Remarqce. Il résulte, de cette définition et de l’axiome 3, que :
1° Pour augmenter «ne quantité d'une somme , il suffit d’ajouter à cette quantité la première partie de la somme , au résultat obtenu, la seconde partie , et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait ajouté la dernière partie de la somme.
2“ Pour augmenter une somme d’une quantité , il suffit d’ajouter cette quantité à l’une des parties de la somme.
2. La soustraction est une opération par laquelle on pi'cnd la différence de deux quantités de môme espèce.
Ces quantités sont les deux termes de la différence ou du reste de la soustraction. La plus grande quantité est le premier terme de la différence ; la plus petite en est le second terme.
Remarque. II résulte, de ces définitions, que :
1” Le premier terme d’une différence est égal au second terme augmenté de cette différence.
2° Pour soustraire une somme d’une quantité, il suffit de soustraire de cette quantité la première partie de la somme,
du résultat obtenu , la seconde partie , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on ait soustrait la dernière partie.
3“ Pour soustraire une quantité düune somme, il suffit de soustraire cette quantité de l’une des parties de la somme.
4-“ Lorsqu’on augmente ou qu'on diminue le premier terme dune différence d’une quantité, la différence augmente ou diminue de cette quantité.
5° Lorsqu'on augmente ou qu’on diminue le second terme d’une différence d’une quantité, la différence diminue ou augmente de cette quantité.
6° La différence de deux quantités ne change pas , lorsqu’on augmente ou qu’on diminue ses deux termes dune même quantité.
3. La multiplication est une opération par laquelle on répète une quantité, appelée multiplicande, autant de fois qu’il y a d’unités dans un nombre entier , appelé multiplicateur.
Le résultat se nomme produit. Le multiplicande et le multiplicateur sont les facteurs du produit.
Remarque 1. Lorsque le multiplicande est égal à l’unité, le produit est égal au multiplicateur. Lorsque le multiplicateur est égal à l’unité, on dit que le produit est égal au multiplicande, quoiqu’il n’y ait pins alors de multiplication proprement dite.
Remarque 2. Il résulte, de la définition précédente et de raxiome 3, que :
1' Le produit de la somme de plusieurs quantités par un nombre entier est égal à la somme des produits qu’on obtient , en multipliant chaque partie de la somme proposée par ce nombre.
2° Le produit dune quantité par la somme de plusieurs nombres entiers est égal à la somme des produits qu’on obtient en multipliant cette quantité par chaque partie de la somme proposée.
4. La table de Pythagore est une table qui contient tous les produits de deux nombres d’un seul chiffre.
LIVRE I
Pour la former, on écrit les nombres 1,2,3, 4,5, 6,7, 8 , 9 sur une ligne horizontale , ce qui donne les produits d<j^ neuf premiers nombres entiers par l’unité. Pour obtenir les produits des neuf premiers nombres par 2 , on ajoute chacun des chiffres 1,2,3... 9 à lui-même , ce qui donne les nombres 2, 4, 6... 18, qu’on écrit sur une seconde ligne horizontale, au-dessous des multiplicandes correspondants. Pour obtenir les produits des neuf premiers nombres par 3 , on ajoute chaque chiffre de la première ligne au nombre qui lui correspond dans la seconde, ce qui donne les nombres 3, 6, 9... 27, qu’on écrit sur une troisième • ligne horizontale , au-dessous des multiplicandes correspondants ; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait obtenu les produits des neufs premiers nombres par 9 , en ajoutant chaque chiffre de la première ligne au nombre qui lui correspond dans la huitième.
Cela étant, pour trouver, dans la table de Pythagore, le produit de deux nombres,! ci'*, d' un seul chiffre, on cherche le multiplicande 7 dans la première ligne horizontale, le multiplicateur 4 dans la première ligne verticale; on descend
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la ligne verticale qui contient le multiplicande jusqu' à la rencontre de la ligne horizontale qui contient le multiplicateur; le produit 28 se trouve à V intersection de ces deux lignes.
5. En général , on nomme produit , de tant de nombres qu’on voudra , le résultat qu’on obtient en multipliant le premier nombre par le second , le produit obtenu par le troisième , ce nouveau produit par le quatrième , et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait employé, comme multiplicateur, le dernier des nombres proposés.
Chacun de ces nombres est un facteur du produit.
6. On dit qu’un nombre contient tous les facteurs d’un autre nombre , lorsque le premier est égal à un produit de plusieurs facteurs parmi lesquels sont les facteurs du second.
7. Une quantité est multiple d’une autre, lorsque la première est égale à la seconde multipliée par un nombre entier.
Ainsi, le nombre 6, qui est égal à 3 multiplié par 2 , est un multiple de trois.
8. La division est une opération par laquelle on partage une quantité, appelée dividende, en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans un nombre entier , appelé diviseur. L’une de ces parties est le quotient de la division.
Remarque 1. U résulte, de cette déCniüon, que le dividende est égal au produit du quotient par te diviseur et que réciproquement, lorsqu'une quantité multipliée par le diviseur reproduit le dividende, cette quantité est égale au quotient de la division.
Remarque 2. Lorsque le dividende est égal au diviseur, le quotient est égal à l’unité. Lorsque le diviseur est égal à l’unitéi on dit que le quotient est égal au dividende, quoiqu'il n’y ait plus alors de division proprement dite (déf. 3, rem. 1).
9. Un nombre est divisible par un autre, lorsque le quotient de la division du premier par le second est un nombre entier. On dit aussi que le second nombre divise le premier, ou qu’il est diviseur du premier.
Remarque. Tout nombre entier est divisible par luirmême et par l'unité [déf. 8, l’em. 2}.
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10. Un nombre est pair ou impair, suivant qu’il est ou non divisible par 2.
11. On appelle preuve d’une opération, une manière de vériücr l’exactitude du résultat.
SIGNES ABRéviATlPS.
Le signe = signifie égale ou égal à.
+ plus.
— moins.
X multiplié par.
— divisé par.
> plus grand que ou supérieur à.
< plus petit que ou inférieur à.
Ainsi 3+4 — 5=2x3— I signifies plus 4 moins 5égale2
multiplié par 3 moins 8 divisé par 2 ; ou , autrement, que, si l’on ajoute le nombre 4 au nombre 3 et qu’on retranche 6 du nombre ^ qui en résulte , on obtiendra le même nombre qu’en multipliant 2 par 3 et en retranchant du produit 6 le < quotient 4 de la division de 8 par 2.
ADDITION
PROPOSITION PREMIÈRE
Additionner des nombres entiers 816 , 987 , 678 .
Pour réunir ces nombres en un seul , il suffit de réunir séparément leurs unités simples , leurs dizaines , leurs centaines, etc., et de faire la somme des résultats ainsi obtenus (ax. 3), ce qui conduit à écrire les nombres proposés les uns au-dessous des autres, de manière que. les chilTres qui expriment des unités de même ordi'e soient situés sui’ une môme ligne verticale.
Cela étant , on dira 8 unités simples et 7 unités simples donnent 15 unités simples ; 15 et 6 donnent 21 unités simples ou 1 unité simple, qu’on écrit sous le chiffre 8 des unités simples du nombre C78 , et 2 dizaines qu’on reporte à la somme des dizaines, en disant 2 dizaines et 7 dizaines donnent 9 dizaines, 9 et 8 donnent 17, 17 et 1 donnent 18 dizaines ou 8 dizaines, qu’on écrit sous le chiffre 7 des dizaines de 078, et 1 centaine qu’on reporte à la somme des centaines , en disant 1 centaine et 6 centaines donnent 7 centaines, 7 et 9 donnent 16, 16 et 8 donnent 24 centaines ou 4 centaines qu’on écrit sous le chiffre 6 des centaines de 678, et 2 mille qu’on place à la gauche du chiffre 4 des centaines. Le résultat est 2481.
En général , pour additionner des nombres donnés , on les écrit les uns au-dessous des autres, de manière que les chiffres qui expriment des unités de même ordre soient situés ^ dans une même colonne verticale; on souligne le dernier nombre pour le séparer du résultat; puis, à partir de la droite, on fait successivement la somme des chiffres contenus dans chaque colonne verticale; on écrit au-dessous les unités de son ordre et on reporte les dizaines de cet ordre à la colonne suivante.
Uemarque 1. Il est plus commode d’effectuer l’addition de droite à gauche que de gauche à droite. Car, en opérant de droite à gauche, chaque addition partielle fournit un chiffre du résultat, tandis que si l’on opérait de gauche à droite , lorsqu’une somme partielle excéderait 9 unités , il faudrait ajouter les dizaines de cet ordre au chiffre précédent du résultat , et , par suite , changer un ou plusieurs chiffres déjà écrits.
Remarque 2. Pour faire la preuve de l’addition , on observe qu'un tout ne change pas de valeur lorsqu’on intervertit l’ordre de ses parties (ax. 3); d’où il résulte que si l’on recommence l’addition en opérant de haut en bas , on obtiendra le même résultat 2481 .
LIVRE I
SOUSTRACTION
PROPOSITION II
Trouver la différence de deux nombres entiers 947 , 364 .
Pour obtenir la différence des nombres proposés , U suffit de prendre séparément la différence de leurs unités simples, celle de leurs dizaines, celle de leurs centaines, etc. (déf. 2, rem. 2° et 3“), ce qui nous conduit à écrire le second nombre sous le premier de manière que les chiffres qui expriment des unités de même ordre soient situés sur une même ligne verticale. .
Cela étant , on dira 4 unités simples ôtées de 7 unités simples, il reste 3 unités simples, qu’on écrit sous le chiffre 4 du plus petit nombre; ôter 6 dizaines de 4 dizaines, cela est impossible ; alors on augmente le chiffre 4 du nombre supérieur de 10 dizaines ce qui donne 14 dizaines, et l’on dit : G dizaines ôtées de 14 dizaines, il reste 8 dizaines, qu’on écrit sous le chiffre (l du plus petit nombre : pour ne pas altérer la différence, on augmente le plus petit nombre de 10 dizaines ou d’une centaine , et on dit 4 centaines ôtées de 9 centaines, il reste 5 centaines, qu’on écrit sous le chiffre 3 du plus petit nombre. Le résultat est 583.
En général, pour trouver la différence de deux nombres entiers, on écrit le plus petit nombre sous le plus grand, de manière que les chiffres qui expriment des unités de même ordre soient situés sur une même ligne verticale', on souligne le plus petit nombre ;■ puis , à jmrlir de la droite, on retranche successivement chaque chiffre du plus petit nombre
du chiffre supérieur correspondant, et l'on plaee le reste audessous; lorsqu'un chiffre du plus petit nombre excède le chiffre supérieur correspondant , on rend la soustraction possible en augmentant celui-ci de 10 unités de son ordre, et en ajoutant 1 unité au chiffre inférieur suivant.
Remarque 1. Il est plus commode d’opérer de droite à gauche que de gauche à droite. Car , en opérant de droite à gauche, chaque soustraction partielle fournit un chiffre du résultat; tandis qu’en opérant de gauche à droite, lorsqu’un chiffre inférieur excède le chiffre supérieur correspondant, il faut , après avoir augmenté celui-ci de 10 unités de son ordre pour rendre la soustraction possible , diminuer d’une unité le chiffre précédent du résultat et, par suite, changer un ou plusieurs chiffres déjà écrits.
Remarque 2. Pour faire la preuve de la soustraction , il sufQt de s’assurer si le reste 583, ajouté au plus petit nombre 364. , reproduit le plus grand nombre 947 , ou si , en retranchant le reste du plus grand nombre , on obtient le plus petit (déf. 2).
MULTIPLICATION
PROPOSITION III
Un produit 3x4x5x7x8xGx9</e tant de facteurs qu’on voudra ne change pas de valeur lorsqu’on intervertit F ordre des facteurs.
1“ Démontrons d’abord que ce produit ne change pas de valeur, lorsqu’on intervertit l’ordre des deux premiers facteurs , c’est-à-dire qu’on a
Cela revient à prouver que
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car ceg deux produits étant égaux, si on les multiplie par les mémos facteurs 5, 7, 8,6, 9, on aura des résultats égaux (ax. 2). Or, multiplier 3 par 4, c’est répéter quatre fois chacune des unités qui composent le nombre 3 (déf. 3, rem. 2), ce qui donne 1 X V répété trois fois ou 4 x 3 ; donc 3x4 = 4x3, et, par suite,
2“ Proposons-nous de démontrer que le produit 3x4x5 x7x8x6x9ne change pas de valeur lorsqu’on intervertit l’ordre des deux derniers facteurs, c’est-à-dire qu’on a
Désignant, pour abréger, par la lettre P, le produit 3x4 X 5x7x8 des facteurs qui précèdent ics deux derniers, ii suffit de prouver que
Px6x9 = Px9x6.
Or, pour multiplier par 9 le produit P x 6 , il suffit de multiplier par 9 chacun des 6 nombres , égaux à P, qui composent ce produit (déf. 3, rem. 2, 1°) ; ce qui donne Px 9 répété 6 fois ou P x 9 x 6 ; donc
Px6x9 = Px9x6.
3® Le produit 3x4x5x7x8x6x9 ne change pas de valeur lorsqu’on intervertit l’oixlrc de deux facteurs consécutifs quelconques, 7 et 8 par exemple; de sorte qu’on a
En effet, 7 et 8 étant les deux derniers facteurs du produit3x4x5x7x8, on a (2°)
multipliant ces deux produits par 6 et les résultats par 9 , on a (ax. 2)
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4° Cela étant, le produit 3x4x5x7x8x6x9ne change pas de valeur lorsqu’on intervertit arbitrairement l’ordre de ses facteurs. Car si l’on veut, par exemple, donner le premier rang au facteur 7 , sans altérer la valeur du produit, il suffira de le mettre successivement au troisième rang, à la place de 5, au second rang, à la place de 4, et au premier rang, à la place de 3 : on donnera de même le second rang à celui qu’on voudra des six autres facteurs, et ainsi de suite jusqu’à ce que tous les facteurs occupent définitivement les rangs qu’on leur aura assignés d’une manière arbitraire.
PROPOSITION IV
Pour multiplier un nombre 7 par unproduit 2x3x4, . il suffît de multiplier ce nombre par le premier facteur 2, le produit obtenu par le second facteur 3 , et ainsi de suite jusqu'à ce quon ait employé, comme multiplia catcur, le dernier facteur du produit.
Il s’agit de prouver que
En vertu du principe précédent (3) , le produit 7x ( 2x 3 x4) = (2x3x4)x7 ou2x3x4x7;onaaussi2x3x4x7 =7x2x3x4; donc
7x (2x3x4) = 7x2x3 x4 (ax. 1).
Remarque. Au lieu de déduire ce principe du précédent , on peut le regarder comme une conséquence immédiate de la définition 3. Car, répéter trois fois le double d’une quantité , c’est prendre cette quantité trois fois deux fois ou six fois ; et répéter quatre fois le produit d’une quantité par G , c’est prendre quatre fois six fois ou vingt-quatre fois cette quantité.
ConoLt,URE 1. Lorsqu'on multiplie un facteur d'un produit 2x3x4 par un nombre 7, le produit est multiplié par ce nombre.
Il s’agit de prouver qu’on a , par exemple ,
En effet, 2x(3x7)x4 = 2x3x7x4 (pr. 4), et2x3x7 x4=2x3x4x7 (pr. 3); donc 2x (3x7) x4=2x3x4x7 (ax. 1).
Corollaire 2. Un produit 1y.^y.k de plusieurs nombres entiers est un multiple de l'un quelconque de ses facteurs. Car on a, par exemple, 2x3x4 = 3x2x4=3x(2x4); donc 2x3x4 est un multiple de 3 (déf. 7).
Corollaire 3. Lorsqu,' un nombre 120 contient tous les facteurs d'un autre nombre 12 (déf. 6), le premier est un multiple du second. Car, en supposant 120=4x2x3x5 et 12=3x4, on aaussi 120=4x3x2x5=12x (2x5).
PROPOSITION V
Pour multiplier un nombre 4367 par l'unilé suivie d’un ou de plusieurs zéros, il suffit d’écrire à la droite' de ce nombre autant de zéros qu'il y en a à la droite de l'unité.
Ainsi, on aura 4367 x 100=436700.
En effet, le chiffre 7, qui exprimait des unités simples , exprime actuellement des centaines ou des unités cent fois plus grandes; le chiffre 6, qui exprimait des dizaines, exprime actuellement des mille ou des unités cent fois plus grandes, et ainsi de suite; donc chacune des parties de 4367 a été rendue cent fois plus grande ; donc ce nombre lui-même est devenu cent fois plus grand (déf. 3, rem. 2, 1°).
Uejiarque. La même égalité montre que pour diviser 436700 par 100, il suffit de supprimer deux zéros à la droite du dividende, ce qui donne le quotient 4367.
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Corollaire. Pour obtenir te produit de plusieurs nombres terminés par des zéros, il suffit d’effectuer le produit de ces nombres, abstraction faite des zéros gui les terminent, et d'écrire à la droite du produit autant de zéros qu’on en a supprimé. Ainsi on aura 3000 x 800 = 24.00000. Car le multiplicateur 800 peut Être considéré comme le produit des facteurs 8 e.t 100 , et., pour multiplier le nombre 3000 par ce produit , il sufGt de le multiplier par 8, ce qui donne 24000 (pr. k, cor. 1], et de multiplier 24000 par 100 , ce qui donne 2400000.
PROPOSITION VI
Multiplier un nombre 537 ,, ée plusieurs chiffres, par un nombre 8 d’un seul chiffre.
Le nombre 537 étant une somme composée de 5 centaines, de 3 dizaines et de 7 unités, pour le multiplier par 8 , il suffit de multiplier par 8 chacune de ses parties (déf. 3, rem. 2, 1°); de sorte qu’on dira 8 fois7 unités simples donne 56 unités simples ou 6 unités simples, qu’on écrit sous le chiffre 7 du multiplicande, et 5 dizaines qu’on reporte au produit suivant; 8 fois 3 dizaines donne 24 dizaines, qui, augmentées de 5 dizaines , font 29 dizaines ou 9 dizaines , qu’on écrit sous le chiffre 3 du multiplicande, et 2 centaines qu’on reporte au produit suivant ; 8 fois 5 centaines donne 40 centaines , qui , augmentées de 2 centaines, font 42 centaines ou 2 centaines , qu’on écrit sous le chiffre 5 des centaines du multiplicande , et 4 mille qu’on place à la gauche du chiffre 2 des centaines. Le produit demandé est
En général, pour multiplier un nombre de plusieurs
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chiffres par un nombre d'un seul chiffre, on multiplie successivement , à partir de la droite , chaque chiffre du multiplicande par le multiplicateur; on écrit les unités de chaque produit partiel sous le chiffre correspondant du multiplicande et on reporte les dizaines au produit suivant.
REMAugiE 1. Le produit d’un nombre d’un seul chiffre par un nombre de plusieurs chiffres s’obtient de la môme manière, en intervertissant l’ordre des facteurs (pr. 3). Ainsi le produit8x537=537x8=ii-296.
Remarque 2. La règle précédente est une manière abrégée d’effectuer une addition de plusieurs nombres égaux entre eux ; il en est de môme de la règle suivante.
PROPOSITION VII
Multiplier un nombre 4G89 de plusieurs chiffres par un nombre 3G7 de plusieurs chiffres.
Multiplier le nombre 4689 par 367 , c’est le répéter 367 fois (déf. 3), ou 7 fois plus 60 fois plus 300 fois. Multipliant d’abord 4689 par 7 (pr. 6), on obtient le produit partiel 32823, qu’on écrit de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 7 du multiplicateur. Pour multiplier 4689 par 60, on le multiplie par 6, ce qui donne 28134, que l’on considère comme un nombre de dizaines, en l’écrivant de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 6 des dizaines du multiplicateur ((pr. 5, cor.). Enfin, pour multiplier 4689
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par 300, on le mulliplic par 3, ce qui donne 14067, que l’on considère comme un nombre de centaines, en l’écrivant de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous du chiffre 3 des centaines du multiplicateur. Faisant la somme de ces produits partiels (pr. 1), on obtient le produit demandé 1720863.
En général , /> 0 Mr mulli-plier l'un 'par l’autre deux nombres de plusieurs chiffres , on écrit le multiplicateur sous le multiplicande, de manière que les chiffres qui expriment des unités de même ordre se correspondent; on souligne le muUiplicaleur, puis on multiplie le multiplicande successivement par chaque chiffre du multiplicateur, à partir de la droite, en écrivant chaque produit partiel de manière que son premier chiffre à droite soit au-dessous de celui qui a servi de multiplicateur ; on fait la somme de tous ces produits partiels, et on a le produit demandé.
Remarque. Pour faire la preuve de la multiplication, il suffit de multiplier le multiplicateur 367 par le multiplicande 4689, et de s’assurer si l’on obtient ainsi le môme produit 1720863 (pr. 3).
* PROPOSITION VIII
Lorsqu’on multiplie les deux termes, 48 et 18, d’une différence par un nombre! , la différence 30 est multipliée par ce nombre.
Ainsi, on aura
En effet , 30 étant la différence des nombres 48 et 18 , le plus grand nombre 48 est la somme de 18 et 30; donc 48x7=18x7 + 30x7 (déf.3, rem. 2, 1°). Retranchant, de part et d’autre, 18x7, il vient
48x7-18x7=30x7 (ax. 2).
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PROPOSITION IX
La somme 7 x4+7x8 + 7xG de plusieurs multiples dune (pianlité 7 est un multiple de cette quantité.
En effet7x4+7x8+7x6=7x(4+8+6) (déf.3,rem.2, 2°); or, 4, 8, 6 étant des nombres entiers, leur somme 4+8 + 6 est aussi un nombre entier, donc 7 X (4+8 + 6) est multiple de 7.
Remarqüe. On voit, de même, que la différence 7x9— 7x4 de deux multiples d'une quantité '1 est tin multiple de cette quantité. Car 7x9— 7x4=7x (9— 4) , et 9—4 est un nombre entier.
DIVISION
PROPOSITION X
Lorsqu'un nombre 12 est un multiple d’un autre nombre 4, le premier est divisible par le second; et réciproquement, lorsqu’un nombre 12 est divisible par un autre nombre k, le premier est un multiple du second. ‘ , * ‘
1“ 12 étant le produit do 4 par un nombre entier (déf. 7), supposons qu’on ait 12 = 4 x 3. On aura aussi 12 = 3 x 4 (pr. 3) ; donc le nombre entier 3 est le quotient de la division de 12par4 (déf. 8); donc 12est divisible par4(déf. 9).
2° Supposons que le nombre entier 3 soit le quotient de la division de 12 par 4. Nous aurons 12=3 x 4 et, par suite, 12=4x3; donc 12 est un multiple de 4.
Corollaire 1. Lhi produit de plusieurs nombres entiers est divisible par l'un quelconque de ses facteurs (pr. 4, cor.2).
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Corollaire 2. Lorsqu'un nombre contient tous les facteurs d!un autre nombre, le premier est divisible par le second (pr. 4,cor.3).
PROPOSltlON XI.
Tout diviseur 6 commun à plusieurs nombres, 18, 24, 30, divise leur somme 72.
Chacun des nombres 18, 2^, 30, étant divisible par 6, est un multiple de 6 (pr. 10); donc leur somme 72 est aussi un multiple de 6 (pr. 9) ; donc 72 est divisible par 6 (pr. 10).
Remarque. On prouverait , de même , que tout diviseur 6 commun à deux nombres, 48 et 18, divise leur différet-ce 30 (pr. 9, rem.).
Corollaire. Tout diviseur 6 (Lun nombre 18 divise un multiple quelconque 18x4 de ce nombre. Car 18x4 est une somme de 4 nombres égaux à 18.
PROPOSITION XII
Pour diviser une somme 30+18+12 par un nombre entier 6, il suffit de diviser chaque partie de la somme par ce nombre.
H s’agit de prouver que
c’est-à-dire que ^+^+^ est le quotient de la division de 30+18 + 12 par 6 ou, autrement, que si l’on multiplie ^+X+X par Jo diviseur 6, on obtiendra le dividende
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30+18+12. Or, pour multiplier une somme par un nombre entier G , il suffit de multiplier par 6 chacune des parties de la somme ; donc
OA 4Q
mais ^X6 = 30, X6=18, -^X6=12,
donc |^+^+^jx6=30+18+12.
Remarque. On prouverait, de même, que , pour diviser une différence hS — 18 par un nombre entier 6 , il suffit de diviser chacun de ses termes 48 et 18 par ce nombre^ c’est-àdire que
■-J— J (pr.8)-.
PROPOSITION XIII
Diviser un nombre entier 5624 /jar un autre nombre entier 1 2.
Diviser 6624 par 12, c’est trouver un nombre égal à la douzième partie de 5624 (dcf. 8); mais, comme il est possible que 5624 ne soit pas divisible par 12 (déf. 9) , nous nous proposerons seulement de trouver la douzième partie du plus grand multiple de 12 contenu dans 5624 (pr. 10). Or, pour diviser une somme par un nombre entier , il suffit de diviser chaque partie de la somme par ce nombre (pr.l2), donc il suffira de prendre Séparément la douzième partie des mille, des centaines, des dizaines et des unités dont se compose 5624.
ARITnHÉTIQUE.
Si.
Le nombre 5 des mille du dividende étant moindre que 12, on voit que le quotient est inférieur à mille; mais, si l’on convertit 5 mille en centaines, on obtiendra 50 centaines, qui, augmentées des 6 centaines du dividende, donnent 56 centaines , dont le nombre est plus grand que 12; donc le premier chiffre à gauche du quotient exprimera des centaines, et comme ce chiffre ne peut pas excéder 9, on est conduit à former une table des neuf premiers multiples du diviseur 12. A cet effet, on écrit les neuf premiers nombres dons une colonne verticale et , à la droite de chacun de ces nombres , dans une deuxième colonne verticale, le multiple correspondant du diviseur
Cela étant, pour obtenir le chiffre des centaines du quotient, on cherche dans la table le plus grand multiple de 12 contenu dans 56 et l’on trouve 48, ce qui conduit à considérer 56 centaines comme formées de 48 centaines et d’un nombre de centaines inférieur à 12 ; or la douzième partie de 48 centaines est 4 centaines, dont le nombre se trouve écrit à la gauche du multiple 48 du diviseur; donc 4 est le chiffre des centaines du quotient. Pour obtenir le chiffre des dizaines, on soustrait de 56 centaines le produit 48 centaines du diviseur 12 par les quatre centaines du quotient, ce qui donne le reste 8 centaines ou 80 dizaines , qui , augmentées des 2 dizaines du dividende, font 82 dizaines. Le plus grand multiple de 12 contenu dans 82 étant 72, on considère 82 dizaines comme composées de 72 dizaines et
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d’un nombre de dizaines inférieur à 12 : or la douzième partie de 72 dizaines est 6 dizaines, dont le nombre se trouve écrit à la gauche du multiple 72 du diviseur, donc 6 est le chiffre des dizaines du quotient. Pour obtenir le chiffre des unités, on soustrait de 82 dizaines le produit 72 dizaines du diviseur par les dizaines du quotient, ce qui donne le reste 10 dizaines ou 100 unités, qui , augmentées des ^ unités du dividende, font 104> unités. Le plus grand multiple de 12 contenu dans lOi étant 96 , on considère 104 comme composé de 96 unités et d’un nombre d’unités inférieur à 12 : or la douzième partie de 96 unités est 8 unités , dont le nombre se trouve à la gauche du multiple 96 du diviseur; donc 8 est le chiffre des unités du quotient demandé 468. En retranchant de 104 le produit 96 du diviseur par les unités du quotient, on obtient le reste 8 qu’on nomme reste de la division.
En général , pour diviser un nombre entier par un autre , on écrit le diviseur à la droite du dividende; on les sépare par un trait vertical; on souligne le diviseur; on sépare sur la gauche du dividende assez de chiffres pour que le nombre qui en résulte contienne le diviseur ; on cherche combien de fois le diviseur est contenu dans la partie à gauche du dividende, ce qui détermine le premier chiffre à gauche du quotient; on écrit ce chiffre sous le diviseur; on soustrait de la partie à gauche du dividende, ou du premier dividende partiel, le produit du diviseur par le chiffre obtenu au qtiotient, ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit le chiffre suivant du dividende; on cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le nombre qui en résulte, ce qui détermine le second chiffre du quotient; on soustrait du second dividende partiel le produit du diviseur par le second chiffre du quotient, ce qui donne un second reste à ta droite duquel on écrit le chiffre suivant du dividende, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait employé toiis les chiffres du dividende.
fiEMARgcE 1. On a obtenu le dernier reste 8 en retran-
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chant du dividende les produits du diviseur par les centaines, les dizaines et les unités du quotient donc le dividende S62/f = W0x 12+60x12+8x12+8 = 468x12+8; donc, pour faire la preuve de la division , il suffit de s’assurer si le reste est moindre que le diviseur, et si , en ajoutant ce reste au produit du diviseur par le quotient, on obtient une somme égale au dividende.
Reharqcb 2. La règle qu’on vient de donner pour diviser un nombre entier par un autre est une manière abrégée d’effectuer plusieurs soustractions. Car, en soustrayant 12 * de 5624 autant de fois que cela est possible, le nombre 468 des soustractions ainsi effectuées est égal au quotient de la * division de 5624 par 12.
Remarque 3. Lorsque le diviseur est un nombre d’un seul chiffre, les neuf premiers multiples du diviseur sont contenus dans la table de Pythagore (déf. 4).
PROPOSITION XIV
Pour diviser un nombre 360 par un produit 24 de plusieurs facteurs 2, 3 , 4 , il suffit de diviser ce nombre par le premier facteur 2 , le quotient obteim par le deuxieme facteur 3 , et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait divisé par le dernier facteur.
Soit 180 le quotient de la première division, 60 celui de la deuxième, 15 celui de la troisième. En multipliant le troisième quotient 15 par le troisième diviseur 4, on obtient le troisième dividende 60; multipliant le second quotient 60 par le second diviseur 3, on obtient le second dividende 180; multipliant le premier quotient 180 par le premier diviseur 2, on obtient le premier dividende 360; donc 360 = 15x4 X3x2= 15x (4 X 3 X2) = 15 x24 (pr. 4); donc 15 est le quotient de la division de 360 par 24 (déf. 8, rem. 1).
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PROPOSITION XV
Lorsqu'on divise un facteur 6 d’wn produit 5x6x4 par un nombre 3, le produit est divisé par ce nombre.
Il s’agit de prouver que 5x|x4 = ^^^, c’est-à-dire que 5x|x4 est le quotient de la division de 5x6x4 par le nombre 3, ou, autrement, que si l’on multiplie 5 x | x 4 par 3, on obtiendra le dividende 5x6x4. Or, pour multiplier un produit par un nombre 3, il suffit de multiplier par 3 un des facteurs du produit (pr.4,cor. 1), donc on a (5xfx4) X3 = 5x(^x3)x4 = 5x6x4.
Corollaire 1. Pour diviser un produit 5x6x4 par un de ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur dans le produit. Car on a par exemple = 5 xfx4=5xlx4— 5x4.
Corollaire 2. Lorsqu'un produit 4 X 5 X 3 X 7 contient tous les facteurs d'un autre produit 3x4, le quotient de la division du premier produit par le second s'obtient en supprimant dans le premier produit tous les facteurs du second.
Qir pour diviser un nombre 4 x 5 x 3 x 7 par le produit 3x4, il suffit de diviser ce nombre par 3 et le quotient obtenu par 4 (pr. 14), ce qui donne 5x7 pour le quotient demandé (cor. 1).
PROPOSITION XVI
Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dividende 96 par un nombre h, sans changer le diviseur 8 , le quotient 1 2 est multiplié ou divisé par ce nombre.
1° On a 96=12x8 (déf. 8, rem. 1). Multipliant le facteur 12 par 4, le produit 96 sera multiplié par 4 (pr. 4, cor. 1), et on aura 96x4 = (12x4) x 8 ; ce qui montre qu’en divisant le nouveau dividende 96x4 par le môme diviseur 8, on obtiendra le nouveau quotient 12x4 (déf. 8, rem. 1).
2” On prouverait, de môme, que, si l’on divise le dividende
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96 par 4, sans changer le diviseur 8, le quotient 12 sera divisé par 4 (pr. 15).
PROPOSITION .XVII
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise le diviseur 8 par U7i nombre 4 , sans changer le dividende 96 , le quotient 12 est divisé ou multiplié par ce nombre.
1° On a 96=12x8. Multipliant le facteur 8 par 4 et divisant le facteur 12 par 4, le produit 96 sera multiplié et divisé par 4 (pr. 4, cor. 1 et pr.l5); donc coproduit ne changera pas de valeur, et on aura 96 = ^X (8x4), ce qui montre qu’en divisant le même dividende 96 par le nouveau diviseur 8 X 4 , on obtiendra le nouveau quotient
2® On prouverait, de même, que, si l’on divise le diviseur 8 par 4 , sans changer le dividende 96 , le quotient 12 sera multiplié par 4.
PROPOSITION XVIII
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise le dividende 96 et le diviseur 8 par xin même nombre 4 , le quotient ne change pas.
1“ On a 96=12x8. Multipliant le facteur 8 par 4, le produit 96 sera multiplié par 4, et on aura 96x4= I2x (8x4), ce qui montre qu’en divisant le nouveau dividende 96x4 par le nouveau diviseur 8x4, on obtiendra le môme quotient 12.
2“ On prouverait, de môme , que , si l’on divise par 4 le dividende 96 et le diviseur 8 , et qu’on divise ^ par j, on obtiendra le même quotient 12.
CoKOLLAiRE 1. Loi’squ’on aperçoit un ou plusieurs facteurs communs au dividende et au diviseur, on peut abréger l’opération en faisant abstraction de ces facteurs. Ainsi , au licp de diviser 5 x 360 x 47 par 5x12x47, on divisera 360
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par 12, ce qui revient à diviser le dividende et le diviseur par un môme nombre 5xi7 (pr. 15, cor. 2).
CoKOLLAiKE 2. Lorsque le dividende et le diviseur sont termines par un ou plusieurs zéros, on peut, sans changer le quotient, supprimer à leur droite un môme nombre de zéros. Ainsi, au lieu de diviser 36000 par 1200, on divisera 360 par 12, ce qui revient à diviser le dividende et le diviseur par un môme nombre 100 (pr. 5, rem.).
PROPOSITION XIX
Tout diviseur 6 commun au dividende 48 et au diviseur 18 divise le reste 12 de leur division,- et tout diviseur, commun au diviseur 18 e< au reste 12 de /a division, divise le dividende US.
1“ On a 48 — 18x2 = 12 (pr. 13, rem. 1); or 6 divise, par hypothèse, le dividende 48 ; il divise aussi le diviseur 18, et, par conséquent, 18x2 qui est multiple de 18(pr. 11, cor.) ; donc 6, divisant 48 et 18x2, divise leur différence 12 (pr. 11, rem.).
2° On a 48= 18x2+12 (pr. 13, rem. 1). Par hypothèse, le nombre 6 divise le reste 12 ; il divise aussi le diviseur 18 '
et, par suite , le produit 18x2 ; donc 6 , divisant 18x2 et 12, divise leur somme 48 (pr. 11).
PROPOSITION XX
Lorsqu'on multijjlie ou qu’on divise le dividende 48 et le diviseur 18/>ar un même nombre 6, le quotient ne change pas, mais le reste est 77iultiplié ou divisé par ce noinbre.
1° On a 48=18x2 + 12. Multipliant 18 et 12 par 6, le produit 18x2 (pr. 4, cor. 1) et la somme 48 seront multipliés •'
par 6; de sorte qu’on aura 48x6 = (18x6)x2+12x6. !
De plus, le reste 12 étant mpindre que le diviseur 18, on a J
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12x6<18x6 : donc 2 est le plus gi'and nombre de fois que 18x6 est contenu dans 48x6 ou, autrement, si l'on divise le nouveau dividende 48x6 par le nouveau diviseur 18x6, on obtiendra le même quotient 2 et le nouveau reste 12x6.
2« On prouverait , de même, qu’en divisant ^ par on obtiendrait le même quotient 2 et, pour reste,
' PROPOSITION XXI
O Lorsque le dividetule 68 augmente ou diminue d’un certain nombre de fois le diviseur 12, le quotient 5 augmente ou diminue du même nombre de fois l’unité,mais le reste 8 de la division ne change pas.
1° On a 68=12x5+8. Ajoutant de part et d’autre 12x3, on aura 68+12x3 = 12x (5+3) + 8. Or le reste 8 étant moindre que le diviseur 12, on voit que 5+3 est le plus grand nombre de fois que 12 est contenu dans (68+12x3); ou , autrement , • que si l’on divise le nouveau dividende (68+12x3) par le même diviseur 12, on obtiendra le nouveau quotient (5 + 3), et le môme reste 8.
2" On prouverait, de même , qu’en divisant (68—12x3) par 12, on obtiendrait le nouveau quotient (5 — 3) et le môme reste 8.
Corollaire 1. Lorsque la différence de deux nombres, (68+12x3) et 68 , est un multiple 12 X 3 d'un troisième nombre 12, les restes qu' on obtient , en divisant les deux premiers nombres par le troisième , sotit égaux entre eux. * Car le plus grand dividende (68+12x3) est égal au plus petit 68 augmenté d’un certain nombre de fois le diviseur 12.
Corollaire 2. Réciproquement, lorsqu en divisant deux nombres, lO’i- et 68, par un troisième nombre 12, on' obtient le même reste 8, la différence des deux premiers nombres est ,^un multiple du troisième. Car on a (pr. 13, rem. 1) 104=12 ‘ X8 + 8, 68 = 12x5+8 et, par suite, 104— 68=12 >c8
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PROBLfcMES RELATIFS AU LIVRE PREMIER.
PROBLÈME PREMIER
V- 1 5 mètres de drap ont coûté 450 francs ; trouver le prix de il mètres de drap de même qualité.
Puisque 15 mètres de drap ont coûté i^50 francs, un seul mètre coûtera la quinziéme partie de 450 francs ou 30 francs (pr.l3) ; donc 17 mètres de drap coûteront 17 fois 30 francs ou 510 francs (pr. 7).
PROBLÈME II
7 ouvriers ont mis 60 heures à faire un ouvrage ; trouver combien i 5 ouvriers mettront d’heures à faire le même ouvrage.
Puisque 7 ouvriers ont mis 60 heures à faire l’ouvrage , un seul ouvrier mettrait 7 fois plus d’heui'es ou 420 heures à faire le même ouvrage ; donc 15 ouvriers mettront la quinzième partie de 420 heui’es ou 28 heures.
PROBLÈME III
9 ouvriers ont fait en 5 heures 360 mètres d’ouvrage; trouver combien 1 ouvriers, travaillant pendant 12 heures, feront de mètres du même ouvrage.
1 ouvrier ferait en 5 heui-es 9 fois moins de mètres que^ 9 ouvriei’s, c’est-à-dire 40 mètres ; 1 ouvrier ferait en 1 heure 5 fois moins de mètres qu’en 5 heures, c’est-à-dire 8 mètres;
7 ouvriers feraient en 1 heure 7 fois plus de mètres qu’un seul ouvrier, c’est-à-dire 56 mètres ; enfin 7 ouvriers feront en 12 heures 12 fois plus de mètres qu’en 1 heure, c’est-àdire 672 mètres.
• PROBLÈME IV
Trouver deux nombres tels que leur somme soit égale O 1 28 , et que leur différence soit égale à 34.
Le plus grand des nombres demandés étant égal au plus petit augmenté de 31 , leur somme 128 est égale au plus petit plus le plus petit plus 31, ou au double du plus petit, plus 31 ; donc le reste 91 , qu’on obtient en retranchant 31 de 128, est le double du plus petit nombre ; donc ce plus petit n’ombre est la moitié de 91 ou 17, et, par suite, le plus grand nombre est égal à 17 + 31 ou à 81 .
Ces deux nombres satisfont au problème; car on a 81 + 17 = 128, et 81 -17 = 31.
PROBLÈME V
^ Partager 531 en deux parties telles que l’une soit égale au double de l’autre.
Le plus grand des nombres demandés étant le double du plus petit, leur somme 531 est égale à 1 fois le plus petit plus 2 fois le plus petit, ou à trois fois le plus petit ; donc le plus petit nombre est égal à ^ ou à 177, et, par suite, le plus grand nombre est égal à 177x2 ou à 351.
Ces deux nombres satisfont à l’énoncé ; car on a 351 = 177x2, et 351 + 177 = 531.
PROBLÈME V)
^ Partager 819 en trois parties telles que la seconde ' soit double de la première, et que la troisième soit triple de la seconde.
Le second des nombres demandés étant égal au double du premier, et le troisième égal au triple du second ou au sextuple du premier, leur somme 819 est égale à 1 fois le
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premier plus 2 fois le premier plus 6 fois le premier, ou à 9 fois le premier; donc le premier nombre e^. 'gai à ou à 91 ; le second nombre est 91x2 ou 182, et le troisième 182x3 ou 546.
Les trois nombres 91 , 182 , 546 satisfont au problème ; car on a 91 + 182+546 = 819.
PROBLÈ.ME vil.
^ Trouver un nombre de deux chiffres tel que la somme de ces chiffres considérés comme exprimant des unités simples soit égale à et que le nombre quon obtient en intervertissant l’ordre des chiffres soit égal au nombre primitif augmenté de 45 .
L’augmentation qu’éprouve le nombre demandé provient uniquement de l’excès du chiffre des unités sur celui des dizaines; or chaque unité de cet excès, comptée comme dizaine, produit une augmentation de 9 unités ; donc le chif- , fre des unités excède celui des dizaines d’autant d’unités'*;
que 9 est contenu de fois dans 45, c’est-à-dire de 5 unités.
Le problème est ainsi ramené à celui-ci : trouver deux chiffres tels que leur somme soit égale à Met que leur différence soit égale à 5 (prob. 4) ; d’où l’on conclut que 38 est le nombre demandé.
PROBLÈME VIII
^ Trouver trois nombres tels que 63 soit la somme des deux premiers, 74 celle du premier et du troisième, et 87 celle des deux derniers.
11 résulte de l’énoncé du problème que la somme (63+74 +87) ou 224 se compose du double du premier nombre, du double du second et du double du troisième, ou que 224 est
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égal au double de la somiiie des trois nombres demandés ; donc cette somme est égale au quotient 112 dp la division de 224 par 2 ; mais 63 est la somme des deux premiers , donc (112 — 63) ou 49 est égal au troisième ; 74 est ta somme du premier et du troisième, donc (112 — 74) ou 38 est égal au second; enfin 87 est ta somme des deux derniers, donc (112—87) ou 25 est égal au premier.
Les trois nombres 25, 38, 49 satisfont au problème; car on a 25+38= 63, 25 + 49 = 74, 38+49 = 87.
PROBLEME IX
^ On a mêlé 10 lilres d'eau avec 20 litres de vin à 1 2 sous ; trouver le prix d’un litre du mélange.
Le nombre des litres du mélange e.st (10 + 20) ou .30; donc, en supposant que l’eau ne coûte rien, 30' du mélange vaudront 12*x20 ou 240’; donc un litre vaudra ^*ou8‘.
PROBLÈME X
^ On rt 20 lilres de vin à i2sous; trouver combien il faut y mêler d’eau pour que le mélange revienne à 8 sous le litre.
20 litres à 12’ valent 240'; donc, en supposant que l’eau ne coûte rien , le prix du mélange sera 240’ ; mais chaque litre du mélange doit coûter 8'; donc le nombre des litres du mélange est égal à ^ ou à 30; donc (30—20) ou 10 est le nombre de litres demandé.
PROBLÈME XI
On a mêlé 15 lilres de vin à 8 sous le litre avec 5 lilres de vin à 12 sous; trouver le prix d’un litre du mélange.
ioogi
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15‘ à 8‘ valent S’x 15 ou 120'; 5' à 12' valent 12*x5 ou 60'; or 15‘+5' = 20' ; donc le mélange se compose de 20, qui valent (120'+60*) ou 180*; donc un litre du mélange vaut ou 9 sous.
PROBLÈME XII
^ On a des vins à\‘l sous et à S sous le litre ; trouver combien il faut prendre de litres de chaque qualité pour en former un mélange de 20 litres à 9 sous.
Les 20 litres du mélange vaudront 9‘ x 20 ou 180‘. Si ces litres étaient composés exclusivement de vin à 12*, ils vaudraient 12*x20 ou 240% c’est-à-dire (240‘— 180*) ou 60* de plus que le prix du mélange ; il faut donc remplacer un certain nombre de litres à 12“ par un môme nombre de litres à 8“ , de sorte que le prix des 20' diminue de 60“ ; or, en remplaçant 1' à 12* par 1‘ à 8*, on diminue le prix des 20' à 12“ de (12‘— 8“) , ou de 4' ; donc il faudra faire cette substitution autant de fois que 4“ sont contenus dans 60“, c’est-à-dire 15 fois ; donc il faut prendre 15' à 8’ et, par suite, (20‘— 15') ou 5'à 12“, pour former le mélange demandé.
PROBLÈME XIII
y On a des pièces de 2 francs et de 5 fratics ; trouver combien il faut donner de pièces de chaque espèce pour payer 52 francs avec 20 pièces.
Si l’on donnait 20'’ de 2% on paierait 2'x20 ou 40% c’està-dire (52'— 40% ou 12' de moins ; il faut^lonc remplacer un certain nombre de pièces de 2' par un môme nombre de pièces de 5' ; mais, en remplaçant 1 p de 2' par 1 p de 5', on paie (5'— 2') ou 3' de plûs, donc il faudra faire cette substitution autant de fois que 3' sont contenus dans 12' , c’est-à-dire 4 fois; donc on donnera 4 pièces de 5' et, par suite, (20—4) ou 16 pièces de 2 francs.
3f> ARITHMÉTIQUE.
Les nombres 16 et 4 satisfont au problème; car IGp de 2^ valent 32^• 4 p de 5' valent 20', et on a 32' +20' =52'.
PROBLÈME XIV
'h Un voleur, qui s'est échappé d'une prison, fait 2 lieues par heure ; 6 heures apres son départ , on e^^ voie à sa poursuite un gendarme qui fait 5 lieues par heure; trouver dans combien d’heures le gendarme rattrapera le voleur.
Avant le départ du gendarme, le voleur a fait 2’x6 ou 12'; mais, tandis que le voleur fait 2' en l**, le gendarme en fait 5 , donc l** après son départ, le gendarme s’est rapproché du voleur de (5'— 2') ou de 3' ; donc il rattrapera celui-ci dans un nombre d’heures égal à ^ , c’est-à-dire dans 4 heures.
PROBLÈME XV
Un père et son fis travaillent ensemble : pour Ajournées de travail du père et \ % journées du fils, ils reçoivent 84 francs; pour Ajournées de travail du père et il journées du fils, ils reçoivent 63 fraiics ; trouver combien chacun d’eux gagne par jour. ff
Il résulte de l’énoncé, que la différence (84'— 63') ou 21' provient exclusivement de la différence (18i— lli ) ou 7J des journées de travail du üls ; donc le fils gagne 21' dans ; donc il gagne ou 3' par jour. Retranchant de 84' le gain
3' X 18 ou 54', pour 18 journées de travail du ûls, le reste 30' sera le gain du père pour 6 journées ; donc le père gagne ou 5' par jour.
PROBLÈME XVI
Un père et son fils travaillent ensemble : pour Zjour-
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nées de travail du phe et ^3 journées du fils, ils reçoivent 42 francs ; pour 2 journées de travail du père et 1 journées du fils, ils reçoivent 31 francs; trouver combien chacun d'eux gagne par jour.
En supposant, successivement, que le père et le fils travaillent 2 fois plus de temps que dans le premier cas , et 3 fois plus de temps que dans le second, on trouve que , pour 6 journées du père et 18 journées du fils, ils recevraient 84% et que, pour 6 journées du père et 21 du fils , ils recevraient 93% ce qui ramène la solution du problème à celle du précédent.
PROBLÈME XVII
Un père a 48 ans et son fils 1 2 ans ; trouver dans combien d'années l'âge du père ne sera plus que le double de celui du fils.
La différence entre l’âge du père et celui du fils est actuellement (48*— 12‘) ou 36*, et sera toujours 36* (déf. 2 , rem. 6°) ; mais, lorsque l’âge du père sera le double de celui du fils, la différence de leurs âges sera l’âge même du fils ; donc alors le fils aura 36*; donc ce sera dans (36*— 12*) ou dans 24* que l’âge du père sera le double de celui du fils.
PROBLÈME XVIII
Un père a 48 ans et son fils 12 ans ; trouver dans combien d années l'âge du père sera le triple de celui de son fils.
On voit, comme précédemment, que la différence entre l’âge du père et celui du fils est et sera toujours 36*; mais, lorsque l’âge du père sera le triple de celui de son lils , la
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différence de leurs âges sera le double de celui du fils; donc alors le double de l’tlge du fils sera 36* ; donc le fils aura la moitié de 36* ou 18"; donc ce sera dans (18*— 1*2*) ou dans 6* que l’âge du père sera le triple de celui du fils.
PROBLÈME XIX
Deux personnes réunissent leurs dîners; la première donne 5 plats et la seconde 3 plats. Une troisième personne, qui prend part au repas, donne 8 francs pour sonécot; trouver de quelle manière les deux premiers convives doivent se partager celte somme, pour que les dépenses soient égales.
Puisque le troisième convive a donné 8*^ pour son écot et que les dépenses sont égales, le prix total du dîner est 8'x3 ou 24'; donc cbaque pial vaut ou 3', et les 5 plats du premier convive valent 3'x5ou 15'; or il a mangé pour 8', donc il doit recevoir (15'— 8')'ou 7'; les 3 plats du deuxième convive valent 3' x 3 ou 9' ; donc il recevra (9'— 8') ou 1'.
PROBLÈME XX
Étant donné un carré divisé en neuf carrés égau.v entre eux, écrire aux centres de ces carrés les neuf premiers nombres, de manière que la somme de trois chiffres quelconques , situés en ligne droite , soit constante.
Supposons le problème résolu , et appelons a, b, c, d, e,f, (J, h, i, les chiffres écrits dans les différentes cases du carré donné.
1“ La somme 45 de tous ces chiffres se compose des trois sommes égales rt + 6+c, d^-e+f, (/ + /» + /, de trois chiffres situés en ligne
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droite ; donc chacune de ces sommes partielles est égale au tiers de iô ou au nombre 15, et il en est de même des cinq autres somm(*s w-j-cZ+ÿ, b •y c ^ h ^ c -\- f -f- 1 , o -f" c -é i,c *t- c -t- 2“ La somme 15x4 ou 60, des quatre nombres a + tZ+< 7 , Î+/+C, c + 5 + rt, se compose de [a-\-i] x2 + (ÿ + c) X 2 + (f/ +/) + (6 + A) ; or a + j =ÿ +c = (Z +/ = 6 + A , puisque chacun de ces nombres ajouté au chiffre e du milieu reproduit le nombre 15; donc C0 = (« + «)x6 et, par suite, o-f-Z = ^ = 10; donc e = 15 — 10 = 5.
3“ La somme 15x2 des deux nombres a + d + g, g + h + i est un nombre pair ; d’aillcui-s cette somme se compose du nombre pair a -f- i ou 10, du nombre pair g x 2 et du nombre rZ-f-Zt; donc (Z -f A est aussi un nombre pair ; on prouverait de môme que h+f , f+b, b + d sont des nombres pairs , ce qui exige que les chiffres A, <Z, A, / soient tous pairs ou tous impairs et, par suite, que les chiffres restants a, g, i, c soient tous impairs ou tous pairs : donen-fc/ est un nombre pair et, en le retianchant de la somme a + d + g qui est égale à 15, on obtient pour d un nombre impair ; donc enfin d, h,f, b sont des nombres impairs, et «, y, i,c des nombres pairs,
4“ (iela étant, pour achever la solution du problème, substituons à la lettre u un des quatre chiffres 2, 4, 6, 8, le chiffre 2 par exemple; il en résultera i = 15 — [a + e) = 15 — 7= 8. Faisant ensuite c=4 et, par conséquent, y = 6,nousen déduirons fZ = 15 — ( a -t- y ) = 15 — 8 = 7, A = 15 — (jr -I- j ) = 15 — 14 = 1, /= 15 — (c + i) = 15— 12 = 3 et, par suite, . = 9.
Remarque. La lettre a étant susceptible des quatre valeurs^ 4, 0, 8, pour chacune desquelles la lettre c a deux valeurs, on voit que le problème admet huit solutions.
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PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. 8769 mètres de drap ont coûté 412143 francs-, combien coûteront 5895 mètres de drap de même qualité ?
Réponse : 277065 francs.
II. 9S79 ouvriers ont mis 6G1893 heures à faire un ouvrage-, combien 201 ouvriers mettront-ils d’heures à faire le mène ouvrage?
Réponse ; 3253 15W heures.
III. 8883 ouvriers ont fait en 4935 heures 355320 mètres d’ ouvrage ; combien 6909 ouvriers, travaillant pendant 1 1 844 heures , feront-ils de mètres du même ouvrage ?
Réponse ; 66326i mètres.
IV. La somme de deux nombres est 127744 et leur différence 33932 ; quels sont ces deux nombres ?
Réponse: 80838 et 46906.
V. Pariflf/er 93566 en deux parties, telles que l'une soit décuple de l’autre.
Les nombres demandés sont : 85060 et 8506.
VI. Partager 55158 en U parties , telles que la seconde soit triple de la première, que la troisième soit décuple de la seconde, et que la quatrième soit égale à 20 fois la troisième. «
Les nombres demandes sont 87; 261; 2610; 52200.
vu. Trouver un nombre de trois chiffres , qu^augmente de 270 lorsqu’on intervertit l’ordre de ses deux premiers chiffres à gauche , qui diminue de 396 lorsqu’on intervertit l'ordre de ses chiffres extrêmes, et dont
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la somme des chiffres considérés comme exprimant des unités simples soit égale à 17.
Réponse ; 692.
via. Trouver quatre nombres tels que 208073 soit la somme des trois premiers, 1 84425 celle des deux premiers et du quatrième, 229010 celle du premier et des deux derniers , et 1 82303 celle des trois derniers. Les nombres demandés sont 8563V; 38927; 83512; 5980V.
IX. On a mêlé 4930 litres d’eau avec 9860 litres de vin à 12 sous ; quel est le prix d’un litre du mélange?
Réponse : 8 sous.
X. On a 9860 litres de vin à 12 sous? combien faut-il y mêler d'eau pour que le mélange revienne à 8 sous le litre?
Réponse : V930 litres.
XI. On a mêlé 7995 litres de vin à 8 sous le litre avec 2665 litres de vin à 12 sous; quel est le prix d’un litre du mélange?
Réponse : 9 sous.
XII. On a des vins à 12 sous et à 8 sous le litre ; combien faut-il prendre de litres de chaque qualité pour en former un mélange de 10660 litres à 9 sous?
Réponse ; 2665 litres à 12 sous et 7995 litres à 8 sous.
XIII. On a des pièces de 2 francs et de 5 francs ; combien faut-il donner de pièces de chaque espèce pour payer 23712 francs, avec 9V20 pièces?
Réponse ; 7296 pièces de 2 fi’ancs et 182V pièces de 5 francs.
XIV. Ihi père et son fils travaillent ensemble : pour 581 4 /owr/iées de travail du père et 17442 journées du
fils, ils reçoivent francs; pour U journées
(le travail du père cl 1065Ü j'oi/r«tTS du fils, ils reçoivent 61047 francs; combien chacun d’eux (jagne-t-il par jour?
Réponse : le père gagne 5 francs par jour, et le fils 3 francs.
XV. Un père et son fils travaillent ensemble : pour ,2496 journées de travail du père et 7288 journées du fils, ils rerçoivent 34344 francs; pour 1664 journées de travail du père et journées du fils, ils reiçoivcnl 25792 francs ; combien chacun d’eux gagne-t-il par jour ?
Réponse : le père gagne 5 francs par jour, et le fils 3 francs.
XVI. Un père a 48 ans et son fils 8 ans ; dans combien d'années l'âge du père sera-t-il le gumluple de celui du fils ?
Réponse : dans 2 ans.
XVII. La différence entre l’âge d’un père et celui de son fils est /i8 ans, et dans 4 ans l’âge du père sera le (quintuple de celui du fils; quel est l’âge actuel du père et celui du fils?
Réponse : 56 ans et 8 ans.
XVIII. Deux personnes réunissent leurs dîners ; la première donne sept plats et la seconde un plat. Une troisième personne, qui prend part au repas, donne 8 francs à la première pour son écot ; trouver ce que le deuxième convive doit donner au premier, pour que les dépenses soient égales.
Réponse: 5 francs.
LIVHE II
PROI'ItlKTÉS DES DIVlSELIiS ENTIERS.
DÉFINITIONS
1. Un nombre est jymnier, lorsqu’il n’est divisible que par lui mc'me et par l’unité. Tels sont les nombres 1,2, 3, 5,7,11...
Rem.vuqi e. Il résulte de cette délinition que tout nombre, qui n’est pas premier, peut être regardé comme un produit de deu\ facteurs plus grands que l’unité (liv. i, déf. 8, rem. 1 ). La même obser\ation étant applicable à chacun de ces facteurs, qui n’est pas premier, et ainsi de suite, on voit que tout nombre, qui n’est pas premier, peut être regardé comme tin produit de plusieurs facteurs premiers plus grands que l’unité.
2. Plusieurs nondu'es 'nn\\, premiers erilre eux , lorsqu’ils n’ont pas d’autre diviseur commun que l’unité. Tels sont les nombres 6,10, 15.
3. Un nombre est premier avec un autre, lorsque ces deux nombres sont premiers entre eux (déf. 2). Tels sont les nombres 4 et 9.
Remarque. Tout nombre premier (déf. 1), qui ne divise 2ms un nombre entier, est premier avec cetui-ci.
A. Un nombre est commun diviseur de plusieurs autres nombres, lorsqu’il divise cbacun de ces nonibies.
Re.mahqle. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres premiers entre eux (déf. 2) est égal à l’unité.
iî. Un nombre est commun multiple de plusieurs autres nombres , lorsqu’il est un multiple de cbacun de ces nombres.
O. Décomposer un nombre en facteurs, c’est trouver plusieurs nombres dont le produit soit égal au nombre pnqiosé.
AIIITIIMETIQUE,
Ainsi, lorsqu’on a 24 = 2x3x4, le nombre 24 est décomposé en trois facteurs 2,3,4.
7. Le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre est une puissance de ce nombre. Ainsi 8 et 32 sont dos puissances de 2 ; parce qu’on a 8 = 2x2x2, et32 = 2x2 x2x2x2.
8. Le degré d’une puissance d’un nombre est le nombre des facteurs de cette puissance. Ainsi 3 et 5 sont les degrés des puissances 8 et 32 du nombre 2.
Remarque. Toute puissance de 10 est égale à V unité suivie d autant de zéros qu’il y a d unités dans le degré de la puissance. Ainsi on a 10x10x10 = 1000.
9. Élever un nombre à une puissance, c’est faire un produit de plusieurs facteurs égaux h ce nombre.
10 . Le carré d’un nombre est la deuxième puissance de ce nombre (déf. 7) ou , autrement, le produit de ce nombre par lui-méme. Ainsi le carré de 5 est 5x5 ou 25.
11. Le cube d’un nombre est la troisième puissance de ce nombre ou , autrement, le produit de trois facteurs égaux à ce nombre. Ainsi le cube de 5 est 5x5x5 ou 125.
12 . Vexposant d’un nombre, qu’on élève à une puissance (déf. 9) , est le degré de cette puissance , écrit à la droite et un peu au-dessus du nombre proposé. Ainsi , pour exprimer, d’une manière abrégée, que le nombre? est élevé àla quatrième puissance, onécritT^ au lieu de7x7x7x7.
Remarque, La première puissance d’un nombre est ce nombre lui-mème , que l’on considère comme affecté d’un exposant égal à l’unité, quoiqu'il n’y ait alors ni puissance ni exposant proprement dits.
PROPOSITION PREMIÈRE
Trouver le quotient et le reste de la division d’un nombre par une puissance de 10.
Soit proposé, par exemple , de trouver le quotient et le
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reste de la division de 5W>7 par 100. On a 5467 = 54x100 + 67; or 67 est moindre que 100, donc en divisant 5467 par 100, on obtiendra le quotient 54 et le reste 67. En général, po\ir avoir le quotient et le reste de la division d’un nombre par une puissance de 10, il suffit de séparer sur la droite du nombre proposé autant de chiffres qu'il y a ef unités dans le degré de la puissance ; la partie à gauche et la partie à droite, considérées comme exprimant des unités simples, sont respectivement le quotient et le reste demandés.
Corollaire. Pour qu’un nombre soit divisible par une puissance de 10, il faut et il suffit que ce nombre soit terminé par au moins autant de zéros qu’il y a d’unités dans le degré de la puissance.
PROPOSITION II
Trouver le reste de la division d’un nombre 35G7 par 2 ou par 5; et, en général , par une puissance quelconque de 2 ou de 5.
1” On a 3567 = 356x10 + 7; or 10 ou 2x5 est un multiple de 2 et de 5 , donc 356x10 est aussi un multiple de 2 et de 5 ( liv. i , pr. 4 , cor. 2) ; donc le reste de la division de 3567, par 2 ou par 5, est le même que celui de la division de 7 par 2 ou par 5 (liv. i, pr. 21, cor. 1), c’est-à-dire 1 ou 2. En général , pour avoir le reste de la division d'un nombre par 2 ou par 5 , il suffit de chercher le reste de la division de son premier chiffre à droite par 2 ou par 5.
2“ Soit proposé de trouver le reste de la division de 3567 par 4 ou par 25. On a 3567 = 35x100 + 67; or 100 ou 10x10 est un multiple de 4 et de 25 (liv. i,pr.4,cor. 3), donc 35 X 100 est aussi un multiple de 4 et de 25 ; donc le reste de la division de 3567 par 4 ou par 25 est le môme que celui de 67 par 4 ou par 25 (liv.i, pr. 21, cor. 1), c’est-à-dire 3 ou 17. On verrait de môme que le reste de la division de 3567 par 2’ ou par 5’ est égal à celui de la division de 567 par 2’ ou par
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5', et ainsi de suite; donc, en yénéi'al , pour avoir le reste de la divisio7i d'un nombre par une puissance de 2 ou de b, il sufJU de chercher le reste de la division, par celte puissatice, du nombi'e qu’on obtient en prenant sur la droite du nombre proposé autant de chiffres qu'il y a dunités dans le degré de la puissance.
Corollaire. Pour qu’un nombre soit divisible par 2 ou par 5 , il faut et il suffit que son premier chiffre à droite soit divisible par 2 ou par 5 ; et , en général , pour qu’un nombre soit divisible par une puissance de 2 ou de 5, il faut et il suffit que le nombre qu’on obtient , en prenant sur la droite du nombre proposé autant de chiffres qu’il y a d’unités dans le degré de la puissance, soit divisible par cette puissance.
PROPOSITION 111
Trouver le reste Je la division d,’iin nombre 4568 par 9 .
1" On a 9=9x1; 99=9x11; 999 = 9x111, etc., ce qui montre que tout nombre , formé d’un ou de plusieui^ chiffres 9 , est égal à un multiple de 9.
2“ On a, par exemple, 7000 = 1000 x7= (999-hl)x7 =999x7-f7; or 999 est un multiple de 9 (1“), donc 999 x7 est aussi un multiple de 9 (liv. i, pr. k, cor. 2) ; donc 7000 est égal à un multiple de 9, augmenté de 7 unités et, en général , tout chiflre significatif, suivi d’un ou de plusieurs zéros , est égal à un multiple de 9 augmenté de ce chifirc considéré comme exprimant des unités simples.
3“ On a 4568 =i000 -1-500-1-60-1-8; or 4000 est égal à un multiple de 9, augmenté de 4 unités; 500 est égal à un multijile de 9, augmenté de 5 unités; 60 est égal à un multiple de 9 , augmenté de 6 unités ( 2" ) ; donc 4568 est égal à un multiple de 9, augmenté de (4+5-f 6-1-8) unités (liv. 1 , pr. 9); donc le reste de la division de 4568 par 9 est le
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môme que eeliii de la division de (4 + 5^ G 1-8) ou par !t (liv. 1 , pr. 21, cor. 1) ; on verrait de im'me que le reste de la division de 23 par 9 est égal à celui de la division de (2 + 3) ou 5 par 9 ; or on a 5<9, donc 5 est le reste de la division de 23 ou de 45G8 par 9. On en conclut cette règle générale : ■pour avoir le reste de la division d’un nombre par 9, on fait la somme de ses chiffres considérés comme exprimant des unités simples; on opère sur celte somme comme sur le nombre proposé , et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’on obtienne un résultat qui n’ excède pas 9; lorsque ce résultat est égal à 9, le reste demandé est nul; lorsque ce résultat est moindre que 9 , il exprime le reste demandé.
CoHoi.LAiRE. Pour qu’uii nombre soit divisible par 9 , il faut et il suffit que la somme de ses chiffres, considérés comme exprimant des unités simples, soit un multiple de 9.
PROPOSITION IV
Trouver le reste de la division d'un nombre 4568 par 3.
Le nombre 4568 est égal à un multiple de 9, augmenté du reste 5 de sa division par 9; or tout multiple de 9 est aussi un multiple de 3 ; donc 4568 est égal à un multiple de 3 , augmenté du reste 5 de sa division par 9 ; donc le reste de la division de 4.568 par 3 est le même que celui de la division de 5 par 3, c’est-à-dire égal à 2. On en conclut cette règle générale : pour avoir le reste de la division d’un nombre par 3, on cherche d'abord le reste de la division de ce nombre par 9, puis le reste de la division de ce premier reste par le diviseur 3.
ItEM-uiQDE. Le nombi’c 4568 est égal à un multiple de 9, augmenté de (4 + 5+ 6+8); or tout multiple de 9 est un multiple de 3 , donc 4568 est égal à un multiple de 3, augmenté de (4 +5+ 6 + 8) ou de 23; donc, pour qu’un nombre soit divisible jiar 3, il faut et il suffit que la somme de ses
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chiffres , considérés comme exprimant des unités simples , soit un multiple de 3.
PROPOSITION V
Trouver le reste de la division d'un nombre 395827 par 1 1 .
-4” On a 88=11 X8; 8888=88x101 ; 888888=88x10101, etc., ce qui montre que tout nombre formé d’un nombre pair de chiffres identiques est un multiple de 11.
2“ On a, par exemple, 3680000 = 10000 x 368 = (9999+1) X 368=9999x368+368; or 9999 est un multiple de 1 1 ( 1° ) , donc 9999 X 368 est aussi un multiple de 1 1 , et, par suite, 3680000 est égal à un multiple de 11, augmenté de 368 ; donc tout nombre terminé par un nombre pair de zéros est égal à un multiple de 11, augmenté de ce nombre, abstraction faite des zéros dont il s’agit , considéré comme exprimant des unités simples.
3" Le nombre proposé 395827 = 390000 + 5800 + 27 ; or 390000 est égal à un multiple de 11, augmente de 39; 5800 est égal à un multiple de 11, augmenté de 58 (2") ; donc 395827 est égal à un multiple de 11 , augmenté de (39 + 58+27) ou de 124 (liv. i,pr. 9) ; donc le reste de la division de 395827 par 11 est le même que celui de 124 par 11 ; on prouverait , de même , que le reste de la division de 124 par 11 est égal à celui de la division de ( 1+24) ou 25 par 11 , c’est-à-dire égal à 3; donc 3 est le reste de la division de 395827 par 11. On en conclut cette règle générale ; pour avoir le reste de la division d'un nombre par 11, on le sépare en tranches de deux chiffres, à partir de la droite , sauf à ne laisser qu’un seul chiffre à la dernière tranche; on fait la somme des nombres qui en résultent, considérés comme exprimant des unités simples; on opère sur cette somme comme sur le nombre proposé, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on obtienne un résultat qui n'excède pas 99 ;
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le reste de la division de ce résultal par 11 est égal au reste demandé.
Corollaire. Pour qu’un nombre soit divisible par 11 , il faut et il suffit que le résultat qu’on obtient, en le séparant en tranches de deux chiffres , à partir de la droite , et en faisant la somme de ces tranches considérées comme exprimant des unités simples, soit un multiple de 11.
PROPOSITION VI
Faire la preuve par 9 de l’addition de plusieurs nombres entiers.
Supposons qu’en additionnant les nombres 38 , 25 , 49, on ait trouvé 112 pour résultat. Le nombre 38 est égal à un multiple de 9 , augmenté du reste 2 de sa division par 9 ; le nombre 25 est égal à un multiple de 9 , augmenté du reste 7 de sa division par 9 ; enfin le nombre 49 est égal à un multiple de 9 , augmenté du reste 4 de sa division par-9 ; donc la somme 112 des nombres proposés est égale à un multiple de 9, augmenté de la somme (2+7-I-4) des restes de leur division par 9 (liv. i, pr. 9); donc le reste de la division de 112 par 9 est égal à celui de la division de (2+7 + 4) ou 13 par 9. C’est la vérification de cette égalité, qui constitue la preuve par 9 de l’addition.
En général , powr /aire la preuve par 9 de V addition deplusieurs nombres entiers, on cherche le reste de la division par 9 de chacun des nombres proposés ; on fait la somme de ces restes, et on vérifie si le reste de la division de cette somme par 9 est égal au reste de la division par 9 de la somme des nombres proposés.
PROPOSITION VII
Faire la preuve par 9 de la soustraction.
Lorsqu’on a obtenu la différence 583 de deux nombres
entiers 9i7 et 304 , on regarde le plus grand de ces nombres comme la somme du plus petit et du reste, et on applique à cette somme la preuve par 9 de l’addition (pr. 6).
PROPOSITION VIII
Faire la preuve par 9 de la multiplication de dei*æ nombres entiers.
Supposons qu’en multipliant 32 par 21, on ait trouvé 672 pour résultat. Chacun des facteurs 32 et 21 est égal à un multiple de 9 , augmenté du reste de sa division par 9 ; de sorte qu’on a
et, par suite, 32 x 21= (27x18+5x18 + 27 x 3) +5 x 3.
Or, 27 et 18 étant des multiples de 9, chacun des produits 27 X 18, 5 X 1 8, 27 X 3 est un multiple de 9 ; donc leur somme est aussi un multiple de 9 ; donc le reste de la division par 9 du produit 32x21 ou 672 des nombres proposés est égal à celui de la division par 9 du produit 5x3 ou 15 des restes qu’on obtient en divisant chacun des facteurs par 9. C’est la vérification de cette égalité , qui constitue la preuve par 9 de la multiplication.
En général , pour faire la preuve par 9 de la multiplication de deux nombres entiers , on cherche les restes de la division par 9 du multiplicande et du multiplicateur; on fait le produit de ces deux restes , et Von vérifie si le reste de la division de ce produit par 9 est égal au reste de la division par 9 du produit des nombres proposés.
Remarque. Si le nombre des facteurs était plus considérable, leur produit serait encore égal à un multiple de 9 , augmenté du produit des restes qu’on obtient en divisant par 9 chacun des facteurs ; d’où il résulte que la preuve par 9 d’un produit, de tant de facteurs qu’on voudra, s’elfectue comme celle du produit de deux facteurs.
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PROPOSITION IX
Faire la preuve par 9 de la division.
1" Lorsqu’un nombre étant divisible par un autre, on a trouvé le quotient de leur division, on regarde le dividende comme le produit du quotient parle diviseur, et on applique à ce produit la preuve par 9 de la multiplication (pr. 8).
2° Lorsque la division conduit à un reste, on regarde le dividende comme la somme du produit du quotient par le diviseur et du reste de la division , et on applique à cette somme la preuve par 9 de l’addition ( pr. 6 ) en déterminant le reste de la division par 9 , du produit du quotient par le diviseur, sans effectuer la multiplication (pr. 8) .
Remabqce. Les preuves par 11 des quatre opérations s’effectuent comme les preuves par 9 et se démontrent de la même manière. Ces deux preuves réunies rendent presque certaine l’exactitude du résultat de chaque opération.
PROPOSITION X
Trouver le plus grand commun diviseur de déuæ nombres entiers, 144 et 54.
Le plus grand commun diviseur de M et bi ne peut excéder le plus petit 54 de ces deux nombres ; or 54 se divise lui-même, donc s’il divisait aussi 144, il serait le plus grand commun diviseur demandé. On est ainsi conduit à diviser 144 par 54. En effectuant cette division, on trouve le quotiimt 2 et le reste 36; donc 54 n’est pas le plus grand
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commun diviseur demandé. Mais le plus grand commun diviseur de 144 et 54 est le même que celui de 54 et 36 : en effet, tout diviseur commun au dividende 144 et au diviseur 54 divise le reste 36 de leur division (liv.i, pr. 19), et, par conséquent, est un diviseur commun aux nombres 54 et 36; réciproquement , tout diviseur commun au diviseur 54 et au reste 36 divise le dividende 144 (liv. i, pr. 19), et, par conséquent, est un diviseur commun aux nombres 144 et 54; donc les nombres proposés 144 et 54 ont les mêmes diviseurs communs que 54 et 36; donc ils ont le môme plus grand commun diviseur. Pour s’assurer si 36 est ce plus grand commun diviseur, on est conduit , comme précédemment, à diviser le plus grand nombre 54 par le plus petit nombre 36, ce qui donne le quotient 1 et le reste 18; donc 36 n’est pas le plus grand commun diviseur demandé. On prouverait, comme précédemment, que le plus grand commun diiiseur de 54 et 36 est le même que celui de 36 et 18, ce qui conduit encore à diviser 36 par 18 : on trouve le quotient 2 et le reste 0 ; donc 18 est le plus grand commun diviseur de 36 et 18 et, par suite, celui des deux nombres proposés.
En général , pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers, on divise le plus grand par le plus petit , le plus petit par le reste de la division , le premier reste par le second , le second par le troisième , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on obtienne un reste nul; le dernier diviseur est te plus grand commun diviseur demandé.
REM.UIQOE 1 . En appliquant cette règle à deux nombres entiers consécutifs 345 et 346, on trouve immédiatement en plus grand commun diviseur égal à l’unité ; donc deux nombres entiers consécutifs sont premiers entre eux ( déf. 2) ; ce qui résulte d’ailleurs de ce que tout diviseur commun à ces deux nombres, divisant leur différence 1 (liv. i, pr. 11, rem.), est égal à l’unité.
Remarque 2. Les divisions successives qu’on a effectuées pour trouver le plus grand commun diviseur 18 des nom-
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bres 144 et 54 conduisent aux égalités 36 = 18x2, 54 =36 Xl + 18 = 18 x 2 + 18= 18 x 3, 144 = 54 x 2 + 36 = 18 x6 + 18x2= 18x8 ; donc 8 et 3 sont les quotients de la division de 144 et 54 par leur plus grand commun diviseur 18.
PROPOSITION XI
Tout diviseurs commun à deux nombres, 126 et 48, divise les restes successifs 30, 18, \ 2..., auxquels conduit la recherche de leur plus grand commun diviseur.
En effet, 3 divisant 126 et 48 divise le reste 30 de leur division (liv. i, pr. 19); 3 divisant 48 et 30 divise le reste 18 de leur division , et ainsi de suite , quel que soit le nombre des restes dont il s’agit.
CoiioLLAinE. Tout diriseur 3 commun à deux nombres, 126 et 48, divise leur plus grand commun diviseur 6. Car 6 est un des restes qu’on obtient en cherchant le plus grand commun diviseur de 126 et 48 (pr. 10).
PROPOSITION XII
Lorsqu’on multiplie ou quon divise deux nombres, 1 26 et 48, par un troisième nombre 3, les restes successifs 30, 18, 12..., auxquels conduit la recherche de leur plus grand commun diviseur , sont multipliés ou divisés par ce môme nombre.
1“ En effet, 30 étant le reste de la division de 126 par 48, 30x3 sera celui de la division de 126x3 par 48x3 (liv. i , pr. 20) ; pareillement, 18 étant le reste de la division de 48 par 30, 18x3 sera celui de la division de 48x3 par 30x3, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des restes primitifs ; donc, en chercliaiil le plus grand commun diviseur des produits 126x3, 48x3, on oblie;idia les restes
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successifs 30x3, 18x3, 12x3..., qui sont les produits des restes primitifs par le nombre 3,
2® On prouverait , de môme , qu’en tlierchant le plus grand commun diviseur des quotients on obtiendrait
les restes successifs v» 't-- CoHoi.LAiRE. Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise deux nombres, 126 et 48, par un troisième nombre 3, le plus grand commun diviseur 6 des deux premiers nombres est multiplié ou divisé par le troisième. Car 6 est un des restes qu’on obtient en cherchant le plus grand commun diviseur de 126 et 48.
PROPOSITIOîi XIII.
Trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers 432 , 162 , 36 , 30 .
Tout diviseur commun aux nombres proposés , divisant 432 et 162, divise leur plus grand commun diviseur 54 (pr. 11, cor.), et, par conséquent, est un diviseur commun aux nombres 54, 36, 30; réciproquement, tout diviseur commun aux nombres 54 , 36, 30, divisant 54, divise scs multiples 432,162 (liv. i,pr. ll,cor.), et, par conséquent, est un diviseur commun aux nombres 432, 162 , 36, 30; donc les nombres proposés 432, 162, 36, 30 ont les mêmes diviseurs communs que les nombres 54 , 36, 30 ; donc ils ont le même plus grand commun diviseur. Le plus grand commun diviseur de 54 et 36 étant 18 , on prouverait, comme précédemment, que le plus grand commun diviseur des nombres 54, 36, 30 est le même que celui de 18 et 30, c’est-à-dire égal à 6 ; donc 6 est le plus grand commun diviseur des nombres proposés.
En général , pour trouver le plus grand commun diviseur de tant de nombres entiers qu'on voudra , on cherche le plus grand commun diviseur des deux premiers nombres , puis le plus grand commun diviseur de ce plus grand commun
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diviseur et du troisième ■nombre, et ainsi de suite; te dernier plus grand commun diviseur obtenu est celui des nombres proposés.
Remarque. L’ordre dans lequel on opère sur les nombres proposés étant arbitraire, on choisit, dans chaque cas particulier, celui qui paraît le plus propre à simplifier les calculs.
PROPOSITION XIV
Tout diviseur 3 commun à plusieurs nombres, 432, 162, 36, 30, divise leur plus grand commun diviseur.
En efTet, 3 divisant 432 et 162 divise leur plus grand commun diviseur 54 (pr. 11 , cor.); 3 divisant 54 et 36 divise leur plus grand commun diviseur 18 ; 3 divisant 18 et 30 divise leur plus grand commun diviseur 6, qui est celui des nombres proposés (pr. 13).
PROPOSITION XV
Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise plusieurs nombres, 432, 162, 36, 30, par im même nombre 3, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou divisé par ce nombre.
1“ En effet, 54 étant le plus grand commun diviseur de 432 et 162, celui de 432x3 et 162x3 sera 54x3 (pr. 12, cor.) ; pareillement, 18 étant le plus grand commun diviseur de 54 et 36, celui de 54x3 et 36x3 sera 18x3 ; enfin, 6 étant le plus grand commun diviseur de 18(‘t 30, celui de 18x3 et 30 X 3 sera 6x3; donc le plus grand commun diviseur des produits 432 x 3 , 162 x 3, 36 x 3, 30 x 3 est 6 x 3 ou le pro- ’ duit du plus grand commun diviseur primitif par le nombre 3.
2” On prouverait, de même , que le plus grand commun diviseur des queüenls ^ est f.
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CoROLLAiHE. Lorsqu’oii veut trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres 2Vx 17, 36x17, 30x17, qui ont un facteur commun 17 en évidence, on peut opérer en faisant abstraction de ce facteur, pourvu qu’on multiplie le plus grand commun diviseur 6 des quotients 2^ , 36, 30, par le facteur 17 qu’on a supprimé- On obtient ainsi le plus grand commun diviseur 6x17 ou 102 des nombres proposés. On trouvera de la mémo manière le plus grand commun diviseur 6x100 ou 600 des nombres 2400, 3600, 3000, qui admettent le facteur commun 100.
PROPOSITION XVI
Lorsqu on divise plusieurs tfombres, 24, 36, 54, par leur plus grand commun diviseur 6 , les quotients 4 , 6, 9 sont premiers entre eux; et réciproquement, lorsque les cptotients 4, 6, 9, qu'on obtient en divisant plusieurs nombres 2-4, 36, 54 par un meme nombre 6, sont premiers entre eux, ce nombre est le plus grand commun diviseur de ceux qui ont servi de dividendes.
1" Le plus grand commun diviseur des nombres 24, 36 , 54 étant 6, celui des quotients ^ ou 4, ^ ou 6, ^ ou 9 est I ou 1 (pr. 15); donc ces quotients sont premiers entre eux (déf. 2).
2° Les quotients 4, 6 , 9 étant , par hypothèse , premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur est l’unité; donc celui des produits 4x6 ou 24, 6x6 ou 36, 9x6 ou 54 est 1x6 ou 6 (pr. 15).
PROPOSITION XVII
Tout nombre 4 r/wî divise un produit 9x12 de deux facteurs, et qui est premier avec un des facteurs , 9 , divise l'autre facteur \‘2.
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Les nombres 9 et 4 étant, par liypothèse, premiers entre eux, leur plus grand eommun diviseur est l’unité ; donc celui des produits 9x12, 4x12 est 1x12 ou 12 (pr.15); or 4 divise, par hypothèse, leproduit 9x 12; il divise aussi 4x 12, qui est un multiple de 4; donc 4, divisant ces deux produits, divise leur plus grand commun diviseur 12 (pr. 11, cor.).
PROPOSITION XVIII
Tout nombre premier 7, qui divise un produit 12x15x18x35, divise au moins l’un de ses facteurs.
Le produit 12x15x18x35 peut être considéré comme décomposé eu deux facteurs 12et 15x18x35 (liv. i, pr.4). Cela étant, si le nombre premier 7, qui divise ce produit, ne divise pas le facteur 12, il est premier avec 12 (déf. 3, rem.) et, par suite, il divise l’autre facteur 15x18x35 (pr. 17); on prouverait de même que, si 7 ne divise pas 15 , il divise 18x35, et que s’il ne divise pas 18, il divise 35; donc 7 divise au moins l’un des facteurs du produit 12x15x18x35.
CoROLLAiHE. Tout nombre premier 7 , qui divise une puissance 14’’ d’un nombre 14, divise ce nombre. Car 14“ est un produit de trois facteurs égaux à 14 (déf. 12).
PROPOSITION XIX
Tout nombre 4, premier avec chacun des facteurs d'un produit 9x15X21, est premier avec ce produit.
En effet, si le nombre 4 et le produit 9 X 15x21 n’étaient pas prcmiei’s entre eux, ils admettraient, comme diviseur commun , au moins un nombre premier plus grand que l'unité. De plus, ce nombre premier divisant 9x15x21 diviserait au moins l'un des facteurs de œ produit (pr. 18), le facteur 15 par exemple; alors 4 et 15 auraient un diviseur
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commun autre que l’unité, et, contrairement à l’hypothèse, ne seraient pas premiers entre eux ; donc 4 est premier avec le produit 9x15x21.
Corollaire 1. Tout nombre 4, premier avec un autre nombre est premier avec une puissance quelconque de celui-ci. Car toute puissance de 9 est un produit de plusieurs facteurs égaux à 9.
Corollaire 2. Lorsque deux nombres, 4 et 9, sont premiers entre eux, toute puissance 4’ de l’un est première avec une puissance quelconque 9® de Vautre. Car 4 , étant premier avec 9, est premier avec 9® (cor. 1) ; et 9® , étant premier avec 4, est premier avec 4* (cor. 1).
PROPOSITION XX
Tout nombre 360 , divisible par deux nombres , 4 et 9 , premiers entre eux, est divisible par leur produit.
Le nombre 360 étant divisible par 4, est un multiple de 4 (liv. I, pr. 10), et on a 360=4x90; mais, par hypothèse, le nombre 9 divise le produit 360 et il est premier avec le facteur 4, donc il divise l’autre facteur 90 (pr. 17), et on a 90=9x10 ; remplaçant 90 par 9x10 dans l’égalité précédente, il vient .360=4x (9xl0) = 4x9xl0; donc 360 est un multiple de 4x9; donc il est divisible par ce produit (liv.i, pr. 10).
Corollaire 1 . Tout nombre 3600, divisible par plusieurs nombres 4, 9, 25, premiers entre eux deux à deux, est divisible par leur produit. Car 3600, étant divisible par les nombres 4 et 9 premiers entre eux , est divisible par leur produit : de plus , le nombre 25 , étant premier avec 4 et avec 9, est premier avec leur produit 4x9 (pr. 19); donc 3600, étant divisible par les nombres 4x9 et 25 premiers entre eux, est divisible p ir leur produit 4x9x25.
Corollaire 2. Le plus petit cotnmun multiple de plusieurs
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nombres 4 , 9 , 25, premiers entre eux {Jeux à deu.ty est égal à leur produit 4 X 9 X 25. Car tout commun multiple des nombres 4, 9, 25, étant divisible par chacun d’eux, est divisible par leur produit (cor. t ) , et, par suite, ne peut être moindre que ce produit.
PROPOSITION XXI
Tout commun multiple 1440 de deux nombres, 48 et 18, est un multiple du produit Gx8x3 qui a pour facteurs le plus grand commun diviseur G de ces nombres et les quotients, 8 et 3, de leur division par ce plus grand commun diviseur; et réciproquement, tout multiple de ce produit est un commun multiple des deux nombres proposés, 48 et 1 8.
1” On a 48 = 8x6 et 18 = 3x6. Mais 1440, étant un multiple de 48, est divisible par 48 ou par 8x6; donc le quotient est divisible par 8 (liv. i, pr. 10, cor. 1); on prouverait de même que 4^ est divisible par 3 ; or 8 et 3 sont premiers entre eux (pr. 16); donc 4^ est divisible par 8x3(pr. 20); donc 1440 est divisible par le produit 6x8x3 (liv. I, pr. 10) ou, autrement, 1440 est un multiple de ce produit.
2“ Tout multiple du produit 6x8x3 est aussi un multiple de 8x6 et de 3x6 (liv. i, pr. 4, cor. 3); or 8X6 = 48 et 3x6 = 18, donc tout multiple de 6x8x3 est un commun multiple de 48 et 18.
C 0 K 01 .LAIHE 1. Tout commun multiple de 48 et 18 étant un multiple du produit 6x8x3 (1°); et réciproquement, tout multiple de 6x8x3 étant un commun multiple de 48 et 18(2°), il en résulte que ce produit est le plus petit comniun multiple de 48 et 18; donc le plus petit commun multiple de deux nombres est è<j(d nu produit qui u poux
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facteurs le plus grand commun diviseur de ces nombres et les quotients de leur division par ce plus grand commun diviseur.
Corollaire 2. Tout commun multiple de deux nombres , 48 et 18, estun multiple de leur plus petit commun multiple 6x8x3.
Corollaire 3. Le produit 6x8x3=48x3 = 18x8; donc le plus petit commun multiple de deux nombres , 48 et 18, est égal au produit de l’un quelconque de ces nombres par le quotient de ta division de l’autre nombre par leur plus grand commun divisetcr.
Corollaire 4. En multipliant le plus petit commun multiple 6x8x3 des nombres 48 et 18 par leur plus grand commun diviseur 6, on a 6 x 8 x 3x6 = 6x8x(3x6) = 48x18; donc le produit du plus grand commun diviseur de deux nombres, 48 et 18, par leur plus petit commun multiple est égal au produit 48 X 18 des deux nombres proposés.
PROPOSITION XXII
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise deux nombres , 48 et 1 8 , par un même nombre 2 , leur plus petit commun multiple 6x8x3 est multiplié ou divisé par ce nombre.
1° En effet , 6 étant le plus grand commun diviseur de 48 et 18, celui des produits 48x2 et 18x2 est égal à 6x2 (pr. 12); de plus, 8 et 3 étant les quotients obtenus en divisant 48 et 18 par leur plus grand commun diviseur 6 (pr.21, cor. 1) , CCS mêmes nombres 8 et 3 sont les quotients qu’on obtient en divisant les produits 48 x 2 et 18 x 2 par leur plus grand commun diviseur 6x2 (liv.i, pr. 18); donc le plus petit commun multiple des produits 48 X 2 et 18x2
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est (6x2)x8x3 ou(6x8x3)x2 (liv.i.pr. 3), ce qu’il fallait démontrer.
2'’ On prouverait , de môme , que le plus petit commun multiple des quotients ^ et ^ est | X 8 X 3 ou (liv. I, pr. 15).
PROPOSITION XXIII
Trouver le plus petit commun multiple de plusieurs nombres entiers 6, 8, 9, 10.
Le plus petit commun multiple des nombres 6 et 8 étant 24 , celui des nombres proposés 6,8,9, 10 est le même que celui des nombres 24, 9, 10. En effet, tout commun multiple des nombres 6, 8, 9, 10, étant multiple de 6 et 8 , est un multiple de 24 (pr. 21 , cor. 2) et, par conséquent , un commun multiple des nombres 24, 9, 10; réciproquement, tout commun multiple des nombres 24, 9, 10, étant un multiple de 24, est multiple de 6 et 8 (liv. i,pr. 4, cor. 2) et, par suite , un commun multiple de 6, 8, 9, 10 ; donc les nombres proposés 6, 8, 9, 10 ont les mêmes communs multiples que les nombres 24, 9, 10; donc ils ont le môme plus petit commun multiple. Le plus petit commun multiple de 24 et 9 étant 72, on prouverait, comme précédemment, que le plus petit commun multiple de 24, 9 , 10 est le môme que celui des nombres 72 et 10 , c’est-à-dire 360. On en conclut cette règle générale : pour trouver le plus petit commun multiple de plusieurs nombres entiers, on cherche le plus petit corn mun multiple des deux premiers nombres ; puis le plus petit commun multiple de ce plus petit commun multiple et du troisième nombre, et ainsi de suite; te dernier plus petit commun multiple est celui des nombres proposés.
Remarque. L’ordre dans lequel on opère sur les nombres proposés étant arbitraire, on choisit celui qui parait 1e plus propre à simplifier les calculs.
AltlTHMETIQl'E.
PROPOSITION XXIV
Tout commun multiple, 720 , de plusieurs 7iombres 6 , 8 , 9 , 10 , est un multiple de leur plus petit commun multiple.
En effet, 720 , étant un commun multiple des nombres 6 et 8, est un multiple de leur plus petit commun multiple 24 (pr. 21, cor. 2) ; 720, étant un commun multiple des nombres 24 et 9, est un multiple de leur plus petit commun multiple 72; enfin, 720, étant un commun multiple des nombres 72 et 10 , est un multiple de leur plus petit commun multiple 360 , qui est le plus petit commun multiple des nombres proposés (pr.23).
PROPOSITION XXV
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise plusieurs nombres 12 , 16 , 18 , 20 , par un même nombre 2, leur plus petit commun multiple 720 est multiplié ou divisé par ce nombre.
1” En effet, 48 étant le plus petit commun multiple des nombres 12 et 16 (pr.21, cor. 3) , celui des produits 12x2 et 16x2 est 48x2 (pr.22) ; pareillement, 144 étant le plus petit commun multiple des nombres 48 et 18, celui des produits 48x2 et 18x2 est 144x2; enfin, 720 étant le plus petit commun multiple des nombres 144 et 20 , celui des produits 144x2 et 20x2 est 720 x 2.
2" On prouverait , de môme , que le plus petit commun multiple des quotients ^ est
Corollaire 1. Lorsque les nombres, dont on cherche le plus petit commun multiple, ont un facteur commun en évidence, on peut opérer en faisant abstraction de ce fac-
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leur, pourvu qu’on multiplie le plus petit commun multiple, ainsi obtenu, par le facteur qu’on a supprimé. On trouve, de cette manière, que le plus petit commun multiple des nombres 6x3, 8x3, 10x3 est 120x3 ou 360, et que celui des nombres 600, 800, 1000 est 120x100 ou 12000.
Corollaire 2. Lorsque les quotients 4 , 9, 25, qu’on obtient en divisant plusieurs nombres 24 , 54-, 150, par leur plus grand commun diviseur 6, sont premiers entre eux deux à deux, le plus petit commun multiple de ces nombres est un produit qui a pour facteurs ces quotients et le plus grand commun diviseur des nombres proposés. Car le plus petit commun multiple des quotients 4 , 9, 25 est 4x9x25 (pr. 20, cor. 2) et, par suite, celui des produits, 4x6 ou 24, 9x6 ou 54, 25 x 6 ou 150, est 4x9x25x6.
PROPOSITION XXVI
Lorsqu’on divise le plus petit commun multiple 72 de plusieurs nombres 8, 12, 18, par chacun de ces nombres, les quotients 9, 6, 4 sont premiers entre eux,et réciproquement , lorsqu’un nombre 72 est tel qu’en le divisant par plusieurs autres, 8, 12, 18, on obtient des quotients 9, 6, h premiers entre eux, ce nombre est le plus petit commun multiple de tous les autres.
1® Car si les quotients 9,6,4 avaient un diviseur commun 3 plus grand que l’unité, en divisant par les mêmes nombres 8, 12, 18, on obtiendrait des quotients entiers (liv. I, pr. 16) ; donc les nombres proposés 8, 12, 18 auraient un commun multiple ^ (liv. i, pr. 4 , cor. 2) moindre que leur phis petit commun multiple 72, ce qui est absurde; donc les quotients 9, 6, 4 sont premiers entre eiix.
2° Car si un nombre moindre que 72 , était le plus petit commun multiple des nombres 8, 12, 18 (pr. 24), en
AiiiTHMf:Tigi:E.
le divisant par cluicun de ces nombres, on obtiendrait des quotients entiers trois fois plus petits que les quotients primitifs 9,6, 4 [liv.i, pr.l6); donc ces quotients auraient un diviseur commun 3 plus grand que l’unité , ce qui est contre la supposition ; donc 72 est le plus petit commun multiple des nombres 8, 12, 18.
PROPOSITION XXVII
La suite des nombres premiers est illimitée.
Il suffit de prouver qu’étant donné un nombre premier 7, aussi grand qu’on voudra , il existe au moins un nombre premier plus grand que 7.
Considérons le produit 2x3x5x7, quia pour facteurs le nombi’e premier 7 et ceux qui le précèdent, excepté l’unité. En divisant le nombre (2x3x5x74-1) par 2, on obtient le quotient 3x5x7 et le reste 1 ; donc ce nombre n’est pas divisible par 2 ; on voit de môme qu’il n’est divisible par aucun des nombres 3 , 5,7; donc tout diviseur premier du nombre (2x3x5x74-1), autre que l’unité, est supérieur à 7 ; donc il existe au moins un nombre premier plus grand que 7.
PROPOSITION XXVIII
Tout nombre entier 43 est premier, lorsqu’étant compris entre les carrés, 25 et 49, de deux nombres premiers consécutifs, 5 et 7, il îi’est divisible ni par le plus petit de ces nombres premiers , ni par aucun de ceux qui le précèdent, excepté l'unité.
En effet , si le nombre 43 n’était pas premier, il serait décomposable en plusieurs facteurs premiers plus grands que l’unité (déf. 1, rem.). De plus, l’un au moins de ces facteurs serait inférieur à 7, puisqu’on a 43 <7x7; donc
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43 serait divisible par un nuinbre premier compris entre 1 et 7 ( liv. 1 , pr. 10, cor. 1 ), ce qui est contre la supposition ; donc 43 est un nombre premier.
PROPOSITION XXIX
Former une table qui contienne tous les nombres premiers, depuis l’unité jusqu’à un nombre donné 100, aussi grand qu’on voudra.
Aucun nombre pair, excepté 2, n’étant un nombre premier, écrivons les uns à la suite des autres les nombres premiers 1,2, 3, et les nombres impairs 5, 7, 9, 11... , jusqu’à (100—1) ou 99.
Tl,
Chacun des nombres 5 et 7, compris entre les carrés 4^ et 9 des nombres premiers 2 et 3, n’étant pas divisible par
2 , est un nombre premier (pr. 28). La différence de deux nombres impairs consécutifs étant 2 unités, tandis que celle de deux multiples de 3 , impairs et consécutifs, est 3x2 ou 2x3, on voit que tout multiple de 3, contenu dans cette table, est placé trois rangs plus loin que celui qui le précède immédiatement. On pourra donc supprimer facilement tous les multiples 9, 15, 21..., 99, du nombre premier 3, en observant qu’ils sont placés de trois en trois rangs à partir de 9 : alors chacun des nombres 11 , 13, 17, 19, 23, compris entre les carrés 9 et 25 des nombres premiers
3 et 5, n’étant pas divisible par 3 ni par 2, est un nombre premier (pr. 28). Supposons, de même, qu’on ait supprimé tous les multiples do 5 , qui sont placés de cinq en cinq rangs à partir de 25; les nombres 29, 31, 37, 41, 43, 47, compris entre les carrés 25 et 49 des nombres premiers 5
et 7, n’élant divisibles par aucun des nombres 2, 3 , 5 , sont des nombres premiers. Enfin, si l’on supprime tous les multiples de 7, qui sont placés de sept en sept rangs à partir de 49, les nombres 53, 59, 61..., 97, compris entre les carrés 49 et 121 des nombres premiers 7 et 11 , n’étant divisibles par aucun des nombres 2, 3, 5, 7, seront des nombres premiers.
En général, pour former une table qui contienne tous les nombres premiers depuis l’unité jusqu'à un nombre donné , aussi arand qu'on voudra , o?i écrit , les uns à la suite des autres, les nombres premiers 1,2,3, et les nombres impairs 5, 7, 9 ... , jusqu'à la limite donnée; on supprime les multiples de 3, qui sont placés de trois en trois rangs à partir de 9 , puis les multiples de 5 , qui sont placés de cinq en cinq rangs à partir de 49, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’on ail supprimé les multiples du plus grand nombre premier dont le carré est contenu dans la limite donnée : tous les nombres qui restent dans la table sont premiers.
PROPOSITION XXX
^ Reconnaître si un nombre donné 1 67 est premier.
Le chiffre 7 étant impair, 167 n’est pas divisible par 2 (pr. 2, cor.). La somme (1 + 6 -1-7 ) ou 14 n'étant pas un multiple de 3, 167 n’est pas divisible par 3 (pr. 4, rem.). Le chiffre 7 n’étant pas un multiple de 5, 167 n’est pas divisible par 5 (pr.2, cor.). En divisant 167 par 7, on trouve le quotient 23 et le reste 6; donc 167 n’est pas divisible par 7. La somme (674-1) ou 68 n’étant pas un multiple de 11, 167 n’est pas divisible par 11 (pr. 5, cor.). De plus , en divisant 167 par 11 et par 13 on obtient les quotients 15 et 12-et les l’estes 2 et 11 ; donc
et, par suite,
167>1P, 167<13“; donc 167 est un nombre premier (pr.28).
rîii^ i -
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En général, pour reconnaître si un nombre donné est premier, il sujyn de s’assurer si ce nombre n’est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, etc., jusqu'à ce qu'une division conduise à un quotient égal ou inférieur au nombre premier employé comme diviseur.
PROPOSITION XXXI
Un nombre nest décomposahle que d’une seule maniéré en facteurs premiers plus gratids que l'unilé.
Soienta, b, c, d..., a', b', c' , d' deux systèmes de facteurs premiers plus grands que l’unité , dont les produits sont égaux à un même nombre , et , par suite , égaux entre eux. Il s’agit de prouver que ces deux produits ont leurs facteurs égaux chacun à chacun.
On a par hypothèse
ax6xcx<i... = fl'x6'xc'xd'...
Cela étant , le nombre premier a , qui divise le premier produit (liv. i, pr. 10, cor. 1) , divise aussi le second ; donc il divise au moins un facteur de ce produit (pr. 18) , le facteur' a' par exemple ; ce qui exige que a=a' (déf. 1). Divisant le premier produit par a et le second par a' , on a
ôxcxrf... = 6'xe'x<l'... (ax. 2).
On prouverait de même que le facteur b , du premier produit, est égal à un facteur, b' par exemple, du second produit, et ainsi de suite; donc les deux produits ay.bxcy.d... , a'-x.b'x.c' xd'... ont leurs facteurs égaux chacun à chacun.
Corollaire, lorsqu’un nombre est divisible par un autre, le premier contient tous les facteurs premiers du second; et réciproquement.
PHOPOSITION XXXII.
Décomposer un nombre 360 en facteurs premiers plus grands que l'unité.
Le nombre 360 admet le diviseur 2 (pr. 2, cor.) , et donne pour quotient 180, qui admet aussi le diviseur 2 et donne pour quotient 90 , qui admet encore le diviseur 2 et donne pour quotient 45. Le chiffre 5 étant impair, 45 n’est pas divisible par 2; mais la somme (4+5) étant un multiple de 3, 45 admet le diviseur 3 (pr. 4, rem.) et donne pour quotient 15, qui admet encore le diviseur 3 et donne pour quotient le nombre premier 5, qui , divisé par 5, donne le quotient 1. Cela étant, le nombre proposé 360 est égal au produit 2x2x2x3x3x5 de tous les nombres premiers qui ont servi de diviseurs. En effet, si , au lieu de diviser 360 par 2, le quotient 180 par 2 , et ainsi de suite , on divisait 360 par le produit 2x2x2x3x3x5,on obtiendrait le même quotient 1 (liv. 1, pr. 14) ; donc 360 = 1 X (2 x 2 x 2 x 3 x 3 x 5) =2x2x2x3x3x5.
En général , poxir décomposer un nombre en facteurs premiers plus grands que l'unité, on le divise successivement , autant de fois que cela est possible, par chacun des nombres premiers 2,3, 5... , qu’il admet comme diviseurs, jusqu’à ce qu'on obtienne pour quotient un nombre premier; ce dernier quotient et tous les nombres qui ont servi de diviseurs sont les facteurs premiers du nombre proposé.
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Remarque. On a 2x2x2x3x3x5 = 2’x3“x5 (liv. i, pr. 4); donc 360=2’ X 3* x 5.
PROPOSITION XXXIII
Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, 480 , 360 , 144 , est égal au produit des facteurs premiers communs à ces nombres, chacun de ces facteurs étant affecté du plus petit de ses exposants datis les nombres proposés.
On a (pr. 32)
et il s’agit de prouver que (2’ x 3) ou 24 est le plus grand commun diviseur des nombres proposés.
Chacun des nombres 480, 360, 144, contenant tous les facteurs de 24 (liv. i, déf 6),estdivisiblepar24 (liv. i, pr. 10, cor. 2); de plus, en divisant par 24 ou 2’ x 3 celui des nombres proposés qui contient 3 facteurs égaux à 2 , on obtient un quotient 3x5 (liv. i, pr. 15, cor. 2) qui ne contient pas le facteur 2; on voit de même qu’en divisant chacun des nombres proposés par 24, l’un au moins des quotients ne contiendra pas le facteur 3, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des facteurs premiei*s du commun diviseur 24; donc les trois quotients 2*x5, 3x5, 2x3 ainsi obtenus n’ont aucun facteur premier commun autre que l’unité et sont premiers entre eux; donc 24 est le plus grand commun diviseur des nombres proposés (pr.l6).
Corollaire. On n'altère pas le plus grand commun diviseur de deux nombres , lorsqu'on multiplie ou qu'on divise l'un d'eux par un troisième nombre, premier avec l'autre. Car en opérant ainsi , on n’a introduit ni supprimé aucun facteur premier commun aux deux nombres proposés. 11 en résulte , dans certains cas , un moyen de simplifier la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres.
Ainsi , par exemple, pour trouver le plus grand commun diviseur de 4800 et 21 , on divise 4800 par 100 qui est premier avec 21, puis 21 par 7 qui est premier avec 48, ce qui ramène le calcul à la recherche du plus grand commun diviseur de 48 et 3.
PROPOSITION XXXIV
Le plus petit commun multiple de plusieurs nombres, 480, 360 , i44, est égal au produit des facteurs premiers de ces nombres, chacun de ces facteurs étant affecté du plus grand de ses exposants dans les nombres proposés.
On a 480 =2^x3x5, 360=2»x3»x5, 144=2^X3^ et il s'agit de prouver que (2®x3“x5) ou 1440 est le plus petit commun multiple des nombres proposés.
Le produit 1440, contenant tous les facteurs de 480, 360, 144, est divisible par chacun de ces nombres; de plus, en divisant 1440 par celui des nombres proposés qui contient S fois le facteur 2, on obtient un quotient 3 qui ne contient pas le facteur 2; on voit de môme qu’en divisant 1440 par chacun des nombres proposés, l’un au moins des quotients ne contiendra pas le facteur 3, et ainsi de suite , quel que soit le nombre des facteurs premiers de 1440; donc les trois quotients 3, 2-, 2x3 ainsi obtenus n’ont aucun facteur premier commun autre que l’unité et sont premiers entre eux; donc 1440 est le plus petit commun multiple des nombres proposés (pr.26).
PROPOSITION XXXV
Trouver tous les diviseurs d'un nombre 360.
Tout nombre qui divise 360 a ses facteurs premiers compris dans ceux de 360 (pr. 31, cor.); et réciproquement,
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360 est divisible par tout nombre dont il contient les facteurs premiers; donc on aura tous les diviseurs de 360 en prenant les facteurs premiers de ce nombre et les produits de ces mômes facteurs combinés deux à deux , trois à trois, etc., de toutes les manières possibles.
A cet effet, on décompose 360 en facteurs premiers (pr.32); on muftiplie le premier facteur 2 parle second, ce qui donne le diviseur 4 qu’on écrit à la droite du multiplicateur; on multiplie 4 par le troisième facteur 2, ce qui donne le diviseur 8, qu’on écrit à la droite du multiplicateur; on multiplie, par le premier facteur 3, chacun des diviseurs précédents, ce qui donne les produits 6, 12, 24, qu’on écrit à la droite du multiplicateur, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait employé le dernier facteur 5 comme multiplicateur; les facteurs premiers 1 , 2 , 3, 5 de 360 , et les produits ainsi obtenus sont les diviseurs demandés.
En général, pcwr trouver tous les diviseurs d’un nombre, on décompose ce nombre en facteurs premiers; on multiplie le premier facteur pur le second , les deux premiers facteurs et leur produit par le troisième facteur, en omettant les multiplications qui donneraient des produits déjà obtenus; on multiplie de même les trois premiers facteurs et les produits obtenus par le qualriéme facteur , et ainsi de suite , jusqu’à ce qu’on ait employé le dernier facteur comme multiplicateur; tous les facteurs premiers du nombre proposé et les produits qu’on a effectués sont les diviseurs demandés.
Remarque. On peut obtenir autrement les diviseurs de 360 en multipliant l’unité et les trois premières puissances 2 , 4 , 8 du facteur premier 2 , successivement par l’unité
et les deux premières puissances 3, 9 du facteur premier 3, ce qui donne (3 + 1) x (2+1 ) produits qu’on multiplie par l’unité et la première puissance 5 du facteur premier 5. On obtient ainsi (3 + 1) x (2 + l)x(l + l) ou 24 diviseurs. En général, le nombre des diviseurs (Tun nombre, décomposéen facteurs premiers plus gra7idsque l’unité, est égal au produit des sommes qu'on obtient en augmentant l’exposant de chaque facteur premier d'une unité.
Dans le cas particulier où le nombre proposé est une puissance d’un nombre premier, le nombre de ses diviseurs est égal au degré de cette puissance augmenté d’une unité. Ainsi on reconnaît immédiatement que le nombre des diviseurs de 343 ou 7’ est égal à 4.
PROPOSITION XXXVI
Trouver tous les diviseurs communs à plusieurs nombres 48 , 36 , 30 .
Tout diviseur, commun aux nombres 48, 36, 30, divise leur plus grand commun diviseur 6 (pr. 14); et réciproquement, tout diviseur de 6 divise 48, 36, 30, qui sont des multiples de 6; donc les diviseurs 1, 2, 3, 6 du plus grand commun diviseur 6 sont les diviseurs demandés.
En général , pour trouver tous les diviseurs communs à plusieurs nombres, on cherche k plus grand commun diviseur de ces nombres; puis, tous les diviseurs de ce plus grand commun diviseur (pr. 35).
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Puisqu’en divisant 4-7 par le nombre demandé on obtient le reste 11, ce nombre divise (47—11) ou 36; on voit de même que le nombre demandé divise (51—3) ou 48 ; de plus , lorsqu’on divise 47 et 51 par un nombre supérieur à 11 et commun diviseur de 36 et 48, on obtient les restes 11 et 3 (liv. I, pr.21, cor. 1); donc le nombre demandé est égal au plus grand commun diviseur 12 de 36 et 48.
PROBLÈME II
Un ouvrier, qui gagne plus de Tl francs par jour, reçoit 48 francs pour plusieurs journées de travail; le même ouvrier reçoit 54 francs pour un autre nombre de journées de travail; trouver ce qu'il gagne par jour.
Chacun des nombres 48 et 54 étant un multiple du nombre de francs que l’ouvrier gagne par jour, ce dernier nombre divise 48 et 54, et, par suite, leur plus grand commun diviseur 6 (pr. 11) ; or les diviseurs de 6 sont 1, 2, 3, 6 (pr. 35); donc le gain de l’ouvrier, excédant 3' par jour, est égal à 6'.
PROBLÈME III
Trouver le plus petit nombre qui , divisé par G , par 8 et par 9, donne le même reste 4.
Puisque le nombre demandé divisé par 6 donne le reste 4 , ce nombre est égal à un multiple de 6 , augmenté de 4 unités; on voit de même que le nombre demandé est égal à un multiple de 8 , augmenté de 4 , et à un multiple de 9 , augmenté de 4 ; de plus, tout commun multiple des nombres 6, 8, 9, augmenté de quatre unités, est tel qu’en le divisant par l’un quelconque des nombres 6, 8, 9, on obtient le reste 4 ; donc on aura le nombre demandé en cberchant le plus petit commun multiple des nombres 6, 8, 9, et en l’augmentant de 4 unités , ce qui donne 76.
AHITIIMETIQUE.
PROBLÈME IV
Trouver un nombre de deux chiffres qui, divisé par 8 et par 9 , donne le même reste 3 .
En raisonnant comme pour résoudre le problème précédent, on voit que le nombre demandé est un commun multiple des nombres 8 et 9, augmenté de 3 unités ; or, tout commun multiple de 8 et 9 est un multiple de leur plus petit commun multiple 72 (pr. 21, cor. 2), et (72x2+3) ou 14.7 contient plus de deux chiffres; donc (72 + 3) ou 75 est le nombre demandé.
PROBLÈME V
Trois mobiles parcourent une circonférence; le premier rencontre le second toutes les 6 heure's , et le second rencontre le troisième toutes les 8 heures ; trouver le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des trois 7nobiles.
Il résulte de l’énoncé que deux rencontres simultanées des trois mobile» ont lieu dans le même temps qu'une ou plusieurs rencontres du premier avec 1e second , et du second avec le troisième; donc te nombre des heures qui s’écoulent entre deux rencontres simultanées des trois mobiles est un commun multiple des nombres 6 et 8 , et , par suite , un multiple de leur plus petit commun multiple 24 ; réciproquement, tout multiple de 24, étant un commun multiple des nombres 6 et 8 , exprime le nombre des heures qui s’écoulent entre deux rencontres simultanées des trois mobiles ; donc le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des trois mobiles est égal à 24 heures.
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PROBLÈME VI
Trots mobiles parcourent dans le même sens une circonférence qui a 3G0 métrés d’étendue ; le premier parcourt 34 métrés par heure; le second 16 métrés, et le troisième 4 mètres; trouver le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des trois mobiles.
Entre deux rencontres successives du premier et du second mobile, le premier parcourt une circonférence ou 360“' de plus que le second ; mais, dans une heure, le premier parcourt (3i“— 16") ou IS"" de plus que le second; donc le temps qui s’écoule entre deux rencontres successives de ces deux mobiles est ou 20'> ; ou trouvera de même que le second rencontre le troisième toutes les 30‘‘; de sorte que la solution du problème se trouve ramenée à celle du précédent, et le nombre d’heures demandé est égal au plus petit commun multiple 60 des nombres 20 et 30.
PROBLÈME VII
Trouver le plus petit nombre qui admette G diviseurs.
Le nombre 6 ou 2 X 3 n’étant décomposable que d’une seule manière en plusieurs facteurs plus grands que l'unité, on voit que tous les nombres qui admettent 6 diviseurs sont des cinquièmes puissances d’un nombre premier ou des produits de deux nombres premiers inégaux et affectés respectivement des exposants 1 et 2 (pr. 35, rem.) ; mais 2 et 3 sont les plus petits nombres premiers supérieurs à l’unité ; donc le plus petit nombre qui admette 6 diviseurs est un des nombres 2'^x3, 2x3■^ 2’ : or on a 2-x3<2x.3* <2^ donc 2^x3 ou 12 est le nombre demandé.
AUITHMETIQUE.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. Quel est le plus grandnombre tel que, si l’on divise 20836, 5G477 , 25788 , par ce nombre, on obtienne les restes 46, 47, 48 ?
Réponse ; 990.
II. Quel est le nombre de trois chiffres tel que, en divisant 630641 , 381 1 62 , 901 1 33 , 41 5814, par ce nombre, on obtienne les restes 11, 12, 13, 14?
Réponse : 110.
III. Quel est le plus petit nombre qui, divisé par 4095 , par 5202 et par 24300, donne le môme reste 587?
Réponse : 639066287.
IV. Quel est le nombre de onze chiffres qui, divisé par 1008, par 4860, par 105336 et par 109380, donne le même reste 549 ?
Réponse: 51847433109.
V. Quatre mobiles parcourent une circonférence; le premier rencontre le second toutes les 30 heures,- le second rencontre le troisième toutes les 48 heures, et le troisième rencontre le quatrième toutes les 50 heures,quel est le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des quatre mobiles?
Réponse ; 1200 heures.
VI. Deux personnes, dont l’une a 38 ans et l’autre 60 ans, demandent à une troisième personne quel est son âge? Celle-ci répond : mon âge est compris entre
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les deux vôtres , et si vous divisez le nombre de mes années par 2, par 3 et par 4 , vous trouverez constamment un reste égal à l'unité; quel est l'âge de la troisième personne ?
Réponse : 49 ans.
VII. Un joueur, interrogé sur le nombre des pièces qu’il a dans sa bourse , répond : j'en ai un nombre moindre que 98, et qui, divisé par ^2 et par 1 6, donne le même reste 2; quel est ce nombre?
Réponse : 50.
VIII. Une personne voit passer des soldats qu’elle compte par groupes de 25 hommes, sans qu’il en reste aucun ; tf autres personnes, en les comptant par groupes rfe 1 8 , de 27 et de 32 hommes , ont trouvé constamment un reste de \\ hommes; quel est le plus petit nombre de ces soldats?
Réponse : 875.
IX. Quatre mobiles parcourent dans le même sens une circonférence qui a 4320 mètres d’étendue; le premier parcourt 1728 mètres en 2 heures, le second 1944 mètres en 3 heures, le troisième 2016 mètres en 4 heures, et le quatrième 1980 mètres en 5 heures; trouver le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des quatre mobiles.
Réponse: 120 heures.
Une quantité est une /partie d’une autre quan
tité, loi'squc la première est contenue exactement plusieurs fois dans la seconde. Ainsi les nombres 1, 2, 3 sont des parties aliquotesdu nombre 6.
Remarque. Lorsqu’une quantité est une partie aliquote d’une autre quantité, la seconde est un multiple de la première (liv. I, déf.7).
2. On nomme fraction ou nombre fractionnaire, \Mi\oxabre formé d'une ou de plusieurs parties aliquotes de l’unité, égales entre elles. Ainsi, l’unité étant partagée en sept parties égales, le nombre qu’on obtient en prenant quatre de ces parties est une fraction .
3. Le dénominateur d’une fraction est le nombre qui exprime en combien de parties égales l’unité est partagée. Tel est le nombre sept dans l’exemple précédent (déf. 2).
4. Le numérateur d’une fraction est le nombre qui exprime combien la fraction contient de parties aliquotes de l’unité. Tel est le nombre quatre (déf. 2).
i>. Le numérateur et le dénominateur d’une fraction sont les deux termes de la fraction.
Remarque. La fraction qu’on obtient en partageant l’unité en sept parties égales et en prenant sept de ces parties est évidemment égale à l’unité. On voit pareillement qu’en prenant moins ou plus que sept de ces mêmes parties , on obtient une fraction plus petite ou plus grande que l’unité.
NUMÉRATION DES FRACTIONS
Pour énoncer une fraction on énonce son numérateur, puis son dénominateur auquel on ajoute la terminaison ième. Ainsi la fraction qu’on obtient en partageant l’unité en sept parties égales et en prenant quatre de ces parties, s’énonce quatre septièmes. Il y a exception pour les dénominateurs deux , trois, quatre; ainsi , au lieu de dire un deuxième , un troisième, un quatrième , on dit un demi , un tiers, un quart.
Pour simpliûer l’écriture d’une fraction, on écrit les deux termes en chiffres, de manière que le numérateur soit audessus du dénominateur, et on les sépare par un trait horizontal. Ainsi la fraction quatre septièmes s’écrira
C. Simplifier une fraction ou la réduire à une plus simple expression , c’est rendre ses deux termes moindres sans changer sa valeur.
7. Une fraction est irréductible ou ré luite à sa plus simple expression , lorsqu’elle ne peut être simplifiée. Telles sont évidemment les fractions j.
8. Réduire plusieurs fractions à un même dénominateur, c’est trouver des fractions égales aux fractions proposées , et dont les dénominateurs soient tous égaux entre eux.
9. Multiplier une quantité par une fraction , c’est diviser cette quantité par le dénominateur de la fraction, puis multiplier le quotient par son numérateur : le résultat se nomme produit. Ainsi, multiplier 21 par \ , c’est prendre la septième partie 3 de 21, et la répéter quatre fois, ce qui donne le produit 12.
Remarque 1. La multiplication d’une quantité par une fraction comprend, en général, une division et une multiplication proprement dites (liv. i, déf.8 et 3) , et ces deux
opérations se réduisent à une seule lorsque le numérateur de la fraction multiplicateur est l’unité (liv. i, déf. 3, rem. 1).
Remarque 2. Le produit d’une quantité par une fraction est égal au multiplicande , plus petit ou plus grand que le multiplicande, selon que la fraction multiplicateur est égale à l’unité, plus petite ou plus grande que l’unité. Car prendre, par exemple , sept fois la septième partie d’une quantité , c’est prendre cette quantité tout entière , et prendre moins ou plus que sept fois la septième partie d’une quantité, c’est prendre moins ou plus que cette quantité.
10 . Deux nombres sont inverses l’un de l’autre, lorsque leur produit est égal à l’unité. Ainsi, l’inverse du nombre 6 est la fraction | ; car le produit du nombre 6 par \ est égal à la sixième partie de 6 (déf. 9) ou à l’unité.
11 . Di viser une quantité par une fraction, c’est trouver une quantité, appelée quotient, qui, multipliée par le nombre diviseur (déf. 9], reproduise la quantité dividende.
Remarque 1. Le dividende ou le produit du quotient par le diviseur est égal au quotient, plus petit ou plus grand que le quotient, selon que le diviseur est égal à l’unité, plus petit ou plus grand que l’unité (déf. 9, rem. 2); ou , autrement, le quotient est égal au dividende, plus petit ou plus grand que le dividende, selon que la fraction diviseur est égale à l'unité, plus grande ou plus petite que l’unité.
Remarque 2. La définition de la division d’une quantité par un nombre entier peut être considérée comme un cas particulier de celle où le diviseur est une fraction (liv. i, déf. 8, l’ein.l).
PROPOSITION PREMIÈRE
Toute fraction -^peut être considérée comme le quotient de la division de soti numérateur 4 par son dénominateur 7 .
En effet , pour diviser 4 par 7, il suffit de diviser par 7
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chacune fies qui composfuit le nombre 4 (liv. i, pr.l2), ce qui donne i répété quatre fois, ou la fraction y.
Corollaire 1. Supposons qu’en divisant 39 par 7 (liv. i, pr. 13), on ait obtenu le quotient 5 et le reste ï. Puisqu’en divisant i par 7 on obtient la fraction 1e quotient complet de la division de 39 par 7 sera 5+| (liv. i,pr.l2); donc pour compléter le quotient d'une division qui ne s’effectue pas exactement, il suffit de joindre à ce quotient une fraction qui a pour numérateur le reste de la division, et pour dénominateur le diviseur.
Corollaire 2. Pour mettre une fraction , plus grande que t unité et dont le numérateur n'est pas divisible par le dénominateur, sous la forme d'un entier Joint à une fraction moindre que l'unité, il suffi de diviser son numérateur par son dénominateur en complétant le quotient de la division. On trouve ainsi = 4+-;7-
PfiOPOSITION II.
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise le numérateur d'une fraction par un nombre entier, la fraction est multipliée ou divisée par ce nombre.
1° Soit la fraction ^ dont on multiplie le numérateur 12 par 3. La fraction ^ , qui en résulte , est trois fois plus grande que
En effet, le dénominateur 7, commun aux deux fractions, montre que chacune d’elles contient un certain nombre de septièmes (déf. 3) ; or le numérateur 36 de la seconde est, par hypothèse, trois fois plus grand que le numérateur 12 delà première; donc la seconde fraction contient trois fois plus de septièmes que la première ( déf. k ) ; donc elle est trois fois plus grande.
2° On prouverait de môme qu’en divisant le numérateur de ^ par 3, la fraction qui en résulte, est trois fois plus petite que '-f-.
Corollaire. Pour convertir un nombre entier 6 en une fraction dont le dénominateur soit égal à un nombre donné 9 , on prend pour numérateur de la fraction demandée le produit 54 de son dénominateur par le nombre entier 6. Cela résulte de ce qu’une unité étant égale à la fraction | , six unités valent |xÇ ou
PROPOSITION III
Lorsqu'on multiplie ou qu’on divise le dénominateur d’une fraction par un nombre entier, la fraction est divisée ou multipliée par ce nombre.
1" Soit la fraction dont on multiplie le dénominateur 12 par 3. La fraction qui en résulte, est trois fois plus petite que
En effet, le numérateur 7, commun aux deux fractions , montre qu’elles contiennent le même nombre de parties aliquotes de l'unité ; mais le dénominateur 36 , trois fois plus grand que 12, exprime que l’unité est partagée en trois fois plus de parties égales dans la seconde fraction que dans la première ; donc chaque partie aliquote de l’unité est trois fois plus petite dans la fraction ^ que dans la fraction ; donc ^ est trois fois plus petite que
2" On prouverait de même qu'en divisant le dénominateur de par 3, la fraction qui en résulte, est trois fois plus grande que
PROPOSITION IV
Une fraction ne change pas de valeur lorsqu’on multiplie ou qu’on divise ses deux termes par un même nombre entier.
1“ Soit la fraction \ dont on multiplie les deux termes par
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un même nombre 3. La fraction qui en résulte, est égale à .
Car, en multipliant le numérateur 4 par 3 ,^on obtient la fraction ^ trois fois plus grande que ^ (pr.2) ; mais, en multipliant par 3 le dénominateur 7 de ^ , on obtient la fraction ^ trois fois plus petite que ^ (pr. 3) et, par suite, égale à y.
2® On prouverait de même qu’en divisant les deux termes d’une fraction par un même nombre 6 , la fraction |, qui en résulte , est égale à
PROPOSITION V
Réduire des fractions — , —, — au même dénomi-
8 12 lo
naleur.
Le nombre 72 étant le plus petit commun multiple des dénominateurs 8, 12, 18 (liv. ii, pr. 23) , si l’on divise 72 par le dénominateur 8 , on aura un quotient entier 9 et, en multipliant par 9 les deux termes de la fraction on obtiendra une fraction égale à | (pr. 4) et dont le dénominateur sera 72 ; on a de même une fraction ^ égale à ^ et dont le dénominateur est 72 , en multipliant les deux termes 7 et 12 par le quotient 6 de la division de 72 par 12 ; enfin, en multipliant les deux termes de par le quotient 4 de la division de 72 par son dénominateur , on obtient la fraction || égale à et dont le dénominateur est 72 ; de sorte que les fractions satisfont à l’énoncé.
En général, pour réduire des fractions au même dénominateur, on prend, pour dénominateur commun, le plus petit commun multiple de tous les dénominateurs , et on multiplie le numérateur de chaque fraction par le quotient de la division de ce plus petit commun multiple par son dénominateur.
Remarque 1. Lorsqu’on a trouvé le plus petit cominun multiple 72 ou 2^x3* des dénominateurs 8 ou 2’ , 12 ou
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2'^ X 3, 18 OU 2'X 3* en décomposant chacun de ces nombres en facteurs premiers (liv. 2, pr. 32), on obtient immédiatement le quotient de la division du produit 2’ x 3* par un dénominateur, en supprimant tous les facteurs de ce dénominateur dans le produit (liv. i, pr. 15, cor. 2). Ainsi on a
Remarque 2. Lorsque les dénominateurs des fractions proposées sont premiers entre eux deux à deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur produit (liv. 2, pr, 20, cor. 2); alors la règle précédente se transforme en celle-ci : 1“ pour réduire ou même dénominaleur deux fractions dont les dénominateurs sont premiers entre eux, on multiplie les deux termes de chaque fraction par le dénominateur de l'autre; 2° pour réduire au même dénominateur plusieurs fractions, dont les dénominateurs sont premiers entre eux deux à deux , on multiplie les deux termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs dl toutes les autres.
ADDITION
PROPOSITION VI
Additionner des fractions
En réduisant ces fractions au même dénominateur 36 (pr. 5) , on obtient les fractions
dont la somme est
ou — .
En général, pour additionner plusieurs fractions, on les réduit au même dénominateur ; on fait la somme des numérateurs qui en résultent, et Von prend cette somme pour numérateur d'une fraction à laquelle on donne pour dénominateur le dénominateur commun.
LIVRE
Corollaire. Pour additionner le nombre entier 3 et la fraction i, on convertit 3 en une fraction dont le dénominateur soit égal à 7 (pr. 2,cor.), et on a 3 + ^=^+i =^+y=i^^=2^; donc pour additionner un nombre entier et une fraction, il suffit d’ajouter au numérateur le produit du dénominateur par le nombre entier.
SOUSTRACTION
PROPOSITION VII
Trouver la différence de deux fractions — et — .
En réduisant ces fractions au même dénominateur (pr. 5), on trouve
En général, pour avoir la différence de deux fractions, on les réduit au même dénominateur; on prend la différence des numérateurs qui en résultent, et on considère cette différence comme le numérateur d’une fraction, à laquelle on donne pour dénominateur le dénominateur commun.
Corollaire 1. Pour soustraire la fraction | du nombre entiers , on convertit 8 en une fraction dont le dénominateur soit égal à 7 (pr. 2, cor ), et on a 8—
En général, pour soustraire une fraction d'un nombre entier, on soustrait son numérateur du produit de son dénominateur par le nombre entier, et on prend le reste pour numérateur cC une fraction , à laquelle on donne pour dénominateur celui de la fraction proposée.
Corollaire 2. On a de même =
réciproquement, pour soustraire un nombre entier (Tune fraction, il suffit de soustraire, du numérateur do la fraction, le produit de son dénominateur par le nombre entier.
ARJTHUKTIQUE.
MULTIPLICATION
PROPOSITION VIII
Multiplier un nombre entier 9 par une fraction y.
Multiplier 9 par c’est prendre la septième partie de 9 et la répéter quatre fois (déf. 9) ; or la septième partie de 9 est égale à ^(pr. 1 ) , et, pour multiplier cette fraction par k, il suffit de multiplier son numérateur 9 par k (pr.2), ce qui donne le produit
-ir- ou V
On voit que le produit cPun nombre entier par une fraction s'obtient, comme celui <Vune fraction par un nombre entier (pr.2), en multipliant le numérateur de la fraction par le nombre entier.
Remarque 1 . Lorsque le dénominateur de la fraction est un multiple du nombre entier , on obtient le même résultat sous une forme plus simple , en divisant ce dénominateur parte nombre entier (pr. 3). On a ainsi 3X:jL = |.
Remarque 2. En général , pour multiplier une quantité a par une fraction |, i7 suffit démultiplier cette quantité par le numérateur delà fraction et de diviser le produit par son dénomma teur. Caronaaxf=yx3=-f+4+4 =^^4^=^ •
PROPOSITION IX
Multiplier une fraction -y par une fraction y.
Multiplier par | , c’est prendre la septième partie de JJ et la répéter quatre fois ; or la septième partie de -fj s’obtient en multipliant le dénominateur 11 par 7 (pr. 3), ce qui donne , et , pour multiplier cette fraction par 4 , il suffit de multiplier le numérateur 9 par 4 (pr.2), ce qui donne le produit
LIVRE
ou
Donc le produit de deux fractions est une fraction qui a, pour numérateur , le produit des numérateurs des fractions proposées et , pour dénominateur, le produit de leurs dénominateurs.
Remarque. L’inverse d'une fraction y est égal à cette fraction renversée. Car on a |Xï = ^ = 1 (dcf. 10).
PROPOSITION X
Effectuer le produit 5 x yx3 x-^ de tant de facteurs qu'on voudra, entiers et fractionnaires.
Le produit du nombre entier 5 par la fraction y est ^ (pr. 8); le produit de cette fraction par le nombre entier 3 est (pr. 2); enfin le produit de cette fraction par ggt»i^(pr. 9 ). donc
5x-x3Xt 7= — =— i — 7 11 7x11
En général , le produit de tant de nombres qu’on voudra , entiers et fractionnaires, est égal à une fraction dont le numérateur a pour facteurs les nombres entiers et les numérateurs des fractions proposées, et dont le dénominateur est égal au produit des dénominateurs de ces mêmes fractions.
Remarque. Lorsque les deux termes de la fraction résultante ont des facteurs communs, on abrège le calcul en supprimant ces facteurs avant d’effectuer les multiplications (pr.4).
PROPOSITION XI
Le produit de plusieurs facteurs, entiers et fractionnaires, ne change pas, lorsqu’on intervertit l’ordre des facteurs.
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Car, que! que soit l’ordre dans lequel on effectue les multiplications, la fraction résultante aura pour numérateur et pour dénominateur les produits des mêmes facteurs entiers (pr. 10) , et l’on sait que le produit de plusieurs nombres entiers ne change pas, quand on intervertit l’ordre des facteurs.
Corollaire 1. Pour multiplier un nombre par un produit, il suffit de multiplier ce nombre par le premier facteur , le produit obtenu par le second facteur, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait employé , comme multiplicateur, le dernier facteur du produit. Môme démonstration que pour la proposition k (liv. i).
Corollaire 2. Lorsqu'on multiplie un facteur d^un produit par un nombre, le produit est multiplié par ce nombre. Même démonstration que pour le corollaire 1 de la proposition 4 (liv. i).
VROPOSITION XII.
Le produit de la somme (3 + 5 + 12) de plusieurs quantités par une fraction y est égal à la somme des produits qu'on obtient en multipliant chcujue partie de la somme par cette fraction.
Il s’agit de prouver que
En effet, multiplier (3-1-5+12) par|, c’est prendre la septième partie de cette somme et la répéter quatre fois ; or la septième partie de (3 + 5 + 12) est(f + | + y)(liv. i,pr.l2), et , pour multiplier cette somme par 1 , il suffit de multiplier par 4 chacune de ses parties ; donc le produit demandé est
UVItE III.
Réciproquement. Le 'produit (Tune quantité 13 par une somme ^ de plusieurs fractions , | f“t | , est égal à la somme des produits qu'on obtient en multipliant cette quantité par chacune des parties de la somme proposée. Car on a
13x^=-!^X(5 + 2) = ^x5+-!;fx2=13x|+13x|.
Corollaire. Le produit d’une somme par une autre est égal à la somme des produits qu'on obtient en multipliant la première somme successivement par chacune des parties de la seconde.
DIVISION
• PROPOSITION XIII
Le ([uolienl de la division d’une (juanlilé par une fraction ^ est égal à celle quantité multipliée par la fraction diviseur renversée.
Le quotient doit être tel que multiplié par le diviseur | il reproduise le dividende (déf.11); or multiplier une quantité pai^ c’est en prendre les cinq liuiliènies (tléf. 9 j, donc les cinq huitièmes du quotient valent le dividende ; donc un huitième du quotient vaut le cinquième du dividende et, par suite, le quotient total vaut les huit cinquièmes du dividende ou le produit du dividende par
En prenant pour dividendes le nombre entier 3 et la fraction on a
Corollaire 1. Le quotient de la division de l'unité par une f raction est égal à celle fraction renversée.
Car on a 77 t= 1 X -r = •;-•
Corollaire 2. Le quotient de la division de deux fraetions de même dénominateur est une fraction qui a, pour numéra-
AftlTHMETlQUE,
leur, celui de la fraction dividende et, pour dénominateur, le numérateur de la fraction diviseur.
Car on a
CuHOLLAHiE 3. Le quotient de la division de deux fractions de même numérateur est une fraction qui a , pour numérateur, le dénominateur de la fraction diviseur et, pour dénominateur, celui de la fraction dividende.
Car on a
(it)_ 8 7^ 8x7 ^ 7
Remarque. Les propositions 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18 du livre i et quelques-unes de leurs conséquences immédiates, étant fondées sur des principes applicables aux nombres fractionnaires comme aux nombres entiers, s’étendent elles-mêmes à ces deux espèces de nombres.
PROPOSITION XIV. 41
Diviser un nombre entier joint à une fraction par un nombre entier joint à une fraction.
Soit proposé de diviser (3+|) par (7+f). En convertissant le dividende et le diviseur en fractions (pr.6, cor.), on a
En général , pour diviser un nombre entier joint à une fraction par un nombre entier joint à une fraction, on convertit le dividende et le diviseur en fractions, ce qui ramène le calcul à la division d'une quantité par une fraction (pr. 13).
Remarque. L'addition , la soustraction et la multiplication des nombres entiers joints à des fractions se ramènent,
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de la même manière , aux opérations analogues sur les fractions.
Dans l'addition, il est plus simple de faire, d’une part, la somme des fractions et, d’autre part, celle des nombres entiers, puis de réunir ces deux sommes en une seule ou d’ajouter à la seconde somme les unités contenues dans la première , suivant qu’on veut obtenir le résultat sous la forme d’une fraction ou d’un nombre entier joint à une fraction moindre que l’unité. En opérant de ces deux manières on a , par exemple ,
(3+i)+(5 + f)+(7+|)H3 + 5 + 7) + (| + f + f)=15 + ii^^ et (3+i) + (5+|)+(7+|)=15+^=(15+l)+|i=16+||.
Dans la soustraction , lorsqu’on veut obtenir le résultat sous la forme d’un nombre entier joint à une fraction moindre que l’unité, on prend séparément la différence des fractions et celle des nombres entiers , en augmentant d’une unité la fraction du premier terme, si cela est nécessaire pour rendre la. soustraction possible, puis en ajoutant une unité à la partie entière du second terme. En opérant des deux manières, on a
et
Dans la multiplication, on peut multiplier l’entier et la fraction du multiplicande successivement par l’entier et la fraction du multiplicateur, puis faire la somme des résultats ainsi obtenus (pr. 12, cor.); mais il est plus simple de ramener le calcul à la multiplication de deux fractions. En opérant ainsi , on trouve
FRACTIONS IRRÉDUCTIBLES
PROPOSITION XV
Lorsqu’une fraction — est égale a une fraction —
dont les deux termes sont premiers entre eux, les deux termes de la première sont égaux respectivement aux deux termes de la seconde, multipliés par un même nombre entier.
En effet, les fractions ^ et | étant égales , si on les réduit au même dénominateur 27 x 9 , les numérateurs des fractions résultantes seront égaux entre eux ; donc on aura 12x9 = 4x27.
Or 9, divisant le proJuit 12x9, divise aussi 4x27; de plus , 9 est premier avec 4 par hypothèse , donc il divise 27 (liv. 2, pr. 17) , et, en supposant que 3 soit le quotient entier de la division de 27 par 9, on aura 27 = 3x9 et , par suite, 12x9 = 4x3x9 (liv. i, pr. 4) ; divisant ces deux produits égaux par 9 , il vient 12 = 4x3; donc les deux termes 12 et 27 de la première fraction sont égaux respectivement aux deux termes 4 et 9 de la seconde, multipliés par le nombre entier 3.
PROPOSITION XVI
Toute fraction y, dont les deux termes sont premiers entre eux, est irréductible ; et réciproquement, les deux termes d’une fraction ^irréductible sont premiers entre eux.
1" Car les deux termes de toute fraction égale à ^ , étant l’un multiple de 4 et l’autre multiple de 9 (pr. 15), sont au moins égaux aux nombres 4 et 9 ; donc la fraction ^ ne peut être simplifiée ; donc elle est irréductible (déf.7).
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2“ Car, si 4 et 9 avaient un commun diviseur plus grand que l’unité, en les divisant par ce diviseur, on diminuerait les deux termes de la fraction sans changer sa valeur (pr. 4) ; donc ^ pourrait être simplifiée (déf. 6), ce qui est contre la supposition (déf. 7) ; donc 4 et 9 sont premiers entre eux.
Corollaire. Deux /radions irrcdudibles , égales entre elles, ont les mêmes termes. Car, les deux termes de chaque fractj^n étant premiers entre eux (2"), leurs numérateurs et leurs dénominateurs sont mutuellement multiples l’un de l’autre (pr.l5) et, par suite, égaux entre eux.
PROPOSITION XVII
Pour réduire une fraction ~ à sa plus simple exprèssion y il suffit de diviser ses deux termes 48 et 54 par leur plus grand commun diviseur G.
En effet, la fraction |, qui en résulte, est égale (pr. 4), et ses deux termes 8 et 9 sont premiers entre eux (liv.2, pr, 16) ; donc elle est irréductible (pr. 1 6, 2“),
Kemarqle. On peut aussi réduire une fraction à sa plus simple expression, en supprimant tous les facteurs premiers communs à ses deux termes, lorsqu’on aperçoit immédiatement ces facteurs. Ainsi , par exemple , en divisant par 2 les deux termes de la fraction on obtient la fraction plus simple et, en divisant par 3 les deux* termes de celle-ci, on obtient la fraction irréductible
PROPOSITION XVIII
Le plus petit commun multiple 72 des dénominateurs
de plusieurs fractions irréductibles -r, —, -rx
plus petit dénominateur commun auquel on puisse réduire ces fractions.
AniTlÎMÉTIQrE.
En effet, toute fraction égale à la fraction irréductible | a, pour dénominateur, un multiple de 8 (pr. 16 et 15); pareillement , toute fraction égale à ^ a , pour dénominateur, un multiple de 12, et toute fraction égale à ^ a, pour dénominateur, un multiple de 18 ; donc tout dénominateur commun à des fractions , respectivement égales aui fractions proposées, est un commun multiple des dénominateurs 8, 12, 18, et, par conséquent, ne peut être moindre que le plus petit commun multiple 72 de ces dénominateurs^
PROPOSITION XIX
Lorsqu’une fraction irréductible divise une autre
fraction irréductible —, le numérateur 7 de la première divise le numérateur 35 de la seconde , et le dénominateur 48 de la première est un multiple du dénominateur i2 de la seconde; et réciproquement.
1® La fraction divisant f|, le quotient
de la division de la seconde par la première (pr. 13) est un nombre entier (liv. i,déf. 9); donc chacun des nombres 7 et 12 divise le produit 35x48; or les fractions proposées étant irréductibles ,• 7 est premier avec 48, et 12 avec 35 (pr. 16); donc 7 divise 35, et 12 divise 48 (liv. 2, pr. 17), ou, autrement, 48 est un multiple de 12.
2° Réciproquement, lorsque le numérateur 7 d'une fraction divise le numérateur 35 Æune autre fraction ||, et que le dénominateur 48 de la première est un multiple du dénominateur 12 de la seconde, la première divise la seconde. Car le quotient
LIVRE III
de la division de la seconde fraction par la première , étant égal au produit de deux nombres entiers, est lui-même un nombre entier.
Corollaire 1. Lorsqu'une fraction irréductible ^ est un multiple d'une autre fraction irréductible le numérateur 35 de la première est un multiple du numérateur 7 de la seconde, et le dénominateur il de la première divise le dénominateur 48 de la seconde. Car ^ étant un multiple de la fraction celle-ci divise ^ (liv. i, pr. 10) ; donc 7 divise 35, et 48 est un multiple de 12 ; ou, autrement, 35 est un multiple de 7, et 12 un diviseur de 48.
Corollaire 2. Réciproquement , lorsque le numérateur 35 d'une fraction est un multiple du numérateur 7 d'une
autre fraction et que le dénominateur 12 de la première divise le dénominateur 48 de la seconde, la première fraction est un multiple de la seconde. Car, 35 étant un multiple de 7 et 12 un diviseur de 48, 7 est un diviseur de 35 et 48 un multiple de 12 ; donc divise || et , par suite , || est uu multiple de (liv.i, pr. 10).
PROPOSITION
Le plus grand commun diviseur de plusieurs fractions irréductibles, —, — , —, est éqal à une fraction
irréductible — qui a, pour numérateur, le plus grand commun diviseur 6 des numérateurs des fractions proposées, et, pour dénominateur, le plus petit commun multiple 385 de leurs dénominateurs.
Eu effet , pour qu’une fraction irréductible divise il faut et il suffit que son numérateur divise 60 et que son dénominateur soit un multiple de ^(pr.lO); pareillement, pour qu’une fraction irréductible divise il faut et il suffit
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que son numérateur divise ^ 1^8 et que son dénominateur soit un multiple de 5, et ainsi de suite ; donc, pour qu’une fraction irréductible divise chacune des fractions proposées , il faut et il suffit que son numérateur soit un commun diviseur des nombres 60, 48, 90, et que son dénominateur soit un commun multiple des nombres 7, 5, 11 ; or une fraction est d’autant plus grande que son numérateur est plus grand et que son dénominateur est plus petit, donc le plus grand commun diviseur des fractions proposées est la fraction ^ qui a, pour numérateur, le plus grand commun diviseur de leurs numérateui's et , pour dénominateur, le plus petit commun multiple de leurs dénominateurs.
PROPOSITION XXI
Le plus petit commun multiple de plusieurs fractions irréductibles — est égal à une fraction irré-
ductible — qui a, pour numérateur, le plus petit commun multiple 385 des numérateurs des fractions proposées et, pour dénominateur, le plus grand commun diviseur 6 de leurs dénominateurs.
En effet , pom* qu’une fraction irréductible soit un multiple de il faut et il suffit que son numérateur soit un multiple de 7 et que son dénominateur divise 60 (pr. 19, cor.l et 2 ); pareillement, pour qu’une fraction irréductible soit un multiple de —, il faut et il suffit que son numérateur soit un multiple de 5 et que son dénominateur divise 48 , et ainsi de suite ; donc pour qu’une fraction irréductible soit un commun multiple des fractions proposées, il faut et il suffit que son numérateur soit un commun multiple des nombres 7, 5, 11, et que son dénominateur soit un commun diviseur des nombres 6 (Hi 48, 90 ; or une fraction est d'autant moindre que son numérateur est plus petit et que son
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dénominateur est plus grand ; donc le plus petit commun multiple des fractions proposées est la fraction ^ qui a , pour numérateur, le plus petit commun multiple de leurs numérateurs et, pour dénominateur, le plus grand commun diviseur de leurs dénominateurs.
■ht Remarque 1. En appliquant ce principe à plusieurs fractions dont les dénominateurs sont premiers entre eux , on trouve que leur plus petit commun multiple est un nombre entier, que l’on considère alors comme une fraction dont je dénominateur est l’unité.
^ Remarque 2. Le plus grand commun diviseur ^ de plusieurs nombres, 7 ^, est l’inverse du plus petit
commun multiple ^ des inverses de ces mêmes nombres.
NOMBRES DÉCIMAUX
DÉFINITIONS
12. Une fraction décimale est une fraction qui a, pour dénominateur, une puissance de 10. Telles sont les fractions ÎT ot
15. Un nombre décimal est un nombre composé d’un nombre entier et d’une ou de plusieurs fractions décimales dont les numérateurs sont moindres que la base 10 et dont les dénominateurs sont les puissances successives de cette base. Tel est le nombre
Numération des nambres décimaux.
Pour simplifier l’écriture d’un nombre décimal , on est convenu que , lorsque plusieurs clnflFres seraient écrits les uns à la suite des autres sur une même ligne horizontale, et séparés en deux parties par une virgule, la partie à gauche exprimerait des unités ; le premier chiffre , à droite de
la virgule, des dixièmes ou des unités décimales du premier ordre; le second, des centièmes ou des unités décimales du second ordre, et ainsi de suite ; de sorte que, dans un nombre décimal comme dans un nombre entier, un chififre quelconque placé à la gauche d’un autre exprime des unités dix fois plus grandes que celui-ci.
Au moyen de cette convention , le nombre
s’écrira
Chacun des chiffres 3, 5, 7, placés à la droite de la "virgule , est une décimale ou un chiffre décimal du nombré proposé.
Un nombre décimal ne change pas de valeur, lorsqu’on écrit ou qu'on supprime un ou plusieurs zéros à sa droite.
Ainsi les nombres décimaux 28,357 et 28,35700 ont la môme valeur; car chacun des chiffres significatifs du premier nombre, ayant conservé sa position primitive par rapport à la virgule, exprime le même nombre d’unités de même grandeur.
Le nombre décimal 28,357 étant égal à (28 + -^ -f ,
si l’on réduit toutes ses parties au même dénominateur 1000, on aura
donc, pour mettre un nombre décimal sous la forme d’une fraction décimale, il suffit de prendre, pour numérateur de la fraction demandée, le nombre proposé abstraction faite de la virgule et, pour dénominateur, l’unité suivie d'autant de zéros qu’il y a de chiffres décimaux,
La même égalité montre que, réciproquement, pour
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mettre une fraction décimale sous la forme d'un nombre décimal, il suffit d'écrire le numérateur et de séparer, sur sa droite, autant de chiffres décimaux qu’il y a de zéros au dénominateur.
Pour énoncer un nombre décimal écrit en chiflfres, on distingue deux cas, suivant que l’on veut confondre ou non , dans l’énoncé , la partie entière avec la partie décimale.
1" On énonce le nombre proposé , abstraction faite de là virgule , comme un nombre entier, en ajoutant à l’énoncé le nom des unités décimales qu’exprime le premier chiffre à droite. Ainsi le nombre 28,357 s’énonceça vingt-huit mille Irais cent cinquante- sept millièmes. Cela résulte de ce que 28 , 357 =^.
2“ On étionce successivement la partie entière et la partie décimale, comme des nombres entiers, en ajoutant à chaque énoncé le nom des unités qu’exprime le premier chiffre à droite de chaque partie. Ainsi le nombre 28,357 s’énoncera vingt-huit unités trois cent cinquante-sept millièmes. Cela résulte de ce que 28,357 =28+-^^.
Héciproqueme>t. Pour écrire en chiffres un nombre décimal énoncé, on distingue deux cas, suivant qu’on a confondu ou non , dans l’énoncé , la partie entière avec la partie décimale.
1° On écrit le nombre énoncé, comme un nombre entier, puis on place la virgule de manière que le premier chiffre à droite exprime des unités décimales de t ordre énoncé. Ainsi, le nombre énoncé vingt-trois mille huit cent cinquante-sept millièmes s'écrira 23,857 ; et le nombre énoncé trente-sept dix-millièmes s’écrira 0,0037, en remplaçant par des zéros les unités qui manquent.
2“ On écrit successivement la partie entière, la virgule, et la partie décimale comme un nombre entier, de manière que son premier chiffre à droite exprime des unités décimales de l'ordre énoncé. Ainsi le nombre énoncé vingt-huit unités trente-sept millièmes s’écrira 28,037.
14. Une quantité est une valeur d'une autre quantité, approchée à moins d’une troisième quantité, lorsque la différence des deux premières quantités est moindre que la troisième. .Ainsi, 367 est une valeur approchée de 369+ j, à moins de trois unités, parce que la différence 2 +i des deux premiers nombres est moindre que 3.
i'6. Une valeur d’une quantité est dite approchée par défaut ou par excès, suivant qu’elle est plus petite ou plus grande que cette quantité. Ainsi 3 est une valeur de 3,5 approchée par défaut ; k est une valeur de 3,5 approchée par excès.
Remarque 1. On voit qu’il existe une infinité de valeurs d’une quantité, approchées par défaut ou par excès à moin» d’une autre quantité ; mais lorsqu’on dit qu’une quantité est la valeur approchée d'une autre quantité, à moins d’une troisième quantité, on entend que la première quantité est égale au plus grand multiple de la troisième , contenu dans la seconde. Ainsi 360 est la valeur approchée de 369, à moins d’une dizaine; parce que 360 est le plus grand multiple de 10, contenu dans 369. On voit de même que 367 est la valeur approchée de 367,58 à moins d’une unité , et que 367,5 est la valeur approchée de 367,58 à moins d'un dixième.
En général, la valeur approchée d'un nombre décimal, à moins d'une unité décimale d’un ordre déterminé, est égale au résultat qu’on obtient en supprimant dans le nombre proposé toutes les décimales écrites à la droite du chiffre qui exprime des unités de H ordre indiqué. Ainsi la valeur du nombre décimal 3,567894, approchée à moins d’un millième , est 3,567.
Rem arque 2. Une quantité est la valeur approchée par excès d’une autre quantité à moins d’une troisième quantité, lorsque la première quantité est égale au plus petit multiple de la troisième, dans lequel soit contenue la seconde. .Ainsi 3,5 est la valeur approchée par excès de 3,41 à moins d’un dixième.
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PROPOSITION XXII
Pour mulUplier ou diviser un nombre décimal par une puissance de 10 , il suffit d’avancer la viryulc d’autant de rangs vers la droite ou vers la gauche gu il y a d’unités dans le degré de la puissaîice.
1° On a, par exemple, 3,456xl00=.‘î45,6.
En effet, le chiffre 6, qui exprimait des millièmes, exprime actuellement des dixièmes , ou des unités cent fois plus grandes; le chiffre 5, qui exprimait des centièmes, exprime actuellement des unités simples, ou des unités cent fois plus grandes , et ainsi de suite ; donc chacune des parties du nombre proposé a été rendue cent fois plus grande; donc ce nombre lui-méme est devenu cent fois plus grand.
2° On’ prouverait de même que pour diviser le nombre 386,7 par 100 , il suffit d’avancer la virgule dq deux rangs vers la gauche , ce qui donne le quotient 3,867*.
Remarque. La même règle est applicable au cas où le dividende serait un nombre entier. Ainsi on a ^=0,84.
ADDITION
PROPOSITION XXIII
Additionner des nombres décimaux 3 , 8 ; 37 , 67 ; 84 , 983 .
Pour réunir ces nombres en un seul , il suffit , comme pour l'addition des nombres entiers (liv. i,pr. 1) , de réunir séparément leurs unités de même ordre , ce qui conduit à les écrire les uns au-dessous des autres , de manière que les chiffres ijui expriment des unités d'un môme ordre soient situés sur la même ligne verticale.
^0i aihthmêtiqüe.
En raisonnant, comme pour l’addition des nombres entiers, on trouve que le résultat demandé est 126,453, et l’on est conduit à cette règle générale : pour additionner des nombres décimaux, on les dispose et on opère comme pour l'addition des nombres entiers, en plaçant la virgule au résultat sur la même ligne verticale que dans les nombres proposés.
Remarque. Cette règle est applicable au cas où quelquesuns des nombres proposés seraient des nombres entiers.
SOUSTRACTION
PROPOSITION XXIV
Trouver '.la différence de deux nombres décimaux 89 , 84 ; 24 , 987 .
Pour obtenir la différence de ces nombres, il suffit, comme pour la soustraction des nombres entiers (liv.l ,pr.2), de prendre séparément les différences de leurs unités de môme ordre , ce qui conduit à écrire le plus petit nombre sous le plus grand, de manière que les chiffres qui expriment des unités d'un môme ordre soient situés sur la môme ligne verticale.
En raisonnant, comme pour la soustraction des nombres entiers , on trouve que le résultat demandé est 64,853 , et l’on est conduit à cette règle générale ; pour trouver la dif-
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férence de deux nombres décimaux, on les dispose et on opère comme pour la soustraction des nombres entiers , en plaçant la virgule au résultat sur la même ligne verticale que dans les nombres proposés.
Remakque. Cette règle est applicable au cas où l’un des nombres proposés serait un nombre entier.
MULTIPLICATION
PROPOSITION XXV
Effectuer le produit ■1,2x0,46 de plusieurs nombres décimaux.
En mettant chacun des nombres proposés sous la forme d’une fraction décimale , on a
l,2xO,46 = ^X
Or, 552 est le produit des nombres proposés , abstraction faite de la virgule, et le nombre des décimales du produit demandé est égal au nombre 3 des chiffres décimaux contenus dans les deux facteurs ; donc pour faire le produit de plusieurs nombres décimaux, il suffit d’opérer, comme sur des nombres entiers , en faisant abstraction de la virgule, et de séparer, sur la droite du résultat, autant de chiffres décimaux qu’il y en a dans tous les facteurs.
Remarque 1. La môme règle est applicable au cas où quelques-uns des facteurs seraient des nombres entiers.
Remarque 2. En général, pour multiplier une quantité a par un nombre décimal 4,3, il suffit de prendre pour multiplicateur le nombre décimal abstraction faite de la virgule , et de diviser le produit par l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y a de chiffres décimaux dans le nombre proposé, f.ar on a ax4,3 = «x^ = (pr. 8, rem. 2) .
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Remarqle 3. Tout nombre décimal pouvant être mis sous la forme d’une fraction décimale, les principes démontrés pour les fractions s’étendent aux nombres décimaux. Ainsi, un produit de plusieurs nombres décimaux ne change pas de valeur, lorsqu'on interverlit l'ordre des facteurs.
DIVISION
PROPOSITION XXVI
Diviser un nombre décimal 38,964 par un nombre entier 12 .
Diviser 38,96V par 12, c’est trouver un nombre égal à la douzième partie de 38,96V ; or pour diviser une somme par un nombre , il suffit de diviser chaque partie de la somme par ce nombre, donc il suffira de prendre séparément la douzième partie des unités , des dixièmes, des centièmes et des millièmes dont se compose 38,964.
En divisant 38 unités par 12, on trouve 3 unités au quotient et, pour reste, 2 unités ou 20 dixièmes, qui augmentés des 9 dixièmes du dividende font 29 dixièmes. En divisant 29 dixièmes par 12, on obtient 2 dixièmes au quotient et , pour reste , 5 dixièmes ou 50 centièmes , qui augmentés des 6 centièmes du dividende font 56 centièmes. En divisant 56 centièmes par 12, on obtient le chiffre 4 des centièmes du quotient et le reste 8 centièmes ou 80 millièmes, qui augmentés des 4 millièmes du dividende font 84 millièmes. Enfin, en divisant 84 millièmes par 12, on
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obtient le chiffre 7 des millièmes du quotient et le reste zéro ; de sorte que le quotient demandé est 3,2i7.
En général , pour diviser un nombre décimal par un nombre entier ^ on divise d’abord la partie etitière du dividende par le diviseur , ce qui donne la partie entière du quotient ; on convertit le reste en dixièmes, auxquels on ajoute les dixièmes du dividende; on divise le nombre qui en résulte par le diviseur, ce qui donne le chiffre des dixièmes du quotient; on convertit le nouveau reste en centièmes auxquels on ajoute les centièmes du dividende ; on divise le nombre qui en résulte par le diviseur, ce qui donne le chiffre des centièmes du quotient, et ainsi de suite , jusqu’à ce qu’on ait obtenu un reste nul ou un ehiffre qui exprime des unités décimales dtun ordre indiqué ; dans ce dernier cas , on a la valeur du quotient à moins d'une unité décimale de cet ordre.
Remarque. Cette règle est applicable au cas où , le dividende étant un nombre entier, on se propose d’obtenir le quotient en décimales. Ainsi on trouve que le quotient de la division de 39 par 12 est 3,25.
PROPOSITION XXVII
Diviser une quantité par un nombre décimal 0,12.
Le nombre 0,12 étant égal à pour diviser une quantité par 0,12 il suffit de la multiplier par ^ (pr. 13), ce qui revient à la multiplier par 100 et à diviser le produit par 12 (pr. 8, rem.2). Ainsi on a, par exemple.
3,247 (pr. 26).
En général, pour diviser une quantité par un nombre décimal, on prend pour diviseur le diviseur proposé , abstraction faite de la virgule, et pour dividende, la quantité qu'on obtient en multipliant le dividende proposé par l'unité suivie d'autant de zéros qu’il y avait de décimales au diviseur.
AKITMMETIQUE.
RÉDUCTION DES FRACTIONS EN DÉCIMALES
DÉFINITIONS
16. Réduire une fraction en décimales, c’est mettre cette fraction sous la forme d’un nombre décimal.
17. Un nombre décimal est^énodig'Me, lorsqu’un ou plusieurs de ses chiffres décimaux se reproduisent dans le même ordre et indéfiniment. Tel est le nombre 3,4676767...
18. Le nombre 67, formé par les chiffres 6 et 7 qui se reproduisent dans le même ordre et indéfiniment , est la période du nombre décimal.
ly. Un nombre décimal est périodique simple ou périodique mixte, suivant que la période commence ou non au chiffre des dixièmes; ainsi, le nombre 3,687687. . . est périodique simple, et le nombre0,642828... est périodique mixte.
20. Une quantité constante est limite d’une quantité variable , lorsque la différence de ces quantités peut devenir aussi petite qu’on voudra sans être nulle. Ainsi l’unité est limite du nombre décimal périodique 0,999. . . ; car on peut prendre assez de chiffres 9 pour que l’excès de l unilé sur le nombre qui en résulte soit moindre qu’une partie aliquote de l’unité , aussi petite qu’on voudra. On voit de même que 38et4,63sont les limites des nombres 37,999... et 4,62999...
Remarque. Une quantité variable 0,999... ne peut avoir plus dCune limite’, ou, autrement, deux quantités variables, dont les valeurs sont constamment égales entre elles , ont la même limite. Car en prenant deux nombres quelconques , ^et|||, l’un plus petit et l’autre plus grand que l’unité, on peut donner au nombre variable 0,999. . . une valeui’ qui dill'ère assez peu de l’unité pour qu’elle soit plus grande que ïH; de plus, toute valeur de 0,999. . . étant moindre que l’unité, diffère de d’une quantité plus grande que donc aucun nombre , plus petit ou plus grand que l’unité, n’est une limite de 0,990. . .
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PROPOSITION XXVIII
Réduire une fraction y en décimales.
Cette fraction pouvant ôtre considérée comme le quotient de la division de 37 par 8 (pr. 1), si l’on effectue cette division en observant la règle indiquée pour diviser un nombre décimal par un nombre entier (pr. 26, rem.), on trouvera
En général , pour réduire une fraction en décimales, il suffit de diviser son numérateur par son dénominateur, en opérant comme dans la division d’un nombre décimal par un nombre entier.
PROPOSITION XXIX
Lorsque le dénominateur d'une fraction irréductible ne contient que les facteurs premiers 2 et b , la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient exact, dans lequel le nombre des chiffres décimaux est égal au plus grand des exposants des facteurs 2 et 5 au dénominateur.
Soit la fraction irréductible
kQ ¥ x 5
dont le dénominaleur 40 contient trois fois le facteur 2 et une fois le facteur 5. Il s’agit de prouver qu’en la réduisant
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en décimales, on obtiendra un quotient exact qui contiendra trois chiffres décimaux.
La fraction proposée étant irréductible, son numérateur C9 ne contient pas le facteur premier 2 qui a le plus grand exposant au dénominateur (pr. 16) ; mais, après avoir obtenu la partie entière du quotient de la division de 69 par 40 , on convertit le reste en dixièmes en écrivant un zéro à sa droite (pr.28),ce qui revient à multiplier le dividende 69 par 10 ou par 2x5; en convertissant le second reste en centièmes, on multiplie de même le dividende par 2x5; enfin, en convertissant le troisième reste en millièmes, on multiplie encore le dividende par 2x5; de sorte qu’en définitive, pour obtenir trois chiffres décimaux au quotient , on introduit au dividende trois fois le facteur 2 et trois fois le facteur 5 ; donc alors le dividende, contenant tous les facteurs premiers du diviseur 40, est divisible par 40, et le quotient se termine au troisième chiffre décimal.
PROPOSITION XXX
Toute fraction irréductible, dont le dénominateur contient u?i ou plusieurs facteurs premiers autres que 2 et 5 , ne peut pas se réduire exactement en décimales, et la division de son numérateur par son dénominateur conduit à tin quotient périodique.
Soit la fraction irréductible ff dont le dénominateur 28 contient le facteur premier 7.
1® Cette fraction étant irréductible, son numérateur 39 ne contient pas le facteur premier 7 du dénominateur (pr. 16); de plus, en écrivant un zéro à la droite de chacun des restes successifs auxquels conduit la réduction de || en décimales, on ne fait qu’introduire au numérateur les facteurs 2 et 5 ;
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donc aucun des dividendes 39, 390, 3900, etc., ne sera divisible par 28; donc le quotient ne se terminera pas.
2” Ce quotient sera périodique. Car en divisant par 28 les dividendes successifs 39, 390, 3900, etc., on ne peut obtenir plus de restes différents qu’il y a d’unités dans le diviseur moins un, c’est-à-dire plus de 27 restes différents ; donc , après avoir effectué au plus 28 divisions ou obtenu 27 décimales au quotient, on est retombé sur un des restes précédents ; écrivant un zéro à la droite de ce reste , on aura un dividende partiel déjà obtenu, et comme le diviseur 28 est invariable, on aura au quotient un chiffre décimal précédemment obtenu et à partir duquel un ou plusieurs chiffres se reproduiront dans le même ordre et indéfiniment; donc le quotient sera périodique (déf. 17).
Remarque 1. Toute fraction est la limite (déf. 20) du quotient périodique 0,31818... auquel conduit la division de son numérateur par son dénominateur . Car on peut prendre assez de chiffres décimaux au quotient, pour qu’il diffère de cette fraction aussi peu qu’on voudra.
Remarque 2. Lorsqu’on multiplie ou qu'on divise par une puissance 10* de 10 une fraction ||, dont la réduction en décimales conduit à un quotient périodique 4,3181818... , la fraction qui en résulte, conduit au quotient
périodique 431,8181... ou 0,0431818... qu'on déduit du premier en avançant la virgule d'autant de rangs vers la droite ou vers la gauche, qu’il y a d’unités dans le degré de la puissance. Car, en supposant, par exemple, qu’après avoir trouvé deux décimales au quotient primitif, on ait obtenu le reste 18<22, on aura H = 4,31+-!^ et, par suite,
= 431 - 1 -^ : cette égalité montre, qu’en réduisant la fraction en décimales, on obtiendra le quotient 431 et le reste 18 qui exprimera des unités; mais en réduisant H en décimales on a obtenu le quotient 4,31 et 1e reste 18 qui exprimait des centièmes ; donc , en prolongeant les divisions , chacun des chiffres suivants sera le même pour les deux quotients, qui ne différeront l’un de l’autre que par la
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position de la virgule. On voit de inOme que la n';duction de ïïlo' décimales conduit au quotient 0,0431818...
PROPOSITION XXXI
Lorsque le dénominateur d’une fraction irréductible ^ ne contient aucun des facteurs 2 et 5, la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient périodique simple.
La fraction ^ étant irréductible, et son dénominateur 21 contenant d’autres facteurs premiers que 2 et 5 , la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient périodique (pr. 30); donc il suffit de démontrer que la période commence au chiffre des dixièmes.
La division de 415 par 21 donne la partie entière 19 du quotient et le reste 16; multipliant 16 par 10 et divisant le produit 160 par 21 , on trouve le chiffre 7 des dixièmes du quotient et le reste 13; divisant 130 par 21, on a le chiffre 6 des centièmes du quotient et le reste 4 ; et ainsi de suite, d'où l’on conclut
Un des restes 16, 13, 4... , devant se reproduire après 20 divisions au plus, supposons que axlO soit le premier des dividendes suivants , qui , divisé par 21 , donne le reste 4 précédemment obtenu , a étant le reste qui précède immédiatement ce dividende : puisque 130 et a x 10 divisés par 21 donnent le même reste 4, leur différence (13 — a) x 10 est
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un multiple de 21 (liv. i, pr.21, cor.2) ; mais 21 est premier avec 10, donc il divise 13 — «, ce qui exige que a = 13, car on a 13 <21, a <21 et, à plus forte raison, 13— a <21 ; donc 1e reste 13 a été reproduit avant le reste 4; on prouverait de mémo que le reste 16 a été reproduit avant le reste 13; donc le reste 16 de la première division se reproduit le premier; et, par conséquent, la période commence au chiffre? des dixièmes.
Corollaire. En supposant que axlO soit le premier des dividendes qui , divisés par 21 , reproduisent le premier reste 16, et que c désigne le dernier chiffre de la période, on a ax 10 = c X 21 + 16; mais 415 = 19 x 21 + 16 , donc 415 — O X 10 = (19 — c) X 21 ; égalité qui montre que, lorsque le numérateur 415 â'une fraction dont lu réduc-
tion en décimales conduit à un quotient périodique simple, n'est pas divisilile par 10, le dernier chiffre C de la période n'est pas égal au chiffre 9 des unités simples.
Hemarqle. Puisqu’après avoir effectué 21 divisions au plus , on est retombé sur un des restes déjà obtenus , et à partir duquel le premier chiffre décimal se reproduit au quotient , le nombre des chiffres de la période est au plus égal à 20 ; et, en général , il ne peut excéder le dénominateur moins un de la fraction proposée.
PROPOSITION XXXII
Lorsque le dénominateur d'une fraction irréductible contient un ou plusieurs des facteurs 2 et 6, avec (F autres facteurs premiers, la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient périodique mixte, dans lequel le nombre des chiffres décimaux non périodiques est éfial au plus grand des exposants des facteurs 2 et 5 au dénominateur.
^^2 AKlTHMÉTigUE.
Soit la fraction irréductible
dont le dénominateur 84 contient le facteur 2 à la seconde puissance et les facteurs 3 et 7. Il s’agit de prouver que la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient périodique mixte qui contient 2 chiffres décimaux non périodiques.
Multipliant || par 100 ou par 2*x5*, on a
Or la fraction est irréductible ; son dénominateur 21 ne contient aucun des facteurs 2 et 5 , et son numérateur 85x5* n’est pas divisible par 10, puisque 85 et 5* sont premiers avec 2 ; donc la réduction de cette fraction en décimales conduit à un quotient périodique simple ( pr. 31 ) , dans lequel le dernier chiffre de la période n’est pas égal à celui des unités simples (pr. 31, cor.); et, pour déduire de ce nombre décimal celui qui est engendré par la fraction cent fois plus petite que il sufOt d’avancer la virgule de deux rangs vers la gauche (pr. 30, rem. 2), ce qui donne un nombre décimal périodique mixte qui contient deux chiffres décimaux non périodiques.
Remarque. Le nombre décimal périodique mixte ayant la même période que le nombre décimal périodique simple engendré par la fraction on voit que le nombre des chiffres de la période ne peut excéder (3x7—1) ou 20 (pr.31, rem.), et , en général , le nombre des unités moins une, contenues dans le produit des facteurs autres que 2 et 5 , qui entrent au dénominateur de la fraction proposée.
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PROPOSITTOÎH XXXIll.
Tout nombre décimal 0,368368... périodirjne simple, moindre (pie Vunilé et dont la période nest pas le chiffre 9, a pour yénératrice une fraction —, dont le numérateur est égal à la période et dont le dénomi-
nateur est formé d’autant de 9 qu’il y a de chiffres dans la période.
- On a 368000 = 368x (999 + 1) = 368 x 999 + 368, ce qui montre qu’en divisant 368000 par 999, on obtiendra le quotient 368 et le reste 368<999 ; ou, autrement , que si l’on réduit la fraction en décimales , après avoir obtenu les trois chiffres décimaux 3, 6, 8 au quotient , ou trouvera un reste 368 égal au numérateur de la fraction ; donc les chiffres 3, 6, 8 se reproduiront dans le môme ordre et indéfiniment, et on aura pour quotient le nombre décimal périodique simple 0,368368...
Corollaire 1. Tout nombre décimal 5,368368... périodique simple, plus grand que l'unité et dont la période nest pas le chiffre provient de la réduction d’une fraction en décimales. Car la fraction ^ étant la génératrice de 0,368368..., si l’on réduit le nombre (5+ffj) en décimales, on obtiendra le quotient 5,368368...
Corollaire 2. Tout nombre décimal 5, !iT3683G8... périodique mixte, et dont la période n’est pas le chiffre 9, provient de la réduction d’une fraction en décitmdes. Car, en plaçant la virgule à la gauche de la première période, le nombre décimal 5i7, 368368... , qui en résulte, provient de la réduction d’une fraction en décimales (cor.l), et cette fraction , divisée par 100 , donne une autre fraction dont la réduction en décimales conduit au quotient 5,47368368.. (pr. 30, rem. 2).
Uemarque. Lorsque la période d’un nombre décimal est le chiffre 9, on obtient immédiatement sa limite en suppri-
maiil toutes les périodes et en augmentant d’une unité le premier chiffre à droite du nombre qui en résulte (déf. 20) ; donc un nombre décimal, dont lu période est le chiffre 9, na point de fraction génératrice (déf. 20, rem. etpr. 30, rem. 1).
PR'OPOSITION XXXIV
Pour obtenir la fraction génératrice (Hun nombre décimal 5 , 368368 ... périodique simple et plus grand (pu; l’unité, il suffit de prendre, pour numérateur, la partie entière suivie de la période, moins la partie entière, et, pour dénominateur, un nombre formé d'autant de 9 cpi’il y a de chiffres dans la période.
En effet, quelle que soit la fraction génératrice du nombre décimal 5,308368... ( pr. 33, cor. 1), une fraction 1000 fois plus grande engendrera le quotient 5308,368368... (pr.30, rem. 2); mais la première de ces deux fractions vaut 5+f^ (pr.33, cor. 1), et la seconde vaut 5368+ff5 ; donc la différence (5368—5) vaut lOüO fois moins 1 fois ou 999 fois la fraction demandée; donc cette fraction est ce qu’il fallait démontrer.
PROPOSITION XXXV
Pour obtenir la fraction génératrice d’un nombre décimal 5 , 47368368 ... périodique mixte , il suffit de prendre, pour numérateur, la partie entière suivie de la partie décimale non périodique et de la première période , moins la partie entière suiine de la partie décimale non périodique , et, pour dénominateur, un nombre formé d’autant de 9 qu’il y a de chiffres dans la période et suivi d’autant de zéros qu’il y a de chiffres dans la partie décimale non périodique.
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En effet, quelle ()iic soit la fraction g^'n^raliico du nombre décimal 5,V73683(i8... (pr. 32, cor. 2), une fraction 100 fois plus grande engendrera le quotient 5W, 368308. . . (pr. 30, rem. 2) ; mais ce nombre décimal, étant périodique simple et plus grand que l’unité, a pour génératrice la fraction — ■ donc , en rendant celle-ci 100 fois
plus petite, on aura la fraction demandée
PROPOSITION XXXVI
Additionner des nombres fractionnaires et décimaux
En mettant chaque nombre décimal sous la forme d’une fraction, on a
et, par suite.
j+ifi+ |-l-0,3636... =1 -f I + 1+^.
Réduisant ces fractions au même dénominateur , il vient
4‘*’5'^3'''ll ~66Ô‘'' 660 '’'6(^'^665“'66Ô’’
Remarque. Lorsque les nombres décimaux proposés ont un nombre limité de chifl'res et que les fractions sont exactement réductibles en décimales, on peut, en effectuant cette réduction, ramener l’opération à une addition de nombres décimaux. Ainsi, on a | -f 1, 8 = 0, 75 -f 1,8=2,55. On trouvera de mémo la différence de deux nombres, l’un fractionnaire et l'autre décimal. Quant à la multiplication et à la division d’une fraction parmi nombre décimal, elles se ramènent aux mêmes opérations sur des fractions, en mettant chaque nombre décimal sous la forme d’une fraction , sauf à convertir ensuite la fraction résultante en décimales.
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PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE III
DÉFINITIONS
24 . Le rapport de deux quantités de même espèce est un nombre tel qu’en multipliant la seconde des deux quantités par ce nombre, on reproduit la première. Ainsi, lorsqu’une quantité contient trois fois exactement une autre quantité, le rapport de la première à la seconde est égal à 3 , et le rapport de la seconde à la première est égal à j (déf. 9).
Remaiique 1. Le rapport d'un nombre à un autre est égal au quotient de la division du premier par le second. Car le second nombre , multiplié par le quotient, reproduit le premier nombre (déf. 21 etpr. 11).
REMAngiE 2. La définition du rapport de deux quantités (déf. 21) permet de comprendre en une seule les deux définitions qu’on a données de la multiplication d’une quantité par un nombre (liv. 1, déf. 3; et liv. 3, déf.9). Ainsi, multiplier une quantité par un nombre entier ou fractionnaire, c’est trouver une autre quantité dont le rapport à la première soit égal à celui du nombre donné à l’unité. Cette définition suppose celle du rapport , laquelle suppose ellemême celle de la multiplication d’une quantité par un nombre entier et par une fraction. On voit qu’il est impossible , sans s’exposer à un cercle vicieux , de donner d’abord une définition générale de la multiplication.
22. Rapporter une quantité à une autre, c’est chercher le rapport de la première à la seconde.
23. On nomme unité ou mesure toute quantité à laquelle on rapporte d’autres quantités pour se former une idée de leur grandeur. Le nombre un , qu’il est inutile et d’ailleurs impossible de définir, est \' unité numérique.
24. Mesurer une quantité, c’est la rapporter à l’unité de son espèce.
2ü. Le rapport d’une quantité à l’unité de son espèce est la mesure de cette quantité.
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26. Une quantité est une commune mesure de plusieurs autres quantités, lorsqu’elle est contenue une ou plusieurs fois exactement dans chacune d’elles.
27. Deux quantités ioni commensurables ou incommensurables entre elles , lorsqu’elles ont ou qu’elles n’ont pas de commune mesure. On dit aussi, dans les mômes cas, que le rapport de ces deux quantités est commensurable ou incommensurable.
Remakque 1. On ne considère, dans les éléments d’arithmétique, que des rapports commensurables ou qui peuvent être exprimés par des nombres entiers ou fractionnaires.
Remarque 2. u et é désignant deux quantités, c l’unité de leur espèce, f et | leurs rapports à cette unité, etf x| ou le rapport de | à | (déf. 21, rem. 1), on a « = exf , b — exf (déf. 20), ^=|xfj et, par suite, a=cx“x|j=èx|i; donc JJ est le rapport de au b; donc le rapport de deux quantités de même espèceestégal à celui de leurs mesures (déf. 25).
28. La moyenne de plusieurs quantités de môme espèce est le résultat qu’on obtient en divisant la somme de ces quantités par leur nombre. Ainsi la moyenne des nombres 4, 5, 9 est ou 6.
29. Le jour vrai est le temps qui s’écoule entre deux passages consécutifs du soleil au même méridien terrestre, et d’un môme côté de l’axe de la terre.
50. L’année solaire est le temps que met la terre è faire une révolution entière autour du soleil : elle se compose d’un nombre de jours vrais, compris entre 365 et 366.
Remarque. Les 365 jours vrais qui fout partie de l’année solaire n’ont pas tous la môme durée. L’année solaire ellemême varie périodiquement; mais la différence entre deux années consécutives est tellement petite que l’année solaire peut être regardée comme constante pendant un temps assez considérable.
51. L’unité de temps est le jour moyen ou la valeur moyenne des jours vrais dont se compose l’année solaire (déf. 30). Le jour moyen se divise en 24 parties égales qu’on
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appelle heures; l’heure en 60 parties égales qu’on appelle minutes; la minute en 60 parties égales qu’on appelle secondes.
Pour qu’un nombre, écrit en chiffres, exprime des minutes ou des secondes, on écrit un ou deux accents à la droite et un peu au-dessus du nombre proposé. Ainsi , 3J 8'“ 35' W représente 3 jours 8 heures 35 minutes kl secondes.
Remarque. Le rapport de l’année solaire au jour moyen est environ 365,24225 (0.
52. L'année civile est l’année solaire appropriée aux usages civils , c’est-à-dire diminuée ou augmentée de manière que le temps qui en résulte se compose toujours d’un nombre entier 365 ou 366 de jours moyens.
Cent années civiles consécutives forment un siècle
54. L’année civile se divise en 12 parties qu’on appelle mois et qui se désignent sous les noms de janvier, février,mars, avril, mai, juin, juillet, août , septembre, octobre, novembre, décembre. Avril, juin, septembre et novembre se composent chacun de 30 jours moyens; février en contient ordinairement 28 , et chacun des sept autres mois se compose de 31 jours, ce qui reproduit les 365 jours qui forment la durée ordinaire de l’année civile.
Remarque. L’excès de l’année solaire sur l’année civile ordinaire étant 0' ,24225, on voit que si l’année civile se composait constamment de 365 jours , elle serait , au bout de 4 ans, en avance sur l’année solaire de 0^,24225x4= 0j,969= (li— 0',031) ou d’un jour environ : c’est pourquoi , tous les 4 ans , on ajoute un jour à l’année civile qui alors se compose de 366 jours et qu’on nomme année bissextile. Cette augmentation porte sur le mois de février qui contient alors 29 jours au lieu de 28. Il résulte de cette première correction que, tous les 4 ans, l’année civile est en retard sur l’année solaire de 0' ,031 : cette différence produit au bout de 100 ans ou d'un siècle Oi, 031x25 = 0^,775 = 11— 0J,225: c’est pourquoi la dernière année de chaque
Le rapiiurt adopli- aFluellcnicnl par les aslroiionics est 36.V,2X2-16V.
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siècle n’est pas bissextile. Alors l’aiinee civile est, tous les siècles, en avance sur l’année solaire de 0i,2-25 et, tous les k siècles, de 0i,225xV=0',9= 1'— Qj ,1 ; ce qui conduit à rétablir, tous les k siècles, une année bissextile. Après cette troisième correction , l'année civile est en retard sur l’année solaire de 0*,1 tous les 400 ans, ou d’un jour tous les 4000 ans ; de sorte que si l’on supprimait tous les 4000 ans une année bissextile , l’année civile se terminerait au môme instant que l’année solaire , en admettant , comme exacte, la valeur 365^,24225 qui n’est en idéalité qu’une valeur très-approchée de l’année solaire. On peut se représenter ces quatre corrections successives en mettant le rapport de l’année solaire au jour moyen sous la forme 365-1-7 - 7 ^ -f ~ TôVô-
3o. La circonférence se divise en .360 parties égales qu’on nomme degrés; le degré en 60 parties égales qu’on appelle minutes; et la minute en 60 parties égales qu’on appelle secondes.
Pour qu’un nombre, écrit en chiffres, exprime des degrés, on place le signe “ à la droite et un peu au-dessus du nombre proposé; ainsi 248° représente 248 degrés. La minute et la seconde s’indiquent par un et par deux accents comme dans le cas où elles sont des parties aiiquotes de l’heure (déf.31); ainsi 3" il' 28" signifie 3 degrés 17 minutes 28 secondes.
36. On nomme quantité complexe une quantité composée de plusieurs parties rapportées à différentes unités de son espèce. Telles sont les quantités 3' ISh 17' et 8“ .36' 29".
37. On désigne sous le nom de système métriqueXensemble des unités ou mesures qui ont pour base le mètre ou la dix-millionième partie du quart d’un méridien terrestre.
SYSTÈME MÉTRIQUE
On distingue cinq principales espèces d’unités , qui sont l’unité linéaire, l’unité de surface, l’unité de volume, l’unité de poids et l’unité monétaire.
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1“ L’unité linéaire est le mètre (déf. 37). Les distances d’une grande étendue s’évaluent en lieues de poste; la lieue de poste vaut 4000 mètres.
2° L’unité de surface est 1e mètre carré ou 1e carré qui a un mètre de côté. Les surfaces des terrains s’évaluent en ares; l’are est un carré dont le côté a 10 mètres; il équivaut à 100 mèti es carrés.
3" L’unité de volume est le mètre cube ou le cube qui a un mètre de côté.
Le mètre cube se désigne sous le nom de stère lorsqu’on l’emploie pour mesurer le bois de chaufl'age.
Pour mesurer les grains et les li(iuidcs, on emploie le litre; le litre est un cylindre creux dont la capacité est un décimètre cube ou un cube qui a pour côté la dixième partie du mètre ; il équivaut à la millième partie d’un mètre cube,
4° L’unité de poids est 1e gramme ou le poids d’un centimètre cube d'eau distillée, prise à son maximum de densité qui correspond à la température de 4 degrés centigrades au-dessus de zéro. Le centimètre cube est un cube qui a pour côté la centième partie d’un mètre ; il équivaut à la millième partie d’un décimètre cube et à la millionième pai’tie d’un mètre cube.
5° L’unité monétaire est le franc ; le franc est une pièce qui se compose de quatre grammes et demi d’argent alliés avec un demi-gramme de cuivre.
Pour exprimer, dans le système métrique, les multiples d’une unité , on fait précéder le nom de cette unité des mots déca , hecio , kilo , mgria, qui signiûent respectivement 10, 100, 1000, 10000. Ainsi, pour exprimer 1000 grammes, on dit un kilogramme , et pour exprimer 10000 mètres , on dit un myriamétre. Ces mots ne sont pas employés pour désigner les multiples de l’unité monétaire.
Pour exprimer les parties aliquotes d’une unité, on fait précéder le nom de cette unité des motsrfcci, centi, milli, qui signiQent respectivement > riïï > ÎTôïï- ’ P®**’’
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exprimer la centième partie du gramme , on dit un centigramme, et pour exprimer la millième partie du mètre, on dit un millimètre.
Lorsqu’il s’agit de l’unité monétaire, on remplace le mot franc par la terminaison me; ainsi , au lieu de dire un décifranc , un ccntifranc , un milli franc , on dit un décime , un centime, un millime.
Un nombre décimal concret s’énonce comme un nombre décimal abstrait, en remplaçant le nom de l’unité abstraite par celui de l’unité concrète qu’elle représente. Ainsi le nombre 325,87 considéré comme exprimant des mètres s’énoncera 325 mètres centimètres, ou 32587 centimètres.
Un nombre décimal concret s’écrit comme iin nombre décimal abstrait, en mettant à la droite et un peu audessus du chiffre des unités la lettre initiale du mot qui exprime l'unité concrète ; ainsi le nombre précédent s’écrira 325”, 87.
Pour rapporter une quantité exprimée par un nombre décimal concret à l’une des unités de son espèce, il suffit de placer la virgule à la droite du chiffre qui représente des unités de cette grandeur. Ainsi , pour rapporter la quantité 365”, 867 au centimètre, on avance la virgule de deux rangs vers la droite et on a 36586'^ '" ,7 c’est-à-dire un nombre cent fois plus grand qui exprime des unités cent fois plus petites que le nombre proposé.
En général, on opère sur les nombres décimaux concrets comme sur les nombres décimaux abstraits.
38. Le titre d’un alliage par rapport à un métal contenu dans cet alliage est le rapport du poids de la quantité de ce métal contenu dans l’alliage au poids total de l’alliage. Ainsi, lorsqu’un alliage, qui pèse 20 grammes, contient 3 grammes d’or, son titre, par rapport à l’or, est ^ ou 0,15.
Les monnaies d’or et d’argent sont au litre de 0,9 par rapport au métal le plus précieux, et au litre de 0,1 par rapport au cuivre.
La règle d'alliage est une règle par laquelle on déter
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mine le titre d’un alliage formé de plusieurs lingots dont les poids et les titres sont connus. .
PROBLÈME PREMIER
Trouver quel changement éprouve une fraction, lorsqu’on augmente ou qu’on diminue ses deux termes cCuji même nombre.
1° Considérons la fraction j moindre que l’unité et la fraction qu’on déduit de la première en augmentant les deux termes 5 et 8 d’un même nombre 2. L’excès de l’unité sur I est| — 1 = ^; l’excès de l’unité sur^est^^—
= or on a le numérateur 10—7 = 8—5 (liv. 1, déf.2,rem.6‘’) et le dénominateur 10>8, donc ou, autrement, l’excès de l’unité sur est moindre que l’excès de l’unité sur donc On prouverait de
même que la fraction ou | est moindre que | ; donc une fraction moindre que l’unité augmente ou diminue, lorsqu'on augmente ou qu'on diminue ses deux termes d’un même nombre.
2° Considérons la fraction | plus grande que l’unité, et la fraction ^ qu’on déduit de la première en augmentant les deux termes 8 et 5 d’un même nombre 2. L’excès de | sur l’unité est | — 1=^; l’excès de -y. sur l’unité est 7 = or on a le numérateur 10—7=8—5 (liv. 1, déf. 2 , rem. 6") et le dénominateur 7>5, donc ou> autre-
ment, l’excès de ^ sur l’unité est moindre que l’excès de | sur l’unité; donc On prouverait de même que la fraction ou I est plus grande que donc une fraction plus grande que l’unité diminue ou augmente, lorsqu'on augmente ou qu'on diminue ses deux termes Æun même nombre.
Conou.AinE. Le seul cas où une fraction ne change pas de valeur, lorsqu’on augmente ou qu’on diminue ses deux
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termes d’un même nombre, est celui où la ft'action est égale à l’unité.
Remarque. Les mômes raisonnements étant applicables au quotient d’une division , on trouve quM» quotient moindre que F unité augmente ou diminue, lorsqu’on augmente ou qu’on diminue le dividende et le diviseur d’un même nombre; et qu’un quotient plus grand que l’unité diminue ou augmente, lorsqu’on augmente ou qu’on diminue le dividende et le diviseur d’un meme nombre.
PROBLÈME II
Trouver la valeur la plus approchée d’un nombre décimal , en ne conservant qu’un nombre déterminé de chiffres décimaux.
1° Soit proposé de trouver la valeur la plus approchée du nombre décimal 3,276 en ne conservant que deux cliiflres décimaux. Si l’on supprimait le chiffre 6 des millièmes, en prenant 3,27 au lieu de 3,276, l’erreur 0,006 serait plus grande que 0,005 ou qu’un demi-centième ; mais en augmentant le chiffre des centièmes d’une unité , ce qui donne 3,28 au lieu de 3,276, l’erreur (0,01—0,006) ou 0,001 est moindre qu’un demi-centième; donc 3,28 est la valeur demandée.
On verrait de môme que la valeur la plus approchée du nombre 3,27501 , en ne conservant que deux chiffres décimaux , est 3,28.
2” En supposant que 3,275 soit le nombre proposé, et qu’on prenne 3,27 ou 3,28 pour valeur approchée de ce nombre , l’erreur esit, dans ces deux cas, égale à 0,005 ou à un demi-centième.
.3° Le nombre proposé étant 3,27498. .., l’erreur 0,00498. .. commise en prenant 3,27 pour valeur apiirochée de ce nombre , est moindre que 0,005 ou qu’un demi-centième ; tandis qu’en prenant 3,28 au lieu de 3,27498..,, l’erreur serait (0,01—0,00498..., et par conséquent plus grande
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que (0,01—0,005) ou qu’un demi -centième ; donc 3,27 est la valeur demandée-
En général , poitr avoir la valeur la plus approchée d'un nombre décimal en ne consetvanl qu'un nombre déterminé de chiffres décimaux , on distingue trois cas : 1“ lorsque le premier des chiffres à supprimer est plus grand que 5 ou égal à 5 et suivi d'un ou de plusieurs chiffres significatifs , on augmente d'une unité le dernier chiffre conservé ;'i,° lorsque le premier des chiffres à supprimer est égal à 5 sans être suivi d'autres chiffres significatifs , il est indifférent Æ augmenter ou non d'une unité le dernier chiffre conservé; 3" lorsque le premier des chiffres à supprimer est moindre que 5, on ne fait subir aucune modification au dernier chiffre conservé. Dans le premier et le troisième cas, l'erreur est moindre qu’une demi-unité décimale de l’ordre du dernier chiffre conservé ; dans le second cas, l’erreur est égale à une demi-unité de cet ordre.
PROBLÈME III
IJn alliage est composé de 50 grammes i'or au titre de 0,3 et de 30 grammes d’or au titre de 0,7 ; trouver le titre de cet alliage par rapport à l'or.
Le poids de l’or contenu dans 50^ d’or au titre de 0,3 est (50«x0,3) ou 15s (déf. 38) ; le poids de l’or contenu dans 30s d’or au titre de 0,7 est (30« x0,7) ou 2ls ; donc le poids de l’or pur contenu dans l'alliage est (15«-l-2ls) ou 36«; de plus, le poids total de l’alliage est (50s-t-30«) ou 80«, donc le titre de l’alliage par rapport à l’or est ou 0,45.
En général, pour déterminer le titre d'un alliage composé de plusieurs lingots dont les poids elles litres sont connus, on mult iplie te poids de chaque lingot par son titre ; on fait la somme des produits ainsi obtenus et celle des poids des lingots ; le rapport de la première somme à la seconde est le titre demandé.
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PROBLÈME IV
On a deux lingots d'or, l'un au titre de 0,3 et l'autre au titre de 0 , 7 ; trouver combien il faut prendre de grammes de chaque lingot pour en composer un alliage de 80 grammes au titre de 0 , 45 .
Les 80 grammes d’alliage contiendront (808x0,45) ou 368 d’or pur. Si ces 80* étaient au titre de 0,3, ils contiendraient (80«x0,3) ou 24s d’or pur, c’est-à-dire (368— 24s) ou 128 d’or de moins que l’alliage demandé ; il liiut donc remplacer un certain nombre de grammes au titre de 0,3 par un même nombre de grammes au titre de 0,7, de sorte que le poids de l’or contenu dans l’alliage augmente de 12«; or lorsqu’on remplace au titre de 0,3 par au titre de 0,7, le poids de l’or pur contenu dans l’alliage augmente de (08,7—08,3) ou de 0 p, 4; donc il faudra faire cette substitution autant de fois que 08,4 sont contenus dans 12«, c’est-à-dire 30 fois ; donc il faut prendre 30« d’or au titre de 0,7 et , par suite, (80«— 30®) ou 50« au titre de 0,3 pour composer l’alliage demandé.
PROBLÈ.ME V.
Rapporter la quantité 8 ' 3 *“ 6 ' à l’une de ses unités.
Proposons-nous de trouver le rapport de 8 j 3'' 6' au jour, par exemple. Puisqu’un Jour vaut24'‘, 8^ valent (24'> x8) ou 192‘>, et 8J-l-3'‘=:192» + 3i>=195'‘; or 1» = 60', donc 1 95" = 60' X 195 = 11700'; donc 8i -t-3" +6'= 11700' + 6' = 11706'. Mais 1^ =24" = 60' X 24 = 1 440', donc le rapport de 8' 3" 6' à li est ou ^ (déf.27, rem. 2).
llEMARQUE. On trouverait de même que le rapport de 8J 3" 6' à l’heure est ou
PROBLÈME VI
Trouver le rapport de 2^ 3“ 5' à
Le nombre de minutes contenues dans 2i 3‘‘5' est 3065 (pr.5). On trouve de même que le nombre de minutes contenues dans 6'* 7' est 6127 ; donc le rapport de 2^3*’ 5' à 4J6'>7' est égal à (déf.27,rem. 2).
PROBLÈME VII
Faire la somme des quantités 3^ 1 T** 5V; 4' 23** 36'; 5118“ 45'.
Pour réunir ces quantités en une seule, il suffit de réunir séparément les minutes, les heures et les jours qui les composent , ce qui conduit à les écrire les unes au-dessous des auti’es, de manière que leurs unités de môme grandeur soient sur une môme ligne verticale :
En faisant la somme des minutes, on trouve 138' ou 18' qu’on écrit sous les 45' du dernier nombre , et 120' ou 2» qu’on reporte à la somme des heures, ce qui donne 60» ou 12» qu’on écrit sous la colonne des heures et 48» ou 2i qu’on reporte .4 la somme des jours, ce qui donne 141 qu’on écrit sous les 51 du dernier nombre. Le résultat demandé est 141 12» 18'.
PROBLÈME VIII
Trouver la différence des deux quantités 8119'' 37 54''; 21 23» 4.5' 38".
r.ivRE m.
Pour obtenir la différence de ces quantités , il suffit de prendre séparément la différence des secondes , celle des minutes , celle des heures et celle des jours dont elles se composent ; ce qui conduit à écrire la plus petite quantité sous la plus grande , de manière que leurs unités de même grandeur soient situées sur la même ligne verticale :
Cela étant, on dira 38" ôtées de 54", il reste 16"; 5' ôtées de 7', il reste 2'; ôter 4 dizaines de minutes de 3 dizaines de minutes, cela est impossible; alors on augmente les
3 dizaines de minute d’une heure ou de 6 dizaines de minutes, ce qui donne 9 dizaines de minutes, et l’on dit
4 dizaines ôtées de 9 dizaines , il reste 5 dizaines : pour ne pas altérer la différence, on augmente d’une heure la quantité à soustraire, et on dit 24» de 19», cela est impossible ; alors on augmente 19» de 24» ou d'uii jour, ce qui donne 43», et on dit 24» de 43», il reste 19»: pour ne pas altérer la différence, on augmente d’un jour la quantité à soustraire, et on dit 3i de 8i, il reste 5i. Le résultat demandé est 51 19» 52' 16".
PROBLÈME IX
Multiplier la quantité 4' O** 1 T par le nombre entier 12.
l.a quantité 4J 9» 17' étant une somme composée de 4i , de 9» et de 17', poui' la multiplier par 12, il suffit de multiplier par 12 chacune de scs parties; de sorte qu’on dira
12 fois 17' donnent 204.' ou 24' et 3'‘ qu’on reporte au produit suivant; 12 fois donnent 108>> qui , augmentées de 3'’, font 111'' ou IS** et 4' qu’on reporte au produit suivant ; 12 fois 4 j font 48* qui , augmentés de 4J donnent 52J . Le produit demandé est 52 j 15*' 24'.
^ PROBLÈME X
Diviser la quantité 52^ 15** 24' par 12.
Diviser la quantité 52i 15" 24' par 12 , c’est trouver la douzième partie de cette quantité; or, pour diviser une somme par un nombre entier, il suflit de diviser chaque partie de cette somme par ce nombre , donc il sufOra de prendre séparément la douzième partie des jours, des heures et des minutes dont se compose le dividende-
La douzième partie de 52' est 4' pour 48* , et il reste 4' ou 96" qui, augmentées des 15" du dividende, donnent 111"; la douzième partie de 1 1 1" est 9" pour 108'' , et il reste 3" ou 180' qui, augmentées des 24' du dividende , donnent 204' ; la douzième partie de 204' est exactement 17' : de sorte que le quotient demandé est 4' 9" 17'.
Remarque. Pour mettre une fraction concrète sous la forme d’une quantité complexe, il suflit de diviser son numérateur par son dénominateur, en opérant comme dans la division d'une quantité complexe par un nombre entier. Ainsi on trouve, par exemple,
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PfiOBLÈHE XI.
Multiplier la quantité 18 '* 30 ' oar la fraction 4-.
Multiplier 3i IS** 30' par c’est prendre la cinquième partie de cette quantité et la répéter 4 fois (déf. 9) ; ce qui revient à multiplier cette même quantité par 4 et à diviser le produit obtenu par 5 (pr. 8, rem.2). Or le produit de 3i IS*" 30' par 4 est 15^ 2'* (prob.9), et le quotient de la division de 15i 2" par 5 est 3 j 24' (prob. 10) ; donc le résultat demandé est égal à 3) 24'.
Remaroue. Pour diviser une quantité complexe par une fraction, il suffit de multiplier cette quantité par la fraction diviseur renversée (pr. 13). Quant à la multiplication et à la division d’une quantité complexe par un nombre décimal , , elles sc ramènent au cas où le multiplicateur et le diviseur sont des fractions, en mettant le nombre proposé sous la forme d’une fraction décimale (pr. 25, rem. 2 et pr.27).
PROBLÈME XII
Un mobile parcourt un degré d’une circonférence en 8 ^ 1 G'' 40 ' ; trouver combien il met de temps à parcourir 1 2 ° 1 8 ' 30 " de la même circonférence.
lOTi 0» 20' 20"
Le mobile, mettant 8) 16» 40' à parcourir 1“, mettra,
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pour parcourir 12", un temps 12 fois plus grand ou lOy Si* (prob.9). Décomposant 18' en 15' et 3', qui sont des parties aliquotes d’un degré, on dira : puisque le mobile met 8^ IG** W à parcourir 1", pour parcourir 15' ou i”, il mettra 4 fois moins de temps, c’est-à-dire 2J 4'‘ 10' (prob. 10) ; de môme, pour parcourir 3' ou il mettra 5 fois moins de temps que pour parcourir 15', c’est-à-dire 10'* 26'. Enfin , pour parcourir 30" ou il mettra 6 fois moins de temps que pour parcourir 3', c’est-à-dire l** W 20". En faisant la somme des résultats partiels ainsi obtenus , on trouve que le temps demandé est égal à 107i 20' 20".
PROBLÈ.ME XIII.
Un mobile met 107' 20' 20" à parcourir 1 2° 1 8' 30" (l'une circonférence ; trouver combien il met de temps à parcourir un degré de la même circonférence.
Si l’on connaissait le temps que met le mobile à parcourir 1", en multipliant ce temps par le rapport de 12° 18' 30" à 1°, ou par la fraction (prob. 5), on obtiendrait le temps 10"' 20' 20" que met le mobile à parcourir 12" 18' 30"; donc on trouvera le temps demandé en divisant 107' 20' 20" par cette fraction (prob. 11, rem.), ce qui donne 8 j 16'* W.
PROBLÈME XIV
Un mobile met 8* 1 G''40' à parcourir un degré d'une circonfh'cuee ; trouver le nombre des degrés (ju'il parcourt en 107^20' 20".
Si l’on connaissait le nombre des degrés que parcourt le mobile en 107' 20' 20", en multipliant 8' 16** 40' par ce nombre, on reproduirait 107' 20' 20"; donc le nombre des degrés demandé est égal au rapport de 107'20'20"à 8' 16'*40', ou à la fraction 12" 18' .30" (prob.6; et 10, rem.).
i.irRE III.
PROBLEME XV
Additionner les quantités-^', 3 ', 5 ; 2 ' 4 ** 18 '.
En mettant le nombre décimal 3,5 sous la forme d’une fraction décimale, et rapportant la quantité 2 i 4'» 18' au jour (prob. 5) , on a
’ io> 240 ’
et , par suite ,
Réduisant ces fractions au môme dénominateur 7x240 et faisiint la somme des fractions résultantes, il vient
SÎ3 _
7 + i(, + î40- iggO “ IC 8 O ’
donc la somme demandée est
Rkmarqüe. En général, toutes les opérations sur les quantités complexes peuvent être ramenées aux mômes opérations sur des fractions, en rapportant chaque quantité à l’une de ses unités (prob. 5).
PROBLÈME XVI
Trouver la valeur d'un nombre 368 , approchée à
moins d'un autre nombre —
On a — 368 X J, — ^ ^ — 286 + ^,
donc 368 = 1 x(286 + |) = f x286 + f x|;
or I est moindre que l’unité, donc f x 286 est le plus grand
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multiple de ^ contenu dans 368 ; donc (|x286) ou est la valeur de 368 approchée à moins de | (déf. 15, rem, 1).
En général, la valeur approchée d’un nombre à moins Æun autre nombre est égale au produit du second nombre par la partie entière du quotient de la division du premier par le second.
PROBLÈME Wll.
Y de mètre de drap ont coûté 20', 80; trouver le prix de — de mètre de drap de même qualité.
Puisque ont coûté 20', 80, y" coûtera 5 fois moins ou 4', 16 ; donc 1“ coûtera 7 fois plus ou 29', 12 ; coûtera 4
fois moins que 1“, ou 7', 28; donc coûteront (7', 28x3) ou 21', 84.
PROBLÈME XVIII
Partager G3 en deux parties dont l’une soit les — de l’autre.
Le plus petit des nombres demandés étant les j du plus grand, la somme 63 est égale à 1 fois le plus grand plus les y du plus grand, ou aux y du plus grand; donc le plus grand nombre est égal au quotient de la division de 63 par ~ (déf. 11) ou à 36 ; donc le plus petit est ( 36 x j ) ou 27.
PROBLÈME XIX
Partager 1 28 en trois parties telles que la seconde soit les —de la première, et que la troisième soit les Y de la seconde.
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Le second des nombres demandés étant égal aux j du premier, et le troisième aux | du second ou aux ^ du premier, la somme 128 est égale à une fois le premier plus les i du premier, plus les || du premier, ou aux ^ du , premier ; donc le premier nombre est égal au quotient de ^ la division de 128 par ou à 56; le second nombre est (56 X f) ou 42; le troisième (42 x f ) ou 30.
PROBLÈME XX
Un marchand vend à me personne la moitié de ses œufs, plus la moitié cT un œuf; à une seconde personne, la moitié de ce qui lui reste, plus la moitié d'un œuf; à une troisième personne, la moitié de ce qui lui reste , plus la moitié d’un œuf; après quoi il ne lui en reste plus; trouver quel était le nombre total de ses œufs, et combien il en a vendu à chaque personne.
Puisqu’après avoir vendu à la troisième personne la moitié du second reste , plus la moitié d’un œuf, il ne lui en reste plus, la moitié de ce second reste était égale à la moitié d’un œuf, et, par suite, ce reste était un œuf ; donc, après avoia> vendu à la deuxième personne la moitié de son premier reste^ * plus la moitié d’un œuf, il avait encore un œuf et, par conséquent , un œuf et demi après avoir vendu seulement la moitié du premier reste; donc la moitié de ce reste valait un œuf et demi et ce reste était trois œufs ; donc , après avoir vendu à la première personne la moitié de ses œufs, il avait encore trois œufs et demi ; donc le nombre total de ses œufs était (3+y) x2 ou7.
Il en a vendu 4 à la première personne, 2 à la seconde et 1 à la troisième.
AKITHMÉTIQDE.
PROBLÈME XXI
Un marchand cœh'ete un certain nombre d’œufs dont il paie une moitié à raison de 2 pour 1 sou , et l'autre moitié à raison de 3 pour 1 sou; il revend le tout à raison de 5 pour 2 sous, et, en définitive, il perd 1 sou; trouver le nombre total des œufs qu’il avait achetés.
Puisqu’il paie la première moitié de ses œu£s à raison de 2 pour 1 sou , chacun de ces œufs lui coûte j sou; on voit de môme que chacun des œufs de la seconde moitié lui coûte J de sou ; donc 2 œufs , l’un de la première moitié et l’autre de la seconde, lui coûtent ou et le prix moyen
de ces deux œufs est Mais il revend 6 œufs pour 2 sous ou chacun de ses œufs donc il perd, sur chaque œuf,
1** totalité, donc il
avait acheté 60 œufs.
La première moitié lui a coûté 15’, la deuxième 10% et il a revendu le tout 24’.
PROBLÈME XXII
^ Une personne laisse par testament la moitié de son bien à son fils, les deux septièmes à sa fille, et les 1 2000 francs qui restent à sa veuve; trouver la valeur du bien du testateur et la part de chaque héritier.
Ixs deux premières parts forment la moitié plus les *, ou les du bien total; donc les -f; du bien valent 12000'; donc le bien total est égal au quotient de la division de 12000' par -;7 ou à 56000'; la part du fils est 28000', et celle de la fille 16000'.
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PROBLÈME XXIII
personne laisse par testament 1000' à l’alné de ses enfants, plus du reste de son bien; 2000' au sc-
cond, plus y du reste; 3000' au troisième, plus du reste, et aitisi de suite; tout son bien étant ainsi partagé également entre ses enfants, trouver la part de charpie héritier , le nombre des enfants et le bien du testateur.
D'après l’énoncé , les deux dernières parts sont égales ; mais le dernier des enfants a, par son rang, 1000' de plus que l’avant-dcrnier, tandis que celui-ci a, de plus que l’autre, le sixième d’un reste dont les j forment la part du dernier ; donc le sixième de ce reste vaut 1000' , et la part du deiTiier est 5000' ; donc 5 est le nombre des enfants, et le bien du testateur vaut ( 5000' x 5) ou 25000'.
L’aîné des enfants a (lOOO'-t-WOO') ou 5000'; le second (2000' -f- 3000') ou 5000'; le troisième (3000' 4- 2000') ou 5000'; le quatrième ( 4000' -f 1000' ) ou 5000' ; le cinquième, 5000'.
PROBLÈME XXIV
S- Deux fontaines alimentent un bassin; la première, coulant seule, remplirait le bassin*supposé vide en 3 heures, la seconde le remplirait en 5 heures ; trouver le temps que les deux fontaines, coulant ensemble, mettront à remplir le bassin.
Puisque la première fontaine , coulant seule , remplit le bassin en 3“, elle en remplit le tiers en P; on voit, de
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même , que la seconde en remplit le cinquième en l*» ; donc les deux fontaines, coulant ensemble pendant 1", remplissent ( J + 1) ou les ^ du bassin ; donc elles en remplissent -jîj en j'* , et le bassin total en ou en li* 52' 30". ^
La première en remplit ( j I ! second*
fi xi/) ouf.
PROBLÈME XXV
Un renard, poursuivi par un lévrier , a 60 sauts d’avance; il fait 3 sauts pendant que le lévrier en fait deux , mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du renard; trouver combien le lévrier fera de sauts pour atteindre le renard.
Puisque le renard fait 3 sauts pendant que le lévrier en fait 2, lorsque le lévrier fait un saut le renard en fait | ; mais 3 saut^ du lévrier en valent 7 du renard ; donc un saut du lévrier vaut les | d’un saut du renard; donc, chaque fois que le lévrier fait un saut, il se rapproche du renard de (|— |) ou de ^ de saut du renard ; donc , pour atteindre le renard , le lévrier fera autant de sauts que ^ est contenu de fois dans 60, c’est-à-dire 72 sauts.
PROBLÈME XXVI
if Les deux aiguilles d'une montre marquent midi; trouver le temps qu'elles mettront o se rencontrer.
A l’instant où les deux aiguilles se rencontrent, celle des minutes a parcouru , de plus que celle des heures , 60 divisions du cadran; mais en .l** l’aiguille des minutes parcourt 60 divisions, et celle des heures en parcourt 5; donc en l** la
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distance qui les sépare diminue de 55 divisions ; donc cette distance diminue d’une division en et de 60 divisions en ou en YY*"; donc les deux aiguilles se rencontreront dans yy'‘ ou dans 1'' 5 'y7’.
Rkmarqde 1. La différence ou ^ montre que le
point de rencontre est situé vers le milieu de la sixième division et plus près de la cinquième que de la septième.
Remarque 2. En supposant que l’aiguille des minutes tourne en sens contraire de son mouvement ordinaire , on trouve que les deux aiguilles se rencontrent dans t|'*= 1** — — : alors leur point de rencontre est situé sur la cinquième division et plus près de la sixième que de la quatrième. <4*
PROBLÈME XXVII
Les trois aiguilles d’une montre sont sur midi; la premihre marque les heures ; la deuxième, les îninutes; la troisième, les secondes ; trouver le temps qui s’écoule entre deux rencontres simultanées et successives des trois aiguilles.
On a trouvé que le temps qui s’écoule entre deux rencontres successives des deux premières aiguilles est égal à (prob. 26); on trouvera de même que la seconde rencontre la troisième tous les cinquante-neuvièmes d’heure; donc le nombre des heures qui s’écoulent entre deux rencontres simultanées et successives des trois aiguilles est égal au plus petit commun multiple 12 des fractions 77 ,^^ (pi’-21).
Il en résulte que tous les points de rencontre seront situés sur midi.
AHITIIMETIQÜE.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. 87”, 69 de drap ont coûté 4121'j43; combien coûteront 58”, 95 de drap de meme qualité ^
Réponse : 2T70%65.
II. 58”, 95 de drap ont coûté 2770', 65; combien aura-t-on de métrés de même qualité pour 4121' ,43 ?
Réponse : 87“,69.
^ III. La somme de deux nombres est 1277,44; lew différence est 338,32 ; quels sont ces deux nombres?
Réponse : 807,88 et A69,56.
IV. Partager 64440 en 4 parties telles que la seconde soit les Y àe la première; que la troisième soit les - de la seconde , et que la quatrième soit les — de la troisième.
Réponse :2m0; 18480; 10560; 7680.
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VII. Quatre mobiles parcourent une circonférence ; le premier rencontre le second tous les— d'heure; le
second rencontre le troisième tous les — d’heure , et le troisième rencontre le quatrième tous les d’heure; quel est le temps qui s’écoule entre deuoo rencontres simultanées et successives des quatre mobiles ?
Réponse : 64 ** 10 '.
VIH. Un alliage est composé de 35 grammes d’or au titre de 0,24; de 37 grammes d’or au titre de 0,6; et de 48 grammes iTor au titre de 0,15; quel est le titre de cet alliage par rapport à l’or?
Réponse : 0,315.
IX. On a deux lingots d'or, l’un au titre </e«0,85 et l’autre au titre de 0,6; combien faut-il prendre de grammes de chaque lingot pour en composer un alliage de 100 grammes au titre de 0,7?
Réponse: 40^ au titre de 0,85 et 60« au titre de 0,6.
X. Un mobile met 1 07^ 20' 20" à parcourir 12° 18' 30'' d'une circonférence'; combien met-il de temps à parcourir 1 “ 1 0' de la même circonférence ?
Réponse : 10* S** 26' 40".
XI. Quelle est la valeur approchée du nombre 847,68 à moins de 3,5?
Réponse : 847.
AHITHMETIQUE.
XII. Un marchand vend à une première personne les ^ de ses œufs , plus le quart d'un œuf; à une seconde personne, les — de ce qui lui reste, plus le quart d’un œuf; à une troisième personne, les — de ce qui lui reste, plus le qxmrt d’un œuf, après quoi il ne lui reste plus rien; quel étaiPiè nombre total de ses œufs?
Béponse : 21.
XIII. Une personne laisse par testament 1 000 ' à l’aîné de ses enfants, plus^ du reste de son bien; 2000 ' au second, plus du reste; 3000 ' au troisième, plus du reste, et ainsi de suite ; tout son bien étant ainsi partagé également entre ses enfants, trouver la part de chaque héritier, le nombre des enfants et le bien du testateur?
Réponse : 8000 francs, 8 enfants et 64000 francs.
XIV. Deux fontaines alimentent un bassin; la première, coulant seule, remplirait le bassin supposé vide en 3 heures ; la seconde le remplirait seule en 5 heures; une ouverture pratiquée au bassin le viderait seule en 7 heures ; combien de temps les deux’ fontaines , coulant ensemble, mettront-elles à remplir le bassin?
Réponse :
CARRÉS ET CUBES
PROPOSITION PREUIÈRE.
Le carré (Tun nombre entier, terminé par un ou par plusieurs zéros, est terminé par un nombre pair de zéros.
Car pour élever au carré un nombre entier, terminé par un ou par plusieurs zéros, il suffit de multiplier ce nombre par lui-méme, abstraction faite des zéros qui le terminent, et d’écrire à la droite du produit autant de zéros qu’il y en a à la droite des deux facteurs (liv. 1, pr.5, cor.), ou deux fois autant qu’il y en a à la droite du nombre proposé.
Ainsi le carré de 900 s’obtient en formant le carré 81 de 9 et en écrivant quatre zéros à la droite de 81, ce qui donne 810000.
Remarque. On prouverait de même que le cube d'un nombre entier, terminé par un ou par plusieurs zéros, est terminé par un nombre de zéros multiple de 3, et que , en général , la m^'^ puissance d’un nombre entier, terminé par un ou par plusieurs zéros, est terminée par un nombre de zéros multiple de m.
PROPOSITION II
Le carré d’un nombre décimal est terminé par un nombre pair de chiffres décimaux.
Gar, pour élever un nombre décimal au carré, il suffit de multiplier ce nombre par lui-même, abstraction faite de la
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virgule, et de séparer sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu’il y en a dans les deux facteurs (liv. 3, pr. 25 ) , ou deux fois autant qu’il y en a dans le nombre proposé.
Ainsi le carré de 0,09 s’obtient en formant le carré 81 de 9 , et en séparant quatre chiffres décimaux sur 1a droite de 81, ce qui donne 0,0081.
Remarque. On prouverait de môme que le cube d'un nombre décimal est terminé par un nombre de chiffres décimaux multiple de 3 , et que , en général , la m^ puissance d’un nombre décimal est terminée par un nombre de chiffres décimaux multiple de m.
PROPOSITION III
Pour élever une fraction y au carré ou ati cube , il suffit d’élever ses deux termes au carré ou au cube.
1" Car le carré de y est égal à une fraction qui a pour numérateur le produit (Iiv.3, pr.9) ou 4-* et, pour dénominateur, le produit Tx”? ou 7*.
2" Car le cube de i est égal à une fraction qui a pour numérateur le produit 4x4x4 (liv. 3, pr.lO) ou 4’ et, pour dénominateur, le produit 7x7 x7 ou 7®.
Remarque. On prouverait de même que, en général, pour élever une fraction à la m^”^ puissance, il suffit d'élever ses deux termes à la puissance.
PROPOSITION IV
La fraction qu’on obtient, en élevant au carré ou an cube et, en général, à la puissance les deux termes d'une fraction y irréductible, est elle-même une fraction irréductible.
Soit proposé , par exemple , de prouver que -Ç- est une fraction irréductible.
MTRE IV.
La fraction j étant irréductible, 4 est premier avec 7 (liv. 3, pr. 16) ; donc 4“ est premier avec 7’ (liv.2, pr. 19, cor. 2); donc est une fraction irréductible (liv. 3, pr. 16).
(kjRoi,i,AiRE. Tout carré entier est le carré d'un nombre entier; tout cube entier est le cube d'un nombre entier et, en général, toute m^”'^ puissance entière est la puissance Æun nombre entier.
PROPOSITION V
Lorsqu’une fraction irréductible y est un carré, ses deux termes sont des carrés.
La fraction irréductible | n’étant pas égale au carré d’un nombre entier, soit y une fraction dont le carré est égal à
En supposant y irréductible , son carré y est aussi une fraction irréductible (pr.4); or i =y, donc 4 = a“ et 9 = 6“ (liv. 3, pr. 16, cor.), donc 4 et 9 sont dos carrés.
ItEMAKQLE. On prouverait de même que, lorsqu'une fraction irréductible est un cube, ses deux termes sont des cubes, et que, en général , lorsqu'une fraction irréductible est une puissance, ses deux termes sont des puissances,
PROPOSITION VI
Le carré de la somme de deux nombres se compose du carré du premier nombre, du double produit du premier par le second, cl du carré du second.
On a, par exemple,
En effet, pour élever (4,7 + 6) au carré, il suffit de multiplier (4,7 + 6) successivement par 4,7 et par 6, puis de faire la somme des produits ainsi obtenus ; or
ABTTHMÉTIQDK,
(4,7 + 6) X 4,7 = 4,7 X 4,7 + 6 X 4 ,7 = (4,7)» + 4,7 X 6 , et (4,7+6)x6 = 4,7x6+6x6 = 4,7x6+6»; donc (4,7+6)»=(4,7)»+4,7x6x2+6».
Corollaire 1. On a de même
donc le carré d'un nombre entier, décomposé en dizaines et unités, se compose du carré des dizaines, du double produit des dizaines par les unités et du carré des unités.
Corollaire 2. On a aussi
38»=(37 + 1)» = 37» + 37x1x2 + 1»=37» + 37x2+1, et, par suite, 38»— 37» = 37x2 + 1 ; donc la différence des carrés des deux nombres entiers consécutifs est égale au double du plus petit de ces deux nombres, plus une unité.
PROPOSITION VII
Le cube de la somme de deux nombres se compose du cube du premier nombre , de [rois fois le produit du carré du premier par le second, de trois fois le produit du premier par le carré du second et du cube du second.
On a, par exemple,
En effet, le carré de (4,7+6) est égal à
(4,7)» + 4,7 X 6x2+ 6» (pr.6);
et, pour en déduire le cube de (4,7+6), il suffit de multiplier ce carré par 4,7 et par 6, puis de faire la somme des produits ainsi obtenus. Or
UVHE IV. ^45
[(4,7)»+4,7xGx2 + G-^Jx4,7=(4,7)^+(4,7)^xCx2 + 4,7x62;et
[(4,7)> + 4,7 X G X 2 + 6= ] X 6 = (4,7) ^ X 6 + 4,7 X 6* X2 + 6 ■ ; donc, en observant que
(4,7)* X 6 X 2 + (4,7)* X 6 = (4,7)* x 6 X 3 , et que 4,7xG*+4,7xG*x2 = 4,7x6*x3,
on a (4,7 + G)* = (4,7)* + (4,7)* x 6 x 3 + 4,7 x 6* x 3 + G*. CoKOLLAiHE 1. On a de môme 3G7* = (360 + 7)* = 3G0* + 3G0* X 7 X 3 + 3G0 X 7* X 3 + 7 ' ; donc le cube d'un nombre entier, décomposé en dizaines et unités, se compose du cube des dizaines, du triple produit du carré des dizaines par les unités , du triple produit des dizaines par le carré des unités et du cube des unités. Corollaire 2. On a aussi
38*=(37 + l)*=37* + 37*xIx3 + 37xl*x3 + l*
et, par suite, 38*-37*=37*x3 + 37x3 + l ; donc la différence des cubes de deux nombres entiers consécutifs est égalé à trois fois le carré du plus petit de ces deux nombres, plus trois fois ce plus petit nombre, plus une unité.
PROPOSITION VIII
Le carré ou le cube d'un produit 4, 5 x 7 est égal au produit des carrés ou des cubes de ses facteurs.
t“ Pour multiplier 4,5x7 par le produit 4,5x7, il suffit de multiplier 4,5 x 7 par 4,5 et le produit obtenu par 7 (liv. 3, pr. ll,cor. 1), ce qui revient à multiplier le facteur 4,5 par 4,5 et le facteur 7 par 7 ( liv. 3, pr. 11 , cor. 2 ) ; donc
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2° Pour élever au cube le produit 4,5x7, il suffit de multiplier le carré (4,5)“x7“ de ce produit par 4,5x7, ce qui revient, comme précédemment, à multiplier le facteur (4,5)^ par 4,5 et le facteur 7^ par 7 ; donc
Remarque 1. On prouverait de môme que la quatrième puissance d’un produit est égale au produit des quatrièmes puissances de ses facteurs, et ainsi de suite; donc/a»i'™* puissance d’un produit est égale au produit des ni‘’^ puissances de ses facteurs.
Remarque 2. On a (liv. 1, pr. 4) 7^ X7^ = 7*X7 X7 = 7’** = 7® ; donc le produit de plusieurs nombres, égaux et affectés chacun d’un exposant , est égal à l’un de ces nombres élevé à une puissance dont le degré est la somme des exposants de tous les facteurs.
Remarque 3, On en déduit (7’)“ ou 7^X7’ =7'^^= 7''''“ =7® ; donc pour élever à une puissance un nombre affecté d’un exposant, il suffit de multiplier cet exposant par le degré de la puissance.
PROPOSITION IX
Lorsqu’un nombre entier 129600 est un carré, les e.vposants de ses facteurs premiers sont des nombres pairs.
Tout carré entier étant le carré d’un nombre entier (pr. 4, cor.), soit 360 le nombre dont le carré est égal à 129600. En décomposant 360 en facteurs premiers, on a 360=2^x3'X5; or, pour élever ce produit au carré, il suffit d’élever chaque facteur au carré (pr. 8), ce qui revient à doubler l’exposant de chaque facteur (pr. 8, rem. 3); donc 360^ ou 129600 = 2'’x3*x5“;
donc les exposants des facteurs premiers 2, 3, 5 du nombre proposé 129600 sont des nombres pairs.
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Rf.marqce. On prouverait de même que lorsqu’un nombrr. entier est un cube, les exposants de ses facteurs premierssont (les multiples de 3, et que, en général, lorsqu’un nombre entier est une puissance, les exposants de ses facteurs premiers sont des multiples de m.
PROPOSITION X
Faire la preuve par 9 de l'élévation d’un nombre entier au carré.
En appliquant la règle indiquée (liv. pr. 8) pour faire la preuve par9 de la multiplication des nombres entiers au cas particulier où le multiplicateur est égal au multiplicande, on voit que, pour faire la preuve par 9 de V élévation d'un nombre entier au carré, il suffit de chercher le reste de ta division du nombre proposé par 9, d'élever ce reste au carré, et de vérifier si te reste delà division de ce carré par 9 est égal au reste de la division par 9 du carré du nombre proposé.
Remarque. La preuve par 9 ou par 11 de l’élévation d’un nombre au cube et, en général, à la m™'e puissance, s’effectue d’une manière analogue.
RACINES CARRÉES ET RACINES CÜRIQEES, DÉFINITIONS
1. La racine earrée d'un nombre est le nombre dont le carré est égal au nombre proposé. Ainsi les racines carrées des nombres
1, 4, 9, 16, 25, 90, 49, 04, 81, 100, 121, 144 sont respeclivement
AUITHMETIQÜE.
2. La racine cubique d’un nombre est le nombre dont le cube est égal au nombre proposé. Ainsi les racines cubiques des nombres
1, 8, 27, 6lt, 125, 216 , 343, 512, 729, 1000, 1331, 1728 sont respectivement
La racine d’un nombre est le nombre dont la
m«">® puissance est égale au nombre proposé.
Remarque. Les définitions 1,2,3 semblent supposer que tout nombre entier ou fractionnaire est un carré , un cube et, en général , une m'™8 puissance , quoique, en réalité, un nombre entier , compris entre les m*'”®* puissances de deux nombres entiers consécutifs, ne soit la m*!™^ puissance ni d’un nombre entier, ni d’une fraction (pr. 4, cor.) ; mais on ne considère, dans les éléments d’arithmétique , que les racines qui peuvent être exprimées par des nombres entiers ou fractionnaires ; et , lorsqu’un nombre n’est pas une m*""'® puissance, on dit que sa racine m™ est incommensurable.
Ainsi , le nombre 7 , compris entre les carrés 4 cl 9 des nombres entiers 2 et 3, n’étant le carré ni d’un nombre entier, ni d’une fraction (pr. 4, cor.), sa racine carrée est incommensurable.
4. Le degré de la racine d’un nombre est le degré de la puissance à laquelle il faut élever cette racine pour reproduire le nombre proposé.
5. Pour indiquer une racine à extraire, on emploie le signe qu’on nomme radical, en plaçant au-dessous du trait horizontal le nombre dont la racine est à extraire et , entre les deux branches du radical , le degré de la racine. Ce degré, ainsi placé, prend le nom A' indice: on se dispense de récrire, lorsqu’il est égal au nombre 2. D’après ces conventions on a
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G. La racine carrée d'un nombre à moins d'un autre nombre est le plus grand multiple du second nombre dont le carré soit contenu dans le premier. Ainsi la racine carrée de 2 , à moins d’un dixième , est 1 ,4- , parce que le carré 1,96 de 1,4. est contenu dans 2, tandis que le carré 2,25 de 1,5 excède 2. La racine carrée de 12, à moins d’une unité , est égale à 3, parce que le carré 9 de 3 est contenu dans 12, • tandis que le carré 16 de 4 excède 12. En général , la racine carrée d'un nombre , à moins d'une unité , est égale à la racine carrée du plus grand carré enl ier contenu dans ce nombre.
7. La racine d'un nombre, à moins d’un autre nombre, est le plus grand multiple du second nombre dont la .mcnic puissance soit contenue dans le premier. 11 en résulte que la racine d'un nombre , à moins d’une unité, est égale à la racine m^”^ de la plus grande m^ puissance entière contenue dans ce nombre.
8. La racine m^”^ dun nombre, approchée par excès à moins dun autre nombre, est le plus petit multiple du second nombre , dont la m*^'"« puissance excède le premier. Ainsi la racine carrée de 2, approchée par excès à moins d’un dixième, est 1,5 (déf. 6), et la racine carrée de 12 , approchée par excès à moins d’une unité, est égale à A..
PROPOSITION XI
Déterminer le nombre des chiffres de la racine carrée d’un nombre entier, décimal ou fractionnaire, à moins <f une unité.
On sépare la partie entière du nombre proposé eu tranches de deux chiffres , sauf à ne laisser qu’un seul chiffre à la dernière tranche ; le nombre des tranches, ainsi obtenues, est égal au nombre des chifl’res de la racine. Ainsi, par
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exemple , la racine carrée du nombre 35627,86 , à moins d’une unité, se compose de trois chiffres.
En effet, les carrés des nombres
• étant respectivement
on reconnaît immédiatement que la règle énoncée est aj)plicable aux nombres 1 , 100 , 10000 , lOOOOOO. . . ; donc il suf6t de démontrer qu’elle s’applique aussi aux nombres intermédiaires.
Tout nombre, compris entre 1 et 100, c’est-à-dire dont la partie entière contient un ou deux chiffres, ou une seule tranche, a sa lacine cairée , à moins d’une unité, comprise entre 1 et 10 et, par conséquent, formée d’un seul chiffre ; tout nombre compris entre 100 et 10000, c’est-à-dire dont la partie entière contient trois ou quatre chiffres ou deux tranches, a sa racine carrée, à moins d’une unité, comprise entre 10 et 100, et par conséquent composée de deux chiffres ; on prouverait de même que tout nombre, dont la partie entière contient cinq ou six chiffres , ou trois tranches, a sa racine carrée, à moins d’une unité, formée de trois chiffres, et ainsi de suite.
PROPOSITION XII
Déterminer le nombre des chiffres de la racine cubûiue d'nn nombre entier, décimal ou fractionnaire, à moins d'une unité.
On sépare la partie entière du nombre proposé en tranches de trois chiffres, sauf à ne laisser qu’un ou deux chiffres
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à la dernière tranche; le nombre des tranches, aitisi obtenues, est égal au nombre des* chiffres de la racine. Ainsi, par exemple, la racine cubique du nombre 35627,86, à moins d’une unité , se compose de deux chiffres.
En effet , les cubes des nombres
étant respectivement
on voit que la règle énoncée est applicable aux nombres 1, 1000, 1000000...; donc il suffit de démontrer qu’elle s’applique aussi aux nombres intermédiaires.
Tout nombre , compris entre 1 et 1000, c’est-à-dire dont la partie entière contient un, deux ou trois chiffres, ou une seule tranche , a sa racine cubique , à moins d’une unité , comprise entre 1 et 10 et, par conséquent, formée d’un seul chiffre ; tout nombre, compris entre 1000 et 1000000, c’est-à-dire dont la partie entière contient quatre , cinq ou six chiffres, ou deux tranches, a sa racine cubique, à moins d’une unité , comprise entre 10 et 100 et, par conséquent, formée de deux chiffres ; on prouverait de même que tout nombre, dont la partie entière contient sept, huit ou neuf chiffres , ou trois tranches , a sa racine cubique , à moins d’une unité, formée de trois chiffres , et ainsi de suite.
Remauqüe. On démontrerait de la même manière que, en séparant la partie entière d’un nombre en tranches de quatre chiffres , sauf à ne laisser qu’un , deux ou trois chiffres à la dernière tranche, le nombre de tranches, ainsi obtenues, est égal au nombre des chiffres de la racine quatrième du nombre proposé, à moins d’une unité, et ainsi de suite; donc, en général , déterminer le nombre des chiffres de la racine d'un nombre entier , décimal ou fractionnaire , à moins d'une unité, il suffit de séparer la partie entière de ce nombre en franches de in chiffres, sauf
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à ne laisser que 1, 2,3... (m— 1) chiffres à la dernière tranche; le nombre des tranches , ainsi obtenues, est égal au nombre des chiffres de la racine.
PROPOSITION XIII
La racine carrée 6 du plus grand carré entier 36 contenu dans le nombre total 38 des centaines d’un nombre 3859 est égale au nombre total des dizaines de la racine carrée du nombre proposé, à moins d’une imité.
Ln nombre 6 étant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 38, le carré de 60 est contenu dans 3800 et, à plus forte raison, dans 3859, tandis que le carré de 70 excède 3800 au moins d’une centaine et, par suite, excède 3859 ; donc 6 est le nombre des dizaines de la racine carrée de 3859, à moins d’une unité.
Remauoue. Si la partie entière du nombre proposé 235976,8 avait plus de quatre chiffres , en désignant par a la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 2359, on prouverait, comme précédemment, que le carré de 10 x a est contenu dans 235976,8 , tandis que le carré de 10 X (rt + 1) excède 235976,8; donc a est le nombre tobil des dizaines de la racine carrée de 235976,8 à moins d’une unité.
PROPOSITION XIV
La racine cubique 6 du plus grand cube entier 21 6 contenu dans le nombre total 235 des mille d'un nombre 235976 est égale au nombre total des dizaines de la racine cubique du nombre proposé, à moins d’une unité.
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Le nombre 6 étant la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 235 , le cube de 60 est contenu dans 235000 et, à plus forte raison, dans 235976, tandis que le cube de 70 excède 235000 au moins d’un mille et, par suite, excède 235976 ; donc 6 est le nombre des dizaines de la racine cubique de 235976 , à moins d’une unité.
Remaiiqce. Si la partie entière du nombre proposé 84-7235976,04 avait plus de six chiffres, en désignant par a la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 847235, on prouverait, comme précédemment, que le cube de 10 X a est contenu dans 847235976,04, tandis que le cube de tOx («+ 1) excède 847235976,04; donc a est le nombre total des dizaines de la racine cubique de 847235976,04 à moins d’une unité.
PROPOSITION XV
Extraire la racine carrée d’un nombre c«<ier 289764 à moins d’une unité.
Ce nombre, contenant plus de deux cbilTres, a au moins une dizaine à sa racine (pr. 11), et, pour en déterminer le nombre total, il suffit d’extraire la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 2897 (pr. 13), ce qui conduit à séparer 64 sur la droite du nombre proposé et à ne considérer, pour un instant, que la partie à gauche 2897. Ce nombre, contenant encore plus de deux chiffres, a au moins une dizaine à sa racine , et , pour en déterminer le nombre , on est conduit, comme précédemment, à séparer 97 sur sa droite et à extraire la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 28. Ce plus grand carré est égal au nombre 25 dont la racine carrée est 5 ; donc 5 est le chiffre des dizaines de la racine carrée du
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nombre 2897 , à moins d’une unité ; donc 2897 peut être considéré comme composé de quatre parties qui sont : le carré des 5 dizaines de sa racine, le double produit de 5 dizaines par le chiffre inconnu des unités de cette racine, le carré de cecbiffre (pr.6, cor. 1), et un reste égal à l’excès de 2897 sur le plus grand carré entier contenu dans ce nombre; donc si , du nombre 2897, on retranche le carré 2500 des 5 dizaines de sa racine, le reste 397 ne contiendra plus que trois parties qui sont : deux fois le produit des 5 dizaines de la racine de 2897 par le chiffre inconnu de ses imités , le carré de ce chiffre et le reste; or le double produit de 5 dizaines par le chiffre des unités donne un nombre exact de dizaines qui sont toutes contenues dans les 39 dizaines de 397, ce qui conduit à les séparer du chiffre 7 des unités; d’ailleurs 39 contient, en outre, le nombre des dizaines qui peuvent |)rovenir du carré des unités et du reste, donc la partie entière du quotient de la division de 39 par le double de 5 sera le chiffre des unités ou un nombre trop grand. 1 æ double de 5 est égal à 10 qui est contenu trois fois dans 39 ; donc 3 est le chiffre des unités de la racine de 2897, ou un nombre trop grand. Pour le vérifier, on pourrait l’écrire ù la droite du chiffre 5 des dizaines, former le carré du nombre 53 qui en résulte, et voir si ce carré n’excède pas 2897 ; mais, comme on a déjà retranché de 2897 le carré de 5 dizaines , il suffit de s’assurer si la somme des deux autres parties du carré de 53 n’excède pas le reste 397. Pour former cette somme , on écrit 3 à la droite du nombre 10 , double du chiffre des dizaines, cl on multiplie par 3 le nombre 103
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qui en résulte, ce qui donne le produit 309<397 ; donc 3 est le chiffre des unités de la racine de 2897 et, par suite, 53 est la racine du plus grand carré entier contenu dans 2897 ; donc 53 exprime le nombre total des dizaines de la racine demandée (pr. 13) et le nombre proposé 289764 peut être considéré comme composé de quatre parties qui sont : le carré des 53 dizaines de sa racine, le double produit do 53 dizaines par le chiffre inconnu des unités de cette racine, le carré de ce chiffre et un reste égal à l’excès du nombre proposé sur le carré de sa racine. Cela étant , si , du reste 397 , on reti’anche le produit 309 , le reste 88 sera l’excès de 2897 sur le carré de 53 ; donc, si , à la droite du reste 88, on écrit 64 , le nombre 8864 , qui en résulte , sera I cxcès du nombre proposé 289764 sur le carré des 53 dizaines de sa racine ; donc ce nombre 8864 se compose de trois parties (jui sont ; le double produit des 53 dizaines de la racine demandé(î par le chiffre de ses unités , le carré de ce chiffre, et le reste; mais le double produit de 53 dizaines par le chiffre des unités est un nombre exact de dizaines qui sont toutes contenues dans les 886 dizaines de 8864; d’ailleurs 886 contient, en outre, le nombre des dizaines qui peuvent provenir du carré des unités et du reste; donc la partie entière du quotient de la division de 886 par le double de 53 sera le chiffix; des unités ou un nond)re tiop grand. Le double de 53 est 106 qui est contenu 8 fois dans 886; donc. 8 est le chiffre des unités ou un nombre trop grand. Pour le vérifier, on pourrait l’écrire à la droite de 53, former le carré du nombre 538 qui en résulte , et voir si ce ( arré n’excède pas le nombre proposé; mais, comme on a déjà soustrait de ce nombre le carré des 53 dizaines de sa racine, ce qui a donné le reste 8864 , il suffit de s’assurer si la somme des deux autres parties du carré de .5.38 n'excède pas 8864. Pour former cette somme, on écrit 8 à la droite de 106 et on multiplie par 8 le nombre 1068 qui en résulte, ce qui donne le produit 8544<8864 ; donc 8 est le chiffre des
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unités (l(i la racine demandée 538. Pour avoir le reste égal à l'excès de 289764- sur le carré de 538, il suffit de retrancher 85ii de 8864, ce qui donne 320.
Il en résulte cette règle générale : pour extraire la racine carrée d'un nombre entier à moins d'une unité , on sépare ce nombre en tranches de deux chiffres à partir de la droite, sauf à ne laisser qu'un chiffre à la première tranche à gauche; on extrait la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans cette tranche , ce gui détermine le premier chiffre à gauche de la racine demandée; on soustrait le carré de ce chiffre de la première tranche , ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit la deuxième tranche; on sépare un chiffre sur la droite du nombre qui en résulte , et on divise la partie à gauche par le double du chiffre obtenu à la racine; la partie entière de ce quotient détermine le second chiffre de la racine demandée ou un nombre trop grand. Pour le vérifier , on l'écrit à la droite du nombre employé comme diviseur; on multiplie le nombre qui en résulte par ce même chiffre, et on voit si le produit n'excède pas le nombre formé en écrivant la deuxième tranche à la droite du reste précédemment obtenu; dans le cas où le produit est plus grand que ce nombre, on diminue le second chiffre de la racine d'une unité, puis on vérifie le chiffre qui en résulte comme le précédent, et ainsi de suite , jusqu' à ce qu'on ait obtenu un produit qui rC excède pas le nombre auquel on le compare ; alors on soustrait ce produit de ce nombre , ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit la troisième tranche du nombre proposé; on sépare un chiffre sur la droite du nombre qui en résulte, et on divise la partie à gauche par le double du nombre formé des deux premiers chiffres delaracine; la partie entière de ce quotient donne le troisième chiffre de la racine ou un nombre trop grand; on le vérifie comme le second chiffre, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait employé la dernière tranche du nombre proposé.
Re.marque. Le reste 320 étant l’excès de 289764 sur le
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carré de 538 , si l’on ajoute ce reste au carré de la racine , on reproduira le nombre proposé.
PROPOSITION XVI
Extraire la racine cubique d’un nombre entier G44985758 à moins d'une unité.
Ce nombre, contenant plus de trois chiffres, a au moins une dizaine à sa racine (pr. 12)et, pour en déterminer le nombre total, il suffit d'extraire la racine cubique du plus grand cube entier conjlenu dans 6W985 (pr. 14), ce qui conduit à séparer 758 sur la droite du nombre proposé et à ne considérer, pour un instant , que la partie à gauche G44985. Ce nombre, contenant encore plus de trois chiffres, a au moins une dizaine à sa racine et, pour en déterminer le nombre, on est conduit, comme précédemment, à séparer 985 sur sa droite et à extraire la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 644. Ce plus grand cube est égal au nombre 51-2 dont la racine cubique est 8; donc 8 est le chiffre des dizaines de la racine cubique du nombre 644985 à moins d’une unité; donc 644985 peut être considéré comme composé de cinq parties qui sont : le cube des 8 dizaines de sa racine , le triple produit du carré de 8 dizaines par le chiffre inconnu des unités de sa racine, le triple produit de 8 dizaines par le carré des unités, le cube des unités (pr.7, cor. 1) et un reste égal à l’excès de 644985 sur le plus grand cube entier contenu dans ce nombre ; donc si, du nombre 644985, on retranche le cube 512000 des 8 dizaines de sa racine, le reste 132985 ne contiendra plus que quatre parties qui sont : le triple produit du carré des 8 dizaines de la racine de 644985 par le chiffre inconnu de ses unités, le triple produit de 8 dizaines par le carré des unités , le
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cube des unités et le reste; or le triple produit du carré de 8 dizaines par le chiffre des unités donne un nombre exact de centaines qui sont toutes contenues dans les 1329 centaines de 132985, ce qui conduit à les séparer des deux autres chiffres ; d’ailleurs 1329 contient, en outre, le nombre des centaines qui peuvent provenir du triple produit des dizaines par le carré des unités , du cube des unités et du reste ; donc la partie entière du quotient de la division de 1329 par le triple carré de 8 sera le chiffre des unités ou un nombre trop grand. Le triple carré de 8 est égal à 192 qui est contenu six fois dans 1329; donc 6 est le chiffre des unités de la racine de (>44985 ou un nombre trop grand. Pour le vériûer, on pourrait l’écrire à la droite du chiffre 8 des dizaines, former le cube du nombre 8(5 qui en résulte, et voir si ce cube n’excède pas 644985; mais, comme on a déjà retranché de 644985 le cube de 8 dizaines, il suffit de s’assurer si la somme des trois autres parties du cube de 8G n’excède pas le reste 132985. Pour obtenir cette somme, on observe que , 192 étant le triple carré de 8 , le nombre 19200 x 6 est le triple produit du carré de 8 dizaines par 6 unités; pareillement, 144 étant le triple produit de 8 par 6, le nombre 1440x6 est le triple produit de 8 dizaines par le carré de 6 unités ; enfin 36x6 est égal au cube de 6 unités; donc, en faisant la somme 20676 des trois multiplicandes et multipliant cette somme par le multiplicateur 6, on a le résultat demandé 124056 < 132985; donc 6 est le chiffre des unités de la racine de 644985 et , par suite, 86
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esl la racine du plus grand cube entier contenu dans GVW8.'»; donc 86 exprime le nombre total des dizaines de la racine demandée (pr. 14), et le nombre proposé 644985758 peut être considéré comme composé de cinq parties qui sont : le cube des 86 dizaines de sa racine, le triple produit du carré de 86 dizaines par le chiffre inconnu des unités de cette racine, le triple produit de 86 dizaines parle carré des unités, le cube des unités et un reste égal à l’excès du nombre proposé sur le cube de sa racine. Cela étant, si du reste 132985 on retranche le produit 124056, le reste 8929 sera l’excès de 644985 sur le cube de 86 ; donc si , à la droite du reste 8929 , on écrit 758, le nombre 8929758 qui en résulte sera l’excès du nombre proposé 644985758 sur le cube des 86 dizaines de sa racine ; donc ce nombre 8929758 se compose de quatre parties qui sont : le triple produit du carré des 86 dizaines de la racine demandée par le ebiffn; de ses unités, le triple produit de 86 dizaines parle carré des unités, le cube des unités et le reste; mais le triple produit du carré de 86 dizaines par le chiffre des unités est un nombre exact de centaines qui sont toutes contenues dans les 89297 centaines de 8929758 ; d’ailleurs 89297 contient, en outre, le nombre des centaines qui peuvent provenir du ti iple produit des dizaines par le carré des unités, du cube des unités et du reste ; donc la partie entière du quotient de la division de 89297 par le triple carré de 86 sera le chiffre des unités ou un nombre trop grand. Le triple carré de 86 est 22188 qui est contenu quatre fois dans 89297 ; donc 4 est le chiffre des unités ou un nombre trop grand. Pour le vérifier, on pourrait l’écrire à la droite de 86, former le cube du nombre 864 qui en résulte, et voir si ce cube n’excède pas le nombre proposé; mais, comme on a déjà soustrait de ce nombre le cube des 86 dizaines de sa racine , ce qui a donné le reste 8929758 , il suffit de s’assurer si la somme des trois autres parties du cube de 864 n’excède pas 8929758. En formant cette somme, comme celle des trois dernières parties du cube de 86, on trouve qu elle est égale au nombre 8916544
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<8929758; donc 4 est le diifîre des unités de la racine demandée 864. Pour avoir le reste égal à l’excès de 644985758 sur le cube de 864, il suffit de retrancher 8916544 de 8929758 , ce qui donne 13214.
Il en résulte cette règle générale : your extraire la racine cubique d'un nombre entier à moins d'une unité, on sépare ce nombre en tranches de trois chiffres à partir de la droite, sauf à ne laisser qu’un ou deux chiffres à la première tranche à gauche ; on extrait la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans cette tranche , ce qui détermine le premier chiffre à gauche de la racine demandée; on soustrait le cube de ce chiffre de la première tranche , ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit la deuxième tranche; on sépare deux chiffres sur la droite du nombre qui en résulte, et on divise la partie à gauche par le triple carré du chiffre obtenu à la racine; la partie entière de ce quotient détermine le second chiffre de la racine demandée ou un nombre trop grand. Pour le vérifier, on forme les trois dernières parties du cube du nombre composé des deux premiers chiffres de la racine, et on voit si leur som me n'excède pas le nombre formé en écrivant la deuxième tranche à la droite du reste précédemment obtenu ; dans le cas où celte somme est plus grande que ce nombre , on diminue le second chiffre de la racine d'une unité, puis on vérifie le chiffre qui en résulte comme le précédent, et ainsi de suite, jusqu’ à ce qu'on ait obtenu une somme qui n'excède pus le nombre auquel on la compare; alors on soustrait cette somme de ce nombre, ce qui donne un reste à la droite duquel on écrit la troisième tranche; on sépare deux chiffres sur la droite du nombre qui en résulte, et on divise la partie à gauche par le triple carré du nombre formé des deux pretniers chiffres de la racine; la partie entière de ce quotient donne le troisième chiffre de la racine ou un nombre trop grand; on le vérifie comme le second chiffre, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait employé la dernière tranche du nombre proposé.
Remarq[ E. Le reste 1.3214 étant l’excès de 644085758 sur
LIVRE IV
le cube de 86il', si l’on ajoute ce reste au cube de la racine, on reproduira le nombre proposé.
PROPOSITION XVII
Le reste 24, qu’on obtient en extrayant la racine carrée 12 d’un nombre 168, o moins d’une unité, ne 'peut excéder le double de cette racine.
En effet , 12 étant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 168 , ce nombre est compris entre les carrés des nombres entiers consécutifs 12 et 13; donc (168—12*) ou 24 (pr. 15,rem.) est moindre que (13*— 12*) ou que 12x2 + 1 (pr.6, cor, 2) ; donc le reste 24 ne peut excéder 12x2.
Corollaire. Pour faire la preuve de l’extraction de la racine carrée d’un nombre entier 168 à moins d’une unité, on vérifie si le reste 24 n’excède pas le double de la racine obtenue, et si ce reste, ajouté au carré de la racine, reproduit le nombre proposé (pr.l5, rem.)
PROPOSITION XVIII
Le reste 204, qu’on obtient en extrayant la racine cubique 1 2 Æun nombre entier 1 932 , à moins d’une unité, ne peut excéder le triple carré de la racine, plus le triple de cette racine.
En effet , 12 étant la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 1932, ce nombre est compris entre les cubes des nombres entiers consécutifs 12 et 13; donc (1932—12*) ou 204 (pr. 16, rem.) est moindre que (13*— 12*) ou que 12*x3+ 12x3 + 1 (pr.7,cor.2) ; donc le reste 204 ne peut excéder 12* x 3+ 12x3.
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CoRoM-AiRE. Pour faire la preuve de l’extraction de la racine cubique d’un nombre entier 1932 , à moins d’une unité, on vérifie si le reste 20lii n’excède pas le triple carré de fa racine obtenue, plus le triple de cette racine , et si ce reste , ajouté au cube de la racine , reproduit le nombre proposé (pr. 16, rem.).
PROPOSITION XIX
Faire la preuve par 9 de F extraction de la racine carrée d'un nombre entier, à moins d’une unité.
1“ Lorsque l’extraction de la racine carrée d’un nombre çnlier, à moins d’une unité, conduit à un reste nul , on applique à ce nombre, considéré comme le carré de la racine obtenue , la preuve par 9 de l’élévation d’un nombre entier au carré (pr. 10).
2" Lorsqu’on est conduit à un reste qui n’excède pas le double de la racine (pr.l7), on regarde le nombre dont on extrait la racine comme la somme du carré de cette racine et du reste, puis on applique à cette somme la prouve par 9 de l’addition (liv.2, pr.6) en déterminant le reste de la division par 9 du carré de la racine sans élever cette racine au carré (pr.lO).
Remarque. La preuve par 11 de l’extraction de la racine carrée d’un nombre entier à moins d’une unité, et les preuves par 9 ou par 11 de l’extraction de la racine cubique et, en général, de la racine m^™e d’un nombre entier, à moins d’une unité, s’effectuent et se démontrent de la môme manière.
PROPOSITION XX
Extraire la racine carrée dîin nombre décimal 0,005184.
LIVRE IV
Le carré d’un nombre entier étant un nombre entier et le cairé d’une fraction non réductible en décimales étant égal à une fraction non réductible en décimales (pr. k, cor.), on peut supposer que la racine carrée du nombre proposé est un nombre décimal ; de plus, cette racine contient deux fois moins de chiffres décimaux que 0,005184, et son carré abstraction faite de la virgule est égal à 5184 (pr.2) ; donc en extrayant la racine carrée 72 de 5184 et en séparant deux chiffres décimaux sur la droite de 72 , on aura la racine demandée 0,72.
En général , pour extraire la racine carrée dun nombre décimal, on extrait la racine carrée de ce nombre abstraction faite de la virgtde, puis on sépare sur la droite de la racine ainsi obtenue deux fois moins de chiffres décimaux qu'il y en a dans le nombre proposé.
Remakqoe. On prouverait de môme que pour extraire la racine cubique et, en général, la racine d'un nombre décimal , il suffit d'extraire la racine cubique ou la racine de ce nombre, abstraction faite de la virgule , puis de séparer sur la droite de lu racine obtenue trois fois ou m fois moins de chiffres décimaux qu'il y en a dans le nombre proposé.
PROPOSITION XXI
Pour extraire la racine carrée d’une fraction dont les deux termes sont des carrés, il suffit d’extraire la racine carrée de chacun de ses termes.
Il s’agit de prouver que la fraction | , qu’on obtient en extrayant les racines carrées des termes 16 et 49, est égale à la racine carrée de Or, pour élever une fraction | au
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carré, il suffit d’élever ses deux termes au carré (pr. 3); donc on a
REMARguE. On prouverait de même que pour extraire la racine cubique et, en général , la racine dune fraction dont les deux termes sont des cubes ou des m^‘ puissances, il suffit d’extraire la racine cubique ou la racine de chacun de ses termes.
Corollaire. Lorsque les deux termes d une fraction sont des carrés, des cubes ou des m^”^‘ puissances , cette fraction est un carré, un cube ou une m^ puissance.
PROPOSITION XXII
La racine carrée d’un produit 3*X (1,8)* x(y)* de plusieurs carrés est égale au produit 3x1,8xy des racines carrées de ses facteurs.
En effet, le carré d’un produit étant égal au produit des carrés de ses facteurs (pr.8), on a
(3xl,8xi)* = 3*x(l,8)»x(i)*;
donc 3 X 1,8 X 7 est égal à la racine carrée du produit proposé (déf. 1 ).
Remarque. On prouverait de même que la racine cubique d’un produit de plusieurs cubes est égale au produit des racines cubiques de ses facteurs et que, en général, la racine ffième g’ufi produit de plusieurs m^”^‘ puissances est égale au produit des racines 7 / 1 ^"“* de ses facteurs.
Corollaire Lorsque les exposants des facteurs d’un produit sont tous des nombres pairs , des multiples de Z ou, en général, des multiples de m, ce produit est un carré, un
LIVRE IV
cube ou une puissance. Car on obtient immédiatement un produit égal à la racine carrée , à la racine cubique ou à la racine m^“® du nombre proposé , en divisant l’exposant de chaque facteur par 2, par 3 ou par m (pr. 8, rem. 3).
PROPOSITION XXIII
Pour extraire la racine carrée d’un nombre 48,9, décimal ou fractionnaire, à moins d'une unité, il suffit d’extraire la racine carrée 6 de la partie entière de ce nombre, à moins d’une unité.
En effet, 6 étant la racine carrée de 48, à moins d’une unité , le carré de 6 est contenu dans 48 et , à plus forte raison , dans 48,9, tandis que le carré de 7 excède 48 au moins d’une unité et, par suite , excède 48,9; donc 6 est le plus grand nombre entier'dont le carré soit contenu dans 48,9 ou, autrement, 6 est égal à la racine carrée de 48,9, à moins d’une unité (déf. 6).
Reuarque. On prouverait de même que pour extraire la racine cubique ou , en général , la racine d'un nombre décimal ou fractionnaire, à moins d’une unité, il suffit d extraire la racine cubique ou la racine m^ de la partie entière de ce nombre, à moins d’une unité.
PROPOSITION XXIV
Extraire la racine carrée d’un nombre, à moins d’un nombre entier, décimal ou fractionnaire.
Soit proposé, par exemple, d’extraire la racine carrée de 8,6 à moins d’un centième. En désignant par 0,01 xa; la racine demandée (déf. 6), le carré de 0,01 Xx sera contenu
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dans 8,6, tandis que le carré de 0,01 x (a;+l) excédera 8,6 ; donc on aura
(0,01)“xa:»= ou <8,6<(0,0ipx(x + l)»
et , par suite, x» = ou <-îq <(«+!)*;
donc le nombre entier x est égal à la racine carrée 293 du quotient 86000 à moins d’une unité (déf. 6) ; donc la racine demandée est 0,01 x 293 ou 2,93.
Il en résulte cette règle générale : pour extraire la racine carrée d’un nombre à moins d'un nombre entier, décimal ou fractionnaire , on divise le premier par le carré du second; on extrait la racine carrée du quotient à moins d’une unité (pr. 15 ou 23), et on multiplie par cette racine le second des deux nombres proposés.
Corollaire. Lorsqu’après avoir extrait la racine carrée d’un nombre entier à moins d’une unité (pr. 15), on se propose d’obtenir la racine carrée de ce même nombre à moins d’un dixième, il suffit d’écrire, à la droite du dernier reste, deux zéros que l’on considère comme une nouvelle tranche de deux chiffres contenue dans le nombre proposé, puis de calculer un chiffre de plus à la racine ; ce chiffre exprimera les dixièmes de la racine demandée : en écrivant deux zéros à la droite du nouveau reste, on obtiendra de même le chiffre des centièmes, et ainsi de suite.
PROPOSITION XXV
Extraire la racine cubique d'un nombre à moins d'un nombre entier, décimal ou fractionnaire.
Soit proposé, par exemple, d’extraire la racine cubique de 9,8 à moins d’un dixième. En désignant par 0,1 x a; la racine demandée (déf. 7), le cube de 0,1 x a; sera contenu dans 9,8, tandis que le cube de 0,1 x (a; +1) excédera 9,8; donc on aura
LIVRE IV
(0,1 )“ X ic* = OU < 9,8 < ( 0, 1 )® X ( æ + 1 )>
et, par suite, x’ = ou <{a; + 1)’;
donc le nombre entier x est égal à la racine cubique 21 du quotient 9800 à moins d’une unité; donc la racine deman' dée est 0,1x21 ou 2,1.
Il en résulte cette règle générale : pour extraire la racine cubique d’un nombre à moins d'un nombre entier, décimal ou fractionnaire, on divise le premier nombre par le cube du second; on extrait la racine cubique du quotient à moins d’une unité (pr. 16; ou 23, rem.), et on multiplie par cette racine le second des deux nombres proposés.
Corollaire. Lorsqu’ après avoir extrait la racine cubique d’un nombre entier à moins d’une unité (pr. 16), on se propose d’obtenir la racine cubique de ce même nombre à moins d’un dixième, il suffit d’écrire, à la droite du dernier reste , trois zéros que l’on considère comme une nouvelle tranche de trois chiffres contenue dans le nombre proposé, puis de calculer un chiffre de plus à la racine; ce chiffre exprimera les dixièmes de la racine demandée : en écrivant trois zéros à la droite du nouveau reste , on obtiendra d^ même le chiffre des centièmes , et ainsi de suite.
Remarque. On voit de même que , en général , pour extraire la racine m^ d’un nombre à moins d’un nombre entier, décimal ou fractionnaire, il suffit de diviser le premier nombre par la puissance du second , d'extraire la racine du quotient à moins d’une unité , puis de multiplier, par cette racine, le second des deux nombres proposés.
PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE IV
PROBLÈME PREMIER
Reconnaître qu’un nombre entier n’est pas un carré, au moyen du chiffre de ses unités.
Le carré d’un nombre entier 367 , décomposé en 36 dizaines et 7 unités, est égal à 360* + 360 x 7 x 2 + 7* (pr. 6, cor. 1 ) ; or la somme ( 360* + 360 X 7 x 2) des deux premières partiel de ce carré se compose d’mi nombre exact de dizaines ; donc le premier chiffre à droite du carré de 367 est le même que le premier chiffre à droite du carré de 7. De plus, les carrés des nombres
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 sont respectivement
et aucun de ces carrés n’est terminé par un des chiffres 2, 3, 7, 8; donc tout carré entier est terminé par un des chiffres 1, 4, 5, 6, 9, 0; ou, autrement, un nombre entier n'est pas un carré lorsqu’il est terminé par un des chiffres 2, 3,7, 8.
Remarque. On prouverait de même qu’un nombre décimal n’est pas un carré , lorsqu'il est terminé par un des chiffres 2, 3, 7,8.
PROBLÊIME II.
Reconnaître qu’un nombre entier, terminé par le chiffre 5 , n’est pas un carré , au moyen du chiffre de ses dizaines.
La racine carrée d’un nombre entier, terminé par un 5 , étant elle-même terminée par ce chiffre (prob. 1) , considérons le nombre 645 décomposé en 64 dizaines et 5 unités. Son carré est égal à 640*+ 640 x 5x2+5*; or 640 x 5 x2 = 640x10 = 6400, et 5* = 25; donc la somme des deux premières parties de ce carré se compose d’un nombre exact de centaines, et les nombres 645* et 5* ont le même chiffre 2 des dizaines; donc un nombre entier, terminé par 5, n’est pas un carré, lorsque le chiffre de ses dizaines n’est pas un 2.
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Remarque. On prouverait de môme qu’un nombre décimal, terminé par un 5, n’est pas un carré, lorsque son avantdernier chiffre n’est pas un 2.
PROBLÈME III
Reconnaître qu’un nombre entier est ou n’est pas un carré, au moyen du nombre de ses diviseurs.
1“ Lorsqu’un nombre entier 3600 est le carré d’un nom- • bre 60 , à chaque diviseur 12 de 3600 , plus petit que 60 , correspond un diviseur ou 300>60 ; donc le nombre des diviseurs de 3600 , plus petits ou plus grands que sa racine carrée , est un nombre pair ; donc , en y comprenant la racine 60, le nombre total des diviseurs de 3600 est impair; ce qui résulte aussi de ce que les exposants des facteurs premiers de 3600 étant des nombres pairs (pr. 9) , le produit des sommes qu’on obtient, en augmentant l’exposant de chaque facteur premier d’une unité, est un nombre impair (liv. 2, pr. 35, rem.),
2” Lorsqu’un nombre entier 48 n’est pas un carré, à chaque diviseur 6 de ce nombre, égal ou inférieur à sa racine carrée à moins d’une unité, correspond un diviseur ^ o'i 8 plus grand que cette racine ; donc le nombre des diviseurs de 48 est pair; ce qui résulte aussi de ce que l’un au moins ^ des exposants des facteurs premiers de 48 étant impair (pr. 22, cor.), le produit des sommes qu’on obtient, en augmentant l’exposant de chaque facteur premier d’une unité , est un nombre pair.
On conclut de ce qui précède qu’w» nombre entier est ou n'est pas un earré, suivant que le nombre de ses diviseurs est impair ou pair.
PROBLÈME IV
Étant donnée la différence 25 des carrés de deux nombres entiers consécutifs, trouver ces deux nombres.
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La difTérence 25 des carrés des deux nombres demandés est éga\e au double du plus petit nombre , plus une unité (pr. 6, cor. 2) ; donc en diminuant 25 d’une unité et en divisant le reste 24 par 2, le quotient 12 sera le plus petit nombre; donc le plus grand est (12+1) ou 13.
PROBLÈME V
• Étant donnée la différence 469 des cubes de deux nombres entiers consécutifs, trouver ces deux nombres.
La différence 469 des cubes des deux nombres demandés se compose du triple carré du plus petit nombre , du triple du plus petit nombre, et d’une unité ( pr. 7, cor. 2 ) ; donc, en diminuant 469 d’une unité et en divisant le reste 468 par 3 , on obtiendra un quotient 156 égal au carré du plus petit nombre, plus le plus petit nombre ; donc, en extrayant la racine carrée de 156 à moins d’une unité, on aura le plus petit nombre 12 et un reste égal à ce même nombre (pr. 17, cor.); le plus grand nombre est (12+1) ou 13.
PROBLÈME VI
"if Extraire la racine cairée du nombre 856728, à moins cT une centaine.
Divisons 856728 par le carré de 100 ; extrayons la racine ' carrée 9 du quotient 85,6728, à moins d’une unité (pr. 23) , et multiplions 100 par cette racine ; le produit 900 est la racine demandée (pr. 24).
PROBLÈME Vil.
Extraire la racine carrée du nombre 8,5 à moins d’une fraction -y.
UVHE IV.
Divisant 8,5 par le carré de 4» ce qui revient à multiplier 8,5 par le carré de 7 et à diviser le produit V16,5 par 16, on trouve que la partie entière du quotient est égale à 26 ; extrayant la racine carrée 5 de 26 à moins d'une unité, et multipliant | par cette racine , on obtient le produit ~ qui est la racine demandée (pr.23 et 24).
PROBLÈME VIII
Extraire la racine cubique du nombre 8G49 17842 à moins d’une centaine.
Divisons le nombre proposé par le cube de 100 ; extrayons la racine cubique 9 du quotient, à moins d’une unité (pr. 23, rem.) , et multiplions 100 par cette racine; le produit 900 est la racine demandée (pr. 25).
PROBLÈME IX
Extraire la racine cubique du nombre 8,5 à moins d’une fraction y.
Divisant 8,5 par le cube de ce qui revient à multiplier 8,5 par le cube de 7 et à diviser le produit 2915,5 par 64, on trouve que la partie entière du quotient est égale à 45 ; extrayant la racine cubique 3 de 45 à moins d’une unité, et multipliant y par cette racine, on obtient le produit -y qui est la racine demandée (pr.23 et 25).
PROBLÈME X
^ Extraire la racine douzième du nombre entier 531441.
Le degré 12 de la racine demandée étant égal à 2x2x3,
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extrayons successivement la racine carrée 729 de (pr. 15) , la racine carrée 27 de 729 , et la racine cubique 3 de 27. Ce nombre 3 est la racine douzième du nombre proposé.
En effet, 3 étant la racine cubique de 27, on a 3’ =27 ; élevant ces deux nombres au carré, on a (pr.8,rem.3) 3® =27® = 729, puisque 27 est la racine carrée de 729 ; élevant ces deux nombres au carré, on a 3'®=729®=531441, puisque 729 est la racine carrée de 5314il ; donc 3 est la racine demandée (déf. 3).
Rem<vrqde. On peut extraire, d’une manière analogue, la racine quatrième, la racine neuvième et, en général, la racine m«“c d’un nombre entier, lorsque le degré m ne contient que les facteurs premiers 2 et 3.
PROBLÈME XI
Extraire la racine sixième du nombre 2136,5 à moins d’une unité.
Le degré 6 étant égal à 2x3, extrayons successivement la racine carrée 46 de 2136 à moins d’une unité (pr. 15] et la racine cubique 3 de 46 à moins d’une unité. Ce nombre 3 est la racine demandée.
En effet, 3 étant la racine cubique de 46 à moins d’une unité, 3® est contenu dans 46, et 4® excède 46; donc 3®x3® ou 3® est contenu dans 46®, tandis que 4® x 4® ou 4® excède 46® et, par conséquent, est au moins égal à 47®; or, 46 étant la racine carrée de 2136 à moins d’une unité , 46® est contenu dans 2136, tandis que 47® excède 2136; donc 3® est contenu dans 2136 et 4® excède 2136 ; donc 3 est la racine sixième de 2136 et de 2136,5 à moins d’une unité (déf. 7 et pr.23, rem.).
LIVRE IV
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. Étant donnée la différence 179529 des carrés de deux nombres entiers consécutifs, trouver ces deux nombres.
Réponse : 89764 et 89765.
II. Étant donnée la différence 241086781 des cubes de deux nombres entiers consécutifs , trouver ces deux nombres.
Réponse : 8964 et 8965,
III. Extraire la racine carrée du nombre 3956287,89 « moins de
Réponse :
RAPPORTS
DÉFINITIONS
1 . Le rapport arithmétique de deux quantités est la différence de ces quantités. Ainsi , le rapport arithmétique de 12 à 4 est (12—4) ou 8.
2. Le rapport géométrique de deux quantités est le rapport dé6ni précédemment (liv.3, déf.21).
Remarque. Lorsqu’on emploie le mot ra^/>or/ sans aucune autre indication , on entend parler d’un rapport géométrique.
5. Les deux quantités que l’on compare , en prenant le rapport de l’une à l’autre (déf. 1 et2), sont les deux termes du rapport. Le premier terme se nomme antécédent; le second , conséquent.
Pour écrire le rapport d’une quantité à une autre , on écrit le conséquent à la droite de l’antécédent, et on les sépare par un ou deux points, suivant que le rapport est arithmétique ou géométrique. Ainsi, le rapport arithmétique de 12 à 4 s’écrira 12.4, et le rapport géométrique de 6 à 3 s’écrira G : 3.
Pour énoncer un rapport écrit, on énonce successivement l’antécédent , le point ou les deux points eu disant est à , puis le conséquent. Ainsi, les rapports 12.4, 12:4 s’énoncent en disant douze est à quatre.
Remarque 1. Le rapport arithmétique de deux quantités étant la différence de ces quantités , les principes relatifs à une différence sont applicables au rapport arithmétique; donc
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1“ L'antécédent dun rapport arithmétique est égal au conséquent augmenté de ce rapport (liv. 1, déf.2, rem.).
2“ Lorsqu'on augmente ou qu'on diminue l'antécédent d'un rapport arithmétique d'une quantité, le rapport augmente ou diminue de cette quantité.
3” Lorsqu’on augmente ou qu’on diminue le conséquent d’un rapport arithmétique d'une quantité, le rapport diminue ou augmente de cette quantité.
ft.® Le rapport arithmétique de deux quantités ne change pas, lorsqu'on augmente ou qu’on diminue ses deux termes d'nne même quantité.
5° Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux termes d'un rapport arithmétique par un même nombre, le rapport est multiplié ou divisé par ce nombre (liv. 1, pr. 8 ; et 12, rem.).
Rem ARQUE 2. L’antécédent d’un rapport géométrique étant égal au produit du conséquent par ce rapport (liv. 3, déf. 21), les principes relatifs au quotient d’une division sont applicables au rapport géométrique ; donc
1° Lorsqu’on multiplie ou qu'on divise l'antécédent Æun rapport géométrique par un nombre, le rapport est multiplié ou divisé par ce nombre (liv. 1, pr. 16).
2° Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise le conséquent d’un rapport géométrique par un nombre, le rapport est divisé ou multiplié par ce nombre (liv.l, pr. 17).
3“ Un rapport géométrique ne change pas de valeur, lorsqu’on multiplie ou qu'on divise ses deux termes par un même nombre (liv.l, pr.l8).
PROPOSITION PREMIÈRE
La somme de plusieurs rapports arithinétiques 7 . 4 ,
est égale au rapport arithmétique
(4 + 5 + 3 ), qui a pour antécédent la somme des antécédents des rapports proposés, et pour conséquent la ^ somme de leurs conséquents.
^ 76 ABITHMÉTIQOE.
En effet, pour soustraire (4 + 5 + 3) de (7+9+8), il suffit de soustraire 4 de 7, 5 de 9 , 3 de 8 , et de faire la somme des restes ainsi obtenus (liv. l,déf. 2, rem. 2“et3“), de sorte qu’on a
(7-4) + (9-5) + {8-3) = {7+9+8)-(4+5+3) ou, autrement,
Corollaire. La différence (9.T)—(6À) de deux rapports arithmétiques est égale au rapport arithmétique (9— 6). (7— 4), qui a pour antécédent t antécédent du premier rapport moins celui du second, et pour conséquent le conséquent du premier rapport moins celui du second. Car, en ajoutant le second rapport (6.4) au rapport (9— 6). (7— 4), ainsi obtenu, on reproduit le premier rapport (9.7).
PROPOSITION II
Le produit de plusieurs rapports géométriques 6:2, 9:5, 8:4 est égal au rapport (6x9x8):(2x5x4), qui a pour antécédent le produit des antécédents des rapports proposés, et pour conséquent le produit de leurs conséquents.
En effet, pour diviser 6x9x8 par 2x5x4, il suffit de diviser 6 par 2, 9 par 5 , 8 par 4 , et de faire le produit des quotients ainsi obtenus (liv. 1, pr. 14 et 15); de sorte qu’on a
ou, autrement,
LIVRE V
CoROLLAiRE. quoticnt de la division d'un rapport géométrique (7:5) par un autre rapport géométrique (9 : 8) est égal au rapport géométrique : j), qui a pour antécédent l'antécédent du premier rapport divisé par celui du second , et pour conséquent le conséquent du premier rapport divisé par celui du second. Car, en multipliant le rapport (|•■|) par le second rapport (9:8), on reproduit le premier rapport (7:5).
PROPOSITION III
Pour élever un rapport géométrique ( 4 : 7 ) au carré ou au cube , il suffit d'élever ses deux tenues au carré ou au cube.
1“ Car le carré du rapport (4:7) est égal au rapport, qui a pour antécédent le produit 4 x 4 ou 4^, et poui‘ conséquent le produit 7x7 ou 7^ (pr. 2).
2° Car le cube du rapport (4 : 7) est égal au rapport , qui a pour antécédent le produit 4x4x4 ou 4'', et pour conséquent le produit 7x7x7 ou V.
Remarque. On prouverait de même que, en général, pour élever un rapport géométrique à la m^ puissance , il suffit délever ses deux termes à la m‘”^ puissance.
PROPOSITION IV
Pour extraire la racine carrée d’un rapport géométrique ( 9 : 16 ), dont les deux termes sont des carrés , il suffit d'extraire la racine carrée de chacun de ses termes.
Il s’agit de prouver que le rapport 3:4, qu’on obtient en extrayant la racine carrée des termes 9 et 16, est égal à la racine carrée du rapport 9 : 16.
Or, pour élever un rapport (3:4.) au caiTé, il suffit d’élever ses deux termes au cai’ré (pr. 3) ; donc on a
Remarque. On prouverait de même que pour extraire la racine cubique ou, en général, la racine Æun rapport géométrique dont les deux termes sont des cubes ou des puissances il suffit Æextraire la racine cubique ou la
racine de chacun de ses termes.
Corollaire. Lorsque les deux termes d'un rapport géométrique sont des carrés, des cubes ou , en général , des puissances ce rapport est un carré , un cube ou une puissance m^’’“.
PROPORTIONS
DÉFINITIONS
4. Une proportion est l’égalité de deux rapports arithmétiques ou géométriques.
ü. Une proportion arithmétique est l’égalité de deux rapports arithmétiques.
G. Une proportion géométrique est l’égalité de deux rapports géométriques.
7. I,a raison d’une proportion est l’un des deux rapports égaux qui forment cette proportion.
Pour écrire une proportion , on écrit l’un des rapports à la droite de l’autre, et on les sépare par deux ou quatre points, suivant que la proportion est arithmétique ou géométrique. Ainsi la proportion , formée des deux rapports 6.4, 9.7, s’écrit 6.4: 9.7; et la proportion, formée des deux rapports 6 : 3, 4:2, s’écrit 6:3::4 : 2.
Pour énoncer une proportion écrite , on énonce successivement le premier rapport , les deux ou quatre points en disant comme, puis le second rapport. Ainsi la proportion 6 : 3 :: 4 : 2 s’énonce six est à trois comme quatre est à deux.
LIVRE V
8. Dans une proportion 6;3::i:2, on nomme premifr antécédent, l’antécédent 6 du premier rapport; second antécédent, l’antécédent k du second rapport ; premier conséquent , le conséquent 3 du premier rapport ; deuxième conséquent, le conséquent 2 du second rapport.
Le premier terme 6 et le quatrième terme 2 sont les extrêmes; le second terme 3 et le troisième terme 4 sont les moyens.
9. Quatre quantités 6, 3, 4, 2 sont proportionnelles ou en proportion, lorsque le rapport 6:3 de la première à la seconde est égal au rapport 4 :2 de la troisième à la quatrième. On dit aussi , dans le môme cas, que les deux premières quantités sont en raison directe des deux autres.
10. Une quantité est quatrième proportionnelle à trois autres quantités , lorsqu’elle est égale au quatrième terme d’une proportion dont ces quantités sont les trois premiers termes. La quatrième proportionnelle à trois quantité^ prend le nom de quatrième arithmétique ou de quatrième géométrique, suivant qu’il s’agit d’une proportion arithmétique ou géométrique. Ainsi 3 est une quatrième arithmétique aux nombres 9, 7, 5; 2 est une quatrième géométrique aux nombres 6,3,4.
11. Quatre quantités 6, 3, 2, 4 sont inversement proportionnelles, lorsque le rapport 6 : 3 de la première à la seconde est égal au rapport 4 : 2 de la quatrième à la troisième, ou , autrement , lorsque le rapport de la seconde à la première est égal au rapport de la troisième à la quatrième. On dit aussi , dans le même cas, que les deux premières quantités sont en raison inverse des deux autres.
12. Une proportion est continue, lorsque les deux moyens sont égaux. Telles sont les proportions 9*.7:7.5, 9:6:: 6: qu’on écrit aussi t9.7.5 , H 9 : 6 : 4.
1 5. Une quantité est moyenne proportionnelle entre deux autres quantités, lorsqu'elle est égale au tenue moyen d’une proportion continue , dont ces deux quantités sont les extrêmes. La moyenne proportionnelle entre deux quantités
prend le nom de moyenne arithmétique ou de moyenne géométrique, suivant que la proportion dont il s’agit est ,-r-^ arithmétique ou géométrique. Ainsi 7 est une moyenne arithmétique entre 9 et 5; 6 est une moyenne géométrique entre 9 et h.
14. Une quantité est troisième proportionnelle à deux autres quantités , lorsqu’elle est égale au troisième terme d’une proportion continue, dont ces quantités sont les deux premiers termes. La troisième proportionnelle à deux quantités prend le nom de troisième arithmétique ou de troisième géométrique, suivant qu’il s’agit d’une proportion arithmétique ou géométrique.
Remarque. Il résulte des définitions 1, 2, 3, 4 et des axiomes 1 et 2 que :
1° Lorsque les conséquents d’une proportion sont égaux , les antécédents sont aussi égaux entre eux; et réciproquement.
2° Lorsque deux proportions ont un rapport égal, les deux autres rapports sont aussi égaux entre eux.
PROPOSITION V
On n’alth'c pas une proportion arithmétique , 1® lorsqu'on augmente ou quon diminue un extrême el un moyen d’une même quantité; 2® lorsqu’on multiplie ou qu on divise tous ses termes par un même nombre.
1° Trois cas peuvent se présenter, suivant que l’extrême et le moyen sur lesquels on opère sont les deux termes d’un môme rapport, les deux antécédents ou les deux conséquents.
’ Lorsqu’on augmente ou qu’on diminue tes deux termes d’un rapport d’une môme quantité, ce rapport ne change pas (déf. 3, rem. 1, 4®) ; donc on n’altère pas la proportion.
Lorsqu’on augmente ou qu’on diminue chaque antécédent d’une môme quantité, chacun des rapports augmente
LIVRE V
OU diminue de celte quantité (déf.3,reni. 1, 2°); donc les deux rapports sont encore égaux , et on n’a pas altéré la proportion.
Loi'squ’on augmente ou qu’on diminue chaque conséquent d’une même quantité , chacun des rapports diminue ou augmente de cette quantité (déf. 3,rem.l, 3°); donc les deux rapports sont encore égaux , et on n’a pas altéré la proportion.
2° En multipliant ou divisant tous les termes par un même nombre , on a multiplié ou divisé chacun des rapports par ce nombre (déf. 3, rem. t, 5") ; donc les rapports sont encore égaux, et on n’a pas altéré la proportion.
PROPOSITION VI
On n’altère pas une proportion géométrique , lorsqu’on multiplie ou qu’on divise un extrême et un moyen
par un même nombre.
Trois cas peuvent se présenter, suivant que l’extrême et le moyen sur lesquels on opère sont les deux termes d’un même rapport, les deux antécédents ou les deux conséquents.
1° Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise les deux termes d’un rapport par un même nombre , le rapport ne change pas (déf. 3, rem. 2, 3°); donc on n’a pas altéré la proportion.
2° Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise les antécédents par un même nombre, chacun des rapports est multiplié ou divisé par ce nombre (déf. 3,rem. 2, 1“) ; donc les deux rapports sont encore égaux, et on n’a pas altéré la proportion.
3" Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise les conséquents par un même nombre , chacun des rapports est divisé ou multiplié par ce nombre (déf. 3 , rem. 2, 2“) ; donc les deux rapports sont encore égaux , et on n’a pas altéré la proportion.
AltITHMETIUUE.
PROPOSITION VII
Dans toute proportion arithmétique 9. 5: 7. 3, la somme des extrêmes est égale à celle des moyens ; et réciproquement, quatre nombres 9, 5, 7, 3 sont en proportion arithmétique , lorsque la somme du premier et du quatrième est égale à celle du second et du troisième.
1“ En ajoutant aux deux termes de chaque rapport le conséquent de l’autre , on a (pr. 5) la nouvelle proportion
dans laquelle les conséquents 5+3 et 3+5 sont égaux; donc les antécédents 9+3 et 7 + 5 sont aussi égaux entre eux (déf. \h, rem. 1”).
2“ Il s’agit de prouver qu’on a la proportion 9 . 5 : 7. 3 . Ajoutant aux deux termes de chaque rapport le conséquent de l’autre , ce qui ne change pas sa valeur (déf. 3, rem. 1, on obtient les rapports
qui ont les mêmes conséquents, et dont les antécédents sont égaux par hypothèse ; donc ces deux rapports sont égaux , et il en est de même des rapports 9.5, 7.3 ; donc on a la proportion 9 . 5 : 7. 3.
Corollaire. Pour que quatre nombres soient en proportion arithmétique, il faut et il suffit que la somme du premier et du quatrième soit égale à celle du second et du troisième.
PROPOSITION VIII
Dans toute proportion géométrique 6 : 3 : ; 4 : 2, /e produit des extrêmes est égal à celui des moyens ; et réciproquement , quatre nombres 6, 3, 4 , 2 sont en proportion géométrique, lorsque le produit du premier par le quatrième est égal au produit du second par le troisième.
LIVUK V.
1® En multipliant les deux termes de chaque rapport par le conséquent de l’autre, on a (pr.6) la nouvelle proportion 6x2:3x2::4x3:2x3,
dans laquelle les conséquents 3x2 et 2x3 sont égaux; donc les antécédents 6x2 et 4x3 sont aussi égaux entre eux (déf. 14, i‘em. 1“).
2° 11 s’agit de prouver qu’on a la proportion 6: 3:: 4:2. Multipliant les deux termes de chaque rapport par le conséquent de l’autre, ce qui ne "change pas sa valeur (déf. 3, rem. 2, 3°), on obtient les rapports
qui ont les mômes conséquents, et dont les antécédents sont égaux par hypothèse ; donc ces deux rapports sont égaux , et il en est de môme des rapports 6:3, 4:2 ; donc on a la proportion 6 : 3 :: 4 : 2.
CoKOLLAiRE. PouT que quatre nombres soient en proportion géométrique, U faut et il suffit que le produit du premier par le quatrième soit égal au produit du second par le troisième.
PROPOSITION IX
Étant donnés trois termes quelconques d’une proportion arithmétique, trouver le quatrième.
Supposons que le terme inconnu soit un extrôme, et qu’il s’agisse de trouver la valeur du terme x dans la proportion 9.7:5. a;.
La valeur de x doit être telle que, ajoutée à l’extrôme 9, elle donne une somme égale à 7+5 (pr. 7); donc (7+5) — 9 = 3. En général, un quelconque des extrêmes d'une proportion arithmétique est égal à la somme des moyens diminuée de Vautre extrême.
On prouverait de môme que l'un quelconque des moyens est égal à la somme des extrêmes diminuée de Vautre moyen.
Remarque. Pour trouver la moyenne arifhmélique entre
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deux nombres 9 et 5 ou , autrement, le terme moyen de la proportion continue 9. a; : x.5 (déf. 13) , on observe que la somme des moyens ou le double de x est égale à la somme (9 + 5) des extrêmes; doncx=^=7. En général, la moyenne arithmétique entre deux quantités est égale à leur demi-somme.
PROPOSITION X
Étant donnés trois termes quelconques d’une proportion géométrique, trouver le quatrième.
Supposons que le terme inconnu soit un extrême, et qu’il s’agisse de trouver la valeur du terme x dans la proportion 6:3::V:a;.
La valeur de x doit être telle que multipliée par l’extrême 6 elle donne un produit égal à 3 X 4 (pr. 8) ; donca:=^ =2; en général, un quelconque des extrêmes dCune proportion géométrique est égal au produit des moyens divisé par Vautre extrême.
On prouverait de même que tun quelconque des moyens est égal au produit des extrêmes divisé par Vautre moyen. \
Remahqoe. Pour trouver la moyenne géométrique entre deux nombres 4 et 9 ou , autrement, le terme moyen de la proportion continue 4: a;:: a:: 9, on observe que le produit des moyens ou le carré de x est égal au produit 4x9 des extrêmes ; donc a: = |/4x9 = 6. En général , la mtryenne géométrique entre deux nombres est égale à la racine carrée de leur produit.
PROPOSITION XI
Les sommes qu’on obtient, en ajoutant entre eux les termes correspondants de plusieurs proportions arithmétiques 15 . 12 : 10 . 7 , 8 . 6 : 5 . 3 , sont en proportion arithmétique ; et la raison de celle proportion est égale à lu somme des raisons des proportions proposées.
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En effet, les rapports 15.12, 8.6 étant égaux respectivement aux rapports 10.7, 5.3', la somme (15 + 8). (12+6) des deux premiers rapports (pr. 1) est égale à celle des deux autres ; donc on a la proportion
dont la raison (15+8) .(12+6) est égale à la somme des raisons 15.12, 8.6 des proportions proposées (déf. 7).
Remarque. On prouverait de môme qu’on a la proportion (15-^8) . (12— 6) ; (10— 5). (7—3) ; donc les restes qu'on obtient, en retranchant les termes d’une proportion arithmétique des termes correspondants Æune autre proportion arithmétique , sont en proportion arithmétique; et la raison de celte proportion est égale à la différence des raisons des proportions proposées.
PROPOSITION XII
Les produits qu'on obtient , en multipliant entre eux les termes correspondants de plusieurs proportions géométriques, 8 : 5 : : 1 6 : 1 0 , 6 : 3 : : 4 ; 2, sont en proportion géométrique; et la raison de celte proportion est égale au produit des raisons des proportions proposées.
En effet, les rapports 8:5, 6:3, étant égaux respectivement aux rapports 16:10, ^ : 2, le produit 8x6: 5x3 des deux premiers rapports ( pr. 2 ) est égal à celui des deux autres ; donc on a la proportion
dont la raison 8x6: 5x3 est égale au produit des raisons 8:5, 6:3 des proportions proposées.
Remarque. On prouverait de même qu’on a la proportion donc te quotients qu'on obtient, en divisant les termes d'une proportion géométrique par les termes cor-
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respondants d'une autre proportion géométrique, sont en proportion géométrique; et la raison de cette proportion est égale au quotient de la division de la raison de la première par celle de la seconde.
PROPOSITION XIII
Les carrés des termes d'une proportion géométrique 10 : 5 ;: 6;3 sont en proportion géométrique; et la raison de cette proportion est égale au carré de la raison de la proportion proposée.
En effet, les rapports 10:5, 6:3 étant égaux, leurs carrés 100:25, 36:9 (pr.3) sont aussi égaux entre eux; donc on a la proportion 100:25:: 36:9, dont la raison 36 : 9 est égale au carré de la raison 6 : 3 de la proportion proposée.
Remarque. On prouverait de môme que : les cubes et , en général , les m^* puissances des termes d'une proportion géométrique sont en proportion géométrique ; et la raison de cette proportion est égale au cube ou à la m^ puissance de la raison de la proportion proposée (pr. 3).
PROPOSITION XIV
Les racines carrées des termes d'une proportion géométrique 1 00 : 25 : : 36 : 9 sont en proportion géométrique; et la raison de cette proportion est égale à la racine carrée de la raison de la proportion proposée.
En effet, les rapports 100 : 25 , 36 : 9 étant égaux , leurs racines carrées 10:25, 6:3 (pr. 4) sont aussi égales entre elles ; donc on a la proportion 10 : 5:: 6 : 3 , dont la raison 6:3 est égale à la racine carrée de la raison 36:9 de la proportion proposée.
UVHE V.
Remabque. On prouverait de même que : les racines cubiques et, en général, les racines des termes dune proportion géométrique sont en proportion géométrique ; et la raison de cette proportion est égale à la racine cubique ou de la raison de la proportion proposée (pr.4, rem.).
PROPOSITION XV
Donner aux termes dune proportion 6 ; 3 ;: 4:2 toutes les dispositions qui 7i altèrent pas cette proportion.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que quatre nombres 6, 3, 4, 2 soient en proportion géométrique étant que le produit du premier par le quatrième soit égal au produit du second par le troisième (pr. 8), on peut donner aux termes de la proportion 6:3:: 4:2 toutes les dispositions qui n’altèrent pas l’égalité entre le produit des extrêmes et celui des moyens.
Intervertissant l’ordre des moyens , on a la seconde proportion 6 : 4 :: 3 :2. Intervertissant l’ordre des extrêmes dans la première et dans la seconde proportion, on a une ti'oisième et une quatrième proportion. Intervertissant l’ordre des deux termes de chaque rapport dans les proportions
(I). (î), (3), {*), on obtient quatre nouvelles proportions qui, jointes aux quatre précédentes, forment les huit proportions
Corollaire. La proportion ( 2 ) comparée à la proportion (I) montre que dans toute proportion 6 : 3 :: 4 : 2 , rapport des antécédents est égal à celui des conséquents.
AHITIIMETIQÜE.
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PROPOSITION XVI
Lorsque deux proportions 6 : 3 :: 4 : 2 , 12 : 3 :: 8:2 ont les mêmes conséquents , leurs antécédents sont proportionnels.
Car, en intervertissant l’ordre des moyens dans chacune des proportions proposées, on a (pr. 15}.
Ces deux proportions ayant un rapport commun 3:2, les deux autres rapports donnent la proportion 6 : :: 12 : 8 (déf. 14, rem. 2'’).
Remarque. On prouverait de même que lorsque deux proportions ont les mêmes antécédents , leurs conséquents sont proportionnels.
PROPOSITION XVII
Dans toute proportion géométrique 6 : 3 :: 4 : 2 , la somme des deux premiers termes est au second ou au premier comme la somme des deux derniers est au quatrième ou au troisième.
l«Ona (6+3):3::(4+2):2.
Car, en augmentant chaque antécédent de son conséquent, on a augmenté chaque rapport d’une unité (liv. 1, pr. 12) ; donc les deux rapports sont encore égaux , et on n’a pas altéré la proportion.
2“ Ces deux proportions ayant les mêmes conséquents 3 et 2, leurs antécédents donnent la proportion
(6+3): 6:: (4 + 2): 4 (pr.l6).
LIVRE V
PROPOSITION XVIII
Dans toute proportion géométrique 6:3:: 4:2, la différence des deux premiers termes est au second ou au premier, comme la différence des deux derniers est au quatrième ou au troisième.
l»Ona (6-3):3::(4-2):2.
Car, en diminuant chaque antécédent de son conséquent, on a diminué chaque rapport d’une unité (liv.l, pr. 12, rem.) ; donc les deux rapports sont encore égaux, et on n’a pas altéré la proportion.
2° Ces deux proportions ayant les mêmes conséquents 3 et 2 , leurs antécédents donnent la proportion
(6-3): 6:: (4-2): 4 (pr.l6).
Corollaire. Les proportions (6 + 3):3::(4 + 2):2, ( 6 — 3 ) : 3 : : ( 4 — 2 ) : 2 , ayant les mêmes conséquents , donnent (6 + 3): (4 + 2):: (6—3) : (4—2) ; donc, dans toute proportion géométrique 6; 3 :: 4 :2 , la somme des deux premiers termes est à celle des deux derniers , comme la différence des deux premiers est à celle des deux derniers.
PROPOSITION XIX
Dans toute proportion géométrique G : 3 : : /i : 2 , la somme des antécédents est au second ou au premier antécédent, comme celle des conséquents est au second ou au premier conséquent.
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Intervertissant l’ordre des moyens, on a 6:ti-::3:2, d’où l’on déduit (pr. 17) les deux proportions
qui comparées à la proportion 6:3:; 4:2 démontrent le principe énoncé.
, Remarqde. La même proportion 6: 4:: 3:2 donne (6—4) : 4 : : (3-2) : 2 , (6-4) : 6 :: (3-2) : 3 (pr. 18) , et (6 + 4):(3 +2) ::(6— 4) :(3— 2) (pr. 18, cor.) ; donc, dans toute proportion géométrique 6 : 3 4 : 2 , la différence des antécédents est au second ou au premier antécédent , comme celle des conséquents est au second ou au premier conséquent; et la somme des antécédents est à celle des conséquents comme la différence des antécédents est à celle des conséquents.
PROPOSITION XX
Dans tonte proportion géométrique 6 : 3 :: 4 : 2 , la somme des antécédents est à celle des conséquents comme un antécédent quelconque est à son conséquent.
En effet, on a (6+4):6::(3+2):3 (pr. 19). Intervertissant l’ordre des moyens, il vient
(6 + 4):(3+2)::6:3 ou ::4:2.
Remarque. On prouverait de même que (6— 4):(3— 2) ::6:3 ou :: 4 :2 (pr. 19, rem.) ; donc, dons toute proportion géométrique la différence des antécédents esta
celle des conséquents comme un antécédent quelconque est à son conséquent.
PROPOSITION XXI
Dans une suite de rapports égaux 6 : 3 , 4 : 2 , 10 : 5 , 1 4 : 7 , la somme des antécédents est à celle des conséquents comme un antécédent quelconque est à son conséquent.
LIVRE V
En effet , les deux premiers rapports forment une proportion dans laquelle on a
(6+4):(3+2)::4:2(pr.20);
mais, par hypothèse, 4 : 2 : : 10 : 5 ; donc
Cette nouvelle proportion donne
(6+4+10):(3+2 + 5) :: 10 :5 (pr.20) ;
or 10:5 :: 14:7 ; donc
Enfin cette dernière proportion donne
(6+4+10 + 14):(3+2+5+7)::14:7 ou ::10:5,etc.
PROPOSITION XXII
Dans toute proportion géométrique 4:5::8 : 10, le produit des antécédents est à celui des conséquents comme le carré d'un antécédent quelconque est au carré de son conséquent.
On a les deux proportions
Multipliant les termes de la première par les termes correspondants de la seconde, il vient (pr. 12).
4 X 8 : 5 X 10 : : 8" : 10^ ou :: 4“: 5* (pr. 13).
Remarque. Soit 12:15 un troisième rapport égal aux premiers. En multipliant les termes de la proportion 4x8 : 5x 10 :: 4“ : 5* par les termes correspondants de la proportion 12:15::4:5, ou a 4x8xl2:5xl0xl5::4":5= ou ;:8’:10’ ou (pr. 13, rem.) , et ainsi de suite ; donc
dans une suite denrapports égaux, le produit des antécédents est à celui des conséquents comme la n^ puissance d'un antécédent quelconque est à la n^”“ puissance de son conséquent.
PROGRESSIONS
DÉFINITIONS
13. Une progression est une suite de quantités telles que le rapport de l’une quelconque de ces quantités à celle qui la précède immédiatement est constant.
16. La raison d’une progression est le rapport constant d’un terme à celui qui le précède immédiatement.
17. Une progression o?,\, urithmétique ou géométrique, suivant que sa raison est un rapport arithmétique ou géométrique. Ain.si, les nombres 3 , 5 , 7, 9 , 11 sont en progression arithmétique; et les nombres 3, 6, 12, 24, 48 sont en progi’ession géométrique. La première progression s’écrit t 3.5.7.9.11 ; et la seconde H3: 6 : 12:24:48.
Remarque. Une progression géométrique est croissante ou décroissante , suivant que la raison est plus grande ou plus petite que l’unité (liv. 3, déf. 9, rem. 2).
18. Insérer n moyens arithmétiques ou géométriques entre deux nombres donnés , c’est écrire , entre ces deux nombres , n nombres qui forment avec les deux premiers une progression arithmétique ou géométrique. Ainsi , en écrivant, entre 5 et 13, les nombres?, 9, 11, qui forment avec 5 et 13 la progression 75.7.9.11.13 , on a inséré trois moyens arithmétiques entre 5 et 13. En écrivant, entre 5 et 160 , les nombres 10 , 20 -, 40 , 80 , qui forment avec 5 et
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160 la progression Hô : 10 : iJO : 40 : 80 : 160 , on a inséré quatre moyens géométriques entre 5 et 160.
PROPOSITION XXIII
On n'aUère pas une progression arithmétique, 1° lorsqu'on augmente ou qu’on diminue tous ses, termes d'une même quantité; 2° lorsqu'on multiplie ou qu’on divise tous ses termes par un même nombre.
1° Car, en augmentant ou en diminuant deux termes consécutifs quelconques d’une même quantité , on n'a pas changé leur rapport arithmétique (déf. 3, rem. 1, 4°); donc tous les termes résultants forment une nouvelle progression arithmétique , qui a la môme raison que la première.
2” Car, en multipliant ou divisant deux ternies consécutifs quelconques par un même nombre, on a multiplié ou divisé leur rapport arithmétique par ce nombre (déf. 3, rem. 1,0"); donc tous les termes résultants forment une nouvelle progression arithmétique, dont la raison est égale à celle de la première, multipliée ou divisée par ce même nombre.
PROPOSITION XXIV
On n' altère pas une progression géométrique , lorsqu'on multiplie ou qu’on divise tous ses termes par un même nombre.
Car, en multipliant ou divisant deux termes consécutifs quelconques par un même nombre, on n’a pas changé leur rapport géométrique ( déf. 3 , rem. 2, 3" ) ; donc tous les termes résultants forment une nouvelle progression géométrique, (pii a la môme raison que la première.
PROPOSITION XXV
Dans toute progression arithmétique r2.5.8.1 1 .14. 17.20 , un terme de rang quelconque est égal au premier terme 2, augmenté de la raison 3 multipliée par le nombre des termes qui le précédent; et au dernier terme 20, diminué de la raison multipliée par le nombre des termes qui le suivent.
1“ En effet, le rapport arithmétique de 5 à 2 étant égal à 3, le second terme 5 est égal au premier terme 2, augmenté de la raison 3 ; pareillement , le troisième terme 8 est égal à 5 + 3 ou à2 + 3x2, le quatrième terme 11 est égal à 8+3 ou à 2 + 3x3 , et ainsi de suite.
2° Le rapport arithmétique de 20 à 17 étant égal à 3 , on a 17=20—3 ; on a de même 14=17—3 ou 14 = 20—3x2; 11 = 14—3 ou 11 = 20—3x3, et ainsi de suite.
Corollaire. Le rapport arithmétique d'un terme à l’un des termes précédents est égal à la raison multipliée par le nombre plus un des termes intermédiaires.
Car, en supposant , par exemple , que la progression commence au terme 5, on a 17=6+3x4 et, par suite, (17-5) ou (17.5)=3x4.
PROP.'OSITION XXVI.
Dans toute progression géométrique H 2 : 6 : 1 8 : 54 : 162:486:1458, un terme de rang quelconque est égal au premier terme 2, multiplié par la raison 3 élevée à une puissance dont le degré est égal au nombre des termes qui le précédent; et au dernier terme 1458 divisé par la raison élevée à une puissance dont le degré est égal au nombre des termes qui le suivent.
I.IVRE V
1" En effet, le rapport géométrique de 6 à 2 étant égal à 3 , le second terme 6 est égal au pi-emier terme 2 multiplié par la raison 3; pareillement, le troisième terme 18 est égal à 6x3 ou à 2x3^; le quatrième terme 54 est égal à 18x3 ou à 2x3% et ainsi de suite.
2“ Le rapport géométrique de 1458 à 486 étant égal à 3 , on a 486 = on a de même 162 = ou 162 = .
54 = ^ ou 54 = , et ainsi de suite.
ConoLLAiRE, Le rapport géométrique d'un terme à l’un des termes précédents est égal à la raison élevée à une puissance dont le degré est égal au nombre plus un des termes intermédiaires. Car, en supposant , par exemple , que la progression commence au tenue 6, on a 486 = 6 x 3^ et, par suite, ou (486: 6) = 3*.
PROPOSITION XXVII
Insérer 5 moyens arithmétiques entre deux nombres, 8 et 26.
Si l’on connaissait la raison de la progression demandée (déf. 17), on formerait tous les termes compris entre 8 et 26 en ajoutant cette raison successivement au premier terme 8, au second terme qui en résulte, et ainsi de suite. Mais 5 étant le nombre des moyens à insérer entre 8 et 26 , le rapport (26.8] ou 18 est égal à la raison multipliée par 6 (pr.25,cor.); donc la raison est égale à-^ ou 3; de sorte qu’on a
En général, pour insérer 2dusieurs moyens arithmétiques entre deux nombres donnés, on détermine la raison de la progression en soustrayant te premier nombre du second, et en divisant le reste par te nombre des moyens augmenté d'une unité.
PROPOSITION XXVIIl.
Insérer 5 moyens géométriques entre deux nombres , 3 et 192.
Si l’on connaissait la raison de la progression demandée (déf. 17), on formerait tous les termes compris entre 3 et 192 en multipliant par cette raison successivement le premier terme 3, le second terme qui en résulte, et ainsi de suite. Mais 5 étant le nombre des moyens à insérer entre 3 et 102, le rapport (192: 3) ou 64 est égal à la sixième puissance de la raison (pr.26, cor.) ; donc la raison est égale à
fi
V 64 ou 2, de sorte qu’on a
En général , pour insérer plusieurs moyens géométriques entre deux nombres donnés, on détermine la raison de la progression en divisant le second nombre par le premier, et en extrayant du quotient une racine dont le degré est égal au nombre des moyens augmenté d'une unité.
PROPOSITION XXIX
Lorsqu'on insère, entre deux termes consécutifs quelconques (rime progression arithmétûjue t2. 26. 50.74. 98, un même nombre 3 de moyens arithmétûjues , tous les termes résultants sont en progression arithmétique.
En elTet , on obtient ainsi une première progression arithmétique dont 2 et 26 sont les extrêmes (déf. 18) et dont la raison est égale à (pr. 27) , une seconde progression ai itlimétiquedonf 26 et 50 sont les extrêmes et dont la rai-
MVKE V.
son est égale à or 50-26 = 26-2 par hypothèse
(déf. 17); donc ; donc les deux progressions ainsi
obtenues ne font qu’une seule et môme progression dont 2 et 50 sont les extrômes; pareillement, la seconde et la troisième progression ne font qu’une seule et môme progression dont 26 et 74- sont les extrêmes, et ainsi de suite ; donc tous les termes résultants sont en progression arithmétique.
Réciproquement. Plusieurs termes 2, 26, 50... d’une progression arithmétique 72.8.14.20,26... sont en progression arithmétique, lorsqu’il existe un même nombre 3 de moyens entre le premier et le second, entre le second et le troisième , etc. Car le rapport arithmétique de 26 à 2 est égal à 6x(3 + l) (pr.25,cor.); celui de 50 à 26 est égal à 6 X (3+1), etc.; donc les termes 2, 26, 50... de la progression proposée forment une progression arithmétique dont la raison est 6 X (3 + 1) ou 24.
PROPOSITION XXX
Lorsqu’on insire, entre deux termes consécutifs quelconques d’une progression géométrique H7:112:1792; 28672:458752..., un même nombre 3 de moyens géométriques , tous les termes résultants sont en progression géométrique.
En effet, on obtient ainsi une première progression géométrique dont 7 et 112 sont les extrômes (déf. 18) et dont
la raison est égale à (pr. 28) , une seconde progression géométrique dont 112 et 1792 sont les extrômes et
dont la raison est égale à ^ P®*" hypo- * , +
thèse (déf. 17) ; donc V = k iii ; donc les deux progressions ainsi obtenues ne font qu’une seule et môme pro-
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pression dont 7 et 1792 sont les extrômes ; pareillement, la seconde et la troisième progression ne font qu’une seule et même progression dont 112 et 28672 sont les extrêmes , et ainsi de suite ; donc tous les termes résultants sont en progression géométrique.
Réciproquement. Plusieurs termes T, 112, 1792... d'une progression géométrique H7:14:28:56:112... sont en progression géométrique , lorsqu'il existe tin même nombre 3 de moyens entre le pretnier et le seeond, entre le second et le troisième, etc. Car le rapport géométrique de 112 à 7 est égal à 2* (pr. 26, cor.) ; celui de 1792 à1 12 est égal à 2^, etc. ; donc les termes 7, 112, 1792... de la progression proposée forment une progression géométrique dont la raison est 2* ou 16.
PROPOSITION XXXI
Dans toute progression arithmétique , la somme de deux termes également distants des extrêmes est égale à celle des extrêmes.
Considérons le («4-1)^’^ terme à partir de la gauche et le (m+ 1)^»« terme à partir de la droite. Le premier de ces deux tenues est égal au premier terme de la progression , augmenté de n fois la raison (pr.25); le (« + 1)^ terme à partir de la droite est égal au dernier terme de la progression, diminué de n fois la raison (pr.25]; donc la somme des deux termes proposés est égale à la somme des extrêmes augmentée et diminuée de n fois la raison , ou à la somme des extrêmes.
PROPOSITION XXXII
Dans toute progression géométrique , le produit de deux termes également distants. des extrêmes est égal au produit des extrêmes.
LIVHE
Considérons le {71 + 1)^""’ toi mc n partir de la gauche et le (n+ terme à partir de la droite, l.e premier de ces deux termes est égal au premier terme de la progression, multiplié par la n'"'*’ puissance de la raison (pr.20); le («-t-l)*'** terme à partir de la droite est égal au dernier terme de la progression, divisé par la puissance de la raison (pi*. 26) ;
donc le produit des deux termes proposés est égal au produit des extrêmes , multiplié et divisé par la puissance de la raison, ou au produit des extrêmes.
PROPOSITION XXXIII
La somme des termes d'une progression arithmétique n.1 0.1 3.1 6.1 9 est égale à la moitié du produit de la somme des extrêmes par le noinbre des ter /nés.
£n désignant par s la somme demandée , on a
s = 7 -1-10+134-16+19 et *=19+16+13 + 10+7;
donc s+s ou
sx2=(7 + 19) + (10 + 16) + (13 + 13) + (16+10) + (194-7);
or 10 et 16 étant également distants des extrêmes 7 et 19, la somme 10+16=7 + 19 (pr. 31); par la même raison, 13+13=7 + 19, 16 + 10=7 + 19, et ainsi de suite; donc
SX2=(7 + 19)X5 et * = = 65.
Reuxrque. Le dernier terme 19 étant égal à 7+8x4 (pr. 25), on a
(7 + 19)x5_{*tx2 + 3x4)x5.
donc la so/n/ne des termes d'une progression arithmétique est égale à la moitié du produit du nombre des termes par la
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somme qu'on obtient en ajoutant au double du premier terme
la raison multipliée par le nombre moins un des termes de la
progression.
PROPOSITION XXXIV
Le produit des termes d’une progression géométrique H3: 6: 12: 24: 48 est égal à la racine carrée du produit des extrêmes élevé à une puissance dont le degré est le nombre des termes de la progression.
En désignant par p le produit demandé, on a
p= 3 X 6 xl2x24xW et p = 48x24xl2x 6 X3;
doncpXp ou
pa= (3 X 48] X (6 X 24] X (12 X 12] X (24 X 6) X (48 X 3] ;
or 6 et 24 étant également distants des extrêmes 3 et 48, le produit 6x24=3x48 (pr.32]; par 1a même raison, 12x12 = 3 X 48, 24 X 6 = 3 X 48, et ainsi de suite ; donc
p^= (3x48)' et /) = l/(3x48)'
Remarque. Le dernier terme 48 étant égal à 3x2' (pr. 26], on a 3x48=3*x2' et (3x48]'=(3»)'x(2']'=3'®x2=*“; donc 1/(3 X 48]' = l/3'® X2*®= 3' X 2'® (liv. 4, pr. 22, cor.).
L’exposant 5 étant le nombre des termes de la progression , et l’exposant 10 la moitié du produit 5x4, fc produit des termes dune progression géométrique est égal au produit qui a pour facteurs le premier tfrme 3 élevé à une puissance dont le degré est le nombre des termes de la progression, et la raison 2 élevée à une puissance dont le degré est la moitié du produit du nombre des termes par ce même nombre diminué d’une unité.
LIVRE V
PROPOSITION XXXV
Trouver la somme des termes d' une progression géométrique croissante ou décroissante.
1“ Soit proposé de trouver la somme des termes de la progression
En désignant par s la somme demandée, on a 4 = 4 + 12+36 + 108 + 321.
Multipliant ces deux nombres égaux par la raison 3, il vient 4X3=4x3 + 12x3+36x3+108x3+324x3 4X3=12+36 + 108+324 + 324x3;
ou
donc
4X3—4 ou 4 x(3— l) = 324x3— 4
et, par suite, 4 = ^ = — - — = 2 =
En général , pour avoir la somme des termes d'une progression géométrique croissante , on multiplie le dernier terme par la raison, on soustrait de ce produit le premier terme et on divise le reste par la raison moins un.
2° En désignant par 4 la somme des termes de la progression
H324:108:36:12:4 dont la raison est | , on trouve
et, par suite,
•202 * AIUTHMÉTIQUE.
En général, pour avoir la somme des termes d'une progression géométrique décroissante, on diminue le premier terme du produit du dernier terme par la raison, et on divise le reste par l'unité moins la raison.
Remabqüe 1. Le dernier terme 324' de la progression r-4: 12: 36: 108: 324 étant égal à 4x3* (pr.26), on a
donc la somme des termes dtune progression géométrique croissante peut s'obtenir en retranchant (unité de la raison élevée à une puissance dont le degré est le nombre des termes de la progression , en multipliant le reste par le premier terme, et en divisant le produit par la raison tnoins un.
Remarque 2. Le dernier terme 4 de la progression ri 324 : 108 : 36 : 12 : 4 étant égal à 324 X (i)* (pr. 26), on a
X (i)* X î _ tl - (ï)‘l X
donc la somme des termes éCune progression géométrique décroissante peut s’obtenir en retranchant de l’unité, la raison élevée à une puissance dont le degré est le nombre des termes de la progression, en multipliant le reste par le premier terme et en divisant le produit par (unité moins la raison .
PROPOSITION XXXVI
Les sommes qu’on obtient, en ajoutant entre eux les termes correspondants de plusieurs progressions arithmétiques 15.12.19.26.33, t2.5.8.1 1 .14, sont enprogression arithmétique ; et la raison de cette progression est égale à la somme des raisons des progressions proposées.
En elTet, les rapports 19.12, 8.5 étant égaux respective-
LIVHE V.
mentaux rapports 12.5, 5.2 (déf. 16) , la somme (19+8). (12 + 5) des deux premiers rapports (pr. l)est égale à la somme (12+5). (5+2) des deux autres ; par la môme raison, le rapport (26+11). (19 + 8) est égal au rapport (19+8). (12 + 5), et ainsi de suite ; donc on a la proportion
7 ( 5 + 2 ). (12+5). (19+8).(26 + ll).(33+l-V),
. dont la raison (12 +5). (5 + 2) est égale à la somme des raisons des progressions proposées.
Rem.xhqle. On prouverait de même qu'on a la progression t( 5-2).(12-5).(19-8). (26-11). (33-14); donc les restes qu’on obtient en diminuant les termes d’une progression arithmétique des termes correspondants d’une autre progression arithmétique , sont en progression arithmétique ; et la raison de cette progression est égale à la différence des raisons des deux progressions j^Toposées (pr. 1, cor.).
PROPOSITION XXXVII
Les produits quon obtient, en multipliant entre eux les termes correspondants de plusieurs progressions géométriques ^ 2 : 6 : 1 8 : 54 : 1 02, H 5 : 1 0 : 20 : 40 : 80 , sont en progression géométrique ; et la raison de cette progression est égale au produit des raisons des progressions proposées.
En effet, les rapports 18:6, 20:10 étant égaux respectivement aux rapports 6:2,10:5 (déf. 16), le produit 18x20 :6xl0 des deux preaniers rapports (pr.2) est égal au produit 6x10:2x5 des deux autres; par la môme raison , le rapport 54 x 40 : 18 x 20 est égal au rapport 18 x 20 : 6 x 10 , et ainsi de suite; donc on a la proportion
dont la raison 6x10:2x5 est égale au produit des raisons des progressions proposées.
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Remarque. On prouv(yait de même qu’on a la progression ^ I • Quotients qu'on obtient , en divisant les termes d’une progression géométrique par les termes correspondants Æune autre progression géométrique, sont en progression géométrique ; et la raison de celle progression est égale au quotient de la division de la raison de la première progression par celle de la seconde (pr. 2, cor.).
PROPOSITION XXXVIII
Les carrés des termes d’une progression géométrique H 3 : 6 : 1 2 : 24 : 48 sont en progression géométrique; et la raison de cette progression est égale au carré de la raison de la progression proposée.
En effet, les rapports 6:3 , 12:6, 24:12... étant égaux, leurs carrés 36:9, 144:36 , 576:144... (pr.3) sont aussi égaux entre eux ; donc on a la progression
dont la raison 36 : 9 est égale au carré de la raison 6 : 3 de la progression proposée.
Remarque. On prouverait de même que : les cubes et , en général, les m^^ puissances des termes Æune progression géométrique sont en progression géométrique; et la raison de cette progression est égale au cube ou à la m‘"“ puissance de la raison de la progression proposée (pr. 3, rem.).
PROPOSITION XXXIX
Les racines carrées des termes d'une progression géométrique H 9 : 36 :1 44 : 576 : 2304 sont en progression géométrique ; et la raison de cette progression est égale à la racine carrée de la raison de la progression proposée.
I.IVRE V
En effet, les rapports 36:9, 144:36, 576:144... étant égaux, leurs racines carrées 6:3, 12:6, 24: 12... (pr. 4) sont aussi égales entre elles ; donc on a la progression «
dont la raison 6 : 3 est égale à la racine carrée de la raison 36 : 9 de la progression proposée.
Remarque. On prouverait de môme que : les racines cubiques et, en général, les memes des termes d’une progression géométrique sont eti progression géométrique; et la raison de cette progression est égale à la racine cubique ou jjième (a raison de la progression proposée (pr.4, rem.).
RÈGLES DE TROIS
DÉFINITIONS
19. La règle de trois est une règle par laquelle on trouve la valeur d’une inconnue au moyen d'une ou de plusieurs pi’oportions.
20. La règle de trois est simple ou composée, suivant qu’on fait usage d’une seule ou de plusieurs proportions.
Remarque. Supposons, par exemple, que 6 mètres de drap coûtent 80 francs, et qu’on demande le prix de 3 mètres de drap de môme qualité. 6“ étant double de S", 80' est double du prix de 3™; de sorte que, en désignant par x le nombre de francs demandé , on a la proportion 6:3::80:a;, d’où
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l’on tire a; = 40 (pr. 10). En général, l’énoncé d’nn problème qu’on résout au moyen d’une proportion comprend • deux quantités connues de môme espèce et deux quantités
de môme espèce dont une seule est connue.
21. La règle de trois simple est directe ou inverse , suivant que les deux quantités connues de môme espèce sont en raison directe ou inverse des deux autres quantités (déf.9 et 11).
RÈGLR DE TROIS SIMPLE DIRECTE
PROBLÈME PREMIER
S”,? de drap ont coûté 1 49‘,85 ; trouver le prix de O™, 6 de drap de même (ptalilé.
La quantité 3'",7 étant m fois plus grande ou plus petite que O”, 6 ou égale à m fois la partie de 9”,6, le prix 149', 85 de 3“,7 est m fois plus grand ou plus petit que le prix x' de ou égal à m fois la i/""’ partie de a,' ; donc le rapport de 149', 85 à x' est égal au rapport de 3"“, 7 à 9“‘,6 et on a la proportion
donc le prix demandé est 388',80. En général , la règle de trois simple directe (déf. 21) consiste à établir la proportion ; la première des deux quantités connues de même espèce est à la seconde comme la première des deux autres quantités est à l'inconnue du problème.
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RÈGLE DE TROIS SIMPLE INVERSE
PROBLÈME II
Une fontaine met 8 jours à remplir un bassin en coulant G*" b' par jour; combien mettrait-elle de jours à le remplir en coulant 9'' UW par jour?
La quantité Gi» 5' étant m fois plus grande ou plus petite que 9'* W ou égale à m fois la partie de D** W, le nombre 8 de jours que met la fontaine à remplir le bassin, en coulant 6'' 5' par jour, est m fois plus petit ou plus grand que le nombre x des jours qu’elle mettrait à le remplir en coulant 9*> kV par jour, ou égal à w fois la partie de x; donc le rapport de 8J à est l’inverse du rapport de G** 5' à 9'* W ou égal au rapport de 9'* W' à 6*‘ 5', et on a la proportion
9h4 V: 6"5':: 8 ix ou (liv. 3, prob. 6) 581:365; :8: x==
En général, la règle de trois simple inverse (déf.21) consiste à établir la proportion : la seconde des deux quantités connues de même espèce est à la première comme la première des deux autres quantités est à V inconnue du problème.
RÈGLE DE TROIS COMPOSÉE
PROBLÈME III
3 ouvriers ont fait en 4 heures 30 mètres d'ouvrage; combien 12 ouvriers, travaillant pendant 6 heures, feront-ils de mètres d’un autre ouvrage dont la difficulté est à celle du premier dans le rapport de 9 à k?
1" soLüTio.N, Après avoir disposé les données et l’inconnue de la manière suivante
proposons-nous d’abord de trouver combien 12 ouvriers, travaillant pendant 4 heures, feraient de mètres du premier ouvrage, ce qui revient à résoudre ce problème auxiliaire : 3 ouvriers ont fait 30 mètres cC ouvrage; combien 12 oMurim feront-ils de-mètres du même ouvrage? désignant para;, ce nombre de mètres, on a, par la règle de trois simple directe (prob.l),
Le nombre x, étant ainsi déterminé, proposons-nous de trouver combien 12 ouvriers, travaillant pendant 6 heures, feront de mètres du premier ouvrage, ce qui revient à résoudre ce problème : des ouvriers ont fait a;, mètres d'ouvrage en 4 heures; combien feront-ils de mètres en 6 heures? Désignant par a;, ce nombre de mètres , on a , par la règle de trois simple directe (prob. 1),
Le nombre a;, étant ainsi déterminé , proposons-nous de trouver combien 12 ouvriers, travaillant pendant 6 heures , feront de mètres d’un autre ouvrage dont la difficulté est à celle du premier dans le rapport de 9 à 4 , ce qui revient à résoudre ce problème : des ouvriers ont fait a;, mètres d? ouvrage; combien feront-ils de mètres d'un autre ouvrage dont la difficulté est à celle du premier dans le rapport de 9 à 4? Ce nombre de mètres étant x, on a , par la règle de trois simple inverse (prob. 2),
Di. ■ by GoogU
LIVRE V
Multipliant entre eux les termes correspondants des trois proportions ainsi obtenues, et supprimant les facteurs x, et communs aux deux derniei*s termes de la proportion résultante, on a (pr.l2)
3x4x9:12x6xV;:30:a: =
12x6xix30
3xtx9
En général, la règle de trois composée (déf. 20) consiste à trouver l'inconnue du problème au moyen dune ou de plusieurs inconnues auxiliaires qu’on détermine successivement par une règle de trois simple directe ou inverse.
2' soLüTioN. 3 ouvriers, travaillant pendant 1 heures, font le môme ouvrage que 3x4 ouvriers travaillant pendant 1 heure ; 12 ouvriers, travaillant pendant 6 heures , font le même onvrage que 12 X 6 ouvriers travaillant pendant 1 heure ; 30 mètres d’un ouvTage, dont la difficulté est représentée par le nombre 4 , exigent le môme travail que 30 X 4 mètres d’un ouvrage dont la difficulté est représentée par l’unité ; x mètres d’un ouvrage, dont la difficulté est représentée par le nombre 9, exigent le même travail que a:x9 mètres d’un ouvrage dont la difficulté est représentée par runité ; or la difficulté de l’ouvrage et la durée du travail sont les mômes dans les deux cas ; donc les nombres d’ouvriers sont en raison directe des nombres de mètres d’ouvrage, et on a
d’où l’on tire
Remarqüe. On peut aussi résoudre ce problème, ainsi que tous ceux qui se rapportent aux règles de trois (déf.19), par la méthode employée précédemment (liv.l,prob.3), à laquelle on donne ordinairement le nom de méthode de réduction à l'unité.
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PROBLÈME IV
3 ouvriers, travaillant 4 heures par jour, ont creusé, en 5 jours , un fossé de 20 métrés de longueur sur 1 5 mètres de largeur et 8 mètres de profondeur, la force de chaque ouvrier étant représentée par le nombre 3, et la difficulté du terrain par le nombre 5; trouver pendant combien d’heures par jour devront travailler h- ouvriers pour creuser en 6 jours un autre fossé, qui a 1 60 mètres de longueur sur ] 2 mètres de largeur et 1 0 mètres de profondeur, la force de chaque ouvrier étant représentée par le nombre 4, et la difficulté du terrain par le nombre 3.
1" SOLUTION. Disposant les données et l'inconnue x du problème comme précédemment (prob. 3)
4» 160'» 12'“ IOp 4' 3'',
et désignant par x, , x,... , les inconnues auxiliaires, on a les proportions (prob. 3, 1” sol.).
Xf,\ X, puis la proportion déOnitive
4x6x20x 15x8x4x5 :3x5xl60xl2xl0x3x3::4:a;.
d’où l’on tire
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2' SOLUTION. Des raisonnements analogues à ceux qu’on a faits pour résoudre le problème précédent (prob. 3,2' sol.) conduisent à la proportion
3x4x5x3:4xxx6x4::20x 15x8x5:160x12x10x3,
d’où l’on tire
3xVx5x3x 160x12x1 0x3 /i.x6x4x 20x15x8x5
RÈGLES D’INTÉRÊT
DÉFINITIONS
22. On nomme intérêt ce que rapporte un capital placé pendant un certain temps.
25. Le taux est l’intérôt de 100 francs placés pendant un temps déterminé.
Remaroue. Ce temps est une année toutes les fois qu’on n’exprirne pas le contraire. Ainsi, placer un capital à 5 pour 100 signitie placer un capital de manière que 100 francs prêtés pendant une année rapportent 5 francs.
24. L’intérêt est composé ou simple suivant qu’il porte ou non lui-même intérêt.
Remarque 1. Dans tous les problèmes relatifs aux intérêts composés, on supposera que l'intérêt s’ajoute au capital, seulement à la ûn de chaque année , pour porter lui-même intérêt.
Remarque 2. Lorsqu’on prend l’intérêt simple d’un capital pour un certain nombre de mois ou de jours, on regarde un mois comme la 12' partie d’une année et un jour comme la 360' partie d’une année.
Remarque 3. Deux capitaux , placés pendant le même temps et au même taux, sont en raison directe de leurs intérêts. Car, le premier capital étant m fois plus grand ou plus petit que le second ou égal à m fois la partie du second , l’intérêt du premier capital est m fois plus grand ou plus petit que celui du second ou égal à m fois la w'’*’ partie de l’intérêt du second.
2^■2 arithmétique. —
On voit de même que hs intérêts simples de deux sommes égales, placées au même taux et pendant des temps inégaux, sont en raison directe des temps.
23, La valeur d'un capital, au bout d'un certain temps , est le résultat qu’on obtient en ajoutant à ce capital l’intérêt qu’il a rapporté pendant ce temps.
RÈGLES D’INTÉRÊT SIMPLE
PROBLÈME V
Trouver l’mtérêt simple du capital 1 854 ' placé petv dant 3 ans à 6 pour ^ 00 .
Disposant les données et l’inconnue x du problème de la manière suivante
on observe que 1 854' , placés pendant 3‘, rapportent le môme intérêt x' que 1854' x3, placés pendant 1*. Les deux capitaux 100' et 1854' X 3, étant placés pendant le même temps et au môme taux , sont eu raison directe de leurs intérêts C' et x' (déf. 25, rem. 3); donc on a la proportion
ÎÔÔ '
donc l’intérêt demandé est 333' ,72. En général, powr trouver l’intérêt simple d'un capital , placé pendant un nombre entier d'années, on établit la proportion 100 est au capitalmultiplié par le nombre des années comme le taux est à l'intérêt du capital.
Remarque. La môme règle sert à résoudre les problèmes suivants où l’on prend successivement pour inconnue le taux, le nombi’e des années et le capital.
ix3:: a;: 333,72; a
2° Pendant combien d! années faut-il placer 1854' à (spour 100, pour obtenir 333', 72 d'intérêt simple ?
3“ Quel capital faul-il placer pendant 3* à 6 poiir 100, pour obtenir 333', 72 d’intérêt simple ?
PROBLÈME VI
Trouver ce que vaudra le capital 1854 ', placé pendant 3 *, à 6 pour ]00 , à la fin de la troisième année.
On détermine, comme précédemment (prob. 5), l’intérét du capital proposé, puis on ajoute cet intérêt au capital , ce qui donne 2187',72.
PROBLÈME VII
A quel taux faut-il placer le capital 1854 *, pendant 3 % pour qu’il vaille 21 87', 72 à la fin de la troisième année.
En retranchant 1854' de 2187',72, on obtient un reste 333',72 qui est l’intérêt du capital proposé, placé pendant 3" au taux demandé ; donc on déterminera ce taux par la règle précédente (prob. 5), en posant la proportion
Iü0:1854x3::a;:333,72; d’où l’on tire x — Q.
AHlTHMETiyUE.
PROBLÈME VIII
Pendant combien d’années faut-il placer le capital 1854', à 6 pour 100, pour qu’il vaille 21 87', 72 à la fin de la dernière année ?
En retranchant 1854-' de 2187', 72 on obtient un reste 333', 72 qui est l'intérôt du capital proposé , placé à 6 pour 100 pendant le temps demandé ; donc on déterminera ce temps par la règle précédente (prob. 5), en posant la proportion
xa;:; 6: 333,72; d’où l’on tire x = Z
PROBLÈME IX
Trouver l’intérêt simple du capital 1 854' placé pendant 1 5 mois à 6 pour 1 00.
Disposant les données et l’inconnue x du problème de la manière suivante
on observe que 100', placés pendant une année ou 12 mois (déf. 24, rem. 2), rapportent le môme intérêt 6' que 100* x 12 ou 1200' placés ]>endant un mois, et que 1854', placés pendant 15 mois, rapportent le même intérêt x’ que 1854' X 15 placés pendant un mois. Les deux capitaux 1200' et
1854' X 15, étant placés pendant le même temps et au môme
taux, sont en raison directe de leurs intérêts (déf. 24, rem. 3); donc on a la proportion
LIVUE V.
donc l’intérêt demandé est 139', 05. En générai , pour trouver l’intérêt simple d’un capital placé pendant un nombre entier de mois, on établit la proportion 1200 est au capital multiplié par le nombre des mois comme le taux est à l’intérêt du capital.
RE.VIARQÜE. La môme règle sert à résoudre tous les problèmes analogues à ceux qu’on a résolus en supposant que le temps était un nombre entier d’années (prob. 5, rem. 1", 2% 3° et prob. 6,7,8).
PROBLÈME X
Trouver l' intérêt simple du capital 1 854', placé pendant 3\0 jours à 6 pour 100.
Disposant les données et l’inconnue x du problème de la manière suivante
on observe que 100', placés pendant une année ou 360 jours (déf.24,rem.2), rapportent le môme intérêt 6' que 100' x360 ou 36000' placés pendant un jour; et que 1854', placés pendant 310 jours, rapportent le môme intérêt x’ que 1854' X 310 placés pendant un jour. Les deux capitaux 36000' et 1854' X 310, étant placés pendant le môme temps et au môme taux, sont en raison directe de leurs intérêts 6' et a;' (déf, 24, rem. 3); donc on a la proportion
donc l’intérêt demandé est 95',79. En général , pour trouver [intérêt simple d’un capital placé pendant un nombre entier de jours, on établit la proportion 36000 est au capital multiplié par le nombre des jours comme le taux est à i’mtérét du capital.
Remarque 1., La môme règle sert à résoudre tous les problèmes analogues à ceux qu’on a résolus en supposant que le temps était un nombre entier d’années (prob. 5, rem. 1”, 2“, 3“ et prob. 6, 7, 8).
Remarque 2. On voit par la valeur de x que ,
four trouver V intérêt simple (Tun capital placé à 6 pour 100 pendant un nombre entier de jours, il suffit de multiplier le capital par le nombre des jours et de diviser le produit par 6000. La même règle appliquée 5 chacun des taux 5% 4', 3', 2', se modifie en prenant pour diviseurs correspondants) à ces taux les nombres 7200 , 9000 , 12000 , 18000 , 36000.
PROBLEME XI
Deux commerçants conviennent d’arrêter leur compte
1 8 tnai 1 847. Le premier a reçu du second 1 " 3000' en marchandises, payables le 7 mars 1846; 2” 6000' en espèces le avril 1 846; 3° 9000' ère marchandises, payables /c 1 0 janvier 1 847. Le second a reçu du premier 1” 1500' ère marchandises, payables /e 14 février 1846; 2" 4500' en espèces le 25 juin 1846; 3° 5400' en marchandises payables le 5 janvier 1 847 ; trouver ce que l'un cFeux doit à l'autre à l’époque convenue, en tenant compte des intérêts simples à 6 pour 100.
Faisant d’abord abstraction des intérêts , on voit que le premier a reçu du second (3000' + 6000' +9000') ou 18000', et que le second a reçu du premier (1500' +4500' + 5400') ou 11400'; donc le premier doit au second (18000'— 11400') ou 6600'. Mais les 3000' payables le 7 mars 1846 ont porté inb'+êt depuis CÆtte époque jusqu’au 18 mai 1847 ou pendant 437 jours ; donc cet intérêt est égal à “-^'00^ '
RÈGLES D’INTÉRÊT COMPOSE
PROBLÈME XII
Trouver l’intérêt composé du capital 180ü0';;/acc pendant 3 ans à 5 pour 100.
Puisque 100' rapportent 5' par an , 100' placés pendant une année valent (100' + 5') ou 105' à la fin de cette année ; donc l' vaut ou |i' ou 1' x à la fin de la première année; donc pour obtenir la valeur d’un capital quelconque au bout d’une année , il suffit de multiplier ce capital par 1^. Cela étant, le capital l'x|^, placé pendant la deuxième année, vaudra l'x|jx|^ ou l'x(|^)* à la lin de celte année, et le capital t'x(|^)^, placé pendant la troisième année, vaudra l'x(fj)^x|^ ou l'xfij'l’ à la fin de cette année;
AHirtlMETigUE.
donc 18000' vaudront 18000' x (f^) ' ou 20837', 25 à la fin de la troisième année ; donc l’intérêt demandé est (20837', 25 -18000') ou 2837' ,25.
En général, pour trouver l’intérêt composé d'un capital placé pendant plusieurs années, on cherche le rapport de la valeur de 100' au bout d’un anà 100', on multiplie le capital proposé par ce rajjport élevé à une puissance dont le degré est égal au nombre des années, ee qui donne la valeur du capital à la fin de la dernière année, puis on retranche de cette valeur le capital proposé.
Reuahqüe. On pourrait aussi chercher l’intérêt 000' de 18000' placés pendant la première année, en posant la proportion 100;18000::5:iC (prob.5), ajouter cet intérêt à 18000', ch(!rcher l’intérêt 945' du capital 18900' qui en résulte, ajouter 945' à 18900', chercher l’intérêt 992',25 du capital 19845' qui en résulte, ajouter 992' ,25 à 19845', puis retrancher 18000' de la valeur 20837', 25 de 18000' à la fin de la troisième année.
PROBLÈME XllI.
Trouver le capital qu’il faut placer à 5 pour 100 et à intérêt composé , pendant 3 ans , pour qu’il vaille 20837', 25 O la fin de la troisième année.
Si l’on connaissait ce capital, en le multipliant par on obtiendrait sa valeur 20837',25 à la fin de la troisième année (prob.l2) ; donc en divisant 20837',25par (fj)’, le quotient 18000' sera le capital demandé.
PROBLÈME XIV
Trouver l’intérêt composé du capital iSOOO' placé .pendant 3* 320’ à 5 pour 100.
LIVKE V.
En multipliant 18000' par (|^)^ on obtient la valeur 20837',25 de ce capital à la lin de la troisième année (prob. 12). Pour avoir l’intérêt simple de 20837', 25 pendant 320 jours , on multiplie 20837', 25 par 320 et on divise le produit par 7200 (prob. 10, rem. 2), ce qui donne 926', 10 ; donc (20837',25+926',10) ou 217C3',35 est la valeur de 18000' au bout de 3* 320) , et l’intérêt demandé est(21763',35 -18000') ou 3763',35.
En général, pour trouver l’intérêt composé (T un capital placé pendant un certain nombre d'années et de Jours, on cherche la valeur du capital à la fin de la dernière année , puis t intérêt simple de cette valeur pendant le nombre des jours; on ajoute cet intérêt au capital correspondant et on retranche de la somme le capital proposé.
Re-mahque 1. On peut aussi résoudre ce problème de la manière suivante : la valeur de 1' à la fln de la troisième année étant l' x (|^)’, on cherche l’intérêt^' de fplacé pendant 320) (prob. 10, rem. 2) ; on ajoute l'à^'ce qui donne l'x||, d’où l’on conclut que la valeur de 1' au bout de 3* 320) est l'x(|i)''x^ et, par suite, que la valeur de 18000' au bout de 3* 320) est 18000' x(|^)’xfj ou 21763'35; donc (21763',35— 18000'j ou 3763',35 est l’intérêt demandé.
Remarque 2. On trouverait de môme l’intérêt composé d’un capital placé pendant un certain nombre d’années et de mois.
PROBLÈME XV
Trouver le capital qu'il faut placer à ô pour 100 et à intérêt composé, pendant 3 “ 320 ', pour qu’il vaille 21763',35 à la fin du dernier jour.
Si l’on connai.ssait ce capital , en le multipliant par (ïo)^^fo« on obtiendrait sa valeur 21763', 35 au bout de 3” 320) (prob. H, rem. 1 ) ; donc en divisant 21763', 35 par (foX ^lo* quotient 18000' sera le capital demandé.
AlUTHHETlQüE.
BÈGLES D’ANNUITÉS.
DÉFINITIONS
26. Un placement par annuités est celui par lequel l’emprunteur s’engage à rembourser le capital avec ses intérêts au moyen de plusieurs paiements effectués successivement à la fin de chaque année.
27. Chaque paiement effectué à la fin d’une année est une annuité.
PROBLÈUE XVI.
Une personne emprunte 50440' qu’elle s'engage à rembourser avec l’intérêt composé à 5 pour 100, au moyen de trois paiements égaux effectués successivement à la fin de chaque année; trouver la valeur de l'annuité.
Désignons par x l'annuité ou la somme inconnue que l’emprunteur doit payer à la fin de chaque année (déf. 27). Le premier paiement x, qui doit être effectué à la fin de la première année, vaudra la fin de la troisième
année (prob. 12) ; le deuxième paiement x , qui doit être effectué à la fin de la deuxième année, vaudra à la fin de la troisième année ; enfin le troisième paiement x , qui doit être effectué à la fin de la troisième année, vaut x à la fin de cette année ; donc en supposant que tous les paiements ne soient effectués qu’à la fin de la troisième année, l’emprunteur devra donner
mais, dans cette hypothèse, sa dette est évidemment la valeur 50440' x (|i)’ du capital 50440' à la fin de la troisième année ; donc
LIVRE V
^x[l+lïï + (l7)*] = 504Wx(|i)’,
50W0'x(H)’ 50'»Wx9261
l+lïï+(lïf ~ 8000 + 8400 + 882Ô'~^^^^'^‘
En général , lorsque les annuités sont égales et que le capital est placé à intérêt composé , la valeur de l’annuité s'obtient en divisant la valeur du capital à la fin de la dernière année par la somme composée de t unité , du rapport de la valeur de 100' au bout d’un an à 100', du carré de ce rapport et ainsi de suite jusqu’à la puissance de ce rapport, dont le degré est égal au nombre moins un des années.
PROBLÈME XVII
Une personne emprunte un capital qu’elle rembourse en 3 ans avec l'intérêt composé à 5 pour 100, en payant 18522' à la fin de chaque année ; trouver la valeur de ce capital.
Si l’on connaissait ce capital, en le multipliant par (f^)* on aurait (prob. 16) un produit égal à 18522' X [1 + fj + donc, en divisant 18522' x[l+||+(|^)“] par le quotient 50440' sera le capital demandé.
Rkmarqüe. Ce problème et le précédent se résolvent d’une manière analogue, lorsqu’on place le capital à intérêt simple, et lorsque les annuités, étant inégales, ont entre elles des rapports donnés.
RÈCLES D’ESCOMPTE.
DÉFINITIONS
28. On nomme escompte la remise faite sur une somme payable au bout d’un certain temps, et qu’on touche avant son échéance.
222 ARITIIMÉTIOCE.
29. L’escompte en dehors est l’intérêt que rapporterait la somme qu’on touche actuellement, si elle était placée depuis l’époque du paiement jusqu’à celle de l’échéance, .\insi l’escompte en dehors, à 5 pour 100, de 105' payables dans un an est l’intérêt 5', 25 de 105' placés pendant une année à 5 pour 100.
En général, l’escompte en dehors se détermine par une règle d’intérêt simple (prob. 5, 9, 10).
30. La valeur actuelle d’une somme payable au bout d'un certain temps est le capital qui, placé pendant ce temps, acquiert une valeur égale à la somme proposée (déf.25). Ainsi la valeur actuelle de 105' payables dans un an , à 5 pour 100, est 100'.
31. L’escompte en dedans d’une somme, payable au bout d’un certain temps , est l’intéi êt de sa valeur actuelle (déf. 30) ou, autrement, l’excès de la somme proposée sur sa valeur actuelle. Ainsi l’escompte en dedans, à 5 pour 100, de 105' payables dans un an, est l’intérêt de 100' placés pendant un an à 5 pour 100, c’est-à-dire 5' ou 105'— 100'.
Remarque 1. Il résulte de ces définitions (29,30,31) que l’escompte en dehors d’une somme payable au bout d’un certain temps est égal à l’escompte en dedans de la môme somme, augmenté de l’intérêt de l’escompte en dedans. Ainsi, dans l’exemple proposé, l’escompte en dehors 5',25 de 105' est égal à l’escompte en dedans 5' de la même somme, augmenté de l’intérêt 0',25 de 5' placés pendant une année à 5 pour 100.
Remarque 2. Dans les règles d’escompte on n’a égard qu’à l’intérêt simple, à moins que l’énoncé du problème n’exprime qu’il s’agit d’un intérêt composé.
PROBLÈME XVIII
Trouver l'escompte en dedans, à G pour 100 , de 4745',25 payables dans jours.
LIVRE V
L’inférét de 100' en ^^27i étant ou 5', 45 (prob. 10,
rem. 2), la valeur de 100' au bout de 327i est 105', 45 (déf.25)ou, autrement, 100' est la valeur actuelle de 105', 45 payables dans 327J (déf. 30) ; donc , en désignant par x la valeur actuelle de 4745',25, on aura (prob.l) la proportion
Retranchant 4500' de 4745,25, le reste 245' ,25 est l’escompte demandé.
En général, 'pour trouver l'escompte en dedans d'une somme payable dans un temps donné, on cherche fa valeur de 100' au bout de ce temps, on détermine la valeur actuelle de la somme proposée en écrivant la proportion ; la valeur de 100' au bout du temps donné est à la somme proposée comme 100 est à cette valeur actuelle, puis on soustrait le résultat obtenu de la somme proposée.
Remahoue. On pourrait aussi déterminer l’escompte 245',25 en posant la proportion 105, 45:4745, 25;:5',45:a; (prob. 1) ou, en général, la valeur de 100', au bout dutemps donné, est à la somme proposée comme l'intérêt de 100', placés pendant ce même temps, est à l'escompte demandé.
Les autres problèmes qu’on peut se proposer sur l’escompte en dedans, en prenant successivement pour inconnue le temps, la somme escomptée et le taux de l’escompte, se résolvent par une des ti’ois règles d’intérêt simple (prob. 5, 9, 10).
RÈGLES DE SOCIÉTÉ
DÉFINITIONS
52. On nomme règle de société une règle par laquelle on partage entre plusieurs associés le bénéfice ou la perte qui résulte de leur association ou, plus généralement, une règle par laquelle on partage un nombre en parties proportion-
iieilcs à des nombres donnés qu’on appelle nombres proportionnels.
55. La règle de société est simple , lorsque les nombres proportionnels sont donnés explicitement dans l’énoncé du problème.
54. La règle de société est composée, lorsque les nombres proportionnels ne sont donnés qu’implicitement dans l’énoncé du problème.
RÈGLE DE SOCIÉTÉ SIMPLE
PROBLÈME XIX
Partager 900' en 3 parties proportionnelles aux nombres 4, 7, 9.
Désignant par x, y, s tes parties de 900 proportionnelles aux nombres 4, 7, 9 , on a la suite de rapports égaux
d’où l’on déduit (pr.21)
(4 + 7 + 9);(a; + y + c):;4:a’::7;y::9:s ; or 4+7 + 9 = 20 et x+y+z = 900 ; donc
4:a: = 45x4 = 180 20:900 ou 1:45:: 7:y = 45x7=315 9: s = 46x9 =405
de sorte que les 3 parties demandées sont 180', 315', 405'.
En général, pour partager un nombre en parties proportionnelles à des nombres donnés, on écrit les proportions : la somme des nombres proportionnels (déf. 32) est au nombre à j
partager comme chacun des nombres proportionnels est à la I
RÈGLE DE SOCIÉTÉ COMPOSÉE
PROBLÈME XX
Trois personnes se sont associées : la première a avancé 300' quelle a retirés au bout de 2 mois; la seconde 500' qu’elle a retirés au bout de 3 mois; la troisième 700' qu’elle a retirés au bout de 5 mois; le gain total est 1 400' ; trouver le gain de chaque associé.
300' placés pendant 2“ rapportent le même intérêt que 300' X 2 ou COO' placés pendant l"" ; 500' placés pendant 3“ rapportent le môme intérêt que 500' x 3 ou 1500' placés pendant 1“; 700' placés pendant 5‘" rapportent le môme intérêt que 700' x5 ou 3500' placés pendant 1“. Les mises GOO', 1 500', 3500', ayant été placées pendant le même temps, sont proportionnelles aux gains correspondants , de sorte q*e le problème est ramené à celui-ci : partager 1100 en 3 parties x , y, z proportionnelles aux nombres 600, 1500, 3500, ou aux nombres 6, 15, 35. Cela étant, la règle de société simple (prob. 19) donne
(6 + 15 -1-35): 1400 ou 56:1400
OU
= 875 Ï4ÔÔ
En général , la règle de société composée consiste à résoudre le problème proposé par la règle de société simple, en déterminant d'abord les nombres proportionnels.
AimmiKTIQIÎE. '
PROBLÈME XXI
Trois ouvriers, travaillant ensemble, ont fait 51“,7 d’ouvrage; le premier, travaillant seul, ferait tout l’ouvrage en 3 heures; le second, en 4 heures; le troisième, en 5 heures; trouver combien chaque ouvrier a fait de mitres d’ouvrage.
Le premier, faisant 51“,7 en 3'*, ferait en l'>; on voit de même que le second, travaillant seul , ferait en l**, et que le troisième ferait en l**; donc , si l’on connaissait le nombre des heures qu’ont mis les trois ouvriers à faire ensemble les 51“,7 d’ouvrage, en multipliant par ce nombre les quantités on aurait les
nombres de mètres faits par chacun des ouvriers ; donc ces nombres sont entre eux comme les fractions 7, | ou comme les nombres entiers 20,15, 12 qu’on obtient en réduisant ces fractions au même dénominateur et en supprimant ce dénominateur; de sorte que le problème proposé est ramené à celui-ci : partager 51,7 en trois parties proportionnelles aux nombres 20, 15, 12. En désignant para;, y, Z les parties correspondantes aux nombres 20, 15, 12, on aura (prob. 19)
(20 + 15+12) ou 47:51,7::
donc le premier ouvrier a fait 22“' d’ouvrage; le second I6'",5 et le troisième 1.3” ,2.
I.IVRE V
•>iî
PROBLÈME XXII
Trois fontaines , coulant ensemble , ont rempli un bassin ; la première , coulant seule, le remplirait en 3 heures ; la seconde , en 4 heures ; la troisième , en 5 heures ; trouver quelle partie du bassin a été remplie par chaque fontaine. *
Puisque la première fontaine, coulant seule, remplirait le bassin en 3'>, elle en remplirait i en li*; on voit de môme que la seconde, coulant seule , remplirait \ du bassin en Ih, et que la troisième en remplirait i en Ih; de sorte que, si l’on connaissait le nombre des heures que les trois fontaines , coulant ensemble , ont mis à remplir le bassin , en multipliant les fractions ^,7, par ce nombre, on aurait les parties du bassin remplies par les trois fontaines; donc C(!S parties sont entre elles comme les fractions 7, 7 , 7 ou comme les nombres entiers 20, 15, 12, et le problème est ramené <à celui-ci : partayer l'unité en trois parties x , y, z , proportionnelles aux nombres 20, 15, 12. Cela étant, la règle de société simple donne
(20-M5+12)ou47:l::
donc la première fontaine a rempli les ^ du bassin , la seconde en a rempli les 77 , et la troisième les t|-.
PROBLÈME XXIII
Partager 91 5 en trois parties telles que la seconde soit les — de la première, et la troisihne les — de la seconde.
. AKITHMKTIVUE.
Li' nombre proportionnel correspondant à la premièi-e part étant pris égal à 1 , celui qui correspond à la seconde sera j et celui qui correspond à la troisième sera |x {ouf ; de sorte que le problème est ramené à celui-ci : partager 915 trois parties x, y, z proportionnelles aux nombres 1, f, f ou aux nombres 28 , 21, 12. Cela étant , la règle de société simple donne
(28+21 + 12) ouCl;915::
PROBLÈME XXIV
Partager 91 5 en trois parties telles que la seconde soit fl la première comme 3:4, et la troisième à la seconde comme 4:7.
En désignant par x ,y, z \a première , la seconde et la troisième des parties demandées, on aura y:æ:;3:4, z:y.-.k\l et, par suite, y—xy.^, z = yy\, ce qui ramène le problème à celui-ci : partager 915 en trois parties telles que la seconde soit les f de la première, et la troisième les f de la seconde (prob. 23).
PROBLÈME XXV
Une personne laisse par testament 248000' à ses trois enfants , sous la condition que leurs, parts soient inversement proportionnelles à leurs âges 10®, 15®, 25®; trouver la part de chaque héritier.
En désignant par x , y, z les parts correspondantes aux .Iges 10*. 15‘, 2.5*, il faudra qu’on ait y:j:::10:15 ou
LIVHE V.
:: 2 : 3 et s : a;:: 10: 25 OU :: 2: 5, ce qui ramène le problème à celui-ci : partager 248000 en trois parties x, y, ’l telles que la seconde soit les | de la première, et la troisième les I de la première. Les nombres proportionnels étant 1 , |
ou 15, 10, 6 (prob. 23), la règle de société simple donne
(15+10 + 6) ou 31:248000::
donc l’aîné des enfants héritera de 48000' , le second de 80000' et le troisième de 120000'.
PROBLÈME XXVI
Trois personnes se sont associées; la première a avancé 600 ' au commencement de l’association et, 4 mois plus tard, 400 ' ; la seconde a avancé 900 ' au commencement de l’association et, 5 mois plus tard, elle a retiré 300 '; la troisième a avancé 800 ' au commencement de l'association, 3 mois plus tard elle a retiré 200 ' et, 2 mois après avoir retiré ces 200 ', elle a avancé 300 '; l'association a duré 10 mois; le gain total est 4500 ',- trouver le gain de chaque associé.
l*^' SOLUTION. Les 600' du premier associé, placés pendant 10”', ont rapporté le même intérêt que 600' x 10 ou 6000' placés pendant l""; mais, 4'" plus tard, il a avancé 400' qui, placés pendant (10'"— 4'”) ou 6'", ont rapporté le même intérêt que 400'x6 ou 2400' placés pendant 1'”; donc, en définitive , le premier associé a fait une avance de (6000'-+ 2400') ou de 8400', qui ont porté intérêt pendant l"".
l.es 900' du second associé, placés-pendant lO"”, ontrap-
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porté le même intérêt que 900' x 10 ou 9000' placés pendant 1" ; mais, 5” plus tard, il a retiré 300' qui, placés pendant (10“— 5“) ou 5” , ont rapporté le même intérêt que 300' X 5 ou 1500' placés pendant 1“ ; donc le second associé a fait une avance de (9000' — 1500') ou de 7500', qui ont porté intérêt pendant 1”.
En raisonnant de la môme manière , on trouve que le troisième associé a fait une avance de (8000 '— HpOO' - 1-1500') ou de 8100', qui ont porté intérêt pendant 1“.
Les mises 8400', 7500', 8100' des trois associés, ayant été placées pendant le même temps, les gains partiels sont proportionnels à ces mises, ce qui ramène le problème proposé à celui-ci : partager 4500 en 3 parties x, y, z proportionnelles aux nombres 8400 , 7500, 8100 ou aux nombres 28 , 25, 27. La règle de société simple donne
(28+25-1-27) ou 80 : 4500 ou 8 : 450 ::
cc
donc le premier associé a gagné 1575'; le second, 1406' ,25 ; le troisième 1518',75.
2* SOLUTION. Les 600' du premier associé, placés pendant 4“, rapportent le même intérêt que 600' x 4 ou 2400' placés pendant 1“ ; mais , à la fin du 4' mois , son capital 600' augmenté de 400' est devenu 1000' qui, placés pendant (10“— 4“) ou 6“, ont rapporté le même intérêt que 1000' x 6 ou 6000' placés pendant 1"; donc, en définitive, le premier associé a fait une avance de (2400' + 6000') ou de 8400', qui ont porté intérêt pendant 1". En raisonnant de la môme manière, on trouve que le second associé a fait une avance de (4500' + 3000') ou de 7500' qui ont porté intérêt pendant 1“, et que le troisième a fait une avance de (2400' + 1200' + 4500') ou de 8100' qui ont porté intérêt pendant 1". On
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est ainsi conduit aux nombi es proportionnels 8W0 , 7500 , 8100 ou 28 , 25 , 27 obtenus par la méthode précédente : cela étant, la résolution du problème s’achèvera de la même manière.
PROBLÈMES RELATIFS AUX PROGRESSIONS
PROBLÈME XXVII
Trouver la‘somme des n ‘premiers termes de la progression 71.3.5.7.9...
Le premier terme étant 1, la rajson 2 et le nombre des termes n, la somme demandée est (pr. 33, rem.)
[Ix2+2x(n— l)]xn _ (2 + 2xn— 2)xn _ 2xnX» ^ 2 2 2 ’
donc la somme de plusieurs termes de la progression t1.3.5.7.9... , à partir du premier, est égale au carré du nombre des termes que l’on prend.
PROBLÈME XXVIII
Un corps, abandonné à lui-même dans le vide, parcourt A™, 9044 pendant la 1™ seconde de sa chute, 4'”,9044x3 pendant la 2° seconde, 4",9044x5 pendant la 3' seconde , et aimi de suite; trouver combien de métrés ce corps a parcourus, en supposant qu’il soit tombé pendant 1 0 secondes.
Le nombre des mètres parcourus par ce corps est 4",904'i + 4",9044 X 3 + 4“,9044 X 5. ..
ou 4“,9044x (1 + 3 + 5+...);
or 1 + 3 + 5 + ... = 10* = 100 (prob.27); donc la hauteur demandée est i^.OOHx 100 ou 490", 4V.
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PROBLÈME XXIX
Un corps , abandonné à lui-même dans le vide , est tombé d'une hauteur de 490”, 44 ; trouver la durée de sa chute.
Si l’on connaissait le nombre x de secondes qui représente cette durée, en multipliant 4-“, 9044 par le carré de x, on reproduirait 490“, 44 (prob.28); donc le carré de x est égal au quotient 100 de la division de 490,44 par 4,9044 ; donc x= V 100 = 10.
PROBLÈME XXX
Trouver la somme des n premiers termes de la progression H1 : 2 : 4 : 8 : 16...
Le premier terme étant 1, la raison 2, et le nombre des termes n, la somme demandée est (pr.35, rem.l)
ou 2"— 1;
donc, pour avoir la somme de plusieurs termes de la progression Hl :2;4:8:16... , à partir du premier, il suffit de retrancher [unité de la raison 2 élevée à une puissance dont le degré est égal au nombre des termes que [on prend.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. 7”, 4 de drap ont coûté 299^70; quel est le prix de 1 15“,2 de drap de même qualité?
Réponse ; 4665%60.
II. 16 ouvriers ont mis 12”* 10' à faire un ouvrage; combien faudrait-il d’ouvriers pour faire le même ouvrage en 4'’ 52' ?
Réponse : 40.
LIVHE V.
III. 6 ouuriei's ont fait, en 2 heures, 120 mètres d’ouvrage ; combien 7 ouvriers, travaillant pendant 5 heures, feront-ils demètfes du même ouvrage?
Réponse: 350 mètres.
IV. G ouvriers , travaillant 8 heures par jour, ont creusé, en 1 0 jours, un fossé de 40 mètres de longueur sur 30 mètres de largeur et 6 mètres de profondeur, la force de chaque ouvrier étant représentée par le nombre 6, et la difficulté du terrain par le nombre 10; combien faudra-t-il d’ouvriers, travaillant 9 heures par jour, pour creuser, en i 6 jours, un autre fossé qui a 80 mètres de longueur sur 24 mètres de largeur et 20 mètres de profondeur, la force de chaque ouvrier étant représentée par le nombre 8, et la difficulté du terrain par le nombre 6?
Réponse : 8.
V. Quel est l'intérêt simple du capital 37 08', placé pendant 6 ans à 3 pour 1 00 ?
. Réponse : 667', 44.
VI. A quel taux faut-il placer 370W pendant 6 ans, pour obtenir 667', 44 d’intérêt simple?
Réponse: à 3 pour 100.
VII. Pendant combien d’années faut-il placer
à 3 pottr 100, pour obtenir G67‘,hh d'intérêt simple ? Réponse: 6 ans.
VIII. Quel capital faut-il placer pendant 6 ans, à 3 pour 100, /)oi<r o/t/emr 667',44 d’intérêt simple ?
Réponse: 3708'.
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IX Quelle sera la râleur du capital 3708', placé pendant 6 ans à 3 pour 100 d’intérêt simple, à la fin lie la sixième année? •
Réponse : 4.375', W.
X. A quel taux d’intérêt simple faut-il placer le capital 3708' pendant 6 ans, pour qu'il vaille 4375',44 à la fin de la sixième année?
Réponse : à 3 pour 100.
XI. Pendant combien d’années faut-il placer le capital 3708', à 3 pour 100 d intérêt simple, pour qu'il vaille 4375', 44 à la fin de la dernière année?
Réponse : 6 ans.
XII. Quel est l’intérêt simple du capital 3708', placé pendant 9 mois à 4 pour 1 00 ?
Réponse; 111', 24.
XIII. A quel taux faut-il placer 3708' pendant 9 mois , pour obtenir 111 ',24 d'intérêt simple ?
Réponse : à 4 pour 100.
XIV. Pendant combien de mois faut-il placer 3708' à 4 poiir 1 00, pour obtenir 111 ',24 d’intérêt simple?
Réponse : 9 mois.
• XV. Quel capital faut-il placer pendant 9 mois à 4 pour 1 00, pour obtenir 1 1 1 ',24 d'intérêt simple ?
Réponse : 3708'.
XVI. Quelle sera la valeur du capital 3708', placé pendant 9 mois à 4 pour 100, à la fin du neuvième mois ?
Réponse :
lim;e V.
xvii. ,4 <iuel taiw faul-il placer le capital 3708' pendant 9 mois, pour qu'il vaille 381 9', 24 « la fin du neuvième mois?
Réponse ; à 4 pour 100.
XVIII. Pendant combien de mois faut-il placer le capital 3708', à 4 pour 100, pour qu’il mî7/e 381 9',24 O la fin du dernier mois ?
Réponse ; 9 mois.
XIX. Quel est l'intérêt simple du capital 3708', placé pendant 62 jours à 5 pour 1 00 ?
Réponse ; 31', 93.
XX. A quel taux faut-il placer 3708' pendant 62 jours , pour obtenir 31 ',93 d’intérêt simple?
Réponse .• à 5 pour 100.
XXI. Pendant combien de jours faut-il placer 370^^ à 5 pour 1 00, pour obtenir 31 ',93 d’intérêt simple ?
Réponse ; 62 jours.
XXII. Quel capital faut-il placer pendant 62 jours à 5 pour 1 00, pour obtenir 31 ',93 d’intérêt simple ?
Réponse ; 3708'.
XXIII. Quelle sera la valeur du capital 3708', placé pendant 62 jours à 5 pour 100, à la fin du dernier jour?
Réponse : 3739', 93.
XXIV. A quel taux faut-il placer le capital
■ pendant G2 jours, pour qu'il vaille 3739',93 à la fin du dernier jour ?
Réponse : à 5 pour 100.
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XXV. Pendant combien de jours faut-il placer le capital 3708' à 5 pour 100, pour qu’il vaille 3739',93 à la fin du dernier jour?
Réponse : 62 jours.
XXVI. Deux commerçants conviennent d’arrêter leur compte /e 31 mai 1 847. Le premier a reçu du second 1° 4000' en marchandises, payables le 7 avril 1846; 2" 5000' en espèces, le \9 mai 1 846 ; 3“ 8000' en marchandises, payables le 9 février 1847. Le second a reçu du premier 1° 2000' en marchandises , payables /e 14 mars 1846; 2“ 4300' en especes, le 25 juillet 1846; 3° 5200' en marchandises, payables le 5 février 1847 ; trouver ce que l’un d’eux doit à l'autre à l’époque convenue, en tenant compte des intérêts simples à 6 pour 100.
Réponse : le premier doit au second 5772'.
xxvii. Quel est l'intérêt composé du copj’to/ 125000' placé pendant 3 ans à 4 pour 100.^
Réponse : 15608'.
xxviii. Quel capital faut-il placer à 4 pour 1 00 et à intérêt composé pendant 3 ans , pour qu'il vaille 1 40608' à la fin de la troisième année ?
Réponse: 125000'.
XXIX. A quel taux faut-il placer le capital 1 8000' pendant 3 ans et à intérêt composé, pour qu’il vaille
- 20837', 25 à la fin de la troisième année ?
Réponse : à 5 pour 100.
XXX. Quel est l’intérêt composé du capital 125000' placé pendant 3 ans 6 mois à 4 pour 100.^
Réponse: 18420', 16.
LIVRE V
XXXI. Quel capital faut-il placer à 4 pour 100 et à intérêt composé, pendant 3 ans 6 mois, pour qu'il vaille 143420', 16 à la fin du dernier mois?
Héponse ; 125000'.
xxxii. Une personne emprunte 2' qu’elle s’engage à rembourser avec les intérêts composés à 4 pour 100, au moyen de trois paiements égaux effectués successivement à la fin de chcuiue année; quelle est la valeur de l’annuité?
Réponse : 8i36',48.
xxxiii. Une personne emprunte un capital quelle rembourse en 3 ans avec l'intérêt composé à ^ pour en payant 8436', 48 à la fin de chaque année; quelle est la valeur de ce capital?
Réponse; 23412'.
XXXIV. Une personne emprunte 6S7'\2' qu'elle s’en-\ gage à rembourser avec l' intérêt composé à 4 pour 1 00, au moyen d’un premier paiement effectué à la fin de la première année, d’un second paiement, double du premier, effectué à la fin de la seconde année, et <f un troisième paiement, triple du second, effectué à la fin de la troisième année ; quelleest la valeur de chaque annuité?
Réponse :8i36',ü8; 16872', 96; 50618', 88.
XXXV. Une personne emprunte un capital quelle rembourse avec l’intérêt composé à U pour 100, en payant 8436', 48 à la fin de la première année, 16872', 96 à la fin de la deuxième année, et 3061 8', 88 à la fin de la troisième année; quelle est la valeur de ce capital?
Réponse : 68712'.
XXXVI. Quel est l’escompte en dedans, à 5 pour 100, de 1361 ',75 payables dans dU2 jours?
Réponse: 61 ',75,
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xxxvii. Partager G58Gî',40 en trois parties proportionnelles aux nombres 3, 5, 7.
Réponse .13173', 48; 21955', 80; 30738',12.
XXXVIII . Trois personnes se sont associées : la première a avancé 393', 75 qu’elle a retirés au bout de 4 mois ; la seconde G56',25 qu’elle a retirés au bout de G mois ; la troisième 91 8', 75 qu’elle a retirés au bout de \Q mois ; le gain total est 1750'; qitel est le gain de chaque associé ?
Réponse ; iSV,ÔO; 468' ,75; 1093' ,75.
XXXIX. Partager 21 5000' en trois parties telles que la première soit à la seconde comme 4 ; 7, et la seconde à la troisième comme 2:3.
Réponse; kmW, 70000', 10.5000'.
^ XL. lin corps abandonné à lui-même dans le vide est tombé pendant 7"y combien de mètres a-t-il parcourus?
Réponse : 240"’, 31 56.
XLI. Un corps, abandonné à lui-même dans le vide, fl 240”,315G; pendant combien de secondes est-il tombé?
Réponse : 7".
XLii. L’inventeur du jeu des échecs demanda, comme récompense , 1 grain de blé pour la première case de l’échiquier, 2 pour la seconde, 4 pour la troisième , 8 pour la quatrième, et ainsi de suite jusqu’à la soixantequatrième; quel était le nombre total de ces grains ?
Réponse : 18446744073709551615.
FIN DES ÉLÉMENTS d’aRTTHMÉTIQUE.
EXPRESSIONS VICIEUSES
t» Ne dites p.ns ; on nomme quantité fout ce qui est susceptible d’augmentation et de diminution ; car les qualités, quoique susceptibles d’augmentation et de diminution , ne sont point des quantités (princ. déf. 1).
2” Pour exprimer 3X4, ne dites pas : 3 multipliant 4 ni 3 qui multiplie 4 , mais 3 multiplié par 4.
3° Pour exprimer le produit de 7 par 5, n’écrivez pas 7.5 ; car dans les rapports , dans les proportions et dans les progressions arithmétiques, 7.5 signifie une différence.
4" Ne dites pas ; 2 dans 6 il y va 3 fois , mais 2 dans 6 est contenu 3 fois.
5“ Ne dites pas : 7, devant diviser 21 , doit diviser 21 X8, mais 7, divisant 21 , divise 21X8.
6“ Ne dites pas : 6 est le plus grand commun diviseur entre 12 et 18 , mais 6 est le plus grand commun diviseur de 12 et 18.
7“ Ne dites pas : la moitié de 6 est de 3 , mais la moitié de 6 est 3.
8“ Pour exprimer ^ , ne dites pas : un demi de a , mais un demi a.
9” Pour exprimer ne dites pas : deux sur trois , mais deux tiers.
10“ Ne dites pas : quotient périodique pur, mais quotient périodique simple.
11“ Un temps, composé de 3 jours et de 6 heures , n’est pas un nombre-complexe, mais une quantité complexe (liv- 3, déf. 30).
12“ Ne dites pas : le gramme est le poids, dans le vide , etc. (liv. 3, page 120, 4°) ; car le poids d’un corps, ou la résultante des actions de la pesanteur sur toute la matière du corps , ne dépend pas de la nature du milieu qui l’environne.
EXPRESSIONS VICIEPSES.
I3'> Pour exprimer r/"’, ne dites pas : a pîdssmice ni, mais n exposant m ou a élevé à la puissance.
14° Ne dites pas : 36 est un carré parfait, mais 36 est un carré ou 36 est un carré entier.
15° Ne dites pas: 4 est le plus grand carré contenu dans 7, mais 4 est te plus grand carré entier contenu dans 7; car une infinité de carrés, plus grands que 4^ sont contenus dans 7. Tel est, par exemple, le carré 6,76 de 2,6.
16° Ne dites pas ; le carré d'une fraction irréductible est une fraction irréductible; car, en admettant cet énoncé , on serait conduit à conclure, de l’égalité = (|)®, que a est premier avec 6,' ce qui n’a pas lieu nécessairement. Ainsi on a, par exemple, (I)® sans que 8 et 18 soient premiers entre eux (liv. 4, pr.4).
1 7° Kn supposant qu’on ne sache pas si un nombre est un carré, ne dites pas ; extraire la racine carrée de ce nombre, sans ajouter à moins dune unité ou d’un autre nombre donné ; car extraire la racine carrée d’un nombre, qui ii'est pas un carré , n’a aucune signification (liv. 4, page 149,déf.6, 7, 8).
THEORIE
DÉFIMTION.
1. Lorsqu’on a deux progressions, l’une géométrique dont l’un des termes est l’unité, l’autre arithmétique dont l’un des termes est 0 , et correspond au terme t de la progression géométrique , chaque terme de la progression arithmétique est le logarithme du terme qui lui correspond dans la progression géométrique.
Soient, par exemple, les deux progressions
-•••iT j :l:3:9:27:...
La première est géométrique et l’un de ses termes est égal à l’unité ; la seconde est arithmétique , l’un de ses termes est égal à zéro et correspond au terme 1 de la progression géométrique; les termes —G, —4, —2, 0, 2, 4, 6 de la progression arithmétique sont les logarithmes des termes correspondants 1 , 3, 9, 27 de la progres-
sion géométrique.
En général , q désignant la raison de la progression géométrique et r celle de la progression arithmétique, les deux progressions dont l’ensemble fait un système de logarithmes ont la forme
La raison q de la progression géométrique est un nombre
IK
positif plus petit ou plus grand que l’unité ; la raison r de la progression arithmétique est un nombre positif ou négatif. Remarque. Dans tout système de logarithmes ,
1“ Le logarithme de l'unité est égal à 0 ;
2® La progression arithmétique contient tous les multiples positifs ou négatifs de la raison de cette progression^
3° La progression géométrique contient toutes les puissances cTun degré entier, positif ou négatif, de la raison de celte progression ;
4® Un terme quelconque de la progression géométrique est égal à la raison q élevée à une puissance dont le degré est le nombre entier m, positif, nul ou négatif, qui sert de multiplicateur à la raison r dans le terme correspondant de la progression arithmétique.
PROPOSITION PREMIÈRE
Les puissances successives d'un nombre A, plus grand que l' unité, sont de plus en plus grandes;, et on peut prendre l’exposant ra assez grand pour qu’on ait la relation A"‘>B, B étant un nombre donné, aussi grand qu’on voudra.
1® En posant A=l + a, on a A’"+' =A™x (1 +“) = A» + aA"'; donc A'“+'>A"'.
2" A’" étant plus grand que l unité, l'excès aA’" de A™+' sur A"' est plus grand que « ; donc les termes de la progression géométrique.
HA:A»:A»:...:A
croissent plus rapidement que les termes de la progression arithmétique
or ces deux progressions ont leurs premiers termes égaux ;
donc le terme A”* de la première est plus grand que le terme (l + »i«) de la seconde ; donc toute valeur entière de m, qui rendra l + »wa>B, donnera à plus forte raison A”’>B. Mais la relation 1 + ?««>B donne
ou
donc toute valeur entière de m , plus grande que - — 7 , rendra A»i>B.
Corollaire. Lorsque la raison q de la progression géomé- Irigue (déf. 1) est plus grande que t unité ,
1° Les termes successifs q , q’, q’... sont de plus en plus grands; et on peut prendre un terme assez éloigné du terme 1 pour que sa valeur excède un nombre donné aussi grand qu’on voudra ;
2“ Les termes successifs q’ , q"*, q~^... ou -y, y, y...
sont de plus en plus petits, et on peut prendre un terme assez éloigné du terme 1 pour que sa valeur soit moindre qu'un nombre positif aussi petit qu’on voudra.
PROPOSITION II
Les puissances successives d’un nombre a , moindre que l'unité, sont de pins en plus petites ; et on peut prendre l’exposant ni assez grand pour qu’on ait la relation a'"<b , b étant un nombre positif aussi petit qu'on voudra.
1“ En posant a = l— *, on a a”*+'=a'''x (1 — *) = a»*— oa”' ; donc
2° L’inégalité a "*<6 peut s’écrire (^-^^”'>-|-;mais, a étant moindre que l’unité , est plus grand que l’unité ; donc
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toute valeur entière de m , plus grande que
, rendra
Corollaire. Lorsque la raison q de la progression géométrique (déf. 1) est moindre que l'unité,
1° Les termes q, q’, q^ . sont de plus en plus petits; et on peut prendre un terme assez éloigné du terme 1 pour que sa valeur soit moindrequ'un nombre positif aussi petit qu' on voudra ;
2“ Les termes q"' , q** , q**... ou sont de
plus en plus grands; et on peut prendre un terme assez éloigné de l' unité pour que sa valeur exeède un nombre donné aussi grand qu'on voudra.
Remarque. La somme des termes d'une progression géométrique'^.a :aq:aq* : aq^... indéfiniment décroissante a une limite qui est égale au premier terme & de la progression, divisé par l'excès de F unité sur la raison. Car on a généralement s = ^P^ (liv.5,pr.35,rem.2) ou «== ou
enQn ^ ^ = jîr X 9" ; or q étant moindre que
l’unité , on peut prendre n assez grand pour que q" et, par
suite , ^ X 9 * soit moindre qu’un nombre positif aussi
petit qu’on voudra , donc est la limite de 5 ( liv. 3 , déf. 20).
On peut faire usage de ce principe pour trouver la fraction génératrice -y d’un nombre décimal périodique 0,368368368...; car cette fraction étant la limite de la somme variable 0,368 + 0,000368 + 0,000000368. . . des termes d’une progression géométrique dont la raison est 0,001 (liv. 3, pr. 30, rem. 1), on a
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PROPOSITION III
Les racines successives d’un nombre A , plus grand que l’unilé , sont de plus en plus petites et on peut prendre l’indice m assez grand pour qu'on ait la rela-
tion l^A<1 + ^, ^ étant un nombre positif aussi petit qu'on voudra.
1" En posant A = * et 1/ A =^, on a a™ = A, 3 "'+* = A
et, par suite, = =g"'xP; or P, étant la racine
+ d’un nombre A>1, est elle-même plus grande que l’unité, donc d’où l’on déduit a>P ou
tn m+l
\ÿ~\ > Kâ7
2® L’inégalité 1/ A <1 +5 peut s’écrire (1 + î)“> A ; or
1 + S est un nombre plus grand que l’unité, donc toute va-
leur entière de »i, plus grande que — ^ , rendra (1 + S)”‘>A
(pr. 1 ) ou
Corollaire. Lorsque la raison q de la progression géométrique (déf. 1 ) est plus grande que C unité, on peut insérer entre deux termes ronsficuti/s q”‘ et q'^+i un assez grand nombre n de moyens géométriques, pour que la différence de deux termes consécutifs quelconques, dans la progression qui en résulte, soit moindre qu’un nombre positif aussi petit qu'on voudra. En effet, la raison q' de la progression résul-
tante est égale à V q (liv. 5,pr.28), et on vient de voir
qu’on peut prendre n ou n + 1 assez grand pour que V q diffère de l’unité aussi peu qu’on voudra; or la différence de deux termes consécutifs q"> et 7 '''+' est égale à q"> 1 );
le facteur q'—\ est aussi petit qu’on voudra , tandis que le facteur 7 '* est moindre que ç'"*'; donc le jiroduil q"’ [q'—\)
peut être supposé moindre qu’un nombre positif aussi petit qu’on voudra.
PROPOSITION IV
Les racines successives d’un nombre a moindre que l’unité sont de plus en plus grandes; et on peut prendre l’indice m assez grand pour qu’on ait la relation
étant un nombre positif aussi petit
qu’on voudra.
m ffi+4
1” En posant V a =a etp^ a =p, on aa’*=a, p"*+< = a et, par suite, a'» = p»'+' =|5™x?; or p, étant la racine (m + l)^d’un nombre a<1, est elle-même moindre que l’unité, donc d’où l’on déduit «<P ou
2° L’inégalité V o>l — S peut s’écrire (1— S)“<o; or 1— S est un nombre plus petit que l’unité , donc toute valeurentière de m, plus grande que
ffl
rendra (1— S)"*<a (pr. 2) oub^ a>l— S.
Corollaire. Lorsque la raison q de la progression géométrique (déf. 1) est moindre que l'unité, on peut insérer entre deux termes consécutif s al” et un assez grand nombre
n de moyens géométriques pour que la différence de deux termes consécutifs quelconques, dans la progression qui en résulte, soit moindre qu'un nombre positif aussi petit qu’on voudra. En effet , la raison q' de la progression résultante »+j
est égale à K y (liv. 5, pr. 28), et on vient de voir qu’on peut
prendre n ou n + 1 assez grand pour que \/ q diffère de
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l’unité aussi peu qu'on voudra ; or la différence de deux termes consécutifs y'* et ÿ'*+' est égale à q'’' ( 1 — 9 '); le facteur 1 — 9 ' est aussi petit qu’on voudra, tandis que le facteur 9 '* est au plus égal à q<” ; donc le produit q'^ ( 1 — 9 ') peut être supposé moindre qu’un nombre positif aussi petit qu’on voudra.
PROPOSITION V
Dans tout systhne de logarithmes, un nombre positif P a un logarithme ; et réciproquement , tout nombre L , positif ou négatif, est le logarithme d’xm nombre positif.
1° Concevons que l’on insère un nombre n de moyens géométriques entre d(‘ux termes consécutifs quelconques (liv.5, pr. 28) de la progression géométrique (déf.l), elle même nombre n de moyens arithmétiques entre deux termes consécutifs quelconques (liv. 5, pr. 27) de la progression arithmétique ; chaque terme de la nouvelle progression arithmétique sera le logarithme du terme qui lui correspondra dans la nouvelle progression géométrique. Cela étant , supposons qu’on fasse successivement n — i ,2,3, k, 5... ; si le nombre donné P est un des termes de la première progression géométrique ou de l’une des progressions résultantes , il aura pour logarithme le terme qui lui correspondra, soit dans la première progression arithmétique, soit dans l’une des progressions résultantes. Mais, si P n’est un terme d’aucune de ces progressions géométriques, P sera compris entre, deux termes consécutifs A et B de la première progression géométrique (pr. 1 et 2 , cor.), entre deux termes consécutifs et de la progression géométrique correspondante à w = I , entre deux termes consécutifs de la progression géométrique correspondante à n—2, et ainsi de suite indériniment ; de plus, si l’on désigne par
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r, r,, r,, r^... les raisons de la première progression arithmétique et des progressions arithmétiques correspondantes aux valeurs 1,2, 3... du nombre n , par a et b les logarithmes de A et B, par a, et 6, ceux de et , par a, et
b, ceux de A^et B^, etc., on aura 6 — a=r, ô.— «,=r,= y’ 6^_a. = r, = -f,63-«,=r3 = -f, etc. (liv.5,pr.27); doue les différences è,— a,, b^—a^, 63—03... ont des valeurs absolues de plus en plus petites, et on peut prendre n assez grand pour que la valeur absolue de (6^ — o J ou ^ soit aussi petite qu’on voudra; donc les logarithmes o^ et b^ des
nombres variables A^^et B^, entre lesquels est constamment compris le nombre donné P , ont une limite commune qui est le logarithme de P.
2" Concevons qu’on insère, comme précédemment, un même nombre n de moyens proportionnels entre deux termes consécutifs quelconques de chaque progression ; si le nombre donné L est un des termes de la première progression arithmétique ou de l’une des progressions qui en résultent, il sera le logarithme du terme qui lui correspondra dans l’une des progressions géométriques ; mais si L n’est un terme d'aucune de ces progressions arithmétiques, il sera compris entre deux termes consécutifs a et 6 de la première progression arithmétique, entre deux termes consécutifs «, et 6, de la progression arithmétique correspondante à n = 1 , et ainsi de suite indéfiniment ; de plus , si l’on désigne par A et B les termes dont a et 6 sont les logarithmes, par A| et B^ ceux dont a, et 6, sont les logarithmes et, en général, par A^ et B^ ceux dont et b^ sont les logarithmes , on pourra prendre n assez grand pour que la différence entre A^ et B^ soit moindre qu’un nombre positif aussi petit qu'on voudra (pr. 4, cor.) ; donc les nombres variables et B^^ correspondants aux logarithmes et b^, entre lesquels est constamment compris le nombre donné L, ont une limite commune dont L est le logarithme.
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DÉFINITION
2. La base d’un système de logarithmes est le nombre dont le logarithme est égal à l’unité.
Ainsi 10 est la base du système de logarithmes formé des deux progressions
PROPOSITION VI
Le logarithme cTun produit de deux facteurs Ae< B est égal à la somme des logarithmes de ces facteurs .
1° Supposons que A et B soient des termes de la progression géométrique (déf.l) ou de celles qui en résultent (pr.5), et qu’on ait A= 9 ™, B = 5 '" (déf.l, rem. 3*). On en déduit AB = 9 "'+» et logAB = logg'’”+'*; or (déf. l,rem.4°) logg'’»+’* =r X (»w + n) = rxwi + rxn = logÿ"‘ + logç»; donc logAB = logA+logB.
2° Supposons que A et B ne soient des termes ni de la première progression géométrique (déf.l), ni de celles qu’on obtient en insérant un même nombre n de moyens entre deux termes consécutifs quelconques de chaque progression, et désignons par A', B' des termes variables avec n et qui différent de A et B aussi peu qu’on voudra. Nous aurons, par ce qui précède, logA'B' = logA' + logB'; cette relation, ayant lieu quel que soit n, existera encore si l’on y remplace A' et B' par leurs limites A et B; donc logAB = logA + logB.
Corollaire 1. Le togari/hme d’un produit de tant de facteurs qu'on voudra est égal à la somme des logariihrnes de ces facteurs. Car on a log ABC = log AB + log C ='log A +
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log R + logC ; log ABCD = log ABC + logD = logÂ + Iog B + log C + iog 1), et ainsi de suite.
Corollaire 2. Le logarithme d'un, quotient est égal au logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur.
Car le dividende étant égal au produit du quotient par le diviseur, le logarithme du dividende est égal à la somme des logarithmes du quotient et du diviseur.
Corollaire 3. Le logarithme S une fraction est égal au logarithme du numérateur moins le logarithme du dénominateur. Car toute fraction peut être considérée comme le quotient de la division de son numérateur par son dénominateur (liv.3,pr. 1).
Corollaire 4. Le logarithme d'un rapport géométrique est égal au rapport arithmétique qui a pour antécédent le logarithme de l'antécédent du premier rapport, et pour consé~ quent le logarithme de son conséquent. Car le rapport géométrique de deux nombres est égal au quotient de la division du premier par le second, et le rapport arithmétique de deux nombres est égal au premier moins le second.
Corollaire 5. Le logarithme de la m^^ puissance d'un nombre A est égal à va fois le logarithme de ce nombre. Car, la m“'>“> puissance de A étant un produit de m facteurs égaux à A, on a (cor. 1) logA"> =logA-l- log A + ... =?«logA.
Corollaire 6. Le logarithme de la racine m^”^ d'un nombre A est égal à la m^ partie du logarithme de ce nombre.
Car A étant égal à la m^“® puissance de sa racine m^“«, on a
ni m
log A = OT log k' A et, par suite, log k A =
Corollaire 7, Dans tout système de logarithmes, le logarithme d'une puissance de la base est égal au degré de cette puissarice. Car on a log b”*— m log ô = m (cor. 5).
Remarque. En démontrant ce principe fondamental le logarithme d'un produit de deux facteurs est égal à la somme des logarithmes de ces fadeurs , on a supposé que les deux progressions dont l’ensemble forme un système de loga- f
rithmes remplissent les trois conditions suivantes : 1” l'un <
Digilized by Googlq,
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des termes de la progression géométrique est égal à l'unité; 2° l’un des termes de la progressai a\ ithmétique est égal à zéro ; 3° le terme 0 de la progression ari thmétique correspond au terme 1 de la progression géométrique (déf. 1). On va voir que ces conditions suffisantes sont nécessaires.
PROPOSITION VII
Pour que le produit AxB de deux termes d’une progression géométrique , indéfinie dans les deux sens, soit égal à un terme de cette progression , il est nécessaire que l'un des termes soit égal à runité.
En désignant par q la raison de la progression , on a B=Aq”‘, m étant un nombre entier positif, nul ou négatif (liv.5, pr.26). On en déduit x B=A“ç"*; mais pour que ce produit soit égal à un terme de la même progression , il faut qu’il puisse être mis sous la forme Kq", n étant un nombre entier positif, nul ou négatif (liv.5, pr.26) ; donc A*y’”=Aç" et, par suite, A = 9"-”“, donc le terme A est égal à la raison élevée à une puissance dont le degré n—m est un nombre entier positif, nul ou négatif. Cela étant, si l’on a, par exemple, A—q^, les termes précédents seront 9*, 9’, 1... ; et si l’on a A = 9“^, les termes suivants seront 9"’, 9'\ 1... ; donc, dans tous les cas, il est nécessaire que l’un des termes de la progression soit égal à l’unité.
PROPOSITION VIII
Pour que la somme a + b de deux termes d'une progression arilMnétique , indéfinie dans les deux sens , soit égale à un terme de cette progression, il est nécessaire que l’un des termes soit égal à zéro.
En désignant par r la raison de la progression , on a
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b = a + rm, m étant un nombre entier positif, nul ou négatif (liv.5, pr.25). On en déduit a+b = 2a+rm; mais pour que cette somme soit égale à un terme de la même progression, il faut qu’elle puisse être mise sous la forme a+rn; donc 2a+rm = a + m et, par suite, « = ;•{»—»«); donc le terme a est égal à la raison multipliée par un nombre entier n—m positif, nul ou négatif. Cela étant, si l’on a, par exemple, 0 = 3r, les termes précédents seront 2r, r, 0... et, si l’on a a = — 3r, les termes suivants seront — 2r, — r, 0... ; donc, dans tous les cas , il est nécessaire que l’un dés termes de la progression soit égal à zéro.
PROPOSITION IX
Lorsqu'on a deux progressions indéfinies dans les deux sens , f une géométrique dont l'un des termes est l'unité, l'autre arithmétique dont l'un des termes est zéro , pour que le produit de deux termes de la progression géométrique et la somme des deux termes correspondants de la progression arithmétique se correspondent dans les deux progressions , il est nécessaire que le terme 0 de la progression arithmétique corresponde au terme 1 de la progression géométrique.
Désignons par q la raison de la progression géométrique, par r celle de la progression arithmétique et par a le terme de la seconde progression correspondaaÉOi.| 0 rnie 1 de la première, les deux progressions auront la forme
Cela étant , considérons deux termes 1 et g”' de la progression géométrique; les termes correspondants de la progression arithmétique seront a et a + mr; on voit de même
que le terme coiTespondant au produit 1 x q'“ ou 9’" est a + wir; donc pour que la somme (a+a + tnr) ou 2a + »nr corresponde au produit 1 x 9'" , il faut qu’on ait 2a + mr = a + »ir, ce qui exige que a = 0; donc il est nécessaire que le terme 0 de la progression arithmétique corresponde au terme 1 de la progression géométrique.
PROPOSITION X
Lorsque des nombres sont en proportion géométrique, leurs logarithmes sont en proportion arithmétique ; et réciproquement.
1“ Supposons qu’on ait la proportion a-.b::c-.d. I.e rapport 0:6 étant égal au rapport c:d, le logarithme (loga .logô) du premier rapport (pr. 6, cor.4) est égal au logarithme (logc.logrf) du second rapport; donc on a la proportion log a . log 6 : loge . log d.
2" Supposons qu’on ait la proportion loga. log 6 .-loge .logd. Le rapport logo. logé étant égal au rapport loge .logrf, le nombre axb correspondant au premier rapport (pr. 6, cor. 4) est égal au nombre e : d correspondant au second rapport ; donc on a la proportion a:b::c:d.
Corollaire. Dans toute proportion géométrique , 1° te logarithme dC un extrême est égal à la somme des logarithmes des moyens moins le logarithme de t autre extrême; 2° le logarithme d'un moyen est égal à la somme des logarithmes des extrêmes moins le logarithme de t autre moyen (liv.5, pr.9).
PROPOSITION XI
Lorsque plusieurs nombres sont en progression géométrique, leurs logarithmes sont en progression arithmétique’, et réciproquement.
1“ Supposons qu’on ait la progression '^.a:b:c:d:e. Los rapports géométriques b: a, c:b, d:c, e:c/ étant égaux, leurs logarithmes logô.loga, logc.log 6, loge?. loge, log e . log rf (pr. 6, cor. /i-) sont aussi égaux entre eux ; donc on a la progression vloga. logé, log e. log. rf. loge,
2" Supposons qu'on ait la progression f log a .logé, loge .loge?, loge. Les rapports arithmétiques log/;. log a, loge .log/», loge/. loge, loge. loge/ étant égaux, les nombres b:a, c:b, d:c, e:d, dont ils sont les logarithmes (pr. 6, cor. 4), sont aussi égaux entre eux; donc on a la progression r^.a:b:c\d:e.
PUOPOSITION XII.
Toute racine d'une puissance de la base b d'un système de logarithmes a un logarithme commensurable ; et réciproquement , tout nombre qui a un logarithme commensurable est une racine d'une puissance de la base.
1° Soit A= V' />’", m étant un nombre entier positif, nul ou négatif. On a (pr. 6, cor. 6) log A =-^ logé"»; orlog/»’“=w (pr. 6, cor. 7), donc log A =
2° Soit log .4 = n étant un nombre entier positif et
m un nombre entier positif, nul ou négatif. On en déduit nlogA = m ou log A* = log /»’" (pr. 6,cor. 5 et 7); donc A» = gm et , par suite ,
CoROLL.URE. Pour qu'un nombre ait un logarithme commensurable, il faut et il suffit que ce nombre soit égal à une racine de la base élevée à une puissance dont le degré est un nombre entier positif, nul ou négatif.
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PROPOSITION XIII
Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un nombre A, entier ou fractionnaire, ait un logarithme commensurable dans un système dont la base b est un nombre entier.
1° Supposons d’abord que A soit un nombre entier. L’égalité logA= ^ conduit, comme précédemment (pr. 12, 2"), à A* = é®*, relation qui exige que m soit un nombre positif et que tout nombre premier, diviseur de A , soit aussi diviseur de b et réciproquement (liv. 2, pr. 18, cor.) ; donc, en posant b = ct<j^ , c et d étant des nombres premiers inégaux et plus grands que l’unité, on aura A = cf et, par suite ,
d"^ = ; donc n-f—nri, tiS'=mS et, par suite,
yr-f î :: ; n ; donc, pour qu'un nombre entier A ait un
logarithme commensurable , dans un système dont la base b est un nombre entier, il faut que A e# b soient composés des mêmes facteurs premiers, et que les exposants de ces facteurs soient proportionnels.
Ces conditions nécessaires sont suffisantes. Car, en supposant 6= c'^^d^, A = c'^d^’ et on a =c"^ ({^^' ,
b"! =c^'d^‘'f' et = Sy (liv. 5, pr.8) ; donc At= Jt', 7 log A =yiog6 = 7' et, par suite, logA=
2° Lorsque A est fractionnaire, la relation A«=6“ exige que m soit un nombre négatif : alors on a A* = b-P =
P étant un nombre positif; donc A est égal à une fraction de la forme , et on a ou a"=bP, d’où l’on conclut,
comme précédemment, que a et é sont composés des mêmes facteurs premiers, et que les exposants de ces facteurs sont proportionnels; on prouverait de même que ces conditions nécessaires sont suffisantes; donc, pour qu’un nombre frac-
25fi
THÉURIE nES LOGARITHMES.
tionnaire A ait un logarithme commensurable dans un système dont la base b est un nombre entier, il faut et il suffit que A soit égal à l’unité divisée par un nombre entier a composé des mêmes facteurs premiers que la base b , et que les exposants de ces facteurs soient proportionnels.
Corollaire. Lorsque^ = 10, onac = 2 ,d =5 et-y=S=l; donc k' = ^ ' et le nombre entier A =2''^ x 51^ = (2 x 5)lf =10'!'.
Lorsque A est fractionnaire , on a A = —77 ; donc, dans le
système de logarithmes dont la base est 10 , 1° les seuls nombres entiers dont les logarithmes soient commensurables sont les puissances 10®, 10', 10®, 10®... de la base du système; 2" les seuls nombres fractionnaires dont les logarithmes soient commensurables sont les puissances (0,1 )', (0,1 )®, (0,1)®... de l’inverse 0,1 de la base du système.
PROPOSITION XIV
Trouver le nombre correspondant à un logarithme commensurable dans le système dont la base est b.
1“ En supposant que le logarithme donné soit un nombre entier m, positif, nul ou négatif, et désignant para; le nombre dontm est le logarithme, on aura logx=w/=log6"‘ et, par suite, x = b”'; donc le nombre correspondant à un logarithme entier, positif, nul ou négatif, est égal à la base du système, élevée à une puissance dont le degré est ce logarithme.
Ainsi, les nombres correspondants aux logarithmes 3 et —i, dans le système dont la base est 10, sont 10® ou 1000 et 10'® ou 0,0001.
2® Soit loga: = n étant un nombre entier positif et m un nombre entier, positif ou négatif. On en déduit n logx= »/i ,
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loga:" = logt™, a:*=b'“ et a:=l^ 6”'; donc le nombre correspondant à un logarithme fractionnaire, positif ou négatif, s'obtient en élevant la base à une puissance (Tun degré égal au numérateur , positif ou négatif, de la fraction proposée, et en extrayant de cette puissance une racine dont le degré est égal au dénominateur positif de cette fraction.
Ainsi , les nombres correspondants aux logarithmes y
— 7 "T’ système dont la base est 10, sont
K 10* et 1/10-3 . ouK 100 et 1/ 0,001.
Remarque. Lorsque le logarithme donné est incommensurable , on lui substitue, dans le calcul précédent, deux valeurs approchées, l’une par défaut et l’autre par excès, ce qui conduit à deux valeurs du nombre correspondant à ce logarithme, aussi approchées qu’on voudra.
PROPOSITION XV
Les logarithmes 1 et 1' d'un même nombre A, dans deux systèmes dont les bases sont b e< b' , sont en raison inverse des logarithmes de ces bases , pris dans un système quelconque.
Soit l =^,n étant un nombre entier positif et m un nombre entier positif, nul ou négatif; soit pareillement V = Y- La relation log A= <lonne n log A = m , log A* = logé™, A’‘= é™. Prenant les logarithmes de A» et 6”* dans un système quelconque, on a nlogA = wlogé et ou I = on trouvera de même ^ ou <' = -j^ ; donc l : V : ; logé': log 6,
Remarque. Ce principe , étant démontré pour des logarithmes commensurables quelconques , est aussi applicable à des logarithmes incommensurables.
CoRor.i.AiRE. I..a proportion l\V :: logé': logé donne
IT
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I X -1^ OU l' = ly. en supposant que les logarithmes de b et b' soient pris dans le système dont la base est b; donc, pour passer du logarithme Æun nombre dans le système dont la base est b om logarithme du même nombre dans le système dont la base est b', il suffit de multiplier le premier logarithme par l'inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans te premier système. Ainsi, pour passer du logarithme 3 du nombre 1000 dans le système dont la hase est 10 , au logarithme de 1000 dans le système dont la base estl/ 10, on multiplie 3 par l’inverse 2 du logarithme ï de V 10 dans le premier système , de sorte qu’on a log 1000=6 dans le système dont la base est V 10.
PROPOSITION XVI
Étant donné un nombre A et son logarithme, trouver la base 1) du système.
1“ Soit TW = log A, m étant un nombre entier positif. On
a aussi tw = logô"'; donc log6”*= log A, ô"‘= A et 6= t^A.
Ainsi,3étantlelogarithmedel000,labasei=k^ 1000 = 10. • 2“ Soit —m =log a. On en déduit wi = - logA= log-^ ;
on a d’ailleurs »M = log6’'‘; donc log 6*' = log 6’® = -^
et b=^V L.
Ainsi,— 2 étant le logarithme de 0,01, la base 6=1/100=10.
3® Soit =logA, wi et M étant des nombres entière positifs. On en déduit m=n logA, log 6'"=log A®, 6*®=A® et
6 = V'hF.
Ainsi, pétant le logarithme de 25, labase6= V (25)’=125.
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4* Soit ^ = lügA.*On en déduit
»i= — n log A, logé™ = log (-^)“, 6" = et 6 = 1^
Ainsi, — pétant le logarithme de 27, ona 6=1/
Remarque. Lorsque le logarithme donné est incommensurable , on lui substitue , dans le calcul précédent , deux valeurs approchées, l'une par défaut et l’autre par excès , ce qui conduit à une valeur de la base aussi approchée qu’on voudra.
DÉFINITION
5. La caractéristique d’un logarithme est la partie entière, positive, nulle ou négative, de ce logarithme. Ainsi 3 est la caractéristique du logarithme positif 3,4569864; —6 est la caractéristique du logarithme entièrement négatif -6,8649782 qui est égal à - 6 - 0,8649782 5 est la
caractéristique seule négative du logarithme 5,2689317 qui est égal à —5 + 0,2689317.
Remarque 1. On a - 6,8649782=— 7 + 1- 0,86 't 9782= - 7 + (1 - 0,8649782) = 7,1350218. En général, pour convertir un logarithme entièrement négatif en un logarithme dont la caractéristique soit seule négative , on ajoute — 1 à lu caractéristique et on pi end, pour la partie décimale du logarithme demandé, l'excès de [unité sur la partie décimale du logarithme proposé.
Remarque 2. On a 7,1350218 = — 6 — 1 +0,1350218 = -6 -(1-0,1350218)= -6,8649782. En général, pour convertir un logarithme dont la caractéristique est seule négative eti un logarithme entièrement négatif, on ajoute + 1 à la caractéristique et on prend, pour la partie décimale du logarithme demandé, l'excès de l'unité sur la partie décimale du logarithme proposé.
Remarque 3. L’excès de l’unité sur un nombre décimal
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peut s’obtenir en retranchant, à partir de la gauche, chaque chiffre décimal de 9 unités de son ordre, à l’exception du dernier chiffre décimal significatif qu’on retranche de 10 unités.
PROPOSITION XVII
Dans le système dont la base esHO, 1° la caractéristique du logarithme d'im nombre plus grand que l’ unité contient autant d’unités moins une qu’il y a de chiffres dans la partie entière de ce nombre ; 2° la caractéristique seule négative du logarithme d’un nombre décimal moindre que l’unité est égale à — 1 multiplié par le nombre qui marque le rang du premier chiffre significatif.
En considérant les deux progressions
relatives au système dont la base est 10, on reconnaît immédiatement que le principe énoncé se vérifie pour chacun des termes de la pi’ogression géométrique; donc il suffit de démontrer qu'il est applicable à tous les nombres intermédiaires.
1° Les logarithmes des nombres 10"-' et 10* étant n —1 et n (pr. 6, cor. 7), tout nombre compris entre 10» ' et 10», ou dont la partie entière se compose de n chiffres, a son logarithme compris entre n— 1 et n, et par conséquent w— 1 pour caractéristique de son logarithme.
Ainsi un nombre , dont la partie entière est composée de 9 chiffres, a 8 unités à la caractéristique de son logarithme.
2" Les logarithmes des nombres 10-»+' et 10-» étant — n + 1 et — n (pr.6,cor.7), tout nombre décimal compris entre 10 »+' et 10-», ou dont le premier chiffre significatif
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exprime des unités du ordre, a son logarithme compris entre — n + 1 et — n, et par conséquent - « pour caractéristique seule négative de son logarithme.
Ainsi un nombre décimal , dont le premier chiffre significatif exprime des millionièmes , a 6 pour caractéristique seule négative de son logarithme.
PROPOSITION XVIII
Les logarithmes de deux nombres A et B, dont le rapport est égal à mie puissance rfe 1 0 , ont la même partie décimale.
Soit A=BxlO", n étant un nombre entier positif. On a (pr.6) logA = logE-floglO» = logB-i-«,- ce qui montre qu'on obtient logA en ajoutant n unités à la caractéristique de logB; donc logA et logB ont la même partie décimale, en supposant que, si logB est négatif, sa caractéristique soit seule négative (déf. 3, rem. I).
Ainsi les logarithmes des nombres 18517; 18,517; 0,018547; 1851700 ont la même partie décimale, et ils ne diffèrent entre eux que par leurs caractéristiques, qui sont respectivement égales aux nombres 1, 1, 2, 0(pr. 17).
Réciproquemem , lorsque deux logarithmes ne diffèrent entre eux que pur ta caractéristique, le rapport des nombres correspondants à ces logarithmes est égal à une puissance de 10. Car, en supposant log A>log B, on a logA=logB -f n, «étant un nombre entier posilif;orlogB-(-n=logB-l- log lO" =log(Bxl0»); donc log A = log (B x 10") et, par suite, A=BX10".
PROPOSITION XIX
Trouver, dans le système dont la base est 10, /e logarithme d'un nombre à moins d’une fraction — .
1° Supposons d’abord le nombre donné A>1 ou log A>0. On a log A"=«logA et, par suite, log,l= logA"; donc.
en désignant par c la caractéristique de logA» (pr. 17), on aura logA>-^ et logA<^; donc est le logarithme demandé. En général, pour trouver , dans le système dont la base est 10, le logarithme d’un nombre plus grand que l’unité à moins d'une fraction élève ce nombre à la
n^<ne puissance ; on cherche la caractéristique du logarithme de cette puissance (pr. 17), puis on divise cette caractéristique par le nombre n.
Ainsi , pour trouver log 2 à moins de on élève 2 à la lO^iiiû puissance, ce qui donne 102V; on cherche la caractéristique 3 du logarithme de 102V , et on divise 3 par 10, ce qui donne 0,3 pour le logarithme demandé.
2" En supposant le nombre donné a<l ou loga<0, proposons-nous d'obtenir la valeur absolue de log « , à moins
de . On a — log« = 0 — loga = logl— loga = log ; donc log est la valeur absolue de loga, ce qui ramène le problème à la recherche du logarithme d’un nombre plus grand que l’unité ii moins de (1°).
Ainsi, pour obtenir la valeur absolue de log j à moins de ■pj , on cherche la valeur de log 2 à moins de , ce qui donne 0,3 (1°) pour le nombre demandé.
Remarque. La méthode qu’on vient d’indiquer a principalement pour objet de faire concevoir comment, étant donné un nombre quelconque , on peut obtenir une valeur de son logarithme aussi approchée qu’on voudra. Lorsqu’il s’agit en réalité d’elfectuer le calcul pour une valeur de A ou de n un peu considérable, on a recours à des procédés moins élémentaires, mais beaucoup plus expéditifs.
PROPOSITION XX
Former une table de logarithmes, dans le système dont la base est 1 0.
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Le logarithme d’une fraction étant égal au logarithme du numérateur moins le logarithme du dénominateur (pr. 6 , cor. 3), on voit que les logarithmes des nombres entiers feront connaître ceux des nombres fractionnaires. Cela étant, proposons-nous de former une table qui contienne les logarithmes de tous les nombres entiers depuis Tuiiité jusqu’à une limite donnée, 100000 par exemple. Tous les nombres entiers, qui ne sont pas des puissances de 10, ayant des logarithmes incommensurables (pr.l 3, cor.), nous prendrons seulement les valeurs les plus approchées de ces logarithmes en ne conservant que 7 chiffres décimaux (liv. 3 , prob.2) , de sorte qite l’erreur commise sur chaque logarithme soit moindre qu'un demi-dix millionième. Ainsi, par exemple , pour avoir une valeur approchée de log-2 en décimales, on cherche la valeui' 0,30102099 de log 2 à moins d’un cent millionième (pr. 19, rem.), puis ou supprime le huitième chifl're décimal en augmentant le septième d’une unité de son ordre , ce qui donne log 2 = 0,3010300. Cela étant , on écrit dans une première colonne intitulée N les nombres entiers 1, 2, 3, 4, 5... 100000, et dans une deuxième colonne intitulée L, à la droite de chacun des nombres de la première colonne, les sept premières décimales de son logarithme ; on se dispense d’écrire les caractéristiques , parce qu’elles se déduisent immédiatement des nombres correspondants (pr. 17); enfin , dans une troisième colonne intitulée D , on écrit les différences des logarithmes de deux nombres consécutifs à partir de 10000; ces différences servent à calculer les logarithmes des nombres entiers ou décimaux qui , abstraction faite de la virgule, excèdent la limite 100000 de la table.
PROPOSITION XXI
Trouver une valeur approchée du logarithme d’un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, n 'excède pas la limite dos Taldos.
THEORIE DES LUUABITHMES.
Soit proposé de trouver le logarithme de 345,67. La partie entière de ce nombre étant composée de trois chiffres, la caractéristique de son logarithme est égale à 2 (pr. 17) ; de plus , le logarithme de 345,67 a la même partie décimale que celui du nombre 34567 qui en résulte en faisant abstraction de la virgule (pr. 18) ; donc, si l’on cherche 34567 dans la colonne intitulée N, le nombre 5386617, placé à sa droite, formera la partie décimale du logarithme demandé, de sorte qu’on aura log 345,67 = 2,5386617. On trouverait de même log 34567 = 4,5386617 et log 0,0034567
=3,5386617 (pr. 17).
En général , pour trouver une valeur approchée du logarithme d’un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, n'excède pas la limite des tables , on écrit la caractéristique du logarithme demandé, puis, faisant abstraction de la virgule dans le nombre proposé, on cherche le nombre qui en résulte dans la colonne intitulée N (pr. 20), et on trouve à sa droite, dans la colonne intitulée L, la partie décimale du logarithme demandé.
PROPOSITION XXII
Trouver une valeur approchée du logarithme d'un nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule , excède la limite des Tables.
Soit proposé de trouver le logarithme de 345,6785. La partie entière de ce nombre étant composée de 3 chiffres , la caractéi'istique de son logarithme est égale à 2 (pr. 17) ; de plus, le logarithme de 345,6785 a la même partie décimale que celui du nombre 34567,85 qui en résulte en plaçant la virgule de manière que la partie entière approche le plus possible de la limite des tables sans la surpasser (pr. 18). Pour trouver une valeur approchée de cette partie décimale, cherchons le logarithme tabulaire 5386617 dix millionièmes de 34567 (pr. 21), et l’excès 126 dix millio-
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nièmes du logarithme de 34568 sur celui de 34567. Les relations
donnent log 34567 <log 34567,85 < log34568 ; cela étant, pour déterminer le nombre x de dix millionièmes qu'il faut ajouter au logarithme de 34567 afin d’obtenir celui de 34567,85, on écrira
(34568-3'i567) : (34567,85-34567) ::(log34568-log34567)
: (log 34567,85 -log 34567) ou 1 ; 0,85 :: 126 : .T ,
proportion inexacte, mais qui conduit en général à une valeur de X d’autant plus appi ocbée que les nombres entiers 34567 et 34568 entre lesquels est compris 34567,85 diffèrent moins de la limite des tables. On en déduit .« =126x0,85 = 107,1 = 107 dix millionièmes, en négligeant le chiffre 1 < 5. Cette valeur de x ajoutée à la partie décimale 5386617 dix millionièmes du logarithme de 34567 donne la partie décimale 0,5386724 du logarithme de 34567,85 et , par conséquent , celle du logarithme de 345,6785 ; donc on a log 345,6785 = 2,5386724. On trouverait de même log3456785 = 6,5386724 et log 0,034.56785 = 2,5.386724 (pr.l8).
En général , Tpaur trouver une valeur approchée du logarithme dun nombre entier ou décimal, qui, abstraction faite de la virgule, excède, la limite des tables, on écrit la caractéristique du logarithme demandé , et , pour avoir sa partie décimale, on substitue au nombre proposé celui qu'on obtient en plaçant la virgule de manière que la partie entière approche le plus possible de la limite des tables sans la surpasser; on cherche le logarithme tabulaire correspondant à cette partie ent ière , et on l'augmente du quatrième terme delà proportion : l'unité est à la partie décimale du nombre qu'on a substitué au nombreproposé comme la différence des tables est à X.
Remarque. Dans les tables de Callet, on trouve écrites.
126 au-dessous de chaque différence des tables, les
1 13 valeurs les plus approchées des produits de cette
2 25 différence par les 9 premiers multiples de 0,1 en
3 38 ne conservant que 7 chiffres décimaux (liv. 3,
4 60 prob. 2), ce qui permet d’abréger le calcul de la
5 63 valeur de x. Ainsi, pour obtenir le produit de 126
6 76 dix millionièmes par 0,85, on observe que 126
7 88 X 0,85 = 126 X 0,8 + 126 X 0,5 X:;^; on cherche,
8 101 au-dessous de 126 et à la droite du chiffre 8,
9 113 le produit 101 dix millionièmes de 126 dix millionièmes par 0,8; puis, à la droite du chiffre 5, le produit 63 dix millionièmes de 126 dix millionièmes par 0,5 ; enfin, divisant 63 dix millionièmes par 10, on obtient le quotient 6 dix millionièmes (liv. 3, prob. 2) qui, ajouté à 101 dix millionièmes , donne , comme précédemment, x = 107 dix millionièmes.
PROPOSITION XXIII
Trouver une valeur approchée du nombre correspon-, dant à un logarithme positif ou dont la caractéristique est seule négative.
Soit proposé de trouver une valeur approchée du nombre dont 2,5386724' est le logarithme. La caractéristique 2 montre que la partie entière du nombre demandé se compose de 3 chiffres (pr. 17). Cela étant, supposons que la caractéristique 2 soit remplacée par 4, ce qui revient à multiplier par 100 le nombre correspondant au logarithme proposé (pr. 18, réc.) et cherchons , dans les logarithmes tabulaires correspondants aux nombres de 5 chiffres , celui qui approche le plus de 0,5386724 sans le surpasser; nous trouvons 0,5386617 qui correspond au nombre 34567 et 0,0000126 pour l’excès du logarithme de 34568 sur celui de 34567 ; on a d’ailleurs 0,5386724-0,5386617 = 0,0000107 ; donc, en désignant par x ce qu'il faut ajouter à 34567 pour avoir le nombre correspondant au logarithme 4,5386724, la
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proportion dont on a fait usage pour résoudre le problème précédent (pr.22) donnera 126 ; 107:: 1 : x, d’où l’on déduit X = = 0,85 (liv. 3, prob. 2) ; donc 3i5C7,85 est le nom-
bre correspondant au logarithme 538672V et, par conséquent, 3V5,6785 est le nombre correspondant au logarithme proposé 2, 538672V. On trouverait de même que le nombre correspondant au logarithme 6,538672V est égal à 3V56785 et que le nombre correspondant au logarithme 3,538672V est égal à 0,003V.56785 (pr. 17).
En général, pour trouver une valeur approchée du nombre correspondant à un loyarithme jmsitiJ' ou dont la caractéristique est seule nérjalivc, on cherche dans les logarithmes tubulaires correspondants aux nombres de 5 chiffres , celui qui approche le plus de la partie décimale du logarithme proposé sans la surpasser; on prend le nombre correspondant à ce logarithme, puis la différence des tables et l’excès de la partie décimale du logarithme proposé sur celui qu'on a trouvé dans les tables; on ajoute au nombre entier correspondant au logarithme tabulaire le quatrième terme de la proportion ; la différence des tables est à l'excès de la partie décimale du logarithme proposé sur le logarithme tabulaire, comme l'unité est àx; ensuite on dispose la virgule, dans le nombre décimal qui en résulte, de manière que le premier chiffre significatif exprime des ufiités de l’ordre indiqué par la caractéristique du logarithme proposé.
Remarque 1. En faisant usage des tables de Callet, on 126 abrège le calcul de la valeur de x au moyen des
1 13 produits de la différence des tables par les 9 pre-
2 25 miers multiples de 0,1 (pr.22, rem.). Ainsi, pour
3 38 trouver ce qu’il faut ajouter à 3V.567 afin d’avoir V 50 le nombre correspondant au logarithme V,538672V,
5 63 on cherche le produit 101 dix millionièmes quiap-
6 76 proche le plus de 107dix millionièmes, eton trouve
7 88 à sa gauche le chiffre 8 qui exprimera des dixièmes
8 101 dans le nombre demandé; on soustrait 101 dix
9 i I i 3 millionièmes de 107 dix millionièmes, ce qui donne
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6 dix millionièmes qu'on multiplie par 10 ; on cherche dans la table le produit 63 dix millionièmes qui approche le plus de CO dix millionièmes, et on trouve à sa gauche le chiffre 5 qui exprimera des centièmes dans le nombre demandé ; de sorte que ce nombre est, comme précédemment, 3'»567,85.
KemarqueS. Lorsque le logarithme proposé est entièrement négatif, on lui substitue un logarithme dont la caractéristique soit seule négative (déf. 3, rem. 1).
DÉFINITION
4. Le complément d’un nombre positif est le résultat qu’on obtient en retranchant ce nombre de l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y a de chiffres à sa partie entière. Ainsi, le complément du nombre 3i5,6789 est (1000 — 3W,6789) ou 65V,3211.
Remarque. On voit que pour obtenir le complément d’un nombre positif, il suffit de soustraire chaque chiffre, à partir de la gauche , de 9 unités de son ordre à l’exception du dernier chiffre significatif qu’on soustrait de 10 unités.
O. Le complément d’un logarithme positif est le résultat qu’on obtient en retranchant ce logarithme de 10 unités. Ainsi le complément du logarithme 3,5386724. est (10 — 3,5386724) ou 6,4613276.
Remarque 1 . Cette définition suppose que les caractéristiques des logarithmes positifs dont on fait usage n’excèdent pas 9 unités.
Remarque 2. Au lieu de soustraire un logarithme positif, on peut ajouter son complément en diminuant la somme ainsi obtemie de 10 unités. Car o-logô=o-l-(10— logé)— 10 = a-|-CMog6— 10.
PROPOSITION XXIV
Trouver le logarithme d'une fraction ^ moindre giie r unité.
TIIÉOBIR DES LOr.ARITHMES.
2fi9
1" On a logj^ = log2— log567 (pr.6,cor.3) ; or log2 =0,3010300 et log567 =2, 7535831; donc logjlT^^O, 3010300 -2,7535831 = - (2,7535831 -0,3010300) °= - 2,4525531 = 3,5474469 (déf. 3, rem. 1).
2° On a log^ = log2 — log567=log2+C'log567— 10 (déf. 5, rem. 2) ; or log 2 = 0,3010300 et CMog 567 = 7,2464169; donc log^ = 0,3010300 + 7,2464169- 10 = 7,5474469 - 10 = 3,5474469=- 2,4525531 (déf. 3, rem. 2).
Remakqle. En cherchant le nombre correspondant à 3,5474469, on trouve [pr. 23) 0,003527336 qui exprime la valeur de rfr à moins d’un billionième.
PROPOSITION XXV
Trouver une valeur approchée de la racine septième du cube de
OOll
En posant x =
on a(pr. 6 , cor. 6 ) logx = ilog log^; orlog^
= log 18 + C log 569 - 10 = 1,25527^5 + 7,2448877- 10 = 2,5001602 ; donc loga: = 7 (2,5001602 X 3) = 7(5,5004806). Avant d’effectuer la division de 5,5004806 par 7, augmentons la caractéristique —5 du plus petit multiple de 7 qui la rende positive, c’est-à-dire de 7 unités ; nous aurons logx =7 (2,5004806—7) = 0,3572115— 1 = r, 35721 15 et, par suite (pr. 23), x = 0,2276206.
En général, pour obtenir le logarithme de la racine w*™* d’un nombre moindre que l’unité, on ajoute au logarithme de ce nombre le plus petit multiple de va qui le rende positif; on divise la somme ainsi obtenue par m, puis on retranche du quotient autant d’unités qu’on a ajouté de fois le nombre m.
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PROPOSITION XXVI
La valeur d’un capital a placé pendant n années à intérêt composé est égale à A à la fin de la n^ année; r désigne l’intérêt d’un franc placé pendant une année; et on propose, étant données trois quelconques des quantités a , r, n , A , de calculer la quatrième par logarithmes.
La valeur d’un franc au bout de la n^^™' année étant (1+r)», on a la relation
A = (1 + r)" X a (liv. 5, prob. 12).
1“ a, r, n étant données, on détermine A par l’égalité
logA = n log (l + r) + loga;
2* r, n, A étant données , on détermine a par l’égalité log a = log A — « log (1+ r) ;
3° a, n, A étant données , on a
log(l + r) =-L(logA -loga),
relation qui détermine 1 + r et, par suite, r. Connaissant r, on en déduit le taux rxlOO.
4“ a, r, A étant données, on a
_ log A — logo ” log(l + r)
Lorsque la valeur de n n’est pas un nombre entier, on prend la partie entière n' de cette valeur pour le nombre des années ; ensuite, on obtient le temps pendant lequel a été placé le capital a pour devenir égal à A , en ajoutant à n' années le nombre des Jours pendant lesquels il faut placer (l + r)"' X a pour que ce capital devienne égal à A ( liv. 5, prob. 10).
THÉORIE OES 1.00 \RITHMES,
PROPOSITION XXVIl.
Une personne emprunte un capital A, quelle rembourse ensuite avec l'intérêt composé, au moyen de ii paiements égaux à a, effectués successivement à la fin de chaque année ; r désigne l’intérêt d'un franc placé pendant une année, et on propose de calculer n par logarithmes.
On a (liv.5, prob. 16)
aX[l + (l+r) + (l+r)“ + ... + (l+r)»-’]=A(l+r]» ou (liv. 5, pr . 35) a x = A (1 + r)" ;
d’où l’on déduit (1 +r)“ = — - —
a — Ar
n log (1 + r) = log a + C‘ log (a - Ar) - 10
et ~~ loga+ C'log(g-Ar)-10
Iog(l+r)
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
I. Quels sont les nombres correspondants aux logarithmes 5, — 4, —, — —, dans le syst'emc dont la base
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II. Trouver les bases des syslhnes dans lesquels
6,-8, y , — - sont les logarithmes des nombres 729; 256; 15625; 2401.
Réponse: 3, —, 3125,
III. Trouver, dans le système dont la base est 10, /a valeur du logarithme de 3 à moins rfe 0,1 .
Réponse : 0,4.
IV. Trouver, au moyen des Tables , une valeur approchée des logarithmes des nombres S79,6U', 68,93465; 0,005862431.
Réponse: 2,9443050; 1,8384376; 3,7680778.
V. Trouver, au moyen des Tables, une valeur approchée des nombres correspondants aux logarithmes 2,9443050; 1,8384376; 3,7680778.
Réponse: 879,64; 68,93465; 0,005862431.
VI. Trouver le temps pendant lequel il faut placer un capital à 5 pour 100 et à intérêt composé, pour qu'il acquière une valeur double de sa valeur primitive.
Réponse : 14 ans 73 jours.
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