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PRÉFACE
Il est, dans Thistoire des connaissances humaines,
jf5 des époques où le génie, après s'être élevé aux plus
hautes conceptions, semble quelque temps arrêté
dans son vol pour prendre bientôt un nouvel essor,
'^' et se signaler par Tune de ces découvertes qui chan-
'] gent la face de la science.
G*est ainsi que Descartes, par Tapplication de TAl- 3 gèbre à la Géométrie, se fraya une route inconnue à ^ ses prédécesseurs, et que Newton et Leibnitz éton- V nèrent l'Europe savante par l'invention d'une analyse ^ bien supérieure à la Géométrie de Descartes. [[^ Jamais découverte n'honora plus l'esprit humain : ^y^ l'infini, cet être idéal, parut soumis au calcul, et opéer des prodiges. En vain (Quelques philosophes voulurent révoquer en doute l'exactitude d'une analyse aussi singulière ; ils ne purent en contester les résultats, et ne firent qu'exciter les géomètres à méditer davantage sur la vraie métaphysique des nouveaux calculs. Newton, le premier, pénétra ce mystère, en considérant le Calcul différentiel comme la méthode des premières et dernières raisons des quantités, ou ^ autrement, comme la méthode des limites de leurs i rapports. D'Alembert reconnut dans les idées de
Newtou la vraie métaphysique du calcul in&nitésimal, et prouva que, par la méthode des limites, on peut donner une explication satisfaisante de celle des fluxions dégagée de toute considération de mouvement, chose étrangère au Calcul différentiel. Postérieurement à d'Alembert, plusieurs géomètres, et entre autres Cousin, ont exposé dans leurs écrits la méthode des limites ; mais ce n'est qu'après eux qu'elle a été mise dans tout son jour, et qu'on a dissipé entièrement les doutes qui pouvaient naître de la métaphyr sique spécieuse de la méthode des infiniment petits, méthode qui peut être regardée comme une espèce d'abréviation de celle des limites.
La méthode des infiniment petits, sous ce rapport, n'est plus qu'un moyen expéditif de trouver les différentielles des diverses fonctions ; elle grave ces différentielles dans notre mémoire, par des figures géométriques réduites au dernier degré de simplicité, et qui parlent plus à l'imagination que des idées abstraites; enfin, cette méthode devient indispensable dans les hautes parties de la Mécanique et de l'Astronomie, où, sans son secours, la résolution des problèmes deviendrait souvent d'une extrême complication; aussi nos grands géomètres, dans Içs parties les plus relevées de leurs écrits, ne craignent pas d'y recourir. Nul moyen n'est plus sûr pour nous faire distinguer les quantités qui, suivant l'ordre d'infinis auxquels elles appartifsnnent, doivent être rejetée§ d'un calcul ou y être cpnservées.
Cette méthode, dans sa métaphysique même, eut autrefois 4'sirdents défenseurs, parce que si Ton ne
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s'écarte pas d'une certaine série de propositions, tout parait avoir la rigueur mathématique, et semble découler naturellement d'un principe fondamental.
Ce principe a été regardé jusqu'à présent comme une espèce d'axiome; mais le point de vue sous lequel il nous fait considérer l'infini, nous présentant des conséquences difficiles à admettre, j'ai cru devoir le démontrer, en donnant pour base à la méthode des infiniment petits un autre principe qui, également fondé sur les notions que nous avons de l'iufipi, satisfait plus la raison par l'idée de limite qu'il renferme tacitement.
Si la méthode des limites complète celle des iufinir ment petits, en rectifiant ce qu'il peut y avoir de défectueux dans cette dernière, la méthode de Lagrange complète à son tour celle des limites, en rattachant les coefficients différentiels à la pure Algèbre.
On peut donc considérer ces trois méthodes comme n'en formant pour ainsi dire qu'une seule; aussi, en les comparant, reconnaît-on que les principes qui en découlent leur sont communs, et qu'il ne faut, pour les entendre toutes, qu'ajouter très-peu de chose à celle des limites. La méthode de Lagrange se réduit alors, en quelque sorte, à un théorème que j'ai rendu extrêmement facile par les modifications que je lui ai fait subir.
Comme dans mes autres ouvrages en Mathématiques, j'ai développé toutes les opérations, persuadé que ce n'est pas en dédaignant d'entrer dans de semblables détails, qu'un auteur paraîtra doué de plus vastes conceptions, et qu'il ne doit être jugé que par
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la manière dont il expose ses idées, et par les aperçus plus ou moins nouveaux renfermés dans ses écrits.
Une telle extension donnée aux calculs devait nécessairement rétrécir l'espace réservé à l'exposition de la partie philosophique de Touvrage. J'ai cherché à surmonter cette difficulté par beaucoup de précision, et l'on verra que je me suis constamment attaché à rendre raison des procédés analytiques, à suivre la marche d'invention, et à m'élever progressivement des idées les plus simples aux résultats les plus généraux.
J'ai souvent fait précéder une théorie par des réflexions qui tendent à en faciliter l'intelligence, et j'ai toujours évité d'adopter, sans démonstration, ces for-» mules d'origine inconnue, dont on ne peut justifier l'em^ploi que par le résultat auquel on parvient.
A la suite du Calcul intégral, j'ai traité de celui des. différences finies, qui est d^ùne si grande utilité dans la théorie des suites. L'ordre et les tableaux que j'ai introduits dans cette matière abstruse, doivent sans doute contribuer à en rendre l'ensemble facile à saisir. J'ai expliqué avec soin la méthode d'interpolation dé Nevrton; et, par des considérations puisées dans le fond du sujet, je suis parvenu aisément aux formules que Lagrange a trouvées pour parvenir au même but. Je donne ensuite le beau théorème d'Euler, par lequel l'intégrale de forme finie d'une fonction dépend de ses coefficients différentiels; et je fais connaître l'analogie qui existe entre les différences et les puissances.
Je passe de là au Calcul des variations, dont je dé-
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montre les théorèmes principaux avec une grande généralité, ce qui me fournit les moyens de lever plusieurs difficultés qui peuvent nous arrêter dans ce calcul.
Enfin, j'ai rejeté dans les Notes deux nouvelles démonstrations de- la règle d'Euler, pour ramener un problème de maxima ou minima relatifs à un problème de maxima ou minima absolus.
Le calcul des variations a toujours passé pour trèsabstrait; je pense seulement que, comme on l'a fait pour d'autres théories, on finira par le dépouiller de tout ce qu'il a d'épineux. L'obscurité, en Mathématiques, ne provient pas seulement d'un ordre de propositions mal établi, mais dérive encore des lacunes qui, même dans le meilleur plan, peuvent arrêter la marche de la pensée. Voilà l'écueil que j'ai voulu éviter, en cherchant à lier entre elles des propositions isolées par des démonstrations dont l'urgence se faisait sentir.
Le calcul infinitésimal se composant de diverses théories qui souvent sont indépendantes les unes des autres, j'ai cru devoir indiquer par de plus fins caractères les matières qui peuvent être supprimées à une première lecture. Par là, ceux qui ne veulent entreprendre qu'une étude peu approfondie de la haute Géométrie auront la faculté de ne parcourir que les parties les plus élémentaires de cet ouvrage; tandis que ceux qui désirent acquérir des connaissances plus étendues, après s être familiarisés davantage avec les principes, parcourront avec phis de fruit les autres parties.
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Quant aux Notes qui terminent cet Ouvrage, elles se composent de quelques démonstrations nouvelles, et de choses qui auraient pu entraîner des longueurs, si elles n'eussent été traitées à part. Mais ce qui en forme la partie la plus intéressante, ce sont quelques théories importantes que j'ai beaucoup modifiées pour les rendre plus intelligibles et plus complètes.
On a souvent demandé le complément du Cours de Mathématiques de mon beau-père, M. Boucharlat.
Dans les dernières années de sa vie, il s'était vivement préoccupé de cette pensée; mais la mort étant venue le surprendre au milieu de ses travaux, je me propose de publier prochainement, et d'après ses notes, un Traité élémentaire d'Arithmétique, d'Algèbre et de Géométrie.
Je n'ai apporté aucuns changements aux Eléments (le Calcul différentiel et de Calcul intégral, à la réimpression desquels je viens de donner mes soins : les six éditions qui précèdent celle-ci prouvent suffisamment que cet Ouvrage a eu l'approbation du public.
Mathon de Pogèrës,
r.hevalier de la Légion d'honneur, Membre du Conseil {[énérul de la Loire, de la Société Philo technique.
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DE LA DIFFÉREKTIATIQII DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES
1. On dit cfu! une ^variable est fonction d'une autre vafiable^ lorsque la première est égale à une certaine expression analytique composée de la seconde; par exemple, y est une fonction de x dans les équations suivantes :
2. Considérons une fonction dans son état d'accroissement , en vertu de celui de la variable qu'elle renferme : toute fonction d'une variable x pouvant être représentée par l'ordonnée d'jtme courbe BMM' (fig* i), soient AP = x et PM = Y^ les coordonnées d'un point M de cette courbe, et supposons que l'abscisse AP reçoive un accroissement PF = /i-, l'ordonnée PM deviendra P'M'=y. Pour obtenir la valeur de cette nouvelle ordonnée, on voit donc qu'il faut changer x en xH- à dans l'équation de l^courbe-, et la valeur que cette équation déterminera alors pour y sera celle de y'.
Par exemple, si Ton avait réqualion y = mx^ , on obliendraity en cliangeant x en x '\- h ei y en y, et Ton aurait
OU, eu développant,
y = mx"^ 4- 2 mxh 4- ////*'.
Prenons inaînleiiant l'équation
et supposons que y devienne y lorsque x devient x -\-h\ nous aurons donc
et, en exécutant l'opération indiquée,
/ ■= a:=» -f- 3 je' h 4- 3 xh- -4- A' :
si de cette équation nous retranchons Téquation (i), il restera
/ -^7 r=: 3 j:^ /^ -+- 3 xh^ H- /t' ;
et, en divisant par A ,
(a) ^ y^ = 3x' -h'dxh-h h\
Voyons ce que ce résultat nous apprend : y — y représe»tél' accroissement de la fonction y en Vertu de l'accroissement h donné à a:, puisque cette différence ^ — y est celle du nouvel état de grandeur dejk son état primitif.
D'une autre part, l'accroissement de x étant A, il suit de
là que l'expression — r— ^ est le rapport de l'accroissement
de la fonction j- à celui de la variable x. En considérant le second membre de l'équation (2), on voit que ce rapport diminue d'autant plus que // diminue, et que lorsque h devient nul , ce rapport se réduit à 3 x^
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Ce terme 3x* est donc la limite du rapport *^ — j-^ : 'c'est
vers ce terme qu'il tend lorsqu'on fait diminuer h.
A. Dans l'hypothèse de /i = o l'accroissement de y deve-
nant aussi nul, se réduit a -» et par conséquent
Téquation (2) devient
Cette équation n'a rien d'absurde, parce que TAlgèbre nous apprend que - peut représenter toutes sortes de quantités (*). D'ailleurs on conçoit que puisque en divisant les deux termes d'une fraction par un même nombre, cette fraction ne change pas de valeur, il en résulte que la petitesse des termes d'une fraction n'influe en rien sur sa valeur, et que, par conséquent, elle peut rester la même lorsque ses termes sont parvenus au dernier degré de petitesse, c'està-dire sont devenus nuls.
La fraction-» qui se trouve dans l'équation (3) , est un
symbole qui a remplacé le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable : comme ce symbole ne laisse
(*) Pour le reconnaître, il suffit de considérer les équations du premier degré; en effet, tout ce qu'on nous demande dans celle-ci, ^ = tfxH-i, c'est de trouver pour j' une valeur composée du produit d'un certain nombre X par a, et de la quantité h. Or, ce nombre x est tout à fait arbitraire; il peut être égal à i, à 2 , à 3, ou à toute autre quantité numérit^ue : et les résultats «-+-&, 2 «-*-&, 3a-+-6, etc., qu'on obtiendra ainsi, seront toujours des valeurs convenables de y. Il n'en serait pas de même si l'on avait une seconde équation ^=.fl'x-f- 6' entre x et ^; car, en éliminant^, on
trouverait *= ,1 valeur qui n'est plus arbitraire, et qui devient -
dans le cas où Ton a V =.h et a = a'; mais alors les deux équations se réduisent à cette seule / = ax-h&, et la valeur de x, comme on vient de le
voir, devient une quantité indéterminée qui se présente sous la forme -•
aucune trace de celle variable, représenlons-le par -=-;
alors j- nous rappellera que la fonction élaii y et que la
variable était X (*). Mais dj et àx ne seront pas moins des quantités, nulles, et nous aurons
V- OU plutôt sa valeur 3x* est le coefficient différentiel de
do: '-
la fonction y.
Remarquons que -— étant le signe qui représente la limite
3a:* [comme le montre l'équation (4) ], àx doit toujours être placé sous dj^. Cependant, pour faciliter les opérations de l'Algèbre, on peut momentanément faire évanouir le dénominateur de l'équation (4), et l'on a dj' = 3x*dx. Cette expression ix^dx est ce qu'on appelle la différentielle de la fonction y.
5. Cherchons encore la différentielle de la fonction a -H 3a:*. ]Pour cet effet, il faut donc, dans l'équation y = a -h 3a:*, faire a: = x -H A ^ et , en changeant j- en y^ cette équation deviendra
/ =« -h 3x^ 4- &xh 4- 3A';
donc — T — = 6 a: -H 3 /i 5 égalant h à zéro , il nous vient
■^ z=6x : donc la différentielle cherchée est dy = 6a: dx.
6. Pour troisième exemple, cherchons la différentielle de j^ = ax^ — b^ : faisons x = x -\-h^ et substituant nous
(*) Ce n'est pas la première fois que, dans l'analyse , un signe rattache
une quantité à celle dont elle tire son origine. C'est ainsi que y'î, qui représente i/|i43i36. . ., nous indique que ce nombre dérive de 2, par une suite d'opérations.
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avons donc
passant à la limite, on a
Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée; la différentielle sera ày = 3 ax^ do:.
7, Proposons-nous de trouver encore la différentielle de
y = : eflTectuant la division, on trouvey = i-f-J^-f--c';
mettant a: -f- A à la place de x, et j^ à celle dey^ on obtient
et en ordonnant par rapport à h,
j' = I 4- a: -f- ar* -f- (ax-f-i)/* -f-^';
passant à la limite, on a-p- = 2a:+i; donc la différentielle de est (ax-f-i)dr.
Prenons encore pour exemple
développant, on a
X=z x^ — 5 fl' .r' -H 6 a* ;
substituant x-hh k x ely' k y ^ et ordonnant ensuite par rapport à A, il vient
y z::zx^ -— 5fl'x'-f-6a* + {^x^ — \oa^x)h 4- (6a;» — 5«')A'-f-4«A3^ AS
donc
passant à la limite, on a
et en multipliant par da:, on trouve que la différentielle est
djr =: (/\ûi^ — I o a' ^) d a:.
9. L'expression dx est elle-même la différentielle de x: car soit y = x, on a y' = ar -f- A ; donc y — y = /î, et
par conséquent . = i- Comme la quantité h n'entre
pas dans le second membre dé cette équation , on voit que
pour passer à la limite il suffit de changer - — - — - en -p »
dy ce qui donne — = i ; donc, dans notre hypothèse, d^ = dx.
tl«37
10. On #ouvera de même que la différentielle de ax est adx] mais si l'on avait j^ ==ax-|- i, on obtiendrait encore adjcpour la différentielle. D'où il suit qu'une constante b qui n'est point affectée de x, ne donne aucun terme à la différentiation, ou, autrement dit, n'a point de différentielle.
On peut d'ailleurs considérer que si l'on a j' = é, c'est le cas où a est nul dans l'équation j^ = ax 4- i, et où par
conséquent, -p = a se réduisant à -p = o, il n'y a ni li-
mite ni différentielle.
H. Il est à observer que quelquefois l'accroi sèment de la variable est négatif 5 dans ce cas, il faut substituer x — h à a:, et opérer comme précédemment.
DIFFÉIlEnTIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 7
Ainsi, pour trouver la diQ'éreniielle de ax^ lorsque raccroissement est négatif, on remplacerai? par x — /^, et
Ton aura
y = a,v^ — 3 ax^ // -h 3 axh^ — nk^ ;
; — = — 3 ax^ 4- 3 ax/i — ah^ :
passant à la limite, on aura t^ = — Zax^^ et par conséquent ày=: — 3 ax* àx.
On voit que cela revient à supposer Ax négatif dans la différentielle dey calculée dans Thypothèse d'un accroissement positif.
12. Avant que d'aller plus loin, faisons une remarque essentielle, c'est que dans une équation dont le second membre est une fonction de x, et que pour cette raison nous représenterons généralement par yz=zfx^ si Ton change a: en .r 4- A , et qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de A, on trouve le développement suivant :
on doit toujours avoir j^ = A. En effet, si l'on fait A = o, le second membre se réduit à A; à Fégard du premier membre , comme nous n'avons accentué y que pour marquer que y éprouvait un certain changement lorsque x devenait x -H A , il faudra , lorsque h sera nul , que nous supprimions l'accent de j^, et l'équation (2) se réduira alors à
13. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le procédé de la différentiaiion. En effet, si dans l'équation
j=fxy dans laquelle on est censé connaître l'expression représentée partit:, on a mis x-i-h à la place de a:, et qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de /i,
OU ait pu obicnîr le développeraeiil suivant :
/ = A + B A 4- C A' 4- DA» + . . . y ou plutôt, d'après l'arlicle précédent ,
on aura
/— j^=:B/i4-CA'-h... ;
. . dr et, en passant à la limite, j- = B. Ce qui nous apprend
que le coefficient différentiel est égal au coefficient du terme qui contient la première puissance de h dans le développement de y (x-f- A) ordonné par rapport aux puissances ascendantes de /i.
14. Si, au lieu d'une foQClion y qui change d'état en vertu de raccroissement donné à la variable x qu'elle renferme, on a deux fonctions j^ et z de cette même variable x, et que l'on sache trouver en particulier les différentielles de chacune de ces fonctions , il sera facile, par la démonstration suivante, d'en conclure la différentielle du produit zy de ces fonctions. En effet, si Ton substitue x-\-h à la place de x dans y et dans z , on obtiendra deux développements qui , étant ordonnés par rapport aux puissancesde A, pourront être représentés ainsi :
(5) /=jH-AA4-BA»-f-...,
(6) ' 3' = z-HAVi + B'A'-l-..-.^
passant à la limite, on trouvera
/ X dr ^ dz ^,
' ax d jc
multipliant les équations (5) et (6) l'une par l'autre, nous
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obtiendrons
«'y = zj -h A z/i -h B «A» -h . . .
-f-A'//*-*- AA'A'-t-...
donc
^jL'Z^y = Az -t- A'j 4- (Bz H- AA' -f- B'j^) A -f- ... ;
passant à la limite, et indiquant par au point Texpressioii qui doit être différentiée, on obtiendra
mettant au lieu de A et de Â' leurs valeurs données par les équations (7), il viendra
d.zj zdj^ jdz
àx àx àx
et en supprimant le diviseur commun do:,
d . z^ = zd/ -h jd z.
Ainsi, pour trouver ^a différentielle d'un produit de deux variables, il faut multiplier chacune par la différentielle de Vautre y et ajouter les produits,
\ 5. Au moyen de cette règle , on trouvera facilement la différentielle d'un produit de trois variables.
Soit, par exemple, y <2w : faisons j^z = ?, nous aurons donc d .yzu =. à,tu.
Or, d'après ce qui précède,
(8) d./w = /da -f-adf;
et puisque i =yz, on a àt=^yàz -{- zdij : mettant donc ces valeurs de t et de àt dans l'équation (8), elle se changera en à.yzu =yzdu -+• uydz -H uzdy.
On voit que la même règle subsiste encore pour un produit de trois variables, c'est-à-dire ç^' il faut écrire le pro^
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duit yzu, et r^eniplacer successivement chaque variable par sa différentielle y et ajouter ces produits.
La même règle a lieu pour un plus grand nombre de variables.
La différcniielle d'une fraction - est ; car
supposons - = ï, nous avons z-=-yt\ donc (art. l-i)
dz =yd« -h rdj^ •, d'où nous tirons yd« = dj: — tàifS mettant dans le second membre la valeur de f, il vient
yAt'=.Az Ay ; réduisant au même dénominateur, et
divisant ensuite par y^ on a
, rdz — zdr , z ydz — zdr
17. Si dans F équation d.yzu =yzdu -\-yudz -h- zudy (art. IS) on divise tous les termes par y^i/, on obtiendra
d.yzu du dz ^ d^
j-zu u z y
En général, en divisant la différentielle d'un produit d'un nombre quelconque de variables par ce produit, on trouvera
, . d.xYztu,.. dx dy dz dt du
xyztu. . . X y z t u
Si wt:,y, z^ ?, z/, etc., sont égaux à x et en nombre m, on aura dans le second membre de cette équation un
nombre m de termes égaux à — •, ce second membre se
changera donc en 5 et Téquation (9) deviendra
d,x^ dx = m — )
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et en multipliant par j:"*, on aura
18. D'où Ton peut conclure cette règle : Lorsqu'une "variable est élev^ée à une puissance m, pour avoir la différentielle ^ il faut ^ 1^ changer V exposant en coefficient; tP affecter la variable d\in exposant moindre (tune unité; 3° multiplier ensuite ce produit par dx.
19. Si l'exposant était fractionnaire ou négatif, la même règle aurait lieu. Pour démontrer ce premier cas , soit
yz=ix^\ en élevant les deux membres à la puissance qr, on aura j^nzij:''^ donc (art. 18) çyf"^ ày = px^^^ dx ^ d'où l'on tire
et comme a:''"* peut se mettre sous la forme — ■ ? el que de même r^~* = —') en substituant ces valeurs, on a
et à cause de x'' =j^'', l'équation précédente se réduit à
dy ^^^Ax\
mettant enfin pour j^ sa valeur, on obtient
dy = ^ — dx;
et en faisant passer le diviseur x eu exposant, on a
dy = - x9 ax^
ce qui est la même chose que la différentielle de y = x^ qu'on aurait obtenue en faisant usage de la règle du n" 18.
Pour démontrer le cas où l'exposant est négatif, soit r= x''f^ ^ ce qui revient k jr = — ; différentiant par la règle des fractions (art. 16), nous aurons
, . xPd .1 — I .dxP
'' xP'X.xP '
et comme l'unité n'a point de différentielle, étant une 'constante (art. 10) , cette expression se réduit à à y = ^^
effectuant la différentiation indiquée (art. 18), on aura
dy = — — — ;— > et en retranchant l'exposant np de
l'exposant^ — i , il vient enfin ày= — px"^"^ àx , ainsi qu'on l'aurait trouvé en faisant usage de la règle du n° 18. Concluons donc que cette règle a lieu, quel que soit l'exposant de Xj c'est-à-dire pour un exposant entier, négatif ou fractionnaire.
SO. On peut parvenir immédiatement à la différentielle de jt" parla considération du binôme, de la manière suivante : faisant .r = .r H- A , dans y = af, on obtient
et en développant par la formule du binôme , on trouve
retranchant de cette équation la précédente, et divisant par h, il reste
Passant à la limite , en faisant A = o , on obtient
•Y- = maf"^ , donc dy = moé^—^ d jt,
dx
et en remettant la valeur de/, on a
d.a:^= mx^"^ dx.
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21 . Si l'on remplace les radicaux par des exposants fractionnaires, la règle du n° 18 pourra donc servir à différentîer ces sortes de quantités. Par exemple, pour trouver la
différentielle de v^z, on écrira z^ , dont la différentielle sera jz ^ az = — p> ce qui nous apprend que, pouras^oir
la différentielle de la racine carrée d'une quantité variable, il faut diviser la différentielle de cette quantité par le double du radical.
DE LA DIFFÉRENTIATIOn D'CNE SOMME DE FONCTIONS-
22. Pour différentier une quantité qui renferme plusieurs termes, le procédé serait bien long s'il fallait toujours tenir la marche que nous avons suivie, en cherchant d'abord la valeur de y* pour en déduire ensuite celle de
- — 7-=^î et passer à la limite, en faisant h = o. Heureusement que, lorsqu'on sait différentier en particulier chaque terme , on peut suivre une voie plus simple, en vertu d'un théorème qui se réduit à cette proposition : la différentielle d'une somme de fonctions est égale à la somme des diffé^ rentielles de ces fonctions .
Pour le démontrer, soient donc/, F, ç, etc., les signes' indicatifs de ces diverses fonctions dont y se compose, et supposons que nous ayons
dont il faille chercher la différentielle.
Si nous mettons a: -H A à la place de x dans ces fonctions \ comme, par hypothèse, on sait les développer chacune en particulier suivant les puissances de A, nous pourrons représenter le résultat par
y' z=fx -h A A + A7*» 4- . . .
-hF^-+-BA -h B'^'-l-. ..
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rassemblant les termes multipliés par les mêmes puissances de h 5 et retranchant y^ nous trouverons
passons à la limite,
V^ = A-hB-|-C et clr = Ad-c-|-Bdj:-+-Cd:c.
A, B, C étant les termes qui sont multipliés par la première puissance de h dans les développements de /' [x-h h)^ de F (jT-j-A), etdey (a:-l-A), ilenrésulteque Ador-l-Bdx-f-Cdj: représente la somme des diflérentielles des fonctions proposées.
23. Pour donner une application de ce théorème, supposons qu'on ait à trouver la différentielle de
nous savons, par Part. 10, que la différentielle de ax^ est aà.x^\ et en exécutant, d'après l'art. 18, la différent! ati on indiquée, il vient a.3x*dx; et en mettant le coefficient numérique en dehors, on obtient 3 ax^àx. En agissant de même à Tégard de la constante &', on trouvera que la différentielle de ft'a:'.est 2 b^xàx \ d'un autre côté,
l'art. 21 nous apprend que e* sjx a pour différentielle.
e* — p. Ajoutant donc ces résultats, nous trouverons
2 sjx
d^- rrr 3ûjr»d.r-j-2Ô':ctlj7-+- —'
24. En général, lorsque, dans une expression que l'on veut différenticr, une constante entre comme facteur d'une fonction de x, il fautdiffércntier comme si cette constante n'existait pas , et multiplier ensuite par celte constante.
Si, au contraire, une constante n'est point affectée
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d'une fonction de x , elle ne fournit , comme nous Pavons vu (art. 10), aucun terme à la différentielle.
DE LA HARIÈRE DE FACILITER LA DIFFÉBENTIATION DES FONCTIONS COMPLIQUÉES» ET D'ÉVITER L'OPÉRATION DE L'ÉLIMINATION, LORS- QUE LA FONCTION ^ N'EST PAS IMMÉDIATEMENT EXPRIMÉE AU MOYEN DE LA VARIABLE x.
26. Quelquefois la fonction j et la variable x ne sont pas données par une même équation. Par exemple, si Ton avait les deux équations'des formes suivantes y =zju , et u = (fx^ le premier moyen qui se présenterait pour obtenir le coefficient différentiel ~- serait d'éliminer u entre
ces deux équations, pour pouvoir y appliquer le procédé de la différentiation 5 mais, sans avoir recours à cette opération préliminaire, on peut obtenir immédiatement le
coefficient différentiel -p- : c'est ce qui va être Tobjet de la
démonstration suivante.
Supposons donc que dans l'équation w = ya:, ou mette x + A à la place de x et qu'alors u devienne u' =^ m -f- A, c'est-à-dire se compose de la fonction primitive et d'un certain accroissement (art. 12) que nous représenterons par A', admettons encore qu'en substituant ensuite u-{-k à la place de u^dans l'équation y ^=^Jn^ la fonction y devienne y' : si, en développant ces fonctions de u et de x par rapport aux puissances de leurs accroissements, la substitution de x -^ li à la place de x dans la fonction u nous donne
u' z=zu'\- qh-^ q' fi" -h ^" ^^ -*- • . • ;
et que la substitution de i£ 4- A à la place de u dans la fonction y nous donne
l6 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
on obtiendra
Multipliant ces équations terme à terme, on aura
I.e premier membre de cette équation peut se réduire; car r accroissement de u étant représenté par A', est donc
égal à v! — u \ par conséquent, au Heu de*^ — j-^ • — - — t
K fi
place de A, Véquation précédente devient
nous pouvons écrire — 7 — \ et en mettant xf — x à la
(il) ~ ^- = {q ■\-'q'h-^q"h'^.,.)[p-^p'k-^p"k'^...),
oc — X
Lorsque h est nul , h s'évanouît aussi (puisque u n'a pris l'accroissement k que parce que x est devenu j: -|- /z) 5 par conséquent , dans le cas où /i = o, qui est celui de la limite, l'équation (ii) se change en .
Pour déterminer y et q^ il faut supposer h et h nuls dans les équations (10), et ces équations donnent
Substituant ces valeurs de p et de q dans Téquation (12), on obtiendra / 3\ djr__dj dw
MANIÈRE DE FACILITER LA DIFrÊRENTlATIOW , ETC. IJ
Ce résultat nous apprend que si Ton a deux équations y =/" et u = (fx, et qu'on en tire les valeurs des coeffi-
cients différentiels ji et ^, il suffira de multiplier ces valeurs entre elles pour avoir celle de -r^-
27. Si l'on a, par exemple, les équations / = 3 m' et w = a:' -4- rtx', on trouvera
dx dx '
donc, en multipliant ces équations terme à terme, on obtiendra
^ = 6u{3x'-^ 2ax)=z6{x^ + ax') (3x^-{-!iax).
28. La formule (i3) est d'un grand usage pour différentîer des quantités compliquées ] donnons-en quelques applications.
1°. Cherchons la différentielle de
cela se réduit à trouver le coefficient différentiel -r^. Pour
dx
cet effet, faisons i -f- j:* = m, alors y = -p==M % et les
équations y=fu et u = (fx (art. 26) sont donc représen-
tées ici par y =z u % et par u = i +\r*.
Différentiani ces équations (art. 18), et divisant la première par dzi, et la seconde par dx^ on trouve
du ^ ^ dx
multipliant ces coefficients différentiels entre eux, on a
dr , ^-1 — X
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ç étant obtenu par deux différentiations successives, et en divisant chaque fois pardx, nous représenterons cette
cl' V d' Y
opération par -j-— > et nous aurons -7— ^ = ^ ^ de même , en
Cl X Cl ÛL
différentiant de nouveau et en divisant par da', nous au-
rons T-^ = r; ainsi de suite.
dy est la différentielle première de / ; d'j en est la différentielle seconde; d^X ^" ^*' ^^ différentielle troisième ;
THÉORÈME DE HACL AUBIN
31 . Soit y une fonction de x-^ ordonnons-la par rapport à a:, et supposons
(16) /=A-hBa:-hCa:'-|-Dx*-+-Ejr<4-...,
nous aurons, en différentiant et en divisant par dx ^
--^,=:...2C -h2.3Dj:-h 3.4E^'-*-.. . ,
-r— ^ = 2.3D 4- 2.3.4Ejr-f-. . . ,
cl X
Représentons par (y) ce que devient jr quand x = Oj
par ( j^ ) ce que devient -p- quand JC = o ,
fd'jr\ d^X j
par ( -T—^ I ce que devient -r— ^ quand x = o^
C*) Ce théorème, comme l'a fait observer M. Peacock, avait été trouvé par Stirling, dès 1717, et par conséquent avant que Maclaurin en fit usage.
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ainsi de suite; les équations précédentes nous donneront
d'où nous tirerons
Substituant ces valeurs dans l'équation (i6) , elle deviendra
Telle est la formule de Maclaurin.
Pour première application , prenons y
nous trouverons, en différentiant par Tart. 16, [a-\-Jc)d.i — 1 .d{a -\-x) àx
d'où nous conclurons
dx _
différentiant de nouveau, nous trouverons successivement
à^jr 2 (a -h a:) 2
d? ■" (« 4-^)* """ (a -4- x)' ' d^^ 2.3(flH-j:)» ^ 2.3
Faisant donc x =: o dans les valeurs de r, de -r—î de 3—7 1
de -r^î etc., nous trouverons
substituant ces valeurs et celle de y dans la formule (17) ,
nous obtiendrons
33. Pour seconde application, prenons y = ^a' -f- ^jr, nous avons donc
= \(a'-\-bx) 'b=:\
dx' .' '^ ^[a^^bxf
T3— TT-a(ût -i-bx) b'= f=Er"'
Si nous faisons a: = o , ces valeurs devieudront
ix' I a^
substituant dans la formule (17) ces valeurs de (y), de
34. Pour troisième exemple , prenons j^ = ( a 4- x)"^ ^ nous trouverons, en différentiant,
ûx
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Faisant j: = o , la valeur de y se réduit à a'" \ donc (j) = a'* , et les coefficients diirérêntiels ci-dessus deviennent
= /ii (m — i) (m — 2) a"»""'. . . .
Substituant ces valeurs de (j^) , de ( ;r^ ) > de f ~-^ \ , etc., dans TéqualioD {i8), on trouve
' ( rt + jtr r zir a*" -t- ma""-^ x -{- m ^ â"-' x'
-I- m ^ il —1 a'^-^x^ -i- [Note I (*).]
DE LA DIFFÉRENTIATIOn DES QUANTITÉS TRAHSCEHDANTES-
35. Les quantités transcendantes sont celles qu^affectent des exposants variables, des logarithmes, des sinus, des cosinus , etc.
36. Proposons-nous de différentier d'abord a*. Soit donc j^ = a' , changeons x en x -\-h eX. y en y \ cette équation deviendra y = a^^ , ou plutôt
(19) / = û'fl* ' {NoteU.)
Il faut donc développer cette expression par rapport aux puissances de A, et trouver ensuite les termes multipliés par la première; or, pour que a^ puisse se développer par la formule du binôme, je ferai a = i 4- i, et par conséquent a* tleviendra
(* ) Voyez les Notes à la fin de l'ouvrage.
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On peut trouver les termes multipliés par la première puissance de h sans former tous les produits indiqués par le second membre de l'équation (20). Pour cela, on s'apercevra d'abord que les termes qui contiennent la première puissance de h dans le second et dans le troisième terme de
b b^ l'équation' (20} sont - /i et h. A l'égard des autres
nous remarquerons que si dans un produit tel que
h(h^i) (h^i) (A — 3)..., la partie
est composée de n facteurs, son développement, d'après la théorie des équations, sera de la forme
c'est-à-dire qu'on aura
(2i)/i(/i — i)(A--2)(A — 3)... = A(A'»4-AA«~'...-hMAh-N),
ou, en exécutant l'opération indiquée dans le second membre , il vient
A(A — i)(/i — 2) (A — 3) ..=r//«-»-'4-AA»...4-M/i'H-NA,
et Ton voit que le terme qui contient la première puissance de h dans le produit h (h — 1) [h — 2) (A — 3) , etc., sera NA. Examinons maintenant comment se compose le coefficient N. Or l'Algèbre -nous apprend encore que dans un produit tel que (A — -i) [h — 2) (h — 3) , etc., dont le développement est A" -h /i"~^ . . . -h M A -i- N , le dernier terme N de ce développement se compose du produit des secondes parties — i, — 2, — 3, etc., des binômes h — i, h — 2, h — 3, etc., c'est-à-dire qu'on a, en général,
N= — IX— 2X— 3X
Ainsi, en considérant le quatrième terme h (h — i) (h — 2)
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deréquatlon (20), nous voyons que le développement de la partie (h — i) (h — 2) qu'il renferme sera de la forme A* -h A A -I- N et aura le produit — i X — 2 pour valeur de N ^ par conséquent la partie affectée de la première puissance de h que nous fournira ce terme , sera
X ( — IX — 2) A = --A
En considérant ensuite le cinquième terme de l'équation (20) , on verra de même que le terme affeclé de la première puissance de h qu'il renferme, doit être
XC—ïX — 2X— 3)A = — -y/l^
et ainsi de suite ; de sorte que nous aurons
(^i ^ bf = i -\-[ h-y — Y' ' ' ] à "h terni es en h^f en h^ y etc.
et en remplaçant (i -I- i) par sa valeur a , on aura
fb b' b' b*
I 1--- 7-. . . \ h-+- termes en h* y en h^ y eic.
Représentons ( ^T"^?" ** ) ^^^ ■^' ^^ obtiendra
ât* =r I -h A A -f- termes en A% en /*' , etc. ;
par cette valeur, l'équation y' = a'a^ deviendra j' = a' H- ka'h -f- termes en A% en Ii?^ etc.
Si nous en retranchons l'équation primitive/ = «^, ^ restera r^ — y =z Aa'^h -+- termes en A', en A', etc. , passant à la limite, on trouvera
dr (.:,) dJ = ^"''
et en mettant la valeur de/, on obtiendra
d.fl'
dx
= Afl*.
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37. La constante A dépend de a-^ car si dans l'équation on met pour b sa valeur a — i , on trouvera
38. Pour déterminer la valeur de la constante A, cherchons, par le théorème de Maclaurin et à l'aide des équations (22) et (a3), le développement de a'*, nous avons donc
dor-^'' '
d'r Ad. a* . Aa*dx
dx' dx ax
ces
Faisons (art. 31) a:= o, nous trouverons (y) = a^ ■= i ,
(ë) = A ' (ïïï) = ^' ' (ë) = ^'' ^»*=- Substituant valeurs dans l'équation (18) , nous trouvons
, ^. Ax A}x^ A}x^
faisons x =-7-5 cette équation deviendra
DES DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES
donc
(26) A = --ïî—
log e
Le nombre e, dont la valeur est donnée par l'équation
e = I -h I H 1 r -t- . . . , est la base que Néper
choisît pour calculer ses Tables de logarithmes.
Comme la série i -h i H 1- . . . est assez conver-
gente, on peut se borner à prendre les douze premiers termes de cette suite , et alors on trouve que e vaut environ 2,7182818. Si nous représentons par La le logarithme de a dans le système népérien , nous aurons donc
a = (2,7182818. . .) ", ou simplement a = e " : donc
log a = log e *" et log a=ha log e 5 d'où nous tirerons
ce qui réduit l'équation (26) à A=La, et, par conséquent, l'équation (23) donne
(28) * ^ âa'z=a*àx.ha,
39. Lorsque la base quelconque a est remplacée par la base du système népérien , l'équation précédente devient
et comme, en çhangeatit a en ^ dans Téquation ( 27 ), il en résulte que he est égal à Tunité, Téquation précédente se réduit à
àe*z=e*dx.
L'équation (26) nous fournit les moyens de trouver le développement de e*. En effet , lorsque a = e, l'équation ( 26) se réduit à
substituant cette valeur de A dans Téquation (25), et changeant a
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en c, on obtient
DES DIFFÉRENTIELLES LOGARITHMIQUES-
40. Soit X le logarithme de y dans le système dont la base est a; on a y = «', et l'équation (aa) nous donne dj- =: A a* do: ; d'où l'on lire
j^ _ dj^ __ dx _ d/ log g A a* loga ^ a' loga ' log e
et comme a' = j^ et j: = log/, l'équation précédente devient
(3o) éAo^y = ^pI.
Dans le cas où Ton prend les logarithmes dans le système
népérien, la base a devient le nombre e (art. 38) 5 parcon-
, loae loe e , i • j 1 d r
sequent, on a , ^ = . ^ = i : donc alors d.ioff r =
^ ' log« log g ' °*^ /
DES DIFFÉRENTIELLES DES SINUS t COSINUS ET AUTRES LIGNES TRIGONO- MÉTRIQUES, OU DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES.
41 . L'arc est plus grand que le sinus et plus petit que la tangente.
Pour le démontrer, soit AB (fig. 2) un arc qui a BE pour sinus et DA pour tangente, et prenons l'arc AB' égal à l'arc AB. En considérant la corde BB' comme une ligne droite, on en tire la conséquence qu'elle est plus courte que l'arc BAB'. Donc la droite BE, moitié de la corde BB', est plus courte que l'arc BA , moitié de l'arc BAB'; d'où il résulte que le sinus est moindre que l'arc.
Pour démontrer que la tangente est plus grande que l'arc, nous avons
aire du triangle DD' C ^ aire c(u secteur BAB'C^
Il résulte de ce qui précède que la limite du rapport du
sinus à l'arc est l'uni té 5 car, lorsque l'arc A représenté par AB
devient nul, le sinus se confondant avec la tangente, à plus
forte raison le sinus se confond. avec l'arc qui est compris
entre la tangente et le sinus; par conséquent on a , dans le
, , , . . sin h 1 A sin h
cas de la limite, r? ou plutôt — p- = i .
arc A * h
43. Pour trouver la différentielle du sinus dont l'arc est x, supposons donc que cet arc reçoive un accroissement h ; nous savons , par la Trigonométrie , que
( 3 1 ) sin (.r 4- A ) = sin j; ces h -h sin h cos x.
Retranchant de celte fonction son état primitif, et divisant par l'accroissement A delà variable, nous aurons
sin (x -4- A ) — sin x sin x cos h -f- sin h cos .r — sin x - _ -
Rassemblant entre des parenthèses les termes qui sont multipliés par sin x dans le deuxième membre , on trouvera
sin (a: «4- A) — sinj? sinar(cosÂ — 1) sin A cos or
Quand h devient o, cos A — i devient aussi nul, et
• z se réduit à — Il convient donc de mettre ce terme
sous une autre forme : pour cela l'équation cos'/i -t- sin*A = i
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me donne
cos'A— i = — sin*A ou (cosA — i) (cosA 4- i) = -— sin'//,
d'où je tire
sin'A cos // — I == —
ces A -f- 1
Substituant cette valeur dans Téquation (Sa), cette équation devient J
,^^, sin (a: -f- /<) — sin 0? sin h sin /* sin A
(33) — ^^ r^ =— sinj: 1— j— -h cosar — — .
^ ' A cos A -H 1 A A
Dans le cas de A = o, l'arc et le sinus se confondent, c'està-dire qu'on a — — = i ; d'un autre côté, cos A = i ; donc
sin A o |,^ . ,^«. ,, . .d.sino:
:= -= o, et 1 équation (33) se réduit a — 1 — = cosx ;
cos A -H I 2 * ^ ' ax
d'où Ton déduit d. sin x = do: cos x.
4"4. Dans cette démonstration, le rayon des Tables a été pris pour unité ; mais si Ton voulait la différentielle d'un sinus dont le rayon serait a, au lieu d'employer l'équation (3i), on se servirait de celle-ci :
, ^ , . . , , ^ sinor cos A H- sin A cos .r
(34) sm(a:-f-A)= •
Dans le résultat précédent, il faudrait donc restituer la
. , . , . àx cos^r ,
constante a, ce qui donnerait d.sin x = pour la
différentielle du sinus d'un arc dont le rayon est a.
41$. On peut parvenir à la différentielle de sin x par des considérations géométriques; car soient AB {Jig. 3) l'arc a:; BM, l'arc A|; la perpendiculaire BP sera donc sin jt , et la perpendiculaire MQ sera sin [x -f- A). Cela posé, plus l'arc BM = A diminue, plus l'angle MBC tend à devenir droit; par conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer Tangle MBG comme droit; alors le
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triangle MBD devient semblable au triangle BGP, puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs côtés perpendiculaires; d'où il suit qu'on a la proportion
BC:CP :: bm: md,
ou
rlcosx:: BM : sin ( j? -h h) — sin a? ; donc
sin (x -f- /r ) — sin ar cos x
BM ""'"re-
passant à la limite et observant que^ dans ce cas, la corde BM peut être remplacée par Tare BM = h , Téquatîon précédente de-
d • sin X cos X viendra — ^j = » et en prenant le rayon égal à Tunité,
d . sin x = dx cos j:.
46. Pour trouver la différentielle de cosj:, l'équation sin'x-f- cos'a: = i ou plutôt (sma:)*-h- (cosa')'= i, étant diflerentîée (art. 18), donne
2sinjed.sinx -f- acosxd cosj: = o;
d'où Ton lire
, sin X d . sin x
d . cos X = •
cosx
Mettant pour d. sin x sa valeur do: cos a: (art. 43), et réduisant, on a
d . cos X =. — dx sin JT.
47. On obtient la différentielle de tangx en considérant quetangx = ^; differentiant cette équation par Tar-^
COSw
licle 16, on trouve
cos.rd.sinar — sinxd.cosx
d . tang X 3Er ^
° cos^x
mettant les valeurs de d.sino: et de d.cosjr, on aura
/cos'j: -+-sin'.r\ ,
d,tSLni'x= :; I iix;
*" * cos'^
donc
d . taog X = — — î puisque cos' x 4- sm' a? = i .
cos-'o:
48- On sait , par la Trigonométrie, que le rayon est une moyenne proportionnelle entre la tangente et la co tangente, et entre le cosinus et la sécante, ce qui donne
cot X z=i 9 sec X =
tang X ces x
En différentiant la première de ces équations (art. 16), on
trouve d.cot
d.tangjT dx d.r
tang^ X ces' a: tang' x sin'x '
car de Téquation — = tang on lire cos.tang = sin.
On déterminerait de même la différentielle de la co
sécante, car cosécx = - — ; difïérentiant, on a
sin .r
- , cosj:d.r cosjc i ,
d . cosec .r = ; = : -; — dx
s\n^ X sm X sma*
cosécardj: = — cotx coséc j;d^.
tang;r
84. A l'égard du sinus verse, en différentiant l'équation sin verse x -f- cos j: = i , on trouve
d . sin verse a: = d . ( i — cos x) ,
et en effectuant la différentiation,
d.sin verse :i: = sin^dj:'.
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DB LA DIFFÉRBinriATlOll DE QUELQUES FOUCTIORS TRAHSCBUDAETES
COMPLIQUÉES
52. Les principes précédents suffiraient pour pouvoir différentier toute expression affectée de quantités transcendantes.
Soit y = al*' \ faisons h'=iu^ nous aurons j^ = a" ; différentions par i*art. 38 (équation 28), nous trouverons
donc (art. 26)
-r^X-i— ou -r^=:fl*^6'LflLé.
au ax ax
53. Soit encore j^ = -3" ^ prenant les logarithmes, on a Jog j^ = vf\o^z'^ donc d . log j^ = i^d . log z -t- log z d J^ -, mettant pour les différentielles logarithmiques leurs valeurs (art. 40), nous trouverons
dr di , ,
—^r=zv 1- log zd C,
et, par conséquent,
àx = y (v h log 2 d t' j »
ou plutôt
ày -zrz z^ {v h log z d c ) •
Au moyen de cette différentielle, on trouvera facilement celle de j'' = z****, car soit t"=:P', Téquation se réduit à y = z" : or, les équations y = z*' et i^ = t", qui sont de même forme que lequation dont nous venons de trouver la différentielle, donneront
ày= z' (p h logzdc j
i\v = /" lu hlog^dw)
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Substituant dans la valeur de dy donnée par i'elte avantdernière équation celles de dp» et de i^, nous aurons
d/= z'"] /«— -hlogzr" (u h iog^dMj I
r=r z'" /" ( h U log Z h log Z log r (1 W I •
Avant que d'aller plus loin, nous remarquerons
d r que dans le calcul dilïcrenliel une expression telle que -i-^
signifie qu'une fonction y d'une ou de plusieurs variables a été dilférentiée par rapport à la variable x et divisée par d X ; par exemple , si l'on avai t j- = ax* a' z**^ Tcxpres-
. d y sion -7- se déterminerait en regardant « et ^ comme con-
Cl X
stants, et en différentiant par rapport à a: et divisant ensnite
dr par do: : ainsi on aurait -~ = laxu^ z'* . On trouverait de
U •Ml
même -^ = Aax^z^ u^ et -7^ = 3 ax^ z* m". Si l'on avait > dz du
• » dr
y = j:"-f-2', -r^ serait 2X.
55. Si dans une fonction y de x, la vanable x se change e/i X -I- h, on a le même coefficient différentiel lorsque x est variable et h constant, que lorsque h est variable et x constant.
Pour le démontrer, si dans l'équation yz=fx^ nous mettons ac 4- A = j/ à la place de a:, nous aurons^' — /i/; la ditiérentîelle de fod sera égale à une autre fonction de x! représentée par (fo/ et multipliée par da/, par conséquent à.j'=. ^ix'àod^ ou en mettant pour x' sa valeur x -j- A, on aura
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Or, le seul changement qu'apporte dans cette différentielle l'hypothèse de x variable et de h constant, n'est que dans le facteur d (a: -f- A), qui se réduit h dx quand x est variable, et h constant*, on a donc alors
dy = (p ( j: -f- A) dx, d'où l'on tire
Si, au contraire, on fait x constant et h variable, le facteur d (a: -+- A) se réduit à d A, et l'on a
dy = (f(x-^h)dh,
€t 5 par conséquent,
égalant ces deux valeurs de (f (jc-f- A), il nous vient
à.T dh
Par exemple, si Ton avait j^ = û.r*, .en mettant x -\- h àla place de a:, on trouverait
dy _ dr'
d^' dh
S6. Les équations (35) et (36) étant différentiées par rapport ax -\- h^ donnent encore les résultats égaux
^ =cf'{a:-i-h]d{œ^h),
-^ = (p' (a; -+- A) cl (.r -h A).
Faisons h constant dans la première équation , et x con-
stant dan» la seconde, nous aurons
d'où nous tirerons
d'/__dV
d* y' d'r' On conclura par le même raisonnement que -r^ ^= -rr- et
dV' dV (lue -r^ = -m» et ainsi de suite.
37. Cela posé, soit j^ une fonction de x •+■ h'^ cette fonction étant développée par rapport aux puissances de A, supposons qu'on ait
(37) /=jr + A/iH-B^' 4-CA1-+-. .. ;
A, B, C, etc., étant des fonctions inconnues de x qu'il s'agit de déterminer. Pour cet effet, en dîfférentiant par rapport à A, et en divisant par d/i, on aura
-4- =A-f-2B//-4-3CA»-f-...;
différentiant ensuite par rapport à x et divisant par dxy nous aurons
dr' dr dA , dB ^.
d.r d.T ax ax
Les premiers membres de ces équations étant égaux ^ en vertu de l'art. S5, les seconds membres seront identiques ; égalant donc entre eux les coefficients des mêmes puissances de /i , on trouvera
û X nûx 5ÛX 4"-^
. Substituant la valeur de A , donnée par la première de ces
équations, dans la seconde, on aura B = -r^\ sub-
* 1.9. ax*
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stituaiit cette valeur dans celle de C, on aura
i.2.3dx*' ainsi de suite.
Au moyen de ces valeurs de A, de B, de C, etc., Téqualîon (37) deviendra
dr , d'y //' d^ r A»
dx dx'1.2 dxM.2.3
ou, en mettant pourj^ sa valeur,
/oQ^ /•/ i^ djr d'j A» d^J A'
38 / x4-/0 = r -Ht"/'-+-t-; »--ri 5-+- ••^
^ - d X d xM . 2 d x-» 1 . 2 . 3
ce qui est la formule de Taylor.
COS X
dx*
Substituanl ces valeurs dans la formule de Taylor, on a
sm ( j: -h /n =r sin jr 4- ces x sm a: ces x — :;
-+- sm X — ^— , 4- cos X — 5-7-^ • • • y 2.0.4 2.0.4*3
faisant x = o , alors sin j: = o et cos x = i , et ce développement se réduit à
Si Ton prenaitj^'=5C0s (x + A), on trouverait, en opérant comme dans l'exemple précédent, que
cos /i = I h
Développons encore log [x -{- h)\ nous avons
j^' = log (x -f- /< ) , donc j- = logar;
1 1 1 dx , dr I
d^=rd.log*r= — ) donc t" ^^ —
a: dar .r
On obtiendra ensuite, par des différentiations successives ,
à^ y i à^ y IX. 2
substituant ces valeurs dans la formule de ïaylor, on a
log (x + h) = logx -+- -. — -_-4- ^r-; . . . .
61 . Si cette formule était trouvée autrement que par la différentielle d'un logarithme (iVoie III) , on pourrait en déduire cette différentielle d'une manière différente que nous ne Tavons fait art. 40. En effet, elle donne
log ( X -H // ) — log X 1 //
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passant
la
limite, oti a
(1 . log X dx
ou
J.logx =
Connaissant la diiïérenticlle d'un logarithme, il sera aisé de trouver celle de a"" \ car en faisant y=:a'^ et en prenant les logarithmes dans le système népérien , on a
L/ = Lfl', ou Lj = vTua , cl en différeutiant ,
— -=2 djcLû ; r
d'où Ton lire
ou, en mettant la valeur de j^,
dfl' = a' àxha y
équation qui est la même que celle du u^' 28 (art. 38).
62. On peut déduire le théorème de Madaurin de cekii de Taylor, de la manière suivante : On a , par le théorème de Taylor,
' dx àx^ 1.2 dx^ 2.3
Appelons {/x) ce que devient^ quand on y fait x = o, f
d./àr ce que devient * quand on v fait x = o , ainsi de suite pour
les autres coefficients dirrérentiels ; la ft.riiiule de Taylor, quand on fera x =: o , deviendra donc
Dans celle étiuation , h entre dans//^ de la même manière que
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centrait dans yà:(*), de sorte que si Ton change h en:c, ffi deviendra yà: ; et comme il ne reste plus de traces de x, parce qu'on a fait ar = o, ce changement est permis, attendu qu'il importe peu de substituer une lettre ou une autre à A : en faisant donc ce changement, on trouve
ce qui est ie théorème de Maclaurin.
DE LA DIFFÉREIITIATIOII DES ÉQUATIONS A DEUX TAEIABLS8. — EXPBESSIOX GÉNÉRALE DE LA DIFFÉRENTIELLE DE DEUX VARIABLES- — EXPRESSION GÉNÉRALE DE LA DIFFÉRENTIELLE DE TROIS VARIABLES PARMI LES- QUELLES ON EN PREND DEUX POUR VARIABLES INDÉPENDANTES-
Soit
une équation entre deux variables. En résolvant cette équation par rapport à j-, on trouvera j^= y j:;. imaginons que l'on ait substitué celte valeur dans Téquation (4^), celle-ci deviendra F [x^ (fx) = 6 , ou , pour plus de simplicité,
équation identique, et dans laquelle tous les termes doivent se détruire, quelque valeur que l'on donne à x. Par exemple, si cette équation ne monte qu'au troisième degré , on pourra la représenter par
Aj:3-H Bj:'-+- Cor -h D = 0,
et en mettant une valeur quelconque pour .r, elle 'sera toujours satisfaite 5 donc en mettant x -h'h h la place de x^ on
(*) On peut observer que si Ton fait j: = o dans f(x -+-&), c'est remplacer x-i-h par h dans f (x-h /»); et que de même si Vàn fait A = o dans {{x-hh)f c'est remplacer x-i-h par x dans f(a:-h A). Or, il est évident que les deux résultats fk etjx qu'on obtient dans ces hypothèses, ne diffèrent «ntre Whx que parles lettres h et x, qui y entrent de la même manière.
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aura encore
A (j:-f- /*)'-+- B(j:-hA)*-i-C(x-+- A) -hD = o, -
c'est-à-dire que si l'on a fx-=-o^ quel que soit a:, on aura encorey(x H- A) = o; retranchant de cette équation celle-ci
fx =iOy il restera f(x 4- /* ) — fc = o ;
donc aussi
f[x-^h)^fx ^^
Or,
d'où l'on tire
f[x^h)^fx .^^._^
le premier membre de cette équation étant nul , on a donc
A-H-BA-f- ..= 0; et, passant à la limite, — j — =A=:o,
ci X
et, par conséquent, d ,fx = Adr = o, ou, en restituant y^
d.F(ar, jr) =.Ad.r = o.
Ceci nous apprend qu'en regardant y comme une fonction de X, si l'on différentie Téquation F (x,y) = o, on pourra égaler le résultat à zéro 5 ce qui servira à déterminer
. dr la valeur du coefficient différentiel -r- 1 comme nous allons
do:
le voir dans l'exemple suivant.
Soit donc
(40 F(^» r) ~ ^'-1- 3fl7 —/'= o;
différentiant par les procédés ordinaires, et observant que, par la démonstration précédente , on doit égaler ce résultat à zéro , on a
(4^) 2.rd.r -f- 3fldx — 2jd/ = Oj
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de cette équation on lire
t>4. Si l'on compare le procédé qui nous a fait obtenir
cette valeur avec celui que nous avons employé jusqu'à
présent, on verra qu'en opérant d'après celte première
méthode, il aurait fallu d'abord mettre l'équation (4i)
sous la forme y =-fx^ et , par conséquent , la résoudre par
rapport à j^, pour en déduire ensuite par la differentiatîon
dr la valeur de -r^- En suivant celte marche, nous trouverions
d'abord
et ensuite, par la différentiation ,
dj_ . .r
ci X
dr ,
Cette valeur de -^ se présente sous une forme différente de
Cl •fC
celle qui nous est offerte par l'équation (43) *, mais en mettant dans l'équalion (43) la valeur de j^ cett(3 équation deviendra
tl r , 2 .r , X
\/| «'+-■■ sj-c
comme nous venons de le Irouver. L'équation (4^) est la différentielle première de l'équation (4i)'
Pour obtenir l'équation qui donne le coefficient différentiel du second ordre, c'est-à-dire -; — ■ i en divisant l'équa-
ci x' ^
tion (42) par Ax\ et en faisant -r— =/?, celle écjualion de-
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viendra
2 x -4- 3 «// — lyp ■=. o ;
regardant j^ ec p comme des fonctions de x, nous aurons, en diâerentiant ,
2 d j:-i- "^aàp — 2/d/^ — ipà. / = o;
divisant par dj: et mettant;; à la place de -r^» îï viendra
- dp do
àx d* '^
d'où nous tirerons
d iT 3rt — ly
r\ ' dr dp dV
ur, puisque ^ == ^— , nous aurons j^ = -r-,; mettant ces
valeurs dans l'équation (44)5 ^^ faisant évanouir les dénominateurs , nous obtiendrons
(45) d'^(3rt — 2j)=:2dj' — 2dx^;
telle sera la diiîérentielle seconde de 1 équation (4')'
Pour avoir la différentielle troisième , on fera -p- = q^ el
Téquation (44) deviendra, après avoir fait évanouir le dénominateur,
Z aq — 2/y =:2.p^ — 2 ;
on différentiera en regardant y^p^q comme des fonctions de x, et l'on trouvera la différentielle troisième, ainsi de suite.
65. Au lieu d'employer les lettres p^ q^ r, etc., pour effectuer les opérations, on parviendrait au même résultat en différentiant l'équation (4^) et en mettant dj^ pour la différentielle de ^5 A^y pour celle de dy, à?y pour celle de d*r, etc.*, el en regardant à.x comme constant, on trouve-
rait de celle manière
OquatioD qui est la même que rëquation (4^)>
66. Domions maintenant l'expression générale de la différentielle d'une fonction /(Xjj^) de deux variables. Pour cela, représentons y (j:, y) par zi; nous aurons, en Hiffé-
rentiant cette fonction par rapport à x, le terme j- d jc, et
en la différeutiant par rapport à y, nous aurons ce second
d tf 1 terme -=— ajr ; en sorte que
d./(-^, r> ou dtt = T-d.r -h^— . d/;
ax ajr
mais si ^, est considéré comme une fonction de Xy nous aurons , en la différeutiant,
âjr = -^dx; ax
substituant cette valeur, nous trouverons
, du . du djr .
du =z •-— d.r -f- r— dx.
" . ax dj^ dx
67. Si Ton se rappelle le théorème démontré art. 26, on verra que u étant considéré comme une fonction de -^^
et y comme une fonction de x^ le produit -, r— àx n'est
*^ ' ^ d^ do:
autre chose que la différentielle de u prise par rapport à^ x
renfermé dansj^.
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De même, si u est une fonction de trois variables x^y^ z, indépendantes, nous aurons
, du . du . du .
(iu = - — dx 4- -- d r H — r— ci z , aar dy " dz
, d/i j du ^ du ^ , j.^.
et les termes -7— djr, -7— dr, -r- dz seront les ditléren-
dx ay *^ dz
lielles partielles de m. -
69. Passons à une fonction de trois variables Xy j, z, parmi lesquelles on en choisit deux pour variables indépendantes. Un exemple de ce cas se présente lorsque dans Féquation f[x^ j, z) =^0 d'une surlace courbe, on détermine la variable z en donnant des valeurs arbitraires aux deux autres variables, qui par cela même deviennent des variables indépendantes Dans cette circonstance , z dépendant de a: et de j, est une fonction implicite de ces variables; il faut avoir égard à cela dans la différentiation. Ainsi, en représentant par u cette fonction de trois variables, j:, t" et z, si l'on veut en avoir la différentielle par rapport à .r, cette différencia tielle ne se composera pas seulement de -r— d.r, mais il faudra y
Cl X
1 du dz ,
ajouter le terme -r— • -r— dXy pour marquer qu on regarde z
comme dépendant de x. La différentielle totale par rapport à x sera donc exprimée par
(4^) di^"" -^ d-z ' Tx^
La différentielle totale par rapport à y .aura de même pour expression
du du dz
Si Ton ajoute la différentielle prise par rapport à la variable indépendante j: , à la différentielle prise par rapport à l'autre variable indépendante /, on trouvera pour la différentielle totale
//o. au ^ du ^ du f dz . dz,
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et comme la quantité renfermée entre le% parenthèses n^est autre chose que là difTérentielle totale de z, ^expression que nous venons de trouver se réduira à
d^ , d« , du
dx ajr dz
Si cette différentielle totale était égale à zéro , il en serait de même de l'expression (48), qui, à cause de Tindépendance des variables :r et ^, se décomposerait en ces deux autres équations
du . du àz . du du dz
-r-dx-h-T — -d.r=:o, Tj—d/ -H j— -j— dr =;:0. [NoteW.)
dx dz dx dy dz d/
Faisons maintenant une remarque utile sur lecoeffi
d y oient différentiel j- • nous avons vu (art. 54) qu'une
vi X
expression de ce genre indiquait que la fonction y avait été difïerentîée par rapport à la variable a:, et <iivisée ensuite par dx \ il suit de là que si 1 on a Téquation
7^ = A , et qu on en tire dx *
dx on ne peut, sans démonstration, en conclure que
^ dj"
1 = A j— ; dj
car, dans celte nouvelle équation , la différentiation n'est plus faîte par rapport à a?, mais par rapport h y \ et l'on ne sait pas si, dans cette nouvelle hypothèse de différentiation, le résultat est le même.
Pour lever c^te difficulté, on a démontré (art. 26) que
dif dv dj dx djr dx
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Si dans celte équation on {3.10^ = x^ elle (kîviciit
da: dy
df d.r
d'où Ton lire
dr , d y
te qui fait voir qae le changement d'hypothèse de différentiation s'accorde avec l'Algèbre. [Note V.)
DE LA MÉTHODE DES TANGENTES
li , On appelle ainsi la méthode qui donne les expressions différentielles des tangentes, sous- tangentes, normales et sous-normales. Soient a: et j^ les coordonnées d'un point M (Jig- 4) pris sur une courbe ^ augmentons l'abscisse AP = x d'une quantité PP = /i, menons l'ordonnée P M', et par les points M et M' faisons passer une sécante M' S. Il est certain que plus PP diminuera, plus PS tendra à se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu'à ce qu'enfin PP = h devienne nul 5 PT sera donc la limite vers laquelle tendra PS.
Cherchons maintenant l'expression analytique de PS pour en prendre la limite : les triangles semblables M'MQ, MSP donnent la proportion
M'Q : MQ
MP
or
donc
D'une autre part
Si nous retranchons ces équations l'une de l'autre, il nous
viendra
M'P' — MP ou M'Q=:-r^A-f-^ h...
dûs dx^ I.2I
Substituant cette valeur dans celle de PS, nous trouverons
PS
dj. . d'x h^
dx d a:' 1 . 2
et en divisant les deux termes par A,
PS
d^ dx^ n
A la limite, A = o, et PS se change en PT, ce qui nous donne PT = -p, ou (art. 70) PT =y -=— > ou plutôt
dx
dx' PT = j' -r— , = sous-tangente ,
en représentant par od et par y' les coordonnées du point M.
72. Si à ce point M (fig^ 5) nous menons une perpendiculaire MN sur MT, la sous-normale sera PN. Pour la déterminer, nous aurons
CLOT
Â regard de la tangente et de la normale, nous avons
MT = v^TP>4-PM%
MN = v/PN»-f-PM%
ou
73. Pour trouver l'équation de la tangente, soient x' et y les coordonnées du point de tangence M ^ l'équation de la droite MT, qui passe par le point M , pourra donc être représentée par
Dans cette équation , A étant la tangente trigonométrique
de l'angle MTP^ cette tangente trigonométrique aura pour
PM expression — ; car on a
PT : PM :: I : tangMTP = ^; donc
tang MTP = ^7=: = = 1 — = -r— j :
^ PT souS'tang, ,da: dx
substituant cette valeur de A dans l'équation de la tangente^ cette équation devient
dy
y — jr' = -r-f [jo — x'), équation de la tangente, dx
dx' Celle de la normale seradoncy — ,y'= — JZ^(^ — -^'l'
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APPLICATION DES FORMULES PRfiCÉDENTES A DES EXEMPLES.
74. 1°. Trousser la soiis-tangente de la parabole, L^équation de la parabole étant j^' z= px^ on en tirera , en la dîfTérentiant,
^r àjr =pdx,
et , par conséquent ,
dx iy
Or, x' ely' étant les coordonnées du point de tangence, il faudra donc, pour avoir le coefficient différentiel qui correspond à ce point) accentuer x çx y\ ainsi nous aurons
substituant cette valeur dans celle de PT, nous obtiendrons
et, en mettant px' à la place de j^'*, cette équation deviendra
PT ou sous-tangente = 2 a:' .
2°. Trouy^er la sons^novmale de V ellipse. L'équation 6* j:*-h a^ y^=^ a' i' de Tellipse rapportée au centre étant différentiée , donne
2 6' j: d j: -f- 2 «' j d/ = o , d'où l'on tire
mettant cette valeur dans celle de la sous-normale PN, 011 obtient
PN ou sous- normale tm x*.
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3'*. Trouver Vexpression de la tangente au cercle. L'équation x'-+-7'=r*5 qui est celle du cercle, étant diflerentiée, on trouve pour le point de tangence x\ y\
dy _ a/
An moyen de cette valeur, on réduira l'expression de MT à
Des asymptotes des courbes.
7t(. D'après les Traités d'application d'Algèbre à la Géométrie , on sait que les asymptotes sont des lignes qui s'approchent continuellement d'une courbe sans l'atteindre. Soit donc y =fx réquatîon decette courbe; pour qu*ellesoit susceptible d'avoir des asymptotes , il faut qu'après avoir ordonné le développement de^ suivant les puissances descendantes de :r , on tombe sur des exposants négatifs. Alors le développement de^, dans lequel les exposants a , p , 7 , etc. , iront en diminuant et finiront par devenir négatifs, sera de cette forme
(49) y = A.r« 4- Bo:^ -f- Cx>' . . . 4- La-* -+. - + ~ -f- . . . .
Or il est facile de démontrer que si les exposants a, $, 7, etc., restent des quantités finies, l'équation
(5o) j=Ajc"-hBxf-f.Cary... H-Lo:^
sera celle d'une asymptote à la courbe construite à l'aide de l'équation (48). Pour cet effet, soient PM et PN {Jîg, 6) les ordonnées correspondantes à une même abscisse déterminée par les équations (49) et (5o), la différence de cesordonnées, positive où négative, selon celle qui surpassera l'autre, sera exprimée par
M N MN = —, H h
quantité qui diminuera à mesure que x augmentera, et qui, parla
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raison que plus le dénomin&teur d'une fraction s'accroît , plus elle diminue, s'approchera indéfiniment de zéro, sans jamais y atteindre; d*oiiiIsuit que Téquation (5o) sera celle d*une asymptote à la courbe correspondante à l'équation (49}<
76. Cherchons, par exemple , dans quel cas les courbes du second ordre sont susceptibles d'avoir des asymptotes. L'équation générale de ces courbes est/'= mx + /i.r'; en la résolvant on trouve
(5i) yzzi^^mx'^'nx^.
Prenons d'abord le signe supérieur et développons cette équation selon les puissances descendantes de x. Pour parvenir à ce but, nous diviserons l'équation y^ = mx-\-nx^ par a:', ce qui la réduira à
tirant la racine carrée et faisant - = u et -=r z, nous la mettrons
sous cette forme
M = ^n -H mz\
comparant ce radical à celui de l'équation (i8}, ( page 22), nous aurons
mzz=bxy a^=.n^ ou a = ^n;
substituant ces valeurs dans l'équation (18), nous obtiendrons
mz rn^z^ m^ z^
2/1' 8/1=* 16 n' remettant les valeurs de u et de z, et tirant celle dej^, on trouve
y — xsln-\ .3 H ^ — . . . .
^V'* 8x/i" i&x^fr
Dans ce développement , on voit que x passe au dénominateur dès le second terme, ce qui est un indice que la courbe est susceptible d'avoir des asymptotes. Examinons ■ donc dans quel cas elle en comporte. Pour cela, nous remarquerons que quand n est
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négatif, ce développement renferme des quantités imaginaires, et par conséquent devient impossible ; mais on sait que quand n est négatif, la courbe appartient à une ellipse ( Théorie des Courbes du second ordre, page i53). D'où il suit que Tellipse n'a point d'asymptotes; il en est de même lorsqu'on a /s = o, car dans ce cas le premier terme du développement s^évanouit , et tous les lautres deviennent infinis. Ce cas étant celui de la parabole , nous conclurons encore que la parabole n'a point d'asymptotes. Enfin , il nous reste à considérer le cas de n positif, qui est celui de l'hyperbole; alors le développement étant possible , nous prendrons les termes qui ne renferment point de or au dénominateur, et nous aurons
(5^2) jr = xs/n-h
Cette équation pourra être regardée comme celle d'une asymptote à l'hyperbole à laquelle se rapporte alors Téquation
y^= mas -h nx'.
Pour donner à cette équation une forme plus convenable à ce cas, faisons^ = o , nous trouverons mx + nx* = o ; ce qui nous donnera X =zo et xzzz pour les abscisses des points A et B
i^S' 7 ) , où la courbe rencontre l'axe des x. La droite aB est une constante que l'on désigne par 2 a dans l'équation de Thyperbole rapportée au sommet B ( Théorie des Courbes du second ordre ^
page 142). Faisant donc — = 2 a , c'est-à-dire /71 = 2 /sa , l'équation y^ = mx •+• nx^ se changera eïxy*= n (2 ao: -+- x') ; et sous cette forme on reconnaît encore dans la constante n celle que, par analogie avec Téquation de l'ellipse, on est convenu de représenter
b^ par — • Posant donc les équations
— z=. 'xa et w = — -?
si Ton multiplie terme à terme la première par la racine carrée de
la seconde, c'est-à-dire par y/t = -9 on trouvera
Cette valeur et celle de ^ étant substituées dans Téquation (52}
la changeront en
et Ton voit que cette équation sera celle d'une droite OK. {J^g* 7 ), qui coupera Taxe des / en un point C, et que pour en fixer la position, il suffira de mener par le centre O de l'hyperbole et par Vorigine A les droites OA = a et AC = ^.
A l'égard de la seconde valeur du radical de l'équation (5i), il est évident qu'elle détermine l'asymptote OK'.
jPc* r équation du plan tangent à une surface cakurb^e^ 9t de celle
de la normale à cette surface.
77. Soient y (ar,jr» «) = o l'équation d'une surface courbe, et A JT -+- B^ -<- C« -H D = o, celle d'un plan. Si le point de tangencc M a pour coordonnées a?', /, z^ ces coordonnées devront satisfaire à l'équation du plan [voyez ma Théorie des Courbes du second ordre ^ page 275), et l'on aura, par conséquent,
kx* -+- By -f- C«' -h D = o.
Élicninant D entre cette équation et la précédente, on trouvera^ pour l'équation du plan assujetti à passer par le point sd ^ y* ^ zf^
Menons, par le point de tangence x', f ^ z\ un plan parallèle à celui des :r, z, il coupera la surface suivant une courbe MC (y^. 8), et le plan tangent suivant une droite ML; cette droite ML devra être tangente à la courbe IVIC, autrement )e plan tangent couperait la surface courbe.
L'équation de la droite ML peut se déduire de l'équation (53); car cette droite ML étant l'intersection du plan tangent par un plan parallèle au plan des x, z, a dans tous ses points des valeurs
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égales pour y ; et comme le point M est sur cette droite , on a donc J* =^, ou j^ — j' = o. Ce qui réduit l'équation (53) à
Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordonnées z el x d'un point quelconque pris sur la droite ML, et par ooD^équent sera Téquation de celle droite. On pourra récrire ainsi :
D'une autre part, Téquation de la courbe MC s'obtiendra de même en regardant j comme constant , dans Téquation de la surface courbe /*(z, j, .r) = o.
Si Ton veut exprimer maintenant la condition que la droite
ML soit tangente à la courbe MG, il faut donc (art. 75) que le
coefficient de (a? — or' ) de l'équation (54) soit égal à la valeur de
àif . ,^ T — 7 tirée de l'équation de la courbe MC.
Or, réquation de cette courbe étant celle de la surface dans laquelle on ferait y constant, il suffit de différentier l'équation de
cette surface , et d'en tirer -=— \ car, d'après l'art. 54 , la notation
-\ — suppose qu'on a regardé y comme constant dans la différen-
tiatiou.
Il suit de là qu'en accentuant % et Xy «prés avoir opéré, on a , pour la condition que ML soit tangente à MC,
Si l'on mène ensuite , par le point M , un plan parallèle ^ plaa des s, y y ce plan coupera la surface suivant une courbe MD, et le plan tangent suivant une droite MN.
On démontrerait, comme précédemment, que cette droite M N doit être tangente à la courbe d'intersection MO, et que, pour tous les points de cette droite MN, les abscisses étant égales, on
56 cihCVh DIFFÉRENTIEL.
doit avoir j: — j/ = o , ce qui réduit l'équatioii (53 ) à
B(r-/)-4-C(z-z')=o, d'o^l'on tirera
Cette équation étant celle de la droite MN , on exprimera la condition que cette droite est tangente à la courbe MD , en égalant le
coefficient de x — y au coefficient différentiel -t"-; tiré de Téquation de la surface, et l'on aura
B àz'
C~àx''
et y par conséquent y
Si l'on substitue dans Téquation (53), les valeurs de A et de B données par les équations (55) et (56) , on trouvera
-C^(— ')-C^(r-/) + C(.-.')=o, d'où Ton tire, pour l'équation du plan tangent au point a:', y, »',
78. Cherchons, par exemple, l'équation d'un plan tangent à la sphère. Les coordonnées du centre étant a, 6, c, la sphère aura pour équation
{x - ay-h(y -r ô)»4- (z - c)' = r^
00 trouve , en différentiant ,
(x — fl)djc-h(r— ^)d/ -h(« — c)d« = o,
^'où Ton déduit, d'après laiiotation convenue (art. 54) ,
dz a — X dz b — jr
dx z — c df z — c
Si ce plan passait à rextrémité du diamètre vertical, on
aurait
♦ a/=a, y'=:by z' =1 c -{- r.
Ces valeurs réduiraient l'équation du plan tangent à z^^c + ry ce qui est l'équation d'un plan parallèle au plan des x, y.
80. Les équations de la normale au point x'y y' y z' peuvent se déduire facilement de Téquation du plan tangent. En effet , par la Géométrie analytique [voyez ma Théorie des Courbes du second ordre, page 278 j^ on sait que si Ton a les équations
(58) Ax 4- Bj -+- Cz -h D = o,
I y=ibz-Jf^9
la première étant celle d'un plan et les deux autres celles d'une ligne droite, les conditions nécessaires pour que cette droite soit perpendiculaire au plan sont qu'on ait
A = flC, B=^C.
Si 9 après avoir fait passer tous les termes de l'équation (57 ) du plan tangent dans le premier membre, on la compare à l'équation (58), on trouvera, en égalant entre eux les coefficients de Xy de ^ et de z,
Donc
àz' ^ àz'
substituant ces valeurs dans les équations (59), on obtiendra
àz' àz'
Le point or', jr\ z' devant satisfaire à ces équations, puisquVIIes appartiennent à un point de la droite^ on a encore
éUminant a et € entre ces quatre dernières équation», on trouvera, pour les équations de la normale au point jt', f ^ z' ,
Des fonctions qui, pour une valeur de la variable, deviennent — •
8i. Lorsqu'une fraction telle que — devient - en y substi-
tuant une valeur de x que je représenterai par a, c*est un indice que les deux termes de cette fraction ont .x — a, ou, en général , (x — tf)*" pour facteur commun; si Ton pouvait Tôter, on aurait la vraie valeur de la fraction.
Supposons donc que x — a soit m fois facteur dans Fx, et n fois facteur dans ^ x (sauf, si le cas l'exige, à supposer que mein soient égaux à l'unité ou à zéro), nous pourrons écrire
donc
(6q) l^ ^l^i^^ ^ aY-,
VfX Q
Par la différentiation , nous trouverons
d.Fj: dp
—5 = -r-(.i:~ ar -\' niP(x —«)«-'.
dx dx^ ^ '
Remarquons que cette valeur de -^ — se compose de deux
CI X
termes, dontPun contient une puissance de x — a, moindre d'une
unité que celle qui entre dans la fonction. Par la même raison, en
d,Y X prenant le coefficient différentiel de -^ — ? on" trouvera un ternne
affecté de [x — «)*", un autre de (o; — rt)"~S et un troisième de
[x — «)'"""-; ce dernier terme sera m [m — 1) P (.r — /jr)""'. Fn
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continuant ainsi, on verra que chaque nouvelle difTérentialion reproduit des termes affectés des mêmes puissances de (.r — a) que celles qui étaient renfermées dans la fonction différentiée, plus un terme dans lequel la puissance de jc — a est diminuée d'une unité; ainsi, en prenant les coefficients différentiels successifs, le terme qui contient la moins haute puissance de x — a sera
à la première différentiation . /iïP(j: — a)"""*,
à la seconde m (m — i) P (ar — fl)*"""',
à la troisième m (m — i) (/w — 2) P {x — a)'^'~\
à la n'''^ m(m^i} V(jc — à)'"~\
De sorte que le coefficient différentiel de l'ordre r de ¥ a: sera de cette forme,
dT.r
dx'
-f-x*'(x— a)— ^..-^- /»(/»— i)(/w— 2)...P(« — ûT"'-
Ce que nous disons de Fx pouvant s'appliquer à «par, nous trouverons, pour la différentielle de Tordre r de la fraction proposée, un résultat de cette forme,
d^FJ?
^ '^ d^^^~Z(x--fl)"4-Z'(x--a)»-^..4-/I(/l--I)...Q(.r--/^)«-'•' dx^
Cela posé, considérons trois cas
Si m=iny et que le nombre r de différentiations effectuées soit égal à /w, les binômes [x — «)'"—'' et [x — a)""*" se réduisent chacun à (j?-^a)% c'est-àr>dire à Tunité; à l'égard des autres binômes [x — fl)", [x — aY^\eU:.y [x — «)", [x — a)"-', etc., ils sont nuls dans l'hypothèse de xz=za'y ainsi, tous les ternies ^ hors le dernier du numérateur et le dernier du dénominateur, s'évanouis-
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sent, et Téquation (6i) devient
d^.Fj:
daf* _ /ii(//i — i) (w — .2). . . P ___ P _ Fo: d'^.tfx n{n — i) (/« — 2). . . Q Q fx
da:^
Dans le second cas, qui est celui où Ton a /7t]^/i , si le nombre r de difTérentiations effectuées est égal à », le binôme (x — a)"-*" se réduit à* l'unité, parce que son exposant n — r est nul. Les exposants n — 1, n — 2, etc., m — i, m — 2, etc., des autres binômes, étant plus grands qae n — r, sont positifs; par conséquent, ces binômes se réduisent chacun à zéro lorsqu'on fait xz=a; tous les termes s'évanouissent donc, dans cette hypothèse, hors celui où entre (x — «)"'"'', et l'équation (61) se réduit à
dx" o o
d'',<fx /î(/2 — 1).. . Q(ar H- «)"-'■ n(n — i).,.Q dx"
Celte valeur est donc un indice qu'on a m'^n^ .cas où l'équation (60) se réduit à zéro. Enfin , si Ton a m<^ny le nombre r de différentiations exécutées, étant pris égal à m, tous les termes s'évanouissent , hors le terme m [m — i). . • P (ar — a)*, et il reste
dx'^ m(m — 1). . . P
d*" . (par o
dx"
cette valeur annonce donc que n surpasse m, cas où le second membre de Féquation (60) est infini.
85. De ce qui précède, résulte cette règle : Lorsqu'on veut dc-
terminer la vraie valeur d'une fraction — 5 qui devient — par une
valeur donnée à la variable, on différentiera séparément les deux
termes de cette fraction , et ensuite on examinera si les résultats
d.F j: d.çj: , , . . , , , , , , .
— ; et --- — se réduisent aussi a zéro, par la valeur liypotnc-
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tique de la variable; si cela est y on prendra les coefficients dif-
d.Fx d.ojr
férentiels des expressions — = et , y et Von verra si y dans
cl wT dx
la même hypothèse de la variable^ ces coefficients différentiels se
réduisent chacun à zéro; en continuant ainsi cette vérification ^ si
l'on trouve y après un certain nombre de différentiations ^ que les
deux termes de la fraction ne s'évanouissent point par la valeur
donnée à la variable ^ cette dernière fraction sera la vraie valeur
Fx
de — ; mais, si le numérateur seulement devient o par la valeur
ffX
Fx ^
de X, l'expression — sera nulle; enfin y si ce rCest que le déno-
cp X
Fx
minateur qui s'évanouisse par la valeur de x , l'expression —
ff X
sera infinie,
Prenons pour exemple la fraction
Fx X' — b^
cette fraction devenant - lorsque x = 6 , si nous voulons en avoir
la vraie valeur, nous différen lierons ses deux termes, et nous
3x' obtiendrons -7— î et, comme les deux termes de cette fraction
ne deviennent pas nuls dans Thypotlièse dexz=z by la vraie va-
leur de la fraction proposée , lorsque x = ô , est donc -y—
8^. Nous prendrons encore pour exemple la fraction
x^ — 3x -h 2 je — 6ar'-l-8jr— 3'
cette fraction se réduisant à -v lorsque x = 1, nous différentie-
roiis ses deux termes pour en obtenir la valeur, et nous trouverons
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les deux termes de cette fraction étant encore nuls dans Thypothèse de j:= I, nous différentierons encore, et nous obtiendrons
Le dénominateur seul se réduit à zéro lorsqu'on fait .r =: i ; donc la fraction proposée ^ dans Thypothèse de a:= i, est infinie.
Si Ton appliquait la même règle à la fraction
qui devient -» dans l'hypothèse de j: = o, on trouverait, en
diiïérentiant les deux termes de cette fraction ,
a'ioga — ^*log^
expression dont le numérateur ne devient pas nul lorsque j: = o , et qui , par conséquent, donne log a — log b pour la valeur que prend la fraction proposée lorsque j? = o.
Il est bien évident que le facteur commun aux deux termes de la fraction proposée est ar — o , c'est*à-dire x ; mais comment reconnaître ce facteur dans a' — b'} Pour y parvenir, nous remarquerons que , d'après l'art. 39 ,
^ X A'j?^ fl' = I -+- A - H 1- . . . ,
donc, en prenant la différence,
fl' — é' — ( A — B) j: 4- ^ ' j:» -4- . . . ,
et l'on voit que x est facteur commun de a* — b*,
87. Il ne faut pas cependant croire que la règle que nous venons de donner suffise pour tous les cas : la démonstration précédente est fondée sur ce que les exposants m et n sont des nombres entiers;
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mais s'ils étaient fractionnaires, on ne pourrait obtenir, par des diflférentiations successives , tin terme où a? — a se trouvât élevé à la puissance de o ; par conséquent , on ne pourrait , par le procédé que nous avons employé, dégager la fraction du facteur commun. Soit donc, pour plus de généralité, l'expression
dans laquelle a. S, 7, etc., sont positifs et croissants, ainsi que
^\ ^\ l'y ^te* €ette expression se réduisant à — lorsque x 2:= a,
nous pourrons, au lieu de changer j? en a , changer x ena-\- h, en nous réservant de faire A = o , après avoir réduit ; alors Thypothèse sera la même que si nous eussions fait immédiatement j: =: a , et nous aurons
£n considérant a et a', qui sont les plus petits exposants dans chacune de ces suites, il peut arriver trois cas :
1°. a>a'; 2°. a = a' j 3*». a<^CK.',
Dans le premier cas , en divisant par h^' les deux termes de la fraction (62), on a
par hypothèse , a surpasse a! , par conséquent le nombre a — a! sera positif; à plus forte raison 6 — a', 7 — a', etc., le sont aussi, puisque a, 6 , 7, etc., vont en augmentant ; 6' — a', 7' — a', etc. , seront aussi des quantités positives , par la raison que les expressions a', 6', 7', etc. , allant en croissant, a' est moindre que 6', que 7', etc. Cela posé, si Ton fait A = o, tous les termes du second membre de ré({uation (63) s'évanouissent, hors P'; donc cette équation se réduit alors à
Dans le second cas, où a = a', le terme PA" "~ ** se réduit à 1? h^ = P-y donc^ d'après Tinspection d^ l'équation (63 ), on voit
Fx , . P
que, lorsque x:=. a^ — se réduit à =?;•
cp J? P
Enfin, dans le troisième cas, où Ton a a<[a% en divisant par h^ , on écrira ainsi Téquation (62) :
?«■" P' A« -« 4- Q' A^ "" " + Khy- « 4- . . • ' et Ton voit que l'hypothèse de A =r o réduit cette équation à
Fx _P __
Prenons pour exemple la fraction
qui , lorsque jp ==a, se réduit À — Si dans cette fraction on met
<7 + A à la place de x , elle devient
(3fl»AH-3fl/i' + A')' (3fl'4-3flA + A>)^A^
(3«' + 3tfA-+-/i»)* (3fl'4-3ûA4-A')' -^ faisant A = o , on obtient
Fj: o
89. Si une valeur de x rendait infinis les deux termes de la frac-
tion — 5 on diviserait ces deux termes par Fx X f^, et Ton
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aurait
90. Enfin, si Ton avait un produit MN, dans lequel Thypothèse de ^ = o rendit l'un des facteurs nul et Vautre infini , soit M le facteur qui devient nul par la valeur de x qui rend N infini;. on écrirait ainsi ce produit :
et comme alors - serait o, l'expression — se réduirait à —
DES MAMHA ET HINIMA, DANS LES FONCTIOUS D'IJTIE SEULE VARIABLE.
91 . On peut, dans la série de Taylor, donner une valeur à raccroissement h telle, que Tun des termes de la série devienne plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent. En effet, celte série étant représentée par
d r , d' r h^ d^ r /i' d.r dx* 2 d^-^ 2.3
d y si l'on veut que -p A, par exemple, devienne plus grand
que la somme de tous les autres termes, écrivons ainsi la partie de la série comprise depuis ce terme :
à} Y h d' r h- Or, quand on fait A = o , la partie -p- ^ — h j^ — ^ * *
s^anéantissant , on conçoit qu'elle peut être rendue aussi petite qu'on voudra, lorsqu'on prendra h très-près de zéro,
et être alors surpassée par — ? qui est indépendant de h.
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Soit donc Z ce que devient dans ce cas -r— , — h ... ; la îrie (64) se réduit à ( -p -f- Z ) h : et comme alors on a
sen
r>^' ou '£n>i,z,
en multipliant par /i, il en résulte que le ternie -r- h est
plus grand que la somme de tous les suivants. On démontrerait la même chose pour tout autre terme à l'égard de ceux qui le suivent.
92. Soit j^= (fx une équation entre deux variables. On peut toujours considérer cette équation comme celle d'une courbe dont les différentes valeurs de la fonction j^ seraient les ordonnées*, on dit que cette fonction y est à son minimum, lorsque, après avoir diminué successivement, elle est sur -le point de recommencer à croître.
Soit, par exemple, la courbe MBN (fig* 9), qui a pour équation y = b-^cx*'^ on voit que les ordonnées mp^ m' p\ etc., vont en diminuant jusqu'au point B; mais que depuis ce point, les ordonnées qn^ 9''*'? etc., vont toujours en croissant : ainsi l'ordonnée AB est le minimum de la fonction y.
93. On dit de même qu'une fonction j est parvenue à son maximum, lorsque, après s'être accrue successivement, elle est arrivée au point passé lequel elle commence à décroître.
La courbe CDE {fig* 10), dont l'équation est j=é — ex*, nous présente un exemple de ce cas au point D, puisque les ordonnées qui suivent et qui précèdçnt immédiatement AD sont plus petites que AD : celte ordonnée AD est donc un maximum.
Il y a des courbes qui n'ont qu'un maximum, d'autres
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qu^un minimum ', quelques-unes ont l'un et l'autre ; d*autres n^en sont pas susceptibles.
On voit, par exemple^ que la courbe MBN (Jig. 9), dont l'équation est jrs=b -+• co.*, ne peut avoir un maximum, puisque, d'après la nature de son équation, les ordonnées vont toujours en croissant.
Le cercle CBD (fig^ n), dont l'équation est
a un maximum et un minimum, qui correspondent à la même abscisse AP : le maximum est PD, et le minimum estBP.
95. Lorsqu'une fonction j d'une variable x a un maximum ou un minimum, ce maximum ou ce minimum serait déterminé, si Ton connaissait l'abscisse qui y correspond : par exemple, si dans une courbe dont l'équation est^ = ç j:, on connaissait la valeur a de l'abscisse x, qui correspond au notaximum ou au minimum, il suffirait de faire a: = a, dans l'équation j^ = y a: , pour déterminer la valeur de j^, qui est le maximum ou le minimum demandé.
96. Soit donc j=fx une ordonnée PM {Jig^ 12), qui est parvenue a son maximum^ si l'abscisse AP reçoit un accroissement h représenté par PP, et qu'on porte aussi h de P en P', on aura, pour les conditions que PM soit un
maximum ,
P'M'>FM, P"M">PM
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OU
Ainsi , lorsque f{x + h) et /(jt — h) seront en même temps plus petits que fx^ il y aura un maximum, et si ces deux fonctions sont en même temps plus grandes que/r, il y aura un minimum -, enfin , si Tune de ces fonctions est plus grande et l'autre moindre que fx^ il n'y aura ni maximum ni minimum.
97. Cherchons donc dans quel cas ces conditions peuvent cire remplies : pour cet effet , nous avons , par le théorème de Taylor,
D'une autre part, si dans cette formule on change h en — //,
on trouve
.nn. ^. ,N djr , d'r h' d^r h'
Pour que y =fx soit un maximum ou un minimum,
il faut donc que ces deux développements soient tous deux
plus grands ou tous deux moindres que /•, or cela ne
. dr .
peut être, à moins que j— ne soit nul. En effet, si l'on
donne une valeur très-petite à //, on pourra toujours faire
dr en sorte que -~- h surpasse la somme algébrique de tous
les termes qui le suivent. Dans ce cas, le signe qui affectera -7^ h sera le même que celui de -r~ A, joint aux termes
d r qui le suivent : ainsi , dans cette hypothèse , si -p- h est
positif dans l'un des développements (65) et (66), ce développement sera plus grand que 7, et sera moindre que j^ si
-r^ h est négatif. Le siene qui affecte -r- h étant contraire
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dans ces développements, il faut que si -^ h est positif dans
Tun, il soit négatif dans Tautre; d'où il suit que l'une des quantités f(x-hh) et f(x — h) sera plus grande que fx, et que l'autre sera moindre que fx,
. d r , Si -p A n'est pas nul , il ne pourra donc y avoir de maxi-
. . d r mu m ni de minimum ; mais si j^ = o , alors les développe-
ments (65) et [66) se réduisent à
' dx* 2 d.r' 2.3
Dans ce cas, le signe des termes qui suivent dépendra
d'r dc-r-^î si l'on prend h assez petit pour que ce terme sur-
d'r passe la somme de tous ceux qui le suivent 5 et comme -r—
a le même isigne dans les deux développements, il en résul-
. d' r tera que si -r—^ est positif, les deux fonctions de (x-h- h) et
de [x — h) seront plus grandes que^it: *, dans ce csiS,fx sera
. d* r un minimum. De même, si -r— ^ est négatif, on voit queyi:
sera un maximum.
Pour compléter cette théorie, nous remarquerons
dr . d'_r j
que, outre -p = o, on peut avoir encore -r— , = o 5 dans ce
cas, il ne peut y avoir maximum ou minimum que lorsque
j~ = o. Alors le signe des quantités qui suivent/ dépendra
d'r de -~, ((uand on prendra h très-petit ] et Ton prouvera que
CI JC
si -T— j est positif, fx est un minimum, et que si -r—- est
négatif, y^ est un maximum-, ainsi de suite.
En général, lorsque le premier coefficient qui ne s'évanouit pas est d'ordre pair, il y a un minimum s'il est positif, et un maximum s'il est négatif.
99. Pour premier exemple , prenons la fonction a — bx -\- x^'^ nous aurons donc
y z=. a — ^jr -f- Jf' ;
différeniiant et divisant par dr, nous obtiendrons
dr , d'r
Cette valeur positive de -r—^ nous apprend que la fonction
a un minimum. Pour déterminer Fabscisse qui correspond
d r à ce minimum , nous essaierons à zéro la valeur de t- ) ce
qui nous donnera a:= -; si Ton substitue cette valeur de x
dans celle de y, on trouvera y =: a — -j pour le minimum cherché.
100. Soit encore la fonction a* -|- i^jc — c*x^\ diÛërentiant Féquation j = a^ -\-h'^ x — c'.r', et divisant par àx ^ nous trouverons
ax dx^
d^r Par la valeur négative de -r— ^9 on voit qu'il y a uu maxi-
Cl X
mum dans la fonction^ Téquation i' — ac'j: = o nous donne x = - — pour l'abscisse qui correspond à ce maximum; et en substituant celte valeur de x dans celle de/,
Soit entre réqualion
nous trouverons, en opérant comme-ci dessus,
dr égalant à zéro la valeur de -r^» nous avons
ûx
b^ Qà^x^ — 6* == o , d'où X ^=:±- — ;
ces deux valeurs de x étant mises successivement dans celle
d'r de-|— ;» nous apprennent qu'il y a dans la fonction un mi-
nîmum et un maximum. Le minimum correspond à Tab-
scisse X = -h ^r- » et le maximum à Tabscisse .r = — ^— ;
oa 6,a
en mettant ces valeurs dans celle dey, nous trouverons
2 ô* , , ib^
Y = c^ pour le minimum , et r = c' H pour
- ç^a '^ '^ ga ^
le maximum.
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PROBLÈME I
102. Partager un nombre en deux parties telles, que le produit de Vune par Vautre soit le plus grand pos^ sible.
Soient a ce nombre et x Tune des parties^ Fantre sera a — x. Donc x (a — x) est la quantité dont on veut chercher le maximum *, diflercntianl et divisant par dx, l'équa-
iîoiij^= j: (a — x)=^ax — jc* , nous trouverons
dr d'y
ax û.x^
d*r La valeur de -r— ^ nous montre que la fonction renferme
effectivement un maximum. Si ce coefficient se fut trouvé d'un signe contraire, le problème aurait été impossible.
En égalant à zéro la valeur de -p* nous trouverons
j: = Y a y ce qui nous annonce qu'il faut que le nombre a soit partagé en deux parties égales pour que le produit soit un maximum.
TT
— ^ a:' \ multipliant celte surface par la hauteur DC du cylindre, c'est-à-dire par a — x, nous aurons x* [a — x)
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pour le volume du cylindre ; ainsi Téquation à différentier est
on déduit de cette équation
dx «' ^ ' dx* a' ^ ^'
égalant à zéro la valeur de -r^ 9 on a " ax
— (2aaî — 3a?') = 0, ou plutôt nax — 3j:*=o,
équation qui ^ étant le produit des facteurs a: et a a — 3 a:, donne par conséquent x == o, ou j: = -^- La valeur x = o
ne peut correspondre à un maximum, puisque, dans cette
qï y , ul "k b^ hypothèse, -j— se réduit à » nombre positif. Cette va-
d' r leur de -r-£j indique un minimum \ en effet , quand x = o, le
cylindre se réduit à l'axe du cône (car plus le cylindre est haut , plus il est mince) .
La valeur a: == -^ est donc la seule qui puisse répondre à la question; et, dans cette hypothèse, -r-^ se réduit à *- — 5 nombre négatif. Si l'on retranche donc
de la hauteur du cône , il restera
PROBLÈME III
104. Partager une droite AB (fig. i5) en deux parties ACe^CB, de manière que le produit AC^xCB soit un maximum .
Représentons par a cette droite AB, et par .r la partie AC de cette droite ; l'équation du problème sera donc
d'où Ton tire
-; — =z3ax^ — 4^S -î — r = 6aj? — I2ar*;
en és'alant à zéro la valeur de -r— ' on trouve jtr=r o, ou
" dx
X z=.—^ Cette seconde valeur est la seule qui résout le problème, puisqu'elle réduit celle de -=-i à — ^ > résultat négatif,
Observons que lorsque dans la valeur du coefficient
différentiel -j^ il y a un facteur constant positif, on peut le d X
supprimer. En effet , si nous avons
dy
on en tire
di. = ^^^'
d^y . d.<fx
dx^ dx
Cette seconde équation ne servant qu'à nous faire connaître le signe de la valeur de -p- ^ i ce signe ne dépend que
de celui qui affectera ■ '^ , parce que A est un facteur constant positif: donc A peut être supprimé dans celte
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dv équation. Il peut l'être aussi dans Téquation — = A ça:;
car, puisque nous devons égaler à zéro le second membre de cette équation pour déterminer x, l'équation Aya: = o nous donnera <fx = o ; d'où il suit qu'on a droit d'omettre la constante.
PROBLÈME IV
106. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une certaine quantité d'eau dont le volume est connu; on demande quelles dimensions il faut donner à ce vase pour que sa surface interne soit aussi petite qu'il est possible.
Soient Y le volume d'eau donné , et j: le rayon de la base du cylindre; ttj:' sera l'aire de la base du cylindre. Et puisque la hauteur de ce cylindre, multipliée par sa base, est égale à son volume , on aura
hauteur du cylindre X «f ^ = V,
d'où Ton tirera
hauteur du cylindre = •
En multipliant cette hauteur par la circonférence de la base qui est iTtx^ on aura
X 2 ÎT.'? =
TT x^ .r
pour la surface convexe du cylindre. Si à cette surface on ajoute Tra:', qui est celle de la base du cylindre , l'équation à différentier sera
aV
et l'on en déduira
dj_ 2V d'j _ 4y
àx x^ ' d .r^ x:'^
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La valeur de V^ étant égalée à zéro, donne
On voit que cette valeur répond à un minimum, puis-
d'r qu'elle rend positive celle de -r-^ : le rayon de la base du
cylindre cherché sera donc lY — Si Ton met cette valeur
dans l'expression de la hauteur, on trouvera, pour la hauteur du cylindre,
PROBLÈME V
107. Entre tous les cônes inscrits dans une sphère, déterminer celui qui a une plus grande surface connexe.
Supposons que le demi-cercle A MB (fig i6) fasse une révolution autour de l'axe AB, la corde AM engendrera un cône dont AP sera la hauteur, et PM le rayon de la base.
La surface convexe de ce cône aura pour expression ,
circonférence PM X i AM = 2 7rPM.| AM = ir PM. AM.
11 ne s'agit donc que de déterminer PM et AM. Pour cet effet, soient AB=2a, AP=:a:; MP étant moyenne proportionnelle entre AP et PB , on a
APPLICAT. DE LA THÉOTIIE DES MAXIMA ET MINIMA
donc
AM = ^ zax;
substituant ces valeurs dans l'expression de la surface du cône , on obtiendra
surface convexe du cône = 7r^^ax — x' ^ ^ax
l'équation à différentîer est donc (art. 105)
d'où l'on déduit
ô jr ^a^x — 3ax^
ou, en supprimant le facteur commun x, (67) dr^ 4«^~3^,
égalant à zéro celte valeur de do:, nous obtiendrons
4«' — 3ax = o, équation satisfaite en supposant
Cette valeur appartient à un maximum •, c'est ce qui va nous
d'r être confirmé par le signe de -r-^-
408. Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient différentiel, je vais expliquer un procédé qui abrégera les calculs dans de certains cas.
Je ferai préliminairement observer que, lorsqu'une fonction de X est nulle par une valeur qu'on donne à x, il ne s'ensuit pas qu'en général son coefficient différentiel soit aussi nul : par exemple, si Ion a la fonction x^ — Sx H-6, qui devient nulle lorsque .r = 2 , ou lorsque .r = 3 , le
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coefficient différentiel de cette fonction , qui est ix — 5 , ne devient pas nul dans ces hypothèses.
109. On peut quelquefois abréger beaucoup les opérations qu'on emploie pour reconnaître si une fonction est susceptible d'un maximum ou d'un minimum. En effet, supposons que l'on veuille déterminer le coefficient diffé-
rentiel de l'équation -~ = XX', dans laquelle X et X'sont
des fonctions de x , dont la première seule devient nulle par une valeur donnée à x ; en différentiant cette équation (art. 14), et en divisant par àx , nous obtiendrons
d^r_XdX/ X^dX do:' Ax à.x
X,par hypothèse, étant nul, en vertu de la valeur donnée à X, cette équation se réduit à
d'X X'dX
la:'
àx
ce qui nous indique que, pour obtenir j-^^ 5 il faut multi-
plier le coefficient différentiel du facteur nul par l'autre facteur (*).
cl T" X ~~~ it
Par exemple si, étant donné -r^ = — -r-j on veut
àx ^j.
obtenir le coefficient différentiel du second ordre dans l'hy-
(*) Cette règle n'est pas sans exception, car •= — peut être nul auaei. Par exemple, si l'on avait — =x*{x — a)*, équation qui renferme des racines
égales, les deux termes delà valeur de -r—r seraient nuls: et, au iieude sup-
primer le facteur représenté par X -^— y on devrait (art. 98) recourir aux
Cl X
coefficients différentiels des ordres supérieurs, pour reconnaître si la fonc-
dX' tion est susceptible d'un maximum ou d'un minimum: si ~ — était infini.
dx
on tomberait dans le cas de l'art. 89.
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pothèse de x = a , on écrira ainsi cette équation :
et Ton trouvera que
m . Reprenons maintenant Tëquation (67) , de laquelle
on veut tirer la valeur de j-^, dans l*hypotlièsc dejc= -^9
en décomposant le numérateur en ses facteurs, nous
aurons
A y ax [^a — 3j:)
d-^ ^l/^à^x^ — 2.ax^ le second membre peut s'écrire ainsi ;
OJC
Dans l'hypothèse actuelle, le facteur ^a-^Z x étant nul , nous aurons donc (art. 109)
^y a.r d(4û — 3.i:) Z ax
d J^' ^^a^x^ — iax^ dx ^^ ^»^a __ ^ ^^i
et, par conséquent, en divisant les deux termes de la fraction
par x,
d'/ 3 fl ^
d.r' ^4^' — ^ ax
mettant dans cette expression la valeur de .r, qui est 5^^ on
obtiendra
iV y 3« 3^
d^^ /' 8rt
Cette valeur étant négative, celle de x correspond à un maximum.
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PROBLÈME VI
\i% Un point C(û^, 17) étant donné dans T angle Y AU, mener par ce point une droite DE, (fui rencontre les axes AX, A Y, de telle manière, que la longueur DE , de cette droite, soit un minimum.
Soient AI = a , IC = ft, lE = x-, les triangles rectangles ICE , ADE , nous donnent
iE:ic :: ae : ad,
AD = -(fl-|-x);
ou donc
par conséquent
D'une autre part,
AE»==:{a4-^)';
substituant ces valeurs dans la formule
DE = v^AD* -H AES
nous trouverons
DE==y/^(û4-^)'^-(«^-.r)'=y/^^^>I^(«^-^)';
et, en réduisant au même dénominateur le premier facteur qui est sous le radical ,
DE = i/ ; — {a-\-.TY= )/b^-hJc^=j^.
En regardant cette expression comme le produit du facteur
5 par le facteur V&*-l-x', nous différentierons par
l'art. 14, et nous trouverons
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eiFectuant les différen lia lions, nous aurons
, a -H X ^^^ /-- adx
réduisant au même dénominateur, en multipliant les deux termes de la première fraction par x , et les deux termes de la seconde par ^i' -h x*, nous obtiendrons
dr = r" /, H /, X — «dx ;
réunissant et réduisant les termes du numérateur, et divi« sant par dx^ il nous viendra enfin
égalant le numérateur à zéro , nous trouverons
X = ^ab'' .
Pour prouver que cette valeur répond à un minimum dans cette hypothèse, nous mettrons seulement (art. 109) «à la place du numérateur, qui est le facteur nul , son coefficient différentiel , et nous aurons ainsi
valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substitution de la valeur de x, car on voit qu'un carré x' est toujours positif.
PROBLEME VII
113. Trouver le plus grand triangle rectangle quon puisse construire sur une droite donnée.
Soient a cette droite, AB [fig* 1 8), et x Tun des côtés du
triangle , l'autre sera ^a' — x^ \ donc la surface du triangle
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a pour expression
ainsi réqualion du problème sera (arl. 105)
(Voù Ton dédnira
dj rt'x — 2.1*^ dx ^flîj;^' — j:»
Cette valeur étant égalée à zéro , donne équation de laquelle on tire
a:r=0, ou 2A"'=û'.
X ne pouvant être nul , nous le détetmînerons par la seconde équation , qui nous apprend que les deux côtés AC , 6C sont égaux.
En dîfférentiant le facteur a" — 2x',on trouve (art. i09)
•d^r jc dfrt' — 2xM 4-^'
d^' ^a^x' — x' dx sl'a^x^—3^
Ce résultat étant négatif, l'hypothèse de a' — 20:* = o détermine, pour x, une valeur qui correspond à un maximum. *
DE LA SIGNIFICATIOII GÉOMÉTRIQUE Dl^ COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS.
HA. On à vu (art. 73) que -p- représentait la taaigiente
trigonométrique de l'angle que fait , avec l'axe des abscisses, une tangente menée au point dont les coordonnées «ont x et Y •, comme c'est lefondementde ce qiii va suivre , on peut démontrer à priori cette proposition de la manière suivante : Soient [ftg- 19) l^M = y^ PP' = h\ en menant la
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parallèle MQ à Taxe des abscisses , on a donc
Or
MQ : M'Q::i:ungS =
MQ '
et en mettant pour les expressions M'Q, MQ, leurs valeurs , on aura
dy ^ , d'/ h'
ç, dx dx'i.2 dy d'y h
à dx d j:' 1 . 2
Passant à la limite, h est nul, et tangente S se change
en tangente T.
Donc alors
dr tangT±=-~.
dx
Cela posé, si PM devient un maximum, la tangente TM {Jîg> 2o) étant alors parallèle à Taxe des abscisses, elle fait un angle nul avec cet axe^ et comme on vient de voir que la tangente trigonométrique de Taugle formé par la
tangente avec l'axe des x était -p > on a donc, dans ce cas, djr
On démontrerait de même que si PM (fig> 21) était un minimum, la tangente trigonométrique devenant aussi nulle
dans ee cas, on devrait avoir -r- = o. ' ax
Ainsi, cette équation -p- = o n'exprime autre chose que
la condition du parallélisme de la tangente en M à Taxe des abscisses.
Exaihin 0113 maintenant dans quelle circonstance j
CI ut
est positif ou négatif.
Pour cet effet) considérons d'abord le cas ou la courbe (fig*^ 2:2) tourne sa convexité vers Taxe des abscisses.
Soient AP, x \ PM, y ; PP'= P'F' = A ; et par les points M et M', menons la sécante MM'S, et les droites MN, M'N', parallèles à Taxe des abscisses , nous aurons
c'es,t-à-dire
.-/^ dr . d^r A* &x ax^ 1.2
Or la similitude des triangles MM' O, MSN nous donne
MO : MN :: M'o : SN»
ou
h\ 2A :: M'O :SN;
donc
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Dans le cas où la courbe [fig* 23) tourne sa cQncavité vers l'axe des abscisses, pour avoir M'' S il faudra, au contraire , retrancher de la valeur de SN celle de M'' N , ce qui donnera
En comparant ces deux valeurs (68) cl (69) de RFS, on
d'r voit que, dans Tune, -;— est précédé du signe 4-, et, dans
l'autre, du signe — .
Cela posé, ou peut faire en sorte que le signe du premier
terme du développement de M'' S décide de celui de tout ce
développement^ et comme le carré A*, qui est essentiel-
d' r lement positif, ne peut influer sur le signe de-p^A*, le
coefficient différentiel ~- décidera seul du signe de la
somme de tous les termes de la valeur de M" S.
En ne considérant donc les équations (68) et (69) que
relativement aux signes qui affectent chaque membre, on
pourra supprimer hr et les termes qui suivent —^^ et ceà
équations deviendront
d*où nous tirerons
à.rJ
Si l'on regarde j^ comme une quantité positive, IVFS {fis- ^^) » tombant du même côté que y^ sera positif 5 la première des équations (70) nous apprend donc que, lorsque la courbe tourne [fig* 22) sa convexité vers l'axe des
d' y abscisses y j— ^ est positif.
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Si l'on; considère ensuite la seconde â^ équdtion^ (70) ei
la flg. aS qui s'y rapporte, on verra que — M'' S repr^ente
une droite qui est d'un signe contraire à celui dejr, et que,
d' r par conséquent, -i — ^ est négatif dans le cas de Isl fig. a3»
c'est-à-dire lorsque la courbe tourne sa concavité vers l'axe des abscisses.
116. La courbe jusqu'à présent a été supposée située au-dessus de l'axe des abscisses; examinons ce quHI arrive lorsqu'elle s'étend au «dessous, comme dans Xa Jig. a4< H est certain, par ce qui prét^ède, que puisque la courbe
tourne en M sa convexité vers l'axe des abscisses, ^ — -> et
par conséquent MN, est positif. Or les droites MN et M' N', qui sont situées du même côté de la tangente T'T, doivent avoir le même signe; et comme MN esi positif, M'N' doit Têtre aussi : d'où il suit qu'au point M', où la courbe tourne
sa concavité vers Taxe des abscisses , t— ; sera d'un signe
contraire à celui de l'ordonnée P' M', qui est négative; la
d'y courbe tournerait, au contraire, sa convexité, sîj^et-s — ^
étaient de même signe. De sorte qu'on peut dire , en géné-
d'r rai, que de quelque côté que tombe la courbe, -| — 5 est du
même signe que j^ lorsque la courbe tourne sa convexité vers l'axe des abscisses, et prend un signe contraire lorsque la courbe tourne sa concavité vers le même axe.
La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers l'axe des abscisses , suivant que l'ordonnée est parvenue à
son minimum ou à son maximum, on voit pourquoi -r-^,
est positif dans le premier cas, et négatif dans le second. Ii7. On dit encore qu'il peut y avoir Un maximum ou
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un minimum lorsque -p- = oo . Pour expliquer ce que celte
Cl M>
condition signifie, so\ly=ifx Téquation d'une courbe MN {figm a5 ) ^ il est certain que si Ton donne à x une valeur AP, cette équation déterminera Tordonnée PM.
Si Ton résout ensuite Féquation par rapport à ^, et qu^on en tire a:=yy5 lorsqu'on fera y=.KP (valeur précédente de y)^ l'équation donnera x = P'M. Dans ce dernier cas , j sera considéré comme Tabscisse, et x comme l'ordonnée; et l'on construira la même courbe , pourvu qu'on porte les abscisses y sur Taxe AY, et que l'autre axe soit regarde comme celui des ordonnées.
Dans cette hypothèse, on peut donc chercher le maximum ou le minimum de la fonction x àcy. Pour cet effet ,
d X de l'équation proposée on tirera j— = M, et Ton suppo-
sera M = o*, cela posé, l'équation — = M nous donnant
--— = —, on voit que lorsque M 2= o , -p- = oo : ainsi , la
dj: M * ^ ax
condition nécessaire pour qu'il y ait un maximum ou un minimum dans le sens des abscisses, est qu'on puisse avoir
dr
Par exemple, si Ton prenait l'écpiation
y"^ = ax — h y
. d y û on en tirerait -7— = — . Cette valeur ésalée à zéro doinie-
iix 7.jr "
rait y = Qo \ donc la courbe ne peut avoir un maximum
dans le sens des ordonnées qu'à une distance infinie de l'axe
des X, Examinons maintenant si elle a une limite dans
le sens des abscisses (par limite on dénomme, en général,
le maximum et le minimum) 5 pour cela, il faut supj)oser
la valeur de -,-- infinie, ce qui nous donne — = co , con-
dition remplie lorsqu'on fait j^=: o^ dans celte hypothèse ^
la valeur de -r-— se réduit à -9 résultat positif. On voit
a^jr a *
donc que la valeur de j^ = o correspond à un minimum
de X. Nous déterminerons ce minimum en faisant y = 0
dans l'équation proposée , ce qui la réduira à ax — 6 = 0,
d'où nous tirerons j: i^ - pour le minimum cherché : ce
minimum est représenté par AM dans la fig, 26.
H9, En terminant cette matière, nous remarquerons
d Y que Féquation -p- = 00 nous indique que la tangente MT
[fiS' ^^) ^^^ celle d'un angle droit, et par conséquent est perpendiculaire à l'axe des x.
CONSIDÉRATIOnS GÉNÉRALES SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES
120. Le calcul différentiel peut être d'une grande utilité pour trouver la forme d'une courbe dont l'équation est donnée. La théorie des maxima et minima nous offre déjà les moyens de déterminer les limites dans le sens des abscisses et dans celui des ordonnées \ mais cela ne suffirait pas pour nous faire connaître la forme de la courbe. Par exemple, les courbes des fig, ay, 28 et 29, qui ont les mêmes limites, OC et OD, dans le sens des ordonnées, et OA et OB dans celui des abscisses , ne se ressemblent pas. Ce qui distingue la courbe fig, 2^ de la courbe^g". 28, c'est que, dans cette dernière, il n'y a qu^un point d'inflexion 5 on appelle ainsi un point où la courbe de concave devient convexe, ou de convexe devient concave. Dans \'A fig. 27 il y a deux points d'inflexion, l'un en E, l'autre en G , et un point de rebroussement en C , c'est-à-dire un point où la courbe suspend tout d'un coup son cours.
En général, le-s points où la courbe éprouve des
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changements s'appellent des points singuliers ; on sent que si Ton a les moyens de reconnaître les endroits où ces points existent, il sera facile de suivre la courbe dans son cours. Par exemple, si Ton savait que la courbe [fig- 29) a des points d'inflexion en E et en H, et des points de rebroussement en F et en G, on pourrait prendre une idée de cette courbe par l'analyse suivante :
En partant du point A, qui est une limite dans le sens des abscisses, la i:;ourbe tourne d'abord sa concavité vers Taxe des abscisses jusqu'en E , où il existe un point d'inflexion qui, de concave, le fait devenir convexe. A Texirémité de la partie convexe EF^ elle suspend son cours au point de rebroussement F, au delà duquel elle est encore convexe dans la partie FH, pour redevenir concave au delà du point d^inflexion H et arriver ainsi jusqu'au point C, qui est une limite dans le sens des ordonnées ; en^n de C en G et de A en G, la courbe est composée de deux arcs CBG, ADG, qui, tournant leurs concavités à l'axe des abscisses, se réunissent en un point de rebroussement, et passent par les deux limites B et D, l'une dans le sens des abscisses et l'autre dans celui des ordonnées.
122. D'après ce qui précède, on sent combien il serait avantageux de pouvoir, à l'aide de l'équation d'une courbe, déterminer les coordonnées des points singuliers. Nous avons déjà fait connaître les moyens de trouver les maxima et les minima, il nous reste à nous occuper de la recherche des autres points singuliers : c'est ce qui va faire le sujet des paragraphes suivants.
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123. Nous venons de voir qu'un point d'inflexion est celui dans lequel la courbe, de convexe devient concave, ou do concave devient convexe. La courbe M' MM'' (fig* 3o)
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nous offre en M un point de ce genre. Menons en ce point une tangente TT'; si nous considérons les diverses ordonnées comprises entre M' P et MP, nous verrons que le prolon* gement M'JN' de Tordounée jusqu'à la courbe, ira en diminuant, et s'anéantira au point M ; si nous considérons les ordonnées suivantes , le prolongement M'' N'' de l'ordonnée tombera au-dessous de la tangente, et par conséquent cbangéra de signe, de sorte que si M' N' était positif^ Mf'W^ sera négatif. Telle est la condition que nous allons exprimer par une équation.
Soient donc (fig» 3o) PP'= A = PP'; on a évidemment
M' N' = M' P' — N' P', ou
Pour déterminer la valeur analytique de N' F, nous avons
N'P' = MP4-N'0, ou
(72) N'P'=r-hN'0.
A l'égard de celle de N' O , le triangle rectangle N' MO
nous donne
N' 0 = MO tang N' MO ;
or on a vu (art. 73) que l'angle K'MO, formé par la tangente en M, avec une parallèle à l'axe des x^ avait -p pour tangente trigonométrique 5 par conséquent , remplaçant tang N' MO par -r— 1 et mettant h à la place de MO, nous aurons
Substituant cette valeur dans l'équation (7:2), et mettaul ensuite celle de WP daVis Foquation (71), nous obtien-
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drons
Sans avoir besoin de calculer de nouveau la valeur de M^'N'', on peut la déduire de celle de Rf N'-, en effet, si nous faisons reculer Tordonnée parallèlement à elle-même, M'N' deviendra M!^lS"y lorsque h se changera en — h: donnant donc à h cette valeur dans Téquation (73), nous obtiendrons
Maitatenant, remplaçons les expreâsiôas y(x + A) et J'{x — h) par leurs développements, nous aurons
\ dx d:r' i .2 djr* 2.3
et en réduisant, ces équations deviendront
^' ^ d;t» 1.2 dx' 2.3
^' ^ dar« !.2 djc^ 2.3
Cela posé, pour qu il y ait inflexion en M, il faut nécessairement que , lorsqu'on donnera à h une valeur très-petite, les lignes M'N' et M''N" tombent Tune au-dessus, et Tautre au-dessous de la droite TT', ce qui exige que M'N' et M"N" soient de signes contraires •, or cela n'est possible
d' r h^ que lorsque le premier terme -^—j » des séries (75)
et (76), est nul. En efTet, si ce terme n*élait pas nul, on pourrait donner à h une valeur assez paitc pour que le
terme -p^ surpassât la somme algébrique de tous les
autres termes de la série. Dans ce cas , le signe de ce terme serait celui du résultat de toute la suite \ et comme ce terme est le même dans les deux séries, il en résulterait que M'N' et W!W (fig* 3o) auraient nécessairement le même signe; par conséquent, pour que M'N' et M'^N''' puissent être de signes contraires , il faut que l'on ait
^,A'=o, ou plutôt j^, = o.
S'il arrivait que la même valeur de x, qui fait
évanouir -r-^» fit aussi évanouir -r-r» î' faudrait, pour
à* Y qu'il pût y avoir un point d'inflexion , que 7— j fût aussi
Cl X
nul. Dans ce cas , si -; — - était aussi nul , il faudrait en-
' d JT*
d*r core que -r— ^ lût nul, et ainsi de suite ^ de sorte que le
dernier coefficient différentiel qui serait nul , devrait être d'ordre pair.
Si la valeur de x^ qui est la même dans les dévelop
d'y pements (76) et (76) était telle, que 1—^ fût infini, ces deux dé-
veloppements le seraient aussi \ et alors on ne pourrait rien
conclure de la démonstration précédente, qui repose sur la
possibilité de ces développements. Dans ce cas , il faut re-
d* r marquer que la condition t-=^ = o nous indique, en général,
d'r que j— doit changer de signe au point d^infles^on , ce qui
s'accorde avec l'art. 115^ mais -r-~ peut aussi cbangi^r de
\iX -V*
signe en passant par Tinfini. Pour en donner un exemple.
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soit
Si l'on substitue successivement à a: lee valeurs
X ^= a — A , on trouvera
djT»" h'
djr'
" = "-^^' dr>=-*-T'
d'v et l'on voit que c'est le dénominateur de la valeur de ~^^
Cl vC
qui fait changer de signe au coefficient différentiel après le point d'inflexion.
126. Il résulte de ce qui précède, que pour qu'il puisse y avoir un point d'inflexion dans une courbe, il faut qu'on ait , poui' l'abscisse de ce point ,
Lorsqu'on se sera assqré que l'une de ces conditions est
remplie, on augmentera et on diminuera successivement
d'une quantité h très-petite, l'abscisse du point qui rem-
d'r plit la condition prescrite; et si 7-^» pour ces nouvelles
valeurs de x, est affecté de signes contraires , il faudra en
d'r conclure qu'il y a un point d'inflexion 5 car, lorsque y^ est
positif, la courbe tourne sa convexité vers l'axe des abscisses,
d'r tandis que lorsque -r-^^ est négatif, la courbe tourne sa con-
cavité vers le même axe : or c'est par ce changement de convexe en concave, ou de concave en convexe, que la courbe manifeste son point d'inflexion.
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127, Pour donner une application de celte théorie, cherchons s'il y a un point d'inflexion ndans la courbe qui a pour équation
(77) J=^-+-2(jF'-fl)*.
La diftërentiation nous donne
Pour qu'il puisse y avoir un point d'inflexion , il faut donc qu'il existe une valeur de x, qui «rende nul le terme
j^; or, X étant une quantité variable, déterminons Tune
de ces valeurs par la condition qu'on ait la (x — a) = o, et nous obtiendrons x = a pour l'abscisse qui pept appartenir à un point d'inflexion. Pour nous assurer de l'existence de ce point, diminuons Tabscisse a d'une petite quantité /i, et substituons a — h à x, nous trouverons que, pour le point M' [fig* 3i), dont l'abscisse est a — %, on a
ci' y
-=-^ = — 1 2 A ; substituons eneuite a -4- /i à j:, et nous trou-
verons que le point M'', dqnt l'abscisse est a -h A, corres-
d'r pond à -~^ = I a /i. Ces deux valeurs de dîllereirts ^îgnies de
-i-^ nous montrent qu'il y a un point d'inflexion en M.
. d y Uhypothèse de or = a fait évanouir -r^ par conséquent
la tangente au point d'inflexion est parallèle à l'axe des x.
U est à remarquer qu'on n'a pas toujours 1^ fapulté
d'égaler ainsi à zéro J» valeur de j^'^ si l'on .voulait, par
exemple, chercher s'il existe des points d'inflexion d^ns la courbe qui a pour équation
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on trouverait, par la différentiaiion ,
dx dx'
d' r Or on voit qu'on ne peut égaler à zéro la valeur de -r-^
qui ne renferme aucune indéterminée, et que par conséquent
la courbe n'a pas de point d'inflexion , résultat auquel on
devait s'attendre, puisqu'elle est une parabole. La valeur de
j^j nous montre seuleinent que cette parabole tourne con-
tinuellement sa convexité vers l'axe des abscisses. 129. Pour troisième application, prenons l'équation
eu la résolvant par rapport à y^ et en différentianl ensuite, on obtient
Si l'on cherchait àdélerminera: par l'équation |.|y^ = o,
ou plutôt j-=: = o, on ne pourrait satisfaire à cette équatii^n
qu'en faisant x:=oo, ce qui ne conduirait à rien; mais comme nous avons la faculté d'éealer aussi la valeur de -~-
à l'infini, nous satisferons à l'équation 3-= = oo , en faisant
jc = o. Cette valeur de x nous apprend qu'il peut y avoir
un point d'inEexion à l'origine; et, pour nous assurer de
l'existence de ce point, nous substituerons successivement
à X les valeurs a: = ^-f-A etx=o — /i, c'est-à-dire h
d^r et — A, et nous verrons si , dans ces deux cas, -r^. amène
dar*
des résultats de signes contraires. Mais, au lieu de faire ces
opérations Tune après Tautre» nous pourrons les exécuter à la fois , en substituant à x la valeur db A, et alors le coefficient différentiel du second ordre deviendra
La valeur supérieure se rapporte à une abscisse plus grande que celle du point d'inflexion, et la valeur inférieure se rapporte à une abscisse moindre. Comme ces deux valeurs sont de signes contraires, nous pouvons en conclure qpie x = o correspond à un point d'inflexion A {fig» Sa). \
i 30. Pour dernière application, prenon s la courbe ( fig. 33) qui a pour équation
Cette équation nous donne
en faisant j: = o , on a -p-^ = 00 , ce qui est un indice qu'il
peut se rencontrer un point d'inflexion à l'origine. Pour
savoir si ce point existe, faisons d'abord a: = A, et substi-
d*r tuons cette valeur dans celle de -r-^j qui devient
Cl •XJ
d*r Si Ton fait ensuite x = — A, la valeur de 1—, devient
ciiar
imaginaire, ainsi que la valeur de j", ce qui nous apprend
que la courbe n'existe pas pour des abscisses négatives;
d'y ainsi, quoique j~ soit infini à l'origine, il n'y a pas de
vl iX
point d'inflexion. Bientôt il nous sera facile de reconuaître que ce coefficient différentiel appartient à une classe de
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points que Ton a compris sous le nom de points de rebroiis- i
sèment^ c'est ce que nous allons examiner plus particuliè- *
rement dans le paragraphe suivant.
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13i. Lorsqu'une courbe s'arrête dans son cours, et revient sur ses pas, on a un point de rebroussemenl; le rebroussement est de la première espèce lorsque les deux branches se tournent leurs convexités, comme dans la 'fie' ^4? ^^ ^^ rebroussement est de la seconde espèce lorsque les concavités sont concentriques, comme dans la Jig. 35.
132. La courbe s'arrête ainsi, parce qu'au delà du point C de rebroussement, les valeurs que l'on donne à l'abscisse en déterminent d'imaginaires pour l'ordonnée, ce qui suppose que -r^j renferme un radical*, et si, avant que la
courbe suspende son cours, j-^ donne deux valeurs, l'une
du signe de j^ et l'autre d'un signe contraire, cela annonce
qu'il y a deux branches de courbe réunies au point C
( fis- ^4)î l'une convexe vers l'axe des abscisses, et l'autre
concave : à ces caractères on peut reconnaître un point de
rebroussement de la première espèce -, si , au contraire , les
d*r deux valeurs de j-^ sont de même signe , les deux branches
qui se réunissent en C (fig* 35) ne peuvent être que concentriques : par conséquent le rebroussement sera, dans ce cas , de la seconde espèce.
133. Pour premier exemple, examinons s'il y a des poî nts.de rebroussement dans la courbe qui a pour cqualîon
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Cette équatloQ donne
On voit que lorsqu'on prend x négatif, y devient imaginaire*, donc la courbe s'arrête à l'origine, où x = o et y = o. Mais cela ne prouve pas encore qu'il y ait à l'origine un point de rebrous&ement| car il pourrait n'exister en ce point qu'un arc de courbe, toujours concave du même côté , comme cela a lieu au sommet de l'hyperbole ; ainsi , pour reconnaître si la valeur de a: = o correspond à un point de rebroussement , il faut savoir ce que devient, près de l'origine, le coefficient différentiel du second ordre : or, en différentiant et en divisant par dx l'équation
on trouve
djr
Pour savoir si la courbe est concave ou convexe , près du point où elle suspend son cours , on augmentera l'abscisse de ce point d'une petite quantité A, en faisant x = o H- A, c'est-à-dire A; et en substituant cette valeur dans celle de
1— ;> on trouvera
Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux branches ; Tune AM {fig- 36), qui tourne sa convexité vers l'axe des abscisses, et Tautre AN, qui tourne sa concavité vers le même axe^ par conséquent Torigine est un point de rebroussement de la première espèce.
Pour second exemple, prenons Féquation
cette équationjaous donne
(86) r = b± v/(x~fl)\
Si Ton fait x = a, on trouve^ = A; mais si Ton doniHî à X des valeurs moindres que a^ c^]es de y deviennent imaginaires; car en mettant a — h k la place dex, on trouve
valeur imaginaire : la courbe suspend donc sou cours au point C {Jig* 34) 5 dont les coordonnées sont a et i.
Pour connaître de quelle manière s^étendent ses branches au delà du point C, substituons à x la valeur a + A, dans
celle de -r-^ ? nous obtiendrons
Le signe supérieur de j~ nous indique une branche
Cl jC
CM, qui tourne sa convexité vers l'axe des x, et le signe inférieur nous indique une branche CN, qui tourne sa concavité vers le même axe : donc il y a au point C un point de rebroussement de la première espèce (art. i\{i et 132).
135. Pour troisième exemple, prenons la courbe dont l'équation est
f = ax^ ± bx^ V^.
Si l'on fait x = o^ on trouve y = o ; mais pour x né-
^atif 9 y est imaginaire : donc la courbe suspend son cours
d*r à. l'origine; examinons ce que devient alors j-^^^» Pour cet
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effets en écrivant Téquation de la courbe de la manière suivante ,
nous obtiendrons
ày . ~
donnant à x une valeur positive très-petite , représentée par
A, la partie \,\.bsh Ae\sL valeur de j~ sera moindre que
d'r la partie a a , par conséquent les deux valeurs de -p^ données par l'équation
seront positives 5 d'où il suit qu'à l'origine il y aura deux branches qui tourneront leurs convexités vers l'axe des x. Il existe donc, à l'origine, un point de rebroussement de la seconde espèce (art. 116 et 132).
Les points de rebroussement appartiennent à une
classe de points compris sous la dénomination de points
multiples.
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137. On appelle /?omf 5 multiples les points où plusieurs branches de courbes se réunissent. Un point multiple est double lorsqu'il est à l'intersection de deux branches; il est triple lorsqu'il est à l'intersection de trois branches; ainsi de suite.
138. Soit A [fig* 37) un point double, formé parles deux branches de courbe AB, AG^ auxquelles on a mené les tangentes AT et AT'. Si nous représentons par F (x, j") = 0 l'équation de la courbe, délivrée de radicaux, la différentielle
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de celte équation, mise sous cette forme, Pda;-i-Q<lx = o, ne renfermera aucun radical , parce que la difTérentiation d'une fonction rationnelle n'en introduit point dans cette fonction 5 d'où il suit que P et Q seront des quantités rationnelles.
Cela posé , Féquation précédente nous donne
■r^ devant avoir deux valeurs différentes, puisqu'il y a deux
p tangentes, il faudra que - se détermine de manière que
. . P cette condition soit remplie; or elle le serait, si - renfermait un radical ; mais c'est une chose impossible, puisque
nous avons vu que ~ était rationnel : dans ce cas, il faut
que l'Algèbre nous conduise à un résultat qui évite cette
contradiction^ et c'est ce 'qui a lieu lorsque — se présente
sous la forme -> car nous savons que - estle symbole d'une
quantité indéterminée, et par conséquent susceptible de plusieurs valeurs.
139. Voici de quelle manière ce théorème se démontre. Supposons pour un instant que aetaf représentent les deux valeurs de la tangente trigonométrique de la courbe, au point multiple , ces valeurs devront satisfaire à Féquation
Qdr
et donneront
P-|-Qa=:0, P-}-Qa'=0.
Ces deux dernières équations étant retranchées l'une de l'autre, on obtient
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or, le facteur « — ol étant composé de deux quantités inégales , ne peut être nul ; d*où il suit qu'on a Q = o , ce qui réduit l'équation P -f- Q« = o à P = o. Au moyen de ces
dr valeurs de P et de Q , Téquation P -h Q -p^ = o , ou plutôt
dy P , .
-p- — — - devient àx Q
dj o d.r o
t4(K Si 9 au lieu de deux branches réunies en un points nous en avons un plus grand nombre, il suffit d*en considérer seulement deux 9 pour prouver qn'au point de rencontre de toutes ces branches, -r^s— On ne neut parvenir aussi facilement à la même àx o ^ *^ *
conclusion , lorsque plusieurs branches de courbe n*ont qu'une tangente commune; néanmoins, dans ce cas même, on peut encore prouver que -— doit se présenter sous la forme — ; mais
comme la démonstration de ce théorème est fondée sur la considération des contacts des courbes , nous nous réservons de la donner (art. 172 ) , lorsque nous aurons parlé des courbes osculatrices.
141. On peut remarquer que la démonstration de Parti cle i39 étant fondée sur ce que l'équation primitive a été délivrée de radicaux, si Ton diiTérenliait sans les avoir préliminairement fait disparaître ^ il pourrait se faire qu'une équation qui comporte des points multiples ne
donnât pas -p- = — Par exemple, l'équation {78), art. 133,
page 97, est dans ce cas : elle a un point double a l'origine, et cependant si Ton fait x = o^ Téquation (79) se
,1 . , dj réduit a -p^ = I .
ùx
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qu'elle ne puisse subsister que pour un point de ce genre; car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette propriété leur soit exclusive. Ainsi, tout ce que l'on en
doit conclure , c'est que Içi réduction de -p- à -» indique seulement qu^il peut y avoir un point multiple.
143. Ce qui précède suffit pour nous indiquer le moyen de reconnaître s^il peut exister des points multiples dans une courbe déterminée par une équation. Pour cet effet, soit U cette équation ; on en déduira, par la différentiatîon, Pda*-+- Qdjy := o, et l'on verra sî les mêmes valeurs dé X et de y satisfont à la fois à la proposée et aux équatiofus P = o , Q = o ; si cela est , ce sera un indice que ces valeurs de x et dey peuvent appartenir à un point multiple, et alors, en discutant la courbe aux environs de ce point, on reconnaîtra s'il est multiple.
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144. Considérons une courbe qui soit telle, que dans la partie où ses coordonnées sont imaginaires il existe seulement deux coordonnées réelles ; ces coordonnées construiront un point qui sera entièrement détaché de la courbe, et auquel on a donné le nom de point isolé ou de point conjugué.
Représentons maintenant par y=zfx T équation d'une courbe qui a un point conjugué. Si a et £ sont les coordonnées de ce point, il faudra qu'au moins, dans ses environs, les coordonnées soient imaginaires, autrement il ne serait pas isolé', par conséquent, si nous supposons que Tabscisse a s'augmente d'une petite quantité h , Tordonnée correspondante, représentée par^ (a -f- /i) , devra être imaginaire \ or la série de Taylor nous donne , en général ,
^ ' d jc d a:- I . 2 a .r' a . 3
Faisant x = ayi\ faudra que Tordonnée correspondante soit b] par conséquent nous changerons y en i; et, appelant
(dj\ /d'r\ /d^r\ d~/* \d~») idj^)' ^^^'' ^^ ^^^^ deviennent les coeflS-
cients diflerentiels dans cette hypothèse , nous aurons
Or, pour que/ (a+h) soit une quantité imaginaire, il faut au moins que Tune des expressions {j^)> (j^)' (t^)' ®^^''
soit imaginaire; c'est-à-dire que Thypothèse de x = a-hh rende imaginaire l'un des coefficients différentiels; si celte condition est remplie, la courbe pourra avoir un point conjugué.
Par exemple , si Ton a l'équation
en la différentiant , on trouvera
li-H'^'-m)
Celle valeur devenant imaginaire lorsqu'on fait x = — 6, et par conséquent ^ = o, il est à présumer que le point A (/'S' ^8) y dont les coordonnées sont ar = — b et j- = o, est un point conjugué; nous reconnaîtrons ensuite si ce point est réellement conjugué, en augmentant et en diminuant successivement Tabscisse — b d'une quantité plus petite que i, et nous trouverons que, dans les deux cas, y devient imaginaire, ce qui annonce que le point dont il est question est un point conjugué.
i45. Les points conjugués , comme les points multiples ,
manifestent leur existence en rendant- le coefficient diffc-
• 1 d r rentieJ -~.
ax
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En eifet, Téquation
étant différentiée et divisée par dx, nous donne
dx* do: dx dx^
d' r et l'on voit que le terme qui est affecté de j^ a Q pour
coefficient; en différemiant de nouveau, on trouvera que Q
d^y est encore le coefficient de -r^» et ainsi de suite •, de sorte
que lorsqu'on sera arrivé au coefficient de l'ordre w, nous aurons un résultat de la forme
(8.) Qfë + ^ = o-
Cela posé, il y a au moins Tun des coefficients différentiels qui devient imaginaire pour une valeur de or, et qui par conséquent contient un radical -, représentant ce coefficient
par -r-^ 9 il faudra donc que la fonction de x que représente
cette expression ait plus d'une valeur. Cela suffit pour que
nous puissions conclure, comme dans Fart. 139, que
dr Q = o , ce qui réduira l'équation P-+-Q-p- = o à P = 05
il suit de là gu'on doit avoir —-^ = —
^ dx o
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146. Soientj' = ça: et j'=:FjC les équations de deux courbes qui se rencontrent {fig. 3g) au point M, dont les coordonnées sont AP = a/, PM =^'5 on aura donc, pour
ce point ,
(par' = ¥x''y
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supposons que xl devienne ensuite a/ + /t, les équations précédentes donneront
d»x' d'vx' A»
Si tous les termes correspondants de ces développements sont identiquement les mêmes, les courbes se confondront 5 si Ton a seulement Vjd = ^ j/, les courbés, comme nous l'avons vu, n'auront de commun que le point M^ si, outre
Fx' = ça/, on a , ^ = -pr-î ces courbes se rapprocheront davantage ; et encore plus , si , outre ces équations , on
d»F«'» d>ar' . . j . .1
a encore . , ■ = , , > et ainsi de suite: car il est da?'^ dx" '
évident que la différence de M''' P à M' F sera d'autant moindre, qu'il y aura un plus grand nombre de termes égaux dans leurs développements.
Cela posé, soient û, è, c, etc., les constantes de l'équation y"=:.Y x\ on peut, sans changer la nature de la courbe, donner des valeurs arbitraires à ces constantes. Par exemple, si l'on a l'équation j^ -=: mx ->r nx^^ qui est celle d'une ellipse, quelque valeur que l'on donne aux constantes m et «, cette équation ne cesse pas d'appartenir à une ellipse^ puisque l'équation conserve toujours la même forme (bien entendu qu'on né fait varier m et n que dq grandeur et non de signes , et qu'on ne les suppose pas nuls). D'après cette observation, on peut regarder comme arbitraires les constantes a, £, c, etc., qui entrent dan& les équations
, _ , dFjr' d(px' d'F.r' d'-'tpx' ^^"=^'^' "d^-^-d^' "d^^-dl^'"*'
et en prenant autant de ces équations qu'il y a de con-
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stantes, on déterminera ces constantes par la condition que ces équations soient satisfaites.
Par exemple, si l'équation j^ = Fo: ne contient que trois constantes a, &, c, on posera
On tirera , de ces équatioAs , les valeurs de a , de £ et
dy
de c, en fonction de j/, de y, de-—)? etc. ] on les substituera dans Téquation ^ = F a:. Alors elle jouira de cette propriété que, lorsqu'on y mettra a:' + A à la place de x, Téquation (84)9 qu'on obtiendra à l'aide de la formule de Taylor, aura les trois premiers termes de son second membre respectivement égaux aux trois premiers du second membre de l'équation (83).
Ce que nous disons d'une équation qui ne renferme que trois constantes, peut s'appliquer à une qui en contiendrait un plus grand nombre.
147. Prenons pour exemple le cas où l'équation j^ = F j: représente celle d'une ligne droite ; celle équation y =zF x sera donc remplacée par celle-ci ,
(85) jr=:ax-hb.
Les équations de condition, nécessaires pour l'élimination des constantes a et & , seront
(86) ffx'zrzax'-ht,
di^x'
dx
et comme <fxf représente l'ordonnée en M de la courbe dont l'équation est j- = y x, et que ocf correspond à y'^ nous pourrons remplacer (fx' par j^', et les équations (86) se changeront en
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éliminant a^ on obtiendra
Substituant la valeur de b donnée par cette équation, et celle de a, dans l'équation (85) de la ligne droite, celle-ci deviendra
On reconnaît dans cette équation , celle d'une tangente MT (Jig' 4^) au point M, dont les coordonnées sont aif et y (art. 73). Nous verrons bientôt pourquoi cette droite MT est tangente en M.
i48. Reprenons la théorie précédente, et, pour éviter les périphrases, convenons de dénommer les courbes par leurs équations. Nous avons vu (art. 146) que si les courbes yz= y a: et j* = Fa: avaient seulement un point commun, en représentant par a/ et y les coordonnées de ce point, on aurait l'équation de condition Fa/ =:(fa/] mais qu'en déterminant deux constantes de l'équation j" = F x , par les
conditions F a/ = ç y, et , = -pv» "^^ courbes commenceraient à se rapprocher.
Représentons par y =Jx ce que devient y :=F x après qu'on y a substitué les valeurs de ces deux constantes, la courbe jr:=fx sera une osculatrice du premier ordre à la courbe j" = f a: -, et si, toujours en vertu des valeurs arbitraires qu'on peut donner aux constantes , on élimine trois des constantes de l'équation ^ = F a:, au moyen des équations suivantes ,
et qu'on représente par ({/ x ce que devient F a:, après cette
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substilution, cette courbe j^ = ^x sera une osculatrice du deuxième ordre à la courbe j^= yx, dont elle approchera encore plus, et ainsi de suite ] de sorte que, pour une osculatrice du n'^""' ordre , nous aurons les équations
i49. Nous allons démontrer que, de deux osculatrices qu'on a obtenues ainsi , en faisant varier les constantes d'une même équation , celle de ces osculatrices qui est d^un ordre inférieur ne peut passer entre l'autre et la courbe à laquelle on a mené ces osculatrices.
Par exemple, soient MB {Jig» Sp) la courbe yz^tfx^ et MC son osculatrice j^ = ^ a: du second ordre 5 il s'agit de démontrer que l'osculatrice y=fx du premier ordre ne peut passer entre les courbes MB et MC.
Pour cet effet, en mettant j/ + A à la place de x, dans ces équations, nous trouverons
la courbe y = ifX étant une osculatrice du second ordre à jr = G>x, il faut qu'on ait
**=^*' di^ = l^' "d^-'dy^'
D'une autre part, yz=,fx étant une osculatrice du premier ordre à ^ = yx, on a encore
/•V — «^ d/r'_dyx'
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en vertu de ces ëquatious , on a donc
çp.r' z=^x' ^fx\ dyj' _ A^x' _ d/c'
et seulement
faisons, pour simplifier.
d.r'^ ^ dx" '
ilier.
les trois développements précédents pourront s'écrire ainsi :
P'M' ou (p(^'^A)=K-hV^>-|-^^^-f-..., P'M" ou ^[x^^h) — ¥.^\h*-4r--f-7^—^+...,
CI X 2 • o
/(..' + A) = KH.^-+^j^
et en observant que tous les termes, à partir de celui qui est affecté de A', ont h^ pour facteur commun , nous pourrons supposer
et en faisant des réductions analogues dans les autres équations, on aura
<p (ar' 4- A) = K -f. VA» -f- M/i% ^ (.r' -f- A) = K -h VA^ -f- N A%
/(y-hA) = K-f.i^'A'-hPA^ Les courbes / =yi: ety = ^J; a: étant des osculatrices,
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Tune du premier ordre et Fautre du second ordre, V dîffèrc nécessairement de 7-^77* On ne peut donc faire que
Cl JC
deux hypothèses sur V, savoir :
Si V est moindre que 7 -r^ j soit Z Texcès de j- -j^ sur V, on aura
d*/x' si, au contraire, V surpasse j -t—tj» la quantité Z sera négative.
d'/r' En substituant celte valeur de t-t—-» dans celle de
y*(j/-f-A), et en observant que A' est facteur commun, nos trois développements deviendront
9 (or' 4- A) = K -f- (V -I- M^) h\ tKx' 4- A) = K 4- (V 4- N A) A», /(x'4-A) =K4-(V4-Z4-PA)K
Or, en faisant h très-petit, il est possible que la quantité Z indépendante de h soit plus grande que les expressions MA et N A qui tendent vers zéro. Alors , si Z est positif, y*(j/ 4- A) surpasse ç (a/ 4- A) et ^ (x' -\-h)] dans ce cas, on a doncf(xf-hh) ou VM" [fig. Sp) plus grand que PM' et que FM", ce qui montre que la courbe Y =y^9 représentée par MM'", ne peut passer entre les deux autres.
Si, au contraire, Z est négatif, on a [[od 4- A) ou P'M^^ moindre que P' M' et que VW 5 la courbe MM*' étant alors celle qui s'approche le plus de l'axe des x, ne peut être comprise être les deux autres.
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i50. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne droite [fig* 4^)? qui (art. 1 47) est une osculatrice du premier ordre, est tangente à la courbe; car il résulte de notre théorie, qu'entre cette droite et la courbe on ne peut faire passer aucune autre droite, ce qui est la propriété de la tangente.
On dit que la tangente a un contact du premier ordre avec la courbe. En général, une osculatrice d*un ordre n a un contact du même ordre avec la courbe à laquelle elle est osculatrice; ainsi, lorsqu'on a, entre deux courbes, les équations
ces courbes ont entre elles un contact du second ordre. Ce contact sera du troisième ordre, si , outre ces équations , on a encore celle-ci :
et ainsi de suite.
L'équation du cercle , qui est
renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le cercle qui a un contact du second ordre, avec une courbe MN [fig* 40? ^^"^ ^^ ^ l'équation. Pour cet effet, soient ocf eiy les coordonnées du point M de la circonférence de ce cercle, la valeur dej/ sera donnée par l'équation
et devra remplacer Yod dans les équations du contact , qui sont
r_F ' dçx'^dFV d»yx'_dW
?-^-*^^> "dT'-'d^' d^-T?^'
si nous adoptons en même temps x eXy pour les coordon-
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nées de la courbej^ = yx, au point de contact, les équations précédentes deviendront
(9^; r~/, dx"-d:r'' d*>~d^^'
d r' d^ r' il faudra donc mettre , pour 1^ quantités y', -r~ et -p^ ?
leurs valeurs tirées de l'équation (90), et de ses différentielles successives , qui sont
Or substituer dans les équatioTis (91) les valeurs de y', de
dy d'y'
^r-; et de T— Tj' données par les équations (90), (92) et (93),
n^est autre chose qu'éliminer ces quantités entre les équations (90), (91), (92) et (93), ce qui revient à effacer les accents dans les équations (90), {92) et (93), en observant d'ailleurs que quand
y=i y\ on a jr = jc' ; supprimant donc les accents , on trouvera
De cette dernière équation on lire
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Metuni cette Yaleur dan» l'équation (gS), on obtient
(98) *-* = ^ dL^'
Si dans réquation (94) on substitue ces valeurs dejr—^ et de X — a , on aura
'"^d^»j V"^'d^»j dj'
\dx') \dx')
dx'
et, en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur commun, on aura
celte éqoation se réduit à
/d^\ \dxy
et, en tirant la racine carrée , donne
dx'
Le double signe est 'relatif à la position de 7 : si la
d'r courbe tourne sa concavité vers l'axe des x, alors -^^
. , sera
négatif (art. 115) ; et pour qu'alors y se détermine positivement, nous le prendrons avec le signe négatif, et nous
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écrirons
<îar la courbe , tournant sa concavité vers l'axe des abscisses, -7— ;■ lient la place d'une quantité négative , qui , lorsqu'elle
sera substituée dans la valeur de y, la rendra positive.
153. On a donné au cercle que nous venons de considérer le nom de cercle osculateur, et à son rayon celui de rayon de courbure^ il ne s'agira donc, pour obtenir le rayon de courbure , que d'avoir l'équation de la -courbe, pour en déduire les coefficients difîérentiels qu'on substituera dans la formule {99).
Si la courbe devait tourner sa convexité vers l'axe des x^ nous ferions précéder la râleur de y du signe positif.
iS4. On écrit quelquefois ainsi la valeur de 7 :
Cette formule se déduit facilement de réquation (99); car en réduisant au même dénominateur les deux termes qui sont sous la parenthèse, et en observant que la puissance | de â.r% est dx^^ on obtiendra
^ ~" "^ , , d'r "~ dxd^jr
cIj:- -; — r
JC'
15S. Pour donner une application de la formule (99), cherchons le rayon de courbure de la parabole NAM(/îg'. 4^)^ dont l'cquation est x* =my ^ nous trouverons
, , d^ 2jr d*r a
dx m d x' m
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donc
el en élevant les deux facteurs à la puissance |, on a
(loo) y — ~^
or, la normale à la parabole ayant pour expression ( Théorie
des courbés, art. 263) ( y- -f-xMS on voit que le rayon
de courbure de la parabole est égal au cube de la normale j divisé par le carré du demi-paramètre,
156, Le cercle osculateur peut servir à mesurer la courbure de la courbe en un point M {^fig* ^i)\ car, si en ce point M on décrit, avec le rayon de courbure, un arc ML très -petit, cet arc pourra être considéré comme l'arc même de la courbe , dont il s'écarte très-peu : or, plus l'arc ML a de courbure, plus son rayon est petit-, d'où il résulte que par le décroissement du rayon de courbure , ou par son accroissement 5 on pourra connaître si la courbe augmente ou diminue de courbure.
Par exemple, en considérant l'équation (loo), qui donne le rayon de courbure de la parabole, on voit qu'au sommet
de la courbe, où x = o , y = — 5 mais que lorsque x s'ac-
croît successivement, y augmente, ce qui annonce que la courbure de la parabole va en diminuant, lorsqu'on s'écarte du sommet.
lo7. y- exprimant la tangente trigonométriquede l'angle
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que la tangente en M {fig- 43) fait avec Taxe des jc, Féquation de la normale assujettie à passer par un point dont les coordonnées sont a et (3, sera (art. 73)
djc , .
Celte équation étant la même que l'équation (gS), dans laquelle a et (3 sont les coordonnées du centre du cercle osculateur, on voit que le rayon de ce cercle est une normale à la courbe.
158. Si maintenant, par tous les points d'une courbe MM' M''. . . {fig- 44)5 011 mène des rayons de courbure MO, M'Cy, M^'O", etc., on construira une suite de points O, (y, (y\ etc.; ces points étant assujettis à une certaine loi (*) , cela sufEt pour que nous puissions donner le nom de courbe à leur système \ mais nous ne prononcerons encore rien sur la nature de cette nouvelle courbe, qu'on appelle la déi^eloppée rfe la courbe MM' M''. Celle-ci , considérée relativement à la développée, est appelée la (lé\Hiloppante,
159. Si Ton passe d'un point à l'autre de la développée, non-seulement x eij varient, mais encore a, (3 et 7 varient en même temps : car a et p étant, en général, les coordonnées des centres du cercle osculateur, comme la développée est formée par le système de ces centres , il eu résulte que a et j3 sont les coordonnées de la développée, coordonnées qui doivent varier d'un point de la courbe à l'autre. Il en est de même dey, qui est le rayon du cercle osculateur, et qui représente alors la distance d'un point quelconque de la développée à un point de la développante d'où est parti 7. Par conséquent, en diflerentiant l'équation (96) par rap-
( * ) Elle est implicitement renfermée dans Téquation de la courbe MM' M* puisque cette courbe étant donnée, la position de ces points en résulte..
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port à toutes les lettres (*) , et eti divisant par do:, nous^ obtiendroh s
d'X d/' d/dp da__
^ -^ "^ p ^ d? "^ d r» ~ ïu a:; " ^ ' "■ ïû - "" ^
retranchant l'équation (96) de celle-ci , il reste
dx dp doL
d'où Ton tire
dx dx dx '
da
dy dx d a I
dï'^^dl^ — di^dp"
dx dx
or (art, 69)
don(!
dp ""d|i' dx
djr da dx
dx dx dp
et, par conséquent (art. 26),
dy doL
dx~~ ^' dp*
d y Si Ton substitue cette valeur de -p- dans Téquation (pS), on
{*) On ne peatpM diiTérentier autrement Téqnation
et ses dérivées ; cependant il semble que nous ayons agi autrement lorsque de l'équation (90) nous ayons déduit les équations (gt) et(93). Je répondrai que, comme nous avions deux constantes arbitraires dans Téqua^ tion (90), nous les avons déterminées par la condition que les fonctions représentées par les premiers membres des équations (92) et (93) fussent nulles; mais, sans cela, nous n'aurions pas en le droit de conclur* de ce que l'équation (90) a lieu , que les équations (92) et (93 ) doivent aussi avoir Ueiis
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obtiendra
(idi) ^^p==^(^««;.
Nous avons vu (art. 157) queTéquation
était celle du rayon de courbure qui passait par le point
djp dont les coordonnées sont x et /. En remplaçant — -r—
dB *^
par -jpi ce sera toujours l'équation du même rayon j maïs
l'équation (loi) étant aussi celle d'une tangente menée au point de la développée, dont les coordonnées sont a et ^ ('*'), le rayon de courbure est 4oiic tangent â la développée.
161. Comme dans la démonstration suivante nous emploierons la différentielle d'un arc de courbe, nous allons déterminer cette différentielle.
Supposons qu'une abscisse AP = x (fig» 4^) s'accroisse de PP'= h 5 si nous menons la parallèle MO à l'axe des x^ nous aurons évidemment
corde MM' = v^MO' -f- M' 0» = sjh' -h M' 0' ; or
M'O =:/{x -h à) ^fa: = p- h ^^1 ^ ^ . . . .
Substituant cette valeur dans l'expression de MM', et représentant par A, par B, etc., lés coeffieients de A*, de A^, etc., on aura
MM' = 1 / ^* -h T^ ^'-4- A ^» -h B A^ -4-
{*) Observons qu'en général a et ^ étant les coordonnées d'un point quelconque de la développée , Téquation de la développée sera ^ =/«. ;
donc -r-^ représente (art. 75) Tangle que la tangente au point te, ^ fait
avec Taxe des abscisses.
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OU
MM'= t/^' (i-^ ^\ -h Ah' -h Bk'
donc
MM
Dans le cas de la limite, la corde se confond avec l'arc que je représenterai par 5, de sorte que nous aurons
d d'où nous tirerons, en multipliant par dx,
162. Pour la développée, dont les coordonnées sont a et |3y nous aurons donc également
ds =z v/d a' 4- d pi'.
i63. Diiïérentîons maintenant Téquation (94) par rapport à toutes les lettres, nous trouverons
(r— P)(dj — df)H-(jr — a)(dx — da) = 7d7; Féquation (pS) nous donne
{X — P)dx -h {x — a.)dx z=o'y
retranchant ce résultat de l'équation précédente, il nous reste
(102) -— (7 — ^)dp — (.r — a)da = ydf.
Si dans cette équation (102) et dans l'équation (94) nous substituons la valeur de j^ — 13 , donnée par l'équation (101), nous trouverons ces deux équations :
— j^ (x — a) — (ar — a) d a = vdv, dfi'
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mettant x — a en facteur commun , et tirant la racine carrée de la seconde , ces équations deviennent
,dp^H-d«»_ — (•^ — «) TZ =7071
dot
divisant la premjière de ces équations par la seconde , on obtient
d7 = — ^/dp'-4-da'.
Or nous avons vu (art, 162) qu'en appelant 5 un arc de la développée, on avait
às=z s/dp'-4-da»;
en comparant cette équation à la précédente, nous en déduirons
d7= — d^, ou d(7H-f) = o;
et comme toute fonction dont la différentielle est nulle est constante, nous avons donc y 4- 5 = constante; donc si le rayon de courbure s'augmente , il faut que 5 diminue d'autant.
On énonce cette proposition en disant que le rayon de courbure varie parles mêmes différences que la déyeloppée.
164. Soient [fig. 46) M0 = 7; 0B = 5^ M0' = /-, O' B = 5^ ; nous avons donc , pour le rayon de courbure MO ,
f- j = constante^ ou
( I o3 ) MO ■+- arc OB = constante .
Pareillement , le rayon de courbure M' O donne lieu à T équation
7' H- j' = constante ^
12*1 CALCUL DIFFÉaSlTTlEL.
OU
( I o4 ) M' O' -f- fl/r 0' B = constante ;
les seconds membres des équations (io3) et (io4) représentant une même constante, nous tirerons de ces équations ,
M'O' -+- arc 0' B = MO -H ^/r OB ,
et, par conséquent ,
M'O' — MO = an: OB — a«? O'B = arc 00' ,
ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de courbure est égale à Varc quils comprennent entre eux.
165. Il suit de là que si Ton applique sur la développée OB [fig. 46) un fil qui, se terminant tangentiellement, soit fixé au point M de la développante MC, lorsqu^on développera ce fil, en le laissant constamment tendu, son extrémité M décrira dans ce mouvement la développante MC; car, en supposant que dans son mouvement il soit arrivé dans une position (yM^ il se sera accru de OCy, et par conséquent égalera en longueur le rayon de courbure qui passe par le point CV ; donc 1 extrémité M' de ce fil sera sur la développante.
166. Voici de quelle manière on peut trouver l'équation de la développée : i° on tirera de l'équation de la
courbe les valeurs dey, et des coefticients différentiels ■—-t
-î— 55 etc. ; a° on substituera ces valeurs dans les équa*
tions (95) et (96), ce qui donnera deux nouvelles équations , qui ne seront plus que des fonctions de x*, 3° éliminant X entre ces équations , on parviendra à une équation entre a et p. Cette équation sera celle de la développée.
167. Déterminons par ce procédé la développée de la parabole, dont T équation est x* = my : en différentiaut ,
DES COtiaBÉS OSCULÂTIIIGES. laS
on
trouve
^xdxz
= wdjr,
et,
par conséquent ,
djr
do:
dx» ""
T -hi =o;
substituant^ dans les équations (95 ) et (96) , ces valeurs de
y, de -p- et de t-^> ces équations deviennent
retranchant Téquation (io5) de Téquation (106), multipliée para:, on obtiendra
D'une autre part, F équation (106) multipliée par m*, et réduite , nous donne
6 x* — 2 m p -f- /7l^ r= o , d'où l'on tire
(io8) p = 1
En éliminant x entre les équations (107) et (108), on aura l'équation de la développée.
Mais avant de faire cette opération , remarquons que, pour Tûrigine oùa: = o, les équations (107) et ^108) se
réduisent àa = o,/3==:— *, en prenant donc AB = —
[fis- 47)? on a le point B de la développée 5 ou voit ensuite, par Téquation (108) , qu'en donnant des valeurs positives ou négatives à j:, j3 augmente à mesure que ces valeurs s'accroissent, d'où il résulte que la développée se compose de deux branches BC et BD.
168. Pour éliminer x entre les équations (107) el (108}, la première, élevée au carré, donne
16' d'une autre pari, on tire de l'équation (108) ,
en élevant au cube les deux membres de cette équation , ou trouve
égalant ces deux valeurs de x*, el divisant par m', on obtient
appelons (3' la quantité j3 » et multiplions par 27, celte
équation devient
(;n faisant -^ m = w , l'origine est alors transportée en B , puisque (3' = j3 •
169. Une osculatrice peut être située de deux manières différentes , à Fégard de la courbe avec laquelle elle est en contact : i^ elle peut avoir ses deux branches toutes deux
(*) Il est facile de prouver que les branches BC, BD se tournent leurs convexités; car en différentiant deux fois de suite l'équation /3" = naS
i 1 d'à' ^ — ^ » fn
ou /3' =in*K*, on trouve -p^ = — fn'a ' = — |i/ — , valeur négative
pour a positif comme pour a négatif, ce qui prouve que chaque branche tourne sa concavité vers l'axe des x.
DES COURBES OSGULATRIGES. 1^5
au-dessus de la courbe, comine dans la fig. 48. ou toutes deux au-dessous, comme dans la^g'. 49 \ alors rosculatrice ne fera que toucher la courbe 5 ^^ Vosculatrice peut avoir une branche au-dessus de la courbe et P autre au-dessous, comme dans la^g^. So^ dans ce cas, Fosculatrice coupera la courbe au point M.
170. On va démontrer {fig» 5i) que le cercle osculaleur coupe la courbe.
Soient pour une même abscisse x -\-h^
Y l'ordonnée de la courbe ,
Y' l'ordonnée de l'osculatrîce; on a donc
j Y = (p(x-H A) = (pa: + AA-+-B//'-|-CA^ -h. . ., (ïog; I Y' = F(.r + A) = Fx-f-A'A + B7i' + C'A3-h
Or, puisque le cercle est une osculatrice du second ordre (art. i-48), les trois premiers termes de ces développements seront les mêmes \ donc la différence des ordonnées , qui correspondent à a: -j- A , sera
Supposons maintenant que Tabscisse devienne x — A 5 il faudra changer A en — h dans la différence des ordonnées, qui deviendra
Or, comme le premier terme des suites (iio) et (m) peut surpasser la somme de tous les autres termes, en prenant h assez petit , il en résulte que la différence des ordonnées changera de signe, lorsque l'abscisse, au lieu d'être a:+A, sera a: — h-^ ainsi, en prenant {fig* 5i) PP''=:PP'=A, si la différence des ordonnées correspondantes k x-^h est une quantité positive, c'est-à-dire si l'ordonnée VM! de la courbe surpasse PN', l'ordonnée P^'N'' de Vosculatrice
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surpassera Tordonnée P"JVI'''de la courbe : d'où Ton conclura que Posculatrice est d'un côté an-dessus de la courbe et de l'autre au-dessous, et par conséquent la coupe.
Ce que nous disons du cercle, qui est une osculatrice du deuxième ordre, peut s'appliquer à toute osculatrice d^ ordre pair.
171. Si Tosculatrice était d'un ordre impair, elle toucherait seulement la courbe, au lieu de la couper. Cela est évident d'après la démonstration précédente.
Voici le théorème que nous avons promis de donner
(art. 140) sur les points multiples. Si les courbes qui se réunissent
en un de ces points ont une tangente commune dont l'équation
soit représentée par / = aj:-!- 6, nous changerons Yx en ax-^-h
dFx dans la seconde des équations (109), ce qui donnera — — ou
Afz:=. Oy et tous les autres coefficients de cette équation seront nuls. La tangente étant une osculatrice du premier ordre, f«-f- AA égalera ¥x •+■ A'A, ce qui réduira la différence des équations ( 1 09) à
Y — Y' = BA»-f-C/i3H-
Cette différence des ordonnées devant avoir une valeur double,
QM et QM' [fig. Si ), il faut que l'un des coefficients différentiels
. d"®jp qui sont représentés par B, G, etc., ait deux valeurs. Soit -p—- ce
coefficient; si l'on prend les différentielles successives de l'équation Pdar-h Qd/ = o, nous avons vu (art. 14») qu'à chaque différentiation le terme Q reste toujours facteur de la différentielle de l'ordre le plus élevé de jr; de sorte que la différentielle de Tordre n de la fonction proposée pourra être représentée par
Q -—::-. -h K = o, et puisque j~ doit avoir deux valeurs, on prou-
Cl i*» u X
vera, comme dans Fart. 159 que Q est nul. Cette valeur de Q réduira celle de P à zéro ; d'où il suit que l'équation -r— = — ^
dr o donnera -7^ = -• i\,T o
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APPLICATION DU THÉORÈME DE TAYLOR AU DÉVELOPPEMEHT DBS PORC- TIORS DE DEUX VARIABLES QUI REÇOlVERt DES ACCROISSBVERTS.
173. Lorsque dans une fonction i/, de deux variables indépendantes X et j^, on change jî en or -|- A, et j^ en j^ -h Ar , le théorème de Taylor peut nous donner le développement de celte fonction. En effet, si Ton substitue d^abord à x la valeur .r-hA, on aura
. ^, ^ , da ^ d»ii h' d»« h^
' "^ ' ax ax^ 2 djT* 2.3
h étant en évidence dans ce développement , j ne peut être
contenu que dans les fonctions li, -r— » -r— .> -i— ;' etc. Chan- * ax dar' djr
géant donc y en y^k dans ces fonctions, nous remplacerons, dans Téquation (112),
du , d»« k" d^a h^
u par a -f- ^ ^ -I- -— ^ -f. _-- — -
d^ ay^ 2 d^ 2.3
di» dM àx , 'dx*' dar ^*
dx d;r d/ ày^ 2 d^ 2.3
d^tt d'« d'à
d^ii d'à d^, à^k^ d? *»
par — -H-— ^H-
dx* d.ir' dj d/' 2 dj^ 2.3
et formant autant de lignes qu^il y a de termes dans l'équation (112), nous obtiendrons
d tf , du. d JT . ,
(ii3) / -Ht-^ -^ -j — '^^
^ ^ \ dx dy
174. Si Ton eût fail les substitutions dans un ordre inverse, on aurait d^ abord trouvé, en cliangeanl y en
^, ,, da , d'à A:» d'i* //'
et en mettant ensuite dans chaque terme a: -f- A à à la place de x^ on serait parvenu à ce développement
d« , 'dr ,,
L'ordre dans lequel nous avons fait ces substitutions étant arbitraire, puisque devant mettre x-k-li partout où entre x, et y + A partout où entre j^, ces opérations ne peuvent influer l'une sur l'autre ; il en résulte que les deux développements (ii3) et (114) doivent être identiques, et que, par cçnséquent , les termes affectés des mêmes produits de A et de /c ont les mêmes valeurs. Si nous égalons donc entre eux les termes qui sont multipliés par AA, nous obtiendrons
ax dr , ^ d^a q}u
-z — =2-- , ou plutôt -j-^- z= ..
djr cix axay ay ax
Cette équation nous apprend que pour prendre la différentielle seconde du produit de deux variables, l'ordre des différentiations est arbitraire. On prouverait la môme chose pour les coefficients différentiels des ordres supérieurs, en égalant entre eux les coefficients différentiels des autres termes des équations (11 3) et (ii4)«
MÀXIMA ET MINIMÀ DE5 FONCTIONS Bf D^UX TAl^. I2g
Des maxima et minima ^ dans les fonctions de deux variables-,
i7iS. Nous venons de voir (art. 175) quesi^ dans une fonction de deux variables indépendantes x et y, on remplaçait x par x+hj etx par y -{- k^ le développement de /(^ -f- A , ^ -f- >î") seraii donné par Féquatioii (ii3}. Si dans cette écpiation nous repré-
sentons/(ar -|- A , r -f- ^) par U , k par mh , et —. — par -; — 7- >
dj^ d:ca^
nous aurons
. /da da
\dj d:t
(iiS) / , ^ /d'à ' d'à d'ft\
^ ^^^'id?"'*^"dTd7'""^d^)
-f- termes en h^, e/t h%. ...
Pour que M soit un maximum ou un fninimhm, il faut <)ue, quelque
valeur qu'on attribue aux accroissements h et k ^ U soit toujours
plus grand que u ou toujours plus petit : or cela n'est possible
, /da da\ , . . ., .
qu autant que le terme h ( tj— ''^ "1" jT* 1 ^** ^^^ 5 ^^^ si cela n était
pas y ce terme (art. 91) pouvant être rendu plus grand que la somme algébrique de tous ceux qui le suivent , moyennant une valeur convenable de A , en prenant successivement cette valeur négative et positive, on rendrait, dans l'un des cas, U plus grand, et dans l'autre , moindre que u ; ainsi , pour que cette fonction u soit un maximum ou un minimum , il faut que Ton ait
, / au d»\
ou plutôt
d/i au
ny dx
L'accroissement k étant arbitraire , il en doit élre de même de m ; par conséquent cette équation a lieu quel que soit m^ ce qui exige
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qu'elle se partage en celles-ci :
au du
170. Examinons maintenant ce qui distingue le maximum du minimum. Pour cet effet, remarquons que puisque le terme en h est nul, c'est le terme en h^ qui doit décider du signe de la somme algébrique de tous ceux qui suivent u ; il faut donc que le terme en h\ s'il n'est pas nul, ne puisse, par des valeurs de h et de X-, se déterminer tantôt positivement , tantôt négativement ; autrement U pourrait être, dans un cas plus petit, et dans un autre plus grand que u; ainsi, nous allons chercher la condition qui doit avoir lieu pour que le terme en A' conserve toujours le même signe, quelles que soient les valeurs qu'on donne à A et à A\ Dans cette vue, représentons le terme en h^ de l'équation (i i5) par
|/^'(A/w'4-2B/w-hC);
mettant A en facteur commun , ce terme deviendra
(ii6) ^A//M /w'-f-2-~ m -h - j5
ajoutons sous la parenthèse la quantité identiquement nulle
— — -—j l'expression (i i6) pourra s'écrire ainsi :
et l'on voit qu'elle sera toujours du signe de A si , C et A étant de
mêmes signes, l'on a - > -— ^ c'est-à-dire AC]>B'; car alors la
quantité qui est multipliée par | A/i% sera essentiellement positive , et le signe de l'expression (117) dépendra de celui de A ; de sorte qu'on aura un maximum ou un minimum , suivant que A sera
d* a négatif ou positif, c'est-à-dire suivant le signe de-j — > qui est le
même que celui de - — :^, parce qu on a vu que C et A étaient supposés être de mêmes signes.
TRANSFORMATION DES COORDOMVÉES POLAIRES. l3l
DE LA TRANSFOlUfATION DES" COORDONNÉES RECTANGULAIRES
EN COORDONNÉES POLAIRES
177. CoDsîdérons une courbe BDC {fig» 53), dans laquelle on a déterminé de position un point M, à l'aide des coordonnées rectangulaires AP = j: et PM =y 5 ce point peut être également déterminé si l'on donne F angle MAC et le rayon vecteur AM; mais comme on mesure ordinairement les angles par les arcs , nous remplacerons Tangle MAC par l'arc mo^ décrit avec un rayon pris pour unité: ainsi, en nommant t cet arc mo , et u le rayon vecteur AM, nous pouvons substituer le système des coordonnées polaires teluk celui des coordonnées rectangulaires AP = x etPM=y.
178. Il est à observer que l'origine des abscisses polaires est quelquefois placée ailleurs qu'en o \ car le point M est également déterminé, lorsque ayant pris un point o' pour origine , on donne l'arc o' m et le rayon vecteur AM. Dans ce cas , nous pouvons représenter o' m par f', et alors toutes les abscisses comptées de l'origine o différeront des abscisses comptées de l'origine o\ d'une quantité constante 00' \ et il y aura entre elles la relation suivante :
Comme, au moyen de cette relation, on peut toujours changer l'origine de la manière qui nous convient, nous supposerons, pour plus de simplicité, l'origine en o.
179. Représentons maintenant par F {x^j ) = o, l'équation dans laquelle nous voulons chafiger les coordonnées rectangulaires AP = x et PM =^ en coordonnées polaires otn = f et AM == //, et cherchons les relations qui existent entre ces coordonnées 5 nous avons évidemment
AP = AM cos MAP, PM =: AM sin MAP,
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OU
(ii8) a::=j«cosr, ^ = asinr.
Il suffirait donc de substituer ces valeurs dans Féquation représentée par F (x , j^) = o , pour obtenir celle qui serait rapportée à des coordonnées polaires.
i80. Si Forigine des coordonnées rectangulaires x et jr n'est pas au centre A de la courbe (Jig* 54) \ soient x' ^y\ les coordonnées comptées de l'origine A', et a et ( les coordonnées comptées du centre A , on aura
AP= A'Q — A'B, MP = MQ— AB
ou
valeurs qu'on substituera dans les formules précédentes.
DE LA TRANSFOBM ATION DES GOORDOHHÉES POLAIRES EH GOORDOHIIÉES RECTANGULAIRES, ET DÉTERMINATION DE L'EXPRESSION DIFFÉRENTIELLE DE l'arc dans une COURRE POLAIRE.
181. L'équation rapportée à des coordonnées polaires étant représentée par F {^, u) = o, on voit d'abord {^gr. 53) qu'on peut remplacer u par sa valeur tirée de l'équation
AM»= AP^-hPM% ou
A l'égard de f, les équations (118), divisées Tune par l'autre , nous donneront
y sin t
- = = tang ty
.T. ces t ^
d'où l'on tire
t = arc ( tang = - j •
Cette valeur de t et celle de u étant substituées dans k'équa-
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tion représentée par F (f , i/) = o , on obtient
(i 20 ) F I arc ( tang = - K slx^-hy^ 1 = o.
C'est ainsi qu'on parvient à une équation en x et eny^ et affectée d une quantité transcendante.
On peut aussi obtenir entre x et y une équation
qui ne contiendra point la transcendante arc ( tang ^^ - ) '
mais qui renfermera des différentielles. Pour cela , on différenticra Féquation qui est représentée par la formule (120), ou , comme cela se pratique , on emploiera le moyen suivant pour arriver à ce but. Représentons toujours par F (m, f) = o l'équation qu'il s'agit de transformer en une fonction dtes coordonnées rectangulaires x et ^ 5 nous venons de voir (art. 181) que la valeur de u pouvait s'exprimer en X et en ^, sans transcendante, mais qu'il n'en était pas de même de 1 5 c'est pourquoi nous chercherons d'abord à éliminer t entre F (f, u) z^ o, et la différentielle de cette équation, que nous représenterons par F (t^ u^dt^du)=o : à la vérité , nous introduirons dans le résultat de l'élimination, les différentielles d /. et di/; mais ces différentielle» pourront s'exprimer en fonction des variables x, jr^ dx et dy. En effet, les équations (i 18) nous donnent
{121) 008/ = -» sin/ = -«
Divisant l'une de ces équations par l'autre , on obtient
sin / r
ou tanc / r= - ,
cos t ° X
différentiant , il vient
dt xày — ydx
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remplaçant — ^ par sa valeur lirce de la première tîes
équations (121), et supprimant le diviseur commun x*, on trouve
et , par conséquent ,
et en mettant pour u sa valeur, cette équation devient
at =1 ;
La différentielle de l'autre variable se trouve encore plus facilement, car l'équation (119) nous donne
u = V J?' -f- jr^ y
cette équation étant différentiée, nous avons
xdx -j- rdr
Slx' + X^
au moyen de ces valeurs de d f , de d u et de u , on changera l'équation obtenue par l'élimination de f , en une autre qui ne contiendra plus que x^j^ àxelày^ et qui par conséquent se rapportera aux coordonnées rectangulaires.
183. On a vu (art. 161 ) que la différentielle d'un arc z rapporté aux coordonnées rectangulaires, avait pour expression
(i23) dz = v'd:c»H- dj».
On peut se proposer de déterminer la différentielle du même arc, lorsque les coordonnées sont polaires; dans ce cas, on substituera dans l'équation (laS) les valeurs de àx et de dx, tirées des équations
x=.u col ty et y z=z u sin ^,
SOUS-TANGEWTES , ETC., ALX COURBES POLAIRES i3j
et Ton trouvera, en différentiant ces équations,
cl .r =::r — U S'ill tàt -\- CCS tàu^
Ajf =: U cos f (1 f -h siii t i\u.
Elevant ces équations au carré, et réduisant à l'aide de la
formule
siii'^ -h cos^f = l'y
on obtiendra
dz = sju' d /' -h d «'.
Telle est la différentielle de Tare en fonction des coordonnées polaires.
DES SOUS-TAHGENTES , SOUS-NORHALESi HORHALES ET TANGENTES
AUX COURBES POLAIRES
184. On sait que dans les courbes à coordonnées rectangulaires, la sous-tangente Pt (fig^ 55) est toujours comprise entre le pied P de l'ordonnc'e et le point A, où une perpendiculaire kt k cette ordonnée vient rencontrer la tangente; conservant la même définition pour les courbes polaires, où l'ordonnée n'est plus PM, mais le rayon vecteur AM, la sous-tangente sera alors la perpendiculaire AT, comprise depuis le point A jusqu'à la rencontre T de la tangente. La sous-tangente a donc une position différente dans les courbes polaires que dans les courbes qui ne le sont pas; car dans les unes la sous-tangente est toujours comptée sur Taxe des abscisses, tandis que dans les courbes polaires, où cet axe n'existe pas, la sous-tangente varie de position à chaque point de la courbe.
185. Déterminons maintenant l'expression analytique de la sous-tangente dans les courbes polaires. Pour cet effet, soient AM et AM' {fig- 56) deux rayons vecteurs, et du point M menons la perpendiculaire MP sur le rayon
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vecteur AM',^ et, à celle perpendiculaire , menons la paral« lèle AT ] les tri angles, semblables ATM\ PMM', nous don.^ neront la proportion
PM' : PM :: am': AT;
d'où l'on lire
MM'^ — PM
Pàiift le cas dç la limite, AM' est égal à AM, c'est-à^ire à « y PM se confond avec Tare MN , ia corde MM' avec l'arc MM', et AT devient la sousntangente.. Il ne s'agit doue plus que d'avoir, pour le cas de la limite, les expressloiis M' M et MN 'y la première de ces expressions n'est alors que la différetïtielle de l'arc de courbe 5 donc (art. 183)
MM'= v^a'dt»4-da«;
à IV'gard de MN , les secteurs ARR' et AMN nous donnent la proportion
AR: RR':: am :mn,
ou
Pour déteiminer la sou3 -normale , nous observe
SOUS'TANGElfTES, ETC., ADX COURBES POLAIRES. iSj
rons que la normale SM étant perpendiculaire à la tan* génie, Tordonnée AM [fig, 55) doit être moyenne proportionnelle entre la sous-tangente et la sous-normale; par conséquent nous avons
AT : A M :: AM ; sous-normale , u^àt
ou
donc
, :«::«: sous-normale :
au
sous- normale = -=— *
A regard de la normale et de la tangente, les triangles recungles MAS, MAT donnent
MS 2= )JUA? -h ASS Mï = v^MA»-hAT».
Substituant dans ces équations les valeurs de MA, de AS et de AT, nous trouverons
/\ da» / dr»
normale = i / «' -f- -7-^ j tangente =: a 4 / i -f- a» -— j.
187. Pour trouver Fexpression analytique du secteur dans les courbes polaires, le triangle AM^M (fig* 56) nous donne
atre AM' M = :
dans le cas de la limite. Taire du triangle AM'M [fig» 56) devient celle d'un secteur élémentaire, la perpendiculaire PM peut être remplacée par l'arc MN, que nous avons trouvé égal à i/dt, et AM'se réduit à u. Substituant ces valeurs dans Téquation précédente, nous trouverons
u'àt aire du secteur élémentaire = •
On peut aussi exprimer le secteur élémentaire en fonction
des coordonnées rectangulaires ; car en mettant dans cette équation les valeurs de u et de d / , données par les équations (119) et (122), elle devient
aire du secteur élémentaire =
De la détermination de V expression du rayon de courbure
dans une courbe polaire.
188. Nous avons donné (art. Itfl) Texpression du rayon de courbure, rapportée à des coordonnées rectangulaires; en nous réservant la faculté d'affecter celte expression du signe qui rendra 7 positif, nous récrirons ainsi :
d'jr
Pour avoir cette valeur de 7 exprimée en fonction des coordonnées polaires, il ne s'agit que d'éliminer les coefficients différentiels qui entrent dans cette expression , au moyen des équations suivantes :
j? = « cos ^ , j^ = K sin f ;
différentions ces équations , et divisons ensuite les résultats Pun par l'autre , nous obtiendrons
ày d « sin r-+- « cos/d^
dx dacos^ — «sinrd/ '
représentons par m et par n les deux termes de cette fraction, nous
aurons
, ^, / 771 = du sin^ + <« cos^d/,
j /2 = d uço^t — ttsinrdf, et , par conséquent ,
GiX n
RAYON DE COURBURE DES COURBES POLAIRES
Au moyen de cette équation on trouve, pour le numérateur de la valeur de 7,
élevant chaque terme de la fraction qui forme le second membre de cette équation y à la puissance f , et observant que la puissance f de /î' est n^, on a
différentiant ensuite l'équation (126), nous trouverons
â^jr ndm — mdn
divisant le premier membre de cette équation par d^ et le second par n, qui équivaut à dxy nous aurons
/ ^ , d' r ndm — mdn
Au moyen des valeurs données par les équations (127 ) et (128)^ réquation ( 1 24 ) devient
•^ ndm — mdn
Il ne s'agit plus que de transformer celte équation en une fonction de e et de u. Pour cet effet , on déterminera d'abord la valeur de /l'-h /w% en ajoutant les carrés des équations (126) ; et en réduisant à mesure, au moyen de l'équation sin' ^ -h cos' ^ = i, on
(i3o) /!'-+- in' = du^-h u^dtK
A regard du dénominateur de l'équation ( 1 29 ) , nous diiférentieroDS successivement les équations (126) en traitant dt comme constant ; et multipliant respectivement les résultats par n et par m , nous trouverons
n dm = n d* u sïm -h 2 /i d « costdt — nu sin edt^j mda :=md^u cost — 2iifdusin tdt — mttcosrdf,
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la seconde équation étant retranchée de la première , nous trouverons
In dm — mdn = â^u(n sint — m cost) -h 2dttdr(/i cosr-l- m sint) — udt^{nsmt — m cost) ;
multipliant la seconde des équations (i25) par sin t et la première par cos^y les retranchant Tune de l'autre, et réduisant au moyen de la relation sin*^ -h cos'^ = i, nous obtiendrons
n sin f — m cost = — udt.
Opérant d'jine manière analogue pour former la valeur de n cos^t •+• msintf nous trouverons
n cost -j^ m sint = du.
Substituant ces valeurs dans Téquation (i3i), cette équation deviendra
(i32) ndm — iwd/i = — ad'adf -h ndu^^t -^ u^ di^.
Au moyen des valeurs que nous venons de déterminer, les équations (i3o) et (i 3») changeront l'équation (129) en
f,33x (da^^iAMQ^
^ ' ' 2du^dt — ud^/idt-h u^dt^
DES COURBES TRANSCENDAHTES.
189. On appelle ainsi les courbes qui contiennent des quantités transcendantes ou des coefficients différentiels, et , en général , les courbes dont on ne peut exprimer les équations par un nombre fini de termes algébriques. Nous ferons connaître quelques-unes des plus remarquables de ces courbes.
DE LA SPIRALE D'ARCHIMÈDE OC DE COBIOll.
190. Voici la génération de cette courbe : tandis^*que le rayon AB (^g. 67) décrit une révolution, un point A se transporte du centre A à Textrémilé B de ce rayon, et se
DE LA SPIRALE LOGARITHMIQUE. ' l4l
meut d'un mouvement uniforme, de telle manière que le point mobile qui était en A au commencement de la rotation de AB se trouve en B lorsque AB a décrit une révolution entière autour du centre A. Le point mobile décrit dans ce mouvement la spirale d'Archimède.
Soient AB = a5 arc BN = ^, AM=m; on a donc, d'après la définition précédente,
AM : AN :: arcNB: BCDB,
ou
d'où l'on tire
u \ a :: t \ zira.
Cette courbe, comme on le voit, n'a pas ses coordonnées rectangulaires. Lorsque AB a décrit une révolution entière. Tare NB équivaut à la circonférence; donc alors t = 2 7ra, ce qui change Téquation précédente en
u-=. 5 ou uzzza»
Si le point A continue à se mouvoir toujours uniformément, le rayon AB décrira une seconde révolution autour du centre A; et si Ton prend BB'= BA, le point mobile arrivera en B' au bout de cette seconde révolution \ alors t sera égal k ^tza^ ce qui donnera u == 2a; ainsi de suite.
DE LA SPIRALE L06A1UTI1MIQIJE
191. La spirale logarithmique est une courbe polaire dans laquelle l'angle AMT (fig* 58), formé par le rayon vecteur AM, avec la tangente MT à la courbe, est constant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique de Tangle AMT, nous avons donc
lang AMT = a ;
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or le triangle TMA , rectangle en Â , nous donne
I : langAMT :: AM : AT; donc
AT
tang AIVIT =
AM
Remplaçant le rayon vecteur A M par u , et AT par Fexpression -j — que nous avons trouvée (art. 185) pour la soustangente d'une courbe polaire, nous aurons
udt tang AMT, ou a= — — ;
du
d'où nous tirerons
, «r V adu .
(•34) "ir^'^'î
et en intégrant, nous trouverons
a log a =r / -4- constante.
Soit e la base du système népérien ; si l'on regarde a comme le logarithme de e, dans un certain système de Tables, on pourra remplacer a par Le, et alors Le log u représentera le logarithme de u dans ce système (*)\ de sorte que nous aurons
La = f H- constante.
492. On peut construire la spirale logarithmique par points de la manière suivante : Ayant partagé la circonférence OO'Cy' (fig* 59) en parties égales, on mènera des rayons aux points de division, et sur ces rayons on prendra les parties A/w, A w', A m'', hml".^ etc., qui soient en progression géométrique 5 les points m, m', m" ^wl'\my ^ etc.,
( * ) Pour le démontrer, sort e la base du système népérien ; nous aurons u = e'<>g'u; prenant les logarithmes dans le système des Tables indiqué par L,
nous aurons
Lu = h{elo^-ii) =: log M Le.
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appartiendront à une spirale logarithmique. En efiet, en supposant que les parties mm'^ nilm!'^ wl'ni"^ etc., aient très-peu d'étendue, on pourra les regarder comme des lignes droites, et alors il sera facile de prouver que les triangles A/71W, KwlrrJ'^ Kin"îTJ"^ etc., sont semblables; en effet, les angles en A sont égaux par construction, et les angles m m' A, nîml'K^ m"rn!"K^ etc., le sont par la propriété principale de la courbe^ nous avons donc cette suite de proportions :
km : km' :: km' : a/w'',
km' \km" :: km" : km'".
ce qui nous montre que les ordonnées A m, A m', A m'', A!" m^ etc., sont en progression géométrique.
195. Dans la spirale logarithmique, la normale est égale au rayon de courbure. En effet, l'expression de ce rayon , dans une courbe polaire, étant (art. 188)
^ "~ làu^àt — uà^àt 4- w'd^'
il faudra, dans cette formule, mettre les valeurs de di£ et de à'^u tirées de Téquation de la spirale logarithmique ; or IV cru: t in ( 1 34)
nous donne
uàt , au . uàt^
d tt = 5 d^ « = — d r' = ;
substituant ces valeurs dans celles de 7, nous obtiendrons
D'une autre part, si dans l'expression de la normale, qui est (art. 186)
dw'
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du?
nous substituons )a valeur de -r—^^ nous trouverons de même
df'
ce qui prouve que la normale est égale , dans cette
courbe^ à son rayon de courbure ; et comme d'ailleurs il est dirigé suivant cette normale (art. 187) , il en résulte que ces lignes •se confondent.
194 Cette propriété va nous servir à démontrer que la développée de la spirale logarithmique est une autre spirale logarithmique. Pour cet effet, le point N de la normale étant considéré comme appartenant au rayon de courbure, et se trouvant à son extrémité, est sur la développée. Soient ^ et m' les coordonnées de ce point N (J^g- 60 ) , il sera facile de les détermiper en fonction des coordonnées r et m du point M de la courbe ; car soit 00' un arc de cercle décrit avec un rayon égal à l'unité : les abscisses des points M et N différeront entre elles de cet arc, qui, à cause que l'angle MAN est droit, sera égal au quart de la circonférence ;
si, en adoptant la notation usitée, nous représentons par — le quart
Je
de la circonférence décrite avec Tunité pour rayon , nous aurons t'=: r H — 9 équation qui, étant diflférentiée, nous donnera d r = d r^. D^une autre part, l'ordonnée polaire u' du point N de la déve^ loppée étant égale à la sous -normale -r— de la spirale logarithmique, nous changerons ~r- en u\ dans Téquation de cette courbe,
et nous trouverons u = au\ et par conséquent du = adii\ Substituant ces valeurs de d r, de d u et de u dans l'équation ( 1 34) de la spirale logarithmique, nous trouverons
équation qui, étant de même forme que la précédente, nous apprend que la spirale logarithmique a pour développée une autre spirale logarithmique.
DE LA SPIRALE HYPERBOLIQUE
DE LA ^PIRALE HYPERBOLIQUE ET DES SPIBALES COMPRISES DAES
L'ÉQCATIOE u = a(».
195. La propriété de la spirale hyperbolicjue est d^îtvoir une sous-tangente constante. Si nous représentons cette sous- tangente par a, nous en égalerons la valeur à celle de la sous-tangente (art, i85) d'une courbe polaire, et noua aurons , pour l'équation de la spirale hyperbolique ,
du nous prenons la constante a négative , parce qu'alors on a
dtt d^
équation qui étant intégrée donne
et en remplaçant la quantité indéterminée C par une autre
quantité — » nous aurons
prenant l'origine des t de manière que Tabscisse f -|- C soit égale à une nouvelle abscisse <, l'équation précédente deviendra
u a ou plutôt
ce qui montre que lorsque ^ = o, u = oo ; d'où il suit que le rayon vecteur, qui répond au point où t devient nul , est une asymptote à la courbe.
lO
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L'équation u = - nous montre encore que le rayon
vecteur est en raison inverse de T abscisse. Si nous faisons
successivement f = afr, t = 4^^ t = 6n, etc., nous aurons
pour u cette suite de valeurs, — ? 7— > ;?- » eic. , ce qui nous ^ - 27r ^n on ' 1
apprend qu'au bout de deux révolutions le rayon vecteur
est réduit à moitié de ce qu'il était à la fin de la première,
qu'au bout de trois révolutions il est réduit au tiers, et ai^si
de suite.
197. L'équation de la spirale hyperbolique et celle de la spirale de Conon sont des cas particuliers de l'équation
a = at": car en faisant /i = i, et a = — , on obtient la
première, et en faisant /i = — i, on obtient la seconde. Parmi les spirales déterminées par cette équation, on distingue la spirale parabolique, qu'on trouve en faisant 72 = 2.
DE LA LOGAKITHHIQUE.
498. La logarithmique est une courbe à coordonnées rectangulaires, dans laquelle l'abscisse est le logarithme de l'ordonnée; l'équation de cette courbe est donc
d'où l'on lire
et, par conséquent,
jc = log/,
-^ =z a' loaa, dx
499. Pour discuter cette équation, faisons x = o; nous trouverons y z=i : si l'on donne ensuite des valeurs croissantes et positives à x, j- ira toujours en croissant \ mais si l'on donne à x une valeur négative — u , on trouvera
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y==rt"""= — -, et Ton voit que Tordonnée diminuera d'autant plus qu'on s'écartera de Torigine, dans le sens des abscisses négatives, et qu'enân la courbe ne pourrait atteindre le prolongement de l'axe des x qu'à l'infini, cas où l'équation r = — deviendrait r = -=^ = o : d'où l'on peut con-»
dure que le prolongement de l'axe des x est une asymptote à la courbe.
300. Si, à partir de l'origine, on prend des abscisses égales (fig. 6i ) , AP = u^ AF ^ — ii, on trouvera
PM = û«, P'M'=: — : donc PMXP'M'=i.
201 . La propriété la plus remarquable de cette courbe est que la sous-tangente a une valeur constante. En effet, r équation de la logarithmique étant différentîée, nous
fi V Û* Q J7 I
donne -7^ = a' loff a , d'où nous tirons ^ — = • » ou
dx ^ djr logtf
^ — = Or le premier membre de cette équation
exprime la sous-tangente de la courbe (art. 71) ; donc cette sous-tangente est constante.
DE LA GYCLOIDS.
202. La cycloïde est une courbe qui est décrite par le mouvement d'un point M {Jig' 62) situé sur la circonférence d'un cercle qui roule sur une droite RC. Il est certain que dans ce mouvement de R en C, tous les points de l'arc RM viendront successivement s'appliquer sur la droite RA, jusqu'à ce que M, à son tour, s'y applique en A ; par conséquent l'arc RM sera égal k la droite RA.
Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce mouvement, étant, par hypothèse, sur la cycloïde, le
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point A sera aussi sur celle courbe. Prenons-le pour origine des abscisses , et abaissons la perpendiculaire ME sur le diamètre BR, et faisons AP = J!r, PMr=j, BR = 2a, arc MR = z , ME = u ; nous aurons
AP==AR — PR, ou
X = arc MR — ME ,
ou
Nous chercherons d'abord à éliminer l'arc z de la manière suivante ; nous difïerentierons l'équation précédente , ce qui nous donnera
(i36) dx = dz — du.
Pour avoir la valeur de d^ en fonction de m, nous observerons qu^ entre u et z nous avons la relation
£^ := sin z .
Cette équation étant différentiée (art. 44), on trouve
, . cosz
d'où l'on lire
, adu
dz=: ;
cosz
il faut remplacer, dans celte équation, la valeur de ces z par celle que nous donne Téquation
sin*z -f- cos'z = «% ou plutôt
tt* -+■ COS' z = fl%
et l'on obtient
adu
dz =
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Substituant cette valeur dans Téquation ( i36) , il vient
(187) dx= -pr^___ — du.
Il ne s'agit plus que d'exprimer u en fonction de y. Pour cet effet, soit O le centre du cercle générateur BMR [fiS' ^^ ) ) i^<>us avons
OE = v^MO' — ME», ou
Elevant cette équation au carre, et réduisant, on en tire
(139) «= V'aûr — /%
et, en différentiant,
Les équations ( i38 ) et ( 1 4o) transforment Téquation ( 1 87) en
réduisant , on trouve
(i4«) dx=— d^;
telle est l'équation de la cycloïde*
203. On obtient encore Téquation de la cycloïde en fonction de Tare, ainsi qu'il suit : l'équation ii=rsinz donne
£=7 arc (8in= tf);
mettant pour u sa valeur tirée de l'équation (iSp), on a
z = arc ( sin :=i\^%ay — y^ ; cette valeur et celle de u étant substituées dans Téqua-
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tion (i35), on a
(142) JFsrarc (sin = v'2ûj^ — y*) — yj^ay—y'^ (*).
204. Pour discuter cette équation , on va prouver d'abord quej^ ne peut être négatif, ni plus grand que a a. En effet,
si Ton faitj^ = — j', Texpresslon arc (sin = v'2a;^ — y*)
devient arc ( sîn = v^ — 2 ay — y ) , valeur imaginaire. En second lieu, si Ton fait j^ = — 2aH-(î, l'expression
arc ( sin = ^iay — j^" ) devient arc ( sin = ^ — 2 a J — d* ), valeur imaginaire^ donc, si à une distance EF = 2d(de Taxe des a:, on mène {fig* 63) AB parallèle à CD, la courbe sera comprise entre les parallèles CD et AB.
La plus grande valeur que puisse avoir j^ est 2a 5 car si l'on fait rouler le cercle générateur de A en C (fig» 64 ) , le point M, qui était d'abord en A, s'élèvera successivement jusqu'à ce qu'il arrive en B, à l'extrémité du diamètre BD; alors l'abscisse AD sera égale à DEB , c'est-à-dire à la demicirconférence du cercle générateur.
Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par l'équation (i4^)> puisque si l'on fait y:=ia^ on trouve X =5 arc (sin = o) ; or l'arc dont le sinus est nul doit être Tun des suivants : o, DEB, 2DEB, 3DEB, etc., et l'on voit que, dans le cas présent, cet arc est DEB.
Le point M, parvenu en B, ayant donc décrit l'arc AB, de cycloïde, si ce point continue à se mouvoir, il décrira
(*) Le sinus iei correspond au rayon a; celui des Tables, ayant l'unité pour rayon , est le quatrième ternie de cette proportion ,
« : I :: y/^aj-^y* :
par conséquent on aura pour l'équation de la cycloïde dans laquelle le rayon des Tables est pris pour unité,
X =a arc l sin = I — V^ ^ — -^ •
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un second arc BC, semblable au premier; enfin, si le cercle générateur continue toujours à rouler sur l'axe des abscisses, le point M engendrera une suite indéfinie d'arcs decycloide CB'C' {Jig. 65) , C"WC\ etc. Le cercle générateur pouvant aussi se mouvoir dans le sens de A vers A'', le point M décrira encore une suite indéfinie d'arcs AB' A', &!W'K\ etc.
C'est l'assemblage de lous ces arcs qui, dans le sens le plus général , constitue la cycloïde.
La normale au point M, dont les coordonnées sont
^ e^y [fig* 66), est déterminée (art. 70) par cette formule
=Vë
normale = yy^^^i^^
si nous y mettons la valeur de t^, tirée de l'équation de la
ax *
cycloïde , nous trouverons
normale = y \/^—L-^JL -f^ i = y/2 ûtj.
Pour construire cette valeur, menons la corde MD {fig. 66) , nous aurons
DE: MD :: MD :db,
ou
y : MD :: MD : tia; donc
la cerde MD = sj%ayy
et comme, par la propriété du cercle, l'angle BMD est droit, la corde MB sera perpendictilaire à l'extrémité de la normale MD ; donc la corde MB prolongée est tangente au point M de la cycloïde; car on sait que la tangente et la normale forment entre elles un angle droit.
On pourrait donc construire la tangente au point M, en
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décrivant le demi-cercle générateur BMD, et en prolongeant la corde BM ; mais pour n'avoir pas à construire ce cercle générateur à chaque point de la courbe , il suffira de construire le demi-cercle générateur sur la plus grande ordonnée BD (fig* 67) de la cycloïde; et ayant mené par le point donné M la perpendiculaire ME sur BD, on tracera la corde BC ; alors la parallèle MT à cette corde sera la tangente demandée : c'est une suite de ce qui précède.
206. Pour avoir l'expression du rayon de courbure de la cycloïde, il faut, de l'équation de cette courbe, déduire
les valeurs de -r— et de -^ — - j que nous substituerons dans
ax d j?' *
l'expression du rayon de courbure (art. 152) ,
et dans laquelle nous adoptons le signe négatif, parce que nous savons que la courbe tourne sa concavité vers l'axe des X. L'équation de la cycloïde nous donne d'abord
(i43) iz=yw-r.
^ ax y
Pour obtenir -r-4:) faisons -p- = p : nous aurons donc aussi
d x^ àx ^ '
et en différentiant (art. 24 ) , nous trouverons
A 7" ^ aày
fia
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donc «
d/ 7v^2ûr— 7»'
multipliant cette équation par Téquation (143)9 nous obtiendrons (art. 26) ,
Ap a d*r a
_i_ = , ou -r-^ = :
dj: y^ dj:* j^*'
au moyen de ces valeurs ^ on a enfin
et en faisant passer y au numérateur,
» j^ j_ JL i. i
donc le rayon de courbure MM' [fie* ^^) ^^ '^ cycloïde est double de la normale MR.
On obtiendra Téquation de la développée en sub
stituant les valeurs de -r- et de 7-^ dans les formules
ax a or
(art. 151)
dr»
'=-(^-?)di;*
da?»
et l'on trouvera
la
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donc
OU (^g'. 69)
QM'scMP, a=2AP + 3ME;
et en observant que AP -h ME = AR = arc MR, la dernière équation peut s'écrire ainsi :
{i44) a = arcMR-t-ME.
Prolongeons BR, et prenons RL = BR = a a, et sur RL décrivons la demi -circonférence RM'L 5 cette demi-circonférence passera par le point M^ à cause des cordes égales M'R et MR , et l'on aura
arc MR = arc M'R et ME = M' E' ;
substituant ces valeurs dans Téquation (144)9 on trouvera
a = arcM'R-hM'E'; donc
(145) a = arc M'R -t- v^aap — p'.
Telle est Téqualion qui existe entre les coordonnées AQ = a et QMf = (3 d'un point M' de la développée. Prolongeons maintenant {fig- 6g ) l'ordonnée BD = a a d'une quantité DA' encore égale k 2 a, et par le point A' menons la parallèle A^EK à AD , et transportons l'origine A au point A'. Pour cet eflTet, soient A'Q' = a', Q'M' = ^'^ nous avons pour l'abscisse
A'Q'=:AD— AQ
ou
a' =: ^ circonférence génératrice — AQ , ou
a' = TT fl ^ a ;
a l'égard de l'ordonnée ^', nous avons
M'Q'=A'D - QM',
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on tire de ces équations
a = 7rfl — a', p=2fl — p'; au moyen de ces valeurs , l'équation (i45) devient
ir fl — a' = arc M' R -h v^aâp' ^"'% ou
ira — a' = arc RM' L — arc M' L -h V^2 a p'— p" = Tra — arcM'L -h v/2 a p' — p'% et , par conséquent ,
a' = arc M' L — s/^ap'—p.
Cette équation est celle d'une cycloïde; donc la développée d'une cycloïde est une autre cycloïde.
On peut démontrer de la manière suivante, par la
synthèse, que la développée A A' (fig» 69) est une cycloïde.
Nous avons
arc L W -h arc RM' = ir a,
arcLM' = tta — arc RM' ;
d'une autre part,
arc RM' =:: arcMR = AR (art. SOI) ;
substituant cette valeur dans l'équation précédente, on
aura
arcLM'=: tt^ — AR = AD — AR, ou
arcLM' = LA',
ce qui est la propriété de la cycloïde.
Du changement de la variable indépendante,
209. Lorsqu'une formale qui contient des coefficients différentiels est donnée, on ne peut les éliminer qu\^ Taide de l'équation de la courbe à laquelle on veut appliquer cette formule; c'est
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ainsi que , lorsqu'on a la formule
d'^- d X dP
et qu'on demande ce qu'elle devient lorsque la courbe est une parabole, on tirera de l'équation y = ax^ de la parabole, les valeurs
ae -r- et de -r — ^j qu'on substituera dans cette formule, et alors
les coefficients difTérentiels en disparaîtront. Si l'on regarde y^
et g— ; comme des inconnues , il faut en général deux équations
pour les éliminer d'une formule, et ces équations nous seront données en différentiant deux fois de suite l'équation de la courbe.
810. Lorsque , par les opérations de T Algèbre, les d x ont cessé d'être sous les ày^ comme dans la formule suivante ;
(,46) r[àx^-^ày^)
la substitution s^opère en regardant àx^ ày et à^y comme des inconnues ; et puisque pour les éliminer il faut en généra! un pareil nombre d'équations, il ne semble pas d'abord que l'élimination puisse s'effectuer^ parce que la différentiation de l'équation de la courbe ne peut nous procurer que deux équations entre dx, ày et à^y ; mais il faut remarquer que lorsqu'au moyen de ces deux équations on aura éliminé ày et d'^, il se trouvera dans la formule un facteur commun dx' qui s'évanouira.
Par exemple , si la courbe est toujours une parabole représentée par y = ax'^^ en différentiant deux fois de suite cette équation, on obtiendra
Ay •= 7,ax6xy d'^t=2fldjc';
ces valeurs étant substituées dans la formule (i46) > on obtiendra, après avoir supprimé le facteur commun da?%
DU CHÀNGEMEHT DE LÀ VARIABLE INDÉPENDANTE. iS^
L« raison pour laquelle dx' devient facteur commun est
facile à saisir; car, lorsque dans une formule qui contenait pn-
d' y d y mitivement -r-^ et -p-, oii a fait disparaître le dénominateur de
-\ — ^5 tous les termes, hors ceux en T-^^t en -7—5 ont dû acqué-
rir le facteur commun àx^\ alors les termes qui étaient affectés
de j-^^ ne contiennent plus d x, tandis que les termes qui étaient
affectés de j— renferment d or au premier degré , car le produit
d y de -|— par d;r>se réduit à djdx. Lorsqu'on différentie ensuite
l'équation de la courbe , et qu'on obtient des résultats de la forme A y = Mdo:, d'j =r Ndo:', ces valeurs étant substituées dans les termes en d* j et en djdx, les changeront, comme les autres termes, en des produits de dx'.
819. Ce que nous disons d'une formule qui contient les différentielles des deux premiers ordres pouvant s'appliquer à celles dans lesquelles ces différentielles s'élèvent à des ordres supérieurs, il suit de là qu'en différentiant autant de fois qu'il sera nécessaire l'équation de la courbe , on pourra toujours chasser de la formule proposée les différentielles qui y sont contenues.
815. U n'en serait pas de même si , outre les différentielles que nous venons de considérer, la formule contenait des termes en d';r, en d?Xy etc.; car, supposons qu'il entrât dans cette formule les différentielles suivantes djr, d/, d'x, d'j, et qu'en diffcrentiant deux fois de suite l'équation représentée par / =fx^ on en tirât ces équations
Y{x,yy àyy dx)~o, F(ar, /, do:, d/, d*ar, à'y) = o,
on ne pourrait avec ces deux équations éliminer que deux des trois différentielles dj^, à^x^ à^y^ et l'on voit qu'il serait impos* sible de faire disparaître toutes les différentielles de la formule; il y a donc, dans ce cas, une condition tacite exprimée par la différentielle d'à;; c'est que la variable .r est elle-même considérée
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comme une fonction d^une troisième variable qui ne paraît pas dans la formule, et qu'on appelle ia variable indépendante. Cela deviendra manifeste, si Ton fait attention que Féquation ^ =:/r pourrait dériver du système des deux équations
entre lesquelles on aurait éliminé t\ c'est ainsi que l'équation
ix c^
jr ^=: a ' — , ■■ ' revient au système des deux équations
X =z bt -{- e^ y •=. at^j
et l'on conçoit que X et y doivent varier en vertu de Taccroissement que t peut recevoir; mais cette hypothèse, que x ei jr varient d'après l'accroissement donné à r, suppose qu'il y ait des relations entre x et r, et entre y et t; Tune de ces relations est arbitraire, car Téquation , que nous représentons en général par
fx c )*
r =y2p , étant , par exemple , j = a ^ — ,^ 9 si l'on établit
entre r et j: la relation arbitraire .?:=--, cette valeur étant mise
dans l'équation y = ^ — 7^ — ? la changera en / = « — . >
fi
équation qui, étant combinée avec celle-ci, ^ = --> doit repro-
(x cY
duire par l'élimination ^ y=z a ^■■' — ^» seule condition à laquelle on doive avoir égard dans le choix de la variable r.
1it4. On peut donc déterminer arbitrairement la variable indépendante r. Par exemple, on prendra la corde, l'arc, l'abscisse ou l'ordonnée pour cette variable indépendante; si t représente
l'arc de la courbe, il faut que l'on ait dr = ^dar' -|- d/^* ; si r représente la corde, et que l'origine soit an sommet de la courbe,
on aura /= ^x^-{-y^\ enfin, r pourrait être l'abscisse ou l'ordonnée , et Ton aurait alors f =r .r , ou t =zy,
• SIS. Le choix de l'une de ces hypothèses ou de toute autre devient indispensable pour que la formule q^n contient des diffé-
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rentielles puisse en être délivrée; si nous ne le faisons pas toujours , c'est que nous supposons tacitement que la variable indépendante a été déterminée. Par exemple, dans le cas le plus ordinaire où une formule ne contient que les différentielles d^, dj, d'jr> d^jTy etc., l'hypothèse est que la variable indépendante t a été prise pour Tabscisse, car alors il en résulte
do; d'^
e=^Xj -r— =1, -J-— = 0, -=--=0...; ' dr dt^ df» '
et Ton voit que la formule ne doit pas renfermer des différentielles secondes, troisièmes, etc., de^;.
216. Pour établir k formule dans toute sa généralité, il faut, d'après ce qui précède , que xei y soient des fonctions d'une troisième variable indépendante r, et que l'on ait (art. 26)
dx dx dx At'
dr
dx
djr
dt ~d*'
dt
on tire de cette équation
prenant la différentielle seconde de j'y et opérant sur le second membre comme on le fait pour les fractions (art. 16) , on trouvera
dx d^jr dy d^x
d^X ^ "^^ ^ "3T dx dx*
TF
Dans cette expression, dr a deux usages : l'un est d'indiquer quelle est la variable indépendante r, et l'autre d'y entrer comme signe d'Algèbre. Nous pouvons ne considérer d / que sous le second rapport, si nous ne perdons pas de vue que r est la variable indépendante; alors supprimant dt* comme facteur commun, l'expression précédente se simpli6era en écrivant
d*x dxd*jr — djrd*x
dx dx*
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et en divisjknt par d;r , elle deviendra
d*/ dord'^ — àyà^x
Jj^ "~ d ^ *
217. £n opérant de même sur l'équation (i47)> ^^ voitqu*en prenant t pour variable indépendante , le second membre de Téquation devient identique au premier ; par conséquent, lorsqu^on prend t pour variable indépendante ^ on n'a qu'un seul changement à faire dans la formule qui contient les coefficients différen-
tiels -r^ et -r-^ t c'est de remplacer ce second coefficient différend a: d jc'
tiel par
d.rd'j' — d^d*u:
Pour appliquer ces considérations au rayon de courbure qui (art. 188) est donné par l'équation
dx»
si Ton veut avoir la valeur de 7, dans le cas où t serait la variable indépendante, on changera cette équation en
iy ::r — ^ :
dx
en observant que le numérateur revient à ^ -. — ^ » ou aura
dOT^
(.48) ,^ iA-L±Ay4 .
" àxà^y — d^d*.r
S 18. Cette valeur de 7 suppose donc que .r et y soient des fonctions d'une troisième variable indépendante; mais si x devait être cette variable, c'est-à-dire si Ton avait r= x, on aurait d'x = 0, et cette formule retomberait dans le cas ordinaire en
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redevenant
"^ dxd'j d^r
dx'
919. Mais si , au lien de prendre x pour la variable indépendante, on voulait que l'ordonnée fût cette variable indépendante, cette condition serait exprimée par l'équation j = r; et en différentiant deux fois de suite cette équation , on aurait
La première de ces équations nous dit seulement que y ^^ ^a variable indépendante , ce qui ne changera rien à la formule ; mais la seconde nous montre que d'j doit être nul, et alors Té-
quation (i4B) se réduit à
^ (dr'+dj-»)'
^ "" dx d'.r
820. Il est à remarquer que lorsque j? est la variable indépendante, et que Ton a par conséquent d* j: == o, cette équation nous dit que dx est constant; d*où il suit qu*en général la variable qui est regardée comme indépendante, a toujours une différentielle constante.
Enfin, si Ton prend Tare pour variable indépendante
on aura
dt= ^dx»-hd/»;
élevant au carré et divisant par dt\ cette équation nous donnera
dt' di
différentiant cette équation , nous regarderons (art. 220) dr comme constant, puisque t est la variable indépendante; et en opérant d*après la régie des exposants > nous trouverons
2djrd'j? 2drd'r
1 zi :L —= o •
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d'où l'on tire
dxd'j; = — dj'd'^ ;
par conséquent, si Ton substitue la valeur de d^x ou celle de d^x dans réqnation (148) , on aura dans le premier cas,
v~-(ax'4-dj^»)d'7^''"~ dv
et dans le second cas ,
_ ( d x' ■+• d j^' V 1 _ _ sid X' -h dj' ■^ "~(da:»+ d/M d'ar "^-^ ~ d^ •^'
222. Dans ce i|ui précède , nous n'avons considéré que les deux
dv d' Y coefBcients différentiels -—j -. — ;nîais si la formule devait con-
ax d .r'
tenir des coeddents différentiels d^ordres plus élevés, il faudrait >
par des moyens analogues à ceux que nous avons employés , dé-
terminer les valeurs de -r-^j de -i-^j etc., qui se rapporteraient
dx^ dx^
au cas où a: et / sont des fonctions d'une troisième variable indépendante.
PB LA «£TH0J»S fm& mviNIMEHT PBTiTS-
923. Les notions que nous avons de l'infini se réduisent à cette proposition : Une quantité n'est pas ^infinie lorsqu'elle est susceptible d'augmentation. Par conséquent, si l'on a X -h- a, et que x devienne infini , il faut supprimer a, autrement ce serait supposer que a: peut encore s'augmenter de a, ce qui est contre notre défiai tion.
224. Cette proposition étant fondamentale, j'ai cherché à la démontrer d*une manière plus satisfaisante, comme il suit. Soit l'équation
(149) .r + fl==j,
dans laquelle a est une quantité constante. Nous pouvons, à l'aide d'une indéterminée m , représenter par tna le rap-
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port des variables y et a: , ou , ce qui revient au même , supposer
(i5o) max=y^
substituant cette valeur dans l'équation (149)5 on obtient
(i5i) X -^ a =:max\
divisant tous les termes de l'équation (i5i) par ax, on a
quand o: devient infini, la fraction - ayant atteint à son
dernier degré de décroissement, se réduit évidemment à zéro-, alors l'équation (i5a) devient
Cette valeur étant substituée dans Téquatiou (i5i), on obtient
ce qui montre que quand x est infini , a: -h a se réduit à x.
225. La quantité a , à Tégard de laquelle x est infini, est ce qu'on appelle un infiniment petit y par rapport à x,
226. .Comme nous ne considérons ici que les rapports des quantités, la démonstration précédente a lieu lors même que X a une valeur finie, pourvu seulement que a soit infiniment petit par rapporta x.
La théorie des fractions va nous servir encore à rendre sensible cette vérité. En efiet , si l'on compare la quantité
finie Z» à la fraction -9 il est certain que plus le dénominateur z augmentera, plus la fraction diminuera; «d^for te que quand z deviendra infini, cette fraction Hr *
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absolument nulle, et, comme telle , devra être supprimée
devant J, qui alors sera infini à l'égard de —
227. Quoique deux quantités soient infiniment petites , il ne s'ensuit pas que leur rapport soit nul; car
On sent d'ailleurs que deux quantités infiniment petites
peuvent se contenir comme deux quantités très-grandes;
ainsi , en représentant deux quantités infiniment petites
par ày et par d x, il suit de là que leur rapport -p- ne sera
pas nul : résultat conforme à celui que nous avons obtenu par la considération des limites.
228. Lorsqu'une quantité x est infiniment petite , par rapport à une grandeur finie a , le carré x^ est infiniment petit par rapport à x. En effet, la proportion
nous prouve que x' est renfermé dans x autant de fois que a: Test dans l'unité, c'est-à-dire un nombre infini defois. On démontrerait de même, à l'aide de la proportion
que x^ étant infiniment petit par rapport à a:, le terme x^ doit être infiniment petit par rapport à x^\ c'est par cette raison qu'on a divisé les infiniment petits en différents ordres : ainsi , dans les exemples précédents , x est un infiniment petit du premier ordre, .r* est un infiniment petit du second ordre , x^ est un infiniment petit du troisième ordre ; ainsi de suite.
229. Observons que si x est infiniment petit par rapport à a, il en sera de même de x multiplié par une quantité
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finie b. En eflet, x considéré conune une fraction dont le dénominateur serait infini, peut être représenté par — ;
c bc
or, que Ton ait — ou — j ces quantités n'en sont pas moins nulles par rapport à a.
230. De même qu'un infiniment petit du premier ordre doit être supprimé lorsqu'il est à côté d'une quantité finie, qu'il ne peut augmenter, on doit eilacer un infiniment petit du second ordre, qui serait à côté d'un infiniment petit du premier ordre; ainsi de suite.
Par exemple, si Ton a cette expression
et que/ soit un infiniment petit du premier ordre, cy^ en sera un du second , et dj^ en sera un du troisième : il faut donc efiacer rf^', parce que dy^ ne peut augmenter cj^ \ et comme cy^ ne peut augmenter bj^ on l'effacera à son tour; enfin, on effacera aussi by^ puisque cet infiniment petit du premier ordre ne peut augmenter la quantité finie a , et il restera a.
231. Deux quantités infiniment petites x et y donnent pour produit un infiniment petit du second ordre. En effet , du produit xy je tire la proportion
i\X \\ x:xy^
ce qui m'apprend que puisque y est infiniment petit par rapport à i , a:/ sera infiniment petit par rapport à x, c'està-dire sera un infiniment petit du second ordre.
232. On prouverait de même que le produit de trois infiniment petits du premier ordre donne un infiniment petit du troisième ordre.
Nous pouvons maintenant expliquer la théorie de
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ladiâSérentiation, d'après la méthode des infiniment petits. Pour cet effet, si l'on suppose que dans une fonction de x la variable a: prenne un accroissement infiniment petit, représenté pardjtr, en sorte que x devienne x + dx, la différence du nouvel état au premier sera la différentielle de cette fonction.
234. Par exemple, pour trouver la différentielle de ax, cette fonction devenant a (x -H dj:) = ax -h ado:, si Ton en retranche ax, il restera aàx pour la différentielle.
235. Cherchons encore la différentielle de ojc*; il faut de a (a: -h-dx)' retrancher ax*; développant et réduisant, on trouve d'abord 3 ax* dx-4-3 ax dx'-f- adx'. Cela posé, adx' étant un infiniment petit du troisième ordre, ne peut augmenter 3axdx', par conséquent, on effacera adx^] de même 3 oxdx', qui est un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé, parce que 3ax*dx en est un du premier ordre 5 et il restera 3 ox' dx pour la différentielle.
236. On différentiera, d'après le même principe, tonte autre fonction de x , en ayant le soin de supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs , ce qui se réduit à ne conserver que le premier terme du développement , ainsi qu'on le fait par la méthode des limites.
Par exemple , pour trouver la différentielle de fx , au lieu d'écrire
qui , dans le cas de la limite , donne -p- dx = A d x pour la différentielle , on aurait
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retranchant la fonction primitive, il resterait
et comme on devrait supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs, on ne conserverait que le terme Ad:i^, qui serait la différentielle cherchée.
237. Pour trouver la différentielle du produit de deux variables, j, «, on supposera que quand x devient x-^.Ax^ y devîennej^-h- dj, et que z devienne a -hd,». Le prodiritjrz
se convertira donc alors en (y-t-dy) (z-f-d«); développant et retranchant^^ , il restera ^dz -f- zày-^àyàz* Le dernier terme de ce résultat étant un infiniment petit du second ordre, devra s'effacer 5 et l'on aura, pour la dilTé^ rentielle de j^z, l'expression j^dz -f- zAy^
238. On déduira ensuite de cette dei*tiière différentielle, celle du produit d'un plus grand nombre de variables , et ensuite celle de a:"*, par les procédés que nous avons suivis lorsque nous avons employé la méthode des limites.
239. La différentielle de a' s'obtiendra aussi très-facilement, lorsque l'on aura le développement de af^^'x et ce développement se trotîvera comme celui dfe û^^* (art. 36) ; on cherchera eiirsuite la valeur de a*^' — a*, et, ne conservant que le premier terme , on rejettera les autres cosfifiie des infiniment petits d'ordres inférieurs à celui du terme que l'on conserve. De la différentielle de a' on déduira ensuite, comme nous l'avons fait, celle de logx.
A l'égard de la différentielle de slnj:, on a
sin {x 4-da?) — sina: = sina: cosdx -f- sin durées* — sin.r, l'arc do: étant infiniment petit,
cosd.r=i, et $îfid^=d^;
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au moyen de ces valeurs , on trouve
d . sin jr = d X cos x.
241. Le problème des tangentes a donné en quelque sorte naissance au Calcul difierentiel. Voici de quelle manière on résout ce problème par la méthode des infiniment petits :
Soient PM et P'Mf [fig. 70) deux ordonnées infiniment proches, et MO une parallèle à Taxe des x \ la tangente MT pourra être considérée comme le prolongement de Télémenl MM' de la courbe , parce que cet élément étant très-petit, est censé être en ligne droite. Nommons AP, x; PM, j^; r accroissement de x sera PF = dx, et celui de y sera M'O = dy. Le triangle infiniment petit MM'O étant semblable au triangle MPT, on a
M'0:MO :: mp: pt,
djr : d^:: xiVTy
donc
PT== Y
^dy
On trouvera ensuite la normale, la tangente, et les équations de ces lignes , comme dans les art. 72 et 73. 1
242. Pour avoir la différentielle d'un arc, on regardera l'arc compris entre les ordonnées PM et PM', infiniment proches , comme une ligne droite ; et alors , en nommant s l'arc total, MM' sera d5, et le triangle rectangle MM'O qui a pour côtés MO = dx et M' O = dj, donnera
d j = s/dx"^ -\' dj».
245. La diflférentielle de l'arc d'une courbe dont les coordonnées sont polaires, se trouve aussi très- facilement par la considération des infiniment petits. En effet, soient (Jig, 71) RR' et MI*ï,
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deux arcs de cercle décrits l'un avec le rayon i et Tautre avec le rayon a, dans Tangle infiniment petit M' AN» formé par deux rayons vecteurs ; le triangle NM' M pourra être regarde comme rectiligne et rectangle en M ; on aura donc
et en observant que M'M = du, et que MN est égal à adf, en vertu de la proportion
I : dt :: u : mn
nous pourrons remplacer NM' et MN par leurs valeurs; et, en mettant d j à la place de M'N, nous aurons
di = ^da'-l- u^dtK
Le même triangle MM' N^ comparé au triangle M' AT, nous fera obtenir la sous-tangente d'une courbe polaire par la proportion
M'M:MN :: am': at,
ou, en remplaçant AM' par AN, qui n'en diffère que d'un infini* ment petit,
du : udi :: u : at;
d'où nous tirerons
AT
DB LA MÉTOODB DE LAfiBAMGB POCB DÉMOHTBBB LES PBINCIPBS DU CALCUL DIFFÉBBBTIBL , SAHS LA COHSIDÉBATIOH DES LIMITES , DBS IHFIHIMEIIT PETITS) OU DE TOUTE QUANTITÉ ÉVANOUISSANTE.
244. Nous avons vu de quelle utilité était le théorème de Taylor lorsqu'on voulait développer des fonctions en séries. Lagrange, considérant la grande facilité avec laquelle les principes de la différentiation pouvaient se déduire de ce théorème, parvint à le démontrer sans faire usage du Calcul différentiel, par un procédé que nous allons modifier de la manière suivante :
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Soit j-=/(a:-|- A) 5 par la nature de cette fonction, il faut que lorsqu'on fait A:=:o, /(x-h h) se réduise àtfx'^ c'est ce qui aura lieu si la partie qui contient h dans cette équation est un multiple de h. Représentons-la par PA; nous aurons donc
P pouvant être une fonction de A, si nous ap][>el:ons p ce que devient P lorsque A = o, et Q A la partie qui dépend de A, nous aurons encore P = pH-QA^ en continuant ce raisonnement, on aura cette suite d'équations :
P= /7 + QA
Mettant la valeur de P, donnée par la deuxième équation , dans la première > il viendra
mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la troisième équation , on aura
en continuant ainsi, et en mettant/ (x+ h) à la place de y^ on aura en général
(i53) /{x -f- h) =/x -i-ph 4- qh' ^ rk^ + sh* -^
246. L'expression /(x-^-h) représente, efl général, la fonction qui n'est pas encore rédniie en série 5 si dans- cette fonction on change js: en ar -h i , on aura le méaix^ résnltat que si l'on eût changé A en A -H 1. En effet, cette fooctio» ne pouvant renfermer x sans que cette variable ne ôoii suivie immédiatement de A, un terme tel que A (jt -4- A)*",
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par eicemple , lorsqu'on aura changé x enx-h i^ deviendra A (x-f-i-h-A)"*, quantité qui est la même que A (j:+ A-hï)'" qui résulterait de la substitution de A + < à la place de h , dans la fonction A [x-h h)"*. Ce que nous disons de ce terme devant s'appliquer à tous les autres , il s'ensuit que 9 dans les deux hypothèses , le premier membre de l'équation (i 53 ) donnera lieu à des résultats identiques; d'où il suit que le développement Jx -^-ph-h qh} -h . . . amènera le même résultat en remplaçant x par x -I- « , ou h par h -h i,
En substituant d'abord h-i-î k h dans
/x + ph -h çh^-h' -f on aura
(i54) fx-\^p[h H- ,) 4. 17 (A H- 0' -4- r(A -h 1)^ -h . . . ;
développant les termes en h de ces binômes, il nous viendra
Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de a: à X -h i, dans l'expression fx -h ph -^ qh* -h rh* H- . . . , observons que dans cette série , h étant en évidence , cet accroissement n'entre pas dans fx et dans les coefficients p^ 9, r, 5, etc., quantités qui ne pouvant donc renfermer que a:, en doivent être regardées comme des fonctions 5 et puisque Féquation (i53) a lieu pour toute fonction de Xy la substitution de j? + r à la place x changera
en ^ 4- pi
■ H- qi^ -h rP -f- si^ -\- . .
en p + p* ^
en q -^ q' ^
en r+ r^
en J H- y
Il n'est pas besoin de prévenir que par les lettres acren-
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tuées nous représentons les coefficients des différentes puissances de i dans ces développements.
En substituant ces valeurs de fx^ de p, de q^ de r, de 5 , etc. , dans la suite fx -^-ph -h 7 A* -h rA* -h . . . , nous obtiendrons
fx-\- pi 4- qi^ ^ r*ï 4- . . .
247. Ce développement devant être identique (art. 24S) à celui qui est donné par Téquation (i55), il faut que les termes qui y contiennent les mêmes puissances de h soient égaux (Note VI) \ nous aurons donc
p+p'i -h p'^i\ . . =/»4- 291.. .; q -^ q' i -^-^ q" i^ . , , = qr + 3 W . . . ; r -4- / i '\-' r^' i^, , . = /• + 4 «* • • • .
Ce que nous disons de h pouvant s'appliquer à £, en égalant les termes affectés des mêmes puissances de 1 , on trouvera
(157) p'^^qy y'=3r, r'=4f, ...,
ce qui revient à égaler les termes affectés de Ai, de A'/, de A'i', etc. , des équations (i55) et (i56).
248. Nous avons vu (art. 246) quep était en général une fonction de x\ représentant donc p par^'x, et nommant y' je le terme qui multipliera A dans le développement dey (x H- A) ^ nommant de même y"' a: le coefficient de A dans le développement de /" (^-h-A), et ainsi de suite, nous aurons ces équations
f (x ~\- h)= /x + A/*' X 4- termes en h% en h^, . . .
/rQ\ ; f'{^'^f^)=^f'x-\- hf" X -f- termes en h% en h*, . . . (i5o) \
* /' (jc H- h) zzzf" x-\- hf'x 4- termes en h% en h^ . . .
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249. Par hypothèse, nous avons (art. 248) p^=^f*x\ donc , si dans cette équation on fait a: = a: + A, on aura
mettant dans cette équation la valeur de f (x -{' h)^ donnée par la seconde des «équations (i58), nous obtiendrons
p^p' h 4-/?" A» -f- . . . =/' X -f- hf* X + termes en h% en h%....
Cette équation ayant lieu, quel que soit A, il faut que les termes des mêmes puissances de h soient égaux ; donc
p'=rxi
cette valeur de jjf changera la première des équations (i57) en f" X = a ^ ^ d'où nous tirerons
Si dans cette équation nous changeons x en x + /z , il viendra
mettant à la place àef" [x H- h) son développement donné par la troisième des équations (i58) , nous aurons
q--{-q'h-{-q"h^-^...z=\(f"x-^hf''x'\-termesen\i\cnh\..A\
comparant les termes qui multiplient la première puissance de h , nous aurons cf '=^\f"' x^ valeur qui étant mise dans la seconde des équations ( i57) , la changera en \f"' h = 3r, d'où Ton tirera
r — 1 i. f^xr — s • 2'J *>
en continuant ainsi, nous trouverons successivement tous les autres coefficients de l'équation (i53) *, substituant dans cette équation les valeurs de ;>, de ^, de r, etc., nous aurons
{i6o)/{x-hh)=fx^h/'x^—rx+—rx-^.,..
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250. Si l'ou considjère maimenani la première des équations (i58), on verra que^^^jt: étant le coefficient de h dans le développement de f(x-^h) , est ce qu'on désigne p^r
d • Tx d V
—. — OU par -r- i de même, en considérant la seconde des
ax *■ ûx'
équations (i 58), on recounaitra que le coefficient ^^ jt de la première puissance de h , dans le développement de
y (x -+- A ) , doit être représenté par -^ — ? c'est-à-dire par
dx d"^ y . . j .
-T — = -r~î et ainsi de suite ^ par conséquent, en mettant
Cl X (1 X
ces valeurs de^ , de f x ^ de f" x , etc. , dans l'équation (160), on trouvera
/ /* X >./ ,v ^ dr , d'r A' d'r h^
C'est ainsi qu on parvient à la formule de Taylor
. dr
sans faire usage du Calcul différentiel. L'expression ^î
qui entre dans cette formule, est le signe de Topera tion par laquelle on obtient le coefficient de h dans le développement def[x-\'h)\ dès que ce coefficient est trouvé, les exprès-
cl' Y d^ Y ». 1 *
sions -r^ ? y-^ 9 etc. , nous indiquent que la même opération
répétée nous fera connaître les coefficients des autres puissances de h\ de sorte que nous n'avons besoin que de connaître, par des moyens tirés de l'Algèbre, ce que doit
être ~ pour chaque fonction. Par exemple , si l'on de-
mandait quel est -p* pour la fonction x"*, on développerait (jJ-f-A)"* par la formule du binôme, qui donnerait X"' 4- mx"'^^ A •+-... 5 et comme -?— devrait indicjuer le
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coefficient de la première puissance de A, dans ce développement, on aurait -J^ z= mx^'K Ainsi, tout se réduit à
pouvoir trouver, par des procédés analytiques , le développement de? différentes sortes de fonctions que l'Algèbre peut présenter : ces procédés ne sont pas différents de ceux que nous avons fait connaître pour développer les diverses fonctions j^ui, par leur combinaison ^ donnent toutes les autres ; c'est aiiisi que nous avons donné les développements de a'^-* , de log (x-hh), de cos (x-h h) , etc.
252. Voilà donc une troisième méthode, d'après laquelle les principes du Calcul différentiel se trouvent démontrés d'une manière indépendante de toute considération de limites, d infiniment petits, ou de quantités évanouissantes: mais cette méthode ne peut néanmoins exclure celle des limites , parce que lorsqu'on en vient aux applications, et qu'on veut, par exemple , déterminer les volumes , ou les surfaces, rectifier les courbes, ou obtenir les expressions des sous-tangentes, des sous -normales, etc., on est toujours obligé de recourir aux limites ou aux infiniment petits.
253. En considérant les développements des diverses fonctions {x -h h^, a'+*, log {x + h) , sin (x -t- A) , etc., que l'Algèbre nous offre -, comme ces fonctions sont en nombre très-limité , il est facile de reconnaître que , dans leurs développements, le coefficient delà première puissance de h n'est ni nul ni infini, du moins tant que x conserve sa valeur indéterminée; c'est d'ailleurs ce qui résulte de la démonstration précédente. En effet, supposons qu'on eût p = o dans l'équation
/(« H- h) =fx -hph -H çpA» H- rA» -+- . . . ,
il arriverait deux cas : ou la valeur de x, que renferme p^ devrait être donnée par une équation identique, ou par une
équation qui ne le serait pas. Dans ce dernier cas, p = 0 représenterait une équation d'un certain degré, et cette équation ne donnerait qu un nombre limité de valeurs de x, ce qui serait contre l'hypothèse , qui admet pour x une valeur quelconque ; mais si ^ s= o, c'est-à-dire si y a: = 0 était une équation identique en x (*), faisant x = a: -+- A, on aurait encore /'(a: + A) = 05 et comme h entrerait partout où entre a?, celte équation, considérée par rapport à A, serait encore identiquement nulle, ou, en d'autres termes , cette équation aurait lieu quel que soit h ; il en serait donc de même de son développement , qui , d'api:ès l'équation (iSg), est
p^f/ h^p» fii^p'f h^^ ... =0;
mais lorsqu'une équation de ce genre est nulle, indépendamment de h , il faut que les coefficients des différentes puissances de h soient nuls séparément (voyez Note VI), et que, par conséquent, on ait
En substituant ces valeurs dans les équations
p'r=:2,q^ p'* =i^ry p^ = ^s,.,y
qui résultent de l'identité des termes affectés des mêmes puissances de ih, de t* A, de i* A, etc., dans les suites {i55) et (i56), on obtiendrait
^ = 0, rz=o, .( = o,...;
et, comme en outre p =zo, l'équation ( i53) se réduirait à
(^) Le cas où p ne contient pas x est compris dans celui-ci ; car si la valeur de ;? qui est nulle, est représentée par a — a, on peut la considérer comme a — r — (a — jr).
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Il faadrait donc que a: + A , mis à la place de jc, ne changeât pas la fonction, ce qui exigerait que cette fonction fut identique ou constante ; car on sait que sifx était, par exemple, de cette forme x' — x*, ou de celle-ci, c -h a:' — x", la substitution de Jc -|- A à la place de x donnerait toujours le même résultat ; et l'on voit que , dans le premier cas , la fonction serait identique, et, dans le second, se réduirait à une constante c. Il suit de ce qui précède , que le coefficient de la première puissance de h ne peut être nul dans le développement général def(x-hh).
H ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient infini, car le second membre de Féquation (i53) devenant infini , le premier membre le serait aussi , c'est-à-dire qu'on aurait f[x -f- A) =: oo 5 et comme f.{x -{- A) est composé en (x-f-A), comme fx Test en a:, le terme qui , dans y*(a: -4- A) , rendrait cette expression infinie, devrait rendre
aussi infini fx, Par exemple, sïj'[x-hh) renfermait un
terme tel que . 7- ^> qui est infini, il est évi-
dent qu'on devrait avoir dans fx le terme ? qui
serait aussi infini. Il suit de là que la fonction proposée serait infinie, ce que nous ne supposons pas.
254. Les expressions y*'x, f^^^f^^f eic.^ sont ce que Lagrange appelle la. fonction prime ^ la fonction seconde ^ la fonction tierce ^ etc., defx^ et en général en sont les
fonctions dérivées. Lagrange indique aussi les fonctions
dr dérivées d'une autre manière, en remplaçant -r— parj^',
-7-^ par j", -|-^ pary'", et ainsi de suite.
Des cas on la formule de Taylor est en défaut.
111^5. En généra] , lorsque dans une fonction de x on met 1: + A à la place de or, la forme de la fonction reste la même, puisque
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.V + h entre partout où était x; ainsi, lorsque /r renferme un radical, /(j: + h) doit aussi le renfermer : p«ir exemple, si l'on a
y.r le même radical se trouvera dans l'expression
/{x-^/i) = b{x-^-hy-h
Il n'en serait pas toujours de même » si Ton assignait la valeur de Tabscisse x pour l'un des points de la courbe. Par exemple dans
le cas où/r renfermerait un terme tel que. va: — ^ , si l'on donnait à a? la valeur a , on voit que le radical cubique ^x — a s'évanouirait dans /r , tandis que le radical cubique \x ^ h — a, qui devrait entrer d3Lns/{x 4- A), loin de s'évanouir, se réduirait alors à \h. Dans une semblable circonstance, /{x -h h) ne peut se développer suivant les puissances de /* , ce qui se manifeste par les valeurs infinies que prennent les coefficients différentiels :
c'est ainsrqne l'équation y =z\[x — a) nous donne
et Ton voit que x =. a rend ce cgefticient différentiel infini.
âij6. Pour qu*on tombe ainsi sur des quanlitcs infinies, il suffit que la fonction f[a 4- h) étant ordonnée par rapport aux puissances de h , renferme parmi ces puissances un exposant fraction-:
naire n -\ — compris entre les nombres entiers n et /t -f-i ; en
effet, nous aurons dans cette hypothèse
(162) \f{a -4- A) = A-hB/i-+-CA^H-D;*\..-i-M/i«N/i"^^
développement dans lequel un terme qui manquerait serait censé avoir zéro pour coefficient. Cela posé, en regardant a comme va-
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rjable, nous trouverons (art. Qi$ et K6)
dA ■" dû ' dA» "" dfl»
DîflërentioDs sucoessivement par rapport à h réquation (162)^
•et représentons, pour abréger, par M', N', P', Q', R', etc., par
M", N", Q", R", etc., ce que deviennent les coefficients M, N, P,
Q, R, etc., nous aurons
"^^^7^ ' = B 4. a C7* -+- 3 D/e» . . . -h M' /i--^ 4- N' h' an
an* f
Remplaçant les premiers membres de ces dernières équations par leurs valeurs tirées des équations (i63) , nous obtiendrons
-h N'A' " VfA"4-Q'A"+'4-R'A«+M-...,
faisant h == o, dans les équations (162) , (164), (i 65), nous aurons pour déterminer les coefficients A, B, C, etc., de l'équation (16?.),
âfy d'/a
Cela posé, d'après Tinspection des équations (164 ) et (i65), on voit que chaq^ie différentiation diminuant n cruiic unité, lors-
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que nous serons arrivés à la «'*"••, les exposants des termes en A",
•en h ', en A""*"', en A""*"', etc., auront pour valeurs n — n,
n — n -\ — 5 n — « + i,/* — 14-2, etc. De sorte qu'en repré-
sentant les coefficients correspondants par M,, par N,, etc., nous
obtiendrons
(,66) '^"'^^j'^?"^^==M,4-^A'H~P,A + Q;A'+R,/^^ + ..M et y à la différentiation suivante, nous trouverons
(•67) dln^r— = N„'^ +P,A'+Q,A4-R>'4-...;
et comme - est moindre que Tunité , l'exposant ~ — i du pre-
mier terme de ce développement pourra s'écrire ainsi : — 11 J •
Alors, en faisant passer h au dénominateur dans le premier terme du second membre, l'équation (167) deviendra
Or, si Ton fait h = o, dans l'équation (166 j, on voit que tous les termes en h s'évanouissent encore , ce qui permet de déterminer M,, d'où dépend le coefficient M du terme MA" de l'équation (162). Il n'en est pas de même si Ton fait A = o dansl'équa-
tion (168) ; car alors le premier se réduisant à — ^ rend la valeur
de — ■ ; vT infinie.
Il en serait de même si nous prenions les coefficients différen-
tiels des ordres suivants, parce que toutes les différentielles suc-
N cessives d'un terme de la forme — contiennent A au dénomina-
teur.
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II résulte de ce théorème, que, lorsqu'on fait x = a, dans le €Îéi>eloppement de { [\-\-\ï)yS*ii existe une puissance fractionnaire de h dans ce développement, et quelle soit comprise entre Us termes affectés de h" et de h""^', on ne pourra déterminer les termes fie la série de Taylor^ que jusqu'à V ordre n inclusivemetH : tous les iiutres termes deviendront infinis,
257- Une fonction de jc représentée par /r étant donnée, si l'on veut déterminer le développement de /"(.r -+- h) y dans l'hypothèse x=.ay il faudra, comme on le sait, calculer les termes de la suite
do: d x' I . 2 '
mais si en faisant ce calcul on trouve que Tun des coefficients différentiels devienne infini dans Thypothèse de x=:a^ oxi ne cherchera plus à obtenir le développement de/'(^ -f- h ) par la série de Taylor; mais voici le procédé qu'il faudra employer. On mettra X -H h à /a place de, x , dans f x ; alors le terme qui contient \ — a au dénominateur, contiendra x — a -f- h, et ne deviendra plus infini lorsqu'on fera x = a, fnais donnera lieu à un terme affecté d'une puissance fractionnaire de h.
2â8. Soit , par exemple ,
fx = 2 a.r — .r' -h a y ar^ — a^ .
en différentiant , on trouve
àr , V ax
d'^r d'y substituant ces valeurs et celles de -r— > de -; — » etc., dans la for-
nulle de Taylor (équation 38, page 87 ), on obtient
_________ F" QJC I
f[x-^h)-=z %ax — x'^-\-a sjx"^ — ^*-f- 1 2(«i— :r)H — ^:=: I A-^-....
L sjx"^ — a"^ I
Or^ quand x =:z a, le terme multiplié par h devient infini; donc co développement n'est plus posî^ible.
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Dans ce cas , d\'iprès la règle précédente , on mettra x -h h h ]a place de .r dans réqnation
yj: z=.7,ax — x^ -\- a. \x^ — a%.
et Ton trouvera
/(.r -H ^) = 2 aor -h 2 fl// — JT^— 2 xh—h^-\' a^x'-t- 7,xh -+- A'— «%
équation qui , dans l'hypothèse de or = a , devient
f(a -hh)z= a^-- //' -f. a iJt, ah -4- //% ou
développant par la formule du binôme, et représentant, pour abréger, par A, B, C, etc., les coefficients que donne cette formule, on a
V^2fl 4- /i = (2-^ -h /*-)' = A. -+- B/? 4- Ci/r^^- D/z^-h. . . ;.
substituant , on trouve
/[a -h h) = a' — A'-f- rt A V^ -h r^BA v^Â 4- ^C//^ y/X -h
On voit, par cet exemple, qu*en mettant x^ h dans la fonction , et faisant .r =r a, on peut introduire une ou plusieurs puissances fractionnaires de A ; on développe ensuite séparément les termes qui sont susceptibles de rétre, soit par la formule du binôme, soit autrement; et Ton substitue ces termes dans la valeur de/ {a 4- /' ) , ce qui en donne le développement.
2I$9. Lorsque x resUMudéterminé, Lagrange a démontré que le développement de f{x-\- h) ne pouvait contenir des termes affectés d'une puissance fractionnaire de h. En effet, supposons^ que Ton eût
/{x-h h) :=ifx'^ ph 4- 7/i'. . .4- KÎ/Â;,
comme, d'après la théorie des équations, K ^h est susceptible de • jrois valeurs M, N, P, nous aurions ces trois développements
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de/(x-h^),
/ {x -h h) =/x -^ ph -h qh\ . . +M, /(.r-h A) = /r-f.;?A-H7A».. . -HN, /(jK ^ h) =/x -^ ph ^ qhK . . -h P.
Or, fx devaot renfenner les mêmes radicaux que f {x -^ h) (art. 2iS5), il faudrait que/r eût aussi trois valeurs différentes^ Q, R, S; en substituant successivement ces valeurs à la place de /xy on trouverait donc
f{x-^h) =Q -^ph-^tfh\. 4- M,
/(XH-Zl) =Q ^ ph'^qh\..-hV, f[x'\-h) z=R 4-/?A -f- 7/*». . -hM,
f[x-\- h) =:S -^-pk-h qh\ .. 4- N, /(x -f. A) = S H-/^// -+-7/<^ . . 4- P;
de sorte querexpressiony(.r + h) étant développée , aurait neuf valeurs différentes, tandis que non développée , elle n'en pourrait avoir qu'autant que^Ir en comporte, et par conséquent trois dans rhypothèse actuelle ; ainsi Ton ne peut supposer que le développement de y (.r + /i) contienne une puissance fractionnaire de h , sans tomber dans une contradiction.
260. Enfin, il est certain que/(.r -4- A) ne peut admettre dans son développement, un terme affecté d'une puissance négative de h ; car s'il contenait un terme tel que M A'", on aurait
/(x-^ h)^/x -hph -\-q/i\ •^-^^ or, en faisant /< =r o, le premier membre se changerait en/x , et
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le second, au lieu de se réduire à fx^ deviendrait infini, à cause
du terme — qu'il renferme.
Il en serait de même si le développement contenait un terme affecté du logarithme de A; car si Ton avait, par exemple^ un terme tel que A log A , ce terme, lorsqu'on ferait A ^ o, deviendrait A log o ; or, le logarithme de o étant l'infini négatif, le terme A log h serait alors infini ; d'où il suit que^âr devrait l'être aussi ; ce qui est contré l'hypothèse.
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261. Le calcul intégral a pour objet de trouver la fonction qui, étant dîfférentiée, a dû produire une différentielle donnée. Pour commencer par le cas le plus simple , nous allons clierclier à intégrer l'expression jf^ àx \ dans cette vue, différentîons l'expression ar^"*"*, nous trouverons
(1 . x^"*"' :=z [in -\- i) jf^ à X y
d'où nous tirerons
et comme la constante m -h i n'influe pas sur la différentiation, nous pourrons écrire ainsi Téquation précédente
d . =1= jr"* d j: ;
par conséquent, la quantité qui , par la difïéreiitiation , a
donné x'"dx, est -^ • Pour indiquer cetlc opération,
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nous met Irons , avant la différentielle , lu caractéristique fy qui signifie somme ou intégrale (*), de sorte que nous
écrirons
262. Concluons de là cette règle générale : Pour intégrer x'"dx, il faut augmenter l'exposant d'une unité, et diuiser par cet exposant ainsi augmenté et par la différentielle,
fl t\ JE
Soit, par exemple, -— *, nous aurons donc
x" fld.r ^ fljt"*"^' ax'^* a
on I rouvera de même que
3/— — x^ -4- I r^ 3 «r* fdxy/x'=fx'dx = ~ =1^=-^.
264. Observons que lorsque nous différentions a -+- x'", nous trouvons mx"'^^dxj comme si nous n eussions différentié que x^ ; par conséquent il faudra , en intégrant , ajouter une constante à Tintégrale. Ainsi, dans les exemples précédents, nous écrirons
ndx a ^ ^. 3/— 3.1* ^
C*) Ce mot somme, pour déttgner l'intégralo, a été introduit par les anciens géomètres, parce que, d'après la méthode des infiniment petits, ils considéraient une fonction j comme une somme d^accroissements infiniment petits.
Par exemple, on voit que rordonncc étant MP {fig. 72), on a
MP = ab -h a' b' -i- a" b" -^ a'"b'^-h a^^M ,
c'cst-k-dirc que j est égal à la somme dos accroissements infiniment petits représentés chacun par d^.
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265. Cette constante C, qui doit s'évanouir parladifférentîaiîon , est en général arbitraire, à moins que, parla nature du problème, elle ne soit déterminée.
Par exemple , si l'on a l'équation }' :^ rtjt:" — b , qui est celle d'une parabole CBD {fig'^ 73) dont l'origine est en B^ et qu'on en tire djr = 2, axdxj on trouvera, en Intégrant,
(i) j^ sr crx' H- C.
Cette équation peut convenir à une infinité de paraboles. Or, si l'on veut que parmi toutes ces paraboles, CBD, C'B'iy, ^''B'^iy^ etc., la courbe qui a pour équation y = ax* -4- C soit celle d'une parabole qui passe par le point E dont les coordonnées sont
il faudra qu'en faisant x =:i/ -t on ait j^ = o, ce qui
réduira l'équation (t), à
d'où r©n tirera C = — è. Substituant cette valeur dans l'équation (i), on obtiendra
jr = ar^ — b , comme on l'avait avant la différentiation.
266. Lorsque la nature du problème ne détermine pas la constante, on peut disposer de cette constanlc comme dans l'exemple suivant : ayant trouvé que l'intégrale de jif" dx est
nous donnerons à x une valeur déterminée b , et le second membre de cette équation deviendra
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C étant arbitraire, nous pouvons déterminer cette eonstante par la condition que l'expression (3) soit nulle ^ ou , ce qui revient au même , par la condition qu'on aitj^ = o lorsque X ^=:bi alors Téquation (2) deviendra
OT -h I
d'où l'on tirera la valeur de C , qui , étant substituée dans l'équation (2) , nous donnera
267, Il n'y a qu'un seul cas qui échappe à la règle de Fart. 262 pour intégrer x'"d jc -, c'est celui où m = — i ; car alors la formule (4) devient
il faudrait donc, dans ce cas, faire usage de la règle de l'art. 83, pour déterminer la vraie valeur de l'intégrale; mais on peut éviter cet inconvénient, en observant que
x~"*dj: = — î et que cette expression — est la différentielle deloga:; par conséquent, nous aurons
— = logj: -h C.
DES DIFFERENTIELLES COMPLEXES DONT L'iNTÉGBATION PEUT S^EFFECTUER
INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES COMPLEXES
OU, en effectuant les opérations ,
I [aax — y- xéx^x] ■=^ ax-\ h-r^ -l-C.
Nous n'avons mis ici qu'une constante , parce que chaque terme donnant une constante à l'intégration, nous pouvons représenter la somme de ces constantes par une seule lettre.
269. Tout polynôme , tel que ( a H- hx -h cx^ -h . . . ) "dx , peut s'injégrer par la même règle , lorsque n est un nombre entier positif. Pour cela, il suffit d'élever le polynôme à la puissance indiquée, et d'intégrer séparément chaque terme.
Par exemple, pour intégrer [a-\-bxYàx y nous aurons
f{a 4- bxyàx =f(a''(\x -h labxiXx -^b'^x^àx)
= a^x -h abx^ -+- -^ h C.
270. Lorsqu'on a une expression telle que (Fj:)"dFj:, composée de deux facteurs dont Tun est la différentielle de la partie ¥x qui est sous la parenthèse, pour intégrer cette expression , on fera Fx = iJ , par conséquent d Fx = d r ; substituant, on trouvera
{^xyàYx^zz^àz, et en intégrant,
r/Fx)»dFjr = hC=:^ 1 f-C.
Pour en donner un exemple, soit
[a-^ bx -^ cx"^ )^ [bùx -^ icxi\x)\
comme bàx-\-^cxàx est la différentielle de la quantilé renfermée entre les parenthèses , ou fera
a-^- bx -{- cx^ ■= z ,
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et Ton aura , en diflerentiant,
bdjc -^ 2cxda; = dz; donc
(a ^ bx -i- fx') * (bôx) -f- 2cxdx) =:: z ' d^.
L'intégrale de cette expression sera
-z * H-C= ^(a -f- 6x-f-cx»)^ -+-C.
Si Tua des facteurs était la différentielle de Tautre
h une constante près, on pourrait encore intégrer par le
même procédé. Soit, par exemple,
i_ (5) (a -f- b.T^)^ mxdx.
Comme je vois que la différentielle de a-h&x*, qui esi 2 bxdx , ne diflére de nixdx que par la constante, je fais a -f- bx* = .z , et par conséquent a bxdx = dz , d'où je lire
xdx= -rr; substituant ces valeurs dans Texpression (5),
j'obtiendrai
( a -f bx"^ ) ' mxdx ï= — j z * d z ,
et , en intégrant, il viendra
m rr ^ m ^
f{a -{- bx')'mxdx = —-^z' + C = jt(« -♦- ^J?')' -+- C.
272. La mêm« transformation peut s'appliquer aussi pour rapporter certaines différentielles à des logarithmes : si Ton
avait, par exemple, j—t en faisant a-^bx= z. Ven
' '^ a ~h bx ''
dz déduirais dx-^—v substituant, j'aurais
r dx f I dz T rdz I .
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et, en mcUant pour z sa valeur,
-^ = llog(«4-6x) + C.
En opérant de même pour 7-» on trouvera que Tinté-
grale de cette expression est
r- = — T »og (fl — o.v) 4- C.
a — DJr: b
DES DIFFÉBBNTIELLBS QUI S'iHTtCBENT PAB ABCS DE GEBCLE.
273. Soit (Jig, 74) Jt: = CE, le sinus qui a le rayon pour unité et dont l'arc CB est z ; nous avons a: = sîn 2 5 dîffércntiant> il viendra dj: = coszdz; d'où nous tirerons
d 2 = ; d'une autre part , Téquation cos' z -f- sin' z = i
nous donne
cosz = V^ï — sin'z = V'' — -^'i
substituant cette valeur dans celle de d z , on obtiendra
, àx
par conséquent on trouvera, en intégrant.
Pour déterminer la constante, supposons donc que lorsque j: = o, on ait
àx
comme, d'après la^îg^. 74 1 ^^^^ ^9 représenté par CB, est nul en même temps que le sinus Xy l'équation (6) se réduira donc, dans celte hypothèse, à o = C; par con-
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équent
f* dx . .
(7) / ^ = arc(sin = j:).
274. Si le rayon , au lieu d'être pris pour unité, est égal à a , nommons x' son sinus , nous aurons pour Tare d^un même nombre de degrés
d'où nous tirerons
Substituons cette valeur dans l'équation (7), nous trouverons
/' d ^ ' a _ /^ Ax' _ /• Ax'
par conséquent Téquation ( 7 ) deviendra
r àx' r . x'
I ■ , ■ : =: arc I sm = —
J sla^'^x'* \ a
et , si nous appelons x le sinus dont le rayon est a , nous pourrons supprimer l'accent de x dans l'équation précédente , ce qui nous donnera
,Q. r Ax \ / . X
(8) / , = arc sm = -
J sla' — x^ \
En second lieu, soit z l'arc CD {fig* 74) dont le
cosinus AG est a:, et qui a le rayon pour unité, nous
aurons
.r = ces z ,
et, en différentiant,
Ax •= — Az sin z, d'où Ton tirera
Ax
Az =
sinz'
INTÉGRATIOff PAR ARCS DE CERCLE. IqS
et, €n mettant pour sin z sa valeur tirée de Téquation
cos' z -h sin* z = I ,
on
obtiendra
do:
dz=-
— cos^z
ou
, parce que cos z
àx
dz =
et en intégrant, on
aura
/ni
dx
— arr
; ( nfts — /
Pour déterminer la constante C , nous voyons (fig> 74} que lorsque le cosinus CE = a: se réduit à zéro au point B, l'arc DC = z, qui est représenté par
/dar , . ^^ circonférence , . devient DB = -. ==T^; \jl — ,T^ 4
faisant donc
dâr
= y^ et X =lOsf
dans l'équation (9), on aura
(10) -jTT =r arc(cos = o) -h C;
et comme l'arc dont le cosinus est zéro est égal à -j tt , on voit que l'équation (10) se réduisant à C = o, l'équatton (9) devient
/àx f .
= arc (cos = x).
Si dans cette équation nous supposons j:='-> pour
passer à l'hypothèse où le rayon esta, nous trouverons,
en opérant comme dans l'art. âTi,
(12) / — , r= arc f cas = - ) •
I -h ar et en intégrant, on aura
àx
= z-hC :
prenant l'intégrale dans l'hypothèse que cette intégrale s'évanouisse lorsque x = o^ z devient nul, et l'on a
o = C; dono
(ï4) / , 2 = ^'c dont la tang est x.
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Si , comme on Ta fait à Tégard du sinus et du cosinus , on passe de l'hypothèse du rayon pris pour unité, à celle
où le rayon est a, en changeant x en -> il faudra mettre
-^ et 1 4- -r = ; — 9 à la place de djr et de i -h JC*
Ainsi, en divisant l'une de ces expressions par l'autre , on
arc ! tang - ) ?
a et, ^1 faisant passer a dans le second membre^
/• da: I / x\
277. Soit X le sinus verse DG (^g. 74) d'un arc DC == r . Le sinus verse et le cosinus, valant ensemble l'unité, nous aurons x -h cos sr = i, et en différentiant^
^x =iàz »[qz,
d'où Ton tire
da?
fl6) ' d« = -:
Or
sin 2 = v^i — cos^ z = y'( I — ces «) ( 1 H- cos «)
= sjx^T. — x) =: \!lx — X*;
substituant c«tte valeur dans l'équation (16), on a
. dx
dz = ?
et en intégrant,
{17) I - = arc ( sinus verse = .r ).
Je n'ajoute point de constante, parce qu'en supposant que l'intégrale s'évanouisse quand x est nul, z est aussi nul.
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se Si l'on fait x = - dans Téqualion préccdenle, on Irou-
vera
— = arc ^ si nus verse ^7. ax — x}
278. Lorsqu'on veut avoir la valeur de l'inlégrale pour une valeur déterminée de x, on opère comme dans Texcmple suivant .
Supposons qu'on demande l'intégrale de ^9 lorsque
a: = 7 ', le rayon étant i , la tangente sera donc 7 ; et comme les Tables des sinus sont construites avec un rayon de 10 milliards de parties, la tangente relative à ce rayon sera 10 milliards de fois plus grande; par conséquent cette tangente vaudra 7X10 milliards.
Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour expression
log 1 o milliards H- log 7 = 1 o + log 7 =r 10 -t- 0,845098 = 10,845098.
Cherchant ce logarithme dans les Tables des sinus , on verra qu il répond à un arc de
90^96', division décimale y ou de
81® 52', division sexagésimale.
Pour trouver la valeur numérique de cet arc, dans r hypothèse du rayon = 1, nous remarquerons que, dans cette hypothèse, la circonférence = 6,283...^ par conséquent nous aurons
4oo° : 90" 96' : : 6 , 283 ... : arc cherché = 1 ,42 . . . ou
36o° : 81^52' :: 6,283. . . : ârc cherché z=z 1,42
IMTÉGRATION PAR PARTIES. ÎQJ
DE LlNTÉGRATIOBi PAR PARTIES.
279. En prenant la dîflerenlîelle d'un produit de deux variables, par le procédé indiqué art. 14, on trouve
d,uo = ttdp-l- ♦'da;
intégrant et transposant, il vient
(19) fuduz^uif — Jvàu,
C'est à cette formule que l'on rapporte les différentielles que l'on veut intégrer par parties.
280. Par exemple, si l'on ignorait quelle est l'intégrale de jr"'dj:, on ferait 0?'"= m, àx = d^^, et l'on aurait
Substituant ces valeurs dans Téquation (19), on trouverait
f x'" dx -= af"-^^ — f x.mx^-^dx = j:^+' — mfx'"dx; réunissant les intégrales affectées de ^'"dx, on a
{m -h i) f x^dx =: x^-^^;
donc
r x^dxz= — h c.
Pour dernier exemple, cherchons à intégrer
dj: yrt' — x^ :
en faisant
V«^ — x^ =z u et da? = df,
nous obtiendrons d'abord
. , r x^dx
{20) fdxs/a^ — x^ := .r ^ a"^ — x^ ■+- I- •
Nous chercherons eusuile une autre valeur de
pour cet effet, en multipliant cette dernière expression
par
sjo"—-
sja} — x^ Rous aurons T équation identique
^ , / C à'àrx r x^èix
et, en effectuant la première des intégrations indiquée» dans le second membre, nous obtiendrons (art. 274)
1 dx^a^ — j:* = a' arc sin = - I — I ■ . ■-^;
ajoutant cette équation k rér{uation (20) , nous trouverons
2 f àx ^a^ — x^=z X \/«' — a:' -h fl' arc ( sin == '- j ;
done
J dx V fl* — x^= - ^a^ — .r^ H — a' arc ( sin = - 1 -f- C
On voit par ces exemples que lorsqu en général on a une expression telle que Jv^àu^ Tiutégration par parties fait dépendre cette intégrale de celle de y «dp, et que, par conséquent, cette méthode d'intégration n*est pas toujours applicable.
INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. I
ordonnée par rapport aux exposants a, S, y, etc., on aura
JlLàx =j[kx'^+ hx^ + Cxy -+- D^*^ -h Ex«-f- . . .) «l-^
Ax*-^'(*) Bx^-^' Qxy^' Dx^-^' Ea:«-+-' a + i 64-1 74-1 04-1 8-hi
284. Prenons pour exemple — '■ — 9 qui est la différentielle de log(a+x); on écrira ainsi cette fraction : X djc, et il s'agira d'abord de trouver le développe-
et I X
ment de > ce que Ton fera au moyen de la division \
ou plutôt on le déduira de cette formule facile à retenir,
En effet, si Ton change z en dans cette équation,
on a
multipliant les deux termes du premier membre de cette équation par a, et divisant ensuite toute Téquation par a, on obtient
par couséquent
/àx C (\ X x" x" \ . = l( ^4-- j4-... dx; a -t- X J \^ ^ « ^ /
*) Si l'un des exposants a , 6 , y, etc., était égal à — i, on intégrerait par logarithmes le terme qui en serait affecté.
(** ) On a trouvé ce développcmcut en effectuant la division de j par i— ««
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et, en intégrant chaque terme en particulier, on obtiendra,
, ^x r dx X x^ a^ jr* ^
et, en remplaçant le premier membre de cette équation par log {a-h x)^ intégrale trouvée en faisant i = i , dans la formule de Vart. 272, on aura
Pour déterminer la constante , nous remarquerons que lorsque a: = o , celte équation se réduit à loga = o -f- C ; substituant cette valeur de C , Féquaticm (24) deviendra
28S. Pour second exemple , cherchons à intégrer par
dx
les séries — ■ : en écrivant ainsi cette différentielle
Xdo:, il s'agira de trouver le développement de
5» Pour cela , en comparant cette expression à
(*) Observons qu^en déterminant ainsi la constante, on ne la regarde plus comme arbitraire, puisqu'elle est nécessairement égale au logarithme de a, quand on fait x = o, dans Tcquation (24). Là où cette constante a
/• dx 9 nous avons mis a-hx
log(a -+-x) : eti ejffet, Féquation(23] nous montre quô ^ est, en général,
la différentielle de C H r -r- etc.: or la suite log a-\ -+- etc.,
qui est le développement de Iog(a+x), est un. cas particulier de la suite
précédente; c'est celui où C = log a. Ainsi, lorsqu'on a mis 1og(a-»- x) à la
dx
1 c'est donc comme si Ton eût choisi parmi toutes les suites
place de / -
dx qui sont l'intégrale de -, celle où la constante est égale à log a.
Cette remarque peut s'appliquer aux autres expressions que nous allon», intégrer par les séries.
INTÉGllÂTIOU PAU LES SÉRIES. 20I
nous aurons r = — x*\ substituant cette valeur dans Téquation (21), nous trouverons
donc
on plutôt (art. 276)
( 26) arc (tang = x) = x — i-^-i — -+-..-f-C....
Quand a: = o, l'axe devenant nul , on a C = o.
286. Si la tangente est plus grande que l'unité , les termes de cette série allant en augmentant, on ne pourra donner une valeur approchée de l'arc ; .dans ce cas , on obtiendra
une série descendante en opérant ainsi : on fera J? = - dans
l'équation (^S) , ce qui la changera en
iH--.
1 x^ .r' ûr*
ar'
multipliant les deux termes du premier membre par x*, ou aura
X* III
iîTT = — P-^?-^
divisant toute l'équation par x', on obtiendra
x'-hi X* X* X« X* ^* ^ ^'
donc
J x'-j-i J \j? ^ i«"~"ï* "') ^^ et, en cirectuant l'intégration indiquée^
(27) arc(ung = x)==-i + ^-^^-h...+ C.
(*) On pai'viendrail dirorlemonl au même n'tsultat en divisant i i^x .X- -H I .
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Poui* trouver la valeur de la constante , nous ne ferons pas a; = o , car cela rendrait les termes du second membre de Téquation (ay) induis; mais en faisant j; = qo , l'expression arc (tang = x) sera égale au quart de la circonférence, et Téquation (ay) deviendra j circonf.z^o-^C] et en représentant par ^ tt le quart de la circonférence , l'équation (27) nous donnera
arc(tang = a:) = Itt - i 4- 3^ ~ g^ -h. . . . 287. Pour intégrer par les séries
on développera (1 — x*) % par la formule du binôme, de la manière suivante ; on calculera d'abord les coefficients du développement de (i — a:*)'", dans l'hypothèse de /n = — Y , en écrivant pour former ces coeflBcients ,
et, en changeant m en — -j, ces expressions deviendront
Multipliant successivement par — jt par — ^> etc.,
on formera les coeflScients qu'on mettra à la place de A, de B, de G^ etc., dans cette équation
(l--.r') "^= I— . Ax'-f-Ba:« — Cx«-t-. . .,
ce qui donnera
IMTÉGRATIODr PAR LBS SÉRIES. ao5
et en intégrant l'équation
on trouvera
I .r» ï 3 t:* I 3 5 r' (28) arc (sin =^) =x 4-- 3- -h--|-g--h--|-g --+-...:
nous ne mettons pas de constante, parce que lorsque a: = o, l'arc dont le sînus est x s'évanouit.
288. Il y a des cas où, pour déterminer la valeur de la constante, on ne peut faire ni x == o, ûi x = oo . Soit, par exemple»
en posant
et faisant
on trouve
_, —7? — rit
d'où l'on conclut, comme dans Part. 887,
àx _dar/ i i^ ^ 3 j_^ i_ 3 5^ y/^rZTi '^'^V 2'jp' 2 4-^* 2 4 6 X* et en intégrant, on trouvera
dx II I 3 I I 3 5 ^1
d'une autre part ,
f dx _ r dx . ^ -^ v^^—
J yjx'^ — i J s/x^—i X -h )/x'—
xdx j
X -f sjx'* — I
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donc
(29) log(x+ s/inn) = logx- i.-L-.-l.^.^-....
Pour déterminer la constante , on ne fera pas x = qo , puisque alors \oQic deviendrait 00 ; d'une autre part, on n'égalera pas x
à zéro, car les termes log j:, » etc., deviendraient inBnis;
mais si l'on suppose x = 1, l'équation (29) deviendra
Il I 3 I 1 3 5 I
22 244 24^^ ce qui donne
II I 3 I I 3 5 I
289. La fornaule (28) peut servir à trouver une valeur approchée de la circonférence^ car, en faisant x = -t elle se réduit à
arc
/ . . i\ I III ï 3 I I I 3 5 I I
(Sin = - =:-H -â'-rH 7 'F --T-»-- •7-23 ;
or le sinus qui a pour expression - étant égal à ta moitié
du côté de l'hexagone régulier, comme ce sinus répond à la douzième partie de la circonférence, nous aurons donc
circonf, i iii i3iii35ii
et, par conséquent,
si l'on prend les dix premiers termes de la suite
y. /l III 1^11 ic»;jii\ circonf. ^ziT.i" H ô*-^^ -'P'-tH T'T^ ') +
jj
INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. SoS
on trouvera
0,523598^7 ; donc
- circonférence = 6 (o ,52359877 ) = 3 , 14159262 ,
valeur dans laquelle Terreur ne porte que sur le dernier chiffre décimal, qui, comme on le sait, devrait être 5.
Nous avons trouvé (art
log(«H-x) = log«+--— ,+ 3-,-
Cette série étant un peu convergente, faisons x^=. — x\ nous aurons
loc (a — ar ) = loc a -, — ;r — • • • :
retranchant cette équation de la précédente, cela nous donnera
log(fl^-J:)-log(«-x) = 2^^-h^3-+-g-^-^ .,.y
ou
291. Pour déterminer, par exemple, k l'aide de celle formule, le logarithme de 2, on supposera
par conséquent,
donc
substituant, on aura
log 2 = 2 1 - 4- ^ ^- ^ • -7^
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En se bornant aux dix premiers termes de cette série, réduite en décimales, on déterminera la valeur du logarithme de 2 ; triplant ce logarithme , on aura celui de 2' ou de 8. Si, d'une autre part, on calcule par la formule (3o) le logarithme de -Q-? et qu'on ajoute ce logarithme à celui de 8,
on aura le logarithme de -^ x 8 = log lo. On voit que,
par des procédés analogues, la formule (3o) donnerait tout autre logarithme ; mais il est à observer que ces logarithmes sont des logarithmes népériens. Pour en déduire les logarithmes tabulaires, si nous représentons par La le logarithme tabulaire d'un nombre a, nous aurons a= 10^*; prenant les logarithmes népériens , cette équation nous donnera
log fl = log 1 o^** = Lfl leg 10,
«et, par conséquent^
log 10
c'est-à-dire qu'un logarithme tabulaire d'un nombre est égal au logarithme népérien de ce nombre, divisé par le logarithme népérien de lo.
1292. On a trouvé une série encore plus convergente q«e celle qui nous est donnée par la formule (3o), pour déterminer un logarithme. Voici de quelle manière on peut la déduire de cette formule :
En divisant a -{' x par a — .r , on trouve
a -+- X IX
IH
représentons par - la fraction > on a l'équation
et, en multipliant par a — x, il vient
flP PX
a-\' .Tz=i a — X -\ ;
tous los X étant transposés dam le premier membre, on obtient
vx av 2 j? H = —
multipliant par z, on trouve
2 &r -h PJP = rt»/ , et, par conséquent ,
substituant les valeurs de et de- dans la formule ( 3o) , on
a ce résultat :
et enfin,
2P-HZ 3(2Z-j-P)^ 6(2Z-f-p)* J
Par exemple , pour avoir le logarithme de 2 , on fera p = i , z = I , et par conséquent log 2 = 0 ; substituant ces valeurs dans la formule précédente, on obtiendra
II faudra diviser ce logarithme par le logarithme népérien de 10 (art. 891) pour avoir le logarithme tabulaire de 2.
Proposons- nous d'intégrer l'expression
dans laquelle le multiplicateur de do: est une fraction ra-
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tionnelle; nous allons démontrer que, dans Texpression donnée, on peut toujours supposer que n surpasse m; car, si cela n'était pas, Tintégration pourrait être ramenée à celle d'une différentielle de même forme, dans laquelle la plus haute puissance de x du dénominateur surpasserait la plus haute puissance de .r du numérateur; pour cela il suffirait d'elBectuer la division comme dans l'exemple suivant: Soit
Q' ^> -I- R' jî H- S' ' en divisant d'abord tous les termes par Q', on aura
faisons
nous aurons
ar'.+ Q"*'
R" ar + S
On effectuera la division de la manière suivante :
\ " reste. (Q" — R'" P" ) o:' -h (R" - P" S'" )x -f- S'''
représentons par M et par N les coefficients de x* et de r,
le i" reste devient Ma:' -h N x + S"
Suite de la division — M .r' — MR'" x — MS'''
second reste ( N — MR'").r + S" ~ MS"')
MÉTHODE DES FRACTIONS RÀTIOJVNËLLE£. ^Op
on peut représenter ce dernier reste par Kor -h L, et alors on a
P x^ -+- O Jc' -4- R x -4- S . fKa:-4-L)dx
Q' .r» -h R' jc -f- S' ^ ^ Jc'-hR"^^4-S*'
et en intégrant, on obtient
— -- — ^ ^. — dx = P" h Mx
ainsi la question est ramenée à intégrer
(K.r-4-L)dx J:'-+-R*XH-S"*
294. Il résulte de ce qui précède que, quelle que soit la fraction rationnelle que l'on considère, son intégration peut toujours être ramenée, dans le cas le plus général, à celle de
dx.
En regardant le dénominateur de cette fraction comme le produit d'un nombre n de facteurs tiîls que x — û, X — i, X — c, etc., ces facteurs peuvent être réels ou imaginaires, égaux ou inégaux.
Pour commencer par le cas le plus simple, nous les supposerons réels et inégaux, et alors nous opérerons comme dans les exemples suivants.
Proposons-nous d'abord d'intégrer ^ : décom
•«7 ~~~~ Cl
posant le dénominateur en ses facteurs, on écrira
n d-T adx
vr-2 — rt'' (.r — a) (.r -j- a) '
et l'on supposera
,o V odx /A B \ j
3i 7 TT -N^ ■< r- M*-^»
A et B sont deux constantes qu'il s'agît de déterminer. Pour cet effet , réduisant le second membre au même dénominateur, on obtiendra
fldx (Ax -h Au -+-Bj: — Ba)dx
Supprimant le diviseur commun [x — a) (x-h-a), et le facteur Ax , il restera
(Sa) fl = Ax -H Aa -4- Bjc — Ba;
et , en ordonnant par rapport à or, on aura
X ayant une valeur indéterminée , ainsi que le suppose (*)
la différentielle proposée, cette équation a lieu, quel que
soit X'^ par conséquent, d'après la méthode des coeflScients
indéterminés (voyez Note VI) , on égalera séparément à zéro
les coefficients des différentes puissances de x\ ou, ce qui
revient au même, on égalera entre eux les termes qui, dans
l'équation (82), contiennent les mêmes puissances de j:, et
l'on aura
A4-B=o, (A — B — i)a=zOy
ces équations donnent
En substituant ces valeurs dans l'équation (3i), on aura
donc
adx \àx \àx
x} — a} X — a X -f ti
(*) En effet, la caracléristique d, qui précède x, annonce que x est considéré comme variable.
et en intégrant, on trouvera
J "^^3 = T K' (^ — «) — T ÏOg («-+-«)-+- G,
et , par conséquent ,
Pour second exemple, prenons la fraction — di: : les
facteurs du dénominateur sont x et a* — x' \ et comme a* — X* se décompose en (a — x)x(a + x)j les facteurs simples du dénominateur sont x^ a — x^ et a-hx^ donc l'expression à intégrer est
X (a — J^) (« H- ^) je fais
jc(<z — a?) (a -f- x) X a — x «H-x' réduisant ces fractions au même dénominateur, il vient a^ + bx^ Ka^ — Aa?» -4- Bax -+- Bx* -f- C«x — Cx*
,^ ,, , — » ^ Tf ■ ---ri __!_ •
égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de x , on aura
B — A — C = ^, Bfl4-C« = o, Aa» = rt^
La troisième de ces équations nous donne A = a, ce qui réduit la première à B — C = a-f-i,et comme la seconde donne B -h C = o , on obtient en prenant successivement la somme et la différence de ces deux dernières équations , et en divisant par 2 ,
mettant les valeurs de A , de B et de C dans l'équation (33),
on trouve
« ' -f- /y.r ' , nd.T a -\- b , a -^ b .
(i .77 = -H ; ^. (la: ; r Q X \
donc, en intégrant,
a' + 6jr' , , (a+b) ,
= a\o%x—'''^ \\o%[a — x) 4- log(a + x)] + C
== a logx — — ' log (fl — x) (« H- or) -h C
— glogo:— ^''"^^^ log(«= — a:')4-C
= a logo: — (ûf -h è) log v^«' — x' -f- C. 296. Pour troisième exemple, soit -- — j^ c.à.x.
Comme il s'agît d'abord de décomposer le dénominateur en facteurs du premier degré, nous remarquerons que si l'on a une équation de me nie forme, et représentée par z^ — 6z-h8 = o, et qui soit satisfaite par les valeurs z = a et ^ = 4 ? oii sera en droit de conclure qu'elle équivaut au produit (z — 2) {^z — 4) = o. Or, en effectuant la multiplication , on voit que quelque valeur que l'on attribue à z^ le produit sera toujours z^ — 6;: -h 85 donc, lorsqu'au lieu
( * ) Pour prendre l'intégrale de d jt , comme la difTércntiellc de
2 (rt — r)
rt — X est — d j: , il faut écrire
(a -f- h ) et Von voit que l'intégrale sera — î log(rt — r) 4- C.
de z , nous mettrons x , nous aurons encore
(« — a) (x— 4)==^-+-6*"*-8• Par conséquent, quelle que soh la valeur du polynôme
x^ — 6x-H 8, il peut se décomposer en facteurs comme
s^il était égal à zéro.
Ayant donc trouvé que les racines de F équation ....
x^ — 6x-h8 = o sont 2 et 4 > nous écrirons
,,,. 3ar — 5 , Adj: Bd.r
et en supprimant le facteur commun dx, ce que nous aurons toujours soin de faire à l'avenir, nous trouverons, après avoir réduit au même dénominateur,
af^ _ 6.r -+- 8 " .T' — 6.r -4- 8 '
égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de X [voyez la Note VI), on obtiendra ces équations de condition,
d'où nous tirerons
mettant ces valeurs dan.s l'équation (34)» on trouvera
J.r'— 6j:-+-8 2j.r-— 2 2jx— 4
=: ^log (^-. 4) — A |og(,r - 2) ^ C.
Prenons encore pour exemple
j:' -f- 4 ÛJ7 — ^' '
égalant le dénominateur à zéro, et résolvant Téquation , on
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trouve
or' -f- 4«« — *' == (ar -h îM -H ^4^*"+" *0 {«-f-2flr — ^4^M^)« Pour simplifier, représentons ce dernier produit par
(a:-f.K)(x4-L); nous supposerons donc
réduisant le second membre au même dénominateur, lious
trouverons
X __ A-g -f- AL 4- Bx 4' BK
.r' -+- 4 ^-^ — ^' X* + 4 «lï? — ^'
d'où Ton tire
AL-f-BK=:o, A-f-B=:i,
par conséquent
donc
^^'^ ^ log(.r-f-K)--i^log(x4-L) + C.
x»-h4<ix— 6» K — L ^^ ' K — L
En général , soit
Px«-' -h Qx*-^ . . . + Rx -h S ,
une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du premier degré du dénominateur sont supposés inégaux; on résoudra d'abord Téquation
x«-4-Q'x™-'. . .-hR'x4-S' = o;
et ayant trouvé qu'elle est le produit des facteurs x — fl, X — i, X — c, etc., on écrira
p.r'"^i_l_Q^->...^^Rj;4_S ABC
En réduisant au même dénominateur le second membre de cette équation, chaque terme du numérateur de l'une des fractions devra être multipliépar le produit des dénominateurs des autres , c'est-à-dire par un polynôme en x de l'ordre m — i ; donc le second membre de cette équation sera un polynôme composé de m termes. Il en résulte que si l'on égale entre eux les coefficients des mêmes puissances de a:, on aura m équations de condition pour déterminer les coefficients A , B, C, etc. Ces coefficients étant connus, on n'aura plus qu'à intégrer une suite de termes tels que
Ad^ Bdr
x — a X — b Tintégrale cherchée sera donc
A log (x — a) H- B log ( jr — ^ ) -4- . . . -+- C.
299. La méthode que nous avons suivie , lorsque les racines du dénominateur sont inégales, ne peut servir, si parmi ces racines, que nous supposerons toujours réelles, il y en a d'égales. En effet, nous avons vu que , dans l'hypothèse des racines inégales, on pouvait écrire
(jr — fl) {x — b) (.r — c) (jc — d) (x — c) A B C D E
si plusieurs de ces racines étaient égales, si , par exemple , on avait a= b = c^ l'équation précédente deviendrait
Par*H A4-B-hC D E
[x — af(x — d)[x — e) .r — a x — d
Alors, en réduisant le second membre au même dénominateur, A -f- B -H C pouvant être considérés comme une setde constante A', on voit que les trois constantes A', D et E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations dç
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condition qu'on doit obtenir en égalant entre eux les coefGcients des (nèmes puissances de or.
300. Pour éviter net inconvénient , cherchons à décomposer la fraction
{x — ay (x — fi) (x — e)
en un autre assemblage de fractions, qui, réduites au même dénominateur, puissent la reproduire.
Supposons donc
P^-f-Qr^H A 4-Bar-f.Cx' D E
(.r — ay (x — dj(x — e:) {x — fl)^ x — d x — e
De cette manière , en réduisant le second membre de cette équation au même dénominateur, nous aurons un polynôme en X du quatrième degré, qui renfermera cinq constantes arbitraires : ce qui suffira pour établir l'identité des termes affectés des mêmes puissances de x. Maintenant je vais démontrer que le terme
{x — ay
peut se mettre sous la forme
{x — ay (x — ay (x — a)
A', B', C\ étant des constantes indéterminées. Pour le prouver, soit
X — az=z z;
on a
donc
A 4- Bx -h Cx* __ A 4- B g 4" Cfl' -i- Bz -^ 2 C ga -f- Çg'
[x — ay z^
A-hB«H-Ca^ B4-2C^ C
mettant la valeur de z dans cette équation , on obtiendra
A4-Bj74-Cj:'_ A -4-Bff -hCa» B + aCfl C
(x — ay [x — aY (x — ay x — a
résultat de la forme prescrite, puisque A', B', C sont des constantes.
Cette démonstration pouvant s'appliquer à une équation d'un degré plus élevé, concluons qu'en général on peut supposer
"H 1 î^ — : H~ ; tz — : • • • H~
{x — aY \^x — fl)"-' {x — fl)"*-* [x — a)
Il résulte de ce qui précède, que pour intégrer l'expression
i! Xr — f- . • . ,
(j: — aY (j? — ^) (-^ — ^)
on écrira
{x — aY (j? — ^) (-îc — c)
{x — af (x^ay (x — a) {x—d) (x — 6')'
réduisant les fractions au même dénominateur, on déterminera les constantes A, A', A", D, E, etc. , par le procédé que nous avons déjà employé, et Ton aura ensuite à trouver les intégrales des expressions suivantes :
Adj: A'dx A'^dx Vax Edx
[x — aY («2? — a y X — a (x — U) [x — «?)'
pour intégrer les deux premières, comme dx est la différentielle de l'expression x — «, renfermée entre les parenthèses, nous supposerons (art. 270) x — rtr=: z^ et nous
aurons
Prenons pour exemple la fraction
2tfxclx
nous aurons
2 flx A A'
réduisant le second membre au même dénominateur, et supprimant ce dénominateur commun , il reste
d'où Ton déduira ces équations de condition
2 a = A', A -f- A' fl = o ; elles donnent
A'=2a, A=: — 2fl*;
par conséquent
,«^. laxàx 2«'dx 2ûfdx
(x4-«)' (x4-fl)« (x '\- a)
Pour obtenir l'intégrale, remarquons que àx étant la différentielle de x-{-a^ nous pouvons (art. 271) supposer
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X + a^ Xi donc
iotégrant la première fraclion du second membre par la règle de l'art. 262 , et l'autre par logarithmes, nous obtiendrons
jfTTT). = - + "'»«■ + <=.
el , en remettant la valeur de z ,
/zaxdx 2 a' , , , „
Pour second exemple , cherchons l'inlégrale do
en égalant à zéro le dénominateur, on voit que tous tes termes se détruisent dans l'hypothèse de x = a; donc l'équation x* — ax' — o'x + a* est divisible par x — a. En effectuant cette division, on trouve pour quotient x* — a'; ainsi la quantité à intégrer est
Nous supposerons donc
réduisant le second membre au même dénominateur, obtient
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développant et égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de a:, on obtient ces équations de condition ,
(37) A'H-B = i, A — 2Brt = o, Afl — A'fl'-4-Bii»=o.
Si Ton multiplie la première par a*, et qu'on l'ajoute à la troisième j on aura
Aa -4- 2 B «' = «';
celle-ci , à son tour, étant ajoutée à la seconde des équations (37) multipliée par a, on trouve
a^=7.Xa et A = -5-û;
mettant cette valeur de A dans la seconde des équations (37) , on obtient
et, par conséquent, la première donne
au moyen des valeurs de ces constantes, Téquation (36), multipliée par dx, devient
jc^dx adx 3dx àx
(x — aY(x-ha) 2{x — ay ^(x—a) ^(x-i-a) Pour intégrer — ; r-» nous ferons x — a = z, et celte
° 2(.r — fl)*
j . , adz az~^ , . ,
expression deviendra — - = d z , et aura pour inte-
gral«(arl. 262)
donc
j log ( JT + fl ) + constante
303. On opérera de la même manière si , dans le dénominateur, il y a plusieurs groupes de racines égales. Soit, par exemple ,
a Ax a d
nous supposerons
et, en réduisant au même dénominateur, nous trouve*
rons
(JF— l)2(x-|-l)'
_ A(x-H)'4-A'(x— i)(jr-4-iV-4-B(^--i)'4-B^(x-hi)(.r>~i)'^
supprimant les dénominateurs et développant les numérateurs, nous trouverons ces équations de condition :
A'-+-B' = o, A+A'-h B — B' = o, 2A — A'— 2B — B' = o, A— A' -h B-hB' = a.
La première de ces équations réduit la troisième à 2 A — 2 B = o , donc A =B •, la seconde réduit la quatrième
à 2A-t-2B = a; de ces équations on conclut A = ^ = B ,
par conséquent la quatrième devient B' — A' = -jfl; cette équation étant combinée avec la première, on trouve
Au moyen des valeurs de ces constantes, la dilTércntielle proposée devient
I r dx (i.r- (l.r (\x "I
4 '^ I (JT — If (.r 4- i)-' "" r — I r-f- i J '
On intégrera les deux premières de ces expressions par les règles des art. 270 et 262, et les autres par logarithmes, et l'on trouvera
304. Avant que d'examiner le cas où le dénominateur contient des racines imaginaires, faisons quelques observations sur ces sortes de quantités; considérons d'abord l'équation
(39) jr^-f-/?a; 4-7 = 0,
et cherchons les conditions nécessaires pour que les racines de cette équation soient imaginaires : en la résolvant, on trouve
La première condition nécessaire pour que cette valeur de X soit imaginaire , est que le dernier terme de l'équation (39) soit positif; car, s'il était négatif, l'expression — q , qui est sous le radical , changerait de signe , et le radical n'aifectant alors que des quantités positives , x ne pourrait être imaginaire. Cette condition étant remplie,
X sera imaginaire, si q surpasse y /?'. L'excès de q sur 7-/?*
étant alors une quantité essentiellement positive, représentons-le par j3*, puisqu'un carré est toujours positif: nous aurons
faisons - = a pour éviter les fractions, cette équation
deviendra
7 = a^-l- fJ';
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substituons ces valeurs de p et de </ dans la proposée, nous trouverons
(4o) ^ x'-4-2a.r -h a»-hP'= G.
Cette équation étant résolue, donne
ses deux racines sont donc
-— a-hP\/ — I et — a — p^— i,
ce qui montre que ces racines sont disposées par couples, de telle sorte que Tune étant connue, fait connaître Fautre en changeant le signe de la partie imaginaire.
305. En général , une équation peut avoir plusieurs couples de racines imaginaires, et chaque couple donnera Heu à un facteur du second degré, de la forme
3(K). Quelquefois les racines imaginaires sont égales, au signe près *, c'est ce qui arrive lorsque a = o ; alors l'une
des racines est (3 y— i et l'autre — j3 >) — i , et le facteur (4^) 5 du second degré, se réduit à x* -H- (3*.
307. Pour donner un exemple d'une équation dont les racines sont imaginaires, je prends l'équation
x* — 6«j: h- iOâ^ = 0;
en la résolvant je trouve
jc = 3fl±v^-^fl* = 3a±tfv^ — i;
comparant celte valeur de x avec l'équation (4i) , j'ai
donc, dans \v cas présent, l'équation (4^*) devient
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Au reste, quand on a une équation telle que
dont les racines son L imaginaires (^) on peut la comparer immédiatement à la formule [^2) , et Ton a 2 a = 4» donc a' = 4î si Ton retranche 4 ^^ '2, il reste 8 pour (3*, et l'équation proposée peut se mettre sous la forme
Le terme 8 , à la' vérité , n'est pas un carré parfait *, mais alors on le regarde comme celui de ^8,
309. Occupons-nous maintenant de l'intégration des fractions rationnelles dont les dénominateurs renferment des facteurs imaginaires ; et, pour commencer par le cas le plus simple, considérons celui où il n'y a qu'une couple de racines imaginaires dans le dénominateur : supposons, par exemple, qu'après avoir décomposé le dénominateur en ses facteurs, on ait trouvé
(j:^a)(x'-' b). ., [œ^ h) {x^ -^ nax-i- a'' -h 6=») ^ '
on égalera, comme nous Tavons déjà fait (art. 300), cello fraction à cette suite de termes :
Ad.r Bâx Hdx Mj;-hN ,
1 r ... H ; H -T do:,
et ayant détermine les constantes A, 6, . . . , H, M, N, par le procédé que nous avons employé, tous ces termes, hors le dernier, s'intégreront par logaritliraes; à Tégai-d de ce dernier , il s'intégrera de la manière suivante :
On remarquera que a* -f- lax -\- a' étant un carré parfait, le terme à intégrer peut s'écrire ainsi :
(.r-haj-'+ ^'^
(*) On lo reconnaît lorsque le» conditions de Vnrl. 304 sont remplies.
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Et, en faisant x 4- a = ^ , il devient
dz;
et y en nommant P la partie constante IN — Ma, il se réduit à
Mz-H P ,
- « -^ dz:
cette expression se décompose en celles-ci*:
Mzdz Pdz
Pour intégrer la première, nous observerons que zdz étant la différentielle de* ^*-}- 6', a un facteur constant près, on peut (art. 271) supposer z*-r- S^ =y, ce qui nous donnera, en différentiant,
zdz = -^:
substituant ces valeurs, nous obtiendrons • 9 dont Tin-
légrale sera
^logj.= ^Iog(z^-f60=-log[(.r4-a)^4-6^]
= — log (.r2 -f- 2 ax 4- «* -h 6^)
= M log(j:*4- 2ax-f-a'+6')'^ = M log s/a?'-h 2 a.r -h a^-h 6^
A l'égard de l'expression — ^ 9 en divisant ses deux termes
par 6*, elle peut se mettre sous cette forme :
dz P T
-arc
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et Ton voit que son intégrale est
/ 2\ N— Ma / .r-ha\
^tang = -j ==__arc(^lang = -^j;
donc , enfin ,
r MX-+-N ,
. . ■ — ^ N—- Ma (^ JîH-a\
= Mlogy.r»-|-2ax-|-a'H-6*H — arc I tang=— g— J •
Prenons pour exemple la fraction — àx : le
dénominateur ayant x — i pour facteur, nous trouverons Vautre facteur par la division, et la fraction proposée pourra se mettre sous la forme
a -^ hx z r—, ' : cl jt:
x*H-a:-f-i étant le produit de deux facteurs imaginaires, ainsi qu'on peut le reconnaître en résolvant l'équation X* H- a: -f- 1 = o , nous écrirons
bx _ A Mx4-N
[x — i) (d:'-|- j; -4-1) X — I j?*-4-a:-hi
réduisant au même dénominateur et opérant comme nous l'avons indiqué , nous trouverons
nous décomposerons ensuite le facteur x^-hx-i-i en facteurs simples, en le comparant à l'expression ( 4^)5 ce qui nous donnera
et, par conséquent,
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substituait ces valeurs et celles de M et de N dans Téquation (43) , qui nous donne la seconde partie de Tintégrale, ei observant que la première est
Adx a '\- b
nous trouverons
log(x — i).
/{a -Jf b.T)àx a-^b («-1-^), r
.r'-f-x-hl
-h' — -j^ikrc\ tang=-^^ -^ | -h C.
«il 1 . Lorsque la fraction aura dans son dénominateur des facteurs imagipaires égaux, elle contiendra un ou plusieurs facteurs du second degré, delà forme (a:*-+-2aar-ha'-f-6*)''T suivant qu^elle renfermera un ou plusieurs groupes de facteurs imaginaires égaux* Le facteur
correspondra à cette suite de termes
H-4-Rjc H'-hK'.r
(.r'4- 2ax-t- at'-l-ê^)'-' x» 4- 2 ajc -+- a*-+- 6^ ■
ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs égaux , on déterminera les constantes
H) K., H) IL) H y JV.y...j Hl y fV| , . . . I
comme précédemment.
On multipliera ensuite par dx^ et il ne s'agira plus que d'intégrer chaque terme séparément, ce que Ton pourra toujours faire lorsqu'on saura intégrer le premier terme de la suite (44) multiplié par d.r, puisque tous les autres sont
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de même forme. Pour cet eflet, nous écrirons ainsi ce leraie :
faisant x -h a = 2 , il deviendra
H — Ka-hKa ,
clz :
et , en nommant M la partie constante H — Ka, on aura à
intégrer
M-hKa
Cette fraction peut se décomposer en ces deux-ci :
Kzdz Mdz
. Pour intégrer la première, comme zd-z est la différentielle de ^* -H 6', à un facteur constant près, nous supposerons z*-i'è*= y (art. 271) , et nous aurons zdz ^= jày^ substituant , on obtiendra
rjs^dz^_ r^ dr^^i . ^Kr^
I — /? 2(1—/;) (6='-f-z»}^~' 312. Il nous reste à intégrer — ~- ; ou plutôt
(45) ^i{^'-hz')'-Pdz.
Pour parvenir à cette intégrale (Note \ll)^ nous la déduirons de celle de/(6*-|-z*)''d2, de la manière suivante :
En diminuant Texposant p d'une unité, c'est diviser par 6* -I- 2*5 par conséquent, en multipliant en même temps par la mênie quantité, nous aurons l'équation identique
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et, en exécutant la multiplication indiquée dans le second membre, il viendra
(8»+ s'}P(ii = e'(e'+î'}p-'dï-(- (S' -(-*'>'-' ï'd»;
intégrant, ou aura
(46)/(e' + «')''d* = e-/[6'+z-)P-dsH-/(3'-,-e')f-*'a6. Des deux intégrales qui sont dans le second membre de cette équation, nous laisserons la première sous le signe qui l'indique; à l'égard de la seconde, nous y appliquerons l'intégration par parties. Pour cela, en multipliant et en divisant par a l'expression (6*-}- 2')''~'^'da, nous l'écrirons ainsi :
asdi;
alors (6' + ii»)''-'azdr sera la différentielle de ^^~^» de sorte que l'expression (47) deviendra
en la comparant à la formule {art. 279)
(le l'intégration par parties , nous ferons
„ = i, . = (il±ilï,
et nous trouverons
Substituant celle valeur à la place du dernier terme de l'équation (ijâ), et mettant les constantes eu dehors du signe d'intégration ,. cette équalîon {^6) deviendra
/(8.+ ,.)i.j, = c./(e.4-vr'.l.
2 fS' + s'y 1
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transposant le dernier ternie dans le premier membre et réduisant, on trouvera
on tire de cette équation
faisant^ — 1 = — p, et par conséquent p = i — p^ on a enJSn
Au moyen de cette formule , on fera dépendre Pint^rale de (6* + -2*)"''ds d'une autre, dans laquelle la valeur numérique de l'exposant, au lieu d'être p^ sera moindre d'une unité ; par la même formule, on fera dépendre ensuite l'intégrale de (6'+ z^)'^P''^dz, de celle de (6* -4- z*)'^P-*>d2, ainsi de suite; de sorte qu'après chaque substitution, Texposant de la partie intégrale diminuant d'une unité, il ne restera plus en dernier lieu qu'à intégrer l'expression
or nous avons vu (art» 276) que l'intégrale de celte expression était
? arc (tang = f j •
On ne cherche pas à faire dépendre l'intégrale
/(6^4-2')-'dz, de celle de /(6»-l- z'iMz, quantité qui se réduit à z : car, si dans la formule (48) on
faisait ^ = i, le terme
2(1— ;;)6'^ ^^ deviendrait infini.
313. Il résulte de cette théorie que l'intégration de toute fraction rationnelle ne dépend que de ces trois sortes de formules :
1°. fx^dx =
/iT7i = '°8(' + ''^'
c'est pourquoi on dit que toute fraction rationnelle peut toujours s'intégrer ou algébriquement, ou par logarithmes, on par arcs de cercle, ou par le concours de ces moyens.
314. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui renferme tous les cas : soit donc la fraction rationnelle
RR'R". . SS'. . .TT'. . .UU
dans laquelle on a
R =« — fl,
R' = X — by , ^
} f acteurs réels inégaux;
S' = ( a: — rf)", \ facteurs réels égaux;
T =x'-h2a x-ha' +6^ ,
1^ =: x^ -i- ix' X -^ tt!* '\' 6", } facteurs imaginaires inégaux;
U' = (.r»-h2a^xH-a;-+-6;)*, \ facteurs imaginaires égaux;
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Notre but étant d' obtenir, par une transformation , ]es
valeurs de x , de d x et de Va -f- éx 4- x*, en fonction rationnelle d'une nouvelle variable z , nous supposerons
(49) v/a 4- 6jc -H JP* = z -f- X (•) ,
parce qu'en élevant au carré, les termes en x* se détruisant, il nous restera entre ^ et x une équation du premier degré , de laquelle on pourra tirer les valeurs de x et de dx en fonction rationnelle de z. Elevant donc Téquatiou (49) au carré, et supprimant les termes en x*, on obtient
(50) rt -h ^2; = 2 jc» + z-, d'où Ton tire
au moyen de cette valeur, l'équation (49) devient
S a '\- bx -\~ X* = -, h *;
ou , en réduisant au même dénominateur,
. . (^2 — bz-^a)
(Sa) V«-h 6ar-hx» = — i ; -.
Il nous reste à déterminer dx en z : pour cela nous différentierons Téquation (5o), et nous obtiendrons
bàx = 2xd2 -h 22dj; -h nzàz^
d'où nous tirerons
et si on élimine le radical entre l'équation (49) et l'équation (52), on aura
(*) Oh pourrait aussi égaler le radical Sl x — x, puisqu*en élevant les deux membres au carré, les termes en x' s'évanouiraient également.
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subslituan-l celte valeur dans Téqualion précédente, on
(6 — 2«)clx= i— : /ds,
et
(53) dx=-ii£-=l^iif.)d..
317. Prenons pour exemple nous écrirons ainsi cette expression :
en faisant ^== a et g = 4. L'équation (53), divisée par l'équation (62), nous donnera, après avoir réduit,
àx adz
et, en divisant par Téquation (5ï), on aura
dx âds
« V« 4- hx 4- jr= «' — « '
multipliant les dénominateurs par ^C, cette équation deviendra
àx
X V^ \/fl H- 6x -h x' ou
dx 2dz
X v^A H- Bo: -4- Cx' («»— fl) v^C fraction qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles, puisqu'on peut regarder y^C comme une constante ordinaire.
es
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318. Pour second eicemple , prenons do: \Jnr + o^ : en comparant le radical à celui de la formule (Sa), nous avons a = m', 6 = 0, et en mettant ces valeurs dans 1 équations (Sa) et (53), nous trouverons
donc
dx VW -f- .^' = — ^^ — 7 ^ d 3.
Lorsqu'on aura intégré cette expression rationnelle, on y substituera la valeur de z en x.
319. La méthode précédente ne peut servir quand Cx' est négatif, car en opérant comme ci-dessus, on aurait
et en désignant par a cl & les constantes — et -t on trou-
verait
v/A-H Bx— Cjc' ~ v^C \/a -}- ùx-^ x\
Or, si nous supposions s]a-{-bx — a;' = JC -+- ^ , en élevant au carré les deux membres de celte équation , les termes en x^ ne s'évanouiraient pas, et alors la valeur de x en 2 serait irrationnelle. Pour traiter ce cas, nous remarquerons préli min ai rement que le polynôme a--\-bx — x^ est décomposable en facteurs réels du premier degré (*).
( *) Pour le démontrer, nous écrirons ainsi ce polynôme :
— (x* — hx — n),
pt nous trouverons les facteurs de a-'— hx — a, en égalant ii zéro cello expression , ce (jui nous donnera
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Soient a et a' les racines de réqualioii x' — bx — a = o^ nous aurons > d'après les propriétés des équations,
x»-.^ar — « = (or — a) (* — «'), {NoteYUl)
et , par conséquent , en changeant les signes ,
a -^ bx — a;'= — [.t — ol) [x — a') = (a: — a) [a! — x);
substituant cette valeur dans le radical , nous supposerons
celte équation élevée au carré nous donne
[x — a) [oJ — x) = (.r — «)'«';
et ^ en supprimant le facteur commun , on a
d'où l'on tire
donc
et, en réduisant au même dénominateur,
cette, valeur étant mise dans le second membre de l'éijualion (54) ) on obtient
donc, par la propriété des équations (^voyet la A'oie VIII ),
et puisque, par hypothèse, a représente une quantité positive, les facteurs qui composent ce produit ne peuvent être imaginaires. Au reste, sans résoudre l'équation x' — hx — 0 = 0, on peut conclure, d'après 1c sijjne de »oii dernier terme (art. 504), qu'elle a ses racines réelles.
Â regard de d:r, il suffit de différentler Téquation (56) pour en obtenir la valeur en js , et nous trouverons
(58) da- = — l^-^zd..
I .Ijil
V fl -f- bx — x' nous diviserons Féquation { 58 ) par Téquation ( 5^ ) , et nous
aurons
do: 2(a' — tx)z 2ds
donc
/ . , =: = — 2arc(tang = z) 4-C,
J \a -h bx — x^
ou, en remettant la valeur de z, donnée par Féquation (54)^
r dx ^ f s/(x— a)(a' — x) / — = C — 2 arc l tang = ^^^^ '-^
J ^a-h bx—x^ \ •« — «
=r C — 2 arc ( tang
321 . Prenons encore pour exemple dx \/2 ox—t-x* : eu comparant ce radical à celui de Téquation (54),. nous aurons « = o , a' = 2 a, et les équations (47) et (48) deviennent
\x(7.a — x) = » dx = — -— i rdzi
ces équations multipliées l'une par l'autre nous donnent
expression qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles.
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DE L^IHTÉGRATION des DIFFÉRENTIELLES BIROHES.
322. Nous avons vu qu'un moyen très-fécond pour intégrer des fonctions qui contiennent des radicaux, était de transformer ces fonctions en d'autres rationnelles, pour pouvoir y appliquer la méthode des fractions rationnelles.
La difficulté est de trouver la transformation qui peut être employée pour chaque cas ] nous avons indiqué celle qui convient lorsque les radicaux ne sont que des trinômes dans lesquels la variable ne surpasse pas le second degré \ ces sortes d'expressions étant très-fréquentes dans l'analyse, il était utile de faire connaître la transformation propre à les rendre rationnelles. Nous avons aussi donné un procédé général pour rendre rationnelles les fonctions qui ne contiennent que des monômes élevés à des puissances fractionnaires; nous allons examiner maintenant si, à l'aide d'une transformation, on peut rendre rationnelles les expressions binômes qui sont affectées d'exposants fractionnaires.
La formule générale des expressions binômes est
Si p est un nombre entier, cette formule s'intégrera par Tart. 269 ; mais lorsque p sera égal à la fraction -? nous
{*) L'expression binôme Ax''h-Bx' étant un cas particulier de celle-ci ,
(Ax''-i- hx')P, c'est à cette dernière formule que nous rapporterons les différentielles binômes ; nous pourrons récrire ainsi :
et, en faisant s — r =. n^ rp =.m — i, elle deviendra
x'«-'(A-+-Bx'')^
On a préféré remplacer rp par m — i, plutôt que par m, parce que les conditions d'intégrabilité seront plus faciles à exprimer, comme nous le verrons.
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aurons
p (5g) X'"-' [a 4- bx'')i d.r.
Pour rendre celte expression rationnelle, nous ferons
(60) n 4- A.r» = zy,
OU, ce qui revient au mème^
[n -{- bjc''y= Zj
Cl , par conséquent ,
(61) {a-h b.tfY=zP.
L'équation (60) étant diflérentiée nousdouue
(62) 6/ïjr"""'d.r = ^«?~* dz;
la même équation (60) étant résolue par rapport à a:, on a
donc , en élevant les deux membres de cette équation à la puissance ni, on obtient
ditFérentiant les deux membres , mettant les constantes en dehors, et divisant par m , on trouve
substituant dans l'équation (69) cette valeur ainsi que
celle de (a -h tjc")'', donnée par l'équation (61), on a enfin
(63) 4(^V ^"^'-'Az.
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Cette expression est rationnelle lorsque — est un nombre
entier positif; car alors — - — est élevé à une puissance
entière, et l'on peut réduire l'expression (63) à un nombre limité de monômes , qui sont intégrables chacun par
l'art. 262 ou par l'art. 268. Si — est un nombre entier
négatif, l'expression (63) devenant aussi rationnelle, on peut l'intégrer par la méthode di?s fractions rationnelles.
Prenons pour exemple l'expression
Dans ce cas, nous aurons
p = :bj q = 3y m — i=5, ou to=6, « = 2;
par conséquent la condition d'intégrabilité est satisfaite. Substituant ces valeurs dans l'expression (63), nous aurons à intégrer
(«' — ayz* az:= — j- az 7— z' d z -) ^ z* d 2 ;
z b^^ ih^ b^ 7.b^
,. , , xT . 3z" 3û«» 3a*z*
on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de -z en jc.
325. Pour obtenir une autre condition d'intégrabilité, écrivons l'expression (Sp) de la manière suivante :
et, en élevant les facteurs du produit (;;;;; + ^j x'\ à la
puissance -5 nous aurons
Or, d'après la démonstration précédente , il faut , pour que icitc quantité soit intégrable, qu'on ail
— = nombre entier.
ou j en exécutant la division indiquée,
1 = nombre entier,
326. Prenons pour exemple l'expression x* àx\la-\-bx^- En écrivant ainsi. cette expression,
on a
m = 5, /î = 3, p = iy 7 = 3, par conséquent
donc cette quantité est intégrable. Dans ce cas, on aura (art. 325)
o:^-' {a -H bx^y dx = x»-' ( fL-^^ bV xdx ;
et en réunissant les exposants de x, cette expression deviendra
(64) ^'{ax-'-hbydx;
faisant rt.r~^-f- b = ^% nous trouverons
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la dernière de ces équations nous donne
doù Ton tire, parla différentiation ,
az^Az
àx = —
[z^^by
multipliant entre elles ces deux dernières équations , on a
a'2'ds
(z^-^by
cette valeur de x^ àx et celle de [ax^^ -4- b)^ étant substi* tuées dans Tcxprcssion (64), on trouve enfin
expression qui est intégrable par la méthode des fractions rationnelles.
Des formules de réduction des différentielles binômes,
327. Lorsque l'équation x^'^^ àx[a ^bj^y ne salisfait pas aux conditions d'intégrabilité que nous venons de prescrire, un peut y appliquer Tintégration par parties, de la mar]ièr<o suivante :
En comparant la formule yx"^' djt (/? -4- bx*^ )p au premier membre de l'équation (art. 279)
fu âv = uv — fv d u y nous supposerons
(a H- bx")P = w, .r*~'da: =rdp; donc en: — ;
et nous aurons, en mettant les constantes en dehors du signe d'in-
tég ration ,
= (rt 4- ffx"Y ^^ Tr" f /ï -h bx")P-' .r"-' (Us
ou, en réunissant les exposants de .r,
= (« -h ijp»)P— —^Ta:'"-^'— (« -+• ^.r«y-'d.r; ^ ' m m ^ ^
d'une autre part, on a l'équation identique
{a -h ftjT")'' = (« -h 6:r")P-« {a 4- ^x»),
et , en exécutant la multiplication indiquée , cette équation donne
multipliant les deux membres par .r"~' dx, on trouve
-H éx»)/»-'.
Au moyen de cette équation , on peut éliminer le dernier terme
de réquation (65), car, si Ton multiplie l'équation (66) par— ? et qu'on l'ajouta à Téquation (65), on trouvera
(i 4- — I faf"-'dx[a 4- bx")P
= (^i 4- àx^y h ^ /x'"-' dxia-h ba^y-' ;
multipliant par m et divisant ensuite par le facteur constant du premier membre, on obtiendra
fx^-' dx (a 4- bx^y = -{a 4- ^x">
jxr~' dx [a 4- bx"y-'.
m 4- pn Par cette formule, on pourra donc faire dépendre Tintégrale
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de x"*-^dx[a -f- ba:")p, d'une autre dans laquelle l'exposant qui afTecte la parenthèse sera moindre d*une unité.
Si dans cette formule on met ensuite p — i à la place de/;, l'intégrale de .r"-' d^ ( fl -4- bx")P-^ dépendra de celle de
par un même procédé , celle-ci , à son tour^ dépendra de celle de jc^~^ dx {a -\- bx"y~^y et ainsi de suite : de sorte que l'exposant de la parenthèse sera successivement/?, p — ly p — 2,/; — 3,..., p — n, (Par /i, nous représentons le plus grand nombre entier contenu dans p que nous supposons fractionnaire.) Si Ton peut obtenir l'intégrale de af^^ dx (a -f- ^x")/^", on aura celle où l'exposant de a -h bx'^ est plus fort d'une unité, et ainsi de suite, jusqu'à l'intégrale de x"""' dx (a H- ftx")'*, qu'on obtiendra de cette manière, en un nombre limité de termes algébriques. Si p était négatif, l'équation (67 ) donnerait
/x«-' dx {a + bx^y-'
— x"(fl 4- ôx»/+ (/w -f-/>/i)/x'"-'dx(rt 4- bar*)P ^
pna '
faisant p — \'=. p^ on aurait
I/x'»-'dx(û -h bx"y __ — x*(a-h^:c")''^*-h[/wH-(/;-hi)/ï]/^~'dx(rt-h^x«)/'+' ^ • (/?H-i)/îa '
formide dans laquelle , si Ton fait p négatif, l'intégrale proposée dépendra d'une autre dans laquelle l'exposant de la parenthèse sera plus près de zéro d'une unité.
5S8. On peut aussi diminuer l'exposant de x, hors de la pa* renthèse. Pour cet effet, on égalera entre eux les seconds membres des équations (65) et (66), vu que les premiers sont égaux, ce qui donnera
x"* Dïlb (a H- ba^Y — /x«+"-' (a -h ^x»)/^-'dx
;=«/x'"-'dx(rt -f- ^x">-'4- ^/.>c"'-^"-WU(rt -+- bx^y-\
d'où Ton tirera
b 4- ^^ ) /««-+■'—' ( a -+- ^x" )P-' dr-
= {a -h baf'Y afxT-^ d.r (« -f- bx^y-' ,
et> par conséquent,
b [m -\- pn) faisons m -^ n = m, p — 1=/?, cette équation deviendra
IfjC^* dx [a -f- bx^y Ça 4- bx^y-^' jf^ ^[m--n) afx^''-' dx{a-hbx^y b{m -^ pn)
Au moyen de cette formule , l'intégrale dépendra d'une autre dans laquelle la parties?"""', hors de la parenthèse, deviendra a:"-"-'; cette seconde intégrale dépendra à son tour d'une troisième, dans laquelle la partie hors de la parenthèse sera m — in — i : en continuant ainsi, les ]exposantsde x hors de la parenthèse seront successivement m — i , m — n — i , m — un — i, m — 3/ï — !,•••> m — r/z -— i . (Par m , on entend le plus grand multiple renfermé dans m.)
A la dernière de ces opérations , l'exposant de x hors de la parenthèse, dans le second membre de l'équation de. réduction , sera donc m — m — i ; par conséquent x , dans le premier membre de cette équation , aura pour exposant m — (r — \)n — i : ainsi , en faisant m'=.m — (r — i) /i , dans la formule (69), et en représentant par X la partie intégrée , cette formule nous donnera
/ yx«-C'-')'>-i dx [a H- bx^y
^1^) <__ X— [m — ra) a J x^-'"-' dx [a 4- bx^Y
{ 6[/w — [r — \) n -i- pn]
Si rn est égal à w, le coefficient m — m est zéro, ce qui fait évanouir, dans le second membre de l'équation préf^édente, la partie
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affectée du signe d^intégration , et il reste
/x*- C"- 0«-i dx{a'h ha^)P =
bn[\-^p)
Cette intégrale étant déterminée exactement, toutes les autres le sont à leur tour, par conséquent la formule proposée est alors intégrable.
5S9. Nous avons supposé que m était positif dans la formule (69) qui diminue l'exposant hors de la parenthèse; pour avoir celle qui convient au cas où m serait négatif, nous tirerons de la formule (69),
[a -h^J^^y-^'J?*""— b{m -^np) faf^-^dx(a + ba:")P
faisant m — /2 = iw , on aura
If x^-~^ dx (û -f- bx^)P — (^+^-^)^'*''-^--^ (^-^^ + /y)/^-^""' dx{a'¥-bx'')P ma
Au moyen de cette formule, quand Texposant hors de la parenthèse est négatif, Pintégrale dépend d'une autre, dans laquelle la valeur de cet exposant est moindre de n unités; car l'exposant de;r^ hors de la parenthèse, dans le second membre de Téquation (71), étant m -^ n — 1, si Ton remplace m par sa valeur négative , que nous représenterons par m\ cet exposant deviendra
— [m' -^ n) — I, tandis que celui de Xy hors de la parenthèse, dans le premier membre, sera — m' — i; et en ne considérant que les valeurs numériques de ces exposants, il est certain que
— [m' — n) — I surpassera — m' — i , de /i unités.
Pour donner une application de ces formules , soit
jc^àx
J'écris ainsi celte expression : ^djr (i — a:') ^; et en la com-
parant à celle-ci, 3f^~^ djc (<i -h ha^y^ j'aurai
m — i = /?i, ou /w=//i4-i, ar=i, b ■=z — ï,
L'exposant de la parenthèse ayant une valeur numérique moindre que l'unité, nous chercherons à diminuer l'exposant qui est hors de la parenthèse , et , en conséquence , nous substituerons les valeurs précédentes dans la formule (69), ce qui la changera en celle-ci :
ou
r sc^àx oT-^Ji — or' m — i /•^""'djr 72) / ■ = ' 1 / .
Si l'on fait successivement
m = m — 2, on a
mszim — 4
niissm — 6.
La première de ces équations nous donnera la valeur de
qu'on mettra dans l'équation (72), et Ton trouvera
/w — I m — 3 /Tr""* d X
^ "^ — ^ J ^JT^^'' on substituera ensuite successivement , dans ce résultat, les va-
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leurs de
j et de / . > ' -,^
VI — ^' J s/i — x^
si m est un nombre entier pair, la dernière intégrale que l'on obtiendra sera
dx f ' \
= arc ( sm = a: ) ;
si m est un nombre entier impair, cette dernière intégrale sera
xdx
et comme alors xdx est la différentielle de :r% à un facteur constant près, nous ferons i — x^=z Zj ce qui nous donnera
zrz — »*== — ^z = — ^l — x^,
La dernière intégrale étant trouvée , il en résulte que lorsque m sera un nombre entier, la formule pourra toujours s'intégrer.
dx 551. Prenons encore pour exemple t=== : en écrivant
jf V I — x^
ainsi cette expression
_ i_ jr-*(i — X*) * dxy
on la comparera à la formule (71) pour diminuer l'exposant hors de la parenthèse , et Ton aura
au moyen de ces valeurs, la formule (71) deviendra
I — m -h [iZL^ fx-'^^'dx (1 — .rM"^,
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on plutôt
^ / dj: yi — jc'^ m — 2 r dx
dx Si m est un nombre pair, par exemple 8, Tintégrale de
dépendra de celle de —^=. ; celle-ci , en vertu de la même
formule, dépendra à son tour de celle de ^ jusqu'à
m = 2; dans ce dernier cas, la formule (78) donnera
dx ^ i — jc'
de sorte que, par des substitutions successives, on obtient l'intégrale lorsque m est pair.
Dans le cas où m est impair, par exemple 7, en mettant successivement dans la formule (73) à la place de m les valeurs 7, 5, 3, on ne pourra s'arrêter à /n = 1 ; car, dans cette hypothèse, le
coefficient de la seconde intégrale deviendrait = — 00 ;
ainsi, la plus petite valeur que Ton pourra donner à m, sera
m =z 3. Dans cette hypothèse , la formule (73) deviendra
/dx _ ^i — ar» I r dx a?3 ^i — o:' ~ 2 X' ^ J X v/i — X'
dx 1
Pour intégrer Texpression — ? nous ferons x = -» ce qui
xyi — x' *
nous donnera
dz , i/i
dx = ~ et ^i— x^=:
et , par conséquent ,
d.>r dz
.jc ^ \ ^ X • y/z' —
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nous avons trouvé (art. 288), page 2o3,
= îog(j:-|- y/x»— i);
sjx^— I
donc, en changeant x en z, nous aurons
àz
sjz" —
= - (logz-h v'z'— i);
remettant pour z sa valeur -9 on aura
d J7 Ainsi la formule •=== peut s'intégrer, soit qu'on prenne m
pair ou impair.
DE L'INTÉGHATIOII DES QCAlTriTÉS QUI EBHFEBMEHT DES SlllilS ET DBS
COSIEDS.
332. L'intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus dépendant de la possibilité de développer cos'ar, cos'o:, cos*a?5 etc., en fonction des expressions cosj:, COS2X, cosSa:, etc., nous allons démontrer préliminairement comment on peut y parvenir par la seule Trigonométrie. [Note IX.)
Si dans la formule
{ 74 ) co* (fl -h ^) = cos a cos h — sin a sin b
on fait a = i, on aura
cos a« = cos'û — sin*a = cos'/i — (i — cos'a) = 2 cos'a — i ;
on tire de là
cos'fl =3 y -h I cos 2 a ;
multipliant cette équation par cos a, elle devient ( «^5 ) cos' a 1=: y cos « -h 7 cos a . cos 2 a .
Or, si à réquatioii (74) on ajoule celle-ci :
cos {b — a) = cos a cos ^ -4- sîn a sin à,
on obtiendra
cos a cos à = j cos (« -h A) -4- 7 cos (b — a);
faisant b z=z 'la^ on aura
cosa cos 2 a = 7 cos 80+7 cos a ;
éliminant cos a cos 2 û entre celle équation et Téquation (75), on trouvera
cos* tf = I cos fl -h 7 cos 3 a.
On calculerait par le même procédé les puissances supérieures de cos a.
333. Cela posé, lorsqu'on aura à intégrer l'expression cos'"a:dj:, dans laquelle m est un nombre entier, on mettra pour cos'" a: son développement qui, d'après ce qui précède , ne contiendra que des termes de celle sorte :
constante, cos a:, C0S2:r, cosS.r, cos 4^» , . ,cosmx;
ainsi tout se réduit à savoir intégrer cosmjcda:.
Pour cet effet . nous remarquerons que si dans l'équation
dsinz = cosz.dz,
on fait z = mx , on aura
d sin mx = cos mx .mdx-y donc
.. , sin mx
I cos mx a x =. •
On trouverait de même que
r . j cosmx I %\nmxax=z •
Prenons pour exemple cos' x.dx : mettant pour cos* x sa
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valeur 7-4-7 cos 2 x , nous aurons
f cos'^d j: =y (I -h ycos2;r)dâ;=: — h jsin aar-H C.
334. Si Ton youlait intégrer sîn^'xda:, on procéderait d'une manière analogue; ou bien, en représentant par z l'arc complément de a:, on aurait
.r = 7ir — z et dx= — dz, sin x = cos a ;
on changerait donc la formule sin^ar.do:, en celle-ci : — cos^^^dz, et l'on intégrerait comme ci-dessus.
335. Prenons le cas plus général sin'^xcos^xdj; : si m est pair, on fera m = 2/n^, et l'on aura à intégrer
. /sin'"' X cos" j: d j: = ( I — cos' xj^ cos* xàx.
On développera (i — cos'x)*^, et en multipliant par C08\rdjE:, on obtiendra une suite de termes, chacun de la forme cos*;rda:, et l'on intégrera comme ci-dessus; si m est impair, on fera m = 2 w'-H i , et l'on aura
sin" X cos"ard j? = sin*^ x cos*x sin x d j?
= (i — cos* a:)"' cos"j: X — d coso:;
faisant cos a: = z, on changera cette expression en
— (i — «')'»' z»dz;
ni et n étant par hypothèse des entiers , on développera par le binôme et l'on intégrera.
Pour appliquer ce procédé aux expressions
cos"* xAx sin" x d .r
sin"j: cos^x
comme la seconde rentre dans Tautre, en faisant. r= «2,
nous ne considérerons que la première. Si m est pair, nous
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supposerons m = im\ et nous aurons cos'"j:dx (i — sin^jrY^ .
=: ^ * — (I JP
si 11" X sin" .r
I — m sm'x-f-/w sin*ar-h
sin^x
dx,
expression dont Tintégrale dépendra de celles de sîn a/àx
el do . . ' sin*x
Nous savons intégrer la première (art. 334) , et nous verrons bientôt comment s'intègre la seconde. Si m est impair, en faisant m = 2 m'-f- 1, on aura, par le binôme,
' cos^xd .r (i — sin' xy^ cosord a:
sin^j: sin"a:
, / . , .cosxdjr
= ( l — M Sm' JT -h . . . ) — : y
sm^-r expression dont l'intégrale dépendra de celles de
sin'xcosxdj: et de — r-r — ; nous avons traité de la pre-
sin*.r '^
mière (art. 334) , occupons-nous de la seconde. Pour in té-
d X CO& X grer — :— . — » nous ferons sinT=: zi donc dj:cosa: = dz, ° sin*j:
et, par conséquent,
— — r / -r = fz-''dz= y-i-C.
sm^x J z^ 1 — A-
d X A l'égard de l'intégrale de . ^ ? la même transformation
changera cette expression eu — p== ' formule que nous
savons intégrer (art. 319).
d X 337. Eniin, si l'on a à intégrer — - — r-j- ^ on multi-
pliera cette expression par cos'x -f- sin'.r, quantité qui
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.ivaut à l'unité , et l'on aura
par là on diminuera la somme des exposants du dénominateur; et, en répétant un certain nombre de fois cette opération , et en mettant successivement à part toutes les fractions qui, dans leurs dénominateurs, ne renferment qu'une puissance d'un sinus ou d'un cosinus (parce qu'on sait intégrer ces fractions d'api^s ce qui précède), à la dernière opération , on tombera sur des termes qui pourront encore 1 otitenir des puissances de sinus et de cosinus , ou qui srroiit des formes suivantes :
smx cosx C0S2 smx
Pour intégrer ■; 1 on multipliera le numérateur
par cos'x -f- sin'j::, quantité qui équivaut à l'unité, et l'on aura
dj: , co&x an X dsinj; dcos j:
sin X cos X sin x cos x un x cos .r
expression dont l'intégrale est (art. 207)
log sin* — logcosa;-)- logC:=logC tangj. Pour intégrer -: — . on fera cos x = z, et l'on aura
, __ _dz^ AfL~_ ti» _ •!»
~ sinx sinx sin'x i — e''
formule intégrable par la méthode des fractions rationnelles (art, 295), A l'yard de lon supposera sinx^.r, d'où
l'on tirera (art. 44) d.zcosz=:dz; et en divisant par cos' jr, OQ trouvera
intégrant, on obtiendra
/di _ /• dz cosx^J I — z»
338. En général , on peut toujours transformer les expressions qui contiennent des sinus et des cosinus en d^autrès qui n'en renferment pas : pour cela , il suffit d'égaler siuo; ou cosx à une nouvelle variable z. Par exemple, si dans l'expression sin^^xcos^xda:, on suppose sinx = z, on aura
i , dz
cosar = V' — ^' ®^ d.g = -y ]
yi—Tz»
substituant, on trouvera
sin'"a:cos''a'dj:= z'"(i — 2^)'(i — z')*dz = z'"(i — z*) * dz,
expression qui se rapporte aux différentielles binômes.
On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration par parties à l'expression (*) sin'"a: cos"j:da:.
339. Enfin, les formules trigonométriques peuvent être aussi employées avec avantage dans de certains cas. Pour intégrer, par exemple, sinnix cosnxdx] comme la Trigonométrie nous donne
sin a CCS ^ = j sin (a -+- 6) -h \ sin (« — b) ,
en comparant l'expression sinmxcos/ïo: à celte formule, on trouvera
sin/7?jrcos/rjrdj7 = Ysin[(m-|- /i)a:]d.r -+- |sin[(/7t ^— n)x\djCy
et l'intégrale sera (art. 333)
, ces [{m -^ n)x] j ces [{m — n) x]
{*) Pour la conaparor à «dp (art. 279), équation (19), on la décomposera ainsi :
sin'"~"'j:.cos'*xsinj:dj: = — 8in'"""'j:.d cos""*"'*.
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340. 11 a été démontré (art. 37), équation ('a5), qu'en prenant les logarithmes dans le système népérien, on avait d û*' = rt' d a: log « ; donc , réciproquement,
fa* d ,r =
logfl
Ceci peut nous servir pour intégrer l'expression générale a'Xdx, dans laquelle X est une fonction de x. Pour cet eifet, nous écrirons ainsi cette expression : X. a"' do:; et en intégrant par parties (art. 279) nous aurons
(76) /x.«'d.r=^ ~ fr^àX.
" ' ^ log rt J log a
Cela posé, en difTérentiant successivement la fonction X, nous en tirerons dX = X' d j: , d X' = X'M.r , etc. ; donc
r~dX ou f-^.a'da:=j^^~a'^ f^L^^dX'; J logfl J log« (log«)' J (\ogay
substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation (76) , nous obtiendrons
•^ log a (log ay J (log ay
En continuant d'opérer de la sorte, nous parviendrons à ce développement
\ ^ -h ^ I ^ (iog«)"-^'
\ (logfl)^ (logflr/
Si , en prenant la suite des coefficients différentiels X', X'', X''',..., X^"^, le dernier de ces coefficients est constant, on aura dX^"^ = 0, et alors la partie intégrale s'évanouira.
Prenons pour exemple X = .r*^, d'où l'on déduit
X'==3jc% X"=2.3.x, X'" ou X(«)=3.2;
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donc
Si l'on fait a égal au nombre e, qui est la base du système népérien, log a devient log e\ or loge = i, en vertu de l'équation e = e^°^**, par conséquent,
342. On peut encore parvenir à un autre développement de /a*.Xdj?. Pour cela faisons /Xdj: = P, /Pdx = Q, fQdx = R, etc., et intégrons par parties (art. 279), nous aurons
(77) /«'.Xdjpzrza'P — /«*log«.Pda?,
ya*log«.Pdj? = a*logflr.Q — y fl*(logfl)*Qd«;
et en substituant^ l'équation (77) deviendra
/«».X d.r = fl* P — a' log « .Q 4- /«* (loga)^ Qdx.
En continuant d'intégrer par parties, on aura en général
/«'Xdx = û*[P — Q loga -♦- R (log a)' — • • ]
±/Zfl'(logû)"dj:.
343. Si Ton applique cette formule au cas où X = — , on trouvera
donc
/a'^dx ^r 1 log a log «2 1 log«' Pa'd
L'intégrale de est une fonction transcendante qu'on
n'a pu déterminer jusqu'à ce jour.
En général, on voit que quelque puissance n^a
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tive et entière que Ton prenne pour exposant de x, on doit toujours tomber sur cette transcendante I -, car, dans
les fonctions successives P, Q, R, etc., les exposants de x diminuant toujours d'une unité, la dernière de ces fonctions doit être de la forme- ) et par conséquent la dernière
intégrale sera
/Aef . ^ /•«•d*
parce que A est constant.
Pour avoir une valeur approchée de Fintégrale de 1
on n'a d'autres moyens que de siibstituer dans cette expression le développement de a' qui est, comme on l'a vu^
j -f-xlogan (logrt)>H -(logfl)«-H. . . ,
et d'inlégrer ensuite chaque terme.
Si dans Téquation
— =rdlogM, ou plutôt dtf = «dlogUy
on fait u = x^ y on aura
d x^ = j:-^ d log j^ ;
ainsi, toutes les fois qu'on pourra décomposer une différentielle en deux valeurs dont Tune soit représentée par x"^ , et l'autre par d log x^^^ l'intégrale sera x^ -\-C,
346. L'intégration par parties peut aussi s'appliquer k celle de l'expression Hà x {loga:)"; car, si l'on représente par X^ l'intégrale de Xdjc, on aura
/Xdx(logx)'«=X,(log«)« — /t r^d.r(logx)''-'.
On fera dépendre à son tour celte dernière intégrale d'une autre, de la forme JX^dx (logjc)""', et ainsi de suite.
DE LA 8ÉRIB DE JEAN BEBNODLLI.
347. Nous avons vu que beaucoup d'expressions différentielles n'étaient intégrables qu'après avoir été réduites en séries, et que, pour cet effet, en désignant par Xd J? une différentielle dans laquelle X est une fonction quelconque de T, il fallai t préliminairement réduire en série la fonction qui est représentée par X, et intégrer ensuite après avoir substitué ce développement dans la formule X d j:.
La série de BernouUi a l'avantage de réduire yXdxen série ^ avant même que Ton ait donné la forme de X ; cette série est dans le Calcul intégral ce que celle de Taylor est dans le Calcul différentiel. Voici de quelle manière on la démontre. Cbercbant d'abord à intégrer Xdo? par parties (art. 279), on comparera flLdx au premier terme de la formule
J II dv =. uv — f vàuj et Ton aura
par conséquent l'intégration par parties s'effectuera en écrivant
(78) /Xdx = X^ — /:cdX;
l'intégrale se prenant par rapport à la variable x, nous avons
par conséquent
dX ^ • xa.r.
fxdX=J'
Intégrant encore par parties, u sera représenté, dans ce
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cas , par - — et cl ^^ par xax ^ de sorte que nous aurons
^^ = — 5 et nous trouverons
AIX _ dX x' Çx^ d'X
J àx da? 2 j n àx
ou , en mettant la fraction \ hors du signe d'intégration ,
/ X r«*x , dx x^ , r d»X
d'X d'X remplaçant -r— par-r— ^ dx et opérant de même, nous ob-
tiendrons
J àx J dx^ * dx* V àx'
et ainsi de suite.
Substituant la valeur du premier membre de Téquatîon (79) dans Téquation (78), et portant ensuite dans le résultat celle du premier membre de Féquation (80), nous obtiendrons
IlLax = Xx — . -h -T — - • — . . . -f- eonst,
•^ axi.2 dx' 1.2.3
DE LA QUADBATinU DU COOUIBfl.
348. Soit s (fig. 75) Taire ABMP d'une courbe plane ^ si l'abscisse AP = x devient AP' = j: -f- /«, Faire s deviendra
as à^s h}
aire ABM' P' = J-+-i--^-+--r-, — -h
a.T dx' 2
on aura donc
as à* s h^
aire mixtiiigrie PMN'P' = t— A 4- -j--— -f- . . . ; ** d.r dx' 2
cette aire est comprise entre les deux rectangles PM' et
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P'M , dont il est facile d'avoir les expressions analytiques :
le rectangle V}\' =z P'M' X PP' =/(x -+- A).A, le rectangle P'M = PM X PP' =/c . ^ [fig- 76 ) i
le rapport de ces rectangles est
fx,h fx
dans le cas de la|[limite, ce rapport se réduit à
fx
Or la surface mîxtiligne PMM'P', étant comprise entre les
deux rectangles , diffère moins du rectangle F' M que le rec-
PM' tangle PM^ \ donc , si dans le cas de la limite on a :-f^ = i ,
à plus forte raison l'unité sera la limite du rapport
aire PMM'P^ rectangle ^JA
En remplaçant les termes de ces rapports par leurs expressions analytiques, on aura
d^ d'fA' d* dVA
i\x d** 2 Ax djc*2
fx . h fx '
on passera à la limite en faisant h=:o ^ et Ton trouvera
% — 7-= I» d'où d5 ^=ifx,Ax\ et en mettant pour fx sa
U X TX
valeur, on aura
(81) dfsrr/dx.
349. On peut aussi déterminer la différentielle de Taire d'une courbe , par la méthode des infiniment petits, de la
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manière suivante (Jig* 76 ) :
trapèze PMM' P' ^ ^^ 4- PM^ ^ ^p,
== — X d:c = r dx H ?
rejetant dxdj^ comme infiniment petit du second ordre, il restej^dx pour la différentielle.
350. Pour première application, cherchons {Jig, 77) l'aire d'une portion BMP de parabole. Soit j* = mx Téquation de cette parabole, dont Torigine est A; on trouve ,
en différentiant, 2ydjr s=: mdx\ donc da: = — dj, et par conséquent jdx = -^dy : intégrant, on a
(82) r2Z!dj-f ^4-C.
Pour déterminer la constante, j'observe que lorsque y = 0^ l'intégrale, qui exprime la surface cherchée, est nulle en même temps. Cette hypothèse réduit Téquation (82) à o = G -I- C ; donc
351. Mous avons maintenant des observations importantes à faire sur la détermination de la constante : pour cela, résolvons le même problème en prenant la parabole dont Téquation est ^
( 83 ) j' = m + nx.
L'origine des abscisses ici n'est plus au sommet de la courbe,
car, en faisant y^ = o, Téquation (83) donne a: = ; et
comme cette abscisse doit se terminer au point B {fig* 78) où y = o, on portera — de B en A, et Je point A sera l'o-
^64 CALCUL IHTÉGftAL.
rigine. Cela posé, en opérant comme précédemment, on
trouvera
2/d/ = /iclx; donc yàx=z d^,
et
(84) //dx = ^^-4-C.
Pour déterminer la constante, j'observe que la surface ADMP (fig* 'J^) qui représente ici l'intégrale, doit être nulle lorsque l'ordonnée MP coïncide avec AD-, or, AD étant l'ordonnée qui passe par l'origine A où l'abscisse X = o, Téquation (83) nous donnera, dans cette hypothèse ,
y ou DA = ^m ; faisant donc f yàx = o et y =z ^m,
ces valeurs réduiront l'équation (84)ào=.r— -f-C^ d'où
l'on déduit C = — - — , et par conséquent l'intégrale cherchée est
J X àx z= -l- - ^-- = aire ADMP.
Dans ce qui précède , nous avons tiré de l'équation de la courbe la valeur de dar, pour la substituer dans la formule j^dar, et intégrer ensuite. Nous aurions pu opérer autrenKnt, en mettant dans cette expression la valeur de y plutôt que celle de dx] car, pour obtenir l'intégrale, il suffit que la différentielle proposée ne contienne qu'une variable; ainsi on choisira la substitution qui exigera le moins de calculs.
332. Une intégrale telle que ffx*Ax peut toujours représenter l'aire d'une courbe dont l'équation serait y =Jx :
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en efi'et, cette équation étant donnée, si Ton substitue la valeur dej dans la formule /jdj:, ou aura ffx.dx pour la surface de cette courbe. C'est pourquoi lorsqu'un problème nous a conduit à intégrer une fonction d'une seule variable , on dit que ce problème est ramené aux quadratures.
353. Soit^ une fonction X de jc , et supposons qu'en intégrant Xdx on ait obtenu
(85) fXdx = Fx-^C;
cette intégrale, dans laquelle la constante C n'est pas encore déterminée , porte le nom d^ intégrale indéfinie générale^ ou plus simplement d* intégrale indéfinie, et elle est complète lorsqu'elle renferme la constante arbitraire G.
354. Si, par une hypothèse, on détermine cette constante C, si l'on suppose, par exemple, que/Xdj: doive s'évanouir lorsque x = a^ l'équation (85) donne, dans ce cas , G = Fa -H C 5 donc C = — Fa , et cette même équation (85) devient
fXdx=:¥x — Ya;
celte intégrale Fx — Fa est alors une intégrale particulière, et l'on voit que le nombre des intégrales particulières d'une expression diiTérentielle est illimité, puisqu'on peut établir une infinité d'hypothèses différentes sur la constante.
355. Lorsqu'on fait l'hypothèse de l'intégrale nulle et de ar= a, c'est admettre qu'en prenant {fig' 79) une abscisse AB= a, la surface soit comprise entre la limite BD et la limite indéfinie MP qui correspond à AP = x 5 donc l'opération par laquelle nous déterminons une intégrale particulière est la même que celle qui fixerait la position de la limite BD , depuis laquelle on compte IHnlégrale. La seconde limite PM sera fixée h son tour invariablement,
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si nous donnons à x une valeur déterminée h\ alors riiitcgrale particulière /Xdx = Y x — Y a deviendra
(86) /XdjTzrFA— F^î,
et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas, l'intégrale porte le nom dH intégrale définie , et l'on dit qu'elle est prise depuis x c=: a jusqu'à x =ih.
3S6. Pour désigner une intégrale de ce genre, on emploie la notation suivante, qui est due à M. Fourier,
ce qui signifie que l'intégrale est prise entre les limites a et b.
Par exemple , si Ton avait
f Xdx -h I Xd X y a Jb
cette expression nous indiquerait que l'intégrale prise depuis a jusqu'à b a été continuée de i en c, de sorte que l'intégrale totale se trouverait exprimée par
Xdor.
357. Cherchons maintenant l'intégrale définie de j:'"d jr ; nous sommes donc censés connaître deux valeurs a et &, qui satisfont à l'intégrale indéfinie
Supposons que la première corresponde à fliclx= o, on aura
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et Tintégrale particulière sera
Jxr'àxz=:
Nous ferons ensuite x = b ^ et nous aurons pour l'intégrale définie
/ x'"dx= •
358. On parvient aussi à cette intégrale en faisant successivemisnt x= a et x = b dans Fîntégrale indéfinie , et Ton a
-t-C, et hC;
m -hi m -f-i
on retranchera ensuite le premier résultat du second ^ mais, en prenant cette différence , il faut toujours avoir soin que la partie soustraite soit la valeur de la fonction de x à Torigine de l'intégrale.
359. Pour troisième application , déterminons l'aire d'un triangle rectangle ABC (^g. 80) : l'équation de la droite AD étant j- = ojc, en mettant cette valeur dey dans la formule j^dx, on obtient axdx\ donc
J'jrdx = faxàx = hC;
Jé
la surface étant nulle quand a: = o, la constante est égale
à zéro j donc
ax^ X XY
aire ABC = — = -Xû-p = -^' 22 2
«i60. Si dans la formule yAx on met la valeur de y,
tirée de l'équation du cercle, on trouvera fax ^a* — x' pour l'expression de l'aire du cercle. Nous avons vu (art. 282) que cette intégrale avait pour valeur
- Va' — .^' -h Y <î' arc ( sm = - -h C.
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La partie 7 a* arc I sîn = - ] ue pouvant se déterminer
qu'en supposant connu le rapport du diamètre à la circonférence (*), on voit que l'intégration de dx yja} — x' ne peut conduire à la solution du problème de la quadrature du cercle. Il en est de même de la quadrature de l'ellipse qui dépend de
Si Ton compare ces deux expressions, on en tirera lu proportion
aire ellipse \ aire cercle : : -fax ^a' — .r* \ fax ^a^ — a:',
ou
b aire ellipse \ aire cercle \\ — : i ,
d'où Ton tire
aire ellipse = - X «"^ cercle = — 7rû'= T^ab,
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361 . Rectifier une courbe , c'est obtenir une droite égale à un arc de courbe. Nous avons trouvé (art. 159) que la différentielle d'un arc de courbe avait pour expression
(88) df=: v^dx' + dr';
une équation entre deux variables x el y étant donnée, si l'on veut rectifier la courbe à laquelle elle appartient, on differentiera cette équation , et on en tirera la valeur de dx ou de dy, qu'on substituera dans l'expression (88); alors le radical ne contiendra plus qu'une variable, et si l'on peut obtenir l'intégrale, la courbe sera rectifiable.
(*) Si, par exemple, x = -a, j'ai - = -j et j'opère comme dans Tari, 278, pour déterminer Varc correspondant.
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362. Prenons pour exemple la courbe (*) dont Téquaiiony'=/îx' a été trouvée (art. 166) à Taide d'autres coordonnées*, cette équation étant dîfférenliée, nous donnera
d'où nous tirerons
'*• - 2/i:r» ^' "^^ ""'4/i^ar'-^ "4/173^^ --4„^^' substituant, on a
dj étant la différentielle de l'expression qui est sous le radical, à une constante près, nous ferons (art. 271)
^--1-1 = 2, doùrontire dx=-^d*:
substituant , nous aurons
, in 1
Vda:* -h dj* = 2— 3» da;
donc
ou 5 en remettant la valeur de z ,
I I I ■ I I ■ ■ ■ » « lu
(*) Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Cette équation , ainsi que celle de la parabole ordinaire , n'est qu'un cas particulier de l'équation
générale j" = «***; c'est pourquoi cette équation est appelée Véquation de la parabole de tous les ordres.
On a aussi regardé l'équation xjr =: a de l'hyperbole entre ses asymptotes,
comme un cas particulier de l'équation a^j'*= a*""*"", qui est appelée pour cette raison , Véquation de Vhyperholc de tous les ordres.
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Pour déterminer la constante, on voit, d'apràs la nature de Téquation de la courbe, qu'à Torigine des abscisses y est o; ainsi , en supposant que l'intégrale soit nulle en ce point, on a
o = H C ; donc C = »
Si X = a , l'arc s , compris entre les limites or = o et jc: = a, sera
L'équation de la cycloïde (art. 800) donne
substituant cette valeur dans la formule (88), nous trouverons
V "iay—y V -iay —
y la — / '
r dr
Comme d/ exprime la difTérentielle de l'expression qui est sous la parenthèse, multipliée par — i , nous ferons (art. 071) 2a — y=^Zy et nous aurons
Cette équation étant intégrée, donne
Jày i/ =r ~ 2(20)' z' -f- C =r — 2 v^2û3 -f- C;
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uu , en restituant la valeur de j,
(%) /^l J k/t^^ = - ^ ^7,a{ia^y) -f- C.
Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse quand ^ = 2 « ; dans cette hypothèse , réquation (89) se réduira à o = o + C, ce qui montre qu'il n'y a point de constante à ajouter; alors l'arc de cycloîde s'étendra depuis le point B ( fig, 8 1 ), où j= 2 a , jusqu'au point M, dont les coordonnées sont .r et y. La valeur absolue de l'aix MB étant
2^2âr [7, a — j), nous remarquerons que BE =r 20 — j; donc
2 sJ^a^ia-^-y) = 2 \/BD X BE = 2BG; d'où il suit que l'arc de cycloîde MB est égal au double de la corde GB ; par conséquent 9 arc ÂB = 2 BD.
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364. Si une courbe BC {fig* 75), tracée sur un plan, fait une révolution autour de l'axe AX, elle engendrera un solide de révolution. Cherchons la difTérentielle de Faire engendrée par cette courbe. Pour cet eiTet, soient AP= x^ PM = j^ PP'= h , et par conséquent
PM=:/x = j,
^ ax dx' 2
Dans ce mouvement de rotation, les coordonnées MP et M' P' décrivant des cercles inégaux, ces cercles seront les bases d'un cône tronqué, dont la corde MM' sera le côté. L'aire de ce cône tronqué aura pour expression
c/rc. PM + cîVv. P' M'
X corde MM!,
En représentant par i ; tt le rapport du diamètre à la circonférence, l'expression précédente deviendra
2 ir PM -4- 2 TT P' M'
"^ X corde MiVr = ir ( PM -^ P' M') X corde MM' ;
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et en meiiaiU, pour les ordonnées PM et P'JVF, leurs valeurs analytiques, on aura
aire cône tronqué MM'= tt ( ly H" i~" ^ "^ T^ — " ' ) ^^''^^MM',
d^où Ton tirera, en divisant, aire cône tronqué
lémM I d r , d'r A' \
^ — =n"^-^di^-^d^7-^---)-
corde MM'
Si nous représentons maintenant par u Faire engendrée par le mouvement de rotation de Tare MM', et par s cet arc de courbe , comme en diminuant h , cet arc tend à se confondre avec sa corde , le premier membre de Téquation précédente
devra être remplacé, dans le cas delà limite, par -r — ; et
le second se réduisant alors à 2 Try, nous obtiendrons
au
— = 2 Tty-y
as
et par conséquent Au-= iizyàs^ et en mettant pour d^ sa valeur trouvée (art. 1S9) , on aura enfin
(go) d w = 2 7rj = ^d.r'-f- dj'.
36S. Par les infiniment petits on aurait considéré Télément de la surface de révolution , comme celle d'un cône tronqué, engendré par la rotation du trapèze élémentaire MPP'M' (fig, 76) autour de PP'; ce v6r\e tronqué aurait pour expression
/PM-f-P'M'\ ^,„, ' , , , , ^ ^
cir, I j X ^lM^= TT (2/-4-d j) as=zi'ityas -f-7r ayas\
supprimant le terme Trdyd^, comme infiniment petit du second ordre, il resterait
2 T:yàs = 2 TV y ^Ax"^ -f- d y ', élément dune surface de révolution' 366. Pour première application, prenons Paire du para-
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boloïde de révolution , qui est le solide engendré par la révolution d'un arc AM de parabole {fig* 82) autour de son axe ; l'équation de la parabole y^ = px donne
Cx=z-^ — ^ et CLX^zz:^^ ^«
Cette valeur étant substituée dans la formule
2 7r^^d«»-4-dj% la réduit à
yà.y étant la différentielle de la quantité qui est sous le radical, à une constante près, je fais (art. 271) 4^*-l-p' = ^,
et en différentiant je trouve yîiy = -^\ substituant et intégrant , j'obtiens
Je détermine la constai^te en supposant que Tintégrale soit nulle lorsque r = o, ce qui réduit l'équation précédente à
o = ^/?^H-C, ce qui donne C == Ç-\
et en supposant que l'intégrale soit prise depuis y •=:o jusqu'à y = h , l'intégrale définie sera
367. Pour seconde application, évaluons Taire de la spbère. Cette surface courbe étant engendrée par la révolution de la demi-circonférence autour du diamètre, soit x^-^y^^^ a} V équation du cercle; en différentiant, nous
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trouverons
donc
d j^ = et d j2 = — — ;
substituant cette valeur dans la formule (90) , nous obtiendrons
(91) j/2'rry/ (p+«)d*'=/2'fdxv/^'+^'
( =:J'2irflrdx + 2irûX -h C.
Pour déterminer la constante^ nous prendrons lintëgrale à partir du point A (fig 83), et puisque l'origine des abscisses est au centre, nous supposerons l'intégrale nulle lorsque x = — a ; cette hypothèse réduira l'équation (91) à
0= — 2 7rfl*-hC; donc C = 2irfl';
substituant cette valeur dans Téquation (91), nous aurons
y* 2 TT a d.r = 2 TT ( a.r -4- fl^) .
Prenons maintenant l'intégrale définie entre les limites X = — aeta: = a;il faudra changer j: en a dans la formule précédente, et nous obtiendrons, pour la surface de la sphère ,
f2nada:==: 2 7r(2«*) = 4^«'-
368. On peut aussi trouver l'aire du cylindre droit ^ car cette surface étant engendrée par la révolution du rectangle AD [fig» 84) autour de Taxe AB, soient AB = a, CA = ft; r équation de la droite CD sera y z=zb] donc dy = o. En substituant ces valeurs dans la formule (90) , on la réduit à 2 71 fe àx ; et en intégrant , on a
Si Ton prend Fintégrale définie entre les limites x = o et x = a,on trouve pour Taire du cylindre
2îr^fl= !2nb Xfl = circonférence de la hase X '^ hauteur.
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A regard de l'aire du cône, ce solide étant engendré par la rotation du triangle rectangle ABC (/îg'- 85) autour de l'axe AB, soient AB = a, CB = /'-, l'équation de AC sera y ^ - x; cette équation donne , par la dilTércntiation , A , . *' j
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369. Soit V le volume engendré par la révolution de l'aire mixtiligueABPM autour de l'axe AX (Jig- 75); si l'abscisse AP ^x devient AP'=x H- A, le solide de révolution s 'accroîtra du corps engendré par la rotation du trapèze mixiiligne PMM'P' autour du même axe. Le volume engendré par ABMP étant une fonction de x, puisqu'il s'augmente uu diminue en même temps que x , il s'ensuit que le volume engendré par ABM' P' sera une fonction de x-\-k, et aura pour expression
par conséquent, si l'on en retranche le volume cngendi-é par ABMP, on aura
dr , d'<- h'
pour le volume engendré par PMM'P^ Or, ce volume étant compris entre les cylindres engendrés par les rectangles MP' et M'P, différera moins de l'un de ces cylindres que ces cylindres ne différent entre euxj donc, si l'on peut prouver que, dans le cas de la limite, le rapport de ces cylindres est Tunité, il en sera, à plus forte raison, de même du rapport du corps décrit par PMM'P', à l'un de ces cylindres. Cela posé, on a évidemment
le cylindre décrit par PM' = w [/( a: -+- A)]' A , le cylindre décrit par P' M = tt [fx )' h ;
donc le rapport de ces cylindres est exprimé par
i/xy
En faisant A = o , on voit que ce rapport se réduit à Tunité; il en sera donc de même du rapport du volume engendré par PMM'P' à celui du cylindre décrit par MP'. Or, ce rapport étant représenté par
dp d^p h' dx" ' d a:* 2
dl'
"^- • dx
d^p h dx^ 2
CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION
lume MON {fig* 86) comme partagé en tranches infiniment minces, par des plans perpendiculaires à l'axe de révolution ; Tune de ces tranches , qui est l'élément du corps, peut être considérée comme un cylindre dont la basie est le cercle décrit par j", et dont la hauteur est égale à l'épaisseur a& représentée par dx-^ par conséquent, cet élément a pour expression ity* dx,
371. Appliquons cette formule à la détermination du volume de rellipsoïde allongé, qui est le volume engendré par la révolution de Tellipse autour de son grand axe : Péquation dç l'ellipse rapportée au centre étant
y* = — (a^ — a:') , on substituera celte valeur dey* dans la
formule nj* dx, et l'on aura
n X* dx =1 n -^ (a^ — :r')dx; et en intégrant, on trouvera
Supposons que l'intégrale soit nulle au point A (fig. Hy ) où
X = — fl , nous aurons
et en substituant cette valeur de C, l'équation (gS) devient
/tt j» dx = »r - ^û' x — y 4- 3 «' j •
Faisons ensuite a: = a , pour avoir l'intégrale définie comprise entre les limites »r = — a eix= -h n-^ nous obtiendrons
tel sera le volunie de Tcllipsoïde allongé. Si h =^ a, ce yo^
luine deviendra celui de la sphère ^ et aura pour expression
~7rfl'r=— irfl'X3i<î = ^rfa cylindre circonscrit,
Déterminons encore le volume du paraboloïde de révolution. Pour cet effet, prenons la parabole de tous les ordres pour génératrice 5 l'équation de cette parabole nous donnera
substituant cette valeur dans la formule (92), nous obtiendrons
Jn-f-fli
I' = fn rt' Jc "• dx = f- C.
Pour déterminer la constante, nous supposerons le volume nul à l'origine où x = o ; alors nous aurons C = o.
Lorsque m =12 et /î = i, on ay== ax* ^ d'où Ton tire j* = a'x, ce qui est l'équation de la parabole ordinaire, dans laquelle u* tient la place de la constante p de l'équation de cette courbe. Dans cette hypothèse, on a
c* =r TT fl' — =.77 a^ x — = n y'' • — 2 2 2
Or, 7T y* étant Taire du cercle dont PM {fig- 88) est le rayon, l'expression j'î^y^-x représente la moitié du cylindre décrit par APMB autour de Taxe des abscisses : donc le volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui du cylindre circonscrit.
Dr la cil bat lire des corps termines par des surfaces courbes, au
moyen des intégrales doubles.
Ô72. Proposons-nous de ilétcniiiner Texpression de la différenfioJIc d'un volume terminé par une surface dont l'équation est dounc<\ Soit F.DCIl [fig. 89) un volume compris dans Fanglc de^
x/ ,r àW ^ d'V A» d»V h
dj? d .r' 1 .2 d^r" 2.3
et la tranche DD' CC FG sera représentée par
.r/ ,T dV^ d'V A» d^V A^ dx dx'i.2 ax^2,o
dans le cas de la Hmite, cette équation nous donne
,, V' — V dV
Nous avons déjà fait assez connaître les méthodes des limites et des
infiniment petits, pour que nous ne craignions pas d'employer
ici quelques considérations tirées de c«tte dernière, afin de jeter
plus de jour sur cette matière ; on pourra ensuite, sans difficulté,
dV revenir aux limites. L'équation (94) nous montre que — est le
coefficient différentiel qut détermine le volume ; par conséquent
dV la différentielle est -5 — àxi cette différentielle n'est autre chose
qu'une 'tranche infiniment mince DD'CC'FG, dontdr serait l'épaisseur. Si dans cette tranche on fait varier j, elle deviendra infiniment mince dans le sens des y, comme elle Test déjà dans celui des .3:; et, par conséquent, elle se réduira à un petit prisme élémentaire ID'KF, dont z sera la hauteur, et qui aura pour base FGKL = àxéy ; nous aurons donc
d'V -7 — r— dxdr=:zdj:dr, àxày -^ *^'
équation qui nous donnera
d X d/ remplaçant z par la valeur tirée de l'équation de" la courbe, cette
valeur sera, en général, une fonction de x et de/, que nous représenterons par M, et nous aurons
àx ^y
575. Pour déterminer le volume, au moyen de cette expression, écrivons-la ainsi :
— -^dr=-Md.r; dj
la notation qui est dans le premier membre nous montre qu'on
dV est parvenu à l'expression de la différentielle de -r— > en regar-
dant y comme variable et x comme constant; la même hypothèse devra donc avoir lieu lorsque, par une opération inverse, nous intégrerons ; mais alors x étant traité comme une quantité con stante, pourra se trouver dans la constante qu'on doit ajouter à l'intégrale. Nous regarderons donc, en général, cette constante comme une fonction de x\ et en la représentant parX, nous aurons, par une première intégration,
(95) |I=/Mdj^ + X.
Pour exécuter la seconde intégration , nous remarquerons que la
dV
notation — montre que la différentielle du volume doit être prise
en regardant x comme la seule variable : nous devons donc conserver la même hypothèse dans l'intégration ; ainsi, en représentant par Y la fonction de j, qui remplacera la constante, et en multipliant préliminairement par d .r, pour changer le coefficient différentiel en une différentielle, nous trouverons
574. L'ordre des intégrations étant arbitraire, on peut indi- (juer ainsi les opérations que nous venons d'exécuter :
(9G.) V=//z<ljd.r.
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375. Pour donner une application de cette méthode ^ proposons-nous de trouver le volume de la sphère : l'équation de la sphère étant
on tirera de cette équation la valeur de z, et en la mettant dans la formule (96), on aura
(97) ff^^^^X ou /dj/zda: = /dj/dj:v^r>— j:^— j-»;
regardant y comme constant, et appelant A' la différence r^ — /', qui est essentiellement positive , puisque r surpasse toujours j, nous trouverons d'abord , en intégrant par rapport à x ,
fax v''H — X» — j-« = fax v^A» — X' ; or, d'après l'art. SOS , nous avons
fdx v^A^ — x' = - v^A' — .r» 4- - A' arc ( sin = - ) -4- Y,
et en mettant la valeur de A% on trouve
l Jàx sjr^ — X» — /» = ~ V^r» — .r? —
j + ^{'^-r')arc (^sin=-^=^^^ + Y.
Pour prendre Tin tégrale définie , observons que, la constante^ étant représentée par AP (fig. 90), tous les points que nous allons déterminer par cette intégrale doivent avoir leurs projections sur la direction de PM; car l'un quelconque de ces points ayant la variable z pour ordonnée, aura AQ et QN pour ses autres coordonnées, et alors QN sera égal à la constante AP ; et l'autre coordonnée AQ, dirigée dans le sens des .r , pourra être remplacée par PN : de sorte qu'en comptant les ^ sur la droite PM , les x seront constants. Prenant donc l'intégrale de P en M, c'est-à-dire depuis
x = o jusqu'à a? = PM = ^r* — ^% nous substituerons successivement à Xy dans le second membre de l'équation (98), les valeurs .r =r y/r' — /' et Jc = 0, et retranchant le second résultat
du premier, nous trouverons, pour Fintégrale définie,
-(r* — /') ^^^ (sin = i) :
et observant que Tare dont le sinus est Tunité , vaut le quart de la circonférence représentée, suivant Tusage, par xtt, cette intégrale définie devient
celte valeur de Jàx ^f' — .r' — j' étant substituée dans l'équation (97)) on aura
et, en intégrant depuis 7 = 0 jusqu'à / == r, on trouvera [^fig- 90)
Tel sera le volume qui reposera sur le quart de cercle BAC, et qui sera par conséquent le huitième de la sphère. [Note X.)
De la quadrature des surfaces courbes , au moyen des intégrales
doubles,
570. Soit {fig. 89) EDCB = S une surface courbe, et supposons que l'abscisse .r s'accroisse de //; cette surface deviendra
^ dS, d=»S h' . , j 1 |. . ,
S -h -p- /' -h 1—; h etc. ; et , dans le cas de la limite , le rapport
de l'accroissement de la fonction S à celui de la variable x se réduira à -r- : d'où l'on conclura que la différentielle est -=— dx: d j: d X
cette différentielle sera représentée, dans la figure, par la bande
DD'CC d'une largeur infiniment petite. Si dans DD'CC on fait
maintenant varier j, et que jr devienne encore infiniment petit,
la bande DD' CC se réduira à DD'IT, et aura pour expression
'. PAR LKS lATÉGRALES DOUBLES. sS'S
Or, cette surface DD' II' étant iofiDÎment petite, on peut la considérer comme plane; par conséquent, en la multipliant parle cosiousde son inclinaison y sur 1^ plan des xy, elle égalera d^rd^ ( Nou Xlj ; nous aurons donc
DD'irco»7 = did^,
-j — -j — dxdj'cosy ^ axi\^;
d'où nous tirerons
dxdy COS7
Pour déterminer la valeur de 7, soit A-r -1- Bj' 4- Ce H- D = o
l'équation du plan langent; nous savons que ce plan Tait avec le
plan desxj- un angle qui est donné par l'équation (IVoteXII)
Si nous considérons donc A.r+ B7 + C3-+-D = 0 comme l'équation du plan tangent au point de la surface courbe dont la projection est djrdj', nous aurons
Pour déterminer les coelTicients dilTci'eDtiels qui entrent dans cette expression, nous remarquerons qu'au point que l'on considère, le plan tangent se confond avec la surface courbe, dont nous représenterons l'équation par z^^fl^x^j'); par conséquent, les
valeurs de -r- et de ~, qui entrent dans l'expression de C0S7,
doivent être regardées (art. 77) comme les mêmes que celles que l'on déduirait immédiatement de l'équation t^/(x,j-). Ayant donc fait ces sulistiiuiions , on intégrera ensuite deux fois l'itiu;!tion (99], multipliée par dxdj, o]H!ration qnc nousindiqucioiis. comme précédemment , par un dnubli.' signe d'intégration, ei nous
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aurons
377. Pour donner une application de cette formule, cherchons à déterminer rexpre.«sion de la surface de la sphère. Son équation étant
(loo) 4'» 4- ^» 4- «' = r»,
nous la différentierons , et nous trouverons, après avoir divise par 2 y
xdx -hjrày -f- zdz = o,
d*où nous tirerons
d»= dx — -dr$
par conséquent
dz X àz y
djF z dy z
Substituant ces valeurs dans Texpression
/dz\' /dz
nous la changerons en
sj
et y par conséquent, nous aurons
mettant la valeur de s, on aura
578. Pour effectuer les intégrations indiquées , nous écrirons , , C C ràxày . r A C <'*
IHTÉGRATIOA DES FOKCTIOAS DE DEUX VADIABLES. a85
Cl par là nnus loarqucrons que nous devons coromeDcer par in-
l^rer l'espression « en considérant * comme la
seule Tariable} faisant donci comme précédemment,
et intégrant, d'après l'art. S74, nous aurons, constante fonction de^,
mettant la valeur de A , et prenant ensuite l'intégrale définie depuis^ = o jusqu'à j^^ ^r' — j"', il viendra
= arc(sin^ i) ^ jcireonférertce ^ —
celle valeur étant substituée dans l'équation (loi), nous donnera
en appelant X la constante qu'on doit regarder comme une fonction de x; preuant ensuite l'iaiégrale définie entre les limites r ^ o et j- = r, nous trouverons enfin
Telle sera la partie de la surface sphérique comprise dans l'ungle formé par les axes des coordonnées rectangulaires Xfj', t, c'estir^ire la huitième partie de la sphère.
L'MTteUTIOH DBS POICTIOSS DE D
379. Les deux métliodes principales quù Ton emploie pour parvenir à intégrer les équations différentielles, qui contiennent deux ou un plus grand nombre de variablo , consistent, i" dans la séparation des variables, pour pouvoir leur appliquer ensuite les procédés usités pour une
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seule variable; 2° dans la recherche des facteurs propres à rendre une dliFérentielle exacte. C'est pourquoi nous allons nous occuper successivement de ces deux méthodes.
DE LA SÊPABATION DES VARIABLES , DE L'ÉQCATION LINÉAIRE DU PREMIU ORDRE, ET DES PROPRIÉTÉS DES FONCTIOIIS HOMOGÉHES.
380. Nous avons vu que toute différenlielle, pour être intégrable, devait être de la forme <fxdx'^ ainsi, on serait arrêté dans rinlégralion d'une équation, si elle renfermait
des termes tels cfVLe j*dx,xydx^ — ^» etc. Cependant il
ne faudrait pas conclure que l'intégration est impraticable; car, si par des opérations algébriques on pouvait faire en sorte que chaque terme ne contînt plus qu'une seule variable, l'intégration pourrait s'effectuer ensuite. L'équation xdy-hj-dx = o est dans ce cas. En effet, si l'on divise cette équation par xy^ elle devient
et en intégrant, elle donne logy -h logj:= C*, et en repre'seutant par A le nombre dont C est le logarithme , on peut écrire logy + logx = log A , et , par conséquent,
\oQxx = logA;
passant aux nombres , on a
•rj = A.
Pour en donner un exemple , proposons-nous d'intégrer
(1 — x')d^=: da: sfy- 1
en divisant par (i -f- x*) sjy^ on aura
d^* dx
et en intégrant cette équation, on obtiendra
i\Jy:= arc tangx H- C.
383. On séparerait encore les variables par la division dans la formule
f x.Fj.dx-h ff' x.Wy.ày = o;
pour cela, il suffirait de diviser par Fj^.ç'r, et Ton aurait
Ce procédé est applicable à l'équation
.r^^dx H- (3 j 4- i) dj y.r^ = o ; car, si on la divise par j^ \/x', on obtient
384. L'intégration pourrait encore s'effectuer si la pro-' posée renfermait plus de deux variables , et qu'on pût la ramener à ne contenir dans chaque membre que des dîflfiérenlielles dont on connaît l'intégrale, comme seraient, par exemple , les fonctions
ydx — xày
5 xàr -hyAx,. . . ,
qui ont respectivement pour intégrales - et xj.
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385. Il est une équation importante, dans laquelle la séparation des variables s^eiTectue par un procédé trèsingénieux, c'est la suivante :
(102) d/4-Pjdx = Qdj?,
où P et Q sont des fonctions de x.
Pour cet effet , on égalera y au produit des deux indéterminées X et 2 , ce qui donnera
/ = »X, dj^ = «dX -h Xd«;
substituant ces valeurs dans Féquation (loa), on la transformera en
«dX-hX(d«-+-Pzdx) =Qdx.
X étant arbitraire, on déterminera cette fonction eu égalant entre eux les termes qui ne sont pas sous la parenthèse, ce qui décomposera Féquation précédente en ces deux-ci :
X(dz 4-P«dj:) = o, «dX= Qdo-;
la première donne
— = — Pdj:, ou log3 = — yPda:, ou , en observant que loge équivaut à Funité,
log» = — /PdAlog<?=rlog«?~/P^';
.passant aux nombres , on a on tire de la seconde
donc
X=/Qtf/^'*^'dx-+-C;
mettant ces valeurs de z et de X dans Féquation
j = zX,
DE LA. SÉPARATIOJV DES VAXIÀBLES. ^89
OU obtient
(io3) X = i?-/P^'(/Qe/Pd'dar 4- C).
Cette équation porte le nom ai équation linéaire du premier ordre, nous en verrons la raison (art. 450).
386. La séparation des variables peut toujours s^efiecluer dans les équations diflerenti elles du premier ordre à deux variables , lorsqu'elles sont homogènes. Une équation homogène est celle dans laquelle tous les termes, considérés par rapport aux variables, sont de mêmes dimensions : ainsi r équation
est une équation homogène, puisque la somme des exposants de j: et de y étant égale à 5 dans chaque terme , tous les produits a:*^', J^/*, etc., sont chacun de cinq dimensions.
L'équation
est aussi homogène, puisque la somme des exposants des variables dans chaque terme est 8. La variable x n'entre pas dans le dernier terme de l'équation^ mais cette variable peut être considérée comme élevée à la puissance zéro.
387. Soit, en général, z une fonction de x et dey composée de termes homogènes, tels que Kx^y"^^ Bx^'y'f'j Cx^'j'f"^ etc. Si nous représentons par n la somme des exposants de X et de y^ dans un de ces termes, nous aurons , en vertu de l'homogénéité ,
/?4-^ = «, /?'-!- ^'='», p" '\' q" ^ty etc.
Cela posé, si nous divisons tous les termes par a:", l'égalité subsistera encore, et le ternie Kx^yf deviendra
jc" .r"-/» x^ . \x )
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(le que nous disons de ce terme pouvant s'appliquer à tous les autres , nous aurons donc
et en faisant ~ =r ^, celte équation deviendra
.r"Fy = 2, équation qu'on peut écrire ainsi :
(io4) Qx'rrz,
en appelant Q la fonction représentée par F^.
Considérons maintenant Téquation différentielle
Mdx -t- Ndj = o,
dans laquelle les coefficients M et N sont des fonctions homogènes de deux variables x et y d*une dimension n.
En divisant cette équation par a:", elle pourra donc se mettre sous la forme
et si nous faisans - = z , cette équation deviendra
dxffz -h djr Yz =z Oy ou plutôt
(io5) •z-+-Fz-r^ = o.
^ ' dx
Pour achever d'éliminer y au moyen de Téquation - = z,
Je
ou plutôt y = zx^ nous différen lierons cette dernière équation , et nous obtiendrons
dx '^dz
dx dx '
1>ES ÉQUATIONS DIFFÉHENTIELLES HOMOGElfES. *À^t
•celle valeur réduit l'équation (io5) à
d^où l'on lire
_ / ardz\
xdz «z (9Z-^ z¥z)
djr "" Fz ~ F^ '
4*t , en séparant ]es variables,
X ^3 -f- zFz
et, par conséquent,
r dzFz
Lorsqu'on aura intégré, il ne s'agira plus que de mettre dans le résultat la valeur de z.
Prenons pour exemple l'équation
^n faisant y=zx, nous trouverons
djr = zdx-fi- xdz.,
et, en substituant ces valeurs, l'équation deviendra
«'zdar-h jT^dz = z'ar'djr -f- zx^dx'f
réduisant et divisant par x', facteur commun, on obtiendra
jrdz = z'd4r;
cette équation étant divisée par z* et par x^ donne
dx dz
<ei en intégrant, on aura
loga: = — -4-C = hC = — --*- C.
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Prenons pour second exemple ré([uation
^!l±If A A
en faisant disparaître le dénominateur, on voit que tous les termes de cette équation sont de devix dimensions; ainsi, nous supposerons j^ = zx] et en réduisant, cette équation nous donnera
dx (i-f-«)'
mettant pour —- sa valeur tirée de Téquation jr =z zx, on
aura
xdz z(i — z)
dx i -h z '
transposant z dans le second membre, et réduisant au même dénominateur, on trouvera
et enfin
log
/dz rdz » , ,
X .. jr
59i. Lorsque réquation proposée, outre les termes kxPy'fy Bx/'' jy' -h. . . , contient des polynômes tels que
(M.r'-j* -♦- N JT'-y + . . .)*dx, (P.r' j" -f- Qx^'j"' -f- . . .)M/,
les variables seront encore séparables, si Ton a
(106) /?-|-7=/?'-+-7'-h(r-h5)it=:(/-'+5')^ = (f-4-«)/= (/'+»')/. Pour le démontrer, faisons
(107) {r-\-s)k=in, {r -Jrs') /^ z= n^ et divisons par x" tous les termes du polynôme
DES ËQUITIO^S nrFFÉREHTlL^LLES HOMOGLMES. 'J.i)'5
jtolyaôme deviendro
or les e<|uation& (107) noua donnent
substituant ces valeurs dans l'expressidn pi'écédvnte , nous iruu-
c-equi prouve que lorsque les équations (106) ont lieu, les polynômes élevés à des puissances se réduisent, comme les autres
termes, à des fonctions de ^■
Par conséquent, eu Tnisant - = z, ou plutôt 7 = ix, l'étjuu- I donner un
tion peut
se réduire à une fonction de *.
Pour ei
exemple ,
soit
Xdj--jd.r: =
d.ry'^-
Cette équation écrite ainsi,
- a^yy
on voit qu
e les équations (106) s
ont satisfailesi ain
rons X =
w, et, par conséquent
dï
substituant ces valeurs dans l'équation (108), réduisant et divisant par le facteur commun, on obtiendra
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et , par conséquent ,
dx dz
intégrant , on trouvera (art. 873 )
log .T = arc (sin = z) -+- C , ou, en remettant la valeur de z,
log X z=z arc { sin = - I H- C.
392. En général, lorsqu'on a une fonction homogène des variables x ^ y^ z, etc. , on peut toujours séparer l'une des variables, par exemple x,. en faisant jx=^tXr z=:ux^ etc. (*).
On emploie quelquefois dés exposants indéterminés
( * ) Voici ce calcul : soit Mdjr-+-Ndr-+-PcI« = o, nne équation homogène, dans laquelle M, N, P sont des fonctions des trois variables x^y^z]
ces fonctions M", N, P contiendront des termes tels que ko^ y'^/^ Bi^'j^ ^ ,
Cx^" y*^" z^" , et l'on aura p -^ q -^r =z p' -t- q' -^ r' =z p" -^ q" -^ r" = n. Si
dans l'un de ces ternies, par exemple dans A x^ y^ z^ , on substitue les valeurs y =■ tx , z = ux j ce terme deviendra
la même chose ayant lieu pour les autres termes, si Ton y substitue les Ta-
leurs de j et de s , Téquation M dx -f- N d^' h- Pd« = o aura x" pour facteur commun; supprimant ce facteur et observant que dj et ds se changeront en A.tx et en d . ux , elle prendra la forme
ç*( /^.u)dx -^ F(/, tt)d.<x-|-/( r, u)d.ux = o;
et, en exécutant les difierentiations indiquées , on aura
ç)(/, u)dx-i-F(«,u)(/dx-j-xd/) H-/(/, u) (udx-i-xdj«) = o; d'où Ton tirera
fp(r, i/)4-iF(r, u)-i-ii/-(/, i/)]dx = — x[F(<, u)drH-/(f, «)da);
et, par conséquent ,
dx _ ^ F(/, u)df -+-/(<, u) du
X ~ ^(/,.«)-+-rF(*,u)-+-ii/(f, «.)*
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pour rendre une équation homogène : soit, par exemple,
l'équation
ajr" X* d jc 4- bxP d ;c -4- cx^ djr z=z o ;
on supposera r = -z* ^ et comme l'exposant k n'est pas une variable , mais une constante inconnue, on différentiera par l'art. 18, et l'on aura
d^==X^2*~'dz et yn-—^km.^
en substituant, on obtiendra
az^jc"dx -h bxPdx -H c^-t*z*"' dj(=: o; cette équation sera homogène si Ton a
^/»i -f- « = />, q -h ^ — *=^/'j éliminant l'indéterminée /r, on trouvera
équation de condition qui doit avoir lieu pour que la proposée puisse être homogène par la substitution de
394. Il existe , sur les fonctions homogènes, un théorème important que nous allons démontrer de la manière suivante :
Soit Mdx -h N d/ la différentielle d'une fonction homogène z entre deux variables x et j^, nous aurons donc l'équation
(109) Mdj? -f- Ndj =:dz.
Faisant- =; ^, et désignant par n la somme des exposants
des variables, d'un des termes de la fonction z, on trouvera (art. 387)
et l'on se rappellera que Q ne contient que la seule variable <7, attendu que la fonciion d'où provient Q ne renfermait
que des termes en-? qui se sont changés en ^ par la suBstî-
tution de ^ à la place de -• Cela posé, remplaçons, dans
l'équation (109) , y par sa valeur qx , substituons Q x" à ^ et appelons M'^ et N' ce que deviennent alors M et N ; l'étion {109) se transformera en
(110) M'd^-f-N'd.çror = d (Qx»)^
la différentielle de qx (art. 14) étant qà-X -I- a'd^, si nous mettons cette valeur à la place de d . ^x , nous obtiendrons
(M'-f-N'^)dx4-N'xd^ = d{Qar»);
ce qui nous apprend que la différentielle totale de Q x" est
(M'-f-N'7)dx4-N'xdy;
mais en effectuant la différentiation indiquée dans le second membre de l'équation précédente, la différentielle totale de Qx" est aussi
ou plutôt , parce que la différentielle d'une fonction Q de<jr est de la forme Fç.d<jf,
Q rt.r»-'dx H-F^.d^.
Comparant ces deux expressions de la différentielle totale de Qx", nous voyous que leurs premiers termes représentent également la différentielle de Qx" prise par rapport à X. Nous aurons donc
si dans cette équation on remet j' au lieu de qx^ M' et N redeviendrout M et N , et Ton aura
OU
M.r -f- N j = /ïz.
Ce théorème peut s'appliquer à des fonctions homo
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gènes d'un nombre quelconque de variables ] car, si Ton avait, par exenfple , l'équation
Mda- 4- Nd/ H- Pdf = dz,
dans laquelle la dimension fût toujours n , il suffirait de
laire- =^, - = r, pour prouver, par un raisonnement
analogue à celui que nous avons employé, qu'on doit avoir z = x"F (q^r)f et par suite
Mx -+- Nj -4- P/ = nz.
DES cbinDITIOlIfl D'IITÉQBABILITÉ DES FOHCTIONfl DB DBDX VARIABLES.
396. Lorsqu'on a une différentielle Mdx + Ndj^ = o, on ne peut pas affirmer qu'il existe toujours une équation qui, étant différentiée, donne la proposée-, car, si l'on différentiait , par exemple, l'équation f(x,y) = o^ et qu'on en tirât mdx -h ndy =z o^ on pourrait multiplier cette équation par une fonction de x , et obtenir une équation Mda:-|-Ndy=:o dont les coefficients M et N seraient différents de m et de n^ par conséquent, l'équation
Mdx-hNdj =0
ne résulterait plus du seul procédé de la différentialion de
II en serait de même si Ton combinait arbitrairement
//ido: -h «dy = o aven l'équation ^v\v[)\\\SQf[x^y) =o;
par exemple, en éliminant un ou plusieurs termes entre
m dx -h 71 dy = o eif(x , y) = o , on pourrait obtenir une
équation
M'da; -h N'dr = o,
dans laquelle les coefficients différentiels M' et N' seraient différents de m et de «.
397, Une équation qui , telle que mdx -h ndy = o^ a été obtenue par le seul procédé de la différentialion, se
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nomme une différentielle exacte ] il en est de même de toute fonction différentielle qui ne serait pas égale à zéro, mais qu'on aurait trouvée par le seul moyen de la différentîation. Lorsqu'une équation différentielle Mdx + Ndy = o n'est pas une différentielle exacte , on ne peut songer à l'intégrer que lorsqu'on l'a rendue une différentielle exacte par quelque opération préparatoire.
Euler résolut le premier ce problème important
1°. Une équation différentielle étant donnée , déterminer comment on peut reconnaître lorsqu'elle est une différentielle exacte?
2°. Quel est le moyen d* intégrer cette équation?
Avant de donner une solution de ce problème, je rappellerai que, d'après notre convention (art. 54) , l'expres-
dz . .
sion-r— nous indique que la fonction zdexei.deyB. été
différentiée par rapport à a:, et divisée par dx [*)] si
dz ensuite cette fonction j- est différentiée par rapport à une
autre variable r? puis divisée par dj^, nous écrirons ainsi le
résultat de cette opération : -^ — -p- • Si, au contraire, on eût
pris d'abord le coefficient différentiel de z par rapport à /, et ensuite par rapport à a:, on aurait écrit ainsi le résultat
de cette opération : -. — r- • * djrdx
\ (*) Soit d« = Adar-+-BdrH-Çd«, etc., la différentielle totale de «; le
ds rapport -r— n'est autre chose que le coefficient différentiel A. Si Ton demandait le rapport de Adx-t-Rdj'-hCdl, etc., à dx, il ne faudrait donc pas le
représenter par — ; dans ce cas, le rapport de la différentielle totale à d-r
s'écrira de l'une des manières suivantes:
■7— dz ou — r— • d X dx
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Lorsque z est une fonction de trois variables x, j", Uj,
une expression telle que -j — t — -j— indique qu'on a pris
d'abord le coefficient différentiel de z par rapport à x, et
ensuite le coefficient différentiel de j— par rapport m y, et
d'z enfin le coefficient différentiel de^ — -7— par rapport à m.
Pareillement, l'expression ■ ^ indique qu'on a effectué
einq différent! a tions succiessiyes sur z , les deux première» par rapport à x, et les trois autres par rapport ky,
399. Cela posé, le théorème d'Euler repose sur la pixvposition suivante, qui a élé démontrée (art. 174) :
Si Pon a une fonction z de deux "variables x et y, et
quon prenne le coefficient différentiel de Zy d^ abord par
rapport à x^ et qu'on prenne en$uite le coefficient diffé-'
dz reniiel de -7— par rapport à j^ on aura le même résultat
que si F on eût d abord pris le coefficient différentiel de z.
par rapport à y, et ensuite le coefficient différentiel de -p-
par rapport à x : c'est ce qu'on exprime en disant que
da:d^ àyàx 4fOO. Si Ton a , par exemple, ^ := x* -I- x/, on trouve
dz dz
et, par conséquent ,
dard^ àyàx
Cela posé, soit z la fonction dont la différentielle
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est Mdx4-Nd^; od a
di ds
La première de ces équations , dilTéreiiiiét: par rapport 'u y. donnera
d^ ~ d*dj-''
la seconde, dilTérentiée par rapport à x, donnera dW _ d'z
Les seconds termes de ces équations étant identiques , il cii
résulte que
. . dM_dH
^'"' ây~dx'''
toutes les fois que cette équation de condition aura Heu, la
différentielle proposée sera exacte.
-402. Je reconnais, par exemple, que l'eipressioii (ax — y)dx — ^d^ est une diQ'érentielle exacte, paixc que
'dM _ _ _ ^ dr~ '~dx' L'expression
est aussi uuedirférentiellc exacte, car dM_ _dN
L'équation jrdx — xdy = o n'est pas une diftércn
.11 . dM dK _ „.
tielle exacte, puisque ^ — = ' et que -j— = — i . En cflei,
( TUc (''jiialion dérive de celie-ci :
DES CONDITIONS d'iMTÉGRABILITÉ. 3o I
trouvée immédiate ment parla différentiaiion , et dans laquelle on a supprimé le diviseur commun y*] en le res-
ti tuant, on aura M=-i N = » et la condition
dM dN ,.
~, — = -7— sera remplie.
cl ^ d j: *■
Des conditions tTintégrabilité d'une /onction des variables x, y et de Iturs coefficients différentiels successifs,
La variable indépendante étant or, soient
àjr d'j à^x
et ainsi de suite. Si Ton prend une expression Vdx dans laquelle V soit fonction de ar , de/, de /?, de </, etc., il faudra pour que Vdx soit une différentielle exacte, qu'elle provienne par la différentiaiion d'une certaine fonction que nous désignerons par z ; nous aurons donc V d .r = d s , ou plutôt
Supposons que V ne contienne que x et/, et que les coefficienls différentiels /? et ^ ; c'est-à-dire qu'on ait
. dr d='r Texpression Vdj;, à cause des coefficients différentiels -r— et -r— ^
qu'elle renferme, appartiendra au second ordre; il en sera donc de même de d z ; par conséquent , z devra être une fonction du premier ordre, et ne contiendra point q. Ainsi Ton aura, en la
différentiant,
, ., , d« . dz , dz ,
(..4; d. = j^dx + ^dj-t-^d/,;
mettant cette valeur de d z dans Téquation ( 1 1 3 ) , on obtiendra
I /dz , dz , dz ,
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fisiisant passer le divmiir dx sous la jjarenthèse, on aura
dz dz dr dz dp
d.r dy dx dp da*
mettant, au lieu des coefficients différentiels, leurs valeurs données par les équations (112), on trouvera
Soit maintenant
(116) dV=Mdjt-hNd^H-Pd;?H- Qd^,
les équations ( 1 1 3 ) et ( 1 1 5 ) vont nous fournir les moyens de dé"
terminer les coefBcients M, N, P,Q en fonction des coefficients
,.„. . , dz d*z ^ «.,,,, dV
diflerentiels -t-'t-:» «^c. Pour cet effet, la valeur M = -r- ^ ax dar dx
tirée dé Téquation (i 16) , étant mise rfans Téquatiott (1 13 ) diffé*
rentiée par rapport à ^ , on a
M= -.— • dx dx
on trouvera de même
dV 1 d'z
(^'^) dj ^" ^^d:;-<^-
dV A l'égard de P, le coefficient différentiel -r— •? qui en «si la valeur,
^e trouvera en différentiaot l'équation ( 1 1 5 ) par rapport k p et <en divisant par d/?; et, si Ton observe qued.up = udp ^ vda^ on aura
dV d'g dz d^z d'z dzd^ dp dxdp dx dydp d.p^ dpàp
Or le terme afTecté de -{-^ est nul, car
dp
d^ d g d'p dp d 1 d . constante
djj d.rd/^ d,r dx dx
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vt comme une consianie n'a point île ilifTérentielle , nous suppriroeroi» le terme affecté de -7^ ( *), ce qui réduira la valeur de I equarion (it8) à
dt d'z d'i d^z
dy dxdp AjrAp dy'
Celte Valeur Ta se simplifier; car l'équelion (ii4)t étant HifTéren- [iéc par rapport à p, nons donne
et en divisant par àx, on a
I dz _ d't A't d^
dx dp Axdp àfdp dp'
Cette valeur des trois dernier» termes de l'équation (119) la réduira à
d^ ax dp En opérant de même par rapport à Q , on trouvera dz 1 ^ dz
"^^-rp^drJdTr
et comme, dans notre hypothèse, la fonction z d\\ premier ordre ne peut renfermer d'y et par conséquent q, il faudra supprimer
(*) Si, an lieu des )eal$ coeCScients difTérentiels p et f, on STaitencor r, I, I, etc., en BuiTaot la même marcbe, on lombernit snr les expression
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en résumé , nous avons
I d'z I dz
dz I dz dz
d^ dx dp dp
Il ne s*agit plus que d'éliminer entre ces équations la fonction i,
qui nous est inconnue ; or, en considérant les coefficients différen*
tiels qui s*y rencontrent, nous voyons qu'il en existe de deux
sortes qui sont communs à plusieurs de ces équations : ce sont
dz dz
-;— et -r— qui entrent dans les valeurs de P, de N et de O. Cher-
a.r dp '
chons à éliminer ces deux coefficients différentiels entre nos trois
équations : pour cela, nous remarquerons que la différentielle de
-=— qui entre dans la valeur de N est celle du ternie -=— qu'on dx djr
trouve dans la valeur de P; nous différentierons donc l'équation qui a P pour premier membre, et, en divisant par dx, nous trouverons
dp I , dz 1 , dz
ax ax ay ax'^ dp
par conséquent, en retranchant de cette équation la seconde des équations (120), nous obtiendrons
ax dj?* dp
Il nous reste encore ici un terme qui contient z ; mais nous l'éliminerons à l'aide de la quatrième équation (120), différenliée deux fois, ce qui nous donnera
Telle sera l'équation de condition qui devra avoir lieu , pour que V étant fonction de x, de^, de p et de 7, l'expression V djrsoit une différentielle exacte.
En général, si V est une fonclion de x, de j et des coefficients
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différentiels /?, ^, r, j, /, etc. , on trouvera
d.r ' d x' . f\ x^ àx^ i\x^
4(IS, Par exemple, si Ton avait ///d.r + «d/, en mettant celle expression sous la forme (/w -h np) do:, la fonction V serait dans ce cas égale à m + npy et Ton en déduirait
;T~dP = ;r- K-d.r4-y-dj) =T--H-r-/>, ûx ax \éx ■ dj / d.r d/
ces valeurs de N et de -T~f'P> mises dans réqualion
la convertiraient en
d//i an an an
^X d/ dx ày '
et en réduisant on trouverait
d /72. • d « d^ Ax
ce qui est l'éiquation de condition ( 1 11} de Tart. 401 .
iRTÉGRATIOH DBS FONCtlOllS DE DEUX VARIABLES QUI REMPLISSENT LES COBDITIOIIS d'IRTÉGRABILIT£. ~ REGHERCnES DES FACTEURS PROPRES A BBEDRE INTÉGRABLES LES ÉQUATIONS QUI NE LE SONT PAS IMMÉDIA- TEMENT.
406. Proposons-nous maintenant d^intégrer une différentielle à deux variables , lorsqu'il a été reconnu qu'elle est exacte. Pour cet effet, nous remarquerons d'abord que lorsqu'une fonction u de x et dej^, par la diflférentiatîon , a donné Mdj? -f- Ndy, le terme Md j: a été obtenu en regardanty comme constant. Par conséquent , lorsque nous intégrerons la partie Mdor, la constante que nous ajouterons pourra renfermer y^ et en la représentant par Y, sauf,
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si le cas l'exige , h regarder Y comme une constante ordinaire , nous écrirons
(i23) « ==fndx -hY=o.
Celle équalion étant celle qui , par la .différentialion, a dû nous donner Mdar -f- N dj = o , il suit de là que N nVst autre chose que le coefficient difTérentiel de ^ Md.r -h Y, par rapport ky.
En effectuant cette différentiation, nous aurons
d/Md^ JY.
on lire de celle équalion
dY_ _ dfMdx dj ~" d J
et en intégrant,
cette valeur dey mise dans l'équation (laS), on obtient (.04) « = /Mdx+J(N-i^)d^.
Il est à observer que N — ne renferme pas r,
puisque cette expression, multipliée par dy, doit donner pour intégrale une fonction Y de la seule variable/.
d fMdx 407. Pour démontrer que Texpression N —r n'est pas
une fonction de x, nous en prendrons le coefficient différentiel par rapport à .r , et nous aurons
, ^, dN d(dfmdx)
d X djr dx
et en changeant Tordre des différentiations, la seconde partie de
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cette expression deviendra
d(d/iMdx)_ V dx J^ dxd Y dr '
or, l'intégrale y M do: ayant été prise par rapport à ^, la différentielle de y M d .r, relativement à la mnne variable Xy sera M d x ;
, d/Mdx II. \ d^ /
donc *^ , = M , ce qui réduit 1 expression — ^ — =
dx " dy
à - — 5 substituant cette valeur dans l'expression (laS) , nous au-
dN dM „ ., , 1,.
rons-r -i — •, or cette quantité est nulle d après 1 équation
de condition d'inlégrabilitc , d'où il suit que la différentielle de
d /Mdx N si-r par rapport à x est nulle, ce qui prouve que
cette expression ne renferme pas x.
408. Au moyen de la formule (124), on peut intégrer toute fonction de deux variables qui satisfait a la condition dMntégrabilité. Prenons pour exemple
(126) (6 x/ — /*)dx-f-(3x* — 2 xj) dj.
Comparant cette expression à Md j: -f- N Ay^ nous avons
6 xj — ^' =r M , 3 x' — 2 .rj = N.
Par conséquent , la condition d'intégrabilité est remplie, puisque Ton trouve
dM ^ dN
dy ^ dx'
intégrant l'expression {6xy — j^)Ax^ dans Thypotlièsc dey constant, nous aurons
f M dx = /(6x7 — j') dx = 3 x\r — y'x\
substituant cette valeur et celle de N dans Téquation (1 24}
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nous obtiendrons
H = 3xy^yx 4- / I 3 JT»— 2x/ — ( ^x — r^) j^,
La partie affectée du signe d'intégration, en exécutant la diiférentiation indiquée, se réduit à
y (Sx* — 2 XX — 3 j?*-+- 2xy) djr;
et, enôtantle signe d'intégration , on a une difTérentielIe dont les termes se détruisent : il suit de là que Tcxpression
rfo , <l(3x'r — r'j:)l ,
est constante, vu que toute quantité dont la différeulielle est nulle , est constante ^ d*où il résulte que Fintégrale cherchée est 3 x*y — j' x 4- constante.
409. Si Ton n'eût pas voulu employer la formule trouvée par l'art. 406, ou aurait pu faire directement le calcul de la manière suivante :
On intégrera l'expression (126), en regardant j^ comme constant, et l'on aura
/ M dxz=f (6xx -^ ') dx H- Y, ou
( 1 27 ) w = 3 x^f — j' jr 4- Y ;
différentiant cette équation par rapport kjr^ on obtiendra
du - , dY
-=3.'~2xrH-g^;
-j— n'étant autre chose que le coefficient de ày dans IVx-
pression (126) , nous avons aussi
du
I dY
comparant ces valeurs, nous trouverons -r — = 0, et par
conséquent Y = constante; mettant cette valeur dans Té-
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quation (i 27) , nous trouverons
Il =. Zx^y — r^-P -h constante,
Soit encore la fonction
si on la compare à l'expression Mdjr -f- Ndj^, on trouvera
et comme Ton a
dM , , dN
la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant par rapport à a:, nous aurons
/Mdar =7^0:2 + 3/^.r-H Y,
ou
diâ'érentiant cette expression par rapporta^, on obtiendra
Au^^à^y^x' + Zy^x) dY^
dr~" <*jr d/'
d'une autre part, -r— représentant le coefficient de Ay dant Téquation proposée , nous aurons encore
de ces deux valeurs de -t~ on tire cette équation
d(r2j:'4-3r*.r) dY ^ d j / "^ dj = ^"^'-^ -^ 9-^' -H 8r%
et en eflectuant la difierentiatiou indiquée par rapport kj on a
j Y 2 ar2 j -f- 9j'.« H- — =: 2 Jt' J 4- 90^/' -f 8^%
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ttquation qui se réduit à
donc
et par conséquent l'intégrale cherchée est
u z=iy''x}-\- Zy^x -4- 2/*-+- C.
411 . On a vu (art. 403) que réquationj^djrr — xdy =o n'était pas une différentielle exacte, parce que cette équation avait perdu le facteur commun — ; on sent donc qu'il
peut exister des équations qui , telles que celle-ci, ne sont pas immédiatement intégrables, mais qui le deviendraient si l'on pouvait restituer ce facteur.
412. Soit en général l'équation Pda:-hQdj' = o, qui est une différentielle exacte, et z le facteur commun, quie, pour plus de généralité, nous supposerons une fonction de X et de j^ ; nous aurons
P = M2, Q=Nz.
Si l'on suHstitue ces valeurs dans l'équation précédente, le facteur commun z disparaîtra, et l'on aura
(128) Mdar-^Ndr = o.
L'équation Pd a: -f- Qdy = o étant une différentielle exacte par hypothèse , on aura
dp _ dQ d^ d x'
mettant pour F et pour Q leurs valeurs, cette équation deviendra
dMz dNs
Ay d.r '
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et en développant , on trouvera
Udz «dM Ndz zdN
^ ^ ér ûy ax ax
Lorsque le facteur commun z est constant , -7- et y
étant nuls, Téquation (129) devient
dM_dN âjr dx
et par conséquent la condition nécessaire pour que Téquation (128) soit une dîfTérentielle exacte, est remplie. Mais, lorsque z est une fonction de x et de y^ la détermination de z dépend de l'équation (i 39) -, or cette équation est plus difficile à intégrer que la proposée , qui ne renferme que le
. . . dy seul coefficient différentiel -r— 5 tandis que Téquation (129)
renferme les deux coefficients différentiels x- et -r— î et
dx ajr
contient trois variables x,y^ z.
414. Si Féquation est homogène, il est très-facile de déterminer ce facteur^ car soit Mda: + Ndj^ = o une équation homogène, qui devienne intégrable par la multiplication d'une fonction homogène z dex et de r ; appelant u l'intégrale de Téquation zMdx -j- zT!fdj = o, on a
(i3o) zMdx -h zX^ày = du;
celte éqiiation étant homogène, ou en déduit (art. 394)
(i3i) zMx-t-aNx =='*«;
or, si la dimension de M est représentée par m , et celle de z par A^, la dimension de l'un des termes zMx^ ^^J sera donc 771 H- A 4- 1 *, cette valeur étant mise à la place de n , dans 1 équation précédente , nous aurons
zMx -f «Nj = (m 4- ^ -+- 1) « ;
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divisant l'équatiou (t3o) par celle-ci, nous irouverons Mdx+Ndr du i
Le second memba^e de cette équation étant une différentielle exacte, il en doit être de même du premier; d'où il suit
que — — doit être un facteur propre à rendre inté-
grable Téquation homogène M dx -+- Ndj^ = o.
Si le facteur commun z , qui doit rendre homogène
dz la proposée, n'est fonction que de X, on a -r— = o, ce qui
réduit Féquation (129) à
zdM Ndz dN
dy dx dx
d'où Ton tire
]Ndz_ /dM dN dx \ dy dxj
et, par conséquent,
intégrant, on a
logz
/*/dM dN\
multipliant par toge, changeant le coefficient de loge en exposant, et passant aux nombres, on trouve
(i33) z = eJ ^\^^ ^'/ .
11 ne s'agira donc plus que de multiplier Téqualion proposée de ce facteur z , pour qu'elle devienne une différentielle exacte.
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Soit, par exemple, yàx — xdj^=: o; on a
dM dN
au moyen de ces valeurs , la formule (i32) nous donne
/dz_ Tadx T-J— '
d'où l'on tire , en intégrant ,
log« = — - 2 logo: -t- logC == — loga:»-f- logC = log ~ ;
et en passant aux nombres , on trouve 2 == -^ : par consé-
quent r^expression -^ — sera une différentielle
exacte.
417. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouissent de la même propriété. En effet , soit z un facteur qui reude exacte l'équation Mj8da:4-Nzdy = o^ en représentant par u l'intégrale de cette équation , nous aurons
Mzdo: + N«d/ = dit; multipliant les deux membres par fu, nous obtiendrons
La forme de (pu étant arbitraire, nous pouvons faire , par exemple , y m = 2 m', et alors 2 u* de/ étant une différentielle exacte ,
en sera aussi une \ donc le facteur 2 zu^ aura la propriété de rendre intégrable l'expression
Mda:-f-Ndj=o.
On voit qu'on peut faire une infinité d'autres hypothèses sur^ii.
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Des conditions d'integrabilité des /onctions de trois et d'un jjIus ^rand nombre de variables. Intégration des équations de trois
variables qui y satisfont, DeJ'équation de condition qui a lieu pour que Vntégration des équations différentielles à trois variables dépende d'un facteur commun ^ et des moyens de satisfaire à la proposée , lorsque cette équation de condition n'existe pas.
418. Proposons-nous de déterminer les conditions d'intégrabilité de la différentielle d'une fonction de trois variables Jc,/, z\ cette fonction étant représentée par u , nous aurons
(i34) da = Md:c4- Ndj + Pdz;
par conséquent,
d tt ., an ^ d a
M=:^, W=T-' P=T— ax ay dz
On peut combiner deux à deux ces équations , de trois manières différentes :
i^ -r- = M et -=-.=»N,
ax Ay
d« ,, au ^
?/•. -r-=M et -^=P,
ax a z
o« d tf ^, du ^
3". rr- = N et -7~ = P.
ay az
Par une démonstration analogue à celle que nous avons donnée précédemment, on déduira de ces équations celles-ci : ,
( 3K) dM_dN dM_dP dN_dP
d^ i\x ûz ûx dz dy
£n général, s'il y a n variables, on aura autant d'équations de condition que ces variables peuvent donner de produits distincts
deux à deux , et par conséquent — ^ équations de condrtion.
419. Lorsque la différentielle du est nulle, Téquation (i34) se réduit à
Mdjc -f- Ndj-H Pd3= o;
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inettoDS-la sons la forme
( 1 36 ) d z = m (1 .r H- « djr ,
en faisant
(i37) ^=:,^ni, p~— «.
Or, si nous regardons z comme une fonction de x et de y, nous pourrons traiter Téquation (i36) comme si elle ne renfermait que ces deux variables ; par conséquent, la condition d'intégrabilité se réduira à celle de Tart. 401 , c'est-à-dire qu'il faudra que la différentielle de m, prise par rapport à jr, et divisée par cette variable, soit égale à la différentielle de n par rapport à .r, et divisée par x^ Pour obtenir ces expressions, nous remarquerons que la première ne sera pas seulement -, — 9 mais devra avoir un second terme
provenant de la difTérentiation de la variable z, regardée comme fonction de ^; ce terme sera donc représenté (art. 26 et 66) par
-i— -T— Ce que nous disons de la différentielle totale, prise par
rapport à Xy devant s'appliquer à la différentielle totale, prise par
rapport à x, Téquation de condition (m) (art. 401) sera, dans le
cas présent,
dm dm dz drt d/zdz
dy dz dy d.v dzdx^ •
transposant et observant que, d'après l'équation (i 36), -p- = /// ,
et que 1— = « , on a
, ^^ dm dn dm dn
l38) T -^ *"«-j /II-r- = 0.
^ ' dy d.r dz dz
Or, en différenliant les équations (137), d'après l'art. 16, on a.
„dM „dP ^dN ,,dP
dm df dy dn dx d.r
dj~ F ' d^~" P» '
«dM ^^dP „dN ^dP
dm N dz dz dn M d^, d z
'' d7"~ p pï ' "' dl"" P P»
3i6 CALCUL INTÉGRAL.
Substituant ces valeurs dans Téquation (i38), réduisant les deux derniers termes et supprimant ic dénominateur commun P% nous trouverons, en changeant tous les signes,
^ dj df dx da: dz dz
Telle est Téquation de condition qui doit avoir lieu pour que z puisse être considéré comme une fonction de deux variables indépendantes X et jTy c'est-à dire pour qu'il puisse exister une équation finie entre ces trois variables; par conséquent, si Ton prend au hasard une équation Mda:4- Ndj-f-Pd3=:o, çntrc trois variables, avant que de savoir si Téquation (iBg) est remplie, on ne pourra pas affirmer que Tune des variables est fonction des deux autres; c'est-à-dire que Téquation différentielle proposée nécessite l'existence d'une certaine équation entre x, / et 3, ou, en d'autres termes, que cette équation différentielle ait une équation unique pour intégrale.
420. Une équation différentielle à trois variables, pour laquelle réquation (i3g) ne se réalise pas, était autrefois regardée comme absurde, ou du moins comme insignifiante ; Monge, ainsi que nous allons bientôt le faire voir, prouva que l'on était dans l'erreur.
Lorsque les équations (i35) ne sont pas satisfaites, si nous représentons par > le facteur propre à rendre Md.«-hNdj-f-Pd3 une différentielle exacte^ les équations de condition (i35) deviendront
dXM dXN dXM àlV dlT^ d\F dy dx dz dx dz dy
effectuant les différentiations indiquées, on obtient
M— — N— x/"— — — Wo d^ dx \àx dx)
dz d/ \d z drj
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Si Ton multiplie la première de ces équations par P, la seconde par — Ny et la troisième par. M, et qu*on les ajoute, les termes qui ne sont pas entre les parenthèses se détruiront; Téquation étant divisible par \, ce facteur disparaîtra, et il restera
^dM „dN ^dM ^df> , ._dN ^ dp
à y dx cl z i\x a z d j
résultat qui n'est autre chose que Téquation (iSg), et qui s'accorde avec ce que nous avons dit sur la fin de Part. 419; car, pour que la proi)Osée soit intégrable à Taide d'un facteur >., il faut que, comme dans tous les autres genres d'intégration, elle nous conduise à une équation unique entre x, / et z , condition exprimée par réquation (iSg). Lorsque cette équation sera satisfaite, la détermination du facteur^ ne dépendra plus que de deux des trois équations de condition (i4o) , puisque leur co:iibinaison avec l'équation (iSg) reproduira la troisième (*).
42i. Examinons de quelle manière on peut déterminer l'intégrale, lorsque l'équation (iSg) est satisfaite. Pour ceteflet, regardons Tune des variables, z par exemple, 'comme constante; la proposée représentée par
(i4i) Md.r-f-Ndjr-f-Pd3 = o,
se réduira nécessairement, dans cette hypothèse, à
(142) Mdj: -h Ndr = o.
{*) Cela est facile à \Trifier; en effet, si Von avait, par exemple, los deux équations
^d7-^dl^"^Hd7-dl) = ^' „d; /dN dP\
en ajoutant la première multipliée par P à la seconde multipliée par M , et retranchant de cette somme le produit de Téquation (iSg) par >, on trouverait en réduisant, et en supprimant ensuite le facteur commun N,
,.d/ „di /dM dP\
d« dx \ dz dr J
ce qui est la seconde des équations (i/jo).
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Si cette dernière équation n^est pas immédiatement iotégrable, c'est qu'il est possible que cela provienne d'un "facteur commun qui aura disparu de Féquation (i4i)' Désignons-le par \, nous aurons, en le restituant dans la proposée,
(143 ) >Mdjr-+-XNdjr 4->Pdz = o,
et en faisant z constant^ cette équation deviendra
(i44) XMdx-hXNdj = o.
Or si, par un procédé quelconque, nous trouvons im facteur qui rende intégrable Péquation (1^11), nous le regarderons comme étant celui que nous avons nommé X ; alors Téquation (i44) ^^^^' nant une différentielle exacte , nous pourrons en obtenir Tioté^ grale que nous représenterons par V. Cette intégrale sera en général une fonction des variables jr, / et de z, traitée comme constante; par conséquent, elle devra être complétée par une constante arbitraire (art. 408) fonction de z, que nous désignerons par 9 z ; de sorte que nous aurons
(145) • V-f-<pz = o;
différentiant cette équation par rapport à la seule variable z, on obtiendra
dV da>z\ , -j^-h-f- dz; dz dz '
la quantité renfermée entre les parenthèses devant être identique à celle qui multiplie d z, dans T équation (i43), on aura donc
d'où Ton tirera
(•47) -^ = ^P-dû =
et comme la fonction <fz, qui a été donnée par Tintégration, ne peut renfermer d'autre variable que z, il en sera de même de
-p-« Donc, en vertu de l'équation (i47)> ^^ faudra aussi qi'^'
dV , .
X P i— se réduise à une fonction de la seule variable z.
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Il suit de ce qui précède , qu'après avoir reconnu que Téquation (139) est satisfaite , on regardera Tune des vaiiables comme constante, z par exemple, ce qui réduira l'équation (i40 ^ ^*équation ( 1 ^7) . On examinera ensuite si les deux termes M dx+Ndj ne peuvent pas devenir intégrables, en les multipliant par une quantité que nous avons désignée par >. Lorsqu'on sera parvenu
à trouver ce facteur, on détenninera V , les valeurs de l, de «il et
az
de P, étant alors substituées dans l'équation (i47)» feront con-
, dopZ Q(û z
naître —r^* Par conséquent, en intégrant — ,-— ds, on obtiendra
dZ (12
la valeur de 7s, qu'on mettra, ainsi que celle de V^ dans Téqnation (i45>), ce qui donnera l'intégrale cherchée.
Soit , par exemple
(148) yzdx — jczdr -^ yxdz z:=z o y
qui satisfait à l'équation (139). Il s'agit d'aliord d'inléi^rer
yzdjc — xzdy = o,
en regardant z comme constant. Pour cela, on écrira ainsi celte
équation :
z(fdx — xdj') = o ;
et en remarquant que la partie qui est entre les parenthèses devient
la diflërentielie exacte de - lorsqu'on la multiplie par — 9 on re-
connaît que, dans le cas présent, on a
>.=:■—> et V = —
DifTcrentiant donc cette dernière quantité par rapport à z seul,
dV X
l'expression -5— devient — Cella valeur et celle de /. étant substi-
tuées dans l'équation (i47)» cette équation deviendra
doz P X
et comme P n'est autre chose que le multiplicateur de dz de Te-
quation (i48), nous en restituerons la valeur, et nous aurons
cl f 3 X X
OU plutôt
dcpz
donc fz=: constante.
Cette valeur et celle de V convertissent enfin l'équation (i45} en
zx
hC=o,
ce qui est l'intégrale de la proposée.
Prenons pour second exemple l'équation
zyAx -f- xzàjr -f- xyàz ■+- az^Az = o,
qui satisfait également à Féquution de condition (139). Nous intégrerons donc zyAx -^ xzdy, en regardant z comme constant, et nous aurons
(149) 3a:j-rf-<ps = 0.
Cette intégration s^ étant effectuée sans qu'on ait eu besoin de restituer un facteur, on voit que dans le cas présent > peut être con-
. dV .
sidéré comme étant égal à l'unité. Ainsi l'expression -j- s'obtien-
<lra en différentiant seulement le produit zxy par rapport à z, ce
dV qui donnera -=— == xy. Au moyen de cette quantité et de celle de
P, qui est xy -f- «»% l'équation (i47 ) deviendra
àtûZ
-— i— = xy 4- <72 — xy^
ou plutôt
= az":
dz '
multipliant pards, et intégrant par rapport à z, nous obtiendrons
az^
<fz=z— +.C = o;
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d*où Doiis conclurons que Tintégrale cherchée est
az^
xyz -4- -_ -h C.
424. Lorsque Téquation (iSg) n'est pas satisfaite, on ne saurait admettre qu'il existe une équation qui, étant différentiée, produise la proposée; par conséquent, Téquation (i47)) ^^ repose sur cette hypothèse, ne saurait subsister; cVst ce qui va devenir sensible dans Texemple suivant :
Soit donc
xyàx — zj:d/ -f- (a* — j')d« = o
une équation qui ne satisfait pas à Téquation de condition (iSp),
Examinons de quoi se compose, dans le cas présent, la partie
dV >.P — -r- qui formerait le second membre de l'équation (l47)> si
cette équation avait lieu . Pour cet effet , en regardant % comme constant, nous aurons
équation qui devient intégrable si on la divise par xy\ donc
X = — 5 et y z=z X — zlogj;
xy
par conséquent, aP — -r- a pour valeur
— ^-Mogr. .
xy
Or cette quantité, étant une fonction de trois variables x^ j, z , ne peut se réduire à une fonction de z seul , comme l'exigerait réquation (i47)> ^^ ^^^ ^"^^W. lieu; donc, dans le cas actuel, celte équation (i47) °^ saurait subsister.
485. Soit maintenant Mdar -f- Nd/ -f- Pd« = o une équation diflérentielle, pour laquelle l'équation de condition (iSQJne se réalise pas; désignons par \ le facteur propre seulement à rendre intégrable la partie Md.r -|- Nd/, prise en regardant z comme
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constant, et iiiultipHons la proposée par ce facteur, nous aurons
(i 5o) > Md j: -f XN dj -4- ^ Pd 3 =r o ;
intégrant la partie >Mdr-f-^Nd^, dans l'hypothèse de z constant, rinlégrale que nous obtiendrons pourra être représeutée, comme dans lart.^ 4ftl , par
La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois variables, nous ne pourrons en conclure son identité avec Téquation (i5o); car Téquation de condition (iSg) ne subsistant pas, il en résulte que l'équation (i5o) ne peut être regardée comme provenant de la différen lia lion d'une autre équation; et comme c'est sur cette hypothèse que repose l'équation (i^']\ on voit qu'alors elle ne peut plus exister ; mais s'il n'est pas permis d'admettre que la proposée provienne d'une seule équation différentiée, lorsque l'équation (iSp) ne se réalise pas, changeons donc d'hypothèse^ et regardons cette proposée comme le résultat de deux équations. Prenant V-4-(p« = o pour la première, nous pourrons adopter pour la seconde une relation arbitraire entre jc, r et z, pourvu toutefois que, conjointement avec la première, elle entraîne la destruction de tous les termes de l'équation (i5o). Supposons donc que cette relation soit celle qui est donnée par l'équation (147)9 équation qui ne subsistait plus lorsqu'on exigeait qu'elle satisfît à la proposée, mais qui, dans l'hypothèse actuelle, est admissible , puisqu'il est facile de reconnaître qu'avec le concours de l'équation (i4^) elle satisfait à l'équation (i5o).
En effet, en différentiant l'équation (i^S) par rapport aux trois variables, l'équation (i44) nous fournira d'abord les termes qui proviennent de la différentiation prise par rapport à ^ et à j ; car nous avons vu que l'équation (iJ^S) était l'intégrale de l'équation (i44) prise par rapport à ces deux variables. On ajoutera ensuite aux termes ^Mdo: -h >]N d j ainsi obtenus, ceux qui proviennent de la différentiation de l'équation (r45), prise par rapport à 2, et l'on aura de la sorte
dz d^
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Si dans cette éqtiaiion on remplace les deux derniers termes pai* leurs valeurs tirées de l'équation (i47)> on obtiendra
1 M dx + 1 N d^ H- i Pdi = o", équation dans laquelle on reconnaît la proposée, et (jui est par conséquent sacisraite entièrement par les deux équations
„5„ V + ,.= „ ...iî + ^^" = --P.
employées simultanément.
436. Prenons pour exemple l'équation j-dj-t- idx = di; si l'oD regarde z comme constant, le facteur propre à rendre inii-grable la partie jd^ -t-sdx, est z; par conséquent, nous aurons (i5?) 2j-d_;- + aidx— 2dz=:o;
cette équation sera satisfkite par le système des deux suivantes :
En elTet, la première étant difTérentiée par rapport à toutes ks
variables, donnera
dss i-fAy -(- aîdj4-2.cdi+ -~ di = o;
draot de cette équation la valeur de lyAy + 2sdx, et la siibsii> tuant dans l'équation (i5a), on réduira celle-ci à
— 2 jrd» -p- dz — 2di^o,
équation satisfaite d 'elle-même , en vertu de la seconde des équations (i53).
4!17. Les équations (i53) nous montrent que la forme <li' l,t fonction f s est absolument arbitraire, et que, par conséquent, -ir l'on fait, parexemple,ïa = ïS on y satisfera aussi par tesysléiin' des équaiiuns
(i54) r=+2«-Hî' = o, aa:-i-3ï--t- 2 = 0.
428. Au moyen de ces deux équations entre trois variables, on pourra construire {Note XIII) une courbe à double courbure qui, dans tous ses poigts, satisfera à la proposée; mais si, au lieu de prendre (ps = z% on prenait pour «pz une autre fonction de z , on déterminerait une autre courbe à double courbure qui satisferait également à la proposée; d'où il suit que les équations (i53) représentent une suite de courbes à double courbure qui satisfont à la proposée, et qui sont liées entre elles par la propriété commune que leurs équations ne diffèrent entre elles que par les termes re>
d(p2 présentes par yz et par -r^—
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429. Une équation V = o , entre a:, y et des constantes , peut être considérée comme l'intégrale complète d'une certaine équation diiFérentielle dont Tordre dépendra du nombre de constantes que Y = o renfermera. Ces constantes sont nommées constantes arbitraires^ parce que si Tune est représentée par a , et que V ou l'une de ses dîfTérentielles soit mise sous la forme f(x,jr) = a, on voit que a ne sera autre chose que la constante arbitraire que donnera l'intégration de df(x^y). Cela posé, si l'équation différentielle en question est de l'ordre n ^ chaque intégration introduisant une constante arbitraire, il faudra que V = o, qui est censé nous être donné par la dernière de ces intégrations, contienne au moins n constantes arbitraires de plus que notre équation différentielle (*)• Soient donc
( '^ ) Si une équation en x et en r ne renfermait pas n constantes arbitraires de plus que Téquation différentielle de Tordre n, elle ne pourrait en être regardée comme Téquation primitive. Par exemple, l'équation
d«r y = «*'f qui nous* conduit à t-j = 6ax par deux différentiations successives, n'en est qu'une intégrale particulière. En effet, cette intégrale s'ob-
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réquation primitive d'une équation diflerentîelle du second ordre, et ses différentielles immédiates; nous pourrons, entre les deux premières de ces trois équations , éliminer successivement les constantes a et b^ et obtenir
Si, sans connaître F(a:,/) = o, on parvenait à trouver ces
. ■ . . dr
équations, il suffirait d'éliminer entre elles -p pour obtenir
F(.r,jr)=o, qui serait l'intégrale complète, puisqu'elle renfermerait les constantes arbitraires a et b,
430. Si l'on élimine la constante b entre la première des équations (i56) et sa différentielle immédiate, et qu'on élimine de même la constante a entre la seconde des équations (i56) et sa différentielle immédiate, on obtiendra séparément deux équations du second ordre, qui ne différeront point entre elles, autrement les valeurs ^de x et de y ne seraient pas les mêmes dans l'une et dans l'autre. Il suit de là qu'une équation différentielle du second ordre peut provenir de deux équations différentielles du premier ordre, qui sont nécessairement différentes, puisque la constante arbitraire de Tune n'est pas la même que la constante arbitraire de l'autre. Les équations (|56) sont ce qu'on appelle les intégrales premières d'aune équation différentielle du second ordre qui est unique, et dont l'équation primitive F (a:, j^) = o est l'intégrale seconde.
Prenons pour exemple l'équation j= ax H- i, qui
tient en faisant 6 = o et c := o dans Tintégrale complète , qui est
X = ax* -H bx -H c.
Observons encore qu'on ne doit considérer que comme une seule constante celles qui ensemble affectent une même puissance de x. Cest ainsi que dans cette équation j' = (<i-i-*)*-h<?,,onne compte a -h & que pour une constante.
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h cause de ses deux constantes, peut être regardée comme Téquation primitive d'une équation du second ordre. On eu tire par la difierentiation, et ensuite par rélimiuation dé a,
Ces deux intégrales premières de l'équation du second ordre que nous cherchons, étant difïérentiées chacune en particulier, conduisent également, par l'élimination de a et de 6,
d'y à Téquation unique -p^ = o.
Dans le cas où le nombre des constantes surpasse celui des constantes arbitraires requises, les constantes excédantes, par la raison qu'elles sont liées aux mêmes équations, n'amènent aucune relation nouvelle. Cherchons, par exemple, l'équation du second ordre dont la primitive est
( 1 58) j y = ^ ax^ H- b.7' -f- c ;
en la diilérentiant, on obtient
fiSq) -r^=ax-i-b.
L'élimination de b et ensuite celle de a entre ces équations nous donnent séparément ces deux intégrales premières :
/ /? \ d r I • , . I dr i ,
(ibo) y = .r -j ax^-^c, r = - x -7^ -h - fc>.r-f c.
En éliminant -~ entre les équations (160), on tombe sur
Téquation primitive (i58). D'un autre côté, si Ton diflerenlie la première des équations (160), on trouvera, en réduisant.
IDIj -; =^/.
Si au rontrairr on eût différcnlié la seconde des équa-
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lions (160) , oti aurait trouvé, eu réduUaut ,
Ax' ûx
(Miuation qui coïncide avec celle qui esl désignée par le
n" 161 , en remplaçant le second membre par sa valeur tirée
de l'équation (iSg) (*); ce qui montre que les équations (i6o)
l'Oiiduisent à la même équation par des chemins dilTérents.
Appliquons de semblables considérations à l'équa
tion différentielle du troisième ordre : en différentiant trois
fois de suite l'équation "F [x,y) ^ o , nous aurons
f/. y :!£\-o vi. r ^-l,'^^\-o
ces équations admettant les mêmes valeurs pour cliatune des constantes arbitraires que renferme F (x,y) ^ o, on peut en général éliminer ces constantes entre cette dernière et le5 trois précédentes équations, et obtenir un résultat que nous représenterons par , . , J Ay A'y d'r\
t'^^' ^(,''-^'dI'dI''d-^j=°'
ce sera ré(|uatiou difTérenlielle du troisième oi'dre de F (x, y) = o, et de laquelle les trois constantes arbitraires seront éliminées; réciproquement, F(j7,^)^o sera l'intégrale troisième de l'équation (162),
433. Si l'on éliminé suceesslvemcut chacune des constantes arbitraires entre l'équation F(j;,_j') = o cl celle que l'on en tirerait par la différenViation, on obtiendra trois
(•) Dans le cas nd nons ne connsitpions pn» ror(.ialion primilive (i&R), on))ourrail conleeler rcni})loi que noua nïons Tnil Je l'eriualioii (1S9] ijtii
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équations du premier ordre , qui seroot les intégrales secondes de l'équation ( 1 6 a ) .
Enfin, si Ton élimine deux des trois constantes arbitraires, à Taide de Téquation F {x,y) = o et des équations que Ton en déduira, par deux différentiations successives, c'est-à-dire si l'on élimine ces constantes entre les équations
on pourra conserver successivement dans l'équation qui proviendra de l'élimination, Tune des trois constantes arbitraires; par conséquent, on aura aiitant d'équations que de constantes arbitraires. Scrient donc a^b^c ces constantes arbitraires; les équations dont nous parlons, considérées seulement sous le rapport des constantes arbitraires qu'elles renferment , pourront être représentées ainsi :
(i64) ffc = Oj ç6=ro, ^a=o.
Gomme les équations (i63) concourent toutes à l'élimination qui nous donne l'une de ces dernières, il suit de là que lés équations (i64) seront chacune du second ordre; on les appelle les intégrales premières de l'équation (162).
,434. En général, une équation différentielle d'un ordre n aura uii nombre n d'intégrales premières, qui contiendront
par conséquent les coefficients différentiels depuis -r— jusqu'à
-. — 4 inclusivement: c'est-à-dire un nombre n — i decoefdx"~-' '
ficients différentiels ; et Ton voit que lorsque ces équations sont toutes connues, il suffit d'éliminer entre elles ces coefficients différentiels poui^obtenir l'équation primitive.
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donnant une valeur convenable k la constante afbi traire que renferme cette dernière.
Par exemple, si Ton nous donne l'équation
xdx -h/d j = dy sjx^ -h J^ — «% dont Fintégrale complète est
et que, pour plus de commodité dans les calculs, on fasse évanouir les radicaux par l'élévation au carré, la proposée deviendra
(i65) (a'_;t')-l^-f.2.rr^ + x'=o,
et Ton aura pour l'intégrale complète
(i66) 2cj-f-c' — x^ '\' a^ ■=. Q ,
Il est certain qu^en prenant pour c une valeur constante arbitraire c= aa, on obtiendra cette intégrale particulière :
qui aura la propriété de satisfaire à l'équation proposée (i65) tout aussi bien que l'intégrale complète. En effet , on tire de cette intégrale particulière
X* — 5fl' dy X
ces valeurs réduisent la proposée à
équation qui devient identique, en substituant dans le second membre la valeur de c' que nous fournit la relation c= 2a, établie entre les constantes.
Pendant longtemps on crut que cette propriété de l'intégrale complète était générale, et que lorsqu'une équation
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diilérentielle en x et ea y était donnée, on ue pouvait reucontrer une équation finie entre les mêmes variables qui ne fût un cas particulier de l'intégrale complète, en donnant, comme nous venons de le faire, une valeur arbitraire à une constante; mais on s'aperçut enfin que cela n'était pas toujours, et Euler lui-même, dans un Mémoire publié en 1756, regardait comme un paradoxe du calcul intégral le fait singulier de F équation
qui a la propriété de satisfaire à l'équation diflférentielle (i65), et qui n'est point comprise dans son intégrale complète. En effet, cette équation étant différentiée, donne xàxzzz — yàyf cette valeur et celle de x*-hj^* étant substituées dans Téquation (i65), en font détruire tous les termes, et néanmoins l'équation (167) n'est pas comprise dans rintégrale complète \ car, quelque valeur constante que l'on donne à c dans Féquation (166), jamais cette équation ne pourra amener l'équation (167), puisque la première étant celle d'une parabole, ne peut, dans aucun cas, devenir l'équation (167), qui est celle d'un cercle.
Cette équation (167), qui satisfait à la proposée sans être renfermée dans l'intégrale complète, s'appelle une solution particulière ou singulière de la proposée. Clairaut, dès 1734 5 avait remarqué ce fait, et Ton crut longtemps ijue ces sortes d'équations n'étaient pas liées à l'intégrale complète ; Lagrange fît voir qu'elles en dépendaient , et à ce sujet eSposa la théorie que nous allons développer.
436. Soit M.Ax -4- Ndj^ = o une équation différeniiellc du premier ordre d'une fonction de deux variables x el y\ on peut concevoir cette équation comme provenant^de l'élimination d'une constante c entre une certaine équation du même ordre, que nous représenterons par mAx^nàj^^o. et l'intégrale complète F (.r, r, c) = o, que nous désigne-
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roQs par u. Or, dès que tout se réduit à prendre la constante c de manière que l'équation Md.r -f- Ndjr= o soit le résultat de l'élimination, on sent qu'il est même permis de faire varier cette constante c, pourvu que l'équation Mdar-+-Nd^= o ait lieu : dans ee cas, l'intégrale complète F(x,y, c) = o prendra une plus grande généralité, et représentera une infinité de courbes de même genre, différant les unes des autres par un paramètre, c'est-à-dire par une constante. Cette hypothèse est admissible^ puisque, lorsque l'équation Mda: -H Ndj^ = o est donnée, il est dans l'esprit de l'analyse de ne rejeter aucun des moyens qui ont .pu amener cette équation.
437. Supposons donc que l'intégrale complète étant différentiée , en considérant c comme variable, on ail obtenu
(i68) àx=z^àx^^dc,
dx QC
équation que, pour simplifier, nous écrirons ainsi : (169) dx = /?d.r -h ^dc.
Il est certain que si p restant fini, qàc est nul, le résultat de Télîmination de c variable entre F(.r, j^, c) = o et Vequation (169) sera le même que celui de c constant entre F(x, j", c) = o et l'équation à.y=^pàx (*), car Téqualion (169}, par la raison que (]àc est nul, ne diffère pas de ày = pàsç-^ mais pour qu'on puisse avoir çdc = o, il faut que Tun des facteurs de cette équation soit nul, c^està-dire que Ton ait
d c = o on <7 = o.
Dans le premier cas, dc = o donne c=^ constante, comme cela a lieu pour les intégrales particulières^ ce ne sera donc
'* ) Ce résultai est par hypothèse M clr -\- IS d j — o.
que le second cas qui pourra convenir à une solution particulière : or, q étant le coefficient de de de Téquation (i68), on voit que q = o revient à
Celte équation renfermera c ou en sera indépendante; si elle renferme c, il peut arriver deux cas ; ou Téquation 9 = o ne contiendra que c et des constantes , ou cette équation contiendra c avec des variables. Dans le premier cas, réquatîony = o donnera encore c •=. constante j et dans le second cas, elle donnera c=/*(.r, j) (*) -, cette valeur, étant substituée dans l'équation F (.r, y, c) = o, la changera en une autre fonction de x et de y, qui satisfera à la proposée sans être comprise dans son intégrale complète, et par conséquent en sera une solution singulière; mais on aura une intégrale particulière si l'équation c =f[x^ j), au moyen de l'intégrale complète, se réduit à une constante.
438, Lorsque le facteur ^=: o de l'équation ydc = o ne contient pas la constante arbitraire c, on connaîtra si l'équation q=zo donne lieu à une solution particulière , en combinant cette équation avec l'intégrale complète (**)•
(*) Bien entendu que cette équation renferme comme cas particuliers ceux où l'on aurait c ■=-fx ou c ^s:^fy.
( ** ) Dans ce dernier cas, où q ne contient pas c , on peut se demander comment on a le droit d'égaler q à iséro. Je répondrai que la valeur qu'on a donnée à c dans Vintégrale complète détermine Tégalité de y à zéro. En effet, lorsque nous tirons la valeur x^=ify de Téquation ^ = o, pour la substituer dans F(j:,r, c), et obtenir F{'^,^,c), c'est la môme clioseque de tirer ar de F (jt,/, c) = o et d'en substituer la valeur dans q. Par conséquent, le résultat de cette dernière opération sera encore F(r,/rf <^)- ^ ne s'agit plus que de prouver que ce résultat est égal à xéro pour constater qu'il en est de même de q\ or c'est ce qui a lieu , en considérant F {f^fji*^ comme provenu de la première opération, c'est-à-dire de F(x,^, c)=^o, dans lequel on aurait mis pour x sa valeur.
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Par exemple, si de g =: o ou tire a: = M, et qu'on mette
cette valeur dans l'intégrale complète F (x, j^, c) = o, on
obtiendra
c •= constante = B , ou c z^fy.
Dans le premier cas, ^ = o donne une intégrale particulière : car, changeant c^en B dans l'intégrale complète , on ne fera que donner une valeur particulière à la constante, tout comme on le fait quand on passe de l'intégrale complète à une intégrale partrculière. Dans le second cas, au contraire , la valeur^y introduite en la place de c, dans l'intégrale complète, établira entre x et y une relation différente de celle qui avait lieu lorsqu'on ne faisait que remplacer c par une \aleur constante arbitraire. On aura donc, dans ce cas , une solution particulière. Ce que nous disons de y })eut s'appliquer à x,
439. Il arrive quelquefois que la valeur de c se présente sous la f4orme - : cela indique un facteur commun qu'il faut faire disparaître. (iVb^e XIV.)
440. Appliquons maintenant cette théorie à la recherche des solutions particulières , lorsque l'intégrale complète est donnée.
Soit l'équation
(171) yàx — .rdj = fl\/dx'-f-dj%
dont l'intégrale complète se détermine par le moyen suivant :
Si l'on divise cette équation par djp, et que l'on fasse
— = p, on obtient d'abord
(172) j — /?^ = /i^ IH-/?';
diiïérentiant par rapport à a: et à p, on a
apàp
A y — pàx — xd/? =
observant que dy =2 pdx^ celte équation se réduit à
, apdp
xdp 4"-}= = o,
et l'on y satisfait eh faisant d^ = o. Cette hypothèse donne p = constante = c , valeur qui , étant mise daiis Téquation (172), nous fait obtenir |
(173) y — ex =,a V I -f- c'.
Cette équation renfermant une constante arbitraire c , qu n'était pas^ dans la proposée (171), en est donc riniégrale complète.
A^\, Cela posé, la partie qdc de Téquation (169) s'obtiendra en différentiant Téquation (173) par rapport à 0, regardé comme seule variable 5 en opérant ainsi , on aura
, acdc
xacA — = o;
par conséquent, le coefficient de de, égalé à zéro, nous donnera
ac
Pour dégager la valeur de c , élevons cette équation au carré , nous trouverons
(l -f- c') j:' =r fl'c';
d'où nous tirerons 1
, i^c'-^ et v^i-hc' =
au moyen de cette dernière équation , éliminant le radical de l'équation (174)5 nous obtiendrons ensuite
sja^ — x^
(*) Nous n'avons pas affecté y^i -4- c' du double signe, parce que x ei i étant de signes contraires dans Téquation (174 )> ^ faut qu'il en soit de même dans l'équation (175).
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li: valeur rt celli' (le v'i -f- c* éjanl misi-s (tans Tt-qua-
1 ('73), nous aurons
(.'qualûm qui, i^taiit élevée au carré, nous donnera
et l'on voil que cette équation est edectivemcnt ujic
solution particulière; car, en la diflereuliatit, ou obtirnt
il V^ ; cetie valeur change l'équation (171) eu
yix
réduisant aux mêmes dénominateurs, et en vertu de l'équation (176}, remplaçant jj'+x' par o', on obtîeiil
442. Dans l'application que nous venons de donuer des principes démontrés art, 437, nous avons déterminé la
valeur de c en égalant à zéro le coefficient diffëremiel -—■
Ce procédé peut être quelquefois insuffisant. En effet, l'équation
dj-=:pàx + qdc,
étant mise sous cette forme ;
Adx + Bdj + Cdc = o, où A, B et C sont des fonctions de x et de j, nous eu tirerons ' Nj A, C, j B. Cj
et nous, voyons que si tout ce que nous avons dit de y^ considéré comme fonction de x, est appliqué à x considéré comme fonction de r? la valeur du coefficient de de ne sera pas la même, et qu'il suffirait seulement que quelque facteur de 6 détruisit dans G un autre facteur que celui que pourrait y détruire un facteur de A , pour que les valeurs du coefficient de de, dans les deux hypothèses, parussent entièrement différentes. Aussi, quoique bien souvent les
équations - = o et -- = o donnent pour c la même valeur,
cela n'arrive pas toujours. C'est pourquoi lorsqu'on aura déterminé e au moyen de l'équation -7^ = 0, il ne sera pas
inutile de voir si l'hypothèse de -=— amène le même résultat.
443. Clairaut remarqua le premier une classe générale d'équations susceptibles d'une solution particulière 5 ces équations sont renfermées dans la suivante :
équation que nous pourrons représenter par
{178) yzrzpx^Yp-,
différentiant, nous trouverons
d/7 cette équation , à cause de dj = pàx^ se réduit à
xap -f-— i-d/? = o;
et comme àp est facteur commun, elle peut s'écrire ainsi :
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Oû salisfail à cette é({uation en faisant d/^ = o, ce qui donne p = constante = c\ par conséquent, eu substituant cette valeur dans Téquation (178), nous trouverons
y z=z ex -\-' F c ;
cette équation esl rintégrale complète de la proposée, puisqu'une constante arbitraire c a été introduite par IMntégration. Si l'on différentie cette équation par rapport à c, on aura
par conséquent, en égalant, à zéro le coeflScient de de, on a
l'équation
dFV
jr, -f^-^— ~ o,
qui , par la substitution de c dans rintégrale complète, donnera la solution particulière. (Note XV.)
Considérons d'abord Thypothèsc où l'on a
• . / ' • r d v d^ y . dij
pour intégrer celle équation, on fera — = p^ J~^ =^ '
et elle se réduira -à
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Si cette équation peut s'intégrer, et qu'où en tire p = X, on obtiendra facilement la valeur de y -^ car réquation
ii Y
-r— = p nous donnant yz=:fpàx^ si l'on substitue dans
cette équation la valeur de p, on aura y=if^Ax\ mais si l'équation (i8i) , au lieu de donner la valeur Ae p en x, donnait celle de x en fonction de p, de manière qu'on eût X = P, en intégrant par parties dj^ = pdjc, on aurait d'abord
X=px'^fxàp\
mettant dans cette équation la valeur de x , on trouverait
X z=px-^fPàp.
4>46. Considérons maintenant le cas où l'on a
r» i* ' Ay . d'r jàp
En faisant v^ = p, on trouverait -î-^=*t^; etenrem-
plaçant dx par sa valeur — ? cette équation deviendrait
d^f _^pdp do?' df '
mettant ces valeurs de j- et de -j^^ dans l'équation (i 82), on
la convertirait en ♦
/{r,P> dj, d/?)==o;
si cette équation peut donner p = Y, on substituera celte
d Y valeur dans l'équation dx = — ? et Ton obtiendra en intégrant ,
si au contraire y se détermine en fonction de p^ et que l'on
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ail par conséquent j^ = P, pour avoir x, on intégrera par parties l'équation dx= — -» et Ton aura (art. 279 et |6)
et en substituant dans cette équation la valeur de /, on
àp.
ef ayant intégré, on éliminera ensuite p au moyen de Té-
quation j^ = P.
d* r 447. Lorsque Téquation (179) ne renferme avec j^^»
. . / dr
que Tune des trois quantités -r—» x et y, nous avons, dans le
premier cas ,
Faisant -p =:^, et par conséquent j-j = -—> on substituera ces valeurs dans Féquation (i83), et Ton trouvera
On tire de celte équation
et , par conséquent ,
d y D'une autre part, Téquation-r- = /; nous donne
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et eu y substituant la valeur de dx, donnée par l'équation (184), on obtient
pAp
Lorsqu'on aura intégré les équations (i85) et (186), on éliminera entre elles la quantité p pour avoir une équation en X et en j,
Enfin, lorsque j^ est donné en fonction de y^ il
s'agit d'intégrer l'équation
d^'"~ Pour y parvenir, on la multipliera par adj^, ce qui donnera
le premier membre étant composé comme la diiTéréntielIc
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de X*, on trouvera, en intégrant,
et en tirant la racine carrée, on obtiendra
d'où l'on tirera , par une nouvelle intégration ,
V'C-^2/Yd7
Des équations linéaires.
450. Une équation différentielle entre deux variables x tiy est
,. , dr d*r d' r d"r
linéaire lorsque les expressions jr, -r— > -t~ > -r3 ' * • ? -p— ne
sont élevées, dans cette équation, qu'au premier degré : ainsi, en supposant que A, B, C, D,..., Pï^ X, soient des fonctions de x^ Téquation linéaire du /?'*'"• ordre sera
(.87) A^ + B^ + cJ'/,+DfÇ...+Nj2 = X.
dx ax^ ax^ dr"
Lorsque cette équation est du premier degré, elle se réduit à
A/-hBi^=X; ax
chassant le dénominateur, et divisant par B, on peut la mettre sous cette forme ,
d/ -f- Pjdj: = Qd:r,
et nous avons vu (art. 58tf ) que cette équation avait pour intégrale
4ttl. Lorsque le terme en X est nul dans l'équation (1B7), si un nombre n de valeurs particulières /?,'^,,r, etc., mises successivement à la place de /, ont chacune la propriété d'y satisfaire, '\\
suffira de multiplier/?, ^, r, etc., par des constantes arbitraires a , 6, <?, etc., pour conclure que l'intégrale finie complète de cette équation est
y ^=z ap -\- bp -^ cr^ etc.
La démonstration de cette proposition étant la même pour tous les degrés , nous ne considérerons que Téquatiôn
(.88) A^^.B^-.cgH-Dg=o..
En mettant successivement à la place de y les valeurs hypothétiques/?, <7, r, nous aurons
^ d r _ d' r ^ d^ r d.r do:' djr'
multipliant ces trois équations , la première par a , la seconde par ^ et la troisième par c, et ajoutant les résultats, on trouve
A (rt^ -+- ^7 -h <?/•) + B ( « 3^ -h è T^ H- ^ -7^
' \ djî dx ax
d'yy d^ d'
àx^ àx^ àx
Or il est évident que cette expression, qui est identiquement nulle, est la même que celle qu'on obtiendrait en faisant j=^/? -h ^^+^'"> dans réquation (i88); donc cette valeur de y satisfait à l'équation (i88), et, comme elle renferme trois constantes arbitrairesi elle est l'intégrale finie complète de l'équation (i88).
4JS2. Lorsque X n'est pas nul dans l'équation
(i8q) Ay-i-B^-hCp^-^Dp-^X,
V^^ .i\x dx' dx'
dV\ àx'J
DkS ÉQUATialVS LIAÉAlURS. 6^5
si Ton peut trouver trois valeurs particulières p^ ^, /-, qui, mises successivement à la -iilace de^, satisfassent chacune à Téquation
(iQo) Ar+Bi^-hC3^-4-D^=o,
l'intégrale finie complète de Téquation (189) sera (191) X ssap-^ bq -\- cr;
mais alors a, bj c, au lieu d'être des constantes , seront des fonctions de x, que nous apprendrons bientôt à déterminer.
455. Pour démontrer ce théorème, différentions Téquation (191) y et divisons-la par dx^ nous aurons
dj _^ dp dq dr, da db- de
dx dx dx àx dx dx dx
Disposons les indéterminées a, by Cj par trois conditions : par la
première , faisons
, . da db dc^
il restera
dy dp t dq dr
dx dx dx dx
Une nouvelle différentiation nous donnera
dV d*p , d'« d'r
, dx' dar' dx"^ dx'
^ ' ' * d« d/? d^^ d^ de dr
dx dx dx dx dx dx
Pour remplir la seconde condition , posons
, ,, dfldp d^dflf dcdr
^^^' dxdx dxdx dxdx
il restera
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différentiant encore et divisant par d x, il viendra
d^/ A^p d^g dV dad^p dbd'q de d*r
dx^ dx^ dx^ djr* d^d-r' dx dj:^ dx dx'
Pour remplir la troisième condition , nous supposerons
, ^, dflf d'p d^ d'à de d'r X
^^^ d.r dx^^dx dx^^dx dx' D
et réquation précédente deviendra
d'r d^/? . , d'<7 d'r X —^ =:û L 1|_ If — ^ H- c 1 •
dx' d.r' dx^ dx' D
Je dis maintenant que la valeur y = ap -\- bg -h cr satisfait à réquation (189); car, mettant dans cette équation la valeur de/, et par conséquent celles de ses coefficients différentiels, que nous venons de déterminer, et effaçant les termes en X , qui se détruisent, on trouve
A(ap-h ^<7-hcr) -hB (fl-r^4- b -j^ + c -^]
\ dx dx axj
^ ^ ^ 1 \ dx» dx» dx»/
4.14. Comme on ne sait pas si la valeur donnée à y fait détruire mutiiellement tous les termes de l'équation (196), il s'agit maintenant de démontrer que cette équation est identiquement nulle,
Pour cet effet , p, g, r satisfaisant à l'équation (190) , on a
• ^ dp ,,.d^p. ^ à^P •
dx dx' d.r*
^ dg ^d^g ^d^^
^dr ^d»r ^ d' r Ar-hB-r~-hC-p-;-f-Dj— , = 0; dx dx- • dx-'
multipliant la première de ces équations par a , la deuxième par b et la troisième par r, et ajoutant les résultats, on trouvera une
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équation identiquement nulle, qui sera la même que Téqua^
tion (196).
4tfS. Pour déterminer a , byC^ les coefficients différentiels -j— ?
^ — t - — n'entrant qu'au premier degré dans les équations de
condition (192), (194) ^^ (^9^)9 nous pouvons éliminer deux de ces coefficients différentiels , et nous trouverons l'autre en fonction des expressions -p-9 -~9 etc.^, qui sont des fonctions dé x
déterminées, puisqu'on. connaît/?, q, r, etc.; nous aurons donc des équations de la forme
àa Ab de
ou
dû=:X, dx, dé>=X^dj:, dc=rX,^djc,
et en intégrant, on déterminera «, ^ et c.
Ce théorème est applicable au cas où l'équation linéaire serait d'un ordre quelconque , par conséquent l'intégration de ces équations se réduit à celle de l'équation
(197) A7-(-bJ^+cJ4.-.-1-nJ5 = o.
ax do:' d .r"
456. Lorsque Téquation linéaire de l'ordre n a des coefficients constants, il est facile d'en déterminer l'intégrale. En effet, si dans l'équation (197) on fait ^=1^^, on trouvera, en difTéren liant ^
ax dx^ dar
substituant ces valeurs dans l'équation (197), on obtiendra
(198) e«'(A-hB7W-hC/«».. .-f-N//i'»)=:o; soient m\ m", m'" y etc., les racines de Téquation
(199) A 4- B//7 -4- Cw'. . .-f- N/w''= o,
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Inéquation (197) sera satisfiaite par ces valeurs
et comme on a /z valeurs de 7, Tintégralè finie complète de l'équation ( 1 97 ) sera
y = ae^' -h be^"' -+■ ceT"' 4- . . . .
457. Lorsque w' = /w", el que par conséquent tes termes aé^' et hé^"' se réduisent à (o -♦- b)e"'^^ la somme « -h ^ devant être considérée comme une seule constante, TexpressioD / ne renferme plus un nombre n de constantes arbitraires. Dans ce cas, si j = e^'* satisfait à la proposée,. la valeur -7.= xef"' doit aussi y satisfaire. En effet , en différentiant cette dernière équatioD, on trouve (art. 14 et 59)
■j^ z=z xer^' m' -h er^', ~ = xe"'' ///' -f- 2 e^' m'y
T-4 = xe^'^m'^ -h 3e^'*m'\ ... ;
ax^
ces valeurs réduisent l'équation (197) à
Or, l'équation (199) ayant par hypothèse deux racines égales , on sait, par la théorie des équations, que l'expression
en renfermera une de moins que la proposée , et s'anéantira lorsqu'on fera m =z m'; d'où il suit que l'expression (200) est identiquement nulle. !^ar conséquent, l'équation (197) sera satisfaite par la valeur y = xe^'*^ et aura pour intégrale complète
458. S'il y avait trois racines égales à m, on prouverait de même que l'équation (197) serait satisfaite en faisant
Y = e^'"" -+- xe""'" -\-x' er'' ; ainsi de suite.
Lorsque l'équatioo (199} a des racints imaginaires, si
l'une de ces racines est ^ H- X- y — 1 « l'autre sera h — k sj — i j et Ton aura, dans la valeur de y, ces deux ternies
OU
Or on sait qu'on a , en général ( voyez la Note IX) la formule
g9S—i _. cos(pH- siny y^ — 1, c'~9\S—^ =r cos<p — sin^ v'*^"»
en comparant Texpression (201) à ces formules j nous pourrons remplacer
^* vCiT par cos kx -f- sin kx ^ — 1 , et
g— **•-! pg^j^ cos^j: — sinX^x si — I,
et la formule ( 20 1 ) deviendra
c** [ff cos A-a; -h a sin kx sj — 1 -f- b cos kx — c sin kx si — 1 j, expression qui peut s'écrire ainsi :
(202) «**[(fl ?+- b) coskx -f-(« — b) sin A-j:v^~i].
Quand X est nul dans l'équation (187), a, è, 0 étant des constantes arbitraires (art. 451), nous pouvons supposer a -h b =: c,
a — b = (/ \/ — I ) ; alors la partie imaginaire qui est dans l'expression (201} s'évanouira.
De Vintégralion des équations simultanées,
460. Proposons-nous maintenant d'intégrer à la fois deux ou plusieurs équations différentielles.
Soient
(203) ) àt àt
I M'r -H N' .r + F i^ H- Q' If = T'.
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les équations les plus générales du premier degré entre j: et/,
d Y cijc et les coefficients différentiels -7—5 -r- ^ et dans lesquelles les coef-
dt de ^
ficients M, Ny P, etc., sont des fonctions de la variable indépendante t. On peut écrire ainsi ces équations :
(M^4-Nx)dr-+-Pd7-f-Qdx ==Tdr, (MV-h N'ar)dr -+. P'dr -h Q'dx = T'df;
si l'on multiplie la seconde par une fonction G de t, et qu'on ajoute les résultats , on obtiendra
[(M4-M'0)r-h(N-HN'Ô)x]dr4-(P-f.P'Ô)dr-i-(Q4'Q'0)dj:
* ■ =(T-|-T'G)dr;
en représentant les quantités qui sont entre les parenthèses par une seule lettre, cette équation peut s'écrire ainsi :
Hjd^ -f- Kjt dr -h Rd7 H- S dx = Td/ ;
on en tire
(204) L-+-_.xjdr-f-Rfdr^--dj:j =Tdr,
équation qui sera de même forme que Téquation
( 205 ) d j -h l?jr dx = Q^dxy que nous avons intégrée art. j5Btf , si
(206) à (y -h —A z=zdjr-{- — dXy
parce qu'alors, en faisant
(207) y^^.T=iz,
l'équation (2o4) deviendra
Hzdr-f-Rd«=^Td/, ou
(208) dz=; — zdr= — dr;
et Ton voit que cette équation est de même forme que Téqua-
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES
. H' T tion {2o5), piiiscjue— - et —sont des fonctions de la variable in-
dépendante i.
461 . Pour satisfaire à réquation\2o6) , il suffit que Ton ait
et en exécutant la différentiation indiquée, d*après Tart. 14, on trouvera
g dx-h-rd. — = — dj;.
Pour que cette équation soit satisfaite, il faut, en général, que
les multiplicateurs de dx soient égaux, et que, par conséquent,
le terme x,d. ■— soit nul ; c'est-à-dire que l'on ait
On remettra dans ces équations les valeurs des expressions K, H, S et R ; et ayant effectué la différetitiation indiquée, on éliminera 9 renfermé dans ces équations; et Ton aura la relation qui doit subsister entre les coefficients , pour que Téquation de condition soit satisfaite. *
46i&. Dans le cas où les cofflcients des premiers membres des équations (208) sont constants, la * différentielle d'une constante étant égale à zéro, il ne reste que la piTmière des équations ( 209) -, elle suffira pour déterminer le facteur 9, qu> alors sera constant, puisqu'il deviendra égal à une fonction de constantes r En remettant pour K, H, R, S leurs valeurs-, on a
et en faisant évanouir les dénominateurs, on voit que 9 doit être déterminé par une équation du second degré. Nommant 9' et 9" ces valeurs de 9, et supposant qu'aprt-s les avoir.substituées successivement dans l'équation (208) , les coeffici(?nts de zdi etâe ât deviennent, dans le premier cas, // et q' ; çt dans le second, p"
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et q'\ on aura
d a -H/?' zA t :=z q' df,
intégrant d'après la formule (io3), page 289, on trouVera
z = e-Sp' ài^j^r eSP'àidf -I- C ], z = e-fP''^'[fq'' eSP"àidt + C"].
On substituera dans ces valeurs celte de z, tirée de l'équation (209), H Ton aura deux équations en x, en / et en t.
465. Si , excepté T, T' et T", que nous regarderons toujours comme des fonctions de e, les coefficients ftf, N, P, Q, etc. , sont constants, et qu'on ait les trois équations
dj-h(Mjr 4- Nx -f. P2;)dr = T d^,
d.r 4- (M'j -f. N'x -j- P'z) d/ = T'd/, dz 4- (M'> -f. N".r -4- P"2) dt = T"dr,
on multipliera la seconde par une constante ^ , et la troisième par une autre constante Q' ; et ajoutant les résultats, on aura une équation que nous pourrons représenter par
djf = Odx -»- 0' dz -h Q (/ -4- R.r + S z) d / = Ud r.
Or, pour que cette équation soit de la forme (voyez l'art. 58IS)
il faut qu'en regardant la fonction j^ 4- R j^ 4- S z comme une seule variable y, la différentielle dy' de celte fonction soit égale à dy -|-Oda:-|-ô'dz, ce qui 'exige que l'on ait les équations de
condition
R et S n'étant que des fonctions de 0 et de 9', en vertu. des opérations précédentes, il en résulte que ces équations suffiront pour déterminer les diverses valeurs des constantes 0 et 0'.
464. Cette méthode est générale, et s'applique même aux équations différentielles des ordres supérieurs, parce que ces équations
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peuvent se réduire au premier degré. Si l'on avait , par exemple^ les équations
OU plutôt
jd»7 -+- ( M/ H- N.r ) d^' -4- (P d^ -^ Q d a:) df EX T d/», '^'°^jd'x-H(M'rH-N'^>d^-^(P'dr-f-Q'dar)df=Ê:T'drS
on ferait .
(211) df = p àt/ d.r=zqdt;
et en observant que dr est constant, ces équations deviendraient
dp -f- (M/ -f-Njr-HP/?-|-Q^)df=Td/, d^4-(M'r4-N'x+P>-l-Q'^)dr = rdr;
ces deux équations, avec les équations (211), forment quatre équations du premier degré, auxquelles on peut appliquer les procédés précédents.
DBS ÉQUATIOlIft DIVFÉRBIITIELLBS PABTIBIXBS DU PRBKIBE OBDIB.
465. Une équation qui subsiste entre des coefBcients différentiels, combinés, selon le cas, avec des variables et des constantes^ est, en général, une équation diflTërentielIe partielle, ou, suivant Tancienne dénomination, est une équation aux différences {flirti elles .^ On a appelé ainsi ceâ équations , parce que la notation des coefficients différen- .tiels qu'elles renferment indique, comme nous Ta vous vu (art. 54) , que la différentialion ne peut être effectuée que partiellement, c'est-à-dire en regardant certaines variables comme constantes. Cela suppose donc que la fonction proposée ne contienne pas qu'une seule variable. Pour plus de simplicité, nous n'en admettrons d'abord que deux, et nous considérerons les équations différentielles partielles du prc-
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mier ordre, qui sont celles qui ne renferment qu'un ou plusieurs coefficients différentiels du premier ordre.
466. La première équation que nous commencerons à intégrer est la suivante : . • *
Si, contre notre hypothèse, z au lieu d'être fonction de deux variables x et y, ne contenait que x^ on aurait une équation 'différentielle ordinaire qui , étant intégrée, donnerait z = ax-^ C'^ mais, dans le cas présent, z étant une fonction de x et dcj^, les y renfermés dans z ont dû disparaître à la différentiation, puisqu'en différentîant par rapport kxy nous avons regardé j^ comine constant. Nous devons donc, en intégrant, conserver la même hypothèse, et suppoter que la constante arbitraire est en général une fonction de j^^ par conséquent nous aurons pour Tintégrale de l'équation proposée.
467. Cherchons encore à intégrer l'équation différentielle partielle
dx~^'
dans laquelle X est une fonction de x\ multipliant par da et intégrant, nous trouverons
468. Par exemple , si la fonction représentée par X était x* -f- a', riiitégrale serait
z= y -l-fl*a;-|-<p7.
469. Oh ne trouvera pas plus de difficulté à intégrer Téquation
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tH l'on aura
En général, pour intégrer l'équation
■r—dx=z:'F(x,jr)i\Xy
ou prendra l'intégrale par rapport k Xj et ajoutant ensuite une constante fonction dej^, pour la compléter, on trouvera
473. D'après ce qui précède, on voit qu'à part l'hypothèse de l'une des variables supposée constante , et de l'introduction, dans rintégrale, d'une constante fonction de cette variable, on suit le même procédé que dans l'intégration des équations différentielles ordinaires.
Considérons maintenant les équations différentielles
partielles qui contiennent deux coefficients différentiels du premier ordres et soit l'équation
dz dz
d.r aj'
dans laquelle M et N représentent des font lions données de X et dey, on en lire
dz M dz
dj'^""^" d^'
substituant cette valeur dans la formule
1 dz , dz .
(212) dz=: -j— dx -h--- dj,
^ . ax df
qui n'a d'autre sens que d'exprimer la condition que z est fonction de x et de y^ on obtient
ou
dz Nd^ — Mdr
Soit i le facteur propre à rendre N do: — M djr une difït'renlielle exacte di^, nous aurons
(2i3) >{Nd.r— Mdj) = d«^.
Au moyen de cette équation, nous éliminerons Ndx—Mdy de la précédente , et nous obtiendrons
I dz
dz = --rr j— •o^'- ^N d.r
dz Enfin, si l'on remarque que. la valeur de -r— n'est point
Ci «^ I Q 2
déterminée, on peut la prendre telle, que r^ j- d^' puisse
s'intégrer, fe qui exige que -—— soit une fonction de j^; car on sait que la différentielle de toute fonction donnée
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<lc u doii être de la forme Ff .di'. Il suit donc de là qu'on doit avoir
rNdl-"^"' .
équation qui eliangera la précédente eu
d'où l'on tirera,
Si l'on intègre par ce moyen l'équation
nous avons dans ce cas M ^ — J', W = j:, et par conséquent l'équation (aiSj deviendra
di'ï::;i(a"dj+ jr dy).
il est visible que le facteur ï , propre à rendre intégiable le second membre de cette équation , est 2. Substituant cetti^ valeur à X et intégrant, on a
mettant cette valeur dans l'équation (ai4) , nous aurun»; pour l'intégrale de l'équation ( 2 1 5 ) ,
B-tyt^'-f-J-').
Soit mainteuant l'équation
'"•il ''K + «i!7+'' = °'
dans laquelle P, Q et R sont des fonctions des variables j', y etz; en divisant par P, et en fai; nous pourrons ta mettre sous cette forme :
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et en faisant -r— == w, -r— : =2= <?, elle deviendra
ilx ' djr '
(2i8) /i-t-Mç' -h N = o.
Cette équation établit une relation entre les coefficients ;; et q de la formule générale
(219) âzz=pda: -^ qdjr ;
sans cette relation , p et çr seraient entièrement arbitraires dans cette formule^ car, comme cela a déjà été observé, elle n'a d'autre sens que d'indiquer que z est une fonction de deux variables x et y^ et cette fonction peut être quel* ' conque 5 ainsi, nous devons regarder, dans l'équation (219), p el q comme deux indéterminées ', éliminant p au moyeu de Téquation (218) , inous obtiendrons
{220) dzH-^dx^z g [dx — Mdx),,
et g restera toujours indéterminé; mais si Ton sait [voyez la Note VI) que lorsqu'une équation de ce genre a lieu, quel que soit q, il faut que l'on ait séparément
(221) da-hNdx = o, d^ — Mdj? = o.
477. Si P, Q et R ne contiennent pas la variable z , il en sera de même de M et de N; alors la seconde des équations (221) sera une équation à deux variables x etj^, et pourra devenir une différentielle exacte à l'aide d'un facteur que nous représenterons par X ; et nous aurons
(222) X (dj — Mdjr) = o.
L'intégrale de cette équation sera une fonction de a: et dey à laquelle on devra ajouter une constante arbitraire — w, que nous faisons précéder du signe négatif, pour que, transposée dans le second membre, elle soit positive; de sorte que nous aurons
Y{.T,jr)^ w;
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d'où nous lî Ferons
Telle sera la valeur de y quî nous sera donnée par là seconde des équations {221)5 ^^5 pour établir qu'elles ont lieu simultanément, il faudra substituer cette valeur dans la première de ces équations 5 or, quoique cette variable n'y soit pas en évidence, on sçnt qu'elle peut être renfermée dans N. Cette substitution , d'après la valeur que nous venons de trouver pour j^, revient à regarder, dans la première des équations (221) , ^ comme une fonction de x et de la constante arbitraire o). Intégrant donc cette première équation, dans cette hypothèse, on trouvera
z :=. — yNdx-f-ç«.
478. Pour donfter un exemple de cette intégration, prenons l'équation
dz dz /
en la comparant àTéquation (217) , nous avons
Ces valeurs étant substituées dans les équations {221) , les convertiront en
(224) dz — a- ^dx = o, fXy — -d« = o.
Soit X le facteur qui rend intégrable cette dernière équation, nous aurons
'\ { dj -.-i-dar ) = o,
ou plutôt
(j?d r — rd j:\ •/ )=<''
équation intégrable si Ton faiti = -5 parce qu'alors son
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premier membre devient une-différentielle exacte (art. 403) - Egalant donc l'intégrale de cette équation à une constante arbitraire rji», nous aurons '
£t , par conséquent , y = «x.
Au moyen de cette valeur dej^, on convertit la première
des équations (2^4) ^-t)
az — a ao: = o,
OU plutôt en
dzrzradxyi-f-w';
intégrant, en regardant « comme constant, nous obtiendrons
2 = fl y dx y I -+- w' -h ^ w ,
et , par conséquent ,
z = ax sji H- w'' -h «p w.
Remettant pour w sa valeur, on obtiendra^
z = ^xyi + p^ç-
ou plutôt
= a y x^ -h y' -h cp —
479. Dans le cas plus général , où les coefficients P, Q7 fi, de l'équation (216), contiennent les trois variables x, y, z , il peut arriver que les équations (221) ne renferment chacune que les deux variables qui sont en évidence, et que, par conséquent, on puisse les mettre sous les formes
àz'=f{xyz)àx=zo, d^ = F (x, j) dx.
On ne peut intégrer isolément ces équations , en écrivant , comme dans Tart. 472,
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t-ar alors ou voit qu'il faudrait supposer z constant daus la première équation, et y constant dans la seconde; hypothèses contradictoires, puisque Tune des trois coordonnées x, y, z ne peut être supposée constante dans la première équation sans qu elle le soit dans la seconde.
480. \ oici donc de quelle manière on intégrera les c([ualions ('221)5 dans '^* ^^^ où elles ne renferment chacune que les deux variables qui sont (;n évidence : soient /ix et X les facteurs qui rendent les équations (221) des diiïérentielles exactes; si nous repi-ésenlons ces différentielles par dU et par dV, nous aurons
). (d 3 -+^ N d x) = d U , fx (d j — M d .r) =r d V ;
au moyen de ces valeurs, l'équation (220) deviendra
(225) au = û'-dV.
Comme, le premier membre de cette équation est une différentielle exacte, il faut qu'il en soit de même du second ,
ce qui exige que q - «oit une fonction de V ; représentant
cette fonction par (f\\ l'équation (2 25) deviendra
dU = vj.V.dV:
d'où Ton tirera, en intégrant,
Prenons pour exemple l'équation
dz dz
dx dj
étant écrite ainsi :
dz X dz z
dx y dy x
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on la comparera à l'équation (217), et l'on aura^
aor moyen de ces valeurs, les équations (221) deviendront
dz— -dx=3:o, d/ — -da:=oj
et en faisant évanouir les dénominateurs , on aura
x^z — zdar = o, y^y — xd^ = o.
Les facteurs propres à rendre ces équations intégrables
sont ~ et 2', en les substituant et en intégrant , on trouve
- et j* — a:* pour les intégrales ; mettant donc ces valeurs
à la place de U et de V, dans l'équation tF= <I>V, nous obtiendrons , pour l'ijitégrale de la proposée ,
482. U est à remarquer que si l'on eût éliminé q au lieu de p (arl. 476), les équations (221) eussent été remplacées par. celles-ci :
(226) Mdz-hNdj = o, dj* — Mdj: = o;
et comme tout ce que nous avons dit des équations (221) peut s'appliquer à celles-ci , il s'ensuit que , dans le cas ou la première des équations (221) ne serait pas intégrable, on a le droit de remplacer ces équations par le système des équations (226), ce qui revient à employer la première des équations (226) à la place de la première des équations (221)5 alors on verra si l'intégration est possible.
483» Par exemple, si l'on avait
dz dz
m- zx -y h .«r = o j
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celte équation 9 divisée par az et comparée à Téquation (ît 1 7), Qous donnerait
a az
par conséquent, les équations (221) deviendraient
d«H dx=o, d r H — d^ = o;
az a
et en chassant les dénominateurs, on aurait
(227) azd* H- x/d-r = o, ûdj^ -+- xd.r = o.
La première de ces équations , qui contient trois variables, ne pouvant s'intégrer immédiatement, nous la remplacerons par la première des équations (226), et nous aurons, au lieu des équations (227), celles-ci :
X XY
daH — ^dr=o, ndr -h ^ed-c = o;
a az
supprimant - comme facteur commun dans la première de
ces équations, et multipliant Fune par 2Z et l'autre par 2 , on trouvera
— 22d« -h 2 j^d/ = o, 2«d/ -h 2 jrdj? = o,
équations qui ont pour intégrales
/' — 2' et 7.ay -^ ,t} ;
ces valeurs étant mises à la place de U (art. 480) et de V (art. 481) , on aura
484. Remarquons que la première des équations (226) n'est autre chose que le résultat de l'élimination de à.x entre les équations (221).
En général , on peut éliminer toute variable renfermée dans les coefficients M et Jf, et, en un mot, combiner d'une
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iiiaiiière quelconque ces équations : si, après avoir exécuté res opérations, on obtient deux intégrales représentées par U = a et par V = i, a et & étant deux constantes arbitraires , on en pourra toujours conclure que l'intégrale est U =. 4> V. En effet, puisque aei b sont deux constantes arbitraires, ayant pris b à volonté, on peut composer a en i d'une manière quelconque 5 ce qui revient à dire que Ton a la faculté de prendre pour a une fonction arbitraire de b : cette condition sera exprimée par l'équation à = 4> J {Note XVI); par conséquent, nous aurons les équations U == 4>è, V = i, dans lesquelles x^ y et z représentent les mêmes coordonnées ; si l'on élimine b entre ces équations, on obtiendra U = 4> V.
On peut encore observer que cette équation nous dit qu'en faisant V = fe, on doit avoir U = 4> è = constante : c'est-à-dire que U et V sont constants en même temps, sans que a et b dépendent l'un de l'autre, puisque la fonction ^ est arbitraire. Or, c'est précisément la condition qiii nous est donnée par les équations U = a et V = i.
Pour donner une application de ce théorème, soit
àz dz ,
zx-^ zy -i r' = o.
ax ay
Après avoir divisé par z j:, nous comparerons cette équation à l'équation (217), ce qui nous donnera
X zx
et les équations (221). deviendront
dz — — d.r = o, d r ^ — d .« = o, zx X
ou
zxà.z — ^^dx=::o, ord/ -f-j"dar = o.
La première de ces équations cxinlenànt trois variables.
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nous ne «ihercherous pas k l'inlégrer dans cci éiat; mais si l'on y substitue la valeur de ydx, lirée de la seconde, elle acquiert un facteur commun x qui, élant supprimé, la rt^uit à
i;t l'on voit qu'en la multipliant par 2 , elle devient inlégrable; l'autre équation réianl aussi, on trouvera, en les inlégrant,
J'où Ton conclura que
48<i. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur les (épations dilTérentielles partielles du premier ordre, par la solution de ce problème : Une équation qui contient une jonction arbitraire d'une ou de plusieurs tiariahles âtntit donnée, trouver l'équation différentielle pnriielli! qui l'a produite.
Supposons donc que l'on ait
nous ferons
b diirérentielle de Vu devant être, en général, une fonctio lieu multipliée par du, nous pourrons êci-ire
si nous prenons la différentielle de z, par rapport à X seulement, c'est-à-dire en regardant j- comme une constanii' nous devrorjs prendre aussi la difTéreiiiielIe de u dans I.' même hypothèse; par conséquent, en divisant par éx
= ax, _. = 2^j
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Téquation précédente, nous aurons
dz du
si nous regardons ensuite j:: comme constant, et y comme variable, nous trouverons, par un procédé analogue,
/ 7 \ dz du
les valeurs des coefficients différentiels -r- et -j—t qui en-
trent dans les équations (aap) et (a3o), s'obtiendront en dîfférentiant successivement l'équation (228), par rapport à a: et à y, ce qui nous donnera
du . du
dx ' d^
substituant ces valeurs dans les équations (229) et (aSo),
nous aurons
dz dz
éliminant cm entre ces équations, nous trouverons enfin
dz dz
-^ dx dyr
Prenons encore pour exemple l'équation
z'-i- 2 aar =r F (ar — j) ;
faisant
cette équation devient
z' 4- 2 fli? = F a ; et en dilFérentiant , on a
d (z' 4- 2 ax) =: tfudu; prenant, par rapport à x, la diAférentielle indiquée, nous
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lézarderons z comme variable "en YerlU de X qui y est contenu, et divisant par dj;, nous aurons
, ^ . dî Au
' ax ^ Ax
opérant d'une manière analogue , par rapport à /, en regardant z comme une fonction qui ne varie qu'à cause de^, et divisant par d^, nous trouverons
pour éliminer Içs coefficients diirérenliels de du, Téqualion (sSi) nous donne
d*~'' Ay~~ '* substituant ces valeurs dans les équations (aSa) cl { a33) , nous aurons
Az . Az
i-liminant çu entre ces équations, nous obtiendrons Az Al a
DE M DfiTEBHIIATION DES FOROTIONS ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES INTÉGRALES DBS CQUATIORB DIFFËBEmi ELLES PARTIELLES DU PRRMIBR ORDRE'
488. Les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales des équations dîBerenti elles partielles, doivent se déterminer par des conditions qui tiennent à la nuturc des problèmes qui ont donné lieu à ces équations, problèmes qui la plupart appartiennent à des ([uestions physicomathématiques. Ne voulant point nous écarler de notit sujet, nous nous bornerons à des considérations puromen' analytiques, et nous chercherons d'abord quelles sont le?
366 cAi-ciJL intéguàl.
condilions rea fermées dans l'équation
489. Dès que z est une fonction de x et de j^, cette équation peut être regardée comme celle d'une surface. Celte surface, d'après la nature de son équation , jouit de la pro-
dz . .
priété suivante, que j— doit toujours être une quantité
Cl »Â*
constante. Il suit de là que toute section EF (^g^. 91) de cette surface faite par un plan CD, parallèle à celui des x^z. est une ligne droite. En effet , quelle que soit la nature de cette section, si on la partage en un nombre infini de parties rwn\ ni^ m''^ m" m'" ^ etc., ces parties, vu leur peu d'étendue, pourront être regardées comme des lignes droites, et représenteront les éléments de la section ; l'un de ces éléments mm' faisant, avec une parallèle mn à l'axe des abscisses, un angle dont la tangente trigonométrique est représentée par -r— 9 comme cet angle est constant, iJ s'ensuit
que tous les angles m' mn^m," ni' n' ^m!" m" n" ^ etc., formés par les éléments de* la courbe, avec des parallèles /»n, m' n' ^ m" n"^ etc. , à Taxe des abscisses, seront tous égaux: ce qui prouve que la section EF est une ligne droite.
On parviendrait au même résultat en considérant
l'intégrale de réquation — • == a , que nous avons vue être
(art. 466)
car, pour tous les points de la surface qui sont dans le plan CD, Tordonnée est égale à une constante c, représentée dans la fig. 91 par AB , remplaçant donc (fy par çc. ol faisant ©c = C , l'équation (^^55) deviendra
(236) ^ r:r ^JC -^ fl j
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celte équation étant celle d'unedroite, et appartenant à la section EF, il s'ensuit que cette section est une ligne droite.
4-91 . La même chose ayant lieu par rapport aux autres plans sécants qu'on mènerait parallèlement à celui des j:, z , concluons que tous ces plans couperont la surface suivant des lignes droites , qui seront parallèles , puisqu'elles formeront chacune, avec une parallèle à l'axe des or, un angle dont la tangente trigonométrique sera a.
492. Si maintenant nous faisons x = o, l'équation (aSS) se réduira à z = cpj-, et sera celle d'une courbe GHK tracée sur le plan des y^ z\ celte courbe renfermant tous les points de la surface, dont les coordonnées sont a: = o , rencontrera le plan CD en i^n point m [fig- 91) qui aura j: = o pour l'une de ses coordonnées \ et puisqu'on a aussi y = AB = c , la troisième coordonnée , en vertu de l'équation (aSG) y sera z = C , valeur représentée dans la figure par Bm. Ce que nous disons du plan CD pouvant s'appliquer à tous les autres plans qui lui sont parallèles , il en résulte que par tous les points de la courbe dont z = ^y est l'équation , et qui est tracée sur le plan des y^ z, partiront des droites parallèles à Taxe des x. Voilà tout ce que nous disent les équations (234) et (aSS); et comme cette condition est toujours remplie, quelle que soit la figure de la courbe dont z:=ffy est Téqualion , on voit que celte courbe est arbitraire.
493. Il suit de ce qui précède, que la courbe GHK, dont z = <fy est l'équation, peut être composée d'arcs de différentes courbes, qui se joignent les uns les autres, ou qui laissent entre eux des interruptions , en certaines parties, comme dans la ^g, 92. Une courbe de ce dernier i];enre est appelée discontinue. Une courbe peut être aussi discontiguë; c'est ce qui arrive lorsqu'il y a interruption dans ses parties, sans que, dans l'endroit où a lieu ccllî^
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interruption , ^o» cours soit suspendu. La courbe {fig* 93) nous eu oiTre un exemple aux points M et N qui ne se succèdent pas, et pourtant ne laissent entre eux aucun vide. Remarquons qu'en pareille circonstance, deux ordonnées différentes, telles que PJVI et PN {fig* 93) ou que QR et QS, correspondent à une même abscisse. Enfin, il est possible que la courbe soit composée d^une suite Infinie d'arcs infiniment petits, qui appartiennent chacun à des courbes différentes 5 dans ce cas, la courbe est irrégulière, comme seraient , par exemple , des traits de pliune que Ton tracerait au hasard \ mais de quelque manière que soit formée la courbe dont Téqualion est z = yj^, il suffira, pour construire la surface, de faire mouvoir une droite toujours parallèlement à ellc-mêoie, avec cette condition, que son point m parcoure la courbe GHK dont z = (fy est Féquation , et qui est tracée au hasard snr le plan àesy^ z.
àz 494. Si, au lieu de l'équation -r— = a, nous avions
cl «ir
celle-ci ; 3— ::= X, dans laquelle X fût une fonction de x ,
VA *Â
alors en menant un plan CD [fig* 91) parallèle à celui des j:, ^ , la surface serait coupée suivant une certaine section EF , qui ne serait plus une ligne droite , comme dans le cas précédent. En effet, pour tout point m'\ pris sur cette section, la tangente trigonométriquis de Tangle n! m' m'' formé par le prolongement de rélément mf mJ' àc la section , avec une parallèle à Taxe des x , sera égal« à une fonction X de l'abscisse x de ce point \ et comme Tabscissex est différente pour chaque point, il s'ensuit que Tangle n' m! m" sera différent à chaque point de la section ; ce qui nous montre que EF ne sera plus, comme précédemment, une ligne droite. La surface se construira de même que dans le problème précédent j en faisant mouvoir la section EF
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parallèlement à elle-même, de manière que son point m touche continuellement la courbe GHK, dont Téquation
est z = çy .
495. Supposons maintenant que, dans Téquation précédente, au lieu de X, on ait une fonction P de x et de j^^
dz l'équation j— = P, contenant trois variables, appartien-
dra encore à une surface courbe. Si nous coupons cette surface par un plan parallèle à celui des j:, z, nous aurons une section dans laquelle^ sera constant; et comme dans
tous ses points, 3— égalera une fonction de la variable .r, il
faudra donc^, ainsi que dans le cas précédent , que cette
section soit une courbe. L'équation -=- = P étant intégrée,
nous aurons, pour celle de la surface,
si dans cette équation nous donnons successivement ky les valeurs croissantes^^, j^', 7^"; J^*^7 etc., et que nous appelions P% P"., P''^, P*', etc., ce que devient alors la fonction P, nous aurons les équations
et Ton voit que ces équations appartiendront à des courbes de même nature, mais différentes de formes, puisque les valeurs de la constante jr n'y sont pas les mêmes. Ces courbes ne seront autre chose que les sections de la surface par des plans parallèles à celui des x^ z ; et, en rencontrant le plan des y, Zj elles formeront une courbe dont Téqua* tion s'obtiendra en égalant à zéro la valeur de x dans celle de la surface. Appelons Y ce que devient/ Pdx dans ce cas, nous aurons
(238) 3=:Y+yj; .
Ci Von voit qu'à cause de <f y^ la courbe, déterminée par cette équation^ doit être arbitraire; ainsi, ayant tracé à volonté [fig' 94) la courbe QRS surie plan des j, z^ si nous représentons par RL la section dont^ = J* F d a: 4- y y^ est Téquation , on fera mouvoir celte* section, en tenant son extrémité R toujours appliquée à la courbe QRS ; mais de manière que, dans ce mouvement, cette section RL prenne les formes successives déterminées parles équations (337), et Ton construirik la sui:face à laqueHe appartiendra Téqua-
ai ^ . .
tion-r- = P.
4f96. Considérons enfin l'équation générale
-5 h M -i hN=o,
dx (Ijr
dont l'intégrale est U = 4> V (art. 484). Dès que nous avons U = a et V = ft, ces équations existant chacune entre trois coordonnées , nous pouvons les' regarder comme celles de deux surfaces ^ et puisque ces coordonnées sont communes, elles doivent appartenir à la courbe d'intersection de ces deux surfaces. Cela posé, a clb étant des constantes arbitraires, si dans \] = a nous donnons k x et ky les valeurs x' et y^, nous obtiendrons pour z une fonction dex\ dej'et de a, qui déterminera un point de la surface dont U == a est l'équation. Ce point quelconque variera de position si nous donnons successivement diverses valeurs à la constante arbitraire a, ce qui revient à dire qu'en faisant varier «, nous ferons passer la surface dont U = « est l'équation, par un nouveau système de points. Ce que nous disons de U = a, pouvant s'appliquer à V = i , concluons que la courbe d'intersection des deux surfaces* changera continuellement de position, et par conséquent décrira une surface courbe, dans laquelle a et i pourront être considérés comme deux coordonnées ; et puisque la re-
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lation a=z^h^ qui lie entre elles ces deux coordonnées, est arbitraire, on sent que ia détermination de la fonction 4> revient au problème de faire passer une surface par une courbe tracée arbitrairement.
497. Pour montrer comment ces sortes de problèmes peuvent conduire à des conditions analytiques, examinons quelle est la surface dont l'équation est
Nous avons vu (art. 475) que cette équation avait pour intégrale
(2^0) z=ff{x^^jr')',
réciproquement, on tire de cette intégrale
si l'on coupe la surface par un plan parallèle à celui des r, y-j la section aura pour équation
x^ -^jr^ =z^^; et en représentant par a* la constante 4> c, on aura
.r' -f- jr^ = «' .
Cette équation appartient au cercle j par conséquent, la surface jouira de cette propriété, que toute section faite par un plan parallèle à celui des j?, y, sera un cercle.
498. Cette propriété est encore indiquée par Téqualion ( 239) , car on tire, eti vertu de Tari. 26,
'''=^di^
Cette équation nous apprend que la sous-normale doit être toujours égale à Tabscisse, ce qui est ia propriété du cercle.
L'équation ( 240) ne nous disant donc autre chose
si ce n'est que toutes les sections parallèles au plan des x^ /, sont des cercles , il s'ensuit que la loi suivant laquelle les rayons de ces sections doivent s'augmenter, n'est pas comprise dans Téquation (^4^)9 ^^ q^^? P^i* conséquent, toute surface de révolution satisfera au problème 5 car on sait que dans ces sortes de surfaces, les sections parallèles au plan des x, y sont toujours des cercles, et il n'est pas besoin de dire que la génératrice quî, dans une révolution, décrit la surface, peut être uneicourbe discontinue, discontiguë, régulière ou irrégulière*
500. Cherchons donc la surface pour laquelle cette génératrice serait une parabole AN (Jig' 95 ) , et supposons que, dans cette hypothèse, la surface soit coupée par un plan AB, qui passerait par l'axe des Z'^ la trace de ce plan sur celui des a? 5 y sera une droite AL qui, menée par T origine, aura pour équation j^ = ax ] si nous représentons par t l'hypoténuse AQ du triangle rectangle APQ, construit sur le plan des x, y^ nous aurons
mais t étant l'abscisse AQ de la parabole AN, dont Ç^M. =r z est l'ordonnée, nous avons, par la natiu^e de cette courbe,
mettant pour f} sa valeur j?* -h j^*, il nous viendra
et en faisant y («* -K i) :^ m, nous obtiendrons
de aorte que la condition prescrite dans l'hypothèse où la génératrice doit être une parabole, est que Ton doive avoir
z == mx' lorsque y = ax.
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501 . Cherchons maintenant à déterminer, au moyen de ces conditions, la fonction arbitraire qui entre dans l'équalion (240). Pour cet eflet, nous représenterons par U la quantité x' -i-j* qui esl affectée du signe (f , et l'équation (240) deviendra
et nous aurons les trois équations
Ail moyen des deux premières, nous éliminerons j^, et nous obtiendrons la valeur de x' qui , étant mise dans la troisième , nous donnera
équation qui se réduit à
.=lv.
parce qu'on a vu que nous avions supposé -r [à* -f- 1) = wj
. la valeur de z étant substituée dans Téquation (241)9 la changera en
mettant la valeur de U dans cette équation, nous trouve-
rons
et Ton voit que la fonction est déterminée ; substituant cette valeur de <p(^*-l-7') dans Féquation (240), nous aurons pour l'intégrale cherchée,
équation qui jouit de la propriété requise, puisque l'hy-
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àejr^ ce cjui donnera lieu à. une suite d'intégrations qui introduiront chacune une fonction arbitraire dans Tintégrale.
S09. Après les équations que nous venons de considérer, l'une des plus faciles à intégrer est celle-ci :
par P et par Q nous désignons toujours deux fonctions de x et de y. Faisons
nous transformerons cette équation en
Pour intégrer, nous regarderons x comme constant, et alors cette équation ne renfermera que deux variables y et w, et. sera de même forme que T équation
(244) d j -h P/dx = Qdx,
traitée art. 385, et dont l'intégrale, page 289, est
(45) r = e--^^"[fqe^'""d. + c];
comparant donc les équations (243) et (244) > nous aurons
substituant ces valeurs dans la formule (246), et cbangeant C en fX, nous obtiendrons
mettant cette valeur de u dans Téquation (242), multi* pliant par dj^, et intégrant, on trouvera
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51(X Oa ÎDtégrerait parle même moyen les équations
dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x; et, à cause du diviseur dxd^, on seut que la valeur de z ne renfermerait pas des fonctions arbitraires de la même variable.
SU. Proposons- Dous encora* d'intégrer l'équation
Pour cela, Dous remarquerons d'abord que j étant une fonction -de a: et de (, sa diflérentîelle doit être représentée par
et en faisant
on change l'équation (24?) ^n
(248)' dx=pd3: + i/At,
et la proposée en
L'équation (248) étant une différentielle exacte, on aura (art. 4(K)
et connue /> et 9 sont des fondions de ;k et de t, leurs différent ( ') Cetu àquaiion ni celle du bmeui problème dei vurdei vibnnlet-
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tielles seront
(250 (h? = -j^dx-f. -j^d/,
(262) do = -r-^d^-h -r^ d/,
^ dj: dr
mettant dans l'équation (252) les valeurs de j— et de -p?
données par les équations (249) et (25o), cette équation {252) deviendra
(253) dq = ^dx-ha'i^dt, .
' ^ df • dd?
Représentant par des mêmes lettres les quantités communes aux équations (25i) et (253), ces équations pourront s'écrire ainsi:
(254) dp = mdx -h ndt^
(255) d^ = /ida: 4-«*ywdr.
Multipliant la première de ces équations par et, et l'ajoutant à Tautre, on trouvera
adp -H dq = (am 4- n) dx -h a {am -h «) df ,
équation qui, à cause du facteur commun 9 peut s'écrire ainsi:
adp -^ dq = [am -h/?)(da:-t-ûdf),
ou plutôt de la sorte
(256) ûd/î -h d^ =={«/w -j- «)4(^ 4-fl^)'
Retranchant ensuite Péquation (255) de l'équation (254)9 multipliée par /i, on trouvera, par une opération analogue à la précédente ,
(257) adp — dq:=z{am — n) (dx — adt),
(258) adp — dq =z [am — n)d[x — at),
ISi2. Or, si l'on remarque que quand on difiPérentie une fonction dez, b différentielle doit être de foi'me/«.d«(*), on con-
( * ) .2 pourrait n'entrer qn'à la puissance de zéro , cas où fs se réduirait à une constante.
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dura que dans l'équation (^56)^ où h différentielle, au. Heu d'être z, est x -f- ot^ on doit avoir
De même, en désignant par F' la caractéristique d'une autre fonction , on tirera de l'équation ( 258 )
am — n -zriF' {x-^ at); ce qui changera les équations (256) et (258) en
(259) at\p + dq = F (x -^^ àt) d (x -+-ûf), et en
(260) a dp — dq = F'{x — at)d(x — at);
et corome Tintégrale d'une expression de la fornieyi.dz est une antre fonction de z^ nous aurons en intégrant les équations (25g ) et (260), et en représentant par /et par/' les caractéristiques de deux fonctions différentes ,
\ap-q=^f[x--at),
I(i5. Ajoutant les équations (261), pour éliminer ^, elles- nous
donnent
7,àp =/(j: -h at) -\r f* {x — at)\
retranchant les équations (261) l'une de l'autre pour éliminer^, on aura
7,q^f[x-^at) — /'(jT — at)',
divisant l'un de ces résultats par 2 a, et l'autre par 2, les valeurs de/^ et de q sont ainsi déterminées :
f{x-\-at)-^f'Xx — at)
rs: ■ ' ■ — — — — ,
la
__ f{x -4- at) ^f [x — at) ^ q — . •
meitant ces valeurs dans l'équation (248), nous obtiendrons
^^^^f^x-^al)-^f(x-^at)^^^ ^ f{x.-^at)^f'[x^at) ^^^^^
2rt
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et en multipliant les deux termes de ià seconde fraction par a , pour lui donner le dénominateur de Tautre fraction , nous aurons
fia ia
rassemblant les termes qui ont pour facteur^ (j:-+-a/), et ceux qui ont pour facteury(a: — û/), -on trouvera
, __^f{x-^at) [à X -^ 4iàt) '\- f (x ^ at) {Ax^aàt)
équation qui revient à
, _ I f{x -^ Ht) A [36 -^ at) I f'(x — a/)d(j? — at) 2 a 2 a
et nous fondant sur la même raison qui nous a fait parvenir (art. tf 18) à la première intégration^ nous trouverons, en désignant par 7 et par \)i les caractéristiques de deux fonctions différentes ,-
^ _ I y (g? + fl;r) , i^jx — at)^
et si Ton observe que le dénominateur a peut^tre compris dans la fonction, on aura enfin
(262) y -r^ -fsf[x -\- at)'-\--'^{x — at),
DES FONCnOlIft ARBITRAIRES QCI ElITRENT DANS LES INTÉGRALES 1>ES ÉQIJATIOHS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES DU SECOND ORDRE.
514. Les équations différentielles partielles du second ordre conduisent à des intégrales qui renferment deux fonctions arbitraires; la détermination de ces fonctions revient à faire passer la surface par deux courbes qui peuvent être discontinues et discontiguës. Pour en donner un exiemple, prenons l'équation
dont l'intégrale (art. 504) est
(263) 5 = j:(pj + 4//..
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Soient Aar, Ky el kz {fig* 96) les axes coordonnés; si Ton mène un plan KL parallèlement à celui des x, 2^ la section de la surface, par ce plan, sera une ligne droite; car, pour tous les points de cette section y y étant égal à A p, si nous représentons A/^par une constante c, les fonctions y y et ^y deviendront 9 c et (|/c, et par conséquent pourront être remplacées par deux constantes a et i; de sorte que Féquation ( 268 ) deviendra
( 264 ) z:= ax -{- by '
et sera celle de la section faite par le plan KL.
515. Pour connaître le point où cette section rencontre le plan des j', z, faisons x===:o\ l'équation (263) nous donne, dans cette hypothèse,
ce qui nous indique une courbe amb tracée sur le plan desj^, z, 11 nous serait facile de démontrer, comme dans l'art. 492, que la section rencontre la courbe amb en un point m; et comme celte section est une ligne droite, il ne s'agit, pour en déterminer la position, que de trouver un second point par lequel passe cette ligne. Pour cet effet , observons que lorsque x est égal à zéro, l'équation (263) se rédoit à
tandis que lorsque x est égal à l'unité , la même équation se réduit à .
faisant, comme précédemment, y=zAp = c^ ces deux valeurs de z deviennent
z z=: ôy z = a -h by
et déterminent deux points m et r pris sur la même section mr que nous avons vue être en lîgne droite. Pour construire
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ces points,' on opérera de la manière suivante : on tracera arbitrairefûent surle plan desy, z la courbe ûfm&^ ei par le point p, où le plan sécant KL rencontre l'axe des y, on élèvera Ut perpendiculaire pm ^=z i, qui sera une ordonnée à la courbe; on prendra ensuite à l'intersection HL du plan sécant et de celui des or, j^, la partie pp- égale à l'unité, et par le point p' on mènera un plan parallèle à celui desj^, 2, et dans ce plan on construira la courbe a*m'V ^, sur le modèle de la courbe amh , et de manière qu'elle soit semblablement disposée; alors l'ordonnée m! p' sera égale à mp\ et si Ton prolonge m! p^ d'une quantité arbitraire w'r, qui représentera a, on déterminera le point r de la section.
Si Ton prolonge ensuite , par le même procédé , toutes les ordonnées de la courbe. a' m' b\ on construira une nouvelle courbe a' /&' qui sera telle , qu'en menant par cette courbe et par amb un plan parallèle à celui des x, ^ , les deux points où les courbes seront rencontrées appartiendront à la même section de la surface.
Il suit de ce qui précède , que la surface peut être construite, en faisant mouvoir la droite mr, de manière qu'elle touche continuellement les deux courbes amb^ a' rb' .
516. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la détermination des fonctions arbitraires, qui complètent les intégrales des équations différentielles partielles du second ordre, revient à faire passer la surface par deux courbes qui, ainsi que les fonctions arbitraires qui servent à les construire, peuvent être discontinues,, discontigûes, régulières oui rrégulières.
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517. La différence d^uné ifonctioTi variable est raccroissèment ou la dîmitiution que cette fonction reçoit lorsqu'elle passe d'un certain état de grandeur à un autre.
Cette différence s'indique par le caractère grec A , placé devant la fonction variable. Par exemple, lorsque la fonction jr =: x^ devient y' par un accroissement h donné à la variable a:, on a •
y — ^ = 2 .rÀ -h /*' , ou
En général, si x se changeant en a: -h /?, la fonction ^ de X devient^', le théorème de Taylor nous donne, pour le développement de j^, une suite de cette forme,
y =7-+- A A -hBA'-+-C/i3-hD/2*. . . ,
et Ton voit que la différence de la fonction sera exprimée
par
r'— J <^" Aj = A// -H B/i'4- C/i^+ . . . ,
tandis que la différenlielle ne se composera (art. 13) que du premier terme de cette différence, dans lequel on changera raccroissement de h en dx.
ol8. Par la même raison que nous plaçons la caractéristique A devant ^, pour indiquer raccroissement positif ou négatif de cette fonction , nous indiquerons par ^oc
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dey, ce <{ui donnera lieu à ' troduiront chacune une fon-
Après les équatioir l'une des plus faciles à in
par P el par Q nous dés et de^. Faisons
nous transforme l'on s
Pour intégrer, noi cette équation ne sera de même foi
traitée ait. 38î5
(=45) comparant di
substituant
mettant pliant }
* ""l«"" •• ï' OID.» .1,.
'fltmémcainra In niu.ci.,,,."
dans
OU, d'après la propriété des logarithmes,
/--r = iog^-r -S
et, en effectuant la division par x, (i) y —y ou A^ = log f I 4- — j•
Or on a 9 page 58 ,
1 / UN I h h^ h}
log(x+A)=:Iogx-f---— -f- 3^-...;
et en faisant passer log x dans le premier membre , on a Cette équation nous donne, par la nature des logarithmes.
log
^__j ou log^.4--j=--_4._~...;
remplaçant ensuite h par A^, ou aura
, / AxX Lx àx^ Lx^
mettant cette valeur dans l'équation (i) , on trouvera
, , LX Aj?' à 3^
ix^ ' ix^ ""
Cherchons ensuite la différence de j^= a' ; pour cela nous avons
, x + Ax ,/ Ax \
y—X ou Aj^ = o — û'=ra*(a — i;?
et, en mettant la valeur de y,
A«* =r fl* (n -^ l/c
Soit encore y = sin a: , on a
j' = sin («H- Ajc), et, par conséquent,
y — y ou A/ = siax cos Ax + sin A x cos « — sin x,
et, en réduisant,
ày "sz sinAxcos^r -H (cos Aa: — i)sin x. De même , si Ton nous donne y = cos x , on trouvera
y = cos (.r + A .r ) , et en développant , il viendra
y =z cos X cos A JT — • sin X sin A 07 , d'où Ton déduira
y — ^= cos .r cos A .r — sin «r sin A j; — cos x , et , par conséquent ,
A/ == — sin orsin A.r + cosx(cos àx — i).
523. Si la fonction/, outre la variable x , contenait encore d'autres variables z, r, m, etc., oh prendrait la différence A^ en remplaçant x par J? + Ax, z par ^ + A z , / par ^ + A ^, etc. , et en opérant comme ci-dessus.
Par exemple^ si Ton voulait déterminer la différence de y =iazu y on aurait
y = <i(a4- Az) (a + Aa);
développant et retranchant la fonction primitive , on trouverait
x' — y ou A/ = «2 A/< -f- «M A * -4- a A« A a;
et Ton voit que lorsque Aj et Az deviennent infiniment petits , cette différence se réduit à
djr = azdu-^ audzy
résultat conforme à la règle de Fart. 44.
Enfin, si Ton se proposait de déterminer la différence
de la fraction -9 on aurait
z ^ ÛL z
et, par conséquent,
/^jr ou Aj==— ------^
z -\- Az z
et en réduisant au même dénominateur, on trouverait, après avoir supprimé les termes qui se détruisent ,
z Au — u àz
•^ z{z-Jhàz) •
Quand les différences sont infiniment petites, Az s'évanouit au dénominateur, Ay, ùu et Az se changent en dj^, en d M et en dz , et la formule précédente se réduit à
zdu — u dz
dr =
ce qui est conforme à la règle établie (art. 14) pour trouver la différentielle d'une fraction.
525. Dans le calcul différentiel ^ on considère des ^différentielles de divers ordres. Une semblable division a lien dans le calcul des différences : ainsi , eu regardant Ao:, Ay^ Az^ etc., comme les différences premières de j:, de y^ de Zj etc., ces fonctions auront A*jî, A^y. A'^, etc., pour différences secondes , et A^x , A' j^, A^z , etc. , pour différences troisièmes •, ainsi de suite.
526. La différence seconde d'une fonction représentée par y =fx n'étant autre chose que la différence de la différence, on pourra regarder M' Q {fig* 97) comme une ordonnée, dont l'abscisse comptée de l'origine M serait MQ = Ax -, par conséquent , si MQ reçoit un accroissement QR, r abscisse MR correspondra à l'ordonnée M"R; et la différence M'' S, qui existe entre M'^R et M'Q , sera la différence de M'Q ou la différence seconde de MP; et, comme QR équivaut à P'P'', nous avons donc ici deux sortes d'accroissements à considérer, savoir : PP' que nous avons appelé Ax , et P' P'' que nous désignerons momen-
tanément par h. Si nous regardons maintenant les ordonnées comme des fonctions des abscisses correspondantes, nous aurons évidemmeqt, diaprés Finspection de la/i^, 97^
M'Q = M'P'— MP, ou ,
(3) Aj = ç (.r-+- Ax) — (px;
et ensuite
M" S = M" P' ~ M' P', ou
(4) A'/ = T(.r -h A.r-H A) — y(j: -f- Ax).
Or il peut arriver deux cas : ou la différence P'P' = /i sera égale à PP'=: A x, ou elle ne le sera pas. Dans le premier cas , l'équation (4) deviendra
(5) A*/= y (a: -4- 2 Ax) — <p (.r -f- A j;)*,
et Ton voit qu'elle se déduit de l'équation ( 3 ) , en regardant Ao: comme une quantité constante , et en changeant x en X -{- ùkX\ mais dans l'hypothèse où h différera de A j:, nous indiquerons cette différence , qui pourra être positive ou négative, par Ù?X\ en sorte que nous aurons
h = ùix 4- A' or,
ce qui changera Téquation (4) ^i^
^6) A'yrr: y (x-J- 2 Ax-t- A'x) — (p(x ■+ Ax);
et Ton voit que, dans le second cas^ la valeur de A'j^ se déduira de celle de Aj^ [équation (3 ) ] , en changeant
Ax en Ax-f- A'x, et x en x + Ax«
S27, Par exemple, si l'on voulait avoir la différence seconde de la fonction j^ =3 0?', dans laquelle on supposerait AjC constant , on trouverait d'abord
(7) Aj = 2 X Ax -+- A.r';
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et en changeant seulement x en x+ Aa:, on obtiendrait ensuite
(8) A»/=2{a?-f- A.r) Aar-H Ajt'— (2 x A.r -|- Ajt')"; faisant la réduction, il resterait
(9) A'j = 2Aar'.
528. Si au contraire on regardait Ax comme une quantité variable, l'équation (7), au lieu de donner Téquation (8) , amènerait celle-ci ,
A^j=2(j:-t- Aj:)(A.r -f- A* a») -H (A a: -f- A'jp)' — {2x A.r-h A«'), et, en réduisant, donnerait •(ïo) A*j = 2 A.r*-f- (2.1Î+ 4^^)^*^ 4- (^*'*)'-
5â9. Par des considérations analogues , on prouverait de même qu'en donnant Taccroissement A' a: à A'x, on devrait, dans cette liypothèse, changer x en x-f- Ax, Ar en Ax-f- A'x, et A'x en A*x-t- A'xdansla fonction (lo), pour obtenir la valeur de A'j^, ainsi de suite.
530. Quant au choix de Tune des hypothèses que nous avons considérées, il n^est pas douteux que lorsque rien ne s'y oppose, il vaut toi^ours mieux faire accroître x par des différences égales^ aussi est-ce l'hypothèse que l'on choisit ordinairement. Cependant il peut arriver qu'il oc dépende pas de notre choix de donner des valeurs constantes à Ax. Par exemple , si x et j^ étaient des fonctions d'une troisième variable «, et queroneûtx = <ptetj^=^^, on sent que l'accroissement Ax de x dépendrait, comme celui de j, de Taccroissement A f , et ainsi , n'étant plus arbitraire, ne pourrait être supposé constant.
53t. Si nous remplaçons maintenant par h la différence Ax que nous avons prise pour constante, et que nous cherchions les différences successives d'ime fonction y = x* ,
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nous trou¥erons
A^ = 3 x^A -f- 3 xh^ -h A%
A3j-= 6 (^ -h A) A»— 6 xA» = 6 AS
et l'on voit que dans cet exemple , comme dans tout autre semblable d'une fonction rationnelle, les exposants de h diminuant successivement d'une unité, les différences qu'on déduit ainsi les unes des autres doivent diminuer, et finir par devenir nulles.
532. Par exemple, si l'on écrit d^ns une ligne horizontale la suite des nombres triangulaires , et que Ton place au-dessous leurs différences successives , comme cela est indiqué ici :
i, 3, 6, lo, i5, 21, 28, etc.,
2, 3, 4, 5, 6, 7, etc.,
1, I, 1, I, I, eic . ,1
o, Q, o, o, etc. y
on verra qu'à la quatrième ligne seulement les différences finissent par être nulles.
Prenons maintenant une suite de termes
(n) «, flfi, «2, ^3, tf«, . . ., any
qui aient pour premières différences ,
(12) . A, il, Aa, A3, A«,..., Aa,
pour secondes différences ,
pour troisièmes différences ,
ainsi de suite.
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On en déduira
bf^b:=:Cf bt — ^i=.r, , b^^-^btsze^f ^4— ^3=03, . • ., f/i — rf=tf, rfj — rfi = ^|, 1/3 — dj^z e2f d^ — r/3=e3, .«.,
On tirera de la première colonne de ces équations ,
(16) a|î=: fl -♦- ^, è, == ^ -h c, Ci^:sC'hdf €/, = c + rf,...; de la seconde colonne,
(17) a2= Ot-^ biy ^»=i, -+-r,, ^2= C| -+-£/,,.. .; de la troisième colonne ,
ainsi de suite.
534. Cherchons maintenant à exprimer les différents termes des suites (11) et (12) en fonctions des quantités a, b, c, dy etc. Pour cet effet, nous avons d^ abord, parles premières des équations (16) ,
nous trouverons ensuite la valeur de ^i en substituant celles de ^1 et de bi , dans la première deséqoAlions (17} , ce qui nous donnera
d'un autre c6té, nous trouverons à l'aide des équations (17) et (16)
^i= bt-h Ci=: b^ c ^ c -^ dzrz b-h 2C^d, C2^=zCi-{~di-=:zc-{-d^e-^dz=zc-^-'2d-{-ej
substituant les valeurs de a^ et de b^ dans celle de a^ , nous obtiendrons
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On trouvera de même
En conÛBuant ainsi, on trouvera encore
(i8) fl4 = « + 4^ '*"6c-f-4^ + ^>
(19) ft, = ô + 4r -^6r/ + 4é?-h/;
et en général,
21) ^„=fc-H-cH^-^ 'd-+:^ i^ ^e-b....
535. Cette série s'arrête si l'on tombe sur des difTérences constantes dans l'une des lignes horizontales des équations (i5). Par exemple, si Ton avait
qu'on substituât^ ces valeurs dans les équations (i5), les premiers membres de celles qui composent la seconde ligne se réduiraient a zéro , ce qui donnerait
0 = 0} C| = o, dzrrOj C3=:0)...j
ces valeurs de c, de c\, de Cs, etc., feraient à leur tour évanouir les premiers membres des équations de la troi-^ sième ligne, d'où il résulterait
d:=:z Oj r/| =r o y d^zrz o^ ^3 = 0,...;
et en continuant ainsi , on voit que les équations des lignes suivantes comprises dans les etc., se réduiraient à zéro.
536. L'équation ( 20) , dans laquelle rentre celle qui est comprise sous le n® 21, n'ayant été trouvée que par analogie, il s'agit maintenant d*en prouver la légitimité.
Or, quand n = 4> les équations (ao) et (ai) deviennent
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les équations (i8) «1(19) (*) , et comme celles-ci soot démonlrét's, voilà donc une valeur de n pour laquelle les équations (20) et (ai) se vérifient; mais nous ne savons pas si, en augmentant n d'une unité, les valeurs de a„ et de &I, se composeront d'une manière analogue, et si, par conséquent, les équations (20) et (21) subsisteront encore; autrement ce serai t conclure du particulier au général \ tout ce que nous pouvons admettre, c'est. que la démonstration ayant eu lieu pour le cas où n = 4? ^ est du moins constaté que dans une certaine hypothèse» de n (celle de 4)9 1^ ^^~ leurs a„ et b^ se forment suivant la loi qui est indiquée par les équations (20) et (21); démontrons que si Ton augmente n d'une unité et que l'on obtienne par conséquent
la valeur a^^x ^^ sera point absurde.
Pour cela , nous partirons de ce point que , puisque nous regardons les équations (26) et (21), qui ont lieu pour
(*) Pour concevoir par quelle raison Téquation (30) d'un nombre illimité de tenues se réduit aux cinq termes de l'équation (18), soient M, N,
nAvn<<. 1 i.. ,^ n n{n — i^Firn*— i)(»^-Q^
P, Q, R, S, etc., les facteurs successifs -» — ^ \ -i ^-^5 -y etc.,
nous pourrons écrire ainsi l'équation (ao) :
'* i M (« — 0 xt(» — 2) , «(« — 3) rt('^— 4) ^
a =a-h-&H-M'^ ^cH-N^ — 5— ''«l-hP^ — ; — ^e-f-Q^^ — r^ f
et Ton voit que, dans l'hypothèse de n == 4» le facteur — r--^ devient nul ,
ce qui fait évanouir tous les termes de la seconde ligne , c'est-à-dire tous ceux qui sont compris depuis le rang 4 + 2 : car les secondes parties des quantités renfermées entre les parenthèses étant successivement 1,2,3,4» il est évident que le nombre donné 4 indique le rang à partir du deuxième terme, ou le rang 4-^-2 à partir du premier. Cette observation peut s'appliquer à toute autre hypothèse de w.
une hypothèse de n , comme légitimes , nous obtiendrons uo résultat qui sera encore exempt d'erreur, si nous ajou<tons ensemble ces équations : en opérant ainsi , nous trouverons
Réduisant et mettant a^^i à la place de a„ •+- &n 9 comme on en a le droit en vertu des équations (i 7) , il reste
23) g,^, = tf-f-(«4-i)^-h^ ^ c4-^ ^—^ 'd-^.^y
équation démontrée exacte , et qui, étant la même que Véquation (22) , prouve que celle-ci est vraie. .
Il suit donc de là que puisque l'équation (20) subsiste pour l'indice n = 4^ l'équation (aa) , qui a lieiî pour l'indice n -f- 1 = 5 , sera vraie encore. Faisant ensuite n = 5 , l'équation (20) sera donc vraie pour cet indice, et par conséquent l'équation (22) prouvera qu'il en sera de même de l'indice /i + i*= 6. En continuant ainsi, on prouvera que Téquation (20) aura lieu en augmentant successivement l'indice depuis la valeur 4 jusqu'à une valeur quelconque /i.
537. Maintenant, puisque b est la différence des deux premiers ternies de la suite (11), l'accroissement de a qu'on désigne par A a sera donc égal à & ^ ce que nous disons de b pouvant s'appliquer à c , à ^, à e, etc., à l'égard des termes dont ces lettres désignent les accroissements , on a évidem* ment
^(24) 6 = Âtfy cznxàb, dszàCj > = A£/,...;
éliminant b de la seconde de ces équations (24) 9 au moyen de la première I, on aura
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mettant cette valeur dans la troisième des équations (24)1 nous trouverons
cette valeur substituée dans la quatrième des équations (24). on obtiendra
ainsi de suite.
Substituant ces valeurs de c, de </, de e, etc., dans Téquation ( 20) , cette équation deviendra
(25) tf„=a4--Afl-4--^ -^A»a4--^ — -^ A»tf ,
Telle est formule de Newton.
538. Si Ton prend pour la suite a, a^ ai, as> • • •) a'ny les ordonnées pm^ p'^vl^ jJ^m[\ etc., d'une courbe AM {Jig. 98), et que la première et la dernière de ces ordonnées soient désignées par jr et par y', noua aurons donc
Substituant ces valeurs dans l'équation (a5), nous obtiendrons
Supposons maintenant que Taccroissement hz=, pV {fié' 9^)) <lonné à l'abscisse Ap, soit partagé enn parties p/t/, p'^', p'V''^» ^^^'9 égales chacune à ù^x\ comme le nombre de ces parties sera exprimé par n , nous aurons
d où l'on tirera
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Au moyen de cette valeur, Féquation (26) deviendra
y =y 4- — - Aj H i i. b}y
réduisant les quantités qui sont entre les parenthèses au même dénominateur, et mettant les A x sous les A^, nous obtiendrons
/ Q. I Aa: * I . 2 A .r'
A(A— Aj:)(A — 2Ajr) à'y
Aj
Quant les ordonnées sont infiniment proches les unes des autres, Ax, qui exprime la distance de Tune à Tautre, devient une quantité infiniment petite qui s'évanouit (art. 230) (levant la quantité finie A, représentée par pP {fig^gS))
alors les rapports ■— » —-y -~7 etc., se réduisent aux
àx ^x^ Ax^
d^' dP' d^' *'*^" "*'* *^'-
coeflScients différentiels "^ "^ "^ mule (28) devient
dor d.x' 1 .2 do:^ 2.3
c'est ainsi que le calcul des difTérences nous conduit au théorème de Taylor, dont on reconnaît ici la formule.
539« Dans la démonstration précédente, nous avons partagé Taccroissement^P {fig* 98) en un certain nombre de parties égales , et nous avons pris pour A.r Tune de ces parties; on pourrait au contraire nommer A x ^accroissement/^P, et regarder Axeonime composé d'un nombre n
de parties égales chacune à une quantité constante A. Si Ton adopte cette seconde hypothèse, on aura
j;' — X on bix=.nh^ d'où nous tirerons •
substituant cette valeur dans l'équation (26) , nous obtiendrons, après avoir réduit les quantités qui sont entre parenthèses au même dénominateur,
tkX àx (Aj:— ^ h) ^,
I Hx (àx — h)(Ax — 2^) ,,
et en prenant A pour unité, Téquation (3i) deviendra
y z=z y ~\- ^x Ay -^^ 6.x- ts^y
Aa?(Ax — i)(A* — 2)., ^ ' ' i A^ j.
Cette équation peut se mettre sous une autre forme; car l'hypothèse de A = 1 réduit l'équation (3o) à Ax = /î. Cette valeur de Ax change l'équation (32) en
, n(n — 1) , y = r4-/?AjH--i ^A'j
ce qui nous fait retomber sur l'équation (26).
540. Remarquons que ce que nous appelons Ay, dans la formule (3i), n'est pas la même chose que y — /, car Ay exprime là différence m'nf [fig» 98) qui existe entre les deux ordonnées consécutives mp et nJp* \ tandis quej^' — y est la différence MN qui se trouve entre MP =/' etmp=j^.
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541. Pour donner une application de la formule (33) , cherchons Fordonnée qui répond à l'indice n dans la suite
(34} 5} 9, i5, 23y 33, etc.;
comparant cette suite à celle-ci :
a^ Gxy ^2, ^3, 174, etc.;
Cl désignant le premier terme par y, nous avons
^y ou 6=:fl, r— fl=9 — 5= 4»
b^oxxoi — izt = iS — 9= 6, b^ovL a^ — 02 = 23 — 1 5 = 8 , b^oxxai — ^3 = 33 — 23 =: lo ,
à}f ou tf 2= 6, — ^ = 2,
^^X ou ^ = c, — € = o ;
toutes les autres différences sont également nulles.
Par conséquent Téquî^tion (33) se réduit à ces premiers termes
(35) y = 7 + n.^yz=ln ' A'j;
mettant dans cette équation la valeur 5 du premier terme j^ et celles de û^y et de A'y, elle devient
valeur qui se réduit à
Cette formule donnera le moyen de déterminer le terme de la suite (34)? qui répond à T indice /i. Par conséquent,
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si Ton donne successivement à n ces valeurs
Oy •% y 2, 3, 4l ^9 ^' ^tC- >
et qu'on les mette dans la formule (36), on retrouvera tous les termes de la suite (34)*
542. Une formule qui, comme la formule (36), détermine tous les termes d'une suite, à commencer par la valeur n = o , en est appelée le terme général. Soit donc cette suite de termes
(37) a, fli, «2, «3) <«4>«--j ««, correspondant aux indices *
il est visible que a„ sera le terme général de la suite (37); car un terme quelconque de cette suite, a^ par exemple, s'obtient en donnant à n la valeur particulière 4- Le premier terme a équivaut donc à â^o ) ce qui ne signifie autre chose, si ce n'est que a n'a point d'indice. A Tégard de a„, Tindice de ce terme indique le nombre de ceux qui le précèdent^ car en comptant les termes de la suite (37), à partir seulement de a^ inclusivement, ce nombre de termes sera exprimé par n^ et par conséquent deviendra w 4- i , si nous y réunissons a. D'où il suit que le nombre total des termes qui précèdent â„ dans la suite (37) aura n pour expression.
Cette observation repose entièrement sur ce que la première des valeurs qu'on substitue à n , pour obtenir tous les termes de la série, doit être zéro.
Ainsi ce que nous appellerons le terme général de la suite des nombres naturels
(38) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc.,
ne sera pas n , parce que , bien qu'on obtienne tous lo>
termes de cette suite en faisant successivement
/i =3 ly /i = a, nzzz3f etc., nous ne commençons point par n =3 o.
543. On voit que, d'après cette définition, le terme général de la suite (38) sera n + i . De même, en cherchant les termes généraux des suites
qui sont celles des nombres carrés et des nombres cubes ,
on a
(/? -f- i)% terme générai de la suite des carrés,
{n ■+- 1)^, terme général de ta suite des cubes.
544. Si Ton demandait le terme général de la suite des nombres -tri angulaires {*), qui est
(39.) I, 3, 6, 10, i5, 21, 28, 36, etc.,
en écrivant au-dessous
f4o) a, A,, 0}, 173, Otj tf», «a, rf,, ûj, etc. ,
nous aurions
^X ou b =: a^ — a = 3 — 1 = 2, ^, ou a, — «,;=: 6 — 3=3, b-iOuai — a,=: 10 — 6 = 4^ bi ou «4 — ' fl, =r i5 — 10 = 5,
à^y ou c=^, — ^=3 — 2 = 1, •<;,=: 65 — ; ô, = 4 "~ 3 = I ,
A^X (m d=z Oy
A*r = o> A»j^=ro, etc.,
(*) Elle s'obtient en ajoutant à TiinUé les sommés des deux , des trois , des quatre premiers termes, etc., de la suite (38) des nombres naturels.
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et comme les indices o, i, 2, 3^ 4? ^l^»? suivent Tordre des nombres naturels, leur diftérence est l'unité, ce qui nous donne h = i. Cette hypothèse est celle de la formule (33) ; et comme dans le cas présent nous avons, par ce qui précède, j^ = i, Ay = a, A^y=zz i, et que toutes les autres différences A'y, A^j^ etc., spnt nulles, on obtient, en mettant ces valeurs dans la formulie (33;),
réduisant les dieux derniejcs termes au même dénominateur, on trouve enfin
(4!) I -H- = terme gen, de la suite des nomo. tnang.
545. Remarquons que, dai^s le cas ou les^ ordonnées dont on connaît les valeurs sont équidis taxi tes, et où., par conséquent, on a le droit de prendre A pour unité, il est possible que n soit fractionnaire. C'est effectivement ce qui aura lieu {^fig» 99) si le point P, déterminé par l'abscisse x'=: x-^-nh^ ne tombe pas sur un des pieds p, p', p"^ etq., des ordonnées équidistahtes pw, p' nil ^ P"^"^ etc. Par exemple , si l'on prend la courbe déterminée par les termes de la série (39), dont nous construirons les trais ordonnées, en faisant [fig* 100)
pp'^p'p"z=i,
et en prenant, comme le prescrit la suite (39), "
pm=2i, p'm'=z3, p"m"=.6y
et que Ton demande quelle sera l'ordonnée correspondante
à l'indice n = i-\- -^^ on mettra cette valeur dans la for-
mule (4i)j qui ^^^ Texpression générale de l'ordonnée de la courbe proposée, et l'on trouvera
Aiusî l'ordonnée PM = 4 H — sera celle qui correspond à Tindice i-H^j ou, ce qui est la même chose, à Tabscisse
Le problème que nous venons de résoudre nous conduit à la recherche du logarithme d'un nombre qui ne se trouve pas compris dans les Tables.
546. Proposons^nous , par exemple, de déterminer le logarithme du nombre 3,718281828 qui (art. 38) sert de base au système népérien. Comme en déplaçant la virgule on ne change pas les chiffres décimaux du logarithme, nous la placerons de nianière que la partie entière du nombre proposé soit aussi grande que les Tables la puissent contenir^ et pour cela, au lieu du nombre proposé, nous écrirons 27 1,828 1638, parce que plus un nombre entier est grand, plus son logarithme est donné avec exactitude dans les Tables.
Notre recherche se réduisant ainsi à trouver lé logarithme de 271,8281828 (^), imaginons que Ion ait construit les points m, m', m", mf, m'^, etc. (fig. loi), à l'aide des coordonnées suivantes : •
kp =271, /?/?!=:= log de 271,
Kp' =272, /?'/w' = log de 272,
A/?" =273, /?"/w" = lpg de 273,
. . A/>"' = 274, p^'m"" = log de 274 ,
Af»**=:a75, />*^/îi*^= log de 275,
il est certain que si les points w, m', 1»'', etc., se succé-* dai eut immédiatement, ils constitueraient une ligne courbe ;
I .Il *■' " ■ " ■ I. ■ -I . ■■ I ipi. ■ I ■ Il • tu I a
(*) Le logarithme du nombre entier (2 718 181 838; ne différant de celui de 2,7i8i$a8 que par la caractéristique , qui au lieu d'être 0 est 9 , on voit que ce logarithme se détermine par le même procédé.
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mais étant séparés lés uns<les autres, si Ton fait passer par c!es points une ligne mm! nrl'ni"^ etc., cette ligne pourra être regardée comme une courbe approximative BC, dont rinflexion se rapprochera beaucoup de celle de la véritable courbe. Par conséquent , si l'on mène par le point P une ordonnée PM qui aille rencontrer en M notre courbe approximative, on sent que cette ordonnée diflerera peu de rprdonnée qui appartiendrait à la véritable courbe \ et cela proviendra de l'influence que les ordonnées pmyp'm'j jjPni\ ont exercée sur l'inflexion de la courbe approximative; de sorte qu'on pourra regarder PM comme une fonction de ces ordonnées : c'est aussi la conséquence que l'on tire de la formule (33), dans laquelle l'ordonnée PM, représentée par y*^ est une fonction de y et de ses accroissements successifs. Aussi allons-nous déterminer la valeur -de PM au moyen de cette formule.
Pour cela, nous avons \fig* lol), par l'état de la question,
.r ou kp = 27 1 , j ou pm = log de 27 1 , jt' ou AP=:ar-+-Aa: = 271,8281828,
ce qui nous donne
et il s'agit de déterminer j^'.
Cela posé, les abscisses Kp^Kp\ A;?", Ayt;"', etc., étant représentées 'par les nombres 271, 272, 273, 274, etc., on voit que la différence de l'une à l'autre est égale à l'unité : nous avons donc, dans' le cas présent, A=:i; pai* conséquent nous emploierons la formule (32) pour la solution du problème; et, puisque nous connaissons A a:, et le premier terme y, nous n'avons plus besoin que de connaître Aj^, ù?y^ ù?y^ etc. Pour obtenir ces différences, posant d'abord, comme dans l'art. 533, la suite
«, «t, «a, £7,, r/4, etc. ,
uùiis aurons, pour dëtermiiier ces valeurs,
a =:logde27i =2.4329692909, /?i = log de 272 = 2.4345689040, rt, = log de 273 = a . 4361626470 , rt, = log de 274 = 2,4377506628 , «4 = log de 275 = 2 4393326938,
ou déduira de là
Aj ou h ou a, — a z=. 6,ooi5996i3i ,
bx ou «j — «, = 0,0015937430,
/vj ou M3 — r/j = 0,0015879158,
^3 ou «4 — aj = 0,001 5821 3 10,
A'/ ou c ou ô, — ^ = — 0,0000068701 ,
c, ou ^, — ô, = — 0,0000058272,
Cj ou ^j — ^, = — 0,0000067848,
A^/ ou d ou, c, — c = — 0,0000000429*
Formant d'abord le terme ùkX ù^y^ nous trouverons
(42) AxA^= (0,8281828) (0,0015996) = 0,00132476.
La valeur de Ar qui compose le premier facteur n^e^t
qu'approximative, puisque noiis avons négligé les chiffres
décimaux qui passent le septième rang, comme on peut le
voir par cette valeur plus approchée de la base du système
népérien
il suit de là que le premier facteur de la valeur de ùx Ay n'est exact que quand on se borne aux sept premiers chiffres décimaux. Les deux zéros du second facteur de Texpression (42) reculent la virgule de deux rangs dans le produit^ ce qui donnerait neuf chiffres décimaux; mais à cause des retenues, ne pou\ani compter sur l'exactitude
4o6 CALGUL DES DIFFÉRENCES.
du dernier chiffre, nous n'en prendrous que huit^ et comme la fraction décimale qui est la valeur de Ax est moindre que l'unité, nous remplacerons Ax — i par — (i — ûo:), et nous trouverons
(Ajj— i) (i — àx) i , ^..
^X' -y og -t-Aj: i = — (0,071 134204)-
Multipliant celte valeur par celle de A'^, qui est aussi négative,.nous obtiendrons ce produit positif
Nous ne tiendrons pas compte des termes en A*j^, en A*y, etc., parce qu'en considérant seulement le premier,
qui est
(Ax— i) (Ao: — a) ,, ■^^—^ — 3 '^•^'
nous voyons que la valeur de ce terme n'a aucun chiffre significatif dans les huit premières décimales 5 à plus forte raison en doit-il être de même des termes en A*j^, en A'j^, etc. 5 qui sont moindres. De sorte que la valeur de ,y ne dépend que des huit premières décimales de celle de Ax.
Nous aurons donc, en résumé,
jr- • «143296929
àyàx. 0,00182476
£iX^ i 0,00Q0004l
log de 27 1 ,8281828 = 2 ,43429446
Diminuant la caractéristique de deux unités, on conclura que le logarithme de
e == 2,718281828, est 0,4342944 (*)•
{*} Dans rhypothé^e qui nous a fait trouver ce logarithme, nous regardons l'ordonnée comme le logarithme de Tabscisse ; mais dans les art. 58 1
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Nous ne "prenons qne sept décimales dans la vâleui* du logarithme, parce qu'on ne petit compter sur la huilièrùe, qui, quoique exacte dans chacun des nombres que nous additionnons, peut se trouver fautive dans leur somme, à cause des retenues qui pourraient provenir des chiffres négligés à partir de la neuvième décimale.
DU CALCITt IHVERSE DEÀ DtîP'FieRSIlCBS.
547. Le calcul inverse des diflPérences a pour but de remonter de la différence à la quantité qui Fa produite. Cette opération, qu'on appelle intégration^ s'indique par la caractéristique S, qui signifie somme.
Par exemple, étant donnée la différence Ajc, supposée constante^ il est évident qu'on aura ,
548. On peut mettre cette équation sous une autre forme, si l'on cotisidère que l'unité y entrai^t comtrib facteur, peut être remplacée par x^\ on aura donc
2â Uk X • X ■! I I X •
59» 40 et 198, nous supposions au contraire que Tabscisse était le logarithme* de t^ordonnée , en partant de l'équation
y =:a* =. a^^, ou « = logr ; au lieu de cette, équationf , nous aurions » dans le cas actuel ,
a: = &^ = & "^^ ou ^ = loga:j ce qui nous conduirait à
diogr = — !^.
*^' * log&
Cette équation appartiendrait à une logarithmique aussi bien que celle-ci :
,, ày loge
dlogj'» — --S-; •
y logû
mais dans cette dernière , l'abBcisse devenant rordohnée el; l'ordonnée TaUscisse, It courbe n'aurait pas la même position.
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et alors ob pourra faire passer la constante AjC en dehors du signe d'intégration , ce qui donnera
et , par conséquent ,
(43) îx. = ^.
Dans la même hypothèse de Ax constant , soit
on a
y — f ou A^= (;t? -h A«)* — a:*;
développant par la formule du binôme, et effaçant tes termes en jcT qui se détruisent , on trouve
mm — : I
intégrant et faisant passer les constantes hors du signe £, il vient
mm — I
Y ^=z m 2 x*~' Ax H • ïx'*-'* ù.r' -h ... :
remettant la valeur de ^, on a
On déduit de cette équation
or} = 2Aar2jr -4- Ax'Zx* ,
«3 = 3 Aj?2;r^ -f- 3A*'2j: 4- Ax*2x» ,
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Tirant de ces équations les valeurs de £x, Sx*, £a:% etc. , données par le premier terme de leurs seconds membres, et divisant par la partie qui est hors du signe Z, on trouvera
X' AJ7'2ar« Ix = ' ^î
2Ajr n àx x» Zàx^lx Aj?^2x«
'^~ 3 Aj: 3Ajr 3 Ax
X* 6àx'ix' /l^x^lx
lx*lx^
4 A or ^ àx ^iix
^Ax
Réduisant les termes en Ax, qui, dans chaque fraction, sont communs au numérateur et au dénominateur, on obtiendra
/ X* ^xlx^
Ix ^—r 5
2 Ax 2
x^ Ax'
(44) <'^ = 3Âi-^"'"-T-'"''
2x»=r -7^ |Ax2x» — Ax'ïx— -7- ï.r%
4Ax . ' 4
Mettant dans la première des équations (44)> ^^ valeur de Sx°, tirée de Téquation (4^), page 4o8, on obtiendra
AX
substituant ensuite cette valeur de 2x et celle de 2x^, dans la seconde des équations (44)9 ^^ trouvera
x^ x^ Ix x\
'2XV=^-^. --l-Ax -^— - h
3ax. .2 - . \2 3/
ou , en réduisant les deux derniers termes ^ " .
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Enfin^ si, dans la troisième tles équations (44) 9 o^ inttoduit les vakurs de 2a:®, de Sx et de Ex', données par les équations (43), (45) et (46)^, on trouvera
(47) ■. la:^=~^\x^^\x^^x.
Et comme Taceroissement Ax, qui est constant, est d'une grandeur arbitraire, nous pourrons le remplacer par A, pour ôter l'idée d'opération. renfermée dans Ax, el nous aurons
. jc' or las = — j. »
x^ x^ hx
ô h 2 2.3 a:* xi* x^h
550. En général, une fonction rationnelle entière de x, lorsqu'on développe les opérations , se réduisant à une somme de quantités de la forme Ax"*, on voit que Tintégration en peut toujours être obtenue par ce qui précède.
Cherchons, par exemple, Tintégrale de la fonction
{a^hx)\
Pour cela , on développera le carré , ce qui donnera
(fl -i- èj?)» :±= «* -f- 2 «^jp -f- ft'*^;
multipliant a* par x^, intégrant et mettant, les constantes en dehors , nous obtiendrons ,
2(a 4- hxy = «^2^;» -h lahXx -h i'24?';
remplaçant 2x®,2x et 2x*, par leurs valeurs, que nous
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donnent les équations (43) ^i^o^s irpuverons
b^hx
4ii
abx' , b^x^ - h^x^ w-^ abx -h -YT- ■•
H- constante y
ou^ en ordonnant par rapport auK puissances de x, b^x" (ab b^\ (a" , b^h\
Nous ajoutons une constante ^ parce que l'intégrale d'une différence A;r est aussi bien x que a-f-JC, ces fonctions ayant la même diflPérence Ax.
Soit encore le produit
en le dévelo{^ant , on aura
ab ac
[x -h m){x •^b)(x -^ c) = x^-ha
-hb
-f. cb
ab€\
et en intégrant , on trouvera
2(ar-hfl) {x-^b) (a?4-c) =2ar^+fl
Ix^-^ab -hac •i-cb
Ix-^ab c Sx'-t- const.
Il ne s'agira plus que de mettre dans le second membre les valeurs de 2x', de Sx*, de Sx et de£x^, données par les équations (48)-
553. Il est un cas particulier où un produit de divers facteurs présente une intégration aussi élégante que facile ; c'est celui où la différéiice Ax étant constante et représentée par h , on se propose d'intégrer
a?(j? H- ^)(^ -f- 2^) (jT-f- 3A). . ,(ûr -{- nh).
Pour cela , nous différentierons le produit
(49) y:=i(x^h)x(x'hh)(x'^ 2 A) (a? -H 3 A)... (j? -4- «A).
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qui contient de plus, sur la gauche, le (acteur {x — A); remplaçant jt: par (x -h h) ^ y deviendra
et nous aurons
7 -f- A/ == a: (x -h A) (a; -h a A) (x. H- 3 A) . . , (x -f- «A) (jc 4- A -f- nh) ; ôtantde ce résultat l'équation primitive, il restera
Aj=: X (^-4- A) [x -h 2A). . ,(x -h nh) (:r ^ A 4- nà) — (jT — A)aî(x -h A). . .(j: -h «A)..
La partie X (x -f- A) ... (a: -h nh) étant commune aux deux produits qui composent le second membre de cette équation , nous pouvons la mettre en facteur commun , et nous aurons
Aj = [a? (a: 4- A) (a: -H a A) . . . (j? -f- /»A)][jr -{- h -h nh — (x — A)].
Le second facteur se réduit à («4- a) A, et comme il est constant, nous pourrons le faire passer hors du signe 2; intégrant, nous aurons
j^= (/i-f- a) As [a: (a: -4- A) (x -f- a A). . .(ar -J- nh)].
Mettant la valeur dej^ donnée par Féqùation (49) > chan- . géant les deux membres de place et divisant par {/ï -h a) A , nous trouverons enfin
X ■ h ^x (j: -f- A)(x 4- a A). . \x -H «A) = -. r-7 \x\x -h A)*- -(ar -h aA)].
APPUGATIOH DO CALCUL DE» DIFVÊBENCES A LA SOHHATIOH DBS TEHIEES
D'UHB SÉRIE.
554. Un 'des grands avantages du calcul des différences finies consiste à déterminer, le terme sommatoire d*uuc série , c'est-à-^dire Texprèssion algébrique au moyen de laquelle OTi peut trouver la somme des termes de cette série.
Nous allons examiner comment le terme sommatoire peut être obtenu lorsqu'on connaît le terme géiiéral d^une série.
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Pour cela, soit la suite
qui correspond aux indices
Nous voyons qu^cn donnant successivement à n les valeurs o, I., 2, 3, 49* • •) ^2 9 on formera avec a^ tous les termes (le la suite (5o) ; a„ en est donc le terme général. Mais ce terme général peut être regardé comme la difllérence dont
s'accroîtrait
(5i) <i-h«i -f-flj-l-^s. • -Hfl^-i,
pour former la suite (5o).
Par conséquent, si nous désignons par- S la somme dos termes de la suite (5i), nous aurons
d'où nous tirerons, en intégrant,
(52) S = 2fl,.
Telle sera la somme des termes compris inclnsive
raent depuis a jusqu'à a„_j , c'est-à-dire jusqu'au ternie
qui occupe le (n — ij*^"»* rang, à partir de «i ; mais sî , au
lieu de compter les rangs depuis «i, nous, les comptons
depuis a, le terme a„_i occupera le n***"' rang; et alors les
indices
de la suite (Si) se changeront en ces autres indices,
de cette manière, le terme sommatoire S exprimera la suite des termes compris depuis n = i jusqu'à n = n,
556. Pour en donner un exemple, cherchons le terme sommatoire de la suite
(53) 3, 7, II, i5, 19, 23,
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dont le terme général est 4 '^ M~ 3 . Cette formule nous donnera
S = 2{4/ï4-3)., OU
mettant n à la place de x, dans les équations (43 ) et (45)? et faisant A.i? = i, parce que l'es indices croissent d'Une unité, nous déduirons de ces équations
substituant ces valeurs, dans Téquation (54)) réduisant et ajoutant une constante , nous trouverons
(55 ) S = 2 72* -I- » -h constante.
On déterminera la constante, en remarquant que quand n = o, la somme S des termes est nulle, ce qui réduit l'équation (55) à
constante = o.
Supprimant donc la constante, nous aurons
557. Pour appliquer cette formule à la sommation des termes, de la suite (53), nous observerons que ces termes étant au nombre de six, nous avons (art. 555)
mettant cette valeur dans Téquation (54), nous trouverons
558. Cherchons encore les quinze premiers termes de la suite des nombres naturels, c'est-à*-dire sommons la série
le terme général de cette suite étant n -\- i (art. 543), nous
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avons pour son. terme somma toi re
Au moyen de la première des équations (45) et (43), dans lesquelles nous changerons x en n et Ax en l'unité, nous réduirons celle-ci à
Cette équation, comme celle de l'exemple précédent, ne comporte point de constante.
Les indices ne différant pas des termes de la série, nous trouverons, en faisant n = i5, que la somme de ces termes est
I -i-4-f-g-i- i6 + 25 -H 36-f- 49"*-64">"8i -h loo
qui est celle des dix premiers termes des carrés de la suite des nombres naturels. Le terme général de cette suite étant (x -4- i)' (art. 543), nous aurons pour le terme somma toi re
substituant dans cette expression les valeurs <le Sn*, deZn^ et de ^n^i données par les équations (4^)^ (4^) ^^ (43), dans lesquelles on changera x exi n ei-Ax en l!uuité, lé terme sommatqire aura pQur expression
(57) S = j »* -f- y /î' -H ^ /i -h co/î^ftf «re ;
et comme le nombre des termes de la série est 10, nous trouverons , en faisant n = i o ,
Nous n'ajoutops point de constante, par la raison que nous avons expliquée art. 556 ; mais si , au lieu de compter la suite depuis le nombre ij on la comptait, depuis le
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nombre 36, la somme des termes qui précèdent 36 devrait être nulle ^ par conséquent, en faisant n = 5 , on devrait avoir S = o. Cette hypothèse réduirait Téquation (57) à
constante = — : 55 5 cette valeur changerait Téquation (57) en
'et comme le nombre des termes de la suite proposée est 10 , en faisant ti = 10, on aurait pour la somme des termes de cette série , compris depuis 36 jusqu'à loo inclusivement ,
DE L'INTERPOLATIOII
560. L'interpolation a pour but d'insérer dans une suite de termes qui suivent une certaine loi , d'autres termes suboixlounés à cette même loi.
561. Si l'on nous donnait, par exemple, les coordonnées AP et PM [fig* 102), AQ et QN de deux points M et N, situés sur un plan, il suffirait de faire passer la droite MN par ces deux points pour résoudre le problème ; car il est évident que les coordonnées AP et PM , AQ et QN, et toutes celles de la droite AN seraient enchaînées par une même loi.
562. Si. trois points L, M et ^ (fig. io3), donnés sur le même plan, étaient déterminés par les coordonnées AI, IL, AP, PM, AQ et QN, en faisant passer l'arc de cercle LMN par ces trois points, on satisferait encore au problème; mais l'arc LMN ne pouiTa plus nous en oflFrii la solution, lorvSqu'oii nous donnera un plus grand nombre de points. D'ailleurs, quoique le cercle soit une courbe
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facile à décrire, il n'est point,, par son équation, cell<5 qu'on pourrait regarder comme la plus convenable au cas présent. Nous en choisirons donc une autre qui se prùtc plus facilement aux hypothèses que nous pourrons établir sur le nombre de points par où la courbe doit passer. Celle courbe est la parabole de tous les genres, qui est compriso dans l'équation
(58). r^M + N-r + Px'H-Q.r'-f-
563. Supposons donc que par l'observation , ou par tout , autre moyen ,. on soit parvenu à savoir que les abscisses AI, AP, ÀQ, ÀR [fig- ïo4)5 o"' pour ordonnées correspondantes IL, PM, QN, RS, etc. •, si ces abscisses sont représentées de la sorte, a , i , c, ^, etc. , et que leurs ordonnées le soient par A, B, C, D, etc., l'équation (58), dans laquelle les coefficients M, N, P, Q, etc., sont indéterminés , sera satisfaite aussi bien par les valeurs a et A que par les valeurs b et B , et ainsi de suite -, de sorte que l'on aura, pour déterminer les coefficients N, M , P, Q, etc., les équations
A =: M H- N fl -h P rt * + Q «• 4- . . . ,
{69) { C =M4-Nc H- Pc' -hQc»4-. . .,
Ces équations devront être en même nombre que les eoeflicients M, N, P, Q, etc., qui sont a déterminer. Si la première est retranchée de la seconde , et que la seconde le soit de la troisième., et ainsi de suite, on obtiendra
B — A = N (^ — fl) -+- P(^' — û') 4- Q (6^ — a') 4- . . . , C — B = N (c — 6) -i- P ( r' — è') -h Q (c» — 6^) 4- . . . ,
D — C = N(rf — <:)4-P(^i*— <^')-4-Q(^ — <^' )+•.-,
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et en divisant par ce qui multiplie N , on aura
Les termes qui se trouvent compris entre les parenthèses étant la diflerence de deux quantités élevées à une même puissance , sont de la forme m"* — p"* ; or on sait qu'une expression de ce genre, lorsque m est un nombre entier, est exactement divisible par u — 1^ et donne ( Tiote XVII)
(61) w'"— «^= («~ p) (tt'*~'-hrtt"^'4-p' a"*-^... p"-'a-+- p"~')...,
et comparant les quantités (i* — a'), (i* — a'), (c* — 5*), etc., de celte formule, on peut les décomposer ainsi :
{b '^a){b '\- a)y {b — a) {h^ -^ ab -^ a^) , . .,
et en subslitliant ces valeurs dan» les équations (60), on obtient ces résultats B ^
, ^^ =r N -h P(c -f. è) -h Q (c' 4- rZ» 4- /^») 4-. . .,
5Z1^ — N 4, F.( c 4- rf) 4- Q (^ 4- rrf -h <?') -4-. . . . d — c \ / A
Si l'on suppose
Ï^T^-^' JZ^h-^' JZT^-^' -^
B', C, ly se composant de valeurs données, seront encore des quantités connue»; et en les substituant dans les ëqua-
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lions (63), on aura
-h P (c -f- 6) -H Q (c' 4- rè 4- ^») 4- . . . ,
alors ces équations remplaceront les équations (Sg) dotit le nombre sera diminué d'une unité; et au lieu des inconnues M, N, P, Q, etc., elles ne renfermeront plus que N, P, Q^ etc., c'est-à-dîre une de moins. Si en continuant d'opérer comme ci-dessus on prend les différences C — B', ly — C, etc., on aura, en divisant par le multiplicateur deP,
et l'on voit que les diviseurs c — a et d — b disparaîtront encore des seconds membres de ces équations (*) délivrées
( ** ^ Pour g'assurer qu'il en esl de même de tout terme des équations ( 63 ), «oient
/t(5*-ii-) *(c"-t") kidT^c'')
les valeurs générales du dernier terme des équations (63), nous trouverons, «n les développant à Paide de la formule (61),
Nous avons écrit dans un ordre inyerse la quantité renfermée entre les dernières parenthèses, pour qu'elle soit ordonnée par rapport à by comme Taulre.
Prenant la différence., nous trouverons
c|nantité qui est divisible eiactement par c — a.
Il en serait de même des antres différences D' — C, nie.
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Jes înconnues M et N. En continuant d^opërer ainsi, ror» parviendra à éliminer toutes les inconnues moins une sçule, et Ton obtiendra ensuite les valeurs de M, de N, de P, de Q, etc., qu'on substituera dans Téquation (58).
564# La méthode d'interpolation dont nous venons d'exposer la théorie appartient à Newton. Lagrange en a donné une qui repose également sur le facteur commun que nous avons supprimé, et dont on peut donner la démonstration suivante : Soient donc p^ q^ r, s^ etc., différentes abscisses auxquelles on a reconnu que correspondaient les ordolinées P, Q, R, S, etc,*, si Ton regarde p, q^ r, j, etc., comme des valeurs qui, mises à la place* de x dans une certaine équation , amènent pour y celles-ci : P, Q , R , S, etc., cette équation devra avoir la forme suivante :
(64) 7 = AP -hBQ + CR 4-DS-+-
En effet, la condition exigée sera remplie, si en faisant
(65) 0?=/^, onaA=i, B = o, C = o, D = o,...,
(66) .ar = ^, onaB==i, A = o, C = o, Dr=o, ..,
(67) X r=z r, onaC = i, A=ro, B=:o, D = o,...,
Pour satisfaire aux équations* (65) B = o, C = o, D = o, etc., il faut que B, C, D, etc., soient des formes suivantes :
On prouverait de même que pour satisfaire aux équations A = o , C = o , D = o , etc. , du n° 66 , le facteur x — q doit appartenir à tous les coefficients A, C, D, etc., hors à celui de Q , et qu'il en sera de même des facteurs x — /'; X — .ç, etc., à l'égard des coefficients de P, de Q, de S, ei de ceux de P, de Q et de R, etc.
Si nous iious bornons aux quatre premiers tei^mes du
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second membre de l'équation (64)9 c'esl-à-dîie à ceux qui ne sont pas compris dans Fetc, on voit donc que la valeiu\ de y sera de la forme
j = a (or — .y) (x — r) (x — f) P
Or, pour que le coefficicnit de P se réduise à l'unité quand
jr = p, il faut que a soit de la forme r-, r- ^«
On démontrerait de même qu on doit avoir
substituant ces valeurs et celles de a dans Téquation (69), on aura donc cette formule d'interpolation
(jf — /?) (j: — /•) (j: — *) ^ ^ (x— /?)(x--y)(j?--r) ^
Par conséquent, si \fig* io5) à Taide d»îs coordonnées
^P^Pf P^ = ^y
Xr=z r^ rm = Kj
. As = j, sn = S,
on construit les points Xr, /, /71, n^ par lesquels passe une courbe klmn , une valeur arbitraire AP donnée à l'abscisse or, étant mise dans Téquation (70), déterminera toujours pour y- la valeur PM, qui correspondra à cette abscisse.
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Dans ce qui précède, les accroissements donnés à x peuvent être quelconque»; mais s'ils étaient égaux, en les représentant par Ax^ la formule de Newton, démontrée page 396, et dans laquelle on ferait Ax constant, pourrait servir à l'interpolation 5 c'est ainsi que nous en avons fait usage (art. 546) pour trouver le logarithme d'un nombre donné.
Théorème d *Euler sur les conditions nécessaires pour déterminer r intégrale Zu d'une fonction 11 de x. — Analogie des différences apec les puissances,
^63. La différentielle d'une variable d'une fonction pouvant être représentée par l'expression uàx ^ dans laquelle u est une fonction dé ^ , si Ton nomme z l'intégrale de cette expression^ on aura
(•^i) dz = «d^;
et comme z, en vertu de cette équation, ne peut être qu'une fonction de X, si nous donnons à x l'accroissement h^ nous aurons^ par le théorème de Taylor,
d« , d^z k" à'z h^ d J? d arM . ?, (I j?^ 1 . 2 . o
nous tirerons de là
d z , d^ z A^ d^ z /*^ ax djcM.2 dx^ i .1,0
et en observant que z' — z n'est autre chose que la différence Az, nous aurons
, , dz . d^z h' d'z h"
.(72) Az=j^A + jj^, — + ^,-^— 34-...;
intégrant et regardant h comme une constante. que Ton peut mettre tn dehors du signe d'intégration , nous obtiendrons
(73) , = /iz^-f — 2jp+^-^.3P +
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Cela posé, réquaùon (71] nous donne
^ àz d's da d'z d'^i*
flieCtant ces valeurs dans Tcquation (73), nous aurons ^ * , h} au h^ d»tt
•^ 1.2 QX 1,1.6 QX^
nous tirerons de cette équation
1 ^ , A da /i* d'à
^u-=Z'-ruûx 2-j ^2 ^.
A*' 1.2 dx 1.3.3 dx*
ou en replaçant (*j la constante /i sous le signe 2,
^'^' A"' 1.2 do? 1.2.3 do:'
Si, dans cette équation, nous prenons pour u la fonction -r-y
.. ^ - , du d'tt d'« d=»«
Il faudra changer -r— en -; — 1 -r— : en 1—,» etc., et nous aurons.
^ dx dx^ dx^ dx^
en faisant passer de nouveau h sous le signe 1 ,
du I ^ , I d'M , I d^« ,,
r-=~ fdu 2 -;-- A
dx A*^ 1.3 àx' 1.2.3 dx^
remplaçantydtt par a, et pour nous débarrasser du diviseur qui
( * ) Ce qui me dirige ici lorsque , contre l'usage , je transporte une constante sous le signe d'intégration , c'est que h entrant die la même manière
du que — — dans le développement de S 11 , j'entrevois que A se trouvera élevé,
du dans ce développement, aux mêmes puissances que le sera -= — • Par consé-
Cl Jw
quent , lorsqu'on aura prouvé , comme on va le faire, que le développement
du d* u d' u
de 2u renferme une suite de termes en -j— » en -7— ï> en ~ — i, etc., il en
dx dx' dx"
résultera que ces termes seront multipliés respectivement par h , par A*, par h* y etc., c'est-à-dire donneront lieu à une suite de cette forme
du d' w "d' u .
dx d x* d x"
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affecte J àu^ ruiiltipliant par h que nous ferons passer sous les signes d'intégration, nous aurons
/ ^x di/ - I d'« ,, I û^u ,
il^) 2-1-/* = a 2-r- /' :; 2-r— A=*— . . . ;
^' ^ d« • 1.2 dx' I .2.3 dar»
, , , . du . . d «
changeant dans cette équation a en -r— > et par conséquent -^
d^w d'f* d^tt T . ,
en -; — -5 T~-- ^n -; — -i etc., nous obtiendrons d^' dx' do:^
d'à au I ^^^ /L2 ^ ^^^ h^
dx^ do? 1,2 da;^ i.2l3 do:* '
multipliant par A, qu'on fera passer sous le signe 2 , on trouver a
, ^. „d*a-, da , ' i „d'«f,, i d*i« ,.
^06. Par un procédé analogue, on obtiendra ensuite
dj:^ d.ri I .2 d.r<
.2.3 ÂX>
da:* dj' < ' -^ dar'
Écrivons les équations (74) et (76) de cette manière abrégée ,
I - dw d'tt
( 78) lu=jJud.T-^ termes en 1-^h, en 1 -r— ^ /»% etc. y
/ V d« , d^tt ,, d'w _
( ^q) 2 T- « =r « -f- termes en 2 -r— - //% e/z 2 -— - n^, etc.
^'^' do: da:' d^'
du Nous pourrons, à l'aide de l'équation (79), éliminer 2 ^ — /i de
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Téquation (78), et obtenir ce résultat,
lu = — I uax -^ termes en u , en 1 -z — A', en 2 -r— - «^, etc.
L'équation (76), dans laquelle les intégrales du second membre
ne commencent qu'à partir du troisième ordre, servira ensuite à
éliminer 2 -t — ^ A' ; et en continuant ainsi an obtiendra une équa-
tion dont le premier terme sera j J iiàx, et qui, étant une fonc-
d tt d' M d^ tf lion des quantités non éliminées a, 3— h , -r—^ li*^ - — - A% etc. , et
U X d X CI X
des fonctions numériques^ devra être de la forme
(80) 2a==:-radx-HA«-f-BT— A-h C -1 — A* H-. . . .
A*^ ax éx^
S67. Pour déterminer les coefficients A, B, C, e*c., supposons Il = ^, nous anrons (art. 59)
(81) da = de'=e'd.r, et , par conséquent,
^ dtt d^« à^u
Substituant ces valeurs et celles de u, dans l'équation (80), nous trouverons
et comme la première des équations (82) nous donney^dx = « et que u équivaut à é*, par hypothèse, on aura
e* (83) 26*=—-+- Ac*-f-BAc*~f-C/*'c*-f-
Le premier membre de cette équation peut se mettre sous une autre forme. En effet, nous avons trouvé (art. 821) que la différence de a* était
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dans le cas présent, nous avons
ùkX ==: à et a = g; par conséquent-,
intégrant, on obtient
et comme ^ •— i est un facteur constant , nous pouvons le meltrtf en dehors du signe S, ce qui nous donnera, en mettant le premier membre à la place du second ,
d'où nous tirerons
Substituant cette valeur dans réquatioh (83), c' disparaîtra comme facteur commun, et en transposant le premier terme du second membre, il restera
(84) -^-- _ = A-*-BA-hC//» + ...;
et Ton voit que les coefficients A, B, G, etc., de Tcquation (8o), ne sont autre chose que les termes qui multiplient les puissances de h dans le développement de
suivant le^ puissances ascendantes de h.
Ce beau théorème appartient à Ëuler, et , comme le montre Téquation (8o), fait dépendre l'intégrale 2 w de ftiàx, ainsi que xles coefficients différentiels
au à^u d^tf d j? . dor^ do;'
868. Pour déterminer les coefficients A, B, C, D, etc., cherchons préli minai rement le développement de t^. Pour cela nous avons vu (art. 58, page 26) qu'on avait
,cx^K Ax A'x' A'x''
(85) fl*= 1 +^ \ 1 -4-. ..,
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et que A, diaprés Téquation (26) de la page 27, était égal à r-^'
Par conséquent, lorsqu*pn prend a = ^ , la constante A se réduisant à l'unité, l'équation (85) se change en
et en faisant x =z hj l'équation (86) devient
Cela posé, l'équation (84) nous donne, en faisant évaopair les dénominateurs, et en transposant e^ — i dans le second membre,
A = c* — r -H («?* — i) A ( A -h BA -h CA» 4- D/«» -+- . . .) ,
ou
A =(<?*— i) (i -h AA+BA'-+-CA3-hDA<-+-...);
mettant dans ce résultat la valeur de ^ — i , donnée par l'équation ( 87 ) , on aura
Â= AH- — H ^H .-^-f.... (i-+-AA + BA'-f-CA'...),
« ou , en exécutant les opérations indiquées ,
iô = A-HAA'-h BA*-h CA*4- DA* -H...
ij 2.0 2.i
Celte équation ayant lien quel que soit A, nous égalerons à zéro les coefBcients des mêmes puissances de A (vo/e^ la ^o/r7 VI },
ce qui nous fournira les équations
DH H ^-h ■ >^ .H o / g = ^>
ces équations nous donneront A = -i, B = ji^, C = o, D = -i^gig, etc.
d69. Nous terminerons cette matière par Tanalogie qui existe entre les différences et les puissances. Pour cela, si^ dans Téqua-
tion(86), on fait x = -r— h^ on trouvera, en transposant Vu-
nité dans le premier membre ^
/oov Tx" au h du^ h} da^ h'
^ dxi dx'1.2 da:M.2,3
Or, M étant une fonction de ^, l'équation (•^2) , qui a lieu pour la fonction z de x, noua donne, en changeant z eu u^
,0 , da , d'à A^ à' u M
£n comparant entre eux les seconds membres des équations (88j et (89), on verra que Ton peut les déduire Tun de Tautre, en changeant du' en d^ii, àu^ en à^Uy etc., par conséquent, on pourra écrire
du
pourvu que dans le développement de ^^^ on transporte à la
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caractéristique d les exposants qui affeclent les diverses puis-
, du sances de -; —
Sous cette même condition, on a encore
Pour le démontrer, cherchons le développement de A" u , et commençons par déterminer celui de A*«. Or, puisqu^on a en général
^ do: d^* 1.2 d^' 1.2.3
si nous changeons /r en A^r, et que nous appelions àui ce que devient A u lorsque x se change en .r -h ^, nous trouverons
, , dA«, d'Au h^ d^Aa A^ <
(92)A«.--A«ouA^«=-^/.4--^-; — +-^^^4-...;
mais A étant constant, Téquation (89) nous donne par la différentiatîon
dx d :rM . 2 d xM . 2 . 3
à' u , d'u fi" d* «« h^
d2Atfc=-— A-hT-T ^-T--î -1 -H... ;
substituant ces valeurs dans Téquation (92], nous obtiendrons un dé vel oppement de la forme
dx^ i dx^ \ ,2, do;*!, 2. 3
et, en général, on trouvera par ce même procédé, pour le premier membre de l'équation (91 ), un développement de cette forme
Si nous élevons ensuite chacun des deux membres de TéquAlion (88) à la puissance /i, nous trouverons que le développe-
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ment de \e^^ — i / esl de la forme
et Dous verrons qu*i] est identique à celui de réquation (qS), pourvu qu'on transporte les exposants de « à la caractéristique. Moyennant cette condition^ Tcquation (91) sera donc démontrée.
071. On peut même se dispenser de remplir cette côndidon en écrivant ainsi les équations (90) et (91) ,
et en convenant que jusqu'à la fin de l'opération indiquée par Tune des équations (94) > '^ caractéristique d, séparée de la variable qu'elle accompagne toujours, sera traitée comme uae quantité algébrique. ,
En effet, supprimant momentanément u, si nous développons
e , et que nous mettions -i — à à la place de.r dans Téqua-
lion (86), nous aurons, en transposant runité dans le premier membre,
â^^ d . d* A' iV
d X d x^* I • 2 d jc* 1 . 2 . 3
Effectuant ensuite la multiplication, indi(|uée par u, dans la première des équations (94)) ^^ trouvera à la tin de Topération ,
au d'tf /i» d^« A»
ax dj?M.2 dx' 1.2.5
ce qui est le développement de A« [voyez l'équation (89)], exécuté sans transposition d^exposant^.
Ce que nous disons de la première des équations ( 94 ) s'applique à la seconde.
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CALCUL
Du calcul des vqriations,
pRiHGiPEs foudambutaux de ce calcul.
573. Si un point M (fig' io6) , pris sur une courbe ou surface courbe, est transporté en N, l'ordonnée j^ = PM , qui détermine ce point M , t'ecevra un accroissement MN qu'on nomme la variation dey.
574. Par exemple, lorsque la courbe BC {/ig' 107) change d'inflexion et devient 6 c, la variation de Tordonuée PM sera M n 5 et la même abscisse AP appartiendra à l'ordonnée primitive PMet à l'ordonnée Pn ainsi accrue delà variation. Enfin, si l'ordonnée PM (^g. 107), en se prolongeant , rencontre d'autres courbes Bc, Bc', B(/\ etc. , les parties interceptées M a2 , M nf^ M »'% etc. , seront les variations dont cette ordonnée s'accroîtra successivement.
575. On peut remarquer que ce qui distingue une variation d'une diflFérence, c'est que nous changeons de courbe, lorsque l'ordonnée PM (^g. 108) reçoit une variation MN; tandis que nous restons sur la même courbe lorsque l'ordonnée PM, devenant PM', s'accroît d'une différenee M'Q, qui, comme on l'a vu (art. 517) , se change en différentielle dans le cas où cette différence est infiniment petite.
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576. Dans ce qui va suivre , nous conserverons la notation dy pour expi^imer la différentielle de PM = r {fig* io8), et nous emploierons la caraciérisliqiié D pour exprimer la différence finie M' Q = Dy^ dont s'accroit une ordonnée; et nous désignerons par Ay la variation MN de jy et par dy cette variation lorsqu'elle deviendra Infiniment petite.
577. D'après ce qui précède, une variation ayant donr lieu lorsqu'on passe d'une courbe à l'autre, cela peut arriver de différentes manières. Par exemple, si , dans la parabole CBD (^gf. 109), dont l'équation est
(1) ^ = ô +aa?% .
la constante a devient af , la courbe se rétrécira ou s'élargira, suivant que a! sera plus grand ou moindre que a (*).
578. Si, au contraire, la constante b de l'équation (i) variait seule, cette constante ne ferait que changer la position de la courbe en la transportant (fig- no) de CBD en CB'D'ouenC'B'^D".
579. En général , on voit que lorsqu'une 'courbe est transportée dans l'espace, les coordonnées de l'origine qui entrent comme constantes dans son équation changent de valeurs; d'où il suit que c'est encore par la variation dos constantes qu'une courbe change de position. Aussi le> géomètres sont-ils en usage d'affecter la caractéristique '^ aux diff*érentielles qui se rapportent à des points de Ve^pace, différentielles qui, comme on le voit, ne sont autre chose que des variations , et de donner la caractéristique d aux diffei^entielles qui se rapportent à des points pris sur
• - '" - " " - ' ■ 1 - - Il r «1 —
(*) Il c&t facile de s'en convaincre; car si, pour une même abscisiif AP = X ifig'iog), a s'augmente, l'équation (i) montre que rordoniif" s'augmente aussi. Cette ordonnée PM derenantPN, appartient nécessairement à une parabole EBN moins éyasce que la parabole CBM.
une cmirbe ou sur une surface courbe , et en général à tout système de points composant un solide ou le terminant.
580. La constante qui , par ^a variation , a donné celle de^, était en évidence dans Féquation (i); mais le plus souvent cette constante ne parait pas même dans Téquation de la courbe.
Prenons pour exemple l'équation
(2) {y-hà.T — a)'= e'x -f- 2 41%
qui est celle d'une parabole représentée par Isifig. m (*), et supposons que Ton fasse varier le paramètre , la courbe écartera ses branches plus ou moins. Or le paramètre n'est ni a, ni 6 ^ ni /?, mais est oiiie fonction de ces constantes [yoyez ma Théorie des Courbes (**) , page 247] ;^ d'où il suit que dans la parabole même là constante qui varie n'est pas toujours une de celles que renferme son équation.
Nous verrons bientôt qu'on peut se dispenser de connaître cette constante , et qu'il suffit de déterminer les coordonnées sur lesquelles elle porte son influence.
{*) lÈn effet, faisant x = o, r a deux valeurs qui déterminent les points B et C; faisant ensuite j^ = 0 , on trouve les abscisses AD et AH , ce qoi annonce que la courbe passe encore par les points D et E; nous voyons de plus qu'elle ne peut s'étendre indéfiniment dans le sens des x négatii's'; car réquation (2) nous donnant
si Ton y remplace x par ~ xy la valeur de j^ deviendrait imaginaire lorsque e^x surpasserait sa*. Celte courbe ne peut donc être située que comme nous Tavons représentée {fig. i ii). Elle est une parabole, parce que si Ton développe le carré du premier membre de l'équation (2 ), il est manifeste que le carré du coefficient 26 de xy sera égal à quatre fois le produit des coefficients de X* et de j *, ce qui est le caractère de la parabole. ( Théorie des Courbes du second ordre , page 87. )
{**) 11 n'est point venu à ma connaissance qu'avant la publication de l'ouvrage cité, on eilt assigné la forme de cette fonction.
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581 . Soit raaintcDaut V une fonction des variables ac et y^ et de leurs coefficients diOfërentiels ; nous pourrons regarder V comme Tordonnée PM {fig> 112) d'une courbe située dans l'espace, qui aurait x et y pour ses autres coordonnées. Supposons' que l'on passe de l'ordonnée PM = V à une autre ordonnée P' M', la différence M' r de ces ordonnées sera en général une quantité finie que, conformément à l'art. 576, noiis représenterons par DV (*); nous aurons donc . •
P'M'=PM-+-M'r, ou
V' = V-4-DV
Cela posé, supposons que, par la variation de la courbe MM', les ordonnées PM et P' M' deviennent PN et P'N'; si (art. 576) nous nous servons de la caractéristique £i pour indiquer l'accroissement dû à la variation, et que par conséquent nous représentions par £i\ et AV les variations MN et M' N'j nous aurons
(3) PN=V-hAV, P'N' = V'-|-AV';
mettant dans cette dernière équation V -f- DV à la place d(3 V, nous trouverons
P'N'= V 4- DV.-h A (V 4- DV}.'
D'une autre part, on peut regarder PN et P'N' comme les ordonnées d'une certaine courbe NN' qui passerait, par les points N et N': et de même que dans la courbe MM',^ devient j^ -h Djr lorsqu'on passe de MP à M' P', de même PJS ou V -1- AV se changera en
■ V-l- AVh-D(V-+- AV),
(*) Nous supposons cette dilférence positive dans la courbe {Jîg. 112); mais il est évidenjt que cette diiïérence Mr serait négative ( fig. 1 13) si lordounoo F' M' = V, au lieu d'être plus grande que PM , était moindre.
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lorsqu'on passera de PN à P'JN' dans la courbe NN'. 0« aura donc encore •
P'N'=r V + AV 4- D(V -f. AV);
comparant ces deux valeurs de P'N/,»on trouvera
V-f DV-hA(V-hDV) =V-H AV4-D(V4-AV
Effectuant les opérations indiquées par les parenthèses, et réduisant, il restera
(4) . ADV=DAV,
ce qui nous apprend que la variation de la différence d'une fonction V est égale à la différence de la variation de cette^ fonction,
582. Dans le cas où , au lieu de V =y (x , / ) ^ nous aurions / '=^fXy la courbe MM' deviendrait utie courbe plane ^ et alors on regarderait l'ordonnée PM comme une fonction^ de J7. La démonstration étant la même, dans cette hypothèse on trouverait
(5) AD/ = DAj^.
583. Dans cette démonstration^ nous regardons la variation AV et la difierence DV comme des quantités finies ; mais les équations (4) et (5) ne subsistent pas moins si ÙS et DV sont des quantités infiniment petites. Adoptant pour ce cas (art. 576) les caractéristiques 5 «t d, l«s équations (4) et (5) deviendront
(6) ^dV="d^V,
(7) ^Ay — A^y.
584. Jusqu^à présent nous n'avons attribué des variations qu'à y y et en cela nous nous accordons avec cette observation de Lagrange : Dans les différentiations par d^ ilj'aut regarder comme constante la variable dont la diffé" rentiellea été prise pour constante , Ainsi, dans Thypothèse
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la.plus fréquente où cette diflérentielle est d j:, il s'ensuit que .r doit être regardé comrtie constant quand on prend les variations. Et, en effetj nous avons vu que la même abscisse AP [fig' 107). répondait à diverses valeursPM,P/2 , 1?n\Pnf\ etc., de Tordonnée. Cependant Lagrange sembla se mettre lui-même en contradiction avec les paroles que nous venons de citer, lorsque, dans les Mémoires de T j4.cademie de Turin, année i^Sp, il donna, sans en expliquer la raison , des variations aussi bien à x cpHky^ Ce changement important dans la marche qu'avaient suivie jusque alors les géomètres, fit faire un grand pas à cette partie de l'analyse et en changea absolument la face; mais cela nécessitait encore plus de démontrer sur quoi se fondait le procédé de Lagrange. Prétendre que Ton donne par là plus de généralité à la méthode, ce serait [éluder la difficulté qu^on ne peut lever qu'en montrant de quelle manière la position des plans coordonnés détermine x à recevoir des variations aussi bien quej^. Pour cela, nous ferons préliminairement remarquer que, dans le cas de l'art. 574, les variations étaien t supposées perpendiculaires au plandes x^ ; mais quelle que soit la cause qui produise ces variations , on voit qu'elle ne dépend pas de notre volonté, et qu'il en est de même de la fixation des plans coordT)nnés , qui peut être subordonnéiB à certaines conditions. du problème, et même avoir été déterminée avant que les points delà courbe aient cl^ngé de place.
H suit de là que dès qu'entre mille positions difTérentes que peut prendre la direction de la variation qui affecte un point M, il n'y en a qu'une où elle soit perpendiculaire au plan des x^y^ nous devons, en thèse générale, regarder 'cette variation comme inclinée à ce plan. Cela posé, nous allons démontrer que, dans ce cas, non-seulement jy, en variant, fera varier a:, mais que leurs variations dépendront encore l'une de l'autre.
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Pour cel effet, soit MN [fig^ ii4) '^ vanalioii quaura reçue le point M d'une courbe , et imaginons qu'un plan j' Ax', auquel la direction de MN était perpendiculaire, passe par l'origine des coordonnées.: ce plan ayant une position différente de celle A-ey kx, MN sera donc incliné à ce dernier-, d'où il suit que lorsque le point M sera transporté en N , les coordonnées AL , LP et PM deviendront AH , HQ et QN , et s'accroîtront des différences LH, OR et NI^ ce qui montre évidemment que quand une ordonnée MP = V subit une variation , il en doit être de niéme des coordonnées AL = jc et LP = j".
585. Il s'agit maintenant de démontrer la dépenda^nce qui existe entre les variations de ces coordonnées.
Pour cela, soit toujours {fig^ 1 1 4) MNla variation qu'aura reçue le point M perpendiculairement à un plan y' kx' \ menon'spar ce point M la perpendiculaire MPau plan donné des x\ y^ et prolongeons PM jusqu'en S^ il s'ensuit que l'angle SMN formé par deux perpendiculaires MS et MN aux pi ans j^ A x oly' K x'^ en mesurera l'inclinaison , et que ces plans.se confondront lorsque l'angle SMN sera nul. Cela posé , menons les perpendiculaires MI et NS sur la direction des ordonnées MP et NQ, le triangle MSN sera rectangle en S^ et comme l'angle SMN , qui mesure Tinclinaisou des plans, est déterminé, il suffira que l'on nous donne, dans le triangle MSN,lecôlé SVl pour que le côtéSN =MI en lésulte.
Or,
SM = NI = NQ — MP = AV, et SN = PQ;
etconimePQ déterminela différence LH = AH — AL==Zia:, on voit que Aj: dépend immédiatement de AY, et qu'il en est de même de Aj^ à Tégard de Ax.
586. Lorsqu'on passe des différences aux différentielles, la même dépendance aura donc lieu entre dx vx ày^ ce qui
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est bien différent de ce que Ton remarque dans le caTcuI différentiel, où, lorsque V est déterminé à Faide des coordonnées X etjr^ ces coordonnées pouvant varier chacune séparément^ il n'y a en général aucune dépendance entre dx etdj*.
587. Examinons maintenant comment se modifient les théorèmes démontrés art. 881 et 582, lorsque les variations ont des directions inclinées aux plans des a:, j^, et où par conséquent le point M {Jig» 1 15 ) ? ppur arriver en N, ne suit plus la direction du prolongement de l'ordonnée PM, camm« le supposaient les démonstrations des art. 581 , 58S et583.
Dans ce cas , le point M , parvenu en N , aura reçu un accroissement d'ordonnée qui sera exprimé par la différence QN — PM : nous aurons donc
(8) variaiipndePM ou AV±±Q1V— PM.
D'un autre celé, l'ordonnée PM de la courbe primitive, lorsqu'elle deviendra P' M', s'accroîtra d'une différence que nous représenterons par
(g) DV = P' M' -- PM.
Nous déduirons de cette équation
( I o ) A^ DV == variation «/<? P' M' — ^ variation de PM.
Il s'agit de démontrer que cette quantité est égale à D AV, Pour cela, nous voyons, par Féquation (lo), qu'il faut d'abord déterminer la variation de P' M'. Or cette variation se trouve en supposant qu'après qu'elle a transporté M' en un certain lieu N', on prenne la différence des ordonnées de ces points. On aura, de la sorte,
variation de P' M' =;: Q'N' — P' M^ ;
et, comme le prescrit Téquation (lo) , retranchant dé celle variation celle de PM, dwinée équation {8), nous trouve-
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roiis
A DV = Q' N' — F M' — (QN — PM
ou plutôt
(il) ADV=Q'N'— P'M'— QNh-PM.
D'un autre côté, nous avons
É?/^ere/i<?<? rf^ QN = Q' N' — QN;
et en mettant la valeur de QN , tirée de Téaiiation (8), dans laquelle on remplacera PM par V, on aura
D(VH.AV)=tQ'N'-.QN;retranchant de cette équation celle-ci ,
DV = P'M'— PM, il restera, après avoir réduit, (12) DÂV = Q'N -^QN — P'M -f-PM,
Les seconds membres des équations (11) et {12) étant égaux , il en résul te
(i3) ' ADV=DAV.
Si l'on passe aux limites , ou, ce qui est la même chose, aux infiniment petits, ou aura donc encore
(i4) 5dV = d^V,
équation qui nous fournit encore celles-ci :
588. Les équations (i3), (i4) et (i5) ont un degré de généralité que nous n'attribuons pas aux équations (4)> (5), (6) et (7); Car elles supposent, comme l'admettait Lagrange, que la variable x, renfermée dans V, est une quantité dont on peut prendre la variation , tout aussi bien que celle de j comprise également dans V
Les équations (i4) et (i5) vont maintenant nous
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servir à modifier convenablement les formules qui cor— tiennent des différentielles et des variations; car les' for— mules qui ne contiendraient que des variations ne diflfèrent pas des différentielles. Aussi , comme le dit Lagrange j le calcul des variations a-t-il pour but de différentier sous un noui^eau point de vue des quantités qui ont été diffa— ventiées sous un autre. C'est ce que Ton sentira, si Ton fait attention que déterminer lar variation d'une fonctic»! V de j^j se réduit à trouver l'accroissement de cette fonction lorsque y s'augmente delà quantité infiniment petite àj^^ il est évident que cette question doit conduire aux mêmes règles que celles que l'on emploie pour obtenir les différentielles ordinaires.
Par exemple, si Ton voulait avoir la variation de
V = « -f- ny'^ i
nommant V ce que devient Y lorsque y s'accroît de la quantité infiniment petite dy.y on aurait
d'où ron déduirait
V — Vou ^y = 2/?jr57-t- /i^jr'î
passant à la limite, ou, ce qui revient au même, effaçant le terme nây^^ qui, étant un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé à côté du.terme injây (art. 230), il resterait pour la variation cherchée
et l'on voit que le procédé est absolument le même que celui qui déterminerait la différentielle de V, qu'on sait être
dV = 2/îjd/.
891» Eh général, pour trouver la variation d'une fonc-
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lion V, dont la différentielle est
(i6) , dV = Mdj:-4-Nd7 4-Pdy9-f.Qd7 4-...,
il suffira de changcT la caractéristique d en ^, ce qui don-
Qera
(17) ^V = M5j: ^ySx'^9êp-j~ qSq 4- . . . .
Sous pouvons même remplacer M, N, P, Q, etc., par les coefficienls différentiels que ces lettres représentent, et nous aurons
f Q^ »,r «IV* dV ^ dV^ dV^
ax djr " dp d^
592. Nous ne changeons pas ây en ây dans les coefficients différentiels ; car Tun de ces coefficients différentiels, le premier par exemple > étant le quotient de Mdx par djc, on doit avoir M pour résultat , tout aussi bien que si Ton divisait Max par dx-^ il en est de même des autres. Aussi
les coefficients différentiels -r— 5 -r-» -r- > etc., ne renfer-
d.r ay ap
ment-ils dx, dy, dp, qu'en apparence, et ne sont-ils dans
le fond que de véritables fonctions de y^ de p^ de ç, etc.
593. Remarquons que, quoique les variations soient des différentielles d'un genre particulier, il ne faut pas croire que ox soit à l'égard de dy ce que dx est à l'égard dedj^. En effet, on choisit ordinairement d a: pour variable indépendante, et l'on ne peut faire la même chose à l'égard de âx\ car nous avons vu (art. S86) que dx dépendait de dy. Aussi la variable indépendante qui détermine l'accroissement dey n'est pas x, mais la constante, qui devient variable lorsque les points de la courbe changent de position. L'hypothèse de différentiation est donc différente. Par exemple, si l'on a l'équation
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servir à modifier convenablement les formules qui coiitiennent des différentielles et des variations; car les' formules qui ne cotitiendraient que des variations ne différent pas des différentielles. Aussi , comme le dit Lagrange^ le calcul des variations a-l-il pour but de différentier sous un noui^eau point de vue des quantités qui ont été differentiées sous un autre. C'est ce que l'on sentira, si l'on fait attention que déterminer lar variation d'une fonction V de y, se réduit à trouver l'accroissement de cette fonction lorsque y s'augmente de la quantité infiniment petite dy ; il est évident que cette question doit conduire aux mêmes règles que celles que l'on emploie pour obtenir les diflférenti elles ordinaires.
Par exemple, si l'on voulait avoir la variation de
V == « -f- ny'^',
nommant V ce que devient Y lorsque y s'accroît de la quantité infiniment petite dy.^ on aurait
V'=:«ri-/i(r.+.5/)% d'où l'on déduirait
V — V • ou ^ V = 2 /ijr^/ -t- /i^jr';
passant à la limite, ou, ce qui revient au même, effaçant le terme nây*^ qui, étant un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé à côté du ternie injdy (art. 230), il resterait pour la variation cherchée
et l'on voit que le procédé est absolument le même que celui qui déterminerait la différentielle de V, qu'on sait être
dV = 2/i/d/.
891, En général, pour trouver la variation d'une fonc-
lion V, dont la différentielle est
(i6) . dV = Md:p-4-Nd7 4-Pdy9-i-Qd7 4-...,
il suffira de cliangCT la caractéristique d en ^, ce qui donnera
(17) ^V = M(î.?:-HN5/-hP^y9-f Q(Î7 4-....
Nous pouvons même remplacer M, N, P, Q, etc., par les coefficienls différentiels que ces lettres représentent, et nous aurons
^ do: d/ dp dq
592. Nous ne changeons pas dj^ en ây dans les coefficients différentiels; car l'un de ces coefficients différentiels, le premier par exemple > étant le quotient de Mdx par djc, on doit avoir M pour résultat, tout aussi bien que si Ton divisait Max par âx'^ îl en est de même des autres. Aussi
les coefficients différentiels -r-» -r^> -i—* ^^c-i we renfer-
d.v dy dp
ment-ils dx^ dy, dp, qu'en apparence, et ne sont-ils dans
le fond que de véritables fonctions de^, de p^ de ç, etc.
593. Remarquons que, quoique les variations soient des différentielles d'un genre particulier, il ne faut pas croire que Ox soit à l'égard de dy ce quç dx est à l'égard de dj. En effet, on choisit ordinairement dx pour variable indépendante, et Ton ne peut faire la même chose à l'égard de âx\ car nous avons vu (art. 586) que dx dépendait de ày. Ausisi la variable indépendante qui détermine l'accroissement de j^ n'est pas x, mais la constante, qui devient variable lorsque les points de la courbe changent de position. L'hypothèse de différenliation est donc différente. Par exemple, si l'on a l'équation
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el qu'en supposant x constant et a variable, on cherche le coefficient différentiel , nous trouverons , en désignant par A r accroissement de «,
y' — y , b^ b^ 2 ax^ x^ .
accroiss, de a h b^ b
si, au contraire, regardant a comme constant, on fait varier seulement j:, dont nous représenterons l'accroissement par A , on a
accroiss, dex h b* o^
La première hypothèse appartient à la courbe variée, et la seconde à la courbe primitive; et l'on voit qu'en passant à la limite, on obtient
dx 2a*x §y 2/2jr'
dx b^ ' § a b^ '
ce qui montre évidemment que la variable indépendante, dans le cas que nous considérons , loin d'être dx^ est da\ mais lorsque nous déterminons la variation d'une fonction V dey, nous n'examinons pas siy varie par l'accroissement que reçoit x^ ou par celui que reçoit une constante \ aussi le procédé qui détermine la variation . est-il le même que celui qui sert à différentier. *
594. Cependant on se tromperait bien si , parce que dx^ dy^ âp^ etc., entrent dans dV comme dx^ dy, d/;, etc., entrent dans dV, on concluait que (ÎV est égal h dV. Ce qui établit une différence entre ces expressions, c^est qu'on ne saurait assimiler cî.r, cîjr, <î/9, etc., dont se compose la première, aux différentielles dx ^ dy, d/?, etc. qui çonslîlucnl la seconde. En effet, dx^ ây^ âp^ etc., d'après ce qui précède, comportant une autre variable indépeiidante que celle qui a lieu pour les différentielles d^r, dj, d/?, etc., il
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en résolte qu'on doit être conduit , par des hypothèses différentes de diffërentiation , à des résultats différents. Aussi, lorsqu'une formule contient à la fois des différentielles et des Yariations , nous ne devons point confondre ces deux sortes de quantités ; dans le cas où une semblable formule a lieu, le théorème de Fart. 581 devient applicable , et nous allons voir quHl suffit pour établir une différence eiitre les résultats amenés par le Calcul des variations et ceux qui nous sont fournis par le Calcul différentiel. Cherchons, par exemple, la variation de la formule
ày
Pour cet effet, on déterminera la variation par la règle des fractions, dontiée art. 16, et nous obtiendrons
àx^àf — àyààx §i\j pSdx
î** dj:' àx (\x
transposant les signes, ainsi que les équations (i5) (art. 587) eu donnent le droit, on 'aura pour la varialion de p^
^ dSy d$.T
En cherchant ensuite la variation des formule?
dp dg
dx dx
on trouverait de même
dxSdp — dpSdx d.r^d^ — df/Sdx
on = — — — -; — î 0 /* = 1 :
^ dx^ dx^ '
effectuant la division et remplaçant ■—■ et -— par q et par /•,
ti •»» CI X
rm trouverait
$dp 6dx ; Sdq d^.r
ax ci.r ci.r dx
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el eu transposanl les signes
(.0) Sg=-^-,—, Sr=^-r^.
Bemarquons que la formule (17) ne ressemble à la formule (16)^ dont elle a été déduite, que parce qu'on u a pas mis en évidence les différentielles renfermées implicitement dans les fonctions /?, </, r, etc.^ mais si nous remplaçons âp^ Sq et cîr,'par les valeurs que fournissent les équations (19) et (20), et que nous ' rassemblions d'une part les termes positifs et de l'autre les termes négatifs, nous trouverons
QX
Lorsque y seul reçoit des variations, cette équation se réduit à
àBv à\èp dSa
et comme^ en transposant les caractéristiques, on obtient
iSp _$dg _Sd,dy _^d^Sx dx dx d .r ' dx^
dSg ^d.d^j _ d^ Sy, dx . djc^ dx^
on aura, en substituant ces valeurs dans l'équation ('-^i);
d^r d^Sr d^Sr
dx ^ dj?' dx^
S95. Appliquons n^aintenant la formule (19) à la recherche de la variation de la sous- tangente. Pour cet effet, si dans l'expression de la soùs-tangente , qui (art. 71) ^s^
y _-_, nous éliminons le coefficient différentiel au moyen
de 1 équation — =p, nous aurons - pour celte -sous-
tangente*, prenant la variation par la règle des fractions (art. 16), nous trouverons
^ ^y y^p 0 sous- tangente = — ^ 5
mettant danà cette équation la valeur de àp^ donnée par Féquation (19), nous trouverons
S sous-tangente = -^ \ ' — h - — i — \
p /?'d.r pax
remplaçant p par sa valeur. -p» nous obtiendrons
Q jp y cl wP V
^ sous-tangente =r -7-^ ^y ; — d ^ r -h -r~ d 0 .r.
dj dj' dj
Le théorème renfermé dans l'équation
(art, S87), qui seul jusqu'à présent nous a servi a établir
une différence entre les résultats fournis par la différent
tiation et ceux qui sont donnés par le calcul des variations,
va nous offrir encore des corollaires très-remarquables. En
effet, si dans Féquation (i4)î psig^ 439, on change V en d V,
on aura
(îd^V = d^dV;
transposant la caractéristique du «econd membre , on
obtiendra
Par des procédés analogues, on parviendrait «à celte équation générale,
597. La même équation (i4) va nous conduire à un théorème non moins important. Pour cela, si nous représentons par U une certaine fonction de a:, dej^, de da:, de d'x, ded'jc, etc., de àj^ de A'^j^ de d'j^, etc., et que
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nous appelions V Tinlégrale de celle fonction, nous trouverons
différentiant, il viendra
U—dV,
et , par conséquent ,
^U=:^dV;
transposant la caractéristique du second membre, eu vertu de Téquation (14)5 o^ trouvera
^U = d^V; intégrant, il viendra
éliminant V au moyen de Téquation (22), on obtiendra enfin
ce qui nous apprend que l'intégrale de la variation d'une fonction est égale à la variation de cette intégrale.
598. On peut déduire de ce théorème un auti^e qui lui csl analogue pour les intégrales doubles* En effet, si nous supposons
(^) Le théorème renfermé dans cette équation a lieu égaiemeat pour les J différences finies. En effet, si dans Téquation (i3), page 439, on fait DV = l", ^ cette, équation deviendra
AU = DAV; intégrant, bri «ura
mais de Véquation DV = U on tire
«tibstituani cette valeur dans Tcquation (34), on obtiendra
i:au = ASÙ.
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] é(jualiuii (23} nous donnera
el en transposant les signes /et â (art. 597 j^ on obtiendra
On trouvera de nîême
ainsi de suite
599. Les théorèmes démontrés dans les art. 597 et 598 nous offrent de nouveaux principes que nous pouvons maintenant employer simultanément avec celui que renferment les équations (i5) page 439 î c'a^si ce que nous allons faire en clierchant quelle est la variation de la formule intégrale indéfinie /U, dans laquelle U est une fonclion de x, dey et des différentielles dx, d* j?, d^jc, etc. , dj^, d*y, à^j'y etc. Pour cet effet, supposons qu'on ait trouvé par les procédés du calcul différentiel
du = /wd.r-|- nd^x-^ pd^x -h q d^,r -H . . . -f-Mdj-f-Nd'7 + Pd^7-l-Qd«jH- . ..
^ious pouvons regarder cette équation comme provenant de celle d'un ordre immédiatement inférieur, dont on voudrait prendre la variation. La dernière différentiation qui nous a fourni la valeur de d U, nous ayant donné
du =: mdx H-/id.djr -^ p â , d^ x -+- g d.d^x -+-Md/H-Nd.d/-hPd.d'/H- Qd.d^j,
i'i notre intention étant de faire rapporter cette dernière <»pération à une variation, nous avons séparé par uu point sur la droite la caractéristique qui y est relative dans lei» termes qui, autres que mdx et Mdj^, ont subi plusieur» différenliations , et alors, ainsi que nous Tavons fait (art. 591) pour Téquation (i6), changeant cette carac-
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servir à modifier convenablement les formules qui contiennent des différentielles et des variations-, car les formules qui ne contiendraient que des variations ne diffèrent pas des différentielles. Aussi, comme le dit Lagrange^ le calcul des variations a-t-îl pour but de différentier sous un noui^eau point de vue des quantités qui ont été differentiées sous un autre» C'est ce que l'on sentira, si l'on fait attention que déterminer Is variation d'une fonction V de ;^, se réduit à trouver l'accroissement de cette fonction lorsque y s'augmente de la quantité infiniment petite dy^ il est évident que cette question doit conduire aux mêmes règles que celles que l'on emploie pour obtenir les différentielles ordinaires.
Par exemple, si l'on voulait avoir la variation de
V = fl 4- ny^"'
nommant V ce que devient V lorsque y s'accroît de la quantité infiniment petite dy., on aurait
r=za±n[Y_^Sy)\
d'où l'on déduirait
passant à la limité, ou, ce qui revient au même, effaçant le terme ndy^^ qui, étant un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé à côté du.terme inydy (art. 230), il resterait pour la variation cherchée
et l'on voit que le procédé est absoliunent le même que celui qui déterminerait la différentielle de V, qu'on sait être
dV = 7,nyày.
En général, pour trouver la variation d'une fane
lion V, dont la différentielle est
(i6) . dV = Mdj:-hNd7 4-Pd/7-i-Qd7 4-. ..,
il suffira de clïang<»r la caractéristique d en (?, ce qui donnera
(17) ^V = M5.r-hN^j-hP^/?-f Q^7 + ....
Nous pouvons même remplacer M, N, P, Q, etc., par les coefficients différentiels que ces lettres représentent, et nous aurons
/ o >\r dV , dV ^ dV ^ ciV ^
d-r d/ djj dq
592. Nous ne changeons pas ây en dy dans les coefficients différentiels; car Tun de ces coefficients différentiels, le premier par exemple > étant le quotient de Mdx par dor, on doit avoir M pour résultat, tout aussi bien que si l'on divisait Max par dx'^ il en est de même des autres. Aussi
les coefficients différentiels y—? -r— > -p- > etc., ne renfer-
d.x Qf ap
ment-ils dx, dy, dp, qu'en apparence, et ne sont-ils dans
le fond que de véritables fonctions de y^ de /7, de ^, etc.
593. Remarquons que, quoique les variations soient des différentielles d'un genre particulier, il ne faut pas croire que ox soit à Tégard de dy ce que dx est à l'égard de dj. En effet, on choisit ordinairement dx pour variable indépendante , et l'on ne peut faire la même chose à l'égard de dx; car nous avons vu (art. 586) que âx dépendait de dj. Aussi la variable indépendante qui détermine l'accroissement dej" n'est pas x, mais la constante, qui devient variable lorsque les points de la courbe changent de position. L'hypothèse de différentiation est donc différente. Par eiiemple, si l'on a l'équation
téristique en cF, nous obtiendrons
intégrant et mettant ensuite, dans le premier membre de cette équation, la caractéristique d devant le signe d'intégration y, comme on en a le droit (art. 597), on aura
(^^) j ^jM^7-h/N5d/-^/P^d'jr4-/Q^dY+....
Si dans le second terme, fn cî d a:, on transpose la caractéristique, et que Ton intègre ensuite par parties (art. 279), on trouvera d'abord
J'n dSx z= n $x — J § xdn.
Pour faire subir la même opération au troisième terme nous obtiendrons prélîmînairement , en transposant les signes du second membre,
fp8d'x=fpd'$x, équation qu'on peut écrire ainsi :
J'p3dKv::=fpd{d$x),
et en intégrant ensuite par parties , on trouvera
(27) J^pSd^x =z pdS.x — J'dpdS X. . ,
L'intégration par parties pouvant s'appliquer aussi à la dernière inlé;^rale de celte équation, dans laquelle le double signe d S affecte x, nous aurons de même
Jdpd Sx =:dpSx — j d^ p $ X ;
substituant celte valeur dans l'équation (97), nous obtiendrons
fp S d'x = p dS X -- dp 8 X -^ fd' p S X .
Appliquant un même procédé aux intégralesy^ycîd'x, etc., nous continuerons à inlégrer par parties jusqu'à ce qiu'
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nous parvenions à une intégrale qui ne contienne plus de différentielles de x mêlées à des intégrales, et nous trouverons
ainsi de suite.
Opérant de même pour j", et réunissant d'une part lies termes qui sont délivrés du signe /, et de l'autre ceux qui en sont affectés , on aura ce résultat
SfV=z (n — d/?-4-d'7 — ...)^<P -f. {p^dq -h ..,)d$x + [g — / . .)d'^-3tr -+-...
/28^ / H-(N^dP^.d»Q^...)^J 9
^ ^ ^ +(P--dQ^-...)d^r
4- / (M — dN 4- d'P — d^Q^.. . .) By. 600. Par exemple, si Ton a
_ ^dx'^djr*
vr
en écrivant ainsi cette équation
U =5 ^dx^-hdj' X 4=»
vr
on différentiera par la règle de l'art. 14, en se servant de la caractéristique d au lieu de d , et l'on aura
les valeurs des fariations indiquées étant ensuite déterminées parles règles des n*** t6 et 21 , on trouvera
k1 , ^7 * / j—; T-; 2da:5d.r-f- ad/^dj
*-p = - i -^, ^V^dx' -f. d/* = \ ' 5
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mettant ces valeurs dans l'ëquatîon (29), et exécutant le» opérations indiquées y on obtiendra
JU = —7 -= (f/-+- — / , , ■ - — >
rVj" vr vdx'-Fdj'
faisant pour simplifier
^daî^ -h dj'=: di, cette valeur de (î U se réduira à
i ds ^ dx ., dj ^ j
jV'r d^v^r d^vr
Ejfcomparant celte équation à la formule (aS), on trouvera
rvr <i^vJ ^^vj
/ll = 0, /7 = o, g = o, P=ro, Q=:o,etc.; et l'équation (28), réduite dans notre cas à
devient
j L \dW// 2j\/j \d*vy/ j
Cette manière de déterminer la variation de y*U appartient à Lagrange', mais quoique la marche de ses opérations soit assez simple , on peut trouver à son procédé l'inconvénient de confondre trop les quantités différentielles avec les quantités finies. Euler, qui aonna au Calcul des variations une forme plus en concordance avec sa vraie métaphysique, remplaça U par la fonction Ydj?, dans laquelle V est une fonction des variables x^y, et de leurs
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coei&cients différentiels successifs p, q^ etc., et en trouva à peu près de la manière suivante la variation ('^).
601 . On a d'abord par le théorème renfermé dans Féqua-^ tion(23)(art.597)
(3i) ^/Vdj:=/^(Vda:)j
la variation de Vda:, indiquée dans le second membre de cette équation, se déterminera par le procédé de Tart. 14, et en cela nous agirons d'une manière entièrement conforme à l'hypothèse où l'on regarde ces variations comme des quantités infiniment petites; car, dans cet art. 14, nous n'obtenons la différentielle- d'un produit de deux variables qu'en nous bornant au premier terme de la différence, ou, ce qui est la même chose, en négligeant les termes en A*, en h^j etc., du produit z'y'. Ainsi, en déterminant la variation comme on le ferait pour un produit de deux variables , nous aurons
^Vdjc = V^dx4-djc5V;
et en transposant les signes 5 et d, en vertu de l'équation (i3), page 439, on trouvera
Au moyen de cette valeur,*réquation (3i) deviendra (32) 5/Vdar=/Vd(îx-+-/dj?5V.
Appliquant au premier terme du second membre de cette équation l'intégration par parties , qui , comme conséquence de Fart. 14, suppose encore que d affecte des quantités infiniment petites, ce premier terme deviendra
(*) Euler et Lagrange considéra ient^ncoro dans V .d'autres Tariablcs r, <,tt,c,etc. ; c'est une hypothèse que nous examinerons bientôt, elnou.s verrons qu'elle ne complique pas la solution du problème.
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cette valeur changera T équation (Sa) en
(33) ef\da; = YSx-{-f{dx$y'^d\$x).
Développons maintenant la quantité qui est entre les parenthèses : pour cela, nous aurons préliminai rement
(34) d\='r-dx'^-r-djr^^-dp + j-dq+-^dr,..', ^ ^^ dx dy dp ^ dq dr
remplaçant les coefficients différentiels par les lettres M, N, P, Q, etc., cette équation nous donnera
(35)' dV==Mda:4- Ndj-hPd/? -H Qd^ -hRdr-h. ...
Changeant la caractéristique d en cî, nous obtiendrons pour la variation de V
équation dans laquelle les fonctions M, N , P, Q, R , etc., des variables y, p, ^, r, etc., sont les mêmes que dans l'équation précédente (art. 592).
Substituant ces valeurs de dV et de dV dans l'expression renfermée entre les parenthèses de Téquîitîon (33), nous changerons cette expression en
dar^ V — dV^;p = N (dxây — dyêx)
-f-P (d.vSp-^ dpSx) H- q{dxSq — dqSx) -H R(dAr^V— dr5x)-H. . .j
faisant dans ces équations
dxz=pdxj dp^=zqdxy dy-hrdx, dr = jdo:, etc.y
nous aurons
djF^V— dV^x = Ndr(^> — />^.r)
'^Vdx{Bp^q$x)
(36) { ,4-Qda:(5gr — r^x)
-♦-Rda:(^r — ^5x)
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Soit
(37) 8jr — p^xz=:tù\
el différentious eu employant pour pàx le procédé de la différentiation des produits de deux variables (art. 14), nous trouverons
(38) àSy-^pCiàx — d;?^.r==d«;
prenons ensuite, par le même procédé, la variation de
àjr = /?dj;, nous aurons
^ày=.pBAx -f- do:^/?;
et en transposant les signes d et d,
(39) à^yz::: pd$x -\- dxèp.
Au moyen de cette valeur de d(îy, nous convertirons l'équation (38) en
remplaçant dp par qdx^ cette équation deviendra
dx($p'^-^q$jc):=z dw,
et, par conséquent, 0
ce qui est la valeur comprise entre les parenthèses dans la seconde ligne de l'équation (36). On trouvera de même
da:(Sq — rJjr) = d.T— ? da:(Sr — sdx] = dl—d.— U etc.;
par ces valeurs, l'équation (36) deviendra
dx^V— dV^:c=N«d^H-Pd«^-Qd.~?4-Rd(-r^;dV^V
dx \dx . dxj _
Par conséquent, l'intégrale que renferme Je second membre
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de l'équation (33) sera
^/^•^dï-^dï)'^^"
intégrant par pairies tous les tenues qui , dans ce second membre, contiennent des différentielles de o), du i"^ du 2% et du 3* ordre, etc., nous aurons
/'Pdcii=Pw — I -; — ci>d:r, •^ J dx '
/'rx j d« ^ dû) /'dw . _
et , parce que la différentielle de Q se prend par rapport à or, on pourra écrire ainsi cette dernière équation,
^^,dû> ^do) r«iQj
intégrant de nouveau par parties le dernier terme de cette équation , elle nous donnera
^_ , dw ^dw do r A ^Q
En opérant de même pour le terme en R , on trouvera rn d /— d —\ — -R JL H ^" — ^ ^^ J-l\ ^^
\àx Wx) àx dx àx àx ' Az\ 'dxj
-Hi-yé)
Substituant les valeurs de
/Pdw, de rOd.^î de TR.d ( -^ d. -^ ) j etc., •' -^ ^ ax ^ \àx àx )
dans Téquation (4t>), ordonnant par rapport à co et à ses roeflicients différentiels, et réunissant ensuite les terme*
qui sont aflectës du signe d^ intégration, nous trouverons
\ dx Qx ax I
dw ,' dR \ I , d« ,^
\ dj: dx "d.r Ax *dx diT /
Substituant cette valeur dans Téquation (33), à laquelle on ajoutera une constante , pour tenir lieu de toutes celles que Tintégration par parties exigera, on aura enfin
J/Vdar^V^x^-wfp-^-hTÎ^d.^ — ...^ *^ \ ax àx ax I
dw /^ dR \ I j dw,_ . ^
■^dï(Q-d^-^--)'^'^-^d^^-d^(^---^'^^^-
/. j /^T dP I , dQ I , I , dR i|: \
•^ \ ax ax ax ax ax ax /
Et en prenant àx pour variable indépendante, cette équation pourra se mettre sous la forme
dw /^ dR . \ d'w,„
-^dïiQ-di+- •j^d^'^''--'^'*'"
r . /^ dp d'Q d'R \
■+- constante.
602. Cette solution d'Euler suppose donc que la fonction U de or, de j^ et des différentielles des différents ordres de x et de j puisse se ramener à la forme \dx. Or cela n'est pas toujours possible^ car si, par exemple, on avait
// X ,x dV à Y à}x
ax ax ax
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et que Ton fît
on trouverait par la difTérentiation ,
(43) d'^= d/?da: -h/jd'jr;
mettant ces valeurs dans réquation (4^)) ^^ obtiendrait
dp , d*j:
U = -p- d j: H- 2 p -r— j do: dx
ou plutôt
, djr Ay d* X
' dx dx dx '
et Ton voit que le second membre ne se réduit pas à la forme Vdj:.
Mais cela aurait lieu si, au contraire, on avait
TT — ^ — — — • <|tf dx dx dx '
car la valeur de d'j^, donnée par Téquation (43)? étant mise dstns celle-ci , la réduirait à
QX DES MAXIMA ET MIIIIMA DES FORMULES IRTl^GRALES IHDÉTERMIIIÉES
603. La principale application du calcul des variations se rapporte à la solution d'un genre de problèmes de maxima et de minima, qu^on tenterait en vain de résoudre par la méthode exposée art. 97 et 98. On a vu que celle méthode consistait à déduire de Téquationy =yi: du problème, la valeur de -p> qu'on devait égaler à zéro, ou à
l'infini, pour obtenir la relation entre x et j*, qui doit avoir lieu au maximum où au minimum ^ mais si, dans le problème proposé, on nous donnait seulement la formule intégrale f\àx^ dans laquelle V serait une fonction de jc.
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de y^ de p^ de y, etc., et qu'on demandât quelle est , parmi toutes les courbes qui jouissent de la propriété commune /Vdar, celle pour laquelle y* Vdx est un maximum, un tel problème serait d'une nature bien différente que ceux que nous avons résolus sur les maxima ou minima. On se tromperait donc bien si l'on croyait que, pour en obtenir la solution , il suffirait de passer à la différentielle en ôtant le signe d'intégration , et en écrivant Vda:. Cela ne conduirait à rien , puisque la caractéristique J^ qui ici nous indique que c'est x que l'on fait varier, n'est plus le signe de l'opération contraire à celle qui se rapporte à des variations. Aussi voit-on qu'au lieu de passer d'une courbe à l'autre , on resterait sur la même courbe , ce que nous ne pouvons admettre, d'après ce que nous avons vu art. 577. Ce ne sera donc point Vda: que, d'après la méthode ordinaire des maxima et minima , on devra égaler à zéro , mais djyàx^ parce qu'alors, quoique nous ignorions la relation qui existe entre x et y renfermés dans V, nous ne considérons pas moins y comme une fonction de a: , et par conséquent f\àx comme une autre fonction de x, dont la variation est indiquée par le signe c?, variation due aux accroissements successifs que reçoit une constante qui*, le plus souvent, ne parait pas dans les calculs.
L'intégration de J'Y d a: ne pouvant donc s'exécuter sans qu'il ne soit établi une relation entre x et ^, nous allons voir que cette valeur va nous être fournie par la condition même du maximum. En effet, la variation de f\dx ayant été déterminée par l'équation (4i) 5 nommons pour plus de simplicité X la partie qui s'y trouve hors du signe d'intégration 5 la variation dfYdx étant nulle, dans le cas du maximum, nous aurons donc
(44) X -t-/wdj: (n — -5 h j~T ""• • ' ) "^ constante =r o.
\ Cl X Ci x I
458 CALCUL DBS VilRlATIOfiiS.
On reconnaît dans le facteur N — -; f
de cette équation, la quantité qui, égalée à zéro, exprime, équation (122) (art. 404), la condition dHntégrabilité de Vdx; par conséquent, il suffît que Ydx soit susceptible d^intégration pour que le terme affecté du signe J s'évanouisse dans Téquation (44)* Ce terme s'évanouit «gaiement lorsque Vdo: n'est pas intégrable \ car alors les termes en X et en /, renfermés sous ce signe , ne peuvent opérer la destruction des termes en j: et en j^ des autres termes de l'équation (44)) qui 9 étant délivrés du signe d'intégration, sont d'une nature différente. Il suit de là que si Ton représente l'équation (4k) par
( 45» ) \ '^Sv- d « 4- constante z=z o,
on ne peut satisfaire à cette équation qu'en faisant
> -f- constante = o , f[i-àx = o.
605. Cette dernière équation détermine en général une courbe, et n'exprime autre chose que la sonunation d'une infinité d'éléments que l'intégration convertit en courbe. Nous entrevoyons déjà que la partie X -t- constante de l'équation (45) ne peut se rapporter qu'à des points isolés. En effet, l'équation
\ -h constante = o,
étant une équation rationnelle en x et en jr renfermés dans X, il s'ensuit que cette équation ne comporte qu'un nombre limité de valeurs, qui seront déterminées par le degré de cette équation lorsqu'on y aura mis la valeur dey en x\ je dis de plus que les points déterminés par ces valeurs ne se rapportent qu'aux extrémités de la courbe. En effet, lorsqu'on donnera des valeurs particulières a et A aux variables X etj^, on ne fera que déterminer la valeur de la cons!an(e qui entre dans l'équation (45) en fonction de a et
La condition ffiàx = o nous donne
et comme la différentielle d'une fonction égale k tévo est nulle aussi bien que cette fonction (art. 63) , on peut ôter le signe d'intégration, ce qui nous donnera
fia\ /tit dP d'R \ -
équation à laquelle on satisfera en faisant
da: dx*
Cette équation établit la relation qui doit exister entre x et y pour la courbe du maximum et du minimum.
607. Observons que la propriété fYdx appartient à toutes les courbes que nous considérons, et que nous pouvons passer de l'une à l'autre par degrés imperceptibles , en faisant accroître V d'une quantité infiniment petite (î V. Dans cette hypothèse, V devenant V-f-JV, la formule fYdx se change en y*{V-4-<îV) do:, et s'accroît de la quantité ydVdo:, quantité qui , par la transposition (Jes signes /et â^ revient à âJYdx, On reconnaît dans cette exprès-* sion la variation dont nous avons déterminé la valeur par lequation (4i) (art. 601), et qui devant, comme fYdx, appartenir à toutes les courbes du genre que nous considérons, n'en spécifie aucune en particulier. En égalant en-^ suite à zéro la variation dfYàx^ nous déterminons cette couAe quiconque qui jouit de la propriété requise , à devenir, entre toutes les autres , celle qui convient au maximum ou au minimum^ nous franchissons en idée toutes
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les courbes intermédiaires comprises entre la courbe primitive et la courbe du maximum ou minimum, pour que l'une de ces courbes se change en l'autre , alors l'ordonnée PM , devenue PM', aura reçu un accroissement fini , composé de tous les accroissements successifs que la courbe aura reçus en passant par toutes ces positions intermédiaires; et, comme PM représente une ordonnée quelconque , la même chose aura lieu pour tous les points de la courbe variée, qui, par conséquent, sera entièrement distincte de la courbe primitive *, mais la variation ÔY indiquant la variation qui a lieu lorsqu'on passe de la courbe primitive à la courbe infiniment proche qui lui succède, cette variation , lorsque la courbe primitive deviendra la courbe variée , se rapportera alors à la courbe infinopient proche qui succédera à la courbe variée , et restera par conséquent une quantité infiniment petite.
608. Après avoir parlé du premier facteur de l'équation (46), occupons-nous du second. Pour cet effet, si nous mettons dans l'équation (46) la valeur de co, que nous donne l'équation (Sy) , page 453 , nous aurons
et l'on satisfera encore à cette équation en faisant
la relation que nous établissons ainsi entre djr et dx^ eat une chose conforme à ce que nous avons démontré (art. 598), que âx et cîy étaient dépendants l'un de l'autre. Une autre conséquence, qui s'accorde avec le même article, c'est que Téquation (47) subsiste encore lorsqu'on ne tient pas compte de âx] car alors l'équation (4S) se réduisant à
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on en déduit également «
dp d^O
On peut remarquer que quand on a 5 a: = o , on tombe dans le cas où la variation de y se confond avec la direction de cette ordonnée , ce qui n'empêche pas que la condition du maximum ou minimum, entre toutes les courbes, ne subsiste également.
609. Lorsque les variations n'ont lieu que dans le sens des ordonnées, il est évident que celles des points extrêmes C et D sont des lignes droites CC et DD' [fig. 1 16) , dirigées suivant le prolongement de ces ordonnées.
610. Mais dans le cas où x varie aussi bien que jr^ les extrémités C et D (fig. 117) des ordonnées AC et BD décrivent des courbes CC et DD' ; fcar les points C et D se mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de AC etdeBD, décrivent en général des courbes, sauf à supposer, si le cas l'exige, que ces courbes sont des lignes droitesCC, DD'(^^. 118).
6H. Nous avons vu (art. -404) que lorsque \dx était une difîerentielle exacte , l'équation
dP d^ * _ ^ djc d j:'
avait lieu par elle-même, et qu'alors la valeur de âfWdx, ou plutôt celle de /Vdx, ne pouvait renfermer que des quantité» intégrées. Or df\dx^ parla transposition des signes (art. 597), devenant /JVdor, si l'on regardej renfermé dans V comme une fonction dex, le produit Vdar ne sera autre chose qu'une fonction Y dex multipliée par dx; eifVdx représentera (art. 348 et 349) l'aire d'une
certaine courbe. La variation de cette aire étant exprimer
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par âfVàx^ ne sera donc elle-même qu'on accroissement de l'aire dont nous parlons 5 par conséquent /^Vd a: sera
la somme de toutes ces aires élémentaires. Désignons cette intégrale par <fx+ c, et prenons-la entre les limites
X =2 0 et x=z. by nous aurons cette intégrale définie
et l'on voit qu^'elle ne dépendra pas des coordonnées des points intermédiaires de la courbe variée, mais de a et A , qui sont les abscisses des extrémités A et B {fig- 117) de cette courbe.
612. Réciproquement, lorsqu'on nous donne l'expression fYdx^ si l'on ac
la variation cîyV do: ne renfermera aucune formule intégrale; d'où il suit que ^V do: sera une fonction déterminée des expressions jc,j^, p, ^, etc., c'est-à-dire sera une fonction délivrée du signe d'intégration, ou, ce qui revient au même, sera une quantité immédiatement intégrablc.
613^ La partie de l'équation (45) (art. 604), qui n'est
point affectée du signe d'intégration , et que nous avons
représentée par
X -h constante f
s'évanouit lorsque les extrémités de la courbe sont des point.^ fixes. 0
En effet, la variation cessant d'avoir lieu en ces points^ si nous en représentons les coordonnées par a:' et y', et par a/' eijr^\ âx et dyne subsisteront plus lorsqu'on donnera kx et à jr les valeurs x' et y\ xf' et y" ^ ce qui nécessitera que les termes compris dans A (équation 45) s'évanouis-
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sent lorsqu'on prend l'întëgrale définie. 11 ne restera donc de l'équation (45) que f^dx = o, pour déterminer la relation qui deVra exister entre x et j, afin que f\dx soit un maximum ou un minimum.
614, Le problème général qui nous occupe est donc en quelque sorte l'inverse de celui que nous offrent leAnaxima et minima ordinaires-, car, dans ceux-ci, la relation entre xei^ est donnée immédiatement, au lieu que dans notre cas, elle résulte de la condition même du maximum ou minimum.
615. Pour donner une application de cette théorie, proposons-nous de trouver quelle est la plus courte des courbes menées entre deux points sur un plan.
L'expression d'un arc de courbe étant ^
s/dx^-^âjr^ ou d^i/i-j-^^,
sera , dans le cas présent , celle que nous avons représentée par Vd:r ; nous aurons donc
dr*
et en remplaçant -^ par p, cette équation deviendra
Cl mT
Cette formule, qui ne contient que la variable /?, déter-
dV * ^
minera l'expression -r^ du coefficient différentiel P : nou»
aurons donc •
(4q) M=:o, N = o, P = rr-== ■ ^ > Q=z=a,....
Par ces valeurs , on voit que les termes où entrent V, P et
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-r-> doivent être seuls conservés dans la formule (41)5^111 par conséquent devient, dans notre cas,
^/Vdjc = V^a: + Pw-t-/«d^^— ^h
substituant ày — pâx k là place de w , on a
• dP
(5o) 5/Vdar=(V— F/?) 5a;4-P5jr — / (Sy-^p^x) j-J àx.
Le premier membre de cette équation étant nul par la condition du maximum ou minimum, et la partie qui est indépendante du signe d'intégration n'existant pas dans rhypothèse où les extrémités A et B sont des points fixes,
Péquation (5o) se réduit à
dP
— f(ey---fSx)~da: = o;
cette intégrale étant égale à zéro , il en est de même de sa différentielle (art. 6116) ; on a donc
dp
{^X — P^^)-j-' àx = o.
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réduisant au même dénominateur et faisant la réduction , on trouvera
par conséquent, on aura
dp I dp
dx (^i^p^J^j^p2 dœ
Egahint cette quantité à zéro, et supprimant le premier facteur, il reste
ou plutôt
intégrant , on obtient
p = constante ;
et en désignant cette nouvelle constante par 5 , on a
et, par conséquent,
dy
-=— =:è, ou dj=r^da:;
intégrant de nouveau , on trouve
(Sa) y z=ihx-^ c,
617. Pour déterminer les constantes t et c, les points extrêmes A et B {jig* 119) étant fixes , si leurs coordonnées sont
X = a , J^ == 6 et .r = a', 7=6',
ces coordonnées devant satisfaire à l'équation (5;2) on a d'où Ton déduit
par conséquent , l'équation (Sa) devient
618. Si les extrémités A et B de la courbe ne sont pas des points fixes , la partie (V — Vp) dx -h Pcîj^j de l'équation (5o) 5 qui est représentée par X dans l'équation (45) , page 4^8 , ne s'évanouit plus à cause de la non-existence des variations ây et dx'^ mais comme le premier membre de l'équation ( 45 ) est égal à zéro , la partie f[i àx ne peut, comme nous l'avons vu art. 604, anéantir X ; il faut donc, pour que la condition "k-h f lJ-àx:==: o soit remplie , que l soit nul séparément, et qu'on ait par conséquent Féquation
(V— P/?)^^-hP«î^ = o.
Remplaçant V et P par leurs valeurs ^i-{-p' et — ^
cette équation devient
et après qu'on l'aura réduite au même dénominateur, le diviseur commun y/i-f-p* étant supprimé, il restera
Mettant la valeur de p^ celte équation donnera (53) . 1^^ = -.,
ox ax
et ne pourra être satisfaite que par les coordonnées des points extrêmes de la courbe , coordonnées qui varient avec ces points.. Supposons donc que l'un de ces points soit variable et que l'autre soit fixe \ si nous nommons x^ et j' les coordonnées du premier, et x!\ y" les coordonnées du second, l'équation (53) sera satisfaite en faisant
X "=: x' et j = y\
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et se changera en
Telle sera la condition qui exprime que la courbe que décrit le point mobile a:', y\ soit coupée à angle droit par la courbe cherchée (*).
Cette condition et celle de la fixité de Tautre point, donné par les coordonnées a/' et y\ suffiront pour déterminer les deux constantes de T équation (52).
619. Mais si les deux points extrêmes ne sont fixes ni l'un ni l'autre, l'équation (53) devant être satisfaite par leurs coordonnées , on aura ainsi
équations qui nous apprennent que les courbes GK et IL (Jig' i2o), décrites par les points extrêmes, doivent être normales à la courbe cherchée , qui , dans le cas présent , se réduit à une ligne droite ÂB (art. 616). La relation qui exiàte entre les coordonnées de cette courbe cherchée nous étant fournie par l'équation
dP
N— -rr--f-. . . =o, dx
cette équation devient dans notre cas
dP=o,
et nous ramène à l'équation (5i). Or nous avons vu
( * ) En effet, t— j et —-7 es^primant les tangentes trigonométriques (art. 75)
que la courbe proposée et la courbe variée forment à leurs points de contact, la condition nécessaire pour que ces tangentes se coupent à angles droits sera exprimée {Th'éorie des Courbes , art. io3) par
Sx' dx'
(art. 616) que cette équation nous conduisait à dp = o, eft que l'intégrale de cette dernière était p = i 5 remplaçant p
par sa valeur j- ' on ^
d'où l'on déduit
Au moyen de ces valeurs, les équations (54) deviennent
^^^^ Sx^'^^b' $x''^ b'
etne contiennent plus que les variations des points extrêmes 5 or il sera possible d'éliminer ces variations, si l'on nous donne les courbes que ces points seront assujettis à parcourir. Supposons que ces courbes aient pour équations différentielles
d7 = ç(a:, jr)da: et dy =^ (xyjr)dx\
on en déduira (art. 591 ) -
Ces équations devant être satisfaites l'une par les coordonnées x', y\ et l'autre par les coot-données x^^y"y nous aurons donc
dy=t=^{x\y)8x\ ^y'=: + {x, r)^^^
Au moyen de ces équations nous pourrons éliminer les variations des équations (55 ) , ce qui nous donnera
620. Si , outre x etjr fonctions de a: ,-et leurs coefficients différentiels successifs, la fonction V contenait encore une ou plusieurs autres variables z, t, ïi , p', etc., et leurs coef-
MAXIM A ET MINIMA DES FORMULES IHTÉGRALES
iicients diiférentiels successifs, l'équation (35) (page 452) deviendrait
V = Mdar4-N d/-^P dp +Q d^ H-R dr-h...
(56) { -♦-N,dz +P,d/?, + Q,d^,-hR,dr,H....
^ -hN„df +P,d/>„-HQ„d^„-f-R^dr^
Dans ce cas, l'équation {4i) (page 455) s'augmenterait des termes relatifs aux variables z^ f, m, i^, etc., et nous aurions
$fYdxz=YSx ;, dQ \ dw / dR \
> etc.
-i- f (à dx (n — -r-> etc.
dP do;
^ dQ, \ dû), /^ dR, \
-+./«,d^^N, -■^Setc.j
etc.) +-5^(Q„-
7 etc. 9 etc.
f<^,dx ^N,,-^,etc.^
-4- constante.
Dans le cas du maximum ou du minimum , le second membre de l'équation (57) devant être nul, il faut pour que cette condition soit remplie que , conformément à l'observation qui a été faite art. 604 (page 458), la partie affectée du signe d'intégration soit nulle d'elle-même, ce qui nous fournit l'équation
/«djr ( N— ^9 etc.] -h/w, dj; (n, — -r-^, etc.
•+■/«// d^ (n,,-- -^'S etc. j = o;
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or, les variables j, «,t, etc., étant indépendantes, celte équation ne pourra se réaliser qu autant qu'on aura séparément
/« dx^N - j|, etc.j=o, (58) j/«^d:r^N,-^S etc.)=o,
/«,,dx ^N,,-^S tîtc. j ^ o,
ce qui donnera, en dîfférentiant et en développant un peu plus ces expressions ,
N — 1? dhQ _d^ _
dx dx' dx^ ' ' '
dP, d»Q, d'R, (Sg) ( ' dx^dx' dar'^ '
dP d'Q„ d'R _
'^•- d7-«-dP-— CÛ5- + "'
ces équations déterminent les relations qui doivent avoir lieu pour que la courbe appartienne a un maximum ou à un minimum*
621 . Donnons une application de cette théorie en nous proposant de trouver les relations qui doivent exister entre jc , y et Zj pour que
soit un minimum.
^d^'-f-d^'H- dz' /♦x
C^) Cette équation est celle à laquelle conduit le problème de la brachistochrone , ou ligne de la plus vite descente. En effets la question se réduisant à déterminer la courbe pour laquelle l'élément de temps d< doit être un minimum; on a [voyez Véquation (200) de mes Éléments de Méca~
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Si, pour simplifier, nous faisons
ày d z
la formule précédente deviendra
Nous avons donc dans le cas présent,
et puisque le problème ne comporte que les variables Xy y y z, la troisième ligne des équations (Sj) et les suivantes
m^u^, page 21 1],
V étant nul lorsqu'on part du repos , et la constante ig pouvant se suppri<mer (art. 105), cette formule se réduit à
Vd**-+-dr*H-d«»
et l'on voit qu'elle rentre, dans celle de notre problème, en changeant z en X, c'est-à-dire en regardant l'axe des r de la formule (6o) comme Vaxe des coordonnées verticales. On pourrait peut-être dire qu'il eût été plus simple de conserver l'axe des z pour celui des coordonnées verticales , en employant au lieu de la formule (6o) , la formule
(6.) • -^JZ^W^Jl
yfz
Je répondrai qu'en choisissant l'axe sur lequel se compte la variable indépendante pour l'axe vertical , cela nous procure l'avantage d'avoir à la fois N = o et N,= o [vqyes, ci-après, les formules (63)], tandis que si nous eussions employé la formule (61), au lieu de la formule (60), on aurait eu
dV
N = o et N,= ^- = ^i + ;/« + ;! =».-:-. =--
d« ' ' ^' dif 2 ^^
ce qui nous eût conduit à des calculs plus compliqués, tant il est vrai qu» le choix des coordonnées n'est pas une chose indifférente.
comprises dans les etc. , n'existent pas ; à Tégard des deux premières lignes, elles se modifient par ces valeurs qu'il faut y introduire,
fais ,. dV ^ dV
d/7 dp,
Q = o, R = o,etc., Q, =o, R, =o,etc. ;
ne conservant donc que les termes V, P, P., t— > -j-^-t
^ ' ' do: dx
Téquation (57) se réduit à
r ^ / <*P\ -hjft», dx I — T~)~*" constante;
et comme les formules intégrales du second membre de cette écpiation doivent être nulles séparément (art. 620) , on a donc
on tire de ces équations (art. 6â0)
— wdJ7-T— =0, — (d.ax -^ — =ro, ax ■ dx
et en supprimant les facteurs — cddx et — co^dx, il reste
dP dP,
et en passant aux différentielles, on a
dP = o, dP, = 0.
Les intégrales de ces équations seront
p = constante , P, = constante ,
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ou plutôt
mais nous avons
^ dV ^ dV
p= et P, = -— ;
dp dp,
difFérentions donc l'équation (62) par rapport k p et k p,, nous trouverons
mettant ces valeurs de Pet de P, dans les équations (66) ^^ nous obtiendrons
v/ï/îT^M^ ' s/ï^H-/?'H->3,'
éliminant
— .. . ' entre ces équations, on trouvera
P p, ,àjr d z
a b ax àx^
intégrant, on aura
ce qui est l'équation d'une droite RS. [fig- 121) tracée sur le plan des y, z^ et dans laquelle les coordonnées
du point M sont: AV =:y^ PM =:z;
du point M' sont : AP' = j , P' M' = z ; du point M'" sont : AP" = 7 , P" M" = z ;
L'équation (67) nous apprend que, quelle que soit l'abscisse AP =:y que l'on prenne, l'ordonnée PM = z déterminera , sur la droite RS, le point M par où l'on doit mener la troisième coordonnée x. Il suit de là que cette
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droite BS contiendra les pieds de toutes les troisièmes coordonnées, qui, étant parallèles à Taxe de x, sont nécessairement parallèles entre elles. Or des parallèles qui in 1erceptent une même droite RS [fi g. 122) ne peuvent qu'être comprises dans un même plan ^ car, si une droite menée par un point M'' sortait de ce plan , elle cesserait d'être parallèle aux autres. Concluons de ce qui précède que les troisièmes coordonnées étant comprises dans un même plan , il en doit être de même de leurs extrémités N, N', N", etc. [fig, 121), qui constituent la courbe KL; cette courbe cherchée KL sera donc plane. ^
622. Maintenant que nous savons que la courbe est à simple courbure , et par conséquent peut être déterminée par deux coordonnées x et r, dont l'une est verticale, remplaçons cette coordonnée verticale par y, l'équation du problème deviendra
Vdx=: ^ ,
et en mettant (i -|- ^•) A.x^ au lieu de dx' 4- dj^*, on aura
(68) w^il:^.
Vr
Dans le cas présent^ l'équation (4i) (page 4^5), ou, ce qui revient au même, Téquation (65) , se réduit à
(69) iî/Vda:=:V^a:^-P«-^/«da^ ^JV — ^];
et l'on voit que cette équation nous donne pour notre cas
(,o) P ou 1I=1»^'=_4=.
Dans l'hypothèse où les points extrêmes sont fixes
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lapartîe V(îa:+ Pco, indépendante du signe d'intégration, s'évanouit (art. 613), et il ne reste que Téquation de condition
dp
dx
qui donne
Nda:==dP;
et en la multipliant par p, on a
ou
Nd7=/>dP;
mettant cette valeur dans celle de dV, qui est pour notre
cas ,
dV = Mdx4-Nd7+Pd/?,
dV
et observant que, dans le cas de l'équation (68) , M = -r—
se réduit à zéro , il restera
dV=/?dPH-Pd/7; intégrant, il vient
(71) V == P/> -H constante,
P et V étant déterminés par les équations (68) et (70), nous en mettrons les valeurs dans l'équation (71)5 et nous obtiendrons
= — = -p H- constante;
SX sl^-^p^sly
multipliant les deux termes de la première fraction par
VI -+-p*, et rassemblant les termes en p dans le premier membre, il vient
z= constante.
-f-/?' \li'\-p'
réduisant, il reste
■ = constante ;
et en élevant au carré, on a
— -r =s (constanteY,
d*où Ton tire
^(^'^P')'=(^constantey'
et comme l'unité divisée par le carré d'une constante est encore une quantité constante , représentons cette quantité par è, notre équation devient
et, en divisant par y, on a
et, par conséquent,
mettant -p- au lieu de p^ et passant à la racine, on obtient
ce qui donne enfin
slby—y'
En comparant cette équation à Téquation (i4ï) (P^® ^49); on la reconnaît pour être celle d'une cycloïde AMB à base horizontale [fig^ i iia), dans laquelle 6 serait le diamètre CD du cercle générateur. Soit a le rayon OM de ce cercle , oïî pourra mettre 2a à la place de fc, et l'équation de notrf
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:ycloïde deviendra
V2 ay — y^
Pour intégrer cette équation, faisons
élevant au carré, on obtiendra, en transposant et réduisant,
'i.ay — ^* = <i' — z'.
D'un autre côté, l'équation
Dû us donne
dj = — dz;
substituant ces valeurs dans la formule ( 74)9 on a
yày [a — z)àz
v/a ay — j' ^à^ — z^
st en exécutant la multiplication indiquée par les parenthèses , il vient
r ^.^ yày zàz aàz
y 2 ay — y^ ^a* — z'-* \/tf ' — z' n en intégrant , on aura
J s/nay-^y' Jsja^^z' ' J s/a'^z'
Pour effectuerT intégration indiquée [équat
/' zdz y on multipliera par 2 les deux ^fl» — z'
termes de la fraction, et Ton reconnaîtra ensuite qu'au iigne près le numérateur est la diflférentielle de l'expression
{ui est sous le radical. Par conséquent on aura (art. 71 )
r zdz C 2zàz i"- ;
I ,— = — I , =- slo}'--J.
1 sla"^ — z^ J i\la^ — z-
D'une autre part, pour déterminer la seconde intégrale du second membre de l'équation (76), nous avons [éqoat. (i a), art. 275]
/adz ( z\ ,. = « arc 1 ces = - ) :
les valeurs des intégrales que nous venons de déterminer étant substituées dans Téquation (76), nous aurons
/-7=^^= = — sJa} — z« 4- a arc ( cos == - ) î
remettant dans cette équation la valeur a — y de je, et nommant G la nouvelle constante qu'on doit y ajouter, on aura enfin, en transposant les termes du second membre,
/, — = « arc ( cos = ^ ) — ^^ay — j^' -+- C ,
et, en remplaçant le premier membre par sa valeur x^ on obtiendra
(77) x=: fl arc(co^=: -J -^ )j 7,ay — /'-t-C (*).
{*) Cette équation, lorsqu'on fait G = o (art. 690), étant mise sous cette forme %
/ ^— — / ' a — jr\
(78) x-h V2«r — /' = «arc I co8= — I
exprime la condition que la droite AD {Jig. 12a) est égale à Tare MD. En effet, nommons AP = «c, PM =/, CM = a, on aura
yjiay'^y* ou s/{'ia^j]y=. v/(GD — DE)DE = V^CE X DE
= V/MEÎ=ME = PD;
donc
-h V'2 <V — 7" = AP -h PD = AD ;
11 tt
si Ton décrit ensuite avec Tunité pour rayon Tare nr, on a
arcnr = arc(co8 = Oe), et la similitude des secteurs OMD, Onr nous fournit la proportion
a: CE :M:Off,
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Ayant deux constantes , il faudra deux conditiotis pour les déterminer.
626. Par exemple, si les coordonnées des limites de l'intégrale sont, pour le point A [fig- laa) x = o et y = o, et, pour le point B, x = m et j^ = o, en substituant ces valeurs dans l'équation (74)9 on aura dans le premier cas
(7g) o = €1 arc(cos = i) -h C,
et dans le second ,
m = a arc (cos =5 1) + G;-
d'où l'on tire
. CE a— r
Otf = —,=3 ,
et, par conséquent,
arc nr ss arc I cos = 1 •
On passera ensuite de Tare nr à l'arc MD par cette autre proportion
a : I :: arcMD : arc nr, qui nous donnera
a arc [ cos j = arc MD ;
cette valeur et celle de or -h Va a— j', mises dans Téquation (78 ), la réduiront à
AD = arcMD,
ce qui est la propriété de la cycloïde.
Et si Ton remarque que l'arc MD ayant pour cosinus OD — DE , c'està-dire a^^t 2i pour sinus ME , et que ce sinus .est déterminé par la proportion
DE:ME::ME:EO
ou
r :ME :: MEràfl/-,
on peut remplacer arc cos = (a — j»" ) par arc sin =: yj^ ( 2 a ^ 7 ), et, par conséquent,
a-^y . . )Jiar —y*
arc cos = par arc sin = ;
ce qui fait coïncider l'équation (78) avec celle de là note de la page i5o.
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ec comme l'arc qui a l'unité pour cosinus est égal à zéro ou à un multiple de la circonférence, nous adopterons pour le point A la première hypothèse, parce que \di fig, 122 nous montre qu'en A les points D et M coïncident; et l'équation ( 79) se réduira à
Nous voyons d'une autre part qu'au point B, l'arc qui a l'unité pour cosinus est égal à la circonférence. Désignant donc par 2 7r la circonférence dont le rayon est i^ nous remplacerons arc (cos = 1) par 2 7ra, et nous aurons
Ainsi les constantes seront déterminées par les équations
627. Dans le cas où les extrémités de la courbe ne sont pas des points fixes, on doit tenir compte des termes y $ x-^Vîù de l'équation (5o), qui, quoique renfermant des quantités infiniment petites dx et. ây^ ne sont pas à négliger. En effet, la somme de ces termes étant égale à zéro 5 par suite de l'indépendance de la partie intégrale de l'équation (45) (art. 604), il en résulte
(80) V(î:c-4-Pw = o;
et Ton voit que celte équation, comme toute équation différentielle, doit, en thèse générale, conduire à une intégrale qui renferme nécessairement une relation entre les variables.
628. Pour donner plus de développement à l'équation (80), nous y mettrons les valeurs de V, de P et de «, fournies par les équations (68), (70) et (87), et nous la réduirons à
t= — a .r 4- ,- - [oy ^'p6.r) = o ; ■
>Jr s^/y/i-^
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réduisant au même dénominaieur, en multipliant et divi-* sant la première expression par ^i 4-p*> nous obtiendrons
équation qui se réduit a
et qu*on peut encore simplifier si Ton désigne par As Télément d'un arc de courbe; car alors nous aurons
^dx*4- d^*rr dj;
d'où nous tirerons^ après avoir divisé par dx' sous le radical et multiplié par dx en dehors,
et en faisant
on obtiendra
Au moyen de cette équation y nous éliminerons le radical
de Téquation (8i)> laquelle se réduira, en changeant p dx
en Ay^y à
d^ • dr -
As SX ds^x
629. Remarquons que cette équation n'aura lieu que pour les coordonnées a/, y et x^^ j^^ des points extrêmes Â et B, en soFtç qu'on aura
da:' dy . ,
(82) au point A, 7=^.r' H =^0/ = o,
ds^y às^y
Ar' - dr"
(83) au point B, -ï~=^r"H ^Sy= o;
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ces points extrêmes A et B u*élant pas fixes, peuvent être assujetlis à ^e mouvoir sur lea courbes KM, LN {fig» 1^3) dont lés équations sont ^
M =r G et N = o;
et comme M et N sont des fonctions, Tune de j/ et de/, et l'autre de x" et de j^'', nous aurons .
dM ^ , dM . , dN ^ ,, dN ^ „
dx' d/ "^ dj;" dy ^
Ces équations nous serviront à éliminer l'une des variations contenues dans Tes équations (82) et (83), .et alors l'autre de ces variations deviendra un facteur commun que nous supprimerons.
Tirant donc des équations M = o et N = o les valeurs
et les substituant dans les équations (82) et (83), on obtiendra
d^' dy ,., àx" dy „ .
ds)/x' dssjy' dsslf dssly"
et Ton tirera de ces équations
dj'___^ df _" 1 ^ dx'^ M'' d-r""" N"'
630. Maintenant, si , au moyen de Téquation (77), nous éliminons la valeur de x contenue avec y dans les fonctions M' <?t N", ces fonctions se changeront en des fonctions M, et N, qui seront composées en j^ de la même manière; de sorte que si Ton fait y ^= o dans Tune et dans l'autre, ces fonctions se réduiront à une même. constante a^ qui, suivant le cas, pourra être zéro ; nous aurons donc alors
dy' d r"
dx''^ ' d-"
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Or il est facile de voir que ces valeurs sont précisément celles qui ont lieu aux points A et B {fig. i23) ; car en ces points on a jr = o , comme nous venons de le supposer^
et si l'on considère que -p- représente eo général Fangle
que l'élément de la courbe fait au point x, j*, avec Taxe des abscisses, on verra que ces éléments forment des angles égaux, et que par conséquent les tangentes en A et en B sont parallèles.
631 . Les problèmes que nous avons résolus jusqu'à présent par le Calcul des variations y se rapportent à des maxima ou à des minima absolus ; il existe une autre classe de problèmes, qu'on peut coniprendre sous la dénomination de maxima ou de minima relatifs. Dans ces derniers, on considère des courbes qui jouissent d'une propriété commune, et Ton demande quelle est, parmi ces courbes, celle pour laquelle une certaine formule intégrale est un maximum ou un minimum. En voici un exemple : Entre toutes les courbes planes de même longueur^ déterminer quelle est celle pour laquelle la formule fXàx est un maximum ou un minimum.
L'élément d'une courbe plane étant
v/da:»-+-dj-% la longueur de cette courbe aura pour expression
/ V^d jr» -+- dy, et en mettant le facteur àx en dehors du radical , deviendra
dy»
or on veut que celte expression d'un arc de courbe soit une quantité constante, on aura donc, par la première con-
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dition du problème ,
(84) /do: i/ I -4- j^, = eonsianie = A.
Cela posé, la variation d'une constante étant égaleà zéro, on déduit de cette équation
(85) */dxy/,+^=:o.
La seconde condition du problème nous donne
J'Y dx == maximum ou minimum.
Cette seconde condition sera remplie si Ton a
(86) ^/Tdarr=o.
Sous un certain point de vue, on peut considérer fYàx comme l'expression d'une surface, lors même que Y ne serait pas d'une seule dimension , ainsi que l'exige la formule (Si) (art. 348, page 262). En effet, en prenant autant d'unités linéaires que Y, selon le cas (*), renferme d'unités, ou carrées, ou cubiques, ou autres, on pourra toujours ramener cette fonction à prendre la forme d'une quantité d'une seule dimension.
Cela posé, si nous représentons {^g* 124) par AMP la surface qui a fYàx pour .expression , nous ne pouvons, en tbèse générale, placer l'origine au point où/Ydx devient nul; car ce -serait trop se restreindre dans le cboix que nous pouvons faire de cette origine. Ainsi , pour conserver
(•*) Par exemple , si Y* représentait la fonction t^*, qui est de trois diuiensiopsy et que le centimètre fût Tunité, en prenant autant de centimètres cubes qu'il y a d'unités dans t^y*, on aurait pour Y un parallélipipède dont la longueur serait ny* et qui aurait Tunité pour ses deux autres dimensions. Représentant donc par a* le carré de l'uiiité y on remplacerait ^y* par
—5-, et alors \ prendrait la forme d'une eipression linéaire.
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en cela toute la latitude possible, au lieu de compter les x depuis le point A ^ nous les compterons à partir d'un point quelconque O ^ de sorte que si ia formule qui nous est donnée est exprimée par
/(Ydx)=/x,
c'esl-à-dire par
(87) AMP=/P,
et se rapporte à l'abscisse x = AP qui s'évanouit avec Tint^^rale-, et qu'on veuille compter les abscisses d'une origine O, il faudra remplacer j?= AP par
.r-t-rt "=0P-4- AO,
et alors nous aurons
(88) /(Yd4p) = aire OBMP -H aire ABQ.
L'aire ABO se déterminera en supposant que Tespace AMP se réduise à ^O lorsque .r = a , ce qui changera l'équation (87) en
aire ABO =^ ;
substituant cette valeur dans l'équation (88), et remplaçant aîre OBMP par y Yd;c, nous obtiendrons
/(Ydx)=/yd«-h/a.
Dans la première intégrale, indiquée par y (Ydo:), nous comptons les x depuis le point A , tandis que dans la seconde nouB les comptons depuis le point O , ce qui revient à supposer que la formule /Ydx, renfermée dans l'équation (86), au lieu de se rapporter à l'origine A , se rapporte à une origine quelconque O, pourvu qu'on y ajoute une constante fa , que nous représenterons par C ^ dans cette hypothèse, la formule (86) deviendra donc
(89) S(fYdx^C)^o.
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La Gonstante il qui 0nire dans celle expression élant arbitraire, Ho diffère de la constanie déterminée A qu^en ce qu'elle peut devenir A par une valeur particulière, ce qui exige qu'on ait
n étant un facteur indéterminé qui se réduit à l'unité quand C = A ; remplaçant A par sa valeur constante ,
que nous donne Téquation (84)) nous aurons
et par conséquent la formule /Ydx ■+■ C deviendra
C = «/dxt/i + ^;;
/ dx' /Yd« -+- nfdv 1/ 1+ — ,
ou^ en comprenant toute F expression sous le signe d'intégration ,
de sorte que l'équation {89) peut être remplacée par celle-ci :
Sfdx(^Y + .^/^:^) = o,
équation qui^ en faisant -p- = p, peut s'écrire ainsi :
(91). ^/dar(Y»h/iV^i -hp^) = o.
632. Cette équation exprime d'ailleurs d'une manière implicite une condition de maximum ou de minimum ; car
la partie coristaiiie fdxyi-\-p^ étant commune k toutes les courbes que comprend cette équation, si ces courbes
MAXIMA ET MIKIMA DES FOilMUZ.ES INTÉGRALES. 4^7
oui un maximum ou uu minimum , cela ne pourra provenir que de la partie /Yda:, si cette partie en est susceptible.
Le problème ne dépend donc plus que de la formule (91)9 qui change la question de maximum ou de minimum relatif en celle de maximum ou de minimum absolu.
633. Le procédé auquel nous sommes conduit par cette théorie revient évidemment à multiplier la formule
dx^i+p* par une constante arbitraire et à Tajouter à l'autre.
C'est la règle qu'Euler proposa le premier pour convertir un maximum ou minimum relatif en maximum ou minimum absolu. (iVb^eXVlH.)
634. Il suit de ce qui précède qu'on peut maintenant appliquer la formule (40 ^ l'équation (91). Ainsi , en adoptant Thypothèso que les points extrêmes de la courbe soient ûxes^ cette équation (4i) se réduisant à la partie qui est sous le signe d'intégration, nous donnera
dp d^ dx d .t*
et si Ton compare la partie qui est affectée du signe d'intégration , dans Téquation {91) , à cette formule
Vdjr = Mdx-4-Nd/-H Pd/? -h Qd^ -h. . .,
on aura
dV dY dV np
M=:0» N ou -r— =:-r— 5 Pou -7—= ; 9 Q =^ o ; .
df àx dp v^i-f./7»
au moyen de ces valeurs, la formule (92) donnera
dY v[i-f-/^'
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effectuaiit la dillérentiation du Second terme par la règle des fractions , et mettant le diviseur dx en dehors , on trouvera
dY I \ V^îH^/j
réduisant au inème dénominateur, et efiaçant les termes qui se détruisent , on trouvera
dY I ndp _
dr n(iultipliant par dy^ et changeant — en p, on aura
(93) dY--«eé£_=^;
observant que le numérateur np àp est , à un facteur constant près, la différentielle du dénominateur, on int^rera par Tart. 271 la fraction qui forn^e le second terme de r^quation (pS), et Ton trouvera
Y-f./i(i-h/?»)'^=A) on tire de cette équation
el, par conséquent,
ce qui donne * ,
ç^Ui, en changeant l'exposant fractionnaire en radical,
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mettant -r— à la place de /?, et multipliant ensuite par àx on obtient ee résultat,
==:^dxM-d/%
6— Y d*où Fon déduit, en élevant les deux membres au carrée
faisant passer dx* dans le premier membre, et le mettant en facteur commun 9 on obtiendra
ou , en réduisant au même dénominateur,
tirant la valeur de dor', on aura qnfin
équation qui donne, en passant à la racine ,
et en intégrant , on trouve enfin
/ ^^ r (* — Y)dj
Quand on aura donné la fonction Y, cette équation sera celle de la courbe cherchée.
Les constantes £ , c et n se déterminent par les conditions que la courbe passé par les points fixes A et B, et que la partie de la courbe comprise entre, ces limites ait une longueur donnée.
635. Supposons mainieuant que la fonction Y de j^ soit cette ordonnée même. L'intégrale /Ydx représentera alorvS
4{)0 CALCUL DES VARIATIOAS.
(art. 348 et 349} Faire d'une coiirbe plane, *el le problème énoncé (art. 631) se réduira à celui-ci :
Déterminer, parmi toutes les courbes planes fie même longueur, quelle est celle dont la superficie,^ exprimée par fyàxj est un maximum ou un minimum.
Dans ce cas » 1 équation ( gS ) se réduit k
et comme le numératieur est, à un« constante près , la différentielle du dénominateur^ nous parviendrons à intégrer le second membre de l'équaticm (96), en supposant (art. 271)
ce qui nous donnera
et nous changerons l'équation (96) en
et en intégrant, nous aurons
.T ziz z^ '\- constante ;
rétablissant la valeur de z en mettant c à la place 3e la constante « nous trouverons
je7= c-H ^n^— [b — y)% et si Ton observe que le carré de i ; — y est l«e même que celui de y — i , cette équation pourra se mettre sous cette forme
ce qui est l'équation d'un cercle décrit avec le rayon w, et qui aurait c et i pour coordonnées du centre.
636. Cet exemple suffit pour montrer commjent, en donnant une forme particulière à la fonction Y, on peut obtenir la solution d'une foule de problèmes fie même genre.
FIW nu CALCUL DES VAlllATIOJNS.
NOTES
NOTE I (page a3).
DÉMONSTBAtlOli DE LA FORIIULE DE REWTOIlj PAE LE €AL€UL
DlFPfiRBirriEL.
Procédant comme dans la méthode des coefficients indéterminés, soit
En faisant s = o , cette équation se réduit à
et pat conséquent on peut écrire
(i) (i-hz)'"=i-f-B«rh.Cz»-hDz3-hEz*^
DifFérentiant les deux membres de cette équation , on a w(i-t-«)"*"^da = Bd«-haC2dz4-3Dz'dz -+- ^F^z^dz-^-
Supprimant le facteur commun dz , il reste
m{i-+- «)"•- ' = B H- 2 C> -f- 3Dz»H-4E2*-»^
Cette équation ayant lieu , quel que soit z , je fais z =: o y
et elle se réduit à
Différentiant de nouveau , et divisant par d z , on aura
iiî(w— i)(i-f-z)'"-'= 2G+2.3Dz-h3.4E2;'-+-
Faisant encore jj = o , on obtiendra
m (m — I ) = 2 C , et, par conséquent,
SOTE II
on déterminera de même tous les autres coefficients , et en mettant leurs valeurs dans Téquatiou (i) ^ cette équation deviendra
. f/if/n— i) , nitm — i)(/w — 2) *
Faisant js = - 9 on aura
Réduisant le premier membre au même dénominateur, on le convertira en
ou plutôt en •
Substituant cette valeur dans Téquation précédente et chassant le dénominateur du premier membre, on obtiendra
ce qui est la formule de Newton.
NOTE II (page 23).
MOYBII USITÉ POUB TBOOVBB PBOIIPTEMBIIT LA DirFÉBBBTlBIXB DB «'.
On peut supprimer tout le reste de cet article et le remplacer par ce qui suit, où Ton prendra connaissance d'un procédé en usage pour parvenir plus vite au même résultat, mais qui se rattache moins à la théorie générale que nous avons exposée.
Si de Téquation (19) (page 23) , on retranche l'équation primitive,/ = a', on aura
DIFFÉRBNTIELtE d'une QUANTITÉ EX1»OIfENT41$LLE. 49?
Mettant a' .en facteur commun , dans le second membre de cette éq[uation , on trouvera
Faisant a = i +& pour que a^ puisse se développer par la formule du binôme , cette formule donne
Multipliant les deux membres de cette équation par a', après qu'on aura fait passer Tunité dans le premier, on obtiendra •
En vertu de Téquation (i) on peut remplacer le premier membre de celle-ci par^ — jr^ et en divisant par A, on aura eofin
Passant à la limite, on fera A = o, et cette équation deviendra
àx / ^ b* b^ b* \
ou , en remettant la valeur dey,
da dx
Représentons par A la suite qui est entre les parenthèses , e esi-à-dire posons
494 MOTË lit.
et rëquatioii précédente deviendra
dfl' ,
— - rr Aûf*.
QJC
NOTE m (page 38).
MANIÈRE DE TSÔUVBR LE DÉYBLOPPEMEIIT DU LOGARrTHlIE DE x-f- A.
Voici un des procédés employés pour trouver le logarithme de x-\- h. On cherchera d'abord le développement de log ( I -4- Jc) en opérant de la sorte : on égalera log ( i -f- /i ) à une suite de termes ordonnés suivant les puissances de x, en observant préliminaireraent que* dans cette suite, il ne peut y avoir un terme indépendant de xf. En effet , si Von
avait
log{i -J-.r) = A 4- B.r-i-Cx*-4-.^ . ,
cette équation devant avoir lieu, quel que soit x, il en résulterait qu'en faisant x = o, on trouverait A = log i r= o; ainsi nous écrirons
(i) log(i 4-a:) = Ax4-Bj?^-^Cx3-HDx< -h. . ..;
changeant x en z, on aura pareillement
iog ( I H- z) — A z 4- B 2' ■+- C 3' -h . . . ;
z étant arbitraire , nous pourrons supposer qu'il y a entre x et z la relation '
( 1 -h .«}" ou I -f- 2x-+-x' = I -hz;
tirant de cette équation la taleur de ^, et la substituant dans l'équation (i) , nous trouverons
log(i-f-x)* = A(2a:-hjp2)_j.B(2x-hJ?')'-hC(a^-f-x2)3-f....; pu , en développant et ordonnant par rapport à jp ,
log(i4-^)^=2AX"|- A 1 j:»H-4B Tar^-h 9J«:*-h... (2)1 -+.4B) 4-8ç| 4-I2C
-Hi6D
DÉVELOPPEMENT H^VV LOGARITHME
D'une autre part, la propriété des loganthmes étant exprimée par (^ette éc[Uatioii log a'' = n log a , nous avons
log (l -h *)' ^ 2 l<^ (l 4- or) ,
ou, en mettant pour i -^ x son développen^ent (i),
"log (l 4-^ j?)V:=r a (Aor -H B^' -h C;r5 4- . . . ) ;
substituant cette valeur de log (i -h .r)' dans le premier membre de Téquation (2), nous aurons une équation qui aura lieu^ quel que soit :r^ par conséquent, en égalant entre eux les terpies affectés des mêmes puissances de a:, nous obtiendrons
2A = 2A, A4-4B=2B, 4B-h8C=:2C, etc.;
d'où nous tirerons
B = -^-» C==— ^ = ^j etc. ;
substituant ces valeurs, nous trouverons
log (i -+-.«) =^ A la: h-j — -T-H- • •) -h C.
La constante est nulle, car a: = o donne C = log 1 = 0.
Faisons x = -? nous aurons i 4- x == ; substituant,
et changeant en différence le logarithme du quotient, il
vient
log(^H-A)^logx = A^---— 4-^~p;4-...j:
cette équation donne , lorsqu'on passe à la limite,
dlog.r A , . j 1 ^^ A
— --2^ = -9 et par conséquent cl log .r 1= — A ,
H>TE IV
NOTE IV (page 46).
SOPPLÉIBIIT A LA DirrÉABSTIATIOR DBft rOUCTlOllS DE PLimitCM
VAEIABLBS.
Si, comme dans l'art. 68, u est une fonction de trois variables indépendantes x^jr, z, nous en trouverons la difTërentielle seconde en réunissant les différentiel les de
, , du , du . da ,
dx ûy âz
prises par rapport à chacune des variables ; mais pour cela il faudra observer que dx n'ayant point de différentielle seconde à cause de Tindépendance de x^ il en sera de même dedy etde dz^ k l'égard de jr et de x:. Ainsi , en différentiant, nous traiterons les facteurs dx, dy et dz de l'équation (i) comme des constantes , et nous aurons y en différentiant
par rapport à ;r, ^,dx' + g-I^djrd* + jJiL d.d*,• par rapport à 7, ^^''''Ij' + apd/'+d^^d.dr,
par rapport à z . -i — ^dxdi-h-; — r-draz -H -3-- dx'; '^ '^'^ dards dydz d«*
ajoutant ces résultats , on aura pour la différentielle totale de l'expression (i) ,
iz'
. d*ii , , d^u , , d'« ,
d'a=: j— dx'-4-T-.<^/ -+■ j-T^ , , , dx^ dx* dz*
^ ' * ad'i» , - ad'u , , ad'ii , ,
-H j . dardr-f- -j — y-dxdz-h djrdz.
dxdy d.rdz djd»
Si (u) n'était fonction que de deux variables x et j^, ce résultat se réduirait à
/ox ., d'tt j , d'« , , ^d^u . ,
^ ^ dx' dj' ^ dordr
StlPPLÉMENT A. XA DtFFÉREKTlAWON. ^9^7
en commuant de différentier de la même manière les équations (2) et*(3), on trouverait les différentielles ^roisième&, •quatrièmes, etc., de u^ et, dans ces différentielles sucées^ sives, on remarquerait aisément l'analogie qu'elles ont avec les puissances d'un binôme^ >d'un trinôme, etc., selon que la fonction se composerait de deux, de trois, ou d'un plus grand nombre de variables^
Dans l'hypothèse de l'art. 71 , où parmi les trois variables x^ y^ z que renferme w, il n'y a que les deux [N'emières qui soient indépendante», il faut regarder z comme une fonction de a: et de j^ dont on tiendra compte <lans la différentielie. Par conséquent , en remplaçant d^
par -j-dj? -I- -T-df^ la formule (i) pourra s'écrire ainsi :
-et u contenant z implicitement, sera ramené à une fonction de deux variables. La différentielle seconde de u se déterminera donc par la formule ( 3 )s, pourvu que nous traitions z comme une fonction Ae x ttàe y\ et la question se réduira
à obtenir les valeurs que prendront alors -r-- > t— ,> t — \ — >
et à les substituer dans la formule (3). Pour cet effet, les équaticœs (46) €>t (47) (art. 69, page4S) nous donneront d'abord pour les coefficients différentiels du premier ordre de II, par rapport à x, à y et à la variable z considérée comme fonction des deux autres ,
,,, d(a) au dtt ds àiu) au du 4^
^^ ' àx àx àz àx ày àjr àz àjr
différentiant la première de ces équations par rapport à x seul, d'après Fart. 14, on aura ce coefficient différentiel^
. à^lu) d»« d»tt àz d'ad'z
(5) 1'^ partie de -^ = T-. "+ TT" J~ ^- T^ Tli ' ^ "^ dx^ dx^ dzdxdx dz dx^
4y8 ' NOTE IV.
différeiiliaiil cnsuilt' la première des ëqualions (4) par rapport kz, fonction do x , on aura cet autre coeffrcîenl différentiel ,
^ d'(w) d^u i\z d*u dz dz
^ ' " d j:' d x d s (1 .r dz^ dx dx^
. , '11 du d^z '
nous n ajoutons point a ce resuKat le terme -r— -^ — p 9 que
devrait amener la règle de l'art. 14, parce qu'en mettant ce terme sous cette forme
d u d^z du \dz) dwdi du d . vonstante
dz dzdo: dz dx dzd^ dz dx
on voit qu'il s'évanouit , parla raison qu'une constante n'a point de différentielle. Ajoutant donc les résultats (5) et (6), nous aurons pour le coefficient différentiel par rapport à x,
' ^ ^ djc^ "" d^* "^ dïd7 ' dï "^ 57 * d7^ r** 7? d^ ' opérant de même pour j^, on trouvera
d'(tt) d*tf ad^tt dz dttd'z d'« dz» \ ) ^\yi — ^yt djdsdy dzdj' dz'dj»'
11 ne s'agit plus que de trouver ^ » On y peut parvenir
de deux manières différentes , soit que l'on différentie la première des équations (4), par rapport à j^ et à z traité comme fonction dej^, soit qu'on différentie la seconde des équations par rapport k xelkz traité comme fonction de x. Opérant dans la première hypothèse, nous obtiendrons, en différentiant la première des équations (4) par rapport
. , d'(a) d^u d^u. dz du d's
\^^ purtie de —
d.rd/ djrdr dzdr dx . dz d^rd^
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tît en la différentiant pat rapport à z , fonction de j^,
. , d'fa) d'« âz d'adz dz
a'' paaie de \' => -5-,-p ^ j. _— ^_ . __ •
axay dxazdy^ dz* dy da>
ajoutant ces deux partiCvS , op trouvera
d'(tt) d^ic .. d'« dz du d*z
da?d^ d.rdjr dzdjr dx dz dxdy ^^^ ^ d'u àz d^d^dz
dordzd^ dz' df dx
Pour obtenir la différentielle de u , dans l'hypothèse où les deux premièrea des variables :t:,j^, z sont seules indépendantes^ il faudra donc, comme le prescrit l'équation (3), multiplier l'équation (7) par dx', l'équation (8) par djr*, et l'équation (9) par 2 dxdy, et former la somme de ces produits ; mais en prenant cette somme , on aura soin d'opérer quelques réductions , en observant que
dz . dz , ,
-r^ do; -H -r— d/ = dz ;
dx ^dy . '
et que cette équation étant différentiée , nous doniMî
d.r2 dard/ "^ dj» ^
NOTE V (page 47)^
ACCORD DB LA hotatioii db fobtaiiib avbc le sigvb de la
Di fféreuti ATion . .
Voici de quelle manière on pourrait démontrer directement que dans la nouvelle acception que donne le signe de
dr la différentîation à l'equatibn-p- = A, on a le droit d'on
Cl 3C
déduire celle-ci :
dx ' I djr A
Sait
5oo
iiroTÈ vt.
donc
xf X
effecluant la division ou développant cette frarlîon à Taido du théorème de Maclaurîn, on obtient
Oî'.— ir I B ,
passant à la limite, on a
dx I
ce qui montre qu'en regardant x comme une fonction dey, le coefficient différentiel se trouve en divisant l'unité par le coefficient différentiel A, qu'on obtiendrait en regardant/ comme une fonction de x.
NOTE VI (pages 172 et 176).
PRlHGlPk Dfe LA HÉTHODE DES COSFFIGIBNTS IHBÉTERMUÉS.
On peut démontrer de la manière suivante que , lorsqu'une équation , telle que
(1) Ax*-4-Ba?*-' ^-C^-^ .. -h Dx-f- E = o,
a lieu quel que soit a: , il faut nécessairement que- chacun des coefficients A , B , C , D , E , soit nul. En effet , puisque x peut avoir une valeur quelconque y faisons a: = o, Téquation (i) se réduira à E = q ^ et comme E est indépendant de X, ce terme sera donc encore nul lorsque x n'égalera pas zéro; d'où il suit que l'équation (i) se réduira à
AaH»-hBa:«-'4-Ci:'""-».. .4- Djr = o; supprimant le facteur commun x , il restera
Appliquant à cette équation le même raisonnement qui-
MÉTHODE DES CO£FFICIE^TS IHDÉTEIIMIIIÉS 5oi
nous avons emplo^yé à l'égard de l'équation (i) , nous prouverons que D est nul ^ et en continuant ainsi , nous trouverons successivement que les autres coefBcients le sont aussi.
Dans mes remarques sur l'Algèbre , j'ai donné la démonstration suivante de ce théorème : soit l'équation
dans laquelle x reste indéterminée. Il s'agit de prouver qu'on ne peut satisfaire à cette équation qu'eu égalant séparément chaque coefficient à zéro. En effet, ou les termes de cette équation sont nuls par eux-mêmes , ou ces termes n'étant pas nuls séparément, coo(iposemt plusieurs équations qui , étant ajoutées ensemble, forment la proposée; ou enfin la proposée ne résulte pas de la somme de plusieurs équations ) et ne peut être satisfaite que par la destruction mutuelle de leurs termes.
Dans ce dernier cas on sait, parla théorie générale des équations, que la proposée ne comporte pour x que m valeurs.
Dans le second cas où elle est formée de la somme de plusieurs équations égales à zéro, pour que la valeur de x soit convenable^ il faut qu'elle satisfasse en même temps à toutes les équations composantes^ ce qui exige qu'elles aient un facteur commun . Par exemple , si les nombres « , ë, y, etc., satisfont à l'équation somme, il faudra que Les équations composantes admettent les mêmes racines, et soient divisibles par x- — a , par x — 6 , par x — y, etc. , ou plutôt par (x — a) {x — 6) (x — y) , etc. Or, ce facteur commun ne pouvant être d'un degré supérieur à celui de la moins élevée des équations composantes, est nécessairement d'un degré inférieur à celui de la proposée, ce qui limite encore plus les valeurs de x.
Enfin , si les termes sont chacun nuls , on aura les équa-
JU'A NOTE VII
tions
dans lesquelles x devant conserver sa valeur indéterminée^ ne pourra être égalé à zéro^ mais si Ton fait
la proposée sera satisfaite, quel que soit x.
NOTE Vn (page 228).
IHTÉGaATlOR UES PRACTIOIVS BATI0II1IBLLB8 QDI, DAfliS LBDBS HÉHOVr- NATBimS tûàhtS A ZÉRO» CONTIEIIIIBIIT DBS BACIIIB8 IKAQIIIAIBBS ET ÉOALBS.
L'intégration des fractions rationnelles de cette espèce se
réduisant à telle de la formule 7-r '■ — r-i comme la manière
dont nous avons intégré cette expression (page 228) est un peu compliquée, nous allons indiquer un procédé moins direct, mais qui est en usage pour parvenir promptement à ce but.
On supposera
r dz ___ Hz r dz
ou 5 ce qui revient au même ,
diilérentiant, on a K
(ê'-hz')/'-'
ou
dz _Hdz(6'-}-z^) iiH{i — p)z'dz (ê'-f-z'jd:
(g^-^ji);» (g>4-s5)/> ^ (gj-j-^a)/» ^ (ê^-Hs')'
SIH UWE rnOPRlÉTÉ DES* ÉQUATIONS. 5o3
bupprimant les facteurs communs, on trouve
égalant entre eux les coefficients de z', et, d'une autre pari, ceux qui en sont indépendants , on obtiendra
i=:H6»-hK6% H-f.2{i—>»)H-hK=:o;.
ces valeurs donnent
H 'et K étant connus, on en substituera les valeurs dans l'équation (i) , et Ton aura
r dz _ I z
^"^^ ^ (2A> — 3j r dz
ainsi r intégrale de tt; rrr dépendra d'une autre, dans
laquelle Texposant de la parenthèse sera moindre d'une unité. Si dans la formule (a) on suppose ensuite /;=p — i ,
dz ou fera dépendre l'intéiçrale de ^ — de celle de
-r— —^T— jj et en diminuant ainsi successivement l'expo-
dont rintègrale est [art. 27(î (page ipS)],
iarc^tang^-).
NOTE Vm (page 237).
DÉMOHSTRATIOH DIBECTE DE CETTE PROPOSITION > QUE LORSQUE L'ÉQOA- TIOH x^'-f- Px'"~' H- Qa^"'"'. . .4- R Jr 4- S = O EST SATISFAITE PAR VUE VALEUR a MISE A LA PLACE DE x, CETTE ÉQUATIOII EST DIVISIBLE PAR
Pour commencer par le cas le plus simple et le plus fré-
5o4 woTEr virr.
queut , prenons l'équation élti' second degré
( I ) .r* — bx — « =r G ,
et supposons que a et a' satisfassent à cette éq^uation , nou^ aurons
(2) a' — éa — /ï=:o,
'(30 a''— Aa'— ff-rro.
L'équation (t) nous fournit cette identité :
(4) ^^ — bjc — iis=A' — bx — a;
tirant la valeur'deade Téquation (2), et la substituant dans le second membre de Téquation (4) ? on obtient
or' ^- ^x -~ fl = -c' — bx — ot*4- 5 a,
et, par conséquent,
(5) x^ — bx — a = (x — .u)(x-hoi) — b{x — a).,
X'^oL étatit facteur commun du second membre. L'équation (5) peut se mettre sous cette forme,
(6) X* — bx — a=: (x— a) (jf-#-a — b).
Maintenant, si Toa retrancbe Téquation (3) de réqualion ( 2 ) , on obtiendra
ou
(a — aQ (a -4- a') — 5 (a — a') = G,
et comme a — u' est facteur commun , eetie équation peut *' écrire ainsi :
et, par conséquent, d'où Ton tire
BéVELOPP. DES PUISSANCES DBS COS. ET ÏDES SIN. 5oS
suhstituant cette valeur dans le second membre de l'équàtion (6), on obtient enfin
j?» — bx — a-=[x — a.) (.r — a!).
Ceci n'est qu^un cas particulier d'une proposition plus générale quon démontre dans les éléments d'algèbre, et qu'il est facile de déduire de la manière suivante de la iVo^eXVn(page 536).
En effet, soit
une équation à laquelle d satisfait *, nous avons donc
(8) a«-f A a*-* -f•Ba^^.i -4-Ra4-S=0.
La valeur de S tirée de Téquation (8) étant mise dan^ l'é^ quation (7), on obtient
(g) a:"— a"»-hA (a:«-'p-a«-») -f- B (^-»— oc"-"*). . . H-R (ar— a)=o ;
tous les bmômes qui composent Téquation (9) étant divisibles par (ar — a), en vertu du ibéorème démontré ( Note XYII) , il en résulte que cette équation est divisible par (x — a) ^ et que cela a lieu également pour l'équation ^7) qui est la même , quoique sous Une forme différente.
Par conséquent, si l'équation (7) est satisfaite par un nombre m de valeurs , a , 6 , y, etc., cette équation renfermant les facteurs \x — «) > (^ — 6) y [x — 7), etc., qui sont en nombre m , elle sera exprimée par le produit
NOTE IX (page aSi).
DÉVELOPPEMEHT DBS PUISSASCES DBS COSIIIIJS BT DBS SIHUS BR POBIGTIOII DBS ABCS MULTIPLBS) OU. THÉOBIB DBS FOBCTIOIIS ABQULAIBBS.
Il existe une formule très-élégante , qui donne la valeur d'une puissance d^un cosinus en fonction des quantité»
So6 NOTE IX.
cos x^ cos a X, cos 3 x, etc., et une formule analogue a lieu aussi pour les sinus : il importe de les faire connaître; mais, avant que de nous occuper de cet objets nous commencerons par donner la démonstration d'une formule imaginaire remarquable, que nous allons bientôt employer. Soit donc l'expression cos* ç -f- sin' (f , qui est le produit
des deux facteurs cos (f -+- sin y.^ — i , et cos <f — sin y ^ — i ;
si nous faisons cos y -+- sin y ^— i = Fy , nous aurons, en différentiant ,
dF« /
— j—^ = — sm (j> -1- cos ^ V — '»
cette équation étant multipliée par — ^ — i, devient
dFç / . r — •
3— î- V — 1 = sin«> V — 1 H- cosç;
dff
et puisque par hypothèse son second membre est égal à Fy , uous avons
. — s;^v/^=ft,
d'où l'on lire
iIî__il- = il. ^{Ei =i, JZTi ,
et, en intégrant, on trouve
Passant aux nombres , on a
et , eu mettant pour Ff sa valeur, on obtient
(1) cos (p -4- sin ç \^ — iz^^yv-"*.
Cette équation ayant lieu , quel qu6 soit <p , on pourra chau-
DÉVELOPP. DES PUISSAlfCES DES COS. ET DES SIN. So^
ger <f en //i(p, et Ton aura encore
cos/wy -h sinm^y^ — irse'"?^— »,
Il existe une autre expression de celle puissance imaginaire de e; car l'équation (i) , étant élevée à la puissance w, nous donne
Les seconds membres de ces dernières équations étant les mêmes, on a, en égalant les premiers,
(2) ■ (ces <p H- sin y v^ — I y* = cos/w ep -4- sin m y y^ — i;
si l'on fait y = — ç dans les équations (i) et (2) , ces équations deviendront
(3) ces — «j;-+sin — ^V^— i=:e— ?^v-ij
(4 ) (cos — (p -h sin — 5> ^—f)"* :=z CCS — m ç 4- sin t— /w y ^ — 1.
Or, si (f est représenté par Tare AD (fig^ 83) , — ç le sera par AD' 5 et comme ces arcs ont les mêmes cosinus et des sinus de signes contraires , on aura
cos — (j> = cos^y sin — <f =z — sin (j> ;
on prouverait de même que
cos — mf=z cos m «p, et que $in — /n ^ = — sin /t? <p ;
substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4)5 on obtiendra
(5) cosy — sia«p \/ — i=c î'V""',
(6) (cos <p — sin^ ^ — i)'" = cos/wf — sinmf ^ — i •
Cherchons maintenant le développement de cos"*a: en fonction des arcs multiples de x, et sans employer les puissances des isinus et des cosinus. Pour cet effet , soient
(7) cos jr -H sinjT v/ — !=:«,
(8 ) vosx — sin .T. y — 1 = 1/;
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ces é<mations étant ajoutées , donnent
COSX = — (tt -i-p),
et, par conséquent,
cos* jr = — (a -I- plTi cos'"x = — (*^ -h u'f* ; développant ces binômes parla formule usitée, on obtient
ces'
CCS'
a: = — p" 4- wi^"~' a -h iw i- «^"-' a' -h ... 1 :
ajoutant ces équations, on trouve
-f. m \ L u^ui («^^4- p«-«) 4- . . . •
On tire des formules (y) et (8),
tt" = (cosor 4- sinx ^ — i )", v^ = (cosx — sinx ^ — i)"}
mettant dans les seconds membres de ces équations leurs valeurs données par les formules (a) et (6) , on a
, ( a'"=cos/iM: 4-sin/wa: v^ — j,
f «^ = cos mjc ^ sin mx y — j , donc
i^w ^ pj» -- 2 cos mx , et a" p" = i ,
Uif = I ,
a»»-» 4- (^w-î =: 2 cos( 1» — a) X , tt'"-^ (>"-' = i ,
«'"-< -f. pw-i rrr 2 cos ( /n — 4 ) "^ > '*"*"* ''**"* = ' >
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Eu substituant ces valeurs dans l'équation (9), on trouvera
[ncosmx -4- aw cos(m — 2) .r (m i) -+-2/w^ ^cos(/w — 4)ar-^i . .
Ce développement provenant de celui de (11 + v)"**^ contient m-f-i termes; si l'on fait successivement m ==2. /n = 3 , m = 4? etc., et que l'on change les cosinus d'arcs négatifs en positifs, en vertu de l'équation cos — (p = cosf , on formera le tableau suivant :
ces' jr = -j cos 2 jp -4- 7 ,
cos3j? Scos.r cos^a: = — 7 1 7 — 9
cos4^ , ,
cos^ X = — -^ h î cos 2a: -H |.
On peut abréger ces calculs, car les termes également distants des extrémités de la série sont égaux. Pour le dé-^ montrer, nous remarquerons que les cosinus qui entrent dans l'équation (11) étant
cos/nj7, cos(/w — a)**, cos{iw — 4)^» cos(m — 2X3)^:,...,
ou plutôt
co8/w.r, cos (m — 2Xi)«r> cos (m — 2X2)^, cos (/« — 2X3).r,...,
en considérant les nombres qui suivent le signe X dans chaque terme de la série , on voit que l'un de ces nombres indique celui des termes précédents. Ainsi , le terme qui en a n avant lui , sera affecté de cos (m — 2 n) :r. A l'égard du terme qui en a /z après lui , comme le nombre total des termes de la série est w -h i , celui qui en a n après lui tiendra le rang m -+- 1 — /i , et, par conséquent, aura m — n
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termes avant lui ^ donc il renfermera rexpressiôn
cos [m*— 2(iw — n)]x =:: ces ( — m •+■ 2 « ) jf ;
et comme nous avons vu qu'on avait le droit de changer le signe de Tare dont on a le cosinus , on aura
cos ( — w -h 2 /ï ) .r = cos (m — 2n) x;
donc les termes également distants des extrémités de la série ont les mêmes cosinus , et comme ils ont aussi les mêmes coefficients (*) , puisque ces coefficients sont ceux de la formule du binôme, il en résulte que ces termes sont égaux. Ainsi , lorsque m est impair, le nombre m -h i des termes
de la série sera pair, et il suffira de doubler les premiers termes 5 pour avoir la totalité des termes, de la série*, si m est pair, m -f-i sera impair, alors on ajoutera au terme du milieu le double de ceux qui le précéderont. Ce terme
tiendra le rang h i dans la série, et, par conséquent, il
sera affecté de cois {m — m) = cos 0 = 15 donc il ne contiendra pas de cosinus.
Par un procédé analogue , on peut trouver le développement de sin'"^:. Pour cet effet, en retranchant l'équalion (8) de l'équation (7), on trouve
2sina:\/ — i =u — 0; donc sin.r=:
élevant les deux membres de cette équation à la puissance w, on aura
sin^JT = ^ . (u — v]'";
(*) On peut le reconnaître en comparant le développement de (a 4- b)" a celui de {h -\- tt)*», écrit à rebours.
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si m est égal à un nombre pair 2/7, on a
(w — (/)/» = [(«— p)»]P=[(»'— a)']^=:(p~ uyP',
donc
On développera les équations
sin^r = , — . lu — c)"* et sin'^a: = - — ==t- (c — wO":
et, opérant comme nous l'avons fait ci-dessus, on trouvera
cos mx — m ces [m — 2) j- T
_^ fn "^ cos [m — 4 ) -^ "+- • • • I
la quantité imaginaire (2^ — i)'" disparaîtra du [résultat, puisqu'elle est élevée à une puissance paire.
Si m est égal à un hombre impair 2^4-15 on aura
par conséquent,
{m — p)'*= — (p -^- «)*", et
développant [u — p»)"* et (i^ — li)'", par la formule du binôme , et substituant ces développements dans les équations (12), qu'on ajoutera, on aura
retranchant les équations (10) l'une de l'autre, multipliant ensuite entre elles ces mêmes équations , et observant que la seconde opération nous donne la somme des carrés de sinmj:
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«l do cosmjr, qui éi|uivaut à runité , on trouvera
i4«" — p* = 2 sin mx y — i , m" </" = i .
En opérant de la mèm<e manière que ci-dessus , on changera donc l'équation ( 1 3 ) en
sin ma: sîn{ m — 2 ) .r
/w(in— i) . . • /\ \
— ^ i-sin [m — 4)^"*"* • •
Comme dans cette hypothèse m est impair, la puissance m — 1 5 à laquelle la quantité 2 ^ — i est élevée , «st paire, ce qui Taîl évanouir Timaginaire v^ — -i .
NOTE X (pageaSa).
VOTBH DB DÉTBBMIIIBB LES VOLUMES DES COBPS DONT LA SURFACE PCIJT ÊTBB EXPBIMfiE PAR UNE FONCTIOII D'UHE MÊME VARIABLE.
Lorsque les solides ne sont pas de révolution , on peut quelquefois en déterminer le volume à l'aide d'une simple intégration, sans faire usage de la formule (96) (page 280). C'est ce que nous allons exécuter à Tusage de la pyramide ABCD {fig- ia5). Pour cet .effet 5 coifcevons une section GFE, parallèle à la base DBC, et du sommet A abaissons une perpendiculaire AH sur la base DBC ; nommons xeih les parties AI et IH de cette perpendiculaire, comprises entre le point A et les plans DCB , GFE ; Paire du triangle GFE diminuant ou augmentant, selon la valeur que ron donne à :r, est une fonction de j:; on a donc
GEF =/r, DBC =/(x -h /*)•
Le volume de la pyramide AGFE étant aussi une fonction <le X , nous pourrons supposer
voL AGEF = «p^, V(/L AOBC = «p (,r -+- A),
DÉTERMINATION DES VOLUMES DES CORPS. 5l3
Or il est évident que la pyramide tronquée GB, qui est la différence de ces volumes , sera moindre que le volume du prisme, qui a BCD pour base et h pour hauteur, et surpassera le volume du prisme, qui a EFG pour base et h pour hauteur. Le rapport de ces prisnics est
fx,h /r '
dans le cas de la limite, ce rapport devenant égal à l'unité, à plus forte raison le rapport qui existe entre le tronc de pyramide GB et l'un de ces prismes sera alors égal à l'unité. Le volume du tronc de pyramide étant représenté par ç (or 4- A) — q) a:, le rapport de ce volume à celui du prisme dont GFE est la base et h la hauteur, sera
d©jr (\^(oxh ^(x-HA) — ç.r dx dx^ 7.
passant à la limite, nous aurons
(I) > \ ■= j ^ ou dtfxz=fx.dx,
^ /x,dx
Par la méthode des inflniment petits, on serait parvenu au même résultat*, car, en concevant la pyramide comme composée d'une infinité de tranches parallèles à sa base, chaque tranche pourrait être considérée comme un prisme dontyi serait la base et dx la hauteur; donc Jx.dx est l'élément delà pyramide.
Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide, soient B l'aire de sa base DBC, et A sa hauteur; nous aurons
B:fx::A*:x';
donc
B.r' fxz= — -:
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substituant cette valeur dans Téquation (i) , on trouvera
dcpo: =^ — : — d J?,
et, en intégrant ,
Le volume AGEF, représenté par ç a:, s'évanouissant lorsque a: = o, il n'y a point de constante à ajouter 5 si l'on fait ensuite x = A, on aura, pour l'intégrale définie, l'expression -^» qui est celle du volume de la pyramide ACBD.
En général, si la section GFE , au lieu d'être un triangle, est une surface quelconque, pourvu que cette surface soit une fonction de Xy on démontrera, comme nous l'avons fait pour la pyramide , que Télément du solide a pour expression/i.dj:.
NOTE XI (page 283).
EXPRESSION DE LA PROJECTION SUR UNE SURFACE PLANE
Pour démontrer .que la projection d'une surface plane sur un plan est égale au produit de celte surface par le cosinus de son inclinaison , nommons y l'angle de projection qu'une surface A fait avec une surface B*, la surface A étant inclinée sur l'autre, la rencontrera nécessairement \ plaçons l'axe des x à leur commune section, et supposons que les ordonnées y de la surface B soient perpendiculaires à cet axe 5 il est certain que toute ordonnée y de cette surface aura j* cos a pour projection surPautre^ par conséquent, l'élément de la surface A étant représenté par ydx (art. 348) , celui de la siurface B le sera par y cos y dx: prenant les intégrales ^ nous aurons
A =z fx dxy B = fy COS'^ dx =: cos*^ Jx dx;
éliminant y'y do: entre ces équations, nous'trouverons
B±=Acos7.
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NOTE XII (page 283)t.
EXPRESSION iDC COSINUS DE L^ANGLE FORMÉ PAR DEDX PLANS, DÉTERltlNÉE
DIRECTEMENT PAR UN PROCÉDÉ NOUVEAU
Proposons -nous directement de résoudre ce problème : Trouver le cosinus de l'inclinaison de deux plans. Soient DB, DC, CB [fig- 126) les traces d'un plan DBC sur les plans coordonnés, dont les axes rectangulaires sont dirigés suivant les droites AB, AC et AD \ nommons AB, a; AC, è; AD, c \ et représentons par a, |3, y, les angles que le plan DBC forme, avec les plans des /, z^^ desx, z et des x, y^
les projections.de la surface BCD sur ces plans étant — >
ac ab j"« ' I . * ^ /-j ^
— j — > nous aurons, a après la note précédente,
ah bc ^ ac
(i) DBC ces 7 =2= — > DBCcosa = -^, DBCcos6=i — ;
élevant au carré chacune *de ces équations , si l'on en prend la somme, et qu'on remplace par l'unité celle des carrés des cosinus^ on 9b*tiendra,^après avoir tiré la racine carrée.
DBC = -i. Vu' ^' "^ *' ^' T+- '«' ^ ?
substJtiiant cette valeur daus la. première des équations (i), on en déduira
(2) COSyrr
Soit maintenant A x -H Bj^ -f- C -z -h D = o l'équation du plati DBC -, si Fon fait / = o, on aura Aj:4-C-è-|-D = o, pour l'équation de la trace DB. On tire de cette équation
_ Aj:_D ^~" "c"' c'
^. Gbôiiné au siâit iquc dansréquâtion delà ligoe droite mise sous cette 'forme, le coefficient de x représenta la tangente • trigonmnëtriqùe 'de Tangle formé par la droite avec l'axe des x^ nous aurons donc
tangDBA = ^-^ mais le triangle rectangle DBA nous donne
tang DBA == - ;
. en comparant ces deux valeurs, on a
faisant ensuite a: ==? o , danp Péquation du plan , pour avoir celle.de sa ti*ace sur le plan Ses x^.jy on trouve de même'. '♦'■' ' *■ .'*; '•'' ■ — •"•* -.'•.•.'•• *• -• • ■ •
substituant ces viileurs dans 'Kéqiiâti'on -{.2 ),i<>0. obtient
•— -nr-
Si Ton divise maintenant 1 éjuationda plan par G, etcpi'oii la différentie successivement par* rapport -aux variables^ j^ etjy, on trouvera
' àz' A d« B[ ^
substituant ces valeurs dans celle de cos y^ on aura enfin
cos 7
courbe' A DOUBLE CÔURBLRE. Siy
NOTE Xm (page 324).
COMMBHT CHE COIIRBE A DODBLE COURBURE PEUT ÊTBE CONSTRUITE AU MOYEN Dl^ DEUX ÉQUATIONS ENTRE TROIS TARIABIiES.
Il est facile de prouver que les équations (i 54 )) page 3 23, appartiennent à une courbe à double courbure. Pour cet effet 5 changeons les y en z et les z en jy, afin de placer les axes coordonnés d'une manière plus commode pour notre démonstration *, nous aurons les équations
(i) z*-h aar/-^ j' = o,
•Si la première existait se.ule, on pourrait, pdr son moyen, construire une surface courbe. En effet, si par tous les points du plan des* x y y^ que nous supposerons , comme à . rordînaire, horizontal , nous élevons des perpéndicûîâîfiés, ' ' les valeurs" "'en' seront déterminées au moyen de l'équa- Vtîon (i) •, et Ton sent que les extrémités de ces ordonnées z constitueront une surface courbe. Lorsque quelques-unes de ces coordonnées sont imaginaires, c'est un indice que la surface ne s'étend pas dans les endroits où subsistent ces ordonnées imaginaires.
Si maintenant nous avons égard à Féquation ( 2 ) , nous établissons par cela même, entre x et j^, une relation qui assujettit les pieds des ordonnées z à être sur la courbe qui appartient à l'équation (2) , et l'on voit que, dans ce cas, les extrémités des ordonnées z ne forment plus une surface , nuais une courbe. Le système de ces ordonnées z constitue alors une surface cylindrique , dont l'intersection avec le plan des Xyj est donnée par l'équation (2). C'est Tintersection de cette surface avec celle que détermine l'équation (2) , qui fortne la courbe dont nous venons de parler; et il est évident que cette courbe est à double courbure," ''''
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puisqu'on sait que l'interseclion de deux surfaces courbes forme une courbe à double courbure.
NOTE XIV (page 333).
VALEUB INDÉTEKMmÉE qUE» DAMS L^HYPOTHÈSE UlCNE SOLimON PAR- TICVLIÈRE, PREND QtELQIJEFOlS h\ CONSTASTE ÉLIMINÉE, LORSQUE i*ÉQVATIOIff DE CONDITION NE RENFERME QUE DES TARIABLES.
La rechercbe des solutions particulières d'une équation différentielle du premier ordre nous a conduit (art. 439) au cas où Téquation de condition çr = o ne renferme que des variables, et où la combinaison de celte équation avec
l'intégrale complète amène ce résultat c=— C*estcequi
arrive lorsque c n'entre qu au premier degré dans l'intégrale complète a = o.
En effet, cette intégrale est alors de cette forme ,
(i) P-4-cQ = o;
et par P et Q nous désignons des •fonctions de x et de y. Si nous difTérentions cette équation par rapport à x , à j et à c , nous aurons
{2) d P-hcdQ -hQdc=ro;
et puisque les variables renfermées dans P et dans Q sont X et y, nous pourrons représenter
d P par Max ^ N d j,
et
d(J par uidx ■^- ndy.
Substituant ces valeurs dans Féquation (2), elle nous donnera
d r = — ^ '■ -i dx — - — — — d r = o.
•^ N H- tn N -h, m
Dans riiypoihçscd'u"c solution particulière, le terme affeclé
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de d c s'évanouit et nous donne
iN -h en
Celte équation, qui ne peut se réduire, parce que Q ne renferme pas c , n'est satisfaite qu'en faisant N -h cti = oo , ce qui donne c = oo , où en faisant Q = o. Le premier cas nous fait retomber sur une intégrale particulière, puisque toutes^Jes intégrales de cette nature sont comprises dans les valeurs que l'on donne à c depuis zéro jusqu'à l'infini. Nous n'avons donc, pour déterminer notre solution particulière, si elle existe, que l'équation Q = o ^ mais , lorsque Q = o, l'équation (2) se réduit a
dP4-cdQ = o;
si l'on en tire la valeur de c, et qu'on la substitue dans Téquation (i), on obtiendra
ou , en chassant les dénominateurs ,
(3) PdQ — QdP=o;
ainsi , dans le cas présent, l'intégrale complète 11=0 etia proposée U==o ne seront donc autre cbose que les équations (i) et (3). On tire de la première
celte valeur de c se réduit à - lorsque P et Q ont un facteur
commun que fait évanouir une valeur donnée aux variables , et que nous mettrons en évidence en faisant P = IP^ et Q = XQ'. Alors les équations (i) et (3) deviendront
(4) >(P'4-^;Q') — o, >(P'aQ — Q'dP) = o.
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La seconde, qui représente la proposée, renferme, par hypothèse, des termes eu do: et en d/, qui ne peuvent se trouver qu'entre les parenthèses ^ puisque A , sous le rapport de facteur de la première des équations (4) , ne saurait renfermer que des x et des y \ et comme Topération de la différentiation tend à diminuer les exposants des variables ^ il faut que les variables soijent plus élevées dans la première équation que dans la seconde, qui en dérive, et que, par conséquent, P'-hcQ', qui ne leur est pas commun, soit une fonction de x et dey ^ et comme d'ailleurs P' -h cQ' contient une constante arbitraire c qui ne se trouve pas dans X^ on foit que P'-f- cQ' a tous les caractères de l'intégrale complète, et que X, au contraire, ne peut être qu'un facteur étranger à l'équation différentielle.
NOTE XV (page 337).
0inTB DE LA THÉORIE DE LAGllAIIGE SUR LES SQLDTIOHS PARTICULIÈRES, PRÉSENTÉE AVEC QUELQUES MODIFICATIONS. — MOYEN D^OBTENIR LA SOLUTION PARTICULIÈRE D'ifhE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE, SANS RECOURIR A L'INTÉGRALE COMPLÈTE; DÉMONSTRATION DE LA PROPRIÉTÉ DES SOLUTIONS PARTICULIÈRES DE FAIRE DEVENIR INFINI LE FACTEUR QUI REND INTÉ6RABLB UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE.
Nous avons vu qu^une équation différentielle du premier ordre M àiX 4- Nd^ = o. étant donnée, on pouvait la con^dérer comme Iç résultai de Téliminati on d'une constante c entré ' Tiiitégrale complète et sa différentielle yz=:pàx , et que le résultat éiaît le même que si , en supposant cette constante variable, Télimination s'effectuait entre l'intégrale complète F [x^y^ c) =oet àyz=pàx-{'qàc^ mais sous la condition qu'on eût ^ =; o. De même, si Fou admet que l'équation différentielle du second ordre ,
soit le résultat de réllmination d'une constante que Ton aurait fait varier^ comme on a , dans ce cas , les deux équations
d y (i) âjr = pdx -i-q dcj d.-p- =:/?'dj: -f- ç'dc,
on voit que, pour qu'elles se réduisent à
dy z:z pdxy et 4 d.--p- = y?' dar,
il faut qu'on ait ces deux équations de condition
et que, pour les réaliser, il ne suffirait pas de disposer seu^ lement de c , car cela ne remplirait qu'une condition; mais comme l'intégration de Téquation du second ordre a introduit deux constantes arbitraires dans Tintégrale complète, on disposera de ces deux constantes pour que les équations qz=zo^ q'=o aient lieu ; et il n'est pas besoin de dire que c sera l'une de ces constantes.
. pareillement,. la détermination des solutions particulières d'une équation différentielle du troisième ordre dépend des équations q^=o^q'=Oy (7"= 05 et , en général, pour obtenir une solution particulière de l'équation différentielle de l'ordre w, il faut le nombrç n d'équations de çonditk>h :
(2) y^P> ,î'=o> ^"=o> ^^^=0, etc.
■■'.•.."."...■ .MetlQnsJessôus" une aiitrè forme. Pour cela, les éqùa-i-:
lions (i) nous montrent que ^ et q' ue sont autre chose
que ce* qui mîil tîplie de dan s les différentielle? dé yj. et. dé
-p- ptisear par rapport à c. Ot) a donc
^■' ■ dj ^ v^-^ '''::.:-'' ■ ' .. . .
Û C' ûx ùc .
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et, en général, ou voit que les équations (2) reviennenl à
(3) -7^=0, ' ^ = o, , j, =0, , j; = 0 1 etc.
Il est essentiel de remarquer que ces équations ne peuvent avoir lieu jusqu'à Tinâni. En effet, -p» étant successivement différentîé par rapport à x dans les expressions j—?
d'r dV j dy
, , ^-; — T — ? etc., on peut regarder -t-^ comme une ceràcàx dcdx' ' r p ^^ :
taine fonction de x, que nous nommerons Y^ et, en supposant que X devienne a: -h A , le théorème de Taylor nous fera obtenir ce développement
,,, ^ dY, d'Y /i^ d^Y h'
(4) Y + _-/i + ^_. f. , etc.,
ax d x'. 1 . 2 d ar» 2 . 3
ou , en restituant la valeur de Y,
dj , d^j ^ à^x fi^
de dcdjE: dcdx'2
Or, tous les coefficients dçs puissances de A étant nuls eu vertu des équations ( 3) , qui , par hypothèse , auraient lieu jusqu'à Finfini, il en résulterait que ^ quand j: deviendrait cr H- A , Féquation (4 ) se réduirait à son premier terme Y;
ce qui montre que dans ce cas Y, c'est-à-dire -p-? serait
constant. Mais quand -p- est constant, c n'étant combiné
qu'avec des constantes, réquation-p-=^o devrait nous
conduire à c = constante. On voit donc qu'alors la solution particulière se changerait en line intégrale particulière, ce que iious ne supposons pas.
H résulte de ce qui préiède, que les équations (3) nr
peuvent avoir lieu jusqu'à l'infini*, c'est sur cette considération que repose la solution de . ce problème important résolu par Lagrange, et à laquelle nous ferons subir quelques modifications : Une équation différentielle du premier ordre étant donnée y trouv^er, saris recourir à V intégrale complète ^ la solution particulière quelle peut ai^oir. Soit u l'intégrale complète qui sera une fonction de x, dey et d'une constante arbitraire €\ la différeritiellje de u sera représentée par
(5) ^ mdx-h ndjr z=z o, et nous la mettrons sous cette forme :
(6) d7= — ^da:.
Dans le cas qui nous occupe , cette équation est censée avoir conservé la constante arbitraire (*) 5 pai* conséquent, nous
pourrons éliminer cette constante entre dy = dx et
ti = o. Tirant donc de l'équation (5) la valeur de c en fonc-
dr lion de j: , de r et de -T^ 9 nous obtiendrons
équation que, par abréviation, nous écrirons ainsi :
Celte valeur étant mi^e dans Téquation u~.o, nous aurons une équatioji du premier ordre, que nous désignerons par
(*),Si l'intégrale ooitiplète ne renierraait la constante arbitraire qu'aji premier degré , et dans un terme de cette forme ac , elle s'évanouirait par la différentîation, et l'élimination de c serait impossible; mais alors q étant constant, la proposée uc roraporterait pas de solutions particulières.
NOTE XV
U = o 5 OU plutôt par
Mdo: -h Nd^ = o;-
cela posé, si nous différentions U = o, par rapport aux trois variables x^y et ç, nous obtiendrons •
du, du, du, •
_dx4._dj^ + ^-dç=o;
et parce que y ne voirie qu'à cause de la valeur arbitraire que nous donnons à x , nous pouvons écrire ainsi cette équation,
/QX /<1U dUdjrX ^ dU^
Ch*. si Ton fait attention que, dans une fonction de deux variables, le premier .t^rmede^ la différentielle s'obtient en regardant Tune de ces variables 'conuïie constante, et en faisant varier T autre, on reconnaîtra que dans Téquation (8), qui, sous, un certain noln t. de vue,.ne renferme que deux variables, a: et ip (*), ç est constant "SanV. lé terme
/du dUd^X
\dx àjr àx)
Ce terme n'est autre chose que la différentielle de u prise par rapport aux variables x et j^ et dans laquelle le signe (f serait substitué à c. Or cette différentielle nous est donnée par l'équation {5)^ et, comme le second membre de celte équation nous indique que la destruction de tous les termes doit s'opérer dans, le premier, indépendamment de c^ on sent qu'il en sera de même lorsque f tiendra la place âe la constante arbitraire c. Il suit de là que la partie, qui est renfermée entre les parenthèses dans l'équation (8) doit être identiquement nulle , et q\ie , par conséquent , cette
' H ■ Il I I ■ 1 « I I » ■ » I I I I . il l.i II f .1 I II I II ■
(*.) Cela.proYicnt.de ce que/ est traité comme une fonction de x.
équation se réduit à
(9) jr^? = o-
du
On y satisfait en faisant
f \ a' du
(lo) . . d^sso ou -r— =o;
cl o
et puisque ce n'est que par abréviation que nous avons remplacé ? {•^3 y> T^ ) P^*" ?) ^^ voit que la première des équations (10) revient à
et.par conséquent est une équation différentielle du second ordre. Cette équation étant intégrée , nous donne
constante.
D'un autre côté , la proposée U = o subsiste entré les mêmes
variables X) y et -=»-• Voilà donc deu^ équations du premier
• brdrè/d'unè même équation i[ 11) du second; par cpniBéquentj
• ■*. rt '^ *• • • • ^ ■
en éUminant entre elles -j- > on obtiendra une fonction de x-
... dx • - . , ' ..
et de y ^l'de là col&stantè arbitraire c rénferniéè dans réerua-tiôn*(i2y/Le résultat 'dé cette opération «sera donc l'înté- .^arle complète (art. 429, page 324). 'Pour effectuer l'élimination dont il s'agit) il suffit de chasser seulement f de l'équation? U = o à Taide de cellê-'ci y =2= constante^ car
alors toiis les termes en ~ contenus dans f , et qui n'exis-
tent pas ailleurs, disparaîtront du résultat. Cela se réduit évidemment à cbanger f en c dans l'équation U = o , ce qui nous fait retomber sur u = o.
OTE XV
Si rëlimînation de -p- entre l'intégrale du second facteur
de Téquation (9) et la proposée U = o nous ramène à l'intégrale complète , nous allons reconnaître que réliminatiou
dr de ~ entre U = o et l'autre facteur de 1 équation (9) va
Cl vC
nous conduire à la solution particulière.
, , . . dr du
En effet , si l'on élimine -~ entre U = o et 1 — = o , on
voit d'abord que nous n'introduisons pas de constante arbitraire dans le résultat, comme par l'opération précédente , attendu qu'ici l'élimination s'effectue sans qu^on in-
JTT
tègre prélimînairement -j — II* suit de là qiie l'élimination
de j^ entre ces deux équations différentielles du premier
ordre ne peut nolis conduire à l'intégrale complète, qui contient nécessairement une constante arbitraire. Pour procéder à cette élimination , remarquons qu'elle se réduit à celle
de y, puisque -r— ne se trouvant nulle autre part que dansç,
Cl X
disparaîtra du résultat avec (p, et comme ce résultat ne conserve aucune trace.de ^, qui entre partout où entrait c, ou
sent que cela se réduit à éliminer c entre u = o, et -7— = 0, * . • -.de
dTT qui sont ce que deviennent U = o ïet y- = o, lorsqu'on y
du ' . '
change ç en c. Or, — étant le coeflScient différentiel de de ,
on voit que l'élimination de c entre u et ^ = o est précisément l'opération qu'on exécute pour parvenir à'une solution particulière
Cherchons maintenant à satisfaire à la cohdilion exprimée par la seconde des équations (10)-. Pour cela , si nous y
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remplaçons ^ par sa valeur donnée par Téquation (7), nous obtiendrons
de
On ne voit pas d'abord comment on peut exécuter cette
différentiation par rapport à c , qui , ayant été éliminé de U,
ne doit pas se trouver dans dU; cette élimination de c nous
a seulement appris que U est une fonction de x , de r et de
dr
-r— ? et que par conséquent dU ne peut être que de celte
forme :
(i4) Pdj7 + Qdj-f Rd. j^=o;
mais si c n'est pas en évidence dans celte valeur de dU, il y existe du moins d'une manière implicite; car nous savons que j^ est une fonction de .r et dec, et que, par conséquent, dj^ et d.-p^ doivent tenir lieu des valeurs suivantes :
KM Y *J
dr = "T- dx -h T-dc, *^ dx de
d r d'j d'jr
d . -r- = -r— do: -4- -p— - d c.
dx dx* dxdc
Par r hypothèse de c constant, ces valeurs se réduisent à
, dj
^ dx
et a
dr d'j d,---=z—.dx, dx d x'
équations dont les seconds membres expriment la condition expresse que la différentiation soit prise par rapport à X seul, condition que nous admettons tacitement dans l'équation (i4) ? lorsque nous y supposons c constant-, mais
5a8 NOTE XV.
lorsque c est yariable, il faut mettre dans F^quation (i4)
les valeurs de dy et de d . j^? données par les équations ( 1 5) ,
et nous aurons
(,6) Pd.-HQ (^d.:Hgdc)4-R (grfx+^dc) =0.
Voilà ce que devient dU lorsqu'on regarde c comme variable , et l'on voit qu'on a
^ " de de ôxdû
Présentement, si l'on passe à l'hypothèse d'une solution
du
de
particulière, on a, en vertu de l'équation (i3), -^ =0,
ce qui réduit l'équation précédente à (.8) qJT + r/^^o.
^ ' de dxdc
Si Ton suppose maintenant que cette équation ne renferme
point de quantités transcendantes, et qu'on ait eu soin,
dans les opérations subséquentes, de se débarrasser des '
radicaux par des élévations à diverses puissances, et même
•' • d*es fractions, les quantités P et Q que contient l'équa-
• * • ^ j Ûon (t4)» ne pourront devenir infinies. Cela posé, -p
etantnul.envertu.de l'équation (170), page 332, qui exprime la condition de la possibilité de l'existence d'une solution particulière, on voit que l'équation (i&) se réduit à .
or il peut arriver ces deux cas : ou —-i est aussi nul , ou il
djp*
ne l'est pas-, dans cette seconde hypothèse, c'est donc le
facteur R qui, devenant nul, satisfait à l'équation (19)5
d' r mais si, au contraire, -p^ est nul, Téqualion (18) est sa-
Cl vu
tisfaite indépendamment d%Q et de R, et p«^r conséquent . Q et R peuvent conserver des valeurs finies. Gardons-nous cependant de conclure que R n'est pas nul; car si, en traitant y comme une fonction de Jc , on difierentie l'équation (18) par rapport à cette variable indépendante x, on trouve , V « d»^ d'jr /^ dR\ dQ d/ ,^.
Les quantités , , et -^ étant nulles , et leurs coefficients * dxdc dx
ne pouvant devenir infinis d'après la remarque faite au
sujet de l'équation (18), il en résulte que l'équation (20)
d^r se réduit à R -^ — ~— = o, et, par conséquent, donne R = o,
d'xdtr ^ ^
lorsque , ■ , n est pas nul. ai, au contraire, -i- — r était
nul, on prouverait de même qu'on aurait R-^ — t- = o^
et que ■' ■ devrait être nul pour que R ne le fût pas. En
continuant ce même raisonnement, on tombe. à la fin sur
un coefficient différentiel ^^ . qui ne sera pas nul , parce
qu'il a été démontré que les équations (3) ne pouvaient avoir lieu jusqu'à l'infini. Il résulte de celle démonstration que R, qui conserve toujours la même valeur, étant nul
(*) Observons que ce que nous représcn ions d'une manière ahré{jée par
- — d Jc et par -~ ax , revient a d X da*
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dans un cas, Test pour tous. Maïs puisque R est nul , Téquation (14)9 niise sous cette forme,
se réduit à ■
D'un autre côté, lainême équation (21) nous donnant
♦,, p + Qt^
on voit que , dans notre hypothèse d'une solution particulière, l'équation (22) et la valeur de R qui est nulle, ré-
d' V o duisent celle de ~- à —
djc' o . - . ..
Il résulte de cette théorie qûe^ dans le cas où une solution particulière peut exister, on a l'équation -r- = o (*) ,
et que cette équation entraîne la nécessité que la valeur de
•7-^ se réduise à — Les deux termes de cette fraction , c'est-
à-dire le numérateur et le dénominateur de celle qui est la
valeur de -j-^,? égalés à zéro, nous fourniront deux équa-
tions qui, si elles s'accordent avec U = o, donneront la solution particulière.
Prenons pour exemple l'équation
C* ) Nous avons vu que l'équation U = o n*é tait autre chose que la proposée, considérée comme résultat de Télimination de cj quant à ceUe-ci
-.•— = 0 , elle nous dit seulement que les termes qui , dans cette proposée ,
proviennent de la variation de la constante arbitraire, sont nuls.
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élevant au carré et réduisant, nous ferons disparaître le radical, et nous aurons
dr dr' , .
différentions en regardant A.X comme constant^ on obtient
àx* (x^ — c') d^' — xy dx '
égalant les deux termes de cette fraction à zéro, et divisant par dj:r, nous aurons
(24) *"^^ji = ^' (^'~c»)j^ — •^r = o;
éliminant j- entre ces équations, et supprimant ensuite le
facteur commun , on trouvera
et comme cette équation satisfait à la proposée /on voit qu'elle est une intégrale particulière.
Cherchons encore à reconnaître si l'équation
dr'
sj
comporte une solution singulière. Pour cet effet, nous ferons d'abord disparaître le radical, en élevant les deux membres au carré, et réduisant, nous trouverons
d y y^ — ixy -= ^' = o j
et, en différentiant, il viendra
x^ .ry
532 woTE xy.
Cette équation se réduit à - quand x = o •, mais cette hypothèse ne satisfaisant pas à la proposée, ne peut nous conduire à une solution particulière.
Conformément à Tobservation qui nous a été fournie par les équations (177)) page 335, il ne faudra pas se borner à l'hypothèse dej^ fonction de x \ mais en supposant ensuite x fonction de j^, on cherchera les solutions particulières qui peuvent être données en égalant à zéro la valeur
de -; —
Une solution particulière opérant la destruction mutuelle des termes de Féquation différentielle à laquelle elle appartient, n'en est qu'un facteur qu^on peut mettre en évidence à Taide d'une transformation. Nous avons vu, par exemple, que .r*-|-j^* — a* = o était la solution particulière de l'équation
(25) {x^x -h jdj)- = dj' (a-* -f- j-^ — a-)\
si nous faisons x* -hj^ — a* = 2' , nous aurons
xâx^ jdy = sds;
substituant ces valeurs dans Féquation (aS), elle deviendra
z-(dz'— d/')= o;
ce qui montre qu'effectivement la solution particulière représentée par z^. est un facteur commun de la proposée.
Une autre propriété des solutions particulières est de faire devenir infini le facteur qui rend la proposée une differenlielle exacte. Pour le démontrer, nous mettrons l'intégrale complète sous cette forme u = constante-. Une valeur qui satisferait à cette équation devrait donc donner d£i = o, parce que la différentielle d'une constante est nulle. Réciproquement toute valeur qui ne satisfait pas à u = constante ne peut donner dw = o 5 or ce dernier cas est précisément
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celui d'une solution particulière qui , parce qu'elle ne satisfait pas à Tintégrale complète , ne saurait opérer la destruction mutuelle des termes dont se compose sa différentielle immédiate^ or cette différentielle immédiate n'est autre chose que X (Mda: H- Ndj^)» Il faut donc que la solution particulière ne puisse reîidre égal à zéro le second membre de cette équation :
ou, ce qui revient au même, de celle-ci : On tire de cette équation
dx
mais, par sa nature, la solution particulière, quoique ne satisfaAsant pas à Téquation X/M-|-N-p-j= o, satisfait
pourtant à celle-ci , M H- N t^ = o , c'est-à-dire en rend nul le premier membre. Cela réduit donc Téquation (26) à
do:
Par exemple, l'équation
(2'^) xàjc -^fdy = df yx^ -hy^ — à'
{*) Nous déBÎgnons ainsi la difTérenliellc totale de u prise en regardant or comme variable indépendante , pour ne pas confondre —~ — - avec le cooflli-
cient différentiel -3—) qui suppose que toutes Içs autres variables, hors i ,.
sont regardées comme constuntos dajis ce k'rme.
HOTE XVI
devient une difTéreutielle «Kacte lorsqu'on la muUiplie par
■ =T-? et donné
V*' 4- J^* — rt'
xdx -hjrdjr ,
aiusi voit-on que la solution particulière x^ 4- J'* — a*=o
rend le facteur ■■ ■ infini. .
• Var' + j' — a'
NOTE XVr (page 362).
NODTILLlB DÉMOllSTBATIOll GOHCBRH AIT L*I1ITÉ6BATI01I DES ÉQUAnOllS
DIFFÉRBHTIBLLBS PARTIELLES-
On a vu (art. 484) que si en intégrant Péquation
■ djz «dz _ ^ ' dx dj^ ,
dans laquelle M et N sont des fonctions de x , dey et de 5 , on obtient deux intégrales U = a et V = i, on avait nécessairement a=rz(fb. La (ïémohstration de ce théorème étant très-importante , nous avons cherché à lui donner M dernier degré de rigueur de la manière suivante :
U et V étant des fonctions de ar, de y et de z, les constantes a et b peuvent être aussi considérées comine des fonctions de ces mêmes variables , en vertu des équations , U = aetV = 6;par conséquent , si Ton différentîe successivement ces équations, on aura
I d/i=: Xdx4- Ydj-4- Zdz, ^^^ ( d^z=X'd.^-+-Y'dj4-Z'd3;
ces différentielles doivent être nulles, pat la raison que aeib sont constants ^ ainsi , les équations d« = o , d fe = o, nécessitent celles-ci :
i Xi\x^Ydf^Zdzz=o, ' ^ \ X'fl.r-f. YMr4-Z'(lz = o;
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Si dans ces équations, divisée^ par dx^ on substitue les valeurs de d-e etde dy^ tirées des équatioâs (aai)
(4) <fz-4- Ndx=:o, dj^ — Mdx = ^,
données pages 356 , on aura
X-t-YM — ZN=:o, X -+-Y'M — Z'N = o
on tirera de ces équations
„ ZX' — XZ' ^, X'Y— Y'X Z'Y — zr' Z'Y — ZY' '
substituant ces valeurs de M et de N dans Féquation (i), on obtiendra
Il zx^— XZ^ d g VY-jrX — ^ ! dx "^ Z' Y-- ZY' dj^ "^ Z' Y — ZY' "" ^ '
dz d 2 ^
les coefficients j~ ^^ j^ ^** déduisent des équations (4) 5 qui donnent
,^, dz dr dz dz dx N
dx dx d/ dx dj' M
mettant ces valeurs de — et de ^— dans Téquation (5), et faisant évanouir le dénominateur, on trouvera
(7) —(Z'Y — ZY')N-(ZX' — XZ')^-f-X'Y — rX = o.
Les quantités X, Y, Z, qui entrent dans cette équation, ne sont pas toujours connues, puisqu'elles ne doivent être données qu'en différentiant les équations U ==« et V = i. Cherchons donc à éliminer X , Y et Z de notre résultat. Pour cet effet, en regardante; comme une fonction de x et de/, nous tirerons des équations (a)
-y— = X -h Z -r— > -j— = X -H z j — r ax ux ax dx
da dz db .dz
ar d r " V d r '
536 NOTE xvir.
dl 1 1 d 2 , il z
ans ces expressions les valeurs de -7— et de t— î
données par les équations (6) , et tirant les valeurs de X, de Y, de X' et de Y', nous irouveroas
dx d.T
dû ZN ^,_àb Z^^
substituant ces valeurs de X , de Y, de X' et de Y', dans réquation (7) 9 et réduisant , nous obtiendrons
à a d b dad^
■■■■ "^ — ■ ^^^ ■■■ Mi^l. ■ ■■ l
dx djr djr dx
Cette équation nous apprend que a est fonction de 6 ^ et en effet , si nous avons a = ¥b, en différentiant cette équation, nous trouverons
da = (fbdi? y d'où nous tirerons
da . db d a . d b
dx dx dy dj
éliminant <fhy nous trouverons Téquaiion (8).
NOTE XVII (page 418).
DEMONSTRATION QUI TEND A PROUVER QUE LA DIFFÉRENCE DE DEUX QUANTITÉS ÉLEVÉES CHACUNE A UNE PUISSANCE D'UN NOMBRE ENTIER EST DIVISIBLE EXACTEMENT PAR LA DIFFÉRENCE DE CES QUANTITÉS NOll ÉLEVÉES A CETTE PUISSANCE.
. Voici de quelle manière, dans mes remarques sur l'Algèbre , j'ai démontré que u"" — i^'" était divisible exactement par u — j^; on trouve par la division
V*"— I ym-i j
PROPR. PE LA DIFF. BE DEUX MÊMES PUISSANCES
les termes extrêmes de cette équalîoîi^tant dcf même forme, on doit avoir encore
substituant cette valeur à la place du dernier terme de Téquation précédente , on aura
Cette transformation pouvant se continuer indéfiniment, parce que la fraction qui termine le développement est toujours dé même forme, nous voyons que
et qu'en général, jen écrivant une suite dont le premier terme est j^"*, et les atttres les puissances immédiatement inférieures , oh peut s'arrêter à un terme quelconque , pourvu qu'on ajoute une fraction qui ait pour niimérateur ce terme diminué d'une unité, et j^ — i pour dénominateur, si l'on s'arrête donc sur j^ la fraction à ajouter sera
9 et par conséquent vaudra l'unité. On aura donc
alors
jm — ,
et en multipliant le premier membre de cette équation par —7 et le second par i^'"""*, qui a la même valeur, on obtiendra
jHI «,■"* #!"•
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faîsani ^y = u, cette équation deviendra
NOTE XVm (page 487).
DÉVOIISTIUTIOII PAR LB CALCUL DES DIFFÉRENCES DE LA RÈGLE D*EULER, POUR RAMENER UN PROBL^MB DE MAXIMA OU DB MIRIMA RELATIFS , A UN PROBLÈME DB MAXIMA OU DB MINIMA ABSOLUS.
Lorsqu'un problème de maxima ou de mmîma relatifs a été réduit à ces conditions
(i) ^/Uda?=o, */Vda: = o,
et que dans Thypothèse où les variations se trouvant perpendiculaires à Taxe dés x\ les intégrales sont prises entre deux limites, on peut regarder les premiers membres de ces équations comme provenant de ces deux fonctions aux différences finies,
(2) AIUAjp, ASVAj;,
qui, dans le cas 4e la limite, se réduisent aux premiers membres des équations (i), en changeante en d , et Z en /. Si, en vertu du théorème démontré dans la note de Tart. 597 (page 446) 9 on transpose les signes, les expressions comprises sous le n^ 1 deviendront
(3) 2(AUA.r), l(^\^x); faisons, pour simplifier,
AU = tf et AV = p,
les fonctions (3) deviendront
(?t en regardant ixûo: comme un rectangle dont u serait la hauteur et Ax la base, l'expression ^uAx représentera {Jig. 127) la suite de rectangles, mp'ym'p"^ m"p"'.
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m!" p^""^ elG. \ de sorte que , si nous faisons
pp' = à^x^p'p" ^ b.x^^p^p"' =r Ax,, />'V*' = A. ^3 -+-... , pm = u , />W = iii , p"m" =r a, , p'^m'" = «5 -+-...,
nous aurons
( 4 ) 2 tt A X = « A j: 4- tti A j:, 4- Mj A Xj 4- «3 A .rj -f- . . . .
Tautre intégrale représentée par la somme des rectangles np'yfi^p'^ n"p'"^ n^"p^''^ nous donnera pareillement
(5) Sl'Axrzrl'Ax-f-t'iAx, 4- fa AXj.4- «'aAXj 4- . . .^,
Cela posé , si Ton nomme
A M la différence Ui — * fi,
Ak, la différence «, — w,,
A «5 la différence a;, — Wj,
hv la différence t», — p,
Ap,' la différence t', — Ci ,
A f, la différence v^ — «^^ ,
on trouvera
^£, = M 4- Att ,
«j= ££, 4- Ai^i :rz « 4- Att 4- A (a 4^ A««) = « 4- 2 A/i 4- A'w, 1/3 = «j 4- A «a = w 4- 3 A w 4- 3 A* i« 4- A' a ,
iT
ni substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4)5 on
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obtiendra
lti^x=si uàx -hj(« -h Aa) Aj?, -f- (a -4- 2 Aw -^ A^a) Aor, -t- («-h 3Aa -+- 3 A* a H- à'm ) AX5 -H. . . ,
lpAx=c»Ax-h(<' + A(') Ax, -f- (c 4- a Ap-H A'o) Ax, 4- («'-t- 3 Ac -H BAVi* 4- A»«^)ÀX3 4-. . .;
rassemblant les termes analogues, on trouvera
2aAjr = (A4; 4- A a:, 4- A .r, 4-...)«
(5) { 4- (Ax, 4- 2 AXj 4- 3 Ax, 4-. ,.) A II
termes en A*p, e/i A*p
désignant par X et par X' les termes entre les parenthèses, qui multiplient u et v, les équations (5) et (6) deviendront
(7) 2tfAx=:Xa4-X'Att4^ termes en à^u^ en à^u^ , , , y
(8) 2pAxs=Xp4-X'Ai»4- termes ^ X^Vy en à^p, , . . .
On peut éliminer le terme en X entre ces équations , en * multipliant la première par m et la seconde par u^ et prenant la différence^ on aura
uIpAx — vluAx=2Xf [uàv — vàu) 4- termes en Ji^v^ cnù}u\..,\
passant aux limites, on supprimera les termes qui contiennent les différences des ordres supérieurs au premier, et cette équation se réduira à
ufvàx-^ vjuàx = X'(ttdp — vàu)\
et comme par hypothèse les intégrales qui composent le premier D[iembre sont nulles, en vertu des équations (1) dans lesquelles on transposerait les signes S et/, il restera
X' ( M <l (» — (' d W ) =: JO ,
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supprimant le facteur commun X', on aura
udp — udu -=: o^
équation qui donne
dp au
intégrant, il vient •
log (f — log u -+- constante = o ;
et, en représentant la constante par log /z, on a
log p — log u -f- log /i = o ;
et, par la propriété des logarithmes, celte équation se réduit à
log _ -f. log « = o ; u
passant aux nombres, on obtient
d'où Ton tire
p + /la = o ;
remettant à^la place de p» et de u les variations ÙV et AU, qui seront devenues JV et cîU , on aura
multipliant par dx et intégrant, on aura
/^Vdj?-+-//2^Uda: = o,
et, en transposant les signes ^ on obtiendra
^/Vdx-4-/i^/Ud^= o,
expression qui peut se mettre sous la forme
8f(y^ n\})dx = 0,
ce qui est Téq^iation 91 (art. 631 , page 486) .
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