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AVANT-PROPOS
Il existe déjà plusieurs Traités très-complets de Calcul Différentiel et Intégral. Mais aucun peut-être u’a été rédigé en vue des personnes, aujourd’hui si nombreuses, que leur carrière appelle à s’occuper de Mathématiques, sans que la science pure devienne toutefois leur destination exclusive. On y expose avec détail des théories peu susceptibles d’application, tandis que les principes y sont par cela même envisagés un peu rapidement.
J'ai cru trouver sous ce rapport un cadre convenable darft le Cours d’AnalVse dont je suis chargé depuis plusieurs années à l’Kcole Impériale des Mines.. Il est destiné à mettre les Élèves en état de parcourir tout l’enseignement de l’École , et de lire les ouvrages les plus élevés qui s’v rapportent. Le Calcul différentiel et scs applications analytiques, la Géométrie plane et le Calcul intégral proprement dit y sont envisagés d’une manière à peu près aussi complète que dans les Traités dont j’ai parlé; mais la Géométrie de l’espace et la Théorie des équations différentielles n’v sont qu’indiquées et réduites à leurs parties essentielles.
Quant à la méthode à suivre, j’ai dû choisir entre
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celles (le Leibnitz, de Newton, de Lagrange et la méthode mixte introduite de nos jours. La destination de cet ouvrage ne permettait pas l’hésitation. J’ai, adopté le principe des infiniment petits, complété par Carnot. C’est en effet le seul acceptable pour les personnes qui sejlestinent à l’application; et il est aussi parfaitement convenable au point de vue purement théorique, car il simplifie beaucoup les recherches, et on ne peut se dispenser, dans les parties élevées de la science, d’en revenir tôt ou tard à son emploi. Je me suis efforcé dans l’Introduction de mettre en lumière.cette méthode, et de la justifier rigoureusement par le principe de la compensation des erreurs, de manière à obtenir pour ses résultats la môme confiance que si on les devait aux méthodes des Anciens.'
J’ai terminé ce volume par une série de questions dont je me borne à présenter les énoncés et les résultats. Elles sont destinées à fournir, pour les méthodes générales exposées dans le Cours, des agplieations qui permettent d’en mieux apprécier la portée.
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EXERCICES
DES FONCTIONS
I. L’analyse est la partie des Mathématiques qui étudie les relations des grandeurs envisagées en elles-mêmes et indépendamment de l’interprétation concrète qu'on peut leur attribuer. On sait que cette science procède au moyen d'équations qui sont l'expression de l égalité de deux fonctions. Mais cette notion fondamentale mérite d’être fixée
’ * c avec soin. > ' • \ • .
Lorsque deux quantités dépendent l'une de l’autre de telle mauière que l une étant donnée, la valeur de la seconde s’ensuive nécessairement, glles sont dites fonction l’une de l’autre. On appelle aussi 'variable indépendante celle qu'on se donne arbitrairement et fonction celle qui s’en déduit. ' ’ j
Si, par exemple, on considère un carré, il présente une certaine superficie; et si on vient à changer la longueur du côté, cette surface variera nécessairement. Il existe entre ces deux éléments une relation qu’on exprime en mulli-
IN TU Ol> UCT ION.
plia ni par, lui-même le nombre .r qui représente le côté. Dans eel exemple, le voté est la variable et la surface en est la fonction. On la représente par x* et on l’appelle pour celle raison le carré de x.
Autre exemple : Si on prend une longueur égale à l'unité inclinée sons un certain angle ,r, elle aura une projection horizontale qui changera nécessairement avec cet angle. Ici I inclinaison est la variable, et la projection en est la fonction qu’on exprime par cos .r.
On appelle par opposition des constantes les quantités .qui up changent pas quand la variable prend diverses valeurs. Si, par exemple, on projette un cercle sur un plan oblique, on obtient une ellipse dont le petit axe varie, avec l'inclinaison respective des deux plans, mais dont le grand axe reste toujours le même et égal au diamètre du cercle. Dans cet exemple l’angle des plans est la \ariable, le petit axe en est fonction et le grand axe est une constante. . .... y •
'i. Le nombre des fonctions est nécessairement illimité, comme celui des questions qu’on peut se proposer. Mais lorsqu’on a la moindre Jiabilude du calcul, on y voit constamment reparaître «les éléments toujours les mêmes, tels . . que des logarithmes, des sinus, des radicaux, etc., à l’aide desquels sont formées les autres fonctions. Ces éléments sont appelés fondions simples par opposition aux fonctions complexes qu'ils servent à composer. Le nombre des premières est essentiellement limité et même trèsrestreint. 11 y a par suite intérêt à en présenter la nomenclature.
Je désignerai pour cela para’ la variable, par y la fonction et par ni une constante dont la valeur reste indéterminée. Les fonctions simples sont ali nombre de dix et peuvent se grouper de la manière, suivante:
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j Somme. m -f- x (')
\ Différence rn — x
^ Produit." mx -
j Rapport x . . • —
^ | Puissance. . . ,x m
f Racine
f j Exponentielle.. e* f 1 )
■ ( Logarithme ................ Lx ( ! )
„ j Fonction trigonometrique. . . . sin x (‘)
| Fonction circulaire are sin x (‘).
11 existe d’autres signes de fonctions en usage dans l’analyse. Mais on peut les ramener aux précédents par les formules suivantes (*)
m x — e * log x z= log c. Lx,
cos x — v 1 — sin J x, arc cos x = arc sin x ,
sin or f x \
taugx = , . . — > arctang.r = arc sin | ■ - j,
\/i — sin’x \\/* •* rI y •
(*V Les six premières fonctions sont souvent appelées algébriques , et les quatre autres transcendantes .
(* ) e désigne non pas une constante quelconque, mais lli base du système népérien dont la valeur est 2,71828182846
(') La caractéristique L se rapporte aux logarithmes népériens. Les logarithmes à base quelconque seront désignés, comme à Vç^dinaire, par l’abréviation log. . ' ,
( 4 ) Le sinus est pris ici dans le cercle de rayon égal à l'imité et non pas , comme pour les calculs numériques, à io ,# .
(*) Liarc qu’on donne par son sinus a, comme on sait, une infinité et même deux séries infinies de valeurs; mais nous le réduisons ici à la valeur unique que Von‘ trouve toujours dans le premier quadrant soit positif, soit négatif.
(•) De ces formules celles de la première ligne sont connues par l’algèbre et celles de la première colonne par la trigonométrie. Quant aux autres, elles
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Nous rangerons donc ces' expressions dans les fondions complexes, afin de réduire an moindre nombre possible les éléments simples <pie nous aurons à, étudier diçectemeni.
3. 11 y a toujours à l’occasion d’une fonction deux questions distinctes à envisager : son évaluation numérique lorsque la quantité, dont «die dépend est donnée ou nombres et son calcul analytique «piatul cette quantité reste indéterminée cl représentée par une lettre.
I.e calcul numérique se lice tue soit par de véritables opérations arithmétiques, telles que la multiplication, la division, l’extraction des racines, etc., soit au moyen detables construites une fois pour toutes lorsque le procédé d’évaluation directe est par trop laborieux, comme pour les logarithmes, les sinus naturels, etc. Cette théorie r^ste essentiellement bornée à tlix opérations distinctes • qui correspondent aux dix fonctions. Simples. Car qucl- «|ue compliquée que soit une. fonction, elle ne donnera
se justifient toutes de la même manière, et je me contenterai de prendre ponr exemple arc langx.
Quand on connaît la tangente d’un arc , son sinus ' s’exprime par
— . ta - n E Or la tangente de l’arc dont il s’agit est r. Le sinus est donc
y^i ■+■ tang* •
^ et par suite, au lieu de designer cet arc par sa tangente sous la forme
arctangjr, on peut le donner par son sinus en écrivant arcein ~ * ■
NT RO IM CTIoJ«.
lieu qu’à l'application Successive îles règles eu question.. Par exemple, pour évalue!’ log sin ^.r, ou raleulera d’abord lu racine ) de x, puis le sinus c de v- el enfin le logarithme h de z. u sera la valeur cherchée.
11 n’en est pas de meme du calcul analytique. Scs procédés sont variés à l’infini et chaque fonction devrait avoir en quelque sorte sa théorie. Un pareil travail n’a pu être efléctué ou même ébauché que pour les plus simples et les plus importantes. Il comprend les calculs algébrique, logarithmique et trigonométrique, qui constituent Y analyse ordinaire et dont les procédés sont essentiellement spéciaux.
Nous avons à nous occuper ici de l'analyse dite transcendante ou infinitésimale, dont les opérations ollrenf au contraire un caractère d’enticre généralité. Celle analyse est la mise en pratique d’une méthode fondamentale qu'on appelle de même infinitésimale, et qu'il faut commencer par faire connaître (’).
MÉ Tl IODE IN FIN1TÉS1M ,\LF. .
•i. Pour être mieux compris, je prendrai d'abord un exemple. Je supposerai qu’on veuille mener une .tangente à la parabole, qui a pour équation
en un point M,’ dont les coordonnées soientx / , y'. J’appelle tangente dans ce cas particulier une droite qui passe par le point M en laissant toute la courbe d’un même, côté.
(•) Celte explication est d’une grande importance et en même temps assez délicate. .Si l’dn éprouvait quelque difficulté à en bien saisir tous les détails au premier abord, le mieux serait peut-être de passer de suite aux applications. .A une seconde lecture les difficultés auraient disparu
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Si l’on proposait cette question -à une personne 'complètement étrangère aux connaissances les plus répandues a ce sujet, sa première idée serait sans doute de recourir à une approximation, sauf à la rendre la plus parfaite possible et à en déduire même ultérieurement line solution .rigoureuse, si cela est possible. On prendra pour cola sur la courbe un autre point M' dont je désignerai les coordonnées para: -+- a et y -+- |3. Si nous joignons ces deux points patune ligue droite SMM ; , ce ne sera certainement pas la tan-
Fi([. i.
gcnle, puisque celle-ci doit laisser toute la coprbe d'un même côté, et que la droite en question laisse au-dessus d’elle l’arc MM'. Mais il dépend de nous de faire que cet arc soit petit et par suite que la droite qui vient d’être tracée dilïèrc peu de la tangente. Il suffit pour cela de prendre le point M' voisin du point M, c’est-à-dire a et (3 petits. Or rien ne nous en empêche. Sr donc uous nous résignons jusqu’à nouvel ordre à nous contenter d’une approximation que nous sommes eu état de rendre aussi parfaite qu’on pourra le désirer, nous pourrons, considérer SMM' comme la tangente. Adoptons cette manière de voir et poursuivons.
La droite que nous traçons ainsi par les points x\ ÿ et x' -|- a, y' (6 aura pour équation
mais il est nécessaire d’exprimer que ces deux points oui
iflTisonn tiok.
été pris sur la courbe, cr qui sc fera par les relations
( ) ' -4- jb' =z 2 . /i ( i' a).
F,n développant la seconde of retranchant la première, il reste - "
a P.r' + ft ’=J/n,.- P _ *P
et par celle substitution l'équation de la drpile devient y — y' = — '
Si "pour la construire aisément nous cherchons le point Soit elle rencontre l'axe de la courbe, il suffira de faire y = o et de remplacer a: par l’abscisse x„ de et* point. On trouve ainsi
Je ferai mainteuant»le raisonnement suivant : Ce o est t|u’au prix d’une certaine erreur que nous pouvons cou-" sidérer cette expression comme déterminant la tangente; et pour que cette approximation soit admissible, il faut que fi soit une petite quantité. Mais alors ou peut encore négliger (3 dans la dernière relation vis-à-vis de "xj 1 qui a une valeur fixe. Par là on commet certainement une nouvelle* erreur. Mais d’abord il est moins grave de combiner une seconde faute avec une première que d’abandonner par celle première inexactitude le terratu de la rigueur. De plus, il est possible que celle nouvelle erreur atténue la première en nous rapprochant de la vérité. Fnfiu nous courons la chance qu’elle la compense tout juste, en rétablissant l’exactitude (jue nous avions dù abandonner momentanément.
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A la vérité» cette chance peut paraître peu probable à priori, et cependant i! est facile de reconnaître que c’est précisément ce qui arrive; car si nous négligeons 6, il vient
ce qui nous indique que l’intersection de la droite avec l’axe est symétrique du pied P de l’ordonnée par rapport au sommet O; et chacun sait que telle est dans la parabole la construction rigoureuse de la tangente.
5. Ainsi donc on voit que la méthode que nous venons d’employer, qui semblait ne nous promettre, dans Ig principe, qu’une approximation plus ou moins satisfaisante, s’est trouvée redressée, justement par ce qui semblait devoir la fausser encore davantage, par une espèce de faute de calcul, et nous a conduits très-directement au résultat rigoureux.
A la vérité, nous n’avons été avertis dans le cas actuel que les erreurs s’étaient mutuellement redressées, qu’en nous reportant à des notions préalablement acquises. Mars je vais maintenant formuler la méthode d’une manière générale, et j’y joindrai ce qui est tout à fait indispensable, un symptôme sûr et clair auquel on puisse recon-' naître que la compensation des erreurs a été effectuée. De sorte que le résultat ainsi obtenu sera aussi rigoureux cl méritera une confiance aussi entière que si on le devait aux démonstrations ordinaires.
6. La méthode infinitésimale consiste dans les opérations suivantes ; On introduit dans l’étude de la question, outre les quantités qui y figurent naturellement, données ou inconnues, variables ou constantes, d’autres éléments qu’on peut se donner arbitrairement et faire décroît te
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au-dessous de toute limite assignable, en approchant de zéro autant qu’on le voudra. On les appelle des infiniment petits. Ils ne sont pas seulement petits, mais arbitraires, et on reste à chaque instant le maître d'abaisser encore leur degré de grandeur si on Te juge à propos. Qn en a eu tout à l’heure un exemple dans % et ,6, car rien n’assignait la distance du point M' au point M, et elle est restée jusqu’à la fin à notre disposition.
On pose des équations entre tous ces éléments en se donnant (c’est le point important) la faculté de négliger' les infiniment petits partout où ils se trouvent devant des quantités finies. Il est évident qu’il résultera de cette manière de faire une grande simplification. 11 ne faut pas se dissimuler non plus que l'équation ainsi obtenue scia entachée d’une erreur. Mais celle-ci est telle, que nous pouvons l’atténuer à Volonté, puisqu’elle dépend de quantités que nous pouvons, faire décroître autant que nous le voudrons. La relation est donc inexacte, mais aussi près d’ètre exacte qu’on peut le désirer. Nous distinguerons avec Carnot cet état sous le imin d’équations imparfaites, paropposition aux équations fausses qui seraient troublées par une erreur fixe, grande ou petite.
•On se sert- alors des relations ainsi obtenues en leur faisant subir les transformations convenables dans chaque cas particulier, et en continuant à négliger, s’il y a lieu, les infiniment petits devant les quantités finies. Ou conçoit fort bien, comme nous eu avons eu un exemple, qu'il puisse arriver telle dernière erreur qui compense tout juste toutes celles qui ont été commises avant elle, et qui corrige ainsi 1 équation de ce qui lui manque poueèlrC exacte.
7. Or je dis que cela arrivera nécessairement si on parvient, n’importe par quel moyen, à faire disparaître tous les infiniment petits, l’.t tel est le symptôme dont j’avais parlé.
ÎO • INTROni'CTIOS. • '*
En effet, il arrivera nécessairement de trois choses I une: ou l’équation est exacte, ou elle est imparfaite, ou elle est fausse.
Or, d’une part, l'équation ne peut être fausse, car nous n’avons jamais rien négligé de fini, mais seulement des quantités qui restent à notre disposition et dont la combinaison ne peut former une erreur qui n’y soit pas, ce qui serait le caractère d’une équation fausse.
Elle n’est pas non [dus imparfaite, car' cela voudrait • dire qu elle est entachée d’une erreur dont nous restons maîtres. Or notre seul moyen d’action pour la faire varier consisterait à disposer des • infiniment petits; mais par hypothèse, l’équation n’en contient plus, nous n’avons donc plus par là aucune prise sur elle.
Puisque l’équation n’est ni fausse ni imparfaite, il s'ensuit qu’elle est rigoureusement exacte.
8. Je ne quitterai pas ce sujet sans insister un instant sur la singularité d’une méthode qui emploie l’erreur pour parvenir à la connaissance de la vérité, et qui côtoie, pour ainsi dire, la vraie roule, en la quittant pourtant dès le début pour n’y rentrer qu’au dernier moment; mais avec la certitude d’arriver au but. » •
Si eetle manière de faire pouvait paraitre par trop bizarre, remarquons qu’elle l’est. au fond beaucoup moins que celle qui emploie comme intermédiaires les quantités imaginaires. Car alors on ne peut pas à un moment donné traduire les équations en langage ordinaire et dire au juste où en est la question. Tandis qu’une équation imparfaite est toujours une ‘relation claire et facile à comprendre-, dont la seule particularité esl-d’ètre un peu différente de celle que l’on devrait avoir en réalité. Ainsi le parallèle est Complet : comme intermédiaires, les imaginaires cl les infiniinenC petits sont parfaitement admissibles; mais si l’on
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ne parvient pas à en dégager le résuliat, la questionne peut être considérée comme complètement résolue, car dans le •premier cas le résultat est impossible à interpréter, et dans le second il est à côté du vrai.
Telle est la véritable idée qu'il faut se faire de la méthode infinitésimale; et on se méprendrait étrangement sur sa nature en considérant lesinfiniment petits comme des quantités d’une petitesse telle, qu’il est sans intérêt d’en tenir compte, . et qu'on peut les négliger, suivant une expression qu'on prête à Leibnitz, « comme un grain de sable vis-à-vis de la » masse de la terre ». Cela réduirait celte méthode si remarquable à n’ètre plus qu’un calcul d'approximation, plus ou moins parfait, suivant que les quantités négligées seraient d’un ordre plus ou moins élevé, mais nécessairement V erroné. Tandis que le fait d’être non pas très-petits à un degré déterminé, mais indéfiniment décroissants, c’est-à-dire arbitraires, nous fournil un moyeu très-simple, comme on vient de le voir, de nous délivrer définitivement de toute inexactitude.
fl. Pour compléter ces notions, il faut encore expliquer ce qu’on entend par les différents ordres d’infiniment petits.
Si l’on prend le rapport de deux de ces quantités, il peut arriver d’abord qu’il soit fini, car la valeur d'une fraction ne dépend nullement de l’ordre de grandeur de ses termes. Dans ce cas, les infiniment petits sont dits du même ordre. Si le rapport est lui-même infiniment petit, le numérateur est dit d’un ordre supérieur au dénominateur ou encore infiniment petit par l'apport à celui-ci.
Par exemple, soient a, j3, y, . . . des infiniment petits du premier ordre. Les quantités a% . . . seront appelées du second ordre, parce que letu's rapports à l’une des premières a. sont «, fi,,. . ., cest-à-dire du premier. De même
1 M ÙODtCTlON .
a% a* p, otjSy, . . . seront du Itoisièuic ordiv, [>am*<|uc leurs
rapports à une (pki mité dû second, a ! sont jr, {3, - y,..,,
.c’est-à-dire du premier ordre. Au •contraire, ^ sera du
premier, parce que son rapport a a. est - quantité lime.
Sans insister davantage, ou voit que l’ordre inlinitésjntal s estime comme l’ordre d’homogénéité; lorsqu’on veut reconnaître, par exemple, si uue expression géométrique représente une longueur, une surface ou un volume.
10. Cela posé, pour compléter la méthode infinitésimale, on doit négliger les infiniment petits d'ordre supérieur vis-à- • vis ceux d’ordre inférieur. ,
Eu cfiet, supposons, pour fixer les idées, que l’ordre le moins élevé des infiniment petits qui entrent dans une équation soit n. Divisons tout par a.", a. étant du premier ordre. Les termes de l’ordre n deviennent finis, puisque nous les rapportons à une quantité du même ordre. Tous les autres restent infiniment petits du premier, du second, du troisième... ordres. Dans cet état de choses, nous sommes autorisés par ce qui précède à négliger toute la partie infinitésimale devant les termes finis. Si maintenant
nous supprimons le facteur • nous retrouvons V équation
telle quelle était, mais débarrassée des infiniment petits d’ordre supérieur. Ainsi donc l'énoncé de la méthode doit • être modifié de la manière suivante:
Négliger constamment les infiniment petits d'ordre supérieur devant ceux d ordre inférieur, et bien se garder d'en négliger vis-ii-vis de ceux du meme ordre. Puis diriger tout le calcul vers V élimination complète des iti/iniment petits.
INT IIODTJCTION .
$ III
DÉFINITIONS FT NOTATIONS
1 1'. Mous voyons à présent ce que nous avons à faire tout d'abord pour nous mettre en état d’appliquer avec facilité la méthode, infinitésimale. C’est d’arriver à connaître, pour toutes les fonctions possibles, la quantité dont elles 1 varient lorsque la variable subit un accroissement infiniment petit, cette quantité étant débarrassée une fois pour. ton tes de la partie qu’on peut y négliger.
Cet accroissement imparfait de la fonction est appelé différentielle. Sa recherche forme la différentiation et donne lieu au calcul différentiel. On nomme aussi différentielle, l’accroissement exact de là variable indépendante. On les désigne indistinctement par la caractéristique d. Ainsi on écrit dx, da , d a , d P,,., pour les différentielles de ,r, a, si, P,.,.'
On emploie encore une autre notation qu il est bon de connaître. Pour exprimer qttej - est foilction de x, on écrit
Si on prend dans cette équation dy en fonction de x et de dx, le rapport sera une quantité finie, car la fonction et sa' variable reçoivent en général des accroissements du même ordre. En effet, si dy était constamment d’ordre inférieur à dxi c’est-à-dire négligeable devant lui, y ne subirait aucune variation et ne serait plus dès lors line fonction de .r, cc qui est contre l’hypothèse. On pourra donc négliger dx partout où il figurera dans ce rapport, puisqu’il s’y trouvera nécessairement des termes finis. l a nouvelle fonction de x seul ainsi obtenue est appelée la fonction dérivée ou simplement la dérivée de la première.
■ 4 INTRODUCTION
On l'indique avec un accent et oit l' énonce Jonction prime de x ,
(•> =/'(*}> (/}■=/' (x)rh:.
I.e problème est maintenant posé. Mais comme le nombre des fonctions est illimité, il est naturel de procéder du simple au composé, et de considérer d abord les fonctions simples. De là dix questions particulières d’analyse qui sont la base de toute la théorie. Nous verrons ensuite par quelles formules générales on peut y ramener tous les au 1res cas.
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS SIMPLES
12. Si y désigne une fouciion de x représentée par. . y =/(■*•>
lorsqu’on donnera à ,r l'accroissement <!x , la foncnion deviendra J (x + tix) el aura reçu l'aecroissement f(x-+-flx) — f{ x )' On aura donc pour la différentielle île y
djr — /(x -t- (U) — /( x),
sauf à simplifier dans eliaque cas cette expression en v supprimant la partie négligeable. C’est ce que nous allons l’aire successivement pour les diverses fonctions simples. Somme. — On a pour la somme
<ty = [m -H- (x -t- rfx)] — [ni -f- x] = d>
Différence, -r- On a pour la différence v = m — x ,
dy = [ m — (x — j— rfx)] — [m — x] = — <ix.
Le signe — de la différentielle de y indique quç celle fonction subit, à proprement parler, une diminution lorsque la variable reçoit une augmentation.
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C’est là évidemment un (ait général. Suivant que la fonction est croissante ou décroissante, qu&nd la variable augmente, leurs dillcrcntiellcs sont de même signe ou de signes contraires, ce qui revient à dire que la dérivée est positive ou négative. i
Produit. — On a pour le produit
dr
y — nu-,
: ni (.r-f-rf.r) — nix — nul. h .
•lusqu'ici nous u'avoqs rien eu à négliger, c’est-à-dire que les formules seraient encore exactes pour des accroissements finis. Il n’en sera plus de même des suivantes. “
■ Rapport . — Si on prend le rapport
dy =
dx
— nid. r
.»• [x 4- dx)
comme dx se trouve au dénominateur devant .r, on peut l v négliger Pt il reste
mdx
dr =
13. Puissance cl racine. — On sait par l’algèbre que ces deux fonctions n'en fout, à proprement parler, qu'une seule, lorsqu'on regarde l’exposant comme susceptible de recevoir toutes espèces de valeurs. Je distinguerai, à ce sujet, plusieurs cas :
i". Exposant entier et positif. • — Prenons
dy = (x -+- dx)"' — x".
Lorsqu’on forme les puissances successives de x -+■ «,’on reconnaît n lenr seule inspection -que le premier terme est
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pour la in"'"''. .r"‘, le second ma'" 1-1 «, et. que tous les autres renferment en facteur a', a Nous pouvons donc écrire (’)
!jc 4- dx) m = .r* 4 - inx*~' dx 4 - A ffo’ 4- B dx' 4- . . . .
Si on fait passer x dans le premier membre, il viendra, d'après l’équation précédente,
dy — mx*-' ' dx 4- A dx' 4- B dx' 4- . ■ ,
et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur,
dy — dx.
■2°. Exposant entier et négatif. — Résignons par n un nombre entier et positif, et posons
on en tire
Cqlte relation a constamment lieu entre x el^- Elle est encore vraie, par conséquent, pour des valeurs infiniment voisines. Si donc les deux membres qui sont actuellement égaux ne cessent pas alors de l’être, c’est qu’ils reçoivent des accroissements égaux. Substituant à ceux-ci les différentielles, nous pouvons de l’égalité des deux membres déduire celle de leurs différentielles. C’est là un fait général, et lorsqu’une équation a lieu pour toutes les valeurs de la
(*) On remarquera que nous n’invoquons pas ici la théorie des combinaisons. De sorte que la formule du binôme de Newton que nous déduirons plus tard du calcul différentiel et pour un exposant quelconque se trouvera établie sans le secours de cette théorie, qui pourrait én quelque so^te s'en déduire inversement.
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variable, on peut en déduire l'égalité des dillércnliclles de ses deux membres : c’est ce qu'on appelle diffèrent ier l'équation .
Or ici nous connaissons les différentielles des deux membres. Car - est un rapport et x" une puissance entière et positive. 11 vient ainsi (12)
d’où on lire
il) “ — ny , .r n ~' il. c — — nx~" 3 " ,r "~ 1 tl.r — — nx~*‘ + "~' dx — — n. r "" -1 tlx — mx*—' dx.
Nous retrouvons donc, pour ce second cas, la même formule que pour le premier.
3°. Exposant fractionnaire. — Je désigne par /> et q deux nombres entiers positifs ou négatifs, et je pose
En élevant les deux membres à la puissance q , r» = xP.
Nous sommes, comme tou jours, en droit de différentiel' cette équation, et de plus en état de le faire, car les deux puissances sont entières et la règle- est maintenant indépendante du signe de l'exposant. 11 vient par là
On en tire
^ p xP~‘ J p rP~
<]y1~' dy =r pxP~' dx.
dx
il— 0
— — x dx — x. dx =r ni.v m " 1 dx
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La règle convient donc à toutes les valeurs de l’exposant.
Si, au lieu de la différentielle, nous cherchons la dérivée, il vient
dy
dx
et, par suite, la dérivée d’une puissance s’obtient en multipliant par l’exposant et diminuant celui-ci d’une unité.
Exemple. — Appliquons, en particulier, à la racine carrée
y = jx = x 1 ,
> - , ' 2 ' . i 2 , dx
riy = — x a x = — x d.r = ,
2 2 2 \Jx
de là celle règle spéciale. La différentielle d'une racine carrée s’obtient en divisant la différentielle de la quantité soumise au radical par le double du radical.
Exponentielle. — Prenons maintenant l’exponentielle
dy — e ,+dl — e* = c* e** — c* = e* («* — i).
Je considère à part la parenthèse
On déduit de là
puis, en prenant les logarithmes népériens des deux membres,
dx = L ( i «) ,
Or flx est infiniment petit, c’est-à-dire infiniment près de zéro, par suite e Jx Test de e° ou de l’unité, et enfin e dj — i de zéro. Donc a est infiniment petit et on peut le considérer comme tendant constamment vers zéro. Dans ces conditions, la théorie ordinaire des logarithmes enseigne
que l’expression (i -+- a) K a une valeur finie qui est précisément égale à e, et qui forme la base dju système népérien. On a donc simplement
et en ditisaul membre à membre,
dx L (i •+- a) _
e‘ lr — i a
dx
Le= i.
t 4 ’ — i — dx ,
et, par suite,
dy — e 1 . d.r.
Si, au lieu de la différentielle, on prend la dérivée
fiy
on obtient cette règle très-simple : L’exponentielle est ellemême sa propre dérivée.
Logarithme. — Si l’on pose
y=Lx,
on en déduit, en prenant l’exponentiellê des deux membres,
dillércntiant celte équation d'après la règle précédente : <~r . /tj — dx.
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TI
d’où
( j dx
eT x
1 5. Fonction trigonométrique. — Oii a pour le sinus y = sin x,
rfr = sin (x -+- dx) — sin j = cos. r sin dx -h sin x cos dx — sin j:
Or dans le premier terme sin dx peut être remplacé par d.r, car le cercle étant normal à son rayon, l’élément d’arc dx considéré comme rectiligne sauf des infiniment .petits d’ordre supérieur se confond avec, son sinus. Pour celle raison cos dx, qui n’est autre que y / 1 — sin’ dx, peut être remplacé par V i — dx* ou par l'unilé. Alors les deux derniers termes sc détruisent et il reste
i ly — cos x . <ix.
Si on prend la dérivée
(fy
dx
= cos.r.
La dérivée du sinus est le cosinus.
Fonction circulaire. — Si on pose
y — arc sin x,
on en déduit, en prenant le sinus des deux membres, sin y = sin (arc sin x) = x, et en diflérenliant -d'après la règle précédente : cos y . dy — dx,
! d.r d.r. dx
cos i y i — sin 1 y - \j i — x-
11 reste à nous fixer sur le signe de cette diflcrcnliclle,
Digilized by Googli
ou à savoir (12) si la fonction croit ou non en même temps que sa variable. Or d’après nos conventions (2, note 5) la fonction circulaire se rapportant à l’arc du premier quadrant positif ou négatif, varie dans le même sens que la variable et a par suite une dérivée positive. La formule est donc
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RÈGLE GÉNÉRALE
16. L'artifice qui sert à former toutes les fonctions possibles à l’aide des précédentes esl très-simple. 11 consiste à remplacer les lettres dont elles dépendent par d’antres fonctions simples ou en particulier par la même, et à répéter au besoin plusieurs fois cette opération. Par exemple, si dans Lx on change x en sin x. on forme la fonction complexe Zsinar. Si on remplace encore x par ^x, onobtient Zsin \Jx, et ainsi de suite.
Les fonctions complexes se rangent d'après cela en deux catégories distinctes, suivant qu’on ne remplace que x ou bien.à la fois tn et x. Les premières sont appelées fondions rlc fondions et les autres fondions composées. Wons nous occuperons d’abord des fonctions de fonctions.
17. Je supposerai une expression formée par la superposition de quatre fonctions simples seulement. Mais il sera facile de voir que la méthode suivie est tout à fait gé nérale. Soit donc
1 '\f, ip, <p désignant des fonctions simples, c’est-à-dire de celles que nous savons différentiel* ou dont nous connaissons les dérivées L‘ v , f \ <p', <J/.
Si F, au lieu de porter sur une expression compliquée, dépendait directement de la variable, la difficulté disparaîtrait. Or rien ne nous empêche d’introduire une variable auxiliaire u qui désigne la quantité subordonnée à F,
alors y prend la forme
et devient fonction simple de u, tandis qu’il était fonction complexe de x. Nous saurons donc dillêrenlier sous la forme ( 1 p. 1 4)
dy = F' ( it) du.
ou, en rendant à u sa valeur,
Le premier facteur est entièrement déterminé, puisque nous connaissons F'. Il reste donc à trouver du \ c’est-Jt-direque nous sommes encore ramenés à dillêrenlier une fonction de fonction. Mais la question a évidemment fait un pas, car u n’est formé que de trois fonctions simples, au lieu de quatre.
Raisonnant de même, nous sommes conduits à représenter par une nouvelle variable auxiliaire e la quantité dont dépend f.
ri devient alors
d’où, en diffère» tiant,
c’est-à-dire
du =./' {v)dv.
du — f [y (iji.r )] - dv
iN^ous sommes de nouveau ramenés à connaître d\'.
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Pour cela je pose encore
IV — ÿx,
el il vient
tlv = a' (»•) dw= tf' ( J«r ). tiw.
Quanta rfw,- nous l’obtenons directement, parce que nous sommes enfin arrivés à une fonction simple de x,
rhv == iji' x . i/x.
Si maintenant nous substituons successivement les valeurs trouvées, il viendra
On voit par là que, pour avoir la dérivée d’une fonction de fonction, il faut prendre la dérivée de la première fonction composante et la faire porter sur tout ce dont dépendait cette fonction primitive, puis multiplier parla dérivée de la seconde fonction composante portant sur la quantité subordonnée à cette seconde fonction primitive, et ainsi de suite jusqu'à la dernière fonction simple composante dont' la dérivée forme le dernier facteur du produit.
On remarquera l’analogie de cette opération avec l’évaluation numérique (3) qui ne comporte que la répétition dedix règles toujours les mêmes.
EXEMPLES
18. Il est bon, lorsqu’on n’a pas encore l'habitude de la différentiation, de traiter les premiers exemples avec tout le développement de calcul que nous venons d’indiquei’.
saul' à s'affranchir plus tard de ces longueurs. C’est ce que je ferai ici.
Exemple I. — Prenons (2)
r = arc cos x = arc sin .r.
Je pose d’où
dillércntiaut (12), on a ensuite ( 15)
u = arc sin x ;
dy = — du ;
- dx
du —
dy =
On obtient donc la même différentielle pour les deux fonctions arc sin x et arc cos X\ le signe seul les- distingue l’une de l’autre. Ce fait s'explique naturellement en ce que leui somme étant constante et égale au quadrant, l’une doit diminuer de la quantité dont l’autre augmente.
Exemple il. — Soit maintenant (2)'
y — log x = log e. L. r, u = Lx, y — u . log c , dy = ilu. log c,
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11 ne faut jamais oublier dans la différentiation d’un logarithme ce facteur log e qu'on appelle le module du système et qui n’est l’unité que pour les logarithmes népériens. Sa valeur est pour le système décimal : o, 434'2y448-- ••
Exemple 111. — Soit de même (2)
y=„d = e xLm , n — x Lm, y = e“,
dy = <?“ du — e xLm . du = ni*, du, du—, d.r L m , dy = w* . Lm. dx.
11 ne faut non plus jamais omettre dans la dilléreiiliaiiou d’une exponentielle à hase quelconque de mettre eu facteur le logarithme népérien de cette base.
19. Exemple IV. — Prenons encore (2) y — cos x x= y i — sin’ x.
iNous poserons d’abord (13)
n = i — sin-' x ,
dy = ' lU =
du
du
ensuite (12)
r>. \J u y. v/ 1 — sin'.r 2Cosx
i’ = sin 3 x, u — i — v, du xx — ilt‘ ;
en troisième lieu (13),
•e = sin x, v = <e ; ,
dv — î. U’fhv = S sin-x . div ;
enfin nous aurons directement ( 15) f/w z= cos xdx\
puis, en substituant de proche en proche,
( a ) il y = — î — . ( — i ) . a sin x. cos xdx,
a cos x '
et, en simplifiant,
ily = — sin xd.r.
Si l’on éprouvait quelque scrupule pour le signe, à cause du radical que nous avons introduit, il suffirait de remarquer que le cosinus étant une fonction décroissante, sa différentielle doit bien être négative.
On voit par cet exemple comment une fonction fort simple peut engager dans des calculs extrêmement prolixes dont il importe de nous dégager dorénavant. On raisonne pour cela directement de la manière suivante : y se trouve donné par un radical carré j i — sin’xdonlon obtiendra la différentielle (13) en divisant par le double du radical
( ce qui donne le facteur — , ‘ = — - — | la diffé-
\ 2^1 — sin 3 -r acos .rj.
renlielle de la quantité subordonnée i — sin’-r; celle-ci est une différence dont la différentielle est (12) sauf le signe (ce qui donne le facteur — i), celle de la quantité retranchée sin’ x. Celte dernière, étant un carré, a pour différentielle (13) le double de la racine (d’où le facteur i sin j:) multipliée par sa différentielle. Comme il s’agit enfin d’une fonction simple, nous obtenons immédiatement (15) le dernier facteur cos xdx. On retombe donc directement sur l’expression ( 2 ), qui se simplifie ensuite comme on a vu.
Connue le cosinus est une fonction importante, j'indiquerai encore la méthode la plus directe pour sa différen-
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liation
y — cos x = sin | ï — .r^ ,
dy — cos I — — x \ • ( — dx) — — sin xz/.r.
20. Exemple V. — Prenons encore quelques exemples pour les traiter directement. Soit
y = sec x —
eos x
Cette expression n’est pas encore réduite aux fonctions simples, mais il est inutile de compliquer davantage. Il suffit de ramener à une fonction que nous sachions déjà différentier, sans nous préoccuper de ce quelle est ou non de celles que nous sommes convenus de regarder comme simples. On. aura de celte manière (12 et 19)
ely —
d cos x siij xdx
cos 5 x COS 5 x
Exemple VI. — Considérons 13 fonction des tables trigonomélriqiies (18, Ex. II et 15)
y — log sin x,
d sin.r co%x.dx
dy = —, log cz= — ; log c — cot .c.logc.c/r.
sin x sin x
Exemple VII. — Soit enfin
nous aurons en traitant cette expression comme une exponen tielle (1 4),
on a de même
et par suite
e ex
C € e .<(JC.
Ün trouverait une formule toute semblable pour un nombre quelconque d’exponentielles superposées.
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REGLE GÉNÉRALE
21 . Je supposerai quey soit composé d'une manière quelconque avec u, e, tv, ce qui s’exprime ainsi
y =/(«> ", tv )-
Je ne suppose que trois de ces quantités auxiliaires, mais il sera facile de voir que la démonstration est indépendante de leur nombre. Elles représentent ici, soit des fonctions simples, soit des fonctions de fonctions de x, en un mot des quantités dont nous sachions déjeà calculer les différentielles du , dv, d\v en x et d, r.
De plus, je suppose qa’on les a assez multipliées pour que y dépende lui-même de chacune d’elles, à l’état de fonction simple ou de fonction de fonction. La question est alors de trouver dy.
L’accroissement de y sera exprimé par
dy — f(u 4- du, v -t- dv, iv ■+- div) — f.(u, v, «') ; ce que je mettrai sous la forme équivalente
dy — \/{u -t- du, i> -t- dv, IV -f- div) — /{u, v dv, tv -t- <■/«■)]
+■ [/{«, " -H dv, re 4- div) — /(«, tv du')\
Si nous lie considérons d’abord que la première partie, ou voit que les deux dernières fonctions n'y entrent que par une seule de leurs valeurs v -h dv et tv -(- dw. dv et dw n’y figureront donc jamais que devant v et w et pourront par suite être négligées en présence de ces quantités finies. Nous ne sommes pas autorisés à agirdc même pour du f car rien ne prouve (et c’est même le contraire qui a lieu) que les termes finis en u ne disparaîtront pas dans la soustraction, attendu que cette fonction n’entre pas par une seule de ses valeurs mais par u -f- du dans le premier terme et par u dans le second. Profitant donc des simplifications que nous sommes endroit défaire, nous écrirons ainsi cette première partie,
(4) /(« -H du, (-, «■) — /(«, «>, «-)• •
En traitant de même la seconde par rapport à w>, nous réduirons ainsi l’expression,
dy =[/(«-+- dit, v, w) — /( «, V, te) ],
-4- [/( «, " ■+■ dv, iv) —/{u, v, »)1,
+ [/(“> w + dw) —/(a, v, «<)].
22. Acluellement je reprends la considération dé la première partie (4). S’il était possible que u variât seul, sans que f et w changeassent de valeurs (ce qui n’a pas lieu en réalité, puisque toutes les trois dépendent d’une même quantité x) ; cette différence représenterait évidemment l'accroissement ou la différentielle dé la fonction f ou y. C’est précisément parce que ce mode de variation n’est pas admissible au fond que cette partie ne constitue pas à elle seule toute la différentielle cherchée, mais doit être pour cela accompagnée des deux autres. Tou jours est-il que si nous nous plaçons en connaissance de cause à ce point de vue, nous obtiendrons par la différentiation, celle première par-
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lie. Fl nous serons en état d'effectuer cette différentiation ; éàr par cela même que pour le moment nous avons oublié la véritable nature de v et w, eu les traitant nOn plus comme des fonctions de :r. mais comme des constantes, J n’est plus censé contenir X que par u et alors cesse d’ôlre une fonction composée de plusieurs autres pour devenir uhfe fonction de fonction de « et par suite aussi (Je :r.
f.a différentielle calculée à ce point de vue, purement •ictif dans, le cas actuel, s'appelle différentielle partielle, relative à t/, et nous la désignerons avec F.nler par (')
Le premier-facteur est la dérivée patticlle relative à n.
Je viens de montrer que nous saurions la calculer. Ouant ■ à du, c’est une différentielle de fonction de fonction qui, cômme j’en ai prévenu dès le début, nous est également connue. Ainsi ce terme doit être considéré comme complètement déterminé.
Kn raisonnant de même pour les deux autres parties, uous obtiendrons l’expression complète de la différentielle
.Cette formule est fondamentale pour lé calcul différentiel e té v i denrmeirti n < 1 é pond a n l e d u nombre des fonctions u,v, tu, dont y est composé.- ,
(‘>11 est bien important, au moins dans la commencement, de conserver les parenthèses ot surtout de né pas simplifier sous la forme dy en suppri*. mont haut et bas le facteur du. On n'a pas en effet la dy, comme j'ai eu soin d'y insister, fnais seulement une do ses parties, qu'on pourrait désqpicr par d u y, mais qu'il est préférable Hfe réprésénler à la monicre ordinaire.
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EXEMPLES GÉNÉRAUX
23. Je vais dans quelques exemples meltrc en évidence la manière don l y est composé avec //, e, iv v .., sans spécifier encore la nature particulière de cès fonctions qui resteront indéterminées.
Exemple I. — Prenons une somme algébrique
r = « -+- v — iv.
Au premier point de vue, où u est regardé comme variable, v et iv comme constants, la différentielle est 'simplement
du (l'â, somme) :
du — du.
\duj
^ti second, où ^ est
pris comme variable, u et ie comme
constants, elle est de
même
dv\'
de = de. - # %
\(lv )
F.nfiu au troisième, on vv seul est variable, et u, r regardés comme constants, la différentielle est (12, différence) :
En réunissant ces. trois parties, d'après la formule générale (f>). il vient, ^ "•
fl y =r du -+• de -*• div,
Ainsi pour différentiel- une somme algébrique de quan-
calcul différentiel. 35
lités quelconques, et quel que soit leur nombre, il suffit de différentier chaque -terme avec son signe.
Exemple II. — Prenons en second lieu
» ' Jr ’
y — uv.
On a au premier point de vue (12, produit) :
et au second
{$) du = ° du '
Réunissant ces deu.x parties,
• (/y — U tlv +- vrln.
Ainsi la différentielle d’un produit de deux facteurs est égale au premier facteur multiplié par la différentielle du second, plus le second facteur par la différentielle du premier.
25. Comme dans le chapitre précédent, ces longueurs de calcul, qui sont bonnes à conserver pour les commencements, doivent être rejetées dès qu’on a acquis quelque habitude. Je tçaiterai pour cela quelques exemples directement.
Exemple III. — Si on considère le produit d'un nombre quelconque de facteurs, par exemple de quatre,
il vient
y =: iii’ivz,
tly — p«'3 (lu uiyzil e -f- hi'ithv -f- iiowi/z.
Exemple IV. — On a pour le quotient (12, produit
et rapport) :
dy ~ — du 4 -
ou, en réduisant au même dénominateur,
vdn — udv
D’après cela, la différentielle d’une fraction est égale au dénominateur multiplié par la différentielle du numérateur, moins le numérateur par la différentielle du dénominateur, le tout divisé par le carré du dénominateur.
Exemple \ . — Prenons en dernier jicu
Au premier point de vue, nous avons une puissance de,u dont la différentielle est (13) eu' -1 tlu. Au second, une exponentielle dix,e dont la base est u. Elle a pour différentielle (18, III) »«' L u dv. On a donc
il) — i •/C-'r/tt -+- u“ Lu dv — u’ ( - du Litdv 1 •
* , § ni-
EXEMPLES PARTICULIERS
20. J’indiquerai maintenant quelques exemples çJans lesquels la nature même des fonctions composantes sera mise ,en évidence. Et pour simplifier l’application de la règle générale, je me servirai des résultats précédents Comme d’autant de théorèmes acquis.
E.xemple I. , — Soit d’abord
t — laog.r =
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On aura en appliquant lés règles (25, IV et 10)
dy =
COS.* . <1 sin X — si» X . dcoix
cos .i‘
cos J. cosxcèr — si lia.' { — si ri X d.r) ros’x
cos’x'-t- si n’a: , de dx — — •
Exemi-le II. — Soit maintenant (2)
y =. arc tanga = arc sin ( ■■■■ - ■ ■ ■■»■ - ) ;
Vv'i-t-.ry
nous aurons d’abord par 1<1 règle des fonctions de fonctions (17.)
« Ay-
■(ira)
Puis par celle des tractions (25, IV’)
,1 1 ( x \ \J\ -f- x 3 dx — x . d\/i •+- .r’
• VV^'-d-a-'V {^l-t-xî) 7 -
>.xdx
V / 1 -f - X dx — X — —
2 V I d-jT 1 -,
(l -+- .r , )di .r’ dx dx
Le second facteur se îédrn’t, de son côté, de la manière sui-
vante :
VH-rb)’
De sorte qu’on a en délinitive
dx dx
dy -zz \J I + Jr’ -
(i -f-jr 1 )’
J’indiquerai encore une méthode directe, à cause de l’importance de cette fonction.* L’équation
y — arc tang x
donne, en prenant les tangentes des deux membres,-
* tang/ = *,_ • . . . .
et en ditlëreivtiiûit (26, 1)
d ^=dx S
cosjr
d’où
dy — cos *y . dx ~
dx
» -F tsuig'y i -+- x- Exemple III. — Soit encore (25, V) y — x 1 ,
. dy — x .x x ~'dx x x Lxdx = x^[Lx -f- i)dx.
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Exemple IV. — Prenons culiii
y — sin’ .»■ -+- cos’x,
tiy = 2 sinx</sinx -+- 2 rosxrfcos:r
= 2sinx.cosxrfx 4- 2COS.I- . ( — sinx</x) = o. -
Ce résultat était facile à prévoir, car l’expression sin*X -+- cos*.!, étant égale à l’unité pour touLes les valeurs de x, ne reçoit aucun accroissement par la variation de x et a par suite une différentielle nulle.
C’est là un fait général, et lorsqu’une expression qui renferme en apparence une variable, en est au fond indépendante, sa diflérentielle prise par rapport à cette quantité est égale à zéro.
1,1 viie i.
FONCTIONS DONNÉES PAK UNE ÉQUATION
27. Nous sommes actuellement en état de différentiel toute expression qui nous sera donnée immédiatement; mais il arrive souvent qu’une fonction y est liée à sa variable x par une équation non résolue. A la vérité, on peut toujours supposer la résolution effectuée pour rentrer dans les cas précédents. Mais les ressources de l’analyse ordinaire sont par le fait si restreintes à cet égard, qu’il y a lieu de chercher à tourner cette difficulté et à obtenir di-’ rectement la différentielle. ‘
' Désignons toujours par x la variable, par y la fonction appelée alors implicite, et donnons-nous leur relation sous la forme suivante, en réunissant tous les termes dans le premier membre
/(•*> jt)= o *
Si on envisage l’expression J en elle-même eL indépendamment de la condition qui l’égale ici à zéro, ce sera une fonction composée avec x et y qui est lui-même une fonction dex. A ce titre, elle a une différentielle que nous pouvons exprimer d’après le chapitre précédait (5, p. 33)
Mais daus le cas actuel on dojt avoir f— o, c'est-à-dire
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que quand x vient à prcudre arbitrairement diverses râleurs, y doit y adapter en quelque sorte les siennes pour que y ne cesse pas d’être nulLe. Cette fonction ne reçoit donc aucun accroissement, et, par suite, sa différentielle est nulle
df— o ,
ou, d’après la valeur précédente,
dy
Celte équation que nous venons de déduire de la proposée, et qui peut en tenir lieu, résout pour nous la question/car dy s’y trouve en évidence et au premier degré. On en tire
•tr =
dx ,
et' les deux dérivées partielles | cl ( se calculeront
sans difficulté, puisque J nous est donnée immédiatement, tandis quej ne l’était pas.
28. L’expression de dy contiendra en général x, j et dx. 11 pourra, à cet égard, se présenter deux cas. Ou bien l’équation proposée est véritablement insoluble, et alors on ne pourra aller plus loin. Ou bien on sera en état de la résoudre, mais ou aura préféré s’en dispenser; attendu qu’une équation même simple peut introduire par sa résolution des expressions compliquées, de sorte qu’on aura meilleur marché à appliquer la méthode précédente qui n’exige que la différentiation de l'équation elle-même. Mais alors on pourra, la différentiation une fois cflerlnétv
résoudre après coup l'équation el en tirer la valeur de y pour la substituer dans l’expression obtenue. Celle-ci ne coutiendra plus alors que x et dx.
29 . Exemple !.. — Prenons' l’équation générale du second degré
Ay’-t-Bxr 4 - C.r 2 Dr 4- Ex F = o.
JNous posons, pour appliquer la méthode générale,
■ /( x >J r )= Ajr^ 4 -Bxy 4- C.r> 4- Dy 4- Ex 4 - F, et nous en lirons
t . (^j) =Br 4 - aCx-t- E, •
puis, en substituant,
_ B/ 4- aCx -t- E
Dans la pratique, on évite ces longueurs en eflecluant directement sur la relation proposée les calculs qui nous ont conduits à la formule générale, et qui consistent simplement à diflérentier l’équation en y considérant à la fois- X et y comme variables. On aura, en opérant ainsi,
2A/f/j' + Ii(x ily -y- /dx) ~j~ 2 Cxd.v 4- I)r/y 4 - E dx = o ,
"et, en groupant les ternies,
(aAy 4 - Bx -I- D )/// -i- (By 4 - aCx 4- E) dx — o;
d'où 011 lire de nouveau la valeur précédente.
Exemple II. — O11 n’a même. pas besoin, lorsque le second membre n’est pas nul, de tout réunir dans le premier.
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Il suffit de différentiel 1 les deux membres. En effet, le second changerait de signe par cette transposition, ce signe se conserverait dans la dillérentialion et redeviendrait le même si on ramenait le résultat dans le second membre.
Comme exemple", je prendrai l’équation dite du folium
. ' ' . . ■ * * ty
de Descartes.
Dillérentiant,
d’où
3x’rfx iy'dy = 3 (x dy ■+■ y dx) ;
(Ijr — — dx.
Exemple III. — Considérons encore l’équation suivante, qui a été discutée par Euler, en prenant, commeon a coutume
de le faire pour la précédente, le rapport - comme variable auxiliaire
Dillérentiant,
y.xt-'.dx + x' Lxdy — r..y x ~'dy -t- y‘ Ly dx.
Si on divise membre à membre, il reste simplement
— dx -p Lxdy = - dy -f- L) dx ,
-- Ly
dy —
FONCTIONS DONNÉES l'Ail UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS.
üO. Une fonction peut être déterminée d’une manière encore plus indirecte, lorsqu’elle est engagée avec plusieurs
autres dans 'un système d'équations, non résolues. La question, qui était tout à l’heure d’éviter la résolution d’une équation, est maintenant de se passer de l'élimination de ce système pour trouver la ditlércutielle de la fonction que l’on a particulièrement en vue, et accessoirement celles des autres fonctions qui l’accompagnent.
Désignons toujours par x la_variable, par y la fonction principale et par z, u, , iv ; n — 1 autres fonctions, ce qui donne en tout n -4- 1 quantités. Nous les supposons liées par n équations que je représente en abrégé par
f — o, /,~o, /, = o,.'.., /« = o, cl dont le type général sera
M-r.ijr, «>)=.0.* ■
Si 011 envisage en elles-mêmes et indépendamment des conditions précédentes les expressions J\, . . , f n , ce
sont des fonctions composées de X , car toutes les lettres qai y figurent représentent des fonctions de x. A ce titre, elles ont des différentielles df t , tlf , , . . . , rlj„, dont j'écris l’expression générale ( 5 ) . .
,lJ \ - (iür) dx + Cf ) Ay + (f) dz+ ■ + ('& ! d ^~ -
Mais les valeurs de or, y, te doivent se combiner de
manière que les n quantités f t , ne cessent pas
d’être nulles. Ces dernières ne reçoivent donc aucun accrois- •sement et leurs différentielles sont nulles.
De là un nouveau système de n équations que je représente en abrégé par
ll/i = o , <!/, — O, ft/'n :
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et qui tint pour forme générale '•
Ces équations, qui se déduisent des proposées, peuvent les remplacer et résolvent la question, car elles reufernietil les quantités r/j', dz c/te au nombre de n, comme les équations elles-inèmes. Ces inconnues entrant au premier degré, il sera toujours possible d’en trouvçr un système, de solutions et un seul (en réservant le cas des valeurs intinieset indéterminées auxquelles peinent donner lieu des choix particuliers de la variable). U serait même facile d’en écrire les expressions générales; mais ces formules ne nous seraient d’aucune utilité, car <yi doit toujours dans chaque cas opérer directement sur les équations proposées.
■tes valeurs trouvées renferment ordinairement, outre a et dx, les n quantités y, z ,.. ., te»$i le système est véritablement insoluble, on ne pourra aller plusloin ; mais si on a eu seulement en vue d’éviter de compliquer les expressions à dillérentier par une élimination supposée possible, on pourra l’effectuer après coup, substituer les valeurs de y, te,
et on aura alors les différentielles en fonction de x et dx seulement.
( •Trj'C, . . • t • ■
I.IVTVE T
c'~ x ) dx (et -3 — e‘~ï ) dy = :o;
Pour avoir dz, il n’est pas nécessaire de répéter ces opérations. Car si on remarque que le système n’est pas modifié par le changement réciproque de y en z, il est clair qu'on est autorisé à opérer cette 'substitution à chaque instant du calcul ; ce qui donne immédiatement . ..
dz — dx.
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES indêpendaNtés. .
32. 11 existe «les fonctions de plusieurs variables indépendantes, comme je vais le faire comprendre par «[iielqnes exemples.
On a coutume, dans la géométrie analytique de l’espace, de rapporter les points à trois axes, ordinairement rectangulaires, et de représenter une surface par une équation entre x,j, z. Il est clair, en effet, qu’on a là tout ce qu’il faut pour en connaître tous les points. Car si on prend h volonté une valeur pour x, on détermine ainsi un certain plan parallèle au planez qui contient le point cherché. Si on se donne ensuitejÿ, on obtient dans ce plan une droite parallèle à l’axe des Z qui renferme encore ce point. El rien dans le choix de la valeur de x ne préjuge celui de y, car on p<‘ut dans tout plan parallèle aux yz : prendre des droites verticales à toutes distances du plan x z. Mais cela fait, on n’est plus maître de se donner la valeur de z. C’est l’équation qui l’assigne et qui apprend à quelle hauteur cette droite perce la surface. On a donc là une fonction s de deux variables absolument indépendantes l’une de l’autre, T et Y. r
Imaginons, on second lieu» un liquide en équilibre-, il s'exercera etr chacun de ses points une pression p variable de l’un 'a ’ l'autre, et l’état de ce liquide sera représenté j>ar une équation entre x, -y, z, p. En effet, pour déterminer tin point à volonté, on prendra d’abord x et y, indépendamment 1 un de l’autre, comme on vient de le voir. El il faudia encore se donticr arbitrairement 2 , car la .verticale. Fournie parles valeurs de.r et y traverse la masse liquide sur une étendue finie, dans laquelle il faut encore "préciser le point où l’on veut évaluer la pression. L’équation fera alors connaître la valeur p de cette pression. De là un exemple d’une fonction p de trois variables indépendantes a - , y. z - .
Supposons enfin un corps solide inégalement chauffé dans toutes ses parties, et cherchons à apprécier la tenrpérature de chaque point à chaque instant. 11 -suffira, pour cela, d’une équation entre les trois coordonnées x,y, z, le temps t rapporté à une certaine origine et la température 0. En effet, pour préciser le point dont on s’occupe en particulier, il fàudra, comme tout à l’heure, assigner des valeut s indépendantes à x, y,' z. Mai's comme ce point s échauffe ou. se refroidit, il faut encore indiquer à quel instant se -
fait la mesure ou donner à t une valeur dont on reste, bien
entendu, le maître, quelles que soientcclles que l’on a atlribuées'anx coordonnées. A ce moment, l’équation fait connaître la valeur de 0. On- a ainsi un exemple d’une fonction 0 de quatre variable^ indépendantes x , y , z. t.
Sans insister davantage, ori voit qu’il y a lieu dè considérer des fonctions d’un nombre quelconque de variables indépendantes. iNous allons lions proposer d’en chercher la différentielle, c’est-à-dire comme précédemment l'accroissement imparfait ou débarrassé des infiniment petits ■d’ordre supérieur, lorsque les variables indépendantes reçoivent elles-mêmes des accroissements infiniment petits,
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qui sont arbitraires et indépendants comme les variables elles-mêmes.
FONCTIONS EXPLICITES
• «13. Soit il une fonction d un nombre quelconque de
variables indépendantes x, y. ", Te la supposé donnée
immédiatement sous la forme
Imaginons une variable auxiliaire t qui pour plus de clarté ne soit aucune de celles de la question. Puis établissons par la pensée des relations entre x et t, y et t, z et t, etc. Par là x, y, z,... deviennent des fonctions d’une seule variable t: et malgré cela, leur indépendance ne sera pas détruite si nous avons soin de laisser dans le vague et complètement indéterminées les relations hypothétiques que nous avons établies. Par là aussi u devient une fonction composée dot, et comme telle aura pour différentielle l’ex-< pression suivante (f>): .
Ce qui resterait à faire, si nous voulions rendre définitivement x , r. z,..., fonctions de f, consisterait à tirer des relations établies dx , dy, dz,... en ! et dt, et les substituer dans cette formule. Mais c’est ce que nous devons bien nous garder de faire, car préciser ces équations serait lier ensemble x, r, z ,. . . ou détruire leur indépendance qu'il est nécessaire de conserver. 11 faut, au contraire, considérer que ces relations, devant rester quelconques, laissent indéterminées les valeurs qu'on eu tirerait
pour dx, dy, dz,.... Gcs quantités figureront ainsi dans
la formule, comme cela devait être, à titre de quantités arbitraires. ., .
34. La formule de la différentiation des fonctions de plusieurs variables se trouve au moyen de cet artifice établie sans aucun calcul ; et au premier abord elle paraît complètement identique à celle de la différentiation des fonctions coriiposées (5). 11 y a cependant entre elles une différence profonde, qu’il est essentiel de faire ressortir.
Dans la formule des fonctions composées tous les termes sont indispensables, car ils sont relatifs à des fonctions d’une seule variable qui varient forcément toutes à la fois. Omettre un seul de ces termes , serait négliger une quantité devant d’autres du même ordre et fausser complètement le calcul.
Il en est tout autrement pour la formule des fonctions de plusieurs variables. Les facteurs dx, dj, ds , ... y sont arbitraires et on reste maître, si l’on veut, d’en prendre Tin certain nombre rigoureusement "égaux à zéro, en donnant aux autres des valeurs infiniment petites. Cela revient à ne faire varier qu’une partie des variables, en conservant aux autres leurs valeurs actuelles; et cela est permis, puisque ces quantités sont à notre disposition et que ce qui a lieu pour l’une ne préjuge rien pour le reste. On n’esl doqe pas obligé de prendre tous les termes de cette formule, et on peut conserver les uns et supprimer les autres tout à fait comme on l'entend.
Il est inutile d’avertir qu’on n’obtient pas par là toujours le même accroissement pour u. A cet égard il existe des dénominations qu il faut faire connaître. Quand on conserve tous les termes, on a la différentielle totale , eliln’eir existe qu’une seule. Si on ne prend qu’un seul terme, on obtient la différentielle partielle relative à la lettre qui y figure : il y en a autant que de variables. Enfin quand
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on ne prend ni tous les termes, ni un seul, mais un nombre quelconque, on trouve des différentielles plus ou moins particulières , dont je ne m’arrête pas à préciser le nombre.
35. Exemple. — Appliquons ce qui précède à la fonction du second degré de troirf variables,
# = Ai’4- A'/ 1 -4- A"z* -+■ Bj/ B'xz 4- B"yz -I- C x + CS' -4- C' z -f- D .
Ou trouve successivement
= 2 Ax -f- B r -4- B r z -f- C,
et, en substituant,
du — ( 2 A x 4 - B r -4- B' z 4- C ) dx • 4 - ( 2 AV -4- Bx -4- B"z -I- C' ) dy -4- ( 2 A":+B'x -I- B "y -4- C')dz.
On évite encore ces longueurs en différentiant directement par rapport à toutes les variables à la fois, de la manière suivante :
du = ikxdx -I- 2 A’ydy -h 2 A "zdz
-h B [xdy 4- ydx) -f- B' ( xdz -H zdx) + B " {ydz + zdy) *
-f- C dx -4- Cl dy -4- C "dz.
Si on groupe maintenant les termes, on retrouve la même expression .
§ ni.
FONCTIONS DONNÉES PAR UNE ÉQUATION
36. Supposons en second lieu que la fonction i/, au lieu d’être donnée directement, soit liée à ses variables x , r, z,. . . par une équation non résolue,
Il nous suffira, pour traiter ce cas, de combiner l’emploi des deux artifices qui nous ont servi pour les fonctions implicites et pour les fonctions de plusieurs variables.
Imaginons une variable auxiliaire 1 et faisons-en dépendre x,y, £,..., d’une manière qui reste indéterminée pour conserver l’indépendance, w, qui èst fonction dex, y, z,.'.., devient par là fonction de t.f, envisagée en elle-même et indépendamment de la condition précédente, devient ellemême une fonction composée de t. A ce titre elle a une différefttielle qui s'exprime par
il U.
Mais celte fonction doit rester constamment nulle. Donc ou a
équation qui nous fournit la valeur de du,
Il resterait à substituer dx, dy , dz,...,e n t et dt, ce que nous nous gardons de faire pour ne pas détruire l'indépendance.
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Nous considérons au contraire dx, dy, dz,. . . r comme des arbitraires, et alors l’expression précédente nous fournit la différentielle totale de u que nous cherchions.
Elle renfermera, en général, u outre x, y, z,. . ., eliir, dy, dz. On le conservera ou on aura la faculté de le faire disparaître, suivant que l’équation proposée sera ou non insoluble.
Exemple. — Appliquons à l’équation
sin’ifcr -+- sin 1 «y + sin 1 «z = m.
Il vient, en dil'féreulianl,
2 sin ux . cos ux . ( udx -+- xt/u )
+ 2 sin uy . cos ujr. (udy + y du )
-I- 2 sin iiz .cos uz. ( udz -t- zt/u ) = o.
Ce qu on peut écrire
(ar.sin 2 ux -4-/. sin 2 ujr -y z.sin 2 uz)du -y ( sin 2 ux . dx + sin 2 uy .dy -t- sin 2 uz .dz'ju — o ;
d’où l'on lire
du — —
u sin 2 ux
•r sin 2 u . t -y y sin 2 uy -y z sin 2 uz u sin 2 ujr
x sin 2 ux y sin 2 uy 4- z sin 2 uz u sin 2 uz
•rsin 2 ux 4- y sin 2 uy 4- z sin 2 uz
dx
dy
dz.
§ IV
PONCTIONS DONNÉES PAR UN SÎSTÉME D'ÉQUATIONS.
Supposons, pour former le cas le plus général de la
différentiation, m quantités,
entre lesquelles il existe un nombre moindre n de relations, f\ “ O, fi = O, f = O, , f n — O, dont le type général sera
On peut considérer n de ces quantités,
comme des fonctions implicites des m — n autres, x,y, z,
traitées elles-mêmes comme variables indépendantes. Si donc nous nous donnons les m — n différentielles arbitraires
. dx, dy, dz,..
nous pouvons nous proposer de déterminer les n différentielles totales,
. . . , du, dv, dw.
Pour cela, nous lierons à t, d’une manière indéterminée, x,y , z,..., et par suite,..., u, v, w. Alors fu /*,••• tjm Considérées en elles-mêmes, auroutdes différentielles, dj \ , df t , . . . , df n . Mais celles-ci doivent être nulles puisque J\ , f t ,. . ne cessent pas de l’être elles-mêmes. Donc on ' peut remplacer le système proposé par le suivant,
df, = o, df, = o, df,= o, .... df — o,
dans lequel chaque équation est de la forme v -
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Ces n équations sont du premier degré par rapport aux n inconnues, . . . , du, dv , d\v, et permettront toujours de leur trouver un système de valeurs et un seul*
Ces solutions renfermeront, eu général, ti, v, iv, . outrent, y, z.:., et dr, dy, dz,.... On les conservera, ou en aura la faculté de les faire disparaître, suivant que le système proposé sera ou non insoluble.
39. Exemple. — • Appliquons cette méthode au système suivant,
sin.r 4- sin^ 4- sin h -t-.sin <> — in, cos z 4- cos .y 4- cos i{ 4- cos » — n.
11 vient, parla différentiation,
cos xd.r a- cos ydy 4- cos nr/u 4- cos vdv = o,
— sin xdx — sin ydy — sin udit — sin vdv — o.
Pour chasser dv, je multiplie par sin e, cos v, et j’ajoute. Si je forme à part le, coefficient de l’une des différentielles, dx par exemple, il sera
sin pcosr — sin.r cos v — sin («> — x).
On peut donc écrire simplement
sin(v — sin {'• — y) dy 4-sin(r — u)du — o ,
d’on on tire
' du
■' , sin ( i> — y)
— d.r-y- - —[ dy.
sin (« — i>) . sin (/< — c)
Pour obtenir dv, il suffit, en se fondant sur la symétrie des équations, de changer réciproquement u cl v. Il vientpar là
sin (« — -cl . sin ( u — r dv — — \ dx 4- -T—:- — dv.
sin ( v — «■)
LlVtlE I.
FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. - DÉFINITIONS ET NOTATIONS
40. La différentielle d’une fonction est aussi une fonction, et à ce titre elle admet elle-même une différentielle, qu’on appelle la différentielle seconde de la proposée. Celle-ci en a une à son tour qui forme la différentielle troisième, et ainsi de suite indéfiniment.
I.a> différentielle étant, en général, infiniment petite par rapport à sa fonction primitive, la différentielle seconde le sera relativement à la première et formera par suite un infiniment petit du second ordre. F.l généralement une différentielle de l'ordre « sera un infiniment petit du môme ordre.
41 . Désignons par y une fonction de x. Si on donne à la variable un accroissement dx , y reçoit l’accroissement imparfait dy qui dépend lui-même de x. Si x subit maintenant un nouvel accroissement quelconque dx dy en recevra un qui sera naturellement désigné par d(dy).
Rien n’oblige à donner. deux fois de suite à x le même accroissement, ear son mode de variation reste à notre disposition ; mais par cela même il y a lieu d’en disposer pour obtenir la plus grande simplicité possible, et pour cela de faire varier x encore de la même quantité dx. Dans cette hypothèse, toute de convention, mais universellement adoptée, la différentielle seconde se désigne par d’y.
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Pour obtenir la troisième, nous donnerons encore à x
l'accroissement dx en renouvelant la même convention, et
nous l’écrirons d % y. Généralement nous désignerons par
d"y la n‘ ime différentielle dey, en convenant que la variable
indépendante x varie constamment par degrés égaux.
ou encore que sa différentielle dx sera traitée comme une
constante, ou enfin que ses différentielles d’ordre supérieur m
à commencer par la seconde d* x sont toutes nulles.
42. La notion des dérivées .s'adapte facilement à ce genre d’opérations. La dérivée d’une fonction est en effet aussi une . fonction, et à ce titre elle admet elle-même une dérivée qu’on appelle la dérivée seconde de la proposée. On introduit de même la dérivée troisième, et généralement des dérivées de tous les ordres.
Nous avons désigné par f ( x\ à l’aide d’un accent la dérivée de f(x). D'après cela, il sera tout naturel de représenter par J "(x) la dérivée de f'(x) et par J" , (x) ) f iv ( x ),. . . y 1 ") (a?). . ., les dérivées troisième, quatrième et d’ordre n de la fonction f(x).
■ 43. Mais dès que nous introduisons deux notations différentes pour désigner une seule et même chose, il devient nécessaire d’en connaître la correspondance.
Or nous la possédons, pour le premier ordre, d’après l’équation (i, p. 14 )
djr=f'{x)(Lc.
On en tire en différeuliant (24)
d'y = dx .df (x) -f* f \ x ) d' x.
Le second terme disparait en raison de la convention établie. Quant à df' Ix), elle s’exprime d’après 1 équation même (i) au moyen du produit de la dérivée J" ( x ) par dx.
UE I
Ou a donc simplement
( 7 ) d 'y —f" (•*) ,lx \ f" (■*) =
En continuant ainsi, on trouvera
— d lL
Tiy
Ces ‘rapports sont essentiellement finis, puisque les deux termes sont du même ordre. O 11 remarquera de plus que la simplicité de ces relations tient positivement à la convention que nous avons introduite, et sans laquelle de nouveaux termes se seraient introduits à chaque différentiation. . , , ' »
FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE: - DIFFÉRENTIATION
44. Fondions explicites. — Il n’y a poür les fonctions explicites aucune règle nouvelle à donner. On n’éprouvera jamais de difficulté à différentier successivement le résultat obtenu chaque fois.*
Dans certains cas particuliers, on peut saisir la loi de formation des différentielles successives, de manière à envisager de suite un ordre quelconque. J’en vais donner quelques exemples qui nous seront utiles plus -lard.
Exemple I.’— Si on prend
on a d’abord (14)
la fonction se conservant sans altération, à chaque opéra-
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lion, on aura toujours
tlx J
Exemple II. — Pour une exponentielle quelconque
on a (18, III)
«Cr XT
— = m* Lm.
La fonction se conserve celte fois, sauf le facteur constant Lm. On aura, par suite,
rfx*
Exemple 111. — On a trouvé pour le sinus (15) y = sin x ,
. . g = c °s*=sin^ + ^).
Le sinus se conserve, sauf l’addition d’un quadrant à l'arc, ce qui ne change pas la dérivée de l’arc lui-mèine qui reste -égale à l'unité. Par suite, bien que le siijus soit devenu fonction de fonction, chaque différentiation reviendra -à
l’addition d’u^ quadrant, et on aura, en général,
rl n r . l ni r \
di" ~ stn
Exemple I\ . — On trouve absolument de même (19) y = cosx, '
/ nir\
■-= co s \jc -I
tly
— = — smx = cos I jc rlx 1
dje"
LivnE
Exemple _V. — La ditlércnliation delà puissance (13)
revient à multiplier par l’exposant constant et le diminuer d’une unité, • :•
<ly
dx
Après u différentiations, l’exposant se sera donc abaissé de n unités, et toutes ses valeurs intermédiaires entreront en facteurs successifs sous la forme
Cette formule est complètement générale.
Dans le cas particulier où m est entier et positif, elle donne pour la dérivée d’un ordre égal à l'exposant d n y
valeur constante. Toute4 les dérivées -d'ordre supérieur seront par suite nulles. Ainsi le monôme, et, par suite, le polynôme entier et rationnel, présentent cette propriété Caractéristique, d’avoir un nombre fini et égal à leur degré de dérivées. La dernière est constante et égale au produit des nombres consécutifs jusqu’à ce degré, multiplié en outre, s’il y a lieu, par le coefficient du monôme ‘ou du premier terme du polynôme.
Exemple VI. — Soit enfin (14)
y — Lj- ,
dy i
et, par suite.
dx’
d“—' (x~‘) dx n ~'
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Il suffit dune d’appliquer la formule précédente en faisant ni = — i et changeant n en n — i .
On trouve d’abord, en faisant abstraction du signe qui change à chaque différentiation,
■ ax“
ce qùé j’écrirai ainsi :
j dx" ( — x)" ' ÿ
En effet, le signe sera alterné comme il doit l’être par les puissances d’une quantité négative ; en outre, le signe négatif, qui est mis en évidence, a pour effet de réduire l’expression à celui qu’elle doit avoir pour la première dérivée, èt, par suite, pour toutes les autres.
4o. Fondions données par une équation. — Il suffit pour traiter Ce cas d’appliquer plusieurs fois de- suite la mé- i thode qui s’v rapporte (27).
Ayant une équation entre x et y, on la différentie et on en obtient une autre du premier degré en dy'. On l’en déduit en x,y et dx. On différentie de nouveau^ ce qui fournit une relation .où figurera d 'y. Elle sera du premier degré, puisque dy , d’où provient par la différentiation d'y, entrait lui-mème au premier degré. Quant à d'x, il ne s’y trouvera pas, d’après la convention fondamentale. On tirera donc de là d'y en x, y, dx, dy, et comme on vient d’évaluer dy, on pourra le substituer et ne conserver que x, y eldx. Différentiant encore, on aura une relation du premier degré en d'y qui en fournira la valeur en x, y, dx, dy, d'y, et comme on vient de calculer dy et d'y en x, y et dx seulement ; et ainsi de suite.
Dans les cas particuliers où l’équation proposée sera
résoluble, on pourra ultérieurement en tirer y, et les différentielles seront- exprimées en x et dx seulement.
Exemple. — Prenons l’équation
On obtient par des différentiations sucéessives :
xdx -H ydy = o , dx' -+- dy 1 -+- y d’y = b , a dy d}y dy d* y -+- y d* y = o,
et ou en déduit de proche en proelu
dy = dx ,
dx 1 4- dy-
-.= — dx’
d> • ïdyd'y _ _
Rien n’euipôeherait maintenant de tirer de l’équation proposée la valeur dey pour obtenir les différehtielles en x et dx seulement.
47. Fonctions données par un système d’équations. — Ayant n équations entre n fonctions^, z,. . ,, tt et la variable x, nous appliquons successivement la méthode connue (30). Nous différentions et nous obtenons un système de n équations du premier degré qui détermine dy, dz , . . . , du en x, dx et y, z , . . . , u. Différentiant de
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nouveau, nous formons n nouvelles équations du premier degré qui donnent il* y, fl' z , ... . , d* n en x et dx, et aussi y, z-, . . u ; dy, dz , . . . , du. Mais ees dernières viennent d’être calculées et on peut réduire les" expressions- à ne contenir que x, dx ely, z,. .., u; et ainsi de suite.
Dans les cas particuliers où le système sera résoluble, on pourra- cncore chasser .r, z, . . . , u pour ne conserver que x et dx.
Exemple. — Soient les équations
on trouve d’abord
r/x 4- dy dz = o , x dx -f- ydy ■+- zdz = o ,
en Second lieu
d*y ih z = a ,
dx 1 4- d) 3 -|- yd' y 4- dz ’ -+- z.d' z=^u,
' . .. ■ rf . . ' ‘ '•* , »
et ainsi de suite.
Le premier système donne d'abord
dy = dx , dz — " dx.
Quant au second, sa première équation permet de l’autre sous la forme
mettre
dx‘ 4- r/y 1 4- di 1 4- [y — z ) d‘y = o ;
d’on on tire
dx 3 4- di 3 4- dz 3 d 1 y = » ,
ou, en substituant les valeurs précédentes,
on a ensuite, par i,nver«oiV de lettres, • •
§ III
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. - DÉFINITIONS - ET NOTATIONS
49. On étend aux fonctions -de plusieurs variables la • convention précédente, en faisant constamment. croître les variables par degrés égaux, qui restent, bien entendu, indépendants de l'une à l’autre. Cela revient encore à traiter comme des constantes les différentielles arbitraires des variables indépendantes ou comme nulles leurs différentielles d’ordres supérieurs, à partir de la seconde.
Si on fait à chaque fois varier toutes les variables ensemble, on obtient les différentielles totales première , seconde , troisième , etc. Si on n’en fait varier qu’une à chaque fois,' sans que ce soit nécessairement toujouis la même, on a des différentielles partielles, du premier , du second , du troisième..., ordres. Enfin si on les fait varier de toute autre. manière, ou trouve des différentielles plus ou moins particulières des divers ordres.
50. Les différentielles totales se désignent encore par du, •
d'u, d 3 u,..., d"u,.... Les différentielles particulières seront des sommes d’un certain nombre de différentielles partielles. Il reste donc à indiquer comment on exprimera tes dernières. * , ,
Pour plus de clarté, je ne suppose d’abord que deux variables indépendantes x et^. Si on ne fait varier chaque fois que X, on rentre dans le cas d’une fonction d’une seule variable a*, et par suite la seconde différentielle partielle*
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s’exprimera comme nous avons vu (y, p. 58) par le pro-
duil de la dérivée j par rlx*. Seulement les parenthèses
deviennent nécessaires pour rappeler qu’il s’agit d’une variation partielle
De même, si on ne fait varier que y, on aura
I| reste encore deux combinaisons qui consistent à faire varier d’abord .r, puis y, ou y et ensuite x. De là deux autres différentielles partielles pour lesquelles l’analogie nous fournit les symboles
(&fy) \n^ü) dy(,Jr -
51 . Or, je dis que ces deux expressions sont équivalentes. Si on part, en effet, de la valeur de u qui se rapporte à celles x, y. des variables,
en faisant d’abord varier x, ces quantités deviennent x — |— ilx, r ; « -4- ( ^ j dx ;
puis, en faisant varier y seul,
x f/.r, y h- Hy;
[“ + (^) rfr J + [(ê) * + (S -) drdr ] '
en effet, ce dernier terme vient d'ètrc introduit pour désigner l accroissement que fait subir la variation de y à 1 ac-
froissement (^j~) àx't\m esi résulté pour « de la variation de x.
De même, en reprenant les valeurs initiales.
pour faire varier en premier lieu j', on trouve d abord
et en donnant ensuite à .r son accroissement x + (lx, y -t- iiy ;
[" + (S) ,u ] + lit) * + [0) <irdt }
Or dans les deux cas nous sommes parvenus à la valeur de la fonction qui correspond à je -+- rix, y •+• t/y. Nous devons donc avoir le même résultat, et par suite ,_ en supprimant les parties ‘communes,
De là ce théorème essentiel : On peut intervertir l'ordre de deux différentiations.
52. Il s’ensuit immédiatement qu’on peut modifier d’une manière quelconque l’ordre dos différentiations. Car ayant le droit de le changer pour deux consécutives, nous pouvons avancer d’un rang la seconde, puis, la combinant avec celle qui alors la précède immédiatement, lui faire franchir encore ce pas et l’amener ainsi finalement à tel rang que nous jugerons convenable; et cela évidemment quel que soit le nombre des variables.
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Ce qu’il y a de plus simple consiste (lès lors à grouper ensemble toutes les différentiations relatives à la même variable. On po.urra donc former de la manière suivante le type le plus général des différentielles partielles d’un ordre quelconque n = p ■+■ q -4- r- 1- .....
/ dP+1 +r+ • U \dxP dyl dt r . . . /
] dxfd/tdï ....
• ' § IV
FONCTIONS DF. PLUSIEURS VARIABLES. DIFFERENTIATION
53. Fonctions explicites. — Lorsqu’une fonction particulière sera donnée directement, on ne rencontrera jamais de difficultés pour sa différentiation. 11 suffira d’appliquer plusieurs fois de suite la règle connue (33).
Exemple. — Considérons I expression
on en déduit successivement
du = 2 J y 1 dx 4- 2 x'ydy, d* ri — a y’dx 1 4 - 8 ryd.rdy 4- 2 r 3 dy', d'ut = i 2 ydx 1 dy 4- 1 2 xdxdy', il' it — 24 dx 1 dy ’, du — o.
54. On peut pour une fonction quelconque donner au résultat une forme remarquable qu’il est bon de connaître.
Si ou suppose trouvée la différentielle totale d’un certain ordre, il faudra pour obtenir la suivante ajouter ensemble les différentielles totales de tous les termes. Chacun
d’eux sera de la forme
_ r / dP+T'
,+ffM-. • U \
. ■ ) lijcP ilyi ttz’ , . . :
\dxPdyidz'. . .)
et aura pour différentielle totale
(£) rfjr ' h (^) ,, - r+ (S) rfz - + ••
c’est-à-dire, d’après nos notations,
■ / dP +,+ i +r *’ - n \ ’
K -, : — 7 ) d.cP+! dyU-J . .
\dx P*' dyt dt' . .J
/d,rP + 'l + '
dxP,dyi + ' dz r . .
\dxP dyl + ' dz r ...j
[ dxP+1 +r+ ' + • • • u\ , , ,
-f- K ( — - — — 7 — ) dxP dyi dz r * 1 . . .
\dxP dyl dz r+ ' . . . J
Il est facile de voir qu’on reproduirait cette expression en effectuant purement et simplement le mécanisme des calculs indiqués par la formule t
comme si les lettres qui figurent dans le premier facteur représentaient des quantités, tandis qu’elles ne sont que des caractéristiques d’opérations. Une telle formule est appelée symbolique.
Or, ce premier facteur sera le même pour tous les termes de la différentielle considérée, de sorte que, pour passer à la suivante, il suffira de la multiplier tout entière par
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Mais la première différentielle totale a pour expression
et s obtient de Son côté en multipliant u par ce même facteur. On aura donc symboliquement pour la n iimr différentielle totale :
d " " = [(s) dx ü) d) + (i) ' /2+ - T • “ •
Si on considère en particulier une fonction de deux variables seulement .r et y, le développement sera, d’après la formule du binôme^
5o. Fonctions données par une équation . — Appliquant la méthode (dt>), nous diflerentierons et nous aurons une équation du premier degré pour exprimer du en x,y, s,. . dx, dy , dz,..., et u. Di fFéren liant encore, une nouvelle équation du premier degré fera connaître d*u en x, y, z, . . . ; dx, dy , dz , ... ; « et du, et on chassera ce dernier terme à l'aide de sa valeur qui vient d’être calculée. Line troisième équation du premier degré donnera d’n en x, y, z,...-, dx, dy, dz,...-, u, du, d i u, dont on fera encore disparaitie les deux dernières. Et ainsi de suite.
Lorsque l'équation proposée sera résoluble, on pourra encore reihplacer u par sa valeur, et les différentielles succos-
sives seront exprimées en x, y , z,. . dx, dy , dz,-. . . , seulement.
Exemple. — Traitons comme si elle était insoluble lé-quation
uxy — m.
On aura d’abord
xydu. -+- u ( x<ly ■+■ ydx j = 0 , xyd 7 u -(- 2 [xdy -H ydx) du -4- 2 ud.vdy = O,
I.a première donne
et la seconde
du = ( xdy -l- ydx '),
xy
ci 1 u — \udjcdy -f- [xdy -\-ydx\dti\
xy L
udxdy —
u [xdy ■+■ ydx) 7
— — r [x 7 dy 7 y- y 7 dx 7 -+- xydxdy),
56. Fonctions données par un système d équations . — On applique la méthode (38) dont nous conserverons les notations. Pour cela on différentie et on obtient des équations du premier degré pour déterminer les différentielles totales premières, . .., du , de , d\v, en r, y, z, dx, dy, dz,..., et v, iv. On différentie de nouveau et on obtient au
premier degré les différentielles totales secondes . . ., d*u, d*e, d* w, en x, y, z, . . . ; dx, dy, dz,. . ., et en outre . . . , u, v, tv; . . . , du, de, dw, mais on chasse ces dernières au moyen des valeurs précédentes. Et ainsi de suite.
Lorsque l’élimination du système proposé est possible, on remplace en outre . . . , u, v, iv par leurs valeurs en x, y, z,..., et on obtient les dilférentielles totales successives eu x, y, z , ... ; dx, dy, dg., . . . , seulement.
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Exemple. — Considérons les équations
'ir + v 1 =r j.- s -t- y'.
Oii on lire d'abord
i lu +■ dv =. ttx H- dy , h iln -+- vdv = xdx 4 -yd) ;
en second lieu
du* tul 7 u -h dv 7 -h vd 7 v = d.v’ dy’
cl ainsi de suite.
Les deux premières donnent
( v ' — x) d.r J- ( v — r) dv du = 1 — — *
(il — x ) d.r 4- ( n — ) ) dy -
dv = : : — : — "
Passaut au second système, la première équation donne ri" 2 v z=. — d * u ,
et transforme ainsi la. seconde
dw -+• dv 1 — de- — d) 7 + (i t — p)d’u — o.
On en tire
' du 1 H- rfi' 1 — dx' — dy '
x )dx-b\v — r)d> f ! . u —r)<lr H- (il - r) ih 7 _ dt'~- d)'
(v — nr i « — y Y
__ t („ — T)dx-b(v — I )dr f-H (u — t)dr 4- (Il - ) )d> | ; - (<■ — H i‘(<h * + d}') '
et eu effectuant tous les calculs
• ( V — X ‘ -(u — X )' fv — U Y
lv — y I 2 - 4 - (u — y ) 1 — (v — II ) 1 -h 7 r- dj-
+ * (*-*)(>— v) + [u-*)in-r\ dr
(v — uf
On a ensuite, en changeant le signe ou en permutant n et v,
,n v= tu- xy + (v — x)'-(ii-i>)‘ , rf
(>• — xY -+• <•>— r ) 2 - (« t -*)’ , ,
+ 2 — *) {u— y — *) (v-f) dx<ly
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OBJET DU CHANGEMENT DE VARIABLES INDEPENDANTES
57. II se présente fréquemment dans l’analyse ordinaire des occasions où, après avoir elfectué des calculs et établi des formules où figurent certaines variables, on veut abandonner leur considération pour leur substituer d’autres quantités qui seront plus avantageuses à certains égards. Cependant on ne veut pas reprendre les recherches au commencement et on désire profiter des résultats acquis. La marche à suivre pour cela est bien simple et consiste à se procurer l’expression des anciennes variables en fonction des nouvelles, d’après les relations qui doivent, bien entendu, les unir pour que les unes puissent remplacer les autres. On n’a plus ensuite qu’à reporter ces valeurs dans les formules à transformer. Les anciennes variables disparaissent par cette substitution qui introduit, au contraire, les nouvelles.
La transformation des coordonnées en géométrie analytique fournit un exemple bien connu de cette méthode.
58. Par les procédés du calcul infinitésimal, nous introduisons, outre les variables elles-mêmes, leurs différentielles ou leurs dérivées. Il ne sullil donc plus, pour qu’il ne reste pas de traces des anciennes quantités, de les remplacer par leurs valeurs; il. faut encore connaître les expres-
sions qu’on doit substituer à ces différentielles. Tel est le problème du changement de variables.
Nous avons de plus établi une. convention qui place les diverses variables dans des conditions différentes. Celles qui sont considérées comme fonctions des autres ont seules des différentielles d’ordre supérieur, les variables indépendantes n’ayant que la première. Si donc, pour une raison quelconque, on veut, conservant, au moins en partie, les anciennes variables, cesser de considérer comme indépendantes celles qui avaient été envisagées à ce point de vue; elles devront recouvrer des différentielles d’ordre supérieur, tandis que les nouvelles variables indépendantes perdront les leurs. De là une altération profonde subie par les formules, et dont l’appréciation forme le second côté de la question du changement de variables indépendantes. / .
11 est facile d’établir, à ce sujet, des formules tout à fait générales, mais elles ont peu d’utilité pratique. Je me contenterai de faire saisir l’esprit de cette théorie par deux problèmes qui sont, au contraire, d’une application fréquente. Je traiterai le premier avec la notation des dérivées, et le second avec celle des différentielles, pour montrer comment l’une et l’autre peuvent s’adapter à ce genre de questions.
§ II
INVERSION DE LA FONCTION ET DE LA VARIABLE
59. Je suppose qu’on ait considéré x comme une variable indépendante, y comme sa fonction
cl que ces quantités (igurent dans une expression quel-
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conque - - -
fi*, /.(*■), /'(*), /•(*),■ r t*). •••]■
On veut ensuite intervertir les rôles, c’est-à-dire .regarde! 'dorénavant^ comme variable indépendante et x comme sa fonction que je représente par
*=F (jr).
F est appelée la fonction inverse de f, et s obtient en résolvant en sens contraire l'équation précédente. Il faudra d’abord pour cela remplacer dans l’expression de <p, x et f{x) par. F (y) et y, et la question est de connaître les va leurs à substituer aux autres quantités f'(x), f"[x). f'"(x),....
Je considère pour cela l'équation
= F ( jr ) ,
et je prends sa dérivée par rapport à x. Le premier membre devient l’unité. Le second, traité comme fonction de fonction, donne F' (y) multipliée par la dérivée de y par rapport à x. Comme j est égal à f(x), cette dérivée est J' (x). On a donc
d’où on tire, en premier lieu,
Prenons de nouveau la dérivée par rapport à x en considérant encore le seeond membre comme une fonction de y, qui est lui-mème fonction do x\ c’est-à-dire en prenant la dérivée par rapport à y, et multipliant par celle J' (x) de y relative à x. 11 vient par là
ou, d’après la valeur précédente,
Prenant encore la dérivée de la même manière, il vient
' F' 3 (,ri F"'f,r)-y"( , r).HF'My>F"(r) ,
ou, en réduisant et remplaçant J' (.r) par sa valeur,
et ainsi de suite.
L’expression transformée sera donc
F '■(/)’ F ’Hy)
60. Théorème eles fonctions inverses. — L’équation (8) donne, en remplaçant y par sa valeur,
et peut s’énoncer de la manière suivante : La dérivée d’une fonction y inverse de F s’obtient en divisant l’unité par la dérivée F' de la fonction directe et remplaçant dans cette dérivée la variable par la fonction inverse /’.
Exemple I. — Posons d'abord
F (.r) = tanga:,
F' (-n = — -r — = I -+- tang’x,
W JC
F' ( a ) l -t- tang- i
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la fonction inverse est ici
/(*) = arc tang.r,
on trouvera donc sa dérivée en prenant
F '[/l' r )l F' (are tanga:)
i tang"arc tanga i -+- .■**
Celte formule déjà connue (6, p. 38 ) sert ainsi de vérification à la méthode.
Exemple II. — Pour obtenir un résultat nouveau, pre-
nons encore
F (.r) = sec .r,
on a trouvé ( 3 , p. 29),
Vi* •• ■'« ; dOTur
, . sinx F' (x)=
1 cos 1 .r cos 2 x
F ^.rj sinx — cos 2 a:
V cos 2
cos.r V cos 2 x
sécx v^séc’x — : 1
la fonction inverse sera
f{x) = arc séc.r,
et nous trouverons pour sa dérivée J W — r [/(.r)] F' (arp sécx)
séc arc séc.r V soc 2 arc scc.r — i .r \/x 2 — i
• -. •• ,tïFr*;lV.«r
avec le signe positif, car.la fonction est croissante.
§ ui
CHANGEMENT DE COORDONNÉES
61 . Je suppose maintenant que les deux variables ,r et y qui figurent dans "une expression
dy
dx'
dx>’\")
où x avait été traitée comme indépendante^ doivent disparaître complètement et être remplacées par deux autres /'été, celte dernière devenant la nouvelle variable indépendante. Il est entendu que l’on donne deux relations pour établir la liaison nécessaire entre x,j et r, 6. La méthode consiste à diflférentier ces relations et elle est indépendante de leur forme particulière. Je me contenterai donc de faire le calcul sur un exemple, pour fixer les idées.
Je supposerai qu’il s’agisse de transformer des coordonnées rectangulaires x , y, en coordonnées polaires r, 0, ayant même origine et même axe, ce qui fournit les relations
,z = /cos8, j' = /-sfn8.
Si nous différenlions ces équations, il vient
dx — . dr cos 9 — r sin Qd 6, dy dr sin 9 - 4 - r cos 9«?9 ;
cl eu divisant membre à membre
dx
dr
— sitl8 + rcos9 d 9
dr
cos 9, — r sin 9
Prenons maintenant la dérivée par rapport à 0. Il fajidra pourcela, dans le premier membre, la prendre par rapport à x qui est fonction de 0, et multiplie)' par la déri-
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vée de.r relative à ô,
(,T« co8<, - r9infl )
dx' de
{l7'* inÿ+ ' l 76 co * e ~ r sil,4 )-l
^^sin0-*-r cos6^
i(^ cos9 - a 7« sinfl -'' C095 )
(dr
[dê™ 9 -
r sin 0 j
dx
Si nous divisons par— doDt nous venons de trouver la va— r el 6
leur ( 9 ), le dénominateur se trouve porté au cube. Puis en effectuant toutes les réductions que comporte le numérateur, il vient (')
[ f/rl 1 ti*r
'.r 1 ~ 1 tir . \ J '
— cos 9 — r sin 0
et ainsi de suite.
L’expression proposée deviendra parla
! / cos 0, rstn G, —
dr '
— sin 9 4- r cos 0 f
rfÔ*
f Ir dQ
cos 9 — rsin 9
idr
ifTô'
• cos 9 — rsin
in j) Y
02. Exemple. — Proposons-nous de transformer la formule suivante
-im
fl 2 . y
(*) Les crochets indiquent ici le carre de — pour eviler toute confusion
avec une dérivée partielle ^ dont il n'est en aucune façon question. Cette précaution, sera conservée dans toute la suite tic ce cours.
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11 viendra d’abord
en second lieu
Ifdr A „
1 — cos 0 — r sin 0
[dr . \
— sin 0 4- rcos 0 \d0 )
• il 2 r
ri en effectuant toutes les réductions au numérateur :
THÉORIE DES SÉRIES
FORMULE DF. MACUDRIN.
(53. La question que nous nous proposerons ici dans louic sa généralité, consiste à trouver le développement d’une l'onction quelconque f (x) en série ordonnée suivant les puissances croissantes entières et positives de la variable x. Nous emploierons pour cela une méthode due à Descartes et qu’on appelle des coefficients mriétepnuiès ( 1 ).
(•) Cette méthode est loin d'ètre irréprochable. J'ai cru cependant devoir l’employer, parce qu'elle fournit la voie la plus naturelle et la plus simple pour parvenir au développement de Maclaurin. Mais comme celte formule est l’une des plus importantes do l’analyse, j en donnerai plus loin (222) une démonstration entièrement rigoureuse, qui aura, en outre, 1 avantage de nous permettre d’arrêter la série à un terme quelconque, en -faisant connaître la forme du reste.
Je dois avertir encoro que j ai supprimé tous les développements relatifs à la convergence des séries • non (pie je méconnaisse leur importance, mais parce que ces détails, peu susceptibles d’ètre condensés quand on veut les exposer complètement, m’auraient entraîné boré du cadre que je me suis imposé ; et que d’ailleurs onjes trouve aujourd hui dans tous les Traités d Al-
Si '
Elle consiste à supposer le développement trouvé sous la forme
f (x) = A„ -4- A, a: A,* 1 4- A.,*’ -+-... + A„jt' -+-
et à en déterminer les coefficients en se servant des propriétés de la fonction qu’il est destiné à représenter.
Pour connaître le terme indépendant A 0 , il suffit de faire x — o dans celle égalité qui doit subsister pour toutes les valeurs de la variable. On trouve ainsi
Pour avoir de suite le terme général, différentîons n fois, ce dont nous avons le droit (13)„ puisque l'égalité a lieu quel que soit x. Dans cette opération les premiers termes disparaissent, car on a vu (-44) que les dérivées d’une puissance entière et positive d’un ordre supérieur à son exposant sont toutes nulles. Le premier dont il reste trace sera celui du degré n, car sa n' emr dérivée est constante et égale à t . a . 3 . . . n.A„. Quant aux termes suivants en x” +l , x“ +t , x" +a ,. . . , comme la différentiation abaisse leurs exposants de n unités, ils renfermeront encore x, x*, x’, ....
Nous pouvons donc écrire :
f <*>(.»).= 1.2.3. . . «.A, + Bi + Cr ! + D.r * h
Si on fait maintenant x = o dans cette relation qui, comme la première, doit subsister potir toutes les valeurs de la variable, il reste
gèbre. Je me borne à prévenir que parmi les séries établies dans ce chapitre, celles de l’exponentielle, du sinus et du cosinus peuvent être employées quelle que soit la variable, les autres séries particulières pour les valeurs moindres que 1'ünité, ot les formules générales de Taylor et de MactaDrin pour de» valeur* suffisamment petites dans chaque cas.
on on tire, pour le coefficient du terme général,
/-Ko)
En reportant cette valeur dans la formule, elle devient
Telle est la série dite de Maclaurin*ou de Stirling. JNous sommes ramenés pour son application à former les dérivées successives de la fonction, ce que nous saurons toujours faire, et à y supposer x — o.
La question est ainsi complètement résolue; mais on peut à cet égard distinguer trois cas. Ou bien la fonction est assez simple pour qu'on puisse, comme nous en avons eu des exemples (44), écrire immédiatement sa dérivée d’ordre quelconque. Ou bien, dans l’impossibilité desaisir la forme générale de ces dérivées, on est réduit à calculer un certain nombredes premières, et à y faire y — o. Il se produit alors, en général, des réductions assez notables pour permettre d’apercevoir la loi de_ formation des résultats purement numériques ainsi obtenus. La série est dans ce cas aussi complètement connue que dans le premier. Ou enfin la fonction est trop compliquée pour qu’on puisse saisir la loi de succession de ses différents termes, et on doit.se contenter d’en évaluer un certain nombre. La solution au point de vue analytique est alors beaucoup moins satisfaisante; néanmoins elle fournit encore à la pratique un puissant secours, notamment pour les calculs de la Mécanique céleste.
GL Exemple I. — Considérons d’abord l’exponentielle.
V RE
On a trouvé (44)
.Pt par suite 11 vient done
S on fait en particulier x = t, on obtient la série numérique qui exprime la base du système népérien (')
iii i
Exemple II. — Prenons maintenant l’exponentielle à base quelconque (44)
en substituant » -
Lin L* m
L m L'rn
Ce développement se déduit du reste du précédent, puis-
i , , xLm
que m n est autre chose que e
Exemple III. — On a pour le sinus (44)
/(.4r)=sinx, /(">(*)= sin^.r -t-
• /{o) = o, /<->(o) = sin — ■
(*) Il n’y a aucun cercle vicieux dan» la marche que nous avons suivie; elle ne se base en effet que sur la règlo de différentiation de l'exponentielle pour laquelle (14) nous n'avons pas eu k invoquer ce développement qu’on déduit ordinairement de la formule du binOme. ., .
Applications aAalvtiqi es -du calcul différentiel. 85 Les coefficients seront les mêmes de quatre en quatre, puisque quatre quadrants équivalent à une circonférence dont l'addition ne change pas la valeur du sinus. Les quatre premiers étant du reste,
— o, i, ? r 3 ; nu
sin —O, i, o, — i;
on aura pour -le développement
, . .r jt x‘
(il) sin ,r = H — , .
Exemple IV. — Prenons enfin le cosinus. Oit aura de même ( 4 - 4 )
Jf (.r) = cos Xf />*) (x) = «»s 4-
Zip)— I. /<*>(o) = cos ■—
Les coefficients s ont encore périodiques, et comme les quatre premiers ont pour valeurs
le développement devient
(12! rosy =..1 1 ; — . — r —- . . H
FORMULE D’EUJLER. ,, ,
65 . .Développons par la formule (10) la quantité «*'*'- <■ Comme- les puissances de — t se reproduisent de quatre en quatre, et ont pour valeurs *■"
il viendra
rc i H
ou en groupant les parties réelles et imaginaires,
On reconnaît dans la première série le développement (12) du cosinus, et dans la 'seconde celui (11) du sinus. De là l’équation' suivante donnée par Euler :
(13) cos x + y — 1 sin x. .
Si on fait en particulier
* x zx-j.hr. \
il vient, quel que soit l’entier k positif ou négatif,
Si on fait encore
TC
JS = — 1
il vient
ît » —
En élevant les deux membres à la puissance ^ — 1 , on obtient ce symbole remarquable
quantité réelle qui a pour valeur 0,207876 . . . . w
applications analytiques du calcul différentiel. 87 (Xi. Réciprocité des fonctions exponentielle et tri go nométrique. — La ibrimile d’Euler montre que les fonctions exponentielle et trigonométrique que nous avions considérées comme essentiellement distinctes, se ramènent l’iine à l’autre; ou que l’une seulement des deux doit être considérée comme simple. Cette équation nous fournit immédiatement l’expression trigonométrique de l’exponentielle, eu changeant x en — x ^ — 1,
e‘~ cos ( j: J—i ) — J — 1 sin (xy — 1 ).
Pour évaluer inversement les fonctions trigonométriques en exponentielles, remplaçons successivement dans la formule d’Euler la variable par x et — x. Il viendra
cosx + V — i sinx = c* cosx — ^ — 1 sinx = ;
d'où l’on tir»
cosx = —
-7 > sinx :
On déduit ensuite de là en divisant membre à membre
(i5) tangx =
Quant à la sécante, la cosécautc et la colangenle, ou sait qu’elles ont pour expressions les inverses des précédentes.
Il serait facile de ramener de même les fonctions circulaires au logarithme, et, réciproquement.
Valeurs multiples du logarithme. — Considérons
le logarithme d'une quantité imaginaire x -t- y ^ — î, et cherchons à le ramener à la même forme. Nous poserons pour cela
' l{jt +x >/ — »)=“-*- •’V— J »
en désignant par u et v des fonctions inconnues de x et y qu’il faut déterminer. .
Si nous prenons l’exponentielle des deux membres, il vient (i3)
— e“ (cos p H-.V— T sine) = c* eosr 4- \/ — i e“sinr.
Or une égalité qui a lieu entre des quantités réelles et imaginaires, se décompose en deux autres relatives à chacune de ces parties. On a donc
I e* cos r = x ,
( e" sin <• = y.
Pour éliminer d’abord e, ajoutons les carrés, il viendra
(■“ ( cos’ p 4- sin 1 p ) = r 7 + y',
ou simplement
j’extrais la racine numérique '
e“ = >Jx' 4 - y 3 i ' .
puis je prends dans les Tables le logarithme népérien numérique que je représente, pour cette occasion seulement, par la caractéristique /, » ■
APPLICATIONS AN AL YTI Q L'ES Dl CALCUL DIFFÉRENTIEL. 8t}
En second lieu, divisons membre à membre,
lange = ■^1 -
■ . > e = arc tang — •
Nous sommes convenus ( 2 , note 5 ) d’attribuer aux signes d’abréviation des fonctions circulaires une valeur unique, sauf à la compléter par l’addition des multiples convenables de tt. En général, quand un arc n’est donné que par sa tangente, on peutlui adjoindre un nombre quelconque de demicirconférences. Mais ici nous connaissons en outre les signes individuels du cosinus et du sinus de e qui sont ceux de x et de y d’après les équations (16), car e“ est nécessairement positif puisque u est réel. On ne doit plus dès lors ajouter que des circonférences entières, car une demi-circonférence, quoique ne modifiant pas la valeur de la tangente, changerait les deux signes du sinus et du cosinus. La valeur complète de v est donc, en désignant par k un nombre entier quelconque positif ou négatif, qui peut être nul
v — arc tang — t- 2 Air. •- * * '
68. Si uous substituons maintenant à 14 et v leurs valeurs, il vient' » . -
(17) L(x-\-y ^ — 1) = / \Z.r’ H-/* -t- 1 |^arc tang^ -+- a A'*
On voit par là que le logarithme est une fonction essentiellement multiple douée d’une infinité de valeurs, dont la partie réelle est le logarithme numérique du module y/x* et .qui diffèrent les unes des autres par des circonférences imaginaires. s •
Si nous voulons considérer à part ce qui a lieu pour les quantités réelles, il suffit de faire / — <>. L’arc a alors pour
V R E II
sinus zéro, <1 après la seconde des équations (16), c’est-àdire tju'il est égal à zéro ou à 7r. On prendra l’une ou l’autre de ces valeurs suivant que x sera positif ou négatif, puisque
son signe indique celui du cosinus. On a donc
’ L ( -4- X) = Ix 4- 2'X'7T — i,
L{ — x) = lx-h ( 2 A 4- I ) jr \J — l ;
c’est-à-dire qu’un nombre positif x a un logarithme réel fx qu’on trouve dans les Tables, et une infinité de logarithmes imaginaiics qu’on obtient en lui adjoignant des circonfér reuccs imaginaires; et que d’autre part, un nombre négatif n a que des logarithmes imaginaires qui s’obtiennent eu adjoignant au logarithme de la valeur absolue un nombre impair de demi-circonférences imaginaires.
Ou aura, en particulier, pour i = i,
L (■+■ i) = ■zk xt \j — i,
Lès logarithmes de l’ünité sont donc des nombres pairs ou impairs de demi-circonférences imaginaires, suivant qu’elle est positive on négative.
FORMULE DE MQIVRE.
69 . Elevons les deux membres de la formule d’Euler à nue puissance do degré quelconque zi, entier ou fractionnaire, positif ou négatif, • ’• ••
( cos x 4- \i — i sin x)* =
Remplaçons-y d’autre pari Jt par mx, cos nx -f- J — 1 sin nx =
Le résultat étant le même dans les deux cas, il s’ensuit
( cos.r 4- ^ — 1 sin.r)“ = cos/i.r 4- ^ — 1 sin nx.
Celte égalité, due à Moivre, se trouve ainsi établie pour un exposant quelconque. Elle nous apprend que pour élever à une puissance un binôme de la forme cosx -f- ^ — i sinx, il suffit de multiplier par l’exposant Y argument x de ce binôme.
70. Équation binôme. — - On appelle ainsi celle qui ne renferme qu’un seul terme en x sous la forme,
O11 peut écrire ainsi le second membre
en ne prenant que la valeur positive du radical. Sion remarque que les deux coefficients ont maintenant une somme do carrés égale à l’unité, il s'ensuit qu'on peut les considérer comme le cosinus et le sinus d’un même arc. La tangente de cet arc sera dès lors le quotient de ces coefficients, et on
pourra le désigner par arc tang - i ou plus généralement
arc tang ^4- akn. Nous devons encore n’ajouter que des circonférences entières , car nous connaissons non-seulcnient la tangente, mais en outre les signes du sinus et du cosinus qui sont ceux de b et a, puisque le radical est pris positivement.
ç)2 * Livne il.
On aura par là
.v" = y la* -f- b 7
Si nous extrayons maintenant la .racine n'""’, d'après la formule de Moivre, il vient
cos ^arc tang ^ - 4 - »litj \/ — i sin ^ari
■c tang -H- a-X irj
arc tang — 2. k
• , / arc tang h 2 kn\ i
v/— sin ( — P
Grâce à la préparation que nous avons fait subir’ à l’équation proposée, cette formule résout la question en fournissant n valeurs distinctes de x et seulement n qui y satisfont. En effet , le premier facteur ne représente que la racine numérique d’ordre an de la quantité essentiellement positive «’ -I- 6 *. Quant au second, il recevra d’abord n valeurs distinctes, lorsque k sera remplacé par o, 1, 2, 3 ,..., n — 1 •, car par cette substitution nous formons une série d’arcs en progression arithmétique dont la raison est — 1 et dont le dernier terme n’atteint pas encore la circonférence entière. Or deux de ces arcs ne peuvent avoir à la fois le même sinus.el le même cosinus, au moins avec les mêmes signes. De plus ces valeurs seront seules distinctes, -car si on continue à remplacer A par h, n-l-i, «-(- 2 , , on retrouve les mêmes arcs avec
addition de n fois la raison — ou d’une circonférence ,
a 1* f 1 1 c a t i o > s' analytiques du calcul diei ékentiel. ;i3 ‘ce qui reproduit les mêmes sinus et cosinus. Tl en serait de même pour les valeurs négatives de k.
Pour considérer en particulier une équation dont le second membre soit réel et positif
il suffit de faire b = o. L’argument arc tang - s’annule, 'et on a, simplement
2/i : — . 2 k tc\
jr — J a I cos 1- v — 1 sut - — }- ) •
Si le second membre est négatif
l’argument doit être pris alors égal à n ( 68 ), et on a
n —( ' 2 h -j— I v j TC , r . (2X -f-l)j:\
,r=.v'«lcos — . — h v — 1 sin 5 — I- t
O11 obtient en particulier, en faisant «== 1, les n valent s de la racine n 1 '"'" de l’unité positive
2 / 7 T — . Ir ii n
eos h y — t sin
L’une d’elles est toujours réelle et égale à 1, on l'obtient en faisanlÂ = o. On a de même pour celles de l’unité négative
(2 / l) TC COS
. ( 2 k -4- I ) TC sin — •
Si le degré n est impair, on peut faire k = i d’où
ik -f- 1 — /z, et on obtient encore une racine réelle- égale à — t . Si le degré est pair, 011 n’a que des valeurs imaginaires.
Ou -appelle équation trinôme celle qui peut se ramener à la forme
x” -+- px" -+■ q = o .
Eu prenant comme inconnue auxiliaire la quantité x", on est ramené à une équation du second degré' dont la résolution donnera pour x" une expression de la forme a-\-bsJ — i; il suffira alors, pour achever la résolutiou. d’appliquer la méthode précédente. On appelle de mèmè équations polynômes, celles qui sont composées avec x" comme le sont avec x les équations du troisième, du quatrième degré et les équations particulières qu’on sait lésoudre dans les' degrés supérieurs. Celle môme méthode permettra d’en effectuer la résolution complète.
71. Sections angulaires-. — Développons la formulé de. Moivre par celle du binôme de Newton qui sera bientôt établie pour un exposant quelconque (76),
cosnx -t- y r— f sin«x = cos’ x n \ — i co>" - '.r sin.r
cos .t sin
n (n — il (/i — 2 ) ( n — 3)
, n in — 1 ) (n — 2 ) ,
1 x V — 1 cos
«in 1 >■
COS"~‘ X sin' r ■+-
Si nous égalons séparément les parties réelles et imaginaires, il viendra
cos nx. — cos a x — cos" - 2 x sin 3 .t t
I n(ri — 1 ) {n — 2 ) (n — 3j
- — ; cos ,_ 'xsin x — •
sin nx~ «cos'-'xsin^-
cus , ~'xsuv.r «(« — 1 ) (« — 2 j '
cos’ ,— ’xsin^x
: — - — coss - 'x wn' c-4-- ■ • •
APPLICATIONS AK VI ATIQUES DU CAI ClU. D1FFÉIIENTIEL . y3
En divisant membre à membre, nous obtiendrons la valeur de lang/ix. Si de plus nous divisons les deux termes de la fraction par cos" y, nous lès réduirons à ne renfermer que tangx. On a ainsi
» ta ug x -
ta n g mx =-•
tang* x -
» (il— ■:(!»- a)(»— 3)(n— 4) i . 2 . 3 . 4 • 6
tang 5 * —
î ~ - tang*x -
« (n — j ){u — •i)(ri -
tang 4 x — ■
Si l'on à cil vue le problème de la multiplication des arcs, n sera un nombre entier, bien entendu positif. Il est clair alors qu’en [toussant suffisamment loin les développements, on rencontre un facteur n — n qui en fait disparaître tout le surplus. On obtient ainsi des expressions terminées. Si, par exemple, on fait n = 2 , on retrouve immédiatement les valeurs bien connues que fournit la trigonométrie élémentaire pour le problème de la duplication des angles.
Si on se propose, au contraire', la subdivision des arcs, n devient un nombre fractionnaire et la soustraction des entiers successifs ne donnera jamais un facteùt 1 nul. Les séries sont alors illimitées : c'est ce qui aurait lieu, par exemple, pour le problème de la trisection de l'angle, si ou
faisait n ■■
72. Sérié circulaire. — Écrivons la seconde des formules (ty) de la manière suivante:
sm/tx
x . — =r cos ,_l .rsm
x r cbs"~’x sut 5 x
cos" — ‘xsin'x — • •
et faisons tendre n vers zéro. O 11 sait (tue le rapport — —
ne
prend alors une valeur déterminée, égale à l'unité, comme
LIVI1E II.
nous aurons du reste bientôt occasiou de le démontrer (24, p 128). En faisant également n = o dans le second membre, il vient ' '
langjr tang’x tang'.r tang : .r *
et en remplaçant pour plus de facilité x par arc tangx
- . . xi? X* a;’
{20), arc tangx = — 1 - ,
Si ou fait en particulier x = 1 , ou obtient la série numérique ' ..
Ce développement, dû à Leibnitz, fournit la valeur du rapport de la circonférence au diamètre.
§ IV
FORMULE DE TAVLOR.
73 . La démonstration que nous avons donnée de la formule de Maclaurin supposait gratuitement la possibilité du développement. Si donc la nature particulière d’une fonction s’oppose à ce qu’on puisse lui donner cette forme, on doit s’attendre à trouver un résultat inadmissible. Si par exemple, on se proposait de développer Lx en'série, il faudrait recourir à la n iimr dérivée qui contient (44) le fac-
leur ± — 7 et y faire x—o. On aurait alors dr oo . D’après
cela le développement deviendrait oo — a; oo — oo -f-.. . ,
c’est-à-dire qu’il prendrait une forme complètement illusoire. ' '
On peut dans ces cas exceptionnels tourner la difficulté en employant une formule plus générale due à Tavlor.
Pour la trouver, posons
a désignant une constante arbitraire. On en tire
/'(*) = F'(x +«). ' /|T ^ a| = F'(.r4. fl ); et de même
/(")(*) = FO (*+ a), d’où, en faisant x — o,
/<">(c) = FC">(fl).
Le développement devient, par conséquent,
F(. + .| = r ( .| + ÏW, + ffl,
Telle est la série de Taylor. Elle comprend évidemment celle de' Maclaurin pour le cas où on fait« = o. Cette formule a deux applications principales. On peut s’en servir d’abord pour exprimer l’accroissement fini F (« -+- x ) — F (a) que reçoit une fonction F, lorsque sa variable actuellement égale à a subit l’augmentation finie ,r. O 11 s’en sertaussi pour obtenir le développement d’une fonc-. lion F envisagée par rapport àr + a, en série ordonnée suivant les puissances croissantes entières et positives de x, lorsque la formule plus simple de Maclaurin est en défaut pour développer F (x) elle-même. C’est à ce point de vue que nous lâ considérerons ici.
75 . Série logarithmique. — Reprenons la fonction Z.r, et pour la développer le plus simplement possible, faisons
i.ivke h.
« = !, On aura ( -4- i)
F(.r) = /,.r, FW(r)s
F(i) = £i = o, Fl">(i) =
On lire du là, pour la valeur du eoeflieient général,
Fi-Ï(i) ' f — i '
H par suite
Celle série forme le point de départ de toutes celles tju’on a établies sous des formes plus ou moins commodes pour le calcul numérique des Tables de logarithmes.
76. Binôme fie Newton. — Considérons encore la puis-sauce x' n d’exposant quelconque. S’il est entiej et positif, la formule de Maclaurin donne l’identité x m = x"‘. S’il est négatif ou fractionnaire, la différentiation amène au bout
d’un certain temps à des quantités de la forme ± ~ qui,
pour x = o, conduisent de nouveau à la forme illusoire
CO — oc 00
Nous aurons donc rebours à la série de Taylor, en faisant encore pour plus de facilité a — 1 . O 11 a trouvé (44)
F (a - ) = a? 1 , FC) \x) — in (ni — 1 ) . . . (/// — n -t- 1 ) F(i) = i, Ft*)(i ) = /»(m — 1 ),..(/« — /t-F-i);
et par suite
, m mfm — 1 }
m{m — »)(//? — al
ni
[ni — 1 )(/// — 2 )(//i' — 3) (
Telle est la formule diledu binôme de Newton ( 1 ) . Lorsque l'exposant sera entier et positif, ce développements’arrè.tera à cause du facteur m — m = o qui finira par s’introduire. Lorsqu’il sera fractionnaire, on franchira le facteur zéro, mais on ne le rencontrera pas. Si enfin il est négatif, les quantités m — i, m — 2,..., s’éloigneront de plus en plus de zéro et né l’introduiront pas non plus. Ainsi dans ces deux cas on obtiendra une série illimitée.
La formule.de Newton sert à ce point de vue à effectuer algébriquement des divisions et des extractions de racines. J’en donnerai un exemple qui nous sera utile par la suite 1
i LA L
ou en réduisant
série dont la loi de formation est évidente.
(') Nous l’établissons ainsi directement pour tin exposant quelconque, sans faire de cercle vicieux et sans recourir à la théorie des combinaisons, comme je l’ai fait remarquer ( 15 , note). Pour en déduire, la forme employée ordinairement dans le cas de l’exposant entier et positif, il suffit de
poser - = x et de multiplier par a'” t ce qui donne * a
JOO
FONCTIONS DE PLÜSIEUBS VARIABLES
77. On peut étendre la formule de Taylor à des fonctions de plusieurs variables /(.*,/, z f • •)» ct développer j ( x _|_ a , j + b, z + c,...) suivant les puissances de
Désignons pour cela par t une variable^ auxiliaire et posons ,,
u—tx + a, V — ly b, w — tz ■+■ c.
d’où
Si nous considérons la fonction
il est clair que pour * = i ; «, w, w, . . . , deviennent X-+-a, y + b. z -t- c,. • • , et par suite que F (i) se réduit à 1 expression proposée. Or, si on développe F (/) par la série de Maclaurin et qu’on y fasse t = i, il vient
F'fo) . F" (o) , F” (o) ,
11 suffit donc de calculer ces divers coefficients.
Nous aurons pour cela, en considérant /comme une fonction composée de / (5 , p. 33),
ce qu’on peut écrire symboliquement (54)
La différentiation par rapport à t s effectue donc en multipliant l’expression à différentier par ce facteur symbolique. Par suite n différentiations consécutives n’auront d’autre effet que d’élever ce facteur à la puissance n. On aura ainsi immédiatement
F(m> H x (iL) + * (£) + * (é) + • fa
Si maintenant nous faisons t = o; «, v, w , . . . , se réduisent à a, b, c, . . . , et il vient
F(,, ( 0) = \ x {£) +jr (à) +î (é) + - fa ’ b ’ *'•••>•
formule qui donne tous les termes de la série.
Nous aurons donc, en conservant pour abréger la forme symbolique
+ ri |*(à) (à) + 1 (i) +• • • U {a ' 6>f ’- • ■>
+ rb|*(s) +x {ib) +*(£fa- : fa>^--.-)
On peut condenser encore davantage l'écriture en se reportant à la série exponentielle (io, p. 84). On aura, en
effet, en l'envisageant à un point de vue purement symbulique (*),
Si on considère en particulier une fonctionne deux variables t, y, on aura, en dégageant complètement la série des conventions précédentes,
Si on fait en particulier a — o, h = o, c — o, . . dans la formule générale, on obtiendra l'extension de la formule de Maclaurin, ou le développement d’une fonction quelconque f (t,j, z,...) suivant les puissances de ses variables.
(*) On a donné, sons le nom de calcul des opérations, un grand développement à cette manière d’envisager doê formules, comme permettant d’en retrouver d’autres par un simple mécanisme d’opérations à effectuer sur des caractères qui ne représentent pourtant aucune espèce de grandeurs. On n’y doit voir qu’un moyen de mnémonique. II exige dans son emploi de grandes précautions; mais il a souvent rendu à l’analyse de véritables services.
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FONCTIONS EXPLICITES
78. On appelle maximum ou minimum tT une fonction, non pas la plus grande ou la plus petite des valeurs qu’elle est susceptible de prendre, mais celles à partir desquelles elle cesse de croître pour décroître, ou de décroître pour croître de nouveau, en un mot ses changements de sens. Une fois ceux-ci déterminés, rien de plus simple que d’y choisir la plus grande et la plus petite valeur, qu’on appelle quelquefois maximum maximomm et minimum minirnorunn
79. Soit j (x) une fonction qui pour la valeur a de sa variable atteint un maximum J (a). Si on considère une valeur voisine au delà y (a -4- a), ou en deçà y (a — «), elles seront toutes deux moindres que J {a),, et par conséquent la différence
sera positive dans les deux cas. Eu raisonnant de même pour un minimum, on verrait que celle différence doit avoirle signe négatif, quel que soit encore celui de or. Ainsi le caractère d'un changement de sens est que le signe de A soit indépendant de celui de a. C’est ensuite ce signe qui
fixe la nature du changement de sens :
A^>o, maximum,
A<[o, minimum.
Or si nous remplaçons, dans la formule de Taylor (22, p. 97) x par ± «, en observant que le double signe se conserve dans les puissances impaires et donne un résultat positif dans les puissances paires, il viendra
Nous pouvons en déduire la différence qui nous intéresse
A = =p— — « - — — a* zp — i— 5 a» — 4— V 7 «’ T
80 . Actuellement pour profiter des simplifications que comporte la méthode infinitésimale, supposons a. infiniment petit, les termes d’ordre supérieur deviennent négligeables devant le premier, et il reste
Le double signe étant en évidence, la condition que A en soit indépendant exige que ce terme soit rigoureusement nul ou qu’on ait
Ainsi les seules valeurs de la variable qui puissent correspondre à un changement de sens sont les racines de l’équation dérivée.
Comme le terme du premier ordre disparaît alors, nous ne sommes plus autorisés à supprimer devant lui le second ;
applications analytiques du calcul différentiel. io5 mais le troisième et les suivants continuent d’élre négligeables, et il vient
Le signe de A est bien alors le même dans les deux cas. Comme il est opposé à celui de y" (a), il s’ensuit qu’on aura pour
/"(a)<o, maximum =f{a), o , minimum =/(a).
81 . Il n'y aura de doute que si on a précisément '/"(«) = o.
Le second terme disparaissant par là, le troisième doit être conservé , •>
et comme le double signe reparaît, il faut encore que la condition suivante soit satisfaite
auquel cas le quatrième terme ne peut plus être négligé
lr — — — > a* ,
et donne comme tout à l’heure pour
f l, [a)<Co, maximum =f(a), minimum =/(«).
Si on avait encore f" («.) = o, on verrait de même qu il est nécessaire que/’ (a) — o, et .ce serait alors le signe de J" la) qui trancherait la question. • 4
iu6
En résumé, les seules valeurs de la variable qui correspondent à des changements de sens, sont les racines de l'équation dérivée. Pour décider entre elles, on les substituera dans les dérivées suivantes, et on ne devra conserver que celles pour lesquelles la première dérivée qui ne s’annule pas, soit d’ordre pair. Elles correspondront alors à un maximum ou à un minimum, suivant que le signe de cette dérivée sera négatif ou positif.
■- x -'ïV- ; ''V
82. Exemple I. — Considérons le trinôme du second degré ’ •. '
, - •' ' f /(•»)= *'+/>* -b rj, 1
Posant l’équation dérivée
nous en lirons
formant la valeur delà seconde dérivée, nous avons
et, par suite,
ininiininn — f (a) — a 2 -+- /»« -f- /y
Ainsi le trinôme du second degré n’est susceptible que d’un minimum, et il l'atteint lorsque la variable est moyenne arithmétique entre les deux racines.
Si celles-ci sont égales, ce minimum est zéro et s'obtient pour la racine elle-même..
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83. Exemple II. — Etudions de même le polynôme du troisième degré
! f(x) — x* -h px 7 4- «7-r 4 r,
' f (x) = 3x J 4~ ipx 4- q,'
l'équation dérivée donne
3 fl- 4 - 2 JJ fl -j- r/ — o,
’ . _ —pdb v//»’— 3f/
en distinguant les racines, on aura pour l'une
/" (a,) =» a vV’ 2 — 3 '/ > »*>
minimum =/(<?,)= r—-pq 4- — ■A' 1 — — (/' 2 — 3//) J ,
et pour l’autre
maximum =/(«,) = r — ïW+-7/ ,! 4- - (/>' — 3 7 P
Pour que ces valeurs soient réelles, il faut encore la condition
Dons le cas particulier où on aurait
il viendrait ' ' ‘
io8
Or dans ce cas
II serait donc nécessaire que la troisième dérivée s’annulât j mais comme elle a pour valeur fixe
il s ensuit qu’il n’y a alors aucun changement de sens.
Exemple III. — Considérons l’expression transcendante
nous posons
en ne prenant que la racine réelle. On a ensuite
/"(o)= 2 > 0 , minimum = /(o) =r 2 .
*85. Exemple IV. — Il arrive parfois que l’équation dérivée a une infinité de racines parmi lesquelles on est obligé de distinguer plusieurs séries. Soit, par exemple,
f /(*)'= sinx,
< /' {*) — cos.r,
(/"(*)= — sin-n
nous posons
COSfl = o,
mais 011 peut distinguer parmi les nombres impairs ceuxqui sont des multiples de 4 augmentés ou diminués d’une unité. Je prendrai d’abord
f » . / 4 & “H l \ . tr
f (*,; = — sift ( rr ) = — sm - = — i <. o,
i =/(fl.) =sin ^ wj = I,
maximum :
et en second lieu
a, = TT ,
/" ("») = - s'» ^ — sin ^ = i >o,
minimum =/(a,) = sm I ;I — ^ n ) ~ — 1 '
86 . Exemple V. — Considérons une puissance entière et positive
/(x)=x™, f (x) = mx M ~' y /"(x) = m (m —
l’équation dérivée est
et on a
ma""—' = o , a — o,
11 faut donc recourir aux dérivées supérieures. Or toutes contiennent x en facteur et s’annulent polir la valeur zéro à l’exception de la m icm ‘ (44, V),
IVI\E II
Si donc le degré est impair, il n’y a pas de changement de sens. S’il est pair, on a un minimum qui correspond à x — o et est lui-mèine égal à zéro.
Ce résultat est facile à vérifier, car si x va en décroissant, les puissances impaires deviennent négatives avec x et ne changent pas de.scns en passant par zéro; mais les puissances paires redeviennent positives et croissantes, et atteignent, par suite, un minimum pour x — o.
87. Exemple VI. — Dans certains cas particuliers, on peut trouver les changements de sens d’expressions où figurent des fonctions arbitraires. Soit, par exemple,
/(*)== K. (j)'-hF
/' W = rw-$V(=-),. v ■ ; •
,n.)-rw + fr(;) + 2 r (î)._
L'équation dérivée
peut se mettre sous la forme
Elle sera évidemment satisfaite si l’on prend m
n — — i a = ifc y /».
Ainsi donc l’expression aura au moins deux changements de sens, qu’elle atteindra quand la variable sera en valeur
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absolue la racine de la constante. Leurs valeurs seront
îF(V«), 2 K ( — v ,,n )>
el leur njture indiquée par le signe de l'expression
\i ni
Si, par exemple, on a
/(x) = x + ™; Ffjr)'=.r, F(x)=l, F"f.r)=r o;
en ne prenant que la solution positive, la dernière expression est ellc-mèmc positive et indique un minimum a \Jni. Ainsi quand deux nombres ont un produit constant, leur somme devient minimum lorsqu’ils sont égaux. En d’autres ternies, le carré est, de tous les rectangles de même surface, celui qui a le moindre contour.
FONCTIONS IMPLICITES
88. Fonctions données par une équation. — Supposons, en premier lieu, une fonction donnée par une équation non résolue, et proposons-nous d’en trouver les changements de sens. Je désigne cette fonction par y et la variable par x.
Si on imagine l’équation résolue, elle donnera pour y une certaine fonction de x, et la règle précédente nous conduira à poser
• dy = o.
Par conséquent, il suffit de combiner cette relation avec la proposée, car celle-ci est équivalente à l'équation résolue
que nous ne possédons pas. Mais pour obtenir la différentielle dy delà fonction implicite^', il faudrait {27) différentier la proposée, et en tirer dy. Comme le seul usage que nous ayons à faire ici de cette valeur, est de l’égaler à zéro, il vaut autant introduire l'hypothèse dy — o dans î’équation .difrércntiée, mais non encore résolue par rapport à dy. Mais cela fait disparaître toute la partie qui avait été obtenue en considérant y comme variable et qu’on s’est ainsi donné inutilement la peine de calculer.
Donc, en résumé, il suffit de différentier l’équation proposée en traitant comme une constante la Jonction dont on cherche les changements de sens, de joindre la relation ainsi obtenue à la proposée et d’éliminer entre elles x et y. Les valeurs de x seront celles qui correspondent aux changements de sens de la fonction, relies d ey seront ces changements de sens eux-mêmes. Pour en discerner la nature, on aura toujours la ressource de calculer la seconde dérivée d’après la méthode connue (-45 ) et d’en examiner le signe. Mais il sera ordinairement plus simple de profiter dans chaque cas de' caractères particuliers.
Exemple. — Soit l’équation
a y’ -+- bxy -f- rjc 3 =; m,
da ns laquelle on peut toujours regarder m comme positif. L’équation dérivée en traitant y comme une constante sera
by -f- a <vr = o.
L’élimination donne facilement
On a ainsi deux changements de sens. Pour en recon-
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naître la nature, remarquons que l’équation représente une . conique qui a son centre à l’origine. Si on a d’abord
cette courbe est une ellipse, l’ordonnée positive est plus / grande que les voisines, et on a par suite
X = —rS/
/ me
Maximum — a y
/ mc
^ ac — ■ b 2
/ mc - ,
Minimum = — a y
j me
< \ ne —
Si, au contraire,. on a à la fois
4 ac<d b 1 , c < o,
la courbe est une hyperbole qui a son centre à l’origine et qui ne rencontre pas l’axe des x, car leurs intersections seraient données par la formule imaginaire . , .
Elle a par suite deux tangentes horizontales, car il y a toujours dans l’hyperbole deux tangentes parallèles à tout diamètre qui ne rencontre ras la courbe. L’ordonnée positive est moindre que les voisines feton a
b / mc . / me
r cV y 4 ac — b 7 '
b / me / me
x= \/ r ,i Minimum = + îl/- / - -•
c y 4 ac — y 4 ac — b*
Si enfin on a
4 ac 6 % c o,
les valeurs sont imaginaires et il n’y a pas de changement de
sens; ce qui lient à ce que la courbe est alors une hyper-bole qui coupe l’axe des x et qui n’a plus de tangentes horizontales.
90. Fonctions données par un système et équations. - — Supposons, en second lieu, une fonction donnée par un'sys- . tème d’équations non résolues. Je désignerai par x la variable, par_y la fonction dont on cherche les changements de sens, et par z, u, e,,.,, les fonctions auxiliaires. On a en tout n -+- 1 quantités liées par n équations.
Si on supposait l’élimination effectuée et y représenté par une fonction de x, la méthode consisterait encore à poser
dr — o,
pour en déduire x. Or nous savons trouver djr sans faire l’élimination (30) -, et pour cela il faut di fierentier les équations proposées. Mais comme le seul usage que nous ayons à faire de dy est de l’annuler, il sera plus' court d’introduire celte condition dans l’opération même, en traitantjcomme une constante. Dès lors les n équations différentielles contiendront au premier degré le s n différentielles dx\ dz ,
, , i . , . , <lz du du . .
du, dv,.:.\ ou les n — i derivees— i — i — »-*mSi ondivisepar-
tout par dx. Si donc on élimine ces dérivées, ce qui peut toujours sé faire, puisqu’elles entrent au premier degré, on obtiendra une équation de condition. La joignant aux n proposées, on aura n -f- i relations entre les n -t- i quantités qu’elles serviront alors à déterminer.
Les valeurs de x ainsi trouvées correspondront aux changements de sens, celles de j" seront ces changements de sens eux-mêmes, enfin celles de z, u , ., seront des valeurs
ordinaires dépourvues d’intérêt et qu’il sera souvent inutile de calculer, si l’élimination peut s’effectuer sans cela. Pour discerner la nature de ces changements de sens on pourra recouri r à la dérivée seconde (47),ou à des caractères particuliers.
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91 . Exemple. — Je prendrai comme application Un problème que Fermât avait été conduit à se poser d’après certaines vues philosophiques, pour l’explication de la réfraction simple de la lumière. Un point étant susceptible de se mouvoir dans deux milieux 31L, 3Tl/ séparés par un plan, avec des vitesses constantes représentées par F, i/; quelle route doit-il suivre pour parvenir dans le plus bref délai possible d'un point A à un autre A', en traversant la surface de séparation ?
... . 3 Fig. 1.
arc'
Le parcours est évidemment rectiligne dans chacun des deux milieux et la question consiste simplement à trouver le point de passage M. Or on a, pour la durée des deux mouvements uniformes, ‘ ' , ■
AM \jh‘ -F- .r‘
par suite, pour le temps total,.
x et x' restant liées par la condition,
* x -t- x‘ = PP' = const.
Pour appliquer la méthode précédente, nous différentierons res équations en traitant T comme une constante
i xdx
x'dx'
dx + dx 1 = o.
La seconde équation
dx' — — dx
transforme ainsi la première
i MP i MP' '
v\!h}+.r i 4- x ' 2 MA ^ma'
cos AMP cos A' MP' sin i sin f
d’où l’on tire
-> smi sin i'
: const.
On obtient ainsi la loi delà réfraction ordinaire.
' Cette solution correspond à un minimum, car la nature de la question ne comporte évidemment pas de, maximum.
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
92. Fonctions explicites. — Considérons en premier lieu une fonction explicite de plusieurs variables
c‘t‘ proposons-nous de trouver ses changements de sens. Je
supposerai un maximum, uuiquemcMit pour fixer le lan gage- *
Soient a, b, c, . . . , un système de valeurs qui se rapportent à Un maximum. La quantité correspondante
XJ— /Ça, b, c, . ..), .
sera plus grande que toutes celles qui l'entourent, quelque système de valeurs voisines de n, b, c, . . . , que nous prenions pourx,_y, z,. . . . Elle sera donc en particulier plus ,, > grande que celle que nous obtiendrions en conservant à y,
.z,..., leurs valeurs £>,c,..., et faisant varier x un peu en deçà et un peu au delà de a. Ainsi U est un maximum pour la valeur a, quand on considère u comme une fonction de l,a seule variable x. A ce titre (80) a satisfait avec les valeurs fixes b , c, . . . , à l’équation dérivée
En raisonnant de même pour les autres variables, nous serons conduits à former les équations dérivées partielles, , en uombre égal à. celui des Variables. Elles pourront donc
' servir à déterminer les valeurs a, b, c de ces dernières,
après quoi on obtiendra U, en les substituant dans l’expression générale. .
93.. II restera à savoir si cette valeur correspond réellement à un maximum Ou à un minimum, et auquel des deux. Voici la méthode qui permettra de résoudre cette question
• Considérons une valeur de u infiniment voisine de- U :
J' Ça -J- a, b -+- (3, c + 7 ,. . .) dans laquelle oc, { 5, y,. . . , désignent des quantités infiniment petites; cl développons la dillérence L — u par la formule de Taylor (77). JNous remarquerons que le premier terme disparait identiquement,
puisque les conditions qui ont déterminé n, b , c,,.., sont
Le second subsistera généralement, et tous les autres pourront être négligés vis-à-vis. de lui comme étant au moins du troisième ordre infinitésimal. On aura ainsi simplement
On envisagera la quantité placée entre les parenthèses. Si elle ne garde pas un signe fixe, indépendant des signes et des valeurs de a, (3, y, , le.syslème a, b, c , . . . , doit être rejeté et la valeur U qu’il fournit ne correspond pas à un changement de sens. Si elle garde un signe fixe, U sera un maximum ou un minimum suivant que ce signe sera — ou car alors la différence placéé dans le premier membre aura toujours une valeur positive ou négative.
Si tous les termes étaient identiquement nuis, on serait conduit comme ci-dessus (81) à exiger qu’il en fût de même de toutes les dérivées partielles du troisième ordre. On envisagerait alors la partie du quatrième ordre comme nous venons de le faire pour le second ; et ainsi de suite.
94. Il reste donc à montrer comment on pourra trouver les conditions pour qu’un polynôme homogène en ce, (3, y-,..., garde un signe fixe, qu’on peut toujours supposer positif, puisqu’il suffirait dans l’autre cas de changer le signe de tous les termes. C’est ce que je vais faire pour le second
degré, qui suffît, comme on vient de le voir, dans le (as général.
Je désignerai le polynôme par
A, A', A ff .élant des quantités qui ne renferment pas a. Aest une constante absolue, puisque le polynôme est-homogène, et elle ne peut être nulle. En effet, si elle l'était, on pourrait disposer de (3, y ., ... , pour annuler A" et alors le polynôme se réduisant à A'a changerait de signe avec a. A la vérité on pourrait s’y opposer'en faisant encore A' = o , mais a disparaîtrait par là complètement, re qui est contre l’hypothèse. • * .. •
On peut donc mettre l’expression sous la forme
Comme on peut disposer de (3, y, . . . , de manière a annuler la seconde partie, et que la première est essentiellement positive, nous aurons d’abord cette condition nécessairp
Elle sera suffisante, si on fait en sorte que la seconde partir reste elle-même constamment positive.
Celle-ci ne contient plus a. Elle est encore homogène et peut être mise sous la forme
B, B', B" ne renfermant pas (3. On sera conduit connue tout à l'heure à poser , *
et à considérer un nouveau tiinômc; et ainsi de suite.
Un arrivera ainsi à une dernière expression qui, ne devant plus contenir qu'une variable et rester homogène, aura la forme
LÀ
ce qui donnera, comme dernière condition,
95. Considérons, en particulier, le cas de deux variables. On sera conduit au polynôme
Nous pouvons le mettre sous la forme
La condition du changement de sens sera
. )\db' 1 J ' dnrth 1 y
\dfldb J
et il y aura maximum ou minimum suivant que
ce qui entraîne en même temps
puisque la condition précédente exige que ces deux quantités soient de meme signe.
B 2 — 4 AC) [D(2CD*- ; BE)-+-E{2AE — BD
Or la parenthèse peut s’écrire de la manière suivante en
partageant en deux le troisième terme
( 2 CD — BE) [a (2 CD — BE) 4- ^(2 AF. — BD)J
+ (2AE— bd; |^c(2AE — bd) + 5 ( 2 cd — be)
-4- 2(B 2 — 4 AC) [ AE 2 -4- CD 2 — BDE], ou, en effectuant les deux premiers crochets,
( 2 AC— -Vd(2CD — BE)+ E(2AE — BD)]
B* — 4 AC) [AE 1 -|- CD 2 — BDE
et en définitive
T t_ f AE» -H CD»— BDE B’ — 4 AC
Pour discerner la nature de cette valeur, formons les dérivées secondes • •
La condition du changement de sens sera (95)
B> — 4AC<o;
et on aura un maximum ou un minimum suivant que - A < o , ou A o ,
ce qui entraîne en même temps
C o , ou C o .
97. Fonctions données par une équation. — Supposons, en second lieu, une fonction donnée par une équation non résolue. En l'envisageant successivement par rapport à ses diverses variables, ainsi qu’il vient d’être expliqué, et la. traitant chaque fois d'après la règle (88) des fonctions d’une seule variable, nous voyons qu’il suffit de former les équations dérivées partielles en considérant la fonction comme une constante. En joignant ensuite ces relations à la proposée, on en aura autant que de quantités à déterminer. Pour discuter la valeur trouvée, on aura recours aux
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dérivées du second ordre (55) ou à des caractères particuliers.
Exemple. — Soit l'équation
(« — /«j’-f- (x — pY -+- (jr — gY -f (2: — <•}’ + ,« . = »,
les équations dérivées partielles seront
On en tire s
et, par suite, ■>
U = m zt \fîi ,
double valeur qui se décompose en
U, = /» + \jn , U ,==*» — \fït.
La quantité qui a disparu du premier membre par le choix de valeurs de X t y, a, . . . , étant essentiellement positive, il en résulte que le radical a pris par là sa plus grande valeur. Par suite, U, est un maximum et U, un minimum.
99. Fonctions données par un système d'équations. — Sort enfin une fonction de plusieurs variables donnée par un système d’équations non résolues. En n’y euvisageani qu’une seule variable et appliquant la règle (90), on obtiendra une équation de condition. En opérant de même pour les autres, on formera autant de conditions que de variables. Or si on a n relations entre m quantités, il y aura m — h variables indépendantes, et par suite m — n conditions. Les joignant aux n proposées, on obtiendra it» système de m ('-quations entre çcs m quantités.
* Les valeurs des variables indépendantes seront" celles qui caractérisent le changement de sens. Celle de la fonction principale sera le maximum ou le minimum lui-même. Enfin celles des fonctions auxiliaires, des quantités souvent inutiles qu’on se dispensera de calculer si on le peut. Pour discuter la valeur trouvée, on aura recours aux dérivées du second ordre (56) ou à des caractères particuliers.
100. Exemple. — Proposons-nous de diviser un nombre ht en A parties x, y, 2 ,. . i>, telles que le produit u de
puissances déterminées entières ou fractionnaires /», q y r u . t de ces quantités, soit un maximum.
Nous poserons ici
u — xP yi z r . , ,v',
avec la condition -,
ce qui permettra de considérer r, par exemple, comme une fonction auxiliaire, et x, y, z,..., comme des variables indépendantes.
Ne cousidérons, eu premier lieu, que x, puis dilîërctilions en traitant u comme une constante, d’après la méthode (90), il viendra ,
O = p.rP~' yt z r . . . v'dx + txP y z r . . . dv ,
dx -t- dv = 0 .
F.a première de ces équations peut s'écrire: ■
— dx - dv ] — o.
O 11 peut supprimer le premier facteur, car les racines x = o, } =o, z — o, . . . , v— o, sont étrangères, puisqu’elles réduiraient le nombre effectif des parties qui doit être égal
xV rï z r . . . v‘
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à À. On a donc seulement
ou, d’après la seconde relation,
Telle est la première équation de condition. Curttmc toutes les autres variables entrent d'une manière analogue, il est clair que leur considération successive conduira au système de conditions
en désignant pour abréger par s la somme connue des exposants
On tire de là les valeurs des variables
ni/i niq wr
.et celle dç la fonction
l>r= pP i/l t r . . .
Elle sera évidemment un maximum, car a peut approcher de zéro pour de petites valeurs d’une variable et ne peut augkncntcr indéfiniment, puisque les variables ne peuvent dépasser m. On voit que ce maximum est atteint
lorsqu’on partage le nombre proposé m en parties respectivement proportionnelles aux exposants qui leur sont affectés.
Si on veut, en particulier, rendre le simple produit ' xy r z. . . v maximum, on fera
p = q = r = . .. =st= 1 , s=l, \
le maximum s'obtient alors quand toutes les variables sont égales.
applications analytiques du calcul différentiel, ny
Symbole — • — Il arrive parfois que pour certaines
valeurs de la-variable les deux ternies d’une fraction s’annulent à la fois, sans qu’elle soit au fond indéterminée. Je citerai comme exemple le cas d’une fraction algébrique dans laquelle on aurait négligé do supprimer un facteur commun aux deux termes, et où l’on substituerait pour la variable une des racines de ce facteur. Le calcul différentiel fournit une méthode fort simple pour écarter cette difficulté.'
Soit la fraction
et supposons que pour x = a, on ail à la fois
On peut écrire, en remplaçant dans la formule de Taylor ( 22, p. 97) x par x — a,
I.es condiiions de la question font disparaître le premier terme du numérateur et du dénominateur. Le facteur x — a devient par là commun et peut être supprimé, ce qui donne
$i maintenant 011 fait x = a > il vient
D’où la règle suivante : Pour avoir la vraie valeur d’une
fraction qui se présente sous la forme -> il suffit de substir 1 tuer au rapport des termes le rapport de leurs dérivées.
Comme cette égalité n’a lieu, bien entendu, que pour la valeur particulière de la variable qui introduit l’indétermination apparente, nous mettrons cette valeur en évidence au moyen d’un indice, et nous écrirons :
r?(*n _ rv(*n .
Exemple I. j
[ .r” — 1 1 o I bu*' 1 ’ J ni
Exemple II. v .
[ sin -c - ] o rcosxl .
• r Jo O L 1 J» ''
Digitiz.ed by Gôogle
Exemple III.
Exbmpi e IV.
Exemple V . — Si le résultat se présente plusieurs fois de suite sous la même forme, on répète autant de fois l’ap pliCalion de la règle. On aura, parexemple,
[ ii 1 — n
— io -+■ i8j’- i 4 x -+• 4
L 24 x — 36 Ji — 12 t 1 :
Symbole — ■ — Supposons maintenant qu’on ait la fois
? (a) = », ÿ(a)=co. :
On pourra écrire en employant la règle précédente:
CO |_ <p’(x)J„
' -- = ?M-*n _ m*n r»fx)T -
, [ ? '(x)4’(x)J„ I U(^)Jr’
on lire de là
LlfBE II.
rilf)] _ ry (*n ' ■ 7 ■
U(.r)j„ Lf (^)j;
Par suite la règle à suivre esl la même pour les (raclions qui se présentent sous la forme p que pour la forme
Exemple I. .
oo
Exemple II.
tanga:
[ tanga: ~| oo __ | cos’a: | _ | * 2 |
log^a: — ” 1 1o g g I ~ L<og ecos'.rj’l '
o I — 2 log e cos x sin a: F
Symbole o X x . — Supposons une expression
avec les conditions
On peut écrire
ou encore
applications analvtiqubs du calcul différentiel. »3i On se trouve ainsi ramené à la règle précédente par deux transformations dont on choisira la plus simple.
Exemple.
— fxl=2= ± =r— i.=o.
. ' 105. Symbole oc — 00 . — Si on a
avec les conditions
?(«) = », i(.(a)’=oo;
on écrira
et on sera ramené au premier cas.
Exemple. ' ' -
r C o,x- il- ■= « - x ^ r_L - il = ~ 2
L | tangx xJ, | x rang x o
[ cos* x I r qos 1 x — . 1 ~|
. x I I sin x cos x x I. ,
tanex+ ^xj 5
o r — 2 sin x cos x
o pcos’x — sin J x4-ijo
106. Symboles o°, x 11 ,! 130 , Prenons enfin une expres- - J »•
sion de la forme
et supposons que les quantités ;
prennent l’une des valeurs
o, oo , i,
ce qui peut donner lieu aux trois combinaisons o», oo 1“ , dont on ne saurait apprécier immédiatement la valeur.
On prendra comme inconnue auxiliaire
expression qui rentrera dans les types precedents et dont on sera en état de trouver la valeur F (a). On aura ensuite
F.xemfle I.
/(.)=« FW -
F (x) = L (x 1 ) = xLx t
F(o)=[xZx], = o, Equation (26),
Exemple II.
i,— Lx F (x) = Z y/x= — •>
F {00 ) = j = o, Equation (2.5),
RACINES SIMPLES
_ 107. La question que nous nous proposerons ici est la suivante : Considérant une fonction-
dont les deux termes sont dqs polynômes entiers et rationnels en x, la décomposer en une somme de fractions dont les numérateurs soient des constantes et les dénominateurs des expressions du premier degré.
On peut d’abord, sans restreindre la généralité de la question, effectuer quelques simplifications.
Nous pouvons supposer le numérateur de degré inférieur à celui du dénominateur, car, s’il en était autrement, on effectuerait la division algébrique jusqu’à ce qu’on obtint un reste de degré inférieur. On aurait alors partagé la fonction eu deux autres, à savoir, un polynôme entier et rationnel. que l’on conserverait à part et une fraction pour laquelle la condition se trouverait remplie.
On peut aussi admettre que le numérateur et le dénominateur n’ont aucune racine commune, car il s’ensuivrait pour ces deux termes des facteurs communs qu’il suffirait de supprimer. - , - . ■'
■Oigitizèd bÿ Googl
On peut encore faire en sorte que le terme du degré le plus élevé au dénominateur ait pour coeflicient l’unité positive. Car on peut diviser les deux termes de la fraction par ce coefficient et changeur au besoin tous les signes.
Nous supposerons enfin, comme premier cas, que le dénominateur n’a pas de racines égales. Il peut alors se mettre sous la forme d'un produit de facteurs simples .
108. Conjmençons par établir la possibilité du développement. Il est d’abord indispensable de prendre pour dénominateurs les facteurs de tfi. Car si on réduit toutes les fractions au même dénominateur, ce dernier sera le produit de tous les autres. Il Sevra du reste être identique à et comme un polynôme ne peut se décomposer que d’une seule manière en facteurs premiers, il faut absolument que ces facteurs soient les dénominateurs partiels.
Si nous désignons par ¥ (x) l’expression qu’on obtient en privant ÿ (x) du facteur x — a,-
on aura identiquement, et quelle que soit la constante A,
SW — *(x) 1
car les deux membres reproduisent la quantité proposée.
On décompose ainsi f en une première fraction qui
remplit les conditions voulues et une autre expression encore rationnelle. Si donc on pouvait faire eu sorte que le dénominateur do cette dernière lie contint plus le facteur x — a, la question auraif évidemment fait un pas.
l36 LIVRE II.
Or il suffit pour cela que le numérateur renferme luiméme ce facteur x — a, qu’on pourra alors supprimer; c’est-à-dire qu’il s’annule pour l'hypothèse x — a, ou qu’on ait
<f(a) — Aï’(a) = o,
ce qui exige simplement qu’on prenne pour l’indéterminée A la valeur suivante
laquelle sera toujours admissible comme n’étïnt ni infinie, ni nulle, ni indéterminée. En effet, aucun de ses termes ne peut s’annuler, puisque <p n’a pas de racines communes avec ÿ qui s’annule pour la valeur a, et qqp d’autre part Ÿ a été obtenu en privant de cette racine a, qu’il ne renfermait qu’une fois.
Si on traite alors dé même la seconde fraction, on la défi
composera a son tour en une première partie ^ et une
autre qui ne contiendra plus x — b à son dénominateur ; et ainsi de suite. De ceKe manière on obtiendra en définitive une expression de la forme •
109. Je dis maintenant que le développement ne peut avoir lieu que d’une seule manière. Nous savons déjà que les dénominateurs seront forcément les mêmes. Supposons donc qu’on ail trouvé par deux méthodes différentes
On tirerait de là
A = A'-tr-(.r — a)(X' — X).
Cette égalité devant, comme la précédente, avoir lieu .pour
applications analytiques du calcul différentiel. 137 toutes les valeurs de x , on peut y faire x — a, et alors elle donne • •
Nous établissons par là l’identité des deux termes relatifs à la racine a, et par suite de tous les autres, puisque cette racine est quelconque.
110. Il importe donc peu que la valeur (28) de A ait été obtenue en faisant à la racine a celte condition particulière
■ d’être envisagée la première , puisque toute autre riiétliode # reproduirait nécessairement le même résultat. On peut par suite former par une simple substitution de lettres les coefficients des termes en />, c, . . . m.
Mais il est nécessaire pour cela de faire disparaître la fonction Ÿ qui est le résultat d’une division particulière à la racine a. Or on a (101), en recourant à la valeur (27) de Ÿ, l *y . v • •
et par suite
.ffîy
. La formule complète sera donc
On peut dans chaque Cas" particulier obtenir une vérification, en réduisaift au même dénominateur et effectuant tous les calculs, ce qui devra reproduire exactement l’expression proposée.
Supposons maintenant que le dénominateur ait
des racines égales.. Nous le mettrons sous la forme'
• . ,Ji(x) = (a.' — fc) K {.r — A/*. . .(ar— >1^,
a ,(3,. . [x, désignant des nombres entiers et positifs dont quelques-uns peuvent être l’unité.
Démontrons en premier lieu la possibilité du développement. il est clair d’abord que les dénominateurs seront nécessairement les facteurs de i|/, mais qu’ils pourront ligurer à toutes les puissances qui ne dépassent pas a, (3,..., p. Désignons par Y le résultat qu’on obtient en privant complètement <j< de sa racine a , ' •
On aura encore identiquement, quel que soit A,
et on peut faire en sorte que la seconde fraction renferme à son dénominateur le facteur x — a une fois de moins que la proposée. Il suffit pour cela que le numérateur s’annule pour cette valeur ou cyie
valeur qui est encore dans ce cas finie et déterminée. "
Si maintenant on opère de même sur la nouvelle fonc-
lion, on en extraira un premier terme — qui
aura pour dénominateur la plus forte puissance de a: — a laquelle est maintenant « — i , et une autre partie qui ne renfermera plus ce facteur qu’avec l’exposant « — 2 ; et ainsi de suite, jusqu’à un terme en x — a au premier degré. Le dénominateur du nouveau reste sera alors complètement débarrassé de la racine a. On l’envisagera par rapport à b et on continuera toujours de même. Il est clair qu’on obtiendra ainsi la forme suivante :
f(x)— A A ‘ Aj
[x-bf^ [x-bf
114. Montrons, en second lieu, que le développement n’est possible qqc d’une seule manière. Nous avons reconnu déjà que les dénominateurs sont forcément' le's fadeurs
«le ip. Soient « et a! les plus fortes puissances de x — a dans les deux développements, et supposons que a' soit au plus égal à «. On aura
Si on fait x = a, la second terme disparait, puisque a n’cst pas nul. Comme A ne l’est pas non plus, il faut que le premier subsiste, et pour cela qu’il soit indépendant du fac- ’teur x — a, ce qui exige qu’on ait
L’égalité donne alors
Ainsi les termes de plus fort exposant sont identiques. Supprimant ces termes de part et d’autre, et passant aux suivants, nous établirons, dans toutes leurs parties, l’identité des deux formules.
11S. Puisque le développement n’cst susceptible que d’une seule forme, il suffit d’obtenir par la méthode la plus simple la partie relative à une quelconque des racines.
Dans ce but, je ferai pour abréger
Si jè développe par-la formulé de Taylor, il vient
en désignant par R le reste de la série, sauf le faeteur (x— a)* qui s’y trouve partout cil évidence. On tire de là
Nous obtenons ainsi la partie du développement relative à la racine quelconque a, et par analogie nous formerons son expression complète
, , , .A," (fl)
Exemple. — Considérons comme application l’expression
INous ferons
Difîérentiant R fois de suite ( 11, V),
Faisons X — i ,
d’où
.l»W(i) (— i)< n (ri ■+■ i) (n a). . .(a -t- X — i)
On aura de même
En faisant x = — 1 , on obtient au dénominateur a n+i avec la puissance n A du facteur — 1 , ce qui remplace au ” , numérateur la puissance h par la puissance n de ce facteur, ou simplement par le double signe ± indépendant de Zr, et dont on doit prendre 1 les signes supérieur ou inférieur suivant que n est pair ou impair :
( — 1) _ ± 1 n [n 4- 1) (n'-p 2). . . (« -+• X 1 — i) 1 . 2 . 3 ... X a" — 2 • i.aX-
On voit que les coefficients seront les mêmes en valeur absolue pour les puissances semblables des facteurs relatifs aux deux racines. En ayant égard aux signes, il vient
(JT '-1 )'• 2 "
“Comme exemple, faisons en particulier n = 1, il viendra
,x' — 2 ï’ + i 4L (a: — i) 2 x — l (x + lj 2 , x -+- 1 J
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COORDONNÉES RECTILIGNES
117. Équation de la tangente. — Si on prend un point sur une ligne plane, et qu’on y mène une droite de manière à rencontrer encore la courbe dans le voisinage, on verra, quand' on fera tourner la droite dans le sens convenable, la seconde intersection ■ se rapprocher du point considéré: si on continue ainsi, elie passera de l’antre côté et ira alors en s’éloignant. 11 y a donc une position précise qui correspond au passage d’un côté à l’autre et où la seconde intersection disparaît momentanément. Cette droite est appelée la tangente à la courbe au point considéré.
Nous substituerons immédiatement à cette déGnition exacte un aperçu imparfait, en traitant la tangente comme une droite qui passe par le point proposé M (x, y) et par un autre M'(x -4- dx, y -+- dy) pris sur la courbe inGniment près du premier. Ces deux ligues différeront en effet inGnîment peu, et pourront par suite être substituées l’une à l’autre. .
_ INK
c’est-à-dire
dy
l’elle est 1 équation de la tangente à une courbe quelconque. On la met ordinairement sous la forme
dy
•Hx
il suffit dans chaque ras d’y substituer la valeur de la dérivée -j- tirée de l’équation de la courbe.
118. Exemple. — Considérons les paraboles représentées par l’équation
( 2 9) y=qx\
dans laquelle n est un nombre entier ou fractionuairc, positif ou négatif.
11 vient en différenliani
dy y *
— = //tir”-' =
• ’ • dx , je
et en substituant dans l'équation de la tangente
Y — y = nl{X — x)=.n J -TL-
JC ' 9 JC
-ni
Pour construire facilement cette droite, nous chercherons son ordonnée à l’origine en faisant
On voit qu’elle esfrégale dans la parabole d’ordre n au multiple i — n de l’ordonnée du point de contact.
On a, en particulier, pour la parabole du second ordre,
y’xxT.px, y = ^?.p.x t , « = — , I —
pour la seconde parabole cubique ,
y' = mx 3 , y — qm.x, n — ~ * 1 — n —
pour l’hyperbole,
xy — m', y — m} . x~' , n = — i, i — n = 2, Y 0 = ay .
119. Normale . — On appelle normale à une courbe, en un point dit A' incidence, la droite qu’on y mène à augle droit sur la tangente. Si nous nous bornons aux coordonnées orthogonales, son -coefficient angulaire devra être réciproque et de signe contraire à celui ^ de la tangente;
comme elle doit du reste passer par le point considéré (x, y), elle aura pour équation
dx
dy
r.j8 i.ivre ni.
ou sous une forme symétrique
(X— x) dx -t- (Y — y) dy = o. - ,
120. On peut déduire de là une propriété générale de la normale. Cherchons en efléi la plus courte et la plus grande distance de deux courbes C, CV Si x, y et x', y' désignent les extrémités de celle distance A, on aura
Cette expression renferme quatre variables; mais deux seulement, x et x', sont indépendantes, car y et y’ en sont , respectivement fonctions d’après les équations des deux courbes que nous n’avons, pas spécifiées.
Pour trouver les changements .de sens de A (92), nous devons annuler ses deux dérivées partielles relatives aux variables indépendantes. Si nous y envisageons d’abord x - , comme y seul en est fonction, on aura
Nous poserons donc . .
x — x' ’ dy
Mais est le coefficient angulaire de la droite qui
oc - OC ^
• dx
joint les points [x,y) (x',y); — — est celui de la normale
au point (x,y) ; donc la droite en question est normale à la courbe C. En considérant de même l’autre dérivée partielle, on reconnaîtrait qu’elle est aussi normale à.la courbe C'. On voit par là que la plus courte et la plus longue distance de deux lignes se mesurent suivant leurs normales communes.
applications géométriques du calcul différentiel* «te
Si on réduit on particulier une des lignes à un point, ou reconnaît que la plus courte et la plus longue distance d'un point à une courbe s’estiment suivant les normales qu’on peut lui mener par ce point.
121. Tangente, normale, sous-tangente, sous-normale. — On appelle proprement tangente et normale les portions de ces droites qui se trouvent comprises entre la courbe et l’asedes abscisses. La sous-tangente et la sousnormale sont leurs projections sur cet axe. Nous les considérerons comme des longueurs absolues en faisant abstraction des signes. .J'
Si on se borne encore aux coordonnées rectangulaires, on
aura pour 1 inclinaison <p de la tangente sur I abscisse et par suite de la normale sur 1 ordonnée
U ' n Zl = 7Tx
Les triangles rectangles MPT, MPN, donneront donc
fV
sin ÿ
■ cot 2
S, = ;>cot* —
ajr ■ <ly
— •/ 'ang i
Exemples. —
On s'assurera facilement
que ces quatre
longueurs sont respectivement constantes dans les courbes
suivantes :
T eaclrice.
x — ru -\-\j r,
< ’-y' + nL f ,
Cercle,
Logarithmique,
X—me n ,
Parabole,
J* = /W-+-2/ÏX,
§ II
FORME DES COURBES
122. Points limites. — Reprenons des coordonnées rectilignes quelconques et cherchons les points dans lesquels la tangente est parallèle à l’axe des x. Il faudra pour cela que son équation se réduise à Y =j, ou qü*on ait '
dÿ
di = °'
En combinant cette équation avec celle de la courbe, on aura deux relations pour trouver les coordonnées inconnues. 1 \ . . '
On verrait absolument de même que pour avoir les points où la tangente est parallèle à l’axe des y, il faut joindre à l’équation de la courbe • • .
* • ' . dx
. ’ ‘ . ‘ dr ~ °’ ‘ '
appi.ica'J iONS"r,f.ortÉTniQi'ts ni eu et f niFFfni'pi'iM.. i.5i
Il n'est pas inutile île remarquer que ces puiuis u'ont pas une existence absolue sur une courbe dpnnév, mais qu’ils sont relatifs ai» système d axes que l’ou emploie. ISous allons, au c.ontraire, en envisager d’autres qu’on appelle /joints singuliers et qui présentent des accidents de forme indépendants du choix des axes.
123. Points il' inflexion. — Pour acquérir une idée plus eoniplèle’de la forme d’une ligne en un point, il nous faudra étudier le sens et-la grandeur de sa courbure. Or il est très-facile de résoudre la première partie dé la question, • c’est-à-dire de savoir de quel côté dé la tangente se trouve la courte. On l'exprime en disant qu elle est connexe ou concave par rapport à l’axe des abscisses.
Fi.; >.
Pour une epurbe convexe C , en s’avançant de M en M' dans le spns croissant des abscisses, on rencontre des inclinaisons croissantes y et tf'; car <p' est l’angle extérieur et cp l’angle intérieur d’un triangle- Le coefficient angulaire varie dans le même sens, car il passe de zéro » l’infini-, on même temps qqe l'inclinaison augmente depuis zéro jusqu’à dy "
1 angle des axes. Ainsi est une fonction croissante de
.r, et par suite sa dérivée ~~ est positive. ( 12).
Si, au cou lia ire, la courbe est concave, 'l'inclinaison v,i
V UE III
en diminuant, car <p 'est alors l'angle extérieur et l’angle
intérieur du -triangle; ~ est donc décroissant et '■—> né- - dat , dx-
gative. - •
Si enfin la courbe C" présente en M un point <T inflexion ,
où la courbure change de sens et où la tangente traverse „
la courbe, la ligne qui était eu deçà convexe ou concave de-
vient au delà concave ou convexe; en d autres termes-—
. dx ‘
change de signe et passe par zéro.
Ainsi, en résumé, la valeur de la première dérivée donne la direction de la courbe, et le signe de la seconde indique le sens de la courbure delà manière suivante :
rfr ^
convexité ; .
dx'
■ o, concavité ;
-rr — = o, inflexion.
<ix-
Si on veut trouver directement les points d’inflexion d’une courbe proposée, il suffira donc de joindre à son équation la suivante .
~dxi = °’ ■ <
et d’éliminer entre elles x et^. Ce système aura^ en général, des solutions, et par suite l’existence des points d’inflexion est normale dans les courbeç.
124'. Points multiples. — On rencontre parfois des points où une ligne se epupe cllc-mème de manière à présenter plusieurs branches et plusieurs tangentes. On les appelle des points multiples'.
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Le coefficient delà tangente ~ y-doit èire susceptible de
plusieurs valeurs. Mais quand on veut trouver d’après. une équation - , *
la valeur de ce coefficient, -la méthode (27) consiste à la dif- •féfentier sous la forme ,">•
On obtient ainsi une équation du premier degré, 'incapable, ' tant qu’elle subsistera, de fournir plusieurs valeurs pour
l’inconnue. y-. Cette équation doit donc s’évanonir dans les
points en question, ce qui exige qu'on ait à la fois «
En résolvant ce système, on trouvera les coordonnées des points cherchés. Mais il faudra bien 'entendu quelles satisfassent à l’équation de la courbe, ce qui donne, une relation ’ de condition. Ainsi l’existence des points multiples ne sera pas normale comme celle des points d’inflexion 5 elle constituera au contraire une exception.
125. Ces points une fois trouvés, si 011 y veut connaître les directions de la courbe, on ne peut plus recourir à la relation différentielle qui a disparu. Mais si nous formons l’équation différentielle seconde, elle nous donne pour un point quelconque
Aux points eu question le dernier terme, disparait d’après là
i.54 ' livre ni.
condition (3i) et on peut écrite-
(S0 ffi
ytxrljJ ifx
i dx 1
équation du second degré qui fournira deux valeurs pour . ■— et par suite deux tangentes [tour la courbe en ce point.
Si ces deux valeurs sont réelles et inégales, y sera en général réel et doué de deux valeurs en deçà et au delà de ce point. On aura alors deux branches -ronlinues Ou un nœud. 11 peut aussi arriver que les deux valeurs de jrue soient réelles que d’un côté, ou que l’expression de l'ordonnée ii’ait qu’une seule valeur. On obtient dans ce cas un point saillant ou anguleux.
Si les racines sont égales, ïes deux branches se louchent. 11 se peut encore que y soit réel de part et -d’autre, Ce qui constitue un point de contact, ou qu’il ne soit réel que d’un côté', ec qui donne un rebroussement. "On le-dit de première ou Aeseconde espèce, suivant que les deux parties de la courbe laissenlja tangente entrecllcs ou d’un meme côté. On en Sera averti par le sens de la courbure, b’est-à-
dire par le signe de qui sera diiléient ou le môme pout;
les deux branches ('). L’existence de ces points exige encore la condition suivante pour l’égalité des racines
Ils seront, par suite, encore plus rares que les précédents.
12(5. Si on avait, outre' l’équation de la courbe et ses
(') Ce caractère serait eir tlclaui pour un rebroussement do première espèce dont la tangente serait parallèle a l’axe des^ t mais on peql trouver directement ces points en choisissant, parmi ceux dont la langente est pa- . î allèle a l’axè desj, ceux aux environs desquels l'ordonnée n’a qu’une seule valeur qui doit être finie et réelle de part et d’autre.
applications géométriques ou calcul différentiel, i 55 deux dérivées du premier ordre, les trois suivantes
ce qui donne deux relations déterminantes et quatre conditions, l’équation différentielle seconde s'évanouirait encore, et il faudrait recourir à celle du troisième.
dr J , . . ..
ordre. Elle renfermerait au cube, et indiquerait, par
suite, trois tangentes ou un point triple. On pourra ainsi obtenir des points de plus en plus multiples;. mais leur existence deviendra de plus en plus exceptionnelle, car le nombre des conditions nécessaires s’accroîtra rapidement ('). • ' -• •
••• • § ni- • ' • ••
Quand on emploie le système de coordonnées po
- . * . * Fig. 6.
/si'
laires, on détermine la tangente par l’angle p qu’elle fait avec lé rayon vecteur du point de contact, en choisissant
('•) On rattache encorç aux points singuliers les points d'arrêt où une branche de courbe se termine brusquement. On les obtient en cherchant pour quelles valeurs <de x une valeur unique de^ devient imaginaire. * *
Les points isolés se trouvent de même en cherchant les valeurs de x <\ui rendent y exceptionnellement réel, tandis que les abscisses voisines moindres ou supérieures donneraient des valeurs imaginaires.
l-l V RF. m.
parmi les deux angles adjacents celui dont l’ouverture est tournée vers l’axe polaire.
Pour l’évaluer, considérons la tangente comme passant par le point M et un point infiniment voisin M'i Tirons les rayons vectèurs OM =r et OM'== r-+- dr. Puis de O comme centre, avec r comme rayon, traçons un élément de cercle MK que nous pouvons confbndre.avee la perpendiculaire abaissée de Msur OM', puisque le cercle est normal à ses rayons. Nous aurons dans le triangle rectangle MKM' :
MK. •
- tangMM'K = — -,
Mais MM' K ne diffère de l’angle extérieur p que de l’angle en O qui est égal à c/9 et peut être négligé. MR étant un arc de cercle, de rayon r et d’angle au centre r/0, a pour valeur rdO. Enfin KM', qu’on obtient en rabattant OM sur
OM', est . l'accroissement dr du rayon vecteur. II vient
ainsi < ;
; tan gf r = /- — •
Exemple I. — Considérons comme application la
kî b . 7 .
sjnrafe logarithmique, qui est représentée par l’équation ? 0 dr 9
tang 11 as /■ — - = - — , u = arc colLm,
dr • Lm 1 - '
valeur constante. La spirale logarithmique est donc la ligne qui traverse sous le même angle uh faisceau de droites rayonnant autour du pôle.
Exemple II. — Prenons, en second lieu, l'équation des .» piralès sinusoïdes, dans laquelle n est utrnombre entier ou
fractionnaire, . positif ou négatif,
r" =■ i/i sin n 9, ' , .
, -=.//;« cos n 0, %
■en divisant membre à membre
/ rf9
tang y = r — = lang n 0 ;
d’où
Ainsi l’angle que fait une spirale sinusoïde d’ordre n avec son rayon vecteur est égal à n fois l’azimut.
On a, en. particulier, pour lecerclé, m ■
r =. '2 Ü «in 0 , , /) — r , a = 9;
pour la lenmiscale de Bernoulli ,
r'= 2/»’ sin 29 , « =’ 2, a. = 29 ;
pour 1 hyperbole équilalèrc,
r*sin 2 9 2W% « = — 2 , y — it — 2 9;
pour la parabole^
r sin J = — i
V Tangente, normale, sous-tangente, sous-normale. Dans le système polaire, la tangente et la normale si-
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comptent depuis la courbe jusqu’à la perpendiculaire élevée an pôle sur le rayon vecteur. La sous-tangente et la sous-normale sont les projections de ces longueurs sur cette même perpendiculaire. '
On a dans les triangles rectangles OMC, OMS [fi g- 7) : -
r , . / I rfîl 1 ,j - • .
T = — r— = r^i-+- tang’ft = r \ 1 + Lr — 'j , •
cos p ( V | r/r J • •
N = - 4 — .,= r y'i 4- cot 5 u = \// s 4-J^: ,
sin(* V Ir/SJ •
S, =r rlangft = r 1
S„ = rcot u
TU
Exemples. — On s’assurera facilement que ces quatre longueurs sont respectivement constantes dans les’coürbes
suivantes : . * ' - : ' ' , p ‘ -
. Spirate trùctrice,
- • e = »r -t- arc sin - 4- 1 / — — 1, T =nr-
/•==« sin (0 4- m), N = «.
' Cercle,
Spirale hyperbolique.
Spirale fl 'Archimède,
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Certaines courbes présentent des branches indé
finies qui tendent de plus en plus vers; la forme rectiligne, de telle sorte-qu’il existe une certaine droite dont elles s'approchent autant quon le veixt, sans cependant se confondre jariiais avec elle. De pareilles droites sont, appelées des asymptotes. ; ' . ‘
Il est facile de trouver Ü’aboixl celles «qui seraient parallèles à l'un des axes, par exemple à celui des ordonnées. Car si ou "tire de l'équation l’expression de y, il suffira, de chercher les valeurs finies de x qui la rendent infinie. Il sera toutefois nécessaire de s'assurfi^que la fonction est dans le voisinage réelle et indéfiniment croissante.
Les autres asymptotes auront des équations de la
forme .
ou h et A soin des quantités inconnues qui peuvent être . nulles, mais non infinies. On peut aussi écrire :
kh=y — ht.
Si on s’avance indéfiniment sur la droite, en faisant x et y, infinis, il reste
"Mais dans ces régions la courbe s’approche indéfiniment de la droite, de telle sorte que la dillérence de leurs ordonnées devient infiniment petite. On peut donc la négliger devant des quantités finies, çt à plus forte raison devant des quantités infinies. C'est -à-dire qu’on peut alors confondre les équations des deux lignes ou considérer les valeurs précédentes comme 'lirées de celle de la courbe. De là la règle suivante : 7
On déduira de l’équation de la courbe le rapport - et on y fera x — oo . 11 se présentera ordinairement sous la Forme X ; mais on fera disparailre l'indétermination par la mé-
thode connue (103), .et la valeur ainsi trouvée fournira le coefficient angulaire h de l’asymptote. On formera alors l’expressiouj' — fix, et on y fera encore x = co , ce qui donnera en général le symbole oo — co ; mais en évitant l’indétermination (105) , on obtiendra ^ordonnée à l’origine k de l’asymptote. Si cette valeur est nulle, la droite passe à l’origine - , si elle est infinie, elle indique l’absence d’asymptote et conduit à rejeter la valeur correspondante de h.
132. .Exemple I. — On reconnaît facilement que la logarithmique et la cissoïde qui ont pour équations
ont chacune une asymptote parallèle à l’axe des ordonnées
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pour l'abscisse m. La courbe
en a deux pour les abscisses e et -• Enfin la courbe
ltX
y= ung —
en a une infinité pour toutes les abscisses qui sont des nombres entiers impairs, positifs ou négatifs.
Exemple II. — Soit l'équation
On en tire
d’après la valeur (a5, p. i3o). On a ensuite
* = [y— è-cL=[r — *]»= =o.
La courbe a donc pour asymptote la bissectrice de l’angle des coordonnées positives.
§ II
COURBES ALGÉBRIQUES
133. On évite facilement les difficultés qui naissent de l'indétermination, quand l’équation de la courbe est algébrique. La méthode peut être alors plus nettement formulée, tout en restant complètement générale.
iClU LIVRE III.
Pour trouver d’abord les asymptotes parallèles à l’axe des y , ordonnons l’équation par rapport aux puissances de cette variable
Xy ,f -4- X, y -f- X,y n ~ 7 -t- . . -4- X a „ , i *4- X„ = o , on, en divisant par v",
Pour y = oo , l’équation se réduit à
si donc celle-ci a des racines réelles pour x, l'équation de la courbe sera satisfaite en prenant chacune d’elles pour abscisse avec une ordonnée infinie. Elles fourniront par suite autant d’asymptotes. Ainsi les abscisses des asymptotes parallèles à Taxe des ordonnées sont les racines du coefficient de la plus forte puissance dey.
Si m est le degré de l'équation, ni — n est au plus le degré de X. Ce pol voèine n’a doue pas plus de ni — n racines, ou la courbe plus de m — n asymptotes parallèles à l’axe des ordonnées.
134. Cherchons maintenant les asymptotes inclinées. Les termes de degré m ont la forme Pj ou x"‘ . P Leur ensemble est donc le produit de x m par une fonction de — . De même la partie de degré m — i sera le produit de
a J " -1 par une autre fonction de -, et ainsi de suite. De sorte .que l’équation peut être prise sous la forme
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Divisons tout par or”.
et faisons x = oo . Nous savons que ^ prend alors la valeur finie h ( 131 ). Il reste par conséquent
Le coefficient angulaire de 1 asymptote est donc fourni par * les facines de l’expression qu’on obtient en remplaçant dans la partie du degré le plus élevé x par l’unité et y par h.
Substituons à — dans l’équation de la courbe la valeur
/»-+-- ( 32 , p. 109) qui convient à l’asymptote. Nous ne
commettrons par là qu’une erreur qui deviendra infiniment petite et disparaîtra quand nous ferons X — 00 . Il vient ainsi
Développons chaque terme par la formule de Taylor en remplaçant dans cette dernière a par h et .r par - , nous aurons
/Ah) h
i(?4 i.ivnE nr.
on, en ordonnant par rapport à x,
(/(*)+ l -WV‘) +/(*).] j '+ ~ [7/" ( * ) + V, (*)+/. (* )]+•••
Le premier terme est nul, puisque h est une des racines de l'équation (34). On peut par suite supprimer le facteur
- et écrire en abrégé
de sorte qu’en faisant x = 00 , il reste
135. Si A estime racine simple de l'équation (34 ),_/'(/<) n’est pas nul et on trouve pour A; une valeur finie.
Si le résultat de la substitution de l’untié pour x et de h pour y dans la partie de degré m — 1 la fait évanouir, on un tnot si J\ (//) = 0 , on a k = o, et l’asymptote passe à l’origine. Cela arrive toujours quand l’équation-u'a pas de termes du degré m — 1 .
Si h est une racine double,^' (h) es"l nul, et si f (h) tie l’est pas, on a k = «3 ; ce qui indique l’absence d’asymptote et conduit à rejeter cette racine.
Si fi (h) est nul en même temps que f (h), k prend la forme indéterminée. Mais si nous remarquons que les deux premiers termes -de l’équation (35) disparaissent alors à la
fois, nous pouvonsy supprimer le facteur— et écrireen abrégé
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équation du second degré qui donnera deux racines pour l'ordonnée à l’origiue. Si elles soûl réelles, on aura deux asymptotes parallèles duus la direction indiquée pur la valeur de h ; si elles sont égales, une seule ; si elles sont ima-, ginaires, il faudra rejeter cette valeur de h.
On pourrait encore discuter celle équation comme la précédente. Je me bornerai à considérer le cas où scs trois coefficients s'annuleraient à la fois pour une valeur de h , ce qui ne pourra arriver que pour une racine triple de l'équation (34). On devra encore- recourir à la formule (35), y effacer les
trois premiers termes , supprimer le facteur > puis faire
x = oo , ce qui la réduira à sa quatrième partie qui est du troisième degré en k. On aura alors , en général, trois ' asymptotes parallèles à cette direction. Et ainsi de suite.
On voit par là que le nombre des asymptotes inclinées ne peut surpasser le degré de h dans f [h) ou de y dans J\ puisque plusieurs racines se confondent, lorsque autant d’asymptotes deviennent parallèles. Or le degré de y dans / -est au plus égal au plus fort degré n de y dans toute l'équation. Il y a donc au plus n asymptotes inclinées. Mais nous avons déjà reconnu qu’il y en a au plus m — n parallèles à l’axe des ordonnées. Donc ûue courbe algébrique ne peut avoir un nombre total d’asymptotes supérieur au degré m de sou équation. •
136. Exemple !. — Appliquons à l’équation générale du second degré
ay 2 ■+■ bxy -f- ex 2 ■+- tly ex f — o .
On ne peut avoir d’asymptotes parallèles à 1 axe desj', si n
n’est pas nul. Nous prendrons doftc
f ( A ) = ah 3 -+- bh -f- c,
_/'(/<) = 2 ah -+- b, fx \h) — </A -f- c,
et nous poserons
/(h) = ah*-+ bh-yc = o,
! _ — b±\!b* — 4 ac
Il faut d’abord que le radical soit réel, ce qui exclut l’ellipse. On obtient alors deux directions auxquelles correspondent les valeurs
/ — /W _ J_ /_ d± bd — -iae \
f (h) su y yÂ* — 4 ac )
Comme elles doivent être finies, il faut en outre que le dénominateur ne soit pas nul, ce qui exclut encore la parabole.
Exemple II. — Soit l’équation
xy 1 — 2 x*y -(- x? -f- xy — .r 1 — &x -4 -ni =r o.
Pour avoir les asymptotes parallèles à l’axe des ordonnées, nous poserons x = o, ce qui indique cet axe lui-même.
On aura ensuite
A* )■=**■- af-»-,, /,{A) = A— 1 , f,[h) = — ,6, /'(A) = 2A-2, f\ (A) = 1 ,
Si nous posons
noift obtiendrons deux racines égales à l’unité, ce qui indique la direction de la bissectrice de l’angle des coordonnées positives.
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Comme on a du reste à la fois
il faut recourir à l'équation
Elle a pour racines -+- a et — 3, ce qui fournil les deux asymptotes
$ III
COORDONNÉES POLAIRES
137. La première condition pour l’existence d’une asymptote est celle d’une branche ouverte, ou d’un rayon vecteur infini. On cherchera donc d’abord les valeurs finies a de l’azimut 8 qui rendent r infini ; et « sera l’inclinaison de l’asymptote sur l’axe polaire. En ellèt,.>le rayon vecteur lui devient parallèle quand il la rencontre ainsi que la courbe à l’infini.
Si A désigne la distance de l’asymptote au pôle, son équation pourra être prise sous la forme
• rsin(0 — o) = i.
Celte fonction conservant la valeur constante A, l a encore quand on s'éloigne indéfiniment, et on peut écrire
A = [/-sin(6 — «)] .
Mais dans ces régions la courbe cl la droite se confondent sauf les quantités négligeables, et on peut considérer cette expression comme formée à l’aide de l’équation de la courbe. Il suffira donc de la calculer et d’y faire 8 — a, ce qui rend r infini cl le second facteur' nul. On évitera la forme
l68 LIVRE III.
o X oo par la règle connue (104) et on aura ainsi la valeur de A.
Si elle estfinieet unique, elle fournit une seule asymptote ; si elle est multiple, plusieurs asymptotes parallèles; si elle est nulle, une asymptote qui passe par le pôle. Enfin, si elle est infinie, elle indique l’absence d’asymptote et conduit à rejeter la valeur correspondante de a.
On peut, si on y trouve avantage, employer la formule plus simple
car on a séparément ( 24 , p. 128)
f~ sin(9 — a) ~| = _
138. Exemple. — Prenons l’équation des coniques rapportées au foyer et au grand axe
; — ecosQ
r devient infini pour
I — e cos a = 0 | cos a = — • e
Pour que cet angle soit réel, il faut d’abord que e ne soit pas inférieur à l’unité, ce qui exclut l’ellipse. L’angle n’étant d’aillenrs déterminé que par son cosinus, on obtient deux directions également inclinées sur l’axe.
On a ensuite (101)
A = [r(9-«)] = E = Ul_l
1 |_i — ccosôj o [esmOj
e sin a
Î^I — COS
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Pour que cette valeur soit finie, il faut en outre que e ne soit pas égal à l'unité, ce qui exclut encore la parabole. L’hyperbole seule a donc des asymptotes dont la distance au foyer a pour valeur
c’est-à-dire le demi-axe imaginaire.
139. Courbes algébriques. — Lorsque l’équation est algébrique par rapport à r, on peut développât davantage la méthode. Considérant l’équation
On verra d’abord comme au § 133 que les valeurs infinies de r correspondent aux racines de l’équation
Si maintenant nous remplaçons 9 par a -+- 9 — * et que nous développions par la formule de Taylor, il viendra
Le premier terme est nul d’après la condition qui détermine «. En divisant par r" 1-1 , on pourra écrire en abrégé
r (9 -«).[/»+ A(fl - «)] + [/(a) + B(9 - «)] 4- j =o.
IVKE III
Si maintenant on fait à la fois 8 — a et r— x , il reste [r(9 — ai]^ ./'(«) +/.(*) = °>
<l’où on "tire (137)
expression semblable à celle qui a été obtenue pour les coordonnées rectilignes et susceptible d’une discussion identique que je ne reproduirai pas.
I 40. Exemple. — Considérons la spirale hyperbolique qui a pour équation
rO — in,
L’équation qui fournit a sera
elle montre que l’asymptote est parallèle à l’axe. On a en suite
sa distance à l’axe est donc égale au paramètre.
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COURBURE
14-1 . Cercle oscillateur. — Pour nous représenter d’une manjèrc nette la direction d’une courbe eu un point, nous lui avons substitué une ligne pour laquelle cet élément reste invariable, c’est-à-dire une droite. Et nous l’avons assujettie à avoir dans le voisinage le plus possible de points communs avec la courbe, c’est-à-dire un second outre le point proposé. Nous avons ainsi obtenu la tangente.
Pour acquérir une notion plus complète, il faut encore * apprécier la courbure de la ligne en ce point. En suivant la même idée, nous substituerons à la courbe une ligne sur laquelle cet élément reste invariable, c’est-à-dire un cercle.
Il faudra en outre établir entre eux le contact le plus intime possible, et comme trois points déterminent un cercle, l’assujettir à passer, non-seulement par le point que l’on considère, mais encore par deux autres infiniment voisins. '
On obtient ainsi le cercle osculateur ou cercle de courbure de la ligne proposée. Son centre et son rayon sont aussi appelés centre et rayon de courbure. Nous désignerons ce dernier par p, et par n, les coordonnées du centre.
L’équation du cercle sera alors (X-ï)’ + (Y
Pour exprimer qu’il passe au point considéré (;r, y), nous
aurons la relation
Pour le point voisin, il faudrait do môme substituer à X et Y : ,r+ dx et y •+■ dy. Mais si, après avoir fait celte opération, on retranchait la dernière relation, on formerait l’accroissement qui résulte pour le premier membre des variations dx et dy , c’est-à-dire sa différentielle. Nous aurons donc une relation équivalente en différentiant l’équation, ce qui donne
C’est là un principe général, et quand une formule exprime qu'un certain fait géométrique a lieu en un point d’une courbe, il suffit de la différencier pour qu’il ait encore lieu au point voisin.
Pour faire passer le cercle en un nouveau point infiniment rapproché, nous n’aurons donc qu’à diflérenlicr de nouveau
d ’ y dx-
Ou tire de là
et, par suite, de la relation précédente
dx ' 1
Si nous substituons ces deux valeurs dans la première équation, il vient
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et un extrayant la racine
dx-
11 suffirait de reporter ces trois expressions dans la formule ci-dessus pour avoir l’équation générale du cercle oscillateur, mais elle est sans intérêt.
143. Il n’est même pas nécessaire de se fixer dans la mémoire les trois valeurs que nous venons d’obtenir. La dernière suffit. Eu effet, le cercle et la courbe ont trois points, et, par suite, deux éléments communs. Ils ont donc deux normales communes. Mais les normales du cercle sont ses rayons et passent par son centre. Le centre de courbure est ainsi déterminé par l’intersection de deux normales infiniment voisines, et se trouve par suite sur la normale du point considéré.
Or nous savons trouver la normale (119). Il suffira donc d’y porter la longueur p pour obtenir à l’extrémité le centre , de courbure. Quant au sens dans lequel il faut prendre cette longueur, c’est pour la courbe comme pour le cercle dans la concavité. Il n’y aura ainsi d’ambiguïté qu’aux inflexions.
Mais alors (123) = o , p devient infini et le centre dis-
paraît. Avec cette manière de voir, l’expression (38) repré-* sen le une longueur absolue et on fai t abstraction de son signe.
114. Exemple I. — Si on se reporte à l’expression (3o, p. i 49) 3 e normale N, on pourra écrire ainsi la valeur générale (38) du rayon de courbure
I?4 1.1 VUE III
Prenons comme exemple l’équation des trois coniques y 7 = lp.v -I- ijx 7 ,
on en tire, en différentiant deux fois de suite, dy
d 7 y f dy ~ ]’
• y ^ + Uj=' ? -
Élevons la première au carré et multiplions la seconde par y\
f dy ~\ 7
■ > '\ dx\ ~ P* " + ‘ 2 P e l x + ?’ *’•
d 7 y P dy l 3
f ~d^ +3r lTx\ = qr = 2pqx + Ÿ 1 "' retranchant,
cl comme nous faisons abstraction du signe,
- ïü
Ainsi dans les coniques le rayon de courbure est égal au cube de la normale divisé par le carré du demi-paramètre.
"Exemple II. — En se reportant encore à la valeur de la normale, on peut aussi mettre la valeur générale du rayon de courbure sous cette autre forme
ür
il 7 y
lê
Appliquons à l'équation de la chaînette
dy c T — er* dx 2
Ou en lire
y li?~ 4 ’
et, par suite,
Ainsi dans la chamelle le rayon de courbure est égal à la normale.
11 ne s’ensuit pas que le centre de courbure soit sur l’axe
est positif. Il faut pour avoir ce centre C reporter la longueur Mi\ de la normale de l’autre côté du point d’incidence.
145. Courbure. — On appelle angle de contingence Celui que fait une tangente quelconque avecune droite fixe.
ij 6 li vue ni.
Si on adopte, pour plus de simplicité, l’axe des x, cet angle ne diflere pas de l’inclinaison y.
La courbure d'un arc sans inflexion est l’angle compris entre ses tangentes extrêmes, c’est-à-dire la différence de
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leurs angles de contingence, car ceux-ci sont les angles extérieur et intérieur d’un triangle dont le premier forme le sommet. C’est la quantité dont la courbe a dévié de la ligne droite dans cet intervalle. La courbure d’un arc infiniment petit de longueur ds sera par suite la différentielle dy de l’anglede contingence.il est clairquela forme sera plus ou moins accusée en cet endroit, suivant qu’une déviation plus ou moins grande dy sera réalisée sur une longueur ds plus
ou moins courte. Si donc on prend le rapport il mesurera ce degré d’accentuation. On l’appelle, pour cette raison, la courbure au point considéré.
On en peut donner une expression très-simple. Si nous menons pour cela les tangentes MT, M"T aux extrémités de l’arc élémentaire MM', elles comprendront entre elles l’angle dy. Les deux normales MC, M'C, qui leur sont respectivement perpendiculaires, formeront un angle égal dy. Or on peut dans cet intervalle confondre la courbe avec son cercle osculateur et considérer MM' ou ds comme un arc de cercle qui a son centre en C, c’est-à-dire p pour rayon et
tlcf pour angle au centre. On a, par suite,
La courbure est donc égale À l’inverse du rayon de courbure.
On peut aussi tirer de là
ds
expression du rayon de -courbure plus simple que la précédente et qui peut être utile dans plusieurs circonstances.
Exemple I. — On s’en sert notamment lorsqu’une ligne est définie par une équation entre son arc s et son angle de contingence <f.
Par exemple, lorsqu’on cherche la courbe suivant laquelle se dispose un fil pesant et flexible, et qu’on appelle la chaînette, les théorèmes de la statique fournissent facilement l’équation (')
s = tangip.
On en tire immédiatement
ds 1
dlf COS'if
Exemple II. — On emploie aussi avec* avantage cette formule pour des considérations directes de géométrie infinitésimale.
. Cherchons, par exemple, le rayon de courbure des spirales sinusoïdes.
(') Nous montrerons plus tard* (228) que cotte équation est bien une conséquence de celle que nous avons déjà considérée ( 144, II).
Prenons pour cela un arc infiniment petit .MM', menons les rayons vecteurs OM, OM', les normales MC-, M' C qui
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fournissent en C le centre de courbure et en MC le rayon de courbure p\ élevons la perpendiculaire ON sur le rayon vecteur qui donne en MN la normale N de la courbe (129). Enfin abaissons MK perpendiculaire sur OM'.
Les triangles MKM', MON seront semblables comme ayant leurs côtés perpendiculaires, à savoir : la normale MN sur la tangente MM', le rayon OM sur MK qui a été mené à angle droit sur la ligne infiniment voisine OM', enGn ON sur M'K qui diffère infiniment peu de OM. O 11 a donc la proportion
MM' _ MM
MK — Mû’
ni 9 r
Mais on a dans le triangle MOT (128, II)
y r- f -t~ p — 0 -p fl 0 — ( n + 1 ) 0 ,
d’où
Ainsi dans les spirales sinusoïdes d’ordre quelconque n le
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rayon de courbure esl égal au multiple ^ ^ ^ de la normale.
1 47. Coordonnées polaires. — Un moyen fort simple d’obtenir l’expression du rayon de courbure en coordonnées polaires consiste à changer de variables en remplaçant ,r et y par r et 9. Ce calcul a été déjà effectué à une autre occasion, et il suffit d’en rappeler le résultat. Nous avons trouvé ( 02 )
dr "P
r dV
Exemplç. — Si nous prenons comme application la spirale logarithmique
0 dr 5
ni , — = m Lm — r Li
— — ni U m = rL ni ,
c/fl 3 *
il vient, en substituant et réduisant, p = r \/ 1 L- m ,
ou, d’après (128),
P = r J i -+- cot 3 u. = . r .
smp
Mais on a dans le triangle rectangle OMC [fig. 7 , p. 1 56)
OM
OM
cosOMC si n OMS
sinp
Par suite, le rayon de courbure est égal à la normale, et le centre de courbure se trouve à l’intersection de la normale et de la perpendiculaire élevée par le pôle sur le rayon vecteur.
COURBES ENVELOPPES
148. Lorsqu’une équation renferme, outre les coordonnées courantes X, Y , un paramètre ou constante arbitraire a susceptible de recevoir toutes les valeurs que l’on voudra, elle représente pour chacune de ces valeurs une certaine courbe, et par suite pour tout l'ensemble une famille de courbes.
C’est ainsi, par exemple, que les équations
fournissent des familles de droites parallèles, de droites convergentes, de cercles concentriques, etc.
11 peut arriver, comme dans les exemples précédents, que la famille recouvre la totalité du plan de telle façon qu’il n’y ait pas un point par lequel on ne puisse faire passer une de ses courbes. Mais il arrive aussi le plus ordinairement qu’elle n'occupe qu’une portion du plan. Les çontours qui la terminent sont alors appelés Y enveloppe de la famille, chacune de ses courbes prenant le nom d’ enveloppée.
Si, par exemple, on envisage tous les cercles d’un même rayon qui ont leurs centres disposés sur la circonférence d’un autre cercle, de rayon plus grand pour fixer les idées , il est clair qu’ils ne couvriront qu’une couronne circulaire.
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L'enveloppe est formée dans ce cas de deux cercles concentriques au proposé, qui ont pour ravous - la somme et la différence des deux autres.
L’enveloppe d’une famille de courbes peut être envisagée à un autre point de vue. Puisqu’elle forme la limite entre la portion occupée par les enveloppées et celle qui ne l'est pas, ehacunc d’elles vient s’y appuyer, et comme elle ne la francliitpas, elle lui est tangente ('). Si donc on prend deux enveloppées voisines, elles se couperont près de l’enveloppe, et si elles deviennent infiniment voisines, leur point d - intersection se rapprochera de celte courbe jusqu’à unc.distancc du second ordre (’) et pourra être considéré comme y étant situé. L’enveloppe peut donc être envisagée comme le lieu îles intersections successives des enveloppées, et c’est à ce
point de vue que nous allons entreprendre sa recherche.
, M9. Premier cas. — Donnons-nous l'équation delà famille sous la forme (3g) /(X, Y ;«,) = .>.
Si nous attribuons à a une valeur déterminée, nous aurons 1 équation d’une certaine enveloppée. Pour connaître le point de. l’enveloppe qui lui correspond^ il faut la couper par l’enveloppée infini ment' voisine qui sera représentée par
(4o) /"( X, Y ; «■+■ da) = o. '
Nous trouverons les coordonnées X, Y de l'intersection en
(') J'écarto bien entendu les cas où l'enveloppe serait l'urinée par mie série de points singuliers des enveloppées.
(• ) Un point pris sur une courbe infiniment près du point de contact est il une distauce du second ordre de la tangente. Car celle distance peut ôtro assimilée h un arc de cercle qui serait décrit autour du point de contact avec la corde pour rayon ; et ce rayon ainsi que l'angle au centre sont tous deux infiniment petits. II en sera par suite de même pour deux courbes tangentes, puisque la distance est pour chacune d’elles du second ordre par rapport à la tangente commune.
résolvant ces deux équations. Pour avoir le lieu de ces points, il faudrait ensuite éliminer entre les deux valeurs ce qui caractérise l’enveloppée particulière dont on s’est occupé, c’est-à-dire la valeur de a. Mais il reviendra au même de l’éliminer entre les relations {39) et ( 4 ©), d’où ces Valeurs ont été déduites. Nous pouvons même substituer à ces équations toutes celles plus avautageuses qui en seraient la conséquence. Or, si nous retranchons (39) de ( 4 ©), nous formerons l’accroissement qui résulte pour,/ de la seule variation de a, c’est-à-dire sa différentielle partielle relative à a. Je remplacerai donc la relation ( 4 o) par la suivante
ou, comme du n’est pas nul.
et l’élimination de a devra s’clfectuer entre (39) et (41). De là la règle suivante :
Pour trouver l’enveloppe d’une famille de courbes dont on a l’équation, il sulfit d’éliminer le paramètre entre cette équation et sa dérivée prise par rapport à ce paramètre.
150 . On remarquera que cette théorie est douée d’une généralité beaucoup plus grande que les premières, car rien dans ce qui précède ne fixe la nature des coordonnées qui peuvent être rectilignes, polaires,' bipolaires, etc., sans que rien soit changé à nos raisonnements ; tandis que les autres théories revêtent une forme particulière pour chaque système de coordonnées.
Exemple. — Cherchons l'enveloppe des droites qui son£ à- une même distance d’un point fixe.
applications géométriques du calcul différentiel. t83 Leur équation sera en coordonnées polaires
/sin (0 — a ) = />.
Je forme la dérivée relative à a
• — r cos (6 — a ) — o,
n’étant pas nul puisque aucun des points des enveloppées nese trouve au pôle, le cosinus doit être nul. Donc le sinu^s est l’unité et ou a
JffMI/ Il ■ * < i /Ubll * U à jfu ■ ■ I
équation d’un cercle de rayon/?.
151. Second cas . — Supposons maintenant que réquation renferme deux paramètres, .
( 42 .) /(X,Y;n, ft)=o.
Comme un seul des deux doit rester arbitraire pour qu’il y ait une série continue de courbes, il existera entre ces paramètres une relation ,
(43) . F(rt, i) = o.
SF ou attribue à a et b deux valeurs qui satisfassent aux relations (4a) et (43), 0,1 aura une certaine enveloppée. La voisine aura pour équation
(44) /{X, Y; «-+-«/«, h + db ) =o,
db restant lié à da par la condition
(45) F (a -+■ du, b -F db ) = o.
Nous aurions le point correspondant de l’enveloppe en calculant X cl 4 d’après les équations (4 2 )> (44)» <‘t leur lieu en éliminant a et b, da et db entre ces valeurs et les rela-
lions (43) et (43). Mais nous pouvons faire directement l’élimination entré les quatre équations (4a, 43, 44, 43) et même remplacer les deux dernières par celles qu’on obtient en en retranchant les précédentes, à savoir
®Wd)— .
©■HS)— -
Or on peut faire disparaître da et db une fois pour toutes, car en égalant les deux valeurs du rapport il vient
et la question est réduite à l’élimination de a et £ entré les équations (4 a )> (43) et (46).
152. Exemple I. — Cherchons l’enveloppe d’une droite qui se meut de manière à intercepter dans un angle <p un triangle dont la surface reste constante et égale à m*.
Si nous prenons les côtés de l’angle comme axes de coordonnées obliques, l’équation de l’enveloppée sera
en désignant par a et b ses coordonnées à l’origine qui forment ici les paramètres arbitraires. Nous avons entre eux la relation
- nb sin o =
. 2 /»’ ab = — — •
•sin <p
En difl'érentiant les deux équations par rapport aux para-
Digilized by Coogle
mètres, il vi'cnt
X da Y db
titlb -+- btla “ o j
ce qu’on peut écrire
adb — — bda ;
d’où en multipliant membre à membre
Comme la somme de ces quantités donne d'ailleurs 1’unilé d’après la première équation, chacune d’elles est égale à - ■ Par suite
a = 2 X, i = îY, * • .
et, en substituant dans la relation paramétrique
XY
2 sin f
équation d une hyperbole qui a pour asymptotes les côtés de l’angle donné.
153. Exemple II. — Cherchons l’enveloppe des droites Fig. n .
telles, que le produit de leurs distances p , p' , à deux points
1 86 livre il r.
fixes reste constant et égal à è s
(47 ) pp'-b 1 !
Si nous employons des coordonnées bipolaires /, / 'dont les points donnés soient'les deux foyers, on aura identique- ' ment
MP 4- MP' = FK,
et d’après les triangles rectangles MPF, MPP, FRF'
. >[? — ji 1 4* ^ r ' 2 — p' 1 — V4 c % — (p — />')'.
Telle est l’équation de l’enveloppée. On peut, eu élevant deux fois de suite au carré, la mettre sous la forme •
( 48 ) 4 (pV 3 p’ 1 p ) =r 4 [r r'- ■+■ b') — ( /•’ H- r. '* — 4 ,;î — 2 è')’.
En .diiférenliant les équations (47) et (48) par rapport aux paran^trps p et p\ il vient
p' dp -H ptlp' — o, P'pdp 4- r* p dp' — o.
On en lire par l’élimination du rapport ~ la troisième relation
et il reste à éliminer les paramètres p, p', entre ( 47 ) •> (48)
et (49).
Or on obtient, eu combinant la première cl la troisième,
p'r ' 1 = p"‘r\— b'n J , ’ et en reportant dans la seconde
4 (r 3 / 2 + b' — 2 iV/ ) — ( r 3 4- r ' 1 — 4 c’ — 2 è")’ =; o.
Ou reconnaît dans la première partie le carré de i (rt J — b'), ce qui permet de décomposer ainsi l'équation
(i J + r' 1 — 4 c ' — 2 b’ — 2 rr 4-2 b 3 ) X ( r 4- /' J — 4 e ’ — 2 6’ 4- 2 rr — 2 è’) = o.
Le premier facteur doit être rejeté car il conduit. à
tandis que r, /•'et 2 c sont les trois côtés du triangle FMF'. Le second donne
équation bipolaire d’une ellipse qui a pour foyers ceux du système, et pour petit axe b.
154 . Troisième cas. — Supposons le cas le plus général, où la famille de courbes est représentée par une équation (E) eutre X, Y, et n paramètres a, b, c , . . ., qui sont liés d’ailleurs par// — 1 conditions (Ei), (E,). . . ,(E„_,).
Pour un système de valeurs des paramètres, 011 obtientunc enveloppée. En leur substituant n-hda, b-\-db, c-i-dc,..., on forme un système (F/), ( Fé ) , (E’J, qui représente l’ enveloppée voisine. Le lieu de leur intersection s’obtiendra, comme on a vu, en éliminant entre ces relations les quantités/], b,c,...-,da, db, de , .... Nous pouvons (tour cela substituer aux dernières équations celles qu’on en déduit par la soustraction des précédentes, c’est-à-dire les dillërentïelles (E"), (F’), (E'),. . ., (E'_.)> de (E), (E,). (E,),. . . ,(E„_,), prises par rapport aux paramètres seulement.
Or la moitié de l’élimination peut toujours être eUeciuéc, car les n équations (E"), (E*), (E”), . . . ,(E' r ,), renferment au premier degré les 11 différentielles //n, db, de , . . . , ou en • • • tlb (ic m .
dix isant par du les n — 1 dérivées — ) — Si donc on fait * da du
disparaître ces dernières, on remplacera tout ce système partiel par une équation de condition. En la joignant à l’équation de la famille (E) et aux n — 1 équations paramétriques (E,), (E,), . . . ,(E„_,), on aura en tout n-t-i relations. Il n’y aura plus alors qu’à éliminer entre elles les n paramètres et on obtiendra une équation résultante entre X et Y, qui . sera celle de l’enveloppe.
DÉVELOPPÉES
155. Enveloppes des normales. ' — On appelle développée d’une courbe plane l’enveloppe Je ses normales.
La recherche des développées rentre donc immédiatement dans la théorie précédente. L’équation de* la famille sera celle de la normale à la cftirbe (119), et reufermera comme paramètres les coordonnées x, y du point d’incidence ; la relation des deux paramètres sera l’équation même de la courbe; et il suffira d’appliquer les procédés du second cas (151).
Il est clair que cette méthode convient encore a -tous les systèmes de coordonnées dans lesquels on saura déterminer la normale.
Exemple. — Chcrchonsla développée delà parabole
( 5o ) . y’ = 7-pX ,
•te J
Formons l’équation de la normale (119)
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En difïérentiant par rapport aux paramètres x, y, il vient
— pdy + {X — *)djr — yd.r = o, t/.r X — X — p
et en égalant les deux rapports différentiels
il rpste à éliminer x et y entre les relations (5o), (5i) et (aa).
Or on tire de (52) et (5o)
/> ( X — x — p)= 1 1 = 2 px ,
Alors la formule (5i) donne
et en substituant dans (5o)
W (p-xy
er = (J)\*- P f,
équation d'une seconde parabole cubique qui a le même axe que la proposée, et son rebroussement au point symétrique du sommet de la parabole par rapport au foyer
{fig- ,2 ’ P- >9°)-
VUE
que deux normales consécutives donnent par leur intersection le centre de courbure. Le lien des •intersections suc-
Fig. 12.
cessives des normales n’est donc autre que le lieu des centres de courbure.
De là une nouvelle manière d'envisager celte recherche. Elle consiste à recourir aux expressions générales trouvées pour les coordonnées £, rj du centre de courbure (36, 3^, p. 17a)
et à éliminer x ety entre ces formules et l’équation de la courbe. La relation résultante entre £, y représentera la développée. ’ •
Il ne serait pas difficile de montrer que non-seulement ces deux méthodes sont équivalentes au fond, mais encore qu’elles conduisent exactement aux mêmes calculs dans chaque cas. La dernière devient cependant distincte et
plus simple quand on peut se servir de considérations géométriques directes.
158. Exemple. — Cherchons, par exemple, la développée de la spirale logarithmique (_/?£. 7 , p. i56). INous avons reconnu (1 48)-que son centre de courbure C se trouvait à l'intersection de la normale MC et de la perpendiculaire OC an rayon vecteur OM. Si donc i J et 0' désignent les coordonnées OC et- CO 0 du point C, nous aurons dans
le triangle rectangle COM,
/ — /tangf*, 0 = 6' — -,
et comme on a entre ces quantités les relations (128)
r = ni , fi = arc cot L ni ,
il- vient
Lui
. 9 ' = ni
ce qu’on peut écrire
e V 1 / = e V * Lm > = m 1
r = Lm .e
Lin
Si donc 011 fait tourner l’axe polaire en posant
il viendra
n LLm
équation identique à la proposée. Ainsi la spirale logarithmique a pour développée une spirale égale tournée
autour du pèle de l’angle complémentaire de
Lm
On peut chercher, d’après cela, une spirale qui soit sa propre développée, de façon que toute droite normale en un point lui soit tangente en un autre. 11 suffira pour cela d’égaler l’angle de rotation à des circonférences entières qui ramèneront la courbe dans la même position. De là l’équation transcendante
■n LLm , ,
2 Lm
qu’il faudrait résoudre par rapport à Lm , et qui admet une . infinité de racines, puisque h reste quelconque. La solülion la plus simple correspond à k — i et fournit la spirale de * y5 degrés environ.
159. Rectification . — Toute développée peut être rectifiée exactement; c’est-à-dire qu’on peut toujours assigner
Fig. ,i3.
une ligne droite d’une longueur égale à celle d’un arc quelconque de cette courbe.
Si nous prenons en effet deux points infiniment voisins o et i et que nous menions leurs normales, elles donneront en V le centre de courbure. On pourra alors considérer oi comme un arc de cercle décrit autour de i’, et, par suite, ses deux rayons n' et ot' comme égaux. D’sfprès cela, le
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rayon suivant iV sc composera de 1 1' ou 01' et du i' 2'. Ce qui donne
Pi = P« + d(J ,
en désignant par <7 l’arc indéfini de développée. On aura de même
. ' pi = ,pi,.-+- .
P« = p«— 1 H- En ajoutant membre à membre, il reste
p„ = pi -4- fia, -4- d t. -+- d ffj -H . , -4- d tr„ , ou plus simplement
ce qui montre que l’arc de développée est égal k la di (Té renie des rayons de courbure qui aboutissent à ses extrémités.
Ainsi donc quanduneligne est la développée d’une courbe connue, on peut la rectifier par le tracé de cette courbe. Nous saurons, par exemple, assigner la longueur d’un an; de seconde parabole cubique, puisque la construction des rayons de courbure qui aboutissent à ses extrémités n’exige que celle de scs tangentes que nous avons trouvée ( 118 ) et de leur intersection avec une parabole du second degré, qu’on peut toujours obtenir avec la règle et le compas.
Ce résultat m’est pas sans intérêt, car cette courbe est la première que les géomètres soient parvenus à rectifier.
160 . Imaginons que la développée d’une ligne quelconque serve de contour à une règle courbe ou pistolet? qu’on attache en un de scs points l’extrémité d’un fil flexible et inextensible, enroulé sur le pistolet, et qu’où le déroule peu à peu en le maintenant toujours tendu. Ce fil sc détache de la règle, suivaut une tangente qui augmente
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de longueurs égales à celles dont diminue la portion enroulée, puisque ^ensemble constitue la longueur invariable du fil. Un arc du pistolet est donc toujours égal à la différence des tangentes qui partent de ses extrémités, et, par suite,
. l’extrémité du fil décrit la courbe dont le pistolet forme la développée. Delà un moyen de description mécanique pour une courbe plane quelconque.
C’est de cette propriété que dérive la dénomination de développée. La courbe qui lui donne naissance premj par rapport à elle le nom de développante. Une développante n’a qu’une développée, mais une développée a une infinité de développantes; car la longueur absolue du fil n’est pas déterminée et on peut l’arrêter par la pensée en chacun de ,
ses points. Comme chaque position du fil est une normale de la développante considérée, il forme partout une normale commune à toutes les développantes. Ses différentes portions mesurent donc (120) la plus courte distance des développantes que décrivent leurs extrémités, et comme le fil est inextensible, ces distances restent constantes. Les développantes -d’une même développée sont ainsi-, à pro-, ✓ . .
premeut parler, des courbes parallèles, dont la distance mutuelle reste partout la même. ■ ’ - \
On peut aussi les considérer toutes comme les enveloppes d’un cercle de rayon fixe, mais arbitraire, dont le centre décrirait l’une quelconque d’entre elles, il est clair en effet que si le centre parcourt tin arc infiniment petit qu’on peut considérer comme- rectiligne, les éléments de l’enveloppe, c’est-à-dire les tangentes communes aux deux positions du cercle, seront parallèles entre elles et à l’arc parcouru. Elles auront donc la même normale, ce qui est le caractère des développantes d’une même développée.
THÉORIE DE LA CYCLOIDE
161 . On a pu facilement sc convaincre des ressources que la méthode infinitésimale trouve pour son application dans les procédés du calcul différentiel. Mais il ne faut pas oublier que ce calcul n’est que l’instrument, tandis que le principe même de l’emploi des infiniment petits constitue la-méthode, dont on a pu également apprécier la puissance.
On peut aussi appliquer ce principe à des considérations directes de géométrie, de mécanique ou de physique mathé- ■ matique, ce qui permet souvent d’éviter de longs calculs. Pour en montrer un exemple, je choisirai la théorie d’une courbe célèbre par les travaux auxquels elle a donné lieu.
Cette ligne est la cycloïde. On appelle ainsi la trajectoire que dédKt un point de la circonférence d’un cercle générateur qui roule sur une droite sans glisser, c’est-à-dire de manière que les arcs dont il tourne soient égaux aux portions de cette droite sur lesquelles ils s’appliquent.
La cycloïde se compose d’une infinité de branches pareilles, dont on ue considère ordinairement qu’une seule ( Ji g. 14, p. 196). Elle s’appuie sur la ligne droite par deux rebroussements de première espèce dont les tangentes sont verticales, et elle offre au point le plus haut un sommet où la courbure atteint son minimum. L’ordonnée de ce sommet ' est la hauteur, elle est égale au diamètre a r du cercle générateur. L’intervalle des rebroussements est la base, elle
a pour valeur la circonférence 2Tt r.
162. Tangente. — Substituons au cercle, un polygone régulier. Son roulement se composera d’une série de rotations autour des sommets qui se trouvent suecessivcment en contact avec la base. Dans chacune d’elles le point décrivant se meut sur un cercle qui a son centre en ce sommet. La trajectoire est ainsi formée d’une série discon-
Fig. i/|
tinue d’arcs de cercle. La normale de chacun d’eux passe en son centre, c’est-à-dire au point de contact correspondant.
Si maintenant nous supposons le nombre des ^tés infini et ceux-ci infiniment petits, nous pouvons substituer le cercle au polygone, et la cycloïde à la série d’arcs de cercle dont elle forme l’enveloppe. Comnjie la normale n’a «
pas cessé de passer par le point de contact avec la base, on péut dire que dans la cycloïde la normale s'obtient en joignant le point décrivant au point le plus bas du cercle générateur.
Si nous tirons MT, l’angle en M sera inscrit sur le diamètre, MT sera donc perpendiculaire sur la normale, et, par suite, tangente. Donc dans la cycloïde, la tangente s’obtient en joignant le point décrivant au point le plus haut du cercle générateur.
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163. Développée. — Je vais montrer que la développée de la cycloïde est une cycloïde égale qu'on obtient en abaissant la proposée d'une quantité égale à sa hauteur, et la transportant, parallèlement à la base d’une longueur égale à la moitié de cette base.
Il me suffira pour cela de faire voir que la portion de cycloïde RCR'ft, est 1’ enveloppe des normales de RMSR, , ou qu’une normale quelconque de celte dernière est tangente à l’autre.
Je figure le cercle générateur MNT pour la position M du point décrivant. N étant son point le plus bas, MN sera la normale de la proposée. Je trace, d’autre part, le cercle NCN' symétrique et égal , puisque les hauteurs sont les mêmes. Je le considère comme cercle générateur de la cycloïde inférieure, le point décrivant étant dès lors C.
Comme N est son point le plus haut, CN sera la tangente à cette cycloïde. La question est donc de faire voir que MIN «t NC sont en prolongement l’une de l’autre.
. Or l’arc de cercle MN est égal à NR, puisque la cycloïde . se décrit en appliquant sur la base des arcs de cercle égaux aux portions de cette base. Mais NR est la différence de RQ et NQ, -c'est-à-dire d’une demi -circonférence ou de NCN' et de N'R' qui est égal à N'C pour la raison qui vient d’être expliquée. Cette différence est précisément l’arc CN.
II est maintenant évident que les cordes NM, NC qui sont menées par le point de contact de deux cercles égaux, de manière à intercepter des arcs égaux, sont en prolongement l’une de l’autre. # c. q. f. d.
164. Courbure. — Le rayon de courbure est la portion de la normJlc MN comptée depuis le point d’incidence jusqu’à sa rencontre C avec la développée. Mais on vient de voir que les arcs NC et MN sont égaux, les cordes sont
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par suite égales. D’où il suit que dans la cycloide. le rayon de courbure est double de la normale.
Rectification . — La cycloïde RC R' peut maintenant être considérée comme nue développée. Un arc RC sera donc égal à la différence des rayons de courbure qui aboutissent à scs extrémités (159). Mais le rayon de courbure qui est toujours double de la normale, s’annule en R. Par suite, l’arc RC est égal à MC ou au double de CN. Donc dans la cycloïde F arc est double de la tangente. 11 est entendu que l’on compte pour cela l’arc à partir du sommet, et la tangente jusqu’à la base supérieure.
Cette manière d’estimer l’arc ne particularise du reste en rien, car si on en veut mesurer un dont les extrémités soient quelconques, il suffit de l’envisager comme la différence de deux autres qui aboutissent du sommet à chacun de ces deux points.
Si nous considérons une demi-cycloïde, sa tangente est là hauteur ou le diamètre. Par suite, la longueur totale de * la cycloïde est égale à quatre fois le diamètre du cerclb générateur. Ainsi le clou d’une roue décrit deux fois plus de chemin que s’il s’élevait et s’abaissait verticalement.
105. Quadrature. — Si je prends un point m sur la cycloïde, la tangente mt aboutira au point le plus haut t du cercle générateur (102). J’y marque un point infiniment voisin m' que je peux aussi bien considérer comme situé sur la courbe, puisqu’il en est à une distance du second ordre (148, note 2 ). La simili^ule des triangles mm' h, mth donne la proportion
aa' mh
W = HT
ina . aa
mt
ma
= ci . bb'.
On en déduit
Le premier membre est la mesure du rectangle mliaa' que l’on peut confondre avec le trapèze mixlilignc nun'aa', car il n’en diüèrequc par une quantité qui est du second ordre, puisque ses deux dimensions sont infinitésimales. Le second membre mesure de même le trapèze mixtiligne/>/>'cc'. Il y a donc à chaque instant égalité entre les accroissenjents que reçoivent le triangle mixliligne cycloïdal Sam et le demi-segment circulaire S bc, lorsque le point ni dért-it la courbe. Mais ces deux surfaces sont nulles ensemble quand le point part de S, donc elles sont constamment égales. Par suite l'aire de la cycloïde est égale au demi-segment cor- ■ respondant du cercle générateur.
Le triangle entier SP, R, est ainsi égal au demi-cercle S cQ, et la somme des deux triangles SPll-t-SP,R, à l’aire du cercle générateur. Or celle de la cycloïde RSR, s’obtient en retranchant cette somme du rectangle PP, RR, qui a lui-mème pour mesure le produit de la base 37:/-, par la hauteur ir ou 4 wr *. La différence est 3r/% et, par suite, l’aire de la cycloïde entière est trip ^ de celle du cercle générateur.
166. Centre de gravité ('). — Si on cherche le centre de gravité de la cycloïde entière, on reconnaît d’abord qu’il est situé sur l’axe de symétrie, et il suffit de trouver sa distance à la base. •
Nous venons de voir que les éléments mm'aa ' et bb'cc' ont même surface. Le centre de gravité de ces rectangles infiniment étroits peut être .considéré comme situé au -milieu de leur longueur. Mais l’un est disposé borizonta-
(*) Les paragraphes suivants exigent quelques notions de mécanique, h la vérité des plus répandues. On pourra, si on le veut, les passer sans le moindre inconvénient, car ce sont des propositions détachées. Elles ont été placées ici tant pour compléter la théorie de là cycloïde que pour montrer quelques exemples de l'application directe de la méthode infinitésimale à d’autres sujets que la géométrie pure.
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lement et l’autre verticalement, par suite la distance à la base supérieure sera pour mni'aa' moitié de ce qu’elle est pour bb'ccf. Il en sera donc de même des moments de ces éléments, et, par suite, encore de même du moment total des aires qu’ils composent, à savoir le triangle SP, R, et le demi-cercle SQ, ou encore l’ensemble des deux triangles SPR-f-S, P, R, et le cercle entier SQ. Les aires de ces deux*espaces étant égales, d’après ce qui précède, le centre de gravité de la première doit être moitié plus près de la base supérieure que celui de la seconde. Mais celui-ci est au centre meme du cercle, c’est-à-dire à une distance égale au rayon. Donc le centre de gravité, de l’ensemble des* deux triangles est au milieu du rayon supérieur.
D’après cela, les surfaces étant, pour le rectangle PP, RR,, pour l’ensemble des triangles SPR-f-SP, R,, et pour la cycloïde RSR,, comme les nombres 4, i, 3 ; et les distances de leurs centres respectifs à la base inférieure étant,
d’après ce qui précède, r, - r et x, on aura, en prenant les
moments par rapport à cette . base,
Ainsi le centre de gravité de la cycloïde est situé aux cinq douzièmes de la hauteur.
167. Tautochrone. — Imaginons un point pesant mobile dans la concavité d’une cycloïde, sans frottement. On peut réaliser par la pensée ce mouvement au moyen d’un fil flexible inextensible et sans masse, dont l’extrémité serait attachée en R' au rebroussement de la cycloïde R IL R , , et dont la longueur serait de deux diamètres,- c’est-à-dire
"égale à la demi -cycloïde R'R (164). Nous avons établi, en effet (160), ce moyen général de description des courbes
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au moyen de leur développée. Je vais montrer que ce pendule cycloïdal effectuera toutes ses oscillations dans le même temps, ce qu’on exprime en disant que la cycloïde est tautochrone. Cette proposition, que l’on énonce souvent pour le pendule simple ou circulai/ e, n’est alors qu'approximative et bornée aux très-petites amplitudes. Elle est, au contraire, entièrement rigoureuse pour la cycloïde depuis les plus petits écarts jusqu’à l’oscillation complète qui ferait, parcourir au mobile la totalité de la courbe.
Evaluons la force tangentielle qui détermine seule la loi du mouvement sur une courbe fixe. Elle aura pour valeur le produit du poids constant par le cosinus de l’angle que fait la verticale avec la tangente MT, c’est-àdire de l’angle MTN. Celui-ci s’exprime dans le trianglerectangle par le rapport de MT à TN. Mais TIN est constant et égal à la hauteur, donc la force est proportionnelle à la 'tangente MT ou à l’arc MS qui en est le double (164) . Ainsi la force tangentielle varie, à chaque instant, en raison du chemin qui reste à parcourir pour atteiudre le sommet.
D’après cela, imaginons deux mobiles qui partent cii-f semble sans vitesse initiale de deux points quelconques de la cycloïde. Leurs distances au sommet, estimées suivant la trajectoire, sont proportionnelles aux forces tangenticlles qui les sollicitenrou aux accélérations tangentielles qui sont le quotient de ces forces par les masses. Or .ces accélérations peuvent être considérées "comme constantes pendant un intervalle de temps élémentaire, en négligeant vis-à-vis d'elles leur variation qui est nécessairement infiniment petite. Le mouvement élémentaire est donc uniformément accéléré, et, par suite, les vitesses acquises, proportionnelles aux accélérations, ainsi que les chemins décrits. On voit ainsi que les distances ont diminué de quantités qui leur sont proportionnelles. Elles ont donc conservé leur rapport et les mobiles se retrouvent dans les mêmes conditions, sauf qu’ils sont en outre, animés de vitesses initiales qui sont aussi dans ce même rapport.
Dans le second intervalle de temps" les choses se passeront de même pour ce qui concerne la force. Quant aux espaces décrits en raison des vitesses acquises, ils seront proportionnels à ces vitesses, c’est-à-dire toujours dans le même rapport. De sorte que les distances au sommet auront encore conservé ce rapport à la fin du second élément de temps, et ainsi de suite.
On voit donc que les deux distances resteront constamment proportionnelles, et, par suite, qu’elles s’annuleront ensemble, ou que les deux mobiles atteindront le sommet en même temps. D’où il suit que toutes les oscillations du pendule cjcloïdal ont la meme durée.
168. Urac/iistochrone. — La cycloïde jouit encore d’une autre propriété importante, relative au mouvement des. corps pesants. Elle -est la brachislochrone ou la courbe de
plus vite descente. On en peut rendre compte assez simplement de la manière suivante.
Représentons par QR le niveau d’où le mobile part sans vitesse initiale. Figurons un angle quelconque AC A' infiniment petit, et cherchons la manière dont le corps doit
Fig. 16.
traverser cet angle pour que ce soit dans le plus bref délai possible. Si l’on savait d’abord en quel point M le mobile atteint le côté CA, il est clair qu’il devrait alors se mouvoir suivant une droite MM' menée perpendiculairement sur CA', car c’est ainsi qu’il atteindrait cette droite par le clie- .min le plus court avec la vitesse qu’il a acquise lorsqu'il arrive en M. Mais l’angle C est infiniment petit, par suite - MM' est perpendiculaire aussi bien sur CA que sur CA', et ces deux droites peuvent être considérées comme deux normale^ consécutives de la trajectoire. Le point C sera donc le rentre et MC le rayon de courbure. Il reste à trouver le 'rapport qui doit exister entre la distance MN = x cl la longueur fixe NC = l.
Or, le temps du parcours de MM' sera, à vitesse égale, proportionnel à cèt élément, et celui-ci à la distance /-f- x, qui le sépare du centre C. Il sera, au contraire, en raison inverse de la vitesse que le mobile possédée» arrivant en M. .Celle-ci étant due à la hauteur qui sépare M du niveau Qlt du point de départ, sera proportionnelle à la racine, carrée de cette hauteur et par suite à s'x. En définitive, le
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temps en question peut s’exprimer, sauf des facteurs constants, par
Telle est la quantité qu’il faut rendre minimum par un choix convenable de la valeur dex.
Or elle est la somme de deux termes dont le produit est constant et égal à l\ elle sera donc minimum (87) quand ces deux termes seront égaux,
Ainsi INC est égal à jMN ou MC double de MN. Le rayon de courbure est donc double de la normale MN en arrêtant celle-ci à la ligne fixeQR. Il suit de là (164) que la brachistochrone est une cycloïde renversée, déterminée par la condition d'avoir son rebroussement au point de départ cl de passer par le point d'arrivée.
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FORMULES GÉNÉRALES
169. On appelle lignes à double courbure ou courbes gauches celles qu’il n’est pas possible de faire tenir dans un plan. Nous les rapporterons à trois axes coordonnés quelconques. Nous considérerons .r connue la variable indépendante; y et z en seront deux fonctions, d’après les équations de la courbe.
La tangente se définit pour unelignfgauche comme pour ,une ligne plane. Nous l’euvisagerons comme une droite menée par deux points de la courbe infiniment voisins. Les projections de ces points appartiendront à la projection de la courbe, la droite qui les joint sera la projection de la tangente, et comme elle aura deux points communs avec la projection de la courbe, elle sera tangente à celte projection. Ainsi les projections de la tangente sont les tangentes de la projection.
Nous.rentrons parla dans le problème des tangentes aux lignes planes, ce qui donne pour les équations de la tangente (117),
dx dy dz
Dans ces formules dx, dy, dz , ou plutôt leurs rapports, doivent être tirés des équations des projections de la
courbe, ou des deux équations de Celle courbe, quelle que soit leur forme. * ... *
170. On appelle plan normal celui qui est mené par un r point de la courbe à angle droit sur la tangente. Toutes les
droites qu’on y trace par le point et incidence sont des perpendiculaires à la tangente qu’on appelle normales.
Si nous nous bornons aux coordonnées rectangulaires, les coefficients des variables devront être réciproques de ceux de la tangente, c’est-à-dire égaux à dx, dj, dz. Comine du reste le plan doit passer au point (.r, y, s), il aura pour - équation
1 (54) (X — 3r)dx -+-.(Y — y) dy -+-(Z — z) dz = o.
171 . Concevons qu’un plan soit mené par la tangente, de manière à rencontrer encore la courbe dans le voisinage. Si on le fait tourner autour de cette droite dans le sens convenable, la seconde intersection ira en se rapprochant’ du point considéré et finira par le dépasser. En arrêtant le plan ' dans la position précise où cette intersection disparait momentanément, on obtient le plan osculateur. Nous pouvons le considérer comme mené par la tangente et un point infiniment voisin du point de contact ou encore par deux
^ tangentes infiniment voisines. 0
l.a condition de passer au point (x, y, z) fournit pour des coordonnées quelconques l’équation
celle de contenir la tangente qui a pour équations (53) donne, én substituant à X- — x , Y— y, Z — z, les quantités proportionnelles dx , dy, dz ,
dx mdy ndz = 6 .
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Pour que le plan renferme encoreja tangente voisine-, il * suffit, d’après «ne remarque générale (142), de dilféreniier cette relation
nid' y -+- nd'z = o.
En résolvant ces deux équations, on en tire
cPz <Py‘
d.r' dx'
dy d‘z dz d'y ’ dy/Pz dz d'y ’
dx dx 1 dx dx' dx. dx 7 dx dx 1
en substituant et chassant le dénominateur, on obtient l’équation du plan osculatcur
( r lL— ^ — ‘ül\ (y
. tPz
\ dx dx 1 dx dx' t
,<Py
dr'
On a coutume de distinguer entre toutes les normales celle qui est située dans le plan osculateur. On l’appelle normale principale.
Comme toute normale est située dans le plan normal, celle-ci résultera de son intersection avec le plan osculateur. La normale principale se trouve ainsi représentée par les équations (54) et (55).
472. Pour apprécier la courbure d’une ligne gauche en un de ses points, on lui substitue encore le cercle oscillateur qui a avec elle le contact le plus intime possible, c’est-à-dire • trois points infiniment voisins communs. Je désignerai par p son rayon ou le rayon de courbure , et par £, v, £ les coordonnées du centre de courbure.
Le plan de ce cercle passant par trois points infiniment voisins n’est autre que le plan osculateur. Ainsi l’une des équations du cercle sera (55). Nous déduisons immédiatement de là une relation entre les inconnues, car le centre
* du cercle étant situé d#ns son plan, ses coordonnées £, »j, Ç doivent satislaire à l’équation (55), ce qui donne
Si nous considérons, en outre, le cercle osculateur comme le grand cercle d’une sphère, on pourra prendre pour sa seconde équation celle de cette sphère,
(x - ?)■ -h (V - „)’ + (z - çy= P ’
Pour exprimer qu’elle passe au point considéré et à deux autres infiniment vqisins, nous substituerons aux coordonnées courantes X, Y, Z celles x,y, z de ce point et nous •différentierons deux fois (14-2). Il vient ainsi
K]'- [IJ
tPz
ri? + (l_Ç) ^= 0
dx 1
Il est facile de tirer de ces quatre équations les inconnues £, rj, Ç et p. Car les trois premières entrent seules et au premier degré dans les formules (56, 5g, 60 ), après quoi l’éqmlion (58) fournit l’expression de p. Cette dernière valeur peut suffire à elle seule, car on obtiendra le centre de courbure en la portant sur la normale principale dans le sens de la concavité. En effectuant ce calcul dont je supprime le détail, on trouve
WV dx J
dz T -• l *\
KJ
YdytPz
dz rFy~\ ’ ilx r Ix 1 ] •
quantité que l’on considérera comme essentiellement positive.
173. On peut trouver le lieu des centres de courbure d’une ligne gauche. Car si on joint aux trois expressions des coordonnées £, », £ du centre pour le point (jc,y, z) les deux équations de la courbe, et qu’on élimine entre elles x,y,z, on fera disparaitre ce qui caractérise le point que l’on a considéré en particulier. Il restera deux relations entre £, y, Ç qui seront les équations du lieu en y considérant ces lettres comme des coordonnées courantes.
On peut de même trouver la surface réglée lieu des normales principales. 11 suffira, pour cela, de joindre aux équations (54) et (55) de la normale principale les deux équations de la courbe. En éliminant entre elles x, y, z , il restera une relation entre X, Y, Z qui sera l’équation de la surface.
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THÉORIE DE L’HÉLICE
174. Si on trace une droite sur un plan flexible et inextensible et qu’on enroule celui-ci sur un cylindre de révolution, la transformée de la droite formera une ligne gauche qu’on appelle hélice.
Comme la ligne droite est identique à elle-même en tous ses points, ainsi que le cylindre de révolution, il est clair que l’hélice sera aussi superposable à elle-même dans toutes ses parties (').
(') L’hélice, le cercle et la droite sont les seules lignes qui jouissent de cette propriété.
Elle permettrait de donner l’idée la plus nette de la forme d’une courbe gauche en un de ses points au*rooyen d’une hélice osculatrice, analogue au cercle osculatetir et h la tangente -
Cette propriété explique aussi la grande importance de ces trois lignes pour la construction des machines. On a besoin, en effet, de pièces mobiles
Si on mène une génératrice quelconque du cylindre, elle rencontre la courbe en une infinité de points. La portion comprise entre deux intersections consécutives s’appelle le pas pour la génératrice et la spire pour l’hélice.
Un pas et un rayon donnés déterminent la forme d’une hélice, pourvu qu’on en connaisse encore le sens. On distingue, en effet, les hélices à droite et à gauche suivant que l’enroulement s’effectue en avançant et par-dessus, dans l’un ou l’autre de ces sens. Deux hélices ainsi décrites ne sont pas superposables. U y a entre elles la différence qui distingue deux polyèdres symétriques de deux polyèdres égaux.
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175. Nous pouvons, sans particulariser en rien, prendre le rayon pour unité, l’axe du cylindre pour axe des x que nous placerons verticalement, et le rayon d’un point A considéré comme origine de l’hélice pour axe des
La section droite AP se transformerait en une ligne droite, ainsi que l’hélice AM, si on déroulait de nouvegp le cylindre, el alors les abscisses AP de la ligne AM seraient
dont les parties successives puissent venir en contact avec une même portion d'un moule identique. On les obtient par l’emploi de cylindres, de surfaces de révolution et d’héliçoïdes qui dérivent de la droite, du cercle et de l’hélice et qui forment les glissières, les pièces tournantes el les vis de toutes espèces.
proportionnelles à ses ordonnées MP ou x. On peut donc représenter l’arc de cercle AP par* mx. Or y est évidemment le cosinus et z le sinus de cet arc, -et comme ils sont pris dans un cercle dont le rayon est l’unité, on a simplement
y -- cos mx , 2 = sin mx.
On voit donc que la projection de l’hélice sur un plan parallèle à son axe est une sinusoïde.
On tire de là les formules différentielles
dr
dz
dx ’
dx
— — = — m 7 cos mx.
m, ■ il
dx 7 ’
dx‘
m cos mx ,
— m‘ sin mx.
tfy d'z dx dx 7
az a - r • , .
- 7 - - 7 — r — 0,3 sln ’ mx m 1 cos ’ mx = «*’.
dx dx'
176. Si on substitue ces valeurs dans les équations de la tangente (53), il vient
sin/n.»: cos mx
En appelant i l’inclinaison de la tangente sur le plan de section droite, sini sera le cosinus de l'angle que fail cette droite avec l’axe des x. Par suite,
sin» =
sin’ mx cos 7 mx
Cette inclinaison est par suite constante et fournit la valeur du paramètre m
m xx cot i.
On pourra, d’après cela, construire la tangente, puis-
ata
qu’elle doit être dans le plan vertical tangent au cylindre, avoir l'inclinaison i et être dirigée d’un certain côté connu d’après le sens de-la courbe.
En formant l’équation du plan normal, il vient
(X — x) — /nsin inx{ Y — y) -+- m cos mx (Z — *) = o.
On peut la simplifier en rendant h y et z leurs valeurs |
(62)' — (X — x) — Y sin mx H- Zcosmr = O. <•
Celle équation est satisfaite pour le point X = .r, Y = Z = o, ce qui montre que le plan normal coupe l’axe à la hauteur du point d’incidence M. Il contient par suite le rayon MC de ce point.
Si de plus on forme le cosinus de l’inclinaison du plan sur celui yz de la section droite, on reproduira l’expression précédente. Donc cette inclinaison est constante et complémentaire de celle de la tangente. .11 est facile par suite de construire le plan normal en menant par le rayon un plan sous l’inclinaison 90° — « et du côté opposé ait sens de la côurbe.
Si ôn forme l’équation ( 55 ) du plan oscillateur, il vient
/»’ (X — x) -+- m ’ (Y — /) sin mx — m 7 cos ni x (Z — *)= o, qui se réduit encore à
m ( X — x) -4- Y sin/n.r — Zcosmx == o.
On fçra voir de la même manière qu’il contient le rayon et que son inclinaison est constante et ^gale à 1, ce qui permet de le construire facilement.
La normale principale est représentée par les équations
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(62) et ( 63 ). Or si on les ajoute, elles donnent
et d’après cela l’une quelconque d’entre elles devient Z = Y .tang/».r .
Ces deux formules montrent que la normale principale est horizontale et qu’elle rencontre l’axe, c’est par suite le rayon MC lui-même.
L’expression générale (61) du rayon de courbure donne
( 1 -1- ni 1 sin 3 m.T -+■ ni* cos 3 mx ) 1 1 1 -+- m 3 )’
V'/n* m* sin 3 mx -I- #»• cos 3 mx
Ainsi le rayon de courbure de l’hélice est constant.
Le centre de courbure s’obtiendra en portant sur le rayon
du cylindre la longueur — ou tang’ i au delà de l’axe. Il s'ensuit que le lieu de ces centres sera une hélice de même sens et de même pas, mais de rayon ~ Si l’hélice est en particulier de 45 degrés, le lieu des centres de courbure est une hélice égale avancée d’un demi-pas ou tournée d’une demi-circonférence.
La surface réglée lieu des normales principales sera de même un hélicoïde à plan directeur ayant pour directrice la courbe elle-même. C’est la surface de la vis à filet carré ou de l’escalier tournant.
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PLAN TANGENT
177. On rapporte une surface courbe à trois axes coordonnés, et on la représente au moyen d’une équation entre les trois variables. L’une d’elles, z par exemple, devient par là fonction des deux autres x, y, considérées comme variables indépendantes. La nature des calculs change par suite complètement de face lorsqu’on passe de l'étude des lignes à celle des surfaces. ' 1
Cherchons d’abord le lieu géométrique des tangentes à toutes les courbes qu’on peut tracer sur une surface en un de ses points. Pour cela prenons un point infiniment voisin sur l’une de ces courbes, ce point se trouvera aussi sur la surface, et, par suite, l’accroissement que reçoit l’ordonnée pour passer de l’un a l’autre sera sa différentielle totale
* rf ‘=(£) Vfc+ (J)^
Mais ce point appartient à l’une des tangentes dont les équations peuvent s’écrire
dx ity dz
Comme tir, dy, dz sont les mêmes, nous pouvons les éli-
applications géométriques i>r calcul du férentiel. 21 5 miner entre ces relations, cl il vient
Celte équation est du premier degré et représente un plan. Donc toutes les tangentes sont comprises dans un même plan, qu’on appelle le plan tangent.
Nous aurons parfois besoin de connaître l’inclinaison <j> du plan tangent sur celui des xy. Elle a pour valeur
On peut donner à l'équation du plan tangent une forme très-symétrique en spécifiant celle de la surface
On en déduit, en effet, en diifércntiant successivement par rapport à x et y, -
Il vient en substituant
CD < x - '> + ( f )>'■—'>+(!) < z -
Exemple. — Cherchons le plan langent aux surfaces du
ai6
second ordre
/ Ai'+ A' y 7 4- A" z J
(65) — K- Bxy-+- B' xz -t- H" yz
( -+- Cx -t- C'y 4- C-z + D = o.
J1 vient immédiatement . . • ‘1
(aA* -+- By -yB'.z -+-C)(X — x)
+ ( 2 A'/+Bx +B"i+C')(Y-/) ' '
+ (aA"i+ B'r + BV + C)(Z- *) = o-,
ou, en ajoutant le double de l’équation de la surface,* <
(a A -t- By + B ’z -I- C) X -t- ( 2 A 'y — f- B x -+- B" z -t- C') Y + (2 A’î + B'x+BV + C")Z 4- (Cx -h C'y +C'î+îD) = o. 41
178. Normale. — On appelle normale d’une surface la droite menée par un point dit à' incidence perpendiculairement sur son plan tangent. On voit qu’une surface a une normale unique et un plan tangent qui renferme une infinité de tangentes, tandis qu’une ligne' a une tangente unique et un plan normal qui contient une infinité de normales.
Si on se borne aux coordonnées rectangulaires, les coefficients des variables devront être les inverses de ceux de l'équation du plan tangent. Comme, en outre, la normale doit passer au point d’incidence (x,y, z), elle aura pour équations
La normale commune de deux surfaces a, comme celle
Digitiz
des lignes, la propriété de mesurer leur plus courte et leur plus longue distances mutuelles. Si on considère, en effet, l'e*pression ,
A 2 =(x — x'y + (jr— /Y 4- (*— . z')’>
qui renferme quatre variables indépendantes x,y,x\ ÿ dont 2 , s' sont respectivement fonctions, d’après les équations sous-entendues des deux surfaces ; on aura (92), en djlféren-' tiant en premier lieu par rapport à x dont z seul dépend,
Les points (x, j-, z ) et (x, y, z) satisfont donc à l’une des équations de la normale au premier d’entre eux. En traitant de même les trois autres variables indépendantes, on mon- .trerait que la droite en question est la normale commune des deux surfaces.
179. Contour apparent . — On appelle contour apparent' A' une surface sur un plan, la projection sur ce plan de la série des points dont le plan tangent lui est perpendiculaire. C’est aussi l’enveloppe des traces de ces plans tangents. ,
Prenons ce plan pour celui des XY. Pour les points en question, la coordonnée Z devra disparaître de l’équation du plan langent, car si elle y restait, l’équation lui attribuerait une valeur unique quand X et Y seraient déterminés. Au contraire, le plan étant vertical contient toute
la verticale du point X,Y, et, par suite, Z doit rester indéterminé. Mais le coefficient de Z dans l’équation du plan
tangent est { — • On a donc aux points cherchés
•Si 011 . joint à cette relation l’équation de la surface et qu’on élimine z entre les deux, on aura entre x et y celle du contour apparent.
Exemple. : — Cherchons le contour apparent sur le plan horizontal des surfaces du second ordre représentées par l’équation (65). L’équation dérivée par rapport à z sera
En tirant de là z pour le substituer dans (65) et opérant toutes les réductions, on trouve
(4 AA* — B' 7 ) a 5 + (4 A' A" — B"’)/’ 4- a (2 A" B — B' B") xy + 2 ( 2 C — B'C*.)*+ 2 ( 2 C' — B"C") y 4 - (4 A" D — C"‘) = o,
équation d’une courbe du second ordre, dont la nature sera indiquée par le signe de l’expression
A" ( AB" 1 4- A' B' » -f- A" B 3 — 4 A A' A" — BB' B" ),
FAMILLES DE SURFACES
180. Les surfaces sont susceptibles d’étre classées par familles d’après un mode de génération commun. Chacune d’elles peut être représentée par une équation collective, dans laquelle figure au moins upc fonction arbitraire, à
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cause du degré d’indétermination laissé dans le mode de génération. Quelques exemples vont dissiper ce que ces généralités peuvent avoir d’obscur.
Exemple I. — On appelle cylindres les surfaces engendrées- par le mouvement d’une droite ou génératrice qui reste parallèle à une direction fixe et s’appuie constamment sur une courbe quelconque appelée directrice. ■
Si On prend les équations de la génératrice sous la forme
x — mz -+- a, y — nz + b ,
m et n devront être considérées comme des constantes absolues relatives à la direction fixe qui a été adoptée; a et b, au contraire, sont des paramètres variables dont les diverses valeurs caractérisent les différentes génératrices. Un seul de ces paramètres reste arbitraire, l’autre s’en déduisant constamment par la condition que la génératrice ait un point commun avec la directrice. Si donc on considère x,jr, z comme les mêmes dans les deux équations de celle courbe et les deux précédentes, et qu’on les élimine entre ces quatre relations, on obtiendra celle
qui relie les deux paramètres.
Si on remplaçait a par cette valeur dans les deux égalités ci-dessus, on aurait les équations d'une génératrice en particulier. Si, au contraire, on fait disparaître les deux paramètres entre ces trois formules, on aura une relation qui conviendra à tous les points de toutes les génératrices et qui sera par suite l'équation de la surface. Le résultat de celle élimination est évidemment
(66) x — mz=f(y — nz). ' ,
Telle est l’équation générale des cylindres .
Exemple 1 II. — Ou appelle cônes les surfaces engendrées par le mouvement d’une droite ou génératrice qui pivote, autour d’un point fixe appelé sommet en s’appuyant sur une courbe directrice quelconque.
Si a, (3, y sont les coordonnées du sommet, ou pourra prendre les équations de la génératrice sous la'forme
a cl b étant les deux paramètres arbitraires. Ils sont liés par une condition qui doit exprimer que cette droite rencontre la courbe et qu’on obtiendra, en éliminant s entre
leurs quatre équations, ,
Si maintenant on fait disparaître de ces trois formules les paramètres a et b qui particularisent chaque génératrice, on obtiendra l’équation générale des cônes
181 . Equations aux différentielles partielles. — Chaque famille de surfaces est aussi susceptible d’une équation collective où ne figure plus aucune fonction arbitraire et où s’introduisent à la place les dérivées partielles de l’ordonnée, Si, eu’ effet, on difl’érentie successivement par rapport à x et y l'équation finie de la famille, on obtiendra deux relations où se trouvera la dérivée de la fonction arbitraire, et on pourra l’éliminer entre elles, de manière à faire disparaître toutes traces de celte fonction. Si, dans des exemples plus compliques que ceux que nous avons choisis, la fonction elle-même subsistait en même temps que sa dérivée, on aurait pour les faire disparaître toutes les deux trois relations, à savoir, l’équation finie et ses deux dérivées partielles. * •
Exemple I. — Si nous reprenons l’équaiion liniedes cylindres (66)
x— mi =/(jr — ni),
nous en déduisons, en diH'érentiant successivement par rapport à x et jr,
Si on multiplie membre à membre inversement, il vient
ou, en réduisant,
Telle est l’équation dinérentiellc partielle des cvlindres. Exemple II. — On aura de même pour les cônes (67)
inf - A? ~ ï\
— . I*\ ../ r- P'fë)
(*— if ta/
niullipliant
LIVRE III. — APPLICATIONS, ETC
et enfin
182. Interprétation géométrique, — Les équations différentielles partielles des familles de surfaces ne sont que la traduction analytique d’une propriété collective pour chacune d’elles et relative au plan tangent. Il est facile de le comprendre, puisque les coefficients de l’équation de ce plan
sont les dérivées partielles de l’ordonnée et que les équations en question établissent pour chaque famille une relation entre ces coefficients.
Exemple I. — Si on cherche la famille des surfaces telles, que tous leurs plans soient parallèles à une droite donnée
X = /?iZ, Y = «Z,
les éléments delà géométrie analytique fournissent immédiatement la relation
On retrouve ainsi l’équation des cylindres ( 68 ).
Exemple II. — - Cherchons les surfaces telles, que tous leurs plans tangents passent par un point donné (a, & ?)•• ' L’équation du plan devra être satisfaite par les coordonnées de ce point, ee qui donne
équation des cônes ( 69 ).
MÉTHODES D'INTÉGRATION
INTÉGRATION DIRECTK.
183. Toute question nouvelle qui se présente en mathé- " matiques donne lieu au problème inverse, dans lequel on se propose de remonter du résultat aux quantités qui lui ont donné naissance. Nous avons résolu complètement le problème de la différentiation ou de la recherche de la dérivée d’une fonction quelconque. Nous nous proposerons donc maintenant, une expression étant donnée, de trouver celle qui la reproduit par sa différentiation.
La fonction inconnue dont on a la dérivée f (x) s’appelle Y intégrale de cette fonction. On l’exprime par le signe
qu’on- énonce intégrale def(x) dx. Sa recherche constitue le problème de Y intégration et forme l’objet du calcul intégral.
aa4
184. La question n’est pas complètement déterminée, en ce sens que plusieurs fonctions peuvent avoir la même dérivée. Mais elles présentent un caractère commun qu’il est facile d’assigner. Considérons, en effet v deux pareilles expressions, la différence de leurs différentielles sera zéro. "Mais c’est aussi la différentielle de leur différence; et lorsqu’une quantité a pour différentielle zéro, elle ne reçoit aucun accroissement et reste constante. Les deux fonctions ne peuvent donc différer que par une constante, dont la valeur reste d’ailleurs quelconque.
Il suffit, par suite, de trouver une seule intégrale pour que toutes les autres s’en déduisent. La plus simple est celle qui est débarrassée de tous les termes constants qui s’y ajoutent. On l’appelle Y intégrale sans constante. LV/itègrale générale s’en déduit par l’addition d’une constante arbitraire que nous désignerons par C.
La recherche de l’intégrale sans constante est loin de se faire d’après des règles sures et précises comme la différentiation. Elle ne consiste guère qu’en des tâtonnements que l'habitude surtout enseigneà diriger convenablement. levais * cherchera mettre en relief les idées principales que l’on peut suivre pour arriver au but. Lorsque le résultat est atteint, il est toujours facile de le contrôler par la différentiation.
185. Premier principe. — Il est d’abord nécessaire d’avoir un point de départ pour notre recherche. Nous le prendrons dans le calcul différentiel, en renversant simplement la notation d’un certain nombre de formules de différentiation.
Exemples.
. i— àjc C i~ „
d yjr = | — V^-f-C.
2 yx J 2 \jx , 4
de 1 — e* dx , Çe*dx ~ r* -|- C .
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d Lx = — ,
l'ïi
(72) tl /. x = — , 1 — = i.v-t-C.
(.73) f/iin jc = cos.r.tb:, J' cos -r.rf.r = sin.^-+- C.
rfros.r = — sin x.d.r, j'sinx.dx = — cos x -4- C.
. rlx r dx
(74) f/tang.r = — — , | — - = tang .r -f- C. . •
. cos’a- / cos'.r
(75) rfcntjr= — -T-—Î f -7 — ■ — === — cotx-(-C.
' sin** ^ sin'.r / _ .
. 'rlx T d.r .
(76) fl arc sin x = — ==— - * J ~-^~=x'= arc sin X 4. C.
v 1 — •»-’ Jyi-iy
, , '■ dx f rlx
4 *7 *7 ) • rfarc tang a: = — , I — - = arc tang.r -f-C.
0 n poürrait prolonger Indéfiniment ce tableau, mais il ost ejair que l’on n’aurait par là aucune chance de tomber sur une expression proposée. Il n’y a donc pas là véritablement une méthode de recherche. '
186 . Deuxième principe. — Lorsqu’une expression ne rentre pas immédiatement dans les types intégrables dont je viens de présenter les plus importants, on peut chercher à y démêler une de ces formes en la faisant porter non sur jr lui-même, mais sur une fonction de x~ • .
•Exemples. . . ...
C xdx C dtnr-bx ’) , _ , .
| ... ., — 1 v — =t//H -t-.r’-t-C, dapres(7o).
,/ y nr 4- x" J •>. \Jiti -f- x 1 - •
lcolx.dx= f = /.sinx 4- C, d'après^a). -
■J J s,nr ■ ■ . ,
J" tang* ,dx=J'— — — L cosar + C, d'après (72).
"*■ èTV'îjî, ■ ,
i£±.’,JyLL ■.
INTÉGRATION PAR TRANSFORMATION
187. Premier principe. — Lorsqu’on n’aperçoit pas clans une fonction donnée un type; intégrable, l’idée la plu* naturelle est de chercher à l’y ramener par des transformations analytiques. On peut, en premier lieu, recourir pour cela aux moyens de l’analyse ordinaire. ’
Kxempi.es.
Jv 7 '-
-- arcsin — — - 4 - 0 , d’n près { .'
J SI II ‘T I
2 sm — cos - 2 2
/ ( l tang -
Oang-
= L lang- -t-C, d’après (72).
188. Deuxième principe. — Un moyen fort utile de simplification est fondé sur celte formule de calcul différentiel -, -
- d {me) rr mdu, ; ‘
, Pigilizedtfy tj.oogLe'
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ijui donne, en renversant la notation; ,
J" mdu =; mu =s m J du-,
ce qu’on exprime en disant qu'on peut faire sortir les facteurs constants du signe d'intégration. On pourra ainsi débarrasser une expression de tous ses coefficients, ce qui la simplifiera souvent d’une manière notable. Il est inutile de prendre des exemples.
Troisième principe. — On peut aussi profiter de cette remarque d’une manière inverse pour introduire' des facteurs absents qui complètent un type intégrable. Il est nécessaire pour ne rien changer d’introduire en même temps les facteurs inverses, mais on le fait en, dehors du signe d’intégration et l’opération devient par là possible.
Exemples.
j'r^dx = — j' è*“
^ j cos mx.cLr = — J' -os ni.r .d ( m.r
d[mx)=~ h C, d’après(7i}.
d’après (73).
d’après(77).
Cettedernièrc formule, fort importante, a lieu pour toutes ■ -7
les valeurs de m, entières ou fractionnaires,, positives ou:
négatives, excepté toutefois pour m = — i . L’intégrale est alors fournie par la formule ( 7 a). *.
189. Quatrième principe. — Lorsque ces moyens de transformation ne suffisent pas, on a recours à un autre plus puissant, en changeant nettement de variables. On pose pour cela
. en déterminant <f d’après des vues particulières à chaque cas, pour lesquelles il est impossible d'assigner des règles générales. On en tire
dx = n'(y)dy,
ff(x)tlx = ff[l(y)].'?'(jr).djr.
Si la fonction <p a été bien choisie, il peut arriver que cette expression soit plus simple que la proposée, et qu.’bn sache l’intégrer sous la forme F (y). On résoudra alors la. première équation par l'apport à y
et l’intégrale cherchée sera
ff(.r)dx = F[^(.r)] + C.
190. J’indiquerai comme application une méthode qui permet d’iniégrer les expressions où x ligure d’une manière rationnelle, sauf un seul radical de la forme
- . \Jm -t- nx -+- .r 1 ,
qui peut y entrer du reste un nombre quelconque de fois, s H nous suffira de rendre la fonction complètement rationne, car nous rencontrerons bientôt un procédé général applicable à cette sorte de fonctions (195).
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Nous poserons pour cela (84 ) yV/i -+- nx x* == y — .r .
Si on élève au carré, x * disparaît et il reste m + nx=y ' — 2 xy,
. v ndx — iydy — 2 xtly — 2 ydx-,
on en tire
y' — ni
dx=± y^zf.
dy, .
le radical et clx sont ainsi exprimés rationnellement euy et x, et comme x l’est lui-même en y, le résultat est atteint. Après l'intégration il n’y aura plus qu’à remplacer y par sa valeur ' • *
y = x -f- -+- nx ■+■ x ’.
Exemple. — Considérons l’intégrale .
dx
y//» -f- nx -f- x'
d’après les formules (84) et (85) elle prend la forme (yS)
ou, en remplaçant j' - par sa valeur,
I i,. == = L (x -4- - + \Jm n e 4- .r’\ -f- C.
J ym-t-nx+x' \ 2 /
Cette transformation ne réussirait pas si le carré
a 3 o 4 livre îr. •
de x entrait négativement sous le radical
\fm-t-nx — j! 5 .
On lui substitue alors la suivante
\Jm -t- n.r—j t’ == .rj;
élevant au carré, supprimant le ternie m et le facteur x,
n — x = 7.y \j ni -|- xy- — dx — 2.dy \jm -+- a xydy -\-y , dx ;
- on en tire
Le radical et dx sont encore exprimés rationnellement en y et x qui l’est lni-piême en y. Après l’intégration, on substituera h y .
\ m -y nx — x’ — dm
Exemple. — Soit l’intégrale ' .
d dx J \j m y- nx — x’ ’
eHe devient, d’après les formules précédentes, C dx f dy ,
J V"* +. JT J • ■
c’est-à-dire
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§ III
INTÉGRATION PAR DÉCOMPOSITION
192. Premier principe. — La méthode à! intégration par tléconiposition est basée sur cette formule .de calcul did£rentiel
+ — <v) = du dv — 'dtv, ' ;
J (du -t- dv — dtv\ — u -f- v — «' =r J du -+- J' dv — J' div .
On peut ainsi, pour intégrer une somme algébrique, prendre
la somme algébrique des intégrales de chaque terme. Exemple. — Ou aura d’après la formule (83)
— 3 j* x*dx 4-^ J X~’d.r — <jJ*Çg+t) i d(x.-i^t)+3 f x ' dx
-TJ.
fa 2 2
- ^ . r o ; + st/P+c.
193. Deuxième principe . — Lorsqu’on s aperçoit que quelques termes manquent» l’expression pour qu’elle rentre dans un type intégrable, on les ajoute, en ayant soin de les retrancher en môme temps pour ne rien troubler. Puis on intègre par décomposition, en séparant la partie .retranchée dans uneintégrale spéciale, .! la recherche de laquelle l’autre setroüvcainsi ramenée et qui peut être plus facile à trouve?
. ft -
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Exemple I. — > On a d’après (77)
• • r^*-fi±^4, = r^ A -fjîL-
= * — arc tang x -f* C .
Exemple II. — On a aussi d’après (70) et (86)
/* , ràx Ç — 2 xil.r Ç n — 2 x — n ;
J J ym+nx—x*. J 2 yjin+nx—x' J i\Jm+nx—x »
'• — f + « Ç clx
J 2 y]m+nx — x' 5 J ^m-hnx-r x*
. r. ; ; ( -f - nx — x 2 — Jni \ : n
— — y m -f- nx — x 7 — n arc rang T — 2-^ j -f- C.
^ 91 *. Troisième principe. — • On peut combiner les deux méthodes de la transformation et de la décomposition, en changeant la fonction proposée en une somme de parties ; séparément intégrables. ,' . '
Exemple I. — On a d’après (j 4 ) et (76)
>,• ''f ,tx ' ■_ f sin’x -H COS 2 .r _ /• rlx r Hx
J sin’xcos’j: '*~J cos’x^J'àtfZ
= tangx — cotang.r -f- C.
Exemple II. — On a d’après (81 ) . -
J' sin/nxsin nx.dx
=ï J' — [cos(m — «) x — cos (ni -f- «) x\dx
j = ~ j" coz[rii — n)x.<lx — ^ J cos (m-\- n)x dx _ sin(;« — «) x ’ sin (m n\x
■ 2(m — n) 2 (ni -f- n)
Il est nécessaire, pour que ce résultat ne prenne pas la forme infinie, que lés nombres m et n soient différents.
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ExempleIH. — Dans le cas d’égalité on a directement (8 1)
J" sin'rar,(fe= J -
— cos 2 tnx . x sin 2 mx. % _
dx = * h G.
195. On peut rattacher à ce principe une méthode générale pour l’intégration des fonctions rationnelles. Comme un polynôme bntier et rationnel peut toujours s’intégrer par décomposition d’après la formule (83), et que l’intégrale d’une somme de fractions reviendra à la sommedeleurs intégrales, il suffit de considérer une fraction rationnelle f[x). Or nous ppssédons (livre II, chapitre IV) un procédé général pour la réduire à la forme
eumettant en évidence les termes du premier degré. On tire dé là eu intégrant par décomposition (83 et 78 )
- 2 M J(' r + ffl ) ^ d{x 4 - m ) 4 -^V j = VM i jr + w ) ^ +^Nt(g+«i)+C.
Exemple I. — Nous avons trouvé (111)
x 1 4 - px ■+■ 7-
on en tirera
vV-4v I x + ^ + ^_,J + C '
Exemple II. — Nous avons trouvé aussi (116)
x 4 — ïl’ + i 4Lt*-+- | )'/ + ~(x — l .r I x — I J ’
nous en tirons
/’ àx i f(x+i)-' l.r — i) - ' “I
J ,x»+i nr=^~ + J-^c
— * Ti " 3 " ^ V / : — C •
196 . Quatrième principe. — On peut employer le double principe de la transformation et de là décomposition d’une manière inverse, Au lieu de ramener une expression compliquée à une somme d’autres séparément intégrables, on change une fonction intégrable en une somme de deux autres quelconques. Il s’agit ensuite de discerner dans l’expression intégrée la partie qui exprime ^chacune des deux v intégrales inconnues.
Un premier moyen consiste à introduire des quantités imaginaires, ce qui donne la faculté d’égaler séparément les parties réelles et imaginaires. On obtiendra" ainsi deux relations qui fourniront les intégrales inconnues.
Exemple. — Supposons connue l’intégrale suivante dont nous donnerons plus tard l’expression (92, p. 242)
on aura, d après, la formule d’Euler (i 3 , p.,86), en chan-
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géant n en p ■+• q \J — i ,
9 { P +ç{r: 7) = f^^^\ x dr
= J, 3f n e px e' ,x ^ ' dx — J'x m eP*(cosi/.r-+- V — i sin </x) dx = J c/’* cos f/.r . dx -j- y/ — l J'*'"*
x'"r>’ I s\nqx.dx.
Par suite, en séparant dans f{p-hq^ — i) les parties réelles et imaginaires, on obtiendra les deux intégrales
ÿ' x m eP‘cosqx.dx, J x* eP*sin qx.eùr,
plus générales que celle qui a servi de point de départ.
: * • jk - *
197. Un Second moyen consiste à séparer l’expression intégrable en deux fonctions semblables qui ne diffèrent que par la valeur d’un paramètre numérique. On obtient par ' là une relation entre deux valeurs consécutives de la fonction envisagée par rapport à son paramètre et ou en déduit cette fonction de proche en proche. Un exemple est indispensable pour faire comprendre cet énoncé.
Exemple. — On a (83), sauf la constante, .
* j^l x . d x = J tang-T^^t, Be x= -
oc on a aussi identiquement
tang* - ’ x sin' ,-î .r (sin’.r 4- cos’x) _ sirt“x sin^ ’x- .
cos’r cos’x cos“x cos" -î x
= tang’x.H- tang; -, .r. . •
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Multiplions par dx et intégrons par décomposition, il viehl
tang"
1 — ^— == j'tong' Jc.d* -T- J' tang"- , x.rfx.
Si donc nous posons
J tang“x.<£r =z ÿ (n),
on pourra écrire
. , tang" _ ‘jr . ,
■ Telle est la relation en question.
Pour en déduire la fonction elle-même, changeons successivement acnn — 2 , n — 4) • • • , il viendra
et en substituant de proche en proche
' tang" -l .r tang" -3 x tang" _1 .r
mais il faut reconnaître la manière dpnt la série se termine. ' •
Si n est pair, on sera ramené à
<f(o)±=Jdx = x + C,
et si n est impair, à (186)
f(i) = I langx.r/x = — L cosx -+- C';
ou nura donc
tang }m jc.djcz= -
CALCV L* ISTécnAt.
1 jt tang*"
Uing’"'~ s .<'
im — 5
tang’x tangx
/* , tane’"x tang 1 “~ , x tang w,_, x
/ iang“ + ‘x.rfx= — - b 1 E .
J 2 m un — 2 2 /»i — 4
avec- les signes supérieurs ou inférieurs suivant que m est
pair ou impair. , ! ' .
198. Cinquième principe . — Comme nous savons intégrer un polynôme entier et rationnel quelconque (195) et que toute fonction peut être mise sous cette forme par la réduction en série, ou pourra employer cette vote pour intégrer une fonction quelconque (')• Cette méthode est complètement générale et l’est seule; rtialhcureusement elle ne résout le problème qu’imparfailemenl, car elle fait connaître l’intégrale par le moyen d’une série qu’il faudrait être ensuite en état de sommer pour avoir son expression finie» -
ce qui n’aura lieu que dans des cas très-rares. . \ ,
Exemple 1. — Si, par exemple, on cherche l’intégrale
on réduira la fonction en série sous la forme (23 , p. 99)
Ç!) Nous réservons, bien entendu, les conditions de convergence.
'd’où , en intégrant,
• -tC x m - ■ '> •
■ —7===7 dx = C -
Exemple II. — De même si ./(#) désigne une fonction quelconque développable par la formule de Mai Taurin, on ’ . aura • . _•
, xr/\x) =/'o). -4-"^-^ xf” + ' S.°) jy-n-f- . . , )
et, par suite, . .
/ *-/{4rfr=C+/(o}^- ^Î+.V..'.'' -
§ IV
INTÉGRATION PAR PARTIES
.199. La méthode dinlégration par parties, due à Jean Bernoulli, est fondée sur cette formule de calcul différentiel
d(uv) — udv-f- velu , ‘ f
. , uv= J" [udu + vdu) z= J udv~\- J'vdu ,
d’où on tire .l’équation fondamentale '■ J - .
(88) . .. j udv — uv — j 1 v/tu. *',• . t
Si donc dans une fonction proposée on peut discerner un facteur immédiatement intégrable dv, on l’intégrera sans modifier le reste « de l’expression, ce qui donnera le terme ne; puis on reiranebéra une intégrale formée en conservant
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la partit? intégrée eet différeutiant l'autre faneur », ce qui ' peut toujours se faire. La recherche de la prelnière intégrale sera par là ramenée à la seconde qui- sera souvent plus facile. . . ; . • • . ■ . •
200. Premier principe. — Une première voie qu’on peut •toujours tenter, consiste à considérer dx comme la partie intégrable. On a alors la formule générale
. * J'/{^)dx = x/(x) — J xf [x)dx. . ’
^Exemples. ” r '. . ;
(8p) j Lx.dxxzx Lx-
I arcsinx,rfr— xarcsinj> — U-LÎ==xarcsiHx-)-v / 1 — x’-t C.
J 'Jt/l-.r’
arc tangx.r/xj=,rarc tangx -
j ‘ xdx ! H-x J
■ ' == x arc tarie ar-s X(i+ j’) + C.
Deuxième principe. — Le plus souvent on prend
une fonction pour la partie intégrable.
-ExBMfi.es. : ;
J' x cosx.rfxp= J'x.dsinx =: x sinx — j * sin r . dx . ■
- ■ —x sinx co$x -t- C. -
( 90 j J' x-sjn x.dx — — J' x.dcoix:j=— 'XCOSX-I- J“ COSX.f/x
- — — x cos x -f- sin x 4- Ci
. 202. Troisième principe. — Lorsque certains facteurs manquent pour composer une partie intégrable, on peut
?_4p ' '.LIVHE IV.
les introduire en ayaut soin de mettre dans l'autre partie . , .les facteurs inverses pour 11e rien changer.
-^Exemple. ' i ; . ’
■ / ;••*/*. . C sinx - • ' . t r ■
(i)i) / sin’x.dx = I — — -sin xcosx.dx= - J tangvr.r/ sm’x
"• V, t r . , dx
. x' = - tanex sin J x l.sin'x.
~ > 2 -a y cos?x . , '
1 • . . 1 l" 1 — cos’x ,
= — tans x sin'i — I - dx
•a 2 7 cos’x ' -
Vv 1 . 1 r <ix 1 r ,
— - tan^x sin’x I 1 — f d.r
■ • • 2 2 j eos’X 2 J , • '•
=3 - tangx sin’.r tangx -|--x - 4 - C
x — sinxros.r
2U3. Quatrième principe. — fl arrive souvent que l’intégrale à laquelle on est ramené n’est pas connue immédiatement, mais qu’elle est pourtant plus simple que la proposée; de telle sorte qu’il devient évident qu’en persévérant dans cette voie et appliquant plusieurs fois de suite la méthode, on arrivera à une expression directement intégrable.
F.xempi.e I. — Considérous d’abord l’intégrale jf" L n x.dx = xL"x — h J' x.L’~'x. — -
— xlJ'x — n f'L"-'x.d.c. >. .
Nous sommes ramenés a une expression toute semblable,
mais dans laquelle l’exposant est abaissé d’une unité. Si donc, on désigne l’-intégralo cherchée par ... . •
£,L*x.dxx= ?(#);•.
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.cette équation prendra la forme
<f{n) — xL'x — nifÇri — i).
En changeant successivement n en n — i , n — 2, . . . , il Viendra 9 • .
Or on a trouvé directement (89)
<p(l)= J'Lx.dx = xLx — 1 C.
On aura donc, en substituant de proche en proche,
f L'x.dx=C^ L "*-" L 7' X ~ hn{n - l)L ''~'*~---\> .J I — «)(« — à). .4.3.2.! .j*
avec le signe supérieur ou inférieur suivant que «est pair ou impair. •
Exemple II. — Considérons maintenant l’intégrale
x“‘ e"‘ dx = — J ,r“ de* x = ; / r" 1 . x"'~' rtc
Si nous posons
j* x" c* x dx = f (♦»>»
cette formule se transformera ainsi . ^
. x"ir nt m ,
2/f 2 . LITRE 1T.
et donnera successivefnent
Jf-'e** (m — i) , f (m — i) = — — a),
• Comme on aura pour finir ( 80 )
il viendra, en substituant de proche en proche,
m{m — 1 )(rn — 2 ) 3.2.1
avec le signe supérieur ou inférieur suivant que m est pair ou impair.
204. Cinquième principe. — Une méthode fort élégante consiste à diriger le calcul de manière à reproduire la même intégrale, mais avec un autre coefficient que l’unité positive. On forme ainsi une équation du premier degré qui la détermine. . . .
, Exemple I. — Considérons comme exemple très-simple J‘x m dx x.x m — Jx.mx m ~' dx
1 — ni J' x"dx. -
On lire de ià
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[m H- ijj' x"dx ss x * +l -)- G,
xTdxss f- C',
Exemple II. — Désignons par m et n deux nombres quelconques entiers et positifs. On a 0
J' ÙT\ m xcos\T.dx== m ^—j' cos*~'x.(m -+- i )sin'"jccosx.<ir
sin" +l x.cos" - S xsin x . dx
sin”xcos"“ J x( i — cos'x) dr
sin l "xcos*~ , x.rfx »
sin"xcos"x.rfx.
cos" - ' xsin" ,+l x
cos" - 'xsin"' 1 ' 1 x
ni -+■ i
ni -+- i
cos’* -1 xsin” ,+l x
La dernière intégrale est précisément la proposée; il vient donc, en la faisant passer dans le premier membre,
sm" M ''xcos“ - 'x n —
— I sm m xcos "x.«x =
stn"xcos " -5 x.rfx.
Si donc on représente par f (m, n ) l’intégrale cherchée, on aura
, sin* ,4 -'xeos“ _, x n — i
* {m ’ *)~ — + ,TT^ 7(/ "’
On trouverait absolument de même ep opérant sur le cosi-
2 i4 . LIVRE ir. ,
nus comme nous l’avons fait pour le sinus
. , cos"" 1 "' xsin”~'x m — i
' . m -(- n ni -+■ n T ' '
Ces formules permettent (l’abaisser de deux unités chacun des deux exposants. C’est ce,qu’on.fera successivement jusqu’à ce qu’ils soient réduits suivant leurs parités à zéro ou à l'unité^Ori sera ainsi ramené à l’une des intégrales
J * di r, J ' sin x.dx , J' cosx.rfx, J sinxcos x.rix,
qui sont respectivement, sauf la constante,
x, — cosx, sinx
cos 2 x
• 205. Exemple III. — Considérons encore l'expression
.rf[m -4- n.rfi)l tlx .
Les coefficients m et n sont quelconques; quant aux exposants, r est supposé quelconque, q un nombre entier et positif, et p un multiple de q diminué de l’unité. On aura, en employant l’intégration par parties,
■rP(m nxfi) r dx — - — j — xf~9p ' . ( r-jh i j (m -4- «xV) r nqxd~'dx
m -4 - n.r7) M -‘rfx.
__ xP ~ 1+ ' ( m + ”** ) ,+ ' /■>—? + ' C x p-<)t
[r-Jrl)nq (r-t - l) m/ J
Or on a, en détachant un des facteurs m -f-nx’,
xP'l ( m - 4 - hxi ) r - H f= mxf~ i(m -4- wx» y -f- nxP ( m -p- «x» )' ;
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ce qui décoftipose l’intégrale en deux autres
(m + nxi) r
xf i m + nxfl Y dx — r
— , H{£ 9 l ) Ç x r-i ^ m n xiydx
Mais la dernière est la même que la proposée que je représenterai par y ( p ) . L’autre est une intégrale toute semblable où l’exposant p de r est. changé eu p — < 7 , c’est-à-dire y (p — q). De là l’équation
n(p + qr+i) „ •.
(/• + *)"? . * x?-'i + ‘ (m -|- nxî) r +' mlp — <7+0 *, .. . .
“ FTTW - rT7) -~- Mp-9)>.-
et par suite . .
m nx^) r+ ' ih (p — 7 + 0
«(/> + ?»•+ 0 . n(p+qr+ 0
La recherche de <p (p) se trouve par là ramenée à celle de <f (p ■ — q). En abaissant ainsi successivement l’exposant de x de q unités chaque fois, ou finira par le réduire à q — 1 , puisque p est par hypothèse un multiple de q diminué de l’unité. On aura alors-directement
if -1 ; m + nxi
) r dx = - — — - — / (r+ 1 )(m + nx^Ynqxl ~'dx
( m + nxi) r+ '
.(r + 1 )nq
206. Sixième principe. — On peut enfin chercher à faire reparaître la même intégrale, non plus immédiale-
ment, mais-après un certain nombre d’autres intégrales intermédiaires. En les considérant, ' ainsi que la proposée, comme des inconnues, on aura entre elles un nombre égal d’équations. Celles-ci seront du premier degré et on en * pourra toujours faire l’élimination. On trouvera de cette manière l’intégrale proposée, et accessoirement plusieurs autres * '
Exemple I. — Traitons ainsi l’expression
J' s^sianx.dx—— J* i\n nx.rlc**=
<r"-“sin/M'
<r"“cos nx.dx.
Cette nouvelle intégrale étant analogue à la proposée, j’opérerai de même sur elle
i C . e*“cos«x n C
ff"*cos nx .dx—^- I cosnx.de mt = : h — I r" t ’smrix.iix.
mj m mj
Nous sommes maintenant ramenés au point de départ. Si donc nous faisons *
j 1 e** sinnx .dx = u, J' c"“ cos nx.dx ~ v,
nous aurons les deux relations
<r“ sin nx «
e mj: ros nx n
L’élimination donne
n> si n nx — « cos nx
ntcosnx 4- n sin nx
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Qn aura donc tés deux intégrales
/ ' / C . . . wsin n.r — «cos nx
1 I «"*SW1IMP # dx ZX ; ; Ctl' + C, -
if
«e^coS nx . dx —
• m -i- rr niwsnx'-h n sin nx
Exemple II. — Considérons encore l’expression
<?*cos 3 x. tir = e'cps'x 4- 2 j'pcosx sinx .dx;
nous avons de même • ...
J* e*eosxsin x.rfx = <?*cosxsiiïx — J' «•*( cos J x — sin’x) tLt .
Si on intègre par décomposition, on reproduit la proposée^ mais en même temps une nouvelle intégrale. Or celle-ci se ramène à la seconde de cette manière
J*’ e x sin 3 x. dxxxc* sin’x — 2 J 4 Siaxcos x . dx.
Si donc nous faisons
J’ <4cos ‘‘x .dx zx u , J' c'sin’x . ilx — 0 , j <4sira xcoS x.dx — w,
nous aurons les relations
■' « = e'cos’.r 4- a iv,
■» v = c'sln 3 x — 2 w,
• «< ==r* sinx cosx — «4- <>.
On feu tire
u — v = e* cos 2 x 4- 4 <v = e*cos 21+ 2c 1 sin 2 x — 4 ( rt — *')♦
,11 — v = -t: (cosax 4- 2 sin 2 x), . -
ayant la somme et la différence,
(5 +C0S2J: 2 sin a jr).
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20?. Désignons par F (x) l'intégrale sans constante de /'(x), l’intégrale générale sera
* •/*/(* ) rfx — F ( x ) -+-C, ■
les deux caractéristiques F et f étant reliées par l’égalité
• • . il * * -
Envisageons deux valeurs particulières de la variable, x et X. Celles de l’intégrale qui leur correspondent seront F (ar) C et F (X) 4- C, et l'accroissement qu’elle subit pour passer de l'tinè à l’autre
. . • [F(X)^C1-[F(x)4-C1=F(X)-FCx)'.
On voit qu’il est indépendant de la constante et par suite le môme pour toutes les intégrales d'une môme fonction. Il suffira donc de l’évaluer avec- une seule d’entre elles, par exemple l’intégrale sans constante. ,
Or cet accroissement fini de l’intégrale est la somme des - accroissements élémentaires qu’elle a reçus dans l’intervalle quand la variable a passé de x à X par des degrés infi-
aSio livre iv. t
piment petits dx. Un accroissement élémentaire' peut .être remplacé par la différentielle, et celle-ci s’exprimera par Je produit F' (x) dx de la dérivée par dx (t, p- i4), mais en ayant soin d’y donner à la variable ses valeurs successives x', x dx, x -f- a dx, x 4 - 3 dx,.. , X. On aura donc
F' {x) dx -t- F' (x 4 - dx) dx 4 - F’ (x4- 2 dx)d.r _
-h F' (x 4- 3 dx) dx. . . 4 - F'(X) dx,
ou d’après la relation précédente
' • . /(x)dx-^-f [fc 4" rfx) dx-+-f[x 4- 2 dx) dx.
-.< j-\-f[x-\-‘&dx)dx. . .+fC&)dx. , " -
* De là ce théorème fondamental : Quand on rencontre une sérié formée des valeurs successives d’une fonction qui correspondent à des valeurs de la variable en progression, arithmétique de raison dx, tous les termes étant multipliés par dx ; la somme de la série est égale à la différence des valeurs de l’intégrale qui correspondent, aux deux limites . extrêmes de la variable.
208. Une pareille expressioh s' ippeU^intégrale définie. Les valeurs extrêmes de lavariable en sont dites les limites ; O 11 la désigne de la manière suivante :• ' -
et on l’énonce somme de x n X de f(x) dx , en commcn- . cant par la limite inférieure et finissant par la limite supc-‘ rieure. ' . .
La lettre qui figure sous le signe d’une intégrale définie ■ et qu’on appelle symbole d'intégration, est absolument indifférente, et on peut lui substituer tout autre caractère
puisque, après avoir etlèclué l’intégration' à l’aide de cette
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lettre, on doit la remplacer par deux valeurs déterminées, qui en font disparaître toute trace. Cette remarque bien simple est parfois fort utile.
On peut renverser le sens des limites à la condition de changer en même temps le signe de l’expression. On a en, effet
fer ' ' ^
f /(«)rf« = F(X) — F(.r),
et par suite
JX . • • • * _
J* /(aj rfa = — '( /(«)/«• .
Lorsqu’on change de variables sous le signe somme , il faut en même temps changer les Kmites. En effet, si où- a posé (189) ‘ . V > .
■ r =f(x) d’où r =+(*)/ ' ; ’ . *
aux valeurs /« et n de x correspondent pour y. 4 (ni) et (n), de sorte qu’on aura '• *>'
209. On a donc, 'en fait d’intégrales’, trois expressions bien distinctes à considérer :
L’intégrale générale ' J f \x)dx=zV (*) -pC, ' *•
L intégrale définie - 1 f(.x)rix = F (x) — F (m), •
«//Il . . •.».«.
L’intégrale numérique / f(x)tlx F(/|) — F ( /// ).
La première est une fonction dé x incomplètement déterminée. Il ne suffit pas,' en effet, d’assigner In valcurde x
a5a . - .. livre iv.
.pour qu’on puisse calculer celle de la fonction. 11 faudrait en outre particulariser celle de C, mais alors on n’aurait plus l’intégrale générale. La seconde est une, véritable fonction de x déterminée en même temps que la variable. La dernière n’est plus une fonction, mais une simple valeur numérique.' - ' * '
Exemple.
Intégrale générale J ■«?<£» ?=>«*- |-C,
* • ' * * . fi* .
Intégrale définie I t*dx=t* — r» = e* — i,
Intégrale numérique I — e' — c*.= i 1 828. . . .
. ■ ; - § il.
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210. La seule méthode générale pour l’évaluation desintégrales définies dérive de leur définition. Elle consiste à former. l’intégrale sans, constante, à y substituer les deux limites ft à retrancher les deux résultats. Ce procédé est évidemment peu satisfaisant, puisqu’il oblige à déterminer une forme analytique, e’esl-à-dire une infinité de valeurs, lorsqu’on n’a besoin que de deux seulement d’entre elles.
..Exemples I. — - On’a, quel que soit l’entier )n (8 1 ), -
■fit : . , .
. sin /» n -7 sin ( — iinr)
nix I =
U cos «x . rfr= si n
j r~ hlz . ■ r 1 1 •* — cos/h jr -é-cosf
I I sin/n.r.ax—1 cos mx = -
En elfet, les deux sinus sont individuellement nuls« et les dpûx cosinus sont égaux entre eux*
— mit)
calcul iwtÉr.nAi.. , ■ ‘ a53
Exemples II. — Les produits, tels qup sinroxsinnx, si n mx cos nx, cos mx cos nx , dans lesquels m et n sont supposés difTérents, peuvent toujours être décbmposés en sommes de sinus ou de cosinus (87) auxquels s’appliqueront séparément les deux formules (94)- 0° aura par suite
. . - V- •• •- x'SSs
sin mx sin /w.rfx x b ,
I sin m
J— TC i
mx cos nx*dx — o,
00s mx cos nx . dx == o.
211. On peut employer utilement le changement de variables pour ramener une intégrale définie à une plus simple. . • • •*
Exemple I. — Désignons par n un nombre entier quelconque, et considérons l’intégrale
Posons
sin 1 nx. dx.
y = nx.
l X = — JT,
y = niz,
\ y— — nn. .
On aura d’après la formule {91, p. a4o),
* , p - 4 - me
• I / siu’n.r tlx — — sin’ y. tir
' — sm'rcosr
— r^Lr:
résultat indépendant de n.
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Exemple II üi» obtiendra do même
Tt
212- On", peut quelquefois apercevoir directement et sans aucun calcul- la. valeur d’une intégrale définie.
Exemple. — Il est clairque l’on a, quel que soit n,
•*+* TT
x cos nx dx == o.
En effet, si l’on prend deux valeurs égales et de signes contraires de x, les éléments qui y aboutissent seront égaux et de signes contraires^ car le facteur cos yix se retrouve le . même pour les deux. Leur somme sera donc nulle, et Comme tous les éléments peuvent être groupés ainsi, la somme totale ou l’intégrale définie sera elle-même égale à séro. ...
213. Lorsqu’on a recours aux méthodes d’intégration qui ramènent la recherche d’une intégrale à une autre en réitérant plusieurs fois l’opération, on peut négliger les termes qui s’annulent aux deux limites et qui compliqueraient inutilement parleur présence, les opérations intermédiaires en disparaissant au dernier moment. On rend souvent par là fort simples des calculs qui seraient autrement très-laborieux.
Exemple. — Cherchons, d’après la méthode du § 204, \ l’intégrale suivante, dans laquelle « désigne un nombre
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entier quelconque
j sin v x.rfx=^ — sin"” 1 x cos x + ('>—') J »in n-, xcos , x.rfxJ
TT • '.*
~[n — i) I sin' ,_, xco» , .T'.f/x=:(« — i) I sin” _ . ! '.r(i — sin J vo V , . (M)
— (« — i) I sin'-’x-v/x — (« — î) I sitv“x.rfx,
•/O • Ja.
x)ax *
d’où
j sm"x,ax== c- r sin'—’x. /te. ••
Il suffit donc pour abaisser l’exposant de deux unités de. •' multiplier, par * ; tandis que pour l’intégrale générale
il y aurait en outre un terme à ajouter à chaque opération.
D’après cela, si n est pair, on l’abaissera successivement jusqu’à zéro
- - ÎT
,lx == [xf =-’
et s’il est impair, jusqu’à l’unité
• • , ir
sin x . rix = ( — cos x ] 1 — f .
On aura par suite, en mettant la parité de n en évi»
■ douce,
y:ivrf. iv.
(aro — i)(aw — 3 ) ( a m — 5 ). . . , 5 . 3 . i * 2 m (2/P — 2) (2 /»» — 4 ).... 64.2 2
J sin ' m+, r.dx—- — — 5- j-5
i«+'ij.f2 m — 1) (2/n
Je signalerai en passant une conséquence intéressante qu’on peut tirer de Ces formules. '
Si nous considérons l’intégrale définie comme une fonc-
* tlon<p(n) de l’exposant n , «[im + i) sera compris entre
. ^(2 m) et y (2 m + a) ou ç(n) eritre^(n — 2) et <f(n) si on
* représente 2 m par n~— 2. Mais le rapport de ces deux valeurs
est, d’après l’équation précédente, " ^ ‘ ou 1 — ~ et il de-
■ vient l’unité lorsque a ou m -croissent au delà de toutes limités. Donc on pourra considérer les deux dernières expressions comme égales, à la condition de 11e pas les limiter, ce qui .donne
d’où, on tire ' " -
'On obtient ainsi 1 ’expression donnée par Wallis pour le rapport de là circonférence au diamètre ( 1 ) .
{ l ) Pour calculer le nombre n d’après cette formule, on doit, d’après la * manière dont nous l’avons obtenue, la terminer de manière-à avoir alternativement v.
. . ,2m _ Lj V • 3m
' ...(3«~i)’ s .slîra+i)’ - 4 ' t y .
on obtient ainsi successivement des nombres trop grands et trop petits qui comprennent entre eux la valeur cherchée et dont I'intei*va11e se resserre à mesure qu'on fait croître m. ,
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Différentiation et intégration sous le signe somme
— Désignons, par a une consume arbitraire qui figure à titre de paramètre dans une expression à intégrer et par m et x deux limites qui ne dépendent en aucune façon de a.
Je suppose que l’on sache trouver l’intégrale définie
dans laquelle a subsistera eu général.
On aura évidemment
£'<*) = F (« + <&») — F(a) da
f /[x, a + da)dx — f /(. v,d)dx dm
da
Les deux intégrales ayant les mêmes limites, on peut les . réunir en une seule ; dx devient alors facteur commun de la " différence; enfin da étant une constante par rapport au symboled’intégration et à ses limites, on peut le faire entrer sous le signe somme. Il vient ainsi
T .f[x , a -f- da) «)
da
dx .
cest- à-dire
et généralement
JT (s)“-=rw.
On déduit ainsi d’une intégrale définie une ou plu
sieurs autres entièrement différentes. Ce principe s'énonse en disant qu’on peut differentier sous le signe somme par rapport à un paramètre, lorsque les limites en sont indépendantes.
Exemple. — On a (80, p. 227)
On en déduit (44), en prenant n fois la dérivée par rapport à a, cette intégrale plus générale,
Si on considère les deux expressions
'J rfxj J' /(.r, J dn f(x,
on voit, d’après le principe précédent, qu’elles ont la même ’ dérivée par rapport à x,~
f f[x,a)da,
elles ne pourraient donc différer que par une constante ( 184); mais elles s’annulent à la fois pour x — ru, par suite elles sont égales. On a donc
= jT F {a)da.
On peut ainsi intégrer aussi bien que differentier sous le signe somme, par rapport à un paramètre dont les limites '«ont indépendantes. On obtiendra encore par là des inté-
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grales définies tout à fait distinctes de celle qui sert de point de départ.
Exemple! — SI on change dans la formule (g3, p. 247)
n en a et m en — 6 ,
cos ox t T n sin nx — b cos<T.»n® h •
En intégrant par rapport à a entre zéro et a, il vient (82, p. 227)
.sin a. r n
— 5— rix =. aidant:—»
expression dont on ne saurait trouver l’intégrale générale. Si b se rapproche indéfiniment d&zéro, 011 aura
_ a ("* sinn.*: , n .
Pour n > o : arc fcang -r = d — >. / dx — -) — ,
sin ax , n
— ■ — tlx ==
Ainsi cette intégrale définie ne dépend en aucune façon de la valeur du paramètre a , mais elle dépend de son signe qui détermine lç sien propre. Si a n’a pas de signe ou s’annule, arc lang \ s’annule quel que soit b , et par suite encore . b
quand b == o, puisqu’il y a indépendance entre les deux paramètres. O11 a donc
Pour n = o; arc tang j = o,
/ si
Jo
(ix sr: o .
L’intégrale s’annule en même temps que a.
Si donc on construit entre les coordonnées x et y l’équation
SII1 7.x
liviw: iv.
qu’on obtient on changeant le symbole d'intégration x en a,
et désignant le paramètre a pat' l’abscisse x\ on obtiendra
deux ligues droites dont l'ordonnée est égale à — et qui s’arrêtent l’une et l’autre infiniment près de l’axe des ordonnées. 1^ y aura en outre un point isolé à l’origine. ' >
Fig. 18.
Comme on n’est pas habitué à de pareils exemples de discontinuité, il n’est pas sans intérêt de vérifier directement ces résultats. Si on change pour cela dans l’intégrale définie
■ (Îjc ,
x en ax, les limites restent les mêmes, et il vient
Comme on a pu changer le symbole d’intégration x en ax, sans modifier la valeur deTintégrale, il s’ensuit que celle-ci est égale à la précédente qui ne renferme pas a, c’^st-àdire qu’elle est indépendante de la valeur de ce paramètre. Mais elle dépend. de soft signe, car tons les éléments auront ce signe, et par suite leur somme elle-même. Si le paramètre est nul, tous les éléments sont rigoureusement mils, et par conséquent aussi l’intégrale.
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FORMULE DE SIMPSON
216. Comme les intégrales définies jouent un grand rôle dans les applications', et que leur évaluation dépend de la théorie si imparfaite de l'intégration , il est naturel de chercher du moins un procédé approximatif. On possède à cet égard une formule complètement générale.
* Soit x le symbole d'intégration et y sa fonction. Supposons en premier lieu que la limite inférieure soit zéro, et désignons la limite supérieure par 2 A. La fonction jp étant de celles qu’on 11 e sait pas intégrer, nous lui en substituerons une autre qui soit au contraire facilement intégrable; et, pour plus de simplicité, nous choisirons un trinôme du second degré. Mais comme il faut du moins qu’il représente le mieux possible la fonction dans l’étendue comprise entre zéro- et 2 A, nous disposerons de ses trois coefficients pour qu’il se confonde avec elle pour les valeurs " • y #1 y t , J 1 , qui correspondent àx = o, A. 2 A. ^
JNous poserons donc ,
y =£= y, -4- ax -F- é.r 3 .
La première condition étant évidemment remplie, il suffit de déterminer a et b par les deux autres ... •
yi =y> -rf- A + é A 1 , •• >
ft =y. d- 2n A -t- 4' b A’, ^
d’où on lire
4 r , — y -i — 3 y, , ^y.-'jy, -*-y?
et, par suite,
; *y = - n + - H r »- 2Jf ; .
Formons l’intégrale sans constante
r> — jr»— 3/, r« — *y< h
Si nous la prenons entre les limites o et 2 A, il viendra
y jc/j =r û £ 2 JT, -t- 4 y I — y-, — 3y.
où en réduisant
+• |(jr. — 2/,-t-r,)
/ rfj? = 3 (r»+ 4.Vi + />!•
Telle est la formule simple de Simpson.
217. Elle offre ce grave inconvénient d’approcher fort peu de la réalité, lorsque la fonction présente une variation on peu accidentée ou lorsqu’on la prend entre des limites trop étendues. En effet, le trinôme ne se raccorde nécessairement avec elle qu’aux extrémités et au milieu de l’amplitude, et il peut s’en écarter beaucoup dans les intervalles. Mais rien ne nous empêche de subdiviser l'amplitude proposée en plusieurs autres assez petites pour que la formule précédente s’applique convenablement à chacune d’elles. Il suffit ensuite d’ajouter tous les résultats pour avoir la somme de tous les éléments compris dans l’intervalle entier. Effectuons cette transformation {
La dernière formule peut se mettre sous une autre forme eu changeant le symbole d’intégration et spécifiant la fonction à intégrer * *
1 ' " y 2 ^ F {z)dz — ^ j F (o) -t- 4 F(4) + F ( 2 4) J.
Posons ' . ’
z — j; — ni , tlz ~ di*.
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On aui» pour ' , ,
* = O, à, . , 2 A, x—w, m + Aj m + ii)
par suite
F{o )•=/{»), F(4)s=/(« + A), F (îA) = /(«»4- 2 A},
et, par conséquent, en ayant soin de changer les limites
Remplaçons successivement m par ni 4~ a A, m 4- 4 A, • ■ • » m 4 - AA, A étant un nombre pair; il viendra
.-vHIrt-i A A , .i
/ /(* ) (Lr == - | /(#w 4-2 A) 4- 4/('" "+" 3 A) +/(«* 4- 4 A )}
J /* ni -t* (i A a , .
f[x)dx = — Jy(w -t-4 A ) +■ 4/( m + 5 A) 4-6 A)j m + ii ■
Ajoutons toutes ces équations. Chaque, intégrale eom- . mençant où finit la précédente et portant sur la même expression, nous pouvons les réunir en une seule et écrire simplement
) X X 3 j 4- 2/,_. 4- 4-Ai-3 4- a/*-, 4- 4/»_, 4-/*
Si maintenant nous posons
nous aurons la formule définitive
' f(x)dx —
?fk—î + 4A— l-+yi
On obtiendra donc la valeur d’une intégrale numérique quelconque en .partageant l'amplitude rn — h de la variable en un nombre pair k de parties égales, calculant les k -+- 1 valeurs de la fonction pour les points de division et appliquant la formule précédente. La question sera par là ramenée à l’évaluation numérique de la fonction proposée et non plus à spn intégration. ,
Exemplé. — 'Cherchons l’intégrale définie
log x . d-r .
Si nous prenons dix intervalles, la formule donnera / log 1 o -t- 4 log 1 1 -+- 2log 1 2 4- 4 log 1 3
<: -t- 2 loa ■ A -t- Æ lot» 1 5 - 4 -
2 log 14 -I- 4I°S '5 -+- 2 log 16 4 - 2 log 1 8 -I- 4 * 9 log 20
log 1 o 4- log 20
9.(logI2+ log l4 4- Iogl6 -f- log 18) 4 ( log 11 4- log 1 3 4- log 1 5 4- log 17-
•og 19)
1 , 3 o 1 o 3 oo
= ^ J 2,3oio3oo 4 - -2 4/’847o 1 7 4 - 4 ■ 5,8406298 j
= - j 2,3 oio3oo 4- 9,36q4o34 -4- 2.3,3625192
calcul intégral. a65
Pour apprécier le degré d'exactitude de la formule, calculons directement l’intégrale définie. Elle aura pour valeur (89, p. 289) .. . „
[.r (log.r — loge)] j J = 2olog2.o -r 1 o ( ï — t— loge)
= 20. 1 ,3oi o3oo — 10.1,43429448 = 26,0206000 — 14,3429448 = 1 1 ,6776552. ' i
L’erreur absolue est donc en moins
... 11 ,6776552 — 1 1 1 ,6776502 = o,ooooo5. .
Mais Ce n’est pas sa valeur elle-même cju’il faut considérer, car une même différence dans l’évaluation d'une petite ou d’uue grande quantité peut indiquer une méthode défectueuse ou satisfaisante. L’erreur relative ou le rapport de l’erreur absolue à la quantité à évaluer est ici
0,000005 /oc ‘
Ou peut d’après son extrême petitesse se faire une idée du degré d’exactitude de la méthode de Simpson.
VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS
218. On appelle moyenne d’un certain nombre de quantités le quotient de leur somme par leur nombre. Pour apprécier la valeur moyenne d’une fonction continue f(x) entre deux limites x et X de la variable, nous partagerons l’amplitude X — a: en un nombre infini n de parties égalés dx, et nous considérerons les valeurs de la fonction •qùi répondent aux points de division. La moyenne sera d’après la définition ■ •' ■
-fj-r +■ dx) ■+- ? dx)-
•+/YX)
Multiplions Jes deux termes de la fraction par dx, elle
deviendra , .
f{±) dx -fy/’fa; -t- dx ) dx i dx) dx -f- /( X) dp :
, * " * i ndx ' " 1 /
Orle numérateur est (207) l’intégrale définie de la fonction entre les limites x-et X; elle dénominateur est l’amplitude X' — x, puisque celle-ci avait été partagée en n parties égales â dx :
; • • • •’ / f(*)dx
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Ainsi la valeur moyenne d’une fonction entre deux limites est le rapport de son intégrale définie à la différence de ces limites. . .
219. Exemple I. — Cherchons, par exemple, la valeur moyenne du sinus dans le premier quadrant. Nous aurons.' à prendre
s in x. dx
: - l — COS — — ■K , O 7
Celte valeur-est o, 6366a. . . et correspond à un angle d’environ 39° 3a' i5". On voit <jue ni l’une ni l’autre ne sont la moyenne arithmétique de leurs limites, avec laquelle il faut bien se garder de confondre la valeur moyenne telle que nous l’avons considérée.
Exemple II. — Désignons par n un nombre positif qu compris entre zéro et — 1 , et cherchons la valeur moyenne de l’expression
•/ = axf . ; . ‘ • ••
entre zéro et une limite quelconque x. Nous aurons
tt V . ux"
Ea moyenne est donc proportionnelle à la valeur limite.
. , • ' c DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES, •
220» Nous avons mis eu usage (198) la méthode de l’in» _ ' légralion par décomposition pour.obtenir du moins le dés-
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veloppement eu série des intégrales, quand on n’en peut pas trouver l’expression finie. On peut appliquer ce principe d’une manière inverse pour développer des fondions connues.
Désignons pàr/"(x) une expression dcfnt le développement, par la formule de Maelaurin, exigerait des calculs compliqués,, tandis que la dérivée f{x) est facile à .réduire en série par un procédé quelconque. Formons ce développement, puis supposons qu’on ait multiplié cette équation par dx et qu’on l’écrive pour les- valeurs x, x dx, - x -t- 2 dx , . . . . En ajoutant ensuite membre à membre, on obtiendra (207) l’égalité des intégrales définies des deux membres prises entre les mêmes limites. *,
C'est là un fait général et on peut toujours intégrer une équation entre deux limites quelconques, pourvu qu’elles soient les mêmes pour les deux membres.
Prenons ici une limite supérieure quelconque x,,uous • ferous reparaître dans le premier membre /"(xJ et le second contiendra la séné qui l’exprime. Prenons aussi, pour plus de simplicité, zéro comme limite inférieure. Quand on substituera cette valeur, la série se réduira à son premier terme, et le premier membre à /,(o). Et cette quantité est finie; sans quoi il n’y aurait pas lieu de chercher à développer/" (x) en" série procédant suivant les puissances entières et .positives. . ^ *
Exemple I. — Considérons la fonction aie tang x
sa dérivée est - — — — et on .peut la éednire en série ch re- I -H,*’ r
courant simplement à la règle de la division algébrique
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Intégrant d.e zéro à x
x x 3 ur s x 1 x“
arc tang ,r=
ou retrouve ainsi la formule (20, p. 96).
Exemple II. — Prenons maintenant arc sut .* et déve-
loppons sa dérivée
fi
par la formule du binôme. Nous
avons trouvé ( 23 ,. p. 99)-
Intégrant de' zéro à x
x ix 1 r.3x s - t.3.5r i,3.5,i^
formule qüil serait très-long de déduire de celle de Maclaurin. *
• Si on fait en particulier x == 1 f on, obtient cette valeur du rapport de la circonférence au diamètre - . .
222 . Formule de Taylor. — On peut déduire du Calcul intégral là série générale de Taylor. Remarquons en effet que , la dérivée de f (a — «) relative à ot est — f‘ { a ~ de sorte que l’intégrale sans constante ’de f'[ (, - r r a ) .est — f(a — «). On aura donc, en la prenant entre zéro et une limite X quelconque,
f.(fi —a )r/a=/(W) —/(a — x).
ÎVlais on a <1 autre part , en intégrant par parties, , -*
( f'\ n a)f/a = j — ./ * ( /i qç ) I H f a f"(a — a) //a,
• J f /"(« -«)**■ = ££/" (fl - a) J 4- i £ a’/" (fl - a • r/a,
. y'/'"!" — of) i’r/a= ^■|/"(fl _ a -f • i J* a»/‘ T (fl — a) r/a, '
Or le premier terme de chaque formule donne, si on suppose que ne soit pas infini,
On aura donc, en substituant dè proche en proche,
en s'arrêtant an (a — i)"'"' terme. Si maintenant.on change a en a -f- x , il viendra . ,
■ jf(x 4- fl).=/(fl) 4- -/' (fl) 4- ^/ ff (fl) 4- 4^3 /"(fl)
■' 4- — *’ ? /’ T (rt) 4- ■ • ■ 4 ~r — ' T/ ( -' r M '
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On retrouve ainsi le développement de Taylor, mais avec cet avantage qu'on peut l’arrêter à un terme quelconque et obtenir la valeur exacte du reste de la série dans l’intégrale définie
/("> (a? a — a) a" -1 da.
La formule de Maclaurin se déduit de celle de Taylor en faisant a = o. On aura donc pour le reste de cette série .
■ — *)Jo
223. On peut donner au reste une autre forme. Remarquons en effet que l’intégrale définie est la somme des éléments a” -1 da multipliés chacun par la valeur correspondante de / >( " ) (x -+- a — a).On peut concevoir une certaine valeur intermédiaire de fW (x-t-<i — a) qui donnerait le même résultat si on la prenait comme facteur de tous les éléments a" - ' da ou de leur somme
Quant à cette valeur, si on suppose la fonction / f ") continue dans les limites o et x de sa variable, ce sera certainement une de celles qu’elle prend dans cet intervalle; elle correspond donc à une valeur de « comprise entre les limites o et x, et par suite à une de x — a également comprise entre o et x et qu’on peut représenter par 6x; 0 désignant un nombre, inconnu d’ailleurs, mais inférieur à l’unité. On aura ainsi pour l’expression du reste
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de lu formule de Taylor quand on s’arrête au n“”" ternit!
et pour relui de la formule de Maclaurin
Exemple I. — On a trouvé (44)
par suite, d’après le reste de la série de Maclaurin^
fix
1.2.3. . .(n — i) i.2.3 . : rr Exemple II. — On a aussi trouvé (44)
/(*) = Lx, ../(-! (X) = (-.>-. 1? - 3 . vI” - T . 1 / ; .
par suite, d’après le reste de la série de Taylor,
Z,(H-x) ~ 7-7+3-- J- '- - 7 ZT 7 n\l-hOx)\
SÉRIES TRIGONOM ÉTRIQUÉS.
224. On emploie souvent dans l’analyse des séries qui ne procèdent pas suivant les puissances de' la variable. L’une des formes les plus usitées est ordonnée par rapport
' . ' .v CALWJX-' fNTÉGRAL. 2j3-
aux sinus et cosinus dès multiples dé X (’),
/(■*) — A + B, sin x + B 2 sin 22 : -t- B, sîn 3x + . - *• •
- ' -h C, cosx -+- CjCôs 2 x -+- C 3 cos3 x -p,. , ' . •* . .
' On eu peut détenqsiner d’une manière générale les coefficients. . - •; ' -,
Pour obtenir le terme indépendant, multiplions par dx et intégrons entré les limites — tr et -Kir. Il vient par là *
.J f(*)dx=: A J ' dx ; . . . ’ .. •• . '*
' nd-v z»-Mr . . ' .
-4- 8 * / . sin mx . dx 4 - % Cm I cos mx.dx,
ou, 'diaprés les formules (g 4 > p- a5a) t ’ • • /• ;
J— TT
en changeant pour plus de clarté le symbole d’intégration.
Pour avoir- -le coefficient général B„ des. sinus, multi- . plions par sinnx.zir et intégrons entre les mêmes limites :
p-f-d p + ir /»•+•» • -- . v .
' . . - f(x) sin nx.dx='A I sinwar.f/x-f- B„ I • ( sin’a.t.rf*
J-TZ - — ilj ■ - Tï ' • ,
+ | sin wj* sin /?.r .v/.r 4 - C CT ^ cûsw.rsin/?j*.;^i r . , .*.■
D’apres les formules (g5, p. 253) les deux sommes dispa- r * ^ '
r ( 1 ) J’avertis de nouveau que l’emploi des séries donne lieu à des difficultés tissez délicqtes. Les séries trigonom étriqués en particulier sont Sujettes à • > des restrictions nombrotises.que je suis obligé de passer sous silence pour ne ^ pas sortir du cadré que je nie suis imposé. J’ai voulu seulement donner'une * ' • *•
idée d’une des parties les ptas intéressantes de l'analyse. ' ,
àj4 iivnfi lv*.' . -• ’’ ■'/ »
raissont, car m et n y sont entiers el différents, puisque le n‘ imr terme a été mis tin évidence. On aura donc d’après (g4) et (96, p. a 5 »l) .. . ' ^ . •
7tB„= I ■ ./(a) sin /jm. r/a.
On opérera de même pour avoir! e coefficient général des . coshius eu multipliant par ros//x. //.r,
/(.r) cosnx.Jx — A I cos//.r . //.r 4- C,, 1 cost u.r.c/;r
J 71 ' »/— - v^— ît •/,
4- \b », J ' si n wV cos tt.r . /fc 4- X, Cj, I cos nu cos ni.dv;
d’nù (97, p. 2S4) :
7 T ( 1 „ I /“(a) cos// i . c/st.
En multipliait! par 7r l'égalité qui nous a servi de point de départ, on obtient la série de Fourjer
• 7. /?*!"? - ' p-Àr* •
Exemple.- -t- Faisons siniplement •' s
Tous les cosinus.disparallt’onl alors de la série ( 212 ), ainsi que le premier terme. On aura depitts pour le coefficient
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général des sinus (90, p. aSgj
f(x) sin nx. fii I > asin/ia.rfa
" ' . i •/»+’* ( ,1+nit " •
= — J //a. sin « a .eln x = — j psinp.rfB
* — a ; — na • . '\ . ' , -
r ' • , r -|M-nir ,
- = — I sin S — 3 cos 3 =-± — >
avec le signe supérieur ou inférieur suivant que n est impair ou pair. 11 vient, par suite,
x sin.r sin 2r > sin 3 rr' sin 4 ■>'
On obtient une vérification de rette formule en -faisant
jc = - ;on retrouve par là la série de Leibnitz (21, p. 96).
Hj6. L1VÏIE IV.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
226. L’objet principal sinon exclusif de la géométrie est la mesure des grandeurs : lignes, surfaces ou volumes. Le calcul intégral se prête très-bien à ce genre de recherches, au moyen du théorème fondamental (207) qui ramène la recherche d’une somme d’éléments au caîcul d’une inté*
grale définie. L’élément est en effet facile à évaluer par les principes de la' géométrie élémentaire, puisqu’on peut le dégager de toutes les quantités infiniment petites par rapport à lui, qui constituentprécisément la difficulté de la question. Par exemple, on confondra un arc élémentaire avec sa corde, une aire curviligne avec celle d’un polygone d’une infinité de côtés, etc. *•
Nous aurons donc loujours'deux problèmes à résoudre, l’évaluation de l’élément et son intégration. C’est ce que nous allons faire successivement pour les différents cas qui peuvent se présenter. ' '
RECTIFICATION DES COURBES
* 227. Courbes planes en coordonnées rectangulaires. - — Nous désignerons par s l’arc indéfini et par ds son élément M1VT. On peut, sauf des infiniment petits d’ordre supérieur, le confondre avec sa corde. Celle-ci est l’hypoté-
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mise du triangle rectangle MiVl'-K, dont les deux autres
Fie- 19.
eôtés sont <lx et dy . On a donc .
. ' • ds * — rf-r’ 4- dy 1 .
Pour passer de l’ élément à l’are lui-même, on le mettra sous la forme
et on tirera — de l’équation de la courbe en fonction de x
seul. Le théorème (207) permcttra-alors de faire la somme . de tous les éléments compris entre les points arbitraires , M, et M, d’abscisses x, et x, au moyen de l’intégrale définie ... - -
' L’une des limités x\ pourra rester quelconque, mais ou .aura toujours soin de choisir 'x { de manière à simplifier -le plus possible le résultat. On ne particularisera par là en aucune façon, puisqu’un arc quelconque peut toujours être . considéré comme la différence de. deux autres qui aboutissent à un point donné M,. - '
On peut avoir à évaluer, le contour entier d’une ligne . fermée, que je suppose convexe pour fixer les idées. L’éqtia-
lion devra alors pour chaque valeur de x eu fournir deux . de j- :
On considérera successivement les deux branches qu’elles fournissent, et on les rectifiera au. moyen des formules •
; = £WyV [z]’ ( :‘ , "X. V V /,+ [êJ- ■
Les limites x, £t x 4 seront alors les abscissesextrèmesdc ces branches, c’est-àrdire celles des points où elles se soudent l’une à l’autre et où les deux valeurs de y se confondent en une seule. On pourra déterminer Ces points, soit par l'équation
soit par la méthode de recherché des points limites (122).
228. Exemple. — Considérons la . chaînette qui est représentée par l’équation . V •
- et cherchons sa longueur comptée à partir dé son sommet
On tire de l’équation , . ' . _ .
rfy r— t'~* y '
dx 2
f dr V • ; ;e* -H e- 2 * — 2 <?*.+. e-** 4-2 / e*4^ r*\ î-
‘ Z;." x «i- -|fr ^
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Comme celte valeur reproduit celle de ~ cl que les coor- / * ' * ' . ( , données sont rectangulaires, on peut aussi écrire
s ~ tang f,
et on retrouve ainsi la seconde forme que nous avons cm- V ployée pour l'équation de la chaînette (1 443, I). ”
On a aussi identiquement, d’après les valeurs qui précèdent, , . ' «■
dx ■: • - ■<
doue l’arc de la chaînette est égal à la projection de l’ordonnée, sur la tangente. , . ■/. .
Le point S appartiendra par suite à la développante qui part du sommet A. La ligne SP sera sa tangente, car elle v »7 ■ est perpendiculaire sur SM. Or on a •
MS i
SP
tang MPS
tang y
La tangente de celle courbe est donc constante et par suite la développante de-la chaînette est une tract rire DAD'(12i).
229. Courbes planes en coordonnées polaires. ■ — L’arc élémentaire MM' ou plutôt sa corde (/‘g- 6, p. 1 55) forme l'hypoténuse d’un triangle rectangle MKM' dont les côtéssont dr et rd 2 (127) - On a par suite
ds' =3 dt 7 -f- r 3 tl 0’.
Pour passer de l’éléineut à l’arc lui-mème, on le mettra sous la forme
on tirera r et — de l'équation de la courbe en fonction de 0 seulement, et on aura, comme dans le cas précédent,
/ f <tr 1 3
l rf, v
Ou procédera encore de la même manière pour obtenir le contour d’une ligue fermée.
230. Exemple. — Considérons la spirale logarithmique qui est représentée par l’équation - , ' •
.» Cl cherchons sa longueur à partir du pôle. Nous allons reconnaître, en effet, qu’elle reste finie, quoique composée d’une infinité de spires.
On tire de l’équation
y/ H j = \/ m* **-f- »?° L'tti aï m \j\ -+-L'm.
Nous pouvons toujours supposer m^> I. Il suffirait, s’il en .était autrement, de renverser le sens de' la courbe, ce qui
changerait 0 en — 0 ou ni en — • On aura alors (128, I)
fi l î T\ tr> rv« "1” L? * H f) i
s~ I m y i -| - L’jn.dO = \ ni I
J-<r> \_ Lm J_ œ
V f -I- COIV 0 r
». COt fl COS fl
Digilizâd by Coogle
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Mais r est le côté d’uu triangle rectangle OMS ( fig*J , p. i56);dont u est l’angle adjacent, par suite s en est l’hypoténuse MS. Ainsi l’arc de la spirale logarithmique est égal à sa tangente (129).
231 .Courbes gauches , — Si il a désigne la projection horizontale de l’arc ds , celui-ci sera l'hypoténuse d’un triangle rectangle situé dans un. plan vertical et dont dn et dz seront les deux autres côlés.'On aura doue .
ds 1 = du 1 dz 2 .
Mais da est l’arc élémentaire de la courbe plane, projection horizontale de là proposée. Donc (227)
et enfin
da 2 =± <£r* + d/ 2 ,
. ds 2 ±= dœ 2 4- 1 fy 2 .+ dz 2 .
Pour revenir de l’élément à l’arc lui-même, on 'écrira
: a . f f£]. + [Si* v " r
cl on substituera en fonction de x seul les valeurs de — •»
' , . ' v tlX *
dx
tirées des deux équations de la courbe. On aura ensuite
- V 'Hsl + fêl' ; ;
On procédera, comme dans le premier cas (227), pour . avoir le contour d’une ligne fermée. '
cj . . t ■ f'
232. Exemple. — Considérons, l’hélice qui est repré- . semée par les équations .
j = cosmx % z-== çinmx.
fil cherchons sa longueur à partir, du. point où elle coupe l’axe des . . \
Ou tire des équations
— = — msin mx , — = ni cos mx , dx \ dx
•i' 1 sia 2 mx 4- ni- cos 'mx s= i + m‘.
. . riz
dx
et, pSr suite ( 1 7G ) ,
s — I dxdx-’t- m 1 — di-\- /»’ . [xi i -H eut* i.x : — — ■■■ •
Jo f suw
On voit par là que Tare d’hélice est proportionnel à sa • projeetion sur l’axe de la courbe.
i QUADRATURE DES AIRES PLANES.
233. Coordonnées rectangulaires. — Nous nous proposons de trouver pour une ligne plane quelconque l’aire S ' du trapèze mixtiligne formé, par la courbe, l’axe des abscisses, et deux ordonnées, quelconques, M, P, ctM s P,
L’élément de cette aire sera le trapèze mixtiligne MM / PP / . On peut le confondre avec le rectangle MKPP', car il n’en diffère que par le triangle mixtiligne MM'K qui a deux dimensions infiniment petites, tandis que le rectangle n’en a qu’une. Mais ce dernier a pour surface le produit de ses deux- dimensions, donc
d$ = y<lx,
cp (pi on énonce quelquefois en disant que l’ordonnée est la dérivée de l’aire.
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Pour remonter de l’élément à l’aire ellc-memc, on remplacera y par sa valeur tirée de l’équation de la courbe; le théorème (207) permettra alors de .faire la somme S de tous les éléments compris entre les points arbitraires M, et M, au moyen de l’intégrale définie
S =. I rrfj;
On peut reproduire ici les observations que nous avons déjà faites (227) sur 'le choix des limites.
Pour obtenir- l’aire intérieure d’une courbe fermée, on opérera comme pour la recherche du contour (227). Mais on devra employer la formule
- ■ „ ’ S = S| — Si,
parce que les deux aires ainsi calculées se recouvrent,, tandis que les arcs étaient en prolongement l’un de l’autre.
Exemple. — Cherchons l'aire de l’hyperbole équi.latère-
. à partir de son sommet. On aura
Lar.
231. Si nous désignons par Y l’ordonnée moyenne dans l’intervalle de r, à on aura (218)" .
d’où
: rdjc
JY=Ü
co qui montra que l’ordonnée moyenne est celle d’un rectangle qui aurait môme base et môine surface que la courbe dans l’étendue que l’on cohsidère. . i' ■
Exemple. — Considérons les paraboles d’ordre quelconque .
et cherchons-cn l'aire à partir de l’origine. O 11 a trouvé (21 &)
et comme la base est x,
xy
l’aire est donc proportionnelle au rectangle des coordonnées extrêmes.. ■ . . . ■
On a, par exemple, pour la parabole-ordinaire
Ce résultat exige (219, II) que n soit supérieur à — »i . S’il » est positif, c’est-à-dire pour les paraboles quelconques, la condition est toujours remplie. Pour les hyperboles quelconques, fi est négatif et les deux axes sont des asymptotes. Or on peut prendre les deux formes équivalentes . ' :
et il y en a' toujours une des deux pdur laquelle l’exposaut 'est inférieur en valeur absolue à l’unité, ce qui satisfait à la condition précédente. Ainsi le résultat subsiste poulies hyperboles, mais à la condition que les aires soient
CALCUL INTÉGJUL.. ' a85
comptées à partir «le celle tics «leux asymptotes qui correspond au plus petit exposant.
.Un seul cas échappe à la règle générale, c’est celui où
ri = — i, car on a encore ^ == — 1 . Mais l’cqualion rc-
' présente alors l’hyperbole équilatère que nous avons considérée directement (233) et pour laquelle la loi est entièrement différente.
235. Coordonnées polaires. — Proposons-nous de trouver pour une courbe quelconque l’aire S du triangle mixtiligne formé par la courbe et deux rayons vecteurs quelconques qui correspondent aux azimuts ô, et 6,. .
L’élément de cette aire sera le triangle mixtiligne 0M M' (Jig. 6, p. i55). On peut le confondre avec le secteur circulaire OMK, car il n’en diffère que par le triangle mixtiligne MM' K dont les deux dimensions sont infiniment petites, tandis que l’uoe de celles de OMM' est finie. Ce secteur ayant pour rayon r et pour angle d9 a pour surface
rfS = .-r-V9.
Pour remonter de l’élément à faire elle-même, on substituera r d’après l’équation de la courbe en fonction dé 0.. On aura ensuite
-if
L’évaluation d’une aire fermée se fera comme au § 233. 230. Exemple. — Considérons la spirale logarithmique
rz=. m ,
et cherrhons-cn faire comptée à partir du pôle. On voit
<j4ic les différentes spires se recouvrent l’une l’autre, de sorte que le résultat ainsi obtenu servira seulement à trouver la surface d’un triangle mixtiligne en prenant la différence des aires qui aboutissent à scs deux côtés.
On a, d’après l’équation de la courbe,
Si on considère le triangle rectangle MOS (Jîg- 7 , p. i56), il a pour côtés OM = r, OS = rtangft, et pour surface
- /•* taug fi. Par suite l'aire de la spirale logarithmique est la
moitié de celle du triangle formé par le .rayon -vecteur, sa perpendiculaire et la tangente.
QUADRATURE DES SURFACES COURBES
237. Nous nous proposons de chercher la superficie - S delà calotte coarhe qui est comprise dans un contour tracé à volonté sur une surface quelconque.
Pont en trouver d’abord l’élément, menons une infinité de plans parallèles à celui des \Z, tous équidistants et séparés par l’intervalle dx. Ils découperont la calotte en zones infiniment étroites d S. En menant ensuite une infinité de plans parallèles à celui des ZX séparés par l’intervalle constant dy, on divisera chaque zone en carreaux élémentaires d ' S dont il s’agit de trouver la valeur.
Tous les carreaux ont pour projections horizontales des rectangles qui ont pour côtés dx, dy, et pour surface dxdy. Dans cette étendue infiniment petite la surface peut être confondue avec son plan tangent, ou le carreau considéré comme un qu ad r il a 1 ère plan, üii sait qu’alors sa projection
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est le produit de sa surface il- S par le cosinus.de l’angle dos deux plans, ou de l'inclinaison « du plan tangent sur le ‘jdaii horizontal. On a donc
V/’ S.cosç — djcily , dxdy
, Mais celle inclinaison a été calculée d’une manière genc raie (64, p. ai5). Il vient, par suite,
* 238. Pour passer de l’élément à la superficie clic-même, on commencera par différenlier l’équation de- la surface • successivement par rapport à x et à y. On en tirera les deux
dérivées partielles 0,1 ^ cs substituera en
fonction de x et y seulement dans l’expression de l'cléincnt. >
11 faudra ensuite ajouter tous les carreaux ensemble. INous ferons cette opération en deux fois, en groupant d’abord tous ceux qui constituent une zone, de manière à avoir l’expression do cette zone; puis ajoutant toutes les zones ensemble pour avoir la calotte entière. Deux intégrations seront donc nécessaires. On les dirigera de la manière suivante.
Le caractère commun à tous les carreaux d’une meme zone est d’avoir la même abscisse, qu’on peut considérer comme celle de la zone. Nous serons donc sûrs de prendre tous les carreaux qui constituent cette bande, cl rien qu’eux, en attribuant par la pensée à x une valeur fixe, et laissant, au contraire, varier y d’un carreau à l'autre.. En d'autres termes, il fâut faire une première intégration par rapport à y en traitant x comme une constante.
mvnE tv.
Pour fixer les limites de cette intégrale défiuie, il est nécessaire de se donner par son équation
tout à fait indépendante de celle de la surface, la projection horizontale du contour de la calotte. Cette ligne est nécessairement fermée et par suite son équation se dédoublera ën deux
Lorsque x à reçu la valeur qui caractérise la zone dont on s’occupe, y t et y t sont les ordonnées de son premier et de son dernier carreau (*). Ce sont, par.suitc, les limites entre, lesquelles il faut faire varier y. Nous aurons donc pour la valcur-de la zone
239. Dans cette expression j - a disparu, comme cela a toujours lieu pour le svmbole d’intégration; mais x y figure à double titre , d’abord parce qu’il préexistait dans l’expression où il a été traité comme un paramètre constant , ensuite parce que les deux limites par lesquelles on a remplacé le symbole d’intégration j', sont des fonctions de x,/’, (x) et
Pour ajouter ensemble toutes les zones, il faudra encore intégrer par rapport à x en le faisant varier depuis la plus petite jusqu’à la plus grande des valeurs qu’il prend dans l’étendue considérée. Ces quantités x, , x s , qui sont le maximum et le minimum de x, se détermineront, soit d’après le
( *) A proprement parler il y a souvent sur le bord non plus un carreau, mais un triangle mixtiligne. Mais on peut le négliger vis-à-vis’ de la ïoiic elle-même et considérer le carreau qui le suit immédiatement.
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mode de recherche des points limites (122), soit par l'équation
On aura donc enfin pour l’expression de la calotte courbe
240. Lorsqu’on cherchera la superficie complète d’uhe surface fermée-que je suppose convexe pour plus de simplicité, l’équation de la surface donnera nécessairement pour l’ordonnée deux valeurs
*, = F, (*,/), î, = F :{x,jr).
Elles correspondent aux deux nappes qui sont séparées par le contour apparent de la surface relatif au plan horizontal. On trouvera celui-ci soit d'après la méthode générale (179), soit en exprimant que les deux nappes se soudent l’une .à l’autre le long de cette ligne, ce qui donne l’équation
Oi* considérera successi veinent ces deux valeurs de l’ordonnée pour trouver les superficies S, et S, des deux ealotle.s correspondantes et l'on aura ensuite
241 . K xf.mple. — Cherchons la surface complète de la splière' qui â pour équation
■* ! + y-t-i 1 ~ rv
Ori en lire pour la nappe supérieure
■* = + V'R’— i (lz\ — IX
, \ dx I 2 y/R’ — x 1 — y 1
/ dz\ __ — 3 y y_
\<fy) 2 yR 1 — x ' 1 — y 1 2
On a ensuite pour le contour apparent
L’expression générale devient par conséquent ( 79, p. 226 ) Il VK* — J
11 /• ■+- v — *- R rfy
/ ,+ K r r q + v'lt’ — ■*'
3='R I rfx I arc sid — ==■ I
- y/lt' -
V'R’ — ^j-y/RT
rfx[arcsin(+i) — arc sin (— i)J.
dr = ttR [.r]_ ]( = 2 irR’, . ' ’ ,
• Il
Comme on trouverait évidemment le même résultat pour la
Digâized by Googfë
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nappe inferieure Sj, il vient
242. Surfaces de révolution. — On peut simplifier notablement les opérations quand la surface est de révolution. Nous prendrons son axe pour celui des z, et nous chercherons la superficie d’une zone finie comprise entre les deux parallèles arbitraires qui correspondent aux ordonnées z, et z t . • •
L’élément sera une zone infiniment petite décrite par l’arc élémentaire ds du méridien. On peut le confondre avec la surface du tronc de cône qui. est engendré par la cordey 'dx* -4- r/z’, avec le rayon de base x qù’on peut aussi bien considérer comme le rayon moyen. On aura donc
fl'S : — 5 t r 4- riz 1 .
Pour passer de l’élément à la zone elle-même, on mettra celte expression sous la forme
fl S = 2 JT
V-[ÊÏ
dzi
dx
et on remplacera x et — en fonction de z d’après l’équa-
tkm de la courbe méridienne qui doit être connue entre z
et x. On aura ensuite ...
riz .
243. Exemple. — Cherchons la superficie du tore ou de la surface engendrée par la révolution d’un cercle. Nous la considérerons comme la somme des deux nappes qui sont décrites par les deux moitiés du cercle séparées par le dia mètre parallèle à l’axe de révolution.
aga ' Livnt.iv. •
L’équalion de la méridien ne* sera, eu plaçant l'équateur dans le plân des XY,
=t\ = H — ^r 1 — z\ x 7 = Il -H Yr 1 —
A chaque élément ch de la demi-circonférence située du côté de l’axe cl qui a pour distance à cef axé x lf en correspond up égal dé l’autre demi-ci rconférence à la distance x t . La sonime des éléments superficiels qu’ils décri vent sera
27rx,r/f -4- 2 7T z,ds 2îrrff X-,) =; 4 77 R. d s ■
La surface complète sera donc, en faisâiit varier ds datés toute l’étendue de la demi-circonférence, méridienne,
/*ît r ^
S — I 4 w A fis — 4 w R [.t]jj r = 4 w ’hcz=27rr.27iR.
Ainsi donc la surface du tore est le produit de la circonférence méridienne par celle que décrit son centre.
§ *Vv
CUBAÏÜRE DES' VOLUMES.
244. Xous chercherons pour une surface quelconque le. volume V de la colonne comprise entre une calotte quelconque, son cylindre projetant et le plan horizontal. Pour former son élément, nous mènerons encore deux séries de plans parallèles aux plans verticaux, la première donnera une série de tranches d Y et la seconde découpera d’ans chacune d’elles une série de colonnes élémentaires d i \. ' .
Pour évaluer l’une de ces dernières, on peut la confondre avec le parallélipipède rectangle droit qu’on obtient en
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la tronquant par nu plap horizontal mené par le point le ]4us bas du carreau qui la surmonte. Eu effet, la partie ainsi supprimée a trois dimensions infiniment petites, tandis que la colonne n'en a que deux. La base de ce parallélipipède est, comme nous l’avons vu, dxdy et sa hauteur z. Il • a donc pour volume ’ * . ■ .
• . . ‘ d’\ t=zrlJtilr.
Pour passer de l'élément au volume fini, on remplacera z en fonction de x et de j" d’après l’équation de la surface. Puis. ou groupera successivement les éléments qui composent une tranche', elles tranches qui constituent la colonne proposée, en reproduisant identiquement les raisonnements du § 238. On obtiendra ainsi, en conservant les mêmes notations, ' • ■' ' • •
V r - tîx I zdy .
Pour trouvée le volume compris dans 1 intérieur du né surface fermée, on opérera .encore dé la même manière. Mais on appliquera la formule.
• \ • * 4 V = V, — V Jf
car les deux colonnes se pénètrent, tandis que les deux calottes étaient en prolongement.
245. Exemple. — Considérons le /dan gauche ou paraboloidc hyperbolique rapporté ;f son sommet et à ses plans directeurs que je suppose rectangulaires; Il aura pour équation
• - P = niicy.
Nous chercherons le volume d’une colonue rectangulaire dont les faces soient" parallèles aux plans directeurs.
Les limites des deux intégrations seront alors constantes et égales aux coordonnées o, a , b , b' des quatre sommets de la base. On aura donc ■ . • . •
ni jc y dy — ni f • xdx I ydr
J a Jh
=J dr J
' in (b ' ! — f ! ) [à’* — /»’)
(a'-ha)(b'-h.b)
ma b
niab'
- 4 - ma' b -+- ma b'
Or a! — « et b' — b sont les côtés de la base; leur produit en mesure donc la surface B. Quant aux quatre termes du numérateur, ce sont, d’après l’équation de la surface, les arêtes /«, h\ h ", h" 1 de la colonne. On a par suite
Le volume du plan gauche est le produit de la base par la moyenne arithmétique des quatre arêtes.
24(5. Volumes /le révolution. Lorsque la surface est de révolution, 011 peut profiter de -cette circonstance pour opérer plus simplement. ‘On cherche la tranche finie qui est comprise entre deux parallèles arbitraires correspondant aux ordonnées z, et z,. L élément est un volume analogue, mais qu’on peut confondre avec un cylindre droit dont la hauteur serait dz et la base 7rjr 5 . On a ainsi' 1
r / V = K.i^ilz. . '
Digitiz&d tjy
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Pour passer de l’élément au volume lini, on remplacera a: en fonction de z d’après l’équation de la méridienne^ èlqon aura ; ' . - ' ,
Exemple. — Cherchons le volume total du tore. Nous le considérerons comme la différence de deux tranches terminées par les nappes extérieure et intérieure. L’élément sera alors
wfxj — x 1 )</z = *.(*» -H *1 ).(•*» — x,)dz.
Or la distance R du centre à l’axe est. la moyenne entre x, et x t ; donc X, -+- x, = 2 R. De plus x t — x, est la corde dudfcÿ^ " cercle, de sorte que (x, — x,) dz représente l’élément d S de sa surface. Il vient ainsi
2 jrR.rfS,
et en intégrant dans toute l’étendue du cercle»
2 7r R. S = 2 ît 2 R r\
Le volume du foi’c est donc le produit delà surface du cercle générateur par la circonférence que décrit sou centre.
2ÿÉ> ' J.IVIVE IV.
ÉQÜATIQNS DU PREMIER ORDRE
. '247. Intégration par séries. — On appelle équation différentielle du premier ordre toute relation cplre une , . _ variable, une fonction et sa dérivée
Intégrer celte 'équation, c’est déterminer cette fonction inconnue y, ou au moins trouver une équation non résolue, mais de forme ordinaire, qui la relie à sa variable.
La seule mélhodb générale d'intégration consiste pour les équations comme pour les fonctions (198) dans l’emploi des séries.
Si nous développons, en effet, la fonction y diaprés la formule de Maclaurin (*■), il viendra en employant la. notation du § 101
(') Si l'application delà formule de Maclaurin rencontrait des difficultés» on se servirait de la formule de Ttgrlor eii faisant dam» les coefficients r = * au lieu de x = o.
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il suffi! doue de trouver tous les coefficients de ce développement. Or, si on fait dans la proposée x — o,' elle
fournira f ~ I en fonction de r 0 . En différentiaut, on înl_nx J 0
troduit et en faisànt X~— o, 1 qu!on déterminera dx‘ ’ \ dx ’ J» 1
ainsi en fonction de j’„ et » l 't> p al ' suite, de yo seul.
En différenttant encore, et faisant x~ o, on trouvera de
même | — ' 1 ; et ainsi de suite. Toute la' série sera alors
L^ J Jo
déterminée à l’exception de la seule quantité ro, dont rien au contraire n’assigne la valeur. Elle reste donc indéterminée et figure à l’étal de constante arbitraire dans le résultat. Ainsi Y intégrale générale d’une équation du premier ordre contient une constante arbitraire sous la forme
Si on attribue à cette constante des valeurs prises à volonté, on obtiendra autant d 'intégrales particulières.
' Exemple. — Pour montrer une application de cette méthode, je considérerai l’équation fort simple
En la différentiaut un nombre quelconque de fois, elle montrerait que deux dérivées consécutives quelconques v sont égales. Elles Je sont donc toutes à y lùi-même. Par suite, tous les coefficients de la série ont pour valeur y 0 , et
on a :
298 LIVHE IŸ.
c'est-à-dire*(io, p. 84) '
» y = Ce*,
. résultat facile à vérifier,
248. Séparation des variables. — Si l’on ne coiniuil pas la somme du développement auquel on se trouve conduit, la question ne peut être considérée comme complètement résolue. On a alors recours à d’autres méthodes qui sont d’une application plus ou moins restreinte. Leur principe général consiste dans la séparation des variables. On cherche à isoler dans chacun des membres tout ce qui se
' rapporte à chaque variable. L’équation prend par là la
forme « , ‘ •
.X tlxx=. Y dp,
X étant une fonction de .r et Y une fonction de y. On en tire pour l’intégrale générale
X dr~
car ces fonctions, ayant des différentielles égales, ne peuvent différer que par une coustante (484).
Quand l’équation ne se prête pas immédiatement à la séparation, on peut parfois l’effectuer par un changement de variables. J’en vais montrer deux exemples doués d’une très-grande généralité.
249. Exemple I. — Considérous d’abord l’équation homogène , c’est-à-dire celle
„ Nrf/ = o;
dont les coefficients M cl N peuvent être ramenés à ne dépendre que du rapport — ■ Si on pose
zdx -t- xifa,
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M cl N deviendront fonctions de z seulement, et on aura
M dx -+- N ( 3 dr -H xrlz) = o , tir _ N
x SU 1 - N z
dz.
Les variables sont actuellement séparées, puisque M et-N ne renferment que z, et on a en intégrant
I,x — \ — rfî + iC»
’ ^ J M + Ns
équation où il suffira après l'intégration de rendre à z sa valeur--
2o0. Exemple II. — Considérons encore l’équation linéaire) c’est-à-dire celle où et — ne figurent qu’au premier degré, et sans se multiplier l’un l’autre. Sa forme la plus générale sera
ti y __ * • • •
Pet Q désignant des fonctions quelconques de x.
Nous- poserons • ...
dy
dv
du
en nous réservant d’établir enlre- tt et e telle relation que nous le jugerons convenable, puisque -lions introduisons deux quantités pour tenir lieu d’une seule. En substituant,
3oo
il vient
VUE IV
du du ■
fl.r (J.T
dw „
Nous profilerons de la faculté dont il vient d’être question pour diviser celte équation ten deux autres plus simples, en posant
ce quj la rédui t à
dit
Nous pouvons maintenant dans chacune d’elles séparer les variables. i . ■ •. -
La première donne, en effet,
. • dv
— — P dx ,
Jvdx+LK r
-/Pdr
i* = Kc
La seconde devient alors .
' du — ~ dx — ~ c J dx ,
dx'+ K.',
et, par suite,
. ,)• = no = K.c
fi'dx
dx -+- K'L
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c'est-à-dire-
*’ fq^dx + cj.
Dans toutes ces formules les constantes ont clé mises eu ■ évidence, et, par suite, les intégrales doivent èU’e dans chaque cas cifectuées sans constante.
Si nous supposons, par exemple, les coefficients P et Q constants, tin aura
P dx~ P.r,
. - Tc\ Vi i Q Pj -'
I Qc dx = — e- ,
et pour l’intégrale générale.
ÉQUATIONS D’ORDRE SUPÉRIEUR
251. Intégration -par séries. — On appelle équation différentielle de l'ordre n toute relation
/ , djr d 2 jr
7Z7 V V’^ÿr )= 0
entre une Variable .r, , une fonction y et ses n premières dérivées, ou au moins la
O 11 pcàit encore développer la fonction inconnue par la formule de fylaclaurin. Si, en effet, nous faisons o dans
la proposée, elle déterminera j -~
en fonction de
•^>[Ê] 0 ’lë]„’-’ [^j/F'n^ffôrcnliant.on fora
, d**' Y r ■ ■ • rrf*+ l v“|
apparaître - et en taisant ensuite x s= o, | J^+i j f l lu
sera ainsi déterminé au moyen de toutes les précédentes, et, par suite, seulement des n premiers coefficients, puis* que le (« -+- i )‘ rm ' vient d’y être ramené lui-même; et ainsi de suite. On arrivera de celte manière à trouver tout le développement en fonction de ces n coefficients. Mais rien ne les' détermine eux-mêmes et ils restenCquelconques. On' voit par là que l’intégrale générale d’une équation d’ordre n
renferme n constantes arbitraires sous la forme
p { x »y* Ci) c,, c,,..., e„)=.o.
En déterminant toutes ces constantes ou une partie -seulement, on obtiendra des intégrales plus on moins particulières. ‘ v
'■ • Exemple. — Considérons l’équation
En la différentiant uti nombre quelconque de fois, elle montrerait que les dérivées qui se suivent de deux en deux sont égales et de signes contraires. De là deux séries de termes qui ont des signes alternatifs, et pour valeurs les uns y„
cl les autres f • La formule de Maclaurin devient ainsi
LrfxJ 0
1” fl y ~| i X X 3 ' * .r 5 f
L'êrJ 0 n 1 1 .2.'3..4.5
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c'est-à-dire (11 et ta, p. 85)
'y ±= C cosx H- C' sin r , résultat facile à vérifier.
252. Équations linéaires à coefficients constatas. — Lorsqu’on ne peut sommer les séries, la méthode précédente ne résout qu’imparfaitement la question, et il faut recourir aux procédés d’intégration proprement dits.
L’un des plus satisfaisants s’applique au cas des équations linéaires à coefficients constants, c’est-à-dire de celles où x ne figure pas explicitement et où y et ses dérivées n’entrent qu’au premier degré, et sans se multiplier. Le type le plus général de ces équations sera
dx"-
Ai
ily
ün peut, et il faut toujours commencer par faire disparaître le second membre. Il suffît pour cela de poser
En substituant celle valeur, la transformée en z lie dillère ([tic par l’absence du second membre.
, il H z -, il"T‘ z . tiz
(ç)8) A -j— -f- A, Aa_i — -4- A n z-
ilx“~
tlx
C’est à cette classe d’équations que s’applique la méthode que je vais indiquer.
253. Elle repose essentiellement sur les deux principes suivants qui conviennent du reste à toutes les équations linéaires sans second membre, lors même que les coefficients sont des fonctions de x.
3o4 L1VJIE IV.
i°. Si Z csi une solution, GZ en est une autre. Eu etlet, tonte dérivée de GZ étant le produit par G de celle de Z, le résultat de la substitution dans l'équation ne diflèrc [tour Z ci pour GZ que par le facteur commua G. Si donc il est nul pour la première valeur, il l’est aussi pour la seconde.
2 °. Si Z' et Z" sont deux solutions, Z' + Z'' en est- une autre. En ell’et. toute dérivée de Z / -t-Z // est la somme des dérivées semblables de Z ' et de Z". Le résultat de la substitution sera donc la somme de ceux qu’on obtient pour Z ' et- Z" séparément, et si chacun d’eux est nul, il en sera de -même de l'ensemble.
Il suit de ces. deux principes que si on coiinait n solutions distinctes Z,, Z,,....Z„, ou en aura encore une autre dans l’expression
et celle-ci sera l’intégrale générale, puisqu’elle renferme n constantes arbitraires. »
251. La question est donc ramenée à trouver n solutions particulières de l'équation. Pour en obtenir, nous essayerons la forme analytique
dans laquelle in désigne une constante qui reste à notre disposition. Toute dérivée de celle exponentielle sera (il) son produit par la puissance semblable de in. L'exponentielle sè trouvera donc .en facteur dans tous les termes, et disparaîtra ainsi de l'équation. 1! restera seulement
Il suffit par suite de prendre pour m une valeur capable d’annuler ce polyuômc, e est-à-dire une de ses racines, ür il en a précisément n que je désigne par ni,, ni,, .., »/„. On
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obtient doncà la fois les H solutions cherchées, et on a pour l’intégrale générale ’ •
(too)
Z = C, £*•* + C î e"* x -+-. . .+ Cnr"» 1
255 . Si les racines sont imaginaires, on peut néanmoins conserver au résultat une forme réelle. En effet elles sont alors conjuguées deux à deux, de telle façon que si on trouve d’une part a + b<J^-i oh obtient en même temps la racine a — b y/ — i. On a donc pour la partie qui se rapporte à ce couple de racines
(a-Hl\/-l)x [a~b^/-,)r
br sj - - l
== Ce
, -bx\fc 4- C f
ou, d’après la formule d'Buler ( 1 3 , p. 86),
e* x j c[cosé.r -+- y' — t sin bx\- f- C'jcosèr — y/ — i sin b.r || .
= (C H- C') cos bx -f- y/ — i (C — C) sin bx J,
et, en remplaçant les arbitraires C cl G par d autres K et K', (ioi) ; - (*"iR cos bx.-h K' sin bx).
250 . 11 se présente uue difficulté plus réelle lorsque l’équation renferme des racines multiples. Plusieurs ternies de l’cquation (too) se réduisent alors en un seul, et cette formule, tout en restant une intégrale de la proposée, ne contient plus n oonstantes distinctes et ne fournit plus dès lors l’intégrale générale. On peut cependant la compléter de nouveau de la manière suivante.
Désignons par f{m) le polynôme (99). Ou a vu que. h: résultat de la substitution de çT x à la place de 2 dans l’é-
3o6 LIVRE IV.
quation différentielle «si, quel que soit m.
d"(n mI ) . ille" 11 )
A"-*-; h A, — A„_|. — - — -I- A/if"" 1
,W th?-' tir
== e mz .f(m).
Celle égalité ayant lieu identiquement pour toutes les \aleurs île /«, nous pouvons la différentiel' par rapport à ce paramètre (13). Or on aura pour un terme quelconque
dr 1 j
dm
d.d dm d ' ( xe" ‘ )
el, par suite, pour l’ensemble, ' '• ,
d“(. rc*“) d"-'(.rr"") . dirr’" 1 )
A ——— — -. -f A, ■ ' — - -f- . rt- A„_, — — — ^ H A„ ..rc*"
*/.c* rfa" 1 c/.r
xd‘ x f{m) -I- c m, f(m) . ; ' - .
Supposons maintenant que ni désigne une racine double de l’équation ( 99 ), die annulera à la fois f (m) et f (m), et;, par suite, le second membre de celte dernière relation. ' On voit par là que le résultat de la substitution de xo"‘* à la place de s dans l’équation ( 98 ) est égal à zéro, ou que x c mx en est une solution particulière.
On reconnaitrait de même que si m désigne une racine multiple d’ordre -p ; e mr , xe?'*. x*e'"\ . sont des
solutions de l’éijuation; de sorte qu’on en aura encore une autre dans l’expression
ou
Ce" c'-rev .r'c" r -e . .+'(:> f”' r ,
C'a- + C"a 5 -+ . 4 C'f-O.rf ' • A -
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Chaque racine d’ordre p introduit ainsi /> constantes arbitraires, de sorte que le nombre total de ces dernières se trouve rétabli et qu’on obtient encore l’intégrale générale.
Exemple I. — Considérons, l’équation du second ordre
d • i di ' .
_. +/ ,_ + yz - 0; • _
formons l’équation transformée
■Si la, quantité subordonnée au radical est positive; on aura (. 100 ) ■
Si elle est négative, on changera son signe en. multipliant le. .radical par </ — 1 et il viendra (foi)
•„ par ■ .
• 8=*»* J |c i çosary/<7-r ^--f-C 1 'sih.r^/iy ~ ^ j* *.
Si elle est nulle, les racines sont égales à -r -■> et on a (2I»G)
pour l’intégrale de l’équation particulière
-- d-z dz p‘
d^ + P dï + \ • ' ■
.LlVflE IVi
Exemple II. — Soit l'équation binôme ( 1 8 , p . 9!)
, ' ?. / TT
rr Z'm m* — 1 , m = cos h V — » sin
dx" ’ . « «
On aura pour l’intégrale générale (100)
= Ce-' -
n * ( ( 2. kit , . 2 A 7f\ ]
Si donc n est pair, il viendra (toi) ;
et si n est impair
. 3 \ zl.it , f
■^ < xcot —r- r., / . 2 *ît\
; — ] r n I K, cos T x sm J -t- K t sin I x sin — — I |i-
Exemple III. — Soit enfin l’équation
ri n z d"-'z ri(n — « (« — l)(« — 2) «f" -3 !
^oc" . dx n ~' .1 . 2 e/x n
«f» — iY(* — 2 ) d 3 z n(ri — t) d 2 z dz _ *»
... Jj — ‘ — — ~r~ -t ‘ — ~ -y— -+• n ■— -+- z =zz o.
‘1.2.3 <r.r 3 1 . 3 . d.r‘ 1 ix
Lâ transformée sera
ou
;.(/w.-pVy" = o.
Toutes les racines étant égales à — 1, on a pour, l’intégrale générale ( 2 S(>)
: tpz.tr 1 (Ç 4- C'x 4- C':.r , -f- Car 3 -t- . ■ *
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TT» et en faisant ensuite x==o
(ÎX 3
.[SJ* [£1’-; [ë]; 0n Pourra, d'après cela, dé-
terminër ces quantités en fonction de y 0 , r 0 , . . . , w 0 et des premières, qui l'ont été elles- mêmes en Jn ~o> - • et
ainsi de suite. On connaîtra de cette manière tous les développements, à l’exception du premier terme qui restera arbitraire pour chacun d’eux.
On voit par là que le système des intégrales générales de n équations simultanées du premier ordre entre n fonctions renferme n constantes arbitraires. Si on en détermine à volonté un certain nombre, bn aura des intégrales plus ou moins particulières. • ... .
Exemple. — Considérons le système très-simple
. (Ij ' dz- . " ■ ", . -
. " v itx ~ ’ ' tLi - ;
258. Intégration par fériés. — - On appelle équations simultanées du premier ordre un système de n équations entre une variable x, n fonctions y, z, . . . , u de cette
variable, et leurs premières dérivées xl.
dx dx % dx
On peut encore trouver le développement de ces fonctions en série, en cherchant successivement tous les coeffi- ’ cients de la formule de Maclaurin appliquée à chacune d’elles. Si on fait pour cela x = o dans les n équations,
elles fourniront les n valeurs de »•••» F— J r
en fonction dey,,, w«. En diOercnliant on fera appa-
3 lO llVRE IV.
Si on différence ei qu’on fasse x =. o, il viendra
[ë].Hsl=-- [£].= [£].==•
En différen liant ensuite un nombre pair de fois, on reconnaîtrait que toutes les dérivées paires sont égales, pour chacune des fonctions, à la fonction elle-même. En.Sifférentiantau contraire un nombre impair de fois, on verrait que les dérivées impaires sont égates pour chacune des fonctions à l’autre. De là les deux développements
. . r.* jt»- i :
11 est facile d’y reconnaître lès expressions suivantes.
ou encore
et enfin simplement • ■ r ■ ■ ' , •
. . y — C/. T + c'c~ x , z — ce — c'«r'. ^ -
2o9. Ou appelle éf/natio/is simultanées (Y ordre supérieur
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un système de n relations établies entre une variable x. n fonctions^, z ,. . ,, « et un certain nombre de leurs dérivées, à savoir/» pour j', <7 pour r pour «. L)e
« elle manière chaque équation peut renfermer
df-'y
dry
dx *
dx 1 1
1 dxr-' ■
dxr
dr 1 z
dlz
dx *
‘ djd->’
tLz'l
du
di'
dx»’ '
■ dx r ~‘ ’
dx 1
mais il. n’est pas nécessaire que toutes ccs-quantités figurent dans chacune d’elles.
On peut toujours ramener un pareil système à être du premier ordre, en employant à la vérité un plus grand nombre de fonctions. Il suffit pour cela de poser
dy _
dx J \
*fyCp—7
dx
dx
rtz
dz’ „ *■ ’
dlq-i
dx~
dx '
du
du? „
du r—î
dx
dx
Alors les équations ne dépendent plus des quantités précédentes, mais de - • . ‘ !
•Ml,
dx
(faq.*,
dtt - r — 1 ikr
3 1 3 . Ll VUE IV. . ». •
Elles sont évidemment du premier ordre, ainsi que ce) les que nous leur avons adjointes. • ,
Or nous avons introduit p — t l'onelions et autant d'équations à l’oeeasion de y, J{ — t pour z,.. . r — i pour m,
c’est-à-dire. en tout p 4- q r — n. En leur adjoignant
les // proposées, on a en tout p 4- q -t- . . . -4- /• fondions et équations. Un pareil système' renferme dans ses intégrales générales p q- q - r constantes. Mais il est équivalent au proposé. Donc un système quelconque d’équations simultanées contient dans ses intégrales générales 'un nombre de constantes arbitraires égal à la somme des ordres de difr férüntiation les plus élevés de ses diverses fonctions.
On remarquera que les formulesxjüe nous avons introduites sont toujours les mêmes et aussi simples que possible. Elles sont évidemment linéaires et coefficients constants, de sorte que si les équations proposées sont aussi de cette forme, il en sera encore de même du sys- -lème transformé. Il existe pour l’intégration de semblables équations une méthode générale que je vais faire connaître. '■ ....
260. É/pintions siiiiiilttuiécs linéaires à coefficients- cdnslanls. — On jiont toujours, pour plus de simplicité, supposer lés équations résolues par rapport aux dérivées sous'
là forme . '
. ‘..r étant la v«q ia'ble ’d. » , . t,.' ■■■ r Jt
jys ,.a 'fondions
rorinucs. *
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Nous pouvons d’abord^ faire disparailre les ternies constants. Il suffit pour cela de poser
■ 4 4“ X‘, ) y 2 — 4 4~ X'| 2 • • • f Xh = — 4" X'q >
en déterminant k \ , A s , . . . , X„ par les relations du premier degré > ^
• A'' Xi 4- AJ' X, . 4- A" X j 4*- • •+ A* X„ 4-B"' = o,
A| * Xi 4 - A j "! X, 4-, *Xj 4-- • . 4 - A^ X«4- B(") == 0- Les équations se réduiront alors à
IX
et il suflit d'intégrer ce nouveau système.
Pour cela nous ferons ' ,
Après la subsljtulion l’exponentielle subsistera dans tous ■ les termes et pourra être supprimée. H restera.
mhy = À' h x + A^/fj -+- A' -H. . . 4- A' //„,
////?, — A 'I A| “HA, iî ■+* A'' // 3 4~ . . *f» À" //,,,
■ • . wÀ„ — A|" ! À, >' A<"' A.. 4 ' A '”’ //• -I . r- A,."’ •
LIVÏIE IV.
)1 suffira doue, pour qne les expressions précédentes soient des solutions particulières, que leurs constantes saiisfas-sent à ces conditions.
'Si nous faisons pour un instant abstraction de m, les équations deviendront du premier degré par rapport à /<,, h t , /ij, sous la forme
(A* — mj/i, -4- A' //,. -H A' A, -4-. .. -4-A^ A* — •*,
A" A, - 4 - (A" — ni) h, +• A" h y -H. A" A„ = «,. K h < -h K h ‘ -*- ( a; — «r 4- a; ■/,„ =- o.
• A';" 0 A, -4- â'"' A, -I- A,"' Aj-t-. . .-h (Al" — m) /*,== o.
Elles sont au uombre de /i entre les n inconnues //, , h t , //j,... /»„. Mais puisque les seconds membres sont nuis, elles n’eti peuvent déterminer que les rapports. Elles doivent donc donner pour les inconnues elles-mêmes des valeurs indéterminées, et pour cela il faut que le dénominateur commun soit nul.
On sait former ce dénominateur et on obtient pdf là la condition que doit remplir la quantité m qui y figure. Or l’un des termes de ce polynôme renfermera le produit des n coefficients V \--f ’ ■ ••
. A’— /», A" — ru, A'" — ni, ... . , A
c'est-à-dire que l'équalioiven m sera du n‘ è '" r degré, car aucun autre terme ne renfermant m", cette puissance ne pourra disparaître. On obtiendra donc pour celte, inconnue «valeurs ’ .. .. .. . -
ni , m" , m"' , . ni"’' 1 . -
(•/ Je die m’a riôlo*j»n» au csisr racines étfUles.
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Les équations (io 3 ) permettent alors d’exprimer, et cela d’une seule manière, les ‘coefficients A,, ou plutôt
leurs rapports, en fonction de ni. On aura ainsi [tour chaque valeur de-zn un système de solutions que nous représenterons de la manière suivante, en mettant en évidence un,
Coefficient indéterminé * . . .
C'A', ' C' //, C'/é, .. , C'A' pour»/',.
G" a;', Ch", Ch",";..., C,"A'' po
‘V Ct”)A 3 '" ! ,. Ct'Oi** 1 pour »/<*>.
Il résulte de là les systèmes suivants d’intégrales particulières des équations ( 102)
z, '== ! C' AJ £*•'* I C "A;v»‘ f ; CClA^e» 1 ''
t | zj— 1 C' A' c " 1 C" A'' tf“" z ...
\ == j c' a; e" jr c"A" c”-' 1 . . . \ et») a;'*' c- 1
On en déduit, comme au § 253 , les solutions
a, — ca; c" * + c/r t"'*. . . + ct«f£j! ,) c* (i,) *,
Or elles contiennent n constantes arbitraires, Ce sont dune les intégrales générales des éqoations (102).
XlVRE IV.
-tH . Exemple.^ — Considérons le système
' ffzs • . tlz,
— = Zt+ z,,
l' ornions les équations transformées
W«| si fl| -f- //}, wz/f^s: //, — fij,
ou
La réduite en ;n sera
— .( 1 — '" ) ( i rf~ '" ) — 1 = *> »
On a ensuite
ee qui permet de prendre
et par suite
' /i" = i , //'' = — \Za — i ■
()u obtient ainsi les intégrales générales
. *, = €e^ r +CV^Y •
. . ; , Ï,= (V 2 — 1)06^— (v/â.4- i)C'c 7 ' cV î'.
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INDÉPENDANTES
2(12. Fonctions cle deux variables. — Nous savons trouver la différentielle totale de toute fonction' u de deux variables indépendantes xélj
La question inverse consiste à déterminer », connaissant sa différentielle
- ela — Xrlx -\- Ydy r
dans laquelle X et Y désignent des expressions connues qui dépendent toutes les 'deux de x ctdej'. ' ■
La solution n 'est possible qu’aulanl que les deux cocfficienls remplissent ut\e- condition. On doit avoir en effet pour identifier les deux valeurs de du ' . ..
On en déduit
3l8 * ; 4-IVBE u : ’
car ces deux expressions reviennent à ^ j • Si cette condition n’est pas remplie, il est inutile de chercher la fonction u, qui glors n'exis'le pas. Si elle a lieu, on. peut toujours ramener le problème à l’intégration ordinaire.
En effet, puisque X est la dérivée de u prise par rapport a x, on a, en donnant pour plus de clarté. à l’intégrale des' limites, du reste quelconques,
« = | -Xi/.r + i 1 . w
Dans cette expressioti y désigne une arbitraire. Ce n’est pas nécessairement une constante, et elle peut dépendre de • y d’une manière quelconque, car çl le n’en aura pas moins par rapport à x une dérivée partielle nulle. Pour déterminer y nous avons encore la seconde condition, à savoir que
la dérivée de u relative à y soit Y. On a
ou, en différentiant sous le signe d’intégration, puisque les limites sont indépendantes dé y (21 -4),
; " ÿ - S-I' (f i .* =C =tï1 '. =ï ~
’ ' en désignant par Y 0 lé résultat de la substitution dé x„ à la _place de x dans Y. Ou tire de là
. • ,iÿ . •• - :
yt. , •• ■ ’■ - - r ■ '
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pirprpii.ini encore des limites quelconque», et par suite.
(io4), ' „ = 1 x,u-h f Y.rfr + c;
l'\ ' r v-r. jÇr,
-6-i. Exemple. — Considérons l’expression
, rdy — yd.r du = — — ,.
la condition d’intégrabilité
I. Ax'-h.y
dx
)V (iMM) =
/, . \ <!y J (V-hj*)*’
étant identiquement remplie, on a (io4) et (8a, p. 2 a~)-
- ; «- / '-rrs^ ( -7^'0 -bc.
' = | — arc tatig -+- jjirc tang | -h C ' ■ >
*=•— arts tant; - arc tang — -4- arc lang arc tarie ^4 C .
Or le second 6t le troisième terme désignent des arcs dont les tangentes ont pour produit l’unité, ils sont donc complémentaires et leur sommet peut être comprise ainsi que le*
quatrième terme dans la constante arbitraire, ce qui donne simplement . .
u = C «— arc lang -• .
126 i. Fondions du trois, variables. — Supposons tiiain-
3'iO I.1VHE-1V. v , -
ienant une fonction de. trois variables indépendantes
’*» Jr •?.
“ . </u ~ X <lx -f- Y dy Z riz • •
Celte expression représentant la différontiellc totale ’
on doit avoir, pour que le problème admette une solution,
d’où l’on déduit identiquement
,,ra = /?uaja rsWfs
V r/ / / \ dx
tlz J \ f // / \</.r y
Si ces conditions sont remplies, on peut encorc’ramcner la question au calcul intégral ordinaire.
En effet, puisque la dérivée de a relative h x est X, on a
H — I Xr/x -f n,
mais v peut dépendre de y et z d’une manière quelconque «ans que sa dérivée relative à x cesse d’étre nulle. Pour déterminer r, nous avons les deux autres conditions
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et, par suite,
en désignant par Y, et Z 0 les résultats de la substitution de .r„ à la place de x dans Y et Z.
On tire de là - . ...
«, par suite, ’ ' '• /-
d, ‘ ~ (^) dy ^ Y,djr ~ h Z>,h '
formulo certainement intégrable (262), puisque nous supposons remplie la seconde condition (to 5). On aura ainsi, d’après' la formule (io4), • ' - . • '
f y Y,dy-h f Z„rf: + C, ..
*Vu . *A»
en désignant par Z„ 0 le résultat de la substitution de y 0 à la place de y dans Z 0 ou de x 0 et y 0 à. la place de x et y dans Z. En reportant celte valeur dans celle de u, il viendra enfin . „ -
/•Jf r*y T*.
j « = I X d.r -f- / tiy -f- I Z„ di -4- C .
Exemple. — Considérons l'expression
• du -t^i ) dx * (»“?) IjrJh (*~*) dt \
32 a ' i,tv ive iv. j - .
Les conditions tl’in tégrabilild sqnt évidemment remplies. Qn a donc • ‘ . - ■
“■jf.
= {1 + *]; + i-f + j],' + Ei- + T].-T c ;• - •;>
\ .r„ s / Vr* z„ ' r
mi,' cü effectuant toutes les réductions,
U =î= 1 rh'-i + - 4- C'.-
Fonctions de plusieurs variables — J)e même qfte nous avons -ramené le cas de trois variables à celui de deux par le mqyen d’ünc fonction e qu’il faut ajouter à '
J X dx pour obtenir u ; de même on passera d’un nombre
quelconque de variables à une dé plus'..'
On aura pour une fonction u '
^ il u = Tidx H- Y (ly -+-J6 ilz + T /If -+■. . . . ,
de n variables .r, j', 3,- . . , des conditions de la forme
en envisageant deux termes quelconques de la formule ... -+• P dp + + - . . ,
.. ■ . . CAI.CIIL IM ÉÇJIAb.' 3a'i ’
Lteur nombre émut évidemment eclui des combinaisons de
n quantités prisés deux à deux, sera égal à — — - — — et croi-
tra rapidement asce celui des variables.
Lorsqu'elles seront toutes remplies sans exception, on aura la formule » ' • . "
a — C -f- / Xf/.r.-i- I X „ dy -f- . I Z M f/z -f- j
Jr u V// J Jt m
Twip^ “f* . . .
daijs laquelle V„ Z„„, T #0 „. . . désignent le résultat de la substitution dans Y., dans Z, dans T,.. • ‘le -Tu) utf •
de x # , /„ . à la place dc-.r, de x, jr, de x, y s et
ainsi de suite. i ' •
Il .est très-utile de disposer dans chaque cas particulier «les limites x„, pour simplifier autant que pos-
sible les calculs. On en Va voir un exemple.
'SWÎ7.. . Exempte. — Soit I expression ... ,
' ■ tti) == (/ -t- z -f- t )dr -t- (x + *-+- f}rfr [x y t) riz
— t- ( x -t- y -t- z ' dt .
Les six conditions d intégrabilité se réduisent toutes à t = i . Si lions prenons partout pour limite inférieure zéro, la quatrième intégrale disparaîtra complètement el les autres se réduiront ainsi
u j ( y -t-'z -t— / ) dx q- j ( z »4- t ) ily -t- j / flz -t- C
â/O' • . *zo «/o
- • ^.(/ + s+t)j''+(î + /)7 + lî + C,
ou soiis une forme symétrique
a « =. >'.+.* •+ f) -t- y {.r + je f ) -t- s (x -+- > + /) •
Ce résultat eut exigé des calculs beaucoup plus longs, si on avait employé des limites quelconques.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES
268 . La question que nous venons de résoudre consiste dans la détermination d’une fonction n de plusieurs variables indépendantes x, y, z, . . . lorsque toutes 6cs dérivées
■> ••• sont immédiatement données. Un problème plus difficile consiste dans la recherche d’une fonction d'après une condition quelconque donnée entre elle et ses dérivées partielles. Une pareille relation est appelée équation différentielle partielle. On en a vu des exemples dans les. équations collectives de familles de surfaces ( 181 )'. ' ' -
L’arbitraire que comporte la détermination d’une fonction d’après'une équation différentielle partielle est beaucoup plus large qu’avec les équations différentielles ordinaires. An lieu de constantes arbitraires, l’intégrale générale renferme des fonctions arbitraires. On peut reconnaître en effet ce caractère dans les équations finies des fautiHes de surfaces (66) et (67). qui sont équivalentes à leurs équations différeutiellcspariielles ^68) et (69), et en constituent par suite les intégrales générales.
Une équation différentielle partielle est dite linéaire lorsque les dérivées partielles 11’y figurent qu’au premier degré et sans se multiplier l'une l’autre. Il n’est pas nécessaire, comme pour les équations différentielles ordinaires, que la fonction elle-même n’y paraisse qu’au premier degré et sans multiplier aucune de ses dérivées. Elle peut figurer d’une manière quelconque dans les -différents termes.
partielles f ~
du \ '/du dyf \dt
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Il existe pour l'intégration des équations linéaiiesdu premier ordre à coefficients quelconques tinc méthode géuérale due à Jacobi, que je vais d’abord énoncer. Je démontrerai ensuite à posteriori l’exactitude du résultat.
•269. Considérons l’équation différentielle partielle
dans laquelle u désigne une fonction inconnue des n variables indépendantes J 1 , y, et X, Y, Z,..., U des
expressions connues formées avec toutes ces quantités indistinctement.
On change' complètement le point de vue, et on envisage pour un instant x, -y, z,... comme des fonctions dç la seule variable u déterminées par ce système d’équations simultanées -
(tb 7 j
e/r r/y rit
Hu
Les, n intégrales peuvent toujours être Supposées résolues par rapport à leurs constantes arbitraires sous la forme
(»o8) f\ ~ Ci , ..., /r = Cm
le type général de- ces équations étant le suivant
fk n )~ c ‘-
On pose alors la formule
dans laquelle (f désigne- une fonction arbitraire dont la nature doit rester complètement indéterminée. Si à ce moment on revient aux conditions de la question en considé-
3a() LIVRE IV.
rant u comme une fonction des variables indépendantes
x, y, z , , la formule (109) fournit l'intégrale générale
de l’équatiôn jiroposée ( 1 o<> ) , comme je vais le faire voir;
270 . Celte relation peut être considérée, dans la nouvelle manière de voir, comme une conséquence des équ.ations simultanées (107). Car les Expression s Jf,, f,,. . f„ devant, d'après (108), cpbserver des valeurs invariables, ii en sera de même de toute fonction (f de ces quantités. Quant à cette valeur constante, il n'est pas besoin de la -spécifier, et on peut en la faisant passer dans le prémièr membre, et la confondant dans la fonction arbitraire <p, prendre,' comme nous l’avons fait, zéro pour second membre. Si donc la formule (109) est une conséquence du système (107), toute relation qu’on obtiendra en les combinant ensemble devra avoir lieu identiquement, entre les lettres qui y figurent. Or on- peut faire celte combinaison de la manière suivante. ~
Différentions l’équation (109) en la considérant toujours comme composée, avec x, y,' fonctions de «.On
aura( 5 , p. 33 ) J . \
— / do \ / fl y V de / p dy . / dy\ dz
\ du J \dx) rl 11 \ r/y ) rhi \ riz ) r/n
c'est-à-dire d’après (107)
. U lu ) ^ \rlx ) V ^ \rt y ) V \<i, J t;
ou encore, en mnltipliant pur C et divisant par I — ? ,
\rtüj
Actuellement tupi fiions I équation (.ioyl, et eonsidé-
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rons-y invers'cmenl u commcuue fonction de x,y, z,... On en tire, en différenciant successivement par rapport à chaque variable indépendante,
Ce système est équivalent à l’équation (iog), prise au véritable point de vue. Mais on peut, sans lui faire perdre ce caractère, le combiner avec la formule (i 10) qui, comine j’ai eu soin d’y insister, n’est qu’une identité. Cette substitution donne
et sous celte nouvelle forme il est facile de reconnaître la proposée (to6).
L’équation différentielle partielle et la formule (109) étant équivalentes, quand 011 considère dans celte dernière u comme une fonction de x, y, z,..., il s’ensuit quelle est bien l’intégrale cherchée. ■
Exemple I. — Ucprcnons l’équation différentielle
3 a 8 livre iv.
partielle des cylindres (68)
■ ! dz V /«ta \ ' 1 f ' • • *
”U)'"Uh" : - .
dans laquelle a est la fonction inconnue de x et y. Nous
posons les équations simultanées
dy eh
ou en séparant
intégrant
d.v =metz , dy—ndz,
<r mz -t- C; y=(ii~ (- C',
résolvant par rapport aux constantes
• x — mz — C, y -r-r nz=.C ,
et établissant entre elles une relation arbitraire ef^x — mz, y — nz)±=o.
Il suffit de supposer cette formule résolue par rapport à l’une des deux quantités qu’elle renferme pour retrouver l’équation des cylindres sous sa première forme (66).
Exemple II. — Considérons de même l’équatrop diiléreulielle partielle des cônes (69)
/ dz\ , / dz \
Nous poserons les équations simultanées
eLc dy ‘ dz
CALCUL ISTÊCBAL.
Elles oui pour intégrales
. ' £(* — «?) = L [z — 7 ) - 4 - LCi
t.(x- ?) = Z(* - y}-h‘LC;
et, en résolvant par rapport aux constantes,'
3 ay
d’où l’intégrale générale '
où l’on reconnaît de même l’équation finie des cènes (67).
272 . Il peut arriver que l’équation soit sans second membre, ou que U = o.. Alors l’un des membres des équations simultanées est et' comme les autres 11c sont pasinfinis,, il faut nécessairement poser
du = o , u = C.
Ainsi l’une des expressions entre lesquelles on a à établir une relation arbitraire est u lui-même, les n — 1 autres sont déterminées par les n autres membres qui 11e présentent plus de difficulté.
Exemple. — Considérons celte équation fort simple qui a été rencontrée par Poisson dans l’étude de la chaleur latente des gaz ~ '
33» LIVRK iv.;— CALCI L INTÉGnÂL.
Ltî système simultané ae réduit alors à l'équation
d’où
c’esl-n-dirr
rix t/y
■r niy 1
L > — — Ly -+- 4 - LC ,
tu ' • ni
On obtient, par suite, l'intégrale général*
PREMIÈRE PARTIE
ÉNONCÉS
Différentiation des. fondions de fondions.
. y cos [c“* '**']. 1 , -
.T^ l/i (sili 2|T). . . /
y. j ^sin lVw-f x 1
O. y = sjm -f-( lo^sin 3^r)‘.
-y == (isin y '/»*)'.
Différentiation des fondions composées.
* ±= |^ -.3 *fë i+ Aj n)‘ + y/.r* +
_>■ = [siri fi"') h- cos (y .')J tang/wx.
f sinx.cosr.aiYsinx )- — •
J •== si u (///' . Eapg.t •+ -4 arc sin x).
332 EXERCICES
r 5 — -?.5x' -H 6o.r’ — ■jo,»-’ rH 4 0 - r ”d
V0. Maximum de _r d’après l'équation
*'+/’= 3.rv. 1 %
41. Un voyageur se trouve dans une voiture animée d-’une vitesse V suivant une droite; il veut se rendre en un point situe en. dehors, mais il ne pourra plus s’avancer qu’avec la vitesse <> quand- il aura mis pied h terre. On demande en quel endroit il doit le faire pour arriver le plus tôt possible.
On prendra pour inconnue l’angle des deux directions par-* courues. ' * ■
42. « = ( x — m )' •+-{•? — . «)* - 4 - {.r — ni) 1 (y — M'ÿ ■+ m 1 A’ .
sitf*' an <? , ],= o
-[(ri=»- : ' : ■ • ■ '
Dècotitjtoskion des fractions rationnelles:
Btt tox^-f-Sx’ — tgx- — 8
„„ Si 1 4 - 25 -r 3 — 25 x — S ' ■ L -
oit. ; : * : — • . . •
Pour ' résoudre ■ les dénominateurs, ou essiyéra les Farines
Tangentes .
58 . l?<|ttations de la tangente et de là normale des conique»
A y' -+- flxjf -+- €.r 3 -f- l)j -4- F,x4- F — o.
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39. Tangente, normale, sons-tangente, sous-normale tles coniques à centre
'• o ’ nt b 1 x 7 — dh a 1 b'.
Rayon de courbure des spirales sinusoïdes r" = sin « fl
Enveloppes et développées..
80. Trouver la courbe de sûreté, ou l’enveloppe des paraboles de tir représentées par l’équation
81. Enveloppe d’une droite de longueur constante l qui se meut entre les côtés d’un angle droit.
82. Trouver en coordonnées polaires l’enveloppe d’un" cercle dont le centré parcourt un autre cercle..
83. Développées des coniques à centre n'y x ± b 7 x 7 = dt a' 7 b 7 .
■Courbes gailchcs.
84. Trouver les équations, la tangente, le plan normal, le plan’
oscillateur et le rayon de courbure de la ligne qu’on obtient en enroulant sur un cylindre de révolution un plan dans lequel on a trace un cercle. . . ' •
On prendra le rayon du cylindre pour, unité* celui du cercle égal à r; on disposera les axes comme sur la fg- .v’} (p. ato), et on placera le centre du cercle sur l’axe des z.
EXERCICES
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On cherchera dans les mêmes conditions, les équations et le rayon de courbure de la transformée d’une ligne plane quelconque
85. Trouver le centre a, fi, 7 et le rayon r de la sphère osen- Intrice d’une courbe quelconque en un point*, y, z; c’est-à-dire de celle qui a avec cette ligne quatre points communs consécutifs.
Contour apparent du tore décrit autour de l’axe des x
. _ . x 1 -t- (*/y 2 — <i)*ss b-,
a désignant la distance à l’axe du centre du cercle décrivant et b le rayon de ce cercle. •
90. Équations finie et différentielle partielle des coanides en-
gendrés par une droite (pii resté horizontale en rencontrant constamment l’axe des z. '* ’ •
91. Équations finie et différentielle partielle des surfaces de
révolution autour de l’axe des z considérées comme engendrées par un cercle dont le plan reste perpendiculaire à cet axe et dont le centre parcourt Taxe. -
Intégration par transformation . •
Trouver, d’après le problème
• • • * I cosx s\n nx.dx.
J 121. Calculer avec la simplification du § SI3
f'jS-*. ■■■ 1 '
Jo X‘ *
122. Trouver; d’après la formule (82, p. 2.2^), l'intégrale définie " ) ..
* r” dx.
: v ’ Jo « +
Différentiel' n fois par rapport à a. , i
3ia EXERCICES.
123 Trouver l’intégrale définie . *. ’ 1 • .
. • . f ' .r“ -' (Ix. ■
Intégrer par rapport à a entre les limites m et n.
124. Evaluer ['par la formule de Simpson avec dix intervalles l’intégrale définie
loir . dx.
\Jx —
Compârér à la valeur exacte. \ -
Applications analytiques du calcul intégral.
Développer, d’après la série (221, II, p
ai arc sin x -f- \j 1 — ~x ».
^ 128. Développer, d’après le problème (127)
— arc sin x-f- arcsinx 7 .r y 1 — x 1 .
129. Reste de la série du sinus (11, p. 85), quand on l’arrête a p ri. s le (n — 1 )''"•' terme.
130. Développer, par la formule de Fourier, une fonction qui soit égale à cos x entre o et n, et à — cos x entre o et — . jr ( 1 ).
(*} On remarquera que les éléments de l'intégrale
■ TT
cos se sin n »..d «
hc sont fi.is modifie» par le cliangeiHcUt.de signe de *, puisque 1 1
ÉNONCÉS
Applications géométriques du calcul intégral.
Equations linéaires à coefficients constants * d'y tl'y
dx' dx? 4 • 4
140. Equations simultanées linéaires à coefficients constants
^- = P 7 + Qa + R, d ~ == P'r -t- Q'z -t- R'. dx (t.r
Calcul intégral des fonctions de plusieurs variables . 141. Intégrer les expressions
du —{c* +ye*) dx (e r -f- xe? ) dy.
1 42. //« = il '+ î — ¥ | ,/x h-
■r z xz\ ,■
t^l^ X ±\dz.
143. Trouver et intégrer l’équation des surfaces telles, que le
plan tangent cou pe toujours l’axe des ; à la hauteur dtt point de contact. ‘
144. Trouver et intégrer l’équation des surfaces telles, que le plan tangent soit partout perpendiculaire au plan mené par le point de contact et l’axe des z.
SOLUTIONS
OS
d“y . I . nn\
• 21 - ^ = “ 2 cos ( 2j: + t)‘
22 . En opérant de proche en proche, on constate la loi suivante pour les rangs pairs et impairs . ‘
d m r dx >■
- — =2" , e 1 ', Sin t/.r' m ' hl . . I
( mit\
/ wrr\ , / , »l7r\j
= i m y 2 r* sin j H — — j *
On peut donc réunir les deux formulés en une seule
d“ y il ; t, ' nre\ .
— - a « 'sin t + -7- . •
dy \ 4 /
On trouve de même
EXF.nctCES.
. d“z a / ' /rv\ .
t>a. dy = - ^ ) dx, d> x = (i-m) p rfx’.
"24. r/« = (3Ax ! + 2 Bxj 4 - Cj’ 4 - 2 Ex 4 - F^4- H ) dx 4- (Bx» + 2 Cxj 4 - 3 Dy* 4- Fx 4- 2 Gjr 4 1 K) dy,
d’ u = ( 6 A x -H'2 B r 4-2 E) rte» 4- (4 B x 4- 4 Ç > 4- 2 F j dxdy 4- ( 2 C 1 4- 6 D/ 4- 2 (x)dy',
r/ 3 « = 6 .Wx 5 4-6BrfxV_r 4-6Crfxn>- , ' 4 - 6 b</)% .
A , /.V \ AC — D
— D A’C'-aBC— AD+aE
74. L’axe des .y est asymptote. 11 en existe en outre deux autres parallèles entre elles ' - ,
7a. Si n est inférieur à l'unité, il n’y a pas d’asymptoteS. Pour »>t, elles passent au pôle sous tous les azimuts distincts donnés
par la formule — Pour n = i, la méthode indique une asymptote parallèle à l’axe polaire à une distance égale à l’unité; mais elle forme alors le lieu géométrique iui-mème.
77. On trouve ces points en combinant l’équation de la courbe
avec la relation générale • .
rfy j" T i T X I d ‘ y
3 dx [7Z7 3 J “ ( + [ j ï/jF ~
rt 1 X J -± tr' Y* = c
SV. Equations de la courbe
y =-sin <Jr’ — ,r\ z = cos yV — x ‘.
Tangente *
VV — x i
Plan normal
eps y/ë 2 — X 1 sin s/r- — x-
yV 2 — x 1
( X — x) — Y ros y I r 1 — x 2 -+ Z sin y/r 2 — ,r' ~
Plan oscillateur
■r'(X — .r) — [r- sin y'/’ — x 2 — x 2 y'r 2 — x' cos yV' — x 2 ] Y
— [r 2 cos \/r : — x’ x’ y/r 2 — x- sin \r*~ x 1 ] Z -+- r ! — o. ltavun de courbure
On trouve de même pour une ligne quelconque
y = sin/i.r), z r=cos/(x),
8o a = x {dt'+dy'+fk%fï*ztlr — tl\rdz)— 3 [<ly<l‘y+<lztl‘z){-l'z <h —,h,r y ) ’
</x ( d* y d*z — rl} z d 2 y )
( fit 1 H- rfy 1 - 4- dz 1 ) d • 2 — 3 ( dy d 2 y -f- dz d 7 z)d 2 j < 7*> 77*z — d 7 z’d\y *
d* y d* z-?- d 7 zd i y
r = /{*.- (fl - » ) 2 -(-"(v — z) s .
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=. SCC* /.
Le centre de la splière osculatrice est donc au centre de courbure.
xL (l 4 - x 2 ),-*- 2 .r 4 - a arç lanjj.r 4 - C
lli. On trouve, .en multipliant et divisant par cosx,
1 1 3 sill2.r
- tanfjxsm'x — - tangx 4- 5 x 4- C.
a 4 o ib
1 la. x(arc sin.r) 2 42/1 — x- arc sinx — 2 x 4 - C.
ni ni
III 1
nf
nrr sin — 4- C.
ns.
I tu I V
SOLl T ! O IV S .
‘ cos 7 nx.dx :
2 [irr -t- «} «’ )
\ ;/#- -4- xii 1 , I
X , 1 - ni cos 2 ».<■ -f- 2 « sin 2 //x -f C,
c'”' sin’ 7cv.f/.r = T —
— /«cos ?//.»• — 2« sin ?. nx ^ -(-('■ ,
J c* r si
si n «x cos «x . dx =
2 ( ni‘ - 4 - 4 « ’)
X | /« sin 2 «x — 2 « cos 2 «x J -f- C" .
120, L’intégralc est nulle quand n est impair, elle a pour valeur quand « est pair y
121 P ■ dx — — i f ' r/x,
./o VI — C 1 " Jo V 1 — x’
/” X* __(2/i-l)(2/— 3}(2.X— 5).. .5.3.1 ÎT
Jn \/T^7‘ ~ 2/ (2*— 2) (2./ — 4)...G 47Ï «’
./<> yi
Jv «-f-x- 2 V „
r* dx __ 1.3.5 7 ... 2«_- 1 jr “•("• + *î) (fi-t-.r-/" ' 2.4 (' «S. 2
EXERCICES
1523 . (' *-'cUz=l, -dx= L--
« Jo rLj: «
Intégrale indéfinie
X logx l’x — l) log (x — i) — — xlogc -t- C.
Intégrale définie exacte
i lolog i io — ^ 109 log 109 -I- - 99 log 99 — 200 — 5 luge = 10,12592?. 2.
Valeur approchée
log 101 -+- log to 3 log io 5 + log 107 -^jlog 1 10 4 -^ log'109— y log 100 -H ^log99^|= 10,1259209.
Erreur absolue en moins = 0,000001 3 .
Erreur relative ±= 0,0000001280 =
g + — ^sin6 ’' 4- 4 - — \ sin 8.r
m — 1 ,ir520...//7.
| — 4— g — itaag ( 22 ° 3o') | m — 1 , 77215 . —£■ r 3 = 2 , 09439 . . . r\
*. ==C (i±C, r«-**= C /i±fV.
7 = 1 4- Ce" 4- CV-* 4 - C" c a + C*c~“.
y — — (C, 4- C, jt 4~ Cv* a ) (” r 4~ ( C, C, x ) f~ T 4 * C* t ,?J ,
Posant j)our abrtgcr
3(Jo
EXLUCICI'S. — SOLUTIONS.
on a les intégrales •
Qll'— RQ' - (V-*- >’*•-•'») ~(Q'+ *' - s )
RP' — PR' Q'-P+S^J (( '' "*■ l ’ ■+• S )
1 _ PQ' — ~QP 7 H àQ Lr
1 il . it — x& -+- jr 1 + C.
.,'n - r > rz „
03. On retrouve les équations «lu |>rol>lèn)C (90 . Oi. On retrouve les équations du problème (91).
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