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DE LA TROISIÈME ÉDITION
On a plus d'une fois exprimé le regret qu'un Livre aussi justement classique, et non moins utile aux maîtres qu'aux élèves, laissât complètement de côté plusieurs chapitres importants, imposés aujourd'hui par les progrès de la Science dans l'enseignement de nos écoles. Il est devenu impossible, par exemple, dans un cours d'Analyse infinitésimale, de ne pas introduire les éléments au moins de la théorie des fonctions elliptiques et les principes généraux relatifs aux fonctions d'une variable imaginaire.
Préoccupé, dans les dernières années de sa vie, d'études et de méditations d'un tout autre ordre, M. Duhamel, à qui cette lacune a souvent été signalée, n'a pu trouver le loisir de la combler, et ses papiers ne contiennent aucune étude sur cette partie de la Science. Sans prétendre ici suppléer aux pages excellentes et profondes qu'il aurait pu ajouter à son Livre,
Xl¥' ÀYERTISSEMENT.
nous avons espéré qu'on trouverait avec plaisir l'exposition des principes aujourd'hui élémentaires et classiques dans l'enseignement du Calcul différentiel et du Calcul intégral.
Les Notes que l'on trouve à la fin du tome P"" et du tome II sont extraites, avec de légères modifications, de mon Traité de Calcul différentiel et intégral; leur lecture sera facile, je l'espère, à ceux qui auront lu et compris le Livre de M. Duhamel.
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
La marche suivie dans la première Partie de cet Ouvrage est fort différente de celle qu'ont adoptée les divers auteurs qui ont écrit sur le même sujet. Elle ne se rapporte précisément à aucun enseignement existant, mais à l'enseignement tel que je crois qu'il doit être.
L'ordre suivant lequel les diverses parties d'une science doivent être présentées, du moins quant à ce qu'elles ont de général et de caractéristique, est presque toujours l'ordre même suivant lequel elles ont été découvertes. Les conceptions importantes ne sont point dues au hasard : elles se présentent aux hommes éminents de chaque époque lorsqu'elles sont naturellement amenées par les besoins et l'état de la science, et il est convenable de leur donner dans l'enseignement de cette science la place qu'elles ont occupée dans son développement naturel.
La notion des infiniment petits remonte à Archimède ; elle s'est présentée d'elle-même dans la mesure des grandeurs géométriques, aussitôt qu'on a voulu considérer les aires de courbes différentes du cercle, ou les volumes de corps terminés par des surfaces courbes autres que celles du cylindre, du cône et de la sphère.
Cale. inf. D. — !• b
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Déjà pour la comparaison des volumes de ces derniers corps, ainsi que pour la mesure du cercle, on avait été amené à la conception fondamentale des limites. Ainsi les deux idées générales les plus fécondes des sciences mathématiques remontent presque jusqu'à leur berceau, et doivent, par conséquent, se présenter presque au début de leur enseignement.
L'objet principal de cet Ouvrage est le développement de ces deux conceptions, qui sont intimement liées Tune à l'autre. Les questions que nous y traitons font partie de diverses branches des Mathématiques pures ou appliquées, et se trouveraient autrement disposées dans un enseignement complet de toutes ces branches. Ce sont des extraits que nous en faisons, pour faire comprendre l'esprit des méthodes que nous voulons exposer ; mais nous croyons que ces méthodes doivent être introduites dans chaque branche particulière, à mesure que le besoin s'en fait sentir. Nous espérons même le faire un jour si le temps nous permet de réaliser le projet, conçu depuis bien des années, d'esquisser des éléments de Mathématiques pures et appliquées. En attendant, nous avons constamment cherché à répandre par notre enseignement toutes les améliorations que nous avons cru pouvoir apporter aux idées générales et aux méthodes scientifiques ; et nous avons eu souvent la satisfaction de voir, soit par les ouvrages, soit par l'enseignement oral de nos élèves, que nos efiforts n'avaient pas été tout à fait sans résultat. Mais il est nécessaire qu'un cours complet d'éléments soit conçu et exécuté par un seul, et nous espérons qu'un jour nous pourrons en présenter au
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moins un programme développé. Voici maintenant la marche que nous avons cru devoir suivre dans l'Ouvrage que nous faisons paraître aujourd'hui, et dont l'objet est l'enseignement des méthodes infinitésimales. Nous avons commencé par donner une idée générale de la méthode des limites , et nous avons fait remarquer en quoi elle était plus simple que celle qu'employaient les anciens géomètres, en partant de la même notion des limites, qui leur était très-familière. Nous avons distingué ensuite les différentes manières dont les grandeurs à mesurer, ou celles auxquelles on les ramène, pouvaient être considérées comme limites de variables d'une espèce plus simple, et nous avons dit qu'elles pouvaient en général se réduire à trois. La première, employée dans quelques cas par Euclide et Archimède, consiste à regarder les grandeurs comme limites de séries ; la deuxième, due à Archimède, comme limites de sommes des quantités infiniment petites ; la troisième comme limites de rapports d'infiniment petits. Les deux premières se sont présentées à propos de la mesure de la pyramide, de la parabole, de la spirale, de la sphère, des volumes des corps engendrés par la révolution de sections coniques, etc. La troisième, due aux modernes, s'est présentée à l'occasion du problème des tangentes, et s'applique à beaucoup d'autres questions. La théorie des séries étant en dehors de l'objet de cet Ouvrage, nous avons dû nous borner à considérer les quantités comme limites de sommes ou de rapports d'infiniment petits, ou comme dépendant d'une manière quelconque de ces Umites. Nous avons cru devoir, contrairement aux précé-
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dents, commencer l'étude du Calcul infinitésimal par la considération des limites de sommes : non-seulement parce que c'est l'ordre que la science a suivi dans sa formation, mais parce que la mesure des grandeurs doit naturellement précéder la recherche des tangentes aux courbes, et qu'en cela l'esprit humain a procédé comme la nature des choses le demandait. H nous a semblé que renverser cet ordre n'était pas un moyen de rendre la science plus claire et plus accessible.
En conséquence, nous nous sommes occupé d'abord de la mesure des aires des figures planes terminées par des courbes, ainsi que des volumes et des surfaces des corps qui ne sont pas terminés de toute part par des plans. Nous ne nous sommes pas borné à montrer comment des questions se ramenaient à des recherches de limites de sommes d'infiniment petits; mais nous avons fait voir, par un grand nombre d'exemples, comment ces calculs pouvaient être exécutés par des procédés variés, qui ont même quelquefois une assez grande généralité.
Nous avons ainsi fait connaître quelques-unes des méthodes employées par les géomètres qui ont traité les premiers ces sortes de questions. Les procédés que donnera plus tard le Calcul intégral n'en seront que mieux appréciés; mais, dans tous les cas, il nous a paru qu'il n'était pas convenable de former toute la science du calcul, avant d'avoir résolu les premières questions à l'occasion desquelles elle a été faite.
Nous n'avons pas choisi tous nos exemples dans la Géométrie ; la Statique nous en a offert quelques-uns.
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Nous avons fait voir généralement comment la détermination des centres de gravité se ramène à celle de limites de sommes, et nous avons efFectué les calculs dans un certain nombre de cas simples
Dans toutes ces recherches, on fait un fréquent usage d'un principe général très-simple, qui consiste en ce que la limite d'une somme d'infiniment petits n'est pas changée quand on altère ses éléments de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes; ou, en d'autres termes, quand on remplace ces éléments par d'autres dont les rapports avec les premiers ont respectivement pour limite l'unité. Le principe fondamental que nous établissons en commençant est la source des plus grands avantages que présente l'introduction des infiniment petits : il permet d'en retrancher la partie qui rend le calcul difficile, en donnant un moyen sûr de reconnaître si cette simplification ne conduit à aucune erreur. Par ce moyen, on a toutes les simplifications qu'on trouverait dans une approximation, et en même temps l'exactitude que l'on n'obtiendrait que par de longs et pénibles calculs.
Nous sommes passé ensuite à la considération des limites de rapports d'infiniment petits; le principe précédent s'y applique encore, et les limites ne sont pas changées quand on altèle les termes variables des rapports, de quantités infiniment petites par rapport à ces termes : d'où résulte encore l'avantage de se débarrasser des parties qui font souvent la plus grande difficulté de la question.
Nous avons commencé par faire voir que, dans les divers systèmes de détermination des points d'un lieu,
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le problème des tangentes se ramène immédiatement à celui de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites. Ces quantités sont les accroissements correspondants des deux variables dont les valeurs déterminent les divers points de la courbe ; de sorte que le problème général des tangentes revient à ce problème d'Analyse : Etant donnée une équation entre deux variables, trouver la limite du rapport des accroissements infiniment petits, correspondants de ces variables.
On voit ainsi l'intérêt géométrique qu'ofifre ce problème de calcul, et Ton est naturellement conduit à en chercher la solution générale ; mais nous montrons qu'il s'appliquera encore à beaucoup d'autres questions intéressantes dans la Géométrie et la Mécanique. La nature de ces questions peut varier à l'infini. Nous en avons choisi particulièrement quelques-unes, à cause de leur importance dans la science. En Géométrie, nous avons considéré la courbure des lignes planes, le cercle osculateur, les développées, etc. ; en Mécanique, la vitesse, l'accélération, le poids spécifique en un point d'une substance non homogène, etc. Nous avons étudié aussi la question générale du déplacement d'ime figure sur un plan, et nous avons vu comment se^ résolvent les problèmes de tangentes auxquels elle donne lieu. *
Toutes les théories dont nous avons parlé jusqu'ici se ramenant à des limites de sommes ou de rapports, nous avons cru convenable de les exposer et d'en faire des applications particulières avant d'établir les règles du Calcul différentiel et du Calcul intégral, qui donnent plus de simplicité et de généralité à l'exécution de tous
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les calculs auxquels elles se ramènent. Comme elles sont en elles-mêmes indépendantes des moyens d'exécution des opérations qu'elles indiquent, nous avons cru devoir les présenter avant les longues et pénibles théories d'Analyse, qui donnent les meilleures règles pour cette exécution. En suivant la marche inverse, on rebute l'esprit par des recherches abstraites dont il ne voit pas l'objet, et il est même à craindre que les théories géométriques que l'on expose ensuite ne soient prises pour des dépendances des théories analytiques, avec lesquelles elles n'ont en elles-mêmes rien de commun, et qui ne leur servent qu'à l'exécution du calcul des limites de sommes ou de rapports, auxquelles elles ont ramené l'objet de leur recherche.
Telle est la marche que nous avons suivie dans le premier Livre de cet Ouvrage.
Dans les Livres suivants, nous donnons les règles pour trouver les limites des rapports des accroissements infiniment petits de variables liées par des équations données, ainsi que les limites des sommes d'infiniment petits, représentés par une formule générale.
Nous donnons à ces deux problèmes d'Analyse, dont l'un est l'inverse de l'autre, toute l'extension dont ils sont susceptibles, en restant dans le cadre qui convient à de simples éléments, et nous formons ainsi ce que l'on appelle le Calcul différentiel et intégral.
Ainsi, dans cet essai, que nous espérons rendre un jour moins imparfait, notre objet a été l'étude de la méthode infinitésimale considérée en elle-même ; et les procédés si importants du Calcul différentiel et du Calcul inverse ont été les moyens d'exécution des opé-
EN GÉNÉRAL
1 . L'évaluation des grandeurs d'une espèce quelconque est fondée sur deux notions nécessaires et suffisantes : celle de Tégalité, et celle de l'addition.
De ces notions résulte immédiatement celle de la décomposition d'une grandeur en parties égales. Lorsqu'on les a acquises on peut comparer entre elles les grandeurs de cette espèce, et en en choisissant une pour terme de comparaison, on pourra déterminer toutes les autres, comme nous allons le faire voir.
Le cas le plus simple de la comparaison d'une grandeur à une autre est celui où la première peut être décomposée exactement en parties égales à la seconde. Le résultat de la comparaison, ou le rapport de la première à la seconde,
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n'est alors autre chose qu'une pluralité, ou ce qu'on appelle un nombre.
Mais, si la prçpiîère partie n'était pas exactement décomposable en parties égales à la seconde, le résultat de la comparaison ne serait plus une simple pluralité, ou ce que nous avons appelé un nombre. Néanmoins, comme il est très-utile dans les sciences de généraliser le plus possible, c'est-à-dire de renfermer le plus grand nombre possible d'idées particulières sous une même dénomination, on a cherché quelle extension il faudrait donner à la signification du mot nombre pour qu'il exprimât dans tous les cas le rapport de deux grandeurs de même espèce.
On a d'abord considéré le cas où les deux grandeurs ont une mesure commune. Pour fixer les idées, supposons que cette mesure soit contenue m fois dans l'une et n fois dans l'autre : alors la première est égale à m fois la /i**'"' partie de la seconde, et celle-ci à n fois la m'*"** partie de la première 5 on est convenu de dire que le rapport de la première à la seconde est m/i'*"*", et on l'écrit ainsi, —• Le rapport de la seconde à la première est dit réciproque ou inverse du premier et s'écrira — •
Ces nouveaux rapports ont encore été appelés des nombres \ et pour les distinguer des nombres entiers, on les a désignés sous le nom de nombres fractionnaires.
Sous quelque forme qu'ils se présentent, on dît que deux nombres sont égaux lorsqu'en prenant une même unité ils représentent des grandeurs égales.
Si l'une des grandeurs représentées est égale à l'autre augmentée ou diminuée d'une certaine quantité, on dit que le nombre correspondant est plus grand ou plus petit que l'autre^ et l'on dit qu'on ajoute plusieurs nombres quelconques, quand on considère celui qui correspondrait à la
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somme des quantités qui, comparées à une même unité, ont donné lieu aux premiers.
Enfin, si Ton considère deux grandeurs qui n'aient pas de mesure commune, et que Ton appelle à cause de cela incommensurables, elles ne présentent aucune des deux idées précédentes, et il faudra, ou dire qu'elles n'ont pas de rapport, ou donner à la signification du mot nombre une nouvelle extension. Mais il ne suffira pas que Ton convienne de dire que deux grandeurs incommensurables ont entre elles un rapport, et que ce rapport sera désigné sous le nom de nombre incommensurable, il faudra définir rigoureusement l'égalité des rapports ou nombres incommensurables. Notre manière de voir à cet égard, différente de celle de quelques Géomètres, est entièrement conforme au fond à celle d'Euclide.
Observons d'abord qu'en partageant l'une des grandeurs en parties égales suffisamment petites, et les portant dans l'autre autant de fois que possible, le reste sera moindre que l'une des parties, et, par conséquent, pourra toujours être rendu moindre que toute grandeur donnée; de sorte qu'il existera un rapport commensurable entre l'une quelconque des deux grandeurs et une autre qui différera aussi peu qu'on voudra de la seconde.
Cela posé, considérons deux grandeurs incommensurables ; divisons l'une d'elles, par exemple la plus petite, en parties égales dont le nombre croisse indéfiniment ; portons-les dans la plus grande et négligeons le reste : il en résultera une suite de rapports ou de nombres commensurables correspondant à la plus petite des grandeurs et à d'autres grandeurs commensurables avec elle, et qui difièrent de la seconde de quantités qui peuvent devenir moindres que toute grandeur désignée. Concevons, en second lieu, deux autres grandeurs incommensurables, de même nature Vune que l'autre, mais d'une espèce quelconque, et parta-
geons successivement la plus petite dans le même nombre de parties égales que la plus petite de la première espèce : on aura de même une nouvelle suite de rapports commensurables ^ et si ceux qui correspondent de part et d'autre au même mode de division, de la plus petite sont toujours égaux, quelque loin qu'on pousse cette division, on dit que les deux premières grandeurs incommensurables ont même rapport ou même raison que les deux autres.
2. Mais pour qu'il y ait lieu de définir ainsi l'égalité des rapports incommensurables, il est nécessaire de démontrer que l'égalité des rapports commensurables respectifs est indépendante de la loi suivant laquelle les subdivisions décroissent indéfiniment \ c'est-à-dire que si cette égalité a lieu pour une certaine loi, elle aura lieu pour toute autre. Cette proposition peut être démontrée comme il suit :
Soient A et B deux grandeurs incommensurables d'une espèce quelconque, et A^, B' deux autres grandeurs incommensurables, soit de la même espèce que les premières, soit de tout autres admettons que si l'on subdivise A et A' en un même nombre de parties égales, qui croissent indéfiniment suivant une certaine loi déterminée, on trouve constamment le mêpie nombre de ces parties contenues respectivement dans B et B' : il s'agit de démontrer que si l'on partage A et A' en un même nombre quelconque m de parties égales, non renfermé dans la loi donnée, il se trouvera toujours un nombre égal de ces subdivisions respectives dans B et B^
En effet, supposons qu'il y ait un nombre k de parties dans B et un nombre différent, par exemple plus grand, dans B'. Alors A -H i parties de la première espèce surpasseront B d'une certaine quantité que je désignerai par E^ tandis que A -H i parties de la seconde seront encore inférieures à B\ Cela posé, décomposons A en parties égales
moindres que E, et comprises dans la loi donnée ^ décomposons A' en un nombre égal de parties : d'après Thypothèse, il devra s'en trouver respectivement le même nombre dans B et dans B^ Mais il est évident qu'il y aura moins de parties plus petites que E dans B que dans B + E otL dans Al -H I des subdivisions en question -, et il y en aura évidemment autant dans ces k-hi subdivisions qu'il y aura de parties correspondantes dans les A -f- 1 subdivisions correspondantes de B', qui donnent cependant une somme inférieure à B'. Donc il y aurait dans B un nombre moindre de parties comprises dans la loi donnée, qu'il n'y aurait de leurs correspondaiflil^ dans B', ce qui est contre l'hypothèse, n est donc impossible qu'en partageant A et A' en un même nombre quelconque de parties égales, ces parties ne soient pas respectivement comprises dans B et B' le même nombre entier de fois.
La définition de l'inégalité des rapports incommensurables sera la même que pour les rapports commensurables. On dira toujours qu'un rapport est plus grand ou plus petit qu'un autre lorsqu'il est celui d'une quantité plus grande ou plus petite que la première, à la même seconde quantité. Et l'on appellera toujours somme des rapports de plusieurs quantités quelconques à une même unité le rapport de la somme de ces quantités à la même unité.
3, C'est au moyen de cette extension qu'Euclide a pu établir des théorèmes généraux dans la comparaison des surfaces entre elles et des solides entre eux. Il n'aurait pas pu dire que deux rectangles de même hauteur sont toujours dans le même rapport que leurs bases, ni que deux parallélépipèdes de même base sont dans le même rapport que leurs hauteurs; et tant d'autres propositions analogues n'auraient pu être énoncées généralement, s'il n'avait défini préalablement, non les rapports, mais V égalité des rapports, dans tous les cas qui peuvent se présenter.
6 LIYIOS I.
Ce n'est pas que pour les besoins de la pratique il y ait beaucoup d'intérêt à donner ce degré de généralité aux théorèmes relatifs à la comparaison, et, par conséquent, à la mesure des grandeurs ; car on peut toujours les rendre commensurables entre elles en les augmentant ou les diminuant de quantités moindres que toute grandeur désignée. Mais, au point de vue de la théorie pure, il faudrait dire que les propositions ne sont pas générales et n'ont de sens que quand toutes les grandeurs ont une mesure commune.
CHAPITRE n
DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL, ET DE LA œNTINUTlE.
4. On désigne sous le nom de variable toute quantité qui, dans* la question où on la considère, est susceptible de recevoir successivement différentes valeurs. On nomme indépendantes celles dont les valeurs sont entièrement arbitraires, et dépendantes ou fonctions celles dont les valeurs sont déterminées par celles de certaines autres quantités, quelle que soit la nature de cette dépendance, et soit qu'il s'agisse de quantités concrètes ou de quantités évaluées en nombre. Dans le premier cas, on a des fonctions concrètes, et dans le second, des fonctions analytiques.
Les fonctions analytiques se distinguent en fonctions explicites et fonctions implicites. Les premières sont celles dont les valeurs peuvent s'obtenir au moyen d'opérations indiquées que Ton sait exécuter \ les autres sont celles qui sont liées aux variables indépendantes par des équations non résolues. Dans ce cas, les opérations à effectuer pour former les valeurs des fonctions ne sont pas indiquées. On les connaîtrait par la résolution des équations, si on pouvait l'effectuer \ et alors ces fonctions deviendraient explicites.
Les fonctions explicites se subdivisent ordinairement eu algébriques et transcendantes. Les premières sont celles où les seules opérations indiquées sont des additions, soustractions, multiplications, divisions^ élévation à des puissances et extractions de racines de degrés connus^ les autres •ont celles qui renferment d'autres opérations indiquées sur
les variables \ comme, par exemple, les quantités exponentielles, les logarithmes, les lignes trigonométriques, etc.
Lorsqu'une seule de ces diverses opérations est indiquée sur une variable, on a une fonction simple de cette variable. Lorsque plusieurs d'entre elles sont accumulées les unes sur les autres, on a ce que Ton appelle une fonction de fonctionSi Toutes les fonctions qui ne rentrent pas dans ces deux cas se nomment fonctions composées.
Lorsque deux variables sont liées par une équation quelconque, elles sont fonctions Tune de Tautre. La forme de ces deux fonctions est différente si les deux variables n'entrent pas dans l'équation d'une manière symétrique. On leur donne, l'une par rapport à l'autre, le nom àe fonctions ini^erses. Si, par exemple, on résout par rapport à x les équations suivantes, qui sont résolues par rapport kjr^
on obtient
X z=z "^y^ X = log^, X z= arc sinj.
Ainsi, d'après notre définition, la racine m'**"' est la fonction inverse de la puissance m 5 le logarithme est la fonction inverse de l'exponentielle, etc.
Continuité,
5. tJne variable est continue lorsqu'elle ne peut passer d'une valeur quelconque à une autre, sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
Une fonction est dite cdtitinue lorsqu'en faisant varier d'une manière continue les quantités dont elle dépend elle varie elle-même d'une manière continue, c'est-à-dire qu'elle ne peut passer d'une valeur à une autre sans passer par toutes les intermédiaires. Une fonction peut être continue tant que les variables dont elle dépend restent renfermées
entre certaines limites, et cesser de l'être, ou devenir discontinue, en dehors de ces limites.
Pour démontrer qu'une fonction qui est réelle entre certaines limites de la variable est continue, il suffit de faire voir que Ton peut faire croître la variable par degrés assez petits pour que les accroissements correspondants de la fonction soient moindres qu'une grandeur quelconque : car, si cette fonction n'était pas continue, il faudrait qu'elle passât brusquement d'une certaine valeur à une autre qui en difiererait d'une quantité finie •, ce qui est absurde, puisque l'accroissement de la fonction peut être rendu moindre que toute grandeur donnée. C'est ainsi que, dans les éléments, on a démontré que toutes les fonctions simples sont continues et que, par conséquent, il en est de même des fonctions composées. Réciproquement, toute fonction continue d'une variable jouit de la propriété que ses accroissements peuvent devenir moindres que toute quantité donnée, pourvu que Ton donne des valeurs suffisamment petites aux accroissements de la variable : car, si l'accroissement donné à la variable, à partir d'une de ses valeurs, tendait vers zéro, sans qu'il en fût ainsi de l'accroissement de la fonction, il en résulterait que la fonction passerait brusquement d'une valeur à une autre qui en diflTérerait d'une quantité finie, et que, par conséquent, .elle ne serait pas continue.
Si l'on considère les valeurs d'une fonction continue comme des ordonnées et les valeurs correspondantes de la variable indépendante comme des abscisses, les points ainsi obtenus se suivront sans interruption et formeront une ligne continue, qui sera la représentation géométrique de la fonction analytique.
6. Réciprocité. — Si F(x) désigne une fonction continue relativement à x, réciproquement x sera une fonction con-
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tinue de F(j?); c'est-à-dire que, sî cette dernière varie d'une manière continue, les valeurs correspondantes de x se suivront d'une manière continue.
En effet, les valeurs successives de F(a:) correspondant à des valeurs successives de x^ réciproquement, ces dernières correspondent aux premières^ mais, par hypothèse, celles-ci se suivent d'une manière continue lorsque les valeurs de x varient d'une manière continue. U en est donc de même de ces dernières lorsqu'on fait varier leurs correspondantes, c'est-à-dire les valeurs de F(j?), d'une manière continue.
7. Continuité des fonctions implicites, — Si deux variables sont liées par une équation dont les deux membres sont des fonctions continues de l'une et de l'autre, chacune de ces variables sera une fonction continue de l'autre.
Soient, en effet, x^ y^ ces variables, et F(a:,j^) = o l'équation qui les lie, F désignant une fonction continue, soit par rapport à x, soit par rapport à y. D'après tout ce qui a été établi précédemment, si x varie d'une très-petite quantité, il en sera de même de F(a:, j^)^ et, pour ramener cette dernière à sa valeur primitive zéro, il faudra que j varie aussi d'une quantité extrêmement petite \ donc, si x varie d'une manière continue, il en sera de même de y^ c'est-à-dire de la fonction implicite qui en dépend par une équation dont les membres sont des fonctions explicites de l'une et de l'autre.
MÉTHODE GÉNÉRALE
8. Les anciens Géomètres^ partant de la définition de l'égalité des quantités géométriques, fondée sur la superposition, et de la notion de l'addition de ces quantités, sont parvenus facilement à la comparaison et à la mesure des polygones plans, des parallélépipèdes et des prismes quelconques^ mais quand ils voulurent comparer des figures planes terminées par des courbes, ou des solides terminés par des surfaces courbes, les mêmes procédés ne pouvaient plus réussir.
Ils eurent alors l'idée assez naturelle, mais fondamentale, de considérer, au lieu des grandeurs elles-mêmes, d'autres grandeurs de Tespèce de celles qu'ils savaient mesurer et telles, qu'elles pussent différer des premières de quantités moindres que toute quantité désignée. Us cherchaient ensuite la relation entre ces grandeurs voisines des proposées, et dont ils rendaient la comparaison aussi facile que la question le permettait. Cette relation leur faisait aisément juger celle qui devait avoir lieu entre les grandeurs proposées ^ et ils démontraient cette dernière en prouvant, par la méthode pénible de la réduction à l'absurde, que la véritable relation ne pouvait en différer.
C'est dans les Eléments d'Euclide que l'on trouve les premières traces de cette importante méthode \ il l'applique à la comparaison des cercles entre eux, des pyramides entre elles et d'autres encore.
Archîmède Ta appliquée ensuite à la quadrature du segment parabolique ; mais il s'est élevé à une conception beaucoup plus féconde, dont nous parlerons bientôt, dans la manière de composer les grandeurs variables qui peuvent diflerer aussi peu qu'on voudra des proposées.
Avant d'entrer dans aucun détail à cet égard, nous exposerons les principes au moyen desquels les modernes sont parvenus à simplifier les démonstrations des anciens, sans leur faire rien perdre de leur rigueur.
Limite d'une variable,
9. Lorsqu'une grandeur variable prend successivement des valeurs qui se rapprochent de plus en plus de celle d'une grandeur constante, de telle sorte que la différence avec cette dernière puisse devenir et rester moindre que toute grandeur désignée, soit que la variable soit toujours audessous, ou toujours au-dessus, ou tantôt au-dessous et tantôt au-dessus de la constante, on dit que la première approche indéfiniment de la seconde, et que celle-ci en est la limite.
Lorsque cette limite est zéro, on donne à la variable le nom de quantité infiniment petite, ou simplement à' infini^ ment petit.
Remarque. — Il ne faut pas oublier que, pour que la quantité fixe soit limite de la variable, il faut non-seulement que leur différence devienne moindre que toute quantité défigurée, maïs qu'elle reste telle dans les variations qu'elle subira ensuite indéfiniment. Si cette différence, après être devenue inférieure à la quantité désignée, devenait ensuite plus grande, puis plus petite, ensuite plus grande et de même indéfiniment, la quantité fixe n'offrirait
DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. l3
pas le caractère que nous attachons à une limite, et nous ne lui donnerions pas ce nom.
Principe fondamental des limites.
10. Si deux quantités variables sont constam^ment égales et tendent chacune vers une limite, ces deux limites sont nécessairement égales. — En effet, deux grandeurs toujours égales ne présentent qu'une seule valeur, et il semble inutile de démontrer qu'une valeur variable ne peut pas tendre à la fois vers deux limites inégales, c'est-à-dire vers deux grandeurs constantes, différentes l'une de l'autre.
H est, au reste, bien facile d'ajouter quelques développements qui rendent plus claire encore, s'il est possible, cette importante proposition. Supposons, en effet, que deux variables toujours égales aient des limites différentes A et B, A étant, par exemple, la plus grande, et surpassant B d'une quantité déterminée A. La première variable, ayant A pour limite, finira par rester constamment comprise entre deux valeurs, l'une plus grande, l'autre plus petite que A, et ayant avec A une différence aussi petite qu'on voudra;
bomons-nous à supposer cette différence moindre que - A, Semblablement la seconde variable finira par rester indéfiniment à une distance de B moindre que - A. Or il est
évident qu'alors les deux variables ne pourraient plus être égales \ ce qui doit être cependant, d'après les données de la question. Ces données sont donc incompatibles avec l'existence d'une différence quelconque entre les limites des variables. Donc ces limites sont égales.
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Méthode des limites.
^\. Quand on veut trouver une relation entre des grandeurs qui ne se prêtent pas facilement aux comparaisons, on peut les considérer comme limites de grandeurs d'une espèce plus simple, et profiter de l'indétermination que cette condition laisse subsister, pour choisir ces variables de manière à faciliter la recherche d'une relation entre elles. Si l'on y peut parvenir, le problème est résolu.
En effet, cette relation peut toujours être considérée comme exprimée par une équation dont les deux membres seront des fonctions de ces variables. Ces dernières t^ sont point assujetties à la continuité, mais les deux membres de l'équation seront ce que nous avons appelé des fonctions continues de ces variables, au moins dans le voisinage de leurs limites.
Soient a, i, c, . . . les quantités entre lesquelles on cherche une relation •, j?, j^, z, . . , les variables dont elles sont les limites \ et supposons qu'on ait trouvé entre elles l'équation
F et y désignant des fonctions continues de x^y^ z^, . • au moins lorsque ces variables sont dans le voisinage de leurs limites respectives a, J, c, . . . . Il résulte de là que les différences de ces variables à leurs limites peuvent être assez petites pour que les fonctions F [x^ j^, z, • . . ) et /*(x, ^, ^, •..) diffèrent aussi peu qu'on voudra de F(a, i, 0,. . .) et f[a^ b^ c^. . .). .Ces deux expressions constantes sont donc les limites vers lesquelles tendent les deux membres de l'équation. Mais les limites de quantités égales sont égales : donc on aura nécessairement
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c*est-à-(iire que la relation entre les limites sera identiquement la même que celle qui avait lien constamment entre les variables, et qu'il suffit de changer dans celle-ci les variables dans leurs limites pour avoir la relation qui existe entre ces dernières.
Si cette substitution introduisait des indéterminations apparentes, on les ferait disparaître par des procédés que nous aurons occasion de faire connaître par la suite.
On voit donc que la méthode des limites consiste à considérer des quantités dont on veut , découvrir la relation, comme limites de quantités plus simples, et à chercher la relation de ces dernières. Lorsqu'elle est établie, il ne reste plus, d'après le théorème précédent, qu'à substituer à tx>utes les variables leurs limites respectives.
Les quantités variables qui ont pour limites les quantités proposées peuvent être choisies de bien des manières différentes, comme nous avons déjà eu l'occasion de le dire, et ce choix est très-important. Les calculs peuvent être trèssimples ou très-compliqués, suivant la nature de ces variables, et dans chaque cas particulier il faudra s'attacher d'abord à reconnaître quelles sont celles qui donneront le plus de facilité au calcul. Ainsi, par exemple, quand on cherche la relation entre les surfaces de deux cercles et leurs rayons, on considère ces cercles comme limites de polygones réguliers semblables, parce que la relation entre ces polygones et les rayons des cercles est très-facile à obtenir; tandis qu'elle aurait été très-difficile à découvrir si l'on avait supposé différents les nombres des côtés des deux polygones, et que de plus on ne les eût pas supposés réguliers. Au reste, si cette dernière était découverte, elle conduirait nécessairement à la même relation entre les cercles et leurs rayons, et le choix des variables n'a d'autre effet que de conduire plus ou moins simplement au résultat. Mais il n'y a aucune règle précise à donner à ce sujet.
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U peut arriver que les deux membres de régalîté, quoique composés de quantités variables, restent constants^ on aura toujours la relation entre les quantités proposées, en remplaçant les variables par leurs limites. On remarquera seulement que cette substitution, au lieu de donner les limites des deux membres, donne leur valeur constante. Au reste, on aurait facilement deux membres variables, en faisant passer l'un des termes variables d'un membre dans l'autre, ou encore en multipliant par un dénominateur variable; mais ce serait une transformation inutile, et que, par conséquent, il ne faut jamais faire.
Avant de passer à l'étude un peu approfondie des diflférentes manières dont les quantités peuvent être considérées comme limites d'autres, d'espèce plus simple, nous croyons utile de donner de courtes explications au sujet de quelques définitions dépendantes de la considération des limites.
CHAPITRE lY
BÉFLEXIONS AU SUJET DE QUELQUES DÊFINÏTIONS.
De Vinjîni.
12. Le mot infini est employé pour exprimer Tabsence de limites, de bornes quelconques : c'est ainsi que Tcspace et le temps sont dits infinis. Cette idée exclut évidemment celle de toute comparaison sous le rapport de la grandeur. Néanmoins, pour abréger le discours, on parle souvent de quantités infinies \ on les soumet aux mêmes opérations que les quantités finies, et il est très-important de ne pas se méprendre sur la manière dont ce langage doit être entendu.
Ces quantités dites infinies ne peuvent se présenter que de deux manières : ou comme solutions, ou comme données d'une question.
L'infini peut se présenter comme solution lorsque, pour déterminer certaines quantités, on les regarde comme dépendantes d'une autre, et que, dans le cas particulier que Ton a en vue, cette dernière n'existe plus^ tandis que pour des cas très-voisins elle aurait des valeurs qui pourraient dépasser toute grandeur assignée. Ainsi, par exemple, pour déterminer un angle, on peut, en général, prendre pour inconnue sa tangente trigonométrique \ mais il faut excepter le pas particulier de l'angle droit. Les équations qui donneront la valeur de cette tangente devront conduire à une expression qui croîtra indéfiniment, à mesure que les données se rapprocheront de celles qui conduiraient pour solution à l'angle droit. Dans ce dernier cas, l'expression ne doit plus
Calcul in/., D. — L a
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rien représenter, et apprendra par cela même que la question se rapporte à ce cas particulier. La forme qu'elle prendra le plus ordinairement sera celle d*un nombre fini, divisé par zéro. On dit alors que la valeur de l'inconnue est infinie et que l'angle correspondant est droit ^ de sorte que la question proposée est possible, et sa solution est déterminée. Mais si la quantité dont la valeur générale se présente dans un cas particulier sous la forme illusoire d^un nombre divisé par zéro n'est pas une inconnue auxiliaire, mais bien celle que l'on voulait déterminer, il est clair que la question proposée était impossible.
i3. L'infini peut encore se présenter autrement que comme solution d'équations dans des cas particuliers; il peut se trouver ^SLVkS les données mêmes de la question. On peut se proposer de trouver la limite du rapport, de la difierence, ou de toute autre fonction de quantités dépendant les unes des autres et croissant sans limites» Dans ces divers cas, osx dit quelquefois que cette limite est le rapport, ou la diiTérence, ou la fonction quelconque de ces quantités infinies^ mais il n'y aurait aucun sens à attribuer à la comparaison des deux infinis, puisque, comme je l'ai déjà dit, l'infini ne signifie pas une grandeur, mais l'absence de limites : ainsi, si l'on mène dans un plan des parallèles équidistantes, il est absurde de dire que les espaces infinis renfermés entre les parallèles consécutives sont égaux. Mais si l'on cherche les rapports de ces espaces croissant indéfiniment, on peut bien se demander quelles sont leurs limites, et l'on trouve alors un résultat complètement indéterminé-, car on peut faire croître indéfiniment les longueurs de deux de ces bandes en établissant entre elles une relation arbitraire^ et l'on ne trouverait le rapport de ces bandes infinies égal à l'unité que dans des cas très-particuliers.
Ce même langage vicieux est souvent employé quand ox^
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veut dësi^B^r ks limites vers lesquelles tendent de& grandeurs variables, lorscpie certaines autres grandeurs, dont elles dépendent, croissent sans limite;. Ainsi, par exemple, le cercle e$t la. limite vers lacjuelle tend un polygone régulier inscrit, dont le nombre des côtés croit indéfiniment; et, pour exprimer cette propriété^ on dit quelquefois que le cercle est un polygone régjulier d'une infinité de côtés. On dit encore qu'une droite en rencontre une autre à l'infini, au lieu de dire qu.'elle est la limite d'une droite qui rencontre l'autre à une distance qui augmente sans limite.
Toutes ces JEaanièrea de s.'exprimer ont des inconvénients pour ceux, dont les idées ne sont pas encore bien £sdtes, et liûtts ne. les» emploiegow jamais*.
Desnomimes imommemmxAles^,
i4« Lorsque nouÂ av^»is donné la définition, nonrpas des rapportsi incommensurables, majA de l'égalité de rapports de quantiliéftûfteommensurables en4:re elles, nous avons fait penàaff<^er (pie ce A'était que par une extension donnée au moC nombre que l'on pouvait dire que. ces quantités ont un rapport qui e^. un. nombre* Il n'y avait, dcme pas lieu de dire (pi?'en pouvait, approcher indéfiniment du rapport de deux <]uaBtitési iacommensurables, au moyen de rapports conifiaensuraldes,,m, par suite,, de regarder les nombres incommensarables comoie limites des nombres commensurablescetd'y appliquer les principes relatifs aux limites.
Mais, après avroir fait l'extension du sens du mot nombre, et avoir défini avec précision l'égalité et l'inégalité des nombres incommensurables^ ainsi que le sens du mot limite^ il est facile de reconnaitre que le rapport de deux qjoantités incoaunensurables est bien la limite de nombres commensurables variables. En effet, nous avons vu qu'on pouvait approcher indéfiniment de la première quantité, au moyen
de quantités commensurables avec la seconde, plus grandes ou plus petites que la première, dont elles diffèrent de moins que d'une subdivision de la seconde. Les rapports de ces variables à cette seconde sont commensurables et croissent ou décroissent avec les variables. De plus, pour avoir le rapport incommensurable lui-même, il faudrait, d'après la définition de la somme des nombres, ajouter ou retran* cher au rapport variable celui du reste ou de l'excès à cette quantité constante. Ce dernier rapport, qui, d'après la définition de plus petit et plus grand, est inférieur à celui d'une subdivision qui peut devenir ny^indre que toute quantité donnée, tend donc indéfiniment vers zéro. Donc, d'après le sens étendu donné à toutes les expressions, les nombres incommensurables sont limites de nombres commensurables, et tous les principes des limites y sont applicables.
15. Remarque. — On peut arriver à l'idée des nombres incommensurables autrement qu'en comparant deux grandeurs concrètes et qui n'ont pas de commune mesure, et par des considérations purement arithmétiques, comme, par exemple, celles des racines, des logarithmes, etc. Dans ces cas, on trouva des nombres commensurables qui satisfont à des conditions de plus en plus voisines des proposées, et qui, en prenant une unité de nature quelconque, représenteraient des quantités concrètes tendant vers des limites déterminées. On convient alors de dire que ces limites, incommensurables avec l'unité, ont avec elle des rapports que l'on appellera nombres incommensurables, et qui seront dits satisfaire aux conditions ou équations proposées.
Arrivant ainsi à la considération du rapport de deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure, on ajouterait les différents développements que nous avons donnés précédemment.
De Véquwalence,
i6. La notion de réquivalence parait si naturelle et si simple, que les géomètres ont rarement senti la nécessité de la définir. Euclide ne fait aucune dillérence entre Téquivalence et Tégalité, il se sert du même mot pour désigner Tune et Tautre •, il dit égaux deux triangles de même base ctde même hauteur. Mais aujourd'hui que l'égalité en Géométrie se -définit exclusivement par la coïncidence, il n*est plus permis de dire égales des figures qui ne peuvent coïncider', et lorsqu'on les appelle équivalentes, il faut dire sans équivoque ce* qu'on entend par là, et qu'il n'y ait pas plus d'obscurité dans l'équivalence d'un cercle avec un carré que dans l'égalité de deux triangles.
Quelques auteurs, voulant faire la distinction des deux égalités, ont appelé la seconde égalité en surface, mais ils n'ont donné aucun caractère précis pour la reconnaître. Us l'ont admise pour les figures résultant de la réunion ou de la soustraction de figures égales, ou pour les mêmes parties aliquotes d'une même figure conduisant à des figures non superposables. Ainsi, par exemple, on peut partager un parallélogramme en deux parties égales d'une infinité de manières, puisqu'il suffit de le couper par une ligne passant parle point de rencontre de ses diagonales. Toutes ces moitiés, de formes si diverses, sont dites équivalentes. Mais tous ces cas simples seraient insuffisants, et d'ailleurs auraient besoin d'être ramenés à un caractère commun qui servirait alors de définition à l'équivalence. Autrement, on pécherait contre le principe général que nous avons énoncé au commencement de cet Ouvrage, et qui consiste en ce que l'application des nombres à l'étude des grandeurs de toute espèce exige préalablement une définition précise de Téga-
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lité, c'est-à-dîre des conditions sous lesquelles le rapport
de deux grandeurs sera dit égal à l'unité.
Cela posé, nous dirons que deux quantités géométriques sont équivalentes lorsqu'elles seront composées de parties égales, ou seroM limites de quantités variables composées de parties reapectii^smient égaies^
IL «On peut vemarquer que^ si l'on, oonçoft les partiiç^ foorrespondances de i^'^ quantités évialuées par rapport â UBie même unité, 42m trouvera de part et d'autre les mèoiies nombres €t les: mêmes sommes è/t nombres \ de sorte ope les quantités équivalentes seront exprimées par les mêmes nxmfares ou par les limites de nombres égaux. Mais cette propriété ne àmX pas être choisie pour servir de définitioa; cUe est immédiatement fbndée sur la précédente, d'après le sens que nous avoifes attaché à régcetîté et à l'addition des nombres.
Les quantités équivalentes étant exprinuées par des nombres égaux, tontes les opérations de soustraction, de division», et€«, faites sur des quantité «équivalentes donnèrent les quantités exprioiiées par des nombres égaux, et, par conséquent, équivalentes. Par exemple, ide quelque manière qu'on partage ii»n parallélogramme en deux parties égales, toutes ces figures non superposables sont équivalentea.
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CHAPITRE Y
DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT LES QUANTITÉS PEIIVENT ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE VARIABLES.
18. Les grandeurs peurent être eonsîdérëès «omme dépendant de limites de variables de bien des manières différentes. Les formes de leurs expressions peuvent être aussi diverses que celles des questions mêmes dont elles sont les solutions.
Mais lorsqu'il s'agît seulement de ramener une quantité à d'autres plus faciles à traiter, et qu'on n'aperçoit pas immédiatement une quantité vmable d'une espèce plus simple dont elle soit la limite, on emploie le plus ordinairement l'un des deux procédés suivants, qui ont été imaginés par les géomètres anciens et considérablement développés par les modernes.
Ces deux procédés ont cela de commun : qu'ils consistent l'un et l'autre à enlever successivement de la quantité proposée des quantités d'une espèce plus simple, en laissant un reste qui présente bien les mêmes difficultés que la quantité en question, mais qui diminue de plus en plus et a pour limite aéro. Par là on tend de plus en plus à épuiser la quantité, ce qui a fait donner à la méthode fondée sur ces procédés le nom de méthode dHexhaustion. Mais il y a deux manières très-différentes de procéder à l'épuisement de la quantité. Dans l'une on enlève d'abord une certaine quantité déterminée, et l'on ne s'occupe plus que de ce qui reste •, puis on enlève de ce reste une nouvelle quantité déterminée, et l'on <J)tient un nouveau reste sur lequel on agit de même \ et
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aîusî de suîte indéfiniment, de telle sorte que les restes puissent devenir moindres que toute quantité donnée. Cette propriété s'exprimerait dans notre langage en disant que la quantité est la limite d'une somme de quantités fixes dont le nombre augmente indéfiniment.
Le second procédé, dû à Arcliimède, consiste à considérer dans la grandeur des parties d'espèce plus simple, non pas fixes comme dans le premier, mais pouvant décroître chacune indéfiniment de telle sorte, que leur somme diffère de la grandeur en question d'une quantité qui puisse devenir moindre que toute quantité donnée. C'est ce que nous exprimerions en disant que les grandeurs sont considérées comme limites de sommes de quantités infiniment petites, dont le nombre augmente indéfiniment.
Les anciens ne faisaient pas de ces propositions le même usage que nous. Elles leur servaient bien à découvrir la relation entre les quantités proposées, et ils n'avaient certainement aucun doute à cet égard ^ mais ils se croyaient obligés de la démontrer avec une plus grande rigueur. Pour cela, ils supposaient que la véritable relation fût différente de celle qu'ils annonçaient, et faisaient une énumération complète de toutes les formes qu'elle pourrait avoir si celle-ci n'était pas exacte. Ils considéraient ensuite chacune de ces formes, et démontraient qu'elle était inadmissible parce qu'elle conduirait à une absurdité : d'où il résultait nécessairement que la relation annoncée était exacte.
Les contradictions ou absurdités auxquelles ils parvenaient s'obtenaient en se fondant sur la possibilité d'approcher indéfiniment des quantités proposées au moyen d'autres plus simples, jnais ils n'avaient pas besoin de les faire varier comme le demande la théorie des limites ; ils se contentaient de les supposer assez rapprochées de leurs limites pour faire ressortir l'absurdité: ce qu'ils n'auraient pu faire, toutefois, s'ils n'avaient pas démontré la possibilité d'une ap-
proximation indéfinie, qui est le caractère essentiel de ce que les modernes appellent limites.
C'est ce que nous rendrons bien clair par quelques exemples.
Les modernes ont fait entrer d'une autre manière encore les infiniment petits dans l'expression des variables dont les limites font connaître les quantités cherchées : ils ont considéré les rapports des infiniment petits entre eux. Lorsque deux quantités tendent, vers zéro en dépendant l'une de l'autre, leur rapport est une quantité déterminée qui tend en général vers une limite finie. Cette considération, inconnue aux anciens, est un des plus grands progrès que la Science doive aux modernes.
L'objet principal de cet Ouvrage est de traiter des infiniment petits sous ces deux points de vue. Nous aurons cependant l'occasion d'employer les séries dans l'évaluation des grandeurs, et d'ailleurs nous ne pouvons nous dispenser de dire quelques mots sur la manière dont elles ont été introduites par les anciens géomètres.
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19. Les premiers exemples de ce procédé d'épuîsementou âHexhaustion ont été donnés par Euclide, d'abord, au sujet de la surface du cercle, ensuite pour le volume de la pyramide triangulaire, et enfin du cylindre, du cône et de la sphère.
Les diverses propositions qu'il établit sont fondées stir un même lemme dont voici Fénoncé :
Si d'une grandeur quelconque on ôte plus que sa moilié, que du reste on ôte de même plus que sa moitié, qiîon agisse de la même manière sur le noui^eau reste, et ainsi de suite indéfiniment, les restes finiront par dci^enir moindres que toute quantité donnée.
La vérité de cette proposition s'aperçoit immédiatement^ car, le premier reste étant moindre que la moitié de la grandeur, le second sera moindre que le quart, le troisième que le huitième, et ainsi de suite \ ils finiront donc par être au-dessous d'une fraction aussi petite que l'on voudra de la grandeur proposée, et, par conséquent, moindres que toute quantité désignée.
Dans notre langage, cette proposition s'exprimerait ainsi :
La somme des parties successii^ement enle\^ées de la quantité proposée est une variable qui a pour limite cette quantité même.
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AppUcatian au cercle.
20« Euclide commence par inscrire un cairé dans le cercle. Sa surface, étant la moitié de celle du carré circonscrit, est plus grande que la moitié de celle du cercle. En l'enlevant, il restera donc moins de la moitié de la surface du cercle.
Si dans les quatre segments restants on inscrit des triants îsoscèles, ils seront les moitiés de rectangles circonscrits à ces segments, et, en les enlevant, il restera huit mwLveaux segments formant une surface moindre que la moitié de celle des quatre précédents. En agissant de même pour ces huit segments, on enlèvera huit triangles qui en feront plus de la moitié, et laisseront, par conséquent^ seize segments formant une surface moindre que la moitié des huit précédents. En continuant ainsi indéfiniment, on voit, d'après le lemme précédent, que ce qui reste du cercle peut devenir moindre que toute surface donnée.
On peut donc approcher indéfiniment de la surface du cercle an moyen d'une série dont chacun des termes est la réunion des triangles inscrits dans les segments égaux dont le ncmibre va toujours en doublant. La somme des deux premiers termes forme l'octogone régulier inscrit •, la somme des trois premiers forme le polygone régulier d^un nombre double de côtés, et ainsi de suite indéfiniment. On approche donc ainsi du cercle au moyen de polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés augmente indéfiniment. La démonstration suppose que ce nombre va toujours en se dou- Uant, ce qui n'est pas nécessaire à l'exactitude de la proposition. Mais si l'on ne voulait pas s^assujettir à cette condition, il faudrait considérer en même temps des polygones circonscrits semblables, et prouver que la différence des aires de deux polygones semblables» l'un inscrit, l'autre
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circonscrit au cercle, peut devenir moindre que toute quantité donnée ; et la difTérenc'e du cercle à Tun ou l'autre de ces deux polygones étant moindre que cette même quantité, il s'ensuivrait que le cercle serait la limite des aires des polygones réguliers inscrits ou circonscrits, dont le nombre des côtés ne serait assujetti qu*à augmenter indéfiniment.
application à la pyramide triangulaire.
21 . Soit la pyramide S ABC [fig* i). En joignant les milieux des arêtes, on forme deux prismes triangulaires équivalents AHGDEF et HEICFG, et deux pyramides triangulaires SDEF, EHBI, égales entre elles, semblables à la première, et ayant leurs arêtes deux fois moindres que les siennes. L'un des deux prismes a pour base le quart de celle de la proposée et une hauteur moitié moindre. Il est plus grand que Tune des deux pyramides \ car on reconnaît facilement qu'une pyramide DAHG, égale à Tune d'elles, pourrait être renfermée dans ce prisme : d'où il suit que la somme des deux prismes, étant plus grande que les deux pyramides restantes, est supérieure à la moitié de la pyramide proposée. En décomposant ces deux pyramides de la même manière que la première, les prismes que l'on formera seront supérieurs à la moitié de ces pyramides, et il restera un nombre double de pyramides ayant leurs arêtes moitié moindres.
En continuant ainsi indéfiniment, on obtient une suite de prismes en nombre indéfiniment croissant, et dont la somme peut différer aussi peu qu'on le voudra du volume de la pyramide. En effet, après avoir enlevé les prismes de premier ordre, il reste moins de la moitié de la pyramide; après avoir enlevé de ce reste les prismes de second ordre, le reste est moindre que la moitié du premier et, par conséquent, que le quart de la pyramide. Le troisième reste, moindre que la moitié du second, sera moindre que le hui-
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tième de la pyraDiide, et ainsi de suite. Donc on peut arriver à un reste moindre que tout volume désigné. La pyramide est donc la limite de la somme des prismes d'ordres successifs, obtenus comme nous l'avons indiqué.
22. Nous nous bornerons à ces deux applications, qui suffisent à bien faire comprendre la conception d'Euclide-, mais nous croyons devoir indiquer Fusage qu'il en a fait pom* la démonstration des importants théorèmes qu'il avait en vue.
Les surfaces des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons.
Soient S, S' les surfaces de deux cercles quelconques •, R, M leurs rayons 5 il faut prouver que l'on aura
En effet, si cette proportion n'est pas exacte, on en pourra toujours former une avec les trois premiers termes, et un quatrième plus grand ou plus petit que S'. Soit 2 ce quatrième terme, et supposons-le d'abord plus petit que S. On aura donc, d'après cette hypothèse,
Inscrivons dans les deux cercles des polygones réguliers semblables, dont le nombre des côtés augmente indéfiniment. Soient P, P' leurs surfaces, on aura toujours
et, par suite,
quelque rapprochées que les surfaces des polygones variables le soient de celles des cercles. Or, quelque petite que soit la différence de E et de S', comme elle est invariable, et (jue la différence de P' à S' pourra devenir moindre, d'après ie lemme 11 s'ensuit que P' pourra devenir plus grand que 2 5
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et alors la dernière proportion est impossible, puàsque P est plus petk qiM &\ tandis que P^ esit plus grand ^e Z.
On arrive ds^nc à une conséquence fausse en supposanH que S soit plus petit que S : donc il ne Test pas*
Il res&e à prouver qu'il n'est pas plias grand.
DéjÀ Euclide^ au Ueu d'employer «me dé]!nonstirati4)a analogue^ a prc£éré ramener ce second cas au premier.. U fait reiEtarquer pour cela que si la proportion en. questioiL devient exacte en prenant un quatrième terme, S plus grand que S', elle pourrait le devenir en diminuant le troisième sans changer le quatrième. Désignant par A la surface plus petite que S, qu'il faudrait prendre pour troisième terme, on aurait
R2:R"::a:S' ou r'^iR' :: s' : a, *
ce qui ne diffère en rien du premier cas et conduirait à la même absuirdité atu moyen des polygones réguliers inscrits. Donc le quatrième terme S ne peut être plus grand ^ae S'; or il ne peut pas être plus petit. Donc il est S', et la propc»*tion énoncée est exacte. Telle estJadémonatratioad'Euclide.
23. Remarque. — Au lieu de ramener le second cas au premier, Euclide aurait pu le traiter directement d'une manière analogue, en employant des polygones réguliers circonscritsau lieu de polygones inscrits aux cercles ^ mais il aurait fallu qu'il démontrât d'abord qu'on peut approcher indéfiniment de la surface d'un cercle au moyen de polygones réguliers circonscrits dont on double indéfiniment le nombre des côtés. Il a voulu se dispenser de ce lemme, presque aussi facile à démontrer que le premier et qu'il était bon de connaître, quoique dans le cas actuel il ne fut pas indi&peiLsable. Il est impossible qu'il n'ait pas. remarqué que, si l'on passe d'un polygone réguUer circonscrit à un^cercle, et qu.'on double le nombre de ses^ côtés en menant des tangentes par les milieux entre ses: points de contact, on a retranché de la
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surface du premier une quantité plus grande que la isioitîé de sa différence arec la surface du cercle; si Ton i^ de même sur le nouveau polygone, d'un nombre de côtés double, on en retrancbera plus de la moitié du reste précédent, et, si Ton continue ainsi indéfiniment, ce qui restera de la première différence pourra devenir moindre que toute quantité donnée. Or, ces restes successifs étant les différences des polygones successifs au cercle, il est démontre qu'en doublant toujours le nombre des côtés des polygones circonscrits, leur différence avec la surface constante du cercle peut devenir moindre que toute quantité donnée.
S'il avait établi ce second lemme, il aurait facilement démontré que le quatrième terme 2 ne peut être plus grand que S' ^ il aurait suffi qu'il considérât des polygones réguliers semblables circonscrits aux deux cercles, et qu'il doubl«it le nombre des côtés des polygones successifs jusqu'à ce que Ton obtint un polygone P ' circonscrit au second cercle, qui différât moins de la surface de ce cercle que S n'en diffère ] ce polygone étant alors plus petit que 2, tandis que son correspondant P est toujours plus grand que S, la proportion S : 2 :: P : P', à laquelle on est conduit, comme dans le premier cas,, serait, absurde. Donc le quatrième terme ne peut être plus grand que S'.
24. Deux pyramides triangulaires de même hauteur sont entre elles comme leurs bases*
En opérant dans ces deux pyramides la décomposition iudiquée précédemment, les prismes correspondants seront toujours dans le rapport des bases des pyramides respectives, et, par conséquent, il en sera de même des sommes successives de ces prismes, qui pourront approcher indéfiniment des volumes des deux pyramides proposées. Il n'était pas difficile de juger que ces dernières étaient dans ce même l'apport^ il ne restait qu'à l'établir d'une manière inoontes-
table. Soient V, V les volumes des deux pyramides 5 B, B' les surfaces de leurs bases ^ S, S' les sommes variables des prismes intérieurs aux pyramides. Si Ton n'a pas
on pourra former une proportion entre les trois premiers termes et un volume plus grand ou plus petit que V. SoitU ce volume, et supposons-le d*abord plus petit que V. On aura ainsi
et toujours
par suite
Or, en augmentant indéfiniment le nombre des prismes, S et S' finiront par différer aussi peu qu'on voudra de V et de V-, par conséquent, S' pourra diflférer de V moins que U n'en diffère, et sera, par suite, plus grand que U. Il est donc impossible que l'on ait
et, par conséquent, l'hypothèse qui y a conduit est absurde; il est donc impossible que la proportion dont les trois premiers termes sont B, B', V ait pour quatrième terme une quantité plus petite que V.
Euclîde démontre, par le même détour que dans le cas des cercles, que le quatrième terme ne peut être plus grand que V '*, d'où il conclut qu'il est V, et que, par conséquent, les deux pyramides triangulaires de même hauteur sont entre elles comme leurs bases,
25. Archimède a employé la même méthode pour obtenir la mesure du segment parabolique. U le considère de même comme limite d'une série; mais il a été obligé de calculer l'expression de la somme de cette série parce qu'il ne cher —
chait pas, comme Euclide, le rapport de deux quantités de même espèce, mais la mesure même du segmeiit. C'est à celte circonstance qu'on doit la première détermination de la somme des termes d'une série convergente et la limite de cette somme.
26. Aire du segment parabolique. — Soit le segment parabolique quelconque ASB {fig* 2).
Soit se le diamètre des cordes parallèles à AB5 C sera le milieu de AB, et la tangente en S sera parallèle à AB. Le triangle ASB, moitié du parallélogramme ABA'B' dont les côtés AA', BB' sont parallèles à SC, et qui, par conséquent, renferme le segment ASB, sera plus grand que la moitié de ce segment.
Faisons pour les deux segments dont les bases sont SA, SB ce que nous venons de faire pour le premier^ les triangles SDB, AD'S seront supérieurs aux moitiés de ces segments. Agissons de même pour les quatre segments restants dont les bases sont BD, DS, SD', D'A, et continuons ainsi indéfiniment. U est facile de voir que le premier triangle ASB, plus les deux triangles du second ordre, plus les quatre de troisième ordre, plus les huit de quatrième, etc., forment une somme dont la limite est le segment ASB, Car on prend d'abord plus de sa moitié, ensuite plus de la moitié du premier reste, plus de la moitié du second, et ainsi de suite indéfiniment. D'où l'on conclut, par les mêmes raisons que dans l'exemple précédent, que le segment est la limite de la somme des triangles.
Cette démonstration est due à Archimède^ il a prouvé ensuite que la somme des triangles d'un ordre quelconque est le quart de la somme de ceux de l'ordre précédent. Soit, par exemple, le segment ASB^ menons DI, EH parallèles à BC, E étant le milieu de SB. On aura
BC = 2EH = 2DI
Cale, inf, D. — I. 3
34 LITHE I.
d'où résulte, d'aj»*è$ la propriété des ordonnées de la parabole,
SI = 7 se, et, par suite, IK = ^ CB, 4 4
d'où
DK =r 7 CB.
Mais les triangles SCB, SDB, ayant même base SB, sonl comme leurs hauteurs, ou comme les parallèles CB, DK, donc
De même, on aura .
SDB = y CSB.
SD'A— isAC.
Donc les deux triangles auxquels donne naissance un triangle ASB, d'un ordre précédent, forment une somme égale au quart de celui-ci ; car ce que nous venons de dire de ASB peut se dire d'un triangle d'un ordre quelconque.
n résulte de là que les sommes des triangles des diUérents ordres forment la progression géométrique suivante :
__ ASB ASB ASB
C'est précisément à cette occasion qu'Archimède a trouvé la formule de la somme des termes d'une progression.
Ses raisonnements pourraient s'appliquer à toute progression, mais il ne s'occupe que de celle dont il a besoin «t trouve pour la somme arrêtée au terme /
4 ASB l 3 ""3'
La somme des triangles de diflerents ordres peut donc dîf-*.. férer aussi peu qu'on voudra de ^ ASB, et comme cet^^
somme peut différer aussi peu qu'on voudra du segment,
il était bien facile de reconnaître que ce segment et ~ ASB
ont la même valeur. Mais, pour éviter Içs objections des sophistes, Archimède se croit obligé de démontrer que le segment ne peut être ni plus petit ni plus grand que les
^ du triangle SA6, ou les -^du parallélogramme ABA'B'.
Sa démonstration est analogue aux précédentes, et nous nous dispenserons de la reproduire.
27. Ces exemples suffisent pour faire comprendre comment les anciens ont été conduits à considérer que les grandeurs pouvaient être approchées indéfiniment par des sommes de grandeurs fixes, dont le nombre croissait indéfiniment •, ou, suivant notre langage, comment des grandeurs pouvaient être considérées comme limites de séries. Nous allons maintenant montrer comment la méthode des modernes abrège leurs démonstrations fondées sur la méthode de réduction à l'absurde.
Les mêmes propositions démontrées par la méthode
des limites.
Nous conserverons les démonstrations des anciens pour établir que le cercle, la pyramide et le segment parabolique senties limites de grandeurs d'espèce plus simple. La simplification consistera seulement dans le passage de la relation des variables à celle des limites. Considérons successivement les trois propositions précédentes.
28. Les surfaces de deux cercles sont entre elles comme ^ les carrés de leurs rayons,
^ ^ÊÊÊlérysLUt les mêmes dénominations que ci-dessus,
nous aurons d'abord
or on a démontré que P et P' ont pour limites les surfaces S, S' des deux cercles ; et le principe général dit qu'en remplaçant les variables qui entrent dans une équation par leurs limites respectives, on a une équation exacte entre ces limites. L'équation précédente entre les variables P et P' conduira donc à la suivante :
et, par conséquent, les surfaces de deux cercles quelconques sont entre elles comme les carrés de leurs rayons.
29. Deux pyramides triangulaires de même base sont entre elles comme leurs hauteurs.
Nous avons trouvé précédemment
remplaçant les variables S, S' par leurs limites V, V, on
aura
V'""B'' ce qu'il fallait démontrer.
_ ASB ASB ASB
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le reste pourait devenir moindre que toute grandeur donnée; désignons cette somme par S„, nous aurons
S. = ASB(i + l-f-l+...+ i;);
faisant croître n indéfiniment, les deux membres tendront vers des limites égales. Or celle du premier membre est le
segment parabolique ; celle du second est ~ ASB : donc la
surface du segment est les ^ du triangle ASB ou les -s du parallélogramme BAA'B'.
Mesure de la pyramide triangulaire
La décomposition faite par Euclide Ta conduit à trouver le rapport de deux pyramides *, mais elle aurait pu lui donner la mesure même de la pyramide s'il avait connu la formule d'Archimède pour la somme des termes de la progression géométrique dont la raison est j •
En effet, en désignant par b la base et par h la hauteur de la pyramide, les deux prismes du premier ordre auront cha-
bh j bh
cun pour mesure -^^ et leur somme sera -y-»
Or les prismes d*un ordre quelconque sont en nombre
double de ceux de Tordre précédent; mais, leurs dimensions
étant deux fois moindres, leurs volumes sont huit fois
moindres : leur somme sera donc le quart de la précédente.
Les termes de la série dont la limite est le volume de la
pyramide seront donc
bh bh bh ^* <3onc on désigne par V„ le volume de la somme des
prismes jusqu'à un ordre quelconque n, on aura
Prenant les Hmîtes des deux membres, et observant que la progression est précisément celle d'Archimède, moins le terme i , on aura :
Le volume de la pyramide est égal à -rry ou au tiers
du produit de la base par sa hauteur,
32. Nous allons passer maintenant au second point de vue sous lequel les anciens ont considéré les grandeurs comme limites. C'est à Arcliimède seul que revient Thonneur de cette féconde conception.
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DES GRANDEURS CONSIDÉRÉES' COMME UMITES DE SOMMES
DTOFINIMENT PETITS.
33. Une des conceptions les plus importantes dans la mesure des grandeurs est celle par laquelle on les considère comme limites de sommes de quantités d'espèce plus simple, qui tendent indéfiniment vers zéro, en même temps que leur nombre augmente indéfiniment. Ces variables, qui' ont zéro pour limite et que nous désignerons sous le nom ^infiniment petits, sont susceptibles d'une grande indétermination -, elles ne sont assujetties qu'à la condition que la différence de leur somme à la quantité proposée ait pour limite zéro. Il reste donc beaucoup de latitude dans le choix de ces éléments, et Ton peut en profiter pour simplifier considérablement les calculs.
Le principe fondamental sur lequel se fondent ces simplifications est le suivant :
Théorème. — La limite de la somme de quantités positii^es infiniment petites n'est pas changée, lorsqu'on rem^ place ces quantités par d'autres dont les rapports a^ec elles ont respectivement pour limite l'unité.
Soient, en effet, les infiniment petits
dont la somme tend vers une limite à mesure que leur nombre augmente indéfiniment. Soient d'autres infiniment petits
Pi> pa» Pu • • • 9 P«>
tels, que les rapports
aient tous pour limite Tunité
Or, on sait que si Ton a une suite de fractions dont les dénominateurs sont positifs, la somme des numérateurs divisée par la somme des dénominateurs est intermédiaire entre la plus petite et la plus grande.
La fraction
a, -f- a, -f- . . . -4- afl,
sera donc comprise entre la plus grande et la plus petite des précédentes, et tendra nécessairement aussi vers Tunité : d'où il résulte que son dénominateur tendra vers une limite égale à celle du numérateur*, la somme Pi+Pt-hPs-l-. • • -^^m a donc la même limite que «i-i-aiH-. ..-ha,,», ce qu'il fallait démontrer.
Si Tune de ces deux sommes était invariable, la limite de l'autre serait égale à la valeur constante de la première, puisque la limite de leur rapport est l'unité.
Remarque. — Si le rapport de deux éléments correspondants quelconques des deux sommes, au lieu de tendre vers l'unité, tendait vers une même limite /, le rapport des deux sommes serait compris entre deux rapports ayant / pour limite, et aurait, par conséquent, cette même limite. Donc les limites des deux sommes ont précisément / pour rapport.
34. On voit, par ce qui précède, que la recherche des limites de sommes d'infiniment petits peut conduire à celle des limites des rapports, que nous aurons bientôt à considérer directement. Cette dernière recherche est facilitée par un théorème analogue au précédent, et qu'il est bon d'établir dès à présent.
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35. Deuxième théorème. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites n'est pas changée quand on remplace ces quantités par d'autres, qui ne leur sont pas égales^ mais dont les rapports auec elles ont respectif f^ement pour limites l'unité.
Soient, en effet, a et /3 deux quantités infiniment petites ;
a' et j3' d'autres quantités telles, que les limites de -7 et de
^ soient égales à Funité, et que, par suite, les limites des
rapports inverses — ; ^ soient aussi égales à l'unité \ on
aura identiquement
Les limites de quantités égales étant égales, et la limite d'un produit étant le produit des limites, on tirera de cette identité, en désignant les limites par l'abréviation lim et en
observant que lim ^ = i et lim -7 = 1,
lim ~ = um r-7 • P P'
Ce qu'il fallait démontrer.
36. On peut énoncer ces deux mêmes théorèmes d'une autre manière, au moyen de la proposition suivante :
Lorsque la limite du rapport de deux quantités est l'unité, leur différence est infiniment petite pau rapport A l'une quelconque des deux 5 c'est-à-dire que le rapport de cette différence à l'une quelconque de ces quantités a pour limite zéro.
Et réciproquement : Si la différence de deux quantités est infiniment petite par rapport à l'une d'elles, la limite de leur rapport est l'unité.
Soient, en eiSet^ a et a' deux quantités quelconques et S leur différence^ on aura
a' = a-f-^, d'où i = -^-4--7-
Donc, si la limite de —, est l'unité , celle de -7 est zéro* et
réciproquement.
Si Ton avait divisé par a au lieu de a', on aurait prouvé
que - a pour limite zéro ; et d'ailleurs il est évident que i
étant la différence de a et a' est contenue dans le plus grand
une fois de plus que dans Tautre, et que, par conséquent,
S S les rapports -5 -7 sont en même temps infiniment petits.
On pourra donc énoncer les deux théorèmes de cette
autre manière :
Les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits ne sont pas changées, quand on remplace ces infiniment petits par d'autres qui en dijfferent respectii^ement de quantités infiniment petites par rapport à eux.
Le grand avantage que Ton retire de ces théorèmes consiste en ce qu'ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul diflSiciles. U suflSit toujours que cette partie soit infiniment petite relativement à la quantité ellemême, et il n'en résulte aucune erreur dans les résultats où Ton n'a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infiniment petites.
Divers ordres d'infiniment petits,
37. Si l'on considère plusieurs infiniment petits dépendant les uns des autres, de telle sorte que, l'un étant déter-
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miné) tous les autres le scHent^ et que Vùa eu prenne un en particulier pour y rapporter tous les autres^ on appellera infiniment petits du premier ordre ceux dont les rapports avec celui-là auront des limites finies ] infiniment petits du second ordre ceux dont les rapports avec le même infiniment petit principal serqnt des infiniment petits du premier ordre ^ et etx général infiniment petits de Tordre n ceux dont les rapports avec T infiniment petit principal seront des infiniment petits de Tordre n — i .
Lorsque Ton veut exprimer seulement que le rapport d^uBi Infiniment petit à un autre a pour limite zéro, on dit que le premier est infiniment petit par rapport au second.
Cela posé, il est très-facile d'exprimer au moyen de Tinfiniment petit principal ceux de tous les ordres difierents. En effet, désignons le premier par a, et par /3 un infiniment petit du premier ordre dont la limite du rapport avec a soit K ; on aura
ê = K-f-w, d'où Bnra(K-f-w), a
ci> tendant vers zéro en même temps que a.
L'expression de tout infiniment petit du premier ordre sera donc de la forme
0) étant infiniment petit, et K fini.
Soit maintenant y un infiniment petit du second ordre,
le rapport - devant être du premier ordre ] on aura
et, par conséquent, la forme de tout infiniment petit du second ordre sera
En continuant ainsi, il est facile de voir que la forme générale des infiniment petits de Tordre n est
K étant fini et (à infiniment petit.
Mais il y a souvent lieu de considérer des infiniment petits dont le rapport avec une puissance fractionnaire de « a une limite finie; et Ton est convenu d'appeler infiniment
petit de l'ordre - celui dont le rapport avec a^ a une limite
finie : la formule qui représentera les quantités de cet ordre sera donc
CONSIDÉRÉES COMME LLMITES DE SOMMES
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38. Sommes de parallélogrammes infiniment petits, — Considérons une surface plane limitée par des arcs de courbes quelconques^ divisons-la par un système de parallèles dont les distances soient dans des rapports arbitraires, mais tendent toutes vers zéro. La somme des aires comprises entre ces parallèles successives est toujours identique avec Taire cherchée^ et chacune de ces aires élémentaires offre la même difficulté que la proposée, puisqu'elle renferme des courbes dans son périmètre.
Mais si à chacune de ces aires élémentaires oli supprime ou Ton ajoute des parties infiniment petites par rapport à ces aires respectives, et qui fassent disparaître la partie courbe de leur périmètre, la limite de la somme de ces nouvelles aires plus simples sera l'aire cherchée, d'après le principe général. Le moyen le plus commode d'obtenir ce résultat consiste à mener par les extrémités de chacune des cordes des parallèles à une même direction arbitraire, terminées à Ja corde suivante. Soient, en effet, MN, M'N' deux parallèles consécutives quelconques : en menant par les extrémités M', N' (fg^ 4) des parallèles M'H^ N'I' à une direction choisie à volonté, on retranche les parties KTN, M'H'M-, en menant les parallèles MH, NI par les extrémités M, N, on ajouterait, au contraire, les parties MflAl', NN'L Or deux de ces quatre parties sont moindres
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que le parallélogramme NIN'I', et les deux autres moindres que le parallélogramme MHM'H'*, ces deux parallélogrammes sont infiniment petits par rapport au parallélogramme M'H'NT, qui est ^loindre que le segment de la courbe ; car leurs rapports à M'H'N'I' sont les mêmes que ceux de leurs bases MH', NI' à la base H'I' et ces derniers tendent vers zéro, puisque, les parallèles MN, M'N' se rapprochant indéfiniment, MH', NI' tendent vers zéro, tandis que H'I' reste fini. Il suit de là que les rapports des parallélogrammes HH', II' au segment de la courbe ont pour limite zéro •, il en est de même, à plus forte raison, des triangles formés par les arcs MM', NN ', et par conséquent l'aire de la courbe est la limite de la somme des parallélogranmies ayant pour bases les cordes parallèles, pour hauteurs leurs distances, et pouvant être entièrement intérieurs, ou en partie extérieurs à cette aire.
On peut même remarquer qu41 n'est pas nécessaire que les sommets des parallélogrammes soient aux extrémités mêmes des cordes : il suffit qu'ils soient en des points infiniment voisins de ces extrémités ; il n'est même pas nécessaire que ces parallélogrammes soient contigus, pourvu que l'intervalle entre deux consécutifs soit infiniment petit par rapport aux hauteurs infiniment petites de ces parallélogrammes ; car cela revient à retrancher de chaque élément une partie infiniment petite par rapport à lui-même. Cette considération générale, dont l'exactitude résulte du principe fondamental, s'applique à tout ce qui suit.
Pour abréger, nous représenterons une somme de termes
ayant une même expression générale par le signe 51 suivi de cette expression. Ainsi, u désignant une corde quelconque et a la distance de deux cordes consécutives, ^^ucc représentera la somme des aires des parallélogranmics varia-
bles, et Ihn^uoL représentera la limite de leur somme, ou Taire de la courbe.
39. Sommes de trapèzes infinim,enî petits, — Au Heu de supposer les lignes MH, M' H', NI, N'I' parallèles à une direction fixe, on pourrait les mener dans des directions différentes les unes des autres, et yariables d*une manière arbitraire d'une tranche à Tautre : il suffit qu'elles fassent toujours un angle fini arec les cordes. En effet, la figure NIN'I' deviendra un trapèze dont les bases N'I, NI' seront infiniment petites, puisque les lignes N'F font avec MN des angles finis, et que la hauteur du trapèze est infiniment petite; la mesure de ce trapèze a donc un rapport infiniment petit avec celle du trapèze intérieur M' H' N'F et, par conséquent, avec le segment même de la courbe. Il en serait de même du trapèze M H M' H'. Si donc, au lieu de ce segment, on prend un des trapèzes ayant pour base IMN, M'N' MI', NH', on ne fait qu'ajouter ou retrancher à l'élément exact de Taire cherchée une quantité infiniment petite par rapport à cet élément \ et la limite de la somme de ces trapèzes sera précisément égale à la somme des éléments exacts de cette aire ou a cette aire elle-même.
Le cas le plus simple est celui des trapèzes inscrits dans le segment : les côtés non parallèles sont alors les cordes MM', NN'. Il peut aussi être quelquefois utile de faire concourir toutes les lignes MH, M' H', NI, N'I' vers un même point ; et c'est ce qu'a fait Archimède dans une de ses méthodes pour la quadrature de la parabole.
40. Sommes de secteurs infiniment petits, — Il n'est pas nécessaire de supposer parallèles les cordes qui divisent Taire en éléments infiniment petits. On peut assujettir leurs directions à une loi quelconque, suivant les circon-
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Stances^ la seule condition nécessaire est de n'ajouter ou retrancher à chaque élément exact qu'une quantité infiniment petite par rapport à lui.
Une des lois les plus simples est celle qui fait passer toutes les cordes par un même point. Soient O ce point [fie' ^) ^^ ^^^' ^^^' deux sécantes faisant entre elles un angle infiniment petit ^ la somme des éléments OM'M est identique avec Faire cherchée, si le point O est dans son intérieur^ et cette aire sera la limite de la somme des aires que Ton obtiendra en ajoutant ou retranchant à chacun de ces éléments une quantité infiniment petite par rapport à lui.
Cette modification des éléments exacts, et qui a toujours pour objet de les simplifier, peut être faite de bien des manières différentes. On pourrait mener par M, M' des droites dans des directions déterminées, et substituer les triangles rectîlignes à Télément exact; on pourrait aussi, au lieu de lignes droites, mener des courbes arbitraires : mais ce qui est ordinairement le plus simple, c'est de décrire des arcs de cercle ayant O pour centre, et c'est ce qu'a fait Ârchimède dans sa quadrature de la spirale.
Il est facile de voir, en effet, que le rapport des deux secteurs circulaires semblables ayant pour rayons OM, OM', étant celui des carrés de ces lignes, a pour limite Tunité, et que, par conséquent, leur différence est infiniment petite par rapport à ces secteurs. Or Tun d'eux est compris entièrement dans l'élément OM'M, et celui-ci est compris entièrement dans l'autre secteur ; car on peut supposer l'angle O assez petit pour que les rayons vecteurs de la courbe croissent ou décroissent constamment de M en M'. Donc le rapport de chacmi des deux secteurs à l'élément exact de l'aire a' aussi pour limite l'unité, et l'aire cherchée est la limite de la somme des secteurs circulaires infiniment petits, intérieurs ou extérieurs.
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Si le point O n'était pas dans l'intérieur de Taire proposée, celle-ci serait la différence de deux aires auxquelles ce point appartiendrait, et que Ton considérerait séparément, comme on vient de le dire. On pourrait aussi prendre la différence de deux secteurs compris entre les mêmes rayons, et chercher la limite de la somme de ces différences.
Au lieu de supposer que les cordes passent par un même point, on pourrait les mener tangentes à une courbe donnée 5 on pourrait les assujettir à d'autres lois encore. Toutes ces généralisations n'offrent aucune difficulté quand on a bien saisi les principes précédents, et nous ne nous y arrêterons pas.
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APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A QUELQUES
EXEMPLES
H. Aire du segment parabolique. — Cette question nous offrira des exemples de procédés très-divers qu'on peut employer dans la recherche des quadratures, et donnera une idée de la variété des ressources que présente la méthode infinitésimale.
Première solution. — En rapportant la parabole au diamètre AB (fig* 6) de la base CD du segment oblique donné, et à la tangente AY parallèle à cette base, les carrés des ordonnées sont proportionnels aux abscisses, et l'équation de la courbe est de la forme
y^ z= npa:.
Coupons la surface par des parallèles à AY*, Taire ADC pourra être considérée comme limite de la somme des parallélogrammes intérieurs, qui seront divisés en deux parties égales par le diamètre AB •, de sorte que les deux aires ABC, ABD, étant limites de sommes égales, 'sont équivalentes. H suffit donc de calculer la moitié ABC.
On connaîtra Taire ABC si Ton connaît son rapport au complément AEC de cette aire au parallélogramme ABCE ; et pour cela, nous comparerons deux parallélogrammes correspondants PMHP', QMKQ' des sommes qui ont pour limites ces deux aires. En désignant par x^ y les coordon-
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nées du point quelconque M, et par h et k les accroissements qu'elles subissent quand on passe de M à M', on aura
PMHF _ j^ Q]MKQ'""xA*
et l'on a, par Téquation de la courbe,
7* = npx, (y + X)» z= ip[x -+- h)^
d'où
yk -\- P = 2,ph
On tire de là A, au moyen de A:, et le rapport cherché"^ devient
-^ ^ "^ ' ou 2 -f-
Hpx 7.pX
Ce rapport tend donc vers la limite 2 lorsque h tend vers zéro. Les deux aires ACB, AEC sont donc les limites de sommes d'infiniment petits tels, que le rapport de deux correspondants quelconques tend vers la même limite 2 : donc, d'après les principes démontrés (n° 36), le rapport des aires ABC, AEC est précisément 2.
Ainsi l'aire ACB est les deux tiers du parallélogramme AECB -, et l'aire proposée ACD est les trois quarts de ce même parallélogramme, ou du triangle rectiligne ACD, comme Archimède l'a démontré le premier.
Deuxième solution. — H est facile de calculer directement l'aire AEC, qui est la limite de la somme des parallélogrammes QMKQ' ou QHM'Q', dont l'expression générale est xk sin A, A désignant l'angle YAX. h désignant l'accroissement successif de j^, il est nécessaire d'exprimer X au moyen de j^ 5 ce qui donnera pour expression d'un
y^ k sm ^
quelconque des parallélogrammes ^- • Or si l'on sup-
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pose dans ce cas-ci que les hauteurs des parallélogrammes soient toutes égales, ce qui était inutile dans la solution précédente, les valeurs successives de y seront
ri ^ 2 A*5 O K <f • • < ) Tin ^
et Ton aura
wX'=:AE, ou (/2 -4- i)X^ = AE,
suivant qu'on prendra les parallélogrammes QM' ou QK, ce qui est indifierent.
H s'agit donc de trouver la limite de la somme
/^sinA, , o. ox
lorsque n croit indéfiniment, et que h décroit en même temps de telle sorte que Ton ait toujours vk = AE.
Or Archimède a donné pour la sommation des carrés des nombres naturels une formule qui, écrite avec les signes employés par les modernes, donne
H faut donc trouver la limite de l'expression suivante
^'sinA «(/î -+- i) (2/2 -h i) ■ • — ^— ^-^— ^— ^^-^^^— ^.i— ^— ^—
ou
AE(AE-4- ^)(2AE-+-X')sinA
lorsque h tend vers zéro. Cette limite est évidemment
AE.sinA AB.AEsinA
AE en observant que — = AB.
L'aire AEC est donc le tiers du parallélogramme ABCE ^ et Taire ABC en est les deux tiers, comme nous Tavions trouvé par le premier procédé.
Troisième solution. — Cette solution aura l'avantage de donner un exemple d'un mode de décomposition trèsdifférent des précédents. Nous y considérerons une aîre comme limite d'une somme d'aires infiniment petites déterminées par des droites tangentes à une même courbe.
Soient ACC [fig- 7) le segment parabolique : AB le diamètre, CD la tangente en C, d'où résulte AD = AB \ nous allons comparer les deux aires ACB, DAC.
Nous considérerons ACB comme limite d'une somme de trapèzes inscrits PMM'P', dont les côtés PP' situés sur AB tendent tous d'une manière quelconque vers zéro.
Quant à l'aire DAC, nous mènerons en M et M' les deux tangentes MT, M'T', d'où résultera AT=AP, AT' = AP', TT' = PP'. Si par le point de rencontre R de ces tangentes on mène une parallèle à AB, on aura le diamètre des cordes MM', qui passera par conséquent par le milieu de MM'^ de sorte que l'aire du triangle TRT' sera la moitié de celle du trapèze PP'MM'. Or il est facile de reconnaître que l'aire DAC est la limite de la somme des triangles T'TR. En effet, cette aire est exactement là somme des aires comprises entre chacun des arcs MM', la tangente M'T', la base T'T et la tangente TM, terminée en M. Mais chacune de ces aires diffère du triangle correspondant T'TR d'une quantité infiniment petite par rapport à lui, lorsque PP' tend vers zéro^ car cette différence est moindre que le triangle rectiligne MRM' dont le rappoi^t au triangle T'RT est celui des rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en R, qui sont supplémentaires^ rapport qui est évidemment infiniment petit. Donc l'aire DAC est là limite de la somme des triangles T'RT.
Cela posé, les deux aires ACB, DAC, étant limites de
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sommes d'infiniment petits qui sont dans le rapport de 2 ; i , seront elles-mêmes dans ce rapport. Donc ACB est les deux tiers du triangle DBC, ou du parallélogramme construit sur AB et BC ; ce qui ramène aux résultats précédemment obtenus.
-iâ. Généralisation du problème. — Au lieu de l'équation particulière j^ = !ipx^ prenons Téquation plus générale j^" =;7j;'", netm étant des nombres entiers quelconques, positifs ou de signes contraires; Les courbes qu'elle représente seront paraboliques dans le premier cas ; dans le second, elles seront des hyperboles ayant les axes de coordonnées pour les asymptotes.
1° La courbe représentée par l'équation ^^ = px"*, m et n étant positifs, passe par l'origine, et nous nous proposons de mesurer l'aire comprise entre un arc AM {Jig* 8) et les coordonnées MB, AB de son extrémité M.
Pour cela, nous chercherons le rapport des deux aires AMB, AMC, et, à cet effet, nous comparerons deux parallélogrammes correspondants NP', NN', éléments infiniment petits des sommes dont les limites sont AMB, AMC. En désignant par x^j" les coordonnées de N, par /i, k leurs accroissements en passant de N en N', le rapport des deux
parallélogrammes sera — ? et sa limite sera- lîm-r» Pour
obtenir la limite de -> il faut exprimer que les deux points sont sur la courbe, ce qui donne
Développant les puissances, et supprimant les premiers termes des deux membres, qui se détruisent, il vient
^(«r"-' -+- P) = h{mpaf"~' -1- a),
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jS représentant une somme de termes qui renferment k depuis la première puissance jusqu'à la (n — 1)»*"»«^ et a une somme de termes renfermant h depuis la première puissance jusqu'à la {m — i)*'"»*. On tire de cette équation
et, par conséquent,
ny""' -+- p
mp.x^"^ -h OL
lim
k mpaf^ '
La limite du rapport des deux parallélogrammes est
donc
ou —
mpjc^ m
Donc aussi le rapport des deux aires AMB, AMC est — ;
l'aire cherchée AMB est donc au parallélogramme ABMC
11 n 1 nab sinA. . ^ -^ ,
dans le rapport ; et sa valeur est 9 si 1 on de-
signe par a, b les coordonnées de M, et par A l'angle des
axes. Si l'aire, au lieu d'être prise à partir de l'origine,
l'était entre deux ordonnées correspondant aux abscisses
a, a\ elle aurait évidemment pour expression
(a' 6' — ab) sinA.
2^ Si les deux exposants sont des signes contraires, on peut mettre l'équation sous la forme
en supposant metn positifs.
Les deux parallélogrammes MP', MQ' {Jîg» 9), éléments correspondants des sommes qui ont pour limites les aires
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rh NN'BB', NN'CC, ont pour rapport — ~^» a et A: étant de
signes contraires et satisfaisant à l'équation
ou
|3 représentanjt un ensemble de termes renfermant A à la première puissance ou à des puissances supérieures, et a un ensemble de termes renfermant A à un degré égal ou supérieur à Funité.
Effectuant le produit et supprimant les termes j^ 0:^ et p qui se détruisent, il vient
-h (/2J"~' -4- P)(/w.2:"-' + aL)hh = O.
Divisant par k et prenant les limites, on trouve
d'où
h njn-t ^ _|_ rnaf^-^y^ lira - := o ;
,. h nx
lim - =
k my
Le rapport des deux rectangles MP', MQ' a donc pour limite — ^ et, par conséquent, le rapport des aires NN'BB',
NN'CC est -.
Il est facile d'avoir une seconde relation entre ces deux aires.
En effet, la première, ajoutée au parallélogramme AN, forme la même figure que la seconde ajoutée au parallélogramme AN'; donc la différence de ces aires est égale à la différence de ces deux parallélogrammes, ou
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à {a'b' — ab) sinÂ, si Ton désigne par «, b et a', i' les coordonnées des extrémités N, N'. On trouvera ainsi
NN'BB'^r — ^l—[a'b'— ab)smA.. n — m^
43. Exemple d'une loi particulière pour les bases des parallélogrammes élémentaires. — Comme les bases infiniment petites des parallélogrammes ne sont assujetties à aucune loi nécessaire, on choisit celle qui semble devoir donner les calculs les plus simples.
Dans un des exemples précédents, nous avons supposé ces bases égaies \ dans d'autres, nous n'avons eu besoin de supposer aucune dépendance entre elles. Nous allons donner des exemples où la sommation devient très-facile quand on suppose que les abscisses des points de division sont en progression géométrique et que, par suite, leurs diflférences, ou les bases des parallélogrammes, forment une progression ayant la même raison. Ce procédé est dû à Fermât.
Soit l'équation
dans laquelle nous supposerons m quelconque, positif ou négatif ] ce qui renferme les paraboles et hyperboles que nous venons de considérer. Cherchons l'aire comprise entre un arc quelconque MM' {Jig- lo) de la courbe, les deux ordonnées extrêmes MP, M'P' et l'axe des x ^ et, pour plus de simplicité, supposons les axes rectangulaires. Soient a, b les coordonnées de M 5 a', b^ celles de M'. Partageons PP' enn parties tendant vers zcro, et telles que les abscisses de tous les points de division forment une progression géométrique
on aura
de sorte que, n étant déterminé, q s'ensuivra ; et q tendra vers l'unité lorsque n croîtra indéfiniment, de sorte que la distance de deux points consécutifs tendra vers zéro. L'expression générale de cette distance sera
CLq^-^^ — aq^ ou a[q — \)q^*
Ellles formeront donc une progression géométrique ayant pour premier terme a[q — i) et pour raison q.
Or ces distances doivent être multipliées par les ordonnées successives qui seront aussi en progression géométrique, puisqu'elles ont pour expression générale poc^^ et que les valeurs de x que l'on considère sont en progression géométrique. Les rectangles élémentaires auront donc pour mesure le produit des termes correspondants de deux progressions, et formeront, par conséquent, une nouvelle progression. On pourra donc avoir l'expression de la somme de ces rectangles, et il ne s'agira plus que de calculer la limite de cette expression.
La base du rectangle dont la première abscisse est aq"" sera a[q — i)q^i sa hauteur pa"^ q""^ et sa surface pa""^^ [q — i)^<'"+*J''. La somme de ces rectangles sera
ou, en sommant cette progression géométrique dont la raison est y"'"^%
pa'"-^' {q — ly ^ '
OU, à cause de aq"^ = a\
qm+i _ ,
il ne reste donc plus qu'à trouver la limite du rapport
qm-hl
-5 lorsque q tend vers l'unité-, ce qui n'offre aucune
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difficulté. Nous distinguerons deux cas, suivant que m 4- i sera positif ou négatif.
1° Soit d'abord m -hi positif et représenté par le rap-
port de deux entiers quelconques -> il s'agit de trouver
la limite de ~ p quand y tend vers i ^ ou, en posant
7*= f, celle de » quand t tend lui-même vers l'unité.
Si Ton supprime le facteur t — i , commun aux deux termes, et qu'on fasse ensuite t = i , on trouvera la limite de la fraction, qui sera
- ou •
Donc Paire cherchée sera
p [a''"+^ — «'«+') a' b' — ab -LJ L ou
2° Soit maintenant m 4- i = > il faudra trouver la
limite de ■ ^ ~" — ou de — q^ ■ ~ ' •
Or q' a pour limite i , et, d'après le calcul précédent, le
second facteur a pour limite - ou •
La limite de la fraction en question est donc et
1 Mrc aura encore pour expression
p ( a'"»+' — ««+' ) a'b' —ab ou •
TO-HI I» -f- I
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Remàkqtje. — L'aire dont nous venons de trouver l'expression étant la limite de la somme des rectangles ayant pour mesure yh ou px^Ji^ h désignant la différence infiniment petite de deux valeurs successives de x, suivant une loi arbitraire, il s'ensuit que la limite de la somme 2x*A, lorsque x passe de la valeur a à la valeur a' par degrés infiniment petits quelconques A, a pour valeur, quel que soit m^
Si l'on fait a = o et que jtH- i soit positif, cette expression se réduit à
44. Cette formule s'applique à toutes les valeurs positives ou négatives de m, excepté la valeur particulière — i,
qui lui donnerait la forme - • Mais il est facile de trouver
la formule qui correspond à ce cas, en cherchant la limite
vers laquelle tend l'expression > lorsque l'on fait
tendre m vers — i .
Divisant par a*""*"*, dont la limite est l'unité, et remplaçant m-\-i par u, il s'agit de trouver la limite de l'expression
quand u tend vers zéro.
Posons ( — I =1-1- a, a tendra vers zéro, et l'expression précédente devient -> dont on éliminera m, au moyen de l'équation qu'on vient de poser en introduisant la nou-
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velle variable a. On en tire, en prenant les logarithmes,
«log— z=log(i-f-a), doù u = -^ — -,
€1 -Cl
et il reste à trouver la limite de , — ; r ou celle de
log(H-a)
qui peut se mettre sous la forme
log{l -f- a)
ou
-.log(i-ha) log(n-a)«
Mais on a vu dans V Algèbre [voir Note P®) que lorsque a
tend vers zéro, suivant une loi quelconque (n-a)* tend
vers une limite déterminée, que Ton désigne ordinairement par la lettre e, et qui n'est autre chose que la base du système dont la valeur incommensurable est
ez=: 2,71828182. . ..
La limite de -^ — est donc -= ? et Texpression
u loge *
V a pour limite
loge
Telle est l'expression de l'aire comprise entre deux ordonnées de la courbe dont l'équation est
et qui n'est autre que l'hyperbole du second degré rapportée à ses asymptotes.
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Elle est équilatère, puisque nous avons supposé les axes rectangulaires^ mais il aurait suffi d'introduire le facteur sinA pour avoir le cas général.
45. Aire de la cycloïde, — On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sur une droite donnée. Soient TMU (fig» 1 1) une position quelconque du cercle qui roule sur la droite AB •, M le point qui décrit la courbe •, A la position où le point M est sur la droite fixe : Parc MT sera égal à AT, d'après le sens qu'on attache au mot roulement. Si B est la position où M revient sur la droite fixe, on aura AB = 27ra, a étant le rayon du cercle décrivant, et quand le point de contact T vient au milieu C de AB, le point M se trouve à l'extrémité D du diamètre CD perpendiculaire à AB. Ce point D est le sommet de la cycloïde, et CD en est l'axe.
Cela posé, on demande la mesure de Taire ABD comprise entre la courbe entière et sa base.
Cette question sera résolue si l'on détermine le complément de cette aire au rectangle ABA'B' qui est égal à 4îf «*? ou à quatre fois l'aire du cercle générateur. C'est ce complément que nous allons chercher, et nous le regarderons comme limite de la somme des rectangles compris entre les perpendiculaires successives abaissées des points de la courbe sur A'B'.
Soient M, M' deux points infiniment voisins pris sur la cycloïde-, MK, M'K' perpendiculaires à AB^ MR, M'R' des parallèles à AB qui rencontrent en N, N' le cercle décrit sur CD comme diamètre. Comparons les deux rectangles MK', NR'-, leur rapport est
MK.MH QU MH
NR.M'R ®^ MQ'SFh'
et sa limite est égale au produit de ^-r^ par la limite du
MH rapport rT7=- • Or nous allons^ montrer que cette dernière est
^précisément -rr^» d'où il résultera que la limite du rapport
des deux rectangles MK', NR' est Tunitéj ce qui ramènera Taîre cherchée à celle du cercle CD.
En effet, le cercle mobile viendra dans la position qui amène le point M dans une position quelconque, en le faisant d'abord tourner autour de son centre immobile, ce qui amènera d'abord M en une position I", puis transportant le système parallèlement à AB, d'une quantité égale à l'arc MI, ce qui amènera le point de contact T en T', et le point décrivant en M', en prenant TT'= MI = IM', et l'on sait que cet arc MI diffère de sa corde d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même, puisqu'on a démontré dans la Trigonométrie que le rapport d'un arc infiniment petit à sa corde, ou à son sinus, ou à sa tangente, a pour limite l'unité.
En nommant « l'angle de la corde MI avec MH, on aura
MH = corde MI ces a -f- MI,
M' H = corde MI sin a ;
donc
MH cosa MI
M' H sin a corde MI sin a
Passant aux limites, et observant que r-— - a pour
* corde MI ^
limite i, et que Tangle a a pour limite l'angle M que fait
MH avec la tangente au cercle en M, on aura
,. MH cosM I i-f-cosM i „
lim rr7=r =: -r— rr -f- -r-rrz = . --' = COt - M
M'H smM smM smM 2
= tangQUMr=^,
comme nous l'avions annoncé.
Ainsi Taire A A'P sera égale à celle du demi-cercle CND, puisqu'elles sont les limites de sommes de rectangles tels, que la limite du rapport de deux correspondants quelconques est l'unité. La somme des deux aires A A^D, DBB^ est donc égale à celle du cercle générateur, et, par conséquent, Taire ABD est égale à trois fois celle de ce même cercle.
Si Ton ne voulait mesurer qu'une portion de Taire A A'D, .on voit qu'elle serait équivalente à la portion correspondante du demi-cercle CD.
46. Descartes a donné plusieurs démonstrations trèsélégantes de cette proposition. Nous nous bornerons à en rapporter une.
Soient C [fig' 12) le milieu de la base de la cycloïde, A une de ses extrémités, CD le diamètre du cercle générateur, O son centre ; le triangle ADC sera équivalent au cercle générateur. Pour évaluer le segment ASD, soient deux points quelconques T, T' équidistants de A et C 5 M, M' les points de la courbe correspondant aux points de contact T, T' du cercle générateur avec la base : on aura, d'après l'égalité des arcs de cercle MT, M'Ti,
HT = H' T, = DP', IH = r H' ;
donc
MI + MT = MH -f- M' H' = NN'.
La somme des deux cordes MI, M'I' du segment ASD, équidistantes de la parallèle LOiy à la base, étant égale à la corde NN', il s'ensuit que, si Ton partage AC en parties infiniment petites par des couples de points dans les mêmes conditions que T, T', le segment ASD pourra être considéré comme limite de la somme de rectangles ayant pour bases les différentes cordes telles que MI, M'I', et pour hauteur les distances de deux consécutives : et la sonmie de deux
rectangles quelconques équidistants de la droîte LL', sera égale au rectangle du cercle O, compris entre NN' et la corde infiniment voisine correspondant à celle qui suit MI. Or la somme de ces derniers rectangles a pour limite le demi-cercle LŒ.'^ donc le segment ASD est équivalent au demi-cercle générateur, et Taire de la demi-cycloïde vaut une fois et demie celle de ce cercle. Donc Faire de la cycloïde est triple de celle du cercle générateur.
Calcul inf. D. - I. 6
CHAPITRE X
LES VOLUMES DES CORPS PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉS COMME LIMITES DE SOMMES D'INFINIMENT PETITS.
47. Solides de révolution. — Supposons iine surface plane quelconque tournant autour d'un axe AX [fig* i3) situé dans son pian, et proposons-nous de calculer la portion du volume engendré, qui sera comprise entre deux plans quelconques perpendiculaires à AX. Ces plans peuvent être considérés comme engendrés par des ordonnées MP, NQ ; les deux surfaces courbes qui terminent le volume à mesurer sont engendrées par des arcs de courbes données MN, M'W, et ce volume est la différence de deux autres engendrés respectivement par les quadrilatères MNPQ, M'N'PQ. Bornons-nous donc au calcul d'uij quelconque de ces derniers, par exemple celui qu'engendre MNPQ.
Décomposons ce volume au moyen d'une suite de plans perpendicidaires à Taxe, infiniment voisins les uns des autres, et substituons à ces éléments, dont la somme est constamment égale à ce volume même, d'autres éléments d'une espèce plus simple et tels, que le rapport de chacun d'eux à son correspondant ait pour limite l'unité. La limite de la somme de ces nouveaux éléments indéfiniment décroissants sera, d'après le principe fondamental, la valeur exacte du volume à mesurer. Soient R, R' deux points quelconques de MN, correspondant à deux plans sécants consécutifs 5 S, S' leurs projections sur AX : on peut sup-
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poser SS' assez petit pour que les ordonnées varient dans un même sens, en passant de R à R'^ d'où il suit que les deux rectangles RSS'I et R'S'Sl' engendreront autour de AX des cylindres dont Tun sera plus petit et Fautre plus grand que la partie du solide proposé, comprise entre les deux plans sécants. Or le rapport de ces deux cylindres de même hauteur est égal à celui de leurs bases ou des carrés de leurs rayons RS, R'S'5 et à mesure que S' se rapproche de S, le rapport des ordonnées RS, R'S' se rapproche de Tunité, ainsi que celui de leurs carrés. Donc la limite du rappoM des deux cylindres est Tunité^ et il en est de même, à plus forte raison, pour le rapport d'un quelconque de ces cylindres au volume intermédiaire qui est l'élément exact du volume cherché.
Donc le volume engendré par MNPQ est la limite d'une somme de cylindres ayant pour hauteurs les parties infiniment petites dans lesquelles on décompose PQ, et pour rayons de leurs bases les ordonnées de MN correspondant aux points de division de PQ.
Ces cylindres pourront être pris tantôt intérieurs, tantôt en partie extérieurs, sans que la limite de la somme soit changée, puisqu'ils satisfont toujours à la condition unique qu'ils doivent remplir.
Si Taire génératrice n'est pas terminée à l'axe AX, mais à une seconde courbe M'N', le volume engendré sera la différence de deux autres qui rentrent dans le premier cas. On pourra aussi le considérer comme la limite de la différence des deux sommes de cylindre, ou de la somme des différences des cylindres élémentaires correspondants. Cette proposition générale s'exprime parla formule suivante, dans laquelle V désigne le volume, et Y, jy les ordonnées des deux courbes pour une même abscisse Xy
48. Solides terminés par des surfaces quelconques, — On concevra encore un système de plans parallèles, à des distances infiniment petites les uns des autres, et tels, que le solide entier que Ton veut mesurer soit compris entre le premier et le dernier 5 puis on cherchera à substituer à la partie comprise entre deux plans consécutifs quelconques un solide d'espèce plus simple et qui n'en diffère que d'une quantité infiniment petite par rapport à elle. Or s'il arrive qu'en menant par tous les points du contour d'une des deux sections des parallèles à une même direction jusqu'au plan de l'autre la projection ainsi effectuée de la première courbe soit tout entière comprise dans la seconde, le cylindre ainsi formé sera tout entier compris dans la tranche du solide située entre les deux plans. Au contraire, le cylindre formé par des parallèles à la même direction, menée du contour de la seconde section au premier plan, renfermera entièrement cette même tranche. Mais le rapport des deux cylindres de même hauteur est égal à celui de leurs bases, lequel tend indéfiniment vers l'unité à mesure que la distance des deux plans tend vers zéro. Donc le rapport des deux cylindres, et, par suite, de la tranche du solide à l'un quelconque d'entre eux, a pour limite l'unité ; ou, en d'autres termes, chacun de ces cylindres diffère de l'élément exact du solide, d'une quantité infiniment petite par rapport à cet élément. Donc enfin le volume proposé est limite d'une somme de cylindres ayant pour bases les sections du solide par des plans parallèles infiniment voisins, et pour hauteurs les distances de ces plans.
Ce premier cas est celui de tous les corps auxquels Archimède a appliqué ce procédé dont on lui est redevable.
49. Mais il peut arriver que les parallèles menées par les points d'une des sections ne soient pas toutes intérieures ou toutes extérieures à la tranche du solide, et alors le rai-
sonnement précédent ne suffirait pas. Dans ce. cas, on concevra un second système de plans parallèles à une seconde direction, qui décomposeront une quelconque des premières tranches en solides infiniment petits dans deux sens, comprises entre quatre plans parallèles deux à deux et infiniment voisins. Jusqu'ici on n'a pas altéré les éléments du solide^ mais ces filets infiniment étroits sont encore terminés à la surface du solide et ne seraient pas plus faciles à évaluer que ce solide entier. Or, en en retranchant ou en y ajoutant des parties infiniment petites par rapport à euxmêmes, on peut les réduire â des parallélépipèdes. U suffit pour cela de mener des plans parallèles à une troisième direction et passant par les extrémités d'une des cordes ou par des points qui en soient infiniment voisins. On aura ainsi des parallélépipèdes, Tun plus petit, l'autre plus grand que le filet du solide, et dont le rapport tendra indéfiniment vers l'unité. On pourra donc substituer à ce filet l'un ou l'autre, ou tout autre parallélépipède dont l'arête finie différerait infiniment peu des leurs ; par exemple, et c'est ce qui sera le plus simple, on pourra prendre pour arêtes les cordes mêmes de la section du solide par les premiers plans. Àinsi^ le rapport de chacun de ces parallélépipèdes au filet correspondant étant aussi près de l'unité qu'on le voudra, il en sera de même du rapport de leur somme à la tranche du solide. Or ces parallélépipèdes sont dans les mêmes conditions, relativement à la tranche du cylindre qui aurait pour base la même section du solide, et ses arêtes dans une direction arbitraire ; et, par conséquent, le rapport de cette tranche à celle du solide a pour limite Tunité. On peut donc énoncer dans tous les cas cette proposition :
Tbut solide peut être considéré comme la limite de la somme de cylindres ayant pour bases les sections par des plans parallèles infiniment voisins, et pour hauteurs les distances successives de ces plans.
Ce mode de décomposition est surtout employé lorsque l'équation de la surface est donnée en coordonnées rectîlignes ^ alors les directions que Ton choisit pour les plans sécants sont celles des plans coordonnés.
Lorsque Ton a trouvé Texpression de Taire de la section du corps par un plan quelconque, parallèle par exemple au plan des y et z^ le produit de cette aire par la distance au plan infiniment voisin est la mesure du parallélogramme dont un côté serait exprimé par le même nombre que Taire, et serait à une distance du côté parallèle égale à celle des deux plans-, d*où Ton voit que la mesure du volume est ramenée à celle de Taire d'une courbe dont Tordonnée serait exprimée parla fonction de a? qui représente Taire de la section du corps.
Si la surface était donnée par une équation entre des coordonnées polaires, le mode de décomposition serait différent. Nous aurons occasion de nous en occuper plus tard et nous nous bornons ici à cette simple indication.
Les éléments que nous avons considérés ne sont infiniment petits que dans un seul sens, ou deux au plus. Dans un grand nombre de questions qui ne sont pas purement géométriques, il est nécessaire de décomposer les volumes en éléments infiniment petits dans tous les sens. Dans ce cas, on décomposera les filets infiniment petits dont il a été question ci-dessus par une série de plans infiniment voisins et parallèles au troisième plan coordonné.
APPLICATION A LA MESURE DE QUELQUES VOLUMES
Solides de révfolution.
80. Paraboloïde de ré^^olution. — Une parabole toiuv nant autour de son axe AX {J^g» i4)î on demande le volume engendré par l'aire comprise entre un arc quelconque AB, rordonnée BC et Taxe AC.
Soient a, b les coordonnées de B, et y* = 2px Téquation de la parabole-, partageons AC en un nombre n indéfiniment croissant de parties égales a : le volume cherché sera la limite d'une somme de cylindres ayant pour hauteur a, et pour bases les cercles ayant pour i^ayons les différentes ordonnées MP de la parabole, menées par tous les points de division de AC. L'expression générale du volume d'un de ces cylindres est 7rj^*« ou aTrpo?»^ leur somme
%plLxa a pour limite 2/?7r — ou pTia* [voir n® 43).
On peut donc dire que ce volume est égal à celui d'un cylindre qui aurait pour base le cercle dont le rayon est AC, et pour hauteur le demi-paramètre. On peut encore donner une autre forme à l'expression précédente : en y remplaçant ^a par son égal —5 elle devient 9 et est égale à la
moitié de la mesure du cylindre qui aurait BC pour base et AC pour hauteur, ou à trois fois la moitié du cône, qui aurait même base et même hauteur. C'est sous cette dernière forme qu'Archimède a présenté cette proposition.
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51 . Segment d'ellipse tournant autour de sa corde. — Soient une ellipse ayant pour équation
D'D {fig. i5) une corde parallèle à Taxe B'B, 2/ sa longueur, d sa distance AE au centre, et A Taire du segment DCD' qui tourne autour de sa corde fixe DD'; proposonsnous de mesurer le volume engendré V. Nous le considérerons comme limite de la somme des cylindres qui auraient pour hauteurs les subdivisions infiniment petites égales de D'D, et pour bases les cercles ayant pour hauteurs les perpendiculaires MQ abaissées sur DD' par les différents points de Tare DD', qui correspondent aux points de division de DD'. Soient vi le nombre des points de division de DE et a leur distance ; la mesure d'un quelconque des cylindres infiniment petits sera
7r(j — dya, ou i^{y^ — ndjr -\- d^)oL^
et leur somme peut se décomposer comme il suit :
7r2( j'H- d^)a, — iizdlytx.^
OU, en remplaçante^' par i* ^5
7r(ô'-f-fl?M2a ^x^OL — T.izdlYcu
Or
2a = 2/, lim2^a = A;
et, d'après la remarque du n** 43.
lim2j:'a = -5-«
On aura donc
V= 2ir/(ô»-+- d}) — 27r£fA 5-^.
O CL
On aurait le volume de reliîpsoïde tout entier en faisant d = o^ l = a^ et Ton trouverait ainsi
et si b =a^ on a^Tra* pour la mesure du volume de la
sphère dont le rayon est a,
52. Volume du tore. — On appelle tore le solide engendré par un cercle qui tourne autour d'une droite située dans son plan..
Soient O (fig* i6) le centre du cercle générateur, R son rayon, AO = a 5 l'équation du cercle sera
et le volume est la limite de la somme des volumes engendrés par les rectangles MNIK, qui sont les différences des cylindres infiniment petits engendrés par les rectangles QI, QK. L'expression générale de cette différence est
7r (^'— Qm') MI = TT (QTV -f- QMJ(QN — QM)MI
= 27rû.MN.MI = 27c^zMIKN.
Or la limite de la somme des rectangles MIKN est l'aire du cercle. Donc le volume du tore est égal à la surface du cercle générateur multipliée par la circonférence décrite par son centre.
53. Ellipsoïde de réi^olution. — Supposons qu'une ellipse tourne autour de son axe AB= na [fig- 17), et proposons-nous de calcider le volume du segment détaché par un plan perpendiculaire à cet axe^ mené à une distance AD = rf du sommet A.
Soit l'équation de l'ellipse rapportée au sommet A
le volimie sera la limite de
Soit n le nombre des points de division de AD, on aura
na, = d\
on retombe ainsi dans des calculs qui se sont déjà plusieurs fois présentés, et Ton trouvera (n** 43)
d'où
lim2(2€zx — ;r*)a :=r fla» -■ == rf' -^^ ^ •
On aura donc pour expression du volume cherché V
Ce résultat coïncide avec celui d'Archimède. En effet, il énonce la proposition de la manière suivante :
Le segment de rellipsoïde est au cône de même base et même hauteur comme le demi-axe de Tellipsoïde ajouté à la hauteur du segment complémentaire à Fellîpsoïde est à la hauteur de ce dernier.
Or on aperçoit facilement que les deux formules sont identiques.
Hyperboloïde de révolution. — Soit l'équation
d'une hyperbole j^* = ~ (x'4- lax) rapportée à son som-
met A {fig» i8). Supposons qu'elle tourne autour de son axe transverse, et proposons-nous de calculer le volume V détaché par un plan perpendiculaire à Taxe mené à
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une distance AD = rf. Il est la limite de Sttj^*» ou de ?»
Or on a, d'après le n** 43 déjà cité plusieurs fois,
irfc»
donc
limita = — 5 limSx'a =: -;r-î 2 3 '
Arcliimède, dans la solution qu'il a donnée de ce problème, cherche le rapport du segment de Thyperboloïde au cône de même base et même hauteur, et parvient à la formule suivante, qui donne le même résultat.
Le volume du segment est à celui du cône de même base et même hauteur comme la hauteur du segment, plus trois fois le demi-axe transverse, est à cette même hauteur augmentée de Taxe transverse.
5S. Remarque, — Si une surface dont Taire est A tourne successivement autour de deux axes fixes parallèles U, V [Jig» 19) situés dans son plan, les volumes engendrés auront pour différence le produit de Taire A par la circonférence dont le rayon est la distance d des 4l^ux axes.
En effet, soit une perpendiculaire quelconque QPMM aux axes qui coupe ceux-ci en Q, P, et la courbe en M, M'. Soient MP=a:, M'P = a:', MQ = X, M'Q = X', a la distance de QM' à la parallèle infiniment voisine.
Les volumes engendrés autour des deux axes sont les limites des deux sommes suivantes :
et comme on a
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il s'ensuît
donc la différence des deux sommes est 2irrfZ(a:' — x)a ou 27rrfZMM'a.
Maïs SMM'a a pour limite l'aire A 5 donc la limite de la différence des deux sommes, ou la différence de leujrs limites, et, par conséquent, des volumes engendrés, est 2.r.dKy comme nous l'avions annoncé.
S6. Volumes engendrés par des paraboles ou hyperboles d^ ordres quelconques, — Considérons le volume engendré par la révolution autour de Taxe des a:, d'une courbe représentée par l'équation y ^= p .r^, dans laquelle on suppose m quelconque en valeur et en signe, et qui peut, par conséquent, représenter des paraboles ou hyperboles de tous les ordres.
Le volume compris entre deux plans perpendiculaires à l'axe œ et correspondant aux abscisses a, a' sera la limite de YiTZj^a.^ a représentant une quelconque des subdivisions infiniment petites de l'intervalle a' — a. En substituant à j* sa valeur en a:, il faudra trouver
7r/?^liinl.r""a,
Or, d'après la remarque générale du n^ 43, on a, entre les limites a, a\
lim2a:""a = '
Le volume cherché a donc pour mesure
tZp'
im -f- I 2/n -f- 1
On l'obtient donc en divisant par a/w -|- 1 la différence des deux cylindres ayant pour bases les deux bases mêmes du
solide à évaluer, et pour hauteurs les abscisses correspondantes.
Solides non de réi^olution.
87. Segment d'ellipsoïde, — Rapportons la surface à des axes parallèles à un système de diamètres conjugués, dont l'un passe par le centre de la base du segment. Prenons ce dernier pour axe des j:, et pour origine Textrémité qui appartient au segment. L'équation de Fellipsoïde sera
Soit AD = d [fig> 20) l'abscisse du plan de la base du segment qui est parallèle au plan YZ. Nous considérerons le volume du segment comme limite de la somme de cylindres ayant pour bases des sections parallèles à YZ et pour hauteurs les distances infiniment petites de ces plans successifs. Une quelconque de ces hauteurs s'obtiendra en multipliant la partie a correspondante de l'axe AX par le sinus de l'angle 0 que ce diamètre AX de l'ellipsoïde fait avec le plan COB des deux autres conjugués. L'aire de la section MPN correspondante à un x quelconque AP sera îr.MP.PN sincj), cp étant l'angle des diamètres OB, OC. En remplaçant MP, NP par leurs valeurs en ,r, on trouvera peur expression d'un quelconque des cylindres élémentaires,
sm 0 sm © ( 2 âr^ — ^') a,
Le volume cherché V peut donc être représenté comme il suit :
V = — - sin ô sin ç lini\^ [^.ax — .2:') a,
lorsque x passe de o à tf par degrés, égaux ou inégaux, mais infiniment petits, représentés par a.
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On aura encore, comme précédemment, d'après le n^ 43,
d}(Za-^d)
et, par conséquent.
(i) Vi= ^-^ ^smôsmç.
Si Ton suppose d=2,a^ on aura pour expression du volume entier de Tellipsoïde
5 Tra^csinOsino,
ce qui peut être traduit de diflereiifes manières, en observant que ai^csindsinf mesure le volume du parallélépipède construit sur les trois demi-diamètres conjugués, et que TT^csinf .2asind mesure le cylindre circonscrit à Fellipsoïde, ayant les arêtes parallèles à AX, et ses bases parallèles à YZ. Une des conséquences de Texpression précédente est que ce parallélépipède et ce cylindre ont leurs volumes constants, quel que soit le système des diamètres conjugués.
L'expression (i) comparée à celle du volume du cône ayant même base que le segment, et son sommet en A, donne un énoncé semblable à celui qu'Arcbimède a fait connaître dans le cas de Fellipsoïde de révolution.
On trouverait des résultats analogues aux précédents pour les hyperboloïdes et paraboloïdes quelconques 5 nous ne croyons pas utile de nous y arrêter.
58. Onglet cylindrique, — Considérons un cylindre droit dont la base soit le cercle ABC {Jig' 21) 5 par un de ses diamètres AB, menons un plan quelconque qui coupe la surface du cylindre suivant l'ellipse ABD, et proposons-
DES QUANTITÉS GONSIBl^RÉES GOMME LIMITES. jg
nous de calculer le volume de Fonglet compris entre ABS et ABC.
Supposons le rayon OC perpendiculaire à AB; D le point de rencontre du plan sécant et de Faréte menée en C 5 soient OC = R, CD = A.
Suivant la méthode générale, nous regarderons le volume comme limite d'une somme de cylindres ayant pour bases un système de sections parallèles, et nous prendrons ces plans perpendiculaires à AB.
Soit MPQ un quelconque de ces plans; faisons AP = x^ PQ = y^ on aura
jr» = 2R;r — :r» et MQrj'.lCDiOC, d'où
La section MQP a donc pour mesure
Si donc nous désignons par a la distance infiniment petite du plan de cette section au suivant, le volume cherché V aura pour mesure
et comme 2R' est le rectangle circonscrit à la base ABC de l'onglet, le volume de ce dernier est égal à celui de la pyramide qui aurait ce rectangle pour base et son sommet en D.
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DE GRAVITÉ
59. Nous admettons comme connue la théorie des centres de gravité enseignée dans les cours les plus élémentaires de Statique, et nous nous proposons de la prendre comme un nouvel exemple de Favantage des méthodes précédentes.
La proposition dont l'application est la plus générale dans la théorie des forces parallèles, et qui découle naturellement du principe du levier, est ce qu'on nomme le tAeorème des moments. On appelle m.oment d'une force par rapport à un plan le produit de cette force par la distance de son point d'application à ce plan. Cela posé, si l'on conçoit un système quelconque de forces parallèles, que l'on considère comme positives celles dont les directions sont dans l'un des sens, et comme négatives celles qui sont dans l'autre, et qu'il en soit de même pour les perpendiculaires abaissées sur un plan choisi arbitrairement, et dont le signe dépendra du côté où elles se trouveront par rapport au plan, le théorème des moments consiste, comme on le sait, en ce que le moment de la résultante des forces parallèles par rapport au plan est égal à la somme algébrique des moments des composantes. Il résulte de là que les coordonnées rectilignes du point d'application de la résultante s'obtiendront en divisant par la résultante la somme des moments des forces par rapport aux trois plans coordonnés. Ce point d'application de la résultante, que Voil-
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nomme le centre des forces parallèles, devient le centre de gravité quand ces forces sont des poids 5 et Ton voit ainsi comment le théorème des moments peut être employé à la détermination des centres de gravité.
Nous allons faire voir comment les considérations infinitésimales s'appliquent aux surfaces planes et aux solides continus, et nous en donnerons quelques exemples pour bien faire comprendre les généralités.
Les principes que nous admettrons comme établis dans la Statique sont les suivants :
Le centre de gravité d'un système quelconque de points situés dans un même plan est compris dans l'intérieur de toute ligne convexe continue qui les renfermerait. Le centre de gravité d'un système quelconque de points est situé dans l'intérieur de toute surface convexe continue qui les renfermerait.
Centres de granité des aires planes.
60. Considérons une figure plane terminée par des droites ou des courbes quelconques; supposons qu'elle soit homogène, c'est-à-dire que les portions quelconques de cette figure aient les poids proportionnels à leurs aires respectives.
Prenons deux axes de coordonnées x^ y dans le plan de la surface. Le centre de gravité étant le point d'application de la résultante de toutes les forces appliquées à tous les points de la surface, proportionnellement aux aires, si l'on lécompose la surface en un nombre quelconque de parties,. it que l'on considère en tous les centres de gravité de ces parties des forces parallèles, représentées par leurs aires c*€spectives, et dont la résultante sera représentée par l'aire totale et appliquée au centre de gravité cherché 5 cette aire totale, multipliée par l'abscisse de son centre de gravité.
Cale, inf, D. — I. 6
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sera égale à la somme des aires partielles multipliées par les abscisses de leurs centres de gravité. Si les axes ne sont pas rectangulaires, ces produits ne sont pas les moments eux-mêmes, mais proportionnels aux moments, ce qui suffit pour l'exactitude de l'équation. Mais comme il ne serait pas plus facile de trouver les centres de gravité de toutes les p«u:ties que de la surface entière, on supposera ces parties infiniment petites *, leurs moments le seront, par suite, et par conséquent on pourra leur substituer d'autres infiniment petits, plus simples, assujettis k la seule conditioii que leurs rapports aient respectivement pour limite l'unité. Mais alors ce sera seulement la limite de leur somme qui sera égale au moment de la résultante et qui, par conséquent, divisée par l'aire de la figure donnée, fera oonnaitre l'abscisse du centre de gravité.
Le mode de décomposition qui se présente de lui-même pour déterminer cette abscisse consiste dans un système de parallèles à l'axe des ^, infiniment voisines les unes des autres. Le segment compris entre deux parallèles consécutives peut toujours être considéré comme renfermé dans un contour convexe, dont ses deux bases feraient partie; son centre de gravité sera donc entre ces deux droites, et son abscisse différera d'une quantité infiniment petite des abscisses de chacune d'elles ; on peut donc substituer au moment de ce segment le produit de son aire par l'abscisse de l'une ou de l'autre de ces deux parallèles à l'axe des j-\ car le rapport de ce produit au moment véritable a pour limite l'unité, quand la distance de ces parallèles tend vers zéro. Et, par la même raison, on pourra, dans ce produit, substituer à l'aire du segment celle du parallélogramme ayante l'une des cordes parallèles pour base et sa distance à l'autrepour hauteur.
Donc, si l'on désigne par Y et y les ordonnées des deui^ points extrêmes de la corde qui correspond à l'abscisse quel —
conque X'y par a la partie de Taxe des x interceptée entre deux cordes consécutives ^ par A Taire de la figure, et par Xi^ Yi les coiôdonnées inconnues du centre de gravité, on aura, en supposant, pour plus de simplicité, les axes rectangu- Jaires,
Aar, = limy ( Y — jr)^«9
d'où Von tirera x^ , si Ton peut déterminer la limite de celte somme, ainsi que A.
On aurait y^ par un procédé analogue, en décomposant la figure au moyen d'un système de parallèles à Taxe des x. Mais on peut aussi conserver le premier mode, en remarquant que le centre de gravité d'un des éléments ne peut être qu'A une distance infiniment petite de celui du rectangle inscrit ou circonscrit, et que, par conséquent, on peut substituer au moment exact de cet élément le produit de
l'aire du rectangle par ^^ —t qui peut être pris pour
lordonnée du centre de ce rectangle. On aura ainsi
Aj. — hm > "^ 'LJ. a,
Cil si l'on peut trouver cette limite, j'i sera déterminé.
61. Cette formule donne lieu à une remarque curieuse. Si l'on multiplie ses deux membres par 2 7r, il vient
27r.riA=::lim7r2 (Y'— /')«.
Or le second membre représente le volimie engendré par
1* aire en question, tournant autour de l'axe de^ x. Le vo-
t.Mjme engendré est donc égal à l'aire de la figure géné^
r'^trice, multipliée par la circonférence que décrit son
centre de gray^ité.
Ce théorème porte le nom de Guldin, quoiqu'il se trouve
clairement énoncé dans les Ouvrages de Pappus, géomètre de Técole d* Alexandrie.
Nous allons donner quelques exemples de ces jfprmules.
62. Parabole du second ordre. — Soit l'équation r' = 2/7 j: ; et cherchons le centre de gravité du segment CAC [fig' 22) terminé à la perpendiculaire à Taxe, correspondant à Tabscisse AP = a. Les rectangles formés par les cordes parallèles à CC ayant tous leurs centres de gravité sur Taxe, leurs moments, par rapport à cet axe, seront nuls^ la limite de leur somme le sera donc, et, par suite, on aura
Jx = O.
Le centre de gravité étant sur Taxe, il suffit de connaître son abscisse Xi .
La formule précédente devient, dans le cas actuel.
Mais, d'après une formule trouvée précédemment (n® 43), on a entre les limites o et a,
donc
Or, en faisant BC = i, on a
A = ^ab,
d'où Ton déduit
C'est Archimède qui a découvert cette propriété, e même pour un segment de parabole déterminé par une s<
cante quelconque. Le calcul en serait tout à fait le même que celui que nous venons de faire pour une sécante perpendiculaire à l'axe de la courbe.
63. Paraboles et hyperboles d'ordre quelconque. — Soit maintenant l'équation y = px!^^ dans laquelle m désigne un nombre de grandeur et de signe quelconque 5 on demande le centre de gravité de la surface terminée à cette courbe, à l'axe des x^ et à deux perpendiculaires à Taxe des x^ correspondant aux abscisses a^ a' .
L'application des formules générales donnera
ou
^'«+2 ^jifH-2 pi ^'2»t+I -_ ^2«+l
Kx^z=p ; , Xx\=^- ; •
Or nous avons trouvé (n® 43)
d'où il résulté
^* ~" m -h 2 * a'"^' — a^> ' "^^ ""2(2/11 -hi)' a'"'"»"'— o^' *
Si /n est positif, la courbe est parabolique -, et si l'on fait commencer l'aire en question à l'origine, on a a = o 5 et, en désignant par i' l'ordonnée correspondant à a',
Dans la parabole du second degré, m = - > et l'on trouve Si 771 est négatif, la courbe est hyperbolique et donne
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lien k une discussion intéressante à laquelle nous ne nom arrêterons pas. On reconnaîtra sans peine que, quand Tab* scisse extrême a' croit sans limite, il est possible, suivant la valeur de m, que le centre de gravité s'éloigne indéfiniment de Taxe des j-^ en tendant vers Taxe des x^ ou tende vers une limite déterminée.
64. Centre de grandie des solides de révolution homo^ gènes. — Le centre de gravité sera évidemment sur Taxe de révolution^ il suffira donc de connaître son abscisse. Pour la trouver, on coupera le solide par des plans infilniment voisins, perpendiculaires à Taxe de révolution que Ton prendra pour axe des j: 5 et en supposant les poids proportionnels aux volumes, le produit du volume total par l'abscisse Xi du centre de gravité sera égal à la somme des produits des segments compris entre deux plans consécutifs, par Vx du centre de gravité de ce segment, qui est évidemment compris entre les plans de ses bases. Pour simplifier ces produits, on substituera à ce dernier x celui d'une quelconque des bases du segment, ou mèmcv tout autre qui en difiererait d'une quantité infiniment petite; on remplacera encore le volume du segment par celui du cylindre intérieur ou extérieur. Par là on n'aura altéré le moment du segment infiniment petit du solide que d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même. La limite de la somme de ces nouveaux produits sera donc égale à la somme des moments eux-mêmes, ou au produit du volume total par o^i ; et si l'on connaît cette limite de somme et le volume, on en déduira immédiatement Xi .
Cette proposition est exprimée par la formule suivante
lira Ixy^a = x, lira 2 j'a.
65. Paraboloïde, — Si la courbe génératrice est un parabole ayant pour équation j^* = ^px et tournant au tour de l'axe des x^ on aura, en remplaçant y par sa valeu
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et, d'après la valeur générale de lîmSj::*a, cette équation se réduira & la suivante, en désignant toujours par a et a' les abscisses extrêmes,
d'où
SI a = o, on a
résultat connu d'Archimède.
Le cas où l'on ferait tourner la parabole autour de sa tangente au sommet est renfermé dans le suivant.
66. Généralisons ce résultat en prenant pour courbe génératrice celle dont l'équation est
m désignant un nombre quelconque. L'équation générale
devient
lim 2 j:''"+* a,=: Xi lira Ix^'^a,
OU
rrr Xi 9
d'où Ton tirera xi.
On retombe sur le cas précédent en supposant m = -»
^» =i O, et Ton retrouve
On aurait le cas où la parabole tourne autour de sa tangente au sommet, en supposant m= 2, ce qui donne, eu
prenant encore a = o,
Ellipsoïde. — En prenant pour équation de la courbe
génératrice
ib^ b\T^
l'équation qui doit donner x^ sera
/2/>' h^ \ ,. fib^ b^ \ hm Ix X x^\ a i=r ^1 lim 2 ( x -a^\ a,
ou
limS^a r lim 2 j:^ a
(2Ô« . è* . \ lim 2.r a lim 2j?'a | • a a- )
Supposons que nous considérions le volume commençant, au sommet et terminé à Tabscisse, nous trouverons, en substituant aux limites de sommes leurs valeurs données par la formule connue, et simplifiant,
6 ^a \ ôaj
Si Ton prend le demi-ellipsoïde, on a
a' =z a, et, par s«ite, j:, z=: - a.
Le calcul se ferait d'une manière semblable pour Thyperboloïde.
68. S'il s'agissait d'un solide homogène terminé par une surface quelconque, on le décomposerait comme il a été fait précédenunent pour la mesure des volumes 5 on considérerait les éléments déterminés par deux séries de plans infiniment voisins, parallèles à deux des plans coordonnés^
et on égalerait la somme de leurs moments par rapport à chacun des troîs plans coordonnés, au moment de la résultante par rapport à ces mêmes plans. On négligerait dans chaque moment élémentaire une quantité infiniment petite par rapport à lui-même^ ce qui permettrait de prendre, au lieu du volume de ce filet infiniment étroit, celui du parallélépipède intérieur ou extérieur, et le centre de gravité de ce parallélépipède au lieu de celui du filet même. Si Ton peut trouver les limites de ces trois sommes de moments prises dans toute F étendue du corps, on obtiendra les trois coordonnées du centre de gravité de ce corps en les divisant par son volume.
On voit donc que la détermination du centre de gravité des corps terminés par des surfaces quelconques se ramène à celle de limites de sommes d'infiniment petits.
CHAPITRE MIL
DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE BAPPORTS D'INFINIMENT PETITS.
69. Le point de vue auquel les modernes ont considéré les tangentes aux courbes les a conduits naturellement aux rapports de quantités décroissant indéfiniment. Les anciens regardaient les tangentes comme des lignes telles, qu'à partir du point commun avec la courbe les deux brancbes de celle-ci se trouvent d'un même côté de la droite ; tandis que les modernes, depuis Descartes, les ont regardées comme limites de sécantes passant par *le point donné de la courbe et par un second point de la même courbe, qui se rapproche indéfiniment du premier. Il est résulté de là, comme nous allons le montrer, que les modernes ont été conduits à la recherche de limites de rapports d'infiniment petits, problème dont les anciens n'ont pas eu occasion de s'occuper.
Les points d'une courbe peuvent êtie rapportés à des systèmes de coordonnées très-divers, c'est-à-dire déterminés de bien des manières difierentes par les valeurs de quantités variables. Nous allons examiner plusieurs de ces systèmes, et montrer que dans tous les cas la détermination de la tangente revient à celle de la limite du rapport de deux, quantités infiniment petites, dépendant Tune de l'autre^ d'après les données de la question.
70. Coordonnées rectilîgnes. — Soient M [fig* 23 ) u point donné sur une courbe rapportée à deux axes AX, AY^
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AP, MP ses coordonnées ar, ^^ M' un point de la même courbe, qui se rapproche indéfiniment de M, et dont les coordonnées soient ar-h A, j^-f- A; la sécante MM' coupe Taxe des a: en un point S, et la limite R de la position de ce point déterminera la limite de la sécante, ou la tangente. La limite de S sera connue si l'on trouve la limite de PS :
or on a la proporuon — = -^j^ = -•
Donc, en prenant les limites des deux membres,
d'où
limh
Donc la détermination de la tangente à la courbe se ramène à celle de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites, qui sont les différences des coordonnées du point donné et d'un point infiniment voisin pris sur la courbe, et qui sont liées l'une à l'autre au moyen de l'équation de la courbe donnée.
Au lieu de déterminer PR ou la sous-tangente, on peut cbercher l'angle de la tangente avec l'axe des x. Soient Q
l'angle des axes, nr l'angle cherché, /w = limT' on aura,
parle triangle MRP,
sinw Y = crr- = m ;
sin(ô — w) PR
d'où
m sin ô cosw — m sinw cosô = sin«,
et, par suite,
m sin ô
tangw = -7
^ 1 -f- w cos 0
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et, si les axes sont rectangulaires,
tang6> z=z m = lim — •
n est inutile de faire remarquer qu'il faut avoir soigneusement égard aux signes des accroissements MH, M' H, sans quoi la sécante MM' et sa limite ne seraient pas du côté où elles doivent être par rapport à MH.
71 . Coordonnées polaires. — Soient O le pôle {fig» M)^ OX Taxe, M un point donné sur une courbe dont on a l'équation, et dont les coordonnées sont 6 et r ; M' un point infiniment voisin \ helk les accroissements de 6 et r en passant de M à M' : la tangente en M sera la limite de la sécante SMM', et peut être déterminée par la limite de l'angle OMS, fjui est la même que celle de MOM', puisque la diflTérence de ces deux angles est MOM' qui tend vers zéro. Soit o) cette limite ou l'angle que fait' la tangente avec OM. Décrivons de O avec OM pour rayon l'arc MH, et joignons MH ; le triangle MHM' donnera
sinHM'M HM
sinHMM' HM'
Observons maintenant que l'angle H M 'M a pour limite 0)^ que l'angle H a pour limite un angle droit, puisque l'angle en O du triangle isoscèle HOM a pour limite zéro ^ que, par conséquent, la somme des deux angles en M, M.^ dans le triangle MHM' a pour limite un angle droit, d'où il résulte que les limites de ces deux angles sont complémentaires. D'après cela, en égalant les limites des deux membres de l'équation précédente, on aura
sin» ,. HM cos 6) HM'
Or on peut, d'après le principe fondamental des infini—
ment petits, remplacer HM par toute autre quantité dont le rapport avec HM ait pour limite Tunité^ et Ton a vu, dans la Trigonométrie, que le rapport d'un arc infiniment petit à sa corde a pour limite Tunité. On peut donc remplacer la corde HM par Tare dont la valeur est rA, et Féquation précédente devient
tango» r=: lim -7- =^ '^ lina 7 = -
limT h
Le problème des tangentes, dans un système de coordonnées polaires, est donc encore ramené à la recherche de la limite du rapport de deux infiniment petits^ dépendant Tun de Tautre au moyen de Téquation de la courbe, et qui sont les difTcrences des coordonnées de deux points infiniment voisins appartenant à la courbe.
72. Troisième système de coordonnées. — Supposons maintenant les points déterminés par leurs distances à deux points fixes. A, B [fig* aS)^ soient M le point où Ton veut mener la tangente, et dont les deux coordonnées seront AM = r, BM = r' ^ M' un point infiniment voisin ayant pour coordonnées r + A, r' + A^ la tangente sera la limite de la sécante MM', et peut être déterminée, par exemple, par les angles w, œ' qu elle forme respectivement avec MA, MB.
Ayant pris MH = A, MK = k dans le sens qui convient au signe, et décrivant de A et B comme centres avec les rayons AH, BK des arcs de cercle, ils se rencontrent en M'. Si Ton joint M' H, M, K' les angles K et H auront chacun pour limites un angle droit, puisque les arcs KM', HM' tendront vers zéro 5 les angles formés par MM' en M' et en M auront, par suite, des limites complémentaires ^ ces limites pour les angles en M ont été désignées par cd, co'.
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Cela posé, on aura
KM _sinMM^K HM sinMM^H
mW '^' sinR ' MM'"" sinH '
doù
sinMM^H sinK _ A
sinMM'K'sinH""^'
en prenant les limites des deux membres,
, , cos» ,. h (i) ^ = lim-7.
Les angles co, o)' de la tangente avec MA, MB sont donc déterminés dès qu'on connaîtra lim~9 puisque leur somme
est connue.
Le problème des tangentes est donc encore ramené, dans ce nouveau système, à cberclier la limite du rapport des différences infiniment petites des coordonnées de deux points de la courbe.
73. Au lieu de déterminer par le calcul les angles «, «', entre lesquels on a deux équations, on peut facilement construire la tangente d'après Féquation (i). En effet, si Ton prend sur MA et MB, ou sur leurs prolongements, deuTL
longueurs MS, MK ayant un rapport égal à lim -jj qu'on
élève en S et R des perpendiculaires sur AM, MB, et qu'on.
joigne leur point de rencontre I à M, la droite IM sera la.
tangente, car les cosinus des angles IMS, IMR auront poujr
rapport
MS ,. h
-— - ou lim - • MR ^
On aurait pu arriver directement à cette constructiovi sans passer par l'équation (i), et par des considérations q
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se retrouvent soayent dans l'emploi des infiniment petits en Géométrie.
Sur le rayon AM prolongé {fig» 26), prenons une quantité constante MP; menons PS parallèle à M' H jusqu'à la rencontre de MM' en S; menons ensuite SQ parallèle à M'K; le quadrilatère MPSQ sera semblable à MHM'K, et Ton aura
mp:mq::mh:mk::^:/^.
A mesure que h elk tendent vers zéro, MQ tend donc vers
la valeur finie dont le rapport à MP est la limite dcr*
La sécante MM' étant toujours dans la direction de la diagonale MS, la tangente sera la limite de cette direction, c'està-dire celle de la diagonale du quadrilatère limite de PMQS. Or les angles P et Q de ce quadrilatère, étant égaux respectivement à H et K, ont pour limites des angles droits. On construira donc facilement le quadrila-
tere limite quand on connaîtra la limite de - ou de~;
car on en déduit immédiatement la limite MR de MQ. Il suffit ensuite d'élever en P et en R des perpendiculaires à AM, MB, et de joindre leur point de rencontre I au point M : cette dernière ligne sera la tangente. Cette construction, obtenue par des considérations différentes, coïncide avec la précédente.
74. jiutre système de coordonnées. — Supposons act.iiellement que les points soient déterminés par leur distance à un point fixe O (fig- 27), et une abscisse ou une ordonnée par rapport à une ligne fixe quelconque passant J>ar O. Soient A l'origine des abscisses, AP = x, PM = y^ OM = r -, le point quelconque M sera déterminé par x et r. Oïl j et r.
Cela posé, M étant un point quelconque d'un lieu, dé-
terminé par une relation entre ces coordonnées, on demande de trouver la direction de la tangente en ce point.
Soient MK = A, PP' = h les accroissements correspondants de r et a: pour passer à un point voisin M' du lieu, et qu'on portera dans un sens ou dans l'autre, suivant qu'ils seront positifs ou négatifs. Dans le quadrilatère MHM'K, l'angle K tendra vers un angle droit en même temps que h et k vers zéro, et la diagonale MM' vers la tangente.
Nous nous bornerons ici à Tun des procédés employés dans le cas précédent. Nous prendrons PR constant 5 par le point S de la sécante correspondant à l'abscisse AR, menons les droites SQ, ST parallèles à M'K, M'H : le quadrilatère MQST sera semblable à MKM'H, et la limite de la direction de sa diagonale MS sera la tangente cberchée. Or on . pourra construire le quadrilatère limite si Ton connaît la limite de MQ, PR ou son égal TS étant constant 5 et
comme on a
A_ TS
!^ ~~ MQ ' il s'ensuit que la limite de MQ sera connue si l'on connait
celle du rapport -• Soit MI la limite de MQ 5 comme l'an-
gle Q a pour limite un angle drpit, le quadrilatère limite sera MIUV, et la diagonale MU la tangente. On voit qu'il suffit, pour la construire, d'élever en I une perpendiculaire à 01, et de clierclier son point de rencontre U avec la per* pendiculaire à OR. Si les deux coordonnées étaient r et y y au lieu de r et x^ le même quadrilatère donnerait des résultats analogues, et la question serait toujours ramenée à. trouver la limite du rapport des diflérences des coordonnées de deux points du lieu, infiniment voisins.
7S. Coordonnées angulaires. — Considérons encore un. système où les points seraient déterminés par deux angles
formés par les droites menées de ces points à deux points fixes. Soient A, B [fig- 28) ces points fixes, MAB = «, MBA = 6 les deux angles qui déterminent la position d'un point quelconque M; on demande de mener la tangente en M à un lieu déterminé par une relation entre a et 6. Soient A et À les accroissements positifs ou négatifs de a et S quand on passe de M en M', MP égal à une constante arbitraire, PS parallèle à M' U, SQ parallèle à M'K 5 les quadrilatères MPSQ, MUM' V seront semblables, et la tangente cherchée sera la limite de la direction de la diagonale MS. Pour la connaître, il suffit de déterminer les limites de MQ et des directions PS et QS. Quant à ces dernières, il est évident qu'elles ne sont autres que les directions de BM et AM qui sont les limites de celles de BM', AM'. Pour avoir la limite
MI de MQ, il suffit de connaître la limite du rapport — -
MP
qui est égal au rapport —• •
Or
MV sin A MU sin X ^
Mi — sïnV' MB"~sïnû''
MU MB sinX- sinV sin a sinX* sinV
MV MA sin A sinU sine sin A sinU
Or les angles V et U ayant pour limite l'angle AMB, oii a
-. sinV hm-^— = i; smU
d.eplus
,. sin/- ,. k
lim-r-T = hm-7> sm^ h
puisque le rapport d'un angle infiniment petit à son sinus <^ pour limite l'unité. On a donc
,. MU sin a-. /• MP MV sin6 h MI^
CaU. inf, D. — I.
donc enfin le problème est encore ramené à la recherche de la limite du rapport des difierences des coordonnées de deux points, infiniment voisins, du lieu. Quand on Taura trouvée, on connaîtra MI, et par les points P et I on mènera des parallèles à MA, MB, qui par leur rencontre détermineront un point de la tangente.
On pourrait procéder d'une autre manière, et calculer les angles de la tangente avec les rayons vecteurs, ou les limites des angles VM'M, MM'U. On a, en efiet,
sinVM'M MV sinMM'U MU
? 7—rr; — — 77777»
sinV MM' sinU MM'
d'où
sinVM^M_ sinV MV ^
sinMM'U"" sinU'Mu'
sin V or . a pour limite i -, donc, en appelant x, j^ les angles
de la tangente MT avec MA, MB, on aura
sin;r MV sine h
-. — = lim -— r = -. — lim -> sinj- MU sma a^
et, comme la somme x+y est connue, le problème est ré-
solu dès que Ton connaît la limite du rapport -j
De l'existence des tangentes en général.
76. Nous venons de passer en revue un assez grand nombre de systèmes de coordonnées, dont quelques-uns ne sont presque jamais employés*, et nous avons reconnu que, dans tous les cas, le problème des tangentes était ramené a la recherche de la limite du rapport de deux quantités infiniment petites. Le nombre des systèmes que Ton pourrait employer pour la détermination des points sur un plan est illimité, et, par les cas variés que nous avons considérés.
nous avons voulu, faciliter les recherches auxquelles d'autres cas peuvent donner lieu. On cherchera toujours à ramener la direction de la sécante à dépendre d'infiniment petits quelconques, dont il soit possible de calculer la limite du rapport, soit que les points du lieu soient déterminés par une équation, soit qu'on connaisse la loi de leur génération, sans en avoir déduit Téquation entre les coordonnées.
Mais, avant d'aller plus loin, il est à propos de s'assurer que le problème dont nous nous occupons a généralement une solution; c'est-à-dire qu'en tout point d'une courbe déterminée par une équation, ou par une loi de construction qui pourrait conduire à une équation entre des coordonnées de nature quelconque, il existe une tangente. En d'autres termes, il faut démontrer que, lorsque deux variables dépendent l'une de l'autre, le rapport des accroissements infiniment petits correspondants de ces variables a en général une limite ] car c'est à ce problème de calcul que nous avons ramené le problème géométrique.
Cette proposition importante peut être établie simplement, de la manière suivante.
Théorème général.
77. Soit j- une fonction quelconque d'une variable x, assujettie seulement aux conditions suivantes : i** que, lorsqu'à partir d'une valeur quelconque on donne un accroissement A à a:, il en résulte un accroissement unique k de j^, qui tende vers zéro, si l'on fait tendre h vers zéro ; 2** qu'à partir de toute valeur de x on en puisse prendre une autre quien difière d'une quantité finie déterminée telle, que si x y varie dans le même sens dans tout l'intervalle compris entre elles, jr varie constamment dans un même sens, c'est-à-dire toujours en augmentant, ou toujours en diminuant.
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Cela posé, il est facile de démontrer que, sous ces conditions, pour toute valeur de x il existe une limite %ûe pour le rapport des accroissements infiniment petits correspondants A et A: ; c'est-à-dire qu'il ne peut y avoir que des valeurs exceptionnelles de x pour lesquelles ce rapport croisse ou décroisse indéfiniment.
En efiet, soient x^^ X deux valeurs de x satisfaisant aux conditions ci-dessus indiquées 5 y^^ Y les valeurs correspondantes de y\ partageons l'intervalle X — Xo, positif ou négatif, en n parties égales, que nous désignerons par A, et soient A^, Ar„ As,. . ., A,» les valeurs correspondantes des acci^oissements positifs de y^ on aura
A. — X^ izz: nil , X — J^o :::iz A'i -f- k^t * . . j «n >
d'où résulte
k\ k^ kn
Xa n
c'est-à-dire que le rapport invariable des accroissements
finis de x et de j^, quand on passe de x^^ à X, est la moyenne
arithmétique des rapports -^^ y? • • •» -^^ quel que soit le
nombre entier n.
Si maintenant on fait croître n indéfiniment, les termes de ces rapports tendront vers zéro •, et leur moyenne arithmétique étant toujours égale à la quantité finie — ^, 5l\
est impossible que les rapports tendent tous vers zéro, qu'ils croissent tous indéfiniment.
Cette conclusion relative à l'intervalle X — Xo, pouva: être appliquée à toute partie de cet intervalle, il s'ensixî qu'il est impossible que, dans aucun intervalle fini, 1-
valeur de t tende vers zéro ou croisse indéfiniment poi*-^
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toutes les valeurs de x. Ce n'est donc que pour des valeurs
h exceptionnelles et en nombre limité que t peut ne pas '
avoir une valeur finie : ce que nous voulions établir.
78. Nous avons supposé dans ce raisonnement que =r— — ' avait une valeur finie. En ne s'assujettissant pas à cette condition, voyons s'il est possible que toutes les valeurs de - tendent vers zéro ou croissent indéfiniment.
Si tous les rapports tendent vers zéro, leur moyenne y tendra nécessairement, et comme elle est constante, elle ne peut être que zéro \ donc Y — j^o = o ou Y = j^o* Et comme il en sera de même si Ton considère Tintervalle entre x^ et toute autre valeur choisie entre x^ et X, il en résulte que toutes les valeurs de y correspondant aux valeurs de x comprises entre x^ et X sont égales à ^o» La fonction désignée par y ne serait donc autre chose qu'une constante, et
h Ton voit alors que non-seulement - tendra vers zéro, mais
(pi'il sera toujours rigoureusement nul. Le lieu dont la fonction est l'ordonnée serait donc une droite parallèle à l'axe des ar, si x et j^ sont des coordonnées rectilignes.
Si maintenant tous les rapports t croissaient sans limites, les rapports réciproques -7 tendraient tous vers zéro,
et le lieu serait une droite parallèle à l'axe des y\ auquel cas tous les rapports - seraient rigoureusement nuls,
^ Ton dirait que les rapports 7 sont tous infinis.
Si donc le lieu ne renferme aucune portion de ligne ^ite parallèle à l'un des axes, il y aura une limite finie P<>Ur le rapport de l'accroissement h infiniment petit à l'ac-
croisscment correspondant A, pris à partîr d'un x quelconque entre Xo et X, à Texception peut-être de certaines valeurs particulières 5 et par conséquent en tous les points d'une courbe il existe en général une tangente.
Les cas exceptionnels où la limite de j serait nulle ou
infinie correspondraient, dans un système de coordonnées rectilignes, aux points où les tangentes seraient parallèles à Tun ou Tautre des axes ^ cela résulte de la signification
géométrique de la limite de - dans un pareil système.
Cette limite n est pas la même en général pour toutes les valeurs de x ; elle est donc une fonction de x. Or il est bon de remarquer que, si cette fonction varie par degrés infiniment petits, en même temps que x, le signe que Ton prend pour h à partir d'un x quelconque n'influe pas sur le résultat.
Supposons, en effet, qu'en prenant toujours h de même
signe, par exemple positif, la limite du rapport - soit représentée par une fonction^ (x) de Vx auquel on a donné l'accroissement A, cette fonction variant infiniment peu en même temps que x. Soit ki l'accroissement de j^, pour l'accroissement — h donné h x'^il s'agit de trouver la limite
de — î-7- Or si, à partir de x — A, on donne à la variable
l'accroissement 4- A, on revient à X'^ Vy correspondant à X — h reprenant la valeur primitive augmentera de — Aj et
le rapport — r-^ sera d'autant plus voisin def{x — h) que Jm^
sera plus petit*, il en sera donc de même de — ^—* Mais paK"
hypothèse f[^x — li) et f{x^ différent d'une quantité infi.— niment petite, si h est lui-même infiniment petite donc 1^
limite de — ^ e^\ f[x\ comme celle de -•
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La limite du rapport des accroissements infiniment petits correspondants est donc indépendante du signe choisi pour A, si f{x) varie par degrés infiniment petits en même temps que x. Et il est évident qu'il en serait autrement si cette condition n'était pas remplie,
Dérwées des fonctions.
Cette limite du rapport ^ se nomme la dérivée de la
fonction j^ par rapport à x. Si cette fonction j^ est représentée par F(a:), on représente la dérivée par F'(^). Ainsi dorénavant la signification de cet accent sera définie, pour toute fonction F, par l'équation suivante :
En employant cette nouvelle dénomination, nous pouvons donc dire que le problème des tangentes est ramené à la détermination de la dérivée d'une des coordonnées par rapport à l'autre*, et que dans un système de coordonnées rectilignes le coefiicient d'inclinaison de la tangente sur Taxe des abscisses est la dérivée de l'ordonnée par rapport à l'abscisse.
Les dérivées ont beaucoup d'autres usages que la détermination des tangentes \ nous nous bornerons en ce moment à quelques remarques très-simples. Si nous représentons, pour abréger, par k l'accroissement de F(j:), correspondant à l'accroissement h donné à x, on aura
liin| = F'(x),
^^ par conséquent - diffère de F'(^) d'une quantité qui tend vers zéro en même temps que h\ la désignant par o),
io4
on aura
d'où
quel que soir le sîgne de h.
Ainsi hF'{x) ne diffère de k que d'une quantité infiniment petite par rapport k h ou k k] donc on pourra substituer AF'(a:) à k toutes les fois que k sera un des termes d'un rapport ou d'une somme d'infiniment petite dont on cherchera la limite. Remarquons que hF^{x) est Taceroissement de l'ordonnée de la tangente pour raccroissement h de Tabscisse. Donc h(ù est la différence des ordonnées de la courbe et de la tangente; elle est, comme on le voit, infiniment petite par rapport à l'accroissement même de Tordonnée ] et il faut remarquer que l'ordonnée peut avoir une direction arbitraire pourvu que ce ne soit pas celle de la tangente elle-même, sans quoi F'(j:) ne serait pas une quantité finie et les formules précédentes ne subsisteraient plus. Il résulte de là une grande simplification, parce que la quantité w serait en général très-compliquée ^ et en négligeant la quantité /iw, il n'en résulte aucune erreur dans les limites des sommes ou des rapports.
80. La dérivée d'une fonction peut servir à reconnaître dans quel sens varie cette fonction à partir d'une valeax* quelconque de la variable dont elle dépend^ ce qui est sou. — vent utile. En effet, en désignant toujours par h et A: l^s accroissements correspondants de x etF(j:), nous avoi trouvé
(ù étant infiniment petit en même temps que h.
Or si F'{x) n'est pas nul pour la valeur x que Ton coi sidère, co ayant pour limite zéro finira par être constairiB.
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ment au-dessous de F'(x) et le facteur F'(x) -H « sera de même signe que F' (a:). Donc A: sera de même signe que A, si F'{x) est positif, et de signe contraire s'il est négatif. Ainsi une fonction croit dans le même sens que la variable pour toutes les valeurs de x qui rendent sa dérivée positive, et en sens contraire pour celles qui la rendent négative.
On reconnaît encore facilement que de deux fonctions de a: celle-là croît le plus rapidement avec x dont la dérivée est algébriquement la plus grande.
En effet, soient les deux fonctions F(x), f(jc) 't k et l leurs accroissements correspondant à l'accroissement h de X'^ on aura
Ct> et (û' étant infiniment petits avec h. On tire de là
et puisque l'on suppose F\x) — f {^) différent de zéro, le second membre finira par être de même signe que
Ainsi^ en supposant F' ( x) ^f {x) , on aura k^lsihesl positif. Mais si h est négatif, on aura k<^L
Dans tout ce qui précède il s'agit de valeurs algébriques, et non de grandeurs absolues.
81 • Nous avons vu que le rapport fixe = était ton-
jours compris entre le plus petit et le plus grand des rap-
ports T 9 quelque près qu'ils soient de leurs limites, et, par
^^uséquent, que ce rapport fixe était compris entre la plus petite et la plus grande de ces limites, qui sont les diffé- '^lites valeurs que prend la dérivée F'(x) quand x passe ^ Jp« à X. Si donc la fonction F'(ar) est continue, c'est-à-
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dire si elle ne peut passer d'une valeur à une autre qu'eu passant par toutes les intermédiaires, il y aura entre x^ et X une certaine valeur de x qui rendra F' (x) égal à la
quantité intermédiaire — — — • Désignant cette valeur de x
par Xi^ on aura ainsi
lzill = r{^,), ou Y-ro==(X-a:.)F(ar.),
ce qui revient à dire qu'entre les points de la courbe, dont les coordonnées sont x^^ jr^ et X, Y, il en existe un où la tangente est parallèle à la corde qui joint les points extrêmes.
Rematique. — Cette formule entraîne évidemment cette proposition importante démontrée tout à l'heure, et que nous énoncerons spécialement :
Une expression dont la dérwée par rapport à x est nulle, quel que soit x, est nécessairement constante, c'est' à-dire indépendante de x.
82. L'équation - = F' [x) 4- co démontrée, quelle que soit la fonction F, peut se mettre sous la forme
M désignant une fonction finie de x et de h qui tend vers F'(ar) quand h tend vers zéro.
Si, dans cette fonction M, on changeait x en x -\- h^^ ell^ subirait un accroissement qui, d'après la proposition gêné — raie, serait de la forme M^ Aj, Mi désignant une fonction d^ x^hexhi qui reste finie, quelque petits que soient A et A| ^* Si l'on désigne par h^ l'accroissement que subit alors A:, o aura
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Sî de même on change x en x + h^ dans Mi, il croîtra d'une quantité de la forme M, A,, Mj étant une quantité finie dépendant de x, A, A,, /?,; désignant par A, l'accroissement de A:,, on aurait
et 1 on pourrait continuer de même indéfiniment.
Si Ton suppose que les accroissements successifs donnés à X soient égaux, on aura
et ainsi de suite indéfiniment.
On arriverait ainsi à cette proposition générale :
Un accroissement d'un ordre quelconque d'une fonction, correspondant à un accroissement constant à chaque opération, et infiniment petit du premier ordre^ de la variable dont elle dépend^ est un infiniment petit d'un ordre égal au nombre de ces opérations.
83. Ces accroissements de différents ordres peuvent facilement être représentés géométriquement par la considéralion de la courbe dont x ely seraient les coordonnées.
Soient M (fig- 29) un quelconque de ces points,
M', M'', M''', ... les points de la courbe correspondant aux points P', P'^ V" En prolongeant la corde MM'
jusqu'à TordMinée suivante en I, on aurait, en menant
MH, M'H', . . . parallèles à AX,
Maïs M'^H' n'est autre chose que l'accroissement de y en parlant de x -f- A^ donc il est ce que devient k quand on y change x en j: -h A, et, par conséquent, M"H' — M'H ou
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— IM'' sera raccroissement de A, que nous avons désigné par A^i .
Si Ton prolongeait maintenant M'M'' jusqu'à l'ordonnée suivante, on aurait une ligne correspondant à IM'', qui serait la valeur de Aj, dans laquelle on changerait x en X + h^ puisqu'on ferait les mêmes opérations en partant de M' que l'on avait faites en partant de M. On aurait donc l'accroissement de k^ ou h^^ en retranchant ces deux lignes, en les affectant du signe convenable, et l'on formerait ainsi les accroissements des divers ordres successifs.
On pourrait prendre une autre représentation géométrique d'une fonction et de ses différences successives A, Al, A:,, . . . : par exemple, supposer que x représente la longueur de l'arc d'une courbe et y le rayon vecteur cor-t respondant, ou l'inclinaison de la tangente, ou toute autre grandeur dépendant de la longueur x de l'arec on ferait croître l'arc par degrés égaux entre eux, et l'on considérerait les valeurs correspondantes dej^, sur lesquelles on ferait les opérations que nous venons d'indiquer dans le système de coordonnées rectilignes ^ mais les représentations géométriques seraient beaucoup moins simples.
Du problème réciproque,
84. Dans ce qui précède, nous avons supposé que tous les points d'une courbe étaient donnés, soit par une équation, soit par un mode quelconque de génération, et nous nous proposions de trouver la tangente en un quelconque de ces points. On pourrait réciproquement se donner l'équation générale ou un mode de génération de toutes les tangentes à une courbe inconnue, et se proposer de déterminer le point de la courbe qui se trouve sur une quelconque de ces tangentes. Ce problème inverse se résoudra au moyen de la remarque suivante.
Le point de contact d'une tangente à une courbe quelconque est la limite de son point de rencontre avec une tangente infiniment voisine.
Soient, en efiet, TMT' {fig- 3o) une tangente fixe, M son point de contact, M' un point de la courbe, infiniment voisin de M, UM' la tangente en M' et I son point de rencontre avec T'T. La corde MM' tend vers zéro lorsque M' tend vers sa limite M, et c'est le plus grand côté du triangle MIM'; car, d'après la définition de la tangente, la sécante MM' tendant vers zéro fait avec la tangente en M ou M' un angle dont la limite est zéro ; l'angle I opposé à MM' tend donc vers les deux droits, et le côté MM', opposé au plus grand angle, est le plus grand du triangle. La distance IM, plus petite que MM', tend donc vers zéro; et, par conséquent, lé point fixe M est la limite du point de rencontre I de la tangente en M avec une tangente infiniment voisine.
De la résulte la solution du problème, qui consiste à déduire tous les points d'une courbe de la connaissance de toutes ses tangentes. Pour cela, on considérera l'une quelconque de ces dernières, et l'on cherchera sa rencontre avec une tangente voisine d'après les équations connues de ces lignes, ou d'après la loi donnée de leur construction -, on déterminera la limite de ce point lorsque la seconde tangente s'approche indéfiniment de la première : on connaîtra ainsi le point de la courbe qui se trouve sur une tangente quelconque. Le problème revient ensuite à une recherche ordinaire de lieu géométrique.
Il est bien certain que, si l'on admet qu'il y ait une courbe tangente au système des lignes données, on la trouvera par le procédé que nous venons d'indiquer 5 mais^ si l'existence de cette courbe n'était pas admise, il est facile de reconnaître que celle que l'on obtient sera effectivement tangente à toutes les droites du système qui auront des points communs avec elle. En effet, considérons deux de ces droites
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telles, que dans le passage continu de Tune à l'autre chacune rencontre toujours celle qui suit, quelque voisine qu'elle en soit , faisons passer une courbe par tous les points de rencontre successifs de chacune d'elles et de celle qui la suit à un intervalle infiniment petit. Cela peut se faire d'une infinité de manières : il sujO^a que la forme d'équation choisie renferme assez de constantes indéterminées. Or chaque droite est coupée par celle qui la précède et par celle qui la suit en deux points qui sont d'autant plus près du point du lieu limite que les droites sont plus voisines; la distance de ces deux points ou la corde interceptée pai* la droite dans la courbe variable peut donc devenir moindre que toute grandeur donnée, et, par conséquent, les droites du système sont aussi voisines qu'on voudra d'être tangentes à la courbe variable. Donc, enfin, la limite de cette dernière, ou le lieu des points limites, est tangent à toutes les droites.
Cette proposition est un cas particulier d'une plus générale que nous traiterons avec plus de détail par la suite.
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APPLICATION DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES A QUELQUES
EXEMPLES
85. Parabole. — En la rapportant à son axe et à la tangente au sommet, son équation est
la valeur de la sous-tangente TP {Jig- 3i), a pour expression, d'après la formule générale,
TP = :rlim7.
Pour trouver Km -r» il faut exprimer que l'équation de la
courbe est satisfaite par j: 4- A, 7 -H A", ainsi que par ar, y ^ ce qui donne
et, en retrancliant les termes égaux,
TP — '^ —IX
La sous-tangente est donc double de l'abscisse du point d^ contact \ ce qui donne une construction très-simple de ï -^ tangente.
Si au lieu de la sous-tangente on cherche l'angle MTXT ^ on aura
tangMTX=:lim-==^;
de sorte que, si l'on prend PN = /?, l'angle cherché sera, égal à PMN \ la tangente sera donc perpendiculaire à MN. Cette dernière ligne est donc la normale, et la sous-normale est constante et égale à ^ ^ ce qui donne une construction simple de la normale et, par suite, de la tangente.
86. Supposons maintenant la parabole rapportée à sa directrice et son foyer F. Les coordonnées seront un rayon vecteur et une abscisse, et l'équation sera
On aura alors k = A, et en prenant deux quantités égales quelconques PH, MQ, puis élevant en H et Q des perpendiculaires à AX, FQ, on aura un point S de la tangente. Onvoit que la ligne MS partage en deux parties égales l'angle de FQ avec une parallèle MI à l'axe, vu l'égalité des deuic triangles SMQ, SMI. Cette propriété donne une autre construction fort simple de la tangente.
87. Ellipse et hyperbole, — L'ellipse rapportée à ses axes a pour équation
Pour avoir la limite du rapport -> on remplacera or et j
p3r a: -f- A, j^ -f- A^, et, en retranchant les deux équations, on aura
ià}yk -f- a'^»-f- ih^xh -f- b^h^z= o,
et, en divisant par A,
Prenant les limites de tous les termes, on aura, d'après le principe fondamental des limites.
où
T.a^X Km Y -f- 2 b^x z=z o ; h
lim - = — - = tang»,
^ désignant l'angle de la tangente avec Taxe des x.
Le même calcul, fait en partant de l'équation de l'hyper- *>ole à} y — i'x* = — û'i*, donnerait évidemment
h'^x tan£[b> r= — — -•
S8. Considérons maintenant l'ellipse rapportée à ses deux ^^yers 5 son équation sera
^^ l'on aura
Si donc on prend sur FM prolongé {fig» Zi) une quan- ^ité arbitraire MH; que de M vers F' on prenne une quan- ^té égale MK^ qu'en H et K on élève des perpendiculaires * FlVl, F' M, et qu'on joigne leur point de rencontre S au P^ixit M, on aura la tangente à l'ellipse. Il est évident
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qu'elle partage l'angle HMF' des rayons vecteurs en deux parties égales.
S'il s'agissait d'une hyperbole, on aurait
on devrait donc alors porter au delà de M une longueur MK' = MH et élever en H et R' des perpendiculaires aux rayons vecteurs, puis joindre leur point de rencontre S' au point donné M, et l'on aurait la tangente. On voit qu'elle divise l'angle HMK' en deux parties égales.
89. Exemple des coordonnées angulaires, — Considérons maintenant le système des coordonnées où un point M [fis- ^^) ^^^ déterminé par les angles a, 6, que les droites menées de ce point à deux points fixes A, B forment avec AB, et prenons l'équation simple
qui représente un segment capable du supplément de a, et décrit sur la corde AB. On aura alors
et l'on devra prendre (n° 74) deux longueurs MP, Ml
„ MP sina MB . ,,
telles, que •— - = -:— - = — — ? et construire sur elles un pa- ' ^ MI sinS MA *
rallélogramme MPSI^ la diagonale MS sera la tangente. Or les deux triangles AMB, MIS, ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, sont semblables : d'où il suit que Tangle IMS est égal à a, et que MSI ou TMA est égal à 6.
La tangente fait donc avec chacun des côtés MA, MB un angle égal à celui que l'autre fait avec la base AB, conune cela est évident par la mesure des angles.
Spirale d*Archimède. — Soient OX [fig* 34) la
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direction à partir de laquelle on compte les angles 0 ; O le pôle, M un point quelconque de la courbe, OM = r, et a une ligne donnée; Tëquation de cette courbe est
l'angle OMT de la tangente avec OM est donné par la formule générale
tango» = T lim - •
Or, d'après l'équation de la spirale, on a
k-=^ ah\ donc, 0) étant 0M1\
tangOMT=:- — 0.
Si l'on mène la normale MN et la perpendiculaire NOT à OM, les lignes OT, ON sont, dans le système des coordonnées polaires, la sous-tangente et la sous-normale : dans le cas actuel, on aura
OT = r tangOMT = r 6, ON = -— - = a.
La sous-normale est donc constante, ce qui donne une construction bien simple de la normale et, par suite, de la tangente.
Le rayon vecteur OM augmentant indéfiniment avec 0, et ON restant constant, l'angle OMN tend vers zéro; le rayon vecteur tend donc indéfiniment à être perpendiculaire à la tangente^ sans le devenir jamais.
Archimède, au lieu de la sous-normale, avait cherché la sous-tangente; il avait démontré que sa longueur était égale à l'arc de cercle MR décrit de O comme centre avec OM pour rayon, et termiaé à l'axe OX, ce qui n'est autre chose que r9, comme nous l'avons trouvé.
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91 . Spirale logarithmique, — L'équation de cette spirale est, en désignant par m une ligne donnée, p^u* a un nombre que nous supposerons plus grand que Funité,
r = ma^.
En considérant les valeurs négatives de 0 comme devant être portées en sens contraire des positives, on a une infinité de spires convergeant vers le point A [fig* 35), qu'on nomme pour cela asymptotique. Les valeurs positives de 9 donnent une infinité de spires qui s'agrandissent indéfiniment. Pour avoir l'angle AMT de la tangente avec le rayon vecteur AM, il faut chercher la limite du rapport des accroissements A et A de r et 0, et diviser r par cette limite.
Or on a
et nous avons fait voir (n** 36) que la limite d'une expression de la forme j lorsque u tend vers zéro, est r-^*
u ^ ^ log^
Il en résulte que lim — - — = — ^ = la, en désignant par la caractéristique / les logarithmes pris dans la base de
Néper-, et, par conséquent, lim - == ma^la.
On aura donc
tangAMT =
Ainsi tous les rayons partant de A sont également inclinés sur la spirale.
Exemple où l'on n'emploie pas l'équation de la courbe —
92. Cjcloïde. — D'après la génération de cette courbe--sr nous avons vu (n° 37) qu'il fallait, pour en avoir un poin
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quelconque M (fig- 1 1), prendre à partir de son origine A une longueur arbitraire AT, tracer le cercle générateur tangent en T à l'axe AB et prendre l'arc TM égal à AT. Ces deux lignes AT et TM constituent bien un système de coordonnées, dans le sens le plus général du mot, et Téquatîon de la courbe serait TM = AT ^ mais les équations seraient si compliquées en l'employant pour d'autres courbes que nous n'avons pas du le considérer dans les méthodes générales exposées précédemment.
Nous avons vu encore que, pour passer du point M à un autre point M', il suffisait de prendre sur le cercle TM un arc MI, mener par I une parallèle à AB et prendre IM' = MI.
Cela posé, menons les cordes MI, MM' \ la tangente en M à la cycloïde sera la limite de la direction MM', et la limite de la direction MI sera la tangente au cercle TM. Mais, dans le triangle MIM', le rapport des sinus des angles
en M, M' est celui des côtés MI, IM' ou rrjrr -, et la limite
de ce dernier ne sera pas changée si l'on remplace la corde MI par l'arc de cercle sous-tendu, dont le rapport à la
corde a pour limite l'unité. Mais — — - = i : donc la limite ^ arc MI
du rapport des sinus de M et M' est i, et par conséquent les limites des sinus sont égales \ et comme l'angle I de ce triangle a pour limite celui de la tangente en M au cercle avec MS, il en résulte que les limites des deux angles M, M' sont égales à la moitié du supplément de ce dernier, ou à l'angle UMQ. Donc MU est la tangeAte, et MT' la normale.
93. Conchoïde. — Supposons que d'un point donné A ijîg' 36] on mène à un point quelconque M d'une courbe donnée une droile sur laquelle on porte une longueur con-
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stante MN, on formera une nouvelle courbe^ on propose de lui mener la tangente NU en un point quelconque N, connaissant la tangente MT au point correspondant M de la première.
Soient M', N' deux points correspondants des deux courbes, infiniment voisins de M et N 5 il s'agît d'avoir la limite de la direction de la droite NN'-, décrivons de A comme centre les arcs MH, NK ^ comme M' N' = MN, on aura HM' = KN'. Dans les triangles rectilignes M M' H, NN'K, les angles H, K ont pour limites des angles droits^ Tangle M' a pour limite TMA, N' a pour limite DNA, et c'est ce dernier qu'il faut déterminer.
Or on a
sinN^ _ NR sin M^ _ MH 'smN""~KN'' sînM""HM'' d'où
sinN smM et passant aux limites,
tangUNA : tangTMA : : AN : AM.
Connaissant tangUNA, on construira facilement la tangente NU.
Lorsque la courbe donnée se réduit à une ligne droite XY, la seconde devient ce qu'on appelle conclioïde, imaginée par Nicomède pour la construction du problème des deux moyennes proportionnelles. Dans ce cas, l'angle TMA
ifig' 37) est XMA, et sa tangente est t^rrr' ^^ étant perpendiculaire sur XY. La proportion précédente devient alors
AB
tangUNA : — :: AN : AM :: aq: ab;
d'où
tangUNA = ^.
Si donc on prend BE = AQ, BME sera l'angle cherché UNA.
. Cjssoïde. — Soient AB [fig. 38) le diamètre d'un cercle donné 5 BU sa tangente en B \ A V une sécante quelconque partant de A-, M son point de rencontre avec le cercle. Si l'on prend VK = AM, le lieu des points N est la cjrssoïde de Diodes, que ce géomètre d'Alexandrie imagina encore pour le problème des deux moyennes.
Soit la sécante infiniment voisine AM'N'V'5 NN' sera la sécante à la cyssoïde, et sa limite sera la tangente cherchée.
Décrivons de A comme centre les arcs de cercle M'H, NI, VK; le point, en passant en N', se sera éloigné de A de la quantité KV-h MH, puisqu'on porte, à partir de l'extrémité V, qui s'est éloignée de la quantité de KV, une longueur moindre que AM de MH.
Dans le triangle rectiligne NIN' l'angle I tend vers un angle droit, et par conséquent les deux autres N, N' vers des limites complémentaires ', il en sera de même dans les triangles MM'H, NN'I, en H et K. Or on a
sin W _ IN^ __ HM -f- KV^ HM _ m^ U'R __ MH AM\ sinN'"~lN~"' ÏS ' 1n"~"M'H' IN ""MU AN'
KV KV KV KV AV
IN KV IN KV AN
Considérons maintenant les triangles rectilignes M'HM, K.VV', et représentons leurs angles par la seule lettre du Sommet^ on aura
HM sinM^ KV mdV M' H "~ sIdM"' KV "" sinV *
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Cela posé, désignons par w la limite de l'angle N', ou l'angle de la tangente de la cyssoxde avec son rayon vecteur AN, et par 0 l'angle MAB^ nous trouverons immédiatement, en passant aux limites,
AM , AV , (AM-4-AV) MB cot«=—taDge-f— tangos AN Âm'
ce qui se construira facilement.
95. Quadratrice. — Soient A [fig- Sg) le centre d'un cercle, CB un quadrant. Supposons un rayon qui se meuve uniformément de AB en AC, et une ligne qui se meuve parallèlement à AB d'un mouvement uniforme, en partant de cette première position en même temps que le rayon mobile et arrivant en même temps que lui en C ^ les intersections successives de ces deux lignes mobiles forment un lieu qu'on nomme la quadratrice : elle porte le nom de Dinostrate, soit que ce géomètre l'ait imaginée, soit seulement qu'il l'ait appliquée à la quadrature du cercle.
Cela posé, proposons-nous de mener la tangente en un point quelconque M d^e cette courbe. Soit M' un point infiniment voisin de la même courbe -, il s'agit de trouver la limite de la direction MM', ou la limite de l'angle M'MP. Abaissons M'I perpendiculaire sur MP. D'après la loi du mouvement angulaire de AN, et du mouvement de translation de PM, on aura la proportion
M' AM : - :: P'p : AC : : m'i : ac.
Or
M'Ir^M'MsinM'MI,
Tif/i»T .--sinM'AM-
M'M = AM
smAM'M '
donc
M^'l _AMsinM^MI
sinM'AM ~" sinAM'M
Prenons les limites des deux membres. On pourra, sans
changer celle du premier, remplacer le sinus par Tangle,
et, d'après la première proportion, on trouve pour résul-
* 2AC tat •
Désignons par w la limite de l'angle M' MI, celle de AM'M sera PMN — w, et Ton aura
sinu 2AG
sin(PMN — «) ttAM
Cette équation donne immédiatement la valeur de tang&) ^ mais elle fournit aussi une construction simple de la tangente, puisque cette ligne divise Tangle connu PMN en deux parties dont le rapport des sinus est connu et égal à celui du cercle au quart de sa circonférence. Il suffit de déterminer un point de cet angle tel, que le rapport des perpendiculaires abaissées de ce point sur les deux côtés de l'angle soit celui de deux lignes données, ce qui n'oflre aucune difficulté.
La solution de ce problème dépend, comme on le voit, du rapport de la circonférence au diamètre, ou de la quadrature du cercle.
Lorsque le rayon AN a décrit un angle droit, il est évident que le point M se trouve en C^ l'angle PMN devient droit et l'équation ci-<lessus devient
tangu = -9
ce qui donne la direction de la tangente en G.
Si l'on voulait connaître la position de M au moment du départ, où les deux droites mobiles se confondent avec AB,
il faudrait chercher la limite de AM quand l'angle NAB tendrait vers zéro. Or on a, pour un point quelconque du lieu, en désignant l'angle NAB par 9 et AM par r,
AC
sinO
La limite de r est donc - — ; et, portant cette valeur de A en S, le point S appartiendra à la quadratrîce.
Exemples de la détermination des points d'une courbe
par ses tangentes.
96. P' Exemple. — On donne deux points fixes B, C {Jig'4^) sur deux droites indéfinies AX, AY. Une droite MN se meut de manière que l'on ait constamment la proportion BM : MA :: AN : NC. Trouver la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela on cherchera :
1° La limite du point de rencontre d'une quelconque de ces droites avec les droites infiniment voisines ^
2° Le lieu de ces points limites, pour toutes les positions deMN.
1° Soient
AC=:a, AB=b, A]S = w, AM = »'; on aura, pour toutes les positions de MN,
b — çiç II u: a — ££, d'où at^ '\- bu = ab^ et pour la position M'N' on aura
d'où résulte
t.NN'— «M'M = o ou --— -T-z=->
KN' a
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et le point O', limite de O, sera déterminé par la limite du
MO rapport — .
Si par M' on mène une droite M'I parallèle à AX, la
limite de —- sera précisément la même que celle de p-:j^ ou
Yyj^ î et Ton aura cette suite d'égalités
J[0_Ma_M'I M^M_« h
ON "■ NN' "^ iTM* nF" "" JT'ût' donc
MO^ _ bu NO' '~^'
a® Les coordonnées a:, y du point O' ainsi déterminé satisferont aux proportions suivantes :
xlu — xl'.bulav
et
9 — X',Xl\JClu — .r, ou tt J -f- par = «p.
Eliminant u et u entre ces deux équations et la première ai^ + iu = ai, on trouve pour équation du lieu
( ajr — bx — aby =z ^ab'x ou
(ax — bxf — la^by — 'xab'^x H- a^b^ = o,
ce qui détermine une parabole tangente en B et C aux deux droites AY, AX.
97. H" Exemple. — Une droite mobile NN coupe deux droites fixes AX, AYde telle sorte, que AM-f- AN soit égale à une constante a. Trouver la courbe à laquelle elle est <^onstamment tangente.
Si l'on pose AN = u, AM = v^ la condition donnée sera
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exprimée par réquation
La droite MN est donc déterminée par une équation qui n'est qu'un cais particulier de la précédente, et correspond à i = a.
La solution de la question proposée s'obtiendra donc en faisant b = a dans celle de la précédente, ce qui donnera
98. IIP Exemple. — La droite MN {fig- 4i) se meut de telle sorte, que le triangle AMN, qu'elle détermine par ses intersections avec les lignes données AX, AY, ait une aire constante; on demande la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela, il faudra d'abord déterminer la limite I du point où cette droite, dans une quelconque de ses positions, est rencontrée par une droite qui s'en approcbe indéfiniment, en satisfaisant constamment à la condition de l'aire invariable; et ce point I étant connu, pour une position quelconque de MN, on cherchera le lieu de ces points pour toutes les positions de cette droite.
i** Soit O l'iùtersection de la droite MN par une autre infiniment voisine M'N'.
Les deux triangles MOM', NON' seront équivalents, et comme ils ont l'angle égal O, on aura
MO.M'0=:NO.N'0, et passant à la limite,
Le point I est donc le milieu de MN.
2° Pour avoir le lieu des points I relatifs à toutes les positions que prend MN, en supposant que le triangle AMN
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soit constant, ou que Ton aît AM. AN = m*, soient x, y les coordonnées de I, on aura
AM = 2j^, AN = 2x, et par suite
^xy -==. /w* ou xy = -7—
Le lieu est donc une hyperbole ayant pour asymptotes AX, AY.
99. rV* Exemple. — Une droite MN [fig^ 4^ ), qui a une longueur constante m,^ se meut de manière que ses extrémités restent sur les côtés d'un angle droit YAX^ on demande la courbe à laquelle elle est toujours tangente.
Soit M'N' une position infiniment voisine de MN, ces
lignes se coupent en O, et il s'agit de trouver la limite I de
ce point. On la connaîtra si l'on détermine la limite du
MO . IM
rapport rr= > qui ne sera autre que — •
Si de O, comme centre, on décrit les arcs de cercle M'H, NK, on aura MH = KN', puisque M'N' = MN5 et
comme le rapport jrrz a évidemment la même limite que
-— » il suffit de connaître cette dernière, qui est la même,
d'après les triangles semblables, que celle du rapport des cordes M'H, NK. Or ce dernier est facile à obtenir au moyen des triangles rectilignes infiniment petits MM' H, NN'K. Si Ton désigne leurs angles par la lettre du sommet, on aura
M^H_ sinM NK __ sinTT MH "~ sin M' ' KN' "" sidN"' d'où
sin M sin N'
M'H:NK::
sin M' ' sinN
Mais les angles H et K ayant pour limite des angles droits, les limites des angles aigus sont complémentaires. Ainsi la limite de M^ est le complément de M 5 d'ailleurs la limite de N' est MNA : donc la limite de N sera complément de MNA. De sorte qu'en égalant les limites des rapports de la dernière proportion, on aura
,. M' H tangM
"°ï —-—- = ^r;r— - = tang'M ;
NK tangMNA ^
donc
MI ân'
Ceci donne une construction facile du point I; car' si l'on abaisse de A une perpendiculaire AP sur MN, le rapport
des deux segments NP, PM étant — j sera égal à ===- et ,
_ AN AM
MI = 9 NI=: î
d'où il est facile de déduire les coordonnées x, jr du point M, car on a
r MI X m
donc
AN m ' AM m '
an' am'
m^ ni*
et l'on aura Téquation entre a:, jr en éliminant AM, AN
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entre ces deux équations et la suivante AM -f- AN = m*. On trouve immédiatement
qui est Péquation du lieu demandé.
100. Ilpeut se faire que les considérations géométriques soient moins commodes que le calcul algébrique, et voici la marche qu'il faut suivre alors.
L'équation générale des droites données reniërme un paramètre qui change de Tune à l'autre. Soit a ce paramètre; cette équation sera donc de la forme
F et y désignant des fonctions connues.
Changeant a en a + A, on aura Téquation d'une droite voisine, qui sera
l'abscisse du point de rencontre sera donc donnée par l'équation suivante :
Il faut maintenant faire tendre h vers zéro et chercher la limite de X] ce sera l'abscisse du point cherché, et l'équation de la droite fera connaître par suite l'ordonnée.
Mais si on laissait l'équation sous cette forme, elle n'apprendrait rien en prenant les limites de ses deux membres, puisqu'on ne trouverait autre chose que o == o. Le plus ordinairement il est facile de voir les réductions qui s'opèrent par les soustractions indiquées, et l'on reconnaît un facteur commun h à tous les termes 5 en le supprimant et passant aux limites des deux membres, on obtient alors la
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valeur limite de x \ mais rien n est plus facile que de formuler le résultat en général. En effet, si Ton divise par h tous les termes de la dernière équation, et qu on prenne ensuite les limites, on trouvera, d'après la définition et la notation des dérivées des fonctions
Cette équation, jointe à la première j^ = xY[a) -l-y(«)î détermine les deux coordonnées du point du lieu, et l'équation du lieu lui-même résultera de l'élimination de a entre ces deux équations. Si, pour la facilité des calculs, on ne réduisait pas à l'unité le coefficient de y^ on aurait trois fonctions de a au lieu de deux, et l'on procéderait d'une manière tout à fait semblable.
Prenons, par exemple, le cas traité précédemment, où les droites mobiles jouissent de la propriété de déterminer sur les côtés d'un triangle YAX des segments dont la somme soit égale à une constante a.
Si l'on désigne par a le segment de l'axe des x, l'autre sera a — a, et l'équation générale des droites
OLy -\- {a — ol)x = a{a — a) ;
cbangeant a en a H- A, il vient ^ en retranchant les deux équations membre à membre,
jrh — xk = ah — 2a^ — ^%
ou, en divisant par ^,
jr — x=i a — 2« — hm
Cette équation, conjointement avec la première, détermine le point de rencontre qui varie avec h. On aura sa limite en supposant h = o\ ce qui réduit la seconde équation à
et ron voit que c'est comme si l'on avait pris les dérivées par rapport à a dans tous les termes de la première.
L'élimination du paramètre a entre ces deux équations donne l'équation suivante :
qui est celle du lieu, et qui coïncide avec celle qui a été trouvée dans le second exemple. Nous généraliserons ces théories par la suite ^ nous nous écarterions de notre objet en nous y arrêtant plus longtemps.
Caleuiinf. D. —1. <)
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DES SURFACES COURBES
101 . Longueur des courbes. — La notion de longneur est une de celles qui ne sont pas susceptibles de définition; mais, comme nous avons déjà eu plusieurs fois occasion de le dire, ce qu'il est toujours indispensable de définir, c'est l'égalité et l'addition des quantités que l'on considère, sans quoi elles ne pourraient donner lieu à aucune comparaison ni à aucun raisonnement précis.
L'égalité en Géométrie se définit par la possibilité de la coïncidence. H n'y a donc aucune difficulté à se faire idée de droites égales ou d'arcs égaux dans des cercles de même rayon. L'addition se faisant en portant les lignes à la suite les unes des autres dans des directions arbitraires, on conçoit ce que c'est qu'une ligne brisée double, triple d'une autre, et en général dans un rapport quelconque avec une autre ligne droite ou brisée. Il en est de même pour les arcs de cercles de même rayon, comparés entre eux.
Mais quand il s'agit de lignes courbes quelconques, l'égalité ne peut plus exister, la superposition étant impossible; il peut tout au plus y avoir équivalence. Maïs qu'est-ce qui deux arcs équivalents ? et en particulier qu'est-ce que 1 longueur d'un arc de courbe rapportée à une ligne droite La définition générale au moyen de laquelle la notion d longueur est ramenée au cas de la ligne droite est la suivante :
La longueur d'un arc de courbe est la limite vers
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quelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cet arc, et dont les côtés tendent indéfiniment vers zéro.
Mais il faut démontrer que cette limite existe et est unique, quelle que soit la loi suivant laquelle les côtés de ce polygone tendent v^rs zéro. Nous pouvons supposer que l'arc soit convexe dans toute son étendue, c'est-à-dire ne puisse être coupé par une droite en plus de deux points. S'il en était autrement, on le partagerait en plusieurs parties séparément convexes :'il en sera de même des polygones inscrits. Cette condition n'est nullement indispensable, mais elle facilite les raisonnements.
Gela posé, concevons d'abord qu'il y ait deux cordes égales inscrites dans Taxe convexe que l'on considère ; puis inscrivons-en deux égales dans chacune des deux subdivisions de cet arc, et de même deux égales dans chacune des nouvelles subdivisions, et ainsi de suite indéfiniment, de sorte que le nombre des côtés soit exprimé par la formule 2"^ n croissant indéfiniment. Le périmètre croîtra constamment et, comme on peut facilement assigner une quantité finie audessous de laquelle il reste toujours, il tendra évidemment vers une certaine limite. Il reste à démontrer que tout autre mode de division de l'arc conduirait à la même limite.
Considérons, en effet, deux polygones inscrits ayant les côtés extrêmement petits, l'un appartenant à la série que nous venons de désigner, et le second correspondant à toute autre loi d'inscription; menons des ordonnées par tous les sommets de l'un et de l'autre : les deux périmètres seront partagés par ces ordonnées en un même nombre de parties, et celles qui seront comprises entre deux ordonnées consécutives auront un rapport d'autant plus près de l'unité que les côtés seront plus petits; car leurs directions diiléreront infiniment peu de celle de la tangente voisine. D'où il suit que le rapport des deux périmètres tend indéfiniment vers l'unité à mesure que les côtés tendent vers zéiro. La limite
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obtenue par le premier mode de division est donc la même que pour tout autre.
n est bon d'observer qu'on trouverait encore la même limite si les sommets du polygone n'étaient pas sur la courbe même, mais en étaient infiniment voisins, et que les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions celles des tangentes aux points infiniment voisins. On pourrait encore considérer des polygones circonscrits à la courbe; on pourrait même prendre une suite de lignes séparées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des parallèles qui coupent Tare de courbe et soient infiniment voisines les unes des autres; si par cbaque point de division on mène une tangente, la suite discontinue des portions de ces tangentes comprises entre le point de contact et la parallèle voisine aura, d'après les raisonnements précédents, la même limite que le 'périmètre inscrit. Ce procédé a été employé par Fermât. On trouverait encore bien d'autres manières de parvenir à la même limite par des sommes de lignes droites; la seule condition nécessaire est que ces sommes et les périmètres inscrits se composent d'éléments correspondants dont le rapport ait l'unité pour limite.
Remarque. — Tout polygone circonscrit à un arc de courbe cons^exe est plus grand que cet arc. Car, si entre deux points de contact consécutifs quelconques on mène une tangente, il en résultera un polygone circonscrit d'un périmètre moindre que le précédent. En agissant de même pour ce nouveau polygone, et ainsi de suite indéfiniment, le périmètre de ces polygones va toujours en diminuant et a pour limite la longueur de l'arc; donc cette longueur est moindre que celle du polygone circonscrit quelconque d'où l'on était parti. Un raisonnement analogue prouve que la longueur de l'arc est plus grande que celle de tout poly^ gone inscrit.
Il résulte de là que tout arc convexe est moindre qu'un
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ligne quelconque qui Tenveloppe, en partant des mêmes extrémités. Il suffit en effet de concevoir un polygone circonscrit au premier arc et ayant les côtés assez petits pour n'avoir aucun point commun avec le second et un polygone inscrit à celui-ci et qui enveloppe le premier. Ce dernier sera moindre que celui qui l'enveloppe, comme on le prouve dans la Géométrie élémentaire ] donc, à plus forte raison, l'arc inscrit sera moindre que l'arc circonscrit au plus grand polygone.
On verrait de la même manière qu'une courbe convexe fermée est moindre que toute ligne qui l'enveloppe.
Voici encore une remarque qui n'est pas sans utilité. Soient AB (fig* 43) un arc convexe quelconque, AC Une droite menée de l'extrémité A et ayant même projection AP sur une ligne AU. Si toutes les tangentes de A en B forment avec AU des angles aigus plus petits que CAU, la longueur AC sera plus grande que celle de l'arc AB. En effet, si l'on conçoit un polygone circonscrit à AB et dont les points de contact extrêmes soient A et B, il sera plus grand que l'arc ^ mais il sera plus petit que AC, car, si par tous les sommets on mène des parallèles à PBC, les parties de AC comprises entre ces parallèles seront plus grandes que les côtés correspondants du polygone, qui font avec AU des angles aigus plus petits : la ligne AC est donc plus grande que Tiare AB.
On verrait semblablement que, si les tangentes en tous les points de A en B font avec AU des angles aigus plus grands que CAU, la droite AC sera plus petite que l'arc AB^ car on pourrait inscrire dans l'arc un polygone dont les côtés atiraient des directions assez voisines de celle des tangentes pour que leurs angles avec AU fussent plus grands que C'AU. Ce polygone serait alors plus grand que AC, et, à plus forte raison, l'arc AB le serait aussi.
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102. Aire des surfaces courbes. — Nous appellerons aire d'une portion de surface courbe la limite vers laquelle tend celle d'un polyèdre inscrit dont les faces sont infim-ment petites dans tous les sens.
n est encore nécessaire de démontrer qae cette limite existe et est unique, quelles que soient la figure des faces du polyèdre et la loi de leur décroissement. C'est ce que nous allons faire rapidement.
Pour cela il faut admettre la notion du plan tangent à une surface. On démontre dans la Géométrie élémentaôre que toutes les tangentes à une surface, menées par un quelconque de ses points, sont dans un même plan, et, par suite, que si par ce point et deux autres infiniment voisins pris sur la surface et non en ligne droite avec lui on fait passer un plan, ce plan tend vers une limite déterminée, à mesure que les deux points variables se rapprochent du jMremier; ce plan limite, qui contient deux tangentes, et qui, par conséquent, ne diffère pas de celui qui est le lieu de toutes les tangentes, est ce qu'on nomme le plan tangent. Au reste, nous reviendrons plus tard sur ce sujet.
Gela posé, concevons deux polyèdres inscrits dont les faces aient des dimensions infiniment petites, l'un faisant partie d'une première série de faces triangulaires, Tautre d'une série arbitraire. Si par tous les côtés de ces deux polyèdres on abaisse des plans perpendiculaires sur un même plan fixe, les faces se trouveront décomposées en parties planes ayant des projections égales sur le plan fixe, et qui seront, par conséquent, entre elles en raison inverse des cosinus des angles que leurs plans forment avec le plan de projection. Mais ces plans font un très-petit angle entre eux, puisqu'ils ont des directions très- voisines de celle d'un même plan tangent, et la limite de leur angle est zéro ^ donc la limite du rapport de deux parties correspondantes quelconques des deux surfaces polyédriques est l'unité 5 donc, si
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Vva^ des auLrfaces tend vers une limite, Tautre tendra vers la même.
103. Les mêmes raisonnements proureraient que l'aire d'un polyèdre circonscrit dont les faces ont des dimensions tendant vers zéro a la même limite que les polyèdres inscrits. Et il n'est pas même nécessaire qu'il y ait continuité dans sa surface ] on pourrait, par exemple, concevoir deux séries de plans parallèles infiniment voisins partageant la surface en parties infiniment petites dans tous les sens, puis, par un point pris dans chacune de ces parties, mener un plan tangent terminé aux quatre plans entre lesquels se trouve le point de contact. La surface discontinue formée par l'ensemble de ces parallélogrammes tangents aurait encore la même limite que toutes les précédentes, et l'on pourrait encore varier beaucoup la loi de ces surfaces sans ■cesser de trouver pour limite l'aire de la surface.
n suffit donc de démontrer qu'au moyen de l'un de ces procédés^ et en suivant une loi particulière, choisie à volonté, on tendrait vers une limite déterminée, pour qu'il soit établi que tout autre procédé et toute autre loi donneraient la même limite. Or c'est ce qu'il est facile de faire voir.
En effet, concevons un plan tel, qu'en y projetant la surùce donnée il ne se trouve pas deux de ses points ayant même projection, ce qui est toujours possible en partageant, s'il le faut, cette surface en plusieurs portions. Supposons ensuite une série de plans parallèles entre eux, perpendiculaires au premier et distants les uns des autres d'une quantité infiniment petite a ^ puis une seconde série de plans parallèles, distants les uns des autres d'une quantité infiniment petite S, perpendiculaires au premier plan de projection ainsi qu'à ceux de la première série. La surface se trouvera décomposée en parties dont la projection sera égale
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à aS ^ et si en un point d'une de ces parties on mène le plan tangent et qu'on désigne par w F angle qu'il fait avec le plan de projection, la partie de ce plan comprise entre les quatre plans infiniment voisins qui partent de la base aê aura pour
mesure • Elle sera donc égale au volume d'un parallé-
cosw ^ ^
lépipède qui aurait même base aS et pour Hauteur • Si
donc à chaque point de la surface on fait correspondre sur la même ligne projetante un point ayant pour ordonnée
z = 9 on engendrera ainsi une seconde surface dont
cos» °
la projection sera terminée au même contour. Le volume compris entre cette surface et le cylindre, qui a pour base sa projection, est, comme nous l'avons vu, la limite de la somme des parallélépipèdes zaS^ dont les bases aS sont prises dans toute l'étendue de la base du cylindre*, ce vo-
lume peut donc être représenté par Km 2 j cette somme
^ ^ ^ cosw
n'étant autre que celle qui se rapporte aux aires des parallélogrammes situés dans les plans tangents à la surface. Donc enfin celle-ci a une limite, comme nous nous proposions de le démontrer.
La définition que nous avons donnée de l'aire des surfaces courbes est donc indépendante de toute loi d'inscription ou de circonscription des faces planes, et conduit à une valeur unique et déterminée, exprimable en unités de surfaces comme les surfaces planes elles-mêmes.
Il est bon de remarquer qu'on trouverait encore la même limite si, au lieu de s'assujettir à prendre des faces planes, on prenait des surfaces courbes variables telles, que, pour les points situés sur une même ligne perpendiculaire au plan fixe de projection, les plans tangents à ces surfaces et à la proposée fissent entre eux des angles infiniment petits; car les faces planes qu'on circonscrirait à ces surfaces au-
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raient un rapport aussi près de Tunité qu'on voudrait avec les parties de ces surfaces et de la proposée, correspondant à la même projection sur le plan fixe : on trouverait donc encore la même limite pour leur somme.
Ejifîn on reconnaîtrait d'une manière analogue à ce qui a été fait pour les courbes que toute surface convexe est plus petite qu une surface qui Tenveloppe de toutes parts, ou qui l'enveloppe et est terminée au même contour.
Et de même une surface courbe est moindre qu'une surface plane ayant même projection orthogonale sur un plan, et faisant avec ce plan un angle aigu plus grand que tous ceux que font avec lui les plans tangents à la surface en tous ses points. L'inverse aurait lieu si tous ces derniers angles étaient au contraire plus grands que le premier.
104. ^rcs infiniment petits. — Un arc qui tend vers zéro finit généralement par être constamment convexe^ il est donc plus petit que la somme des tangentes menées à ses extrémités et terminées à leur point de rencontre ^ d'ailleurs il est plus grand que sa corde. Si donc on prouve que le rapport de cette corde à la somme des tangentes a pour limite l'unité, il en sera de même à plus forte raison du rapport de l'une ou de l'autre de ces deux dernières quantités à la longueur de l'arc. Or, si du point de rencontre on abaisse une perpendiculaire sur la corde, le rapport de chacun de ses segments à la tangente correspondante étant le cosinus d'un angle infiniment petit a pour limite l'unité. U en est donc de même du rapport de la corde entière à la somme des tangentes. Donc :
On peut substituer à un arc infiniment petit d'une courbe quelconque sa corde ou la somme des tangentes à ses extrémités, toutes les fois que cet arc est un terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite.
On peut encore substituer à l'arc une seule tangente k
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une de ses ibxtrémitës, pourvu qu'elle soit terminée à une droite passant par l'autre extrémité, et faisant avec la tangente un angle fini quelconque : car cette tangente et la corde, étant les deux côtés d'un triangle, et comprenant un angle qui tend vers zéro, sont dans le rapport des sinus de deux angles finis qui tendent à être supplémentaires \ la limite de leur rapport est donc celui de deux sinus finis égaux, c'est-à-dire l'unité.
i05. ^rcs de cycloïde, — Donnons un exemple simple de l'application de ces principes, et proposons-nous de mesurer un arc de cycloïde. Nous avons vu que la tangente au point M' [Jig' II) est MU 5 soit et l'angle qu'elle fait avec DA' et MK =^. La partie de tangente comprise entre les deux ordonnées infiniment voisines MK, M'K' sera égale . MH
cosa Or on a
CCS a ■= — ' j tanga =
Pour rentrer dans les procédés employés précédemment, il faut introduire, au lieu de MH, la différence M'H de deux^ consécutifs. Le triangle MM' H donne
MH = M'HtangMM'H;
et comme la corde MM^ fait un angle infiniment petit avec la tangente, l'angle MM' H diffère infiniment peu du complément de a, fet tang MM' H de cota. Si donc on remplace MH par M' H cota, on ne l'aura altéré que d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même *, il en sera donc
de même pour > et la limite de la somme ne sera pas
^ cosa ^
changée.
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D'après les équations ci*dessus, on aura
M'Hcota = ^= ^>
qui, divisëe par cosa, donne
et l'arc, pris, par exemple, depuis le sommet D, sera la limite de la somme des expressions de cette forme dans lesquelles^ passera par degrés infiniment petits M'H, de zéro à l'ordonnée de l'extrémité de l'arc à mesurer. Supposons que M soit cette extrémité ^ on aura donc
DM = Um v/â^ 2M'H.j"S
et, d'après une formule déjà plusieurs fois appliquée, on aura, en désignant par b l'ordonnée de l'extrémité M,
DM = 2 yâo^ = 2MU.
Lorsque le point M sera en A, on aura MU = aa, et par conséquent AD = 4^) ^^ 1^ longueur de la cycloïde entière ADB sera 8a.
406. Surfaces infiniment petites. -7- Si l'on considère une surface courbe infiniment petite dans tous les sens et que, par tous les points de son contour, on mène des lignes perpendiculaires à un même plan, il yient d'être démontré que l'aire de cette portion de surface est moindre que celle de la portion du plan tangent faisant le plus grand angle aigu avf le plan de projection, et plus grande que celle du plan gent faisant le plus petit angle, ces portions de plan étant déterminées par le cylindre projetant. Or ces deux aires {danes, étant dans le rapport inverse des cosinus des angles
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que les deux plans tangents forment avec le plan de projection, ont pour limite de leur rapport Tunité 5 donc on peut prendre Tune ou Tautre, ou toute intermédiaire au lieu de Taire de la surface infiniment petite, pourvu qu'elle soit un terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite.
407. application à une surface de réi^olution, — On coupera cette surface par des plans infiniment voisins perpendiculaires à Taxe, et à chacune des parties comprises entre deux plans consécutifs on substituera la surface du tronc de cône engendré par la portion de tangente à la courbe génératrice, comprise entre les mêmes plans : cette substitution est permise d'après les principes précédents, parce que les plans tangents à ces deux surfaces, aux points ayant même projection, font toujours entre eux des angles infiniment petits. La surface du tronc de cône est le produit du côté par la cirè»nférence décrite par son milieu 5 mais la limite de la somme ne sera pas altérée en prenant, au lieu du milieu, le point de contact lui-même, qui en est infiniment voisin.
Si donc on désigne par A l'aire cherchée, par y l'ordonnée de la courbe génératrice, par t la partie de la tangente comprise entre deux ordonnées infiniment voisines, on
On arriverait à ce même résultat en remarquant que la surface comprise entre deux plans est plus grande que celle du tronc de cône décrit par la corde et plus petite que le tronc de cône engendré par la tangente, augmenté de la surféCe plane engendrée par le prolongement de l'ordonnée jusqu'à la tangente, surface qui est infiniment petite par rapport à la première.
Prenons pour exemple la cjcloïde tournant autour de la
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ingénie D A'. Nous avons trouvé tout à l'heure que la valeur
e T pouvait être considérée comme égale a = — > a une
uantité près infiniment petite par rapport à t *, donc on ura dans ce cas, en partant du sommet D,
/ I A=27rlim2^2â5v(r-M'H=: — ^-^ = ^îfJ ^aor»
Y désignant l'ordonnée de l'extrémité de Tare générateur.
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CHAPITRE XVI
ÀPFUGAIIONS MÉCÂMQI3ES.
108. J^itesse. — Dans un mouvement unîforme on appelle vîtesse l'espace parcouru dans l'unité de temps, ou le rapport d'un espace quelconque au temps employé à le parcourir.
Dans un mouvement varié continu, c'est-à-dire tel, que dans aucun intervalle de temps, si petit qu'il soit, il ne soit uniforme, on aperçoit facilement qu'il n'y a pas lieu i considérer utilement ce rapport 5 mais y a-t-il cependant dans un pareil mouvement quelque chose qui ait une telle analogie avec la vitesse dans le mouvement uniforme, et une telle similitude dans la manière de l'employer, qu'il soit convenable de lui appliquer la même dénomination et de généraliser ainsi le sens du mot vitesse?
Considérons un point qui se meuve d'une manière €p0* conque sur une courbe donnée, et supposons que la loi de son mouvement soit déterminée par la fonction F (t) qui, pour une valeur quelconque du temps t, représente la longueur de l'arc AM [fig- 44) q^^i sépare le point M où le mobile se trouve à cette époque d'un point fixe A de la courbe.
Après un certain temps /i, il sera parvenu en un autre ^
point N, et le rapport de l'espace parcouru au temps em —
MN ployé, ou -y-? exprimera la vitesse moyenne avec laquelle^
cet arc a été décrit ; c'est-à-dire ce que sera celle qu'il fau — drait donner au mobile pour qu'il parcourût d'un mouvez
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ment uniforme le même espace MN dans le même temps h. Si maintenant on suppose que h diminue indéfiniment,
la vitesse moyenne — 5 ou
variera en même temps et tendra vers une certaine limite qui ne sera autre cliose que la dérivée de F (t) par rapport à t, et que nous appellerons la vitesse du mobile au point M.
Ainsi, dans tout mouvement d'un point, on appelle vi^ tesse à un instant quelconque la limite de la vitesse moyenne du point dans un intervalle infiniment petit, à partir de cet instant.
MN
MN d'où il suit que -r- diffère de i^ d'une quantité qui tend vers
zéro en même temps que h, La désignant par eo, on aura
donc
MN = ^(('H- «) = pA -f-wA.
Donc, toutes les fois que MN devra être employé comme terme d'un rapport ou d'une somme, dont on n'ait à considérer que la limite, on pourra supprimer le terme coA, qui est infiniment petit par rapport à i^A, et prendre i^h comme mesure de l'espace MN parcouru dans le temps A; c'est-àdire que, dans tout mouvement varié, l'espace parcouru est le produit de la vitesse par le temps, pourvu que ce temps soit infiniment petit. Ce que nous avons nommé vitesse joue donc le même rôle dans le mouvement varié que ce que Von avait d'abord appelé vitesse dans le mouvement uni-
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forme, mais à la condition de ne considérer que des espaces infiniment petits.
Si donc on avait à calculer l'espace parcouru pendant tm temps fini par un point mobile dont on connaîtrait la vitesse en fonction du temps, il suffirait de chercher la limite de la sonmie des produits des intervalles infiniment petits dans lesquels on décomposerait ce temps, par la vitesse po- » sitive ou négative au commencement de ces intervalles respectifs 'j car ces produits ne diflFéreraient des espaces réellement parcourus dans les intervalles correspondants que de quantités infiniment petites par rapport à ces espaces mêmes.
C'est cette identité dans l'emploi de la vitesse, pourvu que les temps soient infiniment petits, qui justifie l'extension donnée au sens de ce mot, et non pas seulement le droit que l'on a en général de fixer arbitrairement le sens des mots que l'on introduit.
HO. accélération. — Pour ne pas entrer dans des détails trop spéciaux de Mécanique, nous nous bornerons ici à considérer le mouvement varié rectîligne.
Le plus simple de tous les mouvements variés est celui où la vitesse augmente toujours de quantités égales dans des intervalles de temps égaux, quels qu'ils soient. Un pareil mouvement est dit uniformément accéléré, et l'on y donne le nom spécial d'accélération à l'accroissement positif ou négatif de la vitesse dans l'unité de temps, ou au rapport d'un accroissement quelconque de la vitesse au temps employé à le produire.
Considérons maintenant un mouvement rectiligne varié, où la vitesse i^ est représentée par une fonction quelconque 9 {t) du temps. Soient h un accroissement infiniment petit donné à t^ /: l'accroissement correspondant de f^. Concevons un mouvement uniformément accéléré tel, que dans le
même intervalle de temps A il y am'ait le même accroissement de vitesse A:: 7- sera l'accélération dans ce mouvement,
ou l'accélération moyenne dans le mouvement réel considéré pendant l'intervalle h. La limite de cette accélération
moyenne t» <piî est la dérivée de i^ par rapport à «, est ce
que l'on nomme V accélération dans le mouvement donné, à l'instant que Ton considère.
111. Cela posé) t ayant pour limite ^'(t), on a, en désignant par cd une quantité infiniment petite,
d'où
Donc on peut remplacer k par h(f'[t) lorsque k est un terme d'un rapport ou d'une somme dont on considère la limite ; et, par conséquent, l'accroissement A: de la vitesse s'obtiendra comme dans le mouvement uniformément accéléré, en multipliant l'accélération par l'accroissement du temps, mais à la condition que cet accroissement sera infiniment petit.
On voit par là que l'accroissement de la vitesse dans un temps fini peut être considéré comme la limite de la somme des produits des paioies infiniment petites de cet intervalle par les accélérations correspondantes. C'est ce que Ton exprime quelquefois en disant qu'un mouvement varié quelconque peut être considéré comme composé d'une infinité de mouvements uniformément variés.
Lorsque nous avons calculé au contraire l'accroissement de l'espace parcouru, le mouvement était considéré comme composé d'une infinité de mouvements uniformes. U eût
Cale, in/, Z>.— I. 10
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été inutile, dans ce cas, de pousser T approximation plus loin dans les éléments infiniment petits^ la limite de la somme Aurait été absolument la même.
H2. Poids spécifique et densité dans les substances non homogènes, — On appelle poids spécifique d'une substance homogène son poids sous Tunité de volume, ou le rapport du poids d'un volume quelconque à ce volume. Supposons maintenant une substance non homogène, mais dont la nature varie d'une manière continue \ et nous ferons consister cette continuité en ce que, si Ton considère dans le corps deux volumes infiniment petits, égaux et infiniment voisins, le rapport du poids au volume variera infiniment peu de Tun à l'autre. Cela posé, nous appellerons poids spécifique en un point donné d'un corps non homogène la limite du rapport du poids au volume d'une partie du corps renfermant ce point, et dont toutes les dimensions tendent indéfiniment vers zéro. Cette limite sera une fonction des trois coordonnées du point. On reconnaîtra facilement, par les mêmes considérations que dans les questions précédentes, qu'un volume infiniment petit du corps aura un poids qui ne différera que d'une quantité infiniment petite, par rapport à lui-même, du produit de ce volume par le poids spécifique relatif à l'un quelconque de ses points. Cette quantité pouvant être négligée sans erreur dans les résultats des questions qui ne dépendent que des limites des sommes ou des rapports, il s'ensuit que le poids spécifique, tel que nous l'avons défini, joue le même rôle, dans le cas des corps non homogènes, que le poids spécifique défini d'abord dans les corps homogènes ; seulement, il ne faut l'appliquer qu'à des volumes infiniment petits dans tous leî sens.
Ainsi, par exemple, pour avoir le poids total du corps, il suffira de chercher la limite de la somme des produits des
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Yolumes infiniment petits dans tous les sens, dans lesquels on décomposera le volume du corps, par le poids spécifique de la substance, en un point quelconque de la partie* correspondant respectivement à chacun de ces éléments de volume.
En substituant dans ce qui précède les masses au poids^ il faudra substituer au poids spécifique la densité, et toutes les conséquences précédentes se reproduiront si identiquement, qu il est inutile de s'y arrêter.
H3. application aux centres de gras^ité des corps non homogènes. — On suppose donnée la fonction des coordonnées qui exprimé le poids spécifique en un point quelconque. Il suffira donc de décomposer le corps en éléments infiniment petits dans tous les sens, de prendre pour poids de chacun d'eux le produit de son volume par le poids spécifique rapporté à l'un quelconque de ses points, ou à tout autre point infiniment voisin, lequel pourra aussi être pris comme s'il était le centre de gravité de l'élément lui-même. 11 résultera de là, soit dans les poids, soit dans les moments de ces éléments, des erreurs infiniment petîtes par rapport aux poids et aux moments exacts, et par conséquent la limite de la somme des poids sera le poids même du corps, et la limite de la somme des moments, par rapport à un plan quelconque, sera exactement égale au moment de la résultante. Les trois coordonnées du centre de gravité du corps seront donc encore déterminées par des limites de sommes d'infiniment petits. Seulement il faut remarquer que, dans le cas des corps homogènes, nous avons pu les décomposer en éléments infiniment petits dans deux sens seulement, tandis que les corps non homogènes doivent, en général, être décomposés en éléments infiniment petits dans tous les sens.
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DES INFINIMENT PETITS
H4. Des termes que Von peut négliger dans les équa^ tions, — Lorsque les deux membres d'une équation ont des limites finies, et que ce sont ces limites que Ton a à considérer, on peut évidemment se dispenser de tenir compte des termes dont Ik limite est zéro, quoiqu'en les supprimant Téquation devienne inexacte. Comme on ne cherche que l'équation aux limites, et qu'elle n'est pas altérée par là, les résultats sont exactement les mêmes, et l'on s'est débarrassé quelquefois d'une multitude de termes très-compliqués. Ainsi toute suppression ou altération quelconque qui na d'autre effet que de faire négliger des ternies infini^ ment petite dans une équation finale dont les deux membres ont des limites finies peut être faite sans aucune erreur dans les résultats,
ilS. Si les membres d'une équation avaient des limites égales à zéro, et se composaient d'infiniment petits de différents ordres, par exemple du premier et d'ordres supérieurs, on peut, par la même raison, se borner à écrire les termes du premier ordre. En effet, une équation dont les deux membres ont pour limite zéro n'est pas' destinée à rester sous cette forme, puisqu'elle conduirait à l'égalité insignifiante 0 = 0. On conserve souvent cette forme pour la.
commodité de l'écriture, mais on doit toujours en revenir"" aux quantités finies. Si c'est en divisant les deux membre^^ par im infiniment petit du premier ordre, les termes d'or^
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dre supérieur au premier conduiront à la limite zéro, ceux du premier à des limites finies, et Ton se retrouve dans le cas précédent. Si cette équation est employée pour donner l'expression d'un infiniment petit au moyen des autres, et que cet infiniment^ petit doive être un terme d un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite, on sait qu'on peut Taltérer, sans erreur dans les résultats, de quantités infiniment petites par rapport à lui-même. On a donc le droit de négliger, dans Téquation d'où Ton tire sa valeur, tous les termes d'un ordre supérieur au sien.
n est évident que dans cette même équation on peut, au lieu des facteurs infiniment petits du premier ordre, substituer d'autres quantités, dont le rapport avec eux ait pour limite l'unité, ou en diflerent de quantités infiniment petites par rapport à eux; car ce n'est qu'ajouter ou supprimer dans les membres de l'équation des termes d'ordre supérieur au premier.
Ces raisonnements s'appliquent également aux équations dont l'ordre le moins élevé est supérieur au premier. On peut généralement se dispenser d'écrire ceux d'un ordre plus élevé que le moindre.
Remarque. — H y a cependant une attention à avoir : il peut arriver que dans une équation non simplifiée il y ait des termes du premier ordre et d'ordres supérieurs, et qu'après avoir exécuté les opérations indiquées, ceux du premier ordre se détruisent entre eux. Dans ce cas, si l'on a négligé des termes du second ordre, et que pour employer l'équation résultante on divise ses deux termes par un infiniment petit du second ordre, afin de ne pas arriver à o = o, ou que l'on tire de cette équation la valeur d'un infiniment petit du second ordre, qui doit entrer comme terme d'un rapport ayant une limite finie, il est évident que les résultats sont inexacts, puisque les termes supprimés y auraient introduit des quantités finies.
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Si, par exemple, on avait Téquation suivante, dans la — quelle A et A: désignent des quantités infiniment petites du. premier ordre,
sîn(x -+- A) — sînar 4- cos(j -+- A) — cosj^
X-sinj — h coso: -h AP -4- BhÂ -h Ch? = o
et que dans les calculs précédents on eût négligé des termes qui en auraient amené du second ordre dans celle-ci, il y aurait erreur dans les résultats si Ton se servait de cette équation pour en tirer la valeur de A ou de A: et la substituer dans une autre. Cela tient à ce que non-seulement les quantités finies disparaissent de Téquation, mais qu'il en est de même de celles du premier ordre, et que par conséquent on ne peut en négliger du second. En efTet,
sinfx -h h) — sin j: :=: 2sin - ces [ jc-{ ) 9
cos(^ -h iv) — CCS j = — 2sm - sm I j H — J ;
donc
sinfa: 4- h) — sino: — h coso: = 2 sin - ces ( :r H — | — h cosjr.
Mais, puisque sin - et - ont pour limite de leur rapport
Tunité, leur différence est infiniment petite par rapport à Tune quelconque des deux 5 donc, en désignant par o) une quantité infiniment petite, on a
sin - m - -+- w ^, 2 2
et, d'après ce qu'on a vu dans la Trigonométrie élémentaire,
0) est du second ordre 5 de plus, cos Ix-^ — ] diffère de
cosj: d'une quantité infiniment petite du premier ordre, d'après le théorème général (n° 79) ; en la désignant par a,
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on peut poser
cos I Jî H — J = cosor -h a ;
donc
1 sm — cos i X H-
^=z h cosj? -h 2(^Acosa; -h ^a 4- 2wAa.
En en retranchant h coso:, il reste donc des produits de
deux ou de trois infiniment petits, dont le plus grand est
du second ordre. Il en serait de même de Tensemble des
trois termes
cos(/ 4- X) — cosj + Xsin/,
Le premier membre de Téquation pouvant ainsi être considéré comme composé de termes du second ordre et d'ordres supérieurs, si Ton néglige des termes du second ordre, qu'on divise ensuite par A', ou par tout autre infiniment petit du second ordre, et qu'on passe aux limites, on aura une équation fausse, puisqu'il manquera des termes finis \ et, par la même raison, on n'aurait pu l'employer à donner la valeur d'une des quantités qui y entrent.
Triangles infiniment petits,
116. i^ Supposons un triangle ABC dont les trois angles tendent vers les limites a, 6, 7 et les trois côtés a, è, c vers zéro. Les rapports des côtés auront pour limites les rapports des sinus des angles or, 6, y.
Ainsi, par exemple, on a les équations exactes
a sinA ,. a sina 0 smB 0 smS
Mais il n'y a aucun inconvénient à écrire
<z sin a , sin 2
7 =- -r—T ou azzn b -T—g j 6 smS sm§
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si a est un terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la limite : car - ayant pour limite -t—t en diffère d'une quantité infiniment petite w et Ton a
a sina b sina
-r ■=■ —, — -T -I- M ou « nr — t—z h O».
b sm6 sm6
A • • 1*1 1 • ^ sin a .
Amsi en prenant, au lieu de a, la partie — :— j-> on néglige une quantité infiniment petite par rapport à a, ce qui, dans la question supposée, ne donnera aucune erreur dans les résultats.
Or il y a souvent beaucoup d'avantages à introduire ainsi les angles limites aux angles variables, comme nous le verrons par quelques exemples.
tP Dans un triangle ABC dont l'angle A tend vers un angle droit et les côtés vers zéro, on peut calculer le côté c par la formule
au lieu de la formule exacte
à}-=z ô* -f- c' — 7.bc CCS A ;
car cosA tend vers zéro : donc 2JccosA est infiniment petit par rapport à 2 Je, et, à plus forte raison, par rapport à i*-f- c', qui est toujours plus grand que 2 Je.
Ainsi o? diffère de J* -H c* d'une quantité infiniment pe—
0} tite par rapport à lui-même \ ou encore jz ^ a pour li —
mite Puni té.
D'où il suit que , a aussi pour limite 1 unité, ains !■
que toutes les puissances de ce rapport,
On pourra donc substituer s^b^ -^c^ 2ia toutes les fois qu-^
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cette quantité sera un terme d'un rapport ou d'iuie somme dont on n'a à considérer que la limite.
117. Ordre infinitésimal de diverses lignes qu<fn a soutient à considérer dans un triangle rectangle infiniment petit.
Soient A (fig- 4^) l'angle droit du triangle ABC, dont le côté AB ou c est infiniment petit du premier ordre, ainsi que Fangle Bj AI la perpendiculaire abaissée de A sur Thypoténuse. On aura
AC = ctangB, AI = csinB, CI = csinBtangB,
et comme sinB et tang B sont du même ordre que B, puisque leur rapport à B a une limite non-seulement finie, mais encore égale à l'unité, il en résulte que AC et AI sont infiniment petits du second ordre, et IC du troisième.
Calculons maintenant la différence de l'hypoténuse au côté adjacent à l'angle infiniment petit,
2csm*—
BC — BA = -^ ^c= -^ ,
cosB cosB
et comme sin — est du premier ordre, ainsi que c, il s'ensuit que BC — BA est du troisième ordre.
Le segment CI étant aussi du troisième, on peut se proposer de trouver la limite de son rapport à BC — BA. D'après les
formules précédentes , ce rapport a pour valeur -■ 5
2 sin' —
mais la limite ne sera pas changée en substituant à chacun
de ces sinus l'arc correspondant dont le rapport à ce sinus
est l'unité^ on trouve ainsi 2 pour limite de — -jr*, de
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CH
sorte que, si Ton décrit de B comme centre Tare AH, -=• tend
indéfiniment vers -î et le point H peut être regardé comme
le milieu de CI, à une quantité près infiniment petite par rapport à CI. On peut donc regarder CI comme double de la différence BC — BA.
Mais si Tangle A n*était pas droit, ou ne tendait pas vers un angle droit, IH serait infiniment petit par rapport à CI, qui pourrait par conséquent être pris pour la différence BC — BA.
118. Triangle iîifiniment petit ayant un côté infiniment petit par rapport à un autre, — Soit BC {fig* 46)5 iî^fi^mcnt petit par rapport à AB \ en abaissant BI perpendicu-
BI BP
laîre sur AC, — ou sinA sera plus petit que — ^ qui, par
hypothèse, est infiniment petit-, il en sera donc de même de sin A, et, par suite, de T angle A.
Quant au rapport t-^> il a nécessairement pour limite
l'unité, puisque la différence de ses deux termes est moindre que le troisième côté BC, et que, par hypothèse, ce dernier est infiniment petit par rapport à l'un d'eux.
Corollaire. — L'angle CAB ayant pour limite zéro, iL s'ensuit que si l'un de ses côtés tend vers une direction limite, soit que A reste fixe, soit qu'il se déplace, l'autre aure» pour limite la même direction.
Et plus généralement, si par un mouvement quelconqu deux points A et B {fig» 47) se rapprochent indéfinîmen l'un de l'autre, de manière que la direction AB tende à êtr parallèle à une certaine droite fixe; que l'on considère deu"^^ points A', B', dont les distances respectives à A et B soierm-i infiniment petites par rapport à AB, la direction A'B' tei»-dra vers la même limite que AB. En effet, il a été prou%r ^
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B'B que l'angle B'AB a pour limite zéro, puisque — r- est infi-
AB' niment petit 5 que de plus -— a pour limite Tunité. De là
résulte que --^ est infiniment petit, puisque, par hypo-
A'A thèse, --— -l'est^ donc l'angle A'B'A est infiniment petit; AB
donc enfin les droites A'B', AB font entre elles un angle
dont la limite est zéro, et, par conséquent, leurs directions
ont la même limite. Cette proposition a des applications
assez fréquentes.
119. Triangle ayant deux angles infiniment petits du premier ordre, — Soient A et B [fig- 48) les deux angles infiniment petits; abaissons CI perpendiculaire sur AB, vl cherchons d'abord quelle serait la limite de la position du point C, qui est la même évidemment que celle du point I, si on laissait AB invariable, pendant que les angles tendraient vers zéro.
Or on a
AI_ tanfçB
ÏB"" tangA' donc
lim -— - =: lim = lim — •
B tangA A
Si donc on connaît la limite dii rapport des deux angles infiniment petits du môme ordre, on aura la limite du sommet C, en partageant AB en raison inverse des angles en A et B.
Supposons maintenant que le côté AB soit lui-même iD£U nîment petit du premier ordre, et proposons-nous d'évaluer la différence entre sa longueur et la somme des deux autres côtés.
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Or on a
aAIsin^— aBIsin'-
AC — AI = et BC — BI=^ — ^,
cosA cosB
et la somme de ces deux différences est la différence cher^ chée. Mais chacune d'elles est un infiniment petit du troisième oi;dre au moins, puisque AI et 61 sont moindres qae
AB qui est du premier ordre, et que sin* — et sin*— sont du
second ordre. On peut même dire qu'elles sont précisément du troisième ordre toutes deux, dans le cas supposé où A et 6 sont du même ordre ^ car alors les deux segments AI et IB sont dans un rapport fini avec AB, et sont par conséquent du premier ordre. // résulte de là que la différence entre AB et AC -H CB est un infiniment petit du troisième ordre au moins.
Ou, en d'autres termes, cette différence est du même ordre que le cube de Tare.
L'ordre de cette différence s'élèverait si les angles étaient d'un ordre plus élevé que le côté^ il s'abaisserait dans le cas contraire.
120. Triangle ayant un angle infiniment petit du premier ordre, compris entre deux côtés infiniment petits du premier ordre. — Soit A [fig- 49) l'angle donné ^ la somme des deux autres a pour limite deux droits. On peut maintenant faire plusieurs suppositions sur les deux côtés donnés.
Si la limite finie de leur rapport est différente de l'unité, 1^ somme des deux angles opposés ayant pour limite deux Adits, l'un de ces angles tendra nécessairement vers zéro, Fautre vers deux droits-, car, sans cela, le rapport limite de leurs sinus serait nécessairement l'unité, contrairement à la supposition.
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Supposons maintenant que la limite de leur rapport soit
Tunité. Il peut alors se présenter trois cas.
■ I ^ Si leur différence est du second ordre, prenons AB'= AB-,
B'C sera du second ordre. Mais BB' est du second ordre à
cause du triangle isoscèle ABB' qui donne BB' = 2 ABsin -•,
ainsi BC sera du second ordre, et le rapport --— - a une li-
mite finie quelconque. Or T angle B' tend vers un angle droit^ donc Tangle B'BC, et par suite C, a une limite finie qui peut être quelconque et dépend du rapport deCB' à BB'.
2? Supposons que leur différence soit d'un ordre compris entre i et 2. Alors BB' étant du second ordre, B'C d'un ordre moindre, et BC le plus grand côté du triangle BB'C, comme opposé à l'angle obtus B, il s'ensuit d'abord que BC est du même ordre que B'C, et même que leur rapport a pour limite l'unité, puisque leur différence, étant moindre que BB', qui est du second ordre, est infiniment petite par
BB' rapport à ces lignes mêmes. De plus le rapport ^7^ ayant
zéro pour limite, l'angle C tendra vers zéro, et, par suite, l'angle ABC vers deux droits.
B' C 3® Soit la différence d'un ordre supérieur à 2. Alors —-7- a
BB
pour limite zéro ^ donc l'angle B'BC a pour limite zéro, et
Tangle ABC a la même limite que ABB', ou un droit : il en
est de même par suite de l'angle C.
Si l'angle A était d'un ordre quelconque m au lieu d'être du premier comme les côtés, il faudrait, dans ce qui précède, substituer H- m à 2.
Remarque. — H est bon de remarquer que dans ces trois cas, c'est-à-dire toutes les fois que le rapport des deux côtés donnés a pour limite V unité, le troisième est infini^ ment petit par rapport aux deux autres, quel que soit m.
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CHAPITRE XVIII
COURBURE DES ARCS DE COURBES PLANES QUELCONQUES, ET DIVERSES PROPOSITIONS QUI S'Y RAPPORTENT.
121. La courbure d'un arc convexe est l'angle que forment entre elles les directions du premier et du dernier élément de cet arc ^ c'est l'angle des tangentes extrêmes : il exprime la quantité dont la courbe a successivement dévié de la ligne droite dans l'étendue de cet arc. Si cet angle variait proportionnellement à l'arc, on aurait la courbure, pour une unité de longueur, en divisant celle d'un arc quelconque par la longueur de cet arc.
Mais dans une courbe quelconque, si l'on divise cet angle par la longueur de l'arc, on aura seulement la courbure moyenne de cet arc, rapportée à l'unité de longueur, c'està-dire celle que l'on trouverait pour un arc égal à l'unité, si la courbure variait proportionnellement à l'arc, comme dans le cercle, et de manière à obtenir la courbure donnée pour une longueur égale à celle de l'arc dont il s'agit.
Cela posé, si, à partir d'un poînt quelconque d'une ligne courbe, on prend un arc de grandeur arbitraire, sa courbure moyenne variera à mesure que cet arc diminuera indé — uniment^ et elle tendra vers une limite déterminée, qu'on — appelle courbure de la ligne au point que l'on considère— Cette limite est, pour employer le langage reçu daîis le cal — cul infinitésimal, la courbure d'un arc infiniment petit par rapport à l'unité de longueur, cet arc commençant ai^
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point que Ton considère. C'est une notion importante dans rétendue approfondie de la constitution d'une courbe.
122. Si Ton considère Tinclinaison <f de la tangente sur un axe fixe, comme une fonction de Tare s pris à partir d'un point fixe quelconque de la courbe, la courbure w d'un arc h n'est autre chose que l'accroissement de la fonction cp correspondant à l'accroissement h de l'arc 5 ; on a donc
M étant une quantité finie dépendant de la valeur de s relative à la première extrémité de l'arc, et de sa longueur h.
Si donc dans les deux membres on changeait ^ en ^ 4- An et qu'on désignât par Wi l'accroissement correspondant de w, on aurait
Si hi = A, on a
et il en serait de même pour les accroissements d'ordre plus élevé, comme nous l'avons vu en général pour toutes les fonctions (n*> 82).
Dans un cercle, la courbure d'un arc quelconque
s'obtiendrait en multipliant celle d'un arc égal à l'unité par
la longueur de l'arc donné. Dans une courbe quelconque,
il n'en sera plus ainsi évidemment ] mais si l'on ne considère
9^ *un arc infiniment petit, le produit de la courbure, en
^^e de ses extrémités, par sa longueur, en donnera la cour-
"^i*e à une quantité près, infiniment petite par rapport à
^**le, puisque le rapport de la courbure exacte de cet arc à
Jl ai*^ même ne diffère que d'une quantité infiniment petite
^^ la limite que nous appelons courbure en un point; de
*^ï*t.€ que, si cette courbure d'un arc infiniment petit ne doit
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être considérée que comme élément d'une somme dont on cherche la limite, il n'y aura aucune erreur dans le résultat; et, par conséquent, dans la recherche de la courbure d'un arc fini d'une courbe quelconque, on peut agir de la même manière que si c'était un cercle, pourvu qu'on partage cet are en parties infiniment petites, et que pour chacune d'elles on prenne pour courbure de Tunité de longueur la courbure en un quelconque de ses points.
124. Le cercle ayant une courbure constante, il est naturel de le prendre pour terme de comparaison, et de faire connaître la courbure d'une ligne en un de ses points, en donnant le rayon du cercle dont la courbure est la même. Ce cercle se nonune cercle de courbure, et son rayon, rayon de courbure. Si on le place tangentiellement à la courbe au point que Ton considère, en tournant sa concavité du même côté qu'elle, son centre, considéré relativement à ce point de la courbe, prend le nom de centre de courbure.
La courbure d'un cercle en uh de ses points, ou la courbure d'un arc de ce cercle égal à l'unité, étant le rapport de l'angle de ses tangentes extrêmes ou de ses normales extrêmes à la longueur même de cet arc, sera égale à l'unité divisée par le rayon du cercle, puisque nous appelons angle le rapport de l'arc au rayon. Il s'ensuit donc que la courbure d'une ligne quelconque, en un de ses points, est égale' à l' unité divisée par le rayon de courbure en ce point,
125. Le centre de courbure est la limite du point d& rencontre de deux normales infiniment voisines. — Soient^^ en effet, M [fig- 5o) un point quelconque d'une courbe— MT la tangente, M'N la tangente au point infiniment voisin M', O le point de rencontre des normales en M, M'. Le : quatre points M, N, M', O seront sur un cercle ayant poiL diamètre NO, dont la limite est la même que celle de MC
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OU M'O. L'arc de ce cercle compris entre M et M' diffère de sa corde et, par suite, de Tare MM' de la courbe, d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même ^ on pourra donc le remplacer par ce dernier, sans qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des rapports.
Mais l'angle inscrit MOM' est égal à l'arc de cercle intercepté divisé par le diamètre : il est d'ailleurs égal à
TNML'. Donc ™^^, = ~ , Tare MNM' étant celui du
arcMNM' NO
cercle. Le remplaçant par l'arc MM' de la courbe, on aura,
en passant aux limites,
,. TNM' I I
lim
MM' lim NO lim MO
TNM' Mais lim -.--, » étant la courbure en M, est égale à runité
MM
divisée par le rayon de courbure.
On voit donc que la limite de MO est égale au rayon de courbure^ et le centre de courbure en un point quelconque est la limite du point de rencontre de la normale en ce point avec la normale infiniment voisine.
126. Les courbures des deux moitiés d'un arc infiniment petit du premier ordre ne peuvent différer que d'un infi^ Ttiment petit du second, — Car si h désigne la longueur de cet arc et co', tù" les courbures des deux moitiés, on aura
M étant une quantité finie. Mais tù" n'éunt autre chose que '^ Valeur que prend tt>' qi^ind on change, dans M, s en
* "^ -> on aura, par ce qui précède,
Cak. inf. D. — !• IX
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M' étant une quantité finie. On voit donc qne les courbures des deux moitiés d'un are infiniment petit du premier ordre, ne peuvent différer que d'un infiniment petit du second ordre,
127. La différence entre un arc infiniment petit et sa corde est du même ordre que le cube de l'arc, — En effet, l'arc étant compris entre la corde et la somme des tangentes extrêmes diffère de l'une ou de l'autre de ces deux quantités, moins qu'elles ne diffèrent l'une de l'autre.
Or les angles de la corde avec chacune des tangentes étant moindres que celui des tangentes entre elles, lequel est du même ordre que l'arc, sont au moins de cet ordre infinitésimal. On a donc un triangle dont un côté est infiniment petit, et les angles adjacents sont du même ordre au moins que ce côté-, d'où il suit (n° 119) que la différence de ce côté à la somme des deux autres est au moins du même ordre que le cube du côté, pu de l'arc qui est du même ordre que le côté. Il en est donc ainsi ^ à plus forte raison, de la différence de l'arc à la corde ou à la somme des tangentes. Ces différences seront du troisième ordre si l'arc est d premier.
128. La différence d'un arc infiniment petit à la tan — gente menée à l'une des extrémités de l'arc et terminée ^ l'ordonnée menée par l'autre est de l'ordre du cariée cE^ l'arc.
Soient l'arc MM' {fig» 5i), MT sa tangente terminée k l'ordonnée P'M'^ il s'agît d'évaluer l'ordre infinitésimal cle la différence entre MT et cet arc.
Remarquons d'abord en géftéral que la portion M'T r ordonnée est du second ordre; car on a la proportion
M'T sinM „ , „,^ MM'sinM
T^^i = -^-T^\ d'où M'T=: ;-— — •
MM' smT' smT
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Mais nous avons vu que Tangle M est au moins du même ordre que Tare ou la corde MM', et sînT est fini ^ donc la partie M'T d'une sécante quelconque Jaisant un angle fini auec la tangente est de l'ordre du carré de MM' ou de l'arc proposé.
Si maintenant on abaisse M'I perpendiculaire sur MT, MI différera de Thypoténuse MM' d'un infiniment petit de l'ordre du cube de MM' au moins (n*^ H7) j de plus IT est de l'ordre du carré de MM', puisqu'on a
IT=3M'TcosT,
et IT, étant la différence de MT à MI, est. la différence de MT à Tare MM', en négligeant un infiniment petit de Tordre du cube de MM'; d'où il suit, comme nous l'avons annoncé, que cette dernière différence est de Tordre du carré de Tare. Elle sera donc du second ordre si Ton prend Tare du premier.
Il en serait de même pour la tangente menée au point M' et terminée à Tordonnée MP. L'une de ces tangentes est plus grande que Tare, l'autre plus petite.
Remarque. — On peut conclure de ce qui précède
que Jes longueurs des deux normales en M, M', terminées
à leur point de rencontre O, diffèrent d'une quantité qui est
au moins du second ordre 5 car cette différence est la partie
d'une de ces normales comprise entre le point M' et le
cercle décrit de O comme centre avec OM pour rayon. Or, ce
cercle étant tangent à la courbe en M, il suffit d'appliquer
lâproposition qui vient d'être démontrée sur M'T. La diffé-
l'cnce des normales est donc au moins du second ordre.
•^ovis pourrions pousser l'appréciation plus loin.
On peut tirer de là une conclusion qui a quelquefois de utilité dans les problèmes de Géométrie : c'est qu'une
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courbe dont les normales passent toutes par un même point est nécessairement un cercle. En effet, en partageant un arc fini de la courbe en parties infiniment petites du premier ordre, les accroissements successifs des normales, comptées à partir du point constant de leur rencontre, seront du second ordre, et la limite du rapport de la somme de ces accroissements à la somme des arcs sera zéro. Donc r accroissement total de la normale est nul, et tous les points du lieu sont également distants du point fixe. Ce lieu est donc un cercle, dont le point fixe est le centre.
130. Considérons un arc infiniment petit a, appartenant à une courbe quelconque, dont les arcs pris à partir d'une origine fixe sont désignés par s-^ partageons-le en parties égales a, infiniment petites du second ordre, si a est regardé comme du premier-, ce qui veut dire que — tend
vers une limite finie, lorsque a tend vers zéro. Désignons par (ù la courbure d'un quelconque de ces arcs a, on aura (n^ 122)
M désignant une quantité finie.
Comparons maintenant les valeurs extrêmes w', co'' de «. Pour avoir co', il faudra, dans M, mettre pour s la valeur correspondant à la première extrémité 5 pour avoir &>^, il faudra changer s en 5 -}- A, h n'étant autre chose que a — a, et par conséquent du premier ordre. M croîtra donc d'une quantité du premier ordre, que l'on pourra désigner par Ml a, Ml restant fini 5 d'où il suit
Ainsi la différence des courbures des arcs extrême'^ est du troisième ordre.
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131. Expression de la perpendiculaire abaissée d'une extrémité d'un arc infiniment petit sur la tangente menée à l'autre extrémité.
Soient OB [fig* Sa) la tangente à rextrémité O de Tare OA = a infiniment petit du premier ordre, et AB la perpendiculaire, dont nous allons clierelier l'expression en fonction de la longueur a de Tare et de sa courbure il, en nous assujettissant à ne négliger que les infiniment petits du troisième ordre. Pour cela nous décomposerons a en parties égales a infiniment petites du second ordre, dont le nombre m, croîtra indéfiniment à mesure que a tendra vers zéro.
La relation
donne
Ta a
— ^=:— ou m = ~f ma CL
de sorte que — est infiniment petit du premier ordre, et
am ou — est une quantité finie.
Cela posé, soit MN un. quelconque des arcs a qui composent OA, et correspondant à OM. = na\ formons le triangle MNI au moyen de la corde MN, de la parallèle MI à OB et de la perpendiculaire NI \ AB sera la somme des m valeurs que prendra NI quand n prendra les m valeurs o, i , 2,. . ., (m — 1)5 c*est-à-dîre que Ton aura
AB = 2MN sînimi,
cette somme se rapportant aux m arcs éganx qui composent
^A . Remarquons d'abord que si, dans l'expression générale
^ l'élément MN sinNMI, on considère un terme infini'-
^^^t petit de l'ordre p, il fournira dans la somme un
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terme de Tordre p-^i. En effet, on peut le représenter par ka^^ k étant une quantité finie variable. La somme des ni valeurs qu'il prend est égale à la somme des facteurs aJ' multipliée par une moyenne kx entre les premiers facteurs /r, c'est-à-dire à mkiàf : ce qui est évidemment de Tordre p — i , puisque ma est une quantité finie. Procédons maintenant au calcul de la somme en question, en nÉSn^* géant dans sa valeur totale les quantités infiniment petites du troisième ordre.
Nous voyons d'abord qu'à ce degré d'approximation nous pouvons substituer Tare a à sa corde MN, car leur différence est de Tordre de a', c'est-à-dire du sixième, puisque ex. est du second^ et comme l'angle NMI est moindre que l'angle ç que la tangente en M fait avec OB, augmenté de la courbure w de MN et à plus forte raison moindre que Q qui est du premier ordre, on voit qu'en prenant a au lieu de la corde MN, on néglige dans l'expression générale de NI une quantité du septième ordre, au moins. Or, d'après la remarque précédente, elle ne pourra donner dans la somme qu'une quantité du sixième ordre : on peut donc la négliger au degré d'approximation que nous nous sommes proposé, et prendre pour valeur de AB l'expression
lot sinNMI.
On peut encore la simplifier en remplaçant sînNMI pai^ Tangle NMI; car, leur différence étant du troisième ordre^ son produit par a sera du cinquième, ce qui ne produirais! sur AB qu'une erreur du quatrième. Donc nous pouvons prendre pour NI l'expression plus simple
aNMI.
Et même nous pouvons remplacer NMI par cp dont il diffèi— d'un angle moindre que la courbure de MN, qui est du s^^ cond ordre ^ car nous négligeons ainsi dans «NMI une
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tité du quatrième ordre qui ne pourrait affecter A6 que
d'une erreur du troisième ordre, que nous devons négliger.
Ainsi, au degré d'approximation demandé, nous pouvons
prendre
AB = 2fa«
D faut maintenant exprimer (f au moyen de Tare OM =na^ afin de pouvoir effectuer cette sommation.
Cet angle (f n*est autre chose que la somme des courbures a> des 71 premiers arcs a\ et si elles étaient toutes égales à la courbure &)' du premier, cp serait égale kn(ù^\ or il est facile de voir qu'on peut les considérer ainsi, au degré d'approximation demandé.
FéU. effet, d'après le n** 130, une quelconque des différences co — w' est un infiniment petit du troisième ordre. Ainsi la différence de ç à ww' est égale à n quantités du troisième ordre, et peut se mettre sous la forme A/za^, A étant fiai ^ or cette quantité est moindre que A ma*, qui est du second ordre, puisque ma est fini*, donc Ana^ est au moins du second ordre. En prenant donc y = tîw'. Terreur est du second ordre, et ya est en erreur d'une quantité du quatrième, qui ne produira sur la somme Scpa qu'une erreur du troisième, que nous devons négliger. Nous pouvons donc nous borner à la valeur beaucoup plus simple
AB =: 2/1 aw' r= a«' In ;
fkiais 71 passant par toutes les valeurs de o à m — i , on a
m(m — i) j,n zzz •
ÛoilC
AB = =r(/w — i)«'-.
"^-*^Î8 on peut substituer mk m — i , vu qu'il n'en résulte P^^^ AB qu'une erreur du troisième ordre : et par les mêmes
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raisons que precëdemment, mo)' ne diffère de la somme des eom*bures w des m arcs a que d'une quantité du second ordre. Substituant cette somme H km(ù\ il n'en résultera donc sur AB qu'une erreur du troisième ordre et, au d^ré d'approximation demandé, on aura enfin
AB
ce qui donne le théorème suivant :
La perpendiculaire abaissée d'une extrémité d'un arc infiniment petit du premier ordre, sur la tangente menée à Vautre extrémité, est égale à la moitié du produit de l'arc par sa courbure, à un infiniment petit près du troi' sième ordre.
132. L'angle formé par la corde d'un arc infiniment petit du premier ordre,, ai^ec la tangente au milieu de cet arc, est un infiniment petit du second ordre.
Soient AA' cet arc, O son milieu, et B'OB la tangente^ la corde AA' fait avec BB' un angle dont le sinus est égal à la diflFérence des perpendiculaires AB, A'B', divisée par la corde. Soient fl, Q! les courbures des deux moitiés OA, OA', on aura, d'après le numéro précédent, en désignant par 2a — la longueur de Tare A A',
et, par suite,
^^ Çia ^,^, q! a AB — — , A'B'=i ;
AB — A'B'=:(li — n')-.
Or nous avons vu (n° 122) que la différence des courbure s de deux arcs égaux consécutifs, infiniment petits du premier- t ordre, est du second 5 donc û — Q! est du second ordre e par suite, la différence AB — A'B' est du troisième : so»
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rapport AA' est donc du second. Ainsi le sinus de l'angle de AB avec la tangente au milieu O de l'arc sous-tendu est du second ordre ^ et par conséquent aussi cet angle luimême est infiniment petit du second ordre, comme nous l'avions annoncé.
133. Remarques DIVERSES. — Les perpendiculaires AB, A'B' étant du second ordre, celle qu'on abaisserait du milieu I de AA' serait aussi du second ; il en serait de même évidemment de la perpendiculaire élevée de Isur A A' et terminée à BB^, ou à la courbe, et encore de la perpendiculaire abaissée de O sur AA^
Remarquons encore que dans le triangle rectangle OAB, le côté OB et l'angle O étant du premier ordre, la différence de ni3rpoténuse OA à OB sera du troisième ordre. Donc aussi la différence de l'arc OA à OB sera du troisième ordre.
Si l'on avait en O {fig* 53) une seconde courbe tangente à la première et ayant même courbure en ce point, et que l'on prit un arc 0A| = OA, la perpendiculaire AiBj
serait, au troisième ordre près, égale à -^^ Ai étant la
courbure de l'arc OAi, dont le rapport à Î2 a l'unité pour
A B limite par hypothèse. Donc la limite du rapport ~~ est l'unité, et, par conséquent, la différence de AfBj à AB est infiniment petite par rapport à AB, et, par conséquent, d'un ordre supérieur au second.
De plus, on voit que BB| sera au moins du troisième ordre, puisque c'est la différence de OB et OBj qui diffèrent des arcs égaux OA, OAi de quantités du troisième ordre. Il en résulte que AA| est l'hypoténuse d'un triangle dont un côté est d'un ordre supérieur au second, et l'autre au moins du troisième, et, par conséquent, AAi est d'un ordre supérieur au second.
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Il est encore important de remarquer que la longueur d'une corde AS comprise entre deux courbe^ ayant même courbure en O, et dont la direction limite fait un angle fini avec la tangente commune en O, est d'un ordre supérieur au second. Car on a
sinAi
AS = AA
sinS'
et comme sinS reste fini, AS est au moins du même ordre que AAi.
Ainsi, par exemple, si 1-on considère le cercle de courbure d'une courbe quelconque, qu'à partir du point de cou* tact on prenne un arc infiniment petit du premier ordre, et que de son extrémité on mène une sécante faisant un angle fini avec la tangente, la partie comprise entre les deux courbes sera d'un ordre supérieur au second.
134. Si l'on mène une tangente parallèle à la corde AA', l'arc MT (Jig* 53), compris entre son point de contact T et le milieu M de l'arc, ayant pour courbure l'angle de ses tangentes extrêmes, qui est le même que celui de la corde et delà tangente au milieu, sera infiniment petit du second ordre, comme ce dernier j d'où il résulte cette proposition:
L'arc compris entre le milieu d'un arc infiniment petit du premier ordre et le point de contact de la tangente paj'allèle à la corde de cet arc est infiniment petit du second ordre.
Si sur le milieu I de la corde A A' (fig* 54 ) on élève un^ perpendiculaire, elle rencontre l'arc en un point P, égale — ment distant de A et A'. Or chacune des cordes égales AP^ A'P ne différant de l'arc qu'elle sous-tend que d'un infini* ment petit du troisième ordre, les deux arcs AP, A'P m peuvent avoir entre eux qu'une différence du même ordre Mais cette différence est le double de PM, puisque M est b
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milieu de Tare entier : donc MP est infiniment petit du troisième ordre.
Ainsi :
MT est infiniment petit du second ordre ;
MP est du troisième ^
et, par suite, TP est du second.
135. Si Ton joint le point I aux points M, T, et qu'on mène les cordes PM, TP, la première sera du troisième ordre et la seconde du second, comme leurs arcs respec-* tifs.
Or nous avons vu que IP est du second : donc l'angle PIIML est infiniment petit (n® H8). Mais dans le triangle TIP les côtés TP, PI étant du même ordre, le rapport des sinus des angles opposés a une iimite finie, et, par conséquent, ces deux sinus ont des limites finies ou tendent tous deux vers zéro. Or ce dernier cas ne peut arriver : car il faudrait pour cela que le troisième angle en P tendit vers deux droits ou vers zéro, ce qui n'est pas, puisque la direction TP est infiniment voisine de celle de la tangente en M, et, par conséquent de celle de AA', à laquelle IP est perpendiculaire^ donc l'angle TIP a une limite finie.
Ainsi, en joignant le milieu de la corde au milieu de l*arc et au point où la tangente est parallèle à la corde, on a deux directions, dont la première a une limite per^ pendiculaire à la corde, et la seconde oblique,
136. Les angles formés par les tangentes aux extrêmi- ^éés d'un arc infiniment petit ai^ec sa corde peui^ent être F^^gardés comme égaux et les tangentes comme égales, en F^égligeant les infiniment petits du second ordre.
Soient A A' [fig* 55) un arc infiniment petit du pre- *"îer ordre \ AV, A' V ses tangentes extrêmes, dont l'angle
"lÈ^
extérieur V mesure la courbure de l'arc AA'. La tangente menée au milîeu M de cet arc fait avec AV, A'V des angles MTV, MT' V égaux, au second ordre près, comme mesurant les courbures des arcs égaux AM, A' M (n® 126). Or ces deux angles diffèrent des angles respectifs A, A' de l'angle même des deux droites TT', AA', lequel est du second ordre. Donc, comme nous l'avions annoncé, les angles des tangentes extrêmes av^ec la corde sont égaux, à un infiniment petit près du second ordre, et donnent la mesure de la demi-'Courbure de l'arc, à ce même degré d'ap" proximation.
Cela posé, il est facile de prouver qu'il en est de mémie des côtés AV, A' V du triangle AVA'. En eflet, on a
A'V_sinA AV ~ sinA''
et comme la limite de -; — -- est la même que celle de -77»
smA * A
qui est égale à l'unité, il en résulte
Il est facile d'ailleurs d'apprécier l'ordre de la diflTérence A' V — AV. En effet, l'équation précédente donne
. A — A^ A-^A^ A'V-AV sinA-sinA' ^^'"^ 2 ""^^^^T^
AV sinA' sinA'
ce qui est une quantité infiniment petite du premier ordre,
puisque est du second et sin A' du premier. Le rap-
A' V AV
port — étant du premier ordre, A'V — AVest du second.
Donc les longueurs des tangentes extrêmes sont égales, ^au second ordre près.
137. Les angles inscrits dans un segment dont l'arc est infiniment petit du premier ordre sont égaux, au second ordre près; leurs suppléments mesurent la fnoitié de la courbure de l'arc, au même degré d' approximation.
Soient l'arc AA' {fig» 55 Jw) et un angle inscrit quelconque AMA'. Si Ton mène la tangente TMT', Tangle UMA' sera partagé en deux angles, dont Tun mesure la demicourbure de A' M, et F autre celle de AM. Donc l'angle \J!in\h!peut être regardé comme constant et égala la demicourbure de AA', au second ordre près.
L'angle inscrit AMA' est donc aussi constant, au second ordre près.
138. Expression du rayon de courbure, au moyen d'in^ finiment petits du second ordre. — Considérons une courbe rapportée à un système de coordonnées rectangles j:, y^ que nous regarderons comme fonctions d'une même variable indépendante t. Désignons par A, /r, / les accroissements infiniment petits que prennent a:, y et Tare de la courbe, quand t prend un accroissement a\ et par ^i, hi^ l^ les accroissements de h^keX l correspondant à un nouvel accroissement a donné à t.
Soit M [fig' 56) un point quelconque de la courbe ; AP, MP ses coordonnées a:, y correspondant à la valeur t de la variable indépendante. Lorsque t croit de a, x ely croissent de quantités PP| = A, Qi Mi = /r, et déterminent le point Ml de la courbe, dont les coordonnées seront APi = j:-f- A,
PiMi=jr + *.
Si dans ces fonctions de t on fait encore croître t de a, ÀPi ou J? + A prendra un accroissement égal à la somme de ceux que prendront les deux parties x et A, c'est-à-dire A + Al. De même M| Pt ouy -h k croîtra de A: -f- ki.
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Soient
on aura ainsi un nouveau point Ms de la courbe.
Prenons Pj P' == PPj 5= A, menons Mj I parallèle à AX, et la droite MMi qui coupe en M', V les parallèles à AY partant de P', Pi 5 on aura
P'P, = h,, — M'I = M, Q,— M, Q. = ^„ M'M, = AJ -t- Â\.
En négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on peut prendre les cordes MIVIi, Mi M% au lieu des arcs qu elles sous-tendent et dont les valeurs sont /, /-i- /i ; on peut donc écrire MMi = M'Mj = /, Mi M, = / -H- /i, et par suite /i = Ml M,— Ml M', Abaissant M'D perpendiculaire sur Ml Mj, on a, au troisième ordre près,
M, D = M, M, — m; M' = M, M,— MM» ; donc M,D = /,.
Désignant par (ù la courbure de l'arc MMi, on aursfc^ M'MiM» = w(n<> 137), et comme M'D = MiM'sinM'MiM,, on aura
M'D = l<^ = s/h\-{-Â'\ — lï,
d'où Ton tire, pour expression de la courbure de l'arc infini ment petit /,
Jh] -(- /■; — /?
et le rayon de courbure R, qui est la limite de -> aura po
expression
Rr=lim
Remarque. — Si l'on mène la tangente MV en M, c^ii
En effet, nous avons vu que l'angle VMiMi mesure la
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courbure de lare MMj, tandis que VMMi n'en mesure que la moitié; on a donc
et comparant les valeurs de VMi, VM| dans les triangles MVMi, MiVMj, on trouve immédiatement
lim ==2 1 ,
ce qu'il fallait démontrer,
139. Si sur deux courbes tangentes on prend, à partir du point de contact, des arcs infiniment petits égaux, la droite qui joint leurs extrémités a pour direction limite celle de la normale commune.
Soient M [fig- 57) le point de contact, MM' = MM, , et supposons d'abord que les deux courbes soient de côtés diflerents de la tangente commune. Dans le triangle rectiligne MM'Mi, la diflerence des côtés MM', MMj, que nous considérerons comme infiniment petits du premier ordre, est du troisième ordre, puisque les arcs sont égaux ; de plus, l'angle compris M, étant la somme de ceux que cUaque corde fait avec la tangente, est aussi du premier ordre (n** 136). Donc les limites des angles M', M, sont des an^es droits (n** 120), et comme les directions des côtés MM', MM, ont pour limite celle de la tangente en M, il en résulte que la limite de la direction de M'M, est celle de la normale au point M.
Mais si les courbures étaient dans le même sens, les deux arcs MM', MM, seraient du même côté de la tangente, et l'angle M serait la différence des deux angles du premier ordre que les cordes font avec la tangente commune. Cet angle pourrait donc ne pas être du premier ordre, comme
dans le cas précédent, et l'on peut craindre que la conséquence ne soit pas la môme. Or nous avons démontré que ces angles ne difierent des moitiés des courbures des arcs, que dé quantités du second ordre. Si donc les courbures des deux courbes en M sont différentes, ce qui est le cas général, les deux angles qui mesurent les courbures des arcs MM', MMi diffèrent d'une quantité du même ordre que ces arcs, puisque les limites finies des rapports de ces angles à la longueur de Tare sont inégales. Ainsi, en laissant de côté les points particuliers où la courbure est la même, l'angle M sera toujours du premier ordre, et, par suite, les angles M', Ml ont pour limites des angles droits. Donc la limite de la direction M'Mi est généralement celle de la normale cornmune.
Exemples de la détermination des centres de courbure.
140. Cjcloïde. — Soit T [fig* 58) le point de contact du cercle générateur correspondant au point quelconque M de la cycloïde. Nous savons qu'en prenant sur le cercle un arc infiniment petit MI, menant IM' parallèle à AB et égal à MI, puis prenant TF = MI = IM', le point M' appartient à la cycloïde, et T' est le point de contact correspondant du cercle générateur avec la base.
Cela posé, MT, M'T' sont deux normales infiniment voisines, et la limite de leur point de rencontre N est, d'après ce qui précède, le centre de courbure de la cycloïde, correspondant au point M.
Or, si l'on joint IT et qu'on mène MK parallèle à AB, on aura HK = TT', et l'on reconnaît facilement que le rapport de MH à MI et, par suite, à TT' tend vers l'unité \ car, dans le triangle rectiligne MIH, les deux angles I et H ont une même limite finie. £n effet, la corde MI a pour direc-
tien limite celle de la tangente MU au cercle 5 et la direction IHT a pour limite celle de MT ; donc l'angle I du triangle a pour limite TMU. L'angle H du même triangle, ou son égal THK, a évidemment pour limite TMK. Or cet angle est égal à TMU, puisque, d'après les propriétés connues du cercle, MT est la bissectrice de UMK 5 donc la limite du rapport des côtés MH, MI est Tunité. Il en est donc de même de la limite du rapport de MH à Tare MI, jOu à
son égal TT'. Donc la limite du rapport 7==; est 2. Mais le
MK , , , MN ^ 1 T •. j
rapport -=-7 est constamment égal a -^^ • Donc la limite de
MN est 2MT, et Ton aura le centre de courbure O en prenant TO = TM.
^insi dans la cycloïde le rayon de courbure est double de la normale.
1 41 . Ellipse rappçrtée à ses foyers. — Soient F, F' {,fiS' ^9) ^^^ deux foyers, a, b les deux demi-axes, d, 5' les rayons vecteurs d'un point quelconque M de Tellipse, M' un second point infiniment voisin de M^ MO', M'O' les bissectrices des angles F'MF, F'M'F, qui seront les normales en M, M'. Le rayon de courbure en M sera la limite du rap*
MM' port-pr7-> puisque l'angle O' des normales est égal à celui
des tangentes aux extrémités de l'arc MM'.
Comme nous n'avons en vue qu'une limite de rapports, BOUS pourrons, d'après les remarques faites précédemment \v? 115), remplacer les quantités infiniment petites par d'autres, dont le rapport avec elles aura l'unité pour limite, et écrire, comme si elles étaient exactes, les équations où fiUes entreront : nous avons démontré que le résultat cher-
c4^ lin -^ n'en sera aucunement altéré. Nous donnons
ainsi un premier exemple de ce moyen si commode de simplification. Rien ne sera plus facile, au reste, que de faire les mêmes calculs en conservant, comme nous l'avons fait jusqu'ici, l'exactitude absolue des équations.
Les deux triangles F'MI, O'IiM' ayant un angle égal, la somme des deux autres est la même de part et d'autre \ d'où, en désignant par F' l'angle infiniment petit MF' M', par cd l'angle donné F'MO', et de même par F et tù' les angles
IVIFM', F'M'O^
O' — F' = « — w', et de même .
O'— F = w' — w; d'où, en ajoutant,
Ainsi, en désignant par R le rayon de courbure cherché,
on aura
,. 2 MM'
R = lira = — -, •
Nous allons calculer les angles F, F' dans les triangles FMM', F'MM', en les substituant à leurs sinus 5 nous substituerons de même l'arc MM' à sa corde, nous substituerons à la direction de la corde MM' celle de la tangente en M, et aux angles des rayons vecteurs avec MM', les limites de ces angles, c'est-à-dire le complément de co. Les valeurs de F, F' ainsi calculées ne différeront des véritables que de quantités infiniment petites par rapport à elles-mêmes, et,
par conséquent, la limite du rapport -= =7 ne sera pas altérée.
Nous trouverons de cette manière
MM' ces « MM' ces «
d'où
T^ T^/ ,-^.# /i i\ 2flMM'cos» F -f- F'= MM'cos« (^ + -^j = ^, .
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et, par suite,
acosûi
Or on sait que cosw = --=> et que la longueur n de la normale MN a pour expression
d'où résultent les formules suivantes :
n Costa =: — > = f
a ces Cl) a
n _ idtf'V a^n*
cos'w iib b*
ou, en désignant par^ le demi-paramètre,
Cette formule s'applique également à Thyperbole et à la parabole.
Celle de ces formules qui donne pour R la construction la
plus facile est R = — ^ qui montre que le rayon de courbure projeté d'abord sur MF^, puis de là sur la normale, donne la longueur même de la normale AIN. Il en résulte que si au point N on élève une perpendiculaire à MN \ qu'au point H où elle coupe F 'M on élève une perpendiculaire à F'M, son point de rencontre C avec la normale sera le centre de courbure.
142. Le théorème suivant a été démontré par Newton. [Princ, section m, prop. ii.)
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Si dans l^fig- 5g on mène M'Q, M'P, la première parallèle et la seconde perpendiculaire à FM, Q étant le point de rencontre de la première avec la tangente en M, et P de la seconde avec FM, on aura
lim ^., - ■ = — • M'Q a
En effet, la distance infiniment petite de M' à la tangente
peut être considérée comme égale à — — 5 donc
MM'
M'Q = -- ; d'aiUeurs M'P = MM'cos».
2Rcosa>
Donc, en ne considérant que la limite du rapport, on peut écrire
,,, ^ =:2RC0S'ft) = 2/1 ces» =■ •
143. Spirale logarithmique. — Soient M, M' {fig- 60) deux points infiniment voisins, A le pôle MO, M'O les deux normales en M, M' 5 il s'agît de trouver la limite du point O. Les rayons vecteurs AM, AM' étant, comme nous l'avons vu, également inclinés sur les normales correspondantes, les angles A et O sont égaux, et les quatre points A, M, M', O sont sur un même cercle. Mais lorsque M' tend vers M, ce cercle tend à devenir tangent à la spirale en M, puisque la sécante commune MM' tend vers la tangente à la spirale; donc ce cercle à la limite a pour normale MO : son centre e5t donc sur MO ; la limite C de O, ou le centre de courbure est donc l'extrémité du diamètre de ce cercle, dont M est l'autre extrémité. L'angle MAC est donc droit, et l'on a le centre de courbure en élevant en A une perpendiculaire au rayon vecteur, et chercbant sa rencontre avec la normale.
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DÉVELOPPÉES DES COURBES PLANES
144. Sî, sur chacune des normales à une courbe plane quelconque, on considère le centre de courbure correspondant, qui est la limite de la rencontre de cette normale avec une normale infiniment voisine, on obtiendra pour lieu de ces centres une courbe tangente à toutes les normales (n** 76). Cette courbe se nomme la développée de la première, et celle-ci s'appelle la dév^eloppante de l'autre. Les développées jouissent d'une propriété remarquable, à laquelle elles doivent leur nom, et que nous allons faire connaître.
Soient M {fig» 6i) un point quelconque d'une courbe, MO sa normale, O le centre de courbure. M' un point de la courbe, distant de M d'une quantité infiniment petite du premier ordre, O' le centre de courbure correspondant-, les deux droites MO, M'O' seront tangentes à la développée aux points O et O'. Or, comme la longueur MO du rayon de courbure dépend de la position de M, ou de la longueur de Tare de la courbe donnée, compté à partir d'une origine quelconque sur la courbe, on peut regarder MO comme une fonction de l'arc ; ainsi, d'après un principe posé précédemment, l'accroissement infiniment petit de MO, ou la différence M'O' — MO, sera généralement de même ordre queMM^^ et de même l'accroissement OO' de l'arc de la développée sera de l'ordre MM', puisque l'arc de la développée est aussi une fonction de celui de la proposée.
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Maintenant îl est facile de reconnaître que la longueur de Tare OO', et la différence des deux rayons de courbure MO, M'O' ne peuvent différer que d'une quantité infiniment petite par rapport à elles-mêmes.
En effet, élevons en M et O des perpendiculaires à MO, qui rencontrent la normale M'O' en T et H. La partie TM' est d'un ordre supérieur au premier, puisque MT est tangente et que la direction HT n'a pas pour limite celle de la tangente (n® 128). De plus, la longueur HT ayant MO pour projection sur la normale avec laquelle sa direction fait un angle infiniment petit du premier ordre, la différence entre OM et HT sera infiniment petite du second ordre. Donc la différence entre M' H et MO sera infiniment petite d'un ordre supérieur au premier, puisqu'il en est ainsi de la partie TM', dont nous n'avons pas cherché à préciser exactement Tordre.
Il suit de là que la différence entre M'O' et MO sera HO', à une quantité près d'un ordre supérieur au premier. Or l'arc OO' et la tangente O'H à la développée ont une différence du second ordre (n° 128) : donc enfin OO' et M'O' — MO ne peuvent avoir qu'une différence infiniment petite par rapport à elles-mêmes 5 et, par conséquent, si Ton considère la somme d'arcs infiniment petits 00' formant un arc fini déterminé de la développée, cet arc sera égal à la limite de la somme des accroissements successifs des rayons de courbure. Et, comme cette somme d'accroissements n'est autre chose que l'accroissement total, ou la différence des rayons de courbures extrêmes, on arrive à cette conclusion : Un arc fini de la dés^eloppée d*une courbe quelconque est égal à la différence des deux rayons de courbure de cette courbe, correspondant aux deux extrémités de cet arc. Et cette proposition, s'appliquant à toutes les grandeurs des arcs de la développée, s'applique évidemment aux arcs infiniment petits^ d'où l'on voit que la différence entre OO' et
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M'O' — MO, que nous avions démontrëe être d'un ordre supérieur au premier, était rigoureusement égale à zéro.
145. n suit de ce qui précède que, si Ton suppose un fil flexible et inextensible appliqué sur la développée jusqu'à un certain point quelconque, à partir duquel il s'en sépare tangentiellement et se prolonge jusqu'au point où il coupera la courbe proposée, qu'ensuite on développe la partie enroulée, en tenant toujours le fil tendu, et sans glissement sur la courbe, son extrémité sera toujours sur la courbe donnée \ car l'accroissement de la partie rectiligne du fil tangent sera toujours égal à l'arc de la développée compris entre deux points de contact, ou à la diflerence des rayons de courbure correspondants^ donc la partie rectiligne sera toujours la longueur même du rayon de courbure, et, par suite, l'extrémité sera toujours sur la coiu'be donnée. Le lieu des centres de coiu'bure d'une courbe peut donc servir à décrire cette courbe par son développement en ligne droite, et c'est de là que lui vient le nom de développée.
146. Déi^eloppée de la cycloïde. — Soient M un point quelconque de la cycloïde {fig. 62), MN la normale, NMD le cercle générateur, R le rayon de courbure \ on a
on aura donc le centre de courbure O, relatif au point M, en prenant NO = MN. Mais si, au milieu I de la base, on élève la perpendiculaire IB égale au diamètre 2 a du cercle générateur, et qu'on mène en B une parallèle BV à la base, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC comme diamètre passera par O : l'arc NO sera donc égal à l'arc MN du cercle NMD, et, par suite, à la ligne AN. Donc OC = NI = BC. Donc le point O appartient à la cycloïde décrite par un point d'un cercle ayant 2 a pour rayon, le point B pour ori- £rme, et BV pour base.
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La développée de la cycloïde AEA' se compose donc de deux demî-cycloïdes AB, A'B, identiques avec la première, et dont le prolongement se rapporterait aux branches suivantes de celles-ci.
147. La différence de deux rayons de courbure étant égale à Tare de la développée, compris entre les deux points de contact, et le rayon de courbure de AEA' étant nul au point A, la ligne MO est égale à Tare AO. Donc dans toute cycloïde AOB, Tare compris entre le sommet A et un point quelconque O est double de la corde NO du cercle générateur NOC qui passe en ce point ^ proposition déjà démontrée précédemment par d^autres considérations.
Ainsi, en revenant à la cycloïde primitive, on aurait
ME = 2MD, et, par conséquent,
AE = 4^ ^^ AEA' = 6a.
Si Ton fait 2a — y =j)^', c'est-à-dire si Ton compte lesj^' à partir de E, dans le sens El, et que Ton pose EM = 5, on aura
Telle est Téquation de la cycloïde entre l'ordonnée et Tare, comptés à partir de son sommet.
148. Déi^eloppée de la parabole. — Soient réquation y^ = 7.px [fig^ 63), M un point quelconque de la parabole, MN la normale, O le centre de courbure: on aura, d'après une formule donnée précédemment,
MO
Soient x^ j les coordonnées de M 5 a, 6 celles de O, et ç
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l'angle de MO avec la parallèle MI à Taxe des^^ on aura MN = ( j> + /?»)*, jr — 6 = MO cosip, a — a: r=r MO sin tp,
tangç=:~> rnsyr=: SIIlç =
On tire de là
Entre ces deux équations et celle de la parabole y* = 7.px^ si Ton élimine x et y^ on aura Téquation du lieu des points * O, ou de la développée. On trouve ainsi
**'~rr^(«--p)'-
On peut remarquer que Téquation précédente a = 3a: -4-/7 indique une construction fort simple du centre de courbure O ; car, l'abscisse OP de ce point étant égale à 3j: -i-/?, on a NP= 2 a:. Il suffît donc de mener la normale indéfinie MN, de prendre NP double de l'abscisse du point donné M, et d'élever en P une perpendiculaire à l'axe. Sa rencontre avec la normale donnera le centre de courbure.
149. Déi^eloppée de la spirale logarithmique, — Nous avons trouva que le centre de courbure C de c tte courbe est le point de rencontre de la normale et de la perpendiculaire menée par le pôle au rayon vecteur [fig* 6o). Le rapport de AG à AM étant constant, puisque les angles du iriangle AMG sont constants, il s'ensuit que deux rayons vecteurs quelconques de la développée seront dans le même rapport que deux rayons vecteurs quelconques de la spirale, faisant entre eux le même angle que les deux autres. Si donc on fait tourner la développée autour de A, jusqu'à ce qu'un de ses points soit sur la spirale, toutes les autres y seront de mème^ et les deux courbes coïncideront. La développée de la spirale logarithmique n'est donc autre chose que cette spirale même qui a tourné d'un certain angle autour du pôle.
l86 LIVRE I.
CHAPITRE XX
DÉPLACEMENT D'UNE nGURE SUR UN PLAN. - PROBLÈME DE LA ROULETTE : MÉTHODE DE DESCARTES POUR MENER LES TANGENTES AUX COURBES QU'ELLE DÉCRIT. - GÉNÉ- RALISATION DE CETTE QUESTION. - CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION.
i50. Lorsque Ton considère sur un plan fixe une figure invariable qui se déplace d'une manière continue, suivant une loi arbitraire, un point quelconque appartenant à cette figure, ou lié invariablement à elle, décrit une courbe dépendante de cette loi, et dont les géomètres du xvii® siècle ont étudié un cas particulier. Leurs recherches ont fait faire des progrès à la Géométrie, et le problème qui en a été Toccasion a conservé beaucoup de célébrité. Ils supposaient une courbe roulant sans glisser sur une autre supposée fixe, et ils se sont d'abord proposé de mener la tangente à la courbe décrite par un point lié à celle qui se déplace. Le premier cas qu'ils ont étudié est celui du roulement d'un cercle sur une droite ^ un point du cercle même décrit la courbe que nous avons nommée cjcloïde, et qu'on a d'abord appelée roulette.
Nous ne nous proposons pas de faire connaître les différents procédés employés dans cette recherche \ nous nous bornerons à la méthode donnée par Descartes, comme la plus simple et la plus générale.
Concevons d'abord, au lieu de deux courbes, deux polygones ayant leurs côtés respectivement égaux, dont l'un soit fixe et l'autre se meuve de manière que les côtés égaux s ap-
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pliquent successiyement les uns sur les autres. Un point lié au polj^ue mobile décrira une suite d'arcs de cercle dont les centres seront les sommets successifs du polygone fixe, et, par conséquent, la normale à l'un quelconque de ces arcs passera par le sommet commun aux deux polygones. Si maintenant on supposç que les côtés des polygones diminuent indéfiniment, de manière que ces polygones tendent à se confondre avec les courbes données, cette propriété de la normale en un point quelconque subsistant toujours, quelle que' soit la petitesse des côtés, elle aura encore lieu pour la courbe limite de l'ensemble* des arcs de cercle, c'està-dire pour celle que décrit le point lié à la courbe mobile. Donc on aura la normale en un point quelconque de ce lieu , en le joignant au point de contact correspondant des deux courbes. La tangente sera la perpendiculaire à cette ligne.
Telle est la méthode de Descartes. Elle s'applique à des courbes quelconques.
Mais on risquerait de se tromper si on la suivait trop loin, par exemple pour la détermination de la courbure^ et il faut y regarder de très-près pour reconnaître que ce qui suffit pour la tangente est insuffisant pour la courbure. C'est pourquoi nous allons reprendre la solution en mettant plus de rigueur dans les raisonnements.
451. Soient LL' (fig* Q^) la courbe fixe; SS' la courbe mobile ; M le point de contact pour une position quelconque de SS'; A la position correspondante du point lié à SS', et qui décrit la courbe en question.
Prenons sur les deux courbes données deux arcs infiniment petits égaux MM', MMj -, les points M', Mi seront coïncidents quand le point de contact des deux courbes sera Ml, puisque, d'après la définition du roulement sans glissement, les arcs qui séparent des points de contact corres-
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pondants, prîs sur les deux courbes, doivent être égaux. Pour amener le système mobile dans la position qu'il aura alors, on peut le faire mouvoir d'abord de manière que tous les points décrivent des droites égales et parallèles à M'Mi, ce qui amènera M' en Mi -, puis, laissant le point M fixe en M^, faire tourner le système autoiu* de ce point, de manière que la tangente en M' coïncide avec celle en Mf Dans ce dernier mouvement toutes les droites s'inclineront, sur leur première direction, d'un angle égal à jcelui des tangentes en M' et Mj , c'est-à-dire de la somme ou de la différence des courbures des*deux arcs MM', MMi, suivant que ces courbures seront de sens contraire ou de même sens. Sfi. donc nous menons A A' égal et parallèle à M'Mi, et que d^ Ml comme centre, avec un rayon égal à A'Mi, qui n'est autre chose que AM', nous décrivions un arc de cercle A'Af, tel que l'angle A'Mi A^ soît égal à celui des tangentes en M' et Ml, Al sera la position exacte de A, correspondant au contact en Mi : AAi sera donc la sécante au lieu décrit par A, et la limite de sa direction sera la tangente cherchée. Or les deux côtés MM', MMi du triangle rectiligne MM' Ml ayant pour limite de leur rapport l'unité, et comprenant un angle infiniment petit, le troisième côté M'Mi est infiniment petit par rapport aux deux autres. De plus, l'angle des tangentes en M', Mi est généralement du premier ordre, même lorsque les courbures sont de même sens. Son égal A' Ml Ai sera donc du premier ordre, et il en sera de même de la droite A'A,, puisque A'Mi a une longueur finie. Donc dans le triangle AA'Ai, le côté A A' est infiniment petit par rapport à A' Ai ^ par conséquent, l'angle Ai a pour limite zéro, et la direction de la sécante AAi a la môme limite que celle de A'Ai . Mais cette dernière tend à faire un angle droit en A' avec la droite A'Mi dont la position limite est AM^ donc enfin la limite de la direction AA|, ou la tangente cherchée, est perpendiculaire à AM, •
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Expression durayon de courbure de la courbe décrite par un point lié à la courbe roulante.
1S2. Une courbe donnée U'V [fig> 65) roulant sans glisser sur une courbe fixe UV, un point M lié à U'V décrit une courbe, dont on demande le rayon de courbure en un quelconque de ses points.
Soient A le point de contact des deux courbes correspond&ut à une position quelconque M du point décrivant \ O, O' les centres de courbure de ces courbes, qui se rapportent au point A. On sait que AM sera la normale à la courbe décrite par M 5 nous désignerons par n sa longueur AM, et par cp l'angle qu'elle fait avec la normale commune 00' aux deux courbes données.
Prenons sur ces courbes deux arcs infiniment petits égaux AN, AN'. Soit M' la position qu'aura prise M lorsque N' sera venu s'appliquer sur N; MN' viendra dans la position M'N^ elle sera la normale en M' : le point de rencontre X de M'N et MA sera, à la limite, le centre de courbure de la courbe en question, et MX sera, à la limite, le rayon de courbure, que nous désignerons par p.
Dans ce mouvement, qui amène N' en N, et, par suite, la tangente en N' sur la tangente en N, toutes les lignes du système se sont inclinées d'un angle égal à celui de ces deux tangentes, ou de leurs perpendiculaires N'O', NO. Cet angle est O + O', et peut être regardé comme ayant pour
mesure
AN Aîî'
ou, à cause de AN = AN',
La droite N'M étant venue, dans ce même mouvement,
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coïncider avec M' NX, s'est inclinée d'un angle égal à N'MA+X.
Mais, en négligeant les infiniment petits sans influence sur le résultat, on peut prendre
N'MA = ^% X = ^^^. AM AX
La somme de ces deux angles sera, en employant les notations précédentes,
AN coscp ( — 1 I :
^ \/î p — nj'
égalant ces deux expressions de la rotation du système, il vient
d*où Ton tire
^ '^ P — 72 (R 4- R') — RR' cOStp'
OU
1 I RR'cos<p
Les formules (i) et (2) résolvent la question, et donnent le rayon de courbure du lieu de M, au moyen des rayons de courbure des deux courbes données, en leur point de contact A correspondant à M, et, en outre, de la position du point Ml par rapport à A et à la normale à ces courbes.
Il n'est donc besoin de connaître aucune autre chose relativement aux courbes données, que leurs rayons de courbure au point que Ton considère. Ainsi Ton pomTait, en ce point, leur substituer deux autres courbes ayant même courbure qu'elles, et, par conséquent, leurs cercles de courbure eux-mêmes. Le lieu décrit par le point M ne serait plus le même, mais au point en question il aurait toujours même courbure.
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Sî la ligne UV est droite, on a
R=roo, et, par suite, p = — >
^ ^ w — R' cosif
ce qui est immédiatement applicable à la cycloïde et ramène au résultat déjà trouvé.
Si U'V est une ligne droite, UV étant une courbe quelconque, on a
R' = oo,
«t la formule (i) devient
n — Rcos®*
si de plus le point M était situé sur la droite mobile, on aurait
ff= -9 et, par suite, p =r= /i.
Le centre de courbure serait donc au point de contact A *, et, en effet, dans ce cas la courbe décrite ne serait autre chose qu'une développante de la courbe fixe.
Observation. — Si la courbe UV tournait sa convexité en sens contraire, il faudrait changer R en — R dans les formules (i) et (2), pourvu toutefois que le centre de courbure X se trouvât toujours, comme on l'a supposé, sur le prolongement de MA.
Si au contraire le point X se trouvait du même côté que M, il faudrait changer p en — p dans ces mêmes formules.
^application aux épicjcloïdes,
153. Si l'on suppose que les courbes UV, U' V [fig- 66) soient des cercles, et que le point M appartienne au cercle Q^obile lui-même, la courbe décrite sera ce qu'on appelle épicycloïde plane.
Voyons ce que donne alors la formule (i).
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Le triangle ÂMB donnant
on aura
R4-2R' R + aR'*
Ainsi, pour avoir le centre de courbure, il suffit de prolonger la normale AM d'une quantité AX dont la valeur
est
/îR
AX
Cette remarque donne un moyen bien simple de construire le centre de courbure X. Il suffit pour cela de tirer le diamètre MMi, puis la droite Mi O : la rencontre de cette dernière avec MA donnera le point X.
En effet, la corde BMi étant parallèle à MA, on aura la proportion
AX:BM, ::ao:ob
ou
AX:/2::R:R-i- 2R',
ce qui démontre la proposition.
Si R est infini, la courbe devient une cycloïde, et Ton trouve p = 2 71, comme on Ta vu précédemment.
Si R = — 2R', on trouve p = 00 en chaque point, et Vépicycloïde se réduit à une ligne droite.
Si le point M, au lieu d'être sur la circonférence O', était à l'intérieur ou à l'extérieur, il décrirait ce que l'on appelle une épîcycloïde allongée ou raccourcie, à laquelle on pourrait semblablement appliquer la formule (i).
Développées des épicycloïdes.
1S4. La développée de l'épicycloïde décrite par M est le
lieu des points X ; et nous allons démontrer que c'est encore une épîcycloïde.
Soit G la position primitive de M ^ on a alors AIM = o, et le point X coïncide aussi avec G. Prenant ensuite Tare CD égal à la demi-circonférence R', le point M est en m à sa distance maximum R -i- a R' du centre O ^ et le point X est à sa distance minimum Ox dé ce même point.
Pour connaître cette dernière, il faut faire /t = 2 R' dans la valeur de AX ; ce qui donne
5tRR' ^ R»
faisant
Ox z= r, Dj- =: 2r',
on aura donc
R» , RR
d'où
Gela posé, décrivons du centre o un cercle avec le rayon r, qui coupera OB en I ^ et sur AI comme diamètre, décrivons un cercle dont le rayon sera r'. Il est facile de voir que ce cercle passera par le point X^ car MA, prolongé jusqu'à ce cercle tangent en A au cercle O', donnera une corde
dont le rapport à MA sera celui des rayons — ou ^ ^, •
' Cette corde sera donc égale à ;; =r, ou à AX.
Maintenant les arcs AX et AM étant semblables seront dans le rapport des rayons r', R', ou, d'après ce qui précède, dans le rapport de r : R. Il en sera de même des suppléments de ces arcs, et l'on aura, par conséquent,
ix:AM,::r:R.
Calcul inf., D. -^ l. l3
Mais AMi = AD, puisque CD est égal à la demi-circonférence MAMi.
On a donc
IX=I
d'où il résulte que le point X est constamment sur Tépicycloïde décrite par un point du cercle de rayon r' roulant sur le cercle de rayon r, ce point partant de x. Le point de rebroussement de cette épicycloïde correspondra donc au sommet m de la première, et le point de rebroussement C de la première au sommet c de la seconde.
On reconnaît facilement que les deux nouveaux cercles r, r' forment un système semblable à celui des cercles R, R', et qu'ainsi les deux épicycloïdes sont semblables. Ainsi la développée d'une épicycloïde est une épicycloïde semblable^
et le rapport de similitude est ~ ou r; =-: •
De la double génération des épicycloïdes planes,
155. Toute épicycloïde peut être engendrée par deux cercles de rayons différents, roulant sur un même cercle.
1° Supposons le cercle roulant intérieur au cercle fixe O [fig- 67). Soient AB son rayon, B le point de contact dans une position quelconque, M le point décrivant dont la position primitive était 1 5 on aura BM = BI. Par le point M, faisons passer un cercle de rayon OA tangent au cercle 0. Il suffira pour cela de mener le rayon OB' parallèle à AM et de prendre OA' = AB = AM. Il en résultera
A'B = OA=:AM
Le cercle décrit du centre A' avec un rayon égal à OA passera donc par M et sera tangent en B' au cercle O.
Cela posé, il est facile de voir que les arcs B'M, B'I sont égaux.
En effet, puisque la figure O AMA' est un parallélogramme,
les angles B'A'M, MAM, BOB sont égaux.
Donc
FM_BM BB^
i7M""ÂB""0B'
Ajoutant les termes des deux premiers rapports égaux, on aura encore un rapport égal
d'où résulte
et, par suite.
B^ M -h BM ÔB '
BB' = B'Mh-B1\I,
Donc le point M appartient à l'épicycloïde décrite par le cercle A' roulant intérieurement sur le cercle O en sens contraire du cercle A.
Si donc M est un point lié invariablement aux deux cercles, le cercle A' tournant dans O sans glisser fera rouler le cercle A de manière que les arcs IB, IB', égaux respectivement à MB, MB', soient entre eux comme les rayons AB, OA5 et, par conséquent, les vitesses angulaires des centres A, A' autour de O seront proportionnelles aux rayons de ces cercles.
a*^ Supposons maintenant que le cercle roulant A [fig. 68) soit extérieur au cercle fixe O.
Soient M le point du cercle A qui décrit Tépicycloïde, I sa position primitive sur le cercle O, B le point de contact des cercles A, O *, les arcs MB, IB seront égaux.
Menons par O un rayon OB' parallèle à AM : prenons OA' = AM, et décrivons un cercle de A' comme centre avec Un rayon égal à A'B', c'est-à-dire égal à la somme des rayons
des deux cercles donnés. Ce cercle sera tangent en B' au cercle O^ de' plus, il passera par M, puisque la figure MAO A' est un parallélogramme et que, par conséquent,
AB OB A'B
et comme le dénominateur du dernier rapport est la somme de ceux des deux premiers, il s'ensuivra
MB' =r MB -h BB' = IB -+- BB'.
Donc le point M appartient à Tépicycloïde décrite par un point du cercle A' qui roulerait sur le cercle O, du même côté que le cercle A.
On reconnaît facilement que les vitesses angulaires des centres A, A' sont encore proportionnelles aux rayons.
Réciproquement, si A' était le cercle roulant sur le cercle fixe O renfermé dans son intérieur, l'épicycloïde engendrée par un point de ce cercle pourrait être engendrée par un point du cercle extérieur A, ayant un rayon égal à la différence des deux autres, et roulant sur O du même côté que le cercle A'.
On peut tirer de là la conséquence générale que toute épîcycloïde peut être engendrée par le roulement de deux cercles de rayons différents sur un même cercle. Les rayons de ces deux cercles ont une sommé ou une différence égale au rayon du cercle fixe, et le point de contact de ces cercles générateurs avec le cercle fixe se déplace en sens contraire si ces deux cercles sont intérieurs Tun à l'autre, et dans le même sens dans le cas contraire.
Comment tout déplacement continu, sur un plan, se ram.ene au roulement d'une courbe sur une autre.
136. Euler a démontré qu'une figure tracée sur la surface d'une sphère pouvait être amenée d'une position quelconque à une autre, sur cette même surface, par un seul mouvement de rotation autour d'un point de la sphère comme pôle.
Cette proposition, indépendante de la grandeur du rayon de la sphère, s'applique évidemment au plan, et d'ailleurs les mêmes raisonnements peuvent être faits directement dans ce cas particulier. On peut l'établir très-simplement de la manière suivante :
Soient A, Ai [fig. 69) les deux positions successives d'un même point du système mobile \ on amènerait A en A ^ en donnant à l'ensemble un mouvement de translation par lequel chaque point décrirait une droite égale et parallèle à AAf. H suffira donc, après cela, de laisser le point A fixe en Al et de faire tourner le système autour de ce point jusqu'à ce qu'un second point arrive à la position qu'il doit occuper. Or ces deux mouvements successifs peuvent être exécutés au moyen d'une simple rotation autour d'un point fixe. En effet, menons VAj U perpendiculaire à AAi, et par Al deux droites faisant avec VU des angles égaux à la moitié de l'angle dont le système a dû tourner^ inscrivons entre CCS deux droites les lignes MM', NN' égales et parallèles à AAi. H est facile de voir qu'après les deux mouvements de translation et de rotation l'un des deux points M Ju N, considéré comme lié au système, est revenu à sa première position. Car si la rotation porte de la direction AjN vers AiN', et, par conséquent. Ai M' vers AiN', il est évident que le point M, parvenu en M' après la translation, re-
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viendra en M après une rotation représentée par l'angle M'A|M. Et si la rotation était en sens inverse, le point N, amené par la translation en N', sera ramené en N par la rotation.
Il existe donc un point du système qui se trouve à la même place quand le système passe d'une position à l'autre, et, par conséquent, ce passage peut être effectué en faisant tourner le système autour de ce point. Il est facile de reconnaître que l'angle de cette rotation unique est le même que celui de la première. En effet, supposons que M soit le centre de la rotation finale ; le point A venant en Ai , l'angle de rotation sera précisément AMAi, qui est égal à M Ai M', puisque, AAj étant égal et parallèle à MM', il en résulte que AM est parallèle à Ai M.
157. Revenons maintenant au mouvement continu d'une figure sur un plan.
Considérons un nombre indéfiniment croissant de positions, infiniment voisines, du système entre deux quelconques de ses positions ^ on pourrait Tamener de chacune d'elles à la suivante par une simple rotation autour d'un point fixe. Les centres successifs sont distants les uns des autres de quantités d'autant plus petites, que les positions sont plus voisines^ et en les joignant par des droites on forme un polygone déterminé. On peut maintenant considérer les points liés au système mobile, qui viennent successivement coïncider avec les sommets de ce polygone 5 ils formeront un autre polygone déterminé, mobile avec le système, et ayant ses côtés successifs respectivement égaux à ceuxiiu polygone fixe sur lesquels ils viendront successivement s'appliquer. On peut donc faire passer le système par toutes les positions intermédiaires que l'on a choisies, en faisant rouler un polygone lié avec lui, sur un autre polygone fixe. Concevons maintenant que ces positions se mul-
tîpHent indéfiniment, on se rapproche de plus en plus du mouvement continu en question^ ces deux polygones tendent vers des courbes déterminées, et par conséquent le mouvement donné, quel qu'il soit, peut être opéré en liant une certaine courbe au système mobile, en en construisant une autre qui reste fixe, et faisant rouler la première sur la seconde sans glisser, puisque les parties de polygone (pii s'enroulent Tune sur l'autre sont constamment égales. Telle est la manière la plus simple de se représenter le mouvement continu d'un système sur un plan 5 elle rentre dans le mouvement de roulette que les géomètres avaient d'abord, considérée.
158. Les centres des rotations très-petites, ou les différents sommets du polygone fixe, tendent vers des points limites qui sont ceux de la courbe fixe, et que l'on nomme centres instantanés de rotation; et l'on dit, en employant le langage infinitésimal, que tout mouvement peut être considéré comme composé d'une infinité de mouvements de rotation autour de ces centres instantanés. Mais il faut toujours entendre par ce langage, que nous avons tant de fois expliqué, que ce mouvement est la limite d'une suite de mouvements de rotation dont le nombre croit indéCniment, et qui s'exécutent successivement autour de points qui se rapprochent indéfiniment des centres instantanés.
Moyen de mener la tangente à la trajectoire d'un point quelconque du système, quand on connaît les tangentes au,v trajectoires de deux pouils.
159. M. Chasles a déduit de ces considérations un moyen de mener la tangente à la trajectoire d'un quelconque des points du système, c'est-à-dire à la courbe qu'il décrit, quand on sait mener les tangentes aux trajectoires de deux de ses points. Il l'a même étendue à d'autres cas, comme
nous le verrons tout à rheure. En effet, nous avons vu que, pour avqir la normale en un point quelconque d'une de ces courbes, il suffisait de joindre ce point au point de contact de la courbe roulante avec la courbe fixe, c'est-à-dire au centre instantané de rotation. Si donc on peut mener les tangentes aux trajectoires de deux points du système, aux points correspondant à une position quelconque de ce système, la rencontre des normales en ces points fera connaître le centre instantané ^ et en le joignant à un points quelconque du système dans cette même position, on axai la normale à la trajectoire de ce point : la tangente s'ensuit.
Exemple. — Supposons qu'une droite de longueur con^— stante se meuve de manière que ses extrémités resteiK.^ sur deux droites données^ un quelconque de ses points décrira une ellipse dont la normale s'obtiendra en joignant ce point au point de rencontre des perpendiculaires aux deux droites menées par les extrémités de la droite mobile dans la position correspondant au point que l'on considère.
Si, au lieu des deux droites fixes, on avait deux courbes auxquelles on saurait mener les tangentes, il n'y aurait pas plus de difficulté. Dans le cas où ces courbes sont des cercles, la courbe décrite par un point de la droite inscrite est d'un grand usage dans les applications aux machines.
160. Extension de cette règle au cas ou une droite du système est tangente à une courbe fixe, ou passe par un point fixe.
Cette règle peut être étendue au cas où une droite du système se mouvrait tangentiellement à une courbe fixe donnée ] cette condition peut remplacer la connaissance de la trajectoire d'un point.
Il est inutile de parler du cas où la droite roulerait sans glisser sur la courbe, parce que le centre instantané ne se-
rait autre chose que son point de contact avec cette courbe; il serait donc connu et le problème serait résolu. H suffit donc de considérer le cas où les longueurs qui s'enroulent Tune sur Tautre sont inégales, et où, par conséquent, leurs parties infiniment petites correspondantes n'ont pas pour limite de leur rapport l'unité \ de sorte que, ces parties étant du premier ordre, leur différence en est aussi. Soient UV, U'y {fig» 70) deux, positions, infiniment voisines, de la droite du système qui reste tangente à la courbe fixe SS' ; M, M' les points de contact correspondant à ces deux posi* tions. Lorsque UV se déplace, celui de ses points qui était en M décrit une trajectoire tangente en M à la courbe SS^ En effet, soit M| sa position sur U'V; la différence entre M'Mi et l'arc MM^ est par hypothèse du même ordre que MM'; mais puisque l'angle des tangentes, ainsi que M'Mi sont des infiniment petits du même ordre que MM', ou du premier ordre, la distance MMi est aussi du premier, et la perpendiculaire abaissée de Mi sur MV est du second-, donc l'angle M| MV a pour limite zéro; c'est-à-dire que la tangente en M à la courbe que décrit ce point lié à la droite UV coïncide avec UV.
n suit de là que, dans une quelconque des positions de UV, son point de contact M peut être considéré comme se mouvant sur une courbe fixe tangente en M à UV. Donc on aura le centre instantané de rotation, en élevant en M ime perpendiculaire à UV, et cherchant son point de rencontre avec la normale à la trajectoire connue d'un autre point du système.
Mais si, au lieu de cette trajectoire d'un autre point, on connaissait une seconde courbe à laquelle une seconde droite du système serait tangente, on se retrouverait dans le même cas que tout à l'heure ; et en élevant une perpendiculaire àuÇette seconde droite en son point de contact, on aurait une nouvelle droite renfermant le centre instantané
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de rotation, qui se trouverait ainsi déterminé ; d*où résulteraient, comme nous l'avons vu, les tangentes aux trajectoires des autres points.
161 . Si la courbe à laquelle la droite du système est tangente se réduisait à un point, c'est-à-dire si elle était assujettie à passer par un point fixe, il suit de ce qui précède que, en élevant en ce point une perpendiculaire à la droite, on aurait une ligne passant par le centre instantané. D'ailleurs la démonstration directe en est encore plus facile.
Car soient A {fig» 71) le point fixe, UV, U' V deux positions infiniment voisines de la droite. M' la position où est venu le point M de UV, situé d'abord en A^ MM' sera une sécante du lieu décrit par ce point : à mesure que U' V s'approcherait de reprendre la position UV, le point M' tendrait vers M et la sécante MM', ou U'V, vers UV ; cette dernière direction est donc celle de la tangente au lieu décrit par le point M de UV. Donc on aura encore une ligne contenant le centre instantané de rotation, en menant par M, c'est-à-dire par A, une perpendiculaire à UV.
application de ces différents procédés,
162. 1° Conchoïde. — La droite AN (fig> 36) passant par le point fixe A, et son point M décrivant la droite XY, on aura la normale à la courbe décrite par un de ses points N, en élevant en A une perpendiculaire à AN, et en M une perpendiculaire à XY, puis joignant N à leur point de concours O.
On reconnaîtrait facilement que cette solution plus simple rentre dans celle que nous avions trouvée par imc autre voie.
2° Cjssoïde, — Nous considérerons le mode suivant de génération de cette courbe. ,
On donne deux droites rectangulaires AC, CZ {fig- 27)^ on prend deuic longueurs égales CB, BA, et Ton fait mouvoir un angle droit AVU, de manière que VU = AC, que le point U se meuve sur CZ, et que le côté VA passe toujours par le point fixe A : le milieu M de UV décrira une cyssoïde commençant en B et ayant pour asymptote la parallèle à CZ à une distance CB' = CB.
Cela posé, pour mener la tangente en M, il sufiira d'élever en U une perpendiculaire à la droite CZ, sur laquelle se meut le point U de la figure mobile, et en A une perpendiculaire à AV 5 le point de rencontre de ces droites sera le centre instantané, et, en le joignant en M, on aura la normale à la cyssoïde.
3° Angle droit dont les côtés sont tangents à une ellipse, — H suffira de mener des perpendiculaires aux cotés de l'angle, en chacun des points de contact, et de joindre leur point de rencontre au sommet de l'angle mobile; on aura ainsi la normale au lieu décrit par ce sommet. Cette normale sera la seconde diagonale d'un rectangle dont l'autre sera la corde de contact \ elle passera donc par le milieu de cette corde et, par suite, par le centre. On voit donc que toutes les normales au lieu en question passent par le centre de l'ellipse; donc ce lieu est un cercle concentrique à l'ellipse. On aura son rayon en prenant les côtés de l'angle
parallèles aux axes; on trouvera ainsi yja* -f- A', en désignant les demi-axes par a, b.
IjCS mêmes raisonnements s'appliquent immédiatement à l'hyperbole, mais le problème n'est pas toujours possible. Dans le cas de la parabole, toutes les normales au lieu seront parallèles à l'axe; par conséquent, ce lieu sera une droite perpendiculaire à l'axe : et Ton reconnaît facilement que c'est la directrice.
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DES COURBES ENVELOPPES
163. Considérons une courbe dont Téquation renferme une constante, ou paramètre, à laquelle on donne une série de valeurs, variant d'une manière continue. Pour chacune de ces valeurs, on aura une courbe déterminée. Ces courbes changeront de forme et de position ^ et, si leurs points laissaient une trace sur le plan, il arriverait généralement qu'il y aurait une partie du plan sur laquelle ces traces seraient imprimées, et une autre partie où il n'en existerait pas. La séparation de ces deux parties sera une ligne avec laquelle les courbes variables auront un point commun, mais qu'elles ne pourront couper, puisqu'alors elles pénétreraient dans la région où cependant elles n'ont aucun point, par l'hypothèse même. Cette ligne de séparation est donc tangente à toutes ces courbes, et on la nomme leur eriifeloppe.
Nous avons déjà traité un cas particulier de cette question générale, celui où la ligne mobile est droite ; et nous avons démontré que si, pour chacune des positions de cette droite, on cherchait la limite de sa rencontre avec la droite infiniment voisine, on obtenait un point d'une courbe à laquelle ces droites sont constamment tangentes.
Il s'agit maintenant de généraliser ces considérations. Pour cela, considérons une quelconque des courbes en question et deux autres infiniment voisines. Tune précédant, l'autre suivant la première \ et supposons que celle-ci soit coupée par chacune des deux autres, ce qui peut très-bien
ne pas arriver. Joignons ces deux points de rencontre infiniment voisins par une droite : ce sera une sécante à la courbe, d'autant plus voisine de la tangente que les courbes seront plus rapprochées.
En agissant de la même manière pour toutes les courbes infiniment voisines, dans toute l'étendue des valeurs du paramètre pour lesquelles les courbes infiniment voisines se coupent, on construira un polygone à côtés infiniment petits et auquel les courbes variables tendront de plus en plus à être tangentes, à mesure que Ton considérera un plus grand nombre de courbes intermédiaires. De sorte que la limite vers laquelle tend le lieu de ces points de rencontre est une courbe tangente à toutes les proposées ^ et, sur chacune de celles-ci, on aura le point appartenant à l'enveloppe, en cherchant la limite de son point de rencontre avec une autre qui s'en rapproche indéfiniment. Le problème est donc ramené à la recherche de la limite d'un point, après quoi il rentrera dans les questions ordinaires de lieux géométriques. Le calcul de cette limite peut être indiqué d'une manière générale.
Soit
(l) F{x,Xya) = o
l'équation d'une quelconque des courbes, a désignant le paramètre variable. Une courbe infiniment voisine correspondra à un accroissement infiniment petit h de a, et aura pour équation
(a) F(ar, /, a-4-Â)=:o.
Les valeurs de x etjr^ tirées de ces deux équations, tendront vers les coordonnées du point limite à mesure que l'on y fera tendre h vers zéro. C'est ce que l'on pourra eiSectuer dans chaque cas particulier^ mais il est possible de ^amener ce calcul à une considération générale.
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Remarquons d'abord que, puisque nous désignons par le même signe F les fonctions qui expriment les deux membres de ces équations, nous supposons que ces fonctions ont une forme unique, que, par exemple, il ne s'y trouve pas de radicaux affectés de double signe ^ car il faudrait alors s'assurer si, pour le point de rencontre, les signes doivent être pris de la même manière, sans quoi la fonction ne serait pas la même dans les deux équations. Pour éviter ces difficultés, nous admettrons que la forme de l'équation donnée a été modifiée, s'il l'a fallu, de manière à devenir unique.
Retranchant les équations (i), (2), on aura une équation qu'on pourra substituer à (2) sans changer les solutions communes 5 on peut encore diviser par A, et les coordonnées du point de rencontre des deux courbes infiniment voisines seront données par l'équation (1) et la suivante :
Ff.r, r, a-h /i) — Y{x,x, a) (3) ^ =0.
On aura donc les coordonnées du point limite en cherchant les solutions communes à l'équation (i) et à celle dont le premier membre serait la limite vers laquelle tend celui de l'équation (3) lorsque h tend vers zéro, c'est-àdire la dérivée de F(jc, j^ a) par rapport à a.
Ainsi, pour chaque position de la courbe mobile, le point de la courbe enveloppe sera déterminé par les équations
et si l'on veut le lieu de ces points, il suffît d'éliminer a entre ces deux équations.
Remarquons que si, dans une de ces positions, la courbe n'est pas coupée par les voisines, cela annoncera qu'elle n'aura aucun point commun avec l'enveloppe. Dans ce cas,
cette dernière courbe ne sera tangente qu'aux courbes correspondant aux valeurs de a comprises entre certaines limites, comme nous en citerons des exemples.
164. Applications. — i® Soient deux droites parallèles BU, B'U' i^fig* 73) coupées par une troisième BB', et une droite MM' qui se meut de manière que Ton ait toujours
•BM.B']Vl' = /w»;
trouver l'enveloppe de ces droites. Prenons pour origine le milieu A de BB', pour axes la droite ABX et une parallèle à BM, et faisons BB' = 2 a.
En prenant pour équation de M'M
on devra avoir, entre a, 6, la condition d'où
et l'équation de la droite sera
y = ax dz ^a'a' -f- /»*.
Pour faire disparaître la double forme, on l'écrira ainsi
(^ — ûj:)" = a'a' 4- /n% ou
^* — 2a jy^ -f- a'(a:* — a*) — m* = o.
Égalant à zéro la dérivée par rapport à a, il vient
en éliminant a entre cette équation et la précédente, on aura pour équation de l'enveloppe
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On peut remarquer que si réquation de la droite avait été résolue par rapport à a, ce qui aurait donné un double signe, le calcul devenait illusoire, et l'on se trouvait dans le cas dont il a été parlé en général.
2" Supposons maintenant un cercle variable ayant pour équation
a étant le paramètre variable.
Faisant passer tous les termes dans le premier membre, et prenant la dérivée par rapport à a, ou encore prenant les dérivées des deux membres par rapport à a, on trouve
Eliminant a entre (i)et(2), on a pour équation de l'enveloppe
parabole qui a pour axe la droite sur laquelle se meut le centre du cercle. Son sommet C (fig» 74) est à une distance
AC = yj et les points 6, B' où elle coupe Taxe des j ont
pour ordonnées ± — •
Cette question offre un exemple du cas où toutes les courbes mobiles ne sont pas touchées par Tenveloppe. En effet, les équations (i), (2) donnent pour coordonnées du point limite de l'intersection des deux cercles
Ainsi, pour toutes les valeurs de a moindres que -j^ les cercles successifs ne se coupent pas; ils sont intérieurs l'un
à l'autre. Pour a = -7-» on a
ce qui donne le poinl G. Les valeurs plus grandes de a, jusqu'à l'infini, donneront tous les points de la parabole.
Caustiques.
165. Lorsque des rayons de lumière ou de chaleur, émanés d'un même point dans toutes les directions situées dans un même plan, sont réfléchis à leur point de rencontre avec une courbe située dans ce plan, de manière que les angles des rayons incidents et réfléchis avec la normale à cette courbe soient égaux, l'enveloppe des rayons réfléchis se nomme caustique par réflexion, relativement à cette courbe et au foyer de chaleur ou de lumière.
Si les rayons étaient réfractés au point où ils rencontrent la courbe, l'enveloppe se nommerait caustique par réfrac^ lion. Ces courbes ont dans la Physique une utilité dont nous ne parlerons pas ici. Pour les obtenir, on cherchera, sur un rayon réfléchi ou réfracté quelconque, la limite de son point de rencontre avec un rayon infiniment voisin, puis le lieu des points ainsi trouvés. Ce point limite peut être trouvé par le calcul , en cherchant l'équation générale des rayons réfléchis ou réfractés \ on peut aussi le trouver souvent plus simplement par des considérations géométriques : nous allons en donner quelques exemples, en nous bornant aux caustiques par réflexion.
Considérons d'abord généralement la question pour une courbe quelconque.
Supposons qu'un rayon de lumière parte d'un point donné A (fig* 75) et se réfléchisse en B sur une courbe donnée, en faisant avec la normale BV un angle VBX = ABV.
Cale, inf, Z>. — I. 1 4
Considérons un autre rayon infiniment voisin, partant de A et se réfléchissant en M sur la courbe. Ce rayon réfléchi rencontre le premier en X.
Cela posé, on demande la limite Aj du point X, lorsque M se rapproche indéfiniment de B.
On suppose connue, d'après la nature de la courbe, la limite m du rapport de Fangle O des deux normales à Tangle A correspondant.
Les deux triangles MHX, BHO, ayant un angle égal H, donneront, en désignant par a, a' les deux angles d'incidence successifs,
X — 0 r- OBH — HMX = a — a';
les deux triangles BAK, MOK donneront de même
d'où
X — 0=:0--A ou X-t-A = 20.
On aura maintenant les deux proportions suivantes : MX : MI : : sini : sinX, BA : BI : : sini : sin A,
d'où
MX^MI, sinX BA *BI'* 'sinA
MI Or on reconnaît facilement que la limite du rapport ^j
est l'unité, parce que, dans le triangle BIM, les deux angles B et M ont une même limite finie. Donc
,. MX ,. sinA ,. A ,. A «
lim — — = lim -r-:^ = lim — =: lim
BA sinX X 2O — A 2/w — i
Donc enfin, en observant que MX et BX ont même limita
AiB, on aura
AB AB
,.0 AB , -, AB.Rcosa
\\m-^=:m^=:- et A| B =:= — --=; ->
A Rcosa aAB — Rcosa
d'où
si AB =-• 00 ,
AB ' A,B Rcosa' Rcosa
applications.
166. 1° Cercle, — Un faisceau de rayons parallèles situes dans le plan d*un cercle O {fig* 76) est réfléclii par la circonférence de ce cercle^ on demande la limite du point X où le rayon PM, après s*étre réfléchi suivant MV, est rencontré par le rayon réfléchi infiniment voisin NX.
Cette question rentre dans la précédente, en supposant A = o.
On aura donc d'abord
X=?.0; le triangle MNX donnera ensuite
NX MN
sinNMX sinX
Passant à la limite, et observant que NX a même limite c^ue MX, et que Tangle NJVIX a pour limite le complément
de a, le premier membre deviendra
limMX
COSa
Quant au second membre, on pourra, sans changer sa limite, remplacer la corde*MN par Tare qui est le produit du rayon du cercle par l'angle O; remplaçant ensuite X par 2O, et substituant l'angle infiniment petit à son sinus, on
trouvera — pour limite du second membre.
On conclut de là
MOcosa MP
IimMX = = — •
Cherchons maintenant le lieu des points X, c'est-à-dire la caustique.
Soient ce (fig- 77) le diamètre parallèle aux rayons, et H' PH un rayon incident quelconque \ on aura le rayon réfléchi en faisant l'angle OHHj = OHH'.
On a vu précédemment que le point M de la caustique s'obtenait en prenant
HM^HIiz::— .
Soit N le milieu de HO, la ligne NI sera parallèle à PO^ donc l'angle I et, par suite, l'angle M seront droits*, et, par conséquent, le cercle décrit sur HN comme diamètre passera par I et M. Les deux angles MHN, AON seront égaux ^ntre eux, comme étant l'un et l'autre égaux à IHN.
OC Or, si Ton décrit du centre O avec un rayon OA = — •
un cercle qui sera tangent au cercle HMN, l'angle au centre
AN AON aura pour mesure — ? et l'angle MHN inscrit dans
AKJ
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Je cercle dont le diamètre est égal à AN aura pour me-
MN sure 7— -• AO
On aura donc égalité entre les arcs MN, AN, puisque les deux angles sont égaux.
D'où il résulte que le point M de la caustique appartient à 1 épicydoïde décrite à partir de Torigine A par un cercle dont le rayon est le quart de celui du cercle donné, roulant sur un cercle concentrique au cercle donné, et d*un rayon moitié moindre.
a° Caustique par réflexion d'une spirale logarithmique, en supposant le point lumineux au pôle.
Soient M, M' {Jig. 78) deux points infiniment voisins pris sur la spirale 5 MO, M'O les normales 5 AM, AM' deux rayons incidents, et MX, M'X ces mêmes rayons après la réflexion.
n faut d'abord trouver la limite du point X quand M^ tend vers M.
Les angles des rayons vecteurs avec la normale étant constants, d'après Ja nature de la courbe, et l'angle de réflexion étant égal à celui d'incidence, on reconnaît immédisttement que les trois angles A, O, X sont égaux.
Donc les cinq points M', M, A, O, X sont sur un même cercle. La limite de ce cercle est celui qui passerait par les deux points A, M, et aurait en M la même tangente que la courbe. Traçant donc ce cercle, le point I, où il coupera le rayon réfléchi, sera un point de la caustique.
Si l'on veut connaître le lieu des points I, il suffira de remarquer que le triangle AMI est isoscèle, puisque les cordes MA, MI) symétriques par rapport au diamètre MO^, sont ^ales, et que l'angle AMI est constant^ donc le rapport de AI à AM est constant, unsi que l'angle lAM.
Donc les points I appartiennent à une spirale identique à la proposée, et que l'on fera coïncider avec elle en la fai«
sant tourner autour du pôle, jusqu'à ce qu'un quelconque de ses points vienne s'appliquer sur la spirale donnée.
De l'enveloppe d'une courbe déforme im^ariable liée à une courbe qui roule sur une autre,
467. Soient HMK {Jig- 79) la courbe enveloppée, Mie point où elle touche l'enveloppe UV5 H'M'K' la première courbe dans une position infiniment voisine, M' le point où elle touche l'enveloppe. Les points de contact de la courbe mobile et de UV se déplacent d'une manière continue sur cette courbe mobile; de sorte que le point M de HK est situé sur H'K' à une distance infiniment petite de M'. Ce point est donc à une distance infiniment petite du second ordre de UV, puisque la courbe H'K' est tangente à UV en M'.
D'où il résulte que le lieu décrit par le point M de la courbe mobile est tangent en M à UV, et par conséquent à HK.
Ce qui donne le théorème suivant :
Les points où une courbe mobile im^ariable touche son enveloppe, dans une quelconque de ses positions, sont ceux qui décrivent des trajectoires tangentes à la courbe mo^ bile dans la position que l'on considère.
Or la trajectoire d'un point lié à la courbe roulante a sa tangente perpendiculaire à la droite qui joint le point que l'on considère au centre instantané de rotation, et ce centre est le point de contact de la courbe roulante avec la courbe fixe.
Donc, enfin, pour une position quelconque de la courbe mobile, on aura les points où elle touche l'enveloppe, en abaissant du point de contact de la courbe roulante toutes les normales possibles sur la courbe mobile.
Exemple. — Un cercle dont, le centre est (V {fig* 80)
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roule sur un cercle fixe dont le centre est O ^ trouver Tenveloppe d*un diamètre déterminé du premier.
Soient CG une position quelconque du diamètre en question, et B le point du cercle O, avec lequel le point C a coïncidé^ les arcs AB et AC seront égaux.
Pour avoir le point de CC qui appartient à son enveloppe, il faut abaisser du point de contact A des deux cercles une perpendiculaire AI sur CG : I sera le point cherché.
Or, si l'on décrit un cercle sur AO' comme diamètre, il passera par I, et l'angle AOI considéré successivement comme inscrit dans ce cercle, et comme ayant son sommet au centre du cercle roulant, aura pour mesure
arc AI arcAC
Donc l'arc AI est égal à AC et par suite à AB. Le point I appartient donc à l'épicycloïde décrite par le cercle de dia-' mètre AO', roulant sur le cercle fixe. Cette épicycloïde est donc l'enveloppe cherchée.
Autre exemple. — Considérons maintenant l'enveloppe d'une droite de longueur constante dont le!> extrémités sont assujetties à rester sur deux courbes données \ on aura le point appartenant à l'enveloppe en menant d'abord les normales aux deux courbes aux extrémités de la droite : leur point de rencontre sera le centre instantané, et il suffira d'abaisser de ce point une perpendiculaire sur la droite inscrite pour avoir le point de la courbe enveloppe.
En appliquant cette construction au cas où les deux courbes se réduisent à des droites perpendiculaires, on retombe sur un résultat précédemment obtenu.
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Rayon de courbure de l'em^eloppe d'une courbe déforme in\fariable liée à une courbe qui roule sur une autre.
168. Soient la courbe U'V (fig- 8i) roulant sur UV^ HK la courbe lîée à U' V, et H'K' son enveloppe. Soient A. le point de contact de UV, U'V dans une position quelconque; O, O' les centres de courbure de ces deux lignes^ R, R' leurs rayons de courbure \ n la longueur de la normale AM abaissée de Â sur HK; f Tangle qu'elle fait avec la normale commune OA'O.
D'après ce qui précède, le point M appartient à Vewré loppe de HK. Pour avoir un point de cette même courbe infiniment voisin de M, prenons sur UV, U'V deux arcs égaux infiniment petits AN, AN', que nous désignerons par w, et abaissons de N' une normale N'B' sur HK. Lorsque, dans le roulement de U' V, N' sera venu coïncider avec N, le point B' de HK sera devenu le point de Tenveloppe, puisque N'B' sera alors la normale abaissée sur HK du point de contact N des deux courbes UV, U'V. Soit B la position que B' aura prise ainsi, BN sera la normale commune à l'enveloppée et à H'K'; le point X, où elle rencontre la normale infiniment voisine, a pour limite le centre de courbure de l'enveloppe, et nous le considérons dans nos calculs comme étant ce point même.
De même nous considérerons le point de rencontre I des deux normales à HK aux points infiniment voisins M, B', comme étant le centre de courbure de HK, et nous ferons
Cela posé, lorsque le point N sera devenu le point de contact, le système mobile aura tourné d*une quantité ^gulaire égale à l'angle que faisaient les deux tangentes eu N, N', lorsque A était le point de contact. Cet angle, qui
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est le même que celui des normales NO, N'O', est égal à la
somme des angles, O, O' ou à - -f- — •
Mais, d'une autre part, la ligne N'B'I étant venue coïncider avec BNX, la quantité dont le système a tourné doit être égale à la somme des angles I, X ; d'où il résulte
Pour évaluer les angles I, X, on abaissera de Â des perpendiculaires sur IN' et BX; elles auront pour valeur Cl) cosop, et Ton aura, par conséquent,
d'où résultera l'équation
ft> 6J oicoso 01 cos<p
R R' /i-f-p' p — « ou
i + ^=cos?(^, + -l^)
ce qui détermine p au moyen de R, R', p'^n^ cp.
On voit donc que le rayon de courbure en un point quelconque de l'enveloppe ne dépend que des rayons de courbure des trois courbes UV, U'V, HK, et non de ces courbes mêmes ^ de sorjte que, pour cette détermination, on pourrait les remplacer par leurs cercles osculateurs, correspondant à la position quelconque que l'on considère.
169. On rettmiberait dans le cas primitivement examiné si i'<m supposait que le rayon de courbure p' fût constamment nul, parce que la courbe HK se réduirait alors à un point. On voit) en effet, que Téquation (4) coïncide avec l'équa-
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tîon (i) lorsque Ton fait /9'= o. La première question n'est donc qu'un cas particulier de la seconde, et l'équation générale (4) renferme la solution de l'une et de l'autre^ on pourra donc se borner à conserver cette dernière formule.
Exemple. — Appliquons la formule (4) au cas déjà examiné, où les courbes UV, U'V sont des cercles, et HK un diamètre de ce dernier.
Il faut alors supposer R, R' constants et p' = oo , ce qui réduit d'abord la formule (3) à la suivante
d'où
ou
_ COS(p ^
cos^ I I R"^R'
Exprimant cos y au moyen de n^ d'après la relation évidente n = R'cosy, il vient
En comparant cette valeuc à la formule générale (3) relative aux épicycloïdes, on reconnaît, comme cela devait être, que p est le rayon de courbure d'une épicycloïde décrite
R' par un point d'un cercle de rayon — roulant sur un cercle
de rayon R.
Mesure du glissement de la courbe mobile sur son
enveloppe,
170. Si l'arc MB pouvait être égal à MB', la courbe HK roulerait sans glisser sur H'K'. Cela n'est pas possible, parce que le système mobile devrait alors tourner autour du point de contact M supposé immobile, ce qui ne peut être, puisque le point A l'est lui-même. Car les vitesses
de tous les points seraient nulles, si celles de deux points Tétaient; et si toutes les vitesses étaient nulles à chaque instant, le système serait constamment dans la même position.
Mous allons d'ailleurs reconnaître que le calcul donne des valeurs essentiellement différentes pour MB et MB'. En effet, on a
donc
MB — MB' = w cos ? ( — ? 7-? — ] = 72 w CCS ® , ^ ,, ^. — ,1
% en vertu de Téquation (4),
MB
~ MB'= 7I« Q + l^^ =z 71(0 + 0').
C'est ainsi que M. Savary, après avoir établi la forniule (4) dans ses feuilles sur les engrenages, a donné le caleul de Tare de glissement dont la considération est in- ^spensable dans la théorie des machines.
f 71 . Mais nous allons montrer comment il est possible de calculer cet arc de glissement sans introduire les rayons de courbure des deux courbes qui glissent Tune sur l'autre, ^^ï par conséquent, sans avoir besoin de connaître la forn^ule(4).
En effet, avant de calculer cette formule, nous avons Wt voir que si l'on prenait deux arcs infiniment petits %aux AN, AN' sur UN, U'V-, que de N' on abaissât une "Normale N'B^ sur HK, et de N une normale NB sur H'K', ^^ point B' de la courbe mobile venait prendre la position "^ lorsque N' coïncidait avec N.
Or les arcs MB', MB étant tangents, le point B' peut être considéré comme appartenant à Tare MB, en négligeant les
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infiniment petits du second ordre. Donc on^peut prendre M'B pour la différence MB — MB', ou Tare de glissement. Mais B^B peut aussi être regardé comme un arc de cercle décrit du centre A avec le rayon w, pendant que le système tourne de l'angle O -h O' pour arriver à sa seconde position. Donc
MB
-MB'=:^(0-f-0')=/i«(l+i7)
DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 9.2 ï
CHAPITRE XXn
CERCLE OSCULATEUR.
172. De même qu'il a été intéressaDt de chercher la limite de la direction suivant laquelle on passe d'un point d'une courbe à un autre infiniment voisin, et que nous avons appelée la direction même de la courbe en ce point, de même il est naturel de chercher le cercle, c'est-à-dire la ligne la plus simple après la droite, qui serait la limite de ceux qui, ayant un point donné commun avec une courbe, ont encore dans le voisinage autant de points communs avec elle que le comporte la nature du cercle. De là ce problème :
Trousser la limite des cercles qui passent par un point donné d^ une courbe, et par deux autres points de la même courbe, infiniment voisins du premier.
Ce cercle limite se nomme cercle osculateur. Soient M (yîg^. 82) un point d'une courbe quelconque : N, P deux autres de ses points infiniment voisins du premier ; faisons passer un cercle par ces trois points. On sait que dans tout cercle un arc est égal au produit du diamètre par l'angle inscrit opposé : d'après cela, en désignant par /' le rayon du cercle qui passe par les points M, N, P, on aura, en désignant l'arc de cercle par MP, et observant que Tangle inscrit est égal à l'angle extérieur N,
MP
et Ton pourrait encore prendre le rapport de la corde au sinus de N.
Mais nous avons vu que Tangle extérieur N est égal à la moitié de la courbure o) de Tare MP de la courbe, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cet angle ; et d'ailleurs le rapport de l'arc de cercle MP à Tare de la courbe a pour limite runité, puisque leur corde est
MP
la même. La limite de -— est donc la même que celle de
> arc MP désignant l'arc de la courbe donnée.
Si donc on représente par R la limite de r, ou le rayon du cercle osculateur, on aura
^ ,. arcMP
R 1= hm j
fil)
ce qui n*est autre chose que le rayon du cercle de courbure. Il est d'ailleurs évident que ce cercle est tangent à la courbe en M, puisque la limite de la direction MN sera une tangente commune.
Le cercle osculateur se confond donc ay^ec le cercle de courbure.
Remarque. — Nous devons faire ici une observation importante. Les raisonnements précédents n'imposent aucune condition à la position du point N entre M et P ; elle peutdiviser l'arc MP en deux parties du même ordre ou d'un* ordre différent ^ l'angle extérieur pouvant toujours être remplacé par la moitié de la courbure de l'arc MP, on arrivera toujours au même résultat. On pouiy^aît, par conséquent, faire coïncider M et N, c'est-à-dire mener un cercle tangent en M à la courbe et passant par le point infiniment voisin P, et l'on trouverait le même cercle limite.
C'est d'ailleurs ce que Ton peut reconnaître directement; il suffira de remplacer l'angle N par celui de la tangente en M avec la corde MP : le diamètre du cercle variable sera le rapport de l'arc de cercle MP à cet angle, qui peut être remplacé par la moitié de la courbure de l'arc MP de la courbe. On trouvée donc encore même limite pour le cercle tangent en ^ à la courbe, et passant par un autre point de la courbe infiniment voisin du premier.
173. On peut donner pour le rayon du cercle osculateur une formule dépendant des accroissements de Tordonnée et de l'arc de la courbe, correspondant à ceux de l'abscisse.
Les deux points infiniment voisins du premier pouvant être pris d'une manière quelconque sans changer le résultat, nous supposerons, qu'ils correspondent à deux accroissements successifs égaux de l'abscisse. Soient h la valeur d'un de ces accroissements; / l'accroissement correspondant de l'arc; A l'accroissement correspondant àGj\ A", l'accroissement de cet accroissement quand on y change x Qiix-k-lr^ soient M, M', M'' (fig- 83) les trois points de la courbe», O le centre du cercle qu'ils déterminent, R son rayon, MH, M' H' les accroissements correspondants A, k des coordonnées rectangulaires de M; M' H, M" H' les accroissements de ces mêmes coordonnées à partir de M', de sorte que, d'après ce qui précède, on ait M'H'== /i, SM'^ = A^i. L'accroissement / de l'arc, h partir de M, pourra être remplacé par la corde MM', ou son égale M'S, dans les rapports dont on cherchera les limites.
Dans les deux triangles OIM'', MM'H dont les angles tendent vers les mêmes limites, les rapports des côtés ont les mênres limites; et, comme nous le savons, nous pourrons sans inconvénient les regarder comme égaux : les calculs seront plus simples et les résultats ne seront pas altérés ;
nous écrirons donc la relation
M'^I MH M"I h
ou
R MM' " R / Les deux sécantes SL, SM donneront la proportion
SL_SM^ 2M:i 4-/', _ /
SM ^ sSr ^" âT — 77*
Éliminant JVFI, il vient
AX-Î H- i^
Observant que le second terme du dénominateur est infiniment petit par rapport au premier, on aura, pour la limite de R ou pour l'expression du rayon de courbure,
lim
hk\
RÉSVMÉ DU LIVRE I.
Nous avons établi dans ce Livre les principes fondamentaux de la méthode des limites. Nous avons montré comment les anciens avaient introduit la notion des limites, et l'usage qu'ils en faisaient pour ramener la mesure de certaines grandeurs à celle d'autres grandeurs plus simples*, comment les modernes avaient rendu plus facile le passage de la relation des variables à celle de leurs limites, ou des ijuantités proposées. Nous avons fait voir comment Archimède avait considéré les grandeurs comme limites, soit de séries, soit de sommes de quantités infiniment petites, et nous avons donné des exemples variés de ces procédés. Nous.
avons considéré ensuite Femploî que les modernes seuls ont fait des infiniment petits comme termes de rapports, et nous avons montré comment ils y ont été conduits naturellement par le problème des tangentes, qu'ils ont envisagé sous un autre point de vue que les anciens. Mais nous avons fait voir par divers exemples que les limites des rapports d'infiniment petits se présentaient dans bien d'autres recher-. ches que celles des tangentes.
Nous avons fait ressortir l'avantage que présente l'emploi des infiniment petits dans les limites de sommes ou de rapports, et qui consiste en ce qu'on peut leur substituer des quantités infiniment petites inégales, mais qui n'en diffèrent que d'une quantité infiniment petite par rapport à elles-mêmes. Ce principe facilite beaucoup les calculs en ce qu'il permet de négliger des quantités dont l'expression serait quelquefois très-compliquée et entièrement inutile pour la détermination du résultat que l'on a en vue.
Dans les applications que nous avons faites des infiniment petits à l'étude des théories géométriques et mécani- Çies, ces quantités se «ont souvent présentées comme les accroissements correspondants de variables liées entre elles par des relations connues. Nous sommes parvenus à la dénomination des limites des sommes ou des rapports de ces <l^antités par des procédés indiqués par la nature de la gestion, mais qui ne se rattachaient pas à des méthodes générales. Nous allons actuellement nous occuper spécialement de ces méthodes générales, dont Futilité doit être beau- ^Up mieux sentie, d'après toutes les applications que nous savons qu'elles auront.
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DES FONCTIONS
CHÂKTRE PREMIER.
DES DÉRIVÉES, DES DIFFÉRENCES ET DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. NOTATIONS.
m. Nous avons démontre (n^ 69) que le rapport des accroissements infiniment petit-s correspondants d'une fonction et de la variable dont elle dépend tend en général vers une limite déterminée, et nous avons nommé cette limite dérivée de la fonction par rapport à la variaMe Indépendante.
L'accroissement posîtif ou négatif d'une varîaMe quelconque, dépendante ou indépendante, se nomme la différence de cette varîaWe, et se désigne par la caractéristique A suivie de la lettre qui représente la variable.
Ainsi ^x^ ùj"^ A^,... représentent les différences ou accroissements des variables x, j", z^
La dérivée d'une fonction se désigne, comme nous l'avons déjà dit, par la lettre même qui désigne cette fonction affectée d'un accent : de sorte que les dérivées par rapport ^ à X des fonctions F(jc), f{x)^ ^Wr • • s'écriront ainsi
iS.
OU encore
DF(a:), D/(a:), Dç(jr),....
Ainsi, d'après la notation des différences, si l'on désigne une fonction quelconque F (a:) par y^ on aura, en supposant que Ax et Aj^ tendent vers zéro,
Um g = F'(x) = Dr,
et, par conséquent, en représentant par a une certaine quantité tendant vers zéro en même temps que Ar,
-^ = F'(a?)4-a, et Ar = F(a:)Ax + aAar.
17S. Cette dernière expression nous fait voir que Taccroissement infiniment petit d'une fonction quelconque, peut être considéré comme composé de deux parties, dont Tune a Ar est infiniment petite par rapport à l'autre, qui est F^(a:) Ax. Or nous savons que les limites des sommes ou des rapports d'infiniment petits ne sont pas altérées lorsqu'on remplace ces infiniment petits par d'autres, qui en diffèrent de quantités infiniment petites par rapport à eux. Donc, toutes les fois que Aj^ entrera dans un calcul comme terme d'un rapport ou d'une somme dont on cherchera la limite, on pourra le remplacer par F'(x)Ar, c'est-à-dire par le produit de la dérivée de y par l'accroissement infiniment petit de la variable indépendante x.
On donne le nom de différentielles à ces quantités que l'on peut substituer aux différences infiniment petites des fonctions. Elles sont plus simples, puisqu'on néglige dans celles-ci le terme a Ax qui est presque toujours excessivement compliqué. Ce sont même les plus simples quantités que l'on puisse considérer au lieu de l'accroissement de la fonction correspondant à l'accroissement arbitraire Ar,
puisque c'est le simple produit de ce Ar par uue fonction où Ao? n'entre pas.
Les différentielles, ces quantités infiniment petites, plus simples, que Ton peut substituer aux différences ellesmêmes, se désignent par la caractéristique d^ au lieu de A, et comme elles ne sont autre chose que le produit de la dérivée de la fonction par l'accroissement de la variable, on aura
dy^T(x)ùix ou ^=:F'(ar);
la différentielle est donc une quantité dont le rapport à r accroissement de la variable est égal à la limite du rapport de la différence de la fonction à ce même accroissement. On voit que la recherche de la dérivée ou celle de la différentielle d'une fonction sont une seule et même question.
176. Si Ton suppose que la fonction y soit x lui-même, on aura
ty = Aar, F' (ar) =r I , et djr = Ax,
Ainsi la différentielle de la fonction ^, qui dans ce cas est x, est identique à Ao?, c'est-à-dire que l'on a
dxr= àx'y
et, comme il est plus naturel d'employer une seule caractéristique quand cela est possible, toutes les fois qu'il s'agira de différentielle de fonctions de a:, nous représenterons l'accroissement de X par dx \ et, lorsqu'il s'agira des accroissements exacts désignés par la caractéristique A, nous représentefons l'accroissement de x par Ao?.
Rema&qub. — Si, dans une même question, on a à considérer une variable indépendante x et plusieurs fonctions 7^, z, u, »/,... de cette variable; que l'on représente par
23a ut^v n.
hyj. A», An, J^y..^^ htSi acarcDssemcaats àe ces fi»iickkNM^ correspondant à un même accroissemenJtAxrdex; «fcpar (fyy dzy cfoL, dk*^.... kurs dôffiéreBlîelies: caneqnoodamt à raecEoiasenwifiC ^ €Nft cbr dis ^s^ tautes cxs dîfféreaiidk» sflSQnt dan& des rapports coitstamls wre^. dx: et, par toaaéh qaent^ Lss unes avec k» antres^ à mesuce que dx tendra vers arfroi.. Ges rapports coonfitants sercoot ëridmBnieBt ks limites des rapports des différences correspondantes, qui ne diffèrent des différentielles que de quantités infiniment petites par rapport à eltes-mèmes.
Ainsi} par exemple, on aura
de sorte que — est la dérivée de \f par rarppoBrt k y^ quelle
que soit la variable commune par rapport à laquelle on ml pris les différentielles dv et dj. Ce qu'on peut encore exprimer d'une autre manière en observant que — est le rapport de — à -^1 et Ton obtient cette proposition : que la dé-
cm eue
rivée d* terre irariahle v par rapport à une aietre wiriahley est égale au rapport des dérwées de v etjr par rapport à une même variable quelconque jc, dont elles peuvent être considérées comme dépendantes.
Des fonctions simples, des fonctions de fonctions et des fonctions composées.
177. La manière dont une quantité peut dépendre d^une autre est susceptible d*une variété indéfinie. Parmi toutes les formes possibles de fonctions, on en a choisi un certain nombre très-limité, auxquelles on est convenu de chercher à ramener toutes les autres. Elles sont telles, que, soit par
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les premières opëriitk>ii$ dç rArithmétique, §oit «u notoyen des Tables oanstmites d'avimce^ oa peut, svec u» d^ré suffisant 4'afqproxim»ti(m, obtenir leurs vsleurs correspond dant à des valeurs numériques quelconques de la variable dont elles dépendent.
Ces fonctions^ que Ton désigne sous le nom de fonctions simples, sont les suivantes, dans lesquelles a désigne une quantité indépendante de la variable x: a-hx^ a — Xy aXj
-9 oc^ {m étant un nombre réel quelconque), a*^ sîno?, cosa?,
tangj:, cota:^ séco:, coséco? ] et les fonctions inverses logo:, arcsinx,arccosa:, arctango:, arc cota:, arcsécx, arccoséco:.
Une fonction quelconque de x peut Être soumise aux opérations qui coustituent une nouvelle fonction^ on a alors une fonction d'une fonction de x. En la considérant elle-même comme une variable, on peut encore la soumettre aux opérations qui constituent une nouvelle fonction, et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette manière se nomment, en général, des fonctions de fonctions.
Lorsqu'une fonction dépend de plusieurs fonctions de a:, on la nomme une fonction composée de x, et c'est le cas le plus général des fonctions explicites, c'est-à-dire de celles qui sont l'indication d'opérations qu'on sait effectuer.
Dans tous les cas, lorsque deux fonctions, renfermant un nombre quelconque de variables dépendantes d'une seule, sont toujours égales^ quelque valeur qu'on donne à cette TariablO) il est clair que leurs accroissements correspondants sont toujours égaux, et que, par conséquent, leurs dérivées |>ar rapport a cette variable le sont aussi, ainsi que leurs différentielles.
D'où il résulte que, quand une équation a lieu pour toute valeur de la vai'iable indépendante, les délivrées ou les différentielles de ses deux membres par rapport à cette variable sont égales, quelque valeur qu'on lui donne.
Nous allons faire connaître les principes au moyen desquels la détermination des différentielles ou des dérivées de tontes ces fonctions se ramène à celles des différentielles ou des dérivées des fonctions simples.
Différentiation des fonctions de fonctions,
178. Considérons une fonction m de x^ déterminée par la suite d'équations
tt = F(z), «=/(jr), ^ = (j>(^),
et clierchons sa dérivée par rapport à or, ou la limite du
rapport -- » dont les deux termes tendent vers zéro, opéra-
tîon qu'on appelle différentiation. Soient Au, A^, Aj les accroissements de m, z, y^ correspondant à raccroissemenl ùkX de x\ on aura identiquement
Au Att Az A^ Ax Az At* ^x
d'où, en observant que la limite d'un produit est le produit des limites
Hm^rrrlim — Km — lim^=F(z)/'(j)(p'(:r).
Aor Az Aj- Ao: ^ ''' v^/T v ;
Donc la dérii^ée de u par rapport à x est le produit des dérivées de u par rapport à z^de z par rapport à y^ et de y par rapport à x.
Si Ton représente la dérivée de u par rapport à x par le rapport des différentielles, on aura
ou
duz=Y'{z)f{x)ff'{x)dx.
C'est en cela que consiste le principe de la difierentiation des fonctions de fonctions. Il a lieu évidem^lent, quel que soit le nombre des fonctions accumulées ^ et il ramène à la simple difTérentiation de chacune de ces fonctions, considérée isolément.
Remarque. — Si y et z sont dés fonctions de x et qu'on ait l'équation
les deux fonctions ç et ^ étant égales, quel que soit x^ ont même dérivée par rapport à x^ on a donc
OU
dz et dy étant les différentielles et non les accroissements exacts de z et y correspondant à l'accroissement indépendant donné à a:, de sorte que l'on n'aurait pas
Différentiation des fonctions inif erses.
179. Si l'on désigne une fonction F (a:) parj^, c'est-àdire si l'on pose
et qu'en résolvant par rapport à a: on en tire
on dît que les fonctions F et ç sont inverses l'une à l'autre.
Gela posé, ces deux équations étant les mêmes sous une
forme différente, elles donneront les mêmes accroissements
correspondants pour x et y. Soient ùx^ ùy ces accroisse-
latents, on aura
d'où il résulte que, pour avoir la dérivée d'une fonction F(j:) inverse de la fonction ^[x)y dont on sait trouver la dérivée, il suflSra de prendre la réciproque de la fonction dérivée y', et de placer sous ce signe la fonction proposée
CHAPITRE IL
EXPRESSION DE L'ACCROISSEMENT INFINIMENT PETIT D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARUBLES DÉPENDANTES OU INDÉPENDANTES.
180. Considérons une fonction y qui dépende de deux variables u, r, et soit
Si Von donne à u et (^ des accroissements infiniment petits Au, ùiv dépendants ou indépendants l'un de l'autre, suivant que u et (^ le seront eux-mêmes, l'accroissement correspondant de y sera
Aj = F ( a -f- A«, p H- Ac) — F ( 1/, p)
et pourra se mettre sous la forme
Ar = F(a-f- A«, r) — F(«, v)
H- F( J* H- A«, p -{- Ac) ~ F(« ^' Ail, r).
Les deux premiers termes peuvent s'écrire ainsi
F(/i-+-A«r,p) — F(!/, v\ Au
Le coefficient de Au ne diflfère que d'une quantité infiniment petite de la dérivée F (u, v) par rapport à m, i^ étant considéré comme constant. Soit Fi (u, ^) cette dérivée, que l'on appelle dérivée partielle de F(u, t^) ou de^ par rapport à u ; l'expression précédente pourra se mettre sous la
forme
[Fi(m, p)-ha]Aa,
a désignant une quantité qui devient nulle avec Au.
La seconde partie peut se mettre sous la forme F(tt -f- Att, f + Ap) — F(« -f- Aa, v)
Ap
Ai^.
Le coefficient, de A(^ ne différera de la dérivée de F ( u 4- Am, f/) par rapport à v considéré comme seule variable que d'une quantité 6 qui deviendra nulle avec Aw. Soit F, (m, v) la dérivée partielle de F(u, r) par rapport à r ^ on pourra donc mettre la seconde partie de l^j sous
la forme
[F,(a4- Aa, p) -f- P]Ap,
/3 devenant nul avec At^.
Mais Fj (m H- Am, t^) ne diffère de Ft(M, v") que d'une quantité qui deviendra nulle avec Am^ l'ajoutant avec P, et en désignant leur somme par a', la seconde partie de Ay
aura pour valeur
[F8(w, f)-{-a']Ap;
et par conséquent, en réunissant les deux parties de A^,
Ajr = [F,(tt, p)-f- a]A« -l-[Fa(i/, p)-{- a'jAi'.
Or «Am, étant infiniment petit par rapport à la première partie. Test par rapport à Aj^ lui-même 5 et il en est di
même de a' Ap», que Au et At^ soient dépendants ou indé
pendants l'un de l'autre. Donc, en désignant par co un — ^ quantité infiniment petite par rapport à A^, on aura
On représente les dérivées partielles Fi (u, t^), F^m, \f\ paB.r
— 9 r^ — ) ou -f-) -f- ; mais il faut bien se rappeler
du dv du dv *-^
que ces deux dj sont différents et représentent les diffère tielles àej relatives à la variation d'une seule des quanti t-^s u, (^ : on les nomme les différentielles partielles de j £>2r
rapport à u ou à s^. Euler avait proposé d'écrire ainsi ces dérivées partielles : ( ^ ) > { ;t^ ) * ^ ^ supprimé, depuis,
ces parenthèses, parce qu'avec un peu d'attention toute méprise est impossible. L'équation précédente s'écrira alors de cette manière
dr dy
Ar = "T" A" + T" ^^ "^ w ; du dv
et il bon de se rappeler que w se compose d'abord d'une partie qui, divisée par Aa, devient encore nulle quand on y fait Au = o, et d'une autre partie qui, après avoir été divisée par At^, contient des termes qui deviennent nuls, les mis quand on y fait Au = o, et les autres quand on y fait
ÛJ'= o.
On aurait des résultats analogues pour un nombre quelconque de variables u, v^,,,^ soit entièrement indépendantes, soit dépendantes les unes des autres, ou d'autres variables quelconques.
Différentiation des fonctions composées.
i81. Soient
et
yr sera alors une fonction composée relativement à x.
Pour avoir sa dérivée, on remarquera que, d'après ce qui précède, on a, en supposant les accroissements infiniment
petits,
dy dy dy
Ar = -i^ Am -f* -7- Ap -i- -t- Acv H- . . . 4- û), du dv dw
tù étant infiniment petit par rapport à Aj.
a38 LIFRE II.
Divisant par Ao: et passant aux limites, on obtient
dy dy da dy dv dy dw
dx du dx dv dx dw dx
expression dans laquelle il ne faut pas oublier que ^9 -j-j
— sont les dérivées partielles de la fonction r. Si x entrait div ^ *^
explicitement dans F(u, {>y «'v •)? P^^" exemple si u n'é-
dy dy
lait autre chose que x^ — deviendrait ~ et serait la dérivée partielle de la fonction par rapport à x ^ tandis que le -j- du premier membre est la dérivée totale de la fonction •
dans laquelle on fait varier toutes les quantités dépendantes de X, On ne se méprendra jamais sur le sens de ces notations : c'était pour éviter toute crainte à ce sujet qu'Euler avait proposé, comme nous l'avons dît, de mettre entre deux parenthèses les dérivées partielles \ mais on a renoncé à cette précaution.
L'équation ci-dessus donne, en multipliant les deux membres par dx^
dy := -j- du -\- ^ dç -j~~ d(v -^ . . ., au dv dw
que l'on écrit quelquefois ainsi
dy ^ d^y 4- d,y -h d^y -{-....
On peut donc énoncer ainsi le principe de la différentiatîon des fonctions composées :
La différentielle d* une fonction composée est égale à la somme de ses différentielles partielles, relatii^es à chacune des variables qui y entrent explicitement^
Quant aux diflférentielles rftt, dv^ ... de ces dernières,
CALCirt* DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. ^39
elles se rapportent toutes à la différentielle dx de la variable tmiqae dont leOes dépendent.
182. Théorènte des fonctions homogènes. — La dîfférentîation des fonctions <?omposées dxynne la ilémonstration d'un théorème Temanqnable snr les fonctions liomogènes. On dit qu'une fonction de plusieurs variables est homogène et du d^ré m lorsque, en i!aultî]^îant t;baq<H!e variable par une indéterminée t^ la fonction se trouve multipliée par t"*.
Cela posé, soient u = F (a:, j^, z,. . .) une fonction homogène et du degré m, et ç(j:, y^ ^v)î ^{^^ !K5^v«0v" ses dérivées partielles par rapport à x^ j"^...] on aura, d'après la définition précédente,
Oifférentiant les deux memin^es par rapport à la variable t seulement, il vient
|>(fjr, tjr, tz,,,)x ^-^(^^r, tjr, tz^,,.)y 4-... = mf'"~*F(;r, /, 2)5
faisant £ = i dans cette identité, on aura la suivante - . du du du
C'est en cela que consiste le théorème des fonctions homogènes.
On peut remarquer que, si dans rîdentité(i) on suppose
t = -5 on obtient
Ainsi xme fonction homogène de degré 777, divisée par la puissance m d'une des variables, ne dépend plus que des rapports des autres variables à la première.
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Différentielle d'une somme, d'un produit ou d!un quotient
183. La règle précédente, appliquée à une somme de termes, montre que la difTérentielle d'une pareille fonction est la somme des différentielles de chacun de ses termes, ce' qui était d'ailleurs évident de soi-même.
Si Ton suppose maintenant y = ui^w. . ., la même règle donnera, en observant qu'en général d[AF{x)] = A.dF{x)^ si A est un coefficient constant,
djr = w(^, , , du -^ uw, , , dtf -h up, . , dw -i- . . . ,
OU
_ (du dp dw \
dy z= upw, . . ( 1 1 h . . . 1 ....
\ u p fV )
Soit encore j = -<, d'où ty = u. En prenant les dîfféren-
tielles des deux membres, on aura
y dp 4- i^dy =z du^ d'où
du Y dp du udp
dy= ■^— = -•■,
ce que l'on peut écrire ainsi
vdu — udp
dj z=^
Ces trois règles sont d*un usage très-fréquent.
Comment la dijfférentiation de toute fonction explicita se ramène à celle des fonctions simples.
184. Considérons maintenant une fonction explicit quelconque de x : elle indique une suite d'opérations ellfectuer, dès que l'on aura choisi arbitrairement une v a
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leur numérique pour x. Celle de ces opérations qui doit se faire la dernière, et dont le résultat est la valeur de la fonction, porte soit sur une seule, soit sur deux quantités variables avec X'^ dans ce dernier cas, la dérivée de cette fonction se ramène, par le théorème des fonctions composées, au cas où une seule des deux quantités serait variable, et alors on n'a plus à considérer qu'une fonction simple. Si donc on savait trouver les dérivées de toutes les fonctions simples, on saurait trouver celle de la fonction proposée, au moyen des dérivées des quantités sur lesquelles doit s'exécuter la dernière opération. La question est donc ramenée à déterminer ces dérivées, qui sont celles de fonctions moins compliquées que la proposée, et qui se ramèneront semblablement à d'autres fonctions encore moins compliquées, jusqu'à ce que Ton parvienne à des fonctionssimples.
Tout se réduit donc à la différentiation de ces dernières, et c'est de quoi nous allons nous occuper présentement.
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CHAPITRE ro
£HFFËRENXIiIl(^ DES FœOlÛNS SIMPLES.
185. Différentielle de logx, — 8ort^= Jog-jc; ce logarkbmeëtant pris dans une ba9e qoelconcjue tx, on aura
Aj = log( j: -h ^x) — loga: =: log ( i H J 5
^ et, par. Blute,
log (. + ^\
Posons — = a, et substituons dans le second membre , il vient
Aj_log(i -ha)^ A.r ax
Or on sait que, lorsque a tend vers zéro (zwir la note III à la fin), -^ ' tend vers loge, e désignant la base du système de Néper. Donc la limite de — est — ^« On peut donc écrire
Dlog:r = J = î^, ou ^j = !2Sfrfx. ax X X
Si Ton observe que loge = p > 1 désignant les logarithmes
népériens, on pourra écrire
jcla dx x\a
si a = e, on auraj^ = 1 x,
dx dy I
X dx X
Dans le cas où a = lo, le module loge a pour valeur loge = 0,434994^. . . .
i8(k J)ifférentielle de a'. ^ — Soit maintenant la fonction inverse j^ c= a'. D'après la règle donnée en général pour les fonctions inverses, et dont on pourrait refaire la démonstration sur chaque cas particulier, on aura
— = -^— — = a^\a dx loge loge *
et, par suite,
dy = a'iadx*
On pourrait aussi trouver directement la différentielle de a*, et en déduire celle de la fonction inverse logo:. En effet, si Ton a^ = a', on aura
d'où
Ar a^'— I
Ax ùix
Tout se réduit donc à trouver la limite de > ou,
pour plus de commodité, de 9 a tendant vers séro.
Posons
a*— I = 6, d'où ««m I -h 6,
il faudra trouver la limite de -; pour cela on remplaceras
par sa valeur en 6, donnée par Tëquation précédente, d'où
Ton tire
ala=l(i-+-6); il en résulte
_ la.
d'où lira - r= la, et, par conséquent,
dr
-— = a'ia z= Da*, et djr z=: a*\adx,
187. Différentielle de af^. — Soit j^ = a:^^ on aura, en prenant les logarithmes des deux membres dans la base e,
prenant maintenant les différentielles des deux membres.
il vient
dy dx , wj
-^ = /w — > d'eu dy = —^dx, y X X
Remplaçante^ par a::^, on aura, quel que soit m,
, dy dy =z maf*~^ dx^ —-=: mx^~\
dx
Si ^ et o: n'étaient pas positifs, les logarithmes seraîe».imaginaires^ on évitera cette difficulté en élevant au car :■ les deux membres de Téquation j^ = jc"*, ce qui donne
et, prenant les logarithmes,
ly^=r m\x^,
Différentiant les deux membres, il vient
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et, comme on reconnaît facilement que Ton a
d{x^)z=z 7,ydy^ d[x^)z:^ 7.xdx^ cette équation deviendra
dy mdx
et, par suite,
dy dy =: maf"-^ dx et -^:=maf^-'\
dx
comme dans le premier cas.
Dans le cas particulier de m == — i , on trouve
I dx
Si m = - » on a
On peut parvenir directement à la dérivée ou à la différentielle de X*. En effet, cette dérivée est la limite de
oa de x'^
dx tix
posant
Ax
ott aura à trouver la limite de
l^^nd a tend vers sséro. Posons (i -H «)* — i = 6: la que»- ^^^ revient à trouver af^^ lim -• Pour avoir cette limite îJ
246 LIVRE n.
faut exprimer a et 6 au moyen de rë<juation de transformation, qui donne ml(i •+- «)== /(i -f- 6).
Mais on sait que, dans la recherclie des limites de rapports, on peut remplacer l(i-h z) par il, qaei. queaoitrin* finiment petit z ^ donc
a l[l-ha)
et la dérivée de af* est /nor'""*. Ainsi
Remarque. — La limite de- étant m, on a ^ = m(i-^ w),
a ce
ct) tendant vers zéro avec «. On aura donc, quel que soit t/i, ( î I /» ^''• — T
5 =r/w(l-hw) ou (l -f-aj'rr: I -h/wa(l -4- w),
OC
et Ton pourra remplir (i H- a)"* — i. par ma sans altérer les limites des rapports.
188. Différentielles de sinx^ tangx^ séex, -^ Les lignes irigonométriques étant des fonctions de Tare correspondant [voir, dans les applications géométriques, Tarticle sur la longueur des lignes courbes), nous pouvons chercher l'expression de leurs différentielles correspondant à celle de l'arc. Dans tous ces calculs nous supposerons que le rayon soit pris pour unité.
1° Soit d'abord
il en résultera
• / . \ ' . Ar / A.r\ àjr :=zz sm( a: -}- A^) — sm j: =i 2 Sin — ces [a:-\ \\
d'où
sm-^ Ar 2 / A.r\
— 1= ces \x-\ •
^7 lers^'uB asc tend, vers zéco.^ ie rappont du sinus à Vase ^end vers l'unité, ainsi que le rapport de la tangente. à l'arc, ^u du sinus à la tangente^ donc
sm —
lim z= I :
/a Jimite du second membre est donc coso:. On a done
-— = Qosx, ou D sm;r = cosor; eux
>ia eu déduit
dsmxz=i cosxdx.
a^ Soit maintenante^ = tangx 5 on aura
tanc^j: -f- taniçAo: XJàViç.Lx{i + tang'jf)
A_>-= 2 2 \ansxz=z — 2 i 2 — ,
I — tangxtaDgAx ^ i — tangxtangAjr
Aj tangÀx I -h tang*j:
Lx Ax I — tangj^taDgA^*
^ I>«BsaRt a«K liantev,
-f- = I H- tsxm^x = sec'x = — — :
dx ^ cos^ar'
lytangjr— — 5
^^•> par suite,
dx dYz=^dtaDsx=z — --•
On arriverait au même résultat en considérant que tango: égale — 7-? et appliquant la règle pour différentier les frac-
COS X
tions.
Soit enfin y = séc x = ; on aura, par la règle des
fractions,
dcosx smxda:
dy ^=r. ; — r=: = \2J\&X ^eQXOX l
COS^j: cos'ar "
ainsi d sécx = tango: sécxdx^ et D sécx == tangx séco:. On y parviendra encore en observant que
l^Y zzz j
cos(jî-4-Aa:) cosj:
et développant les calculs comme dans les cas précédents.
3** Différentielles de cosx^ cotx^ cosécx, — Considérons maintenant les mêmes fonctions du complément
X deTarco:.
Observons pour cela que Ton aura en général, en regardant X comme une fonction de o:, et appliquant la règle
des fonctions de fonctions.
x\-—r['^ — x\djc.
Ainsi, pour les trois fonctions coso:, coto:, coséco:, qui ne
sont autres que sin ( o: ) ? tang ( xU séc ( x ) >
il faudra prendre les dérivées des fonctions respectives
sino:, tango:, séco:, y changer o: en o:, puis multiplier
par — dx. On trouvera ainsi
dx
d cosa: = — smxdx^ d cota: r=r ; ,
sin'x
dcosQCx -=. — cota: cosécxdx^
et
Dcosj:= — sinj?, Dcotorm t-t—î
sin^a:
D coséc j: =r: — cot ar coséc j:r.
189. Différentielles des fonctions trigonométriques ini^erses. — Nous avons vu que, pour obtenir la dérivée d'une fonction j^ de a:, il suffisait de diviser Tunité par la dérivée de la fonction inverse, dans laquelle on mettrait^ pour variable.
D'après cela, si Ton considère les fonctions arc sino:, arctangx, arcsécor, arccoso:, arc cota:, arccoséca:, qui ont respectivement pour inverses
sinx, tangj?9 sécx, cos^c, cota:, coséco?,
on trouvera
dx dx
pour j^ = arc sm;c, dy = =
CCS J yj I _
dr pour X = arc tangue, djr z=z cos*jrdx = : >
pour X = arc séc or, djr =
ila: dx
tang/sec/^ xyjx^—i
dx dv
pour y •= arc cosj;, djr ^= :
sin j v^ I — .r'
dx
pour y = arc cot^, dy =z — sm^xdy z=z —
dx dr
pour r = arccosccj:, dy z=i — , ,
'^ coly cQSGcy a: \Jx' — i
Il est inutile d'écrire les valeurs des dérivées. U faut bien remarquer que les radicaux qui se sont introduits dans ces formules doivent être pris, tantôt avec le signe H-, tantôt avec le signe — ; on reconnaîtra celui que Ton doit prendre, en considérant la ligne trigonométrique qui Ta introduit. Les trois dernières différentielles sont égales aux trois
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premières, en faisant abstraction des signes, qui peuvent être semblables ou dissemblables^ et cela tient à ce que la somme ou la différence des deux arcs correspondants est une constante.
Les signes que nous avons donnés aux radicaux, dans ces formules se rappellent au cas où Tare est compris entre o
et-
Les différentielles des fonctions trigonométriques , ou fonctions circulaires, pourraient encore s'obtenir par des considérations géométriques fort simples, auxquelles nous ne nous arrêterons pas.
490. Le tableau suivant renferme les différeatielles de toutes les fonctions simples. Nous y représentons par la lettre caractéristique L les logarithmes dans une base quelconque, et par 1 ceux qui se rapportent à la base de Néper^ Dans les fonctions trigonométrîques inverses, les signes de^
radicaux supposent Tare compris entre o et — •
</x«=-_- nx'^'^dx
dsinx = coBxdx
dx dhx=^ Le —
fllangar = r—
dix — —
dsécx— Uingxsécxdx dcosx — — sinxdx
da*-=^ a^ladx
de* z— e* dx
dcotx d coséc j:
sin'j:
— cotx coséca:i2r
<farccotx d arc cosécx
Il est bon d'observer que cess différentielles de» fonctionsimples de X ne supposent nullement que x soit la variabi indépendante. Elles correspondent bien à la diATéreflotiell
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dat::\ mais celle-ci peut dépendre de celle d'une vaciable çiMclconque dont x dépendrait, comme aussi elle peut être eziK.'Eiërement indépendante. Ainsi Ton aurait
£?sin[F(ar)] = cos[F(a:)]^F(a:),
G ^ ^st celte même considération qui nous a conduits à la diff&acT-entiation dès. fonctions de fonctions.
DtfféreTttielles des fojtctions implicites.
Si par fonction imjdicite on entendait toute fbnotioB
^^=>:bi la forme n'çst point donnée explicitement, mjuia gui est
A.^ terminée complètement par les données de la question,
^^■=^ se jetterait dans une trop grande généralité, et il ne se-
ï"«^ît pas possible de donner des règles générales pour leur
férentiation. Nous renfermerons seulement sous cette
nomination les fonctions qui sont liées aux variables dont
^Xles dépendent, par des équations dont les deux membres
sont des fonctions explicites de toutes ces quantités.
Nous considérerons d'abord le cas où Ton a une seule ^^JUation 5 ce cas se subdivise en deux autres, suivant que *^ fonction dépend d*une seule ou de plusieurs variables * ^^dépendantes .
Soit d'abord la fonction y déterminée par l'équation
iLfes dérivées par rapport à x des deux membres de cette ^U^tion devant être identiques, et y étant une fonction déterminée, quoique inconnue, de a:, nous aurons, d'après •^ ï^ègle des fonctions composées,
dj dS^ df dF ^ dF ^
^^î^xation qm détermine la dérivée ou la diilérentielle de j^,
puisque Ton peut former les dérivées partielles ~r-i -t- d^ la fonction explicite F(x, j^). On aura ainsi
dy dx ' ., ^ , dx ^
^ = -^, dou djr=-;^da:.
dy dy
Ces valeurs de la différentielle et de la dérivée de^ sont exprimées au moyen de a: et j^ à la fois 5 elles ne peuvent Têtre au moyen de x seul que quand on peut résoudre Téquation F(x,j^) =0 par rapport à y\ mais néanmoins ces formules ne laissent pas que d'-étre d'une grande utilité dans le cas même où cette résolution est impossible.
192. Considérons maintenant m — i équations entre mvariables \ ce qui détermine m — i d'entre elles en fonc — tions de la /w**"**, qui sera la seule variable indépendante^
Soient
FiC-a^^Jî-S». . .,) =0,
on trouvera, en diiférentiant toutes ces équations, ^F , rfF , ^F ,
-— rfo: + — - rfj 4- — - c?z -h . . . = O, dx dy dz
dFt dFt <^F,
— -— d.T H dy H — - rfz H- . . . r::^ o,
d.v dy " dz
— ; — dx H ; dy H ; dz -h . . . . = O.
dx dy dz
De ces m — i équations du premier degré par rapport à djyf dz^. . ., on tirera la valeur de ces m — i inconnues en fonction de or, j^, z,. . . et dx 5 ce qui était l'objet de la questio» -
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CHAPITRE IV
EIIXPRESSION REMARQUABLE DU RAPPORT DES ACCROISSEMENTS FINIS DE DEUX FONCTIONS D'UNE MÊME VARIABLE.
193. Soient F (or), f[x) deux fonctions quelconques, et. oTo) X deux yaleurs arbitraires de or; X surpassant x^ d'une quantité finie positivé h. II s'agit de trouver, au nioyen des dérivées de ces fonctions, une expression du rapport
en supposant que la fonction f{x) soit toujours croissante <)u toujours décroissante^ ou, en d'autres termes, que sa dérivée soit constamment de même signe, pour toutes les valeurs de x comprises entre Xq et X. Admettons, pour fixer les idées, que f'{x) soit constamment positive entre ces limites^ soient A, B la plus grande et la plus petite valeur que prend entre ces mômes limites le rapport ^,f ' 9
^e nous supposons fonction continue de x : on aura con- ^tauMDient
^^Itipliant par^ ( x) qui est positif, on aura les deux in^;autés suivantes, qu'il faudrait changer de sens si f'(x) était négatif,
^ premier membre de la première in^alite est la dérivée
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de F(a:), et le second de Kf{x)^ et par conséquent (n° 72) F(j:) croît moins rapidement que Af{x), On a donc, si h est positif
et'divisa!nt:par/(K) — /(^a)^ -qui estipositif, fÊSthjftythèse,
On trouverait ce même résultat si h était négatif, parc que rarant*demière inégalité cliangerait de sens ; mais, e ItL divisant par /(X) — f{xo)^ qui serait alors négatif, elL changerait une "seconde fois. L'inégalité F'(;r)>BJ^( conduit de même, dans tous les cas, à
l>>nc, pmsque le rapport ,: ' est continu entre x^ et X, ce
qui arrivera évidemment, par exemple, si F'(jr:) eX J\jc) le sont séparément, il existera une cei*taine valeur de x intermédiaire entre x^eX.^^ telle que ce rapport deviendra.
^^ * 77y\ tHt' 9^^ ^^ compris entre la plus grande
et la plus petite valeur que prend 777—7 • Si l'on désigne
cette valeur de x intermédiaire par XoH- 6A, B étant une valeur comprise entre o et H- i , on parviendra à la formula suivante, dont nous ferons les nombreuses applications :
Si Ton avait supposé y*'(j:) constamment négatif, les inéga^ lités n'auraient fait que changer de sens, et n'en auraien pas moins conduit à cette même formule. Il faudra bien s€>
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rappeler, dans les applie#îons qu'on en £era, «qu'elle suppose que f{x) soit constamment de même signe entve Xo
elx^-h n, et que le rapport 777— c passe par toutes les valeurs comprises entre sa plus jgrande et sa plus petite, quand X passe par toutes les valeurs comprises entre a^o et
' lft4« Nous «lions déduire de I équation ( i ) 'quelqinss propositions qui nous seront fort utiles par la -suite.
Si Ton avait, pour une valeur particulière Xo de la variable, F{xo) =0^ f{Xn) = o, la formule (i) deviendrait, en posant 6h = Ai, Tii étant moindre que A,
Si Ton avait, en outre, F' (xo) = o^f (xo) = o^ on aurait semblablement, en représentant par F^{x)^ f''{^) l^s dérivées de F'(x), f'(x) ou les secondes dérivées deF(x),
Ai étant moindre que A,, et en supposant que , passe
par toutes les valeurs entre sa plus grande et sa plus petite, et qixe f''{x) soit toujours de même signe. On aura, par auîte.
Si Ton avaitf (xo) = o et f"[x^) = o, on obtiendrait 't^jie formule semblable où entreraient les dérivées de F"[x) ^tf"{x) ou les troisièmes dérivées de F(j:),y(a:).Encon- '^inuant ainsi, et désignant, en général, par f"[x) la fonction qu'on obtient en di£férentiant successivement m fois la
fonction quelconque f (a:), on v^ra que, si Ton a les conditions
et que les rapports des dérivées de même ordre, jusqu'à Tordre n inclusivement, passent par toutes les valeurs entre leur plus grande et leur plus petite, ce qui aura lieu s'ils sont continus, et qu'enfin les dérivées de f soient de signes constants, on aura
F(a:,H-/0_ F"(.ro-f OA)
6 désignant une quantité positive moindre que l'unité.
Si toutes les conditions précédentes étaient satisfaites excepté F {xo) = o, on aurait
,,. F(.ro-f-A)~F(^o)_ F"(^o+eA)
195. Comme application de cette dernière formule, su posons que l'on ait
et que la fonction F(x) ait toutes ses dérivées continu jusqu'à F" (x) inclusivement, entre Xo elx^-h h : les co ditions /{xq) = o, f^Xo) = o,. . ., /""'(^Tq) =o sero évidemment satisfaites 5 de plus f[x)^. . ., f^i^) sont signes constants •, et en supposant toujours que Ton ait
l'équation (3) devient
F(>ro4-/g) — F(.ro) __ F"(.ro-f- Bh) ^ h" I .2.3. . ,n '
d'où
On voit que, sî T accroissement h de x tendait vers zéro, et que F"(xo) fût fini, l'accroissement de F(j:), pour la valeur particulière j:©, serait infiniment petit de Tordre w, c^lui de X étant du premier.
Si Ton a, en outre, F(a:o) = o, la formule précédente devient
(5) F(xo -f- A) = F«(a:„ -4- 0^).
Si OTo est zéro, cette équation se change en la suivante :
et, changeant l'indéterminée h en x^
«n admettant les conditions
On peut remarquer qu'on aurait semblablement
F' (or) = ^ F''(0, :r),
et que, par conséquent, dans ce cas, F{x) est infiniment petit par rapport à F' (x) .
Si Ton n'avait pas F(a'o) = o, on obtiendrait, au lieu de Téquation (6),
Nous déduirons de ce qui précède un corollaire très
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simple, et qui nous servira par la suite. Il consiste en ce
que, si — ^ tend vers zéro en même temps que x^ et que
F{x)^ F'^ar) ,F*^x) soient continus entre o et a:, la
fraction pourra se mettre sous la forme — ^^ — ^« En
effet, il résulte d'abord de Thypothèse que Ton doit avoir
car sans cela — ^ serait infini, pour x = o. On peut donc
appliquer ici la formule (6), et Ton voit, par conséquent, que si — ^^^ devient nul pour x= o, on aura
197. L'équation (4), dans laquelle on suppose n = iy devient, en remplaçant par x la quantité arbitraire Xo,
(8) F(.r -f- ^) — F(.r) =--• >%F'(.r + Bh).
Elle conduit immédiatement à une conséquence déjà obtenue précédemment, savoir : qu'iZ ny a qu'une expression indépendante de x dont la déri\^ée par rapport à x soit nulle quel que soit x.
En ellèt, soit V (x) une fonction telle, que pour toute valeur de x on ait F'(a:) = o^ l'équation désignée montre que, quels que soient x qIx -{- A, on aura
F(.rH-^) — F(.r) — o,
puisque ¥' [x -\- Bh) est nul par hypothèse. Donc F(a7) = F(a7 + A), et par conséquent la fonction F (o:), a toujours la même valeur, quelle que soit la valeur de la variable ; elle est donc constante relativement à x^ ou, en d'autres termes, elle ne dépend pas de x.
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D'où résulte, comme nous l'avons déjà dit, que deux fonctions qui ont la même dérii^ée par rapporta une même "variable, ne peui^ent différer que par une constante, c'està-dire par une quantité indépendante de cette variable. En effet, la dérivée de la différence de ces deux fonctions, étant la différence de leurs dérivées, est nulle d'elle-même, d'après l'hypothèse; donc cette différence est une constante, comme II fallait le démontrer.
198. Nous terminerons par cette proposition très-importante, que siY{x-^j) tend vers zéro quel que soit x^ quand on fait tendre y vers une certaine valeur particulière a, toutes les dérii^ées de F (x^ y) par rapport à x tendront aussi vers zéro, en même temps que y vers a.
En effet, pour toute valeur de a: et de A, on aura, en vertu de l'équation (8),
(g) F(^ -f- A, j) — F(^, x) = hr{x + 0/r, j),
la dérivée étant prise par rapport à a:, et supposée continue et déterminée pour toute valeur àe x el y.
Or les deux termes du premier membre deviennent nids pourj^ = a*, donc F'(a:-h9A, a) = o.
Et comme x eX h sont arbitraires, on peut affirmer que x-^Bh peut prendre toutes les valeurs possibles, bien qu'on ne connaisse pas la valeur de 0\ car x-^-Qh est toujours compris entre x et j: -h /i, et l'on peut faire eu sorte que X et X'\^h comprennent toujours entre eux une valeur arbitraire x' et s'en rapprochent indéfiniment \ d'où il suî^ que X -\- Bh peut s'approcher indéfiniment de x'^ et que, par conséquent, F'(a:, a) est nul, quel que soit x, si F'(x,j) est continue par rapport kx ely.
De là on déduira semblablement que V[x^ a) est nul quel que soit x, et qu'il en est de même, en général, de F ''(or, a). Et il est évident qu'il en sera de même pour une
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fonction F(a:, j^, z^. . .) qui lend vers zéro, quel que soit x, quand y^ z,. . . tendent respectivement vers a, i,. . ..
199. Il est encore utile de remarquer que, si h tend vers zéro et j vers a, le second membre de l'équation (9) sera infiniment petit par rapport à A, puisque F' ( a: -j- 9A, y) tendra vers zéro \ donc la différence infiniment petite relative à X d' une fonction F(x, j) qui est infiniment petite, quel que soit x^ est infiniment petite par rapport à l'ac-^ croissement correspondant de x.
CHAPITRE Y
DIFFÉRENTIELLES ET DIFFÉRENCES D'UN ORDRE QUELCONQUE DE FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
200. La différentielle dy d'une fonction y de x^ étant elle-même une fonction de x, aura aussi sa différentielle, et ce sera une quantité dont le rapport à la différentielle de X sera égal à la limite du rapport de l'accroissement infiniment petit àe dy k l'accroissement correspondant de X, Pour plus de simplicité, on prendra pour la différentielle dé j:, dans cette nouvelle différentiation, la môme valeur que dans la première \ et, en général, on lui conservera toujours la même valeur pour toutes les différentiations que Ton aura à effectuer ^ c'est ce que Ton appelle prendre dx constant. Nous représenterons la différentielle de c?;^ par ddj on d^j^ et nous l'appellerons la différentielle seconde de y par rapport à x. De même d^j aura une différentielle que Ton désignera par d^j^ et qui s'appellera la différentielle troisième de j^', et ainsi de suite.
Il faut bien se garder de confondre ces indices de diffé-
rentiation avec des exposants de puissance. Les puissances
successives d'une différentielle dj s'écriraient de la manière
suivante :
dy^ dy\ dy\,..^ fl[r".
Rien n'est plus facile que d'exprimer les différentielles successives de la fonction F(;r) désignée par j^ au moyen de ses dérivées.
En effet, on a d'abord
dx = W{x)dx^
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Or la différeiitîelle deF{x)dy sera le produit de dx par sa dérivée par rapporta x, laquelle est F'^(a:)rfx, puisque dx est indépendant de x. On aura donc
On aura de même et généralement ou
tPy=::-F'"{.T)da:*, d'^Y
de sorte que les dérivées successives d'une fonction de x peuvent être considérées comme les rapports des difleren— tielles de même ordre de cette fonction aux puissances d même degré de dx.
On voit par là qu'une différentielle d'un ordre n quel — conque est en général un infiniment petit de l'ordre r«, dx étant pris pour le premier ordre, et que la déterminai.tion des dérivées successives d'une fonction ne diffère- p Sks de celle de ses différentielles.
201. Les différentielles successives d'une fonction ox^t avec les différences de cette fonction des rapports qu'il est essentiel de connaître.
La différence ùkj de la fonction j^ étant elle-même VLYk ^ fonction de x^ a aussi une différence \ il en est de même d « celle-ci, et ainsi de suite indéfiniment. Pour former ces ilî férences successives de- la fonction j^ on suppose que To donne constamment à a: le même accroissement Ao:, et c^ ^ les désigne de la manière suivante :
Les puissances de ùkj seraient désignées comme il suit i
Aj, Aj', Aj»,..., Aj».
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Or la proposition que nous allons démontrer consiste en ce
que Ton a généralement lim — =r -j-— En effet, on a d'abord
€0 devenant nul quel que soit x^ quand on fait Aj: = o. Prenons maintenant les accroissements que subiront ces deux membres lorsque Ton augmentera encore x de A:r, et
divisons-les par Ao: \ le premier donnera ---=y • Quant au
second, il suffira de prendre sa dérivée par rapport à a: et d'y ajouter une quantité qui soit infiniment petite en même temps que Ax. Mais o) devenant nul avec Ar, quel que soit JT, sa dérivée deviendra nulle en même temps, et par conséquent le second membre diffère de Y"[x) d'une quantité qui devient nulle avec Ao:. En la désignant par coi, nous aurons
en prenant encore les accroissements des deux membres de cette identité, relatifs à un nouvel accroissement Ax, et les divisant par Ax, on obtiendrait semblablemeni
et généralement
<k)„_i devenant nul avec Ax.
On a donc, en passant aux limites,
comme nous l'avions annoncé.
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D suit de là que si Ton fait tendre Ar vers zéro, en pre-
naiit dx = Aa:, le rapport -—^ aura pour limite Tunîté, et
la différentielle de l'ordre n d' une fonction quelconque de X pourra être prise pour la différence du même ordre de cette fonction, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cette différence.
Cette proposition est très-importante, en ce qu'elle permet de substituer les différentielles d'ordre quelconque aux différences infiniment petites de même ordre, dont l'expression serait beaucoup plus compliquée, et il n'en peut résulter aucune erreur dans les calculs où l'on ne considère que les limites des rapports ou des sommes.
Remakque. — Lorsque plusieurs fonctions, que l'on a à considérer dans une même question, dépendent toutes d'une seule variable j:, les différences premières infiniment petites sont toutes déterminées par Ax, ou par une quelconque d'entre elles •, ainsi ù^y désignera partout le même accroissement, soit qu'on le détermine d'après ^z ou d'après la valeur correspondante de Ao:, en supposant toujours que la valeur de x soit la même. Mais le A*j^ n'aura pas la même valeur quand il exprimera la différence de y par rapport k x ou par rapport à z. En effet, dans le premier cas, il faut considérer les trois valeurs de j^ correspondant à x^ a:-hAx, x-hi^x\ prendre la différence de la deuxième à la première, et de la troisième à la deuxième, puis la différence de ces deux différences. Dans le second cas, il faudra considérer les trois valeurs de y qui correspondent à ^, j2 -}- Az, z-\-2.ùiz^ et agir de la même manière sur elles. Or les deux premières sont les mêmes dans les deux cas -, mais la troisième est différente, parce qu'à X -\- 2/^x ne correspond pas z •+- ^^z : il s'en iaut d'une quantité infiniment petite par rapport à A^, et que
l'on n'a pas le droit de négliger par rapport aux différences du second ordre.
Il est donc nécessaire de distinguer avec soin les différences désignées par A'j^, dans les questions où Ton ne prendrait pas toujours la même variable indépendante. Il en serait de même des ordres supérieurs.
Si Ton considère en particulier les fonctions
j:*, lo^.^, û', sin.r, cosa:,
on trouvera
d'^loQx^r ziii .2.3. . .(/i — i) loge-^)
d^ sin.r = sin [ a: -j- /î - I <ir", d'^ cos.r = CCS ( .r -f- t: — ) da^ ;
et il est bon de se rappeler que le second membre donne la valeur de la différence infiniment petite de l'ordre /i, à une quantité près infiniment petite par rapport à cette différence.
Formule pour la dérwée n^^"" d'un produit, — Soit p == uif^ M et p» étant deux fonctions de x. En différentiant successivement, on trouve
On remarque dans ces premières formules que l'ordre des dérivées de à u est zéro pour le premier terme, et va en croissant d'une unité d'un terme à l'autre jusqu'au dernier, où il est le même que celui de la dérivée de y, L'in-
verse a lieu pour les dérivées de i^ ^ et les coefficients sont ceux de la puissance de même ordre d'un binôme.
Or il est facile de voir que, si cette loi a lieu pour D*^, elle a lieu pour 0"+*^^ •, elle est donc générale. On peut donc écrire la formule suivante :
iy"«p = ujy^u -+- mBujy^-U' -+- ^^^"''^ D»aD'"-»p+...-i- f D'il,
ou
d'^uv d"v du £/*~»p d!^u
—, — = tt-T-z -^ m- -}-. . .4-P-; — •
djcf' dx"" dx dx"'-' tLt"
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CHAPITRE VI
DIFFÉRENTIELLES, DÉRIVÉES ET DIFFÉRENCES PARTIELLES DES DIVERS ORDRES, DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VA- RIABLES LNDÉPENDANTES. DIFFÉRENCES ET DIFFÉREN- TIELLES TOTALES.
203. Une fonction de deux variables indépendantes, x €t y^ peut être différentiée successivement par rapport à <:liacune d'elles partiellement, et Ton peut supposer que ces dillerentiations soient en nombre quelconque et se succèdent d'une manière quelconque. Le nombre de ces différentiations constitué Mordre de la différentielle, de la différence ou de la dérivée. Il n'y a rien de nouveau à dire sur leur formation, puisque Ton n'a à considérer à chaque opération qu'une seule variable indépendante. Les dérivées partielles d'ordre quelconque s'exprimeront au moyen des différentielles correspondantes d'une manière entièrement semblable à celle que nous avons trouvée pour les fonctions d'une seule variable. Elles ont aussi les mêmes rapports avec les différences partielles correspondante^ -, et la reproduction identique des raisonnements déjà faits dans le cas où l'on considère toujours la même variable, conduit imtuédiatement à ces conséquences. Nous ne croyons cepenlant pas inutile de donner quelques développements à ce ^itjet.
Désignons généralement par Y^^y%J'" (a:, 7) ou par
^y^'^y^^^ "' u le résultat de m dérivations partielles effectuées ?ar rapport à x sur la fonction u = F(j:, j^), suivies de n rivations partielles du résultat par rapport à j^, lesquelles
seront elles-mêmes suivies de p dérivations par rapport kx\ Ql ainsi de suite.
Désignons de même par rf^^.x^f "m le résultat obtenu en prenant d'abord la différentielle partielle de Tordre m de m par rapport à x^ puis la différentielle partielle de Tordre n par rapport à y de Texpression obtenue \ et ainsi de suite.
Et enfin représentons par ù^^^^^^^'u le résultat obtenu en prenant d'une manière analogue les différences au lieu des différentielles. Cela posé, on aura d'abord, d'après ce que Ton a vu, en traitant les fonctions d'une seule variable, et faisant usage des notations que nous venons d'indiquer.
Considérant maintenante^ comme la seule variable, et prenant la différentielle /i**"** des deux membres, on aura, de la mémo manière,
x.y x,jr \ ' •/ / -^ x,y ' «^
Prenant maintenant la différentielle partielle d'ordre f par rapport à x, et continuant ainsi indéfiniment, on obtiendra
dx,y,x... "-- Fx, y,a... (:r,x)d.x^djr'*da:P. . .
I>x,:k.^ ... u daf" dx" dacP . . .,
ou
d.ji" dj"" dxP . . . x,jr.x... V-^J) s,j.j...
Les dérivées partielles s'expriment donc au moyen des différentielles partielles correspondantes d'une manière analogue à celle qui se rapporte aux fonctions d'une seule variable.
U y a encore évidemment le même rapport entre ces dérivées et les diflérences partielles correspondantes. En efl'et
on aura d*abord, d'après ce qui a été démontré pour les fonctions d'une seule variable,
Où devenant nul en même temps que Ax. Prenons maintenant la diflTérence n'*"** des deux membres par rapport à j^, et divisons-la par Aj" 5 il faudra, par les mêmes raisons, prendre la dérivée partielle n'*"** du second membre par ra£> j)ort à j^ et y ajouter une quantité qui devienne nulle av^o ùy. Si, de plus, on observe que, co devenant nul avec Aa:r ^ il en est de même de sa dérivée n'*'"" par rapport à j^, ^lï- ^n conclura l'égalité suivante :
^i ^3evenant nul quand on suppose que Ax et Ay le devien-
^^ ^^^^i tous les deux.
-ï^renant actuellement la différence de Tordre p des deux ^^^^mnbres par rapport à x^ la divisant par Ao:^, et con- ^"^^"^aant ainsi indéfiniment, on obtiendra la formule géné-
ra
à^xf" àx" XxP . . . ''^''•
^ ^^evenant nul quand Ar et Ajr le deviennent tous les
dt:^
l)'où Ton conclut enfin, comme pour les fonctions d'une e variable,
\m-¥-n -^ p. .. ^ Aa:"' A/" Aa:/' . . . w»-'-- ^ ' «^ >
djfdy''dxP. . . W-f-
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et il en serait de même pour un nombre quelconque de variables indépendantes.
Les notations que nous venons d'employer peuvent être simplifiées au moyen d'une proposition fondamentale que nous allons démontrer.
204. De l'ordre dans lequel se succèdent les différen-tiations. — Si Ton prend les différences successives d'un^ fonction par rapport aux diverses variables indépendante qu elle renferme, on arrivera toujours au même résultai dans quelque ordre qu'on effectue ces opérations, pourv qu'on ne change pas le nombre de celles qui doivent et faites respectivement par rapport à chaque variable.
Soient, en effet, x el y deux des variables dont dé une fonction i/.
Si Ton change d'abord x enx-^ Ao:, u devient
si dans cette expression on change j eny -^^ Aj^, elle devient
et l'on a ainsi ce que devient u quand x eX j sont changée en a: 4- Ajc, j -f- ày.
Or, en faisant les substitutions en ordre inverse, on aur^
u -4- AyW -f- Ax« H- A «,
et ce résultat doit être identique au précédent, puisqu" exprime toujours la fonction u dans laquelle x el j so' changés eux -h Ax, y -f- A^.
Donc on a identiquement
Si maintenant on divise les deux membres par ^x£
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qu'on passe aux limites en faisant tendre Ar et Ay vers zéro^ on en conclura, par ce qui précède,
ou
et, par conséquent.
Si Ton prend successivement un nombre quelconque de dîflférences, de diiFérentielles ou de dérivées partielles, il est facile de voir que Tordre dans lequel on les prendra est complètement indifférent. En eifet, deux de ces opérations succîessives pouvant être changées d'ordre, on pourra faire arriver au premier rang celle que l'on voudra, en la faisant avfitt:icer successivement d'un rang vers le commencement ; ^Q. amènera ensuite au second rang celle que l'on voudra fes autres, et enfin on les placera toutes dans un ordre quel- ^*=^^ue, sans que le résultai cesse d'être identiquement le
i&M-fc^e.
»'après cela, on pourra supposer que toutes les diflFérenions par rapport à la même variable soient faites consé- ^^ivemeut, et les notations précédentes seront simplifiées ^ ^^e qu'elles ne renfermeront qu'une seule indication pour <jue variable : et c'est ce que nous ferons dorénavant, simplifie encore l'expression des dérivées partielles
écrivant -; — ;— au lieu de ^'^ , — > parce que les expo-
\& de dx et dy sufiisent pour indiquer le nombre des T'^ïerentiations effectuées par rapport à chacune des va- ^^l)lesa:etj^.
iMais si, pour avoir la différentielle partielle correspon-
^tite, on faisait la multiplication par d3C"*dy^ en suppri-
^^nt le dénominateur, on obtiendrait d'"+"M, expression
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qui ne renfermerait plus aucune trace des dîfierentiations eiTectuëes. On est donc obligé, pour que la notation ait un sens déterminé, de conserver le dénominateur, et d'écrire ainsi cette différentielle,
Elle serait représentée beaucoup plus simplement par \^
notation déjà employée, d^ ^^u.
Le système de notation de Lagrange s'applique aux fotxc^ tions de plusieurs variables *, mais nous n'en parlerons pas vu que les géomètres n'en font pas usage. La notation de Leibnitz a prévalu, parce qu'elle a surtout le grand avantage de mettre en évidence les différences infiniment petites, dont la considération est si utile dans toutes les recherches qui dépendent des Mathématiques.
Différentielles totales des fonctions de variables
indépendantes.
Soit
X Cl y étant indépendants \ nous avons vu précédemment que Ton avait
du du
au rri — - A.r -h -- ^r -f- w, dx dr
co étant infiniment petit par rapport à Ax, Ay, Au, qu Ajc et ^y tendent vers zéro,
La somme des deux premiers termes jouit donc, par port à l'accroissement total Au, de cette propriété rc quable, d'être égale à la différence elle-même, à une tité près infiniment petite par rapport à cette diffé D'après cela, l'analogie nous conduit à donner le r
difiereutielle totale de u à Texpression suivante :
du ^ du ^
dx et dy étant des quantités indéterminées et indépendantes que nous nommerons les différentielles de x et r. Elle jouit de la propriété que, lorsque dx et dj seront considérés comme les accroissements infiniment petits donnés k X et j^, elle pourra être prise pour Taccroissement total de u^ en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à cet accroissement.
Nous désignerons cette diiTérentielle totale par rfu, et il faudra bien la distinguer des du partiels qui se trouvent dans le second membre et sont différents Tun de l'autre. Pour éviter toute confusion, on devra se garder de supprimer les facteurs communs dx et rfy, et écrire
du ^ du ^
On peut encore écrire
du ■=. djfU -\- djU*
Ces considérations s'appliquent à un nombre quelconque de variables indépendantes, et la différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables indépendantes sera toujours la somme de ses différentielles partielles relati\^es à chacune de ces variables.
Cherchons maintenant l'expression des différentielles successives de u. Et pour cela remarquons d'abord que la
df+Pu différentielle de - — ^— sera, par la règle qui vient d'être
démontrée,
-; ■ ; dx H ; ; dV m
d.ff^'dyP dx^djP^' -^ '
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elle se formerait donc en multipliant par — dx -i- j- dj
l'expression proposée — » pourvu qu*on y considérât
Tindice du numérateur comme un exposant, et qu'après la multiplication on changeât l'exposant des numérateurs en indices de diflFérentiation. D'après cela, si l'on part de la formule (i)^ la différentielle du second membre s'obtiendra
en le multipliant par — dx + — dj^ et faisant le changement des exposants en indices. Il en sera de même pour la différentielle de ce résultat 5 et, par conséquent, en désignant par rf"* u la différentielle totale de l'ordre m de m, on aura la formule symbolique
(du du \"'
en entendant toujours que les exposants des du dans le second membre seront changés en indices de différentîation, ainsi que dans le troisième, où les notations x, y resteront invariables. On peut encore l'écrire ainsi :
d"'u=z{dx-^ d^Yu.
Comparons maintenant d'^u k\di différence totale ÙT'u» Reprenons pour cela la formule
du du
au =^ —- àûc ~\- —- Ar -{- w, dv dy
dans laquelle nous supposons Ax et ùij infiniment petits, et donnons à a: et j^ les mêmes accroissements Ajc, Ar.
L'accroissement de -r- calculé semblablement s'obtiendrait
, . ,, du du . du .
en multipliant — par — ûiX 4- -7- O^y^ et ajoutant une quan-
ité infiniment patite par rapport à l^x et ^j \ il en serait
de même poup l'accroissement de — • De sorte que Tac-
croissement de — Aj: -f- — ^y sera représenté symboliquement par le carré de cette expression, dans lequel on changera les exposants de du en indices, plus une quantité infiniment petite par rapport aux quantités Ax*, Aj: C^y^ Ay*. Or nous savons que w se compose de termes qui ont en facteurs, les uns Ax, les autres Aj^, et en outre d'autres facteurs qui deviennent nuls avec Ax et ^y ainsi que leurs dérivées \ d'où il suit que F accroissement de w sera infiniment petit par rapport aux mêmes quantités Ax*, Ao: Ay, A^*. On a donc la formule symbolique
dx
du y
<ù' étant infiniment petit par rapport aux quantités Ax', AjrAj^, Aj^'. En continuant ainsi, on parviendrait saus difficulté, quel que fût le nombre des variables, à la formule symbolique générale
[du
du ^ '" djr
o) étant infiniment petit par rapport au produit de m facteurs Ar ou A^.
On a donc aussi cette autre proposition générale :
La différentielle totale de l' ordre m d' une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes dans laquelle on prend rfx, rfy, . . . égaux aux accroissements ÎTifiniment petits de ces variables ne diffère de la diffé^ rence m***"* correspondante que d'une quantité infiniment petite par rapport à elle-même,
Reicirque GÉNÉRALE. — Lorsquc Ton cherchera une équa-
tîon entre les diflerentîelles d*ordre quelconque de fonctions quelconques, et que, pour y parvenir, il sera avantageux de considérer d'abord des différences infiniment petites, on pourra substituer les différentielles aux différences correspondantes, et négliger toute quantité infiniment petite par rapport à celles entre lesquelles on cherche la relation-, car si Ton divisait Téquation exacte par une des différences, élevée à une puissance convenable, et qu'on passât à la limite, les rapports des différences seraient remplacés par ceux des différentielles, et l'on aurait Téquation même à laquelle on serait parvenu en négligeant des quantités nécessaires pour Texactitude de Téquation entre les différences, mais qui disparaissent de Téquation exact.^ entre les différentielles considérées comme des quantité < infiniment petites ou finies.
CHAPITRE V
DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES DIVERS ORDRES DES FONC TIONS DE PLUSIEURS VARLVBLES DÉPENDANTES.
206. Si les variables x et j^, qui entrent dans la fonction M, étaient elles-mêmes des fonctions de variables indépendantes, les différentielles totales de u changeraient toutes de forme, excepté celle du premier ordre, parce que les facteurs rfx, dy ne seraient plus constants.
Ainsi la différentielle première de u aurait toujours pour
expression
_ du . du ^ du =z.- —-dx -{ — — dy, dx dy
Mais, en différentiant cette expression, il s'introduirait les
termes
du _ du _,
dx dy
et Ton formerait cPx^ d}j en fonction des variables indépendantes et de leurs différentielles, d'après les formules précédentes. On aura ainsi
d^u . , d^u , , d^u , du , du ,
et d} u jouira, par rapport à A' u, de la propriété qui a été démontrée indépendamment de la forme qui pourrait résulter de variables intermédiaires entre u et les variables indépendantes.
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On trouveraît de même les diflFérentîelles totales des ordres suivants, et pour un nombre quelconque de variables supposées dépendantes d'autres quelconques. Si, parmi ces variables, les unes étaient dépendantes et les autres indépendantes, il suflSrait de supposer nulles les différentielles de ces dernières, qui passeraient de premier ordre.
Cas particulier où x et y sont des fonctions linéaires. — Si j: et j^ étaient des fonctions linéaires des variables indépendantes, dx et dj" seraient constants, quelles que fussent les valeurs des variables \ on aurait donc
«f j? = o, ifjr = o, ^.r =r o, . . . ,
et, par conséquent, on retrouverait la formule symbolique
(du du \ *"
qui s'étendrait à un nombre quelconque de variables.
Différentielles des dis^ers ordres des fonctions implicites»
Supposons d'abord la fonction implicite u dépen
dante des variables x et y^ et déterminée par une équatior»-
unique
F(-^» Ji «) = o; nous aurons
^/F , ^F , dY ,
-7- dx -f- -7— dr -f- --— du = o, dx dy du
d'où Ton tirerait rfa, comme nous Tavons déjà vu.
Différentiant encore cette équation par rapport à toute ^ Jes variables, et observant que du n'est pas constant, i-*
*^ \ vient !i/ iPT d^Y tPF dr-Y
-4- 2 -; ;- dxdu H- 2 -; — UY du H r— rf^tt = QI
dxdu dj du du
d*où. Ton tirerait d'w, et ainsi de suite. On agirait de la même manière pour un nombre quelconque de variables indépendantes. Si u ne dépendait que d'une variable Xy cette équation se réduirait à
d'Y d'Y d*Y dY
--— djc^ ■+■ 2 -r — z- dxdu H — ; — du^ -f- —— d^u = o.
dx^ dxdu du^ du
\. Si Ton avait deux équations, il y aurait deux va- ^^^l^les, fonctions de toutes les autres ^ et dans ce c^as on ^^ff^irentierait successivement chacune des équations, en ^^stinguant bien les variables dépendantes des indépen- ^^^ï^i^tes : on déterminerait ainsi les différentielles secondes, ^'"^^îsièmes, etc., des deux fonctions; et Ton agirait de la "^^ïne manière dans le cas d'un nombre quelconque d*équa-
ient, par exemple, les deux équations
y ^t u sont des fonctions de la variable indépendante x. On aura d'abord les deux équations
dY ^ dY ^ dY ^
dx dy du
^*oii Ton tirera dy et du. En différentiant ces deux équa-
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lions, on obtiendra tP¥ iPF ePT iPY
^F iPY dF dF
H- 2 - — ;- dxdu + 2 -r — ;- drdu •+■ — — d^r 4- -r- d^u r=0^ dxdu dydu dy du
d^f d}f df df
-f- 2 , , dxdu -\- 2 ^ , ^£/tt 4- -f- ^» r -f- -— CP m r=: O ,
dxdu djrdu djr du
d*où Ton tirerait rf* a et d}y^ puisque dy et rfu sont connus. On obtiendrait ainsi les différentielles de tous les ordres de y et M.
CHANGEMENT DE VARIABLES
209. Cas d'une seule variable indépendante. — Nous considérerons d'abord les fonctions d'une seule variable indépendante -, et Tobjet que nous allons nous proposer est d'exprimer toutes les dérivées d'une fonction y par rapport à une variable x dont elle dépend, au moyen des dérivées successives d'une autre fonction u par rapport à une variable f, regardée comme indépendante.
Toutes les quantités dépendent d'une seule variable : ainsi Ton a trois équations entre x^ j^ m, t, ou deux seulement, en laissant de côté celle qui exprimera la relation entre x ely. On voit que, en vertu de ces trois équations, ou peut considérer u comme une fonction de t, et ce sont les dérivées de u par rapport à t que l'on veut faire entrer dans des calculs où se trouvent les dérivées àey par rapport à x.
Pour cela nous allons d'abord exprimer les dérivées de y par rapport à x^ en fonction des dérivées de x et y par rapport à une même variable indépendante t dont elles seraient regardées comme fonctions. Ces formules seront les mêmes, quelle que soit la forme particulière, tant de l'équation entre x et j^, que de celle qui doit lier en outre x et y avec t. Nous montrerons ensuite comment les dérivées de a: et j^ par rapport à t peuvent s'exprimer au moyen de celles que l'on veut introduire, qui sont celles de u par rapport à f . Ce dernier calcul dépend des équations qui lient X e\ y avec t et m, et peut-être encore avec d'autres variables; et le nombre des équations doit toujours être tel.
qu*il n'y ait qu'une seule variable indépendante, comme nous l'avons supposé.
210. Pour exprimer les dérivées de y par rapport à a: au moyen de celles de x et y par rapport à f, nous observerons que, d'après le principe des fonctions de fonctions, ou
dy dy dt , dt \
• dx . dt dx * * dx dx
'di
dy
dy.
dx
dt
dx
dt
Passons maintenant à l'expression de --r-^* Nous diflFérentie-
rons pour cela les deux membres de cette équation par rapport à X \ mais, afin de n'introduire dans le second membre que des dérivées par rapport à f, nous le différentierons
d'abord par rapport à f, puis nous multiplierons par — >
dx
OU nous diviserons par -^» Nous obtiendrons ainsi
^ dt
dx
dy
de
dt
dt^
dt
dx'
/ dx
De même, pour obtenir -7-^» nous différentierons le second
dx membre par rapport à f , puis nous diviserons par — • Et en
continuant ainsi, il est clair que l'on aura l'expression de toutes les dérivées àaj par rapport à a:, au moyen de celles de JC et j^ par rapport à une variable quelconque f, dontx etj^ seraient dépendants.
On peut, au lieu de dérivées de j: et / par rapport à t,
introduire leurs différentielles*, il suffira de supprimer le diviseur dt^ et fl viendra
d^X d^ydx — d^xdy
Ces premières formules se rapportent au changement de la variable indépendante seulement.
Si Ton suppose que la variable t soit la fonction y ellemême, on aura les dérivées àey par rapport à x^ exprimées au moyen de celles de x par rapport à y^ quelle que soit d'ailleurs la relation entre x eXy. Ces formules seront
d^x ^ — JL ^^ — _ ^^^
dx dx dx* (dx\*
dX \d^l
2H. Considérons maintenant le cas général où Ton aurait, entre m variables j:, j^,. . ., m, t, les m — 2 équations
Sans compter l'équation qui donne y ^^ fonction de x. Si l'on différentie ces m — 2 équations par rapport à t, on
• dx dY /» • 1 du. 1 » 1
pourra exprimer — » -^ en fonction de — par la résolution d'équations du premier degré.
Différentiant de nouveau ces équations, on introduira les dérivées secondes par rapport à f , et il y restera des dérivées premières que Ton pourra remplacer par leurs Valeurs, tirées des premières équations. On pourra donc encore, par la résolution d'équations du premier degré, tirer
I , , d}x d}y T d}u du
les valeurs de -5—» -^ au moyen de -^ ®* j>'
Eji continuant ainsi, toutes les dérivées de a: et de ^ par
rapport à t seront exprimées au moyen de celles de u par rapport à t'^ et comme nous avons donné les formules géné-
<! , . dy d^Y 1 dx d}x
raies qui expriment -^ > -7-^ v • au moyen de — > ■— 5 • • • ?
dy d}Y ., , . ,, K dy d}y
-j-j ■;t7v • '5 11 s ensuit que 1 on connaîtra —1 ~ri'* * * ^^
, du d}u .,.,,,. Ti
moyen de — ? -j^t' • • ce qui était 1 objet de la question.
Si, au lieu d'équations finies, on avait des équations différentielles, il faudrait toujours cherclier à en déduire
d.T d}x dy d}y , du d*u ,,
-7-' -TT'* •• ' -7-9 -TT' •• • au moyen de -r-? -^r v «s et 1 on
dt dû dt dO ^ di dt^
agirait ensuite comme dans le cas précédent. Supposons, par exemple, Féquation
dv d^ Y
et proposons-nous d'exprimer — 9 -y^ 5 • • • au moyen de
dx d^x . . . . , . dy d^y
— 5 -— - ? • • • • La question se réduit ici à exprimer — ■> —-5
, dx d^x
au moyen de —-> -yj?
dt df
Or on aura d'abord
dt V
dx''
dt'
Pour avoir -^5 on différentiera Téquation donnée, et »
viendra
dx d\T dy d-Y
doù
dt^'
uii uiiicicuticxa X
dx d'^x dy d'^y dt dt^ ' dt^ dû
dx d^x
dt dû
dt''
dy
dt
dx d^x Tt dû
I dx:'
Une nouvelle différentiation ferait connaître — rr-» et ainsi
de suite.
Ce cas est celui où Ton déterminera une courbe par une
équation entre Tare et Fabscisse.
212. Céis de plusieurs variables indépendantes. — Considérons maintenant une fonction z de deux variables indépendantes x, y. Sa forme n'est pas connue, et l'on ne doit pas avoir besoin d'en faire usage ^ mais on doit toujours raisonner dans l'hypothèse qu'elle existe.
La question que nous nous proposons est de déterminer les dérivées partielles de tous les ordres, de z par rapport à x: et j^, au moyen de celles d'une autre fonction r par rapport à deux autres variables indépendantes (f et 0, en supposant qu'il existe trois équations entre x^y^ z, r, cp, 6,
, X I F(X, J, Zj 0, Ç, r) =: O, F, {Xy J, z, 0, (p, r) = o, ( Fj(ar, j, z, 0, <f,r)=o,
Ig sorte que quatre quelconques de ces six variables peuvent '^'"e regardées comme fonctions des deux autres, qui seront întièrement arbitraires.
Cela posé, diflerentions successivement r par rapport à chacune des variables x et j^, la seconde étant supposée '^listante: et considérons r comme dépendant de 0 et y, qui ^^X-mômes dépendent de x et y. Nous aurons ainsi
^ V dr dr dB dr dtp dr dr dQ dr do
dx dQ dx df£lx djr dB djr df dy
H faut maintenant éliminer de ces équations les dérivées ^ </» dr dB do dr , j»/*»^ ^•
?r» — ^, — 9 — 9 -^7 —-j et pour cela nous dilierentierons •^ dx dx df djr df ^
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• d'abord les équations (i) par rapport à X'^ d'où
d¥ dQ dY d(D dF dr d¥ dF dz
d9 dx dff dx dr dx dx dz dx '
dFx dB dF, d(f ^F, dr rfF, rfF, dz __ dO dx d<f dx dr dx dx dz dx '
dF^dB dF^diû dF^dr dF^ dF^dz
dB dx d<f dx dr dx dx dz dx ,, , • . dB do dr /» • j dz
dou nous tirerons -r-» -7^5 -7-: en fonction de -r- et
dx dx €lx dx
reportant dans la première équation (2), nous en tirerons
immédiatement -7- en fonction de -— 5 -r- •
dx dB dff
Différentiant de même les équations (i) par rapporta j'
et faisant usage de la seconde équation (2), on obtiendra
— au moyen de — > —5 ce qui était l'objet que Ton s'était
proposé.
dr dr On conclurait facilement de '^ ;y^> ;t- au moyen de
dz dz
— > — > par la résolution de deux équations du premier
degré \ mais on pourrait d'ailleurs les obtenir directement en suivant une marche inverse.
On passera aux dérivées partielles du second ordre en
diflerentîant — 5 — par rapport à :c et j^, on sera ramené
IX
à difierentier — j — par rapport à x et j>^ : et on les traitera
comme on a traité r, ce qui introduira les dérivées du second ordre de r par rapport kO et y.
^ . " j'/v/ .• ^Q ^? ^^ dfo
On aura en outre a dilierentier -7-5 —? -t-j —-j ce qui
dx dx dy dy
introduira des dérivées partielles du second ordre de z par
rapport à :r et j", dont on aura ainsi les valeurs*
Il est facile de voir que cette méthode s'applique à un nombre quelconque de variables indépendantes, et s'étend aux dérivées de toutes les autres.
213. Nous examinerons, en particulier, le cas d'une fonction u de trois' variables indépendantes ar, j^, ^, qui doivent être remplacées par trois autres variables indépendantes r, y, 0, liées à x^ j"^ z par trois équations connues ; dans ce cas, il s'agira d'exprimer toujours les dérivées partielles de u par rapport à a:, j^, z au moyen de ses dérivées partielles par rapport à r, ç, 0. Ce problème renferme celui de la transformation des coordonnées dans des équations aux différentielles partielles où la variable principale est une fonction de trois coordonnées.
Considérons u comme fonction de 0, y, r, et ces dernières comme fonction de jo^jr^z'^ et différentions u partiellement par rapport à Xj y^ z, nous aurons
/' du \dx~
du r/G d9 dx
du do du dr d-f dx dr dx
\du
dudQ dO dx
du do du dr
. 1. - - ■ 1 - - ^ d(f dx dr dx
\ du
Xdz"
dudB dB dz
du d^ du dr
d^ dz dr dz
Or, au moyen des trois équations entre x,^ y^ z, 0, ç, r, on peut déterminer les dérivées partielles
rfo
df
df
dr
dr
dr
dx
dx'
dx'
dx'
dz'
dr'
dx'
dz'
et par conséquent les équations (3) donnent les valeurs des dérivées partielles de la fonction u par rapport à x, j^ jz^ au moyen de celles de la même fonction par rapport à e, cf , r.
La resolution de ces trois équations ferait connaitie
du du du ^ du du du , . ,
-—, -— > -r-j au moyen de -r-» -r-» -r-; mais on pourrait les dQ dtf dr •' dx dy dz^ ^
trouver directement par une marche inverse de la précédente.
En différentiant les équations (3) successivement par rapport à x, r, z^ on exprimerait les dérivées du second ordre par rapport aux variables indépendantes d'un des systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par rapport aux variables de Tautre \ et Ton continuerait ainsi indéfiniment.
Ainsi, par exemple, en diilérentiant — par rapport
à or, on serait ramené à former les dérivées partielles de
du du du , , i> /• .
— î — 5 — par rapport a x, et c est ce que 1 on ferait en
du du du . 1» 1 1
traitant -—-9 -r-» -;- comme on avait d abord traite m, ce «9 «(p dr
qui introduirait les dérivées du second ordre de u par rapport à 9, ç, r, tout le reste étant connu.
214. Appliquons ce procédé à une transformation qui se prosente souvent dans les questions de Mécanique et de Physique mathématique.
Soient X, y^ z les coordonnées rectangles d'un point, et /', 0, i^ ses coordonnées polaires, de sorte qu'on ait entre ces six variables les trois équations
szrz/'cosô, j^ = rsinô sin^J^, ^ :=:=^ rsinO ces •.{)•,
on trouvera, au moyen de la méthode que nous venons d'exposer,
du fin , ^// ros <5 cos i!; du sini[>
— - = — sinô cosil; -h -— '■ ~ — r—it
dx dr ^ d^ r d^ rsmô
du du , ^ , , du cos9 sm-h du cos-i;
-- — -,- sinO sin J; + — '- -T- — ——-i
df dr ' d^ r d-^ /'Sinô •
du du ^ du sin9
-— — —- cose — — ,
az dr dO r
^*tt . .* . . . ^'" cos'Osinilcos\I» d^u sin^fcos^»
= -7T S"l^ Sm^J/ COS\p -4- — -- -^ 77- — /. ^^
dr* T T ^Qj ^3 ^^» r'sm»e
d^u sîn0cosOsin>|*cosnp /£*« /cos'ip — sin'^j*
é/ôfi?r r d-^d^ \ r
d^u (cos'i); — sin'x|*) cosô du sin*ô ûn^ cosx|*
£A(»£fô r^sinô dr
Jiicos9sin\pcosi[i
€fô r
/ . ^ I \ du fsinH — cos'^^\
d^u , ■ ^ , éf^M sinOcosOcosnti
= -r— sinô cosO cosJ/ —- ;
dr^ ^ d^^ r*
d^ u (cos* 9 — sin' 9) cos np d^u ÛH'^ cos 9 ^' « sin ^[» i/9€fr r ^4^û?r rsin9 59SJ1 r*
<£« ( sin* 9 — cos' 9 ) cos >[; du sin 9 cos 9 cos i}> 59 H 57 r '
^'" • ^ ^ . I ^'" sin 9 cos 9 sin \I>
—z — sin9 cos9 sin\p i-
dr^ ^ dd' r*
d^u (cos' 9 — sin'9)sini{> d'u cos>{;cos9 ^*k cos^|> dBdr r d^dr rsin9 ûf9^>|i r'
</a ( sin' 9 — cos' 9 ) sin ip du sin 9 cos 9 sin ^p 59 r^ 5r ^^^ '
«* <3?'tt . ,^ .. /f'tt cos'9cos»\|» rf'tt sin'\t
:r =. -r— sm*9 cos'^^ H ^ H ^-
^ dr* ^ ^ ^9' H J,];' r'sin'9
rf'ii sin 9 cos 9 cos' 4* d^u sin^^cos^^
fi?9i/r r d^dr r
d^u sin>|* cosip <itt cos' 9 cos'>p H- sin'x|» £/9rfi|> r'tang9 5r r
é/M /sin'\L — 2sin'9 cos'>L \ éfw sin^; coi
-;-eos9 ; 1 14-2 -9
dQ \ r'sin9 ) d^ r'sin'*
cos^l* Cale, in/, D, — 1. ig
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d^u d^u ...... d^u cos*Osîn*J» d*u cob'-ïL
É&^» dr^ ^ dO' r» liif^ r» sind
éf^tt sin0cos9sin^ili c^'u siiiilcos4f
'^^':mT ^-^^-iTT — ' — ^
dBdr r d^dr r
d*u sini|> cos>{> £fOc/^{> r'tangO
du /cos*ô sin'ij* -f- co8*4»\
dF [ ? ;
du ^ /cos'\t — 2sm'G sm'ilX du sin^pcoi
-TT COSÔ ( ^ r-^—r î I — a -TT , . ,
APPUCATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
215. Détermination des valeurs particulières des fonctions qui se présentent sous les formes -? ^ïooXo,i",
00 ®, o®. — Lorsqu'une fonction est le quotient de deux autres fonctions de :r, et qu'une valeur particulière de x rend ces deux dernières nulles ou infinies, la valeur de la première
se présente sous la forme - gu ^ » et, dans ce cas, on peut
se proposer de déterminer la valeur vers laquelle converge la fraction donnée, lorsque x tend vers cette valeur particulière : c'est cette valeur limite que Ton désigne souvent sous le nom de vraie valeur de la fraction qui se présente
sous la forme indéterminée - ou ^ •
Cherchons d'abord la limite de .] ; lorsque x tend vers une valeur Xq telle, que l'on ait
F(x«)=o, /(xo) = o.
Soit h une quantité tendant. vers zéroj on aura, d'après le
ionc
/(x) '""/'(x)' lorsque x tend vers a:,; et, par conséquent, si F' (a:,) et
f^{xo) ne sont pas nuls ni infinis, la limite cherchée sera Si Ton avait encore
la limite de ^, , ; serait la même que celle de j,„) ;> et
ainsi de suite.
Si donc toutes les dérivées jusqu'à Tordre n exclusivement deviennent nulles pour^r = aro? la limite cherchée sera
celle de : -, et si F" [x^) et /^ [x^) ne sont ni nulles ni
infinies, on aura pour valeur de cette limite
Si l'une de ces dernières dérivées est encore nulle, la limite sera zéro si c'est F" (a:o) qui est nulle, et la fonction croîtra sans limite si c'est y* (xq).
Supposons maintenant
F(aro) =00 , /(aro)=oo , d'où
Fl^o) ' /(^o)
Remplaçant Yi\ ^^^ Texpression identique •^-i— ^ , et ap-
pliquant à cette dernière la transformation précédente, on
/ [x, '¥h)'~ T "" W[x,-^Bh)
Y[x,-\-h) F(xo-+-ÔA)-' __ FF (0-0 + 0^)1 V'(.r,-f-eA)
CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉKENTIELLES, ETC. ^gi
Nous considérerons d'abord le cas où ^; ; tend vers une
valeur finie A difierente de zéro. L'équation précédente donne alors, en passant aux limites,
A = A»lim-^j^, d'où A = liin?^,
ce qui donne la même règle que dans le cas où l'on a
F(:ro) = 0, /(aro)=:0.
Supposons maintenant que 77— f tende vers zéro. En y ajoutant une quantité constante M, on formera la fraction — ^ — -rr. — ^ — dont la limite sera M 5 et, par conséquent,
on rentre dans le cas précédent. D faut donc prendre les dérivées des deux termes et y faire tendre x vers Xo ^ ce qui
donne pour la limite — ^ ^^, — "^ ^ ^ ou / -{- M , et comme cette limite est M, on aura ^,] , = o: donc, dans ce cas, on obtient encore la limite de ^; / en cherchant celle
Enfin, si ^; : croit indéfiniment, ~-\ tendra vers zéro;
il en sera donc de même de ~,\ [ » comme nous venons de le
démontrer. Donc j,,\ , croit indéfiniment. Donc enfin, dans
tous les cas, on trouve la même limite pour 777— ( aue pour
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La règle est donc la même pour les fractions qui se r^ duisent à ^ c[ue pour celles qui se réduisent à -•
On agirait de la même manière sur -rA — r ri «es deux
termes devenaient encore infinis pour x=:Xo'^ mais si toutes les dérivées successives le devenaient, cette méthode ne serait plus applicable^ et ce qu'il y a souvent de mieux à faire dans ce cas, c'est de remplacer x par Xo+hel d'effectuer les réductions.
Ainsi soit, par exemple, la fraction
ses deux termes deviennent nuls pour x = j:», et toutes les dérivées deviennent infinies ; mais si l'on pose x = x^-^-h^ elle devient
' ou
supprimant le facteur commun A*, il reste p»
dont la limite est zéro quand h tend vers zéro.
217. La valeur x^^ étant arbitraire, peut être supposée aussi grande que Ton voudra, et, par conséquent, les règles précédentes s'appliquent au cas où Ton a Xo = 00 ; mais la démonstration directe ne pourrait plus se faire de la même manière dans ce cas, et il est bon de l'examiner à part.
Si Ton pose a: = - ? on aura
CALCUL DES DÉRIVÉES ET DBS DIFFÉEESTTIELLES, ETC. 2IQS
jK»teiidant vers zéro, il n'y aura aucune difficullé, et Vjon aura, par la démonstration précédente,
lim-^^-Hm ^^^"^ =lim Y'.
On aura donc aussi
Jc croissant indéfiniment.
Considérons maintenant le produit
F(x)/(x), ^ supposons
F(x.) = 00, /(ar.)=:o;
aurons identiquement
F(*) ^^^ qui ramène au premier cas^ et Ton trouve alors
limF (:r)/(x) = - lim ^^fT^P-
^tla seconde expresdon rentre dans un des ess er— miA^ ^telatraiterapar les procédés déjà indiqués. .
219. On peut enon^ donner nne autre réf^ pour trou* Ver la limite de la firaction
JT
^lans laquelle cm suppose jr infinL
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En effet, h étant une quantité finie quelconque, on a, quel que soit x^
—^ ^ 1— i = F' (ar 4- ^h) ;
faisant croître x indéfiniment, le second membre tend vers
F' (00), qui est la limite de la fraction ^> d'après une des règles précédentes. Donc
et si, pour plus de simplicité, on fait A == i,
lim I^ = lim [F (« -h I) — F (a?)].
Ce théorème a été démontré . d'une autre manière par M. Cauchy, dans son Cours d* Analyse algébrique.
Considérons maintenant une expression de la forme
F(^)/(*)5 son logarithme est
/(:.)logF(x),
et rentre dans une expression que nous avons examinée. Si donc on peut déterminer par les règles précédentes la vraie valeur de ce logarithme, dans le cas singulier où les fonctions logF(:r) çxf[x) seraient, la première infinie et l'autre nulle, on en conclura immédiatement celle de l'expression proposée.
Examinons en particulier l'expression
Y{xy
dans le cas de a: == oo , et supposant F (oo ) = ao • Le logarithme de cette expression est
logFM^
et sa limite est celle de .^ . » que Ton peut traiter par les règles précédentes.
Mais si Ton applique k — — ^— la règle particulière du n^ 219, on trouvera que sa limite est la même que celle de
F (x -4- t) logF (a: -i- i) — logF(x), ou log - '•
i Ff.r -f- 1)
Donc la limite de F {x)' est la même que celle de — ^r— —
quand x devient infini. Cette règle avait encore été démontrée par M. Cauchy.
Si Ton a F (00 ) = o, on posera
Mais cp (00 ) = 90 *, donc
et
limF(jr)' = lim / ^ , =lim — ^-, . *
221. L'application de ces diverses règles conduit à quelques résultats particidiers qui méritent d'être re-
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marqués :
— = QO pour x=.Qo SI 1 on a «>i,
Xoi'x
—2— =: o pour J- =: QO , X \o^x = o pour jr = o,
aref* = oo pour x = o,
X* = I pour x = 00 ,
(Aa:^-4-Ba*-'-l-...-f-U)' = i pour a?=QO, x*= i pour a: = o.
(cosmxyz=:i pour J7=:0, (n-^)' = e pour j7 = o.
CHAPITRE Yni
DÉVELOPPEBIENT DES FONCTIONS.
222. Série de Taylor. — La série que nous allons faire connaître a pour objet de développer raccroissement d'une fonction suivant les puissances entières et positives de Taccroissement correspondant de la variable dont elle dépend. Ce sera une généralisation de la formule donnée au n? 71 .
Désignons par a: et a: -H A, ou par a: et X les deux valeurs quelconques de x que Ton considère, par Fia fonction; û s'agit de développer F (ar -+• h) — F(a:), ou F (X) — F (x), suivant les puissances de la différence A ou X — x. Nous donnerons à cet effet deux formules qui différeront par la forme du reste qui complète la série, et pourront être utiles dans des cas différents.
Première formule. — Commençons par écrk« un nombre quelconque n de termes déduits suivant la même loi que si la fonction était entière et rationnelle; et désignons par /(A) la fonction de a: et de A, qui, ajoutée à ces termes, reproduit F{x -^ h) : nous aurons, sans aucune exception, si les fonctions F, F',. ., F"""* sont continues,
F(x-4-^) = F(^)-f-AF'(x)-4-— F"(x)H-...
FI— )(*)+/(A
et la fonction à déterminer eslf(h). Les dérivées des deux membres par rapport k h^ en laissant x constant, étant né-
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cessairement identiques, on reconnaît sans peine que f[h) et ses (/i—ri) premières dérivées deviennent nulles pour A = o, et que
Donc, d'après une formule démontrée précédemment, on aura
et, par suite,
( F(a: + Â) = F(x) 4- AF' (ar) 4- — F'' (ar) 4- . . .
H ^ F«-«(^) 4- ^ F^fjT + ÔÂ).
Cette formule donne la solution de la question, et montre dans quel cas elle est possible. En effet, si rexpression
F"{a? -4- Oh)
tend vers zéro à mesure que n augmente, F(a:-+- /i) est la limite de la série
F(x)+AF'(^)H-...H ^ -F»-(^)H-....,
et Ton peut poser la formule suivante, qui est celle de Taylor :
Mais il faut bien faire attention que, d'après la formule sur laquelle est fondée cette série, elle ne peut être substituée à F(j?-{- A) que lorsque F{x) et toutes ses dérivées
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sont continues entre a: et a: -H A, et que F" (x h- Oh)
tend vers zéro quand n croît indéfiniment.
La fonction F(x -h A) ne peut être développée suivant les puissances de h autrement que par la formule (3) 5 car deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives d'une même variable, et dont les sommes sont égales, quelle que soit la valeur de cette variable, sont les mêmes, terme pour terme.
n est facile de reconnaître que le terme
F«(arH- GA),
qui donne la valeur exacte du reste de la série, après les n
premiers termes, tend vers zéro toutes les fois que F"(x)
reste fini, lorsque n augmente indéfiniment^ et pour cela
h" il suffit de faire voir que tend vers zéro quel que
soit h. En effet, quand n aura dépassé la valeur de A, et
.A" qu'on r augmentera indéfiniment, l'expression sera
multipliée par les fractions ? v> qui diminuent de plus en plus. Mais quand même elles resteraient égales à la première, qui est plus petite que l'unité, on sait que le produit aurait pour limite zéro. Donc il en est de
même de quand n croîtra indéfiniment : et la série
de Taylor peut être employée lorsque F(x) et toutes ses
dérivées sont continues et finies entre a: et a: -H A.
Limites de l'erreur. — La formule (2) a l'avantage de
donner des limites de l'erreur commise en s'arrêtant à un
terme quelconque de la série de Taylor. En effet, si l'on
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prend les n premiers termes, la quantité exacte qu'il faudrait y ajouter pour obtenir F (a: -H h) est
Si donc on désigne par Â et 6 la plus petite et la plus grande valeur que prend F'*(x) quand x passe par toutes les valeurs, de X Si X -h h^ Terreur commise en prenant les n
premiers termes de la série sera plus grande que
et plus petite que •
La formule
n'exige aucune condition relative aux dérivées d'un ordre supérieur au /i'*"**. Ces dernières pourraient être discontinues dans l'intervalle de a: à a: -+- A, sans que la formule cessât d'être exacte. Ainsi ce développement peut être exact quand on l'arrête à un certain terme, et devenir inexact si on voulait le pousser au delà. Supposons, par exemple, que Ton ait
F(^)"=/(^)+(^-xor''^?(^),
m étant un nombre entier positif, et — compris entre o et i .
Si l'on considère pour x la valeur particulière a:„, les dérivées seront finies jusqu'à F'"(j:o) inclusivement, en supposant que celles de y*(a:) et (f{x)\e soient^ mais au delà
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elles deviendront infinies. Le développement ne devra donc
être poussé que jusqu'au terme F"""* {j:«) tout
au plus 5 et il pourra être complété au moyen d'un terme renfermant la dérivée suivante.
225. Développement de ¥(x). — Si, dans la formule (2), on fait j: = o^ et qu'on remplace ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient
Y{x) = F(o) -f- a:F'(o) -f- — F'^Co) -f. . . .
On peut ainsi développer une fonction de x suivant les puissances de x, pourvu que cette fonction et ses dérivées jusqu'à l'ordre n soient continues entre o et x. Si, à mesure
que n augmente indéfiniment, l'expression F"(6j:)
tend vers 2séro,,la fonction F{x) pourra être exprimée par
la formule
(5) F(*) = F(o) H- xF(o) H- -^ F^(o) 4- . . . ;
c'est-à-dire que la limite de la somme des termes du second membre est F(a:). Cette dernière formule est celle de Maclaurin.
Si on l'avait obtenue avant celle de Tajlor, on en déduirait celle-ci en considérant F(a: -f- A) comme une fonction de h et la développant par la formule de Maclaurin.
Formule plus générale pour le développement rfe F(j:). — On peut encore développer F(j:) d'après la formule de Taylor, en remplaçstnt x par x^-^rijx — x^); on trouve
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ainsi, d'après réquation (2),
et Ton peut toujours choisir a:«, de telle sorte que F(j:o), F'(j:o)v • • ^^ soient pas infinies. Mais cela ne suflira pas, et il faudra toujours s'assurer que le reste de la série, dont nous connaissons l'expression, a pour limite zéro.
Autre formule. — Enfin la série de Taylor conduit à une autre forme de développement peu employée, due à Bernoulli. Si Ton suppose A = — a:, elle devient
d'où
Les coefficients des différentes puissances de x sont euxmêmes des fonctions àex\ de sorte que l'on ne trouve pas dans ce développement le principal avantage que l'on cherche, qui est de remplacer la fonction par un polynôme entier et rationnel. On s'assurerait de son exactitude comme dans les formules précédentes.
226. 11 faut bien se garder de croire que les séries de Taylor et de Maclaurîn puissent être employées toutes les fois qu'elles sont convergentes ; car elles pourraient converger vers d'autres limites que les fonctions qu'elles devraient représenter.
Ainsi, par exemple, la fonction e '* devient nulle, ainsi que toutes ses dérivées, pour a: == o, et cependant elle n'est pas identiquement nulle. Il suit de là que si F(x)
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est une fonction développable par la série de Maclaurin,
F^jjj -4-e **, développée par la même formule, donnera lieu à une série convergente, mais qui représentera F (x), et sera, par consécjuent, inexacte.
L'exactitude du développement ne peut jamais être établie que par la considération de l'expression qui en complète la valeur après un nombre quelconque de termes.
227. Autre dés^loppement différant du premier par la forme du reste.
Dans le n® 217, nous avons déterminé le reste f{h)^ qui complète exactement le développement de F{x -i-h) dans Téquation (i), en différentiant les deux membres de cette équation par rapport à la dernière valeur a: + A ou X en laissant constante la première x. Nous allons maintenant cbercber une autre expression de ce même reste en partant de la même équation (i)> et différentiant ses deux membres par rapport à la première valeur x supposée variable, et considérant la dernière ILoux-hh comme constante. Dans ce cas, le second membre renfermerait deux variables x, A, liées par la condition a: -4- A = X. Pour n'en laisser qu'une seule en évidence, nous remplacerons h par X — x, et l'équation (i) prendra la forme suivante, où ^{x) représente le reste complémentaire qui dépend de la variable actuelle X et de quantités constantes,
Dififérentiant une seule fois les deux membres par rapport à X en laissant X constante, on trouve, toute réduction
Caie, inf. D. — I* 20
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faite,
Cette équation détermine la dérivée par rapport k xie la fonction inconnue cp (a?) ^ sa valeur est
d'où Ton peut déduire une expression de (f{x)^ en appliquant la formule (6). En y supposant ti = i, et désignant par z une valeur quelconque, on en tirera
prenant, pour simplifier, z = X, et observant qu ç (X) = o, on obtiendra
(p(a:)=(ar — X)ç'[X-f-0(x — X)],
et, remettant pour 9' l'expression (9), dans laquelle on re placera la variable x par X-|-0{a: — X),il viendra
et, posant i — d=- 6',
La formule (8) devient donc, en remplaçant X par x et supprimant l'accent de d',
¥(x + A) = F(x) -f AFfo:) -4- — F''(a:) -I-. . . (10) < H F'-'f^r)
-1 ^-- —:1PH^ + ÔA).
1 2. . .(/2— ij ^ '
Cette formule ne diffère de (2) que par la forme du rester elle pourra être utile dans les cas ou l'autre serait insuffisante : nous en donnerons des exemples.
En y faisant j? = o, puis en remplaçant la variable h par x, l'équation (10) donne
H 7 -F»-' OH l__l_F»0aî .
i — ij 1.2... (/z
Nous allons maintenant donner quelques applications de ces formules.
228. Apj>ligàtions. — i** Soit F (a:) = a', on aura Y'{x) = a'\a,.., F''(^) = «*!««,
F(o)=:i, F(o)=la..., F'»(o)=:l«a,
et, par suite,
«*=i -f-xla H h. . .H ! a^'.
Le reste af' tendant vers zéro, à mesure que n augmente, la série indéfinie a pour somme a'. 2° Soient
F (^) = 1 (i -f- x), F (a:) = (i -f- x)-\ F'' (jc) = — { I -f- a:)-', F" ( x) = zh 1 . 2 . . . (« — I ) (i 4- ^)-% d'où il résulte
F(o)=o, F'(o) = i, F''(o) = — 1,..., F''(o)=:zhi.2...(/î — i),
€t, par conséquent,
l(l-f-x)=ar h -5- 7--f-. ..=i: — (l + Ôa:)-».
lia série serait composée de termes indéfiniment croissants
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si Ton supposait a: ]> i , parce que la limite du rapport d'un terme au précédent est a:, lorsque leurs exposants augmentent indéfiniment {voir à la fin la Note sur les séries). Il suflGit donc de s'assurer si le reste tend vers zéro quand on a a: <[ I î et pour cela il faut distinguer deux cas. Si x est positif, on a — < I si a: <^ 1 5 et par conséquent le reste
tend vers zéro, et la série converge vers l(i 4- a:) .
Si X est négatif et qu'on le représente par — z, le reste
— r — ^ ne se présente pas sous une forme propre à faire
reconnaître s'il tend vers zéro, parce que l'on n'aperçoit pas lequel est le plus grand des deux termes de la fraction
r-- Mais si l'on prend la seconde forme que nous avons
indiquée pour le reste, on trouvera pour le cas actuel
— 9 OU, abstraction faite du signe,
55— ÔZ\«-'
I — ÔZ/ I — 03
z — - Q z Or la fraction est moindre que l'unité si ^ <^ i ^ donc
le reste tend vers zéro, et la série représente l(n- x). Cette série peut donc être employée pour toutes les valeurs de x comprises entre -h i et — i .
On peut obtenir des séries plus convergentes que la precédente et plus applicables au calcul des logarithmes.
Si dans la formule
l(l -i- x)=ix 1--77V*»
on change x en — x^ on obtient
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et, en retranchant la seconde de la première,
Posant
=i+-, dou x = 9
il vient
i(-^)=i(r + ')-ir
ri i I 1
L274-I 3(2J^ + IJ» Ôl2J--f-l)* J
Cette série très-convergente donne la différence des logarithmes de deux nombres entiers consécutifs, et fait connaître, par conséquent, les logarithmes de tous les nombres entiers depuis l'unité.
Connaissant les logarithmes dans la base e, on les obtiendrait dans toute autre base, en les divisant par le logarithme de la nouvelle base pris dans la base e.
Nous ferons connaître plus tard des procédés plus commodes pour la construction des Tables de logarithmes.
3^ Soit maintenant
F(x) = (.-f-x)-, on aura
F"(x) = m{m — 1) . . . (m — « -«- i)(i -f- «y""^, et, par suite,
(i -f-x)"= I -f-mxH X»...
H ^^ ^ -^--^x"(i-î-Ox)"-«.
il
Pour que la série indéfinie représente (i + x)% il est d'à-
3lO LIVRE II.
bord nécessaire qu'elle soit convergente. Or le rapport du
terme de rang p au précédent est ^ x^ et tend vers
— X k mesuré que p augmente •, donc la série n'est pas convergente si X est en dehors des limites + 1 et — i • Il suffit donc de reconnaître si le reste tend vers zéro pour toutes les valeurs de x comprises entre ces limites.
Ce reste peut se décomposer dans les deux facteurs
^ ' ^ '-a^ et (i-4-ôa:)'"
Le premier tend vers zéro, parce que, si n augmente d'une
unité, il se trouve multiplié par — — a:, qui s'approche de
plus en plus de — x dont la valeur absolue est moindre que
l'unité : et quant au second facteur \ — - j si l'on sup-
pose d'abord x positif, il tend aussi vers zéro, à moins que B lie s'approche indéfiniment de zéro^ mais, dans tous les cas, ce facteur reste plus petit que l'unité, et, par conséquent, le reste de la série tend vers zéro. Donc elle représente [i-i- xY pour toutes les valeurs de x comprises entre
0 et -H I .
Mais si x est négatif, rien ne prouve que le second facteur ne croîtra pas indéfiniment avec /i, et cela arrivera même certainement, à moins que 6 ne tende vers zéro 5 car l'expression (i -H BxY tendrait vers zéro si la fraction
1 -j- 0a: ne s'approchait pas indéfiniment de l'unité. D faut alors avoir recours à la seconde forme du reste, qui est
^ ^ ' ^ — (i-hÔa:)
T n mim — i)...(m — /2-|-i)j:'» ,
Le facteur — ^^ — tend encore vers
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zëro^ Tautre facteur, en remplaçant x par — z,
Or on a - ^ < i , puisque z <] i : donc ( — - ) tendra vers zéro, à moins que 0 ne tende vers zéro \ et dans ce cas même cette expression est toujours moindre que Tunité. Donc le reste de la série tend vers zéro, et, par conséquent, celle-ci peut être employée pour toutes les valeurs de x comprises entre -}- 1 et — i • 4° En prenant successivement
F(j?) = sinjr, F(^) = cos^r,
on est conduit aux séries suivantes qui sont exactes, quel que soit x^
sin X ZZZ X -\ : — -4- . . . ,
Elles supposent le rayon égal à Tunité, c'est-à-dire que x désigne le rapport de l'arc au rayon du cercle-, et sinx, cos a: désignent les rapports des lignes auxquelles elles correspondent, à ce même rayon : dans le cas où il serait désigné par R, on remplacerait dans les seconds membres x
par —9 R étant le rayon ^ et dans les premiers sino: et cos j?
sinx cosj? /-w 1 t • I /» •
par "^9 ^ ' (Quelque grand que soit x^ les termes nnis-
sent par aller constamment en diminuant, et comme ils sont alternativement positifs ou négatifs, l'erreur commise en arrêtant la série à un terme quelconque est moindre que le suivant.
5® Considérons maintenant des fonctions de or + A, et
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soit d'abord ¥{x)=af^\ on trouvera, quel que soit m,
Le rapport du terme de rang p au précédent est — 1
et tend vers quand p augmente indéfiniment; la série
ne sera donc convergente que si l'on a A<[^9 abstraction faite des signes. Quant au reste, on reconnaîtra, comme dans le cas de (n- ar)*", que si h est compris entre +-c et — x^ il tend vers zéro ; et la série représente par conséquent [x -h hy*.
6® Soit encore d'où
F(j:)=:logar,
on trouvera
log(.r -4-^) = logo: -{-loge -f-. . .± —, TrrA*
La convergence de la série exige encore h<C^x\ dans ce cas, on reconnaîtra, comme dans le cas de log(i -H x)^ que le reste tend vers zéro, à mesure que n augmente, et que, par conséquent, log(j:4- A) peut se développer par la formule de Taylor, lorsque h est compris entre -H x et — x.
On déduirait le développement de log (x + A) de celui— de log{i 4- x), en observant que
log(x + A) — log^ = log ( 1 -4- - j ; et de même on aurait déduit le développement de (a: -i- A)' ^
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de celui de (i -h x)"*, en observant que
On développerait aussi «*+*, en remarquant que
a*+* — a* = a* (a^ — i), et il resterait à développer a* par la formule donnée ci-dessus.
229. Extension de la formule de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. — Proposons-nous maintenant de développer Y{x + k^y^k) suivant les puissances de h et A:, V[x^j) étant une fonction donnée. Pour cela nous considérerons d'abord la fonction F (a: + At, j^ -H ht)^ et nous la développerons suivant les puissances de t par la formule de Maclaurin : il suffira ensuite de faire t = i pour avoir le développement cberclié. Or, pour avoir les coefficients des différentes puissances de t, il faut prendre les dérivées successives de F(j: + ht^ y^^) P*'* rapport à *, puis y faire f = o. On trouvera par la règle des fonctions composées de fonctions linéaires, en entendant que, dans toutes les dérivées partielles de F(a:, j^),on remplace x et/ par a: 4- Af , j^ H- Af ,
dY d¥ ^ dF , dt dx dy ^
d'Y d^F ,, rf»F , , d'F „
dt* djc* dydx dj^ '
rf-F ^»F , €f«F , . ^"F ,
-TT = -7— ^-^n — - A»-» it -f- . . . 4- -7— k\
dt" dx" daf^^dy dy""
Si l'on fait t = o dans toutes ces dérivées partielles, elles deviennent celles de la fonction même F (a:, y) . On aura donc
1?/ (dF dF \
^K^ ^ht,y -H kt)z=F(x,y) ^\^—h^ — Ay^...
sa
-la
a Si
etf *« *J i-rt
4ij cri
co
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es
eu
CO
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pourvu que toutes les dérivées partielles, jusqu'à Tordre n inclusivement, soient continues entre or -f- A et^ -f- A.
On aurait une formule analogue si, au lieu de F(ar, j^), on avait une fonction d'un nombre quelconque de variables.
Pour que cette série, poussée indéfiniment, représente F(X'\- A, j^ -I- A) , il faut que l'ensemble des termes qui expriment le reste tende vers zéro ^ et Ton pourrait s'en assurer en prenant la valeur de 6 qui rendrait ce reste le plus grand possible, et cherchant si cette valeur maximum tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment. Quand il arrivera que chaque terme du reste tende vers zéro, quelque valeur qu'ait 9 entre 0 et I , il sera prouvé que le reste lui-même diminue indéfiniment; et la fonction F (x -\- h^ jr -^ k) sera développable ■^ en série suivant les puissances entières et positives de h et k. Si dans la formule précédente on fait a: = o, j^ = o, on a le développement de F (A, A) ; et si Ton change A et A en X et j^, on obtient
\dj)/ [da-djr^
Wvol-^
\ dj" i.2.../2/ejr,or« Dans toutes les dérivées partielles de F{x^j) on doit remplacer x et y par o, excepté dans les termes du reste, où ils doiveht être remplacés par 9x^ Qj, Si ce reste tend vers zéro quand n augmente, E(a7,j^) peut se développer en série indéfinie suivant les puissances de x et y. On a ainsi la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de deux variables 5 et on Tétendra semblablement aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.
Les deux formules (i) et (2) peuvent être écrites comme il suit, «5 «1,. . ., çf„ tendant vers zéro avec 4 et A :
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CHAPITRE IX
DES MÂXIMA ET MINIAfÂ DES FONCTIONS. '
230. On dît qu'une fonction F (a:) prend une valeur maximum pour la valeur Xq de x^ lorsque, x croissant ou décroissant à partir de x^ dans un intervalle déterminé, quelque petit qu'il soit, la fonction F [x) est toujours moindre que F (xo). La valeur de la fonction est minimum lorsque, dans les mêmes circonstances, F(j:) est toujours plus grand que F (a:o).
Il résulte de là que, pour que Xq donne un maximum ou un minimum pour F (a:), il est nécessaire et suffisant que F (xo -h h) — F (xo) soit constamment négatif ou constamment positif, quel que soit le signe de A, pourvu que sa valeur soit suffisamment petite. U n'y a de règles générales, pour s'en assurer, que quand F' (x) est continu dans le voisinage de Xo, et c'est le seul cas que nous examinerons.
On aura alors
F (xo -4- A) — F(x,) = AF' (4?o -4- OA).
Lorsque h tend vers zéro, F' (xo -f- Oh) tend vers F' {xq) ; et si cette dernière valeur n'était pas nulle, le second membre changerait de signe avec h : la différence F (a:© -f- A) — F [xo) ne serait donc pas de signe constant, quel que fut le signe de A, et par conséquent F (x) ne serait ni maximum ni minimum, pour a: = Xo. Une condition commune au maximum et au minimum est donc F'(a:o) = o, et c'est seulement parmi les racines réelles de l'équation F'(x) = o qu'il
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faut chercher les valeurs de x propres à rendre F (or) maximum ou minimum. La valeur Xq étant ainsi choisie, on aura
F (;ro -f- A) - F (:r,) r= -^ F'(xo -4- ^h).
La limite de F''(j:o -h ô A) est F''(a:o) lorsque h tend vers zéro, et si Y"[x^) n'est pas nul, il est évident que pour toutes les valeurs de h positives ou négatives, comprises dans des limites suffisamment petites, le second membre et, par suite, la difierence F (a:© -4- A) — F(a:o) conservent toujours le même signe. La valeur F (x^) est donc maximum ou minimum. Elle est maximum lorsque Ton a F'^ (^o) < o, et minimum si ¥" [Xf^)'^ o. Mais si par hasard on a F'^ ( Xo) = o, onne peut plus rien conclure, et il faut mettre la différence sous une autre forme. On pourra écrire dans ce cas
F (xo -4- /i) - F [x,)= Jt-^ F-'(x.H- Ô^),
et comme h^ change de signe avec A, on voit que, si F'^'(xo) n'est pas nul, la différence changerait de signe avec A; il n'y aurait donc ni maximum ni minimum.
Mais si F'''(a7o) = o, on a
F (^0 -H A) - F (oTo) =^ Y^f^ F'" (-^0 4- ^h),
et il est clair que si Ton a F*^ [x^] <Co, la différence est constamment négative, et F (o^o) sera maximum; tandis que si Ton a F*^(a:o) ]> o, elle sera constamment positive, et ¥{xti) sera minimum.
Les mêmes raisonnements étant continués jusqu'à ce que Ton obtienne une dérivée qui ne devienne pas nulle pour 07 = ^0? on arrive à cette conclusion générale que, pour que Xq rende maximum ou minimum une Jonction dont
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les dérivées sont continues, il faut que cette valeur de x annule un nombre impair de dériv^ées consécutisfes, à partir de la première; et lorsque cette condition est remplie, on a un maximum si la déris/ée suis^ante est rendue négatii^e par cette valeur dex, et un minimum si elle est positii^.
La recherclie des maxîma et minima est ainsi ramenée à la détermination des dérivées d'une fonction d'une seule variable et des racines réelles d'une équation à une inconnue*
Si cette fonction n'est pas donnée d'une manière explicite, on formera ses dérivées par les règles connues, puis on appliquera la théorie qui vient d'être exposée, et qui est indépendante des moyens à employer pour former ces dérivées. Nous allons montrer quelle est, dans ce cas, la marche du calcul.
231 . Cas des fonctions implicites. — Considérons une fonction liée km — i variables par /w — i équations données^ soient, pour fixer les idées, les trois équations
F {x, j, z, tt) = o, F, (ar, jr, «, u) = o, F, (x, j, z, u) = o,
u étant la fonction de x dont il faut trouver le maximum ou le minimum.
En les différentiant, on trouve
r d¥ dx
dF
dx
dF
dz
dz dx
dF
du
du dx~^
dFt dx
ày
dFt dz
dz dx
dF, du
du dx^
dF, dx
dF,
dy
dx
dF, dz
dz dx
dF, du
du
au moyen de ces équations, on éliminera 3~> ^> ^^ ^^ va-
ou, plus simplement, on remplacera — par zéro dans ces
leur de — qu'on en tirera devra ensuite être égalée à zéro ]
Imnlement. on remplacera
dx
équations, puis on éliminera ^> — entre les équations résultantes, qui sont
d^ dF dx dF dz^_ dx dy dx dz dx
. dFt f[Fi ^ gfF, dz __ ^ ^ dv dy dx dz eix
dFi d¥t dy dF, dz _ dx dy dx dz dx
p nV" dz
Eliminant -^ et —9 on obtiendra une équation qui, jointe aux trois autres F = o, F| = o, Fj = o, déterminera
On différentiera de nouveau les équations (i), et Ton obtiendra la valeur de --- ; on y substituera les valeurs trou-
dx^ ' ^
vées de x^y^ z, m, et Ton reconnaîtra aux signes de cette expression s'il y a maximum ou minimum. Si Ton avait
-— = o, on chercherait les dérivées suivantes de u par rapport à x, et Ton y appliquerait la théorie précédente.
IX CLX
servir de la méthode des multiplicateurs. Pour cela on multipliera les deux dernières par des facteurs indéterminés A, fx, et on les ajoutera à la première 5 puis on égalera à zéro
les coefficients H^' ^' et le terme indépendant : ce qui con-
duît aux trois équations
€lx dx ^' dx
dF , d¥t dF,
dF ^dFt dF,_
dz dz dz '
d'où Ton éliminera \ et jx; ce qui conduira, comme on le sait par les théories de l'Algèbre, à la même équation que si
l'on avait éliminé autrement -7- » -7- • Ce procédé de calcul
dx dx *
a souvent des avantages sur l'autre.
233. Considérons maintenant une fonction de m variables, liées par m — i équations : ce cas reqferme le précédent, qui s'en déduit en supposant que la fonction se réduise à l'une des variables. Soient, par exemple, les trois équations
F (x, j, 2, m) = o, Fi (jf, 7, z, u) z= o, F, (4?, x^ z, u) — o,
et soit proposé de trouver le maximum de la fonction /"(a?, y^ -5, m). Dans ce cas, aux équations (i), dans lesquelles
— ne serait plus zéro, on joindrait la suivante :
df^ df^ df^dz^ 4f^du_ dx dy dx dz dx du dx '
•% , * ,-i. . . dy dz du ,1
et de ces quatre équations on éliminerait -7-» -7-5 -r-* Il en * * dx dx dx
résulterait une équation entre a:, y^ z^ u, qui, jointe aux
équations données, déterminerait ces quatre quantités. On
chercterait ensuite la dérivée seconde dey(ar, j^, z, u) par
rapport à x\ elle renfermerait —1 -— ? — -^j qui seront fa-
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ciles à trouver au moyen des trois équations (i); et ron reconnaîtrait, au signe de cette seconde dérivée, si la fonction / («^î JKî -2?, u) est minimum ou maximum.
On peut remarquer que les équations entre lesquelles on
, ^1 . . dy dz du . , ^ . i ,
a a éliminer -t-j -t-î -7- seraient les mêmes si 1 on avait a
dx dx dx
chercher le maximum de l'une des fonctions F, Fi, Fj,les
deux autres étant égales à zéro, ainsi que y.
Des maxima et minima des fonctions de plusieurs
"variables,
234. On dit qu une fonction F (x^y) des deux variables indépendantes x, y acquiert une valeur maximum, pour certaines valeurs, x^^ y^^ de x et j^, lorsque, en changeant ces variables en Xa -{- h^ y^^ -{- A:, h et k étant des quantités arbitraires comprises entre zéro et des limites positives ou négatives aussi petites que Ton voudra, la fonction est constamment moindre que pour les valeurs x^^^y^. Si, au contraire, elle était constamment plus grande, on dirait qu'elle est minimum pour ces mêmes valeurs.
D'après cela, la différence
doit être constamment négative, quels que soient les valeurs et les signes des quantités infiniment petites h et h^ si F [x^y] est maximum 5 et elle doit être constamment positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un caractère commun au maximum et au minimum qu'elle soit invariable de signe.
Nous ne considérerons que le cas où la fonction et ses dérivées, jusqu'à l'ordre dont on aura besoin, sont continues Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des règles générales et se discuteront suivant la question.
D'après une formule précédente, nous aurons, en désignant par a, ai des quantités infiniment petites,
Si -r- et — sont différents de zéro, le sifi^e du second dy dx ? o
membre, lorsque A et A tendront vers zéro, finira par être constamment le même que celui de
dY dY dx dy
Or cette expression change de signe si Ton change A et A de signes sans changer leur grandeur^ donc F(x, j^)'ne serait ni maximum ni minimum, et par conséquent, pour qu'elle puisse être Tun ou Tautre, il est indispensable que l'expression précédente soit nulle \ comme A et A: sont indépendants Fun de l'autre, on devra avoir
d^_ dF_ dx ' dy
Si ces conditions sont remplies, on aura
Fix-hh,y-^A')-V{x,y)
d^F \J^ (AU \ hk (— \ —
dx^ / 1.2 \dxdy j \^^ / i«2'
et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes rendues nulles par les valeurs x^y^ le signe du second membre, et par suite de Taccroissement, finira par être le même que celui du trinôme.
d^Yh" d'Y ,, d'F k^ h -rr—r-hk
dx^ 2 dxdy dy^ 2,
Il faut que cette expression soit constamment négative,
quels que soient A et A, pour que F {o^^y) soît maximum, et constamment positive pour qu'elle soit minimum. Si on
la divise par — > ce qui n'en change pas le signe, on obtient
d^F IkV d^Y /A'\ d^Y
\hj dxdy \h
dy^ \h) dxdy \h) dx* '
et pour que ce trinôme ne change pas de signe, quel que soit
-9 et ne soit jamais nul, il faut que Ton ait
/ d^¥ \ d^F d'Y \dxdy)^~^ ~dj?^
d^F d'F condition qui entraîne que -r-^ et -7-^ soient de même signe.
Si elle est satisfaite par les valeurs de :c et j^ tirées des
deux équations
dT_ dF^_
dx dy
. d^F d*F la fonction F (or, jr) sera maximum si -— et -^-j sont néga-
dX '"/
tifs, et minimum s'ils sont positifs.
Si les trois dérivées du second ordre étaient nulles, il faudrait que toutes celles du troisième le fussent, et que le
signe d'un polynôme du quatrième degré par rapport à 7
fût constant : ce qui conduirait à des conditions plus compliquées. On continuerait semblablement si les dérivées du quatrième ordre étaient encore toutes nulles.
235. Ces raisonnements s'étendent facilement à une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes^ seulement les conditions se compliquent de plus en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on aura les
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trois équations
dF __ dF _ dF
et il faudra que le polynôme
dx^ dy^ dz^
rf'F rf^F d'^F
dxdjr dxdz djrdz
soit constamment de même signe, quels que soient h^h^ L Pour exprimer cette condition, on divisera d'abord par A*^
et si Ton pose -- = p^--= q^ on aura un polynôme de la
forme
Aq^ H- Bp^ + nCpq -f- 2D^ H- 2E/? + F.
En le considérant relativement à la variable q seulement, il faudra, pour qu'il ne change pas de signe, que Ton ait, quel que soit /?,
(C— AB)/?'H- 2(CD — AE)p + D' — AF < o.
On posera sans difficulté la condition pour que ce polynôme
soit de même signe quel que soit p^ et l'on y ajoutera, pour
qu'il soit négatif,
C— AB<o.
De même que le cas de deux indéterminées p^ q se ramène à une seule, on ramènerait celui de trois à deux, et ainsi de suite.
236. Cas d'une fonction implicite, — Proposons-nous de trouver le maximum d'une fonction /{x^ ^y^) ^^ ^^P* posant les variables j:, jr^ z liées par une équation
en vertu de laquelle z est une fonction implicite des deux variables indépendantes x^ y,
La théorie précédente exige que les dérivées partielles de /(a:, y^ z) par rapport k x ex y soient nulles séparément^ ce qui donne
df ^df dz
— ~\ rr: 0>
dx dz dx
équations dans lesquelles on mettra pour — 9 — leurs valeurs tirées des deux suivantes :
dY d¥ dz dY d¥ dz
dx dz dx djr dz djr
On aurait ainsi deux équations entre x, j^, z, qui, jointes à F{x^y^ z) = o^ détermineront x^ y^ z. On formera ensuite les dérivées partielles du second ordre de f[x^y^ z)\ elles dépendront de celles de z, qui seront déterminées par les règles de la différentiation des fonctions implicites à deux variables.
En général, quel que soît le nombre des variables qui entrent dans la fonction, et le nombre des équations qui les lient, il suffira de reconnaître les variables indépendantes, et d'égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par rapport à ces variables. Les équations qui en résulteront, jointes aux équations données, seront toujours en même nombre que les variables et les détermineront. On formera ensuite facilement les dérivées partielles successives de la fonction par rapport aux variables indépendantes, et on les soumettra aux épreuves établies dans la théorie précédente.
On peut donner une autre forme au calcul du maximum ou du minimum d'une fonction de m -I- n variables, liées par n équations, ce qui est le cas le plus général.
CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. i^
Il y a alors m variables indépendantes, et Ton devra égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par pap*port à chacune d'elles j ce qui revient à dire qu'on égalera; à zéro la difTérentielle totale de cette fonction, quelles que soient les valeurs des différentielles indépendantes. Et,, pour cela, on tirera des équations données les valeurs des différentielles des variables dépendantes en fonction de celles des variables indépendantes ^ on les substituera dans la différentielle totale de la fonction proposée, puis on égalera à zéro les coefficients de toutes les différentielles qui y sont restées.
Soit f la fonction de m -H /i variables x, j^, z, m,. . ., qui. sont liées par les n équations
on aura tx + 1 équations suivantes :
df ^ df ^ df dx djr dz
-7- dx -h -— dr -h —r- dz-h, , . = 0, €lx djr dz
dM , €/M ^ //M ,
dJH ^ dV ^ €/N ,
— ;— or H — . dr H — - dz -h , . , =z o,
dx dy dz
et Ton doit tirer des n dernières les valeurs des différentielles des n variables dépendantes, les reporter dans la première, et égaler à zéro les coefficients de m difléren* tielles arbitraires qui y resteront. En d'autres termes, ii faut éliminer n différentielles de ces iz + 1 équations, é^" 1er à zéro les coefficients de celles qui subsisteront dans Véquation finale.
Pour faire cette élimination, on multipliera les n dernières équations par des facteurs indéterminés, X, /x, v,. • -^ on les ajoutera à la première, et Ton égalera à zéro les coefficients des n différentielles des variables dépendantes, ce qui déterminera X, fji, v,. . ., puis on égalera à zéro les coefficients des m autres variables ; ce qui revient évidemment à annuler les coefficients de iw -f- » difierentielles, après l'addition des équations, et à éliminer A, fx, v,... de ses m~h n équations •, ce qui conduira à m équaûons entre x^ y^ z^, . .^ qui, jointes aux n équations données, déterminent les valeurs de ces variables qui peuvent donner les maxima et les minima de la fonction proposée. On les distinguera ensuite au moyen des secondes dérivées partielles de la fonction, comme nous l'avons fait connaître ci-dessus.
On peut remarquer que le calcul serait le même si Ton s'était pi'oposé de trouver le maximum ou le minimum absolu de f-h XL -f- fJiM + . . ., en ayant égard ensuite aux équations L = o, M = o.
237. Remarque. — Quelquefois les variables qui entrent dans l'expression dont on cherche le maximum ou le minimum, au lieu d'être liées par les équations, sont assujetties à des inégalités. On ne peut en tenir compte de la même manière que des équations, et l'on agit suivant le cas.
Quelquefois un changement de variables dispense de tenir compte des inégalités ] nous en citerons un exemple.
Supposons qu'on demande le maximum ou le minimum de la distance d'un point donné B (Jig» 84), aux difierents points d'un cercle dont le centre est A et le rayon R, et que l'on exprime la distance BM au moyen de l'abscisse MP du point M du cercle 5 on aura, en faisant AB = a^
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Si Ton ne remarquait pas que x est assujetti à la condi* tion d'être compris entre — R et + R, et qu'on appliquât la règle ordinaire, on écrirait 2a = o; ce qui ferait penser que le problème est impossible. Une discussion bien simple montre que, en faisant passer a: de — R à -I- R, le maximum a lieu pour j: = — R et le minimum pour or = -H R i mais dans d'autres cas ce pourrait être très-difficile.
Si Ton posait x = R cosy , cp serait l'angle MAB, et il n'y aurait plus aucune condition d'inégalité à exprimer. On aurait alors
BM' = fl2-f- R2— 2«R cos^,
et la règle ordinaire donnerait sincp = o, d'où l'on tirerait f := o, f = ;r, qui donnent le minimum et le maximum deBM.
DES TANGENTES
Tangentes et normales aux courbes planes. Expression générale de la longueur de la tangente, de la sous-tangente, de la normale et de la sous-normale,
238. Plusieurs des questions que nous allons considérer n'auront pour objet que l'application des notations du Calcul difTérenliel à des questions étudiées dans le premier Livre, ou l'extension et la généralisation de ces mêmes questions. Nous commencerons par les tangentes et les normales.
Nous avons appelé, en général, tangente à une courba" la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante quipasse par un point constant de cette courbe, et dontur»second point d'intersection se rapproche indéfiniment di*premîer.
Soient F {x^j) == o l'équation d'une courbe quelconque^ et x\ y' les coordonnées du point de cette courbe, auque on veut mener une tangente •, l'équation de la sécante menées par ce point et par celui dont les coordonnées sont j:'+ Aa:'^ y' -\- Aj', et qui appartient aussi à la courbe, sera, dans système quelconque d'axes,
A mesure que le second point d'intersection se rapproch
du premier, — ^ tend vers la dérivée de y par rapport à x^
correspondant à la valeur particulière x'\ il existe donc une direction limite pour la sécante, comme nous Tavons déjà établi \ et, d'a[»*ès les notations convenues, l'équation de cette droite que nous appelons tangente est
Le coefficient ^-j sera déterminé en fonction de x\ y\ d'après les règles du Calcul différentiel, au moyen de Téqua-
dr' dx'
tionF(a:, j) = o, qui donnc^= — — •
5p L'équation de la tangente devient ainsi
^F dY
On appelle normale la perpendiculaire à la tangente, menée par le point de contact. Si les axes sont rectangulaires, son équation sera
I da^
7 — y = -— (^-x'j, ou ^— /^- — (o;-^'),
ou encore
Si les axes des coordonnées font entre eux un angle quelconque 9, l'équation de la normale aura la forme suivante :
, ,, (dY é/F \ , ,, fdY dY \
Si les coordonnées x\ y n'étaient pas données et que la
tangente, ou la normale, fut assujettie à passer par un point donné, ou bien à être parallèle à une droite donnée, on obtiendrait immédiatement, d'après les équations précédentes, une équation entre x\y\ qui, jointe à celle de la courbe, déterminerait ces deux inconnues. Si, au lieu de chercber les solutions réelles de ces deux équations, on construisait les lieux géométriques qu'elles représentent, en y regardant x\ y comme variables, les points d'intersection de ces lieux, dont l'un est la courbe proposée, seraient les points de contact cherchés.
239. On appelle sous-tangente et sous-normale les parties de Taxe des x comprises respectivement entre le pied de l'ordonnée du point de contact et les points où cet axe est rencontré par la tangente et la normale. Elles ont pour expression la valeur x — x' relative à j^ = o dans les équations respectives de la tangente et de la normale. Elles seront dirigées vers les x positifs ou négatifs, à partir du pied de Tordonnée, suivant que x — x' sera positif ou négatif.
Nous appellerons longueur de la tangente et de la noV' maie les parties de ces lignes comprises entre le point de contact et les points où elles coupent respectivement Taxe des X,
Il est facile d'obtenir l'expression de ces différentes lignes. Nous supposerons, pour plus de simplicité, les axes rectangulaires, et nous représenterons par T la tangente, par N la normale, par S^ la sous-tangente, et par S„ la sousnormale. Cela posé, on trouvera facilement les formules suivantes :
=^'\J'^w'^' N=ry
I -f- -^^" da
EXEMPLES
ElUpse et hyperbole. — Si Ton applique toutes ces formules à Tellipse et à l'hyperbole, renfermées dans l'équation
on trouvera les résultats suivants :
a^y {j _ j') ± b^x'{x — x') = o ou }, équation de la tangente,
b^a/ (y — y')z:çLà^y' [x — x') = o\ équation de la normale;
Parabote. — Si Ton considère la parabole ayant pour équation j^* = apx, on trouvera
ou >9 équation de la tangente;
yy =p{' + ^) )
y — J^== (j^ — x'), équation de la normale,
Logarithmique, — Considérons maintenant la logarith-
inique ayant pour équation j> = al ~; a et //i sont des li-
^es données, et les logarithmes sont relatifs à la ba«e de ^eper, ce qui ne diminue en rien la généralité de Téqua*
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tion. On aura, dans ce cas,
dr a
dx a:' y ^ y =i^(x — 0?'), équation de la tangente;
X — ^'= {^ — ^')» équation de la normale ;
Si Ton prend la sou$-tangente et la sous-normale sur Taxe des y au lieu de Taxe des jc, elles auront pour expression la valeur de j^ — j' relative à j: =-• o.
On tioiivera ainsi
Cjcloïde, — Considérons encore la cjcloïde, qui jouit de plusieurs propriétés très-remarquables.
Elle est engendrée, comme nous Tavons vu, par un point de la circonférence d'un cercle qui roule, sans glisser, sur une droite indéfinie à laquelle il est tangent. Elle se compose d'une infinité de branches superposables, ayant chacune pour base une partie de la droite, égale à la circonférence du cercle mobile.
Prenons la droite donnée pour axe des x^ et l'origine en un quelconque des points où elle est rencontrée par la courbe. Soient B {Jig^ 85) le point de contact du cercle générateur avec l'axe des x, et l'arc MB égal à AB; le point M appartiendra à la cycloïde. Désignons par o) l'angle MOB qui pourra prendre toutes les valeurs depuis o jusqu'à di 30 ; il est facile d'établir les équations suivantes, dans lesquelles
a désigne le rayon du cercle :
x:=.a[fù — sinu], jz=:za[\ — cosga).
Ces équations ont lieu dans toute l'étendue de la courbe. L'équation entre xy sera
x=ia arc cos '■ ^^ajr — y^y
mais il faudra avoir soin de changer alternativement le signe du radical dans les deux moitiés de chacune des branches successives. Difiërentiant ces équations, on aura
dx-=z a[\ — cosu) dtù =ydùiy dy=za sin» d!»,
dy /^.a
y — y' = i / —^ [x — x'), équation de la tangente;
y — j' = — i / j [x — ^'), équation de la normale;
La valeur de S„ ou de ff prouve que la ligne MB est la normale, et, par suite, que la tangente est MG.
Formules analogues en coordonnées polaires.
240. Soit Téquation F (9, r) = o entre les coordonnées polaires S et r d'une courbe à laquelle on veut mener la tangente au point M [fig- 86). Nous avons déjà vu com-
meut on détermine Fangle fi que faît cette tangente avec le rayon vecteur OM; le triangle KMN donne
KM __ sinN KN """sinKMN'
d'où, en passant aux limites,
rdB r
-5;r = tang^--7^
[dOl
La sous-tangente et la sous-normale se rapportent à la perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle. On troiL — vera immédiatement les formules suivantes :
r' _ dr
dB
S. = rtangf.= ~, S„ = -,
Exemples, — 1** Soit d'abord la spirale d'Archimède :
On voit que la sous-normale est constante et que la courba- -> tangente à Taxe, au pôle, tend de plus en plus à être per — pendiculaire au rayon vecteur.
Soit maintenant Téquation / = - de la spirale hyperbc^ —
lique
— =— -, tangpnr — 9, St= — a.
Ainsi, dans cette courbe, c'est la sous-tangente qui e ^^ constante.
a° Considérons encore la spirale logarithmique dont Téqnation est
tanga = — » b/ = — ? o» = wr,
La valeur de tang f* montre que le rayon vecteur est toujours également incliné sur la tangente.
Les valeurs de S, et S„ prouvent que les extrémités de la normale et de la tangente décrivent des spirales identiques avec la première, et scmblablement situées par rapport à des axes diflérents passant par le même pôle.
Les mêmes formules s'appliquent très-simplement aux sections coniques.
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Q étant compris entre zéro et 4- 1 ^ on a donc
ou
Si m = /H-i, x= co donnera pour limite de f , c*esl-àdîre pour la valeur de /,
Si m > 71 4- 1 7 on a
Si m <^ 71 + 1 , * n'a pas de limite, et il n'y a pas d*asymr ptotepour cette valeur de k. Ainsi, en général, l'équation de
l'asymptote sera j^ = kx — /. .? f[k) se rapportant aux
termes de degré m — i , et devenant nulle si 7i <^ m — i : il n'y a pas d'asymptote sxn^m — i .
Si 71 <^ m — I , Téquation de l'asymptote est de la forme j — kx = o.
Si, dans le cas de n = m — i , la valeur de k tirée de Y (k) = o satisfaisait' aux équations F'(Ar) = o, /*(/:) =o, l'équation de l'asymptote deviendrait indéterminée, et ron ne pourrait en tirer l'équation cherchée, parce que le terme en oc^"^ devient du même ordre que les deux premiers, et ne peut plus être négligé.
Dans ce cas, l'équation qui détermine la limite de t se mettrait sous cette forme :
F" ( A- + e ^ W X— » tf (k -f- e. ^-\
ar»»-* ? { ■" 1 étant le troisième terme de réquation proposée.
Divisant par af* et passant à la limite, / sera déterminée par l'équation
On agirait semblablement si ces trois nouvelles fonctions devenaient nulles, pour cette valeur particulière de h.
Si n<!^m — I , et F'(A:) = o, on n*a plus nécessairement / = G.
243. Si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, on connaîtra toutes les directions qui peuvent donner des asymptotes, en cherchant toutes les valeurs réelles de d qui donnent à r une valeur infinie.
Soit a une de ces valeurs de 0, on cherchera la limite du produit rsin(9 — a) supposé constamment réel, qui est l'expression de la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de la courbe sur la droite menée par le pôle sous l'angle a avec l'axe. Cette limite sera la distance de cette droite à l'asymptote, et le signe dont elle sera affectée fera connaître de quel côté elle se trouve. Si le produit rsin(6 — a) croît indéfiniment, il n'y a pas d'asymptote dans cette direction.
On trouvera le même résultat en cherchant la limite de r (i9 — a) ou celle de r sin (9 — a), puisque la limite de
sin(© — a) ,, . .
— -J -' est lunité.
Soit, pour exemple, l'équation générale
F( ejr" -4-/( ô) r"-' H- Aj/"»-2 +. . .-i- A^ = o,
Af , As, . . ., A,„ étant des fonctions quelconques de 6. L'équation F(9) = o fera connaître toutes les directions possibles des asymptotes. Soit a une des racines réelles de
cette équation et 9 = a -1- 3: puisque F (a) = o, on aura F(a 4- J) z= dF'(a H- ÔîÎ), et Téquatîon de la courbe devient alors, en divisant par r^"~*,
r$F'{oL-h B$) -h /{a -h $) +. ..= 0.
Lorsque r devient infini, il ne reste plus que les deux premiers termes, et Ton trouve
limr(Ô — a)=:\imr$ = — :^^|.
Si Ton avait y*(a) = o, F'(a) = o, on agirait comme dans le cas précédent.
Exemples. — i** Soit proposé de trouver les asymptotes de la courbe ayant pour équation
ajr^ ^ bxy -^ ex- -\-dy -^ex -f-/* = o ; on a, dans ce cas,
, bdzi/b'* — Aac . , i» n-
K = — t ce qui exclut 1 ellipse.
L'équation de ces asymptotes devient
dk-he
X = Âx —
iak 4- b
Le dernier terme devient infini dans le cas de la parabole, et par conséquent Thyperbole est la seule courhe du second degré qui ait des asymptotes.
2** Soit maintenant y = ae'"-', équation de la logarithmique, qui ne rentre pas dans la classe générale considérée ci-dessus, parce que e™' n'est pas d'un degré fini par rapport à X.
On chercliera toujours la limite de - et ensuite celle de
y — hx.
On trouve immédiatement A: = o 5 ensuite la limite de y est zéro, et correspond aux x négatifs. L'asymptote est donc Taxe des x^ et dans la direction seule des x négatifs.
3** Dans le cas de la courbe, appelée folium de Descartes, et dont l'équation est
y^ -^ a^ — ^axy:=i o,
on trouvera une asymptote ayant pour équation
4° L*équatîon j^' = cos - conduit à A: = o, / = =1= i . La
se
courbe a donc pour asymptotes les deux droites
r==-+-i, jr= — I.
sin jc 5® L*équation y -= a représente une courbe qui a
JC
Taxe des x pour asymptote, et qui a cela de remarquable, qu'elle passe alternativement d'un côté et de l'autre de son asymptote jusqu'à l'infini.
6** L'équation y =^ a sin - donnera encore y=^o pour
l'équation d'une asymptote.
Elle offre en outre une particularité remarquable ; elle ^'approche indéfiniment de l'axe des y dans la partie comprise entre j^ = — a, j^= + a. C'est donc là un véritable asymptotisme, puisque la longueur de la courbe augmente sans limite, en se rapprochant indéfiniment d'une droite fixe.
Cette iK)urbe ne diffère pas de celle qu'on obtiendrait en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère dont Une asymptote serait parallèle au plan de la base, et proje-
tant la courbe résultante sur un certain plan passant par l'axe du cylindre.
7** Soit maintenant Tëquation polaire d'une hyperbole, par rapport à Tun de ses foyers.
{a — ccos©)r= 6% c = ^a^-h b*; on trouvera
cosa = -> limr^ = 6.
Les deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. Soit encore la spirale hyperbolique
(9 — vi)r = a; on trouvera
a = w, lim rS =. a*
Des asymptotes considérées comme limites des tangentes»
En partant de Téquation ci-dessus
qui renferme non-seulement toutes les courbes algébriques, maïs encore toutes celles dont les termes ont des degrés déterminés par rapport à j; et j^, on arrive à une propriété remarquable des asymptotes, qui consiste en ce qu'elles peuvent être considérées comme limites des tangentes à la branche de courbe à laquelle elles se rapportent.
Nous pouvons supposer à Taxe desj^ une direction arbi-
traire, et alors - tendra vers une limite finie k qui sera ra-
cine de Téquation
Cela posé, soit ^{^-ij) le premier membre de l'équa-
tion (i), on aura
f^ — _ ?'(^) dx çp'(j)'
,'(.)==-5[.»F'(j)-t-x"/'(j)-t-...] d'où Ton tire
Or, si Ton fait croître x indéfiniment, F ( - ) tendra vers zéro, et Téquation (2) donnera
(3) lim -^ =r lim ^ .
X dx
Ainsi d*abord, lorsqu'une branche de courbe a une asymptote, sa direction est la limite de celles des tangentes à cette même branche.
Cherchons mainteuant la limite du point où la tangente
rencontre Taxe des^, et dont l'ordonnée est j^ — "^ T" L'équation (2) donne
^■(S)-îi-./'(S)--
Supposons d'abord nz=^m — i, ou n<Cm — i, auquel
cas la branche de courbe aura une asymptote; on aura alors
\.vj J? \.r/
Or cette expression peut être simplifiée au moyen de l'équation (i). En effet, en divisant cette dernière par x^'^ et supposant d'abord n = m — i , on obtient, en faisant croître X indéfiniment,
L'équation (5) donne ainsi
et, par suite,
^'""V dx]- F^/)'
donc la tangente coupe Taxe des j en un point dont la limite coïncide avec celui où ce même axe est coupé par l'asymptote.
Si Ton avait n<^m — i , la fonction y n'existerait pas, et l'on trouverait
L'asymptote et la limite des tangentes passeraient alors par l'origine.
Supposons eufin n^ m — i , alors la branche de courbe infinie n'a pas d'asymptote. Faisons n=-m — i + J^ l'é-
quation (i), divisée par x", donnera
Iim[.-Fg)-^/(^)]=o;
et, en introduisant cette condition dans Téquation (4), on trouvera que y — -^ ^ deviendra infini avec x^ et, par conséquent, qu'il n'y a pas de limite pour le point de rencontre de la tangente avec Taxe des y.
On arrivera donc, dans tous les cas, au même résultat, soit en cherchant Fasymptote d'une branche infinie, soit en cherchant la limite des tangentes.
Mais il faut bien remarquer que nous entendons ici, par limite des tangentes, la droite qui, menée sous l'inclinaison limite, coupe l'un des axes, celui des y par exemple, au point limite où cet axe est coupé par la tangente variable. Ce ne serait pas déterminer une droite que de dire simplement qu'elle est la limite d'une droite mobile qui ne reste pas toujours parallèle à elle-même. En effet, cette droite est située de la même manière par rapport à des droites parallèles entre elles, quoiqu'elle les coupe en des points qui peuvent être fort éloignés les uns des autres •, et si elle s'approche indéfiniment de l'une de ces parallèles, elle s'approche également des autres^ à partir des points respectifs où elle les coupe.
La démonstration que nous venons de donner se déduit si simplement de la forme de l'équation (i), pour laquelle nous avions calculé l'équation générale des asymptotes, que nous avons cru ne pas devoir l'omettre. Mais précisément parce qu elle est fondée sur cette forme, elle n'a pas toute la généralité qu'on pourrait désirer, et nous allons traiter la question, indépendamment de toute forme particulière d'équation.
Une asymptote est, en général, la limite des tan
gentes. — Considérons une branche infinie de courbe quelconque ayant une asymptote AX {fig* 87) •, cette courbe n'étant pas donnée par une équation, il est nécessaire d'en connaître certaines conditions géométriques bien déterminées, sur lesquelles le raisonnement puisse se fonder. Nous admettrons, comme seule définition de cette courbe, qu'eUe est telle que, depuis un certain point B jusqu'à l'infini, ses points aillent constamment en s'approcbant de AX, et que l'inclinaison de sa tangente sur AX varie toujours dans le même sens. Il est d'abord évident que depuis le point 6 la courbe est convexe vers AX : car la tangente en un point quelconque rencontrera AX au delà de son point de contact, puisque les distancés à AX vont en diminuant de ce côté \ si donc la courbe était concave vers AX et, par suite, comprise entre AX et sa tangente, elle couperait AX, ce qui est contre l'hypothèse.
Cela posé, menons une droite fixe quelconque AY^ prenons sur cette droite un point P plus rapproché de AX que ne l'est le point B, et menons la droite indéfinie PU parallèle à AX. Elle coupera nécessairement la courbe en un seul point M, qui sera d'autant plus éloigné de AY que AP sera plus petit.
Si maintenant on joint le point P successivement aux différents points de la courbe situés au delà de M, cette droite coupera nécessairement AX, et, par conséquent, rencontrera auparavant la courbe en un second point. Cette sécante, tournant continuellement autour de P, deviendra tangente dans une position unique PQ, et le point de contact N sera au delà de M. Or les tangentes aux points situés au delà de N couperont nécessairement PQ entre N et Q, et AX au delà de Q^ elles couperont donc AY entre A et P, et, comme PA peut être supposé aussi petit que l'on voudra, il s'ensuit que les tangentes à la courbe couperont AY en des points qui iront constamment en s'approchant de A, et que
leur distance à ce point a pour limite zéro. Comme d'ailleurs r angle qu elles font avec AX a zéro pour limite, on peut énoncer la proposition suivante, qu'il faut entendre ayec les restrictions indiquées ci-dessus :
Lorsquune branche infinie a une asymptote, les tangentes à cette branche coupent une droite fi^e non parallèle à l'asymptote, en des points qui ont une limite à mesure que le point de contact s* éloigne indéfiniment; leur direction a de même une limite, et si l'on mène par le point limite une droite dans cette dernière direction, elle coïncidera ai/ec l'asymptote.
246. Si les conditions géométriques que nous avons admises n'existaient pas, il serait possible que la branclie de courbe eût une asymptote, et que les tangentes n'eussent pas de limite.
En effet, si l'inclinaison de la courbe ne variait pas toujours dans le même sens, les tangentes aux points situés au delà de N pourraient pas couper PQ entre P et Q, et, par suite, AY entre P et A ; rien ne prouverait alors que leur point de rencontre avec AY aurait une limite, et il est même facile de trouver des cas où cela n'a pas lieu.
Soit, par exemple, l'équation
a -+- sin.i?
m étant positif et a^i. La courbe est tout entière au-dessus de l'axe des X] de plus, elle s'en approche indéfiniment, et, par conséquent, cet axe en est une asymptote. Cher cliOQS maintenant le point où la tangente coupe l'axe des j^.
Son ordonnée j^ — x-^-slIb. même limite que — ^ -r-y puis
que l'ordonnée j^ du point de contact tend vers zéro^ mais
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on a
flf m(a -h sin x )
X -— = X^""* COS.T
dx 3à
expression dont le dernier terme tend vers zéro. Il reste donc à trouver la limite de x*""* cos j:. Or cette limite est zéro lorsque Ton a m ^ i , et alors la tangente a une limite, qui se confond avec Tasymptote», mais si Ton a
m = I , ou m<^\^ X -j- sera indéterminé •, il pourra avoir toutes les valeurs
comprises entre deux limites finies dans le premier cas, et infinies dans le second : d'où Ton voit qu'u/ie branche de courbe peut as^oir une asymptote, sans qu'il existe une limite pour ses tangentes.
D est bon de remarquer que la tangente, considérée à partir de son point de contact, tendrait indéfiniment vers
Taxe des x, parce que j^ et -^ tendent vers zéro 5 mais si on
la prolonge jusqu'à Taxe des j^, elle s'écarte de Taxe des x^ de quantités finies, ou même croissant indéfiniment, comme nous venons de le démontrer. Or, dans ce cas, on dit qu'une droite n'a pas de limite, parce que c'est toujours à l'origine et aux axes fixes qu'on la rapporte.
247. Toute limite des tangentes est asym,ptote, — Cette réciproque de la proposition précédente peut être démontrée comme il suit :
Soit X'X [fig- 88) une droite vers laquelle convergent les tangentes à une branche de courbe infinie 5 et par là nous entendons que ces tangentes font avec X'X un angle qui tend vers zéro à mesure que les points de contact s'éloignent indéfiniment, et que, si par un point A pris sur X'X on mène un axe fixe AY, il est coupé par la tangente variable en un point dont la limite est A.
Considérons maintenant une tangente quelconque PQ : il est admis qu'à partir d'une certaine position du point de contact jusqu'à l'infini, le point P va en se rapprochant indéfiniment de A, et que Tangle AQP tend vers zéro, ces deux quantités conservant leurs signes, ou en changeant d'une manière quelconque. Or il est évident que si le point de contact M est toujours situé dans la partie PQ de la tangente, quel que soit l'angle des axes dans lequel elle se trouve, sa distance MT à X'X est moindre que PA, et, par conséquent, il s'approche indéfiniment de X'X, puisque la limite de PA est zéro par hypothèse. Donc, dans ce cas, la ligne X^X est une asymptote.
Ce cas est celui qui aura lieu, par exemple, lorsque, à partir d'une certaine position de la tangente, le point Q ira toujours en s'éloignant, et le point P en se rapprochant de A ; car les intersections successives des tangentes se feront toujours dans l'angle YAX, et, par suite, les limites de ces points, ou les points mêmes de la courbe, y seront renfermés.
Il reste donc à considérer le cas où le point de contact serait en dehors de la partie PQ. Or nous allons démontrer que la tangente ne pourrait alors avoir pour limite X'X, à moins que les points de cette branche de courbe ne s'approchent indéfiniment de cette même ligne X'X, qui sera par conséquent encore une asymptote.
Concevons, en eflet, une branche de courbe infinie dont l'ordonnée ne tende pas vers zéro, et dont la tangente fasse avec l'axe AX [fig' 89) , un angle ayant zéro pour limite.
L'ordonnée pourra croître indéfiniment, ou rester limitée : dans ce dernier cas, elle pourra tendre vers une valeur déterminée \ elle pourra même osciller entre des limites déterminées, de telle sorte que, quelque grand que soit a:, la courbe reste, ou du moins revienne, à certains intervalles, au-dessus d'une parallèle située à une distance finie de AX.
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Or nous allons démontrer que, dans ces différentes liypothèses, ÂX ne peut être la linoSte des tangentes.
En effet, supposons d'abord que l'ordonnée croisse indéfiniment, et menons à AX une parallèle CV, à une distance AC aussi grande que l'on voudra de AX; cette parallèle rencontrera nécessairement la courbe en un certain point M, et la distance GiVI pourra dépasser toute grandeur donnée. Si maintenant par le point C et un point M' de la courbe, situé au-dessus de CV à une distance aussi petite qu'on voudra de M, on fait passer une ligne droite, on sait que, quelque petit que soit l'angle qu'elle fera avec AX, elle finira par rencontrer la courbe en un second point au delà de MM', puisque l'angle de la tangente à la courbe avec AX tend vers zéro. Donc, en faisant tourner cette droite dans le même sens, elle finira par devenir tangente en un point situé au delà de M. Donc, en prenant des points assez éloignés sur la courbe, la tangente coupera AY en des points C situés à des distances aussi grandes qu'on voudra de A. Donc enfin les tangentes n'ont pas pour limite AX.
Supposons maintenant que l'ordonnée ne croisse pas indéfiniment, et que les points de la courbe restent constamment au-dessus d'une droite BU menée parallèlement à AX à une distance déterminée diUerente de zéro, ou bien passent au-dessus et au-dessous de BU à des intervalles quelconques. Considérons un point M de la courbe, situé audessus de BU à une distance de AY plus grande qu'une quantité donnée quelconque, et menons par ce point 31D parallèle à AX [fig- 90 ). En raisonnant comme dans le cas précédent, nous démontrerions qu'il existe une tangente en un point situé sur la courbe, au delà de M, et rencontrant AY en D, et, par conséquent, au-dessus de B^ d'où il suit que AX n'est pas la limite des tangentes.
Donc enfin AX ne serait pas la limite des tangentes si
les points de la courbe étaient situés en dehors de la partie de la tangente comprise entre les deux axes, et qu'en même temps leur distance à AX ne tendit pas vers zéro ^ mais si cette distance tend vers zéro, AX est asymptote. D'où il résulte enfin que, quelque part que soit situé le point de contact sur la tangente variable, si cette droite tend vers une limite, dans le sens précédemment défini, cette limite est une asymptote.
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CHAPITRE XII
DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DE L'ARC DE L'AIRE ET DE LWaiNAISON D'UNE COURBE PLANE. CONCAVITÉ. CONVEXITÉ. POINTS SINGUUERS.
248. Désignons par s la longueur de l'arc, prise à partir d'un certain point de la courbe : nous avons vu que son accroissement infiniment petit A 5 ne pouvait différer que d'un infiniment petit du second ordre, de la partie de la tangente terminée à l'ordonnée extrême, c'est-à-dire de
/ dy^ Av / dr^
Ax \/ I -h -T-;- Donc la limite de -^ est 4 / i 4- -r;» et
\ dx' Ad? y elx^
l'on a
ds I
dar
Dans un système de coordonnées polaires, on aura
^^y^r^+Jj', ou ds = ^r^d^^ + dr\
249. L'aire comprise entre deux ordonnées, l'axe de x et l'arc d'une courbe, croit d'une quantité comprise entre deux parallélogrammes dont la limite du rapport est l'unité, à mesure que Ax tend vers zéro : on peut donc, comme nous l'avons déjà dît, prendre l'un quelconque des deux au lieu de l'accroissement même de l'aire, sans altérer la limite du rapport à Ao:. Si donc on désigne l'aire par A, on
aura
-T- =r r sin 0, ou dA:= rdx sin ô, dx
6 désignant l'angle des axes.
Dans un système de coordonnées polaires, les deux parallélogrammes seront remplacés par des secteurs semblables, et Ton trouvera
dA r^ ,. . ,n
-— = — , ou dA = ±r^de.
dQ 2
2o0. L'inclinaison <f de la tangente sur l'axe de x est déterminée par l'équation
d'où
dr
do d^ y dx^
ou
dx d.T^ dr"^
d^Y dx
dx"
df z=.
dy^
Cette valeiu» de df est ce que nous nommons angle de contingence; il peut être pris pour Ay , qui est celui des deux tangentes aux points dont les abscisses diffèrent de dx, sans que les limites des rapports soient altérées.
Dans un système de coordonnées polaires, l'angle de deux tangentes consécutives, ou la différence infiniment petite de l'inclinaison f de la tangente sur l'axe fixe, est égal à l'angle des deux rayons vecteurs correspondants, plus l'accroissement de l'inclinaison de la tangente sur le rayon vec-
teur correspondant. On trouvera aînsî
do z.= — a9.
^ dr^
^ dif^
Concay^ité et convexité,
251 . On dît qu une courbe est concave en un de ses points par rapport à une droite donnée, lorsque, à partir de ce point, ses deux branches commencent par être comprises dans l'angle aigu formé par la droite donnée et la tangente à la courbe au point que Ton considère. Lorsque, au contraire, les deux branches commencent par être en dehors de cet angle, on dit que la courbe est convexe en ce point par rapport à la droite.
Nouç allons faire connaître les caractères analytiques qui correspondent à ces deux circonstances, en supposant qu on ait pris la droite donnée pour axe des x. Dans le cas de la concavité, l'ordonnée orthogonale de la courbe doit être moindre en grandeur absolue que celle de la tangente au point que Ton considère, pour les valeurs de x infiniment voisines de celle qui correspond à ce point. Ainsi Tordonnéi* de la courbe sera plus petite que celle de la tangente lorsqu elle sera positive, et plus grande lorsqu'elle sera négative. L'inverse aura lieu pour la convexité.
Or, en désignant par x\ y* les coordonnées du point donné, et par h une quantité positive ou négative, qui peut devenir moindre que toute quantité donnée, on a pour les points de la courbé
dx' I . 2 \ da:^ ) ^^^.oa
et pour la tangente au point (x', j')^
donc, si y^ est positif, la courbe sera concave si le terme
— I -T-j j est négatif, et convexe s'il est positif. Or^
si Ton n'a pas -j-j^ = o, le signe du terme en question
sera le même que celui de -t^j quel que soit le signe de A.
Les deux branches de la courbe commencent donc par être d'un même côté de la tangente \ ce qui montre que notre définition des tangentes renferme celle des anciens, et l'étude des points singuliers nous fera voir qu'elle est plus
générale. Supposant donc que --j^ ne soit pas nul, on voit
que, pour les points de la courbe qui sont du côté des j^ po-
sitifs, la condition de concavité est -j-;- <C ^i ®^ ï* condi-
tion de convexité est -^-^ > o. C'est Tinverse pour les
points situés du côté des y négatifs.
Si -T-fi = o, il faudra que l'on ait -j-^ = o pour que les
deux branches de la courbe «oient d'un même côté de la tangente dans le voisinage du point que l'on considère, et
c'est au signe de -rji qu'on reconnaîtra la concavité ou la convexité. De même, si -^^ = o , il faudra qu'on ait — -— = o, et anisi de smte.
252. Points d'inflexion; points singuliers. — Ixwfqiu; la concavité se diange en ocnivexité, ^ doit changer de
signe et, par conséquent, passer par zéro ou l'infini ; les points où s'opère ce changement se nomment points d'inflexion et se déterminent en posant
d^r __ rf^r
d^y , Mais il ne suffit pas que -y-j soit nul pour qu'il y ait in-
1 rliATiffft dft sî^nc mie
flexion; car il faut, pour qu'il change de signe, que -—^
ne soit pas nul, ou que -j-j le soit en même temps, et ainsi
<le suite. Si -r— est infini, il faudra s'assurer s'il change de
signe en passant par cette valeur.
Points multiples. — On appelle ainsi ceux où passent plusieurs branches de courbe et où Ton peut mener, par conséquent, plusieurs tangentes. On peut les déterminer par des règles très-simples pour toutes les courbes algébriques. Soit F (a:, j^) = o une équation algébrique et rationnelle ; on en tirera
d¥ dFdx_ d.v dy dr
Or, cette équation devant ôtre satisfaite par plusieurs valeurs de ~ î tandis que — » — n'en auraient qu'une seule,
j . d¥ dF
on devra avoir — = o, — = o, conjointement avec
F{x^y)=:o. Si Ton trouve des solutions réelles communes
dx
à ces équations, les valeurs de —-seront données par l'équa-
tion
d^F d'Y dy d'Y ( dyy _
dx' dxdy dx dy' \dx )
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que Ton obtient en dîfférentiant l'équation (i), et rempiaçant ensuite — par zéro.
Si trois branches passaient au même point, les coefficients de cette équation seraient encore nuls, et Ton aurait recours à la troisième dérivée de l'équation^ et ainsi de suite.
Les deux branches seraient tangentes si deux valeurs de
-7- étaient égales.
Si Téquation était résolue par rapport k y et renfermait des radicaux à double signe, on reconnaîtrait les points multiples en cherchant les valeurs de x qui font disparaître un
de ces radicaux de j^, sans le faire disparaître de ~- ; car en
ces points deux branches de courbe se couperont, et leurs tangentes seront différentes.
253. Points de rebroussement. — Si en un point multiple deux valeurs de ~- sont égales, et que les deux branches
s'arrêtent en ce point, on a un point de rebroussement. Il est du premier genre lorsque les deux branches sont de côtés différents de la tangente commune, et du second genre lorsqu'elles sont du même côté. On reconnaîtra que les branches s'arrêtent en ce point lorsque, en faisant varier x d'un côté seulement, leurs ordonnées deviendront imaginaires. Il faut cependant excepter le cas où -^ serait inûni
en ce point; on considérerait alors l'abscisse au lieu de rordonnée.
Le rebroussement sera du premier genre lorsque -r-^
sera de signe différent pour les deux branches ; il sera du second quand ce signe sera le même.
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254. Points conjugués, — On appelle ainsi des points isolés dont les coordonnées satisfont à Téquation d'une courbe, sans qu'on en puisse supprimer ces solutions. Pour ces points, le Aj^ doit être imaginaire, et, par suite, le
plus souvent le —-• Dans ce cas, comme le — > tiré d'une
équation du premier degré, ne saurait être imaginaire, les coordonnées des points conjugués satisferont aux équations ^_ ^ _ dx ^ dy
On les trouvera ainsi en même temps que les points multiples. Mais C^y peut être imaginaire sans que la limite de
— le soit, parce que sa partie imaginaire pourrait avoir
pour limite zéro.
î5. Points d'arrêt. — On donne ce nom à tout point où s'arrête brusquement une branche unique de courbure.
On les déterminera en chercbant les valeurs de x à partir desquelles y commence à devenir imaginaire, s*il était réel auparavant, ou à devenir réel, s'il était imaginaire. D faudra, de plus, s'assurer qu'il n'y a qu'une seule branche de la courbe à passer en ce point, et que, par conséquent, les valeurs voisines de x ne donnent pas plusieurs valeurs voisines pour j*.
256. Points saillants ou anguleux, — On appelle ainsi les points où s'arrêtent deux branches de courbe, sans y avoir la même tangente. Ils rentrent dans la classe des points multiples. On les distinguera des points multiples ordinaires à ce que, comme dans le cas des points de rebroussement, les deux branches ne se prolongent pas au delà de leur point de rencontre.
Lorsque l'équation d'une courbe ne donne qu'une seule
valeur de r pour chaque valeur de a:, toute valeur de x qui
donnera deux valeurs pour -p déterminera évidemment un point saillant.
Exemples de points singuliers,
point multiple, inflexion.
tancr 2° ^ = sma:, jr = cosar, jr =z tanffx, j z=i — ^—9 7 = ^ tangr
inflexions.
3*» ^ = y (.r) -H (x — fl)"^ F (.r),
rebroussement du premier genre, si Ton a
-^ < 2 et > I ;
rebroussement du second genre, si Ton a
en supposant qu'on n'ait pas
Cas particuliers de cette formule,
jr» z= jr*, y"=.x±x\jx^ jr =^x^±x^ V^.r,
point cl' arrêt à rorigine^
point saillant ou anguleux à Torigine 5
point conjugué, ayant pour abscisse a, si a<^b\ point multiple, ayant pour abscisse a, si a^ i.
CONTACT DE DIVERS ORDRES
257. La courbure en un point d'une courbe, étant la limite du rapport de V angle des tangentes extrêmes à Tare correspondant, aura pour valeur
lim — ou -r > ^s ds
f désignant l'angle de la tangente avec Taxe des or; et si l'on appelle R le rayon de courbure qui est aussi le rayon
du cercle osculateur, nous avons vu que - est la mesure de la courbure \ on aura donc
et, d'après les formules des n^' 248, 250, on aura dans un système de coordonnées rectangles
dx"
ît dans un système de coordonnées polaires,
tir d'r d^ d^
La réciproque de là valeur de R serait celle de la courbure.
Si Ton prenait pour variable indépendante une qu9ntité quelconque t différente de Tabscisse, on déduirait l'équation suivante des formules générales par lesquelles on opère cette transformation
R — -T-^-T^ . \ ou K =
dx d^x df d'x dœd^j — djrd^x
dt dt* dt ut^
On aurait pu passer aussi à la valeur R exprimée en coordonnées polaires, en partant des coordonnées rectangulaires. On aurait trouvé la formule obtenue ci-dessus d'une manière directe.
Appliquons cette transformation au cas où la courbe serait donnée par une équation entre l'ordonnée et l'arc, et prenons Tare pour variable indépendante \ on a
I fd^y fdyy
d.v d\T dy d'Y ' \^/ "^ \ds) ds ds^ ds d.s^
d.r d^T dv d^r
d'où l'on tire
ds ds' ds ds^
I dy'
d'x ds'
Il serait, du reste, très-facile de trouver directement celle
dernière formule. On déterminerait l'angle de contingence
dy d(f en partant de la formule sincj> = -j-y d'où
d^r I dy^
-^ds = cos'id^ = d^yJ x^ — S
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donc
fis y ' ds^
dif d^x
ds^
formule qui coïncide avec celle que Ton avait obtenue par le changement de la variable indépendante.
Courbes osculatrices .
258. Si l'on considère, au lieu d'un cercle, une courbe représentée par une équation donnée de forme, et contenant un certain nombre de coefficients indéterminés, on pourra lui donner autant de points communs avec la courbe proposée qu'il y a de ces coefficients. Si Ton fait ensuite tendre tous ces points vers le premier, la limite vers laquelle tend la courbe variable se nomme la courbe osculatrice de la proposée, relativement à celles qui sont renfermées dans Téquation indéterminée.
Ces conditions géométriques peuvent être exprimées par des relations très-simples entre les coefficients différentiels successifs des ordonnées des deux courbes : soient Xi, Xt, ^sv9 ^m les abscisses de m points communs à deux courbes, croissant par degrés inégaux suivant une loi quelconque^ on supposera, pour mettre le plus de généralité possible dans la question, que Ton prenne pour variable indépendante une quantité quelconque t, dont jc, et par suite j^, seront des fonctions connues.
Soient j^i, y%-i Jz-i" "i Jm les valeurs de j relatives aux points communs \ les différences successives de j^i jusqu'à Tordre m — i peuvent s'exprimer, comme on le sait, au moyen des valeurs j^^ ^,,. . ., j^^, et il est évident qu'elles seront les mêmes pour les deux courbes, puisque les ordon-
nées Ti, rsvî Ym sont les mêmes. — -' î -i-^^- • •» -^ se-
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ront donc identiquement les mêmes de part et d'autre, et, par suite, leurs limites seront aussi les mêmes.
Les m — I premières dérivées de y par rapport à t auront donc les mêmes valeurs au point commun, dans les deux courbes, et il en sera de même de
> ~rrî' • •>
dt dt^ df"-^
Or on sait, d'après les formules relatives au changement de la variable indépendante, que les valeurs de
djr d^r
dx dx^ daf*^^
ne dépendent que des dérivées de x elàej par rapport àt, depuis le premier ordre jusqu'à celui que Ton considère, inclusivement.
Donc, quelle que soit la loi continue suivant laquelle les points communs se rapprochent du premier, la courbe limite sera telle, que pour x =^ Xi les quantités
dXi d\f^ d'^\r^
^'' dx' dx^'""^ dx^-'
auront la même valeur, si on les tire de son équation ou de l'équation de la courbe donnée.
Donc, pour déterminer les ?n coefficients de l'équation de la courbe osculatrice, il suffira d'égaler les valeurs des m
dv d"* — ' Y
quantités j^i 5 ;7— v? ^_l'i que Ton tirera des équations
des deux courbes, et dans lesquelles on donnera à x ^\y les valeurs x^^ ji du point que l'on a choisi sur la première courbe.
Mais on formera plus simplement ces m équations en différentiant m — i fois l'équation qu'il faut déterminer, et remplaçant dans celle-ci et dans ses m — i dérivées x
et y par x^^ y^^ et les dérivées de ^ par celles qu'on tirera de l'équation connue.
Telle est la méthode générale au moyen de laquelle on trouve l'équation de la courbe oscidatrice d'une espèce donnée.
Contacts de dwers ordres,
259. Lorsque deux courbes ont un point commun, et que l'on augmente Tabscisse de ce point d'une quantité infiniment petite, la différence des ordonnées est généralement du premier ordre.
Si cette différence est du deuxième ordre, on dit que les courbes ont un contact du premier ordre •, si elle est du troisième ordre, on dit que le contact est du second 5 et, en général, il y a un contact du w'*"*' ordre entre deux courbes, lorsque la différence de leurs ordonnées, à partir du point commun, est un infiniment petit de Tordre w -H i : d'où il suit que, entre deux courbes qui ont un contact d'un certain ordre, il est impossible qu'il en passe une autre dans le voisinage du point commun, si son contact avec l'une quelconque des deux est d'un ordre inférieur.
Pour qu'il n'y ait rien d'incertain d'ans cette définition des contacts de différents ordres, il est nécessaire de démontrer que Tordre du contact est indépendant de la direction des axes ; or c'est ce que Ton établit facilement eu prouvant que, pour un point quelconque de Tune des courbes, les différences des ordonnées des deux courbes considérées relativement à des axes différents sont dans un rapport fini. Cette différence est la plus petite possible quand les ordonnées sont perpendiculaires à la tangente au point commun.
La seule direction qu'on doive excepter pour les ordonnées est celle de la tangente au point conunun.
Les cordes menées dans cette direction sont d'un ordre
infinitésimal moindre d'une unité que pour tout autre. On reconnaît en effet immédiatement, en menant par un même point une sécante parallèle à la tangente commune et une autre dans une direction différente quelconque, que la partie interceptée par celle-ci a avec l'autre un rapport infiniment petit du premier ordre.
Maintenant, si l'on développe en séries les ordonnées des deux courbes suivant les puissances de l'accroissement de l'abscisse du point commun, on reconnaît immédiatement que le contact entre ces courbes sera de l'ordre n, si les n premières dérivées de l'ordonnée par rapport à l'abscisse sont respectivement égales pour chacune des courbes, quand on y substitue l'abscisse du point commun : car, dans ce cas, la différence des ordonnées, exprimée au moyen des deux termes qui complètent respectivement les deux séries, est un infiniment petit de l'ordre « -f- 1 .
C'est là le caractère analytique auquel on reconnaît l'ordre du contact de deux lignes qui ont un point commun.
Autre manière d'em^isager les courbes osculatrices,
260. Il résulte de ce qui vient d'être dit sur le contact des courbes que pour avoir la courbe d'une espèce donnée qui a le contact de l'ordre le plus élevé avec une courbe dont l'équation est connue il suffit de déterminer les coefficients arbitraires de l'équation générale des courbes dont l'espèce est donnée, en exprimant que, pour l'abscisse que l'on considère, les ordonnées sont respectivement égales, ainsi que leurs dérivées successives jusqu'à l'ordre le plus élevé possible. On établira ainsi autant d'équations qu'il y a de coefficients indéterminés. L'ordre du contact sera le nombre de ces équations, moins une.
On voit par là que la courbe osculatrice et la courbe qui a le contact de l'ordre le plus élevé sont identiques.
Pour la ligne droite, dont l'équation n'a que deux coefficients arbitraires, le contact ne sera, en général, que du premier ordre ^ il sera du deuxième pour le cercle. Mais il pourra arriver qu'en certains points particuliers le contact soit d'un ordre plus élevé.
Les coefficients de l'équation de la courbe osculatrice se détermineront, comme nous l'avons déjà dit, en formant ses équations différentielles successives et y substituant
ky'^ ^v? les valeurs tirées de l'équation de la courbe
donnée. Les seules inconnues sont alors les coefficients; et s'ils entrent tous au premier degré, on trouvera un seul système de valeurs et, par conséquent, une seule courbe osculatrice.
Lorsque le nombre des dérivées communes est pair, la différence est d'un ordre impair, et, par conséquent, cliange de signe avec l'accroissement de x' : donc alors les courbes se coupent. C'est ce qui arrive, en général, pour le cercle osculateur.
Si, au contraire, le nombre des dérivées communes est impair, la différence est d'ordre pair et ne change pas de signe avec l'accroissement de a:' : les lignes ne se coupent donc pas. C'est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite, excepté aux points d'inflexion.
264 . Les courbes les plus simples que l'on puisse mettre eh contact avec une courbe donnée sont celles qui sont renfermées dans l'équation
On peut établir un contact de l'ordre m — i entre les deux courbes, et l'on aura immédiatement l'équation de la courbe Osculatrice en développant son ordonnée par la formule de Taylor, après avoir remplacé a: par a:'-f-(j: — x'). Cette
Cale, inf, />.— !. ^4
équation est la suivante, dans laquelle les dérivées de f sont remplacées par celles que donne Téquation de la courbe connue,
^ ^ dx' ^ * dx' 1.2 daf'^ i,l,6,,.m
si m = I , on a la droite osculatrice dont Téquation est
dr^
Cercle osculateur. — L'équation générale du cercle est
a, 6 étant les coordonnées du centre, et R le rayon. D'après les théories précédentes, on déterminera les constantes «, 6, R, relatives au cercle osculateur au point a:', ^' d'une courbe donnée, au moyen des trois équations
-~7 et -7-7^ étant tirés de Téquation de la courbe donnée. La
seconde de ces équations montre que le centre du cercle osculateur est situé sur la normale.
On tîrera de là
_ df \
, ^ d.v!^ , dr'\ ' dx"
^ d\y^ dx' d-'f
et, substituant dans la première,
.JjiK.
Cette équation donne pour le rayon la valeur déjà trouvée par une autre voie, et les deux précédentes font connaître les coordonnées or, S du centre de courbure, en fonction de
Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée on élimine j:',j^', Téquation résultante entre a et 6 représentera le lieu des centres de courbure, ou la déi^eloppée de la première.
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COURBES ENVELOPPES
263. Les équations qui déterminent les coordonnées a, 6 du centre de courbure, ou du point de la dés^eloppée, co^ respondant au point (x*^ y') de la courbe donnée, sont, d'après le numéro précédent,
{,) (x'_a)H-Cr'-S)^ = 0,
Ces équations ayant lieu quel que soit le point que l'on considère, si Ton donne à x' un accroissement infiniment petit, j^', a, S, qui sont des fonctions de x', en recevront de correspondants, et les équations (i) et (2) seront encore satisfaites ; les accroissements de leurs premiers membres seront donc nuls, et, par suite, leurs dérivées par rapporta j:'. Or Téquation (i), dillérentîée eu considérant a, 6,/ comme fonctions de x'^ et ayant égard à Téquation (2),
donne
dcL d^ dy dî I = 0, ou —- = —
dœ' dx' dx' ' dxx," df '
d'où il résulte, comme nous Tavions déjà démontré, que h, normale à la courbe donnée est tangente à sa déi^eloppée, au centre de courbure.
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264. Le calcul peut encore conduire à la seconde propriété, qui consiste en ce que la différence de deux rayons de courbure d'une courbe est égale à Tare correspondant de sa développée : il suffit, pour cela, de parvenir à une équation qui ne renferme que dR, rfa, dS.
Or, si Ton différentie Téquation
on trouvera, en ayant égard à Féquation (i),
et si Ton remet pour x' — a sa valeur tirée de (i), il vient
, dy' da
et, remplaçant -j-j par — >
Pour éliminer j"' — 6, on remarquera que les équations (i) et (3) donnent
R = (y~6)Y/i+g on R = (j^-e)y^n.
d'où
da} df^'
sida} H- d^^
Reportant cette valeur de j^' — S dans Téquation ci-dessus, il vient, abstraction faite du signe du radical,
rfR = >Jd7} -f- d^\
ce qui démontre que la différentielle du rayon de courbure est égale à celle de l'arc de. la développée. D'où l'on conclut
qu'un arc quelconque de la développée est égal à la difle rence des rayons de courbure tangents à ses extrémités. La description de la première courbe d'un mouvement continu, par le développement de la seconde, en résulte, comme nous l'avions fait voir précédemment.
265. Si Ton donnait l'équation F (a, 6) = o de la développée, et qu'on demandât celle de la développante, il faudrait éliminer a et S entre l'équation donnée et les deux suivantes :
dy doL , ^v doL
di=-M' x-«-(^-e)- = o,
doL
dans lesquelles — serait donnée en fonction de a et ê au moyen de l'équation F (a, 6) = o. Il en résulterait une équation entre x^y^—^ et, au moyen du calcul intégral,
on trouverait l'équation finie entre x ety^
Les coordonnées x, j^ d'un point quelconque de la développante peuvent facilement s'exprimer au moyen des coordonnées a, 6 et de l'arc s de la développée.
Une construction très-simple conduit immédiatement aux équations
dx, d^ -, , a — ac da
ds ds 6 — X ab
Si l'on en fait application au cas du cercle, dont l'équation est a* H- 6*== a*, on trouve d'abord
OLX H- 6 j* = a}^ ou — X -\ — / = a,
équation qui donnerait immédiatement la projection de X et j^ sur le rayon a mené au point de contact. Mais
-=COS-> - = Sm - et 5 zrr i/ j:' -j- r^ — à^. a a a a i ^
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L'équation de la développante du cercle sera donc
a arc CCS — ,
xcos — ^a^-i-jr^ — a^ -h J' sm — y a:' -f- j^^ — a^= a et, en coordonnées polaires,
comme la figure le donnerait immédiatement.
Courbes em^eloppes.
266. Nous avons vu (n** 154) que si Ton considère la courbe représentée par une équation F (x, j^, a) = o, qu'on clierche la limite des points de rencontre de cette courbe avec celles qui résulteraient d'un accroissement infiniment petit donné à a, et que l'on cherche le lieu de ces points limites sur toutes les courbes représentées par l'équation proposée, dans laquelle a varierait d'une manière continue, il suffit, pour obtenir ce lieu, à^élîminer la constante a entre V équation de la courbe variable et sa dérivée partielle par r appoint à cette constante.
Nous avons fait remarquer que les raisonnements qui ont conduit à cette règle supposent que la fonction F {x^j^ a) n'ait qu une seule valeur, pour un même système de valeurs de x^y^ a \ car, sans cela, il serait possible qu on dût prendre deux des formes différentes de cette fonction dans les équations des deux courbes voisines. Dans ce cas, on ne pourrait supprimer F(a:,^, a) dans la seconde, et les valeurs limites de x, y seraient celles qui rendraient égales les deux Valeurs de cette fonction.
La propriété remarquable qu'a cette courbe d'Être tangente à toutes les positions successives de la courbe variable, et que nous avons démontrée géométriquement, peut ûtre établie comme il suit par le calcul.
En effet, si de réqualion — = o on tire a = cp (or, j),
et qu'on substitue cette valeur dans F (j?,j^, a) =0, od aura, pour l'équation du lieu cherché,
Soit l'équation d'une quelconque des courbes variables
Ces deux courbes (i) et (2) ont généralement des points communs, d'après la génération de la première; or il est
facile de démontrer qu'en ces points la valeur de ^ est la
même d'après les deux équations.
En effet, l'équation (i) différentiée donne
^F d¥ ^ dY fdnf d<f dx\ __ dx dy dx dt^ \dx dy dx]
Mais — ne diffère de — qu'en ce que cp [^x^y) y remplace
rt, et y (^, jr) ^st précisément la valeur de a qui rend nul
dY dY
— : donc — est identiquement nul \ et il reste pour déter-
miner—? d'après l'équation (i),
dY dY dy
dx dy dx
Maintenant l'équation (2) différentiée donne
dY^ dY dy _
dx dy dx
équation qui ne diffère de la précédente qu'en ce que a y remplace cp {x^j). Mais pour le point commun aux deux courbes, on a a = y {x^j)^ puisque cette équation n'est
autre que — = 02 donc, en ce point, la valeur de —- est la
même pour les deux courbes \ donc enfin la courbe variable est constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de ses intersections successives, et c'est pour cela qu'on a donné à cette dernière le nom de courbe em^eloppe.
Néanmoins il ne faut pas croire que la courbe enveloppe soit nécessairement tangente à toutes les courbes variables •, cela n'a lieu que pour celles qui sont coupées par les courbes infiniment voisines, et les raisonnements précédents ne s'appliquent qu'à celles-là. Or il peut arriver que ce ne soit qu'entre certaines limites de la constante que cette intersection ait lieu. Il est donc plus exact de définir la courbe enveloppe par la propriété d'être le lieu des intersections successives des courbes variables que par celle d'être tangente à ces coui'bes dans toutes leurs positions.
267, Si l'on prend pour la ligne variable la normale à une courbe donnée, l'enveloppe sera le lieu des centres de courbure, puisqu'on a démontré qu'ils sont les limites des rencontres des normales infiniment voisines. En appliquant à cette question la théorie qui vient d'être exposée, il est facile de voir que le calcul conduit à la développée. En effet, l'équation d'une normale quelconque est
y' est une fonction connue de x'^ et x' remplace ici la constante a. Différentiant cette équation par rapport à x\ il vient
df _ rf^» . I
dx'^ dx
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d'où
et", par suite,
dr'^
d'y' dx'^
Ces valeurs de x et j^ sont précisément celles de a et 6 du n° 262. Pour obtenir Téquation de la courbe enveloppe, il faudrait éliminer x' entre ces» deux équations, après avoir préalablement remplacé j ' en fonction de x' : ce qui revient à éliminer a/, y entre ces deux équations et celle de la courbe donnée. Ce calcul n'est autre que celui qui est indiquée n° 262 pour obtenir Téquation de la développée.
Applications des théories précédentes i
Parabole, — Soit x^ =r ipy\ on en tire
x^ dy X d^y i
ip dx p dx^ p
La valeur du rayon de courbure sera
Les coordonnées du centre de courbure seront données par les équations
et
.r' \ jr
X — a=.rliH ou a= •
Eliminant x^\y entre ces deux équations et celle de la parabole, on trouve, pour équation de la développée, '
6 — /?=rf/?^a^
Cette courbe a un rebroussement du premier genre au point pour lequel a = o.
Ellipse. — L'équation a} j* -f- i'x* = a*i* donne
dx a^y dac^ à} y*
Or, en désignant toujours par N la longueur de la normale, on a
^-^bT-y
p désignant le demi-paramètre.
On trouverait la même formule pour l'hyperbole et la parabole. Les coordoiuiées du centre de courbure seront données par les équations
Si, au moyen de Féquation de l'ellipse, on élimine x de là première et ^ de la seconde, on troaTe, en posant a«— &» = c«,
ou
b* L al
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et, substituant dans l'équation de Tellipse, on a, pour 1 equation'de là développée,
l'équation de la développée de l'hyperbole serait
il 1 * ♦.
Elle se déduirait de celle de l'ellipse en y changeant J* en Cycloïde, — L'équation différentielle de la cycloïde est
= i / — — I ) d ou
djr ^ /2fl „ , d^x a — ou -r-- =:= -»
dx y y di? j*
et, par suite,
N désignant la normale ; d'où l'on conclurait, comme précédemment, que la développée d'une cycloïde se compose de deux demi-cycloïdes identiques à la première.
On peut déterminer Faire de la cycloïde en la considérant comme la somme des parties comprises entre les rayons de courbure consécutifs.
Soient QH, PK {fig' 62) deux rayons infiniment voisins, S leur point de concours, et PR parallèle à AA'; le
rapport des triangles semblables SLF, SRP est ^^ 5 dont la
limite est -J-; de plus, QRP est infiniment petit par rapport à ces triangles, ainsi que Taire HSK. Donc la limite de la somme des aires LFPR, depuis A' jusqu'à A, est Taire comprise entre la cycloïde AEA' et sa base; et la limite de la somme des triangles SLF est Taire comprise entre AA' et les arcs AB, A'B : cette aire ajoutée à la première forme le rectangle construit sur A A' et aa. D'ailleurs le rapport de LFPR à SLF a pour limite 3, puisque le rapport de SPR
à SFL a pour limite 4- Donc Taire de la cycloïde AEA' est les trois quarts du rectangle qui a pour base 2 7ra et pour liauteur 2 a, et dont l'aire est, par conséquent, 4^^^-
L'aire de la cycloïde est donc 3 ira', ou trois fois celle du cercle gënërateur.
Spirale logarithmique. — Son équation r = ae^ donne, comme on Ta vu ci-dessus,
On trouvera, pour le rayon de courbure,
^z=zaé^sji +/wS ou R = MO.
Le centre de courbure est donc à la rencontre de la normale avec la perpendiculaire menée par le pôle au rayon vecteur.
Si l'on pose
OAX=:e', OA = r',
l'équation polaire de la développée sera, d'après ce qui précède.
r -2=2 mae
On peut lui donner la même forme qu'à la proposée, en comptant les angles à partir d'une droite faisant avec AX un angle a tel que l'on ait
me
l'équation précédente devient alors
r' = eoT^.
La développée d'une spirale logarithmique est donc une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle, si on la fai-
sait tourner autour du pôle d'une quantité angulaire a ésaiie a •
La différence des deux rayons de courbure MO, M'O' étant égale à l'arc OO' de la développée, il s'ensuit que si le point M' tend indéfiniment vers le pôle, ainsi que 0', l'arc OO' se rapprochera indéfiniment d'être égal à MO.
Ainsi la longueur totale de l'arc d'une spirale logaritlimique compris entre un point quelconque O et le pôle asymptote est égale à la tangente OM terminée à la perpendiculaire au rayon vecteur AO, menée par le pôle.
AUX SURFACES COURBES
S69. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans un même plan est dite à double courbure. La tangente en un quelconque de ses points est la limite vers laquelle tend une sécante qui passe par ce point et par un autre appartenant aussi à la courbe, et qui se rapproche indéfiniment du premier.
On appelle longueur d'un arc la limite vers laquelle tend le périniètre d'un polygone inscrit, lorsque ses côtés tendent tous vers zéro. Cette limite est indépendante du mode de division de Tare, parce que les rapports des éléments correspondants de ces polygones, compris entre des plans parallèles infiniment voisins, ont pour limite lunité.
On pourra donc encore prendre la corde ou la tangente au lieu de Tare infiniment petit, et la différentielle ds de l'arc d'une courbe à double courbure aura pour expression
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
Une sécante passant par les points de la courbe ayant pour coordonnées
-^ï y^ 2, et a: -h Ax, y -f- Aj, z 4- Az
fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont
Aj? Aj Az
T~' T~' T~' A5 A^ . Aj
en regardant As comme égal à sa corde, ce qui ne change pas les limites. Leurs signes apprennent si la droite dirigée du premier point vers le second fait avec les axes des angles
aigus ou obtus.
T 1 . . •■ . ^^ ^y dz . 1
Les limites de ces expressions, ^^ j~» ;7~' ;t-» sontlesco-
€4fO €^ô €^o
sinus des angles que fait la tangente avec les axes
270. Les équations de la sécante passant par le point a:', y\ z* de la courbe et un autre point infiniment voisin sont
Az' étant l'accroissement arbitraire donné à z', et Ax', Ay les accroissements correspondants des coordonnées de la courbe. Donc les équations de la tangente seront, en prenant ces rapports différentiels à leurs limites,
dz' étant un accroissement arbitraire donné à x^ et dx\ df les différentielles des fonctions x\ y' de z\
Si la courbe est déterminée par les équations de ses pro-
dx! dy' jections sur les plans XZ, YZ, on tirera -j^j et -jy de chacune d'elles.
Si elle est donnée par deux équations à trois variables
on en déduira
d¥ dx! dY_dy ^ _ df dx' df dy df __
dl'17'^dy'd^'^~d7'~^' H' dl'^'dy 'd^'^l^''^^'
et il faudra tirer de ces deux équations les valeurs de
S^' S^' pour les reporter dans les précédentes, ou élîmi-
j ,, dx dy' ,
ler de toute autre manière jy» —j entre les quatre équa-
ions : on obtient ainsi, pour les équations de la tangente, rfF dY dV
V^ous verrons plus tard que ces équations ne sont autre iliose que celles des plans tangents aux surfaces représentées )ar les deux équations données, et dont la courbe donnée 3st Tintersection.
271. On appelle p/ara Tzor/iuz/ celui qui est perpendiculaire à la tangente, au point de contact. Son équation sera, 1 après celles que nous avons données d'abord pour la tangente,
{x — x')dx''h (y -y) dy~{-(z—z') dz' = o.
On pourrait parvenir à cette même équation en cherchant 5 lieu des droites menées par le point x'^ j\ z\ perpendiulairement à la tangente. Soient, en effet, J?,j^, z les cooronnées d'un point quelconque d'une de ces droites, les osinus des angles qu'elle fait avec les s^xes sont proportionels aux quantités x — x'^ y — y\ z — z^\ ceux qui se raportent à la tangente sont proportionnels à dx\ dy^dz'\ I*, pour que ces deux directions soient perpendiculaires, il ^ut que le cosinus de leur angle soit nul \ d'où résulte, pour >U8 les points du lieu,
(x--^x')dx'-^(x--y)dy-^{z'-z')dJ=o.
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272. On peut encore obtenir l'équation du plan normal en le considérant comme la limite du plan qui renferme les points communs à deux sphères égales ayant leurs centres en deux points de la courbe, infiniment voisins.
Soient x'^ y\ z* les coordonnées du premier point, x' -H Ax', j^' -h Aj', -s'-l-Az' celles du second, et Rie rayon des spbères 5 Téquation de la première est
celle de la seconde est
Elles ont lieu en même temps pour les points communs, et si on les soustrait Tune de l'autre, on trouve, en négligeant les infiniment petits du second ordre et substituant les différentielles aux différences,
Cette équation étant du premier degré est celle du plan qui contient le cercle d'intersection des sphères, pris à sa limite, ou du plan normal.
Toute ligne située dans le plan normal est dite normale à la courbe.
Tout plan passant par la tangente est nommé plan tan* gent à la courbe.
Plans tangents^ plans normaux et normales aux surfaces
courbes,
273. Plan tangent. — Une tangente à une surface est la limite vers laquelle tend une sécante menée par un point de cette surface, lorsqu'un second point d'intersection tend vers le premier.
Ce second point pouvant tendre d'une infinité de manières vers le premier, il y a une infinité de tangentes à la surface en ce point, et elles ne sont autre chose que les tangentes aux courbes que le second point a suivies sur la sur&ce, en se rapprochant du premier. Nous allons démontrer que le lieu de toutes ces tangentes est un plan, et nous lui donnerons le nom de plan tangent.
Pour déterminer, en général, le lieu de ces tangentes, soit
l'équation de la surface.
Les équations d'une tangente quelconque au point x'^ y^ z' seront, comme nous l'avons vu,
dx' dy'
dx' dy"
les quantités -77» -jj sont indéterminées, mais liées entre
elles par Féquation
dx! dy'
dans laquelle p et g représentent les dérivées partielles
( — ^ j> (^-j)» tirées de l'équation z=^f[x^j). En effet,
cette dernière donne
A 2' = 7? A Jî' ^- <7 A j' 4- ûï,
tù étant indéfiniment petit par rapport à A:r', Aj^', Az -, et l'on en tire, en divisant par Az', et passant aux limites, en regardant x'^j' comme des fonctions de z,
da/ dy
1=/?^ + ^^ ou dz^^zpdx'^qdf,
d'où l'on voit que si, au lieu de regarder dz' comme arbi-
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traire et dx\ dy comme des différentielles déterminées par ]es équations de la courbe, on considérait dx'^ dy' comme des accroissements arbitraires, dz' serait la différentielle du
z' de la surface.
dx' dy' Si Ton élimine ^» ^ entre les trois équations précédentes, on aura l'équation du lieu de toutes les tangentes. On trouve ainsi
(x-a:') {y-y') et
z — z'=p {x — xf)-^q ij^y).
Cette équation étant du premier degré par rapport à or, j^ z^ il s'ensuit que le lieu des tangentes est un plan.
L'équation du plan tangent prend une autre forme quand l'équation de la surface est de la forme
et non résolue par rapport à z.
On déterminera —^ et ^-7 par les équations
dY dY dz' dY dY dz'
dx' ^ dz' dx' "" ' df "^ dz' dx' "" ' et Féquation du plan tangent sera
,dY , ,.dY . ,dY
274. Normale. — La normale est la perpendiculaire au plan tangent, menée au point de contact 5 ses équations seront donc
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Plan normal. — Si, au point de contact d'une tangente à une surface, on mène un plan perpendiculaire à cette ligne, on aura un plan normal à la surface. On trouvera son équation, soit en partant des équations d'une tangente, soit par l'intersection de deux sphères égales dont les centres se rapprochent indéfiniment. De cette manière on aura, pour l'équation d'un plan normal quelconque au point
Elle est indéterminée, parce que les dififérentielles dx'^ dy*^ dz' ne sont assujetties qu'à la condition
et si l'on substitue cette valeur de dz^j cm obtient
Cette équation cbangera avec le rapport que Ton établira entre da/j dy^ et représentera tous les jdans normaux an point donné.
De cette équation an ^an normal on peut déduire celle de la normale, et par snite du plan tangent* En eflet, on voit qu'dle est satisfute, quel que soit le rapport de dy k dx'y si l'on pose les deoz équations
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Donc tous les plans normaux se coupent suivant une même droite, représentée par ces deux équations. Cette droite étant perpendiculaire à toutes les tangentes, ces dernières sont toutes dans un même plan, ayant pour équation
dz' d^
On trouve ainsi, indépendamment de la première méthode, \é^ équations du plan tangent et de la normale.
Sur la distance des droites successiv^es d'un système
continu,
275. Si Pon considère une série de droites dont les équations générales dépendent d'une constante dont la valem* puisse varier arbitrairement et d'une manière continue, la plus courte distance de deux de ces droites, correspondant à des différences infiniment petites entre les constantes, peut être du même ordre que ces différences, ou d'un ordre différent.
L'objet que nous nous proposons ici est de déterminer avec plus de précision qu'on ne l'a fait jusqu'ici l'ordre infinitésimal de cette dislance, et c'est ce que nous ferons au moyen d'une remarque curieuse due à M. Bouquet. Elle consiste en ce que, si dans une série continue quelconque de droites la distance de deux consécutii^es est généralement d'un ordre supérieur au premier, elle est au moins du troisième.
Soient, en effet,
jî izz flz -f- a, jr = bz -^ ^ les équations d'une droite quelconque de la série a, &, a, ë
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dépendant d'une certaine constante unique*, Aa, Ai, Aa, AS les accroissements des constantes, en passant à unç droite infiniment voisine, faisant partie de la même série ^ la plus courte distance â de ces deux droites sera, d'après une formule élémentaire connue.
àa A^ — àb Aa
Or on a
^^a^ -h àb^-h {aàb — b^ay
iia=: da -] — d^a H ^d^a
Aô = rfô -}- - €f'è -+- -î^rf'ô -h. . . ,
Aa = flfa H — d^a, H ;r rf'a
A6 = rf€ + ~ d'îê 4- -A; ^»S
il en résulte
AaA6 — Aa Aa = [dad^ — dbda) -¥- \ {dad*^ 4- dèd^a — dbd^a, — éfad'» è) -f-
Or, si le premier terme dadS — dbda, n'est pas nul, le dénominateur de S étant un infiniment petit du premier ordre, et son numérateur du second, $ sera du premier ordre. Si, au contraire, on a constamment
dad^ — dbda = o,
le numérateur devient d'un ordre plus élevé de deux unités, parce que l'ensemble des termes du troisième ordre n'est autre chose que la moitié de la différentielle de da de — dbda^ et <^te dernière quantité étant constamment nulle, sa différentielle l'est aussi.
Q'où résulte cette conséquence remarquable que, si la distance dé deux droites consécutives^ prises dans une série
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{/uelconi/ue, est généralement d'un ordre infinitésimal supérieur au premier, elle est au moins du troisième.
Le théorème que nous venons de démontrer est soumis, comme prescjue tous les autres, à des exceptions très-particulières \ il est fondé sur des développements généralement possibles, mais (jui, pour certains points singuliers, pourraient devenir illusoires.
application aux tangentes à une courbe.
Les équations d'une tangente quelconque sont
On a donc, dans ce cas,
dz'^ dz'' d:^^ '^ dz'
Nous prendrons zf pour la constante qui détermine la position de la droite, et dont ocf^y* sont des fonctions d'après les équations de la courbe.
Cela posé, on aura
da d^x^ db d^y'
dz'
"~ dz'^'
' dz'
doi dz'~
dz'
dz'^
et.
par
conséquent.
dad& —
dbdoL —
Donc, en général, dans toute courbe à double coW' bure, la plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines est un infiniment petit du troisième ordre, si la distance des deux points de contact est du premier.
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Application aux normales à une surface,
277. Les équations générales d'une xiormale sont a: ^jé=--p{z — z'\ y — y' = — <?(« — ^)^
dz' dz* p et q désignant les dérivées partielles ^-75 --ry
Si maintenant on conçoit une courbe (quelconque sur la surface, en établissant entre x\y\ z' une seconde équation au moyen de laquelle ces trois coordonnées dépendront d'une seule d'entre elles, ou de toute autre variable indépendante, on peut se proposer de déterminer cette courbe de manière que la plus courte distance des deux normales, correspondant à des valeurs infiniment voisines de la constante, c'est-à-dire à deux points infiniment voisins de la courbe, soit un infiniment petit du troisième ordre, la distance des deux points étant du premier.
Dans le cas actuel, on aura
a=: — p, bz=z — ç, cL = a/ -{- pz\ t:=iy -\- qz\
et l'équation dadè — dhda devient
{dy H- qdz')dp =: [dx' -f- pdz')dq.
En remplaçant dz' par sa valeur pdx' -^-qdy^ et formant les différentielles dp^ dq d'après les dérivées partielles
d'z' d^zf d^zf , , .
5^' dx'df'' ^' ^^ ^^^^ désignerons par r, 5, t, cette
équation devient
(,y._^5,+,)^gy
+ Kl 4- </') - f (l + jB')] ^ + M/-- *(H- />») = o.
Cette équation, jointe à celle de la surface, détermine les
courbes jouissant de la propriété demandée, et que l'on nomme lignes de courbure, de la surface. Nous reviendrons sur ce point quand nous aurons étudié les équations différentielles. Nous nous bornerons à remarquer que réquation
donnant deux valeurs pour ^, ? il y a en chaque point de la
eue
surface deux directions jouissant de la propriété en question.
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CHAPITRE XYI
PLAN OSCULATEUR D'UNE COURBE. CERCLE OSCULATEUR. ANGLE DE CONTINGENCE. ANGLE DE TORSION. SURFACE POLAIRE. CENTRE DE LA SPHÈRE OSCULATRICE. CONTACTS DES COURBES A DOUBLE COURBURE. DÉVELOPPÉES DE CES COURBES. CONTACTS DES SURFACES.
278. Plan osculateur, — On appelle ainsi la limite vers laquelle tend le plan qui passe par trois points d'une courbe, qui tendent indéfiniment à se réduire à un seul. Soient x' ^ y\ z' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe, x'-f- ù^x'^ y' "^ ^y\ ^' -^ ^^' celles d'un point infiniment voisin, et or'-f- 2 Aa:' -h A*af , y' -h 2 Ay '+ A*j^', z'-4- 2 Az'-f- A*;?' celles d'un troisième point de la courbe; les difierentielles étant déterminées d'après les accroissements égaux d'une variable quelconque, dont x'^jr'^ z' sont des fonctions détemônées.
Tout plan qui passe par le premier point a pour équation
pour qu'il passe par les deux autres, on aura les conditions
et pour le plan limite ces équations auront lieu entre les diflerentielles
€&^, dy^ dz^^ d^j^^ d^y^ d^if.
Les valeurs de a et i tirées de ces deux équations, et reportées dans celle du plan, donnent l'ëquation du plan osculateur, qui est •
-4- (z — «')(rfar'd'»j^ — €(r'</'jr') =0.
279. Si l'on cherchait la limite des plans passant par la tangente en un point d'une courbe, et par un autre de ses points tendant vers le premier, il est facile de voir qu'on retrouverait le plan osculateur.
En effet, les équations de la tangente sont
et le plan dont l'équation est
contiendra cette tangente, si Ton a
dx' dy'
1 = a-7-r H- ^ -7T» ou dz' z= adx' -^ bdy' ^ dz dz
ou, prenant t pour variable indépendante,
dz* daf , df
dt de dt
Pour que ce même plan passe par un point ayant pour coo^ données x'-l- ^x\ J^ '^ At^S ^'"^ ^-^S ^ faudra que l'on ait
Mais on pourra, dans celte équation, négliger les termes du second ordre, parce que tous ceux du premier disparaissent, en vertu de l'équation précédente.
En effet, si l'on développe les différences, et qu'on se
borne au second ordre, on aura
àz'i= — àt -{
dt dt^ 2
dy dW' àt^
-^ dt dt^ 2^
da^ d^x^ M^
Ajî'=:-j- Ar-h.—
dt dt' 2
Substituant dans l'équation ci-dessus, les termes qui renferment At au premier degré disparaissent, et il reste, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, et
divisant par — j
€fV d'j/ d*r'
— =a^^ + b^, ou dH'^ad'a^-^bd^y.
Les coefficients a et 6 sont donc déterminés par les mêmes équations que précédemment, et Ton trouve l'équation du plan osculateur.
On trouverait encore le même plan en cherchant la limite de celui qui passerait par une tangente et une parallèle à la tangente infiniment voisine.
280. Angle de contingence. — On appelle ainsi l'angle de deux tangentes infiniment voisines, ou, pour parler rigoureusement, une quantité dont le rapport à Taccroissement de la variable indépendante soit égal à la limite du rapport de l'angle des tangentes à ce même accroissement. Ces tangentes n'étant pas dans un même plan, leur angle est celui de deux droites qui passeraient par un même point et leur seraient parallèles. Soient a, i, c les cosinus des angles formés avec les axes par la première tangente, et a + ûa, b -H A6, C'{- Ac ceux qui se rapportent à la
seconde ; le cosinus de l'angle (ù de ces deux directions sera
COS» = a* -4- è'H- c'H- aàa ■+■ b^b -*- cAc = I -f- a^a -t- b^b -f-cAc.
De Téquation
on tire
2a Aa -f- ^bLb H- acAc-H Aa*+ Aè*-h Ac* =0;
donc
. w Afl'-f- A^4- Ac»
1 — cosû) = 2sin'- = •
Si Ton remplace sinco par co, et les différences par les différentielles, w sera ce que nous avons appelé l'angle de contingence, et Ton aura
«» — da^-^ db^-h dc\ ou « = \/da^-h db^-^- dà.
On pourrait encore établir cette formule par des considérations géométriques.
Menant MB {fig^ 92) parallèle à la seconde tangente, et prenant MA = MB = i , on a
arcAB = u.
Projetant le triangle rectiligne MAB sur les trois axes, et appelant X, /x, v les angles de la direction AB avec les directions positives de ces axes, on pourra écrire
da z=z (à cos^, db = (^ cos p, de z= (o cosv,
da
Oi) =1 sjda' -f- db^ + dc^ , cosX 1= — 7
sida? H- db^ 4- dc^
dh de
COSp z=z •? cosv rrr
^dcû H- dh^ -f- ^c» >^dà' -f- e/^»^ -4- ^c'
Cela fait connaître l'angle de contingence et les cosinus
des angles de la direction prise du point M vers le centre de courbure.
Or on a
dx dy dz
ds ds ds
d'où Ton tire
dsd^x — dxd^s dsd^y — dyd^s
du — i * do •""* . I — — ' «
ds^ ds' '
dsd^z — dzd^s
dc =
ds' substituant ces valeurs dans celle de co, et observant qu'on a
ds* = da:'-\- dy^ -f- rfî*,
dsd^s = dxd^x -f- dyd^y -f- dzd^z, on obtiendra
» = ^ Jd'x^ -f- d^x'-h d'z^— d^sK ds
Ou peut faire disparaître d^sde cette expression, en tirant sa valeur de Téquation précédente : on trouve ainsi, toute réduction faite,
281. Si, au lieu de chercher T angle de deux tangentes en des points M, M' infiniment voisins {Jig. 93), on cherchait l'angle de la corde MM' avec la corde M'M'', en supposant les deux points A 'M'' correspondant aux accroissements égaux d'une variable quelconque t, on trouverait la même expression pour l'angle TM' M". En effet, les cosinus
des angles de MT avec les axes sont les rapports rrrrr»
'■'■ MM
tSm'* mm'* ^^ diffèrent de quantités infiniment petites de
djc d.Y dz
leurs limites respectives j~' 3~' x* ^^ changement de t
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ent-h dt donnera donc les mêmes accroissements dans les uns et les autres, en négligeant les quantités d'un ordre supérieur à celui des accroissements. Il est donc inutile de recommencer ici les calculs précédents; et la valeur de TM^M^^ aura la même expression que celle de l'angle de contingence od.
282. Cercle osculateur. — Dans les courbes à double courbure, comme dans les courbes planes, nous appellerons cercle osculateur la limite du cercle qui passe par trois points infiniment voisins; ce cercle limite se trouvera évidemment dans le plan osculateur.
Soient M {fig- 94) tin point quelconque de la courbe^ M', M'^ des points qui s'en approchent indéfiniment; 0 le point de rencontre des perpendiculaires menées par M, M' à ces deux cordes, dans le plan qui les contient : M^O sera le diamètre du cercle passant par M, M', IVf . L'angle 0 a pour mesure l'arc de cercle MM'M'^ divisé par le diamètre M^O. Or on peut substituer à cet arc celui de la courbe, ou
On aura donc M'O = -pr- en négligeant ù^s.
Mais l'angle O est égal à TM'M'^, qui peut être remplacé par l'angle de contingence ca relatif à l'arc ^s. On aura ainsi, en désignant par R le rayon du cercle osculateur,
ds R=— ; d'où, en remettant pour co l'une ou l'autre des
deux expressions données précédemment, on tire les formules rigoureusement exactes
yJd''a:^-{- d'j^-h d^z^— d'S^
et
ds'
sli^djd'z — dzd^jY ■^^^^<^'' '^ ^ ^^ ^Y-^^àxd^y — djd^x)*
283. Angle de torsion. — On appelle ainsi T angle de deux plans osculateurs consécutifs, ou, pour parler plus exactement, la différentielle correspondante.
Soient 0e, 6, y les angles que fait avec les axes la normale à un plan osculateur; on aura, d'après l'équation de ce plan, a:, j^, z étant les coordonnées du point de la courbe,
djrd'^z — dzd^y
cosa =
^ dzd*x — dxd^z C0S6 =r — ,
dxd'^jr — dyd^ai:
en posant
La normale au plan osculateur infiniment voisin fera avec la précédente un angle égal à celui des deux plans \ si on le désigne par U, on aura, par un calcul semblable à celui qui a donné l'angle de contingence, •
U = v'(^cosa)* -f- {d cosê)» H- {d cosy)'.
Mais il faut l'obtenir en fonction des différentielles de x^ y, z \ pour cela, posant
dyd^z — dzd^jr = X, dzd^x — dxd'^z =: Y,
dxd^jr — dyd^x == Z, d'où
dyd^z — dzd^x == c?X, dzd^x — dxd^z =. ^ Y, dxd^y — dyd^x = c?Z,
on trouvera
_V^CX<fY — YrfX)'-t-(Y^Z— Z</Y)'-t-(Z</X — Xr/Z)' "" x«-^Y*-i-Z* '
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Mais on a
Te/Z ZdX
Zdyi-^
-HdZ ILdY-^YdX
dx djr dz
ff
z=idx{d'xd^z — d^zi^x) 4- dx{d:*zd*x — éPx^z)
dz (€pxd*x — d^yé^x].
Donc
, dx(d^r d*z-- d>zd* yy\-dx{d} zd^x —d^xd^ zy^- dz{d^xd^y —^rd^x)
H n'y a pas lieu de représenter cette seconde courbure par celle d'un cercle qui se présenterait aussi naturellement que le cerclé osculateur qui mesure la première.
On trouverait la même expression, en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à elle-même, en considérant trois côtés consécutifs d'un polygone infinitésimal inscrit, et cherchant l'angle que le plan des deux premiers fait avec le plan du deuxième et du troisième.
284. Si le rayon de la première courbure est infini pour tous les points d'une ligne, tous les côtés du polygone infinitésimal inscrit dans cette ligne sont dans le prolongement les uns des autres, et, par conséquent, cette ligne est droite. La condition pour qu'une ligne soit droite pourrait donc s'exprimer par l'équation différentielle
[dxd^z — dzd}xY-\-{dzd^X'-'dxd:^zY->r[dxd^X— dyd^xYzriQ,
d'où l'on tire les trois équations
dxdH — dzd^x = o, dzd^x — dxd^z =: o, dxd^x — dxd^x z= o
OU encore
dz dx dy
d'où l'on conclut
dx dx ,
dz dz '
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aelb étant des constantes arbitraires. Et comme aetb sont les dérivées de a z et bz^ il suit d'une proposition démontrée précédemment que les fonctions j: et j^ ne peuvent 6tre que de la forme
ar = «2 -{- a, jr = bz-^ ^^
a et 6 désignant des constantes arbitraires. On retombe ainsi sur les équations générales de la ligne droite.
Si la seconde courbure est nulle, tous les plans osculateurs se confondront, et la courbe sera plane. La condition pour qu'une courbe soit plane est donc exprimée par Téquation différentielle
dx(d^yd^z — d^zd^y) -}- dx[d'^zd^x — d^xd^z)
H- dz{d'xd^x — d^jrd^x) = o, équation qui se réduit à
d^jrd^z — d^zd^y = o,
si l'on prend x pour variable indépendante.
On vérifie bien facilement que cette relation existe pour tous les points d'une ligne située tout entière dans un plan.
285. Surface polaire, — Si Ton conçoit un polygone infinitésimal inscrit dans une courbe à double courbure, et qu'on élève des plans perpendiculaires au milieu de ses côtés successifs, la ligne d'intersection de deux de ces plans consécutifs sera le lieu des pôles du cercle passapt par les trois sommets correspondants du polygone^ et sa limite sera le lieu des pôles du cercle oscillateur, vers lequel tend le cercle variable.
n est facile de reconnaître d'ailleurs que l'on trouverait la même ligne en cherchant la limite de l'intersection de deux plans normaux consécutifs.
Si l'on agit de la même manière en tous les points de la courbe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires
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qui formeront une surface qu'on nomme surface polaire. Elle n'est autre chose que le lieu des centres des sphères limite de celles qui ont trois points infiniment voisins, communs avec la courbe. Cette surface est développable ; car elle est la limite d'une surface qui se compose d'éléments plans indéfinis compris entre les deux intersections successives de trois plans consécutifs. De plus, ces éléments plans ont pour limite de leurs directions celle des plans tangents: donc tous les plans normaux à la courbe sont tangents à sa surface polaire, et cette dernière peut être considérée comme la surface enveloppe de ces plans.
286. Sphère osculatrice. — On désigne sous ce nom la limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de la sphère passant par quatre sommets consécutifs du polygone inscrit est à la rencontre des deux droites suivant lesquelles se coupent les trois plans perpendiculaires aux trois côtés consécutifs du polygone-, c'est le point commun à deux droites polaires consécutives.
Les centres de ces sphères successives déterminent un polygone qui tend vers une courbe dont les droites polaires sont les tangentes \ cette courbe est donc l'enveloppe des polaires. Elle est aussi l'arête de rebroussement de la surface développable, lieu de ces polaires, c'est-à-dire de la surface polaire*
287. Equation de la surface polaire. — Cette surface est le lieu des intersections successives des plans normaux, ou encore des normales à la courbe donnée. Or l'équation d'un plan normal quelconque est
(l) {x — x')dx' + ( j ~ y^j') + (z -« z')d:d = o.
Si l'on donne à la variable indépendante t. dont on regarde
x\ y^ z' comme des fonctions connues, un accroissement infiniment petit ùt^ et que Ton considère le plan normal, au point voisin qui en resuite, son équation se composera des mêmes termes que la précédente, plus les termes résultant du changement des quantités x\y\ z', dx\ dy\ dz\ Les premiers termes s'annulent pour les points communs aux deux plans, et il reste, en négligeant ceux du troisième ordre et passant aux différentielles.
Les équations (i) et (2) ont donc lieu entre les coordonnées or, y^ z de tous les points d'une des génératrices de la sur&ce polaire.
Donc on aura l'équation de la surface polaire, en éliminant x', y\ z' entre les équations (i), (a) et celles de la courbe donnée.
288. Centre de la sphère osculatrice, — Ce centre est la limite du point de rencontre de trois plans normaux con- 8ëcuti&, ou de deux droites suivant lesquelles se coupent les deux premiers et les deux derniers de ces plans. L'une est représentée à la limite par les deux équations (i), (2)9 l'autre par ces équations augmentées de leurs différentielles. Pour la limite du point commun aux deux droites, les différentielles des équations (i), (2) par rapport à x\y\ z\ dx'^. . . seront donc nulles, et il en résultera cette nouvelle équation
Les équations (i), (2), (3) donnent le centre de la sphère osculatrice correspondant au point (x\ y\ z')\ et l'on aura les équations du lieu de ces centres, ou de l'arête de rebroussement de la surface polaire, en éliminant x'^y\ zf entre ces trois équations et celles de la courbe donnée; d'où il résulte deux équations entre x, y^ z.
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^9. U est facile de reconnaître, au moyen des équations (i), (2), que tout plan normal à la courbe est tangent à la surface polaire. En effet, considérons sur cette dernière un point quelconque infiniment voisin de celui qui a pour coordonnées x^y^ z et qui se trouve dans le plan normal déterminé par Téquation (i). Soient considérés dx^ dy^ dz comme les différences de leurs coordonnées : les équations (i), (2) sont satisfaites par les coordonnées du premier point ^ et elles le seront par celles du deuxième, si Ton considère le plan normal infiniment voisin qui passe par ce deuxième point.
Or, si Ton donne à x^ y^ z, x\ y\ z' les accroissements correspondants dx^ dy^ dz^ dx\ dy\ dz\ dans l'équation (i), il restera, en vertu de l'équation (2),
elxda/ -+- dydjr'-\- dzdz! = o.
Mais la droite qui joint les deux joints pris sur la surface polaire, et finit par lui être tangente, fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à dx^ dy^ dz 5 l'équation précédente prouve donc que cette droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe au point (x\ y\ ^'), et que, par conséquent, elle est située dans le plan normal, au même point de cette courbe, puisqu'elle a déjà le point (or, y^ z) commun avec ce plan.
290. Centre de courbure. — Le centre du cercle osculatcur, ou le centre de la première courbure, se trouve dans le plan osculateur, et sur la droite polaire du point que l'on considère sur la courbe. On aura donc ses coordonnées en cherchant les valeurs de x^ y^ z qui satisfont aux équations
{x — x')da:' -h (y —y)dy -h {z — z)dz' =0, (^ _ ,r:')d\r' -+- (j — 7')^/ "+- (^ — z')fPz'= ds'\ (^ — a:\){dyd*z'— dz'd'f) -\- [y —y){dz'd'x' — dr'd'z')
-4- (2 — z')[dx'd}y— dyd'x) =0.
Ces valeurs de x^ y^ z sont données par les formules suivantes :
z^:^ = — {dy' [d/ d}z' — d:û d}f) — d£(dz'd}x' — dx' d'z')\ y'-y=^Xdx'{dx'd}y -^dfd^x') - dz'{dY'd}z'^d7!d'y')\ a:— ar' = ^j£&'(j2'rf»x' — dx'd'^z') — dy{dx'd'y— d/d'x')],
R désignant le rayon de courbure^ dont la valeur e8t
dy*
^{dr'd'z''^dz'd*y'y-i-{dz'd*x'—dx'd'g!y-i-{dx'd^y—dyd*x'y
Si, au lieu de déterminer les coordonnées du centre de courbure, on voulait les équations du lieu de ces centres, il suffirait d'éliminer x\ y\ z' entçe les trois premières équations et celles de la courbe donnée^ les deux équations résultantes entre x^ y^ z seraient celles du lieu demandé.
291 . Contact des courbes à double courbure, - — Cette théorie est semblable à celle que nous avons donnée pour les courbes planes \ seulement, au lieu de couper les courbes par des droites parallèles à un axe, il faudra les couper par des plans parallèles h Tun des plans coordonnés, par exemple au plan x^ y. Ainsi, lorsque deux courbes auront un point commun x', y\ z\ et qu'en les coupant par un plan parallèle à un plan x^y et situé à une distance infiniment petite àz' du point commun, la distance des deux points ainsi obtenus sur ces courbes sera infiniment petite, de l'ordre /i -+- i , on dira que les courbes ont un contact de Tordre n. On reconnaît facilement que Tordre de cette distance infiniment petite est le même pour des plans coordonnés quelconques, pourvu que les tangentes à ces c&urbes au point commun ne soient pas parallèles au plan sécant.
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La projection d'une droite sur un plan étant égale au produit de cette droite par le cosinus de son inclinaison sur ce plan, le rapport des longueurs de la droite et de sa projection a une limite finie, si la limite de cette droite ne fait pas un angle droit avec le plan. Donc les trois projections orthogonales d'une droite variable de grandeur et de direction sont, en général, des grandeurs du même ordre que cette droite 5 et il en est toujours ainsi pour deux de ses projections au moins : il ne peut y avoir qu'une d'entre elles, au plus, qui soit infiniment petite par rapport à cette droite. D*où il suit que, pour que deux courbes à double courbure aient un contact de Tordre n, il est nécessaire et suffisant que deux de leurs projections aient un contact de cet ordre ; ce qui ramène à la théorie du contact des courbes planes. Ainsi les conditions pour que ce contact ait lieu au point dont les cootdonnées sont a:', y'j z' consistent en ce que, pour la valeur z' de z, les quantités
dx
dy
rf'x
dz-'
dz-''"'
dz''
dz"
aient les mêmes valeurs d'après les équations de ces deux courbes. On obtiendra donc encore la courbe osculatrice d'une espèce donnée, en déterminant les coefficients de ses équations, de manière qu'il en résulte le plus de dérivées communes avec la courbe donnée, à partir des premières. Si les projections sur un plan avaient un contact plus élevé que les projections sur un autre, il suit de ce qui précède que le moins élevé des deux exprimerait Tordre du contact de deux courbes proposées.
292. Droite osculatrice. — Les équations générales d'une droite étant ^
xz=zaz-\' OL^ jr z= bz-i-^^
les équations qui détermineront a, a, i, S seront
dz uz
les dérivées -7-7? -^ étant tirées des équations de la courbe
dz dz
donnée. La droite osculatrice a donc pour équations
dx' dr'
ce sont celles que nous avons déjà trouvées par la tangente.
293. Cercle osculateur. — Les équations les plus commodes pour la détermination d'un cercle dans Fespace sont celles d'une sphère et d'un plan. Soient donc les équations générales du cercle
(2) z -f-ax-f- ôj^ + c = o;
difTérentiant deux fois ces équations, en considérant x elj comme fonctions de z, et les autres quantités comme constantes, on aura les équations suivantes :
dr^ dx^ d^Y d^x
/*.v dx . dy
(6) «£fH.6££=o.
^ ' dz* dz'
On .^émettra dans ces six équations, au lieu de x, y^ Zy les coordonnées du point donné de la courbe, et l'on rempla-
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cera toutes les dérivées par celles qui donneront les équations de cette même courbe. On en déduira les valeurs de six des constantes a, &, c, a, 6, y, R, et il en restera une indéterminée, parce qu'on peut faire passer une infinité de sphères par un même cercle.
Les coefficients a, 6, c sont entièrement déterminés, el Téquation du plan devient, en désignant par x\ y'j z' les coordonnées du point donné,
Cette équation n'est autre chose que celle du plan osculateur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. Les équations (3), (4)) dans lesquelles on regardera a, 6, y comme variables, représentent deux plans qui sont perpendiculaires au plan (2), eu venu des équations (5), (6). Les centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire au plan du cercle, et elles couperont toutes ce plan suivant un même cercle, puisqu'elles passeront d'ailleurs par un même point (x',j^', z').
Il est facile de reconnaître dans les équations (3), (4) celles qui déterminent la droite polaire relative au point (x',j^', z^) quand on prend z pour variable indépendante; et comme le centre du cercle s'obtiendra en cherchant l'intersection de cette droite avec le cercle, on retrouve, d'après ce nouveau point de vue, tout ce qui avait été déterminé relativement au cercle osculateur, par des considérations différentes.
Contact des surfaces,
294. Lorsque deux surfaces ont un point commun [x'^y^ z'), et qu'en faisant varier x'^y* de quantités infiniment petites quelconques dx\ dj' la différence des va-
leurs de z correspondantes est un infiniment petit de l'ordre /z -H I, on dit que ces surfaces ont un contact de l'ordre n. L'ordre de cette différence est le même pour toutes les directions qui ne sont pas parallèles aux plans tangents à ces surfaces, au point que l'on considère : il résulte de là que deux surfaces auront uu contact de premier ordre lorsque, pour une même valeur de x\ y\ on tirera les équations de
l'une et de l'autre des mêmes valeurs pour z\ -j-jt ^•
Elles auront un contact de second ordre lorsqu'elles donneront, en outre, les mêmes valeurs pour les coefficients différentiels partiels du second ordre
éf^z' d}z' iPz!
Enfin le contact sera de l'ordre n lorsque tous les coefficients différentiels seront les mêmes jusqu'à cet ordre inclusivement.
La surface osculatrice d'une espèce donnée se déterminera comme les courbes osculatrices, en établissant le plus grand nombre possible de dérivées communes entre les fonctions qui expriment la valeur de z dans son équation et celle de l'autre surface que Ton considère.
295. Plan osculateur à une surface. — Soit l'équation générale du plan
z := aa: '\- by -\- c\
on aura, pour déterminer a, b^ c, les équations
dz' dz'
z' = aar'4- V-»-^» d^=^^ dP^^'
^-;> ^-jetant tirées de l'équation de la surface donnée. L'é-
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quation du plan osculateur sera donc
Ce plan n'est donc autre chose que le plan tangent.
296. Sphère osculatrice à une surface. — L'équation la plus générale d'une sphère ne renfermant que quatre constantes arbitraires, on ne peut, en général, établir un contact du second ordre entre une sphère et une surface donnée, puisqu'il en résulterait six équations de condition. On ne pourra donc établir, entre ces surfaces, qu'un contact du premier ordre. Il restera une constante indéterminée dans l'équation de la sphère, et l'on pourra en profiter de manière à déterminer un contact du second ordre avec l'une des courbes que l'on peut tracer sur la surface ^ mais ces recherches nous écarteraient de notre objet.
297. Contact des courbes et des surfaces, — Si, à partir d'un point commun à une courbe et à une surface, on mène des parallèles à l'axe des z, on dira qu'il y a un contact de l'ordre w, lorsque la différence des valeurs correspondantes de z pour la courbe et la surface sera infiniment petite de l'ordre w -i- i . On arrivera à des conditions du même genre que dans les cas précédents, et dans le détail desquelles nous n'entrerons pas.
298. Développées. — Si Ton considère une quelconque des normales en un point d'une courbe à double courbure, elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal mené par un point de la courbe, infiniment voisin du premier, coupera cette normale en un point qui sera commun à deux normales infiniment voisines. En faisant pour la seconde normale ce qui a été fait pour la première, et continuant
ainsi, on aura une suite indéfinie de normales à la courbe donnée, dont chacune rencontrera la suivante, et dont les points de contact avec la surface polaire seront infiniment rapprochés les uns des autres. Le point de contact des deux normales consécutives, se trouvant sur Tintersection des deux plans normaux, se rapproche indéfiniment de la surface polaire, qui est le lieu des limites des intersections des plans normaux consécutifs.
Cette suite de normales détermine donc un polygone dont les côtés sont infiniment petits, et dont la limite est une courbe tangente à toutes ces normales, et située sur la surface polaire : on l'appelle désfeloppée de la courbe donnée.
Comme on peut choisir une quelconque des normales à la courbe au point de départ, on obtiendra une infinité de développées aussi rapprochées que Ton voudra, et toutes seront sur la surface polaire, qui peut être considérée comme en étant le lieu géométrique. Relativement à ces courbes que nous avons nommées développées, la première prend le nom de dév^eloppante, à cause d'une propriété analogue à celle que nous avons reconnue dans les courbes planes, et dont nous allons donner la démonstration.
Soient MN, M'N' (Jig. gS) deux droites normales en M et M' à la courbe en question, N et N' leurs points de contact avec la développée ; nous allons prouver que la différence des loïigueurs M'N' et MN est égale à l'arc NN', à un infiniment petit près, du second ordre au moins. En effet, si aux points M etN on conçoit deux plans perpendiculaires a MN, la longueur M'P sera du second ordre, puis<[ne la courbe M'M est tangente au plan; de plus QP surpasse; MM d'une quantité infiniment petite du second ordre. On peut donc prendre N'Q comme égale à la différence M'N' — MN, à une quantité près du second ordre. Mais la limite du rapport de N'Q à la corde NN' est l'unité, puis<]ue les anf^li's
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Q et N du triangle rectîlîgne QNN' tendent vers des angles droits. Donc N'Q diffère de Tare N'N, tout au plus d'un infiniment petit du second ordre-, donc, enfin, la dîfiërence de deux normales consécutives MN, M'N' est égale à Fafc NJN', compris entre leurs points de contact avec la développée, plus ou moins une quantité infiniment petite par rapport à cet arc^ et qui, par conséquent, peut être négligée sans qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des rapports ou des sommes.
n suit de là que, si en deux points quelconques de la développée on mène des tangentes terminées à la développante, la différence de leurs longueurs est rigoureusement égale â l'arc compris entre les points de contact.
Et l'on voit par là que la diiférence entre M'N' — MN et l'arc NN', qui devait être au moins du second ordre, était réellement égale à zéro.
Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la développée à partir d'un point quelconque, où il s'en sépare tangentiellement et se prolonge jusqu'à la développante. Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la développée, il prendra successivement la position des diverses normales qui sont tangentes à cette courbe; et ces normales croissant précisément de la même longueur que le fil qui se déroule, ce sera toujours le même point de ce fil qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera donc décrite par l'extrémité du fil pris dans la première position. C'est cette propriété qui a fait donner aux deux courbes, l'une par rapport à l'autre, les noms de développée et de dé- {^eloppante.
299. Le lieu des centres des cercles osculateurs d'une courbe à double courbure n'est pas une développée de cette courbe. En elïet, deux plans osculateurs consécutifs se coupent suivant une droite qui a pour limite la tangente, et ils
forment entre eux un angle infiniment petit du premier ordre. La distance du centre de courbure contenu dans le premier, au second plan, est donc un infiniment petit du premier ordre; or sa distance à la normale contenue dans ce second plan est plus grande que sa distance au plan : donc cette normale n'est pas tangente à la courbe qui passe par ces deux centres, puisqu'il faudrait pour cela que cette distance fiit un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Le lieu des centres de courbure n'est donc pas une des développées, lorsque la courbe que l'on considère n'est pas plane.
300. Les développées d'une courbe à double courbure jouissent de la propriété remarquable de se réduire à des lignes droites quand on développe la surface polaire sur un plan.
Pour le démontrer, nous considérerons un polygone infinitésimal inscrit dans la courbe donnée, et ayant ses côtés égaux; ce qui revient à prendre l'arc pour variable indépendante. Sur les milieux de ces côtés, nous concevrons des plans perpendiculaires, dont les intersections formeront les arêtes de la surface développable qui, à la limite, devient la surface polaire.
Or, si du point du milieu d'un côté quelconque on trace une droite dans le plan normal, elle coupera l'arête commune à ce plan et au suivant, en un point qui, joint au milieu du côté suivant, donnera une normale à ce côté-, et il est facile de voir que ces deux normales font des angles égaux avec l'arête que nous avons considérée.
Cette seconde normale prolongée coupera l'arête commune au second plan normal et au troisième, en un point qui, joint au milieu du troisième côté, formera une normale à ce côté, faisant avec la seconde arête le même angle que la normale précédente; et ainsi de suite indéfiniment.
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Maintenant, si Ton développe sur im plan la surface qui renferme toutes ces arêtes, deux normales consécutives se rabattront Tune sur l'autre, puisqu'elles font le même angle avec l'arête sur laquelle elles se coupent, et le polygone infinitésimal, formé par les intersections de ces normales successives, aura tous ses côtés sur une même droite. Ce résultat, ayant lieu quelle que soit la petitesse des côtés de ce polygone, aura lieu pour la courbe limite, qui est une quelconque des développées de la courbe proposée.
Donc, dans le développement de la surface polaire sur un plan, toutes les développées de la courbe deviennent des lignes droites.
301 . Dans le développement de la surface polaire, les côtés infiniment petits qui composent la développée ne changeant pas de longueur, un arc quelconque de cette courbe a la même longueur avant ou après le développement 5 et il en serait de même de toute autre ligne tracée sur cette surface. Donc le plus court cbemin d'un point à un autre sur la surface polaire est l'arc de la développée qui passe par ces deux points, puisque, devenant une ligne droite, il est plus court que tout autre après une transformation qui n'a pas changé les longueurs.
On peut encore remarquer que, si l'on suppose un fil appliqué sur le polygone formé par les normales successives que nous venons de considérer, et prolongé suivant un quelconque des côtés jusqu'au milieu du côté correspondant du premier polygone, inscrit dans la courbe donnée, et qu'ensuite on développe ce fil de manière qu'il soit successivement dans le prolongement de chacun des côtés du polygone sur lequel il est appliqué, son extrémité passera par tous les milieux des côtés de l'autre polygone. Donc, si l'on passe aux limites des polygones, on retrouvera la propriété démontrée précédemment par des considérations dillerentes.
302. Équations des déi^eloppées . — Sî Ton désigne par x'^y\ z' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe proposée, l'équation de la surface polaire s'obtient en éliminant ocf ^y' ^ z' entre les deux équations de la courbe et les deux suivantes :
{x^s^) dx' -\- [y ^f)dy -+- (z — z' ) dz' = o, {x — j/) ^x' + (r — y)d'x' -t- (z — z') d'z! z= ds'K
Si maintenant on considère un quelconque des points dont les coordonnées x^y^ z satisfont à ces équations, on passera de ce point au point voisin de la développée si la droite qui joint ces deux points est dans le prolongement de celle qui joint les points (x\y\ ^'), {x^j^ z)-^ ce qui aura lieu si les différentielles dx^ dj^ dz sont proportionnelles aux différences x — x\ y — j^', z — z'. On tirerait de là les deux équations
dx X — a^ dy y — y'
dz z — z' dz z — z'
Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes expriment que les points (x, y^ z^ ne cessent pas d*être sur la surface polaire. Une quelconque de ces deux équations étant jointe aux deux précédentes et à celles de la courbe donnée, on aura cinq équations entre lesquelles on éliminera x\ y\ z\ et l'on obtiendra deux équations différentielles qui conviendront à l'une quelconque des développées.
Application des théories précédentes à l'hélice,
303. Si Ton désigne par aie rayon de la base du cylindre, et par m la tangente de l'inclinaison de l'hélice sur le plan de cette base, les équations des trois projections de cette courbe seront
a; == a cos — > r = « sm — i ar^ -+- r» = /l^ ma mit
Caleulin/, D.-^l* 27
4l8 LIVRE II.
L'axe des x passe par le point où Thélice perce le plan de la base^ et cette courbe, en s'élevant, tourne de Taxe desx positifs vers Taxe des y positifs.
Ces équations différentiées donnent
dx-=z sm — az, dy ^=. — ces — az, as •=. ^ dzy
m ma m ma m
d}x = CCS — dz^. iPr = sin — — dz^^ d}s z=z o.
m^a ma m^a mu
L'équation du plan osculateur devient alors, en prenant z pour variable indépendante,
z — z' = mx sin h my cos — •
ma ma
Ce plan fait avec le plan de la base un angle dont le cosinus
est / ^ et la tangente m. Il est le même que celui de
Thélice avec le même plan.
L'équation du plan normal sera
m[z — z' ) = x sm y cos — •
ma ma
L'angle de contingence, dont l'expression générale est
Ti = — Jd'^x' -}- ^^ r^ 4- r/^z- —-d^s\ ds
devient, dans le cas actuel,
am sj\ -t- /w' L'angle de deux plans osculateurs consécutifs est
dz
/ ' „ ou ;/^u.
a sj\'\- m^
Le rayon du cercle oscillateur, dont la valeur générale est R= — 5 sera égal à a(n- m*) •, sa grandeur est donc constante et surpasse de aw? le rayon de la basé. Pour connaître sa direction, il faut chercher Tintersection du plan normal et du plan osculateur* Les équations combinées donnent
z = z\ ^'— ortang— .
Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au plan de la base, et rencontre Taxe du cylindre. Le centre de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même axe que le premier, et pour base un cercle dont le rayon est arn?. Il décrit sur ce cylindre une hélice dont le pas est le même que celui de l'hélice proposée.
On trouvera le même résultat en calculant les coordonnées du centre de courbure. Leurs valeurs sont
3 = 2', r = — am^ sin — 9 x r=: — û/w^cos — ?
ma ma
et Ton en déduit immédiatement les conséquences précédentes.
Déterminons maintenant les équations d'une arête quelconque de la surface polaire, c'est-à-dire de l'intersection de deux plans normaux infiniment voisins. Ces équations sont les suivantes :
m(z — z^) = a: sin rcos — 9
ma ma
X CCS h r sin — = — am^.
ma ma
Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan osculateur, et on le vérifiera facilement au moyen de ses
équations. Gomme d'ailleurs elle passe par le centre de courbure et qu'elle est perpendiculaire au rayon de courbure, elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l'extrémité de ce rayon, et dont la base a pour rayon aw?. De plus, il est facile de reconnaître qu'elle est tangente à Thélice décrite par cette extrémité. En effet, puisqu'elle est perpendiculaire au plan oscillateur, elle fait avec le plan de la
base un angle dont la tangente est — : or l'hélice qui est le
lieu des centres de courbure, et dont nous venons de donner les équations, est tracée sur le cylindre dont le rayon est
am', et fait avec sa base un angle dont la tangente est —
Donc l'arête de la surface polaire est tangente à cette hélice, et la surface polaire est Thélicoïde développable dont cette hélice est l'arête de rebroussement.
Mais on sait que la sous-tangente d'une hélice sur le plan de sa base est égale à l'arc de cette base, depuis l'origine de l'hélice jusqu'à la projection du point de contact. Donc la trace de la surface polaire sur le plan (oy) est la développante de la base du cylindre dont le rayon est aw?.
304. Si Ton veut avoir Téquation de la surface polaire, il faut éliminer z^ entre les deux équations
m[z — 2') = jî sin y ces — t
ma ma
X cos 1- r sin — zir — am^,
mxi " ma
Ajoutant les carrés des membres de ces deux équations, on obtient
substituant dans la seconde, on trouve l'équation cherchée,
Jf cos
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qui est
\ ma y m^ a^ j
+ jsinl — =hI/' ■ 1 = — «'»».
•^ \ma^\ m'a' J
La trace de cette surface sur le plan (xy) a pour équation
a: ces \ / — -— 1 ±Y sm I / : 1 = — û/n*.
Cette courbe est la développante du cercle dont le rayon est am^^ et elle prend naissance au point de ce cercle situé sur l'axe des a:, et du côté des x négatifs-, ce qui s'accorde avec une des propositions précédemment démontrées.
Une hélice pouvant avoir ses deux courbures égales à celle d'une courbe quelconque en un de ses points, son osculation sera d'un ordre plus élevé que celle du cercle \ elle donnerait doûc une idée plus exacte de la courbe à laquelle on la comparerait. Les deux constantes 771 et a se détermineraient en égalant ces deux courbures à celles de la courbe donnée, au point considéré.
DANS LES DONNÉES DU CALCUL
i . La résolution des équations du deuxième degré conduit quelquekâs à extraire des racines carrées de quantités négatives. Ces sortes d'expressions ne représentent pas des nombres, soit positifs, soit négatife; on les désigne sous le nom de quantités imaginiùres. Nous n'avons pas pour objet d'examiner ici à quelles circonstances correspondent ces formes dans les questions proposées; nous nous bornerons à dire qu'en substituant ces expressions à l'inconnue, Téquaticm que Ton avait à résoudre devient identique, pourvu que les iacines carrées des quantités négatives soient traitées d'après les règles ordinaires de l'Algèbre, et que l'on considère leur carré comme s'ob tenant par la suppression du radical.
Si l'on a, par exemple, l'équation
on en tire les deux valeurs imaginaires
et l'on peut vérifier que la substitution de cette valeur dans l'équation la réduit à o = o,
D en serait de môme si, au lieu de y'— ^% on mettait b v^^, et c'est ce que l'on fait ordinairement, afin que la seule quantité imaginaire à
considérer soit toujours /^. Les valeurs de x se trouvent ainsi mises
SOUS la forme
Il semble d'abord que toutes les considérations auxquelles ces sortes d'expressions peuvent donner lieu soient relatives aux circonstances qui leur donnent naissance dans les questions dont elles présentent la solution ; mais on a trouvé de très-grands avantages à les introduire dans les données mêmes de certains calculs, et c'est sous ce point de vue que nous allons les considérer brièvement.
Sans attacher aucune idée de quantité à l'expression v^^, nous convenons de la traiter de la même manière que si c'était un nombre dont les puissances successives seraient
v/^, —I, — V^—i, -hi, v^— 1,...,
les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le même ordre. Rien ne s'oppose à ce que Ton fasse des calculs algébriques dans
lesquels ^—i soit traité de cette manière; il ne s'agit que de savoir s'il y a quelque intérêt à le faire, et si de pareilles opérations peuvent offrir de nouvelles ressources à l'analyse. Il pourra quelquefois être
plus commode de remplacer v/— i par une lettre dont les puissances
se distinguent toutes les unes des autres, tandis que celles de ^Z— i se
reproduisent périodiquement. En désignant ^—\ par \ nous entendrons que \ soit traité comme un facteur ordinaire, d'après toutes les règles démontrées dans le cas des quantités réelles ; seulement, après tous les calculs effectués, on remplacera les puissances
par
2. Lorsque nous poserons une équation entre des quantités réelles et imaginaires, comme
nous entendrons toujours que l'on sait d'avance que A = A' et B = B'. Ces dernières équations ne seront jamais des conséquences de la première; c'est, au contraire, la première qui en est la conséquence, et nous n'attacherions aucun sens à cette équation si nous ne savions, indépendamment d'elle, que les parties réelles sont égales de part et d'autre, ainsi que les coefficients respectifs de v^— i. Nous insistons
sur ce point, parce que la plupart des auteurs l'entendent de la manière inverse.
3. Ayant bien établi de quelle manière nous traiterons Vexpression v'^, nous allons montrer, par un premier exemple, l'avantage que Ton peut avoir à l'introduire dans le calcul.
Considérons les deux expressions
cosx -H /^sina:, cos/ ■+- v/^sinjr,
et multiplions-les entre elles, dans le sens que nous attachons ici à cette opération ; nous trouverons
cosjc cosj — sinjc sinjr -♦- v^— i(sin^ cosjr -+- sin^ cosx), ^ ou
cos ( j: H- /) -t- /^sin ( j: -h j).
Nous pouvons donc poser
(cos JT •+■ y/— 1 sin x) (cos/ h- y/— i sinj) = cos (x -t- j) -+- y/^ sin(x -hjr) ,
puisque nous avons prouvé d'avance que les parties réelles étaient respectivement égales, ainsi que les coefficients de v^— i.
Et l'on conclut de là que pour diviser deux expressions de cette forme l'une par l'autre (en entendant par quotient une expression qui, multipliée par le diviseur suivant les règles convenues, reproduirait le dividende) il suffît de retrancher l'arc qui se trouve au diviseur de celui qui entre dans le dividende.
En multipliant le produit de ces premières expressions par une troisième cos 3 -H /^sinz, il suffira encore d'ajouter les arcs x-hy et j et 2, ce qui donnera la nouvelle équation
(cos>r-H {T^ siux) {cosjr -+- y/ — \ sin/) (cosz H- y/^sinz) = cos{x-i-/-H3)-H v^^sin(ar-h/-f"z);
et il est facile de voir que, quel que soit le nombre des facteurs de cette forme, leur produit effectué donnera toujours pour partie réelle
le cosinus de la somme de tous les arcs, et pour coefficient de |/— i le sinus de cette même somme. On pourra donc poser une équation semblable à la dernière, en supposant un nombre m quelconque de focteurs, puisque les parties réelles sont démontrées égales, ainsi que les parties imaginaires.
En supposant le cas particulier où or = j^= z = . . - , on aurait la formule suivante, qui est due à Moivre :
(i) (cosor H- v/-^sina:)'"= COS/7ÎX-4- v^— isin/wj:;
il est donc prouvé que, si Ton forme la puissance m du binôme
cosj:h- v/— isina: d'après les règles ordinaires, la partie réelle sera
égale à cos/7z:r, et le coefficient de yJ—\ à sin/wo:. Or le développement de la puissance m d'un binôme s'effectue au moyen d'une formule très-simple ; on aura donc ainsi le développement général de cos/7tx et sinm J7, m étant un nombre entier quelconque. Ces formules sont
eos/;i j: = cos'".r ^ cos"*~'j:sm'j:
««i • m(m — i){m — 1k) _ , . . smmx = m cos"^' x sinx — — ^ -^ cos"* x sm' j: -t- . . . •
On peut observer que le développement de
(cosx — v/-"isiii'^)"' ne différerait de celui de
(cosx -h /— isinjc)"*
que par le signe des termes où se trouvent les puissances impaires de v/^ I , et que, par conséquent,
(coGx— v/ — ïsinx)'"= cosmx — \^—ismmx.
4f. En entendant par racine «'*""* d'une expression imaginaire une autre expression qui, élevée à la puissance «, suivant le sens convenu,
reproduirait la première, on voit que cos - =i= v ~ i sin - est une racine n^"** de C0SJ7 =i= y^— isin^:, puisque nous avons prouvé que, pour élever une semblable expression à la puissance w*''^, il suffit de multiplier l'arc par n. On a donc
(cos X ±i J—i sin X ]^ — cos - ± i/— i sir^ - î
et si l'on élève les deux membres à la puissance p^ II vient
(cos:c=t i/— isinj7)'»= cos- j:=tv/--isin- x,
ce qui montre que l'équation (i) est vraie quand m est un nombre fractionnaire quelconque -9 en entendant seulement par là que
cos-j:±v/^8in2j:, élevé à la puissance /?, donnerait la puissance p de co8j:± v^—isinjc, et que, par conséquent, il est une des racines nf^"^ de cette puissance /?.
Uéqualion (i) est encore vraie si m est égal à un nombre négatif — /i. En effet,
(cosa:-+-v/^sinj:)~'"= 7 , . — \ïï = 7 T^"^- T'
(cosxH-V — ismj7j (cos/?xH-v/— ismwxj
or diviser par cos/ix h- y/— isin/?.r, c'est trouver une expression qui, multipliée par ce diviseur d'après les règles communes, donne pour
produit le dividende; ce quotient est donc cos/ix -- /— isin/zx. Donc
(cosx -h yj— isinj7)~"= cos(— nx)-{-yJ — isin(— «x). .
La formule (i) est donc vraie, quelque valeur réelle qu'ait wi, en observant toutefois que, si la puissance m est susceptible de plusieurs valeurs, nous avons seulement prouvé ici que le second membre en est une.
5. Nous allons résoudre maintenant la question inverse, qui consiste à développer cos^^x et sin'"^ au moyen des cosinus et sinus des arcs multiples de x, m étant un nombre entier.
Pour cela nous poserons
cosa: -+- v/ — I sinx = m,
cosx -^ /— isinx = c, d'où
!iC0SX = Z^H- p,
et, par suite^
2'"C0S"'j: = tt'"-+- /??//'"■' V H W*" 'p'-h. . .H- //2«f'"~'-h p"*.
Observant maintenant que «p = i, et que a*-h p*= acosA-x, on aura
2"'cos"j:=2COSw:c-hawcos(/w — 2)07 -na C08(m — i)x-h....
Si m est pair, le terme qui se trouve au milieu du développement de
(« -h p)"* se réduit à ^^ et forme le dernier terme
du développement de 2'"cos'"d?. Si //i est impair, les deux termes du milieu sont en uetu de la forme
rn-h'r m—i /n— i/n+i
a»(^* et «*(^*,
expressions qui se réduisent respectivement à u et v, puisque ifp Le dernier terme du développement de 2'"cos'"x est alors
2 ■ -, — ^ r COSX.
On développera maintenant sin^jc en observant que
2 xZ—isinjc = u — p,
d'où
2'"(v/— 0'"sin'"x = tt"— wa'"-'c^ '^ ' »'«-3..a
ce qui signifie toujours que les parties réelles sont les mômes de part
et d'autre, ainsi que les coefficients de ^—i, s*il y reste, ce qui n'arrivera que SI m est impair.
Supposons d'abord m pair : les termes à égale distance des extrêmes seront de même signe, et, en les réunissant deux à deux, on trouvera
2'"(-- i)* sin'"x = 2C0S/^/x — - o.m cos(7w — 2).r
-f- 2 — ^ cos ( /w — 4 ) j: — . . . ;
le dernier terme sera
/W(/lî-l)...^^-hlj
le signe -t- correspondant à — pair, et le signe — à — impair. Si m est impair, le développement pourra se mettre sous la forme
en remplaçant partout w par i . Si donc on observe que
w* — p*= 2v/— isin^x, on aura, en ne prenant que les coefficients de yf^i
2*«( — i) a sin"'j:= asin/wx — 2/7isin(/7i — 2)x
-H 2 — î ■' sm{/iï — 4 ) -îT — . . . ;
le dernier terme sera
.<%mx,
le signe + ayant lieu quand sera pair, et le signe — quand il
sera impair.
6. Examinons maintenant en quoi consiste l'avantage que l'emploi
de ^— I a procuré dans la recherche des développements de cos"x et mTx.
Nous avons remplacé 2 coso? par
COSJT -H v/--Tsinjr -\- cosor — yj-— \ sinx, ({ui lui est identique, puisque les deux termes
^— I sinx et — yj— i sinx,
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traités comme s'ils représentaient des nombres, se détruisent. £t
môme si, au lieu de v^— i, on met une quantité X indéterminée, on pourra remplacer acosx par
(coso? -f-Xsina:)-t-(cosa: — XsinJ?);
et quelque calcul que Ton effectue sur cette expression, le résultat sera nécessairement indépendant de >, et les puissances d'un même degré quelconque de cette lettre auront zéro pour coefficient. Or prendre seulement les termes réels du résultat, c'est négliger les puissances impaires de X et ne conserver que les puissances paires, ce qui est permis, puisque les coefficients de chaque puissance de > sont nuls. Mais quand on remplacera X* par i, il pourra y avoir des réductions entre les termes correspondant à des puissances différentes de X, et notamment avec ceux qui ne renfermaient pas X, et qui sont précisément ceux que Ton trouverait en ne transformant pas d'abord 2Cos:r. n peut donc résulter de là de nouvelles combinaisons qui, sans altérer la valeur du résultat, lui donnent une terme plus commode. Cela revient à ajouter au résultat des quantités qui se détruisent ; mais, à chaque instant, dans l'Algèbre, on voit de pareil artifices faciliter les transformations; et ce qui fait que, dans le cas actuel, on en retire réellement un très-grand avantage, c'est que les deux binômes dont la somme remplace a cosx sont tels, que les puissances de chacun d'eux s'effectuent immédiatement par la multiplication de l'arc, et que le produit des puissances sen]J)lables de l'un et l'autre est l'unité. D résulte de là que la puissance /w*^"** de cosj: se trouve immédiatement exprimée au moyen des cosinus des arcs multiples de ^; et il en est de même pour sin'^j:.
Usage des lignes tri gonométriques pour V extraction des racines des quantités réelles ou imaginaires,
7. Les racines de degré m d'un nombre réel positif ou négatif ± A sont les racines de l'équation
ces racines peuvent se ramener à celles de l'unité, posant y = ax, a désignant la racine n"""^ arithmétique du nombre A; l'équation proposée se trouve ainsi ramenée à la suivante :
o;^' ip I = o.
dont nous allons déterminer les m racines, qui sont toutes inégales, puisqu'il n'y a pas de commun diviseur entre le premier membre et sa dérivée. Soit d'abord
a;"*— i=o, ou x"'= I.
Nous pouvons représenter i par une expression de la forme
. C0S2-H v^—isinz,
dont nous savons qu'il est facile d'extraire la racine. Il sufQt de poser z= 2/i7r, 72 étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; et l'on aura identiquement
I = cos27i7r H- v/ — isina/zTT.
Donc l'expression
(i) cos hv/— isin
donne les racines nfi*^ de i, et, par conséquent, des valeurs de x pour toute valeur entière de n.
Or on reconnaît immédiatement que l'expression (i) ne change pas quand on augmente ou qu'on diminue /z de m ou d'un multiple entier qndconque de m. Il suffit donc, dans la série indéfinie des nombres entiers positifs ou négatifs, d'en prendre m consécutifs quelconques; ils donneront toutes les valeurs de l'expression (i). De plus, il est facile de voir qu'elles seront toutes différentes, parce que deux de ces arcs ne peuvent avoir le même sinus et le môme cosinus; donc toutes les racines de l'équation
seront données par la formule
ini: . I . 2«7r
X = cos ± y — I SI
sm
dans laquelle on donnera à n les valeurs o, i, 2,..., jusqu'à ce que l'on ait m valeurs pour le second membre ; car c'est comme si l'on donnait kn m valeurs consécutives, les unes positives, les autres négatives.
Si m est pair, on posera m = 2/-, et il viendra
X = cos-7-±v/— ism ,
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Il faïudra alors donner à /i les valeurs o, i, a,..., X*. Les deux extrôoies donnent x = i,j: = --i,et toutes les autres valeurs de x sont imaginaires, conjuguées et réciproques deux à deux. Si Ton a
il faudra donner à n les valeurs o, i. 2, . . . , k,
La première donne ;r = i ; les autres sont toutes imaginaires, conjuguées et réciproques deux à deux.
Soit maintenant
.r^H- 1 = 0 ou J7^=r — I, d'où J7='^~.
On peut encore donner à — i la forme cosz h- v/— isinz, en posant z = (2/1 -H i)7r. On aura donc des valeurs de x par la formule
X = cos ^ h 1/ — I sm ^ — ;
il suffira de prendre m valeurs consécutives de /i, parce qu'elles correspondront toutes à des sinus ou cosinus différents, et toutes les autres valeurs de n fourniront les mômes valeurs pour x. Toutes les racines de Téquation
sont donc données par la formule
X — cos -i — ± yJ— I sm 1
en donnant à n des valeurs positives depuis zéro, jusqu'à ce qu'il en résulte m valeurs pour le second membre. Si /w= 2X-, les valeurs de n seront o, i , 2, . . . , X* — i ; celles de x seront toutes imaginaires, conjuguées et réciproques. Si /w = 2X--hi, les valeurs de n seront o, I, 2,. . ., Â^, la dernière donnera x = — i ; toutes les autres valeurs de X seront conjuguées et réciproques.
Les racines de d= i étant connues, on aura celles de =b A en les multipliant par la racine arithmétique de A.
Les facteurs réels du premier et du second degré, dans lesquels peuvent se décomposer les binômes x" — i et x^ -4- 1 , peuvent être représentés par une construction fort simple, qui dépend de la divi-
sion du eercle en parties égales, et qui a été donnée par le géomètre anglais Cotes.
^. Cherchons maintenant à extraire la racine m**^ d'une expression de la forme
Nous pouvons la mettre sous la forme
p(cosz=fcv^— isinz), en déterminant p et s par les deux équations
p C0S3 — a^ ps\xiz — b\ d'où
p = ± i/rt^ -h /?', cos3 = -j sinz = -»
Pour plus de commodité, nous ne prendrons que la valeur positive de p. Désignons par f le plus petit arc positif ayant pour cosinus -
et pour sinus -\ on pourra, sans que ces lignes changent, Faugmen-
P ter d'un nombre quelconque de circonférences, et Ton aura
a ± b^—i ~ p[co8v^-H 2/?7r)±: y/— isin(y -h %mt]\.
On aura des racines rrf^"^ de cette expression en prenant la racine wh** arithmétique de p, et la multipliant par la racine du second facteur, que Ton obtiendra par la division de l'arc ; on a ainsi
pm ( cos I zt yJ— i sm î ) •
•^ \ ni ^ '''y
n suffit évidemment de donner \n m valeurs consécutives , positives ou négatives; toutes les autres donneraient les mêmes résultats. De {dus, ces m valeurs de n donnent des valeurs différentes pour les si*
DUS ou cosinus de -2 — - — ; donc, en donnant à /t les valeurs o, i,
a, . . . , i9t — I, toutes les valeurs de la racine cherchée seront données par la formule
V/l±:6/— I =p'»(C0S-î^ ± /— '8in^^ M
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les signes supérieurs de v/^ se correspondant, ainsi <iue les inférieurs.
La transformation de
a±i b v/^ en p (cosa d= v^^sina)
ramène toutes les opérations sur les quantités imaginaires aux opérations sur les expressions de la forme
cos3±\/— isinz,
et nous avons vu que celles-ci se ramenaient toutes aux opérations immédiatement inférieures sur les arcs, propriétés tout à fait analogues à celles des exponentielles.
Cette analogie sera encore augmentée par les considérations suivantes.
Représentation des sinus et cosinus par des exponentielles
imaginaires.
ii . Si dans le développement de e* on change xenx /^, et qu'on représente la série résultante par ^^ on aura
Si Ton convient de môme de désigner par e"'^' le résultat delà substitution de — x ^— 1 à x dans le développement de ^, on aura
Ces équations peuvent être écrites comme il suit :
^^~* = cosa: -h y/— I sin:c,
^-xv'-i _ coso: — v/— I sinx ;
d'où l'on tire
cosx
sinx =
et dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que e**^^ et e-*^ n'ont aucun sens comme exponentielles : elles ne représentent autre chose que les séries qu'on obtient en substituant -+- x /—T et — X |/^ dans le développement de ^, et traitant y/— i de la manière convenue.
12. Il est facile de démontrer que ces exponeulielles imaginaires doivent ôtre traitées d'après les mêmes règles que si les exposants étaient réels. _
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de multiplier ^^"* par é^^\ en entendant toujours par là les séries qui représentent ces expressions, et qui peuvent être remplacées par cos j: -h v^'^sin.r et
co&y -H v/--ïsin^, dont le produit est cos(:c h-^) -h v^'^sin(^ h-/)- Cette dernière expression est représentée, dans le même sens, par ^(»+r) \/^ j donc on peut poser
La règle des exposants réels s'observe donc dans la multiplication des exponentielles imaginaires, et, par suite, dans leur division, dans leur élévation à des puissances, et dans l'extraction de leurs racines.
On pourrait encore déduire cette proposition de ce que, e*"*"^ étant égal ke'e^ pour toutes les valeurs réelles de x et^, on a identiquement
L'identité ne sera pas troublée en changeant dans les deux membres
X en .r y^^, ou y en yyf^i ; et Ton trouvera toujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les mêmes signes : d'où l'on conclut '
ou encore, en supposant qu'on change seulement^ en / y ~^,
^U+r^) = é'é'^-'^ ^(cosj^ -H v/^- ïsin/).
13. On est convenu de donner le nom de logarithmes aux exposants imaginaires, comme aux exposants réels. Ainsi x -^/v/-^ est le loga-
rilhme de e'(cos/4- v^— isinj); et pour avoir le logarithme d'une expression de la forme a ±: ô y^— i , on posera d'abord
f étant la plus petite valeur positive de a?, et Ton aura
Si 6 = o, on a, pour toutes les valeurs du logarithme de a,
L'arc (p est égal à o si a est positif, et égal à tt si a est négatif. On a donc, en entendant par \a le logarithme arithmétique du nombre ^,
\[^ a)—\a-±.%m:\' — i, 1(— ^)= la ±(2/2 -i-i)7rv' — I.
Cette dernière expression ne donne aucune valeur réelle; la première en donne une seule.
En faisant /z = i , on trouve
ll= =t 2/27r yZ—ï, 1(— i)=±:(2« -H i)7ry' — i.
14. On peut exprimer, au moyen des formules précédentes, les racines des équations de la forme
x^-^-paf^-^y = 0.
En effet, on en tire d'abord
Si l'on a -^^ — </ > o, ou = o, les valeurs de x seront les racines de
quantités réelles, et nous avons vu comment on pouvait les exprimer
au moyen des lignes trigonométriques.
/?' Si l'on di ^ — 7<o, les valeurs de x" seront de la forme
a^ih v^— I , et Ton en extraira les racines w?**"", comme nous l'avons indiqué en dernier lieu.
Si l'on forme, d'après les valeurs de ces racines, les facteurs réels de x^-^px^-^t-q^ on reconnaît immédiatement une construction simple qui les représente géométriquement, et qui repose sur la division du cercle en parties égales. Nous nous dispenserons d'entrer dans ces détails.
Nous terminerons en faisant remarquer que les expressions imaginaires sont souvent un moyen de généralisation qui ne saurait être remplacé par aucun autre. Ainsi la décomposition si utile des polynômes algébriques en facteurs du premier degré n'est possible que par l'emploi des imaginaires.
15. Toute fraction rationnelle de x peut être considérée comme composée d'une partie entière par rapport à j; et d'une fraction dont le numérateur est d'un degré moindre que le dénominateur.
Soit /. cette fraction. Nous nous proposons de la décomposer en
fractions plus simples, ayant pour dénominateurs les facteurs premiers de/(j:); ce qui exige d'abord que l'on cherche les racines de ce polynôme. Supposons-les déterminées^ et considérons d'abord le cas où elles seraient toutes inégales ; désignons-les par /?, ^, c, . . . , /. Soient A, B, C, . . . , L des constantes indéterminées, et proposons-nous de satisfaire à l'identité
Ff.r) ABC L
ou, en multipliant par/(j:),
Toutes ces divisions indiquées dans le second membre donnent des quotients entiers, et les indéterminées sont en même nombre que les différents ordres de termes, relativement à x : on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant, suivant la méthode ordinaire, les coefficients des mômes puissances de x dans les deux membres. Mais il existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus simple. En effet, si l'on fait x=za^ l'identité subsistera toujours, et tous les termes du
second membre disparaîtront, excepté A - — — • Pour savoir ce qu'il
devient, on pourrait faire d'abord la division par x — a^ puis faire x=: a dans le quotient entier; mais il vaut mieux traiter la fraction
fix) o
' ^ d'après la règle relative aux fractions qui se réduisent à--» et
ron voit alors qu'elle se réduit â / ' ( « ) . Ainsi l'hypothèse a: = a réduit l'identité de la formule suivante :
¥(a)=Af'(a), d'où A = ^j,
et comme f'{a) n'est pas nul, puisque a n'est pas une racine multiple, il est toujours possible de déterminer A de manière que l'équation (i) ait lieu pour jt = a.
On voit de même qu'en prenant
l'équation (i) sera satisfaite par x = b, xz= c,.,.,x = IA\ reste à en déduire la preuve de l'identité (i) ; car il est très-important d'observer, en général, qu'il ne suffit pas d'avoir trouvé des valeurs pour les coefficients indéterminés, lorsque l'on n'a pas prouvé d'avance la possibilité du développement. Or on sait que, quand deux fonctions entières de X sont égales pour un nombre de valeurs particulières de Xy supérieur au degré du terme le plus élevé, elles sont égales, terme pour terme. Donc les deux memj^res de l'équation (i) sont rendus identiques par les valeurs trouvées pour A, B, G,. . . , L, puisqu'ils sont égaux pour les diverses valeurs a, ô, c,. . ., /, dont le nombre surpasse d'une unité le degré du terme le plus élevé.
16. S'il y avait des racines imaginaires, rien ne serait changé dans les raisonnements précédents. Les constantes qui se rapporteraient à deux racines conjuguées ne différeraient Tune de l'autre que par le
signe de ^"^ , et les deux fractions seraient de la forme
Si Ton vent &ire disparaître les imaginaires, on effectuera la somme de ces deux fractions, qui se réduira à
On agirait de môme pour toutes les autres racines imaginaires.
il. Supposons maintenant que l'équation
ait à la fois des racines inégales et des racines égales; soit a Tune quelconque de ces dernières, et
le polynôme (f{x) n'admettant plus le facteur (jc— a) ; posons
(,^FW_ A A A , A,.. P ^
OU, en multipliant par / (x),
Le nombre des coefficients du polynôme P, ajouté au nombre des cobstantes A, A,, ... , A^_.p est égal au nombre des termes de cette équation, et il s'agit de les déterminer de manière à la rendre identique. Si Ton y fait a? = a, on obtient
¥(a) = Af(a),
d'où Ton tirera la valeur de A. Différentiant l'équation (2) et faisant ensuite x = a, il vient
F'(«) = Af(a)-t-A,?(«).
Différentiant successivement la même équation et faisant ensuite x= a, on introduira à chaque fois un nouveau coefficient, et l'on pourra ainsi, au moyen de w — i différentiations, déterminer A, Ap . . ., A^_,. Les termes provenant de 'P[x — a)"* disparaîtront tous par l'hypothèse X = a.
Cherchons la formule générale qui représente toutes ces équations successives, et, pour cela, diffé reniions p fois l'équation (a).
Pour savoir ce qui reste de chacun des termes quand on fera x = a après la différentiation, considérons le terme général A,(x — âr)"<p(x). On trouvera sa dérivée de l'ordre p au moyen de la formule connue
dans laquelle les exposants de Q et R sont des indices de difiérenliatien. On aura ainsi
^ = /i(/i - i). . . (/i - /? -h i)(x - ay^-.^x^
pip — i) i \ i o\
-h'— ^ ^/l(/I--l)...(lt— OH-3)
Si /y est plus grand que n, les premiers termes auront des exposants négaUfe, et on devra les omettre, parce que leurs ooefficieBts seront zéro ; cela tient à ce que, quand (x — a) sera affecté de Texposant zéro, il donnera zéro pour d^rée.
Voyons maintenant ce que derient le second membre de l'équation (3) quand onyfoit x= a. Si r<m a p<n^il se réduit à zéro. Si Ton a /y = A, il se réduit à son premier terme n(n^ i}...a.is(a}. Enfin si Ton a /y < a, il faudra se borner à prendre le terme qui en a p^n avant lui, parce qu'il aura zéro pour exposant ; les précédents auraient donc un exposant n^tif et doivent être omis, comme nous Tavons dit ; et les suivants deviendront nuls quand on fera x = ^ . Le second membre de l'équation (3) se réduit donc alors à
Donc l'équation (a), diflérentiée p fois en supposant /^ < m, donnera, pour X = a, en observant qu'O faut s'arrêter kn=^ p.
(4) < -+-/'(/' — ■)...(/' — '» -H i)A.o^(fl) -H...
Telle est Féquation générale qui, en donnant à p toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à m — i inclusivement, fournira m équations, d'où l'on déduira successivement chacune dee quantités A, A,..., A^^. Ces équations sont les suivantes :
F (fl)=A7 [a),
F'W=A'/(/i)-hA.(/i),
V(a)=X'>'(a) -H a A, ç' (tf) -4- 2. 1 A,?(fl%
(5) / n'/)=A^-:fl)H.3A.ç"//) ^ 3.2A,'/K - 3-a.iA,?^.<, I •...••••....... , j
La première équation donne la valeur de A, et ce sera la seule inconnue si /;? = 1 ; la deuxième fait ensuite connaître immédiatement A,, la troisième A,, et ainsi de suite jusqu'à A„_, : et il n'y aura jamais impossibilité, parce que, le coefficient du dernier terme n'étant jamais zéro, on trouvera toujours une valeur finie pour chaque inconnue.
Il reste à prouver que, réciproquement, si l'on prend pour A, A, . . . , A,^, les valeurs ainsi déterminées, on aura satisfait à l'identité (2). En effet, ces valeurs sont tirées des équations (5), qui expriment que l'hypothèse x=a annule le polynôme suivant et ses m — i premières dérivées.
Donc, d'après un théorème connu, ce polynôme est divisible par (x — af et peut être mis sous la forme V[x — «)•", P étant un polynôme entier qu'il sera facile de connaître. Donc les identités (2) et (i) seront satisfaites.
Gela posé, on pourra traiter d'une manière- semblable la fraction
-; — r relativement à une autre racine multiple, si elle en renferme,
et continuer ainsi jusqu'à la dernière. La fraction ... [ sera donc dé-
composée en fractions dont les numérateurs seront indépendants de x, et dont les dénominateurs ne renfermeront respectivement qu'un seul facteur premier de/( j?), élevé à une puissance égale ou inférieure au degré de multiplicité de ce facteur.
De plus, il est facile de reconnaître que cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière ; car si les constantes relatives à la racine «, par exemple, étaient susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver toutes, soit que le calcul fût fait d'abord pour cette racine, ou pour toute autre. Or nous avons reconnu que les constantes A, A,, ... , A^_, ne pouvaient avoir chacune plus d'une valeur. Donc il n'est possible de décomposer la fraction que d'une seule manière en fractions simples de la forme proposée.
On conclut de là que, pour les racines autres que la première «, il ne sera pas nécessaire de recommencer les calculs sur le polynôme P et les suivants. Il suffira de changer dans les équations ( 5 ) les quantités /72, a et <p(a:) en celles qui se rapporteront à toute autre racine de l'équation /(j:) = 0; car c'est ce que l'on obtiendrait en commençant successivement par chacune d'elles.
18. Les calculs précédents exigent que l'on forme le polynôme ?(x)
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^qui est le quotient de la division de f(x) par (x — a)". On peut se dispenser de foire cette opération, et exprimer 9 (a), 7' (a),..., ^^(a), au moyen des dérivées de la fonction /(^) elle-même : on les substituera ensuite dans Téquation générale ( 4)f de laquelle se tirent toutes les équations (5). Or, si l'on différentie les deux membres de l'équation
ils se réduiront à zéro par Thypothèse x= a, si le nombre des différentiations est inférieur à m. Supposons-le donc égal km-^p^ p étant un nombre entier et positif quelconque.
n est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de l'équation (3), et l'on aura, en faisant x= a dans les dérivées de Tordre m -+■ p,
f'^f(a) = (/in- /?)(wn- ;? — i) . . .{/? -+- \)^(a] ; d'où
L'équation (4) devient, par là, P(£i) = A ' ^ h A - -—
^' (/W -4-/7) (m -+-/? — !)...(/? H- l) ' (W2 4-;?— l)...(/?-Hl)
(wï-+-//— a)...(/?-h i) ^m(m '-'i),..(p-h i)
Si l'on donne à p toutes les valeurs depuis o jusqu'à m — i , on aura, pour déterminer A, Ap . . . , A,^,, les m équations suivantes :
F-H=AH^(ril- ..A., •^'->) .-.^A.... f:^. (a/11— i)...w ' (a/w — 2).. ./yi "' • /;i
19. Les calculs précédents peuvent s'appliquer aux racines imaginaires égales, aussi bien qu'aux racines réelles ; mais les réductions
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entre les termes homologues relatifs aux racines conjuguées ne donnent pas immédiatement des résultats aussi simples que le mode de décomposition que nous allons faire connaître.
Soient a it 6/--* deux racines multiples de Tordre m de Téquation f[x) — o^ de sorte que Ton ait
On posera
ou
Le nombre des coefficients indéterminés est égal au noml)re des termes qu'il faut égaler de part et /l'autre, en ayant égard à ceux du polynôme P. Mais nous nous proposons ici de déterminer seulement
A, B, A,, B,,..., A,„_,, B„_,. Or, si l'on fait x = a it Ç y/^ dans la dernière équation et dans ses dérivées successives, chacune des équations ainsi obtenues se partagera en deux autres, à cause de la quantité imaginaire /— i ; et de plus il s'introduira dans chaque nouvelle équation deux nouveaux coefficients inconnus. Ainsi la première déterminera A et B, la seconde A, et B,, et la m''*"* A„_i et B^_,.
Ces mômes formules s'appliqueraient aux autres racines imaginaires égales, en changeant convenablement
On pourrait encore, comme dans le cas des racines réelles égales, se dispenser de former le quotient y (or), et faire dépendre sa valeur et
celle de ses dérivées, pour x = a d= 6 /— i , des valeurs que prennent, dans la même hypothèse, les dérivées de/(j7) ; mais les formules sont moins simples que dans le cas précédent.
NOTE m.
On appelle série une suite de termes positif^ ou négatifs dont le nombre est infini.
On dit qu'une série est conçergente lorsque la somme des n premiers termes tend vers une limite déterminée, à mesure que n augmente indéfiniment. Elle est divergente dans le cas contraire.
iO. Le développement en séries peut être très-utile pour la détermination approchée des grandeurs, soit constantes, soit variables; mais on ne peut évidemment, dans des calculs soit numériques, soit algébriques, remplacer une quantité quelconque par une série, que lorsque celle-ci a pour limite cette quantité même. Il est donc nécessaire de connaître quelques caractères d'après lesquels on puisse juger si une série donnée est ou n'est pas convergente. Nous allons exposer les règles les plus simples qui ont été données à cet effet, et dont quelques-unes sont tirées du Cours d'Analyse de M. Cauchy.
Nous remarquerons d'abord que la somme des termes d'une série ne peut tendre vers une limite déterminée, si la grandeur des termes ne tend pas vers zéro. Cela est tout à fait évident, lorsque les termes sont tous de même signe, parce qu'alors leur somme croîtrait indéfiniment avec leur nombre; mais, lors même qu'ils seraient de signes différents, les sommes successives ne pourraient avoir une difiérenœ moindre que toute quantité donnée avec une grandeur déterminée, puisque deux sommes consécutives auraient toujours entre elles une différence finie, qui serait le terme auquel s'arrête la dernière.
n est donc indispensable, pour qu'une série soit convergente, que ses termes aient pour limite zéro; mais cela n'est pas suffisant, comme nous aurons occasion de le reconnaître. H faUt toujours s'assurer qu'après avoir dépassé un assez grand nombre de termes, à partir du commencement, et s'arrêtant à un terme quelconque au delà, la somme des suivants, quelque nombre que l'on en prenne, est au-dessous d'une quantité, qui peut être supposée aussi petite que l'on voudra.
Il est encore bon de remarquer que, si une série est convergente quand on prend tous ses termes avec le môme signe, elle le sera ensuite quand on multipliera tous ses termes par un même nombre quelconque, ou môme par des nombres dififérents positifs ou négatifs, pourvu qu'ils restent finis. En effet, puisque la somme arithmétique des termes de la première série, qui sont au delà d'un certain rang, peut être supposée moindre que toute grandeur donnée, il en sera de môme dans la seconde ; car la somme de ses termes au delà du même rang, lors môme qu'on les prendrait tous avec le môme signe, sera moindre que la somme des correspondants de la première, multipliée par le plus grand des facteurs introduits, qui est supposé fini.
La série
offre un exemple d'une suite indéfinie de termes décroissant indéfiniment, et dont la somme n'a pas de limite. En effet, faisons la somme
des n termes qui suivent ~ ) ou
elle est évidemment plus grande que
1 H. ..H ou — » ou enfin - •
2/2 in m in i
Donc, à quelque terme que Ton s'arrôte dans la série en question, od peut toujours en prendre un assez grand nombre à la suite, pour obtenir un nombre plus grand que -j et, par conséquent, la somme des
termes de cette série ne tend pas vers une limite, et peut croître indéfiniment.
Séries dont tous les ternies sont positifs,
22. Premier théorème. — Une série est convergente, lorsque le rapport d'un terme au précédent tend vers une limite plus petite que l'unité y à mesure que le nombre qui exprime son rang devient déplus en plus grand. Elle est divergente lorsque cette limite est plus grande que V unité.
Soit la série
et supposons que -^^ ait une limite /• plus petite que l'unité. Soit a
un nombre déterminé quelconque, compris entre i et ^; -^"^ finira
par être constamment inférieur à a, quand n aura dépassé une certaine valeur. En considérant la série à partir d'un terme quelconque, au delà de cette valeur, on aura cette suite indéfinie d'inégalités
if2±l<^, iÎ2±2<a, «-!<«,. ..,
d'où résulte
Tous les termes, à partir de tt„^.„ sont donc inférieurs à ceux de la suite
qui est une progression géométrique décroissante, et qui a, par conséquent, une limite. Donc aussi la série proposée a une limite, puisque la somme de ces termes, tous positifs, va constamment en augmentant, et reste néanmoins au-dessous d'une certaine quantité finie.
n est môme facile d'apprécier une limite de l'erreur commise en s'arrétant à un terme quelconque. En effet on a
a„ -t- ii^y -t-...<tt„(i-f-a-t-a*-t-...); donc
lim(«„-i-tt^, -*-... X-j-^.
L'erreur commise en s'arrétant au terme u^^ inclusivement est donc moindre que — ^ • Or a„ est une quantité connue, qui peut être
1 ^"~ oc
aussi petite que l'on voudra, puisque les termes de la série, étant audessous de ceux d'une progression géométrique décroissante, peuvent devenir moindres que toute quantité donnée : quant à se, il sera en général assez facile d'en avoir une valeur suffisanunent approchée.
Il est évident que notre raisonnement ne suppose pas que -^^ ait
réellement une limite, mais seulement qu'il finisse par être toujours au-dessous d'un nombre déterminé, plus petit que l'unité. Nous nous sonmies exprimé ainsi, parce que ce n'est que dans des cas très-exceptionnels que cette fonction de /i a une valeur indéterminée lorsque n
augmente indéfiniment. Cette remarque s'appliquera à tout ce qui suit.
• 23. Si, au contraire, on avait ^ > i , on finirait par avoir -^ > a,
oL étant compris entre i et h^ et, par conséquent, plus grand que Funité. On aurait alors
Les termes de la série proposée croîtraient donc indéfiniment, et, par conséquent, à plus forte raison, la série n'aurait pas de limite. Elle serait donc divergente.
Si Ton avait ^ = i , on ne pourrait rien affirmer ; et, dans ce cas, il peut arriver qu'une série soit convergente, ou qu'elle soit divergente.
24. Toutefois il est bon de remarquer que, si le rapport -^^ ânit
par être toujours au-dessus de sa limite i, la série est divergente; car alors les termes finissent par aller toujours en croissant ; et, comme ils sont tous positifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quantité donnée, puisqu'il en serait ainsi lors môme qu'ils conserveraient une valeur constante, quelque petite qu'elle fût.
25. Si la série est ordonnée par rapport aux puissances d'une variable X, et que l'on ait généralement «„ = A^or", le rapport -^
deviendra -^ x ; et, en désignant par k la limite du rapport -~^ ; la
condition de convergence sera
kx <Ci\
d'où l'on tire
Ainsi la série sera convergente tant que x sera plus petit que jt et divergente quand il sera plus grand que t* H pourra y avoir incertitude quand x sera égal à -r •
Des remarques analogues pourront être faites au sujet des règles suivantes.
III I
on trouve
^Wi _ I
et, par conséquent,
la série est donc convergente. Sa limite est fractionnaire et comprise
entre 2 et 3 : car la suite des termes - h 5 -+- . . . est inférieure à
cdle de la progression qui commencerait par les deux premiers termes,
et la limite de cette dernière est moindre que Tunité. Pour avoir une
fimite de Terreur commise en s'arrôtant au terme > on remar-
queraque le rapport -^^ allant toujours en diminuant, les termes
suivants sont au-dessous de ceux de la progression géométrique, dont les deux premiers termes seraient ceux qui suivent immédiatement
î c'est-à-dire
et
Hi) 1,1, ..(n-i-i) [n -h n
Donc la somme des termes qu'on néglige dans la proposée est inférieure à la limite de la somme 4es termes de cette progression, qui est
■ Mil ■ ■ ■! — ■■■■^1— I ■ ^— ■ I ■! •
C'est donc là une limite de l'erreur commise en s'arrôtant à •
On pourrait prendre, à plus forte raison, comme limite, l'expression
plus simple
dont la valeur est plus grande que la première.
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45o NOTE III.
Cette série est d'un grand usage dans TAnalyse, et Ton désigne ordinairement sa limite par la lettre e.
Il est facile de démontrer que sa valeur est incommensurable.
En effet, supposons qu'elle soit commensurable ; comme elle n'est pas entière, elle sera représentée par une expression fractionnaire irréductible -7 q étant > I ; on aurait ainsi Tégalité
p III
En multipliant les deux nombres i .2.3. . .7, on aurait
Or la limite de la somme des termes fractionnaires du second membre est plus petite que Tunité, puisque ces termes sont inférieurs à ceox de la progression géométrique
dont la limite est - * et, par conséquent, plus petite que Tunité. Donc
!a limite du second membre de la dernière équation ne serait pas égale au premier; ce qui est absurde. Il résulte de là que la limite de la série proposée ne pouvait être égalée à un nombre commensurable. Cette limite est donc incommensurable, comme nous voulions le démontrer.
27. La quantité que nous avons désignée par e peut être considérée y)mme la limite d'une autre expression remarquable que nous allons iaire connaître.
Désignons par m un nombre entier positif croissant indéfiniment, et considérons Texpression
IH
qui se présente sous la forme indéterminée i", quand on y fait m infini. Pour déterminer la limite vers laquelle elle tend, quand m croît indéfiniment, développons-la suivant la formule ordinaire du binôme;
REGLES DE COI^YERGEr^GE DES SÉRIES. 4^1
nous aurons
mj \ m I . a //i'
m[m — i). . .(/w — /i -4-i) I I » rt. « ZI» "^ • * * "^ TTIm
Tous les termes du second membre sont positifs, et leur nombre est fini et égal à m + 1 . On peut mettre cette équation sous la forme
(..ir„..vH).-('-^)(-^)....
\ ml I 1.2 1.2.3
V ni) V ni)' "y m )
On voit d'abord qu'un terme quelconque, de rang déterminé et invariable, augmente en même temps que m ; et comme le nombre total des termes augmente aussi, leur somme augmente constamment. D'où
il suit que ( ih — j augmente en même temps que m.
On reconnaît encore que, les numérateurs des termes qui forment le second membre de l'équation (i) étant moindres que l'unité, ces termes sont au-dessous des correspondants de la série
(a) IH i ! r-H...-4-
dont la limite est e. D'où l'on conclut déjà que ( i h — j est toujours
moindre que e ; mais nous allons démontrer qu'il s'en approche indéfiniment.
En effet, le terme qui en a /z avant lui dans le développement (i)
tend indéfiniment vers à mesure que m croit. Donc la somme
des /I + 1 premiers termes de ce développement peut différer aussi peu qu'on voudra de la somme s^ des correspondants de la s:'3rio (2), quelque grand que soit le nombre déterminé n. Mais la différence entre s^ el ^peut devenir moindre que toute quantité donnée; donc il en est de n^dme de celle qui existe entre e et la somme des /z -h 1 premiers tennee do développement (i), et, à plus forte raison, do la différence
qui existe entre e et le développement (i) tout entier, ou (in — j .
Donc enfin f ih — ) tend vers la limite e lorsque m croît indéfiniment, en restant toujours entier.
Considérons maintenant des valeurs positives, non entières pour m. Faisons /ti = /x 4- g, g étant une quantité positive moindre que Tunité, et
/x un nombre entier. L'expression ( n — j devient ( ï h j
or on la rendra plus grande si Ton diminue le dénominateur fx + e et qu'on augmente Texposant f* -4- e ; et on la rendra plus petite en augmentant le dénominateur et diminuant l'exposant. L'expression proposée sera donc comprise entre les deux suivantes :
tendent vers l'unité à mesure que p augmente. Donc enfin
la quantité intermédiaire ( ih — J tend vers e, de quelque manière
que varie la quantité positive, indéfiniment croissante, désignée par/w.
Si l'on pose — = a, on énoncera le même résultat de cette autre
manière.
L'expression (i -f- a) « tend vers la limite e lorsque a est une quantité positive qui tend vers zéro, suivant une loi quelconque.
Il reste à considérer le cas de — j ou de a, négatif et tendant vers zéro. On posera, dans ce cas, i-h a = — —3^ 6 sera une quantité
positive tendant vers zéro. On tirera de cette relation
a = — — sj I -h 6
et, par suite,
Or, 6 étant positif, (i -+- 6)« tend vers e, lorsque 6 tend vers zéro; de
plus, I -H 6 tend vers Tunité; donc (n- a)* tend encore vers e, lorsque a est négatif.
Ainsi, de quelque manière que lu quantité a tende vers zéro, Vexpression (i -h a)« tend vers la limite e.
Remarque. — Puisque (i 4- a)« a pour limite e^ son logarithme népérien aura pour limite i . Donc
Imi 1 1 4- a )« = lim -i = 1 .
Ainsi a étant infiniment petit, on pourra substituer a à l(i -i- a) dans les rapports dont on cherchera la limite,
28. Si au lieu de ( in — ) on avait développé fin — j > on aurait trouvé pour limite, au lieu*de la série (2), la suivante :
qui est convergente, quel que soit x, en vertu de la règle précédente. Or
en posant — = a; et a tend vers zéro, quel que soit x, lorsque m croît indéfiniment : donc ( n — ) a pour limite e* quel que soit x, et Ton
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a, par conséquent, Tidcntité suivante :
C* = IH 1 1 r H- ... 4-
Ce développement important conduit immédiatement à celui de (f^ a étant un nombre quelconque. En effet, a =r e^, la caractéristique i désignant les logarithmes dans la base e^ qui est celle de Néper. On aura, par suite, «'= ^**, et, par conséquent,
x\a x^Va a^Va a^Ya
Ûf* = IH 1 h
Considérons encore la série
X x^ jc"
IH j i-.. .H
elle sera convergente si Ton a
lim ar < I ou a: < I .
Elle sera divergente si Ton a a: > i , et les termes croîtront indéfiniment. Lorsque Ton a a: = i , la limite de -^^ devient Funité, et nous
avons dit qu'on no peut, dans ce cas, prononcer, en général, sur la convergence ou la divergence d'une série ; mais il n'y a pas ici d'incertitude; car la série devient
et nous avons reconnu précédemment que la somme des termes de cette série est infinie.
Remarque, — Si une série ordonnée suivant les pufssances de x est convergente pour x= a^ elle le sera pour toute valeur de x ayant une valeur absolue moindre que a.
En effet, si l'on désigne par d la différence de deux exposants consécutifs, le rapport de deux termes généraux consécutifs sera -—^ .r'';
d'après l'hypothèse a"^ lim — i est tout au plis égal à i . Si donc on
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met an lieo de a on nombre z plus petit nmnériqiiement, «i aura
flt' lim ^^ < I , ei b série serapar coDséqDeiit coDYei^eBte pour JT == 2.
jiatrg remarque. — Si me série ordramée par rapport anx pnîs-
sanoes dex a ses coefficients constants, ei que Fon ait ^ lim-^ <i
poor nne certaine Talenr de x, les dérirées de ses termes formeront une série con^ei^ente poor cette Talenr dex. Reflet, smeni les deux termes consécoti&
Le rapport de leurs dérirées sera — ^^ x', ei sa firaite sera
^Y^j^ qui est pins petite que Fonité. La série des dérirées est donc
convergente.
On pent même démontrer que la somme de cette série est la dérivée de la somme de la prenûère.
Dmrujon rsÈOÊÈmE. — Urne série domie terme géménd est u^
est eomvergtnie hrsqme nf iemd vers tme tumte k pbu petite Pmmté, qmamd n migmemte indéfimment. Elle est dt^ergemÊe hrsqme la Bmite k est plus gnmàe que P unité.
Supposons d'^Mird i ^t^^ soit z un nombre quelconque comprs
entre i et i ; d'aires Iliypotfaèse, t^ finna par êlre
mœndre que a, depuis une certaine valeur de n jusqu'à FiiinL Oa
aura alors les inégalités suivantes :
Donc, à partir d'une valeur convenable de m^ tons les termes de la série sont an-de»ous de ceux de la progression géométrique dtoofe-
done la série proposée a une iiaûte; et Ton anra une qnatîté pte
grande que Terreur commise en s'arrôtant à a^,, en prenant la limite
de cette progression géométrique, qui est •
Supposons maintenant / > i , et soit encore a un nombre quelconque
compris entre ^ et i; on finira par avoir {£^> a, au delà d'une certaine valeur de /z, et Ton aura alors les inégalités
d*où il suit qu'à partir de u^ les termes de la série sont au-dessus de ceux de la progression géométrique croissante
Ils croissent donc eux-mêmes indéfiniment, et la série proposée est divergente.
Enfin, si Ton avait ^ = i, on ne pourrait affirmer, en général, si la série est convergente ou divergente.
Troisième théorème. — ^ les termes d^une série
vont constamment en décroissant à partir du premier^ cette série sera convergente ou divergente en même temps que la suivante :
En effet, supposons d'abord la première série convergente. Ses termes allant constamment en décroissant, on aura les relations suivantes :
«9 = «Oî
2 M, = 2«p 4«j < 2ttj-+- 2«3, Su^ < 2W^-h 2«5-+- 2«gH- 2«,, l6ttj,<2tt8-:- ^-2M,5,
Ajoutant membre à membre ces égalités et inégalités en nombre infini,
on voit que la somme des premiers membres, qui sont les termes de la série (a), sera au-dessous de la somme de ceux de la suivante, terminés au même indice de u,
w^-H 2tt, -f- 2w^-H attg-t- aw^-i-. . . .
Or cette série n*est autre chose que la série (i) dont on aurait doublé les termes, excepté le premier. Elle a donc une limite, et,- par conséquent, la série (2) en a une à plus forte raison. Ainsi, d'abord la convergence de la première série entraîne celle de la seconde. Supposons, en second lieu, la série (i) divergente, ses termes allant toujours en décroissant ; on aura évidemment les relations suivantes :
2 tt, > u^ -f- w„
Ajoutant les premiers membres entre eux, ainsi que les seconds, on reconnaît que la somme des termes de la série (2 ) est plus grande que la somme de ceux de la série (i)^ terminés à celui d'indice double; et comme cette dernière croît indéfiniment par hypothèse, il en est de même de l'autre. D'où il suit encore, comme on voulait le démontrer, que la divergence de la série (i) entraîne celle de la série (2). Donc, enfin, les deux séries proposées sont toujours en môme temps convergentes ou divergentes.
Prenons par exemple, pour la série (i), la suivante
la série (2) deviendra
Or cette dernière est une progression géométrique dont la raison est 2}-^. Elle est décroissante si l'on a f* > i , et croissante si f* < i ou p = I. Donc aussi la série (3) est convergente si p > i, et divergente si fA <i, ou p = 1.
La conséquence relative à /x = i montre que la sério
est infinie, comme nous Tavions déjà reconnu. 32. QuATBiÈME THÉORÈME. ~ La série
est convergente, lorsque, n croissant indéfiniment, y^ a une limite
plus grande que r unité. Elle est divergente si cette limite est plus petite que l'unité.
En effet, soit h cette limite, et supposons d'abord à > i . On aura donc, depuis une certaine valeur de n jusqu'à l'infini, a désignant un nombre compris entre i et A^
Les termes de la série proposée, à partir de /<„, sont donc inférieurs à ceux de la suivante :
Il 1
Or celle-ci est convergente d'après le théorème précédent, puisque Ton a a > î ; donc aussi la proposée est convergente.
Supposons en second lieu /^ < i , et soit a un nombre compris entre I et h. On finira par avoir, au delà d'une certaine valeur de /?,
Les termes de la série proposée seront donc alors au-dessus de ceux de la suivante :
n°- [/i-i-iy
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Mais celte dernière est divei^ente, puisque Ton a z < i : donc la pro* posée l'est aussi. Ce qiâil fallait démorttrer,
33. Lorsque la limite h est Tunité, on ne peut, en général, prononcer sur la convergence ou la divei^ence de la série. CepeKlant, lorsque
" le rapport —^ est toujours inférieur à sa limite i, il est facile de démontrer que la série est divei^ente.
En effet, l'inégalité -r-^ < i donne
donc les termes de la série proposée sont au-dessus de ceux de la suivante :
que nous avons démontrée divergente. La proposée l'est donc ellemême.
Si le rapport y-5 est, au contraire, toujours supérieur à sa limite I, on prouverait bien que les termes de la série proposée sont au-dessous de ceux de la suivante :
mais, celle-ci étant divergente, on ne saurait en conclure que la proposée est convergente.
Autre règle pour la convergence des séries,
34. Remarquons d'abord que si Ton a une série convergente, ayant tous ses termes positifs,
et qu'une autre série
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soit telle, que, depuis un certain terme jusqu'à Tinfini, on ait
cette seconde série sera convergente; car, si Ton multiplie la première par— ? n ayant une valeur déterminée telle, que la condition
supposée soit remplie, la série ainsi obtenue sera encore convergente. Or tous les termes de la seconde, depuis p^, se trouveront inférieurs aux termes correspondants de cette dernière ; donc la seconde série sera elle-même convergente. Elle serait divergente si la première
rélait et qu'on eût îiti > ÎÎ2±J .
Gela posé, considérons une série
telle, que l'on ait
lim ^ = I,
le rapport -^^ étant toujours plus petit que l'unité, depuis une cer-
taine valeur de n jusqu'à l'infini. On pourra mettre ce rapport sous la
forme
a étant positif et tendant vers zéro.
Or nous allons démontrer que, si l'on a
lim/ia >i, la série sera convergente ; et qu'elle sera divergente si l'on a
lim nx < I .
1° Soient
\imnx = A et /*> i.
Désignons par m une quantité déterminée quelconque, comprise entre I et X-, et, par conséquent, plus grande que l'unité. Il est facile de voir que, depuis une certaine valeur de n jusqu'à l'infini, on aura
ni '
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En eflRst, d'après le n* 482, nous auroiis
ûA tendant vers zéro avec - 9 et pour que rin^alité précédente ait lieo. il sofEira qoe Ton ait
««> llt(l-r-ft>).
Or, à mesare que n augmente, le second membre tend vers ut et le premier vers k qui est > m : donc, depuis une Yaleur déterminée de n jusqu'à Finfini, l'inégafité aura lieu ; donc, depuis cette Yaleur de n jusqu'à Finfini, on aura
et, par suite, .
ou
Mais n Fon considère la s^ie
I III I I
le rapport du terme général au précédent sera
et, par conséquent, [^us grand que dans la série proposée. De |dus, la série (i) est convergoite, puisque Fon a nr > i : donc aussi la série proposée est convergente ; ce que nous nous proposions de démontrer. 2* Soit maintenant
]mïn3L = A et it<i.
Prenons une quantité quelconque m comprise entre i et 4-, et, par
suite, plus petite que l'unité ; je dis que Ton finira par avoir constamment
ou
OU encore
noL <//i(n- w).
En effet, lorsque n croît indéfiniment, le premier membre tend vers k^ et le second vers /?<, qui est plus grand que /-. Donc, depuis une certaine valeur n jusqu'à Tinfini, les inégalités précédentes auront lieu; d*où il résultera
et, par conséquent, --^' finit par être constamment supérieur au rapport des termes correspondants de la série dont le terme général est — •
HT
Hais, m étant plus petit que Funité, cette dernière série est infime ; donc la proposée Test aussi.
Donc enfin, comme nous l'avions annoncé, la série proposée sera convergente si l'on a lim/za> i, et divergente si l'on a lim/ia <i.
35. On ne peut, en général, prononcer sur la nature de la série,
lorsque l'on a
lim«a = I.
Néanmoins, si /za est toujours plus petit que la limite i, on peut affirmer que la série est divergente ; car alors on a
et le rapport -^^* est supérieur au rapport relatif à la série
divergente
II \ n
d'où il résulte que la série proposée est infinie.
Le seul cas qui reste douteux est donc celui où l'on a
WmnoL = I, na n'étant pas constamment plus petit que i.
Appliquons cette règle à la série
Il i.3i 1.3.5 1 Î.3. . .(a/f — i) I
On aura, dans ce cas,
lim î^ = 1
et
d'où
et, par suite,
lim/2a= -= 14- -:
d'où il résulte que la série proposée est convergente. Considérons maintenant cette autre série
ÎH 1 ^H ^-f-...H A L
pour laquelle on a encore lim-^^^ = i. Le rapport -^^iî- aura pour va-
leur
On aura donc
et
/ïa =
lim/za = -)
d'où il résulte que la série est divergente et que la somme est infinie.
Séries dont tous les termes ne sont pas de même signe,
37. Lorsqu'une série n'a pas tous ses termes de môme signe, il est évident qu'elle sera convergente, si elle Test quand on donne le même signe à tous ses termes, par exemple quand on les prend tous positiGs. En effet, la somme des tei*ïnes qui suivent l'un quelconque de ceux de la série proposée est moindre que la somme des correspondants de la seconde, quel que soit le nombre que l'on en considère, puisque tous ses termes s'ajoutent entre eux dans la seconde, tandis que les uns s'ajoutent et les autres se retranchent dans la première. Donc, puisqu'à partir d'un certain terme de la seconde la somme des suivants a une limite qui peut devenir moindre que toute quantité donnée, il en est de même à plus forte raison dans la première; et, par conséquent, elle est convergente.
On peut donc d'abord appliquer à ces nouvelles séries les règles données pour celles dont tous les termes sont de même signe, tant pour reconnaître la convergence que pour calculer une limite de l'erreur commise en s'arrétant à un terme quelconque; mais ces règles ne dispensent pas d'en chercher de nouvelles, spécialement applicables aux séries dont tous les termes ne sont pas de même signe ; parce qu'une pareille série peut être convergente, et devenir divergente quand on donne le même signe à tous ses termes. Nous nous bornerons à celle * qui résulte du théorème suivant :
Théorème I. -- Lorsque dans une série les termes finissent par être constamment décroissants , et alternativement positifs et négatifs, cette série est toujours convergente ; et l'erreur commise en s"* arrêtant à un terme quelconque est moindre que le suivant.
Soit la série
Désignons, en général, par s^ la somme des termes depuis le premier jusqu'à «^, inclusivement.
Nous remarquerons d'abord que la somme j„ de termes dont le dernier est positif ne peut être que diminuée par l'addition d'un nombre quielconque des termes suivants. En effet, pour passer de la somme s^ à ^^,, il faut retrancher f^„^, ; donc on a ^^, <^„. Pour obtenir la somme suivante ^„^j, il faut ajouter m„^,, qui est moindre que le terme tt„^, qui a été retranché de s^ ; donc on a encore s^^^ < s^. Le même raisonnement se reproduisant indéfiniment, on voit que la somme s^ est plus grande que toutes celles dont l'indice est plus élevé.
On voit, au contraire, que, si Ton s'arrête à un terme négatif, la somme sera toujours moindre que toutes celles dont Tindice est plus élevé.
Ainsi les sommes dont le dernier terme est positif vont toujours en diminuant et celles dont le dernier terme est négatif augmentent constamment, en restant toujours au-dessous des premières. Ces deux suites de sommes se rapprochent donc de plus en plus à mesure qu'on avance dans la série, et leur différence tend vers zéro, puisqu'elle n'est autre chose que le dernier terme de la dernière, lequel tend vers zéro, par hypothèse, à mesure que son indice augmente indéfiniment.
Donc enfin la somme des termes tend vers une limite déterminée, et V erreur positive ou négative est toujours moindre que le terme qui suit celui auquel on s* est arrêté.
Soit, par exemple, la série
X h-TT
n n-\-i Le rapport d*un terme au précédent est exprimé généralement par
x^ et sa limite est x. Ainsi, d'abord la série sera convergente
si l'on a a: < I en valeur absolue , divergente si a: > i . Lorsque a: = i , la série est convergente en vertu de la dernière règle, puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment ; mais, si l'on prenait a: = — i, la série aurait une somme infinie. Lorsque la série est convergente, l'erreur que l'on commet, c'est-à-
dire la quantité que l'on omet, en s'arrôtant à — i est moindre que
et de même signe que ce terme.
Remarriue, — Dans les séries dont les termes ne sont pas tous de même signe, la somme d'un nombre quelconque de termes consécutifs n'est autre chose que la différence des sommes de deux séries à termes positifs ; mais il faut avoir bien soin de retrancher les sommes terminées à des termes tels que le résultat soit la somme des termes consécutifs de la série proposée. Si l'on ne satisfaisait pas à cette condition, et que les deux sommes à termes positifs pussent croître indéfiniment, comme cela a lieu par exemple dans la série dont nous venons de parler
Il I I a 3 4 5
Cale, inf, Z>. — L 3o
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le résultat ne serait pas déterminé, car il proviendrait dfi la différence de deux quantités, devenant infinies, sans avoir entre elles une dépendance bien déterminée. Nous nous bornons à cette remarque, qui donne la raison générale des résultats intéressants qu'a donnés à ce sujet M. Lqjeune-Dirichlet.
Pour donner un exemple «impâe de séries convergentes sous cer* taines conditions de .groupement de termes, considérons Texpression de 9r donnée par Wallis
'ïra446688 on en tire
! 7 = 1:5 4- 1^ ^- n -hU 4- 1- 4- 1-
4 3 3 5 .5 7 9 = I2 - 13 4- 14 - 13 H- 14 - 15 H- IG -15 -h 16 — 17 -*- 1$ - I9.
Les termes de cette dernière série doivent être pris en nombre pair d'après la manière dont on Ta obtenue ; mais, comme ces termes croissent indéûnimeut, il est clair que, si Ton en prenait un nombre impair,
on aurait une somme qui s'éloignerait de 1 - d'une quantité indéfiniment croissante, alternativement positive et négative.
Théorème n. — Si Von multiplie par des nombres positifs décroissants les termes positifs ou négatifs d'une série convergente^ on obtiendra une nouvelle série convergente^
Ce théorème est dû à Abel, et il est loin d'être évident, parce que les multiplicateurs ne sont pas constants et peuvent porter très-inégalement sur les termes positifs et sur les termes négatifs, dont les sommes prises séparément sont supposées infinies; sans quoi il n'y aurait pas de difficulté.
Considérons une série convergente dont les termes ont des signes quelconques.
Multiplions ces termes par des nombres qui, à partir d'un certain rang, sont tous positifs et décroissants. Désignons par u^^, «,,«„... les termes à partir de ce rang, et multiplions-les respectivement par les iacteurs
positifs et décroissants. Posons
«o"o+ £,«,+ s,w,-t-. . ..4- s„tt„= (7„,;
s^ tendra vers zéro à mesure que le t^me a, sera supposé plus avancé dans la série convergente.
On aura évidemment
et, par saite,
Or les nombres s«, 8j,...,s^ étant décroissants, les cœffîcients des sommes s^, s^y..., s„ sont tous positifs et la somme des termes est égale à la somme de ces coefficients, multipliée par une certaine moyeime fi entre ces sommes : on aura donc
Or pi peut devenir moindre que toute quantité donnée, à mesure que «0 ^^ plus avancé dans la série proposée ; il en sera donc de même de (r^, et par conséquent la seconde série sera aussi convergente.
Des séries imaginaires.
38. Lorsque les termes d'une série sont de la forme it-hç \/7-^, on entend que cette série est convergente lorsque la somme des termes
réels a une limite s, et que la somme des coefficients de /—î tend de môme vers une limite / : on dit alors que la limite de la série est
On est ainsi ramené aux conditions de convergence de deux séries réelles; mais il suffit souvent d'en considérer une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes de la proposée.
En effet, on peut toujours poser
U'hP^^= p(cos0 -h v^— isinô), et la série proposée prend la forme
/ X I Po(cosÔ.4-v/^sin0j4-p,(cosO,-f-v/^sinÔ,) \ H-p„(cose^+V^^sin0j
Or, si la série
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est convergente, en prenant tous les termes positifs, il s'ensuit, à plus forte raison, que les deux suivantes :
(3) [ PoCOS0o-+-p,COS0,4-...-Hp„COS0„-H..,,
( f pCOS ©0 -f- Pi sin Ô, H- . . . -H p„ sin 0„ -H . . .
le seront elles-mêmes ; car, à partir d*un terme quelconque, la somme des suivants jusqu'à l'inûni est évidemment moindre que dans la première. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Une série imaginaire est convergente lorsque la série des valeurs absolues des modules de tous ses termes est convergerUe,
Lorsque la série (2) n'est pas convergente, il est possible que ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. S'ils n'y tendent pas, les séries (3) ne peuvent être toutes deux convergentes; car, quelque valeur qu'on puisse opposer à l'angle 0, il est impossible que p cos9 et psinO tendent tous deux vers zéro, si p n'y tend pas. Les termes des deux séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce qui est cependant une des conditions indispensables de la convergence. La se' rie (i) est donc, dans ce cas, divergente.
En second lieu, si, la série (2) étant divergente, ses termes décroissent indéfiniment, il n'est pas impossible que les séries ( 3 ) soient convergentes, parce que tous leurs termes ne sont pas de même signe; on ne peut donc alors rien affirmer, en général, sur la convergence de la série proposée.
DES PRODUITS DE FACTEURS EN NOMBRE INRISI
Considérons un nombre indéfiniment croissant de facteurs, variables avec leur rang /i, suivant une loi donnée. Cherchons la limite vers laquelle tend la fonction de n qui en donne Texpression générale, à mesure que n crott indéfiniment : soit k cette limite.
n est évident que, si Ton a X- > i, les facteurs finiront par être toujours supérieurs à un nombre fixe plus grand que Funité, et leur produit croîtra sans limite. Si Ton a ^ <i, les facteurs finiront par rester Inférieurs à un nombre fixe plus petit que Tunité, leur produit aura zéro pour limite.
n n'y a donc de question que lorsque Ton a ^ = i , et nous nous proposons de trouver à quel caractère on pourra reconnaître alors si le produit tend vers une limite finie, c'est-à-dire s'il est convergent,
^ la fonction de /?, qui représente le terme de rang /?, n'avait pas de limite, quand n croit indéfiniment, mais que depuis une certaine valeur de n jusqu'à l'infini elle eût une valeur constamment supérieure à un nombre fixe plus grand que l'unité, ou une valeur constanunent inférieure à un nombre plus petit que l'unité, les deux premières propositions subsistent évidemment; mais il est nécessaire que cette fonction ait une limite et que cette limite soit l'unité, pour que le produit puisse converger vers une limite finie.
En eflfet, si ce produit a une limite, on peut affirmer que, quand on aura pris un nond)re suffisant de facteurs, on aura un produit qui différera de cette limite, ainsi que tous les suivants, d'une quantité inférieure à toute quantité fixe et qui, par conséquent, sera toujours supérieure à un nombre fixe M ; d'où il suit qu'on ne pourra plus trouver par la suite aucun acteur supérieur à un nombre i + «», o> étant fixé aussi petit qu'on voudra; car, le produit précédent étant un nombre supérieur à M, le suivant le surpassera de plus que la quantité fixe Mo», ce qui est contradictoire à la supposition de convergence.
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Conditions de convergence. — Les premiers £sicteurs en nombre quelconque donnant un produit déterminé, quelque grand qu'il soit, ne peuvent influer sur la convergence , et il suffit de considérer les facteurs depuis un rang aussi avancé qu'on voudra jusqu'à Finfini. Nous pouvons donc nous borner à considérer le produit suivant :
composé d'une infinité de facteurs dont les seconds termes pourront être supposés tous inférieurs à un nombre désigné quelconque.
Pour que ce produit tende vers une limite, il est nécessaire et suffisant que son logarithme en ait une. Il faut donc que la série
soit convergente. Or, c, «„ . . . pouvant être supposé» {^w petits que l'unité, on peut développer ces logarithmes suivant les puissances de ces quantités, et écrire
l(n-eJ=g^--(Hr(a„),
&), <>>>i,. . . étant des quantités tendant vers zéro en même tempe que g, g,, — Or, tous les facteurs 1% i\ étant de môme signe, la somme des seconds termes des seconds membres est égale à la somme de ces facteurs multipliée par une moyenne entre les autres facteurs. On aura donc
= g H- g, H-...-I- g„H-... (g'-h gf-t-. . .4*eJÎH-. . .)(l-i-»'),
&>' étant intermédiaire entre la plus petite et la plus grande des valeurs algébriques «, w', . . .
La somme des logarithmes sera converg^te, si les deux séries qui composent le second membre le sont. Si tous les termes de la première étaient de même sigue, il suffirait qu'elle fût convergente pour que la seconde le fût, puisque ses termes sont moindres que ceux de la première ; et d'ailleurs on aurait pu, danscecas, arrêter les développements au premier terme et raisonner comme nous l'avons fait en nous arrêtant au second ; mais si la convergence de la première tenait à la diffé-
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rence des signes de ses termes, elle pourrait ne pas entraîner ceQe de la seconde. On peut donc énoneer la proposiii(te suivante : On reconnaîtra que le produit
(n-f)(l-+-e,)...fn-fj...
sera concernent en s* assurant que la série des seconds termes est con^ vcrgentey ainsi que la série de leurs carrés. Exemples, — Le produit
est convergent, car la série des seconds termes est convergente et^ comme ils sont de même signe, cette condition suffît. Mais si Ton considère le produit
la somme algébrique des seconds termes est convergente à cause des signes alternatifs; mais la somme de leurs carrés, ou
est infinie. Le logarithme du produit tend donc vers — oo , et le produit vers zéro.
Sur la décomposition de sin jr et cosx en un nombre infini
de facteurs»
Euler a donné, dans V Introduction à V Analyse des infiniment petits, les formules importantes au moyen desquelles on peut remplacer les sinus et cosinus par des produits de facteurs du premier degré, en nombre infini. Ses démonstrations n'avaient pas toute la rigueur désirable; on les a perfectionnées sous ce rapport, mais en leur faisant peut-être perdre im peu de leur simplicité. L'objet de cette Note est de réunir, autant qu'il m'a^paru possible, les deux avantages.
Je commencerai par établir quelques propositions simples, qui retarderaient la marche du calcul si on les y laissait engagées.
Premier lemme, — Soient a, b deux arcs compris entre o et -> «t
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a <Cb;on aura
sittfl a . sinq t: a
imï J sin^ a b*
En effet, on sait que le rapport ^^^ décroît lorsque x croît, depuis 0
jusqu'à -• D'où il résulte d'abord
sînû^sin^ sin/i^ a
ah îxsih b
H en résulte encore, en considérant les quatre valeurs o, a, fc, - de x,
que les rapports suivants sont rangés par ordre de valeurs décroissantes
sin^ I I, sina, -^, ^•
Donc le rapport du second au troisième est moindre que celui du premier au quatrième, et, par conséquent,
sinfl TT f/^ sinà â2'
Ainsi, comme on l'avait énoncé, -r-r est compris entre ' ' smo ^
a ^ Tz a b 1 b
Deuxième lemmc, — Si l'on désigne par m un nombre entier quelconque, on aura
cos 7w j: = 2"'"' cos^x -+- A cos'"'*^; h- B cos"*"* j: h- . . . di i . si /w est pair, et
cos/w^ = 2"*"' cos" x -h A C0S'""^a7 -t- . . . dr M cosx si m est impair,
A, B,. . . , M désignant des valeurs numériques que nous n'avons pas besoin de déterminer.
On aura semblablement, pour sinw^, les formules suivantes
sin/w.r = sinx[2'""'cos"*~'a7 -i- Acos'^'^a: h-. ..±1) , si /w est impair, et
sinwjT = sinjc(2"'"'cos'"~'^ -h Acos'**"''x-f-. . .-h Mcosx) si m est pair.
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Ces diverses formules résultent de ce que les sinus ou les cosinus d'arcs croissant d'une quantité constante x forment deux séries récurrentes, ayant l'une et l'autre pour échelle de relation 2 cosj: — i. En partant des deux premiers arcs o et Xy on calculera facilement, au moyen de dette loi, les valeurs successives de
cosaor, cosSor, cos4<^,...9 ainsi que de
sinax, sin3^,....
La détermination générale des coefficients A, B, . . . , M nous est inutile et demanderait des développements dans lesquels nous n'entrerons pas. Quant à la forme des expressions (i) et (2], elle résulte immédiatement de la loi de formation que nous venons d'indiquer. Elle e'aperçoit tout de suite pour les premières, et se généralise par un raisonnement si fréquemment employé, que nous croyons inutile de le rappeler.
Décomposition de cosmx en m facteurs.
Troisième lemme. — Les seconds membres des équations (i), étant des polynômes du degré m par rapport à cos^, peuvent être décomposa en m facteurs de la forme cosx — a, a désignant une quelconque des valeurs de <^osx qui annulent ces polynômes ou leur égal cosmx. Or les valeurs de mx, qui annulent cosmor, sont toutes renfermées dans l'expression générale
n désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. En les divisant par /n, on aura les arcs dont les cosinus seront les différentes valeurs de a. Pour avoir toutes ces valeurs, il suffira de donner à /z un nombre m de valeurs consécutives partant de o, par exemple, ce qui conduira aux arcs suivants :
TT
Stt
TT
La somme de deux quelconques de ces arcs, équidistants des extrêmes,
est 7r , et, si m est impair, le terme situé au milieu est égal à ~ ,* et,
comme les cosinus de deux arcs dont la somme est tt sont égaux et de signes contraires, les cosinus des arcs précédents ou les m valeurs
de a seront
cosm,
îr , 37r tr
±COS t ifcCOa r**«>^ G08-
si 772 est impair, et
TT , Stt , f/71 — l)ir
=fccos — î ±:co& — )•••> ±coa-
si /72 est pair.
On aura donc
cosmx = a""*cosx(cosx— -cos — \ icosx h- ©os )•••
\ 2/72/ \ 2,mJ
X j cosor -H COS ( - ■— ~ j j
pour /72 impair, et
IX = 2"~* ( COSX — COS 1 ( C08 j: -h cos — 1 • • •
X cosx -h cos^ '— I
pour 721 paÊr.
Ainsi, quel que soit le sombre entier m, cos/irx se troiiv^âécomposé en m facteurs du premier degré par rapport à cosor, ou, en multij^ant les facteurs qui ne diffèrent que par le signe du second terme et observant qu'on a, en général,
cos^tt — cosV = sin'r^ —sin'w,
cosmx = 2'""' cosx ( sin^ sin^o: ] ( sin^ sin'x ] • • •
X I sin' ^^ soï'x
pour 772 impair, si
cosmx = 2.""'^ i sin' — ^ sm
in'jc ) ( sin' sin'or )
sm^ ^ — = sm'ar
. Jrr.
X sm
pour 772 pair.
On peut remarquer qu'en faisant a: = o dans ces formules on obtient les relations suivantes :
. 2 TT . , 37r . .,{m — 2l7r i
sin^ — sm^ sm^ = -7—7 >
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si m est impair, et
sm' — sm* • • sin^ ^ — = -—-7
si /7? est pair.
En y ayant égard, les formules précédentes deviennent :
' cosmx = cosx f 1—
sin'jr \ / sin*j7
• 2 ^ sin -
si
pour m impair, et
sin'jr \ / sin^x cosmx = / I \ / I — -
sin^jf "1
. J (m — i)ic I sm* i L_ f
poiuTiTipair.
Décomposition de sin ma? en m facteurs.
Quatrième lemme, — Dans les formules (2), le polynôme du degré w — I par rapport à cosar est rendu nul par les valeurs de> jt eorrespondant à sin/wo: = o. Les valeurs de /wo? qui satisfont à cette dernière condition sont renfermées dans Texpressicm générale /ztt^ /z désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif; mais, comme un pojynôme de degré wi — i ne peut avoir plus de /w — i racines, il suf-
fira de prendre m — i valeurs de — ? donnant des cosinus dififérents
et n'annulant pas le facteur sinx; ces cosinus seront les racines du polynôme. Les arcs ainsi obtenus seront
Tf 27r Stt tt
KT
Tous ces arcs, étant compris entre o et tt, ont des cosinus différents^ et la somme de deux quelconques équidistants des extrêmes étant tt, les cosinus sont, deux à deux, égaux et de signes contraires. Si m est pair,
TT
un des arcs sera -? et le cosinus correspondant sera nul. Cela n'arri-
' vera pas si m est impair ; et c'est ce qu'indiquent inunédiatement les formules (2). D'après cela, on aura
ûnmx = a"*'* sinar ( cos^r — ces ~ ) ( cos^r -h cos— ) X ( coso:— cos )•••
xl COSar — COsf -— — ) I I COSar-HCOsf )
si 771 est impair, et
= 2"*"' sina* ( cosx -— cos — I { cos^ h- cos — )
X (C0SJ7 — cos — I cosx-h cos )•••
X COSO: H- cos f j I COSJF
si 772 est pair; ou, en réunissant les facteurs deux à deux, et introduisant les sinus au lieu des cosinus,
sinmx
sinmx
sinmx = 2"'"' sina:cos
= 2"*"* sin X ( sin^ sin'x ) ( sin' r- sin'jr ) • • •
si 772 est impair, et
X \ sin^ sin*^ I ( sin* sin^x ] • • •
\ m l\ rn J
X sin' f j — sin^or
si 771 est pair.
On simplifiera ces formules en remarquant que, si on les divise par jc, et qu'on fasse tendre x vers o, on obtient les suivantes :
2'"-'sm' — sm' — ••smM ) = tti .
m m \2 2.mJ
pour 772 impair, et
r^m-l gjjjJ _ gjjj2 , , gjjj2 ] == m
m m \2 mj
pour m pair.
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Les formules précédentes deviennent, d'après ces relations » / . . / sin^ar
sin'jr
l sin^— / \ sin^ —
sin'j? "1
(A) < P^"^ '^ impair, et
sm^xN / sin^j:
sin'— /\ sin^^^
sinmx = m smx cosa: / i \ / i —
my \ m
sin'ar X 1 —
[sin'jT T
pour m pair.
Développement de cosx en un nombre infini de facteurs.
Si dans les formules (3) on change la quantité arbitraire x en -^j elles deviennent :
sin' — X \ ni \ l m
cos-a? = cos — I I I I I —
pour m impair, et
cosx= I I—
pour/7t pair;
et, comme /n est un nombre entier quelconque, oosx se troure ainsi représenté par le produit d*un nombre arbitraire de facteurs.
La question que nous venons' de poser ici est de déterminer la forme vers laquelle tend la valeur constante du second membre, lorsque le nombre de ces facteurs croit indéfiniment.
sm'—
Si Ton considère an facteur quelconque 1 j n désignant
sin' —
un nombre impair aussi grand que Ton voudra , les arcs — t — tendant vers zéro lorsque m croit indéfiniment, le rapport de leurs sinus aura pour limite le rapport des arcs — ? et la limite du fkcteur sera
ce Comme d'ailleurs le facteur cos — tend vers l'unité, en arrive d'à-
bord à celte conclusion que, quelque grand que soit le nombre impair déterminé /?, le produit des facteurs qui entrent dans les expressions (5), jusqu'à cette valeur de «, devient, lorsque m croit indéfiniment, aussi voisin qu'on voudra du suivant :
Il resterait donc à trouver la limite vers laquelle tend le produit des facteurs suivant les expressions (5). Pour cela, nous remarquerons que, quelque grand qu'on suppose or, on peut toujours prendre un
nombre impair \l tel, que Ton ait :c < — ou — < — ; et, en prenant Tw > a, -^ sera plus petit que - • Les deux arcs — 7 — seront
donc dans les conditions de deux arcs respectifs a, b dans le premier lemme ; et l'on aura, par conséquent,
sm — sm —
X ^ 7.x ^ X IZ
> — et <-,
un LtTT . un u
sm-i-— ^ sm-^—- *^
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d'où résulte
sm* —
sin'
£ff flt^îT»
Considérons maintenant les produits de facteurs en nombre infini dont ces deux dernières e^ressions seraient les formes générales, c'est-à-dire
<') ('-^) (-11) (-fé)-
et
Ces produits tendent vers des limites déterminées à mesure que le nombre des facteurs augmente indéfiniment, parce que les séries des seconds termes de ces facteurs, pris avec le même signe, sont convergentes. Il résulte de là que Ton peut prendre un assez grand nombre de facteurs à partir du premier, dans les expressions (7) et (8), pour que la limite du produit des suivants soit aussi peu différente de l'unité qu'on le voudra. Et si, au lieu de prendre la limite du produit de ces derniers, on ne prenait que le produit d'un nombre limité d'entre eux, on aurait une quantité encore plus voisine de l'unité, puisque chacun de ces facteurs est plus petit que l'unité.
Ces remarques très-simples nous conduisent immédiatement à la solution de notre question.
En effet, il en résulte d'abord qu'on peut prœidre n assez grand pour que les valeurs des expressions (6) et (7) aient une différence aussi petite que l'on voudra. Il en est donc de même du produit des facteurs correspondant à (6) dans les expressions (5], lorsque l'on suppose que m croit indéfiniment.
Quant aux facteurs qui suivent ceux-ci dans les formules (5) et dont le produit par les premiers est toujours cosx, ils sont respectivement compris entre les deux facteurs de môme rang dans les expressions (7) et (8). Leur produit total est donc compris entre les produits correspondants de ces dernières, dont nous venons de démontrer que les valeurs pouvaient différer de l'unité d'une quantité moindre que toute quantité donnée. Ce produit total peut donc lui-même différer aussi peu qu'on voudra de l'unité.
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On voit donc que coso; peut être considéré comme composé de deux facteurs variables, dont l'un tend indéfiniment vers l'expression (7), et l'autre vers l'unité. Donc, enfin, cosx est égal à la valeur représentée par cette expression (7), quel que soit' or.
D'où résulte la formule suivante :
cos
"=(-1?) (-fê) (-fâ)"'['-(îjë)v]
au moyen de laquelle cos^ se trouve décomposé en une infinité de facteurs algébriques du premier ou du second degré, dont la formule générale est
/ désignant un nombre entier quelconque, et qui, égalé à zéro, donne toutes les racines de cos x = o.
Développement de einx en un nombre infini de facteurs.
Les formules (4) deviennent, en remplaçant x par — j
sm' — \ / sm*— XI f» \ I m sma: = 7wsm— I i- Il i
m \ . , TT / \ . ,27r
sm* — / \ sin*
L Va 2 //i / J
pour m impair, et
pour m pair,
X XI "i \ I m
sm a; = /72 sm — cos — | i M i
m m\ , TT / \ . - 27r
sm' — m
Ï^TT
On trouvera donc, en employant les mêmes considérations que pour cosâT,
sm
Ainsi sin^t; se trouve décomposé en une infinité de facteurs du premier degré en x^ dont le premier est x^ et les autres sont renfermés dans la formule générale
Tiff
n désignant un nombre entier quelconque. En* les égalant à zéro, on trouve toutes les racines de l'équation sina? = o, qui sont représentées par la formule =b /ztt, /z désignant un nombre entier quelconque qui peut être zéro.
Cfl/c. i/i/. ^. — !• Sx
KOTE SUR LES FONCTIONS DUNE YARIABLB IHAGINAIRE;
Par' M. J. BERTRAND,
Membre de l'Institut.
Définition d'une fonction imaginaire,
1. Lorsqu'une fonction ^(z) est donnée pour toutes les valeurs réelles de la variable z dont elle dépend, elle n'acquiert pour cela aucun sens lorsqu'on y remplace z par une expression imaginaire
x-hj/^: l'expression <ï>(^-i-/v^— i) ne peut donc s'introduire dans les calculs ou dans les raisonnements, sans une définition précise qui, pour toutes les valeurs réelles de x et de jr, en fasse connaître la partie réelle et la partie imaginaire, en permettant d'écrire
(jO-i-jr^—l) — p_|-Qy/_i
P et Q étant deux fonctions réelles connues de a: et de x-
Il ne faut pas croire cependant que les deux fonctions P et Q puissent être choisies arbitrairement; toute expression de la forme
où P et Q sont des fonctions de x et de /, n'est pas une fonction de
X -i- f \/~ i ; pour la considérer .comme telle, on exige une condition sans laquelle disparaîtrait toute analogie entre les fonctions imaginaires
et les fonctions réelles ; pour que la somme P h- Q v^— i soit considérée
comme une fonction de a; -f- j y/— i , il ne suffit pas que cette expression soit déterminée lorsqu'on se donne x et /, il faut encore qu'elle
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ait une dérivée déterminée et que le rapport de son accroissement infiniment petit à raccroissement correspondant dx-h djr v/^ de la
dr variable soit indépendant du rapport arbitraire ^* Si Ton voulait
s'affranchir de cette condition, la théorie des fonctions imaginaires serait simplement celle des fonctions de deux variables et leur étude spéciale n'offrirait aucun intérêt.
Lorsqu'on attribué à x et à j les accroissements infiniment petits dx
et djTj l'accroissement de P -h Q y^^ est
Pour que le rapport de cet accroissement h dx -^df yj—i soit indépendant de ^9 on doit avoir
dV r— dQ
dv ^ ,^-[^Q_^/^ _ ^y ^
dx ^ dx v/~~i
et l'on voit, après avoir chassé le dénominateur, que cette équation équivaut à deux autres
rfP^rfg ^^_^.
dx" dy dy ~~ dx
Ces deux équations sont nécessaires et suffisantes, d'après notre définition, pour que P h- Q \f^ soit une fonction de x h-^v^— i; lorsqu'elles sont satisfaites, on a
^.(P + Qv/=7)^^P , ,/— ^Q^^<J sn"^^' d[x-^y^^) ^ dx dy ^ dy''
on en conclut que, ^ (z) désignant une fonction quelconque delà variable imaginaire z égale à x-k-y\f^^ et <jp' (z) étant la dérivée de f (2), on a
Ces équations pourraient être écrites a priori comme conséquences de la règle de différentiation des fonctions de fonctions, s'il était permis d'invoquer cette règle avant d'avoir constaté Texistence d'une dérivée déterminée et indépendante du rapport des accroissements infiniment petits attribués à ^ et à j^.
2. Les équations du paragraphe précédent, qui lient l'une à l'autre les fonctions P et Q, permettent d'éliminer l'unç d'elles et fournissent une équation importante à laquelle l'autre, considérée isolément, doit satisfaire. En ajoutant ces équations après avoir différentié la première par rapport à :r et la seconde par rapport à j, on trouve en effet
dx^ dy^ ~~
et, en les retranchant après avoir différentié la première par rapport à 7 et la seconde par rapport à x, on a
î^-HÎî^ = o.
dx^ dy
Ces conditions imposées aux fonctions P et Q expliquent comment une fonction imaginaire possède, ainsi que nous le verrons, un grand nombre de propriétés très-précises et indépendantes de sa définition ; il ne faut pas en effet, on le comprend dès à présent, attacher à une fonction imaginaire quelconque l'idée d'une indétermination aussi complète que celle d'une fonction réelle quelconque. Pour chaque valeur de la variable, une fonction réelle peut être choisie arbitrairement, et les seules restrictions auxquelles sont soumises ses variations sont celles qui résultent de la loi de continuité ; la partie réelle et le coefficient de y/— ï dans une fonction imaginaire sont assujettis, au contraire, à des conditions très-précises exprimées par les équations que nous venons d'obtenir et d'après lesquelles chacune d'elles représente l'ordonnée d'une surface qui, loin d'être arbitraire, appartient à une classe toute particulière dont on conçoit fort bien que l'on puisse étudier les propriétés sans avoir besoin de rien préciser davantage.
3. Il sera utile d'exprimer les conditions nécessaires pour que la
somme
P + Q/TÎ,
où P et Q désignent les fonctions des variables p et w, soit une fonction de
p(cosw -h yj— I sinw)«
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Si r<m change f CD f H- d^, et •• en w -:- <&, FaocnùsseiiMiit de P -^ Q % — 1 est
raecroÎ9BenieDt oorrespoBdanft de k ^imUe est
ifc (oQSift -+■ v^— I sînti} -4- &A» [— sin» -*- |i^— i oc»»).
Ptmr que le npport de ces deux accroisaaDcats soit indépenduit de ^9 fl Cuit et il suffit que Ton ait
dP . — dQ d? , — </Q
d^ dp du d%è ^
eosu-^y — isînw p'^—sinu-t-^—ioosu)
en multipliant par p^^ les deux termes du premier membre, les dénamnatears deviomait ^anx, et Ton a, ai égalant les parties
réeDes des npmérateors et les coefficients de V~î>
dl^_dQ
^ dp " dm^
^</5 "" du'
Telles sont, d'après nos conventions, les condîtÂ)ns nécessaires et suffisantes pour que la somme P -r- Q \^^ soit une fonction de
p (cosw -H i/^sin»).
4. Les conditions précédentes sont les seules qui soient impc^ées aux fonctions imaginaires et, pourvu qu'elles soient remplies, la définition reste entièrement arbitraire. On conçoit cependant qu'une fonction imaginaire ne s'introduira avantageusement dans les calculs que lorsqu'dle sera réellement la généralisation de la fonction réelle de même nom, à laquelle elle se réduit quand on suppose ^ = o, et qu'elle partagera
' ses propriétés caractéristiques. Cette analogie, regardée a priori comme une condition essentielle , est la base des définitions que nous allons donner de quelques-unes des fonctions les plus simjdes.
5. Les propriétés générales des fonctions réelles doivent aussi s'appliquer aux fonctions imaginaires; les définitions doivent être telles
que cela ait lieu, et si cette condition impliquait contradiction, la théorie des fonctions imaginaires devrait être abandonnée comme inutile. C'est pour cela, par exemple, qu'une expression, déterminée
lorsque j:-h//— i est donné, ne reçoit pas cependant le nom de
ïonction de ^-hjv^^, si elle n'a pas, par rapport à cette variable, une dérivée déterminée. Rien ne s'opposerait certainement à ce qu'on lui accordât ce nom ; mais cela aurait l'inconvénient d'éveiller par analogie des idées inexactes.
Parmi les théorèmes applicables également aux fonctions imaginaires et réelles, nous nous bornerons à citer le suivant :
Deux fonctions imaginaires qui ont même dénvée ont une àiffé» rence constante.
Soient
les deux fonctions considérées. D'après les résultats obtenus (1), les dérivées de u et de u^ étant égales, on a
dx dx dx dx
^^£P, d^^d^ dy"" dy dy^' dy
et ces équations prouvent que les dérivées des différences P — P, et Q — Qi» par rapport à a? et par rapport à 7, sont égales à zéro; ces différences sont donc indépendantes de x et de /, et par conséquent constantes.
Définition de quelques fonctions simples.
6. Définition de z"* lorsque m est entier. — On est conduit, dès les
éléments, à remplacer, dans la fonction z*", la variable 2 par x h- ^yZ—ï; on a, en appliquant la formule du binôme qui, dans le cas de l'exposant entier, résulte des règles de la multiplication,
-\^ ^{^'-'^)^-7 1 ^rn[m-i)[m-i)[m-^) ^_ , 1
/ r ml mim — i^im — i] „. , , 1
-H v/— I mx'^-^y i '-^ -' a?"*-*/' -h . . . J-
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Il est aisé de voir que cette expression remplit la condition précédemment exprimée, et que la dérivée de z"* par rapport à z est /wz"^', précisément comme dans le cas où z est réel. La démonstration repose en effet uniquement sur le développement de (z -h A)*", qui s*applique sans modifications au cas où z et A sont imaginaires.
La même conclusion s'applique évidemment à une fonction entière quelconque de la variable z, et toute expression de la forme
(i) Az^-h AjZ"*-'-hA3z"*-*-t-...H-A^_,z-+- A„,
où A,, A,,. • ., A^ représentent des constantes réelles ou imaginaires, ^t une fonction de z qui a pour dérivée
mkz"^-' -h (/w — i) A, z*"-* -f- . . . -hA^_,.
Si le polynôme (i) est remplacé par une série indéfinie, on sait que, pour les valeurs de la variable qui rendent la série convergente, la série des dérivées est elle-même convergente et représente la dérivée de la série. Nous pouvons, par conséquent, étendre nos conclusions aux séries convergentes ordonnées suivant les puissances de la variable. C'est là une remarque très-importante, et qui, lorsqu'une fonction réelle est développable en série convergente, permet, comme nous allons en donner des exemples , d'en étendre la définition au cas où la variable est imaginaire
7. Définition de e*. — La fonction ^*, lorsque z est réel, est représentée par la série toujours convergente
(l) e*=l-hZ-i 1 r-H...-H
i.a.3.../z En remplaçant z par x -h 7 y"^ , on forme l'expression
l-{-(x-hY\/^}-i-' '^-^ --h ' ^-^4 ^4-..., •
que nous prendrons comme définition de ^+^^. Il est facile de sommer cette série et d'en trouver la partie réelle et la partie imaginaire. En
développant en effet les puissances de (^ -h/ /^) qui figurent dans les différents termes de la série, et réunissant, dans ces divers déve-
loppements, les coefficients de « ? on trouve
r l-hX]/—ï-^^'^-^ ^ -+-... H- ^^^-^^ L -+-...
488 Appendice.
La partie réelle est
( I— £_ H î^-r-T — . . . ) = 5 cosj,
et la partie imaginaire
le terme en o^ est donc
(cos^-Hv^^sin/),
et la série (i) se réduit à
(cosr-t-v^^sinr) ( i-t- j:h h... H = h... J
= e* (cos7 -H ^^sinjr) ;
on a donc enfin
( 2 ) e'-^r^= e* (cosj -h v^^ sîn j).
On peut remarquer que, dans la démonstration précédente, les termes de la série considérée ont été intervertis ; mais, leurs modules formant une série convergente, cela n*a aucun inconvénient.
8. La fonction e* étant, d*après la définition môme, représentée par une seule et môme série pour les valeurs réelles ou imaginaires de z, une seule et môme série représentera aussi les dérivées dans les deux cas, et il en résulte que Téquation
s'applique aux valeurs imaginaires comme aux valeurs réelles de z. Il est d'ailleurs bien facile de vérifier directement que l'expression
e'(cos^-t- /— I sin/)
satisfait aux conditions données (1) et qu'elle est égale à sa dérivée. On peut aussi vérifier la formule
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qui a lieu pour toutes les valeurs des exposants z et u. Le succès de cette vérification ne doit d'ailleurs causer aucune surprise. ^ et «* étant en effet représentés par des séries telles, que Féquation (2) soit iden-* tique quand les variables sont réelles, il est tout simple que cette équation reste vraie quand on leur substitue des expressions imaginaires quelconques.
En supposant a? = o, on a
^*^ r= CO87 "*- v/--î sinj^, et, en changeant 7 en — j,
tf^^*^ = cos/ — ^^ sin/ ; on déduit de ces formules
cos/= '
sm/ = -==
9. Définitions de sinz et de cosz. — Les fonctions sinz et cosz sont représentées, lorsque z est réel, par les séries toujours convergentes
sin2 = z r-H o / g~^"-*M
cosa =1 h
En remplaçant z par x -^ y^f—^^ on aura deux séries, toujours convergentes aussi, que nous adopterons comme définitions de
8in(ar-H7v^'^) et de cos(4: -H/v^^). H résulte immédiatement, des définitions de ^, sinz et cosz, que l'on a, pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z,
tf»^r= cosz -H y/— ïsinz, ^»v^__ cQg2 _ ydYsinz,
et par conséquent
COSZ = »
Smz = r=: — •
Ces formules permettent de calculer, sans recourir aux séries, la partie réelle et la partie imaginaire d*un sinus ou d'un cosinus quelconque. On a
COS \x -\- yyj — I j =
= cosa? ht/ — I sinx î
sm(:c-+-7/— i) = — =
m = »/ _ I COS X • i-.-h sin X •
Si Ton suppose ;r = o, ces formules deviennent cos^ V — I = »
sm 7 V^ — I = — p=- = — ; — V - I ; av' — I *
on en conclut
cos (a? H- J V^— i) = COS X cos^v^ — I — sina?sin^v^ — i,
sin [x '{-x\/ — i) = sinjîcos^/— i H-cosj:sinjv/"~ '•
Ces deux formules sont d'ailleurs des cas particuliers des formules plus
générales
COS (u-{-i>) = cos M cos p — sin u sin p,
' sm (a -H p) = sm u cos p 4- sm c cos m,
qui ont lieu pour des valeurs réelles ou imaginaires de u et de p. On peut vérifier aussi la formule
(5) sin* z -h cos' z = I ,
qui résulte des équations (i) et qui, combinée avec les équations (4), permet d'étendre au cas des variables imaginaires les formules principales de la Trigonométrie.
La forme des séries qui représentent sin z et cos z montre enfin que Ton a, pour les valeurs imaginaires comme pour les valeurs réelles
de z,
dè\Ti z
— J — = cos z, az '
flfcos^
— -, — = ~smz.
clz
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10. Définition de tangz. — La fonction langz, n'étant pas dôvelop-
pable en série pour toute valeur réelle de z, ne peut pas, lorsque z est
imaginaire, être définie par la série qui la représente. Nous poserons,
comme définition,
sin z tang z = »
^ cosz
et par conséquent
tangz =-— —.y/-, = v/-i I-
nous poserons de même
ï COSZ ^v^-h^-*^ , , ,
cotz = - — =-. — = — — =:./irT=i/irT I-H
tangz sin z ^/=i_g-»^-iV * — v *^ ^2*^rî__j
Les formules
</tangz_ I
rfz ~'cos''z' r/cotz I
c^z sin*z
sont applicables à des valeurs quelconques de z, car la règle de ditfé-
rentiation des fractions, appliquée à et à -: — ) donne les mômes
' ^'^ ^ cos z sm z
résultats, et les réductions ultérieures sont les mêmes lorsque Ton
suppose z réel où imaginaire.
11. Définition delz.-— Lorsque z et ii sont liés par Téquation (0 « = ^,
on dit que u est le logarithme népérien de z, et Ton écrit (2) f^=lz,
z étant une fonction de u^ u est une fonction de z. La condition pour qu'il en soit ainsi est en effet, d'après notre définition, que le rapport
-r- soit déterminé, et c'est ce qui a lieu nécessairement, puisque ^
l'est lui-même.
Si l'on suppose z = X'hx V^-^i ^^ partie réelle et la partie imaginaire
de Iz 86 déduisent aisément de la définition précédente. Soit
Iz = ;? -H ^/—i, on doit avoir
(.3) X -i- y ^^ = e'^^^ = e''{cosq -h \/^ srag)f
et cette équation équivaut aux deux suivantes :
;p = c''cos^,
On en déduit
(5) e^=x'*-hx^, idîagq = -j et par conséquent
{7) 7 = arctang--
1 (x'-i-j^)est,bienentendu,le logarithme népérien ordinaire du nombre
réel et positif a:* h- j^; arc tang ~ représente une infinité d'arcs. Soit a
le plus petit d'entre eux; il faut remarquer que, y étant défini par son sinus et par son cosinus , on peut ajouter à a un multiple de 2ir, mais non pas un multiple quelconque de tt , comme cela aurait lieu si Ton n'avait égard qu'à l'équation (7) ; on a donc enfin
a étant le plus petit des arcs dont le sinus et le cosinus sont donnés par les équations (4) et ^ un nombre entier arbitraire. L'équation
^2it/r7__ cos27r H-y^— I sin27r = i
montre d'ailleurs, a priori, que l'on peut ajouter à l'exposant de e un
multiple quelconque de 2 TT y/^^ sans changer la valeur de l'exponentielle, et qu'il est permis par conséquent aussi d'ajouter à un logarithme
un multiple quelconque de 27rv/— T.
L'équation
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étant, par définitioB, vne oonsêqueiioe de
on a
et, par oooaêqaenty
«ùr _</lz__ I
résultat baHe k vérifier directement d'après la Talenr de 1 s,
13. Défimition de ^ poar wmc nxdeur queleotHpte <ir jn. — Si Ton fait z = x-t-jy— I, (m a, d^a]»^ ce qui précède^
p^iq ayant les valeurs trtmTées au paragraphe (12). L'expressioii i" est dcmc équivalente à
Poor élever TexponentieUe à la puissance m, nous admettrons, comme définition, qo'il £aiat multiplier l'exposant par m, et nous poserons en conséquence
(3) ^ = tr^^\
q contenant dans son^ expression un multiple arbitraire de air, qui, sans influer sur la valeur de Texpression (i), change, au contraire, après la multiplication de ^ par /ti^ la valeur de l'exponentielle (3); z" n'est donc pas une fonction bien déterminée de u
Si l'exposant m est réel et égal à - 9 A et ^ étant entiers, on aura
j8P=e* * =c* (cos-^-Hi^— ism— Ij
et si, dans cette expression, on remplace, comme cela est permis, q par 9 + a X: TT, elle prendra un nombre de valeurs distinctes précisément égal au dénominateur g.
Si l'exposant m est imaginaire et égal à r (coso» -h /^8in«»), on
aura, en posant/?-H^/^ = p{cosç-Hv/--^sinç),
= ^e«*W+«) [cos r p sin (ç H- û))] 4- /^sin rp sîn (y H- 6») ;
cette expression fournissant d'ailleurs pour z"* une infinité de valeurs distinctes^ puisque Tangle ^ qui y figure dépend de TexpressioD
p -i- ^/--î) dans laquelle il est permis d'ajouter à ^ un multiple quelconque de 27r.
Sur les fonctions qui sont mal déterminées.
14. Parmi les fonctions que nous venons de définir, il faut distinguer avec soin ^, sin z, cos 2, tang z et z^ lorsque m est entier, qui sont des fonctions bien déterminées. Chacune d'elles, pour une valeur réelle ou imaginaire de z, est définie sans ambiguïté. Les fonctions h, z", lorsque m n'est pas entier, admettent, au contraire, pour chaque valeur de z, plusieurs valeurs distinctes également conformes à leur définition. Il est important cependant, dans un grand nombre de cas, de pouvoir préciser celle dont on veut s'occuper, et nous allons donner sur ce point quelques développements.
Lorsque Ton considère des valeurs isolées de x et de^, la définition laissant par hypothèse la fonction indéterminée, on peut adopter indifféremment l'une quelconque des expressions qu'elle fournit; mais ce premier choix une fois fait, si l'on fait varier a: et j^ à partir des valeurs primitivement considérées, les valeurs successives de la fonction, supposée continue, sont en général déterminées, %t toute ambiguïté disparaît.
Soit, par exemple, «pl^^-f-jV— i) une fonction dont la définition, quelle qu'elle soit d'ailleurs, laisse subsister, pour des valeurs données de X et de /, une certaine indétermination, permettant de choisir entre des valeurs distinctes; dans certains cas, lorsque, par exemple,
<ï> [^-\-yyJ—^) = l("^ -1-//--Ï)» Ï6 nombre de ces valeurs est infini. Attribuons à a: et à / des valeurs initiales x^, /<,, pour lesquelles nous choisirons arbitrairement, parmi les valeurs conformes à la définition, celles que nous voulons adopter pour représenter
Faisons ensuite varier x et j d'une manière continue et suivant une
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loi telle que le point dont a: eix sont les coordonnées décrive sur le plan une courbe arbitraire commençant au point dont les coordonnées sont x^, 7*0 ; la condition de varier infiniment peu lorsque la variable change elle-même infiniment peu dissipera toute ambiguïté, et l'on devra adopter, en chaque point, pour la fonction, la valeur, en gênérai unique, qui, satisfaisant à la définition, diffère infiniment peu de celle qui correspond au point infiniment voisin qui précède. Une Feule exception correspond au cas où, pour l'un des points considérés, deux valeurs de la fonction deviendraient exceptionnellement égales entre elles ; si la loi de continuité conduit à adopter ces valeurs en continuant à suivre la courbe qui représente la loi de variation de x et de 7, on se trouvera, pour un point infiniment voisin de celui dont il est question, en présence de deux valeurs infiniment peu différentes Tune de l'autre qui, satisfaisant Tune et l'autre à la loi de continuité adoptée comme critérium, pourront être acceptées toutes deux; ces valeurs se sépareront ensuite et acquerront une différence finie, en sorte que l'ambiguïté reparaîtra pour tous les points situés au delà de ce point critique où elle a pris naissance.
La définition de la fonction y x-\-jr^^ lui assigne deux valeurs égales et de signes contraires, qui deviennent égales pour a? = o, y = G ; c'est donc, pour cette fonction, par l'origine des coordonnéesqu'on devra s'abstenir de faire passer la courbe qui représente la série des valeurs de x et de ^.
Pour la fonction l(i-j- a? +y/^), le point critique correspond aux valeurs j = o^ x = — i, pour lesquelles toutes les valeurs du logarithme deviennent infinies.
15. Il ne faut pas croire que, pour définir avec précision l'une
des valeurs d'une fonction <j> (^-hj^vZ—T) , il soit nécessaire de spécifier la courbe qui réunit le point correspondant aux valeurs choisies de x et de r au point arbitraire pour lequel le choix a été fait d'abord. On conçoit, en effet, que, les valeurs possibles de la fonction ne formant pas une série continue, le changement dans la forme de la courbe étant supposé se faire graduellement et par un mouvement continu, la fono* tion doit nécessairement rester invariable jusqu'au moment où se produit un changement brusque qui lui fait acquérir une valeur nouvelle^ et recevoir tout à coup un accroissement fini. S'il s'agit, par exemple, de la fonction 1 (-a^-h/v^^—T), pour des valeurs données de x et de jr, on sait que, si elle change, elle ne peut s'accroître que d'un multiple de aTTv/^. Or nous allons montrer que ces changements brus-
ques ne sont possibles que quand la courbe, en se d^onnant, frandiit
l'un des points qui correspondent aux valeurs égales, infinies, ou indéterminées de la fonction.
Considérons en effet un point initial A ayant pour coordonnées x^, ^0, et soit un point B dont les coordonnées sont «Tj, ^j; supposons qu'un point mobile M parte de A et se rende en B en suivant une certaine courbe; si l'on se donne en A la valeur de la fonction
ç{"^o+^oV^^^)» I21 condition que nous lui imposons d'être continue déterminera celle qu'il faudra adopter en B pour la fonction
lorsque xeijr auront été pris successivement égaux aux coordonnées variables du point mobile M. Supposons ensuite que l'on passe du point A au point B en suivant une courbe infiniment peu différente et telle, qu'aucun des points dont nous avons parlé ne soit compris entre
elle et la précédente ; en adoptant pour ç (x^ -H^^ /— i) la même valeur que dans le cas précédent, on trouvera la même valeur aussi pour
Ç (^1 +^i /--î ) • Concevons en effet que deux points mobiles M et M', parcourant nos deux courbes, partent en même temps de A, pour arriver en môme temps en B, et suivant une loi telle, que leur distanos soit constamment infiniment petite. Lorsque le point M parcourt la première courbe, les valeurs que prend successivement la fonction sont déterminées par l'obligation de former une suite continue; mais, pour chaque point considéré isolément, la définition de la fonction permettrait de choisir entre diverses valeurs toujours inégales par hypothèse. Soit A un nombre moindre que le plus petit module de la différence entre deux valeurs possibles de la fonction en un point quelconque de cette courbe; il est clair que, pour deux points infiniment voisins dont l'un est situé sur la courbe, le module de la différence entre deux valeurs de ^, compatibles avec la définition de la fonction, sera aussi supérieur à A, s'il n'est pas infiniment petit. Au point initial dont les cordonnées sont x^, j^, la valeur de la fonction a été choisie, et lorsque les deux courbes sont parcourues simultanément par des mobiles partant de ce point, la différence initiale entre les valeurs de la fonction est nulle et a zéro pour module. Ce module étant assujetti, comme nous l'avons dit, à la condition d'être toujours infiniment petit ou supérieur à A, ne peut, à aucun instant, cesser d'être infiniment petit, car il devrait pour cela changer brusquement de valeur pour devenir supérieur à A, Lorsque les deux points arriveront
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ensemble en B, les valeurs correspondantes de 7 différeront donc infiniment peu, et cela ne peut être sans qu'elles soient rigoureusement égales ; car au point B toutes les valeurs possibles de la fonction sont par hypothèse distinctes, et leurs différences ont des modules finis.
Si les deux courbes comprenaient entre elles un des points pour lesquels deux valeurs de y deviennent égales entre elles, la quantité désignée par A serait infiniment petite, et le raisonnement précédent serait en défaut. La valeur de la fonction 7 relative au point B peut donc varier pour une même valeur initiale correspondant au point A, lorsque la courbe qui unit ces deux points, et par laquelle on représente les valeurs intermédiaires de la variable, se déforme infiniment peu en franchissant un des points pour lesquels deux valeurs de la fonction (p deviennent égales entre elles.
16. Pour éclairer ce qui précède par un exemple, considérons la fonction
qui peut avoir, pour chaque point, deux valeurs égales et de signes contraires. Donnons-nous, pour ^=1,^=0,
Cette hypothèse détermine la fonction pour des valeurs quelconques de X et de ^ supposées reliées aux valeurs initiales x= i, j= o, par une série continue de valeurs intermédiaires parmi lesquelles ne figurent pas a: = o, ^ = G, pour lesquelles les deux valeurs de la fonction sont nulles toutes deux et par conséquent égales. Si Ton considère un point mobile partant du point A, dont les coordonnées sont x= i, j = o, et revenant au même point après avoir décrit une courbe continue , et que Ton attribue à x et à j les valeurs correspondant aux coordonnées des points de cette courbe, en revenant aux valeurs primitives x^yXii î^ fonction reprendra sa valeur initiale si la courbe ne contient pas dans son intérieur Torigine des coordonnées ; on pourra en effet, dans ce cas, en conservant les deux mômes extrémités réunies en A, la réduire à zéro par une déformation continue, sans qu'elle ait à franchir ce point critique, et par conséquent sans altération de la valeur finale de 7. Il en sera autrement si l'origine est située dans l'intérieur de la courbe. Supposons par exemple que, partant du point dont les coordonnées sont x = i, /= o, on se déplace sur le cercle du rayon unité décrit de l'origine comme centre, et soit ^ l'angle décrit
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sur ce cercle à partir du point initial, dans le sens de la rotation qu*il faudrait imprimer à Taxe des X positifs pour le coucher sur celui des ¥ positiÊi, on aura
X 4- ^V—i = cos ç H- v^— I sin ç, \^x -+- y^J — I = db f cos- -f- ^— isin - ) •
Loo^que 7 est nul, nous adoptons par convention la valeur + 1 et par conséquent le signe h- en dehors de la parenthèse. La continuité esige dès lors que l'on prenne toujours le signe + ; car, la parenthèse n'étant jamais nulle, le changement du signe + en fflgne — entraînerait^un changement brusque dans ia valeur de la fonction. Lors donc qu'après avoir fait le tour de cercle on aura ^ = air, on aura
ycosîiTr H- v/— I sin air = /!= -4- (cosir -+- v/— isin tt) = — . i .
Ainsi donc, quoiqu'on soit revenu au point de départ, la fonction n'a
pas repris sa valeur primitive qui était +1. La fonction z^ est donc essentiellement ambiguë. Lorsque, par un choix arbitraire, on écarte l'une des valeurs correspondant à une valeur donnée de z, on la voit reparaître comme conséquence de la continuité.
Considérons en second lieu la fonction
772. (MsâgiBanit un nombre quelconque positif ou négatif. Lorsque x et j sont donnés, cette fonction admet des valeurs distinctes qui deviennent toutes égales à zéro ou à l'infîni, suivant le signe de m^ lorsque Ton suppose x = —I, ^ = o. Adoptons donc, pour des valeurs données de X et de J'y une valeur déterminée pour u ; supposons par exemple que pour X =;o, y — o, on prenne a = i, et que l'on fasse ensuite varier x et / dîune manière continue pour leur faire acquérir les valeurs x^^x^^ j^ = jj^ Les valeurs successives de u seront déterminées, et il en sera le même de la valeur extrême qui restera invariable si la courbe qui regr^eMe les valeurs successives de x et de r se déforme en conservant l€âi mêmes extrémités sans traverser le point correspondant à X = — i^, j = 0. Cette condition sera nécessairement remplie si Ton assB|ettit le module de zà rester moindre que l'unité; les points correspondants resteront dans l'intériour du cercle de rayon unité décrit d&l!û]dgjine comme centrCi et les courbes qu'ils décriront ne franchi-
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ront jamais le point critique qui est situé sur le contour de ce cercle. Si donc on adopte cette convention, à chaque point de Tintérieur du cercle correspondra une valeur déterminée de u, qu'il est facile de calculer.
Fi{j. I.
Soient 0 (Jîg. i) Forigine des coordonnées correspondant à « = o; A le point critique correspondant à z = — i, et M un point quelconque
situé dans l'intérieur du cercle et correspondant kz = x -4-7/— i; on suppose que le point mobile parte de 0 pour arriver en M sans sortir du cercle de rayon unité, et Ton demande celle des valeurs de u qui correspond au point extrême M, en se rattachant par une série continue de valeurs intermédiaires à la valeur initiale 1^=1 que l'on adopte pour le point 0.
Posons
iH- j: -hjr^^ = p' (cosw H- \/^sinw);
p' et ft> sont les coordonnées polaires du point M, lorsque Ion prend pour pôle le point A, et OX pour axe, l'angle &> pouvant, bien entendu, être augmenté ou diminué d'un multiple de nv. On aura ,
u = p""(co8M H- v^— isina»)"* = p"" (cos/7i6> -+- v^— I sin/ww;,
et il faut décider quelle valeur, dans cette expression, doit recevoir l'angle m. Or, en supposant « = o, on a, par convention, u — i. On. doit prendre, par conséquent, p'= i, « = o ; z changeant d'une manière continue, p' et o doivent varier aussi d'une manière continue, et il est évident que, le point M ne sortant pas du cercle de rayon
unité décrit du point G comme centre, «> reste compris entre
TT
et -+- - j ce qui dissipe toute ambiguïté.
5oo
Appendice.
Si le point auquel correspond la valeur de z pouvait se mouvoir librement sur le plan, la valeur correspondante de a>, variant d'une
manière continue, pourrait n*ôtre plus comprise entre et -*- -
et, tout en assignant ku\d, valeur + 1 comme correspondant à la va leur initiale z = o, on devrait, pour chaque valeur de z, y compris même z = o considéré comme valeur finale, regarder u comme indéterminé. Il est clair, en effet, que, dans Texpression
(i-4-z)'"= p'"*(cos/7i«-4-\/^sin/7i«),
« = o correspondant, par convention, à la valeur initiale z = o, si le point du plan auquel correspond la valeur de z tourne autour du point A, « qui est l'angle formé par le rayon vecteur AM avec Taxe AO recevra, à chaque révolution, un accroissement égal à 27r. Si, par exemple, le chemin suivi pour aller de 0 en M est celui que représente
Fig. a.
la continuité exige que Ton prenne w égal à Tangle MAO augmenté de 4îr, et Ton aura, dans cette hypothèse, en posant MAO = a,
a= (i-f- z)'"= p""[cos(/na+ ^mi:) ■+- v/^sin(/7ïa-H 4/727r)].
Si le point mobile revient en 0 après avoir fait une révolution autour de A, on aura
u = cosawTT ■+• ^—1 sin2/7î7r.
«l l'hypothèse d'une valeur unique, « = -m, correspondant à z = o,
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est incompatible, par conséquent, avec la continuité de la fonction qui. est essentiellement ambiguë si Ton ne limite pas, comme nous Tavions fait d'abord, les valeurs que peut prendre z.
iS. Considérons enfin la fonction
qui, pour chaque valeur de z, a, par définition, une infinité de valeurs^ distinctes qui deviennent toutes infinies quand on suppose z = — i. Pour z = G, on a
« = 1 1 = aA-TT y/—!.
Prenons X- = o et supposons, par conséquent, que, pour z = o, u se réduise à zéro.
Si z, partant de la valeur zéro, change d'une manière continue, et que la courbe dont les points représentent ses valeurs successives ne passe pas par le point qui correspond à z = — i , les valeurs successives de l(i + z) seront déterminées, et si Ton veut que z devienne-
égal à X, -f-^, V^--ï> la valeur correspondante de u dépendra de la courbe par laquelle on aura réuni Torigine au point dont les coordonnées sont oTj, Jr^ ; mais elle restera invariable si cette courbe se déforme sans traverser le point correspondant à z = — i , pour lequel toutes les valeurs de 1 (i + z) sont infinies. Cette condition sera évidemment remplie si Ton assujettit, comme dans le cas précédent, le module de z à rester inférieur à Tunité. En adoptant cette convention, à chaque point intérieur au cercle de rayon unité décrit de l'origine comme centre correspondra une valeur déterminée de u que nous allons calculer.
On a (12) 1 (i -4- ^^-rv'^) = jl [(i -^^l'-^-r'] + V^^arc tang ^ j^^ ^
et il s'agit seulement de décider parmi les arcs dont la tangente est •^ quel est celui que Ton doit adopter. Or, par hypothèse, pour
JC "+- I
j: = o,^ = o, on a
5o2 Appendice,
par conséquent, arc tang— ^— doit être pris égal à zéro. Cela posé,
•^ ne pouvant pas devenir infini lorsque le point dont les coordon-
nées sont xçXy reste dans l'intérieur du cercle, arc tang —^ — reste
compris entre et -+- -> ce qui fait disparaître toute ambiguïté.
Si, par exemple, on pose
x-^X^—i = cosy-H v^^sîny, on trouve aisément
1 (i 4- cosy -h \/— I sinç) = il zfc (acosiyj I ±y^^arctangftangi(j»h
le signe ±, qui précède cos - y dans le premier terme, étant tel que le logarithme porte sur un nombre positif, et le coeflBcient de vZ—T étant compris entre et -h^« La valeur la plus générale de
arc tang ( tang - y j est
et la valeur du nombre entier /-, pour laquelle cette expression est comprise entre et j est évidemment unique.
Si Ton n'apportait aucune restriction aux valeurs intermédiaires que X et 7 peuvent prendre en passant des valeurs initiales ;r = o, ^ = o à celles que Ton veut considérer, les conclusions précédentes ne seraient
plus applicables ; Tangle dont la tangente est -^ — est Tangle formé avec
Taxe des X par le rayon vecteur qui réunit le point mobile au point fixe A, dont les coordonnées sont j r= o, a: = — i ; si le rayon, vecteur fait plusieurs révolutions autour de son origine fixe, l'angle augmentera d'un nombre égal de fois stt. Si, par exemple, on suppose que les râleurs successivement attribuées à a: et à j soient les coordonnées
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des points de la courbe fermée indiquée sur la^. 3, qui part du point 0 et qui s*y termine,
TiQ. 3.
la valeur initiale de l(i -f-z), correspondant à « = o, étant toujours supposée nulle, lorsque z reprendra la valeur zéro après avoir reçu les valeurs intermédiaires qui correspondent aux points de la courbe
OMM'M'O, on devra prendre arc tang •^ = 47r, et Ton aura
l(l-f-z)=:l(l)=47rv/=7.
La fonction 1 (i-h z), si Ton veut qu'elle soit continue, est donc essentiellement indéterminée, de même que (i -h z)*", lorsque Ton n'impose aucune restriction aux valeurs que peut recevoir z.
Développement en série des fonctions imaginaires,
19. Certaines fonctions imaginaires sont définies par les séries qui les représentent : telles sont les fonctionsV, sinz, cosz; celles-là sont développables pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, en séries ordonnées suivant les puissances de la variable z dont elles sont des fonctions continues, toujours finies et déterminées. Une définition analogue est impossible pour des fonctions telles que l(i + z) et (i -4- z)'", dont les développements ne sont convergents que pour certaines valeurs de la variable ; elle conduirait à admettre que, pour toutes les autres valeurs, la fonction cesse d'exister.
Si l'on posait, par exemple, comme définition,
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il faudrait regarder 1 (i -+- z) comme infini, et, par conséquent, la fonction comme cessant d'exister , pour toute valeur de z dont le module surpasse Tunité. H y aurait le même inconvénient à prendre comme définition de la fonction (ih-z)"* la série connue qui la représente lorsque z est réel et moindre que Tunité.
On peut d'ailleurs reconnaître a priori que les résultats auxquels nous a conduit l'étude des fonctions 1 (i + z), (i + z]"* sont incompatibles avec l'existence d'une série ordonnée suivant les puissances de z ^t représentant pour toute valeur de variable Tune ou l'autre de ces fonctions. La série, en efiet, ne pourrait, pour chaque valeur de z, fournir qu'une seule valeur de la fonction, tandis que (17, 18) les définitions en indiquent plusieurs qui sont inséparables les unes des autres.
On ne résoudrait pas la difficulté en supposant l'existence de plusieurs séries distinctes en nombre égal à celui des valeurs de la fonction; car, chacune d'elles représentant une fonction continue et déterminée, leur ensemble ne pourrait pas partager cette propriété singulière reconnue à la fonction, de ne pouvoir être continue qu'à la condition d'échanger entre elles ses diverses valeurs, lorsque, après des variations convenables, la variable reprend sa valeur primitive.
20. Lorsqu'une fonction est définie pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable, on peut assigner des limites hors desquelles son développement en série est impossible. Il faut, pour qu'une fonction soit développable en série, qu'elle soit continue, finie et bien déterminée pour les valeurs de la variable dont le module est moindre que le rayon du cercle de convergence de la série. On démontre que la série ne peut devenir infinie pour une valeur de la variable sans l'être également pour celles de. module plus grand. Une fonction, qui devient infinie pour une valeur particulière de la variable ayant un module R, ne peut donc être développable que pour des valeurs de module inférieur à R. Cette remarque s'applique à la dérivée de la fonction ; car la dérivée d'une série convergente, ordonnée suivant les puissances de la variable, est toujours convergente : ainsi, par exemple, arc tangz
ayant pour dérivée j) qui devient infinie pour z = y/— i, ne peut
être développable en série ordonnée suivant les puissances de z, que pour des valeurs de z dont le module ne surpasse pas l'unité.
21. Pour qu'une fonction soit développable en série ordonnée suivant les puissances de la variable, il faut enfin qu'elle soit bien déterminée.
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c*est-à-dire qu*à chaque valeur de la variable puisse correspondre une valeur unique de la fonction. Il semble, au premier abord , qu'il soit toujours possible de faire disparaître Tambiguïté , en faisant un choix entre les valeurs de la fonction, de manière à n*en laisser subsister qu'une seule pour chaque valeur de la variable ; mais on a vu qu'une pareille convention est quelquefois incompatible avec la continuité de la fonction , qui est une condition non moins nécessaire de l'existence d'un développement. Pour cette raison, la fonction (i-h^)"*, ne peut pas, d'après ce qui a été dit (17), être développée en série convergente pour des valeurs de z dont le module surpasse l'unité. Si l'on impose, au contraire, à z la condition de ne recevoir que des valeurs dont le module soit moindre que l'unité, aucune des conditions énoncées ne s'oppose à la possibilité d'un développement, qui, dès lors, comme Cauchy Ta démontré, est possible et déterminé.
Développement cfe 1 (n- z).
22. Nous pouvons dès à présent démontrer la légitimité du développement de 1 (i + z) pour les valeurs réelles ou imaginaires de z dont le module est moindre que l'unité. On a , en effet, identiquement et quelle que soit la valeur^ réelle ou imaginaire de z,
IH- Z I -H Z
Si le module de z est moindre que l'unité, celui de z'* tend vçrs zéro, et, par conséquent, est représenté par la série convergente
fa) = I — ZH-Z' — ...— .Z""*-4-Z*'— ....
^ IH- z
n résulte de là que 1 (i-h z), dont la dérivée est ? ne diffère que
par une constante de la série
dont la dérivée est le second membre de (2), et si Ton admet que. pour z = o, 1 (i + z) soit nul comme la série, on aura
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qui se trouve démontrée pour toutes les valeurs de z dont le module est moindre que Tunité ; I (i + z) dans cette formule est une fonction continue de z^ et a, par conséquent, la valeur calculée (18); c'est la seule qui soit compatible avec la double condlUon imposée à la fonction, d'être contimie et de s'annuler avec z.
En posant
z = p vcosf -t- v^'^sinç), on a (18)
1 (i-H p cosf H- p v^^ sinç)
= -1 (iH- p^H- apcosç) H-v^— larclang-
psmy
pcosy'
l'arc défini par sa tangente devant être compris entre et -h - •
En introduisant la môme valeur de z dans la série et égalant les parties réelles et imaginaires, on aura
-l{i-+-p*-f- apcosf ) = pcosf — i--cosaç-H^cos3?— ...,
arc tang— ^^ — = p smç — *- smay -+- «r-smSy — ... ,
°i-+-pcosf ^ ^ a ^3
en supposant p = i , et remarquant que
I. -H /-TT = sinç -f
le nombre entier k étant tel que le premier membre de la seconde équation soit compris entre — ^ et -+- - • Si ^ est compris lui-même
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entre — tt et h- tt, on doit prendre A* = o, et Ton a ,^, ? . sinaç sin3o . sin/i(p
On voit que, si f augmente d'une manière continue, la série qui forme le second membre change brusquement au moment où Ton a ^ = tt, et
la somme passe d'une valeur infiniment peu différente de - à une va-
leur infiniment peu supérieure à • On peut en conclure que les
dérivées des termes de la série doivent, pour cette valeur de y, avoir une somme infinie ; c'est ce que l'on vérifie aisément, car, pour <? = ??, chacune de ces dérivées prend la valeur — i . Si, dans les formules (4 )> on suppose p = — i , elles se réduisent à
arc
I , , . jl / C0S2<p cos3«) \
-l4sm'-? = -(^cosy + -^+-3---h...j,
/ . I \ / . sin2<p sin3<p \
lang [-' cot- <pj = - (^sin<ï> -+- — ^ -h — j-l -f-. . . j ;
Tare, dont la tangente est —cot -7, est- hAît, A étant un
nombre entier déterminé, puisque Ton sait que Tare est compris entre
et -h - • Si <î> est compris entre o et air, il faut prendre k = o,
et l'on a par conséquent, pour de telles valeurs de 7,
(8) - = sin^ H--sin2f H-^sin3p
24. Les formules (6) et (8) étant vraies toutes deux lorsque ^ est compris entre o et tt, on peut les ajouter, et l'on en déduit la formule remarquable
, , ir / . sin3q) sinS? \
qui a lieu pour les valeurs de 7 comprises entre o et tt. Si Ton change f en — f , le second membre change évidemment do
ir
signe sans changer de valeur et devient égal à — ) et comme il ne
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change pas lorsque y augmente de air, il en résulte que, pour toute
valeur de <p, la série
sinStp sin59 smy H ^ H ^ — . . .
est égale à ± - 7 le signe -+• correspondant au cas où sin <p est positif
et le signe — au cas où il est négatif. Lorsque ç est un multiple de ir, tous les termes deviennent nuls et la formule est en défaut. Si Ton
TT
suppose ç= -) on a
,, TTi/â/lIIlII \
(10) 7 = '^lï-+-ô— r i ^ Q^--")'
^ ' 4 2\3579iii3 /
formule connue de Newton.
FIN DU PIIE3IIER VOLUME.
rcrls.— impriniorle de CALllilEll-VlLLAIlS, quai des Augusllns, 55.
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