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AVERTISSEMENT
Cette seconde édition diffère notablement de la première. L’ouvrage a été presque entièrement refondu; les théories qui avaient été placées en appendice ont été remises à leur place dans le corps du livre; beaucoup de matières nouvelles ont été introduites : de telle sorte que ces Éléments de Géométrie analytique embrassent aujourd’hui toutes les questions traitées dans les Cours, et elles y sont développées dans l’ordre le plus généralement suivi. Beaucoup d’exercices nouveaux ont été ajoutés; et le texte a été revu avec soin. Les auteurs espèrent que leur travail pourra être utile aux élèves qui se destinent aux Écoles du Gouvernement.
DE
INTRODUCTION
1. La Géométrie analytique à deux dimensions a pour but principal de ramener l’étude des lignes planes à l’étude d'équations qui déterminent la position de leurs différents points; elle apprend .aussi à ramener certaines questions de calcul à des problèmes de Géométrie; et, sous ce point de vue, elle devient un instrument précieux entre les mains de l’ingénieur, comme nous aurons soin de le montrer. Mais commençons par indiquer comment on fixe sur un plan la position d’un point.
2. On nomme système de coordonnées un ensemble de grandeurs variables propres à fixer la position d’un point. Il existe un grand nombre de systèmes de coordonnées; mais nous ne nous occuperons d’abord que des coordonnées rectilignes , qui sont les plus en usage.
GÉOM. ANAL. . 1
3. Position d'un point sur uni* ligne. Si l’on veut fixer la position d un point M sur une ligne donnée, droite ou courbe, XX' (ti&- 1)> il suffira de déterminer la longueur de l’arc MO' compris enlre le point M et un
■ç' “ ° A *• x point connu O de cette ligne,
F'* 1 et de se rappeler de quel côté
du point 0 se trouve le point M. La longueur OM, et le sens dans lequel il faut la porter pour aller de O en M, détermineront complètement ce point. Si, par exemple, OM vaut 3 mètres et si OM' vaut 2 mètres, les points M et M seront complètement déterminés en disant qu’ils sont situés sur la courbe XX', supposée connue, l’un à 3 mètres à droite du point O, l’autre à 2 mètres à gauche de ce point.
à. On nomme abscisse d'un point M (fig. 1), la distance OM de ce point nu point lixe O; on convient ordinairement de regarder cette distance comme positive quand le point considéré est situé à droite du point O, et comme négative quand le point considéré est situé à gauche de ce ntéme point O; mais on aurait pu faire la convention contraire.
On nomme origine des abscisses le point fixe O, à partir duquel les abscisses se comptent, dans un sens ou dans l’autre.
L’abscisse d’un point situé sur une ligne indéfinie peut varier depuis — °° jusqu’à -{- » . L’abscisse de l’origine est zéro.
3. La convention précédente, qui consiste à regarder une abscisse comme une grandeur algébrique, dont la valeur absolue exprime la distance du point à l’origine, et dont le signe désigne la position du point par rapport à cette même origine, n’a pas simplement pour avantage d’abréger le discours, elle a surtout pour effet de généraliser les formules*, ainsi que nous allons le montrer paV un exemple très-simple.
Soient O et A (fig. 1) deux points fixes sur la ligne X'X, et M un point mobile sur celle ligne. Pour exprimer la distance du point
* On peut consulter sur co sujet le savant ouvrage qui a pour titre : De l’origine et des limite t de la correspondance entre VAtgebre et la ( è'ométrie , par A. Cournot.
M au point O, au moyen des distances OA et OM, faisons, pour abréger, OM=æ, AM = x' et OA = a. Tant que le point M est placé à droite du point A, on a évidemment
s’il est placé entre le point A et le point O, on a
enfin, s’il est à gauche du point O, on a
Trois formules sont nécessaires, comme on voit, pour exprimer la distance du mobile au point O, quand on considère toutes les positions qu’il peut avoir, sur la ligne X'X, par rapport à ce point, si, comme nous le supposons, x et x' sont des grandeurs * • absolues; et dans ce cas, ces abscisses n’expriment que la distance OM. Mais on voit aisément que l’une quelconque des trois formules donne à la fois la distance du mobile au point O et sa position par rapport à ce point, lorsque l’on a égard à la convention précédente.
En effet, supposons que le mobile passe de la droite du point A à la gauche de ce point; l’abscisse x*, d’abord positive, deviendra négative. Or, la formule [1] qui convient au cas où le mobile est à droite du point A, devient
quand on y remplace x' par — x' ; et, si x ' est plus petit que a, l’abscisse x ainsi obtenue étant positive, le mobile doit être à droite du point O ; d’ailleurs celle abscisse a même valeur absolue que celle donnée par la formule [2], et par suite la distance du mobile au point O est aussi la même.
Si x’ est plus grand que a, l’abscisse x est négative, et le mobile doit être à gauche du point 0. D’ailleurs on a
et la valeur absolue de x étant égalo à celle donnée par la formule [3], on voit que la distance du mobile au point 0 est aussi
la même. Ainsi, non-seulemcnl la formule [1] lient lieu des deux autres, mais elle indique encore, par le signe de x, la position que le mobile occupe, sur la ligne X'X, par rapport au point O.
O. Position d’un point sur nn pian. Pour déterminer la position d’un point M (lig. 2) dans un plan, on la rapporte à deux
droites fixes XX', YY', situées dans ce plan et qui se coupent sous un angle quelconque , le plus souvent sous un angle droit. Par le point M on mène à XX' et à YY' les parallèles MQ et MP; les points Q et P ainsi obtenus sont ce qu’on peut appeler les projections du point M sur les droites fixes, projections obliques ou rectangulaires, suivant que ces droites fixes se coupent obliquement ou à angle droit. Il est clair que la position du point M sera entièrement déterminée, si l’on connaît ses projections ; car, en menant par les points Q et P des parallèles à XX' et à YT', on obtiendra deux droites qui se couperont en un point M, lequel sera le point demandé.
Or, la position de la projection P sur XX' peut être définie par son abscisse OP, en prenant le point O pour origine des abscisses. La position de la projection Q sur YY' peut être pareillement définie par la grandeur OQ, qu’on regardera comme positive ou comme négative, suivant que le point Q sera situé au-dessus ou au-dessous de l’origine O ; on donne à cette grandeur OQ le nom d’ordonnée du point M. L’abscisse et l’ordonnée du point M se nomment ses coordonnées rectilignes; le point O est l’origine des coordonnées; les droites fixes XX' et YY' sont les axes coordonnés.
La position d’un point sur un plan est parfaitement déterminée, lorsqu’on connaît les coordonnées de ce point.
Remarques. I. On voit facilement qu’avec les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes différents, on obtient les coordonnées de quatre points distincts M, M', M", M”, placés aux sommets d’un parallélogramme dont les côtés sont parallèles aux axes. Si a dé-
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signe la valeur absolue de l’une des distances égales OP ou OP', et b la valeur absolue de l’une des distances égales OQ ou OQ', et si l’on désigne d’une manière générale par x l’abscisse et par y l’ordonnée du point que l’on considère, on aura :
Pour le point M. . .
. .. x = -fa,
II. Les points M et M" situés sur une môme droite MOM" passant par l’origine , et à égale distance de cette origine , ont des coordonnées égales en valeur absolue, mais de signes contraires. Il en est de même des points M' et M*.
III. L’habitude de désigner par x l’abscisse et par y l’ordonnée d’un môme point, a fait donner à l’axe XX', sur lequel se comptent les abscisses, le nom d'axe des x, et à l’axe YY’, sur lequel se comptent les ordonnées, le nom d’axe des y.
IY. Les coordonnées d’un point situé dans un plan indéfini peuvent varier toutes deux depuis — <x> jusqu’à -f- ® . Pour tous les points situés sur l’axe des x, on a y = 0; pour tous ceux qui sont situés sur l’axe des y, on a x = 0; les coordonnées de l’origine sont x = 0 et y =0.
V. La droite MQ, égale et parallèle à OP, peut aussi être regardée comme l’abscisse du point M; la droite MP, égale et parallèle à OQ, peut de môme être regardée comme son ordonnée.
YI. Enfin, dans la suite nous désignerons souvent un point par ses coordonnées placées entre parenthèses. Ainsi quand nous dirons : le point M (x*, y'), il faudra entendre : le point M dont les coordonnées sont x' et y'.
7. Distance de deux points. Lorsqu’on a les coordonnées de deux points, il est facile de calculer leur distance.
Soit M '(æ'.t/') et M"(x", y") (flg. 3) les deux points donnés. Menons M'F et M"F' parallèles à l’axe des y, puis M'Q parallèle à l’axe des x; et soit 8 l’angle formé par les parties des axes sur lesquelles se comptent les coordonnées positives. Le triangle M'QM" donne
MW - ÏTO* + SPQ’ — 2 . M'Q . M"Q . cos M"0M'.
Or, M'Q = P'P*' = OP" — OP’ = ®" — x'.,
M"QM' = QF'O = I80°— 8.
Donc 5rW= (/—»?+* (*" — ®') (y* — y')cos8 ;
d’où MM’ = v'i.æ" — XJ + (y*— y')’+ 2 (x"~— *') (y" — y’) cos 8 [1],
Quoique cette formule ait été obtenue dans une position particulière des points M' et M", il est facile de s’assurer qu’elle s’applique à tous les cas, pourvu qu’on se rappelle que les oordonnéesd’un p oint sont des quantités algébriques.
Supposons, par exemple, que les deux points M' et M* soient placés comme dans la figure 4. Le triangle M'QM" donnera encore
Mf =M70,+ ÏTO1 — 2 . M’Q . M"Q . cos M"QM\
Or, ici, on a M'Q = P’P" = OF' + OF ; mais OP" = ar" et OP' = — ar1, donc M’Q=a;"— x'. On a ensuite M"Q = M'P" + QF' =M"F+M'F ; mais M"F=— y" et M'F=y’ ; donc M"Q=— (y"— y'). Enfin, l’angle M'QM" est ici égal ù l’angle YOX ou à 8. On a donc, en substituant,
Mf=(i*-ï')'+(y"-!/),+ 2(®"— x') (y"— y') cos o ; ou bien M'M* = */{**— *? + (y"— y’7+ 2(ar"— x'){y" — y') eos6.
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On vérifierait de la même manière les autres cas.
Remarques. I. Si les axes sont rectangulaires, on a cos 6œ=0 , et par suite,
formule facile à établir directement.
H.’ Si l’un des points est l’origioé, et qu’on ait, par exemple, *" = 0 et y"=0, il vient, dans le cas des axes quelconques,
M’M" = v'a:',+y', + 2a/iy cos8 [3];
et, dans le cas des axes rectangulaires ,
M'M'=v'iTTÿ!î [4].
Exemple. Supposons que les axes fassent un angle de 80° 15' 42" et qu’on ait x' = Om,321 ; y1 = — 0m,136; xf=— 0”,068; y" — — oro,417. On trouvera 1,7134670 pour le logarithme de la distance cherchée, qui est par conséquent égale à 0“',51697..., ou sensiblement à 0“, 517.
§ î. REPRÉSENTATION DES LIEDS GÉOMÉTRIQUES PAR DES ÉQUATIONS.
8. aimions préliminaires. Un lieu géométrique est l’ensemble de tous les points qui jouissent d’une propriété commune. En général ces points se succèdent avec continuité suivant une ligne droite ou courbe.
Si l’on rapporte la ligne qui représente un lieu à un système d’axes de coordonnées, on voit que-l’ordonnéc d’un point quelconque de cette ligne dépend de l’abscisse de ce point; ainsi, l’ordonnée est une fonction de l’abscisse, ou, plus généralement, il existe entre les deux coordonnées une relation constante f(x, y)—0. Cette relation, que la définition du lieu devra permettre de trouver, se nomme l’équation du lieu.
Connaissant l’équation d’un lieu, on peut s’en servir pour eon-
slruire ce lieu point par point. Pour cela, on cherche les solutions réelles de l’équalion donnée, résolue par rapport à l’une des deux variables, en considérant l’autre comme connue ; on construit les points qui ont ces solutions réelles pour coordonnées, en prenant les axes adoptés pour trouver l’équation , et les points ainsi obtenus appartiennent au lieu.
En général, toute équation f(x,y) = 0, représente un lieu, quand on regarde les deux variables x et y comme les coordonnées courantes d’un point qui se meut dans un plan; seulement la forme du lieu dépend du choix des axes que l’on adopte pour le construire. Nous reviendrons, dans le paragraphe suivant, sur la construction des équations à deux variables.
La Géométrie analytique à deux dimensions est basée sur les deux idées fondamentales que nous venons d’indiquer, savoir : la représentation d'un lieu géométrique par une équation entre les coordonnées de ses points, et, réciproquement, la représentation par une ligne d'une équation quelconque à deux variables. L’équation d’une ligne étant connue, on comprend la possibilité d’étudier ses propriétés à l’aide du calcul; on conçoit aussi la possibilité d’obtenir une infinité de lignes de formes et de grandeurs différentes, en faisant varier à l’infini les équations à deux variables.
Nous allons essayer d’éclaircir par des exemples les généralités qui précèdent.
9. Ligne droite. Considérons d’abord une droite MM" (fig. 5) passant par l’origine O des coordonnées. De différents points M, M', M", etc., de cette droite, abaissons les ordonnées MP, M'F, M"P", etc. La similitude des triangles MOP, MOF, M'OF', etc., donne immédiatement
MP _ M'F — M"F OP — OP' ~ — OF
Or, les numérateurs de ces rapports sont les ordonnées des points considérés, et les dénominateurs sont les abscisses des mêmes points ; pour une droite passant par l’origine, le rapport
de l’ordonnée à l’abscisse est donc une quantité constante; et l’on peut écrire d’une manière générale, en désignant par a ce rapport,
- == a ou y =z ax.
On arriverait à un résultat analogue si la droite, au lieu d’être
située dans l’angle YOX et dans son opposé, était située dans l'angle YOX' et dans son opposé (lig. 6); car on aurait alors
— MP_ — MF M"PB Op — oP' — — OP"’
ce qui exprime encore que le rapport de l’ordonnée à l’abscisse est constant.
La relation constante y = ax, qui existe entre l’ordonnée et l’abscisse de chaque point de la droite, est ce qu’on nomme l'équation de celte droite. Si, dans cette équation, on attribue à x une valeur quelconque, on en pourra tirer la valeur correspondante dey, et l’on déterminera ainsi (8) le point qui a celte abscisse et cette ordonnée ; on se procurera de la même manière autant de points de la droite que l’on voudra d’après la seule connaissance de son équation.
Soit maintenant une droite quelconque MM" (fig. 7) qui ne passe
pas par l’origine.
Menons-lui par le point O la parallèle NN";et abaissons les ordonnées MP, M F, M"F', qui, prolongées s’il est nécessaire, rencontreront la droite proposée respectivement en N, N', N". Les distances MN, M'N', M"N" seront égales, comme parallèles comprises entre parallèles ; désignons leur valeur commune par b,
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et soient y et y' les ordonnées de la droite MM" et de la droite NN* qui correspondent à une même abscisse x. Il y aura entre ces ordonnées une relation constante très-simple ; car ou a :
Pour le point M. . . MP = NP + MN ou y—y'-{-b,
M’... M'P1 = — N'P'+M'N' ou y=y' + b,
M*.. . — M"P* = — N"P" + M"N* ou y = y'+b.
Or, la droite NN" passant par l’origine, son équation est de la forme y' = or. Substituant cette valeur dans celle de y, on obtient
• y=ax-\-b.
Telle est la relation constante qui existe entre l’abscisse et l’ordonnée d’un point quelconque de la droite MM"; c’est Y équation de celte droite.
Si la droite donnée rencontrait l’axe des y au-dessous de l’origine au lieu de le rencontrer au-dessus, on trouverait encore l’équation
y = ax-\- limais b représenterait alors une distance négative.
Remarque. Une parallèle à l’axe des x a pour équation y = c<wtslantt ; car les ordonnées de tous scs points sont égales comme parallèles comprises entre parallèles. Une parallèle à l’axe des y a pareillement pour équation x= constante. L’axe des a; lui-même a pour équation y= 0, et l’équation de l’axe des y est, au contraire, x = 0.
iO. Circonférence de cercle. Considérons maintenant une circonférence de cercle (fig. 8) située d’une manière quelconque, et rapportée à des axes obliques faisant entre eux l’angle 0. Soient a et p les coordonnées du centre C, x et y celles d’un point quelconque M de la circonférence, et r le rayon du cercle.
Puisque, par la définition de cette courbe, la distance CM est constamment égale à r, on doit avoir (7)
(a — a)*-f (y — P)* -f2(x— a) (y — ft)C0SÔ = 7J [1].
Telle est la relation constante qui existe entre les coordonnées d’un point quelconque de la circonférence ; c’est Y équation de celte circonférence.
Si les axes sont rectangulaires, le terme en 6 disparaît, et il reste *
Si le centre est sur l’axe des x, on a p = 0, et il reste
Si, en même temps, la circonférence passe par l’origine, o est égal à r, et il vient, en réduisant,
x 1 — 2rx -f- y' = 0 [4].
Enfin, si le centre est l’origine des coordonnées, on a à la fois a= o et p = 0, et il reste
Chacune de ces équations peut servir à construire par points la circonférence qu’elle représente.
11. Ellipse. Lieu des points tels, que la somme de leurs distances a deux points fixes F et F' (fig. 9) est constante et égale à une longueur donnée 2a plus grande que FF.
Ce lieu est l’ouate du jardinier à laquelle on donne en Géométrie
le nom d’ellipse. On peut la tracer d’un mouvement continu :
pour cela, on attache aux deux points fixes F et F les extrémités r d’un fil dont la longueur est égale à 2a; on tend alors le fil au moyen d’un style; el, en faisant mouvoir celui-ci de manière que le fil reste toujours tendu, on trace sur le plan le lieu dont il s’agit.
C’est une courbe fermée analogue à celle de la figure 9. Elle est évidemment symétrique par rapport à la droite FF' qui joint les deux points fixes; elle l’est aussi par rapport à la perpendi-
culaire élevée sur le milieu O de FF ; si donc on prend ces droites pour axes coordonnés, à chaque valeur de l’abscisse correspondront deux valeurs égales et de signes contraires pour l’ordonnée, et, à chaque valeur de l’ordonnée, correspondront deux valeurs égales et de signes contraires de l’abscisse ; en sorte que l’équation du lieu ne contiendra aucune puissance impaire des coordonnées, ce qui la rendra beaucoup plus simple.
Soient a; et y les coordonnées d’un point quelconque M du lieu ; soit OF=OF'=e; joignons MF et MF'. On aura
MF'-f MF = 2a
MF" =«/* + (*+<:)'
MF, = y’+(x-c)1
Si l’on élimine MF et MF' entre ces trois équations, on obtiendra une relation constante entre x et y, qui sera l’équalion du lieu.
Pour faire cette élimination, retranchons membre à membre l’équation [3] de l’équation [2]; il viendra
MF7* — MF*= kcx.
Or, le premier membre est le produit du facteur MF'+MFégal à 2a par le facteur MF' — MF ; on peut donc écrire
2a(MF' — MF) = kcx, d’où MF' — MF=^.
Ayant ainsi la somme et la différence des longueurs MF' et MF, on obtient immédiatement, par une règle connue, la valeur de chacune d’elles, savoir :
MF'=a-f-- et MF = a — — .
Il ne reste plus qu’à substituer la première, par exemple, dans l’équation [2], ce qui donne
Telle est l'équation du lieu. On en tire, en réduisant, aV + (“’ — c*)** = a’(0’ — c*)-
Mais, comme parla nature même de l’énoncé on a 2a>2c ou a>e, la différence a’ — c* est positive, et peut être représentée par un carré 6*; ce qui donne a*y* + 6V=a’6*, ou, en divisant tous les termes par o’é*,
Cette équation ne contient aucune puissance impaire de x ni de y, ainsi que nous l’avions annoncé, ce qui indique une courbe symétrique par rapport à chacun des deux axes; car, à chaque valeur de l'une des deux coordonnées, répondent pour l’autre deux valeurs égales et de signes contraires. Comme les deux termes du premier membre sont essentiellement positifs, chacun d’eux doit rester moindre que 1 ou devenir tout au plus égal à 1. Ainsi x ne peut varier que de — a à -f- a, cl y que de — b à + t. On a x = dza pour y = 0, ce qui donne les points A et A'; et y = ±b pour x = 0, ce qui donne les points B et B'. D’ailleurs les deux coordonnées varient en sens inverse; si l’une augmente, il faut que l’autre diminue. Toutes ces circonstances répondent à la forme indiquée dans la figure 9.
On pourrait déduire de l’équation [4] beaucoup de propriétés delà courbe; mais cette recherche fera l’objet d’un autre chapitre.
12. Hyperbole. Lieu des points tels, que la différence de leurs distances à deux points fixes F et F' (fig. 10) est constante et égale à une longwur donnée 2a moindre que FF'.
Ce lieu doit être symétrique par rapport à la droite FF qui joint les deux points fixes, et par rapport à la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF' ; par les raisons exposées au n" 11, il convient donc de prendre ces lignes pour axes
coordonnés. Ce lieu est indéfini dans le sens des x positifs et négatifs, ainsi que dans le sens des y positifs et négatifs; car il n’est autre chose que le lieu des intersections des circonférences décrites des points F et F' comme centres, avec des rayons qui diffèrent de ia ; or, on peut, tout en remplissant cette condition, prendre ces rayons assez grands pour que le point d'intersection soit aussi éloigné qu’on le voudra de l’origine. Si l’on prend sur FF', et à partir de l’origine, deux longueurs OA, OA' égales entre elles et à a, les points A et A’ ainsi déterminés seront des points du lieu; car on aura, par exemple,
AF ' — AF = AA'-t-A'F' — AF = AA’ = 2«, -
attendu que A'F’ = AF comme différences de quantités respectivement égales. Si l’on compare au point A un point quelconque situé sur FF' entre A et O, on voit que sa distance à F' sera moindre, et sa distance à F plus grande; la différence de ces deux distances sera donc moindre que 2a; ce point sera donc situé hors du lieu. On en dirait autant de tout point situé entre O et A'. II n’y a donc aucun point du lieu entre A et A'. Ce lieu doit donc avoir à peu près la forme indiquée dans la figure 10.
Pour obtenir son équation, on fera un calcul tout à fait analogue à celui du n° II, et l’on obtiendra de même
«V -{-(a* — c’Jx* —a\a' — c*) .
Mais ici, a étant moindre quec, a* — c’ est essentiellement négatif, et si on le remplace par — b \ il viendra
aV— &V=— aW ou fc=i.
On voit que x ne peut être inférieur à a, car autrement le premier membre serait inférieur à 1 ou négatif; il en résulte que si l’on mène par A et A' des parallèles à l’axe des y, la courbe n’aura aucun point entre ces deux parallèles. Pour y = 0, on aura x= rfca; pour x = 0 , y serait imaginaire, ce qui doit être d’après la remarque qu’on vient de faire. D’ailleurs, si x croit, il faut que y croisse en même temps pour que le premier membre reste égal à 1 ; la courbe va donc en s’éloignant des deux axes, tant du côté positif
que du côté négatif; elle est par conséquent illimitée dans tous les sens. Toutes ces circonstances répondent à la forme indiquée dans la figure 10.
Celte courbe est connue sous le nom d'hyperbole. On peut en
tracer un arc d’un mouvement continu. Pour cela on se sert d’une règle DD' (tlg. 11), dont un bord passe par l’un des deux points fixes, F' par exemple, et qu’on fait tourner autour de ce point en maintenant la distance F'D invariable. Un fil, dont la longueur est inférieure à F'D d’une quantité égale à 2a, est attaché par l’une de ses extrémités en D, et par l’autre en F. Pendant le mouvement de la règle, on tend le fil contre son bord au moyen d’un style, dont l’extrémité décrit l’arc BA de la courbe. 11 est clair, en effet, que l’on a
F'D — (MD -f MF) = Sa,
ouMF' + MD — (MD-t-MF)=2a, ou encore MF' — MF=-2a, ce qui est la définition du lieu.
13. Parabole. Lieu des points dont chacun est également distant d’une droite fixe DD' et iCun point fixe F (fig. 12).
Ce lieu est évidemment symétrique par rapport à la perpendiculaire AX abaissée du point fixe F sur la droite fixe DD' ; de plus, il doit passer par le milieu O de la distance FA. Il ne peut avoir aucun point à gauche de la perpendiculaire YY’ à AX menée par le point O; car un tel point serait plus voisin de la droite DD' que du point F; le lieu est donc limité vers la gauche par la droite YY'. Mais il est aisé de voir qu’il est illimité vers la droite; car ce lieu n’est autre chose que le lieu des centres des cercles tangents à DD', et passant par le point F; or,
si l’on se donne arbitrairement un rayon r, aussi grand que l’on voudra, on obtiendra deux points du lieu, situés à l’intersection d’une parallèle à DD' menée à une distance r de cette droite, et d’un cercle décrit du point F comme centre, avec r pour rayon : les points ainsi obtenus seront donc à une distance de DD' aussi grande que l’on voudra; ainsi le lieu est illimité vers la droite (si F est à droite de DD').
Afin d’obtenir son équation, prenons AX et YY' pour axes; l’équation ne contiendra ni puissances impaires de y, ni terme indépendant de y et de x. Soit M un point quelconque du lieu ; menons MO parallèle à AX, MP perpendiculaire à Taxe des x, et joignons MF ; faisons AF =p. Nous aurons
MQ=PO-fOA = ;r-f *p
et MF*=y*-f(x — ip)*.
Donc, d’après l’énoncé, on aura
(*+ip)*=y,-H*-*f’)‘;
telle est l’équation du lieu. En réduisant, on en tire
y'=îpx,
équation qui ne renferme ni puissances impaires de y, ni tonne indépendant de y et de x, ainsi que nous l’avions annoncé.
Le lieu représenté par cette équation est limité par YY', car y et p étant positifs, on ne peut donner à x aucune valeur négative. Il est illimité dans le sens des x positifs; car, quelque grande valeur positive qu’on attribue à x, on en tirera deux valeurs réelles, égales et de signes contraires, pour y. On voit de plus que y augmente quand x augmente, et que par conséquent la courbe va en s'éloignant de l’axe des x à mesure qu’elle s’éloigne de l’origine.
Cette courbe, connue sous le nom de parabole, peut être tracée d’un mouvement continu. Pour cela, on applique le long de la droite fixe DD' (fig. 13), une règle sur laquelle on fait glisser une équerre
DNQ; un fil, égal en longueur au côté NQ de l'équerre, est attaché par l’une de ses extrémités au point N, et par l’autre au point fixe F; pendant le mouvement de l’équerre, on tend le fil au moyen d’un style qui s’appuie contre le côté NQ; la pointe de ce style trace l’arc OB de la courbe. Il est clair, en effet, que puisque NQ et NMF sont deux longueurs égales à celle du fil, on doit avoir MQ = MF, ce qui est la définition de la courbe.
44. Aulrn exemple* de llenx géométrique*, lieu des points M (fig. 14) dont les distances à deux points fixes A et B sont entre elles dans un rapport constant.
On sait, par la Géométrie élémentaire, que ce lieu est une circonférence de
cercle dont le centre est sur le proion- / gement de la droite qui joint les deux points fixes. Comme le lieu est évidemment symétrique par rapport à cette droite, prenons-la pour axe des x et choisissons des axes rectangulaires ; à chaque abscisse devront correspondre deux ordonnées égales et de signes contraires; l’équation du lieu ne contiendra donc aucune puissance impaire . de y , ce qui aura pour effet de la simt'ig. 14. plifier. De plus, comme le lieu doit passer
par le pointO qui divise la distance AB dans le rapport donné , et que nous pouvons déterminer ce point à l’avance, prenons-le pour origine; l’équation de la courbe, devant alors être satisfaite quand on y fera *=0 et y = 0, ne contiendra aucun terme indépendant de ces variables, ce qui sera une nouvelle simplification. Posons AO = m et BO = n; soit M un point quelconque du lieu, dont les coordonnées sont x et y; on aura (7)
M A* = (m + x)’-fy 3 et MB* (» — *)’ + y*.
Or, d'après la définition du lieu, on doit avoir
ï£=-, d’où MB’, m1— MA*. n’ = 0,
Mu fl
ou , en mettant pour MA* et MB1 leurs valeurs, et simplifiant,
(m1 — n') X? — 2mn(m-fn) i-f (m3 — n’)ÿ3=0, ou encore (m— n)x3 — 2 mnx + (m— n) y3=0 [IJ.
Telle est l’équation du lieu.
GÉOM. ANAL. 2
Si m est différent de n, on peut diviser par m — n, et il vient
équation de la même forme que l'équation [4] du n" 10 , et qui représente également une circonférence passant par l'origine et ayant son centre sur l’aie des x. C’est ce qu'on reconnaît en ajoutant aux deux membres le carré de
> car l’équation peut alors être mise sous la forme
et exprime que la distance de chaque point du lieu au point qui a pour coordonnées x = — *nn et y = 0, est constante et égale à wn ; c’est donc bien une circonférence passant par l’origine, ayant son centre sur l’axe des x et pour rayon , quantité d'autant plus grande que la différence m — h est plus petite.
Si m est égal à n, l'équation fl] se réduit A 2m».r=:0, ou simplement à x = 0, ce qui représente l’axe des y (6, rem. iv). El , en effet, cet axe divise alors la distance AB en deux parties égales, et l'on sait que la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est le lieu géométrique des points du plan dont les distances aux extrémités de cette droite sont égales.
4S. CUnoVdc. Étant donnés un cercle C (fig. 15) et une tangente DD” à ce cercle ; par le point O, extrémité du diamètre OA qui passe par le point de contact, on
mène une sécante quelconque, qui coupe la circonférence en un point I et la tangente en un point H ; sur cette sécante, à partir du point O, on prend une longueur OM égale à IB; on demande le lieu du point M ainsi obtenu.
On reconnaît que ce lieu sera symétrique par rapport à OA. De plus, à mesure que la sécante s'écartera de OA, la distance IB augmentera; il en sera donc de même de OM, et le point M ira en s’éloignant indéfiniment du point O, sans pouvoir toutefois atteindre jamais la droite Dty, car IB sera toujours moindre que OB. Le lieu aura donc à peu près la forme indiquée par la figure 15.
Afin de simplifier son équation, nous prendrons OA pour axe desx; la courbe étant symétrique par rapport à cet axe , son équation ne renfermera pas de puissances impaires de y. Prenons le point O pour origine. Abaissons sur OA les perpendiculaires MP et IQ; soient OP x, MP = y, OA = «.
La similitude des triangles OMP et 010 donne l’égalité
mp iq y _ jo .
OP — oo 0U r ~ oo
Les longueurs OM et IB étant égales, il en est Je même des longueurs OP et AO ; on a donc OQ = OA — AQ = OA — OP = a — x. Par conséquent ,
Mais IQ* = OQ X AO = (a — *) *•
Tirant de l’égalité ci-dessus ia valeur de y, élevant au carré et remplaçant IQ* par (a — x) x, on obtient
Telle est l'équation du lieu. Pour que le second membre soit positif, il faut que x reste compris entre 0 et o,- la courbe est donc tout entière comprise entre DD' et l’axe des y. Pour x — 0 , on a y = 0: ainsi l’origine est un point du lieu. A mesure que x augmente, le numérateur du second membre augmente, tandis que le dénominateur diminue; par cette double raison, le second membre, et par suite y, augmentent; la courbe va donc en s'éloignant des deux axes. Enfin , pour j = a,onay = x, ce qui signifie que le lieu n’atteint Diy qu'à une distance infinie. Ces différentes circonstances répondent à la forme indiquée dans la figure 15. .
La courbe dont nous nous occupons porte le nom de cissoide de Dioclèt , ou simplement cissoide.
16. I.einnlurutc. lieu des points tels, que le produit des distances de chacun
d'eux à deux points fixes F et F' (fig. 16) est égal au carré de la moitié de FF'.
Ce lieu sera, comme ceux des n" Il et lî, symétrique par rapport à FF* et par rapport à la perpendiculaire YY' élevée sur le milieu O de cette droite. Le point O sera un point du lieu , et les distances des différents points de la courbe aux deux points fixes F et F varieront en raison inverse l’une de l'autre. On reconnaît avec un peu d’attention que ces distances ne peuvent dépasser une certaine limite. Soit, en effet, M un point du lieu; joignons MF, MF', et posons, pour abréger,
MF = p, MF=p' et FF = îo.
D’après l’énoncé, on aura pp' = a’.
Or, dans le triangle FMF' on devra avoir
MF'— MF < FF, ou p'-p <lo,
Fig. 16.
ou, en multipliant par p',
p” — pp<2ap'î ou p' — a,<2op'1
ou encore — 2 op' + a3 < 2 o> ,
c’est-à-dire (p' -o)’<ïo!,
d’où p'<o(l -t-v/2)-
Si l’on suppose, au maximum , p' = o (l -f-yT), il en résulte p' — p = 2 a; ce qui répond à un point, tel que A, situé sur le prolongement de FF*. La courbe part donc du point O pour revenir en A ; à cause des symétries dont nous avons parlé, elle a la forme d’un 8 couché, comme l’indique la ligure 16.
Pour obtenir son équation, rapportons-la aux axes FF' et YY'; et soient i et y les coordonnées du point M. Nous aurons (7 , rem. i)
MF* OU p> = y» + (* — o)’ et SF* ou p” =r y1 -f (* + )*.
Or, MF.MF'asa’ ou pp'~a’, d’où p1 p'1 = o‘.
Mettant pour p’ et p’’ leurs valeurs, il viendra
[y5 -)-(*— o)*] [y*-f (x+a),] = o* ou [(y’+x’+o1)— 2a*] [(y,+i3-fo’)+2ax]=o‘, ou bien (ï’ + i’-f c??— hàV = a',
d’où y3 + *J-f-o,= v'4uV-i-o‘,
en ne prenant le radical qu'avec le signe -f-, attendu que le premier membre est essentiellement positif. De là on tire
y3=Ov/ ix’ + a1 — (a^ + a5).
Telle est l'équation du lieu cherché , résolue par rapport à y2.
Si l'on veut obtenir les points où la courbe rencontre l'axe des * , il faut supposer y = 0 dans l'équation non réduite. On en tire
ce qui donne *,=2a’, d’où x=±av 2,
ou bien *J = 0, d’où x—0.
Les premières valeurs répondent aux points A et A', et s’accordent avec ce qui a été dit plus haut. La dernière valeur répond au point O. En faisant varier * de 0 à av/2 , on reconnaît que y augmente d’abord pour diminuer ensuite; il suffit, pour s'en assurer, de donner à z des valeurs particulières telles que
a lü > a
10 10 "fiT'
etc.
On verrait que la plus grande valeur de y a lieu entre * = 5^- et * = ■— ’ et
que la courbe a bien la forme que lui assigne la figure 16.
Cette courbe est connue en Géométrie sous le nom de lemnitcale.
17. Les exemples qui précèdent suffisent pour faire comprendre comment une ligne plane, susceptible d'une définition géométrique, peut être représentée par une équation entre les coordonnées rectilignes de ses points : c’est le seul but que nous nous soyons proposé pour le moment. Les élèves pourront s’exercer à traiter les exemples très-simples qui suivent; en ayant soin avant de rechercher l’équation de chaque lieu, de tâcher de déduire de l’énoncé môme la forme générale que ce lieu affecte. Quand ils auront ensuite trouvé son équation, ils y chercheront la vérification de la discussion synthétique à laquelle ils se sont déjà livrés; et cette comparaison de deux méthodes, tout en fortifiant leur esprit, aura l'avantage de leur inspirer plus de confiance dans les indications du calcul. (Le lecteur est prié de faire les figures.)
I. Trouver le lieu des points tels, que U différence des carrés des distances de chacun d’eux à deux points fixes est constante.
II. Trouver le lieu des points tels, que la somme des carrés des distances de chacun d’eux à deux points fixes est constante.
III. Une droite OB de longueur constante peut tourner dans un plan donné autour de son extrémité O ; une seconde droite AB , de même longueur que la première, est articulée en B avec elle par une de ses extrémités, tandis que son autre extrémité A est assujettie à parcourir une droite XX’ située dans le plan donné et passant par le point O. On demande le lieu décrit par un point déterminé M de la droite AB.
IV. Étant données deux droites perpendiculaires entre elles XX’ et YY' et un point A sur XX’, on mène par le point A une droite quelconque terminée en B sur YY’, puis par le point B une perpendiculaire à AB, terminée en C sur XX', enfin par les points B et C des parallèles à XX’ et à YY'. On demande le lieu du point M où ces parallèles se rencontrent.
Y. Étant données deux droites qui se coupent, XX' et YY', et un point A situé dans leur plan, on mène par le point A une droite quelconque qui coupe les droites données en B et en C, puis par les points B et C des parallèles à XX' et â* YY'. On demande le lieu du point M où ces parallèles se rencontrent.
VI. Étant donnés un cercle C et une tangente DD' à ce cercle, par l’extrémité O du diamètre perpendiculaire à la tangente, on mène une droite quelconque qui coupe la circonférence en I et la tangente en B ; sur le prolongement de cette droite on prend une longueur BM égale à BI ; on demande le lieu du point M.
VII. Trouver le lieu des points tels, que le produit des distances de chacun d’eux à une droite fixe et i un point fixe est une quantité constante.
VIII. Étant donnés un cercle O et un diamètre XX', on mène deux rayons rectangulaires quelconques OA et OB; et, de l’extrémité A de l’un, on abaisse
sur XX' uns perpendiculaire. On demande le lieu du point H où cette perpendiculaire rencontre l’autre rayon OU prolongé.
S 3. EXEMPLES DE LA REPRÉSENTATION DES PONCTIONS MATHÉMATIQUES OD EMPIRIQUES PAR DES COURBES.
18. Toutes les fois que deux grandeurs variables dépendent l’une de l’autre, de telle sorte que, quand on attribue une valeur à l’une d’elles, l’autre se trouve par cela môme déterminée, on peut concevoir que ces grandeurs soient liées par une équation, telle que fÇx,y) = 0, ou mômei/= ? (x), bien qu’il ne soit pas toujours possible d’assigner la forme mathématique des fonctions f ou <p. Or, si l’on regarde a; et y comme les coordonnées rectilignes d’un point par rapport à deux axes tracés dans un plan, chaque couple de valeurs de a; et de y satisfaisant à l’équation ci-dessus correspondra à un point du plan ; et, si la fonction fou ji est continue, la série de ces points sera elle-même continue et formera une courbe qni pourra tenir lieu de l’équation, et qui peindra, en quelque sorte, la relation des deux variables considérées.
Si la fonction f ou ? était discontinue, on aurait, au lieu d’une courbe, une certaine série de points isolés; mais ce cas offre peu d’intérêt, attendu que les phénomènes naturels sont, par leur essence même, soumis à la loi de continuité. Nous ne nous occuperons donc, dans ce qui va suivre, que des fonctions continues.
Fondions mathématiques explicites. NüUS SUp|M>Sei’OnS
d’abord qu’il s’agisse d’une fonction mathématique donnée sous la forme j/ = ® (x), auquel cas y est une fonction explicite de x
Pour construire ta courbe représentant la loi exprimée par celte équation, on donne à x une série de valeurs, croissantes ou décroissantes, comprises entre les limites, s’il y en a, entre lesquelles y reste réel, ou depuis 0 jusqu’à des valeurs très-grandes, positives ou négatives, si x peut passer par tous les étals de grandeur. Ponr chaque valeur attribuée à x, on calcule les valeurs correspondantes de y, cl l’on construit les points qui ont ces valeurs pour coordouuécs. Puis, par tous les points aiusi obtenus on fait passer une ligne continue, quiapprochera d’autant plus de la courbe cherchée,
que les valeurs de x auront été plus rapprochées, et que le dessin aura été fait avec plus de soin.
Il est clair que si l’équation proposée était de la forme x= 9 (y), la marche serait exactement la môme ; on attribuerait des valeurs à y, et Ton en déduirait celles de x.
20. On prend ordinairement les valeurs de x en progression arithmétique. Cela n’est pas indispensable; mais il y a avantage à le faire quand la fonction 9 est une fonction algébrique entière, parce qu’alors on peut, pour calculer les valeurs successives de y, faire usage des différences, ce qui abrège notablement les calculs.
Soit, par exempte, à construire 00e équation de ta forme y=ax,-j- b. On rencontre des équations de cette forme dans la détermination de la courbe qu'affecte la chaîne des ponts suspendus. Supposons, pour filer les idées,
a = 0,t et 6 = 1, d'où y = 0,l.sé*pl.
On fera d’abord 1 = 0, »=f, *=2,
ce qui donne y = l, y = 1 ,1 , ÿ = l,4,
d’où les deux différences premières
U,1 et 0,3,
et la différence seconde 0,ï.
Celle-ci étant constante, on calculera immédiatement la série des différence* premières , qui sont en progression arithmétique ; et par de simples additions on obtiendra les coordonnées consécutives , comme l’indique le tableau suivant :
Abscisses: 0; 1; 2; 3-, 4; 5; 6: 7; 8; 9; 10....
Ordonnées: 0; 1,1; 1,4; 1,9; 2,6; 3,r»; 4,6; 5,9; 7.4; 9,1; 11....
Différences premières : 1,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9; 1,1; 1,3; 1,5; 1,7; 1,9....
Différences secondes : 0,2; 0.2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2....
Pour les valeurs négatives de x, les ordonnées seront les mêmes; on aura donc la courbe indiquée dans la figure I (planches). On a pris des cordonnées rectangulaires, comme la nature de la question l'indiquait. On ne se sert, au reste, de coordonnées obliques que dans des cas particuliers que nous aurons soin de faire connaître.
Remabque. Pour construire la courbe dont nous venons de nous occuper, on peut encore se contenter de calculer les trois premières ordonnées et déterminer consécutivement toutes les autres par un tracé extrêmement simple, fondé sur la considération des différences.
Soient AO, BP, CO (fig. 17) les trois premières ordonnées équidistantes; joignons AB; prolongeons celte droite jusqu’A sa rencontre avec CO en C, et menons les droites AIH et BK parallèles à l’aie des i. Les deux différences premières seront BI et CK; la différence secoude sera donc CK — BI ; mais, d'après la construction, BI=C’K; on a donc pour la différence seconde CK — C’K, ou CC'. Et l’on voit que si celte différence seconde eût été donnée, on aurait pu, des deux premières ordonnées AO et BP, déduire la troisième CQ ; il eût suffi pour cela de prolonger AB jusqu’en C', et de prendre C'C égal A la différence seconde donnée. On obtiendra donc la quatrième ordonnée de 1a même manière, c’est-à-dire que l’on joindra BC, qu’on prolongera cette droite jusqu’en 1Y, et qu’on prendra D'D = C'C. Pour avoir la cinquième ordonnée, on tirera de même CD, qu’on prolongera jusqu’en E', et l'on prendra E'E = C'C , et ainsi de suite. Les points consécutifs dont on a besoin pour tra cer la courbe s’obtiennent par ce moyen de la manière la plus rapide.
11. Comme exemples de fonctions mathématiques explicites, nous construirons encore les équations suivantes ;
y=sm x.
Pour construire cette équation, on tracera, d’un rayon arbitraire, une circonférence que l’on divisera en parties égales assez petites pour qu’elles puissent être considérées comme se confondant sensiblement avec leurs cordes, ce qui permettra d’obtenir avec une approximation suffisante le développement d’un arc composé d’autant de parties égales qu’on voudra. La courbe, nommée sinusoïde, est représentée dans la figure 2 (planches).
II. ÿ = 10.1og'ar
Nous supposons qu’il s’agit de logarithmes népériens. Les abscisses seront les nombres, les ordonnées les logarithmes. On aura la courbe indiquée par la figure 3 (planches).
Cette formule exprime la loi suivant laquelle varie la pesanteur en différents lieux, en fonction de la durée ( des oscillations du pendule simple dont la longueur est I. Pour fixer les idées , nous supposerons l = 1*, et nous aurons A construire
Les abscisses seront les valeurs de t; les ordonnées seront celles de g. La courbe a la forme indiquée par la figure 4 (planches).
IV. Q =(h—z)y/fyï
On rencontra cette équation dans la théorie du mouvement des eaux. Q est le volume d’eau écoulée en une seconde par un déversoir d’un mètre de large; h et x sont les distances du niveau de l’eau dans le bassin au-dessus de la crête du déversoir et au-dessus de la lame d'eau qui le recouvre; g est le nombre 9*, 81. Nous supposerons h = 0",4; nous prendrons i pour abscisse et Q pour ordonnée. La courbe a la forme qu’indique la figure S (planches).
Les élèves pourront s'exercer sur les exemples suivants :
ÿ=I+0,8i— 0,4**, y=cosx, y=tangx, y=sécx, y= — alog. cosx,
y=mxy/logj.
On rencontre l’avant-dernière dans l’évaluation du frottement des engrenages , et la dernière dans la théorie du mouvement des gaz.
22. Fonctions mathématiques implicites. Supposons on second lieu qu’il s’agisse d’une fonction implicite, c'est-à-dire que les deux variables soient liées par une équation que l'on ne puisse pas résoudre par rapport à l’une d’elles.
Pour obtenir les valeurs de y correspondantes à une valeur déterminée de x, on aura à trouver les racines d’une équation en y plus ou moins compliquée, ce qui ne pourra se faire en général que par tâtonnements. Le tracé de la courbe s’exécutera du reste comme dans le cas d'une fonction explicite ; il n’y aura de différence que dans la longueur des calculs.
Mais il arrive assez fréquemment qu’on peut abréger l’opération par l’emploi d’une variable auxiliaire.
Soit, par exemple, l’équation
Si l’on pose y =<x, I étant une variable auxiliaire, il viendra • ^(t’ + l)’— 2x,(t* + l)(I, + l)+4x,e=0,
équation qui est divisible par Effectuant cette division, on tombe sur une équation bicarrée en x, qui donne
et x"==b— V-r—,
\Ip+ i
Vf+i
d’où
„ ^ <^2 et ti"=± —
y Vi’+I
Pour obtenir autant de couples de valeurs de x et de y qu'on le voudra, il suffira donc d'attribuer, dans ces formules, des valeurs à la variable t.
Ainsi, pour f=0, on trouve ri =0. y'=0,
l—l , ri = ±1 , i/ = ± 1 ,
xT=±\, i/=±l;
ri=±
x"=dt
et ainsi de suite.
On reconnaît facilement que cette méthode est applicable toutes les fois que l’équation ne contient que des termes de trois degrés différents, dont les indices sont eu progression arithmétique, comme m + p, tn et m — p; car, en remplaçant y par tx, l'équation devient divisible par x“~r, et il reste une équation de la forme Ari' + lire q- C = 0 , dans laquelle A, B, C sont des fonctions de I, et qui se résuut à la manière des équations du second degré. On eu tire pour x des valeurs de la forme
i=ç(t), et par suite y=lç(i),
et il n’y a plus qu’à donner des valeurs à t pour obtenir des couples de valeurs correspondantes de x et de y.
Cette méthode réussit à plus forte raison quand l’équation ne contient que des termes de deux degrés differents. Si l’on a. par exemple,
Ay’ + B.ry + Cri + Dy-f- Er = 0,
en posant y=lx, on en tirera les expressions rationnelles
X~ At’ + Bl + C y~ AP+-BI+C'
Les élèves pourront appliquer celte méthode aux exemples suivants : y1— tia-y + z^O, yJxJ— 2y»*» + yi — *>=0, y' + ri' — 6y — ’lx=0.
25. Fonctions empiriques. Enfin, il peut arriver que la loi qui lie les deux variables considérées ue puisse être exprimée mathématiquement, et que l’on ait seulement une table contenant une série de valeurs correspondantes de ces variables. Dans ce cas, on pourra tracer la courbe comme il a été dit au n° 10; et si les valeurs contenues dans la labié sonl assez rapprochées, celte courbe
représentera avec une exactitude suffisante la loi inconnue qui lie entre elles les deux variables. Elle la gravera facilement dans la mémoire ; elle permettra d’obtenir immédiatement des couples de valeurs correspondantes intermédiaires à celles de la table, et de résoudre ainsi, à un degré d'approximation presque toujours suffisant pour la pratique, le problème de l'interpolation. SI elle a une analogie plus ou moins grande avec une courbe connue, sa forme pourra suggérer l'idée d’une relation mathématique qui la représente approximativement (c'est ce que l'on nomme une relation empirique). Enfin, si la courbe présente quelque anomalie qui rompe sa continuité, cette circonstance seule indiquera le plus souvent qu’il y a quelque inexactitude dans les nombres de la table, et suffira pour mettre sur la voie des erreurs commises dans les expériences qui les ont fournis.
Ces avantages sont si frappants (et ce ne sont pas les seuls), que tous les expérimentateurs font aujourd'hui usage des courbes pour représenter les résultats de leurs recherches. 11 est donc important de se familiariser avec leur emploi.
Nous allons en donner quelques exemples :
ta ligure 6 (planches) donne la loi de la dépression du mercure due à la capillarité , en fonction du diamètre intérieur des tubes. I.es abscisses sont proportionnelles aux nombres de millimètres contenus dans le diamètre du tube, et les ordonnées aux nombres de dixièmes de millimètre contenus dans la dépression correspondante.
La ligure 7 (pl.) représente la loi qui lie la tension de la vapeur d’eau à sa température. Les abscisses sont proportionnelles aux températures exprimées en degrés, et les ordonnées aux tensions exprimées en atmosphères.
La figure 8 (pl.) montre comment varie la chaleur latente de la vapeur d’eau avec la température. Les abscisses sont les températures; les ordonnées sont les chaleurs latentes.
La figure 9 (pl.) peut remplacer une table hygrométrique. Les abscisses sont proportionnelles aux nombres de degrés de l’hygromètre à cheveu; les ordonnées aux tensions correspondantes de la vapeur contenue dans l’air.
La figure 10 (pl.) exprime comment varie la réfraction astronomique en fonction de la hauteur apparente des astres. Les abscisses sont proportionnelles aux • hauteurs apparentes exprimées en degrés; les ordonnées soijt proportionnelles aux icfractions correspondantes exprimées en minutes
La figure II (pl ) donne la loi de solubilité de différents sels en fonction de la température. Les abscisses sont proportionnelles aux températures; les ordonnées représentent les quantités de chaque sel, en poids, dissoutes dans 100 parties d’eau.
La figure 12 (pl.) représente le résultat d’une série d’expériences sur l’effet utile
d'uae turbine Fontaine-Baron. Les abscisses sont proportionnelles aux nombres de tours de la roue dans une minute, et les ordonnées représentent les valeurs correspondantes du coefficient d'effet utile, c’est-à-dire du rapport entre l’effet utile réel et le travail absolu du moteur.
La figure 13 (pl.) représente la loi de la mortalité en France. Les ordonnées sont proportionnelles aux nombres des survivants sur 100 naissances, et les abscisses représentent l'âge des survivants. Par exemple, poun=0 on a y =100, et pour x=20 on a y — al ; cela signifie qu’en général, sur 100 individus nés le mime jour, 51 seulement atteignent l ige de 20 ans.
24. Après avoir montré la connexité qui existe entre les équations à deux variables et les courbes, nous aurions à aborder le sujet principal de la Géométrie analytique à deux dimensions, qui est l’application du calcul à l’étude des lignes planes. Mais il est indispensable de traiter auparavant quelques questions secondaires qui faciliteront celle étude. Ce sera l’objet du chapl're suivant.
HOMOGÉNÉITÉ- - CONSTRUCTION DES FORMULES
TRANSFORMATION DES COORDONNEES.
$ 1. DE l'uOMOGÉNEITÉ DES FONCTIONS ET DSS ÉQUATIONS.
2î>. Expressions homogènes. On a vu en algèbre qu’un monôme est dit du degré m, quand la somme des exposants des lettres qui y entrent, est égale à m; et qu’un polynôme est dit homogène et du degré m, quand tous ses termes sont du degré m. Si, dans un pareil polynomé, on multiplie chaque lettre par un même facteur u, le polynoine sera multiplié paru*.
Plus généralement, on dit qu’une fonction est homogène et du degré m, lorsque , chacune des lettres qui y entrent étant multijiliée par un même facteur u, la fonction est multipliée par u". Telles sont les fonctions
ii(a* — b'y—3a>b + ab\
j bab — 2 b'
— d -f- <Jbc.
HP
la première est du 2e degré, la seconde du degré O, la troisième du degré — 1.
26. 11 arrive souvent que, dans une fonction, certaines lettres représentent des coefficients numériques dont on ne détermine pas la valeur ; ces lettres ne doivent pas être comptées parmi celles d’où dépend le degré d’homogénéité de la fonction. Par exemple, si dans
. «* + (y + mxY
\Jab — (my + x )’
la lettre m désigne un coefficient numérique, la fonction est homogène. Elle ne le serait pas dans le cas contraire.
On traite également comme des coefficients numériques les quantités telles que
sin a, cos a, tang a, log p, e\
dans lesquelles p est un nombre abstrait, et a un angle exprimé en degrés, ou un nombre abstrait (auquel cas a est le rapport d'un arc à son rayon).
On traiterait encore ces mômes expressions comme des coefficients numériques si a et p étaient remplacés par des fonctions d’autres lettres, pourvu que ces fonctions fussent homogènes et du degré 0, comine si l’on avait
cos Iang~,
y 'a*+b* bt>c
Ingft+V'fr a — y/bc
ei
car des fonctions du degré 0 représentent des nombres; et si l’on multiplie a, b et c par » , le facteur u disparaît. Dans tout autre cas, la présence d'une expression du genre des précédentes dans une fonction suffirait pour l’empécher d’être homogène.
Kquations homogènes. Une équation de la forme
?(«. b,x,yt...)=0
est homogène quand la fonction ® est homogène. Une pareille équation jouit de cette propriété remarquable, qu’elle ne cesse pas d’avoir lieu quand on multiplie toutes, les lettres qui y entrent par un môme facteur u. Le premier membre prend en effet, par suite de l’homogénéité, la forme
si ni est le degré d’homogénéité. Et, puisqu'on a ? (a, b,x, y,. ..)= 0, on aura aussi
ou, ce qui revient au môme,
sp(au,6»,xu,y»,...) = 0.
Il résulte de là que si une équation entre des quantités concrètes de même espèce est homogène par rapport à ces quantités, c’est-à-dire en regardant les lettres qui représentent les autres quantités comme des coefficients numériques, elle est indépendante de l'unité commune il laquelle les quantités concrètes sont rapportées. Car, si l’on change
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d’unité, cela reviendra à multiplier'lcs quantités concrètes par un même facteur entier ou fractionnaire; or, l’équation étant supposée homogène par rapport à ces quantités, elle aura lieu indépendamment du facteur introduit.
28. Réciproquement : Si une équation algébrique entière (pour borner la proposition au seul cas utile) entre des quantités concrètes de mime espèce, a lieu indépendamment de l’unité « laquelle ces quantités sont rapportées, cette équation est homogène, ou elle résulte de l'addition de plusieurs équations homogènes de degrés différents.
En effet, soit M-f-N+P-f- ... = 0
l'équation considérée, dans laquelle M, N, P, etc., sont des polynômes homogènes, par rapport à ces quantités concrètes, dont le degré est respectivement m, n, p, etc. Si l’on change d’unité, ce qui revient à multiplier par un môme facteur u toutes les lettres qui représentent les quantités concrètes, il viendra
Mu"’-{-Nu"-t-P«,’-f- ... = 0.
Or, pour qu’une pareille équation ait lieu indépendamment de u, il faut qu’on ait séparément
M = 0, N=0, P = 0, etc.,
et l’équation proposée résulte de l’addition de ces dernières.
C’est ainsi que toutes les relations obtenues entre les lignes d’une figure plane, étant indépendantes de l’unité de longueur, doivent être homogènes; à moins qu’on n’ait par inadvertance additionné des relations séparément homogènes, mais de degrés différents.
21>. Équations qni renferment des quantités concrètes d'espèces différentes. Lorsqu’une équation renferme des quantités concrètes d'espèces différentes, il peut se présenter deux cas.
Les unités auxquelles ces diverses espèces de quantités sont rapportées, peuvent être indépendantes les unes des autres. Dans ce cas, si, comine cela a lieu d'ordinaire, la nature même de la question indique que la relation ne dépend pas du choix des
unités, elle devra être homogène par rapport à chacune des espèces de quantités concrètes en particulier. Nous excluons le cas où elle résulterait de l’addition de plusieurs équations homogènes de degrés différents , parce que ce cas ne pourrait se présenter que par suite d’une fausse marche dans les calculs.
Il peut se faire, au contraire, que l'une des unités dépende d’une ou de plusieurs autres; il faudra alors avoir égard à cette dépendance dans l’application du principe d'homogénéité.
Supposons d’abord que l’équation contienne certaines lettres S, S’, etc., représentant des aires, avec d’àulres lettres a, b, c, etc., représentant des lignes. Il faudra se rappeler que les théorèmes de Géométrie sur lesquels on s’est appuyé pour établir la relation proposée, supposent implicitement une certaine relation entre l’unité de longueur et l’unité de surface, de laquelle il résulte que si l'expression numérique des lignes de la figure est multipliée par u, celle des aires de cette même figure sera multipliée par u’. Il s’ensuit que, dans l’application du principe d’homogénéité, on devra regarder les lettres S, S', etc., comme étant du second degré, tandis que a, b, c, etc., sont du premier. Ainsi la formule
est homogène si S et S' sont des aires, h, h', a et b des lignes.
Supposons ensuite qu’il y ait à la fois dans l’équation des volumes V, V', etc., avec des aires S, S', etc., et avec des lignes a, b, c, etc. On se rappellera également que les théorèmes sur les volumes supposent entre les unités une relation telle, que si l’expression numérique des lignes d’une figure est multipliée par u, celle des volumes le sera par u* ; en sorte qu’on devra regarder V, V', etc., comme étant du troisième degré. Ainsi la formule
est homogène, si V et V' sont des volumes, B et b des aires, h et h' des lignes.
30. Il peut se faire encore qu’une même quantité dépende de plusieurs unités indépendantes entre elles. Dans ce cas, cette quantité sera d’un certain degré par rapport à l’une de ces unités,
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et d’un certain degré par rapport à une autre unité ; et il faudra avoir égard à cette circonstance dans l’application du principe d'homogénéité.
Considérons, par exemple, l'équation du mouvement uniformément varié
e=lgt\ d’où g = j.
On voit, par cette relation, que g est proportionnel à e, qui est du premier degré par rapport à l'unité de longueur, et en même
temps proportionnel à p, qui est du degré — 2 par rapport au
temps. Si donc la quantité g entre dans une formule, et qu’on y multiplie toutes les longueurs par un facteur X, et toutes les durées analogues à t par un facteur 9 , les quantités analogues à g devront être multipliées par X et par i . En ayant égard à cette remarque, on reconnaît facilement, par exemple, que l’équation du pendule
,=Vs
est homogène. Car, en multipliant t par 6,
il vient
/ 9= jt
par X , et g par
formule d'où 9 et X disparaissent.
31. Enfin, dans tout ce qui précède, nous avons supposé, sans le dire, qu’aucune des quantités qui figurent dans le problème n’avait été prise pour l’unité de son espèce. S’il en était autrement, il pourrait arriver que des formules, homogènes au fond, perdissent l’apparence de l’homogénéité. Mais il serait alors facile de la leur rendre.
Si, par exemple, un problème de Géométrie conduit à la relation
?(«,&.*, y..-) = ° [il.
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quand l’unité de longueur reste arbitraire, il conduira, lorsqu’on prendra pour unité la ligne a, à l'équation
'au a '
ou à ?(!,&', <r',i/,...)=0 [3],
en appelant b\ x',y\...\cs rapports “*“>">••• c’est -à-dire des
nombres abstraits. L’équation [3] sera homogène au fond, puisqu’elle aura lieu entre des nombres abstraits ; mais elle n’offrira
pas l’apparence de l’homogénéité. Pour la lui rendre, il suffira de
remplacer b , x,y par — , — , et d écrire ensuite b
au lieu de b'a , x au lieu de x'a, y au lieu de y'a,... et ainsi de
suite ; ,on retombera ainsi sur l’équation [2], qui n’est qu’une
autre forme de l’équation [1], car, en la multipliant par a", si m est le degré d’homogénéité, on retrouve l’équation [l].
."Si. La considération de l’homogénéité est de la plus grande importance en Géométrie analytique : elle sert de moyen constant de vérification, soit pendant la mise en équation des problèmes, soit pendant le cours des opérations, soit enfin lorsqu’on est parvenu au résultat. Elle sert de moyen mnémonique pour retenir les formules. Enfin elle rend les expressions plus symétriques, et suggère quelquefois des méthodes de calcul plus promptes et plus élégantes. Il est donc essentiel que les élèves acquièrent de bonne heure ce qu’on pourrait appeler le sentiment de l’homogénéité; ils y parviendront en s’exerçant à vérifier l’homogénéité de toutes les formules qu’ils rencontrerai I. Ils pourront faire cet exercice sur toutes les équations que nous avons employées jusqu’ici.
55. Lorsque les relations qui existent entre les inconnues et les données d’une figure ont été exprimées analytiquement, et que l’on a obtenu par le calcul l’expression algébrique de chaque in-
connue, il reste encore à traduire en Géométrie les résultats de l’analyse, e’est-à-dire à remplacer les opérations indiquées par des constructions géométriques. C’estce que l’on appelle construire les formules obtenues.
C'onNtrurtion des expressions rationnelles. NOUS Supposerons d’abord que l’inconnue considérée soit une ligne. Son expression devra être homogène et du premier degré.
Si elle est entière et de la forme x = a-f-6 — c-\-d — c, il suffira, pour la construire, de porter sur une droite indéfinie X.Y
e- f c (fig. I8) et dans un même
v n s îî n x sens à partir d'un point dé-
rig. u. terminé O, une série de
longueurs OA, AB, BD respectivement égales aux lignes a, b, d qui sont précédées du signe f-; et de porter ensuiteen sens contraire, à partir du dernier point obtenu D, une série de longueurs DC, CE ou CE' respectivement égales aux lignes c et e qui sont précédées du signe — . Le résultat, c’est-à-dire la valeurde x, sera OE ou OE', et devra être considéré comme positif ou comme négatif, suivant que le point E sera situé, par rapport au point O, du côté que l’on a adopté pour le sens positif ou du côté opposé.
54. Si la valeur de x est fractionnaire et de la forme x — —, on
la construira en cherchant une 4* proportionnelle aux lignes m, a
et b, de telle sorte qu’on ait m:a=b:x, ce que l’on sait faire.
„ . , , , abcd ab c d
Si elle est de la forme x= ou x——. -. -, on construira
mnp m n p
successivement une 4e proportionnelle y aux trois lignes m, a et b; une 4' proportionnelle* aux trois lignes n,ccly; enfin une 4* proportionnelle x aux trois lignes p, d et z. On aura, en effet, successivement :
my=ab, nz=cy, px—dz,\
d’où, en multipliant membre à membre :
mnpx=abcd ,
.. abcd
et, par suite, x = .
’ 1 «uu«
On peut lier les constructions de manière à les abréger. Par un point O (fig. 19) menons deux droites sous un angle quelconque;
et portons alternativement sur chacune d’elles, à partir du point O, les distances
OA, OR, OC, OD, OM, ON
respectivement égales à '
joignons BM, CN, DP ; puis menons à ces droites les parallèles respectives AY, YZ, ZX ; la distance OX sera la longueur demandée. La symétrie de cette construction la rend facile à retenir.
38. Si la valeur de x est une fraction à termes polynômes, on pourra toujours rendre ces deux termes entiers. Soit donc, pour fixer les idées,
_ o36 — 3a'bc -(- 4c*d*
Après avoir choisi une ligne arbitraire u, divisons chacun des deux termes par une puissance de u inférieure d’une unité au degré de ce terme, puis multiplions le numérateur par u pour rétablir l’homogénéité; l’expression prendra la forme
a'b Za'bc kc'd'\
If* u5 us /
2ab' . bbc' </*
li5 ' 17™ ü'
Chacun des termes entre parenthèses au numérateur, et chacun des termes du dénominateur pourra se construire d’après la règle du numéro précédent; soient A, B, C, D, E, P les valeurs de ces termes, on aura
Les expressions A— B-f-C et D-f-E— F se construiront d’après
CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 37 la règle du n° 35; et si M et N sont leurs valeurs respectives, on
4* proportionnelle à N, M et u.
Ta ligne u étant arbitraire, on peut souvent la choisir de niait ère à diminuer le nombre des opérations. Soit, par exemple,
a* — 6 a'b -f- 5«V/* — Zab* -f- 26*
X~ 2a’ -f- 4a’A — Zab‘ — A5
Kn prenant u—a, on mettra l’expression sous la forme
al a — 6fc-j _ — }— 2 — = i
et l’on n’aura à appliquer la règle du n° 54 qu’aux trois expressions
v qui s’obtieunent par une même construction. Sur les deux côtés M / d’un angle O (lîg. 20), et à partir du
p ^"'T\ gommet, oo prendra OA = OA' = a ,
\/ 0B=0B’==6; puis on mènera BM
0 s « ‘ parallèle à AB', MN parallèle à A'B,
ns- »>. ’ enfin NP parallèle à AB'. On aura
ainsi
M = -, ON „ 0P
Si les deux polynômes sont décomposables en facteurs, celte circonstance abrège les opérations. Soit, par exemple,
on pourra écrire
2A,c,-j-2a?c,-{-2 q’A* — q>— 6’— c* ab * — 2 abc-\-ac‘ ’
Les quantités entre parenthèses se construisant avec la plus grande facilité, l’expression proposée se ramènera immédiatement à la forme
et se traitera par la règle du n* 54.
56. Construction des expressions irrationnelles. Supposons maintenant que la valeur de x soit irrationnelle.
Si elle se réduit à un radical du second degré, la quantité placée sous le radical devra être homogène et du second degré.
Soit d'abord x = \ab. Celte valeur se construira en cherchant une moyenne proportionnelle entre les lignes a et b.
Soit x = v'o’-h è*. L’inconnue x sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux côtés sont actfc.
Soit x=-^a' — &*• L’inconnue x sera l’un des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle dans lequel a est l’hypoténuse et b l’autre côté de l’angle droit; ou bien x sera une moyenne proportionnelle entre a-\-b et a — b.
57. Si le radical porte sur une fraction algébrique, le degré de son numérateur devra surpasser de 2 unités celui de son dénominateur. Soit donc, pour fixer les idées,
— ka'b*-\- bà 2rts-j-3èe1'
Après avoir choisi une longueur arbitraire u, divisons chaque terme par une puissance de u inférieure d’une unité au degré de ce terme, et multiplions le numérateur par «’ pour rétablir l’homogénéité; il viendra
La quantité entre parenthèses peut être réduite à une ligne ni, et le dénominateur à une ligne m; il reste donc
et, si t) désigne une 4' proportionnelle à n, m et u,
x= \/uv,
qui est une moyenne proportionnelle entre u et v.
On peut, par cette méthode, construire tous les radicaux du second degré. Mais u restant arbitraire, le choix qu’on fera permettra souvent d’abréger les opérations. Ainsi, dans l’exemple ci-dessus, on peut prendre u = a, et il vient
valeur plus simple que la précédente.
Il peut arriver aussi que les polynômes soient décomposables en facteurs, circonstance dont il faut avoir soin de profiter. Si l’on avait, par exemple,
’-yJ-
— 2 a’é-f- 2 a'fc* — 2 bk a‘+2aé ’
on pourrait écrire
(a—by^ + b*) û((l -j- 2 b)
Soient alors - =m, a — b= A, »-(-»« = B, o-f-2é=C, il viendra
et si = D, x = v/Al), moyenne proportionnelle entre A et D.
50. Si x est donné par un radical du quatrième degré, la quantité sous le radical devra être homogène et du quatrième degré. Soit, pour fixer les idées :
Après avoir choisi une longueur arbitraire u, on divisera chaque terme de la fraction par une puissance de u inférieure d’une unité au degré de ce terme, et l’on multipliera le numérateur paru* pour rétablir l’homogénéité. Il viendra :
La quantité entre parenthèses se réduira à une ligne m et le dénominateur à une ligne n; on aura donc:
Soit p une 4" proportionnelle à n, m et u, il viendra :
x— \'u <Jup-
Soit enfin q la moyenne proportionnelle entre u et p, on pourra écrire a; = \/üq, ce qui est une moyenne proportionnelle entre u et q.
Cette méthode permettra de construire tous les radicaux du 4* degré. Mais u restant arbitraire on aura soin d’en disposer de manière à simplifier les opérations; c’est ce qu’on ferait dans l’exemple ci-dessus si l’on prenait u=a.
Si la quantité sous le radical était décomposable en deux facteurs du second degré, le radical proposé serait une moyenne proportionnelle entre deux radicaux que l’on sait construire. Soit, par exemple : x = y' lF—bk\ on pourra écrire x= y'a’ — el sj
l’on pose m= \Ja'1 b', — b valeurs que nous avons ap-
pris à construire au n° 56, il ne restera qu’à chercher la moyenne proportionnelle entre m et n.
59. Simplification des procédés généraux. Les procédés qUC nous venons d’indiquer suffisent pour construire toutes les expressions qui se rencontrent dans l'application de l’algèbre à des questions de Géométrie. L’habitude du calcul suggère souvent des moyens plus expéditifs, mais qui ne peuvent être formulés en règles générales.
Soit, par exemple,
2 a' — 4 o‘4 -j- 4 o’fc* — 4a’6,-(- 2 aè* a -J- b ’
cette expression peut être mise sous la forme :
/ £tt
Or, o’+è* peut être changé en un carré c% et y/ est le
côté d’un carré dont la surface est à celle de c ' comme la ligne 2o est à la ligne a -(- b. Appelons d ce côté; il viendra x=\J(a—b)d, ce qui est une moyenne proportionnelle entre a — b et d.
40. Construction des angles. Nous avons supposé jusqu’ici que l’inconnue était une ligne; il pourrait arriver que ce fût un angle. Cet angle sera donné en général par une de ses lignes trigonométriques; dans ce cas l’expression obtenue devra être homogène et du degré zéro; elle pourra donc, après des transformations convenables, et par des procédés analogues à ceux que nous avons employés plus haut, être mise sous la forme
J, a et b étant des lignes. Cela posé :
Soit sin ®==|:si on construit un trianglerectangle ABC(fig.2l)
Fig. ai.
qui ait pour hypoténuse b et pour l’un des deux autres côtés a, l’angle demandé sera l'angle opposé au côté a.
Soit cosx — ^: la même construction étant faite, l’angle x
sera l’angle adjacent au côté a.
Soit tang x = l'inconnue estl’angle opposé à a dans un triangle rectangle qui aurait pour côtés de l’angle droit a et b.
Les deux premières constructions supposent a <6; la troisième sera toujours possible.
Soit, à construire
tanga;
ac — bd’
on en tire, en divisant les deux termes par ac,
tang x =
l’osons tang y = ^ et tang r = ^; ces angles se construisent facilement d’après la règle donnée ci-dessus, et il vient ;
tang y + tang s , ...
tang x = ■■ — f ^ n — t-£ — = tang (y -f z),
1 — tangi/. tang z ° a '
c’est-à-dire que x est la somme des angles y et s. Soit à construire
sm x —
— v/fl* — oô •
on peut écrire :
sioar==y/ n-| — \J
CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 43 celte formule ne pouvant Être réelle qu’autant que b est moindre que a, on peut poser sin y on a alors
sin x = yjï —J— -sin y — y"1 — sin V — sin f y ,
c’est-à-dire que l’angle a; est la moitié de l’angle y.
(Nous avons admis implicitement dans ces deux exemples qu’il s’agissait du plus petit des angles dont on donne lu tangente ou le sinus.)
42. C’est ici le lieu de remarquer 'que la considération des angles aide souvent à construire les formules qui représentent des lignes.
Par exemple, l’expression
\/a* — a36 — ab 3 -f- 6‘ a-|-fc ’
peut être mise sous la forme
ab
{a + bf
Le produit ab étant toujours moindre que (a-f- è)*( si on cherche une moyenne proportionnelle m entre a et à, elle sera moindre
. fil
que a -f- b ; on pourra donc poser sin y = et construire 1 1 gle y par la règle du n° 40. La valeur de x deviendra alors
an-
x=(a — b ) yO — sin’y — (a — è)cos y.
L’angle y étant déjà tracé, on prendra sur l’un de ses côtés, à partir du sommet, une longueur égale à a — b; et la projection de celte longueur sur l’autre côté sera la valeur de x.
Ces constructions peuvent être liées comme l’indique la figure 22. On prendra , sur une môme droite , AB = a et BC = b ; sur AG comme diamètre on décrira une demi-circonférence ; on élèvera Fig. aj. en B la perpendiculaire BD ; du point C
comme centre, avec BD pour rayon, on tracera un arc de cercle
qui coupera la demi-circonférence en un point E; on joindra AE ; on prendra BG' = BC, et du point C' on abaissera sur AE la perpendiculaire C'P. La longueur AP sera la valeur de x.
43. Construction des surfaces et des volumes. L’inCOnUUC d’un problème peut être une surface ou un volume.
Dans le premier cas, l’expression obtenue doit être homogène et du second degré. On pourra toujours représenter cette surface par un rectangle dont on se donnera arbitrairement la base a; et l’on n’aura plus qu’à construire la hauteur x de ce rectangle. S représentant, pour abréger, l’expression obtenue pour la surface en question, on a
bx — S: d’où x = ~.
Or le numérateur S étant homogène et du second degré, la valeur de x sera homogène et du premier degré ; et l’on saura la construire par les méthodes exposées ci-dessus. On pourra profiter de l’indétermination de a pour simplifier les opérations s’il y a lieu.
Dans le cas où l’inconnue est un volume, l’expression obtenue doit être homogène et du troisième degré. On peut toujours représenter ce volume par un parallélépipède rectangle dont on se donne deux dimensions a et b; et l’on n’a plus à construire que la troisième dimension, que nous appellerons x. Si V représente alors, pour abréger, l’expression obtenue pour le volume en question, on aura
cbx — Y ; d’où x=\.
’ ab
Le numérateur V étant homogène et du troisième degré, la valeur de x sera homogène et du premier degré ; et l’on saura la construire. On profitera de l'indétermination de a et de b pour simplifier les opérations si cela est possible.
U. Les élèves pourront s'exercer à construire : l’ les racines des équations : ax3+b3i + eï = 0; aï + W +e‘=0;
2* les lignes représentées par
:r les angles donnés par les relations :
sin x = tangx
/ ab — cd .
V ab + cd'
iinj=.i/2 — - ,
Va + b
sin x—
‘<JZ+T '
tangx =
2 ah
4* la surface qui a pour valeur
y/a‘ — 4 aHi ■+- 6a:6J — 4a(i J"; 5" le volume donné par l’expression
3a’t> + v,<*‘bî — îa’be* -f- 2c*.
4o. On a vu, au n° 10, que l’équation du cercle prend une forme plus ou moins simple, suivant le système de coordonnées auquel on le rapporte. Si l’on prend des axes obliques quelconques, l’équation est, comme on l’a vu,
(•f — «y + (!/ — P)’ •+• 2 (X — «) (y — P) COS 0 = r« ;
si l’on prend des axes rectangulaires passant par le centre, die se réduit à
ar* —J— y* = r*.
L’équation de la droite elle -même, qui est, en général, delà forme
y = ax + b,
se réduit à y = ax, quand l'origine est un point de la droite; et même à y = 0, si l’on prend pour axe des x la droite ellemême (9).
Ces deux exemples suffisent pour foire comprendre l’avantage qu’il y a, dans certains cas, à déduire de l’équation d’une courbe
4ü -CÉ0MÉTR1E ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS.
par rapport à de certains axes l’équation de la même courbe par rapport à d'autres axes ; c’est en cela que consiste le problème de la transformation des coordonnées. Il est facile de voir qu’il se réduit analytiquement à exprimer les coordonnées anciennes en fonction des nouvelles; car si l’on remplace alors, dans l’équation d’une courbe, les anciennes coordonnées par leur valeur, on aura une relation constante entre les coordonnées nouvelles, qui représentera la courbe rapportée aux- nouveaux axes.
Mais avant d’aborder ce problème, nous allons exposer quelques notions relatives aux projections.
'<<>. Notions «}nr les projections. DÉFINITION I. La projection
orthogonale d'un point A (fig. 23) sur un axe X’X, est le pied A' de la perpendiculaire abaissée du point A sur cet axe.
- Fig. 33.
II. La projection orthogonale d'une droite de longueur donnée AB (fig. 23) sur un axe indéfini et situé dans le même plan, est, à un point de vue purement géométrique, la distance absolue A'B' des projections de ses extrémités.
17. Toutefois, afin de généraliser les formules, on convient de regarder la projection d’une droite comme une quantité algébrique. Ainsi, pour déterminer le signe de la projection d’une droite AB (fig. 23), on imagine que cette droite est parcourue par un point mobile, partant de l’une de ses extrémités, en même temps que la projection de ce mobile parcourt la projection A'B' de celte droite. Alors, si la projection du mobile se meut dans le sens de la partie positive de l’axe X X, pour décrire A B', on considère cette dernière projection comme positive; mais on la considère comme négative dans le cas contraire.
Il résulte de cette convention que, si le mouvement du mobile fictif change de sens, la projection de la droite change de signe. Nous indiquerons d’ailleurs le sens du mouvement pur l’ordre des lettres qui désignent la droite que Ton projette. Ainsi, d’après ces conventions, on a
proj. AB = — proj. BA.
48. Théorème. La projection d'une droite limitée AB (fig. 23) sur un axe indéfini X'X, est égale algébriquement , c'est-à-dire pour la grandeur et pour le signe, au produit de lu longueur absolue de AB par le cosinus de l'angle que la direction AB fait avec la partie positive de l'axe X’X, rcl angle pouvant varier de O à 180°.
Convenons de compter les longueurs positives de X' vers X, et supposons d’abord que AB (fig. 24), fasse un angle aigu avec X X. La projection A'B' est positive, et si nous menons AU parallèle à X'X, on a A'B'=AD. Cela posé, le triangle rectangle AB1) donne
AD = AB cos BAD = ABcos (AB, X'X); donc proj. AB = AB cos (AB, X'X).
Fig. 24. Fig. 25.
Supposons maintenant que AB (fig. 25) fasse un angle obtus avec X'X. La projection de AB est négative et égale à — A'B'. Si nous menons encore AD parallèle à X'X, nous avons
A'B' = AD = AB cos BAD.
Or BAD= 180» — BAD' = 180° — ang (AB, X'X),
d’où cos BAD = — cos (AB, X'X),
et A'B' =— ABcos(AB>XX);’
par conséquent — A'B' = AB cos (A B, X'X) .
c’est-à-dire proj. AB=AB cos (AB, X'X).
Ce théorème est vrai , quelTfc que soit la position de la droite AB par rapport à l’axe X’X. Nous engageons les élèves à répéter la démonstration pour d’autres positions de AB.
40. Théorème. La somme algébrique des projections des côtés d’un contour polygonal feimé, sur un axe quelconque, est ég'ale à zéro.
Soit ABCDEFA (fig. 26) un contour rectiligne fermé. Imaginons qu’un mobile parti du point A parcoure tout le contour, toujours dans le môme sens, et revienne au point A. La projection de ce mobile sur l’axe X'X parcourt elle-même les x projections des côtés du contour. Or elle part du point A', projection du point de’départ A du mobile, et revient à ce même point A'. Donc la somme algébrique de toutes les projections des côtés du contour est nulle, ce qu’il fallait démontrer.
Corollaire. Si nous désignons par a, b, c.... I, les valeurs absolues des côtés d’un contour fermé , et par a, p, y—.X les angles que les directions de ces côtés font avec la partie positive de l’axe de projection, nous aurons, en vertu de ce qui précède,
a cos a + 6 cos p -f- c cos y + •••• + * cos X = 0, ou, plus simplement, Sa cos a = 0, la lettre X tenant lieu du mot somme.
80. Lorsque le contour que l’on projette n’est pas fermé, on nomme résultante de ce contour la droite qui joint le point de départ du mobile fictif au point d’arrivée.
Théorème. La projection de la résultante d’un contour polygonal est égale à la somme algébrique des projections de ses côtés.
Soit ABCDEFG (fig. 26) un contour polygonal non fermé, et soit AF la résultante. Le contour ABCDEFA étant fermé, on a (49),
proj. AB-)-proj.BC-j-proj CD-j-praj. DE-j-proj. EF-f-proj. FA=0.
Mais (47)
proj. FA = — proj. AF ;
donc
proj. AF = proj. AB -f- proj. BC proj . CD -)- proj. DE -f- proj. EF.
TRANSFORMATIQN DES COORDONNÉES.
Corollaire. Si l'on projette sur un même axe deux contours rectilignes dont les extrémités coïncident, les projections de ces deux contours non fermés sont égales.
Si. Ces notions établies, nous revenons aux formules propres à changer d'axes.
La transformation la plus générale consiste à changer à la fois l’origine et la direction des axes; mais il est plus simple de faire la transformation en deux fois : on transporte d’abord les axes parallèlement à eux-mêmes, puis on change leur direction sans changer d’origine.
Première transformation. NOUS supposerons d'abord (JUC
l’axe des]# reste le même, et que le nouvel axe des y soit parallèle à l’ancien. Soient OX et OY (lig. 27) les anciens axes; soit O'Y’ le nouvel i axe des y. Considérons un point quelconque M du plan; menons MP parallèle à OY. Appelons x l’ancienne abscisse du point M, x' la nouvelle, et a l’abscisse de la nouvelle origine par rapport à l’ancienne.
Les points O, O' et P ne pourront avoir que six positions relatives.
Dans le cas de la figure, on aura
x= OP, x' = O'P, a = 00', et OP = 00' + O'P; d’où x=a-\-x'.
Dans le cas où P serait entre 0 et 0', on aurait
x = OP, + = — OP, a=00' et 0P = 00'-0P;
d’où x = a — (—x’) ou a: = a + x'.
On reconnaît aisément que, dans tous les cas, on a la mémo formule
x=a-\-xl.
GEOM. ANAL.
i>2. Si, au contraire, l’axe des y restait le môme, et que le nouvel axe des x fût parallèle à l’ancien , on verrait d'une manière semblable qu’en nommant y l’ancienne ordonnée, y' la nouvelle, et b l’ordonnée de la nouvelle origine par rapport à l’ancienne, on a dans tous les cas
iî3. Si donc on transporte à la fois les deux axes parallèlement à
eux-mômes; par exemple, de la position OX, OY (fig. 28) à la position O’X’, O'Y', en nommant a; et y les coordonnées d’un point quelconque M du plan par rapport aux anciens axes, x' et y' les coordonnées du môme point par rapport aux nouveaux, et a et b les coordonnées de la nouvelle origine O' par rapport aux anciens axes, on aura en môme temps
x = a + x' et y = 6-fy';
et , d’après ce qui a été démontré tout à l’heure , ces formules seront applicables à tous les cas.
Telles sont les formules qui servent à passer d’un système d’axes coordonnés à un nouveau système d’axes parallèles aux prcriTîers.
Pour en montrer sur-le-champ l'usage, supposons qu’un lieu géométrique soit représenté en coordonnées rectangulaires pir l’équation
*> + yJ — 6x + t,y+ 12=0.
Transportons les aies parallèlement i eui-mèmes, soient a = 3 et b =: — 2 les coordonnées de la nouvelle origine, nous aurons
* = i'+3 et y = y' — 2 .
F.n substituant ces valeurs dans l’équation précédente , on trouve qu’elle se réduit à
équation qui représente un cercle dont le rayon est 1 , et dont le centre est à l’origine des nouvelles coordonnées.
i»4. Deuxième transformation. Soient OX et OY (Plg. 29) k’S anciens axes faisant entre eux un angle 0; OX' et O Y' les nouveaux axes faisant respectivement avec O des angles que nous appellerons a et soit M un point quelconque du plan; menons WP parallèle à O Y et MP' parallèle à OY'. Il s’agit d’exprimer les coordonnées anciennes du point M, OP et MP, en fonction de ses coordonnées nouvelles OP' et MF.
Pour cela, menons d’abord une droite OA perpendiculaire à OY’, et par suite à MP; et projetons sur cette droite les côtés successifs du polygone OP'MPO, que nous supposerons parcourus dans l’ordre indiqué par les lettres. Les deux premiers côtés seront parcourus dans le sens qui leur est propre, c’est-à-dire de O vers F et de P' vers M, ou de O vers X' cl vers Y'; les deux derniers seront, au contraire, parcourus dans un sens opposé à leur direction propre, c’est-à-dire de M vers P et de P vers O, on de Y et X vers O. D’après ce qui a été établi au numéro précédent, les valeurs des projections de ces côtés seront donc :
-f x'cos(X',A), -J- y' cos (Y’’, A), o et — .rcos(X,A).
Mais OA étant perpendiculaire à OY’, on a AOX — 90° — 0; d’ailleurs,
X'OA = X'OX -f AOX = a + 90° — 8 = 90° — (0 — *)
Y'OA = Y'OX + AOX = a'-f 90° — 0=90° — (0 — *').
Les projections con.-idérées ont donc respectivement pour valeur
+ a:'sin(0 — a), y' sin (ô — a’), o et — a-sinO.
Or, d'après le théorème du n° 49, la somme algébrique de ces projections doit être nulle; on a donc
x' sin (0 — a) -f y' sin (0 — a') — x sin 0 = o,
d’où
a;’ sin (0 — *) -f y’ sin (6 — *’) sin 0
Menons, en second lieu, une droiteOB perpendiculaire à OX, et projetons sur cette droite le môme contour polygonal; les projections des côtés sont respectivement :
-fa:’ cos -f-;/' cos (Y’, B), — y cos (Y, B) et o;
mais OB étant perpendiculaire à OX, on a BOY = 90° — 0, d’ailleurs
X’OB = 90° — X'OX = 90° — a
Y'OB = 90° — Y’OX = 90* — a'.
Les projections considérées ont donc respectivement pour valeur
-fa:' sin «, -fy'sina', — y sin 6 et o.
Or la somme de ces projectioils doit être nulle en vertu du théorème du n° 40 ; on a donc
d’où
a;' sin a-|- y' sin a' — i/sinO=o, x' sin a -f y' sin a'
sin u
Les formules Ll] et [2] sont celles qu’il s’agissait d’établir. Elles sont applicables à tous les cas, puisquc-Ie théorème du n° 40 est général. Elles se simplifient dans quelques cas particuliers que nous allons examiner.
53. Passer d'un système d’axes rectangulaires à un système d'axes obliques. Si le premier système d’axes était rectangulaire , on aurait 6 = 90°; et par conséquent les formules [1] et [2] du numéro précédent deviendraient
x = x' cos a -f ÿ cos a’ et y =x' sin a -f y' sin a'.
Pour donner un exemple de leur usage , supposons qu’une courbe ait pour équation en coordonnées rectangulaires
ftr> — 16y’ = 144.
Passons à un système de coordonnées obliques, en prenant pour nouvel axe des abscisses une droite faisant avec l’ancien un angle négatif dont la tangente a pour valeur — î, et pour nouvel axe des ordonnées une droite faisant avec l’ancien axe des x un angle dont la tangente a pour valeur + J. On aura
tang a = — J , d'où sin a = — 0 ,6 et cos a = + 0 ,8,
tanga' =+ J, d’où sin a' = + 0,6 et cos a' = + 0,8.
Les formules ci-dessus deviennent
x = O.Sx1 + 0,8y’ et y = — + 0,Gy'.
Substituant ces valeurs dans l’équation de la courbe, et réduisant, on obtient
23,04xy = 144 ou l'y* = 6,25
pour l’équation de la même courbe rapportée aux nouveaux axes.
«Jt$. Passer cl’un système d'axes obliques à un système d’axes rectangulaires. Si, le premier système d’axes étant oblique, le second était rectangulaire, on aurait a — a = 90° ou a' — a = 270°.
Lapremièresuppositiondonnea' = a-j- 90°, 0 — a =9— a — 90°; par conséquent : sin (9 — a') = — cos (0 — a) et sin a' = cos a. Par suite, les formules du n° 84 deviennent
æ'sinfO — a) — u'cos(9 — a) , x' sin a 4- n1 cos a
x = s — y i ' et y = .
sin 9 J sin 9
La seconde supposition conduirait à des formules qui ne diffèrent des précédentes qu’en ce que y' y est changé en — y', ce qu’on pouvait d’ailleurs prévoir.
Comme application des formules ci-dessus, supposons que l’équation d’une courbe rapportée à des axes faisant entre eux un angle de 6 (f, soit
& + xy + y2 = î ,
et qu’on veuille la rapporter à des axes rectangulaires en conservant l’axe des*. On a , dans ce cas, 6 =60* et a = 0. Par conséquent
,cos r,o* ** sin GO*
et y
’ sin 60*.
Or cos CG* = J , sin GO* = les formules à employer reviennent donc à
et
Sub.-tituanl ces valeurs dans l'équation de la courbe, on trouve
pour l'équation de la même courbe rapportée aux nouveaux axes.
i>7. Passer d'un système d’axes rectangulaires à un autre système (F axes rectangulaires. Si, enfin, il s’agissait de passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d’axes rectangulaires, il faudrait dans les formules du numéro iî4 faire en même temp£ 6 = 90° et a’ = a-(- 900; ce qui revient à faire û = 90® dans les formules du numéro précédent. On trouve ainsi
x=x' cos a —y sin a et y = ar'sin*-|-î/'cosoi.
Remarques. I. Ces deux formules sont comprises dans la suivante, qui peut servir à les faire retenir, ,
X + ÿ ^ + yV— ï) (cos a + sin x.yj— l).
II. Comme application de ces formules, on peut s’assurer que l’équation du cercle, rapportée à des axes rectangulaires passant par son centre, reste la même, quel que soit le système de ces axes. Si, en effet, dans l’équation
on remplace x et y par les valeurs que donnent ces formules, on obtient
équation qui est exactement la même.
III. Dans le cas où les nouveaux axes rectangulaires sont préci-
sèment les bissectrices des angles formés par les premiers axes rectangulaires, on a
. SÎn a = COS a = ^ 2
par conséquent les formules ci-dessus deviennent
et
88. T ransformallon générale. Si l'on VCllt Cil même temps changer l’origine et la direclion des axes, on pourra obtenir trèssimplement les formules à employer.
Transportons d'abord les axes parallèlement à eux-mêmes; et soient x * et y“ les coordonnées dans le nouveau système d’axes parallèles aux anciens ; on a vu (83) qu’il suffit de poser
x — a a? et y = b-\-y“;
a et frétant les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes.
Changeons maintenant la direction des axes, en conservant la nouvelle origine; il faudra appliquer pour cela les formules du n“ 84 ; et l’on aura, en appelant x! et y' les coordonnées dans ce nouveau système,
g x' sin (0 — «) -f- !/’ sin (9 — a’) ^ as’sin a-j-y'sina
sin 9 ^ süTo
Par conséquent, en remplaçant a!' et y" par ces valeurs dans les formules qui précèdent, on aura les formules les plus générales pour la transformation des coordonnées rectilignes, savoir :
. a;' sin (9 — «) + y’sin(9 — a')
1 sin û
. , x' sin « 4- y' sin a'
J ' sin û
Remarques. I. Ces formules sont de la forme
x—a-\-mx/-\-ny' et y = fr-j-px'-f-yy',
c’est-à-dire du premier degré en a / et y7. Si l’on voulait effectuer la transformation inverse, c’est-à-dire revenir des nouveaux axes
aux anciens, il faudrait remplacer x' et y' par leurs valeurs en x cl y tirées des relations ci-dessus; et il est aisé de voir que ces valeurs seraient aussi du premier degré en a; et y. Il en résulte' que si l’on remplace a; et y par leurs valeurs en x' et y' dans l’équation d’une courbe supposée algébrique, le degré de cette équation ne pourra pas s’élever. Il ne peut pas s’abaisser non plus, puisqu’il faudrait que ce degré s’élevât en revenant du nouveau système à l’ancien.
II. Mais il pourrait, dans certains cas, arriver que l'équation s’abaissât, par rapport à l’une des deux coordonnées. Si, par exemple, une courbe rapportée à des coordonnées rectangulaires a pour équation
xs — 3xy + yi=o,
et qu’on prenne pour axes nouveaux les bissectrices des angles formés par les premiers, on obtient pour l’équation de la courbe rapportée aux nouveaux axes
équation qui n’est plus que du second degré par rapport à y.
lîD. Classification «les lignes. Une ligne est dite algébrique ou * transcendante, suivant que son équation est algébrique ou transcendante par rapport aux coordonnées x, y.
Il résulte des remarques précédentes que le degré d’une équation algébrique est un caractère permanent de la courbe qu’elle représente, c’est-à-dire un caractère qui subsiste quel que soit le système d’axes adopté. A cause de cela, on classe les lignes algébriques d’après le degré de leur équation. Ainsi, une ligne algébrique est dite du mm* degré ou du nime ordre lorsque l'équation qui la représente est du m"e degré.
Toutefois, pour qu’une équation du m" degré représente une ligne de l’ordre m, il faut que cette équation soit irréductible, c’est-à-dire ne puisse pas se décomposer en facteurs: car, dans le cas contraire, l’équation proposée représenterait, en réalité, autant de lignes qu’elle admettrait de facteurs, et chacune de ces lignes serait d’un ordre inférieur à m.
D'après celte remarque, on obtiendra une équation représentant simultanément plusieurs lignes en multipliant membre à membre les équations de ces lignes, après avoir fait passer tous les termes de chacune d’elles dans son premier membre. Ainsi, les deux lignes représentées par les équations A = 0, B = o sont représentées par l’équation unique A. B = 0. Nous disons qu’il faut faire passer tous les termes de chaque équation dans son premier membre: car, autrement, on obtiendrait l’équation d’une ligne passant seulement par les points d’intersection des lignes représentées par les équations proposées.
Remarquons encore qu’une équation du m“* degré peut ne représenter qu’un point ou même n’avoir aucune signification géométrique. C’est ce qui arrive quand l’équation n’admet qu’une seule solution réelle ou quand elle n’en admet aucune. Telles sont, par exemple, les équations
La première, n'ayant qu’une solution réelle x — a, y=b, ne représente que le point (a, b); et la seconde, n’ayant aucune solution réelle, n’est susceptible d’aucune représentation géométrique. Cependant, afin de généraliser cette classification des lignes algébriques, on dit quelquefois qu’une équation du mmr degré représente, dans le premier cas, une ligne évanouissante du mm' ordre, et, dans le second cas, une ligne imaginaire.
(50. Théorème. Utre ligne algébrique du nv"* ordre ne peut être rencontrée par une droite en plus de m points.
Les coordonnées des points d’intersection de deux lignes quelconques, vérifiant à la fois les équations de ces lignes, on obtient les points d’intersection de deux lignes en cherchant les solutions communes à leurs équations. Pour avoir les points d’intersection d’une droite, dont l’équation est du premier degré (9), avec une courbe du m™ ordre, il faut donc résoudre un système de deux équations, l’une du premier degré et l’autre du mmr. Or un pareil système ne peut admettre plus de m solutions; ce qui démontre le théorème.
CnAPITRE III
DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARIABLES. PROBLÈMES SUR LA LIGXE DROITE.
01. Construction des équations du premier degré. L’équation la plus générale du premier degré à deux variables est de la forme
Ax -f Bj/ -f- C = o [1].
Si A = o, on en tire y = — j-J , c'est-à-dire que tous les points
du lieu représenté par celte équation ont la même ordonnée ; le lieu est donc une parallèle à l’axe des x.
Si B = o, on tire de l’équation [l] x = — qui représente une parallèle à l’axe des y.
Si A et B sont différents de zéro, on peut diviser l’équation [lj par l’un de ces coefficients, B par exemple, et résoudre ensuite l’éqnation par rapport à y, ce qui donne
ou en posant, pour abréger,
A , C , B = fl el ~B=&’
y=ax- f- b.
C’est sous cette forme que l’on présente le plus fréquemment l’équation du premier degré à deux variables.
G2. Pour obtenir le lieu que celte équation représente, considérons d’abord le cas particulier où b est nul et où l’on a simplement
y = ax d’où - = a [1].
Soient M, M', M" (fig. 30) différents points du lieu; menons les ordonnées MP, M P’, MT"; et joignons les points M, M', M" à l’origine O par des droites MO, M'O, M"0. On a, en vertu de l’équation [2]
MP MP
OP- a’ OP
a’ Qp« at
Il résulte de là que les triangles MPO, M'PO, M'P"0 sont semblables, comme ayant un s . angle égal compris entre cOtés pro-
T portionnels ; les angles en O sont
I \ donc égaux, et par conséquent les
f \ o ü!_r -■ directions MO, M'O, M'O se con-
v r \ j fondent, c’est-à-dire que les points
\j M, M’, M* sont sur une ligne
M \ droite passant par l’origine. On ar-
v riverait au même résultat dans le
' cas représenté parla figure 31.
F'g 3i. Le lieu représenté par l’équation
y = ax est donc une droite passant par l’origine.
/ Revenons maintc-
TJ ^ Iiant ^ liquation
/ y = ax -j- b. Soient
' M, M’, M* (fig. 32),
y xj- — r différents points du
H I lieu ; menons leurs
ordonnées MP, M'P', P" 1^1 MT". Soit M" la
; droite représentée par
l’équation y = ax :
F’g- 32. les points N, N', N" de
cette droite situés sur MP, M F, M' P', ont pour ordonnées NP,
N'P', N"P", lesquelles sont égales aux ordonnées MP, M P’, M'P", diminuées algébriquement de b. On a donc
MN == M’N' = M"N"= b. .
Ainsi, les droites MM', MM", M'M", sont parallèles à NN", et se confondent par conséquent.
Donc le lieu représenté par l’équation y = ax -f- b est une droite parallèle à celle que représente l’équation y—ax.
Remarques. I. On a vu au n° 9 qu’une droite est représentée par une équation du premier degré; on vient de démontrer, dans celuici, que réciproquement toute équation du premier degré représente vne droite.
II. Si l’on n’admet pour o et b que des valeurs finies, la forme y^=ax-\- b est moins générale que la forme Aar+By-f C = 0, puisque cette dernière comprend le cas où y disparaît, c’est-àdire où la droite est parallèle à l’axe des y, cas qui n’est point compris dans la première. Mais la première forme est aussi générale que la seconde, si l’on admet pour a et b des valeurs infinies. Le cas particulier de x=constante s’obtient alors en supposant que a ci b deviennent infinis, leur rapport restant fini: car en divisant par a on trouve
et en faisant a = œ cl — e, il vient o=x — c, oui=f, qui représente une parallèle à l’axe des y.
05. Rcsumé. En résumé, toute équation du premier degré, à une ou deux variables, représente une ligne droite. On dit, à cause de cela, qu’une expression est linéaire par rapport à des quantités quelconques a, b, x, ..., lorsqu’elle est entière et du premier degré par rapport à ces quantités. Les formules qui servent à la transformation des coordonnées sont des fonctions linéaires des coordonnées nouvelles.
04. Coordonnées ft l’origine; coefficient angulaire. Les COCf-
ficients a et 6 ont une signification géométrique qu'il est important de connaîlre.
Soit ABM (fig. 33), la droite représentée par l’équation y=ax-\-b.
Soient A et B les points où elle rencontre les axes; soit M un point quelconque de la droite, MP son ordonnée ; menons BQ parallèle à OX. Soit 6 l’angle des axes ; appelons « l’angle MAX que la droite — fait avec la partie positive de l’axe des a:, angle qui estaussi égal à MBQ.
Fig. 33. On remarquera d’abord que l’or-
donnée du point B peut s’obtenir en faisant x=o dans l’équation de la droite : car le point B est le seul point de la droite dont l’abscisse soit nulle; on obtient ainsi y=b.
Le coefficient b représente donc l’ordonnée du point où la droite rencontre l’axe des y; c’est ce qu’on appelle l’ordonnée à l'origine. On obtient de même l 'abscisse à l'origine ou OA en faisant y = o
dans l’équation de la droite, ce qui donne x — —
Maintenant, le triangle MQB donne
MQ sin MBQ
BQ — sin BMQ‘
Or MQ = MP — PQ = MP — OB = y — b=ax,
BQ = x, MBQ = a,
BMQ = MBY = YBQ — MBQ = 6 — «.
L’égalité ci-dessus devient donc
ax sin o
— ou a —
Le coefficient a est donc le rapport des sinus des angles que la droite fait avec les deux axes coordonnés. C’est ce qu’on appelle le coefficient angulaire de la droite.
Lorsque les axes sont rectangulaires, ce coefficient n’est autre chose que la tangente trigonométrique de l’angle que la droite fait avec l’axe des x : car l’équation [3], lorsqu’on y fait 0 = 90°, se réduit à
o = tang a.
C’est ce qu’on peut aussi voir directement, attendu que le triangle MBQ est alors rectangle au point Q, et donne
tt1: = tang MBQ = tanga.
Ci». Droites parallèles. Le coefficient angulaire ne dépendant, pour un même système d’axes, que de l’angle », est le même pour des droites parallèles à une même direction, et change pour toutes les droites de directions différentes. La condition analytique nécessaire et suffisante pour que deux droites soient parallèles est donc quelles aient le mérite coefficient angulaire. Ainsi les droites représentées par les équations
sont parallèles.
CG. Coustrnrlion d'nnc droite donnée par son équation. Oll
peut construire une droite, connaissant son ordonnée à l’origine et son coefficient angulaire. Pour cela, on tire de la relation [3] ci-dessus la valeur de » en fonction de 6 et du coefficient angulaire donné a. On trouve
tanga
asinO 1 + a cos ô’
Celte formule n’est point calculable par logarithmes; mais si l’on prend pour inconnue tang (a — £û), on obtient la formule logarithmique :
tang(a— te) — l=itang,j9_ [4],
d’où l’on déduit a — £ 0 et par suite a.
Cela fait, on porte sur l’axe des y, à partir de l’origine et dans le sens convenable,, une distance OB algébriquement égale à b
(fig. 33) ; par le point B on mène BQ parallèle à l’axe des x, puis une droite BM faisant avec BQ un angle égal à a, BM est la droite demandée.
Soit, par exemple, l’équation 2y + 3x=l , d'où ÿ = — Jx + ii les aies étant supposés taire un angle de 80* , la formule [4J donne
tang (a— 40*)= + 5.tang 40“ ,
d’où l’on tire successivement
log tang (*— 40*)=0, 6989700 + 9, 9238135 = 10, 6227835,
« = 11G«35'37",1; d’ailleurs & = + î-
L’équation proposée représente donc la droite indiquée par la figure 34.
Toutefois, il est ordinairement plus avantageux de construire la droite au moyen des points où elle rencontre les axes.
G7. Réciproquement : si l’on donne b et a, on aura a— ,,
et l’équation de la droite s’obtiendra sans difficulté.
Supposons, par exemple, qu’une droite, rapportée à des axes faisant entre eux un angle de 60°, rencontre l’axe des y à une distance de l’origine égale à 2 unités linéaires, du côté des y négatifs,
cl qu’elle fasse avec l’axe des x un angle de 120°. On aura 0 = 601, a= 120°, d’où
sin 120° , .
a~ sin( — 60°) *’
d’ailleurs on donne b = — 2; l'équation de la droite sera donc y — — x — 2.
GO. Formes diverses de Fêqaaliou d'une droite. L’équation d’une droite est encore susceptible de plusieurs autres formes qu’il est nécessaire de connaître.
Équation aux coordonnées A l'origine. On a VU au n° 05 que
l’ordonnée à l’origine est b et que l’abscisse à l’origine est —
Posons
b=q et = », d ou a = —
Si l’on met ces valeurs dans l’équation y = ax-\- b, elle devient
d’où - + - = 1 - 15],
Telle est l’équation de la droite en fonction des coordonnées il l’origine.
Par conséquent, si l’on a une équation telle que
U,reV,entà j + p
on en conclura immédiatement que la droite représentée par celte équation rencontre l’axe des x à une. distance de l’origine égale à 3 du côté des x positifs, et Taxe des y à une distance de l’origine égale- à 2, du côté des y négatifs; ce qui permettra de construire immédiatement ccs deux points et par suite la droite qui les contient.
Réciproquement : si l’on sait qu’une droite rencontre l’axe des
x à une distance de l’origine égale à 4 unités, du côté des x négatifs, et l’axe des y à une distance de l’origine égale à 5, du côté des y positifs, on aura immédiatement l’équation de celte droite en écrivant :
-^-+^=1, d'où 4y — 5a; = 20.
Équation d une droite qui passe par un point donné
Soient x\ y' les coordonnées du point donné, et
y = ax-\-b
l’équation de la droite cherchée. Puisque le point est sur la droite, on doit avoir
y' = ax' -{- b.
Hetranchant ces équations membre à membre, on obtient
Cette relation, ayant lieu pour tous les points de la droite, n’est autre chose que l’équation de la droite même. Cette équation convient à toutes les droites qui passent par le point donné (x’, y') ; et pour déterminer complètement celle dont on s’occupe, il faut attribuer à a une valeur particulière. Ainsi l’équation
représente toutes les droites qui passent par le point dont les coordonnées sont x= — 2 et y = -f 1 ; mais l’équation
ne convient qu’à celle qui fait avec OX et OY des angles tels, que le rapport de leurs sinus est égal à 3.
Équation d’une droite qui passe par deux points donnes
Soient (x',y’) et (x”, y *) les deux points donnés.
La droite devant passer par le premier point, son équation sera de la forme (69), " '
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Mais les coordonnées du second point doivent satisfaire à cette équation ; donc
d’où, en éliminant a par division,
Si, par exemple, les deux points ont pour coordonnées ar'= 1, j/’ = — 2 et x"= — 2, i/ = — 4, on aura
pour l’équation de la droite qui passe par ces deux points.
Remarques. I. Le coefficient angulaire de la droite représentée
par l’équation [7] est égal à c’est-à-dire au quotient de la
différence des ordonnées des deux points donnés, divisée par la différence des abscisses de ces mêmes points.
II. Si les deux points ont pour coordonnées x'=p, y'=o et x" = o, y" = q, on trouve
d’où = I ,
et l’on retombe ainsi sur l’équation [5] du n" 68.
III. Si l’un des points est l’origine des coordonnées, et que l’on ait, par exemple, x" = 0 , y" = 0, on obtient
y—y'_x—tf.
d’où yx'X C81>
équation d’une droite menée de l’origine au point dont les coordonnées sont x1 et y'.
IV. Si les coordonnées des deux points sont égales et de signe contraire, en sorte qu’on ait x"=— x' et y"= — y', il vient
ce qui montre que la droite passe alors par l’origine (02).
71. Autre forme de l'équation de la droite. Enfin, l’équation d’une droite peut encore être mise sous une forme qu’il est
bon de connaître, quoiqu’elle soit d'un usage moins fréquent que les précédentes.
Soit AB (fig. 35) la droite dont il s’agit. Abaissons de l’origine 0 sur celle droite, la perpendiculaire OD=p; et soient * et p les angles que fait cette
perpendiculaire avec OX et avec OY.
Si on mène MP = y, qu’on fasse Fig js. ' OP=x, et qu’on projette la ligne
polygonale OPMD sur OD, on aura
æcosu+î/cos p = p [9].
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, p et « sont complémentaires : on peut donc écrire
. xcosa-f ysina=p [10].
$ 2. PROBLÈMES SCR LA LIGNE DrOlTE.
72. Problème I. Trouver T intersection de deux droites données par leurs équations.
Soient y=ax-\-b et y=a'x-\-b'
les équations des deux droites données. Le problème géométrique consiste à déterminer le point dont les coordonnées satisfont à ces deux équations; et le problème algébrique consiste à calculer ces coordonnées. Si donc on suppose que x et y , au lieu de repré-
senter dans chaque équation les coordonnées d’un point quelconque de la droite correspondante, représentent les coordonnées du point commun, le problème algébrique reviendra à calculer les valeurs de x et de y qui satisfont à la fois aux deux équations.
On trouve :
et
ab' — a'b a — a' ’
pour les coordonnées du point d'intersection.
Exemple. Soient les deux droites
y==2x-{-l et y = — 3x-|-ll.
un trouvera pour les coordonnées de leur point d’intersection :
et
Remarques. I. Pour que le problème soit possible , il faut et il suffit que ces valeurs soient finies. Pour cela, il faut que a diffère de a’.
II. Si a était égal à a', les droites données seraient parallèles (68), et ne pourraient se rencontrer ; aussi le calcul donne-t-il , dans ce cas, des valeurs infinies pour les coordonnées du point d’intersection.
III. Si l’on avait à la fois a=a' et b=b\ les valeurs de x et de y prendraient la forme g; et, en effet, les deux droites, dans ce cas, coïncideraient, et la position du point commun serait indéterminée.
73. Problème II. Trouver l’ équation générale des droites qui vont concourir avec deux droites données par leurs équations.
Soient y — ax — b= 0 et y — a'x — 6' = 0
les équations des deux droites données.
Multiplions la seconde par un coefficient indéterminé m, et retranchons-la de la première, nous aurons
(y — ax— b)— m(y — a'x— 6'J=0 [1].
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Cette équation est du premier degré en x et y; elle représente donc une droite. D’un autre côté, les valeurs de x et y, qui vérifient à la fois les deux équations proposées, annulent les deux parenthèses , et satisfont par conséquent à l’équation [1] : c’est-àdire que le point communaux deux droites données est situé sur la droite représentée par l’équation [1]. Cette équation représente donc une droite qui va concourir avec les deux droites données ; d’ailleurs sa direction reste indéterminée, puisqu’on peut disposer du coefficient m. L’équation [1] est donc l’équation demandée.
Remarques. 1. Plus généralement, soient f(x,y) — 0 et <j.(x,y) = 0
les équations de deux courbes quelconques ; l’équation f{x, y) + m?(x, y) — 0
représente une courbe qui passe par tous les points d’intersection des deux courbes proposées.
II. Les coefficients de l’équation [1] sont des fonctions linéaires de m. Quand une équation du premier degré à deux variables a pour coefficients des fonctions linéaires d’un même paramètre, les droites représentées par celte équation concourent en un môme point. En effet, une telle équation étant de la forme
(am + a')y + c'=0 [2],
si nous ordonnons par rapport à m, il vient
(ay-\-bx-\-c)m-\- a'y-\-b'x-{-c' = 0;
et, sous cette forme, nous voyons qu’elle est vérifiée, quelle que soit la valeur de m, si l’on a
ay + bx + c = 0 , a!y-\-b'x-\-c' = 0.
Donc si x=a et y=p vérifient ces équations, les droites représentées par l’équation [2] passeront toutes par le. point (<*, p).
III. On peut disposer de m de manière que la droite [1] ait une direction déterminée ou qu’elle passe par un point donné.
Dans le premier cas , on remarquera que le coefficient angulaire de la droite [l] est
a — ma'
Si donc a" est le coefficient angulaire d’une droite ayant la direction donnée , on devra avoir
a — ma' 1 — m
dou m = —, — a — o
Dans le second cas, si x' et y' sont les coordonnées du point donné, ces coordonnées devront satisfaire à l’équation [1], et l’on aura
(»/' — ax' — b) — m (y' — a'x' — b') = 0; d’où m = -r : r-
t y' — ax —b
Exemple. Supposons que les droites données aient pour équation y = 2r+ 1 et y = — 3x + ll,
et qu’on demande l'équation d’une droite concourant avec les droites données, et parallèle à la droite y =x, on devra prendre
en sorte que l’équation [1] deviendra
(y— 1z— l)-H(y + 3j;— 11) = 0 ou y=x + 3.
Si l'on veut, au contraire, l’équation d'une droite concourant avec les deux premières et passant psr le point dont les coordonnés sont x’=3 et y’=0, on devra prendre
et l'équation [1] deviendra
(y — îx— I)— i (y -f-3* — 11J=0 ou y=— bx + li.
IV. L’équation [1] fournit très-facilement la condition pour que. trois droites concourent. Soient, en effet,
y z=ax-\- b, y = a'x -f b' , i/ = a"x-f 6",
les équations des trois droites. L’équation [l] étant l’équation
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générale des droites qui concourent avec les deux premières, il faudra que l'équation de la troisième puisse s’identifier avec l'équation [1], Or on tire de l'équation [1]
a — ma' 1 — m
b — mb'
Il faudra donc qu’on ait
a — ma' 1 — m
et
fr — mb' _ , „
cl l'on obtiendra la condition cherchée en éliminant m entre ces deux relations; ce qui donne
relation facile à retenir.
Par exemple, les droites qui ont pour équations
y = 2jr+l, y —x + 3, y = — 5*+15, concourent ; car on a
74. Problème III. Trouver l'angle de deux droites données par leurs équations.
Soient y=ax + b et f/=a'x+6'
les équations des deux droites données. Menons-leur des parallèles par l’origine ; elles auront pour équations
y=ax et y = a'x.
Elles feront avec l’axe des x les mêmes angles <* et «’ que les droites proposées. Remarquons sur-le-champ qu’il sera toujours facile de reconnaître, à l’inspection seule des équations y —ax et y=a'x, lequel des deux angles a ou a' est le plus grand. En effet, on en tire
et, pour une môme valeur positive de y, celle de ces expressions qui sera algébriquement la plus petite correspondra à celle des deux droites qui fait avec la partie positive de l’axe des x, et audessus, le plus grand angle. 11 suffira donc de voir quelle est
celle des deux quantités ^ ou qui est algébriquement plus
petite.
Pour fixer les idées, supposons a plus grand que a'. Soit V l’angle des droites y=ax et y = a'x, lequel est le même que celui des deux droites proposées, on aura
mais on a (6G)
tang a
a sin 0 1 -)- « cos 0 ’
D’ailleurs ,
tang V
tang a =
a' sin 9 1 + a' cos 6 ’
tang (* — a') =
tang» — tang a'
1 + tang a . tang a'
mettant pour tang a et tang a' leurs valeurs , et réduisant , on obtient
tang V = /a~?sin0 T
8 1 + (a + a') cos 8 4- oa'
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, on a' 8= 90°, et, par suite,
tang Y =
1 4-aa'
Exemples. I. Supposons, par exemple, que les équations de deux droites, rapportées à des axes faisant entre eux un angle de 60* , soient
V=— 3* + 5 et y—ïi+ 1.
On reconnaît, en appliquant la règle donnée plus haut, que la première des
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deux droites est celle qui fait le plus grand angle avec la partie positive de l’aie des x, et au-dessus de cet axe. On aura donc
tang V=
(— 3— 2)iV3 f)\/3 •
d'où
log tang V=10 + log ^ = 9,8961379
et V=38«12'47",5.
II. Supposons, en second lieu, que deux droites aient pour équations en coordonnées rectangulaires
S— J*-} et y=— fï+*.
La seconde est celle qui fait, avec la partie positive de l’axe des x, et au dessus, le plus grand angle; on aura donc
tang V =
d’où - log tang V = 10 + log^ = 10, 4522977
et V=70‘33'2â",7.
Remarque. On aura l’équation de la bissectrice de l’angle des deux droites en déterminant m de manière que la droite [1] fasse des angles égaux avec chacune de ces droites.
76. Condition pour qne deux droites soient perpendiculaires. La condition nécessaire pour que deux droites soient perpendiculaires entre elles se déduit facilement de l’expression de tang Y.
En effet, pour que l’angle V soit droit, il faut que sa tangente soit infinie, ce qui exige, ou que le dénominateur soit nul, et qu’on ait
1 + (a H- °) cos 8 aa' — o t3].
ou que le numérateur soit infini, le dénominateur ne l’étant pas. Il faudrait pour cela que a ou a' fussent infinis; supposons que ce soit a' , ce qui revient à supposer que la seconde droite soit
parallèle à l'axe des y. Divisons les deux .termes de l’expression de tang V par a’; et faisons ensuite a' — <x> ; nous trouverons
tangV =
— sinQ cos6+a’
expression qui ne peut être infinie que pour a = — cos6. Or les valeurs simultanées a' = ® et a = — eosO satisfont à la relation [3] comme on le voit en divisant préalablement par a' ; cette relation exprime donc la condition nécessaire et suffisante pour que les deux droites soient perpendiculaires entre elles.
(On ne saurait avoir à la fois a = co et a' = œ , car alors les droites seraient parallèles à l’axe des y et ne pourraient être perpendiculaires entre elles.)
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, cosO est nul, et la condition de perpendicularité se réduit à
f- aa' = o [4j
76. Problème IV. Trouver l'équation de la perpendiculaire abaissée (T un point donné sur une droite donnée , et calculer la grandeur de cette perpendiculaire.
Soient x' et y' les coordonnées du point donné , et y = ax -f b l'équation de la droite donnée.
La perpendiculaire devant passer par le point dont les coordonnées sont x’ et y’, son équation sera de la forme (60)
D’ailleurs , la condition de perpendicularité donne
l-J-acosfl
1 + (a + a')cos0-)-aa' = o, d’où a’ L’équation de la perpendiculaire est donc :
f- a cos
a -J- cos ô
a+cosfl
Pour trouver sa longueur, il faut d’abord déterminer les coordonnées du point où elle rencontre la droite donnée, et pour cela trouver les valeurs de a: et de y communes à l'équation [5] et à
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l’équation y=ax-\-b. On y parvient facilement en mettant d'abord cette dernière sous la forme
y— y' =a(x—x') — (y'—ax’ — b).
De cette équation et de l’équation [5] on tire alors
, _ (y'— eue’ — fc)(g + cosO) a*-)- 2a cos ô-f- 1 ’
.. (y1 — ax'— 6)(l-f a cos 6)
y J~ a*-t-2acos6+l
Mais si P désigne la longueur de la perpendiculaire, ou la distance des deux points x, y et x', y', on a (7)
P* = (a; —x'f + (y — y')* + 2(x — æ)(y — y) cos 8.
Remplaçant x—x' et y — y' par leurs valeurs et réduisant, on trouve
p, _ (y' — ax' — b y sin» 8 a, + 2acos8-|- 1 ’
d’où
p_± (;/' — ax? — b) sin 8 y'a’-l-Sacose-l- 1
Cas particuliers. Si la droite donnée est l’axe des x, on trouve, en faisant a = o et b — o,
P = ±y' sine.
Si la droite donnée est l’axe des y, en divisant les deux termes par a et faisant ensuite a= w> et b= o, on trouve
P = dtæ' sine.
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, l’équation de la perpendiculaire devient :
et l’expression de sa longueur se réduit à P _±y'-ax'-b v/a*+l
Lorsque l'équation de la droite est de la forme
Ax -|- By -J- G = 0,
on a
(Aæ'-f- B'y4- C) sine qu p_± Aa'+By'+C vA’+aABcosô-t-B* y'Â^+B* *
suivant que les axes sont obliques ou rectangulaires.
Remarques. I. La valeur de P devant être essentiellement positive, on adoptera le signe -f- ou le signe —, suivant que la valeur affectée de ce signe sera positive ou négative.
II. La quantité y' — ax' — b qui est au numérateur de P n’est autre chose que le premier membre de l’équation de la droite mise sous la forme
y — ax — b = o,
dans lequel on a remplacé a; et y par les coordonnées du point donné. Il en résulte que, si le point donné est sur la droite, l’expression de P se réduit à zéro , ce qui doit être.
III. Soit AB (fig. 36) la droite donnée et M le point donné; menons MP parallèle à OY, et qui coupe en N la droite AB.
On a x' = OP ; par suite NP=ax’-f-è. Par conséquent,
y' — ax' — b = MP — NP.
On voit que cette quantité sera positive si le point M est au-dessus de la droite donnée, et négative si le point M est audessous de la droite. On peut vérifier que la même conclusion subsiste dans toutes les positions de la droite et du point.
IV. La formule [1] peut s’obtenir géométriquement. Dans le triangle rectangle MNH (Gg. 36) on a
MH ou P=MN sinMNH;
or
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MN = MP — XP — y' — ax' — b,
tang MXH :
sin (
a-j- cos 6’
d’où sin MXH =
: sin 0
v'a’-j-aacosO-j- l’
et, par suite,
±(y’ — ax’ — b) sin 9 ^1 2a cos 8
Exemple. Soit proposé de mener, par le point dont les coordonnées sont x= 1 et y = 5, par rapport & des axes rectangulaires, une perpendiculaire à la droite qui a pour équation
y = -îx-î,
et d’en déterminer la longueur.
On trouvera pour l'équation de la perpendiculaire :
et pour l’expression de sa longueur :
77. Problème V. Étant données les équations de deux droites, trouver les équations des bissectrices des angles formés par ces droites.
Soient y=ax-±-b et y=a'x-\-b'
les équations des droites données. Si l’on désigne par X et Y les coordonnées d’un point quelconque de l’une des bissectrices, on aura pour l’expression de ses distances à chacune de ces deux droites (70)
„ . (Y — aX — b) sin 8 . ™ , (Y — a’X — 6') sin 8
P = ± , .. - - et F = ± _ .
v/a’-|-2a cos 8 + 1 Va’+ 2a’ cose + l
Or, d’après la propriété caractéristique des bissectrices , ces distances doivent être égales. On aura donc, si l’on prend les deux distances avec le même signe ,
Y-qX-fr .. Y -aX-lé _n [9] 2acos8-f- 1 v'a'*-(-2a'cos8-f-l
cl, si on les prend avec un signe contraire,
v'ô’+ïa cos 6 -}- I a' + 2a' cos 6 -f- 1
Telles sont les équations des deux bissectrices.
On ariverait aux mêmes résultats en partant de l’équation générale des droites qui concourent avec les droites proposées, savoir :
( y — ax — b) — m (y — a'x — b’) = o
et en déterminant m de manière qu’elle fasse des angles égaux avec chacune de ces droites.
En posant , pour abréger , -f 2a cos 6 -f- 1 = R et ^0'*+ 2a' cos 9 4-1 = R', et remplaçant les grandes lettres X et Y par de petites, x et y, ces équations peuvent être mises sous la forme
«R' — oR R — R X
, bK — i>’R ^ R— R
et y =
nR’ -fa’R 1Y 4- R
bK 4- fc’R R ’ 4- R
Exemple. Soient, par exemple,
y — — î* + l et y — — 2
les équations des deux droites en coordonnées rectangulaires, auquel cas R = ^a‘+ 1 et R'= Va,1+ 1 1 on »ura
« = _s, Ii = {, a'=f, 6 = ), 6'= — 2,
et, par suite, on trouTera pour les équations des deux bissectrices : y = 8x — ¥ et <J = — \x— R.
Remarques. I. On peut vérifier sur les équations [11] que les bissectrices qu’eljes représentent sont perpendiculaires entre elles: en appliquant, en effet, la règle donnée au n° 76, on trouve :
, , faK — a'R ~t~\ R' -R
aR'-f-o’R R' 4- R
\ /aR'-a'R
R’*(l 4-2a cos 6 4-a’)— R,(l4-2(ir cos 9 4- a’*) R’R’— R*R’>
la condition de perpendicularité est donc satisfaite.
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II. Si les droites données sont les axes coordonnés eux-mêmes, il faut dans les équations [9] et [10] faire a = <x> , b = o, a' = o, b' — o (en ayant soin de diviser préalablement par a les deux t ermes de la fraction où entre cette lettre). On trouve ainsi pour les équations des deux bissectrices
— X— Y=0 et — X + Y = 0,
.ou y= — x et i/ = -f-x,
équations qui auraient pu être obtenues directement. La seconde représente la bissectrice de l’angle YOX et de son opposé ; la première représente la bissectrice de l’angle YOX' et de son opposé.
70. Une équation du m,I,c degré à une seule inconnue représente m droites parallèles, réelles ou imaginaires.
Soit f[x) = o une équation du degré ni, et soient a, b, c..., I, ses m racines. On sait que cette équation équivaut aux m équations
lesquelles représentent m droites , réelles ou imaginaires, parallèles à l’axe des y.
71». I ne équation homogène f(x,y ) = o du m"“ degré représente un faisceau de rn droites réelles ou imaginaires, passant par l'origine.
En effet, l’équation proposée étant homogène et du degré m, prendra la forme
si l’on divise ses deux membres par xm. En la résolvant par rapport à -, on a m valeurs réelles ou imaginaires a, b, c..., et on pourrait remplacer la proposée par les équations y = ox, y = bx, y — ex,
qui représentent m droites, passant par l’origine.
Exercice. I. Trouver les équations de* deux droites représentées par l’équation homogène du second degré A y3 + Bxy + Cx3=0. Exprimer les conditions pour qu’elles soient réelles. Trouver l’angle de ces deux droites et la condition pour qu’elles soient perpendiculaires. Trouver les équations des bissectrices des angles formés par ces deux droites.
S 3. applications.
X0 Kxrmplr* de théorèmes de Géométrie démontré» par le raleul. I. Théorème. Us médianes AH, DI, CO d’un triangle quelconque ABC
(fig. 37) concourent en un même point.
it
1 Prenons pour axe* le côté AB et la mêle diane CO; il faut démontrer que les deux
/ \ \ autres médianes coupent l’axe des y en un
/ \ même point. '
ii/ \t
/ Soient OA = OB = m et CO = h.
Les coordonnées du point H, milieu de
ii o a x BC, seront x — — et y = {h\ celles
du point A sont d'ailleurs x—m et y=0.
1 L'équation de la droite AH qui passe par
Fig. 37. ces deux points est donc (71)
m-f- Jm’
d’ou y = jj^(m— x).
Les coordonnées du point I, milieu de AC, sont r=|m et ij={h; celles du point B sont d’ailleurs x= — m et y=0. L’équation de BI est donc
d'où y = — (m + x).
Si, dans ces deux équations, on fait x=0, on trouve y=ÿ. Les deux médianes AH et BI coupent donc la médiane OC en un même point K ; et ce point est au tiers de OC à partir du point O.
II. Théorème. Us perpendiculaires AP, BQ, CO (fig. 38) abaissées des sommets
d'un triangle ABC sur les côtés opposés con- ’ courent en un même point.
j S. g Prenons pour axe le côté AB et la perpen-
/ /s. diculaireCO. Il faut démontrer, comme ci-
rL / 'V dessus, que les deux droites AP et BQ cou-
/ x pent l’axe des y au même point, ou qu'elles
/ ont la même ordonnée à l'origine.
— " j- Soient OA=m, OB— n , CO=A.
L'équation de la droite BC est (70) y x , h , .
l~n=l ou y=-„x+h-
APPLICATIONS
L’équation de AP, qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point A, dont les coordonnées sontx=m et y=0, sera donc (89, 75)
L’équation de la droite AC sera de même
fi + S=1 ou V=-^*+h
L’équation de BQ , qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point B dont les
coordonnées sont x=-n et y =0, sera donc po ni u , dont les
onwe8 éqUa‘i0nS fl) “ W‘ 0" fait 1=0 P°ur M0ir donnée à l’origine,
mn
Les perpendiculaires AP et BQ coupent donc la perpendiculaire OC en »n mam.
.Ti°r&X’br '* ™
au triangle BQ A, qui est lui-même semblable à COA ; on a donc
OA~ OC 0U BÔ ÔC
Comparant cette proportion i la première, on en déduit OK'=OK. Donc AP et BQ rencontrent CO en un même point.
Le lecteur pourra s’exercer à démontrer les théorèmes suivants :
ent Sr"1™ *"*' ,Ur "* m<litUX d” ** -«courent
let bissectrice! des angles d’un triangle concourent en un même point.
Si, d’un point pris dans l intérieur d’un losange, on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés, la somme de ces quatre perpendiculaires est constante.
Les bissectrices des ang les formés par les prolongements des côtés opposés d’un quadrilatère inscnptxble, sont perpendiculaires entre elles.
GÉOM. ANAL. g
Si, par let sommets d'un triangle ABC (faire 1a figure), oh mine trois droites AH , BI , CO , qui se rencontrent en un point quelconque M dans ï intérieur du triangle, on aura la relation
MH MI MO
AH + BI + CO
Étant donner trois droites concourantes OX, OY, OZ (fig. 39), si l'on mène à l’une d'elles une parallèle AB , et qu'on prenne IB=IA, toute droite BOOM menée parle point ü ainsi obtenu , seradivisée harmoniquement oui points C et D , c’est-à-dire qu’on aura la proportion
BC_BM_
DC~ DM'
81. Exemple» dp lieux géométriques. I. Trouver le lieu des points tels , que-la différence entre les distances de chacun d'eux à deux droites fixes soit une quantité constante.
Prenons les droites fixes pour axes ; soit 6 l’anjle qu’elles font entre elles. Les distances du point ( x,y ) & l'axe des x et à l'axe des y seront respectivement (76)
P=ysinO et P'xrxsinè.
Par conséquent, en appelant C la constante donnée , on aura
usiné — xsinû = C ou u=xH -,
siné'
équation d’une droite parallèle & la bissectrice de l’angle YOX.
II. Étant données deux droites fixes OX et OY (fig. 40) , et un point fixe P dans le plan de ces droites, on mène par ce point deux sécantes quelconques PAC, PDB; on joint AD et CB; on demande le lieu du point I otl les droites de jonction se rencontrent. •
Prenons pour axes les droites fixes OX, OY, et soient a et p les coordonnées du point fixe P.
L'équation de la droite PCA est de la forme y — p = m (x — a); et, eu y faisant alternativement x = 0 et y = 0, on trouve
OC — B — tn« et OA =
APPLICATIONS
On a de même, pour une seconde sécante PDB,
OD=3 — m'a et OB=7" °‘ , r m'
Maintenant, l’équation de AO est
u * y mr
OD + ÔÀ ~ ’ 0U p— m'a + ma-p~ ’
et l’équation de CB est
OC^OB fi — mi m’a- 0
Si l’on retranche ces équations membre à membre, qu’on fasse disparaître les dénominateurs et qu’on réduise, on obtient
, (m — m') (ay + pr)=0, d’où y = — -as,
Ct
équation indépendante de m et de m’, et qui est par conséquent l'équation du lieu. On Toit que c’est une droite qui passe par l’origine. Pour la construire, il suffit de mener PP' parallèle à OX, de prendre P'H=. PH, et de joindre OP*.
Le point P est dit le pôle de la droite OP', et celle-ci est appelée la polaire du point P.
III. Un triangle O AB (fig. 41) , dont un sommet O est fixe, tourne autour de ce sommet en variant de grandeur, mais en restant semblable à lui-même; si le sommet A décrit une droite HL, quel sera le lieu du point B?
Fig. tt.
Prenons le point O pour origine, l’axe des * parallèle à HL, et l’axe des y perpendiculaire & l’axe des as. Soient tang AO X=a, tang BOX=ù, tang AOB=m ,
OH = h, et^ = 5, d’où OB = î.OA, ou bien
v'?+V’==8v/ÔH, + ÂH,= S y/fc» + £j=«Ay/i + i [I].
I.'angle AOB étant la différence des angles AOX et BOX , on a a — b j,.* b + m
ou, comme h = -.
“1 +ab' y + rni
d’où a -
1 — bm '
et l—x—my
x — my a y + mx
Mettant celte valeur dans la relation [1] , on obtient
+ ü»>.2 = 6 h vÿ + V ') < 1 +
y + mx y+mx
Faisant disparaître le dénominateur, et divisant les deux membres par vArJ + y1, ce qui revient à supprimer la solution algébrique y5=0, étrangère & la question, il vient
y + mx=lh \/l + m! ou y = — mx-f SA V !+«*’•
C'est l'équation d’une droite qui fait, arec la partie positive de 1*3x6 des x, un angle égal au supplément de l'angle constant AOB. Pour construire l’ordonnée à l'origine il suffit évidemment de faire l’angle HOA' égal à AOB, et de prendre OB'=S.OA'.
Si l’angle AOB était nul, on aurait m=0, et l’équation du lieu se réduirait à y--- ô/t . ce qui représente une parallèle à HL, comme on devait s’y attendre.
Si l’angle AOB était droit, on aurait m=°o, et, en divisant préalablement l’équation du lieu par m, et faisant ensuite m infini, on trouverait
0 = — x + 8A ou x=8A,
équation d’une perpendiculaire à la droite donnée HL.
IV. Dans un quadrilatère quelconque ABCD (fig. 42) , on inscrit un parallélogramme PQRS dont les cités sont parallèles aux diagonales AC et BD; on
demande le lieu du point de rencontre M logramme.
Fig. 4a.
des diagonales PR et QS de ceparallé-
Prenons pour axes les diagonales du quadrilatère donné.
Faisons
OA=o, OC=o', OB=A, OD=A'.
On a
BP_ BQ _ DR_ DS_
AB BC DÛ DÂ m’
AP_C0_CR_AS_
AB BC CD AD m ’
et, par suite,
=i ru
APPLICATIONS
Les point* P, Q, R, S auront respectivement pour coordonnées :
P, Q, R, ' Sf
x=ma, x=—ma',
a s=— -ma',
x=ma,
Par suite, l’équation de PR est
y — m'h x — ma
x — ma
m'h + m'h' mo-f mai
De même , l’équation de QS est
y — m'h x + ma'
x + ma'
m'h + m’h' — ma’ — ma
Pour obtenir l'équation du lieu, il reste à éliminer m et m' entre les équations [1], [2] et [3J.
Pour cela, retranchons d’abord [2] et [3] membre à membre; il vient, en supprimant le dénominateur commun,
2* — ma -4- ma' =0 d’où m= — -z — i (a— o')
Si , au contraire, on les ajoute membre à membre, il vient
m'(h+hr)~ l> dou m i (/s — /*')'
Substituant ces valeurs de m et de m' dans [lj, on a enfin
Cette, équation est celle d’une droit» qui a pour coordonnées i l’origine i (a — a') et J (h—W), c'est-à-dire qu’elle passe par les milieux I et K des diagonales AC et BD du quadrilatère proposé.
V. Le lecteur pourra s’exercer sur les questions suivantes (faire les figures) :
Trouver le lieu des points tels que les distances de chacun d’eux à deux droites fixes sont dans un rapport constant.
Trouver le lieu du sommet de l’angle droit d'une équerre, mobile dans son plan, et dont l’hypoténuse est o«ujif(te d s'appuyer, par ses extrémités, sur deux droites rectangulaires.
Étant donnés deux droites OA et OB et un point P, on mène par ce point une sécante telle que PIC, on fait l’angle B1M=01P, et Ton prend IM = IC ; on demande le lieu du point M. '
Pans un quadrilatère quelconque ABCD , on inscrit un trapèze PQRS dont les bases PS et QR sont parallèles à Tune des diagonales BD ; on demande le lieu du point de rencontre M des côtés non parallèles de ce trapèze.
82. Application» A l'étude de planteur» phénomène» physique*.
On a tu, aux n“ 19 et 25, comment on pouvait représenter par une courbe la loi, mathématique ou empirique, qui lie entre elles deux variables; et il peut arriver, dans certains cas, qu’au lieu d’une courbe on obtienne une ligne droite.
C’est ce qui arrive (9g. 8, pl.) pour la chaleur latente de la vapeur d’eau en fonction de la température ; elle est représentée par une ligne droite. Il est facile alors d’obtenir la loi mathématique qui lie les deux variables. Si l’on appelle y la chaleur latente, et x la température, on voit que pour x=0 on a y=607,8, et que pour i=230° on a y = 442, 9; il reste donc à trouver l’équation de la droite qui passe par les deux points dont nous venons de donner les coordonnées. En appliquant la formule du n* 70 on aura donc
formule qui représente avec une exactitude suffisante les résultats de l’expérience.
Pareille chose arrive encore (9g. 11, pl.) pour la solubilité du chlorure de potassium et du chlorure de sodium en fonction delà température. En appelant toujours x la température , et y la solubilité du premier sel , ou la quautité de ce sel dissoute dans 100 parties d’eau en poids, on voit que pour x=0 on a y=29, et pour 7=120°, y=62,2; la loi de solubilité de ce sel sera donc exprimée par la formule
On trouverait de même pour le second sel ,
Rbkarûue. Dans ces exemples, et dans tous les exemples analogues, le coefficient angulaire de la droite montre comment la fonction y croit ou décroît pendant que la variable x augmente. S'il l’agit, par exemple, de la solubilité du chlorure de sodium, le coefficient angulaire 0,04 167 de la droite qui la représente étant positif et très-faible, on en conclut que la solubilité croit lentement lorsque la température augmente. Pour le chlorure de potassium, le coefficient angulaire étant 0 ,2766 , on voit que la solubilité croit d'une manière plus rapide. Pour la chaleur latente, le coefficient angulaire étant négatif, — 0,717, il en résulte qu’elle décroît lorsque la température augmente.
83. L’ordonnée d’une droite inclinée sur l’axe des x peut passer par tous les états de grandeur, depuis l’infini négatif jusqu'à l’infini positif; il en résulte qu’une droite ne peut représenter d’une manière rigoureuse les lois d’un phénomène qu autant que les quantités considérées peuvent passer aussi par tous les étals de grandeur. Or, c’est ce qui n’a pas lieu en général , et la loi d'un phénomène ne peut, le plus souvent, être représentée par une droite que dans une certaine étendue. Prenons pour exemple la formule
qui représente , d’après Gay-Lusaac , la loi suivant laquelle varie le volume d’un gar. en fonction de la température (la' pression restant la même). Dans cette for-
APPLICATIONS. 87
mule, V, est le volume à la température O , V est le volume à la température I, et a est le coefficient de dilatation , qui pour l’air est égal à 0 ,00367.
Cette équation, étant du premier degré en V et », peut être remplacée par une ligne droite, en prenant I pour abscisse et V pour ordonnée; et il est facile de voir que cette droite serait inclinée sur l’aie des ». Klle couperait cet axe pour
t = — et passerait au-dessous pour des valeurs de f algébriquement inférieures, c'est-à-dire que le volume V du gaz pourrait devenir nul et même négatif, ce qui est évidemment absurde. Cette remarque suffit pour faire voir que la loi de dilatation des gaz, exprimée par l'équation ci-dessus, n’est vraie qu’entre certaines températures , et que ce n’est par conséquent qu’une loi approximative.
11 n’en est pas de même de la loi du mouvement uniforme d’un point sur une droite :
e=e, + ft,
équation dans laquelle e„ est la distance du mobile à l’origine lorsque t=0, « sa distance à l’origine au bout du temps I, et r la vitesse du mobile, ou l’espace qu’il parcourt dans l’unité de temps. Comme il ne s'agit ici qne d’une concèption de l’esprit, que rien n’empêche de prolonger le mouvement indéfiniment par la pensée, soit avant 1=0, soit après, et que le mobile peut occuper toutes les positions à droite ou à gauche de l’origine, il s'ensuit que l'équation ci-dessus ex* prime d’une manière complète la loi du mouvement considéré..
Cette équation étant du premier degré en e et t , peut être remplacée par une ligne droite, en prenant t pour abscisse et e pour ordonnée; et cette droite, qui peut avoir des positions très-diverses suivant la grandeur et le signe des quantités t„ et v, représentera aussi d’une manière complète la loi du mouvement dont il s'agit.
84. On peut obtenir par la Géométrie les solutions communes à deux équations du premier degré à deux inconnues. En effet, si l’on considère dans chaque équation les inconnues comme des variables, chacune de ces équations représentera une droite, et les solutions communes aux deux équations ne seront autre chose que les coordonnées du point commun aux deux droites. En discutant sous ce point de vue le système des deux équations
o* + bj/=e et a'x + b'y=tf ,
on retrouverait toutes les circonstances de la discussion qui a été faite en Algèbre élémentaire*. Nous conseillons cet eiercice aux élèves, nous ne nous y arrêterons pas.
Mais supposons qne sur une même droite se meuvent deux points matériels, dont le mouvement soit exprimé par les équations respectives ;
e=#,-l-cl et s=e,' + *'l;
le problème qui consiste à déterminer le lieu et l’instant de leur rencontre pourra être résolu eu cherchant l’intersection des deux droites représentées par ces deux
*Voir notre Algèbre élémentaire, 2* édition, pages 100 et sulv.
équations , et la discussion de ce problème géométrique reproduira toute la discussion du problème des courriers *.
Si l’on avait trois mobiles au lieu de deux et que l’on se proposât de trouver la condition nécessaire pour qu’ils puissent se rencontrer en un mime point au même instant, ce problème reviendrait à chercher la condition pour que les droites représentées par les trois équations
e=e,+vt, e—e,'+vft, e=*"+tfl,
aient un point commun. En appliquant la règle du n° 72 , on trouverait
v— e" _ e,—e," t f — if~e,'—et"’
ce qu'on peut exprimer en disant que les vitesses relatives des deux mobiles doivent ( Ire proportionnelles d leurs distances relatives initiales.
Cette condition serait remplie, par exemple, pour trois mobiles animés de mouvements uniformes représentés respectivement par les équations
lis se rencontreraient , au bout de 10 secondes , à 80 mètres de l’origine, du cité positif.
8S- L'équation de la ligne droite est encore susceptible d’un autre genre d'applications.
Supposons que dans un phénomène physique deux variables z et y soient liées entre elles par une équation de la forme
y — axm + bxm-e [1],
et qu'il s’agisse de déterminer les coefficients a et b d’après un certain nombre n d'expériences donnant autant de systèmes de valeurs correspondantes de z et de y. Si les résultats de l'expérience pouvaient être considérés comme rigoureusement exacts, il suffirait de substituer, dans l'équation [1], deux quelconques des systèmes de valeurs correspondantes de z et de y fournis par l’observation, et Ton aurait ainsi deux équations du premier degré en a et b pour déterminer ces coefficients. Mais les résultats de l’expérience ne pouvant être qu’approchés, il pourrait arriver que les valeurs de a et de b, calculées ainsi pour deux systèmes de valeurs de z et de y , ne convinssent pas aux autres systèmes. On doit donc faire concourir à la détermination de a et de b tous les systèmes de valeurs de z et de y qui ont été fournis par l’expérience. Voici comment on procède :
'Voir notre Algèbre élémentaire, pages 103 et suiv.
APPLICATIONS
Divisons l’équation [1] par ce qui donne
et posons ie— x et j^=Y,
d’où Y=aX + b [JJ.
Ayant n systèmes de valeurs correspondantes de x et de y, on en déduira n systèmes de valeurs correspondantes de X et de Y.
Cela posé, traçons dans un plan deux axes rectangulaires, et construisons les n points qui ont pour coordonnées par rapport à ces axes les valeurs de X et de Y. L’équation [J] étant du premier degré en X et Y, tous les points ainsi obtenus devraient être en ligne droite si les résultats de l'expérience étaient rigoureux. Cela n’arrivera pas en général ; mais ces n points s'éloigneront peu d’une ligne droite (autrement l'équation [1] ne représenterait pas avec une exactitude suffisante les données de l’expérience). On prendra alors un fil fin que l’on tendra pa ^leideux bouts, et on l’appliquera sur l’épure en faisant varier sa direction jusqu'à ce que les n points s’en écartent le moins possible, les uns en dessous. les autres en dessus. On marquera sur l’épure les extrémités du fil dans cette position, on mesurera les coordonnées de ces extrémités , et l’on cherchera l’équation de la droite qui passe par ces deux points. En la mettant sous la forme [J] , on aura la valeur des coefficients a et b.
Cette méthode a été employée par M. de Prony, dans ses recherches sur le mouvement des eaux. C’est aussi celle que nous avons employée pour obtenir la droite (fig. 8, pl.) , qui représente les expériences de M. Régnault sur la chaleur latente de la vapeur d’eau en fonction de la température.
On l’emploierait encore si la loi du phénomène étudié, au lieu d’être exprimée par l’équation [1] , l’était par une équation de la forme
9 et \ désignant des fonctions quelconques dont les coefficients sont supposés connus. En divisant par <|>(z) et posant
9(x)=X et JL=Y,
on mettrait encore l’équation sous la forme
Y = oX+i>
et l’on opérerait comme il vient,d’être dit plus haut pour déterminer les coefficients inconnus a et b.
’ CHAPITRE IY.
86. Conditions pour qu'une équation du second degré à deux variables représente une circonférence de cercle. NOUS avons
trouvé (10) que la circonférence de cercle rapportée à des axes obliques a pour équation générale .
(»— a)'+(y— P)' + 2(y— p)(x — «)cosô=r* [1],
8 désignant l’angle des axes, a et p les coordonnées du centre et r le rayon. Cette équation étant du second degré, il est naturel de chercher tout d'abord comment on peut reconnaître qu’une équation du second degré à deux variables représente une circonférence rapportée à un système d’axes obliques.
Prenons l’équation générale du second degré à deux variables, laquelle peut toujours se ramener à la forme
Ay* + Bxy-fC^-fDy + ELr-f F = 0 [2].
Pour que cette équation représente une circonférence de cercle rapportée à des axes faisant entre eux l'angle 8, il faut et il suffit évidemment qu’il existe des valeurs de a, p et r, finies et déterminées, pour lesquelles les équations [1] et [2] aient les mêmes solutions. Or, on démontre en algèbre que pour que deux équations à deux variables aient les mômes solutions, il faut et il suffit que leurs coefficients soient proportionnels. Donc, pour que les équations [1] et [2) représentent la même circonférence, on doit avoir
I 2 COS 6 — 1 2(p-(- a COS 0) 2 (» -(- JS cos 8)
a’+3’+ 2“? cos o — r1’
d’où l’on tire
A=C, B = 2Acos0,
P+aCOS0 = — ^ [3], a + ,BC0S8 = — ^ [4],
«’ -J- P' + 2 afl cos 6 — r1
Mais les deux premières de ces équations, étant indépendantes de a, p et r, doivent être vérifiées d’elles-mêmes ; donc, pour qu’une équation du second degré à deux variables puisse représenter une circonférence de cercle rapportée à des axes obliques donnés, il faut : l°çuc les coefficients des caircs des variables soient égaux et de même signe; 2° que le coefficient de xy soit égal au double produit du coefficient de l'un des carrés des variables par le cosinus de F angle des axes.
Toutefois, ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes ; il faut encore qu’il existe des valeurs réelles et déterminées de a, p etr qui vérifient les équations [3], [4] et [5]. Les équations [3] et [4] sont du premier degré, et l’on peut s’assurer qu’elles donnent toujours pour a et p des valeurs finies et déterminées; ces valeurs, portées dans l’équation [5], font connaître la valeur de r. Mais l’équation [5], étant du second degré, la valeur de r pourra être réelle, nulle ou imaginaire. Selon que l’un ou l'autre de ces trois cas aura lieu, l’équation [2] représentera une circonférence réelle, un point, ou une circonférence imaginaire. Si elle représente un cercle, les valeurs trouvées pour a et p seront les coordonnées du centre; et la valeur trouvée pour r sera celle du rayon.
Au lieu de déterminer le centre par ses coordonnées, comme nous venons de le dire, on peut le construire graphiquement. En effet, si on regarde a et p comme des coordonnées courantes, les équations [3] et [4] représentent alors deux droites qui passent par le centre de la circonférence. On aura donc ce centre en construisant ces deux droites et en déterminant leur intersection. En écrivant les équations [3] et [4] sous la forme
p = — COS 0
cos 0 2A cos s’
on voit que la première de ces droites est perpendiculaire à l’axe des y (76) et la seconde perpendiculaire à l’axe des x, ce qui rend leur construction très-facile. On peut aussi construire le rayon r.
87. Lorsque les axes sont rectangulaires, l’équation générale de la circonférence de cercle est
et, en l’identifiant avec l’équation [2], on trouve que, pour qu'une équation du second degré à deux variables puisse représenter une circonférence de cercle rapportée à des axes rectangulaires, il faut encore que les coefficients des carrés des variables soient égaux et de même signe, mais elle doit manquer du terme en xy.
Pour avoir les coordonnées du centre et le rayon, il suffit de compléter les carrés des deux termes en x et des deux ternies en y dans l’équation proposée. En effet, toute équation qui satisfait aux conditions précédentes, après quel’onadivisésesdeux membres par le coefficient de l'un des carrés des variables, prend la forme
as* + V* + + by -f- c = o.
Cette équation peut s’écrire
Or, le premier membre exprime le carré de la distance d’un
point quelconque ( x , y) à un point déterminé ^ — 0 Celle
distance étant constante, l’équation [6] représente une circonférence réelle , un point ou une circonférence imaginaire, sui-
vaut que la quantité — -j- c, qui exprime le carré du rayon,
est positive, nulle, ou négative.
Nous engageons le lecteur à se familiariser avec les diverses formes de l’équation de la circonférence de cercle, suivant les positions diverses de celte courbe par rapport aux axes de coordonnées.
Théorèmes snr la circonférence de cercle. Pour habituer
le lecteur aux procédés de la Géométrie analytique, nous allons démontrer, au moyen de l'équation de la circonférence de cercle, quelques théorèmes bien connus. "
F1«- **• 1. L’équation de la circonférence O
(fig. 43), rapportée à des axes rectangulaires passant par le centre, est
Cette équation étant symétrique par rapport à æ et à y, il en résulte, 1° que le diamètre AA' divise la circonférence et le cercle en deux parties égales; 2° que le rayon OA' pei'pendiculairc à la corde MM' divise cette corde et l arc qu'elle sous-tend en deux parties égales.
II. De l’équation [7] on tire
et si l’on suppose x = OP, d’où y = MP, il vient MF = A'P.PA.
Donc la perpendiculaire, abaissée d'un point de la circonférence sur un diamètre, est moyenne proportionnelle entre les deux segments de .ce diamètre.
III. Le triangle rectangle MAP (fig. 43) donne "AM* = MP-f-AP*. Le point M étant sur la circonférence [7], on a
MP* = r1 — x’; et comme d’ailleurs AP = r + x, il vient XM’ = 2r (r + *) = AA'. AP.
Donc, dans une circonférence, toute corde est moyenne proportionnelle entre sa projection sur le diamètre qui passe par une de ses extrémités et ce diamètre lui-même.
IV. Tous Us angles inscrits dans un mime segment de cercle sont égaux à la moitiéde l'angle au centre qui correspond au même segment.
Fig. U
Prenons la corde AB (fig. 44) pour axe des x, et le diamètre perpendiculaire à cette corde pour axe des y, et posons AB = 2c, OC = p ; l’équation de la circonférence sera — p)*=r1. Dési-
gnons par x' et y' les coordonnées d’un point M de celte courbe ; les coefficients angulaires de AM et de BM valant respec-
livement —f— 7 et — — >, nous avons (74),
d’où, en exprimant que le point ( x\ y') appartient à la circonférence et en remarquant que c* = r’ — il vient
tang AMB= = tangOCB;
ce qui démontre le théorème.
Positions relatives de denx circonférences de cercle
Prenons pour axe des x la ligPe des centres et pour axe des y la perpendiculaire à cette ligne passant par le centre de la plus grande des deux circonférences. Si nous désignons par D la distance des centres et par R et r les rayons, les équations des deux circonférences sont
.r*-fy* = R* et (x— ü)*+v*=r*.
Pour obtenir les coordonnées de leurs points d’intersection, il faut résoudre ces équations en y regardant x et y comme les inconnues. D’abord, en les retranchant membre à membre, y est éliminé, et l’on trouve
d’où il suit que les deux points d’intersection sont sur une même
perpendiculaire à la ligne des centres. Maintenant, si l’on porte cette valeur de x, qui est toujours réelle, dans l’une des deux équations, il vient, toutes réductions faites,
D’après cela, si les valeurs de y sont réelles, comme elles sont égales et de signe contraire, on voit que les deux circonférences se coupent en deux points symétriquement placés par rapport à la ligne des centres. Pour que y soit réel, comme les deux premiers facteurs sont positifs, il faut que les deux autres «oient de même signe. On doit donc avoir en même temps
D -{- r — R > 0 et R+r— D>0 ou D + r-R<0 et R+i' — D<o*
Les secondes conditions sont incompatibles, car il en résulterait 2»-<0. Il s’ensuit que les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux circonférences se coupent sont
D < R -{- r et D > R — r ;
c’est-à-dire qu’il faut que la distance des centres soit comprise entre la somme et la différence des rayons.
On obtiendrait de même les conditions pour que deux circonférences fussent tangentes extérieurement, tangentes intérieurement, sécantes, ou pour que l’une fût intérieure à l’autre.
Axe* radicaux. La droite représentée par l’équation
trouvée dans le numéro, précédent, droite qui joint les points d’intersection des deux circonférences quand elles se coupent, jouit de la propriété remarquable d’étre le lieu géométrique des points d’où les tangentes menées aux d'eux circonférences sont égales. En effet, les équations des deux circonférences étant mises sous la forme
aJ + yt—R'-O , (x — DJ'-fy’ — r*=0,
les premiers membres expriment la valeur des carrés des tangentes aux deux circonférences, menées parle point (x, y). Or, en égalant ces carrés, on trouve l’équation [8], La droite représentée par cette équation est donc bien le lieu géométrique en question. Cette droite se nomme l’are radical des deux circonférences.
En général , on nomme axe radical de deux circonférences de cercle le lieu des points par lesquels on peut leur mener des tangentes égales; que ces circonférences se coupent ou qu'elles ne se coupent pas. On démontre facilement que l’axe radical de deux circonférences est toujours perpendiculaire à la ligne des centres, quels que soient les axes et la position des deux circonférences par rapport à ces axes, et que son équation s'obtient toujours en retranchant les équations des deux circonférences , après qu’on a fait passer tous les termes dans un même membre.
Remarque. Lorsque les deux circonférences se coupent, les points de l'axe radical intérieurs aux deux circonférences jouissent de la propriété d’être les milieux des cordes égales de longueur
minima.
91. Les axes radicaui de trais circonférences de ceïcle se coupent en un même point.
Soient, pour abréger, R=0, R’ = 0, R"=0 les équations des trois circonférences. D’après ce qui précède, les équations de leurs axes radicaux sont
R — R' = 0, R — R"=0 et R'— R" = 0.
Or chacune de ces équations est une conséquence des deux autres : donc chaque axe radical passe par le point d’intersection des deux autres ; ce qui démontre le théorème.
Il résulte de là un moyen très-simple de construire l’axe radical de deux circonférences qui ne se coupent pas.
Oit. Équation de la tangente A la circonférence de cercle.
Nous allons déduire de l’équation d’une circonférence de cercle celle de la tangente en un de ses points.
Pour obtenir l’équation d’une tangente MT (lig. 45) àlacirconérence C, o n considère cette tangente comme la limite des posi-
Fig. 45.
lions que prend une sécante MX, qui tourne autour du point de contact M, jusqu’à ce que le second point d’intersection N vienne se confondre avec le point M.
D’après cela, si l’on désigne par x', y' les coordonnées du point M, et par x' h, y' -\-k celles du point N, l’équalion de la sécante MN étant (70)
celle de la tangente MT est
y — y' — lim (x — x').
Or, lim quand h tend vers zéro, est la dérivée de l’ordonnée ij
de la circonférence , considérée comme fonction de l’abscisse x, dérivée dans laquelle on remplace x et y par x' et y' coordonnées du point M. Donc le coefficient angulaire de la tangente en un point d’une circonférence est égal à la dérivée de l’ordonnée de la courbe prise par rapport à l’abscisse, dérivée dans laquelle on remplace les coordonnées courantes par les coordonnées du point de contact.
Soit
(x — «y + (y — p)’ -f 2 (x — «) ( y — p) cos 8 = r* [5]
l’équation de la circonférence C. La dérivée de y, déduite de cette équation, est
x — «-{-(y— E) cosQ y — (x— a) coso'
Donc l’équation de la tangente MT est
GÉOM. ANAL.
X' — «-Ht/— P) cos 9 y' — p-f (x' — a) cosQ
af).
Ou a en môme temps la relation
(*’ - «)* + (y' - PJ* ■ + 2 (*' - a) (y' - p) cos 8 = r*.
qui exprime que le point de contact M (x’, y') est sur la circonférence.
03. Lorsqu’on prend des axes rectangulaires passant par le centre, l’équation de la circonférence est x1 -f- 2/’ = ; on en
tire — - pour la dérivée de y par rapport à x, et l’équation de
la tangente au point (x1 y') devient
ou, en réduisant, j/y'-f -xxf=rt [6].
On voit que la droite représentée par cette équation est bien tangente ^ la circonférence, car elle est perpendiculaire au
rayon y = ^ x qui passe par le point de contact.
91. Ëquatlon d'une tangente parallèle à une direction donnée. Soit y = mx l’équation de la droite à laquelle la tangente doit être parallèle, et soit
Æ*-fi/*=r* [7]
l’équation de la circonférence. L’équation de la tangente sera de la forme
y = mx + n [8].
On peut déterminer n, soit en identifiant l’équation [8] avec l’équation [6] de la tangente, soit en exprimant que la droite [8] est à une distance du centre égale à r, ou qu’elle n’a qu’un seul point de commun avec la circonférence [7]. C’est celle dernière méthode que nous allons suivre. En éliminant y entre les équations [7] et [8], on trouve l’équation
(m*-j- l)x‘ + 2/nnx-j-x* — H = 0 ,
dont les racines, quand elles sont réelles, sont les abscisses des points d’intersection de la droite avec la circonférence. En exprimant que ces racines sont égales, on trouve n = ±rv/l -f-m*.
La double valeur de n tient à ce qu’il existe deux tangentes parallèles à la direction donnée. Les équations de ces tangentes sont donc
y = mx ± r 1 + m\
En faisant varier m, l’une quelconque de ces deux équations représentera toutes les tangentes à la circonférence.
Dit. Problème. Mener une tangente à une circonférence de cercle par un point extérieur.
Soit a? -f y'= »J
l’équation de la circonférence, et (a, p) le point extérieur d’où l'on veut mener la tangente. Le problème serait résolu, si l’on connaissait les coordonnées (x',y') du point de contact. Or, ce point étant sur la circonférence, on a
aj1-)- j/'’=r* [9].
D’un autre côté, la tangente deinandéeapouréquationxx'-f-yÿ'=»J; donc cette équation doit être vérifiée par les coordonnées a et p, du point donné, ce qui donne la relation
Les équations [9] et [10] feront connaître les valeurs des coordonnées xi, y' du point de contact. Le calcul et la discussion ne présentent aucune difficulté.
OC. Cordc des contacts. Si l’on regarde les coordonnées x* y' des points de contact comme des coordonnées courantes, l’équation [9] représente la circonférence donnée, et l’équation [10] une droite qui passe par les points de contact. On aura donc les points de contact en construisant celte droite et en déterminant ses points d’intersection avec la circonférence. A cause de cela, l’équation [10] est dite l’équation de la corde des contacts, relative au point (s, p). Il est important de remarquer que l’équation de la corde des contacts relative à un point s’obtient en remplaçant, dans l’équation de la tangente, les coordonnées courantes par les coordonnées de ce point.
07. PAies et polaires. Pour construire la corde des contacts, dont l’équation est
cherchons scs coordonnées à l’origine. Si nous faisons d’abord.
ÿ=o, il vient x'= — . Celte abscisse, étant indépendante de p, est
la môme pour toutes les cordes des contacts des tangentes menées à la circonférence par les points de la droite x' = a, parallèle à l’axe des y ; toutes ces cordes se coupent donc en un môme point situé sur l’axe des x. Ce point fixe se nomme le pôle de la parallèle x'=*, et celle-ci est appelée la polaire du point fixe. Il est facile de démontrer que toute droite tracée dans le plan d’un cercle a pour pôle un point situé sur la perpendiculaire abaissée du centre du cercle sur cette droite, et réciproquement, que tout point pris dans le plan du cercle est le pôle d’une droite perpendiculaire à celle qui joint ce point au centre.
98. Exercices. I. Trouver le lieu décrit par le sommet d’un angle de grandeur invariable qui se meut dans un plan de manière que scs côtés passent toujours ■ par deux points fixes.
Soient A et B les deux points fixes (le lecteur est prié de faire les figures qui manquent), et m la tangente de l’angle donné. Prenons pour a je des x la droite AB et pour axe des y la perpendiculaire menée par le milieu de AB, et soit M (x, y) un point du lieu demandé. Si l’on fait AB — 2c, les coefficients angulaires de AM et de DM sont respectivement égaux (70, rem. I) à et - '
et l’on a (71);
x — c x + c , ... 2cy , .
— =m, dou x5 + t/! — c3— 0 '
ixJL m
Telle est l’équation du lieu. Ce lieu est une circonférence de cercle dont le centre est situé sur l’axe des y. Si l'angle est droit, on a alors m = » et l'équation se réduit A x’ + y 3=c3. Le lieu est donc alors une circonférence décrite sur AB comme diamètre.
II. Troutcr le lieu décrit par le sommet d’un angle invariable qui se meut de manière que scs côtés soient toujours tangents à une circonférence de cercle.
Prenons des axes rectangulaires passant par le centre, et soient
y=mx + r yh + "d et y=m'x + r y^l + m'3 [1]
les équations des côtés de l’angle. En exprimant que la tangente de det angle est égale à une quantité constante K (74) , on trouve l'équation
Kmro' + (m— m') + K=0 [2];
et en éliminant m et m' entre cette équation et les équations [1], on obtiendra l’équation du lieu.
Pour effectuer cette élimination , il faut d’abord faire disparaître les radicaux des équations [1]. Or, en faisant disparaître le radical de la première, il vient
(r1— is)mJ+2iÿm + ra— y’=0 [3],
et en faisant disparaître le radical de la seconde, on aurait une équation qui ne différerait de l’équation [3], qu’en ce que m serait changé en m'. D’où il suit que les valeurs de m et m' sont les deux racines de l’équation [3]. D’après cela, on a
, r5 — y’ mm = -z — r2 — J?
et m —m'—
2 rv/x’ + y-— r1 r3— a? *
et , en substituant dans l’équation [2] , on trouve , toutes réductions faites ,
Cette équation se décompose dans les deux suivantes :
+ K!)±2rVl + Ki.
Celles-ci représentent deux circonférences concentriques à la proposée. L’une de ces circonférences est le lieu demandé, et l’autre le lieu des sommets d’un angle supplémentaire de l’angle donné et dont les côtés seraient également tangents au cercle donné.
III. Étant données deux circonférences concentriques, on mène des tangentes à la circonférence intérieure, et par les points d’intersection de chacune de ces tangentes avec la circonférence extérieure on mène des tangentes à cette dernière circonférence. Ces couples de tangentes se coupent en des points dont on demande le lieu.
Prenons des axes rectangulaires passant par le centre et désignons par r et R les rayons des deux circonférences. Considérons un point du lieu (x, y) et soit
Xx + Y y=R3
l’équation de la corde des contacts relative à ce point, équation dans laquelle X et Y représentent les coordonnées courantes. Celte corde devant être tangente à la circonférence intérieure, sa distance à l’origine doit être égale à r. Cette dis-
tance étant égale i — — (76) , on a
OU
Le lieu demandé est donc une circonférence concentrique aux deux circonférences
proposées et dont le rayon est égalé — .
Questions proposées. I. Décrire une circonférence qui coupe trois circonférences données en des points diamétralement opposés.
II. Si d’un point pris dons le plan d'un cercle on mène des sécantes, le produit des distances de ce point aux points d'intersection de chaque sécante arec la circonférence est constant.
III. Si d'un point pris dans le plan d’un cercle on lire deux sécantes perpendiculaires l'une à l’autre , la somme îles carrés des distances de ce point aux quatre points d’intersection de la circonférence et des sécantes est constant.
IV. On donne un triangle ABC. Du centre du cercle inscrit d ce triangle, arec un rayon arbitraire, on décrit une circonférence; on joint un point quelconque M de cette circonférence aux trois sommets du triangle et on demande de prouver que l’expression
Âïî1 x a + ÜM* x b + CM ’ X c est constante, a, b, c désignent les trois côtés.
V. On donne deux circonférences concentriques, et on demande le lieu des points tels qu’en menant de chacun d’eux des tangentes aux deux circonférences , ces tangentes soient perpendiculaires.
VI. Trouver l’équation du cercle passant par trois points donnés.
CHAPITRE V
Ce chapitre est consacré à l'exposition dos théories générales qui ont pour objet de déduire de l’équation d’une courbe’ quelconque les coordonnées de certains points et les équations de certaines droites jouissant de propriétés remarquables à l’égard de la courbe, points et droites qu’il importe de connaître pour discuter cette courbe, c’est-à-dire pour déterminer exactement sa forme et sa position.
§ 1. DES TASGEKTES.
00, Dêüuitions. On appelle tangente à une courbe AB(fig. 46)
en un point déterminé M de celte courbe, la limite MT des positions que prend une sécante MS passant par ce point, lorsqu’on la fait tourner autour de ce point de manière qu’un second point d’intersection M' se rapproche indéfiniment du pre- Fig. 46. mier.
Nous disons un second point d’intersection, car la courbe peut être telle qu’elle soit coupée en plus de deux points par une droite. Dans ce cas, il arrive fréquemment qu’une même droite MT, tangente en un point M , est en même temps sécante en un autre point N.
Soient x' et y' les coordonnées OP et MP du point M, et m le coefficient angulaire de la tangente MT; son équation sera de la forme
et il reste à déterminer la valeur du coefficient m.
100. Théorème. Le coefficient angulaire de la tangente est égal à la dérivée de l'ordonnée du point de contact, considérée comme une fonction de son abscisse.
Menons l’ordonnée M'P', et MQ parallèle à OX; faisons, pour abréger, MQ = A et M'Q = /c; les coordonnées du point M' sont et y' ' -\-k. Par conséquent, l’équation de la sécante MS qui passe par les points M et M' est (70)
y — y' = jl(x— *')•
Cela posé, faisons tourner la sécante autour du point M, de manière que M’ s’en rapproche indéfiniment ; k et h tendront tous
deux vers zéro, mais le rapport y tendra en général vers une limite déterminée, qui n’est autre chose que m, d’après la définition de la tangente. On a donc
tn = lim. T.
Mais k étant l'accroissement de l’ordonnée y' correspondant à l’accroissement h de l'abscisse x', la limite du rapport de ces deux accroissements est la valeur que prend la dérivée de l’ordonnée de la courbe, considérée comme une fonction de l’abscisse, quand on donne à l’abscisse la valeur x', et par suite à l’ordonnée la valeur y'; le théorème sc trouve donc démontré.
Si l’équation de la courbe peut être mise sous la forme y = ? ( x ), on aura, en général, pour le point dont l’abscisse est x',
Ainsi l’équation de la tangente en ce point est
équation à laquelle il faut joindre la relation y' = <p (x'), qui lie les coordonnées du point considéré.
THÉOniES GÉNÉRALES. 105
Prenons pour exemple le cercle dont l'équation est
et proposons-nous de trouver l'équation de la tangente au point qui a pour abscisse * =r 3. On a, dans ce cas ,
y = ?(*)= ±^25 — 3. d'où 9'(*) = ±— L=r.
et pour y =3,
y =?(3) = ±4, et ?'13) = ±L
Si l'on considère le point situé au-dessus de l'axe des x, on doit prendre les signes supérieurs , et l'équation demandée est
y — 4= — 5(.r — 3) ou y = — Jas + V-
Si l'on considère, au contraire, le point situé au-dessous de l'axe des x, on doit prendre les signes inférieurs, et l’on a
y + 4 = } (* — 3) ou y = \x —
101. Si l’équation de la courbe ne peut pas être mise sous la forme y = y(x), soit, en général, f(x,y) = 0 celte équation.
Considérons y comme tenant lieu de sa valeur en fonction de x, et prenons la dérivée des deux membres, en ayant égard à la régie des fonctions composées et à celle des fonctions de fonctions, nous aurons
d'où
f.' (x, y) + /■/(*, y)-yJ — o,
Ainsi : le coefficient angulaire de la tangente s'obtient en divisant la dérivée du premier membre de réquation de la courbe par rapport à x par sa dérivée par rapport à y, et en prenant le quotient en signe contraire. f
L’équation de la tangente au point dont les coordonnées sont x' et y' est donc
v — f* (x >- if) (x— x')
y y~ fTW7¥){ }
ou bien
!//■/(«’, y') + xf* («'» y') = y'f,' («\ y') 4- dfj (x1, y') [3],
équation à laquelle il faut toujours joindre la relation f(x',y').— 0, qui lie les coordonnées x' et y'.
Prenons pour exemple la courbe dont l'équation est
y5 — !jry + *5=0,
et proposons-nous de lui mener une tangente au point qui a pour abscisse 2= I . Nons aurons
fJ[*,y)=-2j + 3iJ, U '*> y)= 3y! — 2* ;
et en désignant par y' l'ordonnée qui correspond à « = t , on trouve pour l’équation de la tangente,
(y -tf) (3y° - 2) +(*-*') (3 - 2y0 = 0. à laquelle il faut joindre l'équation
Cette équation a ses trois racines réelles, et l'on trouve
et ,/ = ±i±^.
En prenant, par exemple, y'=l , on trouve pour l’équation de la tangente,
(y — 1) (3-2) + (x-l) (3-2) = 0 ou y =-2 + 2.
Remarque. Le second membre de l’équation [3] est du m* degré par rapport à x' el y\ mais il s’abaisse au m — 1*, par suite de la relation f(x',y') = 0. La manière la plus simple de le démontrer se fonde sur un théorème dit théorème des fonctions homogènes, et qui consiste en ce que, si /"(x, y) est une fonction algébrique homogène du m" degré, on a identiquement
xfj (x, y) + yf (x, y) = mf(x,y).
On démontre ce dernier théorème en prenant la dérivée par rapport à t des deux membres de l’identité
f(tx,ty) — lmf(x,y),
qui définit l’homogénéité de la fonction, et en faisant ensuite 1=1. Cela posé, soit
?mi ç«-i,... désignant respectivement l’ensemble des termes du
m* degré, du m— 1* degré, etc. En vertu du théorème précédent, on aura
*/’•' (x, y) + yr,' (m— l )?*_,+.•• . -+- ?l
==ni(l*-}_ “)“?«) ?m-t 2o„_j 3ç„ .J . . . .
Si l’on remplace x et y par les coordonnées X,y' du point de contact, la somme qui est dans la parenthèse s’annule, elle second membre n’est plus que du m — 1* degré, ce qui démontre la proposition énoncée.
102. Sous-tangente. On nomme sous-tangente la distance du point où la tangente rencontre l’axe des x au pied de l’ordonnée du point de contact.
La longueur de la sous-tangente, correspondant h un point de la courbe dont les coordonnées sont x', y’, est exprimée par la valeur de a: — x1, tirée de l’équation de la tangente à la courbe en ce point, après y avoir fait y = 0.
103. Normale et sous-normale. On appelle normale à une courbe en un de ses points la perpendiculaire à la tangente à la courbe en ce point.
L’équation de la normale à la courbe représentée par l’équation f(x, y) = 0 au point (a;', t/') est, d’après cela.
y — y' — -h (x — x’), ou y
y — f cov* • x> >
[m— /V COS 8
suivant que les axes sont rectangulaires ou obliques.
La sous-normale est la distance du point où la normale rencontre l’axe des x, au pied de l’ordonnée du point de contact.
La longueur de la sous-normale est exprimée par la valeur de x — x', tirée de l’équation de la normale, après y avoir fait y = 0.
104. Problèmes relatifs aux tangentes. Ce qui précède permet de résoudre par le calcul tous les problèmes relatifs aux tangentes.
Problème I. Mener, par un point extérieur (x*, y"), une tangente à la courbe qui a pour équation f (x,y) = 0.
Soit toujours (x', y') le point de contact ; le point (x", y") étant sur la tangente, ses coordonnées doivent satisfaire à l’équation de cette droite; on a donc
(y” — i OU (*> i0+ (*"- *’) U (*',»/) = o.
Mais, le point ( x\ y') appartenant à la courbe, on a aussi f(x',y')=0.
Ces deux équations détermineront x' et y'; et il existera autant de tangentes passant par le point donné qu’il y aura de systèmes de valeurs réelles de x' et de y' satisfaisant à ces deux équations. Si l’équation de la courbe est du m‘ degré, celle de la tangente est du m — l1""*, et le nombre de ces solutions est au plus m ( m — l). Dans le cas des courbes du second degré, ce nombre est égal à 2.
Comme exemple, proposons-nous de mener, par le point dont les coordonnées sont y"— 0 et x"= 13, une tangente au cercle qui a pour équation
Les deux équations à résoudre seront
(0 — y').2y' + (13 — ^.W—O et *'* + y" = 2S, ou & + \p— 13x' = 0 et z"-)- y'* = 25-
On en tire facilement
d’où y'=±H-
Ce problème peut aussi se résoudre graphiquement, comme dans le cas du cerclc(96), en construisant les lignes représentées par les deux équations précédentes quand on y considère x' et y' comme des coordonnées courantes. Les points d’intersection de ces deux lignes, dont l'une est la ligne proposée et l’autre une ligne d'un ordre moindre au moins d’une unité, sont les points de contact cherchés.
105. Problème II. Mener à une courbe dont l’équation est f(x, v) = 0, une tangente parallèle à une droite donnée, y = mx.
Trouver l'équation de la tangente en fonction de son coefficient angulaire.
La tangente devant être parallèle à la droite représentée par y=mx, son équation sera de la forme
■y =mx -j- n.
et il s’agit de déterminer n.
Soient toujours x' et y' les coordonnées du point de contact, l’équation de la tangente en fonction de ces coordonnées étant
(U — y') f» (x', !/')+ (x—x1) fj (x\ y') = O
ou
fJJAx n
fi (x\ y ) x ’
pour que cette équation soit identique à la première, on doit avoir
d’ailleurs, on a f(x', y') — 0 [6],
puisque le point de contact est sur la courbe. Ces trois équations serviront à déterminer x', y' et n. Il y aura autant de tangentes parallèles à la direction donnée qu’il y aura de systèmes de valeurs réelles de x’ et de y1 satisfaisant à la première et à la troisième. *
Ceci suppose que la direction donnée n’est pas parallèle à l’axe des y ; si elle lui était parallèle, l’équation de la tangente serait x=x\ et l’on n’aurait plus que deux équations à résoudre, savoir:
fi (x, y’) — 0 et f{x’,y’)=0;
la première résulte de l’hypothèse m = oo .
Si entre les équations [a] et [6] l’on élimine x’ et y' pour calculer la valeur de n, on aura l’équation de la tangente en fonction du coefficient angulaire.
Comme exemple, supposons qu'il s’agisse Je mener au cercle dont l'équation est jr,4-ÿ,= 15 une tangente parallèle à la droite représentée par l'équation y = — Les équations à résoudre sont
On en tire
a^efcfS, d'où y'=:fc*y, puis n = ± fi; , valeurs dans lesquelles les signes se correspondent.
Les équations des deux tangentes sont donc
10 j. Problème III. Mener une tangente commune à deux courbes dont les équations sont f (x, y) = 0 et ? (x, y) — 0.
Soil y = nuT-fn l’équation de la tangente commune, et soient x', y' les coordonnées du point où elle louche la première courbe, cl x", y" les coordonnées du point où elle touche la seconde. On aura, en ayant égard au contact avec, la première,
fJ (*’. y) + ni /» (x\ y') = 0, y’=mx' -f n, f(x',y') =0, cl, en ayant égard au contact avec la seconde,
^r{^',y")+^\{x",y'')=0, y"=Tnx’+n, <?(x",y")=0.
Ces six équations serviront à déterminer les inconnues x', y', x®, y", m et n. En éliminant xé et ÿ entre les trois premières, puis x" cl y " entre les trois dernières, on obtient deux équations en ni cl n qui déterminent ces inconnues, et par suite toutes les autres.
Prenons pour exemple les deux cercles représentés par les équations ï» + ÿ'=R» et (i — a)’ + y’ = r».
Les six équations à résoudre sont :
' i’4-mi/'=0, y'= mV-t- n , j'1 -f y/,= R1 ,
(x"— aH-my' = 0, y " = nu"+n, (*" — o) 1 + y”' = r-.
Les trois premières donnent :
nrn
nw’
Les trois dernières donnent de mime :
n + ma ' I + ’
m(n + ma) 1+m* ’
(n + ma)J=:rsvt +m>).
Des deux équations en m et n on tire, en éliminant n,
Va' — (K ±T)' ’
valeurs dans lesquelles r doit être affecté du même signe au numérateur et au dénominateur. Ces valeurs sont au nombre de quatre, comme cela doit être, puisque l'on sait qu'il y a en général quatre tangentes.
Connaissant m, on en déduit immédiatement n =± R^l -f ni2, et par suite toutes les autres inconnues. La discussion de leurs valeurs ne présente aucune difficulté, et elle reproduit toutes les circonstances connues du problème géométrique dont nous nous occupons.
On peut même déduire de ces valeurs la construction géométrique ordinaire. Si l'on cherche, en effet, le point où la tangente coupe la ligne des centres, qui est ici l’axe des x, on n'a qu'à faire y — 0 dans l'équation y = mx -p n , ce qui donue pour l'abscisse de ce point
ou, en mettant pour m et n leurs valeurs et simplifiant,
_ Ra “ — R±r'
Ces deux valeurs de x conduisent à La construction connue.
107. Problème IV. Une courbe passe par l'origine, et on demande de trouver la tangente en ce point.
L’équation de la tangente étant alors de la forme y=mx, le coefficient angulaire de lit tangente à l’origine est égal à la limite vers laquelle tend le rapport^, tiré de l’équation de la courbe,
quand x tend vers zéro.
Soit, par exemple,
y=sina;,
on aura
y sinat ,
lnn - =lim = 1.
Donc la tangente à la sinusoïde à l’origine est la bissectrice de l’angle des axes.
Remarque. Il sera quelquefois plus commode de chercher lim et d’en prendre l’inverse.
S 2. APPLICATION DE LA THÉORIE DES TANGENTES A LA DISCUSSION DES COURBES.
100. La discussion du coefficient angulaire de la tangente à une courbe fait connaître les particularités les plus importantes de son cours.
Si l’on fait croître x depuis une valeur x' jusqu’à une valeur tr*, et que dans cet intervalle le coefficient angulaire ni de la tangente reste positif, il en résulte que les accroissements A et k sont de même signe; d'ailleurs A étant positif puisqu'on fait croître x, il s’ensuit que k est aussi positif, et que par conséquent l’ordonnée y croît algébriquement. Si , au contraire , dans le même intervalle, ni reste négatif, c’est que A et A sont de signe contraire ; et, comme A est positif, il en résulte que k est négatif, et que y décroît algébriquement. Ainsi, dans l’intervalle considéré, la courbe s'avance dans le sens des y positifs ou dans le sens des y négatifs, suivant que le coefficient angulaire de la tangente est positif ou négatif.
Prenons pour premier exemple la courbe dont l'équation est
9y5 + kx1 — 24* = 0, d'où ÿ = dtiv'*((j— i),
nous aurons : m — — .
L'abscisse x ne peut varier que de 0 à (i. Or, de 1 = 0 à * = 3 , m reste positif; donc, si l'on ne considère que la partie de la courbe répondant aux valeurs positives de y , on voit qu'elle s'avance vers les j/ positifs. De z = 3 à x — 6, m reste au contraire négatif; donc, la courbe s'avance alors vers les y négatifs. Ce serait le contraire s’il s'agissait de la portion de la courbe répondant aux valeurs négatives de y. Cette courbe est représentée Fi*' «• Bg. 41.
Prenons pour second exemple la courbe dont l'équation est
nous aurons : m=2(x — 2).
L’abscisse ipeut passer par tous les états de grandeur. Or, dex= — » àz=2.
m reste négatif; donc la courbe s'avance vers les y négatifs; mais Je r = 2 i
i = m reste positif; donc la
courbe s’avance vers les y positifs.
Cette courbe est représentée figure 48.
101). Sens de la concavité.
Si m croit algébriquement lorsqu’on fait croître x depuis x jusqu’à x", on peut d'abord en conclure que l’angle a que fait la tangente avec la partie positive de l’axe des x va en croissant; car on a, en général (06),
msinO sitifi
quantité qui croit algébriquement avec m; donc, si m croit,* augmente. Or, de ce que « va en augmentant, on peut conclure que la courbe tourne sa concavité vers les y positifs, comme on le voit sur les figures 49 et 50. Si, au contraire , m diminue algébriquement, * diminue , et la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs, comme on le voit sur les figures 51 et 52.
Ainsi donc, la courbe tourne sa concavité vers les y positifs ou vers les y négatifs, suivant que le coefficient angulaire m de la tangente augmente ou diminue.
On peut encore présenter celte règle sous une autre forme. Si l’on considère m comme une fonction de x, on voit, comme au numéro précédent, que celte fonction augmente ou diminue, se-
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Ion que sa dérivée première est positive ou négative. Or la dérivée première de m n’est autre chose que la dérivée seconde
ir i '
Fig. 51.
de y; on peut donc dire que la courbe tourne sa concavité vers les y positifs ou vers les y négatifs, suivant que la seconde dérivée de y, considérée comme une fonction de x, est positive ou négative.
On emploiera, suivant les cas, l’une ou l’autre de ces deux règles.
109. Prenons, pour premier exemple, ta courbe de ta figure 47 pour laquelle on a, comme on la vu plus haut,
, . 413 — xî
y = ±î^i(6— i) et
Ne considérons d’abord que la partie de la courbe qui répond aux valeurs positives de y. On a vu que de x=0 à x=3, y va en croissant; dans cet intervalle m va donc en diminuant, puisque son numérateur décroît et que son dénominateur augmente. Au contraire de x=3 i x = 6, y décroît ; dans cet intervalle m est négatif et augmente en valeur absolue; donc encore m diminue algébriquement. Toute la portion de courbe qui répond aux valeurs positives de y tourne donc sa concavité vers les y négatifs. On verrait de même que la portion de courbe qui répond aux valeurs négatives de y tourne sa concavité vers les y positifs.
Prenons, pour second exemple, la courbe de la figure 48, pour laquelle on a î/=z>— 4x-f 3 et m = 2 (x — 2).
La dérivée première de m est + 2, quantité positive; la courbe tourne donc constamment sa concavité vers les y positifs.
Soit enfin, pour dernier exemple, la courbe de la figure 69, qui a pour équation (voir plus loin le n* 151)
2xv + x’ — 2ÿ — 3x — 1 = 0,
d'où ÿ = +
théories générales.
on trouve —
et en appelant m' la première dérivée de m ,
De * = — oo à z~ + 1 , m' est négatif; donc la branche de courbe correspondante tourne sa concavité vers les y négatifs. De x = + 1 à x = + oc , m' est positif; donc la branche de courbe correspondante tourne sa concavité vers .les y positifs.
On arriverait à la même conclusion en remarquant que de x=— oo à x — + I , m diminue ; et que de x = + 1 à x = -f « , m augmente.
Ordonnées maximums on minimums. Lorsqu'une COUl'be
continue, après s’ètre avancée vers les y positifs, recule ensuite vers les y négatifs, son ordonnée passe par une valeur maximum. Si, au contraire, la courbe, après s’ètre avancée vers les y négatifs, retourne du côté des y positifs, son ordonnée passe par une valeur minimum. Aux points où l’ordonnée est maximum ou minimum, la tangente est ordinairement parallèle à l’axe des x\ en sorte que ces points sont compris parmi ceux pour lesquels on a m=-0. On a d’ailleurs, dans le cas, qui nous occupe, un maximum ou un minimum, suivant que la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs ou vers les y positifs, c’est-à-dire suivant que la dérivée première de m (ou la dérivée seconde de y) est négative ou positive. -
Reprenons, pour exemple, la courbe de la figure 47. On a
3— x Vx(U— x)’
quantité qui s’annule pour x=3 , d’où y = ±2- La dérivée de m est
quantité qui , pour * = 3 et y = + 2 , se réduit à
et, pour *= 3 et y =— 2, à m’= +
L’ordonnée y = + 2 est donc un maximum, et l'ordonnée y = — 2 est un mi nimum.
Reprenons, pour second exemple, la courbe de la figure 48. On a m = 2(x — 2),
râleur qui s'annule pourx = 2, d’où y= — 1. La dérivée de m est +2. L’ordonnée i /= — 1 est donc un minimum.
111. La théorie complète des maxima et minima sortirait du cadre de cet ouvrage et exigerait l’emploi du calcul infinitésimal. Ce que nous venons d’en dire suffit pour la discussion des courbes qui se présentent le plus fréquemment dans les applications.
Lorsque deux variables sont liées entre elles par une loi inconnue, et que l’expérience ne donne qu’un certain nombre de couples de valeurs correspondantes de ccs variables, on a vu (25) comment on peut tracer une courbe qui représente approximativement la loi inconnue dont il s’agit. Si celle des deux variables qu’on regarde comme fonction de l’autre est susceptible d’un maximum ou d'un minimum , la courbe tracée doit avoir une tangente parallèle à l’axe des x, et l’ordonnée du point de contact est la valeur maximum ou minimum cherchée de la fonction.
Prenons pour exemple la éourbe de la figure 12 (pl.), qui exprime approximativement la loi suivant laquelle varie le coefficient d'effet utile (25) d’ijne certaine turbine en fonction du nombre de tours qu’elle fait par minute. Si l’on mène à celte courbe une tangente parallèle à l'axe des abscisses, on trouve que le point de contact M répond à l’abscisse 46 et a pour ordonnée 60,5. Le maximum d’effet utile de celle turbine répond donc à 46 tours par minute, et ce maximum est 60,5 à l’échelle de la figure, c’est-à-dire que l’effet utile obtenu est les 0,605 du travail absolu du moteur.
112. inflexions. Lorsque la concavité d’une courbe change de sens, c’est-à-dire lorsque cette concavité, d’abord tournée vers les y négatifs, se tourne ensuite vers les y positifs, ou vice versa, le point où le changement s’opère s’appelle un point d'inflexion. On voit qu’en arrivant à ce point la seconde dérivée de l’ordonnée (considérée comme une fonction de l’abscisse) passe du négatif au positif, ou du positif au négatif. Ordiuaire-
DES ASYMPTOTES RECTILIGNES
ment, c’est en passant par zéro que cette seconde dérivée change de signe; les points d’inflexion, dans ce cas, se trouvent donc parmi les points pour lesquels cette seconde dérivée est nulle.
On reconnaîtra, déplus, que l’ordonnée est maximum pour x=— 1 et minimum pour *= + 1. La courbe a la-forme indiquée par la figure 53.
Remarque. La tangente au point d’inflexion offre cette particularité que la portion de courbe qui précède immédiatement le point d’inflexion et la portion de courbe qui suit immédiatement ce point sont situées, par rapport à celle tangente, chacune d’un côté différent. La figure 53 montre cette disposition.
Nous n’insisterons pas davantage sur les points d’inflexion, et nous passerons sous silence les autres espèces de points singuliers que peuvent présenter les courbes; l’étude complète de ces points exige l’emploi du calcul infinitésimal et ne saurait trouver place ici. Elle offre d’ailleurs peu d’intérêt au point de vue des applications.
$ 3. DES ASYMPTOTES RECTILIGNES
113. Définition. Une droite est dite asymptote d’une courbe, lorsque celle-ci a une branche infinie qui s’approche indéfiniment de la droite, c’est-à-dire que la distance d’un point de la courbe à la droite s’approche indéfiniment de zéro quand on s’avance de plus en plus sur la branche infinie considérée.
Nous nous bornerons, dans la recherche des asymptotes, au cas où l’équation de la.courbe est algébrique.
Asymptotes parallèles & l'axe des y. Cherchons d’abord les asymptotes parallèles à l’axe des y. Soit DC (üg. 54) une branche
de courbe qui a pour ' asymptote une droite AL parallèle à l’axe des y. Soient M un point quelconque de la branche de courbe considérée , et MP la perpendiculaire abaissée de ce point sur l’asymptote; menons en outre MQ parallèle à l’axe des x. En désignant par 0 l’angle des axes, fig. 54. nous aurons MP = MQsinO; ou,
en nommant x l’abscisse du point M, et d celle du point Q,
MP= (x — d) sinO.
D'après la définition de l’asymptote, cette distance doit tendre vers zéro à mesure que le point M s’élève sur la courbe. On doit donc avoir x=d pour y — œ, caractère qui permet de trouver l'asymptote connaissant l’équation de la courbe.
Celle équation étant supposée algébrique , on peut la mettre sous la forme
yV(*) + ir • /H*) + <rv« (*}+•••• +/’»(*) = °>
les expressions (x) représentant des fonc-
tions algébriques et entières de x.
En divisant par y " on obtient
nx)+ 1 u (*)+£/;(*)+•■••+£ u (*) = o.
Or, si l’on fait x—d et y=œ , les quantités ft(d),f,(d]...,fn(d) restant finies, tous les termes à partir du second disparaissent, et il reste simplement
Soient d,, dt, d3, etc., les racines réelles de cette équation, la courbe aura pour asymptotes les parallèles à l’axe des y ayant pour équation
x=dt, x= d,, £=dj, .etc.,
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pourvu toutefois qu'à ces valeurs de x correspondent des valeurs de y réelles, quoique infinies , c’est-à-dire pourvu que y soit réel . pour des valeurs de x peu différentes, soit en dessus, soit en dessous, de clu ci,, d,, etc.
Exemple. x‘y‘— xy1— 2y’— x
On a ici f{d)=d? — d— 2=0,- d’où d, =2 et d,= — 1 .
On tire de l'équation de la courbe
Ces valeurs sont réelles pour r=2 + t
pour x=— 1— e; t désignant une quantité positive aussi petite que l’on voudra ; la courbe a donc pour asymptotes les parallèles & l’axe des y ayant pour équations
x—ï et x= — 1 ;
en coordonnées rectangulaires, elle a la forme indiquée par la figure 55.
Soit, au contraire, l’équation
sry’— * + 1=0.
On a dans ce cas
f(d)=<P= 0, d’où d=0;
mais on tire de l'équation de la courbe
et si l’on fait x=:fct , e étant toujours une quantité très-petite, on obtient pour y des valeurs imaginaires. La droite qui a pour équation x= 0, c’est-à-dire l’axe des y lui-méme, n’est donc point une asymptote de la courbe. En coordonnées rectangulaires, cette courbe a la forme indiquée par la figure 56.
IIS. Asymptotes non parallèles & l'axe des y. Cherchons maintenant les asymptotes qui ont une direction différente de celle de l’axe des y.
Soit (fig. 57 ou 58) EP une branche de courbe ayant pour asymptote la droite AL, qui fait un angle « avec l’axe des x. Soit
M un point quelconque de la courbe ; abaissons MG perpendiculaire sur l’asymptote; menons l’ordonnée MP qui rencontre l’asymptote en D; nous aurons, dans le triangle MCD,
CM = DM sinCDM = DM sin (0 — a),
6 étant l’angle des axes.
Or, d’après la définition de l’asymptote, CM devant tendre vers zérq à mesure que le point M s’avance sur la branche EP, il en doit être de même de DM, qui lui est proportionnel.
Cela posé, joignons OM ; menons OH parallèle à AL, et qui rencontre MP au point Q. Enfin, soit y = ax + b l’équation de l’asymptote.
A mesure que le point M s’avance sur la branche EP et se rapproche de plus en plus de l’asymptote, la droite OM, quelles que soient d’ailleurs les variations primitives de sa direction, tend à prendre celle d’une droite qui rencontre AL à 1 infini, cest-àdire que OM tend à devenir parallèle à AL et à se confondre par conséquent avec OH. Mais le coefficient angulaire de OH est a; et si l’on nomme c celui de OM, on a MP=c. OP, ou y=cx. Pat conséquent, lorsque x tend vers l'infini, on a
a — lim. c = lmi. -,
c’est-à-dire que U coefficient angulaire de l’asymptote est la limite vers laquelle tend le rapport de l'ordonnée de la courbe à son abscisse, quand cette dernière tend vers l'infini.
116. A mesure que le point M s'avance sur la branche EF, la distance MD tendant vers zéro, MQ tend de plus en plus vers DQ ou
1)ES ASYMPTOTES RECTILIGNES. 121
vers son- égal OB, qui est l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, c’est-à-dire b. Or on a MQ = MP — PQ; d’ailleurs, MP = y, et PQ=a.OP=ax. Donc, lorsque x tend vers l’infini, on trouve
6 = litn. (y — ax),
c’est-à-dire que Tordonnée à l’origine de l’asymptote est la limite vers laquelle tend l'expression y — ax à mesure que x tend vers l'infini, le coefficient a étant supposé déterminé comme il a été dit ci-dcssus.
117. Il s’agit maintenant d’appliquer les règles qui viennent d’être démontrées. Pour cela, nous écrirons l’équation de la courbe sous la forme
F„ ( x , y) -f Fm_i (x, y) + F„_, (x, y) . . . -f etc. = 0.
Fm désignant l’ensemble des termes du degré m, F„_, l’ensemble des termes clu degré m — 1, et ainsi de suite.
Remplaçons y par son égal ex; tous les termes de Fm contiendront le facteur xm;tous ceux de F„_, contiendront le facteur x"-1; et ainsi de suite. En sorte qu’en divisant par xn, on aura
F„ (l,c) + -F„_i(l,c) -j F„_j(l,c). . . -}- etc. = 0.
Jb dt
Faisons x infini ; le rapport c deviendra égal à sa limite a; et toutes les fonctions F demeurant finies, tous les termes à partir du second disparaîtront ; il restera donc
Fm (1, a) — 0 [1],
d’où l’on tirera la valeur de a.
On voit que pour former l’équation qui donne le coefficient angulaire de f asymptote, il faut prendre Vensemble des termes du degré' le plus élevé dans l'équation de la courbe, y remplacer x par 1 et y par a, et égaler le résultat à zéro.
118. Représentons maintenant par p la valeur variable de y — ax ; et posons y — ax—fi, d’où y = ax-f-p. Mettons pour y cette va-
leur dans l’équation de la courbe , el développons d’après les règles connues; il viendra
F» (x, ax ) -f F'„ (x, ax).p+‘ F"„(x, <jx) p’ + etc. j
+ Fm-i [x, ax) + F'm_,(x,ax)p + etc. > = 0,
+ F,„_,(x, ax) +etc. )
toutes les dérivées étant prises par rapport à y, avant d’y remplacer y par ax.
Mais tous les termes de Fm contiennent le facteur xm\ tous ceux de F'm et tous ceux de F„_, contiennent le facteur x*-1; tous ceux de F"., de F'«_i et de F„_t contiennent le facteur x*-1, et ainsi de suite.
En mettant ces divers facteurs en évidence, on peut donc écrire
F- (l,o) .*■+ F', (1 .a) p aT-'-H F"m (1 ,a) p* + F«_i(l,a) .HbF'»-i (1,«) P +F.-«(I,a)
x*“*-|-etc.=0.
Or, Fm(l,fl) est nul, d'après l’équation qui a servi à déterminer a ; supprimant donc ce terme et divisant par x*-1, on pourra écrire
F’. (1 , «) P + F-, (1, a) + l ür„(l ,a) p»+F'^ (l.fl)p-h F._(l ,a)] = 0,
tous les termes omis ayant en dénominateur des puissances de x.
Si l’on fait x = œ , p prendra sa valeur limite b ; tous les ternies ayant x en dénominateur disparaîtront, et il restera
d’où l’on tirera la valeur de b correspondante à la valeur de a que l’on aura choisie.
On voit que pour former l'équation qui donne l’ordonnée à f origine de l’asymptote, il faut prendre la dérivée par rapport à a du premier membre de l’équation qui a servi à déterminer ce coefficient angulaire; multiplier celle dérivée par b; ajouter au produit l'en-
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semble des termes du degré m — 1 dans lesquels on a remplacé x par 1 et y par a; puis égaler le tout à zéro.
Prenons pour exemple l'équation
y3 + xy2 — 2x’y — xy — *’ + 1 =0.
L'équation [1] devient
o’ + o1— îo=0,
d'où a=0, o=l et a=— 2.
L’équation [2] devient
(3a, + 2o— 2)6 — a— 1=0, d’où 6= 1 —
Pour a=0 on trouve 6 = — 1
ce qui donne les trois asymptotes représentées par les équations
y=—b y=* + î et !/=— 2 x— {.
120. Si a était une racine double de l’équation [1], elle annulerait F’m(l,n); la valeur correspondante de b donnée par l’équation [2] serait donc infinie, et l’asymptote n’existerait pas.
Prenons pour exemple l’équation
y' — îzy, + z‘y—2iy — ï’ + 3=0.
L'équalion [1] devient a 5 — 2a’ + a=0, d’où a=0 et o=lj la seconde racine est une racine double.
L’équation [2] devient
(3o>— 4a + l)b— 2o-l=0, d’où 6=3^r^TfT'
Pour o=0 on trouve {>=1,
0=1 6=oo.
Il n’y a donc qu’une asymptote, dont l’équation est y=l.
121. Si la valeur de a qui annule F„(l,o) et Fm(l ,o) annulait aussi F„_,(l,a), l’équation [2] ne donnerait rien. Mais, dans ce cas, on pourrait, en supprimant les termes qui s’annulent ainsi d’euxmémes, diviser seulement par **“* au lieu de æ*"1 ; et en faisant
ensuite x = *> , il resterait pour déterminer b l’équation du second degré
A une même valeur de a correspondraient donc deux valeurs de b; si elles étaient réelles et finies, il en résulterait que la courbe aurait deux asymptotes parallèles à une même direction.
Si les termes de cette équation du second degré en b disparaissaient d’eux-mêmes, il faudrait passer aux suivants, et b serait donné par une équation du troisième degré; et ainsi de suite. Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples de ces cas tout à fait exceptionnels.
122. Lorsque l’on a trouvé pour a une valeur réelle, et que la valeur correspondante de b est réelle et finie, il ne faut pas en conclure d’une manière absolue que l’équation y—ax-{-b représente une asymptote de la courbe ; car cette droite peut faire partie du lieu. On s’eu assure en divisant le premier membre de l’équation de la courbe par y — ax — b.
Soit, par exemple, l’équation y3 — xy5 — 2xy + 2x:=0; on trouve a3 — a!=0, d’où a=0 et a=l;
puis (3a5— 2a)b— 2a+2=0, d’où 6 =-fl,
Pour a=0 on a b — oo
On n’a donc à considérer qu’une équation , y =x. Or, si l’on divise le premier membre de l’équation proposée par y — x, on trouve pour quotient exact y1 — 2x. Le lieu se compose donc de la courbe qui a pour équation y5 — 2x=0, et de la droite y=x.
La méthode qui donne les asymptotes rectilignes devait donner cette droite, puisqu’on peut la cousidérer comme étant elle-même son asymptote.
L’observation que nous venons de faire est particulièrement applicable au cas où le lieu ne se compose que de droites; toutes ces droites sont données par la méthode des asymptotes, qui fournit ainsi un moyen de décomposer le premier membre d’une équation algébrique à deux variables en facleurs du premier degré, toutes les fois que celte décomposition est possible.
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125. Pour terminer ce que nous avions à dire des asymptotes, il nous reste à faire l'application de la méthode aux courbes du second degré.
L’équation de ces courbes étant
Ay* -(- Bxy + fre* + Dy -f Ex -}- F = 0 , on a, pour déterminer a, l’équation
Aa, + Ba+C = 0 [4],
dont les racines ne sont réelles que si l’on a B* — 4AC>0 ou B* — 4AC = 0.
On a ensuite, pour déterminer b, l’équation
On tire de [4]
(2Aa -j- B) b -j- Da -|- E — O — B ± v/H* — 4 AO .
« = TTi »
et en substituant dans [5], on obtient
D BD — 2AE 2A— 2 A y/B*— 4AC
Dans ces valeurs de a et de b, il faut prendre les signes supérieurs ensemble ou les signes inférieurs ensemble.
I. Si l’on a B’ — 4AC>0, ces valeurs sont réelles et finies; il y a donc, dans ce cas, deux asymptotes ayant pour équations
— B ± y/B* — 4 AC D BD — 2AE
V~ 2 A X 2A"~ 2A^/lJi — 4AC
ou
Bi+D.
:5L(*v/B.-4AC +
BD — 2AE^ y/B* — 4 AC/
Il y a un moyen mnémonique fort simple de retrouver ces équations. Pour cela , l’équation de la courbe étant résolue par rapport à y, on remplace, sous le radical , le terme indépendant de x par un autre qui rende le trinôme en x un carré parfait; on
en extrait la racine carrée et on retombe sur les valeurs de y que fournissent les. équations [6].
Prenons pour exemple l'équation
4y!— foy-t-ir1— 4y + 6z— 4=0;
on en tire y=z + }±|/r3— 2z + 5.
Si , sous le radical , on remplace + 5 par + I , le trinôme devient un carré partait ; et en extrayant sa racine, on obtient
Ce sont les équations des asymptotes. En les séparant on trouve
124. II. Si l’on a B’ — 4AC = 0 , les valeurs de b deviennent infinies, et il n’y a plus d’asymptotes ; on , si l’on veut, il y a encore des asymptotes, mais elles sont situées à des distances infinies.
Remarque. Si l’on avait à la fois B* — 4AC = 0 et BD — 2AE = 0, auquel cas l'équation proposée représente deux parallèles
Bx+D
y'D’ — 4AF,
comme il est facile de s’en assurer en la résolvant par rapport à y, le premier membre de l’équation [5] s’annulerait indépendamment de b, c’est-à-dire qu’on sc trouverait dans le cas où b doit être donné par une équation du second degré (121). Cette équation est ici
Aà’-f Dù-fF = 0, d’où b = — ^ y/D’ — 4 AF.
Par suite, les deux asymptotes ont pour équations
n±iÂ^,-4AF’
et ne sont autre chose que les deux parallèles elles-mêmes représentées par l’équation du secoud degré ; ce qui devait être d’après la remarque du n® 122.
DES CENTRES
128. On nomme centre d’une courbe un point tel que si par ce point on mène une sécante quelconque à la courbe, elle la ren contre en des points qui sont placés deux à deux à égale distance du point considéré.
i 20. La détermination des centres des courbes est fondée sur le théorème suivant :
Si une courbe a pour centre l’origine des coordonnées , son équation ne change pas quand on y remplace x et y par — x et — y.
En effet , concevons une courbe qui ait pour centre l’origine 0 (fig. 59), et soit M (x, y) un point de cette courbe ; si nous joignons le point M au centre 0, et si nous prolongeons ÜM d’une longueur OM' égale à ellemême, le point M' ainsi obtenu a pour ' coordonnées — x et — y; et comme ce point appartient à la courbe, en vertu de la définition du centre, l’équation F'g. s». de cette courbe devra être vérifiée par
— x et — y; ce qui démontre la première partie du théorème.
Réciproquement, si l’équation d’une courbe ne change pas quand on y remplace x et y par — x et — y, la courbe a pour centre l'origine des coordonnàs.
En effet, supposons que M (x, y) et M’ ( — x, — y) soient deux points de la courbe. Les deux triangles MOP et M'OP' sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; par suite, OM' est le prolongement de OM ; de plus, l’origine 0 est le milieu de la corde MM’; et, cette corde étant quelconque par hypothèse, l’origine 0 est un centre de la courbe ; ce qui démontre la seconde partie du théorème.
Corollaire. Pour qu’une courbe algébrique soit rapportée à des axes passant par son centre, il faut et il suffit que son équation ne renferme que des termes de même parité, c’est-à-dire tous de
degré pair ou tous de degré impair. Dans ce dernier cas l’équation ne doit pas avoir de terme constant et le centre se trouve sur la courbe.
127. Quand la courbe n’a pas pour centre l’origine des coordonnées elle peut avoir un centre ailleurs. Pour le déterminer on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en un point indéterminé (x,, y,), et l’on cherche s’il n’existe pas des valeurs de x, et yt telles que la nouvelle équation ne change pas quand on y change x en — x et y en — y. Si on ne trouve aucune valeur de x, et j/i satisfaisant à cette condition, la courbe n’a pas de centre; mais, dans le cas contraire, la courbe a autant de centres qu’il existe de couples de valeurs finies et déterminées de x, , y,. Quand il s’agit des courbes algébriques, on détermine x, et y, en égalant à zéro les coefficients des termes de l’équation transformée qui ne sont pas de même parité que le degré de l’équation.
Remarque. Dans les courbes algébriques qui ont un centre, les asymptotes, s’il y en a, passent toutes par le centre. Car si on prend le centre pour origine, l’ensemble des termes du degré m — 1 est toujours nul, et par suite les ordonnées à l’origine des asymptotes sont toujours égales à zéro (1 10).
128. Soit l’équation de la cosinusoïde y—cosx. En y changeant y en y + y, e
x en x+x,, il vient .
y + yi=cosstcosii — sinxsinav,
et pour que cette équation ne change pas quand on y change les signes de x et de y, il faut que l'on ait
y,=0 et cos j|~0, d’où
La cosinusoïde a donc une infinité de centres situés sur l'axe des x et également espacés.
TitéoaÈMES a néMON'Tnrn. I. Si une courbe a deux centres, elle en a une infinité situés tous sur la ligne droite qui joint ces deux centres, et également espacés sur celte ligne.
II. Si une courbe a trois centres non en ligne droite, elle en a une infinité situés aux intersections de la courbe avec deux systèmes de droites parallèles également espacés.
DES DIAMÈTRES
III. Les courbes algébriques ne peuvent avoir qu'un centre
La démonstration de ce dernier théorème résulte immédiatement des deux premiers, que l’on établit facilement par la Géométrie; mais on peut le démontrer en prouvant que parmi les coefficients de l'équation transformée qu'on doit annuler, il y en a toujours deux qui sont du premier de^ré par rapport aux coordonnées du centre.
§ 4. DES DIAMÈTRES
129. On appelle diamètre d’une courbe le lieu géométrique des milieux de toutes- les cordes parallèles à une môme direction.
Les équations des diamètres d’une courbe du mc degré sent,
en général, du degré — — 1~ — -. En effet, une telle courbe peut
être coupée par une droite en m points, et ces points, combinés
, , , , — 1) , , , ,7 n(m — Il
deux a deux, donnent cordes et par conséquent — — - —
milieux. On voit que les équations des diamètres sont d’un degré plus élevé que celle de la courbe, excepté dans le cas des courbes du second degré, pour lesquelles l’équation des diamètres est toujours du premier degré, et dont les diamètres sont par conséquent des droites.
150. Les équations des diamètres d’une courbe peuvent se déduire de l’équation de la courbe par plusieurs méthodes; nous ne ferons connaître que la plus simple.
Soit f(x,y) = 0 l’équation d’une courbe, et proposons-nous de trouver l’équation du diamètre de cette courbe qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à la direction y = mx. Les droites qui déterminent ces cordes ont pour équation
y = mx-{-n,
n étant un paramètre variable. Considérons l’une de ces droites, et soit JIM’ (lig. 60) l’une des cordes qu’elle détermine.
Si nous transportons l’origine au point O’ (xt, y,), milieu de la corde MM', en remplaçant x parx+Xi et y par y-\-y,, l’équation de la courbe devient
f(x + xt,y+y,)=0 [1];
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d’ailleurs l’équation de la droite MM', qui passe par la nouvelle origine et qui fait le môme angle avec le nouvel axe des a; qu’avec l’ancien, se réduit à
y = mx [2].
Les nouvelles coordonnées des points M et M' devant être égales et de signes contraires, si nous éliminons y entre les équations [I] et [2], l’équation
f{x -j-x, , mx -f- Xi) = 0
ainsi obtenue, et dont les racines sont les valeurs des abscisses des points d’intersection de la droite MM' avec la courbe, devra avoir deux racines égales et de signes contraires.
Soit f(xlf y,, m)= 0 la relation qui exprime celte condition , entre les coordonnées x, , y, du milieu de la corde et le coefficient angulaire de cette corde ; cette relation, indépendante du paramètre n qui varie seul avec la position de la corde, sera l’équation du diamètre.
Remarque. Au lieu d’exprimer qu’une équation algébrique et entière F(.r) = 0 a deux racines égales et de signes contraires, on peut exprimer que les deux équations F(x) = 0 et F( — x) = 0 ont deux racines communes. Or ces dernières équations reviennent aux suivantes :
' F(x) + F(— x)=0 et F(x) — F(— x) = 0,
dont l’une renferme seulement les termes de degré pair de l’équation proposée et l’autre les termes de degré impair. Celle-ci sera toujours divisible par x.
131. Diamètres rectilignes. Les diamètres rectilignes sont les seuls qu’il importe de considérer dans la discussion des courbes. Four qu'une courbe ait des diamètres rectilignes, il faut qu’il existe des valeurs de m pour lesquelles le premier membre de l’équation générale des diamètres de cette courbe ait des facteurs linéaires; mais la détermination de ces valeurs de m étant généralement impraticable, à cause de la difficulté des calculs, on emploie une autre méthode que nous allons indiquer.
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Supposons qu'une courbe ait un diamètre rectiligne. Si l’on prend ce diamètre pour axe des x et pour axe des y une parallèle aux cordes qu’il divise en deux parties égales, à chaque abscisse correspondront deux ordonnées de la courbe égales et de signes contraires, et par suite l’équation de la courbe ne devra pas changer en y remplaçant y par — y. Réciproquement, si l'équation de la courbe ne change pas lorsqu’on y remplace y par — y, l’axe des x est un diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’axe des y. Cela posé , pour obtenir les diamètres rectilignes d’une courbe représentée par l’équation f(x,y) — 0, on remplacera dans cette équation a; et y par les valeurs (58)
, æ’sin(0 — a) -}-j/’sin (0 — a’) , .T’sina-f-y’sina’
ïïïtô — — ’ y-y>+ — inro — >
et l’on cherchera s’il n’existe pas des valeurs de xt, y, , a et a' (elles que l’équation transformée ne change pas lorsqu’on y remplace y par — y. S’il existe de telles valeurs, la courbe aura des diamètres rectilignes dont on connaîtra un point et la direction. Toutefois, comme la nouvelle origine peut se trouver en un point quelconque du diamètre, les valeurs de et yt devront rester indéterminées; elles seront donc fournies par une relation du premier degré, qui ne sera autre que l’équation du diamètre rectiligne lui-méme.
152. Axes, sommets. Un diamètre rectiligne d’une courbe prend le nom d 'axe lorsqu’il est perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales. Les extrémités des axes se nomment les sommets de la courbe.
Pour trouver les axes d’une courbe, on pourra donc chercher ses diamètres rectilignes par la méthode précédente, en supposant a' — « = 90°.
155. Diamètres conjugués. Deux diamètres rectilignes d’une courbe sont dits conjugua lorsque chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre.
Toute droite parallèle aux cordes qu’un diamètre rectiligne divise en deux parties égales est dite conjuguée à la direction de ce diamètre, et réciproquement.
Lorsqu’une courbe est rapportée à deux diamètres conjugués, son équation ne doit pas varier quand on y change soit le signe de l’une des coordonnées, soit les signes de toutes deux ; et réciproquement, si cette condition est remplie; les axes coordonnés peuvent être appelés des diamètres conjugués de la courbe.
131. Théorèmes a démontrer. I. Lorsque l’équation d'une courbe ne change pas ou si scs termes ne font que changer de signe quand on y remplace x par y et y par x , la bissectrice du premier et du deuxième angle des axes coordonnés est un axe de la courbe.
II. Si Vc'quation ne change pas ou si les termes ne font que changer de signe quand un y remplace x par —y et y par — x, la bissectrice du deuxième et du quatrième angle des ares coordonnés est un axe de la courbe.
III. Une courbe algébrique étant coupée par des sécantes parallèles, si sur chacune de ces sécantes on détermine le centre des moyennes distances des points d'intersection réels ou imaginaires, tous ces centres sont en ligne droite.
CHAPITRE TI
§ I. DISCUSSION DE L’ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES.
158, Division des lignes du seeond ordre en trois genres.
L’équation du second degré à deux variables la plus générale est de la forme
Ar/’ + Bxy + Cx'+Dy-f Ex-f F = 0
résolvons-la par rapport à y, le coefficient A étant supposé différent de zéro, il vient
!/=- ± ± y/ (B* — 4 AC) x* + 2 (BD — 2AE) x + D* - 4 A F.
Construisons d’abord la droite, qui a pour équation
Bx-f-1)
Pour avoir les ordonnées de la ligne représentée par l’équation [1], il suffit d’augmenter et de diminuer chaque ordonnée de cette droite de la valeur que prend l’expression
^i/(B*— 4AC) x’ + 2 (BD — 2 AE) x -f D’ — 4AF [3],
quand on y remplace x par l’abcissc correspondante. La droite [2], qui divise en deux parties égales chacune des cordes parallèles à l'axe des y, est un diamètre du lieu représenté par l’équation [1], Pour avoir la forme de ce lieu, il faut discuter l’expression [3], c’est-à-dire examiner ce que devient le trinôme placé sous le radical lorsqu’on attribue à x diverses valeurs.
Rappelons d’abord qu’étant donné un polynôme entier en x et ordonné par rapport aux puissances décroissantes de cette variable , on peut toujours assigner à x une valeur positive et une valeur négative pour lesquelles la valeur du polynôme ait le même signe que son premier terme, et à partir desquelles, x variant jus-
qu’à ±œ , le polynôme conserve toujours le même signe. D’après cela, pour discuter l’expression [3], que nous désignerons par Y, nous supposerons successivement
R* — 4AC<0, B*— 4AC>0 et B* — 4AC = 0.
1 ."6. Soit B’— 4AC<0. Il résulte du théorème que nous venons de rappeler, que pour toutes les valeurs de# à partir d’une certaine limite jusqu’à « , et pour toutes les valeurs depuis une antre limite jusqu'à — * , le trinôme sous le radical a toujours le même signe que son premier terme. Or, le coefficient de ce terme est négatif, tandis que x’ est toujours positif. Donc, pour ces valeurs de a;, le trinôme est négatif, et, par suite, Y est imaginaire. Le lieu représenté dans ce cas par l’équation [1] est donc limité du côté des x positifs et du côté des a: négatifs. D’ailleurs, comme pour des valeurs de x lînies, Y reste fini, ce lieu est aussi limité de part et d'autre du diamètre [2]. Les lignes du second ordre, limitées dans tous les sens, portent le nom d’ELLiPSES.
137. Soit B'— 4AC>0. Dans ce cas, le trinôme reste positif pour toutes les valeurs de x à partir d’une certaine limite jusqu’à -f- <*> , et pour toutes les valeurs de x à partir d'une autre limite jusqu’à — oo . Les valeurs correspondantes de Y sont réelles cl augmentent indéfiniment. Donc le lieu représenté par l’équation [1] s’étend indéfiniment du côté des x positifs et du côté des x négatifs, ainsi qu’au-dessus et au-dessous du diamètre [2]. Les lignes du second ordre qui s’étendent indéfiniment dans tous les sens portent le nom d’HYi>EHBOLES.
Soit enfin B1 — 4AC = 0. On a alors
Y = ~ y' 2 (BD — 2 AL) x + ü‘ — 4A F,
et l'on voit que pour BD — 2AE>0, la quantité placée sous le radical est positive pour toutes les valeurs de x à partir d’une certaine limite jusqu’à -j-oo . Par suite, Y augmente indéfiniment aveex. Donc l’équation [1] représente dans ce cas un lieu qui, à partir d'une certaine limite, s'étend indéfiniment du côté des x positifs, au-dessus et au-dessous du diamètre [2].
QuandonaBD — 2AE<0, le lieu s’étend indéfiniment du côté des x négatifs, au-dessus et au-dessous du diamètre [2].
Les lignes du second ordre qui s’étendent indéfiniment dans un sens seulement portent le nom de paraboles.
130. Cas particuliers. La classification qui précède des lignes du second ordre est basée sur la considération du signe du binôme B* — 4AC, qui dépend uniquement des coefficients des termes du second degré de l’équation [1]; elle suppose que A n’est pas nul. Nous n’avons d’ailleurs rien supposé sur les deux autres coefficients B et C. Pour compléter cette classification, nous allons examiner les cas particuliers qui peuvent se présenter.
Supposons A = 0 et B1 — 4AG>0, auquel cas l'on a B 5^0; et faisons les deux hypothèses C ^ 0, puis G = 0.
Soit C^O. Comme on peut permuter les noms des axes, ce cas particulier revient à supposer C = 0 et À^O. Mais alors, en résolvant l’équation [1] par rapport à y, on trouve B* pour le coefficient de x * sous le radical, et on voit que le lieu représenté par l’équation, dans ce cas particulier, est une hyperbole.
Supposons maintenant C = 0. L’équation est alors de la forme
Bxv/ -f- Dj/ -f- Ea? -f- F = 0 [4].
Comme elle n’est plus du second degré par rapport à aucune des deux variables, on ne peut plus la discuter comme précédemment. Résolvons- la successivement par rapport à x et par rapport à y, nous trouverons
Ex-fF
Bx-f-D
et
Dy + F By+E’
d’où il suit qu’à une valeur réelle de x répond une valeur réelle de y et réciproquement. Ainsi, le lieu représenté pari’équation [4] s’étend indéfiniment dans tous les sens. Ce lieu est donc encore une hyperbole. Nous laissons au lecteur le soin de continuer l’exameu des cas particuliers dont il s’agit, et nous aurons d’ailleurs occasion d’y revenir en étudiant séparément chacun des trois genres de courbes du second degré.
140. Genre ellipse, caractérisé par B* — 4AC<0. Soit EF (fig. 61) le diamètre représenté par l'équation [a]. Pour discuter Y,
décomposons le trinôme placé sous le radical en deux facteurs du premier degré en x, et nous aurons
Y =-^(11* — 4AC) (x — x’) (x— x"),
x' et x" désignant les racines du trinôme. Il y a trois cas à examiner.
1° Les racines x' et x" sont réelles et inégales. Pour x~x’ = OP et pour x = x"=OP', on a Y = 0; les ordonnées de la courbe sont égales à celles du diamètre; les abscisses x' et x" sont donc celles des points A et A' où la courbe coupe ce diamètre.
Pour toutes les valeurs de x plus petites que x'ou plus grandes que x”, le trinôme est négatif, et, par suite, Y est imaginaire; pour tontes les valeurs de x comprises entre x' et x", le trinôme est positif et Y est réel. Donc la courbe est comprise entre les deux parallèles AP et AP1 à l’axe des y.
La valeur de Y étant nulle pour x=x' et pour x=xv, passe dans l’intervalle par un maximum. Ce maximum correspond à la valeur absolue du produit
lequel a lieu pour x — —F—, puisque la somme des deux fac-
teurs x — x'et x" — x est égale à la quantité constante x" — x'. Le
maximum de Y correspond donc à l’abscisse moyenne — ,
qui est celle du point Q, milieu de PP'. Soient B1 et B les points de la courbe qui correspondent au maximum de Y. Si, par ces points, nous menons LG et IH parallèles au diamètre EF, la courbe sera comprise entre ces deux parallèles. Nous savons d’ailleurs qu’elle est comprise entre les parallèles AP et AP'; donc elle est tout entière dans le parallélogramme LGHI.
Le point C, où l’ordonnée maximum coupe le diamètre, est un centre de la courbe. On pourrait le démontrer en cherchant les coordonnées du centre au moyen de l’équation proposée; mais on peut aussi le démontrer directement. Pour cela, remarquons que
Y a la même valeur pour x = — ^ h et pour x = — ^ —
d’où il suit que si l’on prend de part et d’autre du point 0» les longueurs QH = QR' = /», on aura MD = DM' = ND' = D'N'. D’après cela, si nous menons les lignes CN et CM', les deux triangles ND'C et M'DC sont égaux, par suite CN=C'M' et DGM' = NCD'. De l’égalité de ces angles résulte que GM' est sur le prolongement de CN. Le point C, milieu de la corde NM', est donc le centre de la courbe.
Le quadrilatère MND'D, dont les côtés ND' et MD sont égaux et parallèles, est un parallélogramme. Donc MN est parallèle au diamètre AA'; et puisque BB' divise DD' en deux parties égales au point C, il divise aussi MN en deux parties égales. La droite BB’ divisant en parties égales les cordes parallèles au diamètre AA' est aussi un diamètre de la courbe, et de plus c’est le conjugué de AA'.
Enfin , la courbe est tangente aux côtés du parallélogramme LGHI, aux points A, A', lî et B’. Cela résulte de ce qu’une courbe du second ordre ne peut être coupée qu’en deux points par une ligne droite (00) et de ce que les quatre côtés du parallélogramme peuvent être considérés comme les limites de sécantes dont les points d’intersection se confondent en un seul. On peut aussi le démontrer en cherchant la valeur du coefficient angulaire de la tangente en chacun de ces quatre points.
Il résulte de cette discussion que la courbe a la forme indiquée par la figure 61.
Exemple. Soit l'équation
4 y3 — 4ry + 2x3 — 8y — 2* +9=0; on en tire
La courbe a donc pour diamètre la droite y ={*-(- 1; elle est tout entière comprise entre les droites x= 1 et ar=5, et la plus grande valeur de Y, répondant à* = 3, est Yr=l. Les coordonnées du centre sont x = 3, y = *.
La forme et la position de la courbe sont représentées par la figure 62.
141. 2° Le s racines x' et sont réelles et égales. Alors on a
et le radical élanl toujours imaginaire, la valeur de Y n’est réelle que pour x=x'. Dans ce cas, l’équation proposée ne représente qu’un seul point, le point C (fig. 61), et l’on dit que l’ellipse se réduit à son centre.
Exemple. Sait l'équation
y' + hty +5i»— 2 y — 10* + 10=0;
on en tirera
éqüation qui n'admet qu’un seul système de valeurs réelles, savoir *=3, d’où y= — 5,
et ne représente que le point dont ces valeurs sont les coordonnées.
142. 3” Les racines x' et x* sont imaginaires. Dans ce cas, pour toute valeur réelle de x, le produit ( x — x^x — x") est positif; par suite, le trinôme sous le radical est négatif et Y est toujours imaginaire. L’équation [1], dans ce cas, n’est susceptible d’aucune représentation géométrique ; on dit alors qu’elle représente une ellipse imaginaire.
Exemple. Soit l'équation
4 y3 — 8xy-f5*’-f4y — 3* + 2=0; en la résolvant par rapport à y, on trouvera sous le radical le trinôme
Or , les racines de l’équation s* + * + 1 =0 sont imaginaires ; l’équation proposée représente donc une ellipse imaginaire.
Remarque. Dans le cas de l’ellipse, aucun des coefficients A et G ne peut être nul , c’est-à-dire qu’aucun des carrés des variables ne peut manquer.
145. Résumé. En résumé, le genre ellipse comprend comme variétés un point ou une ellipse imaginaire.
La circonférence de cercle appartient évidemment au genre ellipse.
144. Genre hyperbole, caractérisé par la condition B! — 4AC]>0. Soit EF (fig. 63) le diamètre représenté par l’équation [2], et
Y = ^ M»*- 4AC) (x - af) (* - x”),
x' et x " étant les racines de l’équation qu’on obtient en égalant à zéro le trinôme placé sous le radical.
Fig. 63.
1° Les racines x' et x" sont réelles et inégales. Pour x=x' = OP' et pour x=*"=OP, on a Y=0. Pour ces abscisses, les ordonnées de la courbe sont donc égales à celles du diamètre EF. Ainsi dans ce cas, comme dans le cas de l’ellipse, les abscisses x1 et x" déterminent les points A et A', où la courbe rencontre le diamètre EF.
Pour que le radical soit réel, il faut que les deux binômes x — x!
et x— x" soient de môme signe, ce qui exige qu'on ait x<x' ou x>x". On en conclut que la courbe n’a aucun point entre AP' et AP parallèles à l’axe des y, qui ont pour équation x=x' etx=x". Mais on peut faire varier a; de a;’ à — <x> , puis de x" à -f- œ . La courbe se compose donc de quatre branches infinies dont deux partent du point A et les deux autres du point A'.
I V6. Si par le point Q, milieu de P'P, l’on mène CQ parallèle
à l’axe des y, et dont l’équation estx= — ~ — , on démontrera,
comme dans le cas de l’ellipse : 1° que le point G est le centre de la courbe; 2° que la droite CQ est un diamètre conjugué au diamètre EF; 3° enfin, que la courbe est tangente aux droites A'P' et AP aux points A et A'.
140. L’hyperbole a deux asymptotes. En effet , les équations des asymptotes aux courbes représentées par l’équation [1] sont (125)
Bx -j- D 1 2 A 2A
, BD — 2AE ^ Va’ — 4 AG/’
et, dans le cas de l’hyperbole, on a B’ — 4AC>0. On voit en même temps que l’ellipse et la parabole n’ont pas d'asymptotes.
Rappelons que ces équations s’obtiennent en complétant le carré dont on a les deux premiers termes en x sous le radical, et en remplaçant le radical par la racine de ce carré.
L’examen de ces asymptotes permet de mieux déterminer la forme et la position de la courbe. On sait d’abord quelles passent par le centre C (127, rem.); et, en effet, si on pose
/m — 7-rrr , BD— 2AE „ x v^B1 — 4ALH — =0.
AC
il vient
BD— 2AE _!'•{-/ y/B* — 4 AC ~ 2 *
d'où il suit que les ordonnées correspondantes se confondent avec l’ordonnée CQ du diamètre.
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 141 Soit DD' l’asymptote représentée par l’équation
cl LL’ celle qui est représentée par l’autre équation.
Si l’on compare les ordonnées de l’asymptote DD' aux ordonnées de la branche de courbe AM, dont l’équation peut s’écrire
x v'B* — 4 AC
BD-2AK V^lF— 4AC
AF
en complétant le carré dont on a les deux premiers termes en x sous le radical ; on voit, en faisant varier x de x"à -j- œ , que la différence Y, — y est toujours positive, et qu’elle a pour limite zéro. Cette branche de courbe a donc bien pour asymptote la droite D'D , du côté des x positifs, et se trouve placée au-dessous de celte asymptote par rapport au diamètre EF. En comparant de même les ordonnées des trois autres branches de la courbe aux ordonnées correspondantes des droites DD' et LL', on reconnaît que ces droites sont bien des asymptotes de l’hyperbole, et que la courbe a la position indiquée par la figure 63.
Exemple. Soit l’équation
4 y5 — &xy + 3x,+ ky — * + 5= 0;
on en lire y =*— 1 ± ivV — ïx — 5,
ou y =* = J v'(x+ 1) (* — 4).
La courbe s'étend indéfiniment dans tous les sens; mais elle n’a pas de points compris entre les deux parallèles x = — 1 et x = 4.
En complétant le carré sous le radical, et en extrayant la racine carrée, on obtient
y=r+ >db| (x — 1).
Ce sont les équations des asymptotes. En les séparant on trouve y = \x et y=i*+l.
La forme et la position de cette courbe sont représentées par la figure G4.
147. 2° Les racines x' et x" sont réelles et égales. Dans ce cas, on a
Y=2l(*— aOv'U’— 4AC, et y = — llr2~^ D- ± ^ (a; — a/) t/B* — 4 Ai: •
L’équaiion [1] représente alors deux droites réelles. Ces droites sont précisément les deux asymptotes DD' et LL' obtenues dans le cas précédent. En effet, les racines de l’équation que l’on obtient, en égalant à zéro le trinôme sous le radical, étant égales, on a
d’où
et, par suite,
Bat -|- D 1
, BD — 2AE\ ‘ y/lf— 4AC/
Remarques. I. Lorsque l'équation [1] se réduit à celles des asymptotes de l’hyperbole, on peut la mettre sous la forme
> f^p=4Âü+»=i*iy=o.
2A ) 4A‘\ ¥ Tv'l)'- 4 AC/
et l’on voit que le premier membre est alors décomposable en un produit de deux facteurs qui, égalés à zéro, donnent précisément les équations des asymptotes.
II. Comme ces équations ne dépendent pas du terme constant F, il en résulte que si ax -j-6j/+c = 0 et a'x -f- b'>j-\-c?—0 représentent deux droites qui se coupent, l’équation
(ax -f + c) (a'x- f- b'y-\-c') -|- F = 0
représentera toutes les hyperboles ayant ces deux droites pour asymptotes.
IA8. 3° Les racines x' et x” sont imaginaires. Dans ce cas on sait que le produit (x — x')(x — a?) est positif pour toutes les valeurs réelles de x\ il en résulte que Y est toujours réel et croit jusqu’à l’infini, sans jamais s’annuler. Ainsi, dans ce cas, la courbe ne rencontre pas le diamètre EF, et Y passe par un minimum qui
correspond à l’abscisse x = — -t— •
Soien l PC (fig. 65) la parallèle à l’axe des y menée par le point P tel
qtlC OP
, et B, B’ les points où elle rencontre la courbe ;
si par ces points on mène deux parallèles au diamètre EF, la courbe n’aura aucun point compris entre ces deux parallèles, el de plus ces lignes seront tangentes à la courbe.
Le point C est le centre de la combe, on le démontre comme pour l’ellipse. Enfin, DD’ et LL’ étant les asymptotes, on trouve,
en comparant les ordonnées de la courbe aux ordonnées correspondantes de ces asymptotes, que la courbe a la forme et la position indiquées par la figure 65.
Exemple. Soit l’équation 4yJ — 8IÏ + 3J1— 4y + 6i — 4=0; on en tire
La trinôme sous le radical ayant ses racines imaginaires , la courbe ne coupe pas le diamètre représenté par l'équation y=x + ~. Le minimum de Y est 1 ; il correspond i x= 1.
Les équations des asymptotes sont
La forme et la position de la courbe sont représentées par la figure G6.
149. Cas paritcniicrs. Soit A = 0. L’équation [1] est alors de la forme *
Bxy + Cx5 -}- Dy + Ex -f- F = 0 .
On pourrait la résoudre par rapport à x et la discuter comme dans le cas général; mais il est plus simple de la résoudre par rapport à y. On en lire
_ Cj’+Es-I-F V~ üx + D ’
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 145 d'où, en effectuant la division autant que possible, on obtient
y=Mæ+N-f-
Rr-t-D’
Mx-f- N désignant le quotient, et R le reste.
Posons ï/i = T7— 7— TT* On voit que s‘ i’on construit la droite
DD' (lig. 67), qui a pour équation y=Ma;-}-N, on obtient les
Fig. 67.
points de la courbe en ajoutant algébriquement aux ordonnées de cette droite les valeurs que prend yi pour les abscisses correspondantes.
Soit x = OP une abscisse pour laquelle y, est positive, et A le point de la courbe correspondante. En faisant varier x depuis OP jusqu’à + 00 » Vt diminue depuis AK jusqu’à 0. Donc il existe une branche AN de la courbe qui, partant du point A, s’étend indéfiniment du côté des x positifs, et qui a D'D pour asymptote.
Si l’on fait varier x depuis x=OP jusqu’à la valeur x= — jj,
qui annule le dénominateur Bx+Ü, y, variera depuis y, = AK GÉOM.ANAL. 10
H6 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, jusqu’à -j-œ . Donc si LL' csl la parallèle à l’axe des y qui a pour équation x = — jj , la courbe a une seconde branche AM qui
a L'L pour asymptote du côté des y positifs.
Soit æ = OP' une abscisse pour laquelle yt est négatif, et soit A' le point de la courbe correspondant. En faisant varier x d’abord
de x — OP' jusqu’à x= — jj, y, varie depuis A'K.' jusqu’à — <* ; puis
x variant de x= OP’ jusqu’à — « , y, varie depuis K' A' jusqu'à 0. Donc la courbe a deux autres branches infinies, A 'N' et AM', dont l’une a pour asymptote LL' et l’autre DD'.
Le point C où les deux asymptotes se coupent est le centre de
la courbe ; on le démontre en remarquant que x = — jj est
l’abscisse du pointe, et que pour x = — ~ ± h, les valeurs de y, sont égales et de signes contraires.
lot). La discussion précédente suppose R^O. Si R était nul , on aurait
(v^+Frr + F lbc-j-0
d’où (y — Mæ-j-N)(Ba;-|-D)=0,
équation qui représente les deux asymptotes. On dit, dans ce cas, que l’hyperbole se réduit à scs deux asymptotes.
loi. Soient A = 0 et C = 0. L’équation [1] prend la forme
Rry -f- Dy -}- Ex -f F = 0.
„ .. Eæ + F
On en tire y = _ïi_,
et, en effectuant la division et désignant par R le reste.
E , R D + Bx-|-D*
Par une discussion tout à fait analogue à celle du n° 149, on voit
que , si l’on a R 5^ 0 , l’équation représente une hyperbole ayant pour asymptotes la parallèle D'D (lig. 68) h l’axe des x, dont l’équation est E
y — — jj , et la parallèle
L'L à l’axe des y, dont
Fig. 68.
Exemples. I. Soit l’é juaiion
l’équation est x = — -.
Si R = 0, l’équation représente les deux asymptotes DD' et LL'.
on en lire
2xy + x' — 2y — 3x - 1=0; ■ï’+ 3x +1
Les asymptotes de la courbe ont pour équations
y=— ±* + l et i=l.
La forme et la position de cette courbe sont indiquées par la ligure 69.
II. Soit l’équation 2 ary + x1 — 2 y — 3x
on en tire y — — 2 •- — ■ — = — }* + l-
La division se faisant exactement, le premier membre de l'équation proposée se décompose en deux facteurs, et l'on a
(ÿ + ii + 1) (2* — 2} = 0,
ce qui donne les deux droites représentées par les équations y — — 1 1 + 1 et s=l.
Ce sont les asymptotes de l’hyperbole représentée par la figure 69.
132. Résume. En résumé, le genre hyperbole comprend comme variétés deux droites qui se coupent.
133. Hyperbole équiiatère. On nomme ainsi une hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires entre elles. L’hyperbole équilatère est par rapport aux hyperboles, ce que le cercle est par rapport aux ellipses.
Les coefficients angulaires des asymptotes étant donnés (123) par l’équation
Bn G = 0 [t>]»
pour qu’elles soient perpendiculaires, il faut, dans le cas des axes rectangulaires, que le produit a'a ” des racines de cette équation soit égal à — 1, ce qui exige que l’on ait A= — C.
Dans le cas des axes obliques, on doit avoir (73)
1 + («' + «") cos 0 -f a'a" = 0,
1 noen vertu des relations a'-\~a"= — ^ et aa'= — A-)-C=BcosO.
134. Remarque» sur les asymptotes de l’hyperbole. Lorsque A = 0, l’équation [5] a une racine infinie et par suite l’une des asymptotes est parallèle à l’axe des y. Si C=0, elle a une racine nulle, et l’une des asymptotes est parallèle à l’axe des x. Ainsi, lorsque dans l’équation d’une hyperbole le carré de l’une des variables manque, la courbe a une asymptote parallèle à laxc de même nom que la variable dont le carré manque. Par exemple,
si c’est le terme en a:’ qui manque, l’une ries asymptotes est parallèle à l’axe des x ; et si les deux carrés manquent à la fois, les deux asymptotes sont parallèles aux axes.
Si le terme du premier degré de l’une des variablesmanque en môme temps que le carré de cette variable, l’axe de môme nom est asymptote de la courbe. En effet, supposons d’abord que l’on ait simplement A = 0. L’équation [1] se réduit à
Bxy -j- Cx’ + Di/ + Ex + F = 0 ;
et en appliquant la méthode propre à obtenir les asymptotes parallèles à l'axe des y, c’est-à-dire en divisant cette équation par y, et faisant ensuite y = w , il vient
Bx-1-D = 0,
pour l’équation de l’asymptote parallèle à l’axe des y. Si maintenant on suppose D=0, cette équation se réduit à x = 0, et représente l’axe des y. Ainsi, lorsque dans l'équation d’une hyperbole le terme du premier degré en y manque en même temps que le carré y*, cette courbe a pour asymptote l’axe des y. Lorsque , au contraire, ce sont le ternie en x* et le terme en x qui manquent, c’est l’axe des x qui est asymptote. Enfin, lorsque l’équation de l’hyperbole ne renferme que le terme en xy et un terme tout connu, les axes des coordonnées sont les asymptotes de la courbe.
Toutes ces remarques sont d’ailleurs confirmées par la discussion précédente.
lüiî. Genre parabole, caractérisé par B* — 4AC = 0. Dans CC cas on a
Y = ^ /2 ("BD — 2 AE) x + D* — 4 AF = ^ \]<L (BD — 2 AE) (x — x1),
xi désignant la valeur de x qui annule le binôme placé sous le radical.
Il y a trois cas à considérer :
1° BD — 2AE>0. Soit EF (fig. 70) le diamètre représenté par l’équation [2], Si l’on fait x=x', on a y = 0. Pour cette valeur de x, l’ordonnée de la courbe est donc égale à celle du diamètre. Soit OP=x'; le point A du diamètre EF, qui correspond
à celte abseisse, est donc le point ou la courbe coupe ce dia-
mètre. Pour toute valeur de x plus p«lite que x', Y est imaginaire, tandis que pour toute valeur de x depuis x' jusqu’à + », Y est réel. Donc la courbe n’a aucun point à gauche de la parallèle A1* à l’axe des y, donti l’équation est x — x'\ mais elle s’étend indéfiniment du côté des x positifs, en présentant la forme indiquée par 1a ligure 70.
Exemple. Soit l’équation
y1 — 2xÿ -f-*1 — 2 y +* + 3=0;
on en tire
t/=x-f 1 ifx — -2.
La court* coupe le diamètre qui a pour équation y = x + 1, au point dont le» coordonnées sont x = 2, y =3; elle n’a pas de points à gauche de la parallèle à l’aie des y qui a pour équation x = 2; elle est illimitée dans le sens des x positifs. Sa forme et sa position sont représentées par la figure 70.
2° BD — 2AE<0. Dans ce cas, la courbe n’a aucun point
à droite de la parallèle AP (lig. 70) à l’axe des y qui a pour équation x = x‘, elle s’étend indéfiniment du côté des x négatifs.
Exemple. Soit l'équation y’ — Ixij + aS — ïy + 3x— 1=0; on en tire
La courbe coupe le diamètre qui a pour équation y — x -f- I au poiut qui a pour coordonnées x= 2 et y = 3; elle n’a pas de points à droite île la parallèle à l’axe des y qui a pour équation'x - 2; elle est illimitée du côté des x négatifs. Sa forme et sa position sont représentées par la figure 71.
3° Enfin, si BD — 2AE = 0, on a alors
et l’on voit que Y est réel, nul ou imaginaire, suivant que la quantité placée sous le radical est positive, nulle ou négative. Dans le premier cas, l’équation [1] représente deux droites parallèles au diamètre EF; dans le second, elle représente deux droites qui sc confondent avec le diamètre EF; dans le troisième, l'équation n’est plus susceptible d’aucune représentation géométrique, mais on dit alors qu’elle représente deux parallèles imaginaires.
lot), cas particulier. Supposons A = 0, auquel cas, on doit avoir en même temps B=0 à cause de la relation B*— 4AC = 0. L’équation prend alors la forme
d’où
Cx* -J- Di/ Ex -j- F = 0
Cx’+Ex-f F G
x' et x" désignant les racines de l’équation
C**-fEx+F=0.
Lorsque — g est positif,
l’équation [6] représente l’une des trois paraboles MAN (fig. 72), M’A’N’ on M "A"N" suivant que les racines x' et x" sont réelles et inégales, réelles et égales, ou bien imaginaires. Ces trois courbes ont pour diamètre la parallèle AA'
à l’axe des y, qui a pour équation x — — .
Lorsque — g est négatif, l’équation représente trois paraboles
égales à celles indiquées par la figure 72, mais ayant l’ouverture dirigée du côté des y négatifs.
Io7. Bisumé. En résumé, le genre parabole comprend comme variétés deux droites parallèles, deux droites qui se confondent en une seule et deux parallèles imaginaires.
li>8. Nous engageons le lecteur à résumer la discussion précédente en faisant un tableau qui renferme les différentes conditions que doivent remplir les coefficients de l’équation [1] pour qu’elle représente : 1° une ellipse réelle, un point ou une ellipse imaginaire; 2° une hyperbole qui rencontre le diamètre, une hyperbole qui ne le 'rencontre pas, ou deux droites qui se coupent; 3° une parabole, deux droites parallèles, deux droites qui se confondent en une seule, ou deux parallèles imaginaires.
Exemples. Le leclcur pourra s’exercer A construire tes lignes du second degré représentées par les équations suivantes :
y1— 4xy -Mx’ + îy— 3x=0,
4»/— 4ry-f x3— 4x + 2*— 4=0,
4 y5 — kxy-\-x't — 4y-f2x-t-l=0,
4y!— 4xy + *!— 4y + 2x + G=0,
2xy— x!+4y— 4=0, x\j— *»— y+ 1=0, y’— 2xy + 2ï*— 2y + 2.r— 3=0.
§ 2. DU CENTRE, DES DIAMÈTRES ET DES AXES DANS LES COURBES DU SECOND DEGRÉ.
lüO. Les courbes du second degré, que nous venons d’étudier d’une manière générale, jouissent de nombreuses propriétés dont l’étude a fait longtemps l’objet presque exclusif de la Géométrie analytique à deux dimensions. Toutefois, pour que cette élude soit moins compliquée, on emploie l'équation de chaque courbe réduite à sa forme la plus simple. Or, cette réduction étant fondée sur les propriétés du centre et des diamètres, nous devons commencer par étudier ces propriétés.
Du rentre. Reprenons l’équation
f(x, Bary-f C^+Dy-f Eæ-}-F=0 [1].
Pour que cette équation représente une courbe ayant un centre, il faut qu’en prenant ce point pour origine, les termes du premier degré disparaissent (127).
Soient x„ 1/1 les coordonnées du centre; si nous remplaçons x par x-\-x, et y par y+y, dans l’équation [1], il vient
Ay’ -f- ®T!/ 4* C®’ -f- /V (a“t, y.)y +A'(* » y ,)*+/•(»„ y,)=o [2].
Or, pour que les termes du premier degré disparaissent, on doit avoir
fy'fa, y,) = 0, /V (x„ y,) = 0, ou
2Ay, -f- Bxi -f- D = 0, Byi + 2Cxi-|-E = 0 [3].
Ainsi, les équations qui déterminent les coordonnées du centre des courbes du second degré s’obtiennent en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation de la courbe, prises tour à tour par rapport à x et par rapport à y, et dans lesquelles on a substitué x, à x et yi à y.
En résolvant les équations [2], on obtient
AE — BD _ BE — 2CD
X‘ B* — 4 AG ’ ^ il* — 4AC '
Les équations [2] sont compatibles lorsqu’on a B’ — 4AC^0, c’est-à-dire dans le cas de l’ellipse et de l’hyperbole; elles sont incompatibles lorsqu’on a
B*— 4AC = 0 et 2AE — BD 0 ,
c’est-à-dire dans le cas de la parabole. Donc l’ellipse et l’hyperbole ont un centre et la parabole n’en a pas.
Enfin les équations [2] se réduisent à une seule lorsqu’on a en môme temps
B1 — 4AC = 0 et 2AE — BD = 0 ,
alors il existe une infinité de centres situés sur la droite représentée par l’équation fv' = 0 ou par fj = 0, en y considérant x, et y, comme des coordonnées courantes. Dans ce cas l’équation [1] représente l’ensemble de deux droites parallèles.
Remarque. Quand on regarde x, et y, comme des coordonnées courantes, les équations [3] représentent deux droites. Suivant que ces droites se couperont, se confondront ou seront parallèles,
la courbe représentée par l’équation [1] aura un centre unique, une infinité de centres, ou bien elle n’aura pas de centre.
161. Si l'on prend le centre pour origine, l’équation [2] se réduit à
Ay!+Bxi/-f Cx, + /-(ar„«y,)=0 [4].
Or, si l’on multiplie la première des équations [3] par yu la seconde par xx et que l’on ajoute, on trouve
2At/i’ -j- 2Ba?ij/i -j- 2Cx1,-j-Dt/i -}- E.24 — 0 — 2 f(xtj yt)
d’où l’on lire
— Dy,— ELr,— 2F,
Di/i-fExi
On voit que dans l’équation [4], qui représente toutes les ellipses et toutes les hyperboles rapportées à leur centre, ainsi que les variétés de ces courbes , le ternie indépendant des variables est égal au terme tout connu de l’équation primitive, augmenté de la moitié de l’ensemble des termes du premier degré, dans lesquels on a substitué les coordonnées du centre aux coordonnées courantes. Désignons ce terme par — P ; l'équation [4] prendra la forme
Aÿ’+Bxy + Ca^P.
102. Diamètres. Soit y=mx l’équation de la droite h laquelle les cordes que le diamètre cherché divise en deux parties égales sont parallèles; l’équation de ces cordes est y=nix-\~n, n étant un paramètre variable. Si nous transportons l'origine au milieu l’une d’elles, l’équation de cette corde sera (150)
y = mx,
et l’équation de la courbe deviendra
f(x + xlt y + !/i) = 0,
en appelant xt et y, les coordonnées du milieu de la corde considérée.
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c’est-à-dire
(Am’-f-Bm-|-C) [mf,' (ai, yt) + fj (Xi,yl)’]x-\-f(xi , 2/0 = 0 [5],
dont les racines sont les abscisses des extrémités de la corde. Or, ces deux abscisses devant être égales et de signes contraires, il faut que l’on ait
w/i' fo, »/,) + ù' (x„ y,) — 0 [6]:
telle est l’équation du diamètre cherché, dans laquelle ar, et */i désignent des coordonnées courantes. En supprimant les indices, elle revient à la suivante
(2Ay 4- Bx -)- D) ni -f- By -f + E = O,
ou en ordonnant
(2 A ni -j- B) 2/,-f- (Bm-f- 2C)a? -f* Dm -j- E — O [7 J.
Les coefficients de x et y de cette dernière équation sont les dérivées fj et des termes du second degré de l’équation de la courbe, dans lesquelles on remplace x par 1, y par m, et le terme constant est l’ensemble des termes du premier degré, dans lequel on a opéré la même substitution.
163. Dans l'ellipse et dans F hyperbole tous les diamètres passent par le centre , et dans la parabole ils sont tous parallèles.
En effet, l’équation [6] est vérifiée, quel que soit m, par les valeurs de x et de y , qui satisfont aux équations = 0, fî — 0, c’est-à-dire par les coordonnées du centre; donc tous les diamètres de l’ellipse et de l’hyperbole passent par le centre.
Le centre étant situé à l’infini dans la parabole, on prévoit que ccs diamètres sont parallèles. Et, en effet, le coefficient angulaire du diamètre [7] est
Bm -{- 2C ~ 2Am+B‘
Or, comme dans le cas de la parabole on a B*— 4AC = 0, d’où
Tît
2G=2^, on trouve, en substituant et réduisant,
Bm + 2C_ B 2Am -f-B 2A ’
valeur indépendante de m, ce qui démontre la seconde partie du théorème.
164. Réciproquement, dansVellipsect il ans l'hyperbole, toute droite passant par le centre est un diamètre de la courbe (excepté dans l’hyperbole lorsque la droite dont il s'agit coïncide avec l’une des asymptotes).
En effet , le centre de l’ellipse ou celui de l’hyperbole étant déterminé par l'intersection des deux droites représentées par les équations f,’=0, f*= 0, l’équation générale des droites passant par le centre de ces courbes est (73)
mf,'+fm’ = 0 [8],
équation du diamètre conjugué aux dordes dont le coefficient angulaire serait égal à m ; or, si nous nous reportons à l’équation [5], nous voyons que pour qu’une droite y =mx détermine une cordc, ou pour qu’elle coupc la courbe en deux points, il faut que l’on ait
Am* -f Bm-f C^O.
Car si l’on avait Am* -j- Bm + C = 0 [9],
la droite en question ne couperait la courbe qu’en un point et la courbe n’aurait pas de cordes parallèles à celte droite. Cela posé, l’équation [9] n’est jamais vérifiée dans le cas de l’ellipse; donc déjà toutes les droites passant parle centre de l’ellipse sont des diamètres.
Dans le cas de l’hyperbole , les racines de l’équation [9] sont précisément les coefficients angulaires des asymptotes (125); d’où il suit que les parallèles aux asymptotes ne coupent l'hyperbole qu’en un point. D'ailleurs, pour ces valeurs de m , l’équation [8] 'représente les asymptotes elles-mêmes, ce qui complète la démonstration du théorème.
163. La tangente, menée à la courbe par l'extrémité d'un diamètre, est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales.
En effet, le coefficient angulaire de la tangente est — j-,, et le
coefficient angulaire m des cordes conjuguées au diamètre repré-
senté par l’équation [6] est aussi égal à — j-,. Donc ces deux coefficients sont égaux pour les mômes valeurs de x et y y ce qui démontre le théorème.
166. Diamètres conjugues. Dans Vellipse et dans V hyperbole, chaque diamètre a son conjugué.
Soit m' le coefficient angulaire d’un diamètre, et m celui des cordes qu’il divise en deux parties égales; on a
m> — _ Km+2G 2A»i + B’
ou 2Amm'-j-B(m+m')4-2G = 0 [10].
Cette relation étant symétrique par rapport à ni et à m', il en résulte que m est le coefficient angulaire du diamètre conjugué aux cordes qui ont pour coefficient angulaire m’. Les valeurs de m et m’qui vérifient la relation [10] sont donc les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués, puisque chacun de ces diamètres diviserait en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre. Or, cette relation étant du premier degré, à toute valeur réelle de m correspondra une valeur réelle de m', ce qui démontre le théorème énoncé.
Dans le cas de l’ellipse, on pourra donner à m une valeur quelconque, et on aura une valeur correspondante pour m'; mais dans le cas de l’hyperbole, on ne pourra pas donner à m les valeurs qui déterminent la direction des asymptotes.
167. Axe>. Pour que le diamètre représenté par l’équation [7] soit perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales, il faut, en supposant les axes rectangulaires, que l’on ait (73)
ou
Bm -f- 2C ,
— m — S— — 1, 2Am -|- B
, 2 (A — C) , A m* i-jj — -m — 1 = 0
On en tire
Ces racines sont réelles et leur produit est égal à — 1 ; donc les directions qu’elles déterminent sont perpendiculaires, et, par suite, s’il existe des cordes parallèles à ces directions, la courbe représentée par l’équation [l] aura deux axes perpendiculaires entre eux; or, si nous substituons ces racines dans l’équation [9], qui détermine les directions des droites qui ne coupent la courbe qu’en un seul point, nous trouverons lt* — 4AC=0, égalité qui n’a jamais lieu dans le cas de l’ellipse et de l’hyperbole; donc l’ellipse et l’hyperbole ont chacune deux axes perpendiculaires entre eux.
L’équation [9] étant vérifiée par les racines de le |uation [11], dans le cas de la parabole, il semble que la parabole n’a pas d’axes; mais si avant d’opérer la substitution on réduit les racines de l’équation [11], en ayant égard à la relation B’— 4AC=0, il vient 2A , 2G
= clm" = — -jp et on trouve que m" vérifie seule l’équation [9]; ainsi, dans la parabole, il n’existe qu’un seul système de cordes perpendiculaires au diamètre correspondant; donc cette courbe n’a qu’un axe. Le coefficient angulaire de ces cordes 2 V
étant le coefficient angulaire de l’axe correspondant
est — ce qui devait être (105).
iOB. Ce qui précède suppose que l’on a B^O. Supposons B = 0 et A^C, auquel cas l’équation [1] représente une ellipse ou une hyperbole. Les racines de l’équation [11] sont alors n»' = 0, elles déterminent deux directions parallèles aux
axes coordonnés, et comme elles ne vérifient pas l’équation [9], il en résulte que dans le cas de l’ellipse cl de l’hyperbole, lorsque l'équntion ne renferme pas le rectangle xy des variables, les axes de la courbe sont parallèles aux axes coordonnés.
Dans le cas de la parabole, lorsque B = 0, comme B’ — 4AC = 0, il faut que l’on ait en même temps A = 0 ouC = 0; il en résulte que l’axe de la parabole est alors parallèle à l’axe des x lorsque
C = 0 et parallèle à l’axe des y lorsque A = 0, c’est-à-dire parallèle à l'axe de même nom que la variable dont le carré manque.
Enfin, si l’on avait B = 0ctA = C, les racines de l’équation [11] seraient indéterminées, et il y aurait une infinité d’axes, ce qu’on pouvait prévoir, puisque dans ce cas l’équation [1] représente ain cercle.
IGD. Résumé. L’ellipse et l’hyperbole ont un centre, et la parabole n’en a pas.
L’ellipse et l’hyperbole ont deux axes perpendiculaires entre eux, et la parabole n’a qu’un seul axe.
Enfin , lorsque le rectangle des variables manque dans l’équation d’une ellipse ou d’une hyperbole les axes de la courbe sont parallèles aux axes coordonnés ; et dans le cas de la parabole l’axe de celle courbe est parallèle à l’un des axes coordonnés.
§ 3. RÉDUCTION DE L’ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ A LA FORME LA PLUS SIMPLE PAR LE CHANGEMENT DE COORDONNÉES.
170. Ce que nous venons d’établir dans le paragraphe précédent fait entrevoir la possibilité de réduire l’équation générale du second degré à deux variables à des formes plus simples, et permet même d’indiquer pour chacune des trois courbes la forme de l’équation réduite.
En effet, l’ellipse et l'hyperbole ont deux axes passant par le centre. Donc, si l’on prend ces axes pour axes des coordonnées , les équations de ces courbes ne devront pas changer lorsqu’on y changera le signe de l’une des coordonnées ou les signes de toutes deux; elles seront donc de la forme
My,+ Nx* = P [1].
Si l'on prend l’axe de la parabole pour axe des x et la tangente au sommet pour axe des y, la courbe étant alors symétrique par rapport à l’axe des x et passant par l’origine, son équation sera de la forme
My,+ P* = 0 [2].
Remarque. L’équation générale du second degré, dans le cas de l’ellipse et de l’hyperbole, peuf, d’une infinité de manières, se
ramener à la forme [1], en prenant pour axes coordonnés deux diamètres conjugués quelconques. Elle peut aussi, dans le cas de la parabole, se ramener d’une infinité de manières à la forme [2], en prenant pour axe des x un diamètre quelconque, et pour axe des y la tangente menée par l’extrémité de ce diamètre.
171. Réduction de l'équation générale dans le cas de l'ellipse
et de l'hyperbole. Pour effectuer celte réduction, on commence par rapporter la courbe à son centre; les termes du premier degré disparaissent et l’équation se réduit à
Aj/‘-f Bxy-f Cæ* = P [3],
P ayant une valeur facilejà calculer par la règle donnée au n° 101.
172. Pour faire disparaître ensuite le rectangle xy des variables, on prend pour nouveaux axes coordonnés les axes mêmes de la courbe. On peut toujours supposer que les axes coordonnés actuels soient rectangulaires : car s'ils étaient obliques, on pourrait commencer par rapporter la courbe à des axes rectangulaires, ce qui ne changerait pas la forme de l'équation [3]. Cela posé, substituons dans celle dernière équation, à la place de x et y, les valeurs données par les formules
x=x'cosa — y'sina, y=x' s\na-\-y' cosa [4],
qui servent à passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d’axes rectangulaires; il viendra, en supprimant les accents des nouvelles variables,
Acos’a y’ + 2Asinacosa ly + Asin’a *>=P
— Bsinacosa -fBcos’a -fBsinacosa [5].
-t-Csin’a — Bsin’a -pCcos’a
— îCsinacoso
On peut disposer de a de manière à faire disparaître le terme en xy : pour cela il faut poser
2Asin a cos a -j- B cos 'a — Bsin’a — 2C sin a cos a = 0, ou (A— C)sin2a+Bcos2a = 0; d’où tang2a =—
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRE A DEUX VARIABLES. 161 A cette tangente correspondent les arcs
2a, îi-j-it, 2a-j-2ir, 2a-j-37c, etc.;
et, en en prenant la moitié, on aura pour a les valeurs
a, a + £ir, a-f-ir, a + .»?:, etc. ,
qui ne donneront réellement qu’un seul système d’axes; mais on pourra prendre l'un ou l’autre pour l’axe des x, et compter, sur chacun d’eux, les coordonnées positives dans un sens ou dans le sens contraire.
Connaissant a, on pourra calculer sina et cosa, et substituer ces valeurs dans l’équation [5]. Mais les coefficients de y* et de z* pourront s’obtenir d’une manière simple. En les nommant M et N, on a en effet
M == A cos’a — B sin a cos a -f- C sin’a,
N = Asin*a + B sina cosa -}-C cos ’a.
On en lire M+N = A+C
et M — N=(A— C)cos2a — Bsin2a [6].
On a d’ailleurs 0=(A — C) sin 2a -f Beos 2a [7].
Ajoutant membre à membre les carrés des deux dernières équations, on obtient
(M— N)’=(A— C)’ + B*, d’où M — S = ±;y/(A — C)* + B*.
Si l’on convient de prendre pour 2» le plus petit arc positif qui
correspond à la tangente j le radical devra être pris avec A — ti
un signe contraire à celui de B. En effet, en éliminant cos 2a entre les équations [6] et [7], l’équation [6] peut s’écrire ainsi :
M N_sin2«f(A-C)»+B,l
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Or, sin2a est toujours positif, ainsi que la quantité entre parenthèses; donc M — N et B sont de signe contraire.
Connaissant et M — N, on en déduira immédiatement
M et N; ces valeurs seront toujours réelles; la transformation dont il s’agit sera donc toujours possible, et l’équation se trouvera ramenée à la forme
My*-|-Nz»=P . [8],
comme nous l’avions annoncé.
<75. Soit l’équation
y'-2xy + 3x'— 2y + 'ix — 5=0,
qui représente une ligne du genre ellipse. Les coordonnées du centre sont données par les équations
Vi— *1=1, — y, + 3Xi = — 2.
on en lire y, = -et x, = — etparsuiteP = 5-(-yl-t-2:ri=y. On a d'ailleurs
M+N=l + 3=4,etM— N=/(l— 2i!=av,2;d'oùM=2 + VÎetN=2— v'ï-
L’équation simplifiée de l’ellipse représentée par l'équation proposée est donc
Nous avons, conformément à la règle donnée ci-dessus, pris le radical avec le signe + parce que le coefficient de xy est négatif.
174. La règle qui sert à reconnaître les ellipses et les hyperboles peut être appliquée directement à l’équation [8]. Mais il n’est peut-être pas inutile de faire voir que non-seulement la quantité B’ — 4 A G 11’a pas changé de signe par la transformation qui a été effectuée, comme on devait s’y attendre, mais encore que celte quantité a conservé sa valeur numérique. En effet, on a
4.MN = (M + N)*— (M -N)’ = (A-fC)* — (A — C)* — B‘ = 4AC - B* ;
p tr conséquent, 0 — 4MN = B' — 4AC.
M et N seront donc de même signe ou de signes contraires, suivant que l’équation proposée représentera une ellipse ou une hyperbole.
I. Équation simplifiée de l'ellipse. Dans le premier cas, on
pourra toujours faire en sorte, en changeant tous les signes au besoin, que M et N soient positifs.
Si P est positif, on pourra pospr
P 6* Ct P~ a*’
et en divisant l’équation par P, elle prendra la forme
Dans le cas où l’on aurait a = b , celte équation représenterait un cercle.
Si P est négatif, l’équation [8] n’adincttra aucun système de valeurs réelles pour a; et y; et elle représentera une ellipse imaginaire.
Si P = 0, l’équation ne sera satisfaite que par .r = 0 et i/ = 0, et représentera par conséquent un point : l’origine (nouvelle) des coordonnées.
II. Équation simplifiée de l'liyperbole. Dans le SCCOild CBS , on pourra toujours faire en sorte que M soit positif. Alors, si P est négatif, on pourra poser
p— bi ct p— a»>
et, en divisant l’équation [8] par P, et supprimant les accents, ou obtiendra
^_yl — i
Pour i = 0, ona y imaginaire, et pour y = 0, on a x = ±a; .ainsi, dans ce cas, l'hyperbole rencontre l’axe des x, mais ne rencontre pas l’axe des y.
Si P est positif, on pourra poser
p— 6* Cl p — —?’
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Pour x = 0, y est = ± b, et pour y = 0, a; est imaginaire ; ainsi , dans ce cas , l’hyperbole rencontre l’axe des y, mais ne rencontre pas l’axe des x.
Si P = 0, on tire de l’équation [8]
y — — x fj no-
vateurs réelles, puisque M et N sont de signe contraire; l’équation [8] représente donc alors deux droites qui se coupent à l’origine des coordonnées.
!7iS. Uni union dans le cas de la parabole. La parabole n’ayant pas de centre, on ne peut pas faire disparaître tes termes du premier degré, mais on peut faire disparaître le rectangle xy. A cet effet, substituons, dans l’équation générale, à la place de x et y, tes valeurs [4], n° 172 ; en supprimant tes accents des nouvelles variables et en employant tes mêmes notations qu’au n° 172, celte équation deviendra
Mj/’+Na^-f (D cos <* — E sin a)y-|-(D sin a + Ecos a)x-]-F = 0 [13J, et nous aurons comme, plus haut,
M-fN=A+C, M — N=±V/(A — C),-j-B’
et tangSa^rr-^?.
Mais dans 1e cas de la parabole, on a B1 — 4AC = 0, d’où B*=4AC, et, par suite,
M — N = ±v'(A — C)* + 4AC = ± (A + C),
d’ailleurs, M+N=A-f-C;
donc l’un des coefficients M ou N doit être nul, et l’autre égal à A + C. Ainsi, dans 1c cas de la parabole, l’un des carrés disparait en même temps que 1c rectangle des variables, ce qu’on pouvait
prévoir : car puisque B’— 4AC = 0, siB=0, il faut que l'on ait en môme temps A = 0 ou C = 0. Supposons B<0, auquel cas il faut prendre le signe + devant le radical; on a N = 0 et M = A-f-C. Si nous posons
D cos a — E sin a = D' et D sin a-j-E cos a== E', l’équation [13] se réduira à
My*-f-D'y + E'x-f-F = 0 [14].
Celle-ci pourra représenter toutes les paraboles dont les axes sont parallèles au nouvel axe des x.
170. Si nous transportons maintenant l’origine en un point indéterminé (x,, y,), en remplaçant dans l’équation [14] x par * + x, et y par y + y,, il viendra
My’-f 2My, l y-f E'x+My,*\
+ E'xi ~0’
et si l’on prend pour x, et yt les racines des équations
d’où
2My, + D' = 0, My.*+D'y,-|-E'*l + F=0,
Exemple. Soit l’équation
y3— îxÿ + x2 — 2ÿ +* + 3=0,
qui représente une parabole. On a successû entent
tangj«=-, 2«=90», o=45*, sina=cos«=y ; et, àcause deB<0, M = 2, N = 0, E'=— 2 — =— L’équation simplifiée est donc
îy1— ^*=0 ou y3=YJ
178, Il pourrait arriver que le changement d’axes qui a fait disparaître à la fois le terme en xy et le terme en <r*, fît aussi disparaitre le terme en x, c’est-à-dire que l'on eût E' = 0. Dans ce cas, l’équation [14] est réduite à la forme
Mî/* + D'y-f F = 0 C15l*
et celle-ci peut se réduire à la forme
My* 4*0=0
par un simple déplacement de l’origine sur l'axe des x.
Mais celle dernière réduction n’offrira généralement aucun intérêt, puisque l’équation [15], ne renfermant qu’une inconnue, représente deux droites parallèles, dont on obtiendra les équations en la résolvant par rapport à y.
En général , lorsqu’on discutant une équation du second degré comme nous l’avons indiqué dans le premier paragraphe de ce chapitre, on trouve qu’elle représente un point, ou une droite, ou deux droites, en un mot l’une des variétés des courbes du second degré, on ne se donne pas ordinairement la peine de la ramener à une forme plus simple. Nous engageons néanmoins le lecteur à traiter quelques exemples, comme exercices, et pour voir à quel degré d’approximation les résultats sont obtenus, ce qu’il reconnaîtra aux termes qui devraient disparaître d euxmèines, et qui en général ne s’annuleront pas complètement.
CHAPITRE VII
§ 1. centre; axes; ordonnées; foters et directrices.
179. Centre i axes. Où a vu, au n° 174, que l’équation de l’ellipse , sous la forme la plus simple, est
les axes étant rectangulaires.
Celte équation ne change pas quand on y remplace a; et y par — a: et — y; or la droite, qui va du point (x, y) au point ( — x, — y), passe par l’origine (70, IY) ; de plus, elle y est divisée en deux parties égales, car la distance de chacun de ces points à l’origine (7, II) est y*. Toute corde passant par Toriginey est donc divisée en deux parties égales. Ce point est par conséquent le centre de la courbe.
A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signe contraire : il en résulte que toute corde parallèle à Taxe des y est divisée en deux parties égales par Taxe des x. On verrait de même que toute corde parallèle à Taxe des x est divisée en deux parties égales par Taxe des y. Les axes coordonnés, étant d’ailleurs rectangulaires, sont des axes de symétrie de la courbe; ce sont donc les axes de la courbe ; et l’on dit que l’équation [1] représente une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. D’après ce qui vient d’être dit, il est facile de voir qu’elle se compose de quatre parties superposables.
Pour y = 0 on a x=±a, et pour x =0 on a y=±b. Les distances a et b de l’origine aux points où la courbe rencontre ses axes sont ce que l’on appelle les longueurs des demi-axes de la courbe. Les axes entiers ont pour longueur 2a et 2 b.
On tire de l’équation [1]
Si l’on fait crotlrc x depuis O jusqu’à a, on voit que la valeur de y décroît depuis b jusqu'à 0. La courbe a donc la forme indiquée par la figure 73.
Les points A, A’, B, B', où elle rencontre ses axes, se nomment
lo x
les sommets de la courbe.
Les demi-axes a et b étant inégaux , puisque autrement la courbe serait un cercle (174), nous supposerons a le plus grand; la distance AA' sera alors le' grand axe de l’ellipse ; BB' en sera le petit axe.
Fig. «. ICO. On peut calculer les
coordonnées d’autant de points de la courbe qu’on voudra, sans avoir aucune racine à extraire.
Pour cela, il suffit de poser
x—àz a .
et
formules qui vérifient l’équation [1] indépendamment de t.
En y faisant croître t de 0 à I , x variera de a à 0 et y de 0 à à. Dans le cas où l’ellipse serait un cercle de rayon r, les formules seraient
et
= dzr
181. Théorème. Les ordonnées perpendiculaires au grand axe sont
aux ordonnées correspondantes du cercle décrit sur cet axe comme diamètre, dans le rapport du petit axe au grand.
Soient ABA' (fig. 74) l’ellipse considérée, et ACA' le cercle décrit sur le grand axe A.V comme diamètre.
L’équation de ce cercle est
Y»+aP=«* [3],
d’où
Si l’on compare celte valeur à l’ordonnée de l’ellipse donnée par l’équation [2], on trouve entre les valeurs absolues de ces ordonnées la relation
Remarques. I. Si l’on décrivait un cercle sur le petit axe comme diamètre , on verrait de même que les abscisses de l’ellipse sont aux abscisses du cercle qui correspondent aux mêmes ordonnées comme le grand axe est au petit.
II. Celte propriété fournit un moyen commode de construire l’ellipse par points. Il suffit pour cela de décrire un cercle sur le grand axe donné ; de mener les ordonnées NP, N'P', etc., du cercle, et de les diminuer dans le rapport de b à a; les points M, M', etc., ainsi obtenus sont des points de l’ellipse. On en pourra construire ainsi autant qu’on le voudra ; il ne restera plus qu’à faire passer une courbe continue par les points obtenus.
182. Théorème. Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l'un des axes sont entre eux comme les produits des segments correspondants formés sitr cet axe.
On a dans le cercle ACA'
d’où
NP* = AP. AP et N’P'* = AP'.A’F; NP* AP.A'P
NP’’ AP'.A’P' Mais, en vertu du théorème précédent,
MP’_MJ^ d,où MP* __ NP* NP* — fTF* FF’ _ PTF1
Donc, à cause du rapport commun ===-t ,
MP* _ AP . A P
jjfp'' AP’.A'P'*
ce qu’il s’agissait de démontrer.
On le démontre aussi très-facilement à l’aide de l'équation de l’ellipse, car si y et y' sont, les ordonnées MP et M'P' correspondantes aux abscisses x et x' (ou OP cl OP'), on aura
y* = £(«*-**) et y’> =£(*•-*'•);
Or, a— æ=AP, a-fa;=A'P, a — æ’= AP', a+a^= A'P'. Donc, etc.
It$3. Foyers. On a vu, au n
II, que la courbe qui jouit de cette propriété que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes est constante, est une ellipse. Nous allons faire voir que toute ellipse jouit de cette même propriété.
Prenons sur le grand axe de l’ellipse deux points F, F' (tig. 75) situés de part et d’autre du cen-
Fie ”• tre, à une distance c = \Ja * — ê*.
Soit M un point de l’ellipse répondant ù une abscisse positive; joignons MF et MF'. Nous aurons
MF* = j/’-j-(c — x)' — ^ (a* — x?) -{- (c — x)'
= 6* -f- c’ ~ 2 ea; ^ = — 2 cx-\-^-=(a — ;
d’où MF=a — — ; [4]
attendu que x étant tout au plus égal à o, et c étant moindre ex
que a, le terme — est moindre que a.
On aura de même :
MF" = y' (c x)' =~ (a* — a^)-f-(c4- x)1 = b'+ c* 4- arx+Æ1 ( l — o’+ 2 CX + c-£r = (« -f ,
d'où MF' = a+^. [5]
Ajoutant [4] et [5] membre à membre, on obtient MF -f MF' = 2a,
quantité constante ; ce qui démontre la propriété énoncée pour la portion dé l’ellipse située à droite de l’axe des y. En vertu de la symétrie, celte propriété a lieu pour les trois autres portions de l’ellipse.
Les points F et F' se nomment les foyers de l’ellipse (ils doivent ce notn à des considérations empruntées à la physique). Les distances MF et MF' se nomment les rayons vecteurs du point M (ces noms sont empruntés à l’astronomie). La propriété que l’on vient de démontrer peut donc s’énoncer en disant que : dans Ï ellipse, la somme des rayons vecteurs est égale au grand axe.
Remarques. I. Celle propriété n’appartient qu’aux points de l’ellipse. Car soit, d’abord, M’ un point extérieur à la courbe; si nous menons M'F, MT qui rencontrera l’ellipse en un point M, puis FM, nous aurons
MM' + M'F > MF
et par conséquent, en ajoutant de part et d’autre MF’,
MT + M'F > MF' + MF ou >2o.
Soit, en second lieu, M" un point intérieur à la courbe ; joignons M"F, MT dont le prolongement rencontre la courbe en un point M, et FM ; nous aurons
MT + M"F < M"F’ -f M M" -f MF
ou <MF'-|-MF, ou <2a.
Ainsi un point est hors de rdlipse, sur l’ellipse, ou intérieur à
l'ellipse, suivant gue la somme de ses distances aux deux foyers est supérieure, égale ou inférieure au grand axe.
II. Pour construire les foyers, il suffit de décrire du sommet B du petit axe comme centre, avec un rayon égal au demi-grand axe a, un arc de cercle, qui coupera le grand axe aux points F et F'. La distance FF' = 2c est ce qu’on nomme ordinairement l'excentricité de l’ellipse. Mais, à la rigueur, ce nom ne devrait
s’appliquer qu’au rapport —, c’est-à-dire au rapport qui existe entre la distance des deux foyers et le grand axe.
III. On peut tracer la courbe en s’appuyant sur la propriété dont nous nous occupons. Pour cela, des foyers F et F' comme centres, avec des rayons dont la somme est égale à 2a, on décrira deux arcs de cercle qui se couperont en un point apparie- , nant à l’ellipse.
IV. On vient de voir que chaque rayon vecteur est exprimé par une fonction rationnelle entière et du premier degré de l’abscisse du point que l’on considère. Si l’on changeait l’origine et la direction des axes, cette abscisse serait remplacée par une fonction rationnelle entièro et du premier degré des coordonnées nouvelles (iîO) ; le rayon vecteur est donc lui-mème une fonction rationnelle entière et du premier degré des coordonnées rectilignes du point considéré.
Fig. 76.
Directrices
Soit DL (fig. 76) une droite perpendiculaire au grand axe, et distante du centre d’une longueur OD = d. D’un point quelconque M de l’ellipse, abaissons sur DL la perpendicu-
laire MG, et joignons MF. On a trouvé plus haut
MF = a— — , a
PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DE L’ELLIPSE, et il est facile de voir qu’on aura
Par suite
ex
MF a a * MG cl — x
Il est possible de déterminer d de manière que ce rapport soit constant. Désignons en effet par k la valeur de ce rapport , et posons
ex
- — — = k, d’où (k — -)x-J-a — dk = 0.
Pour que k soit constant, il faut que cette relation ait lieu indépendamment de toute valeur particulière attribuée à x, ce qui exige qu’on ait séparément
k-- — 0 et a—dk — 0,
dou k — — et a = 7 =— ;
ainsi la distance d est une 3e proportionnelle à la demi-excentricité et au demi-grand axe ; et le rapport des distances MK et MG est celui de l’excentricité au grand axe.
Pour le second foyer P, on trouverait de même une droite D’L’ jouissant de la même propriété.
Les droites DL et D'L' se nomment les directrices de l’ellipse. La propriété qu’on vient de démontrer peut alors s’énoncer en disant que : les distances d'un même point de l’ellipse au foyer et à la directrice correspondante sont entre elles comme l’excentricité est au grand axe.
Remarques. I. Pour construire l’une des directrices, DL par exemple, prenez OH = a, joignez HF', et menez IID perpendiculaire à HF'. On aura, en effet,
TANGENTS ET NORMALE
18îS. D'après ce qu’on a vu au n° iül, le coefficient angulaire de la tangente à l’ellipse, au point (x', y'), a pour valeur
Considérons la portion de la courbe qui est comprise dans l'angle YOX. Lorsque xf croît de 0 à a, y' décrott de 6 à 0; par cette double raison, la valeur absolue de m augmente; donc »n décroît algébriquement. lien résulte (IOO) que, dans l'intervalle considéré, la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs; et comme elle est symétrique par rapport aux deux axes, ou peut dire que dans tout son cours elle tourne sa concavité vers le centre.
Au sommet du petit axe on a x' = 0 et y' = 6; par suite m = 0; la tangente en ce point est donc parallèle au grand axe. Au sommet du grand axe on a x1 — a et y' = 0 ; par suite m — œ ; la tangente en ce point est donc perpendiculaire au grand axe.
100. L’équation de la tangente à l’ellipse, au point ( x ', i f), est, d’après ce qui précède (101),
équation à laquelle il faut joindre la relation qui exprime que le point est sur la courbe, savoir :
On peut mettre l’équation [2] sous la forme a* ^ b' a' ' b* ’
Par conséquent, en vertu de l’équation [3], on peut écrire
telle est l’équation de la tangente.
Remarque. Dans le cas du cercle, en nommant r le rayon , on a a = b = r; par conséquent, l’équation de la tangente devient
xx' , yy' il,,
7T + ^r = l ou xx+yyz=i\
comme on Ta vu au n° 93.
107. Problèmes. I. Mener une tangente à l’ellipse par un point extérieur (x", y").
L’équation [4] est encore l’équation de la tangente ; mais il s’agit de déterminer les coordonnées x' et y' du point de contact.
Pour cela, on observe que ce point étant sur l’ellipse, ses coordonnées satisfont à l’équation de la courbe, et qu’on a
En second lieu, le point donné étant situé sur la tangente, ses coordonnées satisfont à l'équation [4] ; ainsi on a
_vY_ .
Ces deux équations serviront à déterminer x' et y'. En éliminant l’une de ces inconnues, on obtient l’autre par une équation du second degré ; ce qui montre que, par un point donné, passent, en général, deux tangentes à l’ellipse. On pourrait vérifier que les deux solutions sont réelles ou imaginaires suivant que le point donné est extérieur ou intérieur à l’ellipse ; et qu’elles se réduisent à une seule quand ce point est sur l’ellipse môme. Mais ces vérifications, auxquelles on peut s’attendre, sont, par cela même, dépourvues d’intérêt.
Il vaut mieux remarquer que si, dans les deux équations pré-
cédentes, on regarde x' et y' comme des variables, ces équations représenteront deux lieux géométriques dont les points d’intersection seront les points de contact cherchés. Or, le premier lieu n’est autre que l’ellipse donnée elle-même, et le second lieu est une droite ; cette droite est donc celle qui réunit les deux points de contact demandés ; on lui donne, pour celte raison, le nom de corde des contacts. Il est facile de la constmire d’après son équation, car elle a pour coordonnées, à l’origine,
II. Mener une tangente parallèle à une droite donnée
Si le coefficient angulaire de la droite donnée est m, on a pour déterminer x' et ÿ les relations
fcV . y'* , x'1 ,
m = — et tï + -î=1;
d’où l’on lire les valeurs de a:’ et y' qui, substituées dans l’équation [4], donnent
y = mx ± y/abu’ -|- b'.
Ainsi il y a toujours deux tangentes qui satisfont à la question.
Remarques. I. On trouve pour x' et y' deux couples de valeurs, qui sont égales et de signe contraire. Il en résulte que les deux points de contact sont aux extrémités d’une même droite passant par le centre de la courbe.
II. Dans le cas du cercle, les équations des deux tangentes deviennent :
y = mx ± r v,«i* -f- 1 ,
conformément à ce qu’on a vu au n° 01.
188. Cherchons le point où la tangente rencontre l’un des axes
coordonnés , l’axe des x par exemple. Pour cela , il faut faire y = 0 dans l'équation de la tangente, ce qui donne
Fig. 77.
quantité facile à construire. Mais ce qu’elle offre de plus remarquable, c’est qu’elle est indépendante de b, c’està-dire que si l’on décrivait sur le même axe AA' (fig. 77) différentes ellipses ABA', ACA', AB' A', etc., et que, par les points M, N, M', etc., qui répondent à la môme abscisse x', on leur menât des tangentes, elles iraient toutes rencontrer l’axe des abscisses au môme point I.
De là un moyen facile de construire la tangente à l’ellipse patun point M donné sur cette courbe. En effet, parmi les diverses ellipses qu’on peut décrire sur l’axe AA', se trouve le cercle ACA' qui a a pour rayon: Si donc on mène l’ordonnée MP, qui, prolongée, rencontre la circonférence ACA' en N, et que par ce point X on mène la tangente NI à cette circonférence, ce point I sera aussi le point de rencontre de l’axe OX avec la tangente en M à l’ellipse ; et pour obtenir cette tangente, il suffira de joindre MF.
Au lieu de se servir du point de rencontre de la tangente avec l’axe des a-, on pourrait employer le point de rencontre avec l’axe des y ; la construction se ferait de la môme manière, à l’aide de la circonférence décrite snr le petit axe comme diamètre.
189. La môme propriété fournit le moyen de mener une tangente à l’ellipse par un point extérieur H. Car soient IM et IN les tangentes à l’ellipse et au cercle de rayon a. Menons l’ordonnée IIR, qui, prolongée, renconlre en K la tangente au cercle. Comme les droites IP, IM, IN coupent proportionnellement les parallèles KI1R et NMP, on a
HR MP b
KIÏ N P — a’
GÉOM. ANAL. 12
Dès lors, si l’on prend sur le grand axe la longueur HQ égale à b, et la longueur RL égale à a, si l’on joint QH et qu’on lui mène la parallèle LK, le point R où cette parallèle rencontrera RH appartiendra à la tangente au cercle. En effet,
HR _ RQ _ 6 KR — RL ~ a
Donc, si l’on mène par le point K la tangente au cercle, le point I où elle rencontre l’axe OX appartiendra à la tangente à l’ellipse ; ainsi, pour obtenir cette dernière, il suffira donc de joindre in. Le point M où IH rencontrera l’ordonnée NP du cercle sera le point de contact sur l'ellipse.
ISO. Normale. On a vu que la normale à une courbe est la perpendiculaire à la tangente, menée par le point de contact.
Si le coefficient angulaire de la tangente est m, celui de la normale sera donc — - (78), les axes étant rectangulaires.
D’après cela, le coefficient angulaire de la tangente à l’ellipse étant
~<ëÿ”
celui de la normale est
oy b'x "
et l’équation de la normale est par conséquent
Rimàrqtjb. Dans le cas du cercle, on a a =b, et l’équation de la normale se réduit à
y — y1 = J. {X—X1) ou y = ^ x.
On reconnaît qu’elle passe par le centre, qui est l’origine des coordonnées.
191. Le point où la normale rencontre l’axe des x s’obtient en faisant, dans son équation, y = 0 ; ce qui donne
urm
Cette distance est nulle pour x' = 0, c’est-à-dire pour les sommets du petit axe ; et elle atteint sa plus grande valeur pour x' = ± a
ce qui donne x=± La distance x approche d’autant plus de
la valeur - que le point de contact approche plus des sommets du grand axe.
Il existe une limite analogue pour le point de rencontre de la normale avec l’axe des y ; l’ordonnée de ce point approche d’au-
tant plus de ± - que le point de contact approche plus des sommets du petit axe.
Dans l’hypothèse a>6, les quantités - et sont positives ; la
première est moindre que a, la seconde peut prendre une valeur quelconque. Ainsi la normale rencontre le grand axe dans l’intérieur de l’ellipse ; mais elle peut rencontrer le petit axe hors de la courbe.
192. Théorème. La normale à l'ellipse divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs.
Soit WN (fig. 78) la normale au point M, et soient MP et MF' les rayons vecteurs du point M.
Il s’agit de démontrer la proportion
NF _ MF NF' “ MF"
Or, d’après ce qu’on vient de voir, on a ON = en appelant x
l’abscisse du point M. II en résulte
NF = c
c'x e(o* — ex)
et
d’où
d’où
NP . MF
Les rapporls et ^ sont donc égaux ; la droite MN est doncla bissectrice de l’angle FMF' formé par les rayons vecteurs.
195. Il en résulte que les angles TMF et T’MF' que la tangente TT' fait avec les rayons vecteurs sont égaux.
Cette propriété fournit de nouveaux moyens de mener la tangente à l’ellipse par un point donné.
Supposons d’abord le point donné en M sur la courbe. On mènera les rayons vecteurs MF et MF’ ; on prolongera FM d’une quantité MH égale à MF, et l’on joindra HF; puis on abaissera MT perpendiculaire sur HF; la ligne TT' ainsi obtenue sera la tangente demandée. Caron aura, par construction, IMF=IMH, et JMH = F'MT' comme opposés aux sommets ; donc IMF = F'MT’ ; donc TT' est une tangente.
194. Supposons en second lieu que le point soit donné en P hors de la courbe. Du point P comme centre, avec un rayon égal à la distance PF, on décrira un arc de cercle ; du point F' comme centre, avec un rayon égal au grand axe, ou 2a, on décrira un second arc de cercle, qui coupera le premier en un point H; on joindra FH, et du point P on abaissera sur FH la perpendiculaire PI qui sera la tangente demandée. En joignant F'H on aura le point de contact M.
La construction sera toujours possible si le point P est extérieur à l’ellipse. Pour le démontrer, il faut faire voir que les arcs de cercle décrits de P et de F' comme centres avec les rayons respectifs PF et 2a se rencontreront. Or, si l’on joint PF’, on aura d’abord
PF’«<PF+FF', et à plus forte raison <PF-}-2a,
donc la distance des centres est moindre que la somme des rayons. En second lieu, le point P étant extérieur à la courbe, on a (105, rem. I)
PF’-fPF>2a [1].
Mais dans le triangle FPF' on a aussi
PF' + FF'>FP, et à plus forte raison PF'-|-2a>FP [2].
Si FP est moindre que 2a, on tire de l’inégalité [1]
PF’>2a — FP.
Si FP est plus grand que 2a, on tire de l’inégalité [2]
PF’>FP— 2a.
Donc, dans tous les cas, la distance des centres sera plus grande que la différence des rayons ; donc les deux cercles se couperont.
Remarques. I. Ils auront deux points communs; ainsi il y aura deux positions pour le point H, et par suite deux tangentes.
II. Si l’on joint 01, cette ligne unissant le milieu de FF' au milieu de Fil est la moitié de F'H ; donc 01 = a. De là ce théorème : Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de l’un des foyers d'une ellipse sur ses tangentes est la circonférence de cercle décrite sur le grand axe comme diamètre.
lOo. La propriété démontrée au n° 15)5 permet aussi de mener une tangente à l’ellipse parallèllement à une droite donnée LL' (fig. 78). Pour cela, du foyer F on abaissera une perpendiculaire sur la droite donnée; du foyer F' comme centre, avec un rayon égal à 2a, on décrira un arc de cercle qui coupera la perpendiculaire à LL' en un point II ; par le milieu I de FII on mènera un
parallèle à LL' ; ce sera la tangente demandée. Le point où elle rencontrera FH sera le point de contact M.
La construction sera toujours possible, car le point F est intérieur à la circonférence décrite de F' comme centre avec 2 a pour rayon.
Il y aura deux solutions, attendu que la circonférence rencontrera FH en deux points.
Ç 3. DIAMÈTRES, ET COUDES SUPPLÉMENTAIRES
190. Dinmètrps. Nous avons donné (n*1 08 et suivants) l’équa-' lion générale des diamètres des courbes du second degré, et démontré leurs principales propriétés; nous traiterons néanmoins celle même question pour chaque courbe en particulier.
Soit
y = mx -\- n
l’équation de l’une des cordes que le diamètre considéré divise en parties égales; et soient ? et t, les coordonnées de son milieu : ce point étant sur la corde, on aura
Tt—ml+n [1].
Pour avoir les coordonnées des extrémités de la corde, il faut combiner son équation avec celle de l’cllipscy ou al7/-\-btxi=a'b,. En éliminant y on obtient :
(a’m* -f- b') x * -f- 2 (Pinnx -f- aV — a’ 6* = 0 ,
équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la corde. Leur demi-somme, qui est égale à l’abscisse £ du milieu, a pour valeur
t — <ftwn ■ 121
En éliminant n entre les équations [1] et [2], on aura itne équation entre ï et ti et les quantités constantes a, b et m ; ce sera l’équation du lieu.
On trouve
c’est l’équation d’une droite passant par l’origine; donc, Us
diamètres de l’ellipse sont des droites qui passent par le centre.
Remarques. I. Si l’on appelle m' le coefficient angulaire du diamètre, on a
m'= ; — d’où mm'— ; [41.
Le produit mm1 est donc constant.
II. Il en résulte que réciproquement toute droite menée par le centre de l’ellipse est un diamètre. Car, soit
y=mx
l’équation de cette droite; considérons les cordes parallèles dont le coefficient angulaire m satisfait à la relation
mm = -, cl ou m = —
le lieu des milieux de ces cordes aura pour équation
ou, en mettant pour m sa valeur
Ce sera donc la droite proposée.
197. Théorème. La tangente à Textrcmilè d’un diamètre est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales.
On serait conduit à ce théorème en considérant la tangente comme la limite des cordes qui lui sont parallèles ; mais on le démontre simplement comme il suit :
Soit m' le coefficient angulaire du diamètre, m" celui de la tangente, et x', y' les coordonnées du point de contact, qui est l’extrémité du diamètre.
Le diamètre étant une droite menée de l’origine au point (x',y') on a (70)
184 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, mais, ce point étant le point de contact, on a aussi (184$)
Multipliant ces relations terme à terme, on obtient
En comparant les relations [4] et [5], on en conclut m"=m, ce qui démontre le théorème.
108. Cordes supplémentaires. On appelle cordes supplémentaires celles qui, partant d’un même point de l'ellipse, vont aboutir aux -extrémités d’un même diamètre. Il y a entre les coefficients angulaires de ces cordes une relation qui mérite d’être remarquée.
Soient x' et y' les coordonnées de l’une des extrémités d’un diamètre; celles de l’autre extrémité seront — x' et— y'. Soient (x",y") un point quelconque de la courbe, et y. et p! les coefficients angulaires des deux cordes supplémentaires menées du point ( x ”, y") aux extrémités du diamètre considéré, on aura (70)
y=ir, — -, cl [a = d ou [a(a=^- — -=G;
mais les points (x' y') et ( x ”, y") étant sur l’ellipse, on a
et ^+F = 1>
d’où, en soustrayant.
et par suite
Donc, enfin, on a la relation
c’est celle que nous nous proposions d’établir.
109. En comparant les relations [4] et [61, on voit que si l’on a u. = m, il en résulte j* '=»»', c’est-à-dire que le diamètre qui divise une corde en deux parties égales est parallèle à la corde supplémentaire.
En comparant les relations [5] et [6], on voit de même que si l’on a / = ni', il en résulte m" — u , c’est-à-dire que si l’on mène une corde parallèle à un diamètre donné, la tangente à l'extrémité de ce diamètre sera parallèle à la corde supplémentaire.
De là un nouveau moyen de mener une tangente à l’ellipse, par un point donné sur la courbe, ou parallèlement à une droite donnée.
1° Pour mener une tangente au point M (fig. 79) donné sur la
courbe, on mènera le diamètre OM; on lui mènera une corde parallèle quelconque AD ; on mènera le diamètre DD', et la corde supplémentaire AD'; puis, parle point donné, on fera passer une droite TT' parallèle à AD'; ce sera la tangente demandée.
2° Pour mener une tangente parallèle à une droite donnée LL', on mènera une corde quelconque AD’ parallèle à cette droite; puis le diamètre D’D, et la corde supplémentaire AD ; on mènera ensuite le diamètre OM parallèle à AD, ce qui fera connaître le point de contact M ; il ne restera plus qu’à mener par ce point une parallèle TT' à la droite donnée.
En s’appuyant sur le théorème du n° 197, on aurait pu se dispenser de mener D’D et AD, et joindre simplement le centre au milieu de la corde AD'.
Dans tous les cas, la construction est possible.
200. Diamètres conjagaés. Si m et m' sont les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués, on a, en vertu de la propriété démontrée au n° 198, la relation
mm —
Réciproquement : Si l’on a cette relation, les deux diamètres sont conjugués. Car soient (j. et p' les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires; on aura
pu
ar
Or, si l’on choisit l’Une de ces cordes de manière qu’elle soit parallèle à l’un des deux diamètres, et que l’on ait, par exemple, p=m, il en résultera m' = p'; les deux diamètres seront donc parallèles à des cordes supplémentaires; ce seront donc des diamètres conjugués.
Chacun des deux diamètres conjugues divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre. Car si m" désigne le coefficient angulaire des cordes divisées en deux parties égales par le diamètre dont le coefficient angulaire est m, on aura (190)
mais, les deux diamètres étant conjugués, on a, comme on vient de le voir
mm =
ar
De la comparaison de ces relations, on déduit m*=»n', c’est-àdire que les cordes divisées en deux parties égales par le premier diamètre sont parallèles au second.
201. Problème. Étant donné un diamètre, construire son conjugué.
Soit OM (fig. 79) le diamètre donné; on loi mènera une corde
parallèle AD; puis le diamètre DD' et la corde supplémentaire AD'; le diamètre ON parallèle à AD' sera le conjugué de OM.
On pourrait également se contenter de joindre le centre au milieu de la corde AD parallèle au diamètre donné.
Si l’on donnait l’équation d’un diamètre
y—mx,
l’équation de son conjugué serait
- Remarque. Dans le cercle, les diamètres conjugués sont perpendiculaires entre eux.
S02. Angle de deux diamètres conjugués. Soit Y l’angle qUC font entre eux deux diamètres conjugués de l’ellipse; on aura (74)
tang V =
L’angle Y ne peut être droit que pour m = 0 ou pourm=œ, c’est-à-dire quand l’un des diamètres se confond avec l’un des axes
de la courbe. Mais dans ce cas on a = *> ou — 0 ;
par conséquent, les axes (le la courbe sont le seul sys[ème de diamètres conjuguà rectangulaires.
Si l’on veut trouver le maximum ou le minimum de tang V, il faut chercher le maximum ou le minimum de la quantité entre parenthèses; pour cela on peut poser
=2/;, d’où m=k±L
On voit que la plus petite valeur qui puisse être attribuée à k
est
fc = ±-,
ce qui donne et par suite
Pour construire les diamètres correspondants, on élèvera à l’extrémité A du grand axe OA (fig. 80) une perpendiculaire sur laquelle on prendra les distances Ail et AH' égales au demi-petit axe b, et l’on joindra OH et OH’.
Les diamètres 01) et 01)' ainsi obtenus sont également inclinés sur le grand axe, mais en sens contraire ; il en résulte, à cause de la symétrie de la courbe, que ces deux diamètres sont égaux. L’angle DOD’ est le plus grand angle que puissent faire deux diamètres conjugués, et l’angle DOD" est le plus petit.
La valeur absolue de la tangente de ces angles supplémentaires
s’obtient en mettant ^ à la place de m dans l’expression de tang V.
Fig. 80.
On trouve
tang V
2ab
Remarque. Les limites entre lesquelles peut varier l’angle de deux diamètres conjugués sont aussi celles entre lesquelles varie l’angle de la tangente à l’ellipse avec le diamètre qui aboutit au point de contact (197, 198, 200). Cet angle n’est droit que lorsque le point de contact est l’extrémité de l’un des axes de la courbe.
205. Cherchons la longueur d du demi-diamètre qui a pour équation y = mx.
En combinant cette équation avec celle de l'ellipse
on trouve
, a' b' , a’ti’m*
pour les carrés des coordonnées de l’une quelconque des extréniilés du diamètre. Par suite on a
Pour obtenir la longueur d' du demi-diamètre conjugué, il suffit de remplacer, dans cette expression, le coefficient angulaire m par
celui du conjugué, c’est-à-dire par — réduction,
ce qui donne, après
Si l’on veut déterminer ni de manière que d' == d, on n’aura qu’à égaler les numérateurs de ces expressions, ce qui donne
a’m* -f- b’ = a’b’m’ -(- a* b’, ou (a* — 6*) (a'm* — b’) = 0 ,
d'où
On retrouve ainsi les diamètres conjugués qui font entre eux le plus grand et le plus petit angle ; et l’on voit qu’ù n’existc qu’un seul système de diamètres conjugués égaux.
Remarque. Dans le cas du cercle, le facteur a* — 6* est nul, et l’équation ci-dessus est satisfaite quel que soit m, c’est-à-dire qu’alors tous les diamètres conjugués sont des diamètres égaux.
204. Théorème. La somme des carrés de deux diamètres conjugués est constante [et égale à la somme des carrés des axes).
Ajoutons membre à membre les relations [1] et [2] du n° précédent, nous obtiendrons
d* + d’* d’où
cP-j-tf* = 0*4-6*;
ce qui démontre le théorème.
20ti. Théorème. L’aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante ( et égale au rectangle construit sur les axes).
Évaluons l’aire du parallélogramme construit sur les deux demidiamètres conjugués d et d', faisant entre eux l’angle V; cette aire sera le quart de l’aire du parallélogramme construit sur les diamètres entiers. Si la première aire est constante, il en sera de môme de la seconde. Or, en désignant la première par S, on a
S —dd! sin Y, d’où S* = d’d'* sin’ V.
On a trouvé, au n' 202,
,aDgV___=(^__> dou tang>V = i_r^_l,
par suite,
(«‘m’-t-t/V+Ca1 — a‘m‘-j-a‘/n*-|-6*m*-|-6* (a*m*-f6*)’
— (a‘m’-)-è‘) (wi’-H)'
En substituant dans la valeur de S*, celles de d*, de d'* et de sin* V, on trouve
ou
~ aW+ù’ *a,m‘-)-6**(a‘7n,-f-6‘) (m’+l)’
S*=a*fe*; d’où S — ab;
ce qui démontre le théorème.
206. Théorème. L’équation de l’ellipse rapportée à un système de diamètres conjugués est de mime forme que l’équation de l’ellipse rapportée à ses axes. «
En effet, chacun de ces diamètres divisant en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre (200), il en résulte que si les coordonnées sont comptées parallèlement à ces axes, à choque valeur
de l’une d’elles correspondront deux valeurs de l’autre, égales et de signe contraire ; ee qui exige que l’équation ne contienne que
des puissances paires de y et de x. Et comme elle sera du second degré (88, rem ), elle sera de la forme ALr* -f- Ny* = P.
Soient a' le demi-diamètre suivant lequel se comptent les x et b' celui dans le sens duquel se comptent les y; on doit avoir
pour
et pour
x=0, y=dtb'\
ce qui donne
M_a Cl N_o ,
d'où
M=£ et N = ±-,.
Substituant, et supprimant le facteur P, on obtient
ce qu’il s’agissait de démontrer.
Remarque. Les propriétés démontrées aux n" I8i>, ICO, 187, et 197 à 200, ne supposent pas que les axes coordonnés soient rectangulaires ; elles subsistent donc encore lorsque l’ellipse est rapportée à un système de diamètres conjugués.
Ainsi , l’équation de la tangente au point ( x y') est
L’équation de la tangente parallèle à la droite représentée par y = nvx est
y — rrtx ± ^'â7îm*+jÿî-
Les coefficients angulaires m et m' de deux cordes supplémentaires, ou d’une corde et du diamètre qui la divise en deux parties égales, ou encore de deux diamètres conjugués, satisfont à la relation
207. On déduit de celte propriété un moyen simple de décrire l’ellipse quand on connaît deux diamètres conjugués et l’angle qu'ils font entre eux.
Soient AA' = 2a' et BB' = 26' (fig. 8 1) les deux diamètres conjur gnés donnés, faisant entre eux
l’angle donné BOA. Élevons sur AA' la perpendiculaire GG', et prenons OC = OC' = OB. Sur AA' et CC', considérés comme axes, décrivons une ellipse auxiliaire, par l’un des moyens indiqués aux n" il, 181 ou 183. Pour tracer ensuite par points l’ellipse défi*. si. mandée, soit N un point quel-
conque de l’ellipse auxiliaire, et soit NP son ordorinée rectangulaire. Par le point P, menons une parallèle à BB', et sur cette parallèle, prenons PM = NP; le point M sera un point de l’ellipse demandée.
On a, en effet, entre les coordonnées rectangulaires du point N la relation
ÜF NF
puisque a' et b' sont ses demi-axes.
On aura donc aussi entre les coordonnées obliques du point M la relation
ÜP MP* a* "*■ b"1 1 ’
le point M appartiendra donc à l’ellipse qui a pour diamètres conjugués AA’ et BB'.
On voit qu’il suffit de décrire une ellipse sur les diamètres donnés placés à angle droit et pris pour axes, puis d’incliner ensuite les ordonnées sous l’angle donné.
On peut même, en combinant ce procédé avec celui du n* 181, remplacer l’ellipse auxiliaire par le cercle décrit sur AA' comme diamètre. Car si c est l’extrémité du rayon perpendiculaire à ce
diamètre, et si « est l’extrémité de l’ordonnée qui répond & l’abscisse OP, il suflira pour obtenir le point M, de mener, comme ci-dessus, PM parallèle à OB; puis de joindre cB, et de lui mener par le point n la parallèle «M, qui rencontrera PM au point cherché.
ha similitude des triangles cOB et nPM donnera, en effet,
NP OC OB
Pn ~ Oc ou Oc ’
il en résulte MP = NP. On peut donc se passer ainsi de l’ellipse auxiliaire.
Remarque. Si les diamètres conjugués étaient égaux, l’équation de l’ellipse rapportée à ces diamètres serait de même forme que l’équation du cerclef c’est-à-dire
mais les coordonnées seraient obliques.
$ 4. AIRB DE L’ELUPSB.
208. Pour évaluer l’aire de l’ellipse, on la compare à celle du
cercle qui a le grand axe ou le petit axe pour diamètre.
Concevons que dans la demiellipse ABA' (fig. 82) on ait inscrit un polygone d’un nombre quelconque de côtés; et que par les sommets de ce polygone on ait mené des ordonnées, dont les prolongements détermineront sur la demi - circonférence du cercle ACA' les sommets d’un polygone côtés;, soient M et M’ deux som-
inscrit du même nombre de
GÉOM. ANAL.
mets consécutifs du polygone inscrit à l’ellipse, et N, N' les sommets correspondants du polygone inscrit au cercle.
Les trapèzes PMM'F etPNN'P', qui ont même hauteur PF, sont entre eux comme les sommes de leurs bases; mais les bases correspondantes sont dans le rapport de b à a (181) : il en est donc de même de leurs sommes. Ainsi les deux trapèzes sont entre eux comme b est à a. On peut en dire autant de tous les couples de trapèzes analogues formés dans les polygones inscrits & l’ellipse et au cercle ; ces polygones eux-mêmes sont donc dans le rapport de b à a. Or ces polygones, quand on multiplie le nombre de leurs côtés, ont pour limites respectives la surface de la demi-ellipse et la surface du demi-cercle; ces limites sont donc dans le rapport constant des polygones inscrits, c’est-à-dire dans le rapport de b à a.
Ainsi, en nommant E l’aire de l’ellipse, on a
— i=-, dou E = Tab, ira* a »
c’est-à-dire que l’aire de f ellipse a pour mesure le rectangle de ses demi-axes, multiplié par le rapport v de la circonférence au diamètre.
Remarques. I. Cette aire est une moyenne proportionnelle entre les surfaces des cercles qui ont le petit axe et le grand axe pour diamètres.
II. En vertu du théorème du n* 208, on a aussi E = r.a'b' sin 0,
a' et b' étant deux demi-diamètres conjugués faisant entre eux l’angle 0.
209. Théorème. Le demi-petit asc est moyen proportionnel entre les p erpenditulaires abaissées des deux foyers sur chaque tangente.
Soit y=m*± v/oW + é’
l'équation de la tangente considérée; et soient p et p1 les longueurs des perpendiculaires abais;ées des foyers F et F sur cette tangente. Le point F ayant pour
coordonnées y=0 et s—c, et le point V ayant pour coordonnées y=0 et *=— c , on aura (76) , les aies coordonnés étant les axes de la courbe ,
— b‘ . + me de \Za’m! + b1
Les deux foyers étant situés d'un même côté de la tangente , le radical <jai forme lo dénominateur devra être pris avec le même signe dans les deux expressions. On obtient donc en les multipliant
-si’t’+s’m’+P
pp' r+^ — on '
ce qu'il fallait démontrer.
71t. TnïoRÈitE. La portion de la normale comprise entre le point de contact et le grand axe est au demi-diamêtre parallèle à la tangente, comme le petit axe est au grand.
■ Soient af e tÿ les coordonnées du point de contact ; soient a* l’abscisse du point où la normale rencontre le grand axe, et n la longueur de la normale comprise entre cet axe et le point de contact : on aura, en prenant pour axes coordonnés les axes de l’ellipse ,
nJ=y '■ + (*’— n")’.
Hais l'équation de la normale
devant être satisfaite par les coordonnées du point où elle rencontre le grand axe, on obtient, en faisant y=0 et *=*",
. — *0. d'où **=^r-
„ , ,, , M af+bW
Par suite n]=y'1 + — = ■ [l.|.
Maintenant, l’équation du diamètre parallèle & la tangente est
b>xf
En la combinant avec l’équation de l’ellipse, on obtient pour les coordonnées ds l’extrémité du diamètre
en sorte qu’en appelant a' la longueur du demi-diamètre , on a
196 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. La comparaison des relations [1] et [2] donne
ce qu'il s’agissait de démontrer.
Récipbooceksnt. Si l’on prend sur la normale, A partir du point de contact, et vers l'intérieur de la courbe, une longueur n telle que l’on ait la proportion
ü. s- - l'extrémité de cette longueur sera un point du grand axe. Car tout autre a' a
diamètre couperait la normale plus haut ou plus bas.
2H. Théorème. Si l'on a deux tangentes parallèles KL, K’L', coup/es aux points T et T par une troisième tangente TT, les portions DT et DT des langenles parallèles comprises entre les points de contact D, D' et la troisième tangente, ont pour moyenne proportionnelle le demi-diamètre OE parallèle ou» deux premières.
Prenons pour axes coordonnés les droites DD" et EE', qui sont deux diamètres conjugués (197, 209). En appelant a* et b* les longueurs OD et OE, on aura pour les équations des deux tangentes parallèles
x=a' et *=— a',
et l'équation de la troisième tangente TT sera (297 , remarque)
y=mi + v^a',m, + bQ.
En faisant successivement *=o' et »= — o' dans cette dernière, on obtient DT=mo' + »/a',mJ4-bn et DT=— ma'+ Ja'-m* + IP.
Par suite '
DTx DT= {<janm' + V' + ma') a'1m, + br‘ — ma') = b"— ÔË* ,
ce que l’on se proposait de démontrer.
212. Théorème. Si par les différents points d'une droite LL' (üg. 8î) on mène d i ellipse des couples de tangentes telles que NM, NM', les cordes des contacts, telles que MM', passeront toutes par un point fixe.
Prenons pour axes coordonnés le diamètre EE' parallèle i LL', et son conjugué DIT. Soient a" et y" les coordonnées du point N; l’équation de la corde des contacts MM’ sera (187)
Fig. M.
en sppelant a' et V les demi-diamètres OD et OE.
E!4. vy".
L’abscisse OP du point où MM* rencontre OD , ou l'are des *, s'obtiendra en faisant y = 0 dans cette équation ; ce qui donne
* ou OP = Ç [IJ.
Or l'abscisse sf du point N ne dépend pas de la position de ce point sur la droite LL’, puisque celle-ci est parallèle à l'aie de3 y; *" est donc une constante. Par conséquent OP est aussi constant, et le point P est un point fixe par lequel passent toutes les cordes analogues A UH'. C’est ce qu’il fallait démontrer.
Remarques. I. Le point P se nomme le pile de la droite LL', et la droite LL' est ce qu’on appelle la polaire du point P.
Dans le cercle, la polaire est perpendiculaire au rayon qui passe par le pôle.
IL La relation [1] montre que OD est moyen proportionnel entre 01 et OP.
III. Nous avons supposé la droite LL' extérieure à l'ellipse; si elle coupait la courbe , la propriété démontrée subsisterait encore. Il est clair seulement que l’on ne pourrait mener de tangentes par les points de la droite qui seraient situés dans l'intérieur de l'ellipse. En outre, *" étant alors moindre que a', OP serait plus grand que a', c’est-à-dire que le point P serait extérieur à l’ellipse.
Si la polaire était tangente en D , le pèle P se confondrait avec le point D , et serait conséquemment sur la polaire.
Si la polaire était la directrice, le pôle serait le foyer correspondant; car on
aurait d’où OP = e.
IV. La propriété réciproque a également lieti, c'est-à-dire que ri par un point fixe P on mine des sécantes, et que par les points où elles rencontrent la courbe on fui mine des tangentes , les couplet de tangentes correspondantes d ces directes sécantes iront se couper sur une même droite LL’. Car si OP reste fixe, en vertu de la relation [1] il en sera de même de x "; donc les points de rencontre N des couples de tangentes seront tous sur la droite qui a pour équation x = z".
Si le point fixe P était situé hors de l’ellipse, la droite LL' couperait la courbe ; csr si l’on avait OP > o', on devrait avoir x" < o'.
Si le point P était en D , la droite LL' serait tangente.
2(3. Problème. Inscrire dans une ellipse donnée un quadrilatère dont la surface soit maximum.
Supposons le problème résolu; et soit ABCD le quadrilatère demandé (le lecteur est prié de faire la figure). Menons la diagonale BD. Puisque le quadrilatère est maximum, si l’on déplaçait le sommet A, en conservant les trois autres, la surface totale diminuerait ; et comme la surface du triangle BCD ne changerait pas, la surface du triangle BAO diminuerait; le sommet à se rapprocherait donc de la hase BD. Il en résulte que le point A est actuellement aussi éloigné qu’il est possiliPe de la diagonale BD; le point A est donc le point de contact d’une tangente parallèle à BD.
On démontrerait de même que, le point C est le point de contact d’une seconde tangente parallèle à BD. Les points de contact A et C de deux tangentes parallèles sont les extrémités d’un même diamètre; donc AC est un diamètre. Il en est de même de BD.
De plus, ces diamètres sont conjugués, puisque l’un d’eux , BD, est parallèle à la tangente menée à l’une des extrémités de l’autre (197, 200).
La condition pour qu’un quadrilatère inscrit A l’ellipse soit maximum est donc que les diagonales forment un système de diamètres conjugués.
Remarques. Quel que soit d'ailleurs ce système de diamètres conjugués, la surface ABCD sera la même ; car elle est la moitié du parallélogramme construit sur les diamètres conjugués AC et BD, lequel est constant (295).
U. Dans le cercle , le quadrilatère maximum inscrit est le carré.
114. Problème. Étant donné un arc d’ellipte , achever la courte.
Soit AB'CD (fig. 84) l’arc donné. Menons les deux cordes parallèles AA' et aa'; par les milieux de ces deux cordes faisons passer une droite DO : ce sera un diamètre de l’ellipse. Menons deux antres cordes parallèles BB', bV\ par les milieux de ces cordes faisons passer une droite CO : ce sera un second diamètre de l’ellipse. Le point O où les diamètres sa rencontreront sera le centre de la courbe. Menons par le centre la droite EE' parallèle à BB' : ce sera la direction du diamètre conjugué de OC Pour déterminer la longueur de ce conjugué, prolongeons CO d’une quantité égale OC' ; par les points C et C menons des parallèles CT et CT à la corde BB' : ce seront des tangentes à la courbe; par le point D menons TT parallèle à AA': ce sera une troisième tangente; et, en vertu du théorème démontré au n" 211, la moyenne proportionnelle entre CT et CT sera la longueur du demi-diamètre OE.
Connaissant deux diamètres conjugués GC' et EE', on a vu (297) comment on peut tracer la courbe.
215- Problème. Connaissant , de grandeur el de poeition, deux dt amétree conjugués de {‘ellipse, conslruirc ses axes.
Soient OC et OD (fig. 85) les deux demi-diamètres conjugués donnés. Par le point D menés une perpendiculaire A OC, et prenez sur cette perpendiculaire les longueurs OE et OF égales A OC; puis joignez OE et OF. Divisée l’angle EOF en deux parties égales par la droite OX,qui coupera EF en un point 1; et menez OY perpendiculaire A OX. Enfin, menez DK parallèle A OX, et prenez OA=KF et OB=QK. Les droites OA et OB seront les axes de la courba.
Soient, pour abréger l’écriture, OC=o'.
jj OD=!/ et COD=V. On aura, d’après la con-
struction, ODE=90*— V et ODF=90»+V, et les triangles ODE et ODF donneront
ÔË,=o',+b'J— 2aV cos (90*— V)=tf>+ V>-îa'V sin V, ÔF,=a'>+h'>— 2a'V cos (90*+V)=a°+l^+îaV sin V.
Or, en appelant a et b les demi-axes , on a démontré les relations
o^+f/’^o’+b’ et <fb' sin V=ob.
On pourra donc écrire
ÔK,=o,+ b1— 2ab, d‘où OE=ra — 6;
ÔF*=o,+b» + îab, d’où OF=o + b.
Maintenant, OX étant la bissectrice de l'angle EOF, on a
IF _ O F o’ + DI _ a-f b US- OE °U a'—ül ~a — b’
d’où l’on tire =
D’ail leur», DX étant parallèle è 01 , on a
DI OK
o' KF
Donc OK=b et KF=g.
Remarquons enfin que le point D appartenant à l'ellipse , la droite menée de ce point parallèlement à OC serait une tangente; d'où il suit que DE est une normale. En vertu du théorème démontré au n” 210, ou plutôt en vertu de la réciproque, la proportion [1] ayant lieu, le point 1 appartient au grand aie. Donc, en prenant OA=KI> et OB=OK , on a bien les aies de la courbe.
216. Problème. Une droite AB (fig. 86) de longueur constante te meut, en t’appuyant par deux de tes points, A et B, sur deux axes fixes XX' et YY’; on demande le lieu décrit par un point déterminé M de cette droite mobile.
I. En examinant les diverses positions que peut prendre la droite AB, on reconnaît aisément que le point M décrira une courbe fermée Il s’agit d’en obtenir l’équation.
Posons AB=> , MB=«, MA— fi, OA = a et 0B = b. Prenons pour axes coordonnés les droites fixes XX' et YY\ Soit 6 l’angle YOX, et soient x et y les coordonnées du point.M, on aura
OP MB la >jr
n7 = Tn 011 - — n d où a = r — OA AB o X a
MP_MA y 9 , , . , ),y
ÔB-ÂB 0U b = X* d0Ù b=J’
800 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. Or la triangle AOB donna
OA* + OB*— 20A.OB.cos AOB = ÂB* ou a'+b'— 2ab cos 9 = X>.
Substituant les râleurs ci-dessus de a et de b, et divisant par X , on obtient
*• , y> 2ryco>9
«• + p* ~ Tp
Telle est l’équation du lieu. On reconnaît que c'est une ellipse (136). L’équation ne changeant pas quand on y remplace z et y par — z et — y, on en conclut, comme au n" 179, que l’origine est le centre de la courbe. Mais elle n’est point rapportée à deux diamètres conjugués , puisque l'équation contient le rectangle xy des variables.
11 est facile d'obtenir le diamètre conjugué de OD, par exemple. En effet, l’extrémité E de ce diamètre est le point de contact d'une tangente parallèle à OX. On déterminera les coordonnées de ce point en cherchant quelle valeur il faut attribuer & y dans l'équation [1], pour que les deux valeurs de x se réduisent à une seule. Or, si l'on prend - pour inconnue, la condition pour que les deux racines soient égales est
/y eos 6 \* y>
d’où y = ±-,2—.
sin8
Les racines égales sont alors
z _ y cos 6 p •
d’où
. a cos 6 z = ± — — — .
sm e
Ces valeurs sont faciles à construire. Connaissant le point E, on tire OE, qui sera le conjugué de OD. Ayant un système de diamètres conjugués, on pourra déterminer les axes.
Fig. 87.
OE, conjugué de OD, les voleurs
Remarques. I. Si le point décrivant, M, au lieu d'être situé entre A et B , comme nous l’avons supposé dans la figure 86, était situé en dehors, comme dans la figure 87 , la distance OP serait égale i
— a; on aurait donc o= — — ; par
suite, l’équation de l'ellipse serait
z* , y* , 2 xy cos 9 .
«,i"p,+ ïp“”
et l’on trouverait pour les coordonnées de l’extrémité E du diamètre
sin 9
et x=zz p
e cos 9 sin 9 1
dans lesquelles les signes supérieurs se correspondent , ainsi que les signes inférieurs.
II. Si les droites fixes XX' et Y Y' étaient perpendiculaires entre elles , on aurait 8=90°; par suite, l’équation de l’ellipse deviendrait
quelle que soit la position du point M sur la droite mobile. La courbe serait alors rapportée à son centre et à ses axes; les longueurs de ceux-ci seraient les distances a et p ou MB et MA.
217. La solution du problème suivant se déduit de celle qui vient d’élre exposée.
Problème. Dans un cercle dont le rayon est TO (flg. 88) roule , sans glissement,
un cercle dont le rayon CO est moitié moindre. On demande le lieu décrit par un point M situé sur la direction d'un rayon déterminé CA du cercle mobile.
Soit T le point de contact des deux cercles, l’af le point A et par le centre O menons une droite indélinie XX’, qui coupera le grand cercle en un point A,. Par le point O menons une droite indéfinie YY' perpendiculaire à la première; elle rencontrera le petit cercle en un point B, qui sera sur le prolongement de CA, puisque l'angle AOB est droit.
Remarquons d’abord que le point A, sera précisément la position qu'occupait le point A du petit cercle lorsqu'il était tangent en A.; en d'autres termes, les arcs AT et A.T sont égaux. En effet, on a •
A.OT
A„T 2nOT ’
d’où
îir.OT.AgOT
Or, l’angle A,OT ou AOT inscrit dans le petit cercle, est la moitié de l'angle au centre ACT qui intercepte le même arc AT sur ce petit cercle; d'ailleurs OT est le double de OC; les deux expressions de AT et de A„T sont donc égales.
Cela posé, on voit que la droite AB, qui est constante, puisque c'est un diamètre du petit cercle, s’appuie par ses extrémités A et B sur deux aies fixes rectangulaires XX' et YY'; le point M situé sur le prolongement de AB décrit donc une ellipse dont les axes sont dirigés suivant ces deui axes fixes, et ont pour longueurs respectives : OM0 = MC +-CO et ON = MC — CO.
Si le point décrivant était situé entre A en B, en m par exemple, les axes seraient : OC + Cm et OC — Cm.
Si le point décrivant était le point A lui-même , on voit que l'ellips^e réduirait au diamètre A„D du cercle fixe. On s’est servi de cette propriété dans les machines pour guider des pièces animées d'un mouvement rectiligne alternatif.
ÎI8. Le problème suivant se résout également à l’aide de ce qui a été établi
an n* 111.
Problème. Un triangle AMD (fig. 89 et 90) te meut en t'appuyant par dcua de tet sommets, A et B, sur deux axet fixes XX' et YY'; on demande le lieu décrit par le trentième sommet.
I. Si le triangle a la position indiquée figure 89, menons par le point B
une droite BI qui fasse avec AM un angle BIA égal au supplément de l’angle YOX; et par les points O et I menons une droite indéfinie HH'. Le quadrilatère OBIA sera inscriptible; donc l’angle IOB sera égal à l’angle IAB constant du triangle mobile. Les points A et I se meuvent donc sur des axes fixes XX' et HH'; d’ailleurs les distances AI et IM sont constantes; on se trouve donc dans lo cas du n" 215; le sommet M décrit donc une ellipse qui ale point O pour centre.
H. Si le triangle a la position indiquée figure 90, menons BI qui fasse avec AM
un angle BIA égal à l’angle YOX, et par les points O et I menons la droite indéfinie HH'. Les quatre points O, B, A, 1 seront encore sur une même circonférence de cercle; l’angle IOB sera donc le supplément de l’angle IAB du trianglemobile; les points A et I se meuvent donc encore sur deux axes fixes XX' et HH'; les distances AI et IM sont encore constantes ; le sommet M décrit donc encore une ellipse dont le centre est le point O.
Remarque. Si le point M se confondait ***• èff- avec le point I, l’ellipse deviendrait une
ligne droite, puisque le point I se meut sur la droite HH'.
Ït8. Problème. Trouver le lieu des pointe d'où l’on peut mener à Vellipte deux
tangentes perpendiculaires entre cllet.
Supposons l'ellipse rapportée à son centre et i ses axes; les deux tangentes auront pour équations
[IJ y—mxdz'Jdim'+b et y = m'e ± + b1 {!];
•t puisqu’elles sont perpendiculaires entre elles, on doit avoir (75)
mm’ + 1 =0 . [3J.
SOS
Dans les équations [1] et [2j, on peut regarder x et y comme les coordonnées du point commun aux deux tangentes, c’est-à-dire comme les coordonnées d'un point du lieu. Si donc on élimine m et m' entre les équations [1], [2] et [3] , il restera une relation constante entre x et y , qui sera l’équation du lieu.
Or l’équation [IJ peut être misa sous la forme
(x‘—/iT)m,— 2Ty m + t/ — 6*=0 f4].
L’équation [2] fournit une relation semblable , qui ne diffère de celle-ci qu’en ce que m y est remplacé par wt. Il s’ensuit que Ton peut regarder m et m' comme les deux racines de l’équation [4]. Leur produit a donc pour râleur
et en substituant dans l’équation [3], on obtient
— ^4-1=0 ou ** + y*=a> + b\ v — a*
équation d’un cercle décrit du centre de l’ellipse avec un rayon égal à >Ja} + 65, diagonale du rectangle construit sur les demi-axes a et b.
Remarque. Dans le cas où a=b, le rayon derient ayj 2, ou le côté du carré inscrit au cercle donné.
220. Problème. On a uns série d'ellipses ayant même centre , leurs axes proportionnels et dirigés suivant les mêmes droites; par un point fixe dans leur plan on leur mène des tangentes; on demande le lieu des points de contact.
Supposons ces ellipses rapportées à leur centre et à leurs axes. Si les demiaxes de Tune sont a et b, les demi-axes de Tune quelconque des autres pourront être représentés par na et nb, n étant un coefficient variable d’une ellipse à l’autre.
L’équation d’une tangente sera donc (487)
et si s* et y" désignent les coordonnées du point fixe par lequel on mène les tangentes, on devra avoir
[IJ
avec la relation +^1 - 1 f2].
Pour obtenir l’équation du lieu des points de contact, c'est-à-dire la relation constante qui lie les coordonnées x* et </, il suffit d’éliminer n entre les équations [1] et [2]. Pour cela, on n’a qu’à égaler les premiers membres et à supprimer le dénominateur n’, ce qui donne
Cette équation est celle d'une ellipse, qui passe par l'origine et par le point Aie. On pouvait prévoir cette double circonstance. Car, lorsque les axes, tout en conservant leur rapport, deviennent tris-petits, l'ellipse tend à se réduire à l'origine des coordonnées ; il en est donc de mime des points de contact. D'un autre cité, parmi les ellipses données, qui croissent indéfiniment, on peut toujours en concevoir une qui passe par le point fixe; ce point devient alors luiraême le point de contact.
On simplifie l’équation du lieu en transportant l’origine au milieu de la droite qui joint le point fixe 1 l’origine, c'est-à-dire au point dont les coordonnées *" y”
sont - et|-. Pour cela il faut poser :
*'=*+2 et y =y + y; substituant dans l’équation [3] on obtient
Posant, pour abréger,
il vient enfin
++t=€L+tlm
a,7' b’ ia,TW
L'ellipse est alors rapportée à son centre et à ses axes. On volt que ces axes sont proportionnels à ceux des ellipses données.
Remarque. Si les ellipses données sont remplacées par des cercles concentriques , le lieu est un cercle décrit sur la distance du point fixe au centre commun des cercles donnés , prise pour diamètre.
221. Problème. On a deux cercle s égaux C et C (fig. 91), qui se coupent en
B et B'; par le milieu O de la distance des centres on mène une sécante quelconque; elle rencontre les deux circonférences en des points K et K'; on joint CK et C’K' qui , prolongés ou besoin, se coupent en un point M. On demande le lieu du point M.
Prenons pour axes la droite XX' qui passe par les deux centres, et la droite YY’ qui passe par les deux points communs; il est évident que le lieu sera symétrique par rapport à ces axes, et que par conséquent son équation sera plus simple.
Posons CA=a, OB=b, OC=e;
en joignant CB, on voit facilement qu’on aura o’=bJ-f c7.
Les équations des deux circonférences seront
[l] y’ + t* — c)7~a7 et y’-f (x + c)7=a7 [21.
Fig. si.
Soit y — mx l’équation de la sécante; en éliminant y entre cette équation et chacune des deux précédentes, on aura les équations qui donneront les abscisses des points où la sécante rencontre les deux circonférences. Soient s' et s" les abscisses des points K et K', on trouvera ainsi
[3] (mJ + l)x'J— 2ci'=6’ et (m’-H)**+2c*"=b’ [4].
Les ordonnées des points K et K' étant » ni' et nu", on trouve que les droites CE et C'K' ont pour équations (70)
[5] y=jr^(*-£) et ¥=jqpj(* + «) [<>]•
Dans ces équations on peut regarder s et y comme les coordonnées du point M ; on obtiendra donc l’équation du lieu en éliminant **, s* et m entre les relations [3], [4], [5] et [6].
Pour cela, on éliminera d’abord xf entre [3] et [5], ce qui donne, après réductions , et en ordonnant par rapport & c, »
m’ (y’ — V-) e’ — 2 (a’my — b’m’x) c — ay + 2a’mary — b,m,x,= 0 [7] .
. Si l’on élimine de même se" entre les équations [4] et [6], On obtiendra une relation qui ne différera de celle-ci qu’en ce que c sera changé en — c. Pour que ces deux relations subsistent en même temps, il faut donc que le terme affecté de la première puissance de c dans l’équation [7] disparaisse de lui-même, ce qui donne
a’my — b'm’x—0, d’où m=z~^
(la Taleur particulière m = 0 ne pouvant être admise).'En mettant pour m cette expression dans l’équation [7] , on aura une relation constante entre * et y , qui sera l’équation du lieu. On trouve ;
a’cy [a’ (y1 -b>) + 6’*’] =0.
Or, en supprimant le facteur oVy 1 étranger è la question, transposant et divi sant par a’b’, on obtient
C’est l’équation d’une ellipse rapportée à son centre et è ses axes, qui sont le diamètre 2a de l’un des deux cercles, et la corde commune 2b. Les centres C et C' des deux cercles sont les foyers de l’ellipse.
Remarque I. On peut arriver au même résultat par des considérations géométriques. Menons par le point C une parallèle à OK, terminée en I è sa rencontre avec CM prolongé. Comme on a OC = OC, à cause des parallèles on aura aussi IK' = CK'=o. Mais CK = a; donc 1K'=CK. Or on a la proportion ;
IK'- CK
donc IM = CM; et par suile MC + MC = MC' + Ml = CT = CK' + K'I =2a. Le
lien du point M jouit donc de cette propriété que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes C et C', est constante et égale à 2 a; ce lieu est donc une ellipse dont C et C' sont les foyers, et dont le grand axe est 2a.
II. En prenant DA = OC et iyA'=OC', on aura les sommets du grand axe.
222. Le lecteur pourra s’exercer sur les questions suivantes :
I. Théorème. Si l'on joint un foyer de l’ellipse avec le point oû la directrice correspondante rencontre une tangente donnée, la ligne de jonction sera perpendiculaire au rayon recteur du point de contact.
II. Théorème. la moyenne géométrique entre Us deux rayons vecteurs d'un même point de l’ellipse est U demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit d ce point.
III^ Théorème. La somme des carrés des projections de deux diamètres conjugués de l’ellipse sur une droite fixe quelconque est constante.
IV. TnéORÈUB. Si Ton joint deux points m et m' d’une ellipse aux extrémités A
et B d'un même diamètre, et que l'on mène la diagonale nn' du quadrilatère Mur- . miné par le» quatre lignes de jonction, cette diagonale sera parallèle d la tangent* TT' menée à l’une des extrémités A du diamètre.
V. Problème. Inscrire dans une ellipse donnée un triangle dont la surface soit un maximum.
VI. Problème. Étant donnés deux carrés ABCD, abcd, dont l'un est intérieur d Vautre, ayant même centre, et disposés de telle sort» que les côtés de l’un soient parallèles aux diagonales de l'autre , inscrire au plus grand une ellipse qui soit circonscrite au plus petit.
VII. Problème. Trouver le lieu des sommets des parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués
de l’ellipse.
o VIII. Problème. On a une' série d’ellipses ayant
Fig. m. même centre, leurs axes proportionnels et dirigés sui-
vant les mêmes droites; par un point fixe pris dans le plan d» ees courbes on leur mène des normales; trouver le lieu des pointe od chaque normale rencontre la courbe (normalement).
IX. Problème. One droite de longueur constant» se ment en s’appuyant par ses extrémités sur deux axes fixes; trourer le lieu des centres de gravité des triangles déterminée par ces deux axes et par cette droite.
X. Problème. On a deux ellipses dont les axes sont proportionnels et respectivement parallèles; trouver le lieu des points oti chaque diamètre de l’une rencontre le conjugué de son parallèle dans l’autre.
XI. Problème. On mène parallèlement à une droite donnée des tangentes à
um série d'ellipses ayant la mêmes foyers; trouver le lieu des points de contact.
XII. Problème. On a une série d’ellipses ayant même surface et leurs axes dirigés suivant Us méma droites; dans chacune d'elles on inscrit un rectangle maximum; trouver le lieu des sommets de ces rectangles.
223. Applications. I. On sait qu’une arcade à plein cintre est formée d une demi-circonférence de cercle AHB (fig. 93) qui est tangente en A et B aux arêtes verticales AC et BD des piédroits ; la tangente à l'extrémité H du rayon vertical OH est alors une horizontale EF, parallèle i la ligne de naissance AB.
Lorsque l'arcade est destinée & soutenir une rampe , la ligne de naissance ab (fig. 94) prend l'inclinaison de la rampe; il en est de même delà tangente ef menée à l'extrémité h de la verticale oh égale à oa ou à ( ob. La courbe ahb de l'arcade prend alors le nom d’arc rampant; elle doit être tangente en a, h et b aux droites ce, ef et fd. Le plus souvent on se contente de la remplacer par deux arcs de cercle; mais le tracé a moins de raideur lorsque la courbe est une ellipse.
Les tangentes ae et bf étant parallèles, la droite ab est un diamètre; son milieu o est le centre, et oh rat le conjugué de ao. Ayant un système de diamètres conjugués égaux, il suffit, pour tracer la courbe, de décrire sur ab une demi-circonférence, et d’incliner ensuite les ordonnées parallèlement à oh (M 7).
Remarque. On trouverait dans l'architecture et dans la coupe des pierres beaucoup d’autres applications de l'ellipse.
224. U. La perspective d'un cercle est généralement une ellipse, quand la surface du tableau est plane. Pour mettre en perspective un cercle O (fig. 95) ‘dont le plan est horizontal, on lui circonscrit un carré ABCD, dont deux côtés AB et CD sont parallèles au tableau; on mène la diagonale BC, et l’on tire les diamètres EF et GH qui unissent les points de contact. Soit a6 l’horizontale qui représente le côté AB sur le tableau. On démontre que les droites ae, ef, bd, perspectives des droites AC, EF, BD, vont concourir en un point P que l'on appelle le point de vue; et que la diagonale BC a pour perspective une droite bc qui va passer par un certain point P*, situé sur la même horizontale que P, et
que l'on nomme le poiuf de distance. Quant aux droites cd et gh , perspectives de» droites CD et GH , elles sont parallèles à ab. Les lignes tangentes restant tangenies en perspective, il s'agit de tracer une ellipse tangente en e, g, f tX h aux quatre côtés du trapèze abcd.
Fig. 95.
Pour cela, on remarquera que les tangentes ab et cd étant parallèles, la droite ef e si un diamètre, et son milieu i est le centre. Le conjugué de e/'est parallèle i ab. Pour en déterminer la longueur, on fera usage du théorème démontré au n* 211. On prendra la moyenne géométrique entre ne et cf, et on la portera de i en k. Ayant un système de diamètres conjugués, on pourra tracer la courbe comme il a été dit au n* 207.
Reu*rques. 1. La perspective d'un cercle vertical donnerait lieu i des constructions du même genre.
U. Les ombres et la perspective des ombres fourniraient beaucoup d’autres applications de l'ellipse.
22$. III. Lorsque la corde d'un réverbère oonserve sa longueur et reste dans un plan vertical, la poulie est assujettie à décrire une ellipse qui a pour foyers les deux points de suspension et dont le grand axe a pour longueur celle de la corde. Dans la position d'équilibre, on démontre que la poulie est au point le plus bas de l'ellipse; la tangente en ce point étant horizontale. Pour trouver la position d'équilibre, il s'agit donc de mener i l’ellipse une tangente horizontale (19S). Pour cela , soient A et B (fig. 96) les points de suspension; on mènera la verticale AH. Du point B comme centre avec un rayon égal è la longueur de la corde, on décrira un arc de cercle qui coupera AH en un point D; on joindra BD; puis, par le milieu I de AD , on mènera l'horizontale * IM qui rencontrera BD au point M. Ce point sera la position d'équilibre de la poulie; les droites AM et BM seront les directions des deux parties de la corde.
228. IV. On a construit des salles & voûte elliptique; elles jouissent , sous le rapport de l’acoustique, d'une propriété remarquable. Supposons que la voûte
soit une surface de révolution dont 1a demi-ellipse A MA' (fig. 78) soit la courbe méridienne, et dont AA' soit l’ax?. On sait que lorsqu'un rayon sonore vient frapper une surface, il se réfléchit en faisant un angle de réflexion égal à l’angle d’incidence; c'est-à-dire que le rayon incident et le rayon réfléchi font avec la normale des angles égaux. La normale à une surface de révolution étant la normale à la section méridienne qui passe au point de la surface que l’on considère, on voit que si un rayon sonore F'M émane de l’un des foyers F' de la courbe méridienne, après la réflexion il viendra passer au foyer F, puisque lesangles F'M N et FMN que les deux rayons font avec la normale MN doivent être égaux. Il en sera de même de tous les rayons qui émanent du foyer F*, soit qu’ils viennent frapper la surface en un point de la courbe AMA' ou en un point de toute autre ellipse méridienne. Un son produit en F* sera donc perçu en F avec une intensité incomparablement plus grande que s’il était produit et perçu en tout autre point de l’espace; et c’est ce qu’on observe en effet.
Î27. V. Le méridien terrestre diffère extrêmement peu d’une ellipse dont le grand axe serait le diamètre de l’équateur, et dont le petit axe serait la distance des pâles. C’est en mesurant les degrés du méridien qu’on a pu déterminer les dimensions de ses axes.
On appelle arc d’un degré sur une ellipsa (ou sur une courbe quelconque! , un arc tel que les normales menées à ses extrémités font entre elles un angle d’un degré. Or il suffit de connaître la longueur de l’arc d’un degré au pôle et à l’équateur pour être en état de calculer les axes du méridien.
En effet, chacun de ces arcs peut d’abord être remplacé par un arc de cercle qui en diffère extrêmement peu, car on a vu au n” 191 que la normale, en un point tris-voisin du sommet du grand axe, rencontre cet axe à une distance du
centre égale à — > et par conséquent à une distance du sommet égale à a
ou à — . L’arc d’un degré compté à partir du sommet du grand axe se confond
donc sensiblement avec un arc de cercle dont le rayon serait — , et si l’on dé-
signe par d la longueur de l’arc d’un degré dont il s’agit, on a
On verrait de la même manière que si d' désigne la longueur de l’arc d’un degré compté à partir du sommet du petit axe, on a
De ces deux égalités on tire les valeurs de a et de b. Pour cela, on élève au carré les termes de l’égalité [1] el on multiplie terme à terme avec la proportion [2], on obtient :
(2 it)J bJ (3GU)J Par un calcul analogue, on obtient GÉOM. ANAL.
d’où
| _ 360 ï/dtF‘.
On a trouvé ainsi, à environ 500“ près,
a = 63* 7 400“ et 6 = 6350100-,
a étant le rayon de l'équateur et b celui du pôle.
Ce qu'on nomme l'aplatissement est le rapport
128. VI. Les orhites des planètes (lorsqu’on néglige les petites perturbations qu'elles éprouvent) sont des ellipses dont le centre du soleil occupe l’un des foyers. L’orbite de la terre, par exemple, est une ellipse dont le demi-grand axe est d'environ 153493000 kilomètres, elle demi-petit axe de 153454000 kilomètres. L’excentricité , ou le rapport -j est 0,01678. Cette ellipse, comme on voit, diffère
peu d’un cercle.
Parmi les planètes anciennement connues, celle dont l’orbite est la plus excentrique est Mercure ; pour cette planète, le rapport j est égal & 0 .20562.
La planète dont l’orbite a la plus grande excentricité est Junon , pour laquelle
D’après la première loi de Képler, si par le foyer F (fig. 97) de l’orbite planétaire qu'occupe le centre du soleil, on conçoit un rayon vecteur fictif Fin mené au centre de la planète , ce rayon vecteur décrira des aires - proportionnelles au .temps, c’esl-à dire que si m’ est la position qu’occupe la planète au bout de 1" par exemple, le secteur mFm' aura une surface constante, quelle que soit la position m qui a servi de point de départ.
L’arc mm' n’est autre chose que la vitesse t> de la planète; la loi de Képler fournit le moyen d’exprimer d’une manière très-simple la loi suivant laquelle varie celte vitesse. En effet , soit T la durée de la révolution de la planète exprimée en secondes; l’aire du secteur décrit en une seconde sera (298).
Fig 87.
Mais l’arc mm' étant assez petit pour pouvoir Cire considéré comme rectiligne,
on a aussi
s = ) mm'. p
en appelant p la perpendiculaire FP abaissée du foyer F sur la tangente en m , ou sur le prolongement de l’élément mm’. D’ailleurs, en vertu du théorème démontré au n” 209, si p' désigne de môme la perpendiculaire Fl” abaissée du second foyer F' sur la môme tangente, on a
et par suite
s = | mm'.
HJ
Egalant les seconds membres des relations fl] et f2], on obtient = dou mmout=-jjrp',
c’est-à-dire que la vitesse r de la planète est proportionnelle à la perpendiculaire p' abaissée du second foyer de l’orbite suc la tangente.
La vitesse est donc la plus grande quand la planète est au point A que l’on nomme le périhélie; on a alors \f — a + c, et par conséquent
2 ira (a + c)
® — or’
Elle est la plus petite quand la planète est au point A' , que l’on nomme Vaphélic ; on a alors p' = a — c , et par suite
2îm(o — r).
OT
Ces vitesses eitrêmes sont dans le rapport de a + c à a — c,ou, ce qui revient C c
au même , dans le rapport de 1 + - à 1 — -• Pour l’orbite terrestre, par exem-
ple, dans laquelle ^ = 0, 01678, les vitesses au périhélie et à l’aphélie sont entre
elles comme 1 + 0,01678 est à 1 —0,01678 ou comme 1 ,01678 est à 0,98322.
Pour Mercure, on a - = 0,20562; et par conséquent le rapport des vitesses
extrêmes est celui des nombres 1 -f 0,20562 et 1 — 0,20562 ou de 1,70562 à 0,79438.
CHAPITRE VII
sj I . centre: axes; ordonnées; foyers et directrices.
220. Contre; axes; ordonnées. On a vu au n° 1 74 que l’équation de l’hyperbole peut être ramenée à l’une des deux formes :
ou
les angles étant rectangulaires.
La seconde forme se ramène elle-même à la première en changeant les y en x et les a; en y; il suffira donc d’étudier la première. Elle ne diffère de l’équation de l’ellipse qu’en ce que b ’ y est remplacé par — b *.
Celte équation ne change pas quand on y remplace x cl y par — x et — y, on en conclura, comme au n° 170, que l’origine est le centre de la courbe.
A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signe contraire ; et à chaque valeur de y correspondent de même deux valeurs égales et contraires de x. On en conclura, comme nu n° 170, que les axes rectangulaires auxquels la courbe est rapportée sont des axes de symétrie. On les nomme les axes de l’hyperbole. La courbe se compose de quatre parties superposables.
Pour y = 0, on a x = ±a; mais pour x = 0 on trouve y=±bij — 1. Il en résulte que l’axe des x rencontre la courbe; mais que l’axe des y ne la rencontre pas. Le premier prend pour cette raison le nom d’axe transverse ; sa longueur est 2 a. Quoique le second ne rencontre pas la courbe, on convient encore d’ap* peler 2 b sa longueur.
L’hyperbole est dite équilatère lorsque l’on a a — b.
On tire de l’équation [1] #
y=±^\Jx' — a* [3 1 .
On reconnaît que la courbe n'a aucun point dont l’abscisse soit moindre que a en valeur absolue; et si l’on fait croître a; de «
jusqu’à » , y croît depuis 0 jusqu’à oo . La courbe a donc la forme indiquée par la figure 98.
Les points A et A' où elle est rencontrée par son axe transverse sont les deux sommets de l’hyperbole.
On peut la construire par points d'après son équation. Soit OP Fi8- (fig. 98) l’abscisse d’un point dont
on cherche l’ordonnée; du point P on mènera une tangente PN au cercle décrit sur AA' comme diamètre; on prendra PI = è, et PK=o; on joindra KN, et l’on mènera IH parallèle à KN ; puis on prendra l’ordonnée PM égale à PH; le point M sera un point de la courbe, car on aura
MP PH PI
PN 011 PN PK a'
Ma is NP = v'PA . PA' = ^(x -j- a) (x + a) = ^x’ — a%
donc
MP b \fx* — n* a’
ce qui revient à la relation [3].
230. On peut aussi, comme au n° 100, calculer les coordonnées d’autant de points de la courbe qu’on voudra sans avoir de racine à extraire.
Il suffit de poser
et
formules qui vérifient l’équation [1] indépendamment de t. En y faisant croître l de 0 jusqu’à 1, x varie de a jusqu’à œ , et y depuis 0 jusqu'à » .
231. Théorème . Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l'axe
transverse sont entre eux comme les produits des distances de ces ordonnées aux deux sommets.
En effet, M(x, y) el M'(x',i/') étant deux points de l’hyperbole, on a
y’=ÿ(^— «*) et y"=-^i(x',—a')
mais y = MP, y =M' et x' + a = A'P’.
Donc
xf — a* (x — a) (x -f- a) .
P', x — a = AP, x-fa = A'P,
MT»’ AP. A'P MP'* AP'. AP
x' — a = AP’
ce qu’il s’agissait de démontrer.
252. Foyers. On a vu au n°I2 que la courbe qui jouit de celle propriété, que la différence des distances de chacun de scs points à deux points fixes est constante, est une hyperbole. Nous allons faire voir que toute hyperbole jouit de cette propriété.
Prenons sur l’axe transverse de l’hyperbole deux points F et F' (fig. 99) situés de part et d’autre du centre à une distance c=y'a*-|-4’. Soit M un point de l’hyperbole répondant à une abscisse positive; joignons MF et MF'. Nous aurons
MF*= y* + (x- c)*= £ (x’- a’) + (x— c)*= (f - a)’,
ex
d’où MF— a [4]
attendu que x étant au moins égal à a, et c étant plus grand que ex
a, le terme — est plus grand que a.
On aura de même
MF* = i/ + (x + r)* = £ (x» _ a*) + (x + c)« = + a ) 5
d’où
MF' = — -j- a, a '
PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DE L’HJ'PERBOLE.
Retranchant [4] de [5], obtient
MF' — MF=2<z,
quantité constante; ce qui démontre la propriété énoncée pour la
branche d'bvperbole située à droite de l’axe des y. A cause de la symétrie, il est clair qu’elle a lieu pour l'autre branche, avec celte seule différence que les points situés sur cette seconde branche sont plus éloignés de F que de P.
Les points F et F' sont les foyers de l’hyperbole; les distances MF et MF' sont les rayons vec/eurs du poinl M. La propriété que l’on vient de démontrer peut s’énoncer en disant que, dans l' hyperbole , la différence des rayons vecteurs est égale à l'axe transverse.
èrr 1 [_
Fig
Remarques. I. Celle propriété n’appartient qu’aux points de l’hyperbole; car soit d’abord M' un point extérieur (c’est-à-dire placé du côté où la courbe tourne sa convexité); joignons M'F' et M'F, qui coupera la courbe en un point M; joignons MF', nous aurons
M'F’ <MF'+ MM', d’ou M'F'- M’F< MF'+ MM — M'F,
ou M'F'— M'F < MF' — MF ou <2a;
soit, en second lieu, 11" un point intérieur (c’est-à-dire placé du côté où la courbe tourne sa concavité); joignons M"F' et M"F , dont le prolongement coupera la courbe en un point M; joignons MF', Nous aurons
MT > MF'— MM", d’où MT— M"F > MF' — MM"— M"F,
ou M"F' — M"F > MF’ — MF ou >2a.
On voit qu’un poinl est hors de l'hyperbole, sur l'hyperbole, ou intérieur à l’hyperbole, suivant que la différence de scs distances aux deux foyers est inférieure, égale ou supérieure à l'axe transverse.
II. Pour construire les foyers, il suffit d’élever au sommet A
(fig. 100) une perpendiculaire à l’axe transverse; de prendre sur cette perpendiculaire une longueur AB égale à b, et de décrire du point O comme centre, avec OB pour
— rayon, une demi-circonférence de cercle. Elle rencontrera l’axe transverse prolongé, aux points F et F' qui seront les foyers; car on aura
OF = OB = v/OA,-j-AB,==v'F+65.
La distance FF’ ou 2c se nomme l'excentricité de l’hyperbole.
III. On a vu au n* 12 comment on trace la courbe d’un mouvement continu en s’appuyant sur la propriété dont nous nous occupons. On peut aussi la construire par points. Pour cela, du foyer P comme centre avec un rayon plus grand quee — a on décrira un arc de cercle ; du point F’ comme centre avec un rayon égal au précédent augmenté de 2 a on décrira un second arc de cercle. Ces deux arcs se couperont en un point appartenant à l’hyperbole.
IV. Dans l’hyperbole, comme dans l’ellipse, le rayon vecteur est une fonction rationnelle, entière et du premier degré de l’abscisse du point considéré, lorsque la courbe est rapportée à son centre et à ses axes; en général, le rayon vecteur est une fonction rationnelle, entière et du premier degré des coordonnées du point considéré, quel que soit le système de coordonnées rectilignes auxquelles on rapporte la courbe (105, IV).
255. Directrices. A chaque foyer de l’hyperbole , comme à chaque foyer de l’ellipse, correspond une directrice, c’est-à-dire une droite, telle que le rapport des distances de chaque point de la courbe au foyer et à cette droite est constant.
Soit DL (lig. 100) une perpendiculaire à l’axe transverse. Soit M
un point de l’hyperbole; joignons MF, et menons ML perpendiculaire à DL; si l’on représente OD par d, on aura
MF = — — a, ML = x — d, a
et si k désigne le rapport constant de ces deux longueurs, on devra avoir
ex
— 7 =k d'où ( - — k)x-\-dk — a=0.
Pour que cette relation subsiste quel que soit x, il faut qu'on ait séparément
-=k et dk=a, d’où d= — ,
c’est-à-dire que la distance d doit être une troisième proportionnelle à la demi-excentricité et au demi-axe transversc ; et qu’alors le rapport des distances MF et ML est celui de l’excentricité à l’axe transverse.
Pour le second foyer, on trouverait une droite analogue D'L'si-
fl*
tuée à une distancetlu centre égale à
Ces droites sont les directrices de l'hyperbole. Comme c est plus
grand que a, la distance - est moindre que a; les deux directrices
sont situées entre les sommets A et A’ de la courbe.
La propriété que l'on vient de démontrer peut s’énoncer en disant que les distances d'un même point de l'hyperbole au foyer et à la directrice correspondante sont entre elles comme rexcenlricitc est à l'axe transverse.
Remarques. I. Pour construire la directrice DL, il suffit d’élever sur OA la perpendiculaire AB égale à b, de joindre OB; d’abaisser du foyer F sur OB la perpendiculaire FI, et de mener par le point I une perpendiculaire DL à l’axe transversc. Car on aura
OD _ 01 01 — OF
mais les triangles OAB et OIE sont égaux comme étant rectangles, ayant un angle commun et les hypoténuses égales ; on a donc 01 = OA, et l'on peut écrire
OD OA OD a
ÜÂ“ÔF °U ~â ~c'
II. Quand l’hyperbole est équilatère, le point D est le milieu de OF; car le triangle OAB, et par suite son égal OIF, sont isocèles, puisque l’on a a — b.
III. Dans l’hyperbole, c est plus grand que a ; ainsi, un point quelconque de la courbe est plus près de la directrice que du foyer correspondant. C’est l’inverse de ce qui a lieu dans l’ellipse.
S 2. TANGEETE et normale.
254. Tangente. Le coefficient angulaire de la tangente à l’hyperbole, au point (a;' y1), a pour valeur (10 1)
qui ne diffère de celle du coefiicient angulaire de la tangente à l’ellipse qu’en ce que b • est changé en — b *.
Pour voir comment ce coefficient varie, remplaçons y' par sa valeur tirée de l’équation de la courbe; on trouve, après réductions,
Considérons la portion de la courbe comprise dans l’angle YOX. Quand x' croît de +a à + » , m décroît de -j- œ à + ^ ; il en résulte que, dans l’intervalle considéré, la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs (100); et, à cause de la symétrie, on peut
dire que dans tout son cours elle tourne sa concavité vers le prolongement de son axe transverse.
Au sommet, onai' = oct y' = 0 ; par suite «i = ® ; la tangente en ce point est donc perpendiculaire à l’axe transverse.
233. L’équation de la tangente à l’hyperbole, au point {x1, y1), est, d’après ce qui précède (101),
il faut y joindre la relation
qui exprime que le point est sur la courbe. On peut mettre l’équation [2] sous la forme
xx' yy' x'1 y'*
et par conséquent, en vertu de [3], on peut écrire
xsf yy' .
telle est l’équation de la tangente.
23G. Problèmes. I. Mener une tangente par un point (x", y") extérieur ( c'est-à-dire situé cn're les deux branches de l'hyperbole).
On aura, pour déterminer x'4 et y', coordonnées du point de contact, les deux équations
£_£=1 et î¥-^=t.
dont la seconde exprime que le point donné est sur la tangente.
L’élimination conduit à une équation du second degré ; il y a donc, en général, deux tangentes. Elles se réduisent à une seule quand le point donné est sur l’hyperbole.
Mais, au lieu de déterminer les coordonnées x’ et y’ par le
calcul, il est préférable de remarquer que le point de contact peut s'obtenir, comme au n° 187, par l’intersection de deux lieux géométriques, savoir : l'hyperbole cllc-mômc et une droite, la côrde des contacts, dont les coordonnées à l’origine sont
II. Mener une tangente parallèle à une droite donnée dont le coefficient angulaire est m.
En opérant comme au n° 187, II, on trouvera
y = mx db y fd'in' — b*.
Cette équation ne diffère de celle qui a été trouvée pour la tangente à l’ellipse qu’en ce que 6’ y est remplacé par — 6*.
Il peut y avoir, comme on voit, deux tangentes parallèles à la direction donnée. Elles se confondent en une seule droite passant par le centre quand on a
m* = — ou m = dr - , a* a
et le problème devient impossible quand on a
rn‘ < — ou m < o* a
en valeur absolue; donc, si a désigne l'angle aigu dont la tangente est il faut, pour que le problème soit possible, que la droite donnée fasse, avec l’axe des x, un angle compris entre a et
Remarque. Si l’on cherche les coordonnées des points de contact, on trouve pour a;' et pour y' deux couples de valeurs qui sont égales et de signe contraire. Il en résulte que les deux points de contact sont aux extrémités d’une môme droite passant par le centre.
'237. Si l’on fait y = 0 dans l’équation de la tangente, on trouve
quantité indépendante de b et de y'. Il en résulte, comme pour l’clüpse, que si l’on décrit diverses hyperboles ayant le môme axe transversc, et qu’on leur mène des tangentes aux points qui ont pour abscisse commune ar1, ces tangentes iront toutes couper l’axe transverse en un môme point.
Remarque. La valeur de x étant de môme signe que x il s’ensuit que la tangente coupe l’axe transverse entre la branche d’hyperbole qu’elle touche et le centre, et que par conséquent la tangente passe toujours entre les deux branches.
238. Normale. On trouvera pour l’équation de la normale, au point dont les coordonnées sont x' et y’,
Elle ne diffère de l’équation de la normale à l’ellipse qu'en ce que 6* est changé en — b *.
Pour obtenir le point où la normale coupe l’axe transverse, il faut faire y = 0; ce qui donne
X = X H r OU X = -zX .
L’abscisse x du point de rencontre est donc proportionnelle à l’abscisse x'.
Sa plus petite valeur répond au minimum de x1 qui est a, on trouve alors
quantité plus grande que c. Ainsi, une normale infiniment voisine du sommet rencontre le prolongement de l’axe transverse au delà du foyer, par rapport au centre.
239. Théorème. La tangente à l'hyperbole divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs. •
Soit MT (fîg. 101) la tangente au point M, et soient MFctMFles rayons vecteurs de ce point. Il.s'agil de démontrer l'égalité
TF _ MF TF’ — MF"
fl*
Or on a vu, au n° 230, que la distance OT a pour valeur —, en
appelant x l’abscisse du point M. Il en résulte
TF = OF — OT = e — - = ----x x
et
TF’ = 0F’+ 0T = c + ^'=^i-,
d’où
TF ex —
TF' cx-}-<(!’
mais, d’après ce qui a été établi au n* 232, on a aussi
cx^ ^ ex
a ÔT
MF’= — -|-a
cx-f-a’
cToù
MF
_ ex — a*
MF'
cx + u*
Les rapports ^ et ^7 sont donc égaux, et la droite MT est la bissectrice de l’angle FMF'.
Remarques. I. Il en résulte que la normale MN est la bissectrice de l’angle supplémentaire IMF.
II. Il en résulte encore que si une ellipse et une hyperbole ont les mêmes foyers, les tangentes aux deux courbes, en chaque point d’intersection, sont perpendiculaires entre elles (192).
240. Le théorème précédent fournit un moyen de construire la tangente à l’hyperbole par un point donné.
Supposons d’abord le point donné en M sur la courbe. On mènera les rayons vecteurs MP et MF', on prendra MH =MF, on joindra IIF, puis on abaissera MT perpendiculaire sur HF; la ligne TT' ainsi obtenue sera la tangente demandée, car on aura par construction l’angle II MT = TM F.
241. Supposons, en second lieu, que le point soit donné en P hors de la courbe. Du point P comme centre avec PF pourrayon, on décrira un arc de cercle; du point F' comme centre avec un rayon égal à l’axe transversc 2 a on décrira un second arc de cercle qui coupera le premier en un point H; on joindra FH, et du point P on abaissera sur FH la perpendiculaire PT, qui sera la tangente demandée. En joignant F’H, et prolongeant , on aura le point de contact M.
La construction sera toujours possible quand le point donné P sera extérieur à l’hyperbole dans le sens que nous avons défini plus haut.
En effet, le point P étant extérieur à l’hyperbole, on a (252, Rem. I)
PF' — PF<2a. [1]
De plus, le point P étant supposé plus voisin de F que de F', on a PF<PF', et à plus forte raison
PF < PF' + 2a. [2]
D’ailleurs, le triangle FPF' donne FF' < PF' -f- PF.
A plus forle raison, on aura, puisque 2a est moindre que FF', 2a < PF' + PF. [3]
On tire de l’inégalité [1]
PF' < 2a -f PF,
c’est-à-dire que la distance des centres est moindre que la somme des rayons. Si PF est plus grand que 2a, on tire de l’inégalité [2]
PF' > PF— 2a;
et si PF est moindre que 2 a on lire de l’inégalité [3]
PF' > 2a — PF;
on voit que dans l’un ou l’autre cas la distance des centres est plus grande que la différence des rayons ; donc les arcs de cercle se couperont.
La démonstration serait analogue, si le point P était plus voisin de F' que de F.
Remarques. I. Ces arcs auront deux points communs; ainsi il y aura deux positions pour le point H , et par suite deux tangentes.
II. Si l’on joint le point O, milieu de FF' au point K, milieu de HF, on a une droite parallèle à MF'; cette droite est moitié de F H, par conséquent égale à a. De là ce théorème : Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de l’un des foyers d'une hyperbole sur ses tangentes est la circonférence du cercle décrit sur l’axe transverse comme diamètre.
242. Le théorème du n* 259 permet aussi de mener une tangente à l’hyperbole parallèlement à une droite donnée.
Pour cela, du foyer F on abaissera une perpendiculaire Fil sur la direction donnée; et du foyer F’ comme centre, avec un rayon égal à l’axe transversc, on décrira une circonférence qui coupera la perpendiculaire en un point H. Par le milieu K de Fil on mènera une parallèle à la droite donnée, ce sera la tangente deman-
dée. Le point où elle rencontrera le prolongement de F'H sera le point de tangence M.
Pour que le problème soit possible , il faut que le cercle -rencontre la droite FH, ce qui exige que la distance de cette droite au foyer F’ soit moindre que 2 a. Or, si y=zmx-{-n est l’équation
de la droite donnée, celle de FI1 sera y = — - (x — c) , on devra
donc avoir (715)
d’où l’on tire m' >■ — ; — ou
Il faut donc que le coefficient angulaire m soit plus grand que ^
en valeur absolue; ce qui revient à dire, en appelant a l’angle
aigu dont la tangente est que la droite donnée doit faire avec
l’axe des x un angle compris entre a et 1 80° — a. C’est la condition déjà trouvée au n° 230, II.
S 3. DIAMÈTRES ET CORDES SUPPLÉMENTAIRES
243. Diamètre*. On démontrera, comme au n° 190, que les diamètres de l'hyperbole sont des lignes droites passant par le centre, et réciproquement. D’ailleurs, si l’on désigna par m le coefficient angulaire d’un système de cordes parallèles, et par m' le coefficient angulaire du diamètre qui les divise en deux parties égales, on trouvera qu’il y a entre ces coefficients la relation constante
Celte relation ne diffère de celle du n° 190, qu’en ce que b ’ est changé en — 6'.
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Mais tous les diamètres de l’hyperbole ne rencontrent pas la courbe.
Soit y =m'x l’équation d’un diamètre; en la combinant avec celle de l’hyperbole pour obtenir les coordonnées des points de rencontre, on obtient
ab
yjb'—iri'a'
et y=±
m'ab
Pour que ces valeurs soient réelles, il faut qu’on ait
0 ou m'<^ en valeur absolue;
ce qui revient à dire qu’en nommant a l’angle aigu dont la tangente est le diamètre doit faire avec l’axe des x un angle compris entre 0 et », ou entre 180' et 180° — a, pour qu’il rencontre l’hyperbole.
Nous appellerons diamètres transverses ceux qui rencontrent la courbe.
Remarque. Il résulte de la relation [1] que si m' est moindre
que ^ en valeur absolue, m est au contraire plus grand que ~ ; par
conséquent les cordes qu’un diamètre transverse divise en deux parties égales font avec l’axe des x un angle compris entre a et 180“ — ». Celles qui sont divisées en deux parties égales par un diamètre non transverse, font avec l’axe des x un angle compris entre 0 et « ou entre 180° et 180° — a.
214. Théorème, ta taïujcnle à l'extrémité d'un diamètre transversc est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties i égales.
Même démonstration qu’au n° 107.
Remarque. Il résulte de ce théorème que les cordes divisées en deux parties égales par un diamètre transverse ont leurs extrémités sur une môme branche de l’hyperbole: car la tangente à laquelle eUessont parallèles passe entre les deux branches (237,
Hem.); et par conséquent une parallèle à cette tangente ne saurait couper les deux branches à la fois.
Quant aux cordes qui sont divisées en deux parties égales par un diamètre non transverse, il est clair qu’elles ont chacune leurs extrémités sur les deux branches : car une corde qui a ses extrémités sur une même branche ne saurait avoir son milieu entre les deux branches.
24iî. Cordes supplémentaires. On démontrera, comme au n° It)H, qu'en appelant g et p.' les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires, c'est-à-dire de deux cordes joignant un même point de la courbe aux extrémités d’un même diamètre transverse, il y a entre ces coefficients la relation constante
qui ne diffère de celle qui lui correspond dans l’ellipse qu’en ce que 6’ est remplacé par — b *.
On en déduira, comme au n° 109, t” que le diamètre qui divise une corde en deux parties égales est parallèle à la corde supplémentaire; 2° que si l’on mène une corde parallèle à un diamètre transvase donné, la tangente à l’extrémité de ce diamètre est parallèle à la corde supplémentaire.
Il en résulte, connue dans le cas de l’ellipse, un moyen de mener la tangente, soit par un point donné sur la courbe, soit parallèlement à une ligne donnée, pourvu que son coefficient
angulaire soit plus grand que ~ en valeur absolue.
Remarque. Il suit de la définition même des cordes supplémentaires que les extrémités de l’une sont sur une même branche de l’hyperbole, et que les. extrémités de l’autre sont sur les deux branches.
24G. Diamètres conjugués. Dans l’hyperbole, comme dans l’ellipse, on appelle diamètres conjugués deux diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires.
Si m et m' sont les coefficients angulaires de ces diamètres, on a, en vertu de la relation démontrée au n° 245,
mm' — ~ [1].
On démontrera la réciproque, comme au n“ 200, c’est-à-dire que si l’on a cette relation entre les coefficients angulaires de deux diamètres, ces diamètres sont parallèles à deux cordes supplémentaires, et par conséquent conjugués.
On verra également, comme au numéro cité, que chacun des deux diamètres conjugués divise en deux parties égales les cordes parallèles à Vautre.
Remarque. 11 résulte de cette propriété que, de deux diamètres conjugués, un seul est transverse; car, s’ils l’étaient tous deux, les extrémités des cordes qu’ils divisent en deux parties égales seraient sur une mémo branche de l’hyperbole (244, Rem.); ces cordes ne seraient donc pas supplémentaires.
On arrive à la même conclusion en se fondant sur la relation [1]; car si le premier diamètre est transverse, on a en valeur absolue
m <- (245) ; par conséquent m'>- 5 ce qui démontre que le se-
(I Oe
coud diamètre ne rencontre pas la courbe.
247. Problème. Étant donnée la direction d’un diamètre, construire son conjugué.
SoitOM (fig. 102) la direction du diamètre donné ; on lui mènera une corde parallèle AD, puis le dinmètre DD' et la corde supplémentaire AD'; la direction PN, parallèle à celle seconde corde, sera celle du conjugué de OM.
On pourrait aussi se contenter de joindre le centre au milieu de la corde AD parallèle au diamètre donné.
Si le diamètre OM est donné par son équation y — mx, celle de son conjugué ON sera
Remarque. Quand a — b, les coefficients angulaires des deux
diamètres conjugués sont m et c’cst-à-dire que dans l’hyperbole
équilalère les diamètres conjugués font avec l'axe des x des angles complémentaires.
248. Angle de deux diamètres conjugués. Soit V l'angle que font entre eux deux diamètres conjugués de l’hyperbole, on aura (74),
tangV
JL
L'angle V ne peut être droit que pour m = 0 ou pour m = » . 6* 6*
Maisdanscecasonaou^ = oo ou^=0; par conséquent lesaxes
de la courbe sont le seul système de diamètres conjugués rectangulaires.
La valeur de tang V peut passer par tous les états de grandeur, excepté par zéro. Pour que tang V soit nul, il faut qu’on ait
Mais alors -j— devient aussi égal à ± - ; par conséquent les deux
CL Tïl CL
diamètres conjugués se confondent en une seule et même droite; or, il n’y a pas, à proprement parler, de diamètre qui corresponde à celte direction: car ces droites, qui ont pour équation
ne rencontrent l’hyperbole qu’à une distance infinie, comme il
est facile de s’en assurer en combinant cette équation avec celle de la courbe.
Nous reviendrons plus loin sur les droites que l'équation cidessus représente, et qui sont les asymptotes de l’hyperbole.
Remarque. L’angle V que font entre eux deux diamètres conjugués, est celui que fait un diamètre transverse avec la tangente menée à son extrémité; c’est aussi l’angle de deux cordes supplémentaires. On voit que cet angle peut prendre tontes les valeurs, excepté la valeur zéro, qui répondrait à un point situé sur la courbe à une distance infinie.
240. Soit d la longueur du demi-diamètre transversc qui a pour équation
y = mx.
En combinant cette équation avec celle de l'hyperbole,
on trouve
Par suite
a*té
té — a’m’
et
té — (W
Le diamètre étant supposé transversc on a m’< -, et par conséquent la valeur de cP est positive.
Si, dans cette expression, on remplace le coefficient angulaire™ par celui qui convient au conjugué du diamètre transverse consité
déré, c’est-à-dire par , on obtient, après réduction,
quantité évidemment négative ; on peut donc poser,
__ aW + té — a*r/é — té
ou
flbn’ + té d b' — (Pin*
La quantité d' est ce que l’on appelle, par analogie, la longueur du demi-diamètre conjugué de celui dont la longueur est d.
Si l’on veut déterminer m de manière que d=d', on n’aura qu'à égaler les numérateurs des expressions [1] et [2], ce qui donne
d’où
Mais on a vu (248) qu’à cette valeur de m correspondent deux diamètres conjugués qui se confondent en un seul et ne rencontrent la courbe qu’à une distance infinie. Il n’y a donc pas, à proprement parler, de diamètres conjugués égaux, lorsque a est différent de b.
Remarque. Quand a = b, le facteur a* — b ’ est nul, et l’équation ci-dessus cSt satisfaite quel que soit m; c’est-à-dire que dans l’hyperbole équilatère les diamètres conjugués sont égaux.
280. Théorème. La différence des carrés de deux diamètres conjugués est constante (et égale à la différence des carrés des axes).
En effet, si nous retranchons membre à membre les relations [1] et [2] du numéro précédent, nous obtiendrons
d’où
ce qui démontre le théorème.
281. Théorème. L’aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante (et égale au rectangle construit sur les axes).
Pour le prouver, évaluons l’aire du parallélogramme construit sur les deux demi-diamètres conjugués d et d' faisant entre eux l’angle V ; celle aire sera le quart de l’aire du parallélogramme . construit sur les diamètres entiers. Si la première est constante,
il en sera de môme de la seconde. Or, en désignant la première par S, on a
S = dd' sin V, d’où S’=d,d'* sin* V.
On a trouvé au n° 248
^ d0Ùtang V=( a»-H*)»m»’
Par suite sin* V =
(a'm'— fc»)»
En substituant dans la valeur de S’ celles de (P, de d'*et de sin’ V, on trouve
b' — a'm' ‘ b'—a'm' ' (a'm'-\-b')(m'-\-\y ou
S* = a'b', d’où S = ab, ce qui démontre le théorème.
282. Théorème. L'équation de l'hyperbole rapportée à un système de diamètres conjugués est de mente forme que l'équation de l'hyperbole rapportée à ses axes.
En effet, chacun de ces diamètres divisant en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre (240), il en résulte que si les coordonnées sont comptées parallèlement à ces axes, à chaque valeur de a: ou de y correspondront deux valeurs de y ou de a: égales et de signe contraire, ce qui exige que l’équation ne contienne que des puissances paires de y et de x. Gomme elle est du second degré (88), elle sera de la forme
Mx*4-Ny’=P.
Soit a' le dcmi-diamèire transverse suivant lequel nous supposerons que l’on compte les x, et b' le demi-diamètre (non transverse) suivant lequel sc comptent les y, on a
pour y = 0, x = ±a',
et pour # = 0, y — ±b'<J — 1,
ce qui donne M = a* et N = —
d’où M = -7î et N = — nj.
Substituant, et supprimant le facteur P, on obtient
* a'* br,~~ ’
ce qu’il s’agissait de démontrer.
Remarques. I. Quand l’hyperbole est équilatère, on a a! — b' \ car les valeurs [1] et [2] du n° 249 se réduisent toutes deux à
L’équation de la courbe rapportée à deux diamètres conjugués, dont la longueur commune est a', est donc
^-X=l ou x' — y'^a''.
II. Les propriétés démontrées aux nc* 254, 235, 230 et 245 à 246 ne supposent pas que les axes coordonnés soient rectangulaires ; elles subsistent donc encore lorsque l’hyperbole est rapportée à un système de diamètres conjugués.
Ainsi, l’équation de la tangente au point {x1, y') est
xx' yy' _ a'* 6‘ ’
L’équation de la tangente parallèle à la droite représentée par
y = mx est
y = mx dt v^o'Vn* — b'1 ■
Les coefficients angulaires m et m' de deux cordes supplémentaires, ou d’une corde et du diamètre qui la divise en deux parties égales, ou encore de deux diamètres conjugués, satisfont à la relation
mm = -c.
ASYMPTOTES
1233. Éqnntions des asymptotes. En suivant la marche indiquée au n° 125, on trouverait que les asymptotes de l’hyperbole rapportée à son centre et à ses axes ont pour équations
Mais on peut y arriver directement et sans connaître la théorie générale des asymptotes des courbes algébriques.
L’équation de l’hyperbole peut être mise sous la forme
il suffit pour cela de la résoudre par rapport à y, de multiplier le second membre par x, et de diviser en même temps par x? sous le radical.
On remarque alors qu’à mesure que la valeur absolue de x augmente, c’est-à-dire à mesure que l’on considère uij point de plus
en plus éloigné de l’origine, le terme -t diminue, et peut devenir
moindre que toute quantité donnée; en sorte que les valeurs de y tendent à' se réduire à celles qui sont données par l’équation [1]. En d’autres termes, l’hyperbole approche d’autant plus de se confondre avec l’une des droites représentées par l’équation [1] qu’elle s’éloigne davantage de son centre.
Pour mieux comparer la courbe avec ces droites, considérons d’abord la demi-branche d’hyperbole pour laquelle les coordonnées x et y sont positives; écrivons simplement
y =^y,xt — a *
et posons
On tire de ces deux équations ,
Y — y = ^(x—*/xF— a'),
ou, en multipliant et en divisant en même temps parE-f-v/J^-fl’,
b a * ab
On voit qu’à mesure que x augmente la différence Y — y diminue, et qu’elle peut devenir aussi petite qu’on voudra, puisque x peut croître indéfiniment. La branche de courbe représentée par l’équation [3] approche donc indéfiniment de la droite représentée par l’équation [4].
De la symétrie de la courbe par rapport aux axes, on conclut que ses quatre demi-branches approchent indéfiniment des droites qui ont pour équations
le signe supérieur convenant à la droite dont s’approchent la demibranche supérieure àdroite et la demi-branche inférieureà gauche, et le signe inférieur à la droite dont s’approchent la demi-branche supérieure à gauche et la demi-branche inférieure à droite.
Ces droites sont les asymptotes de l’hyperbole. On voit, par leurs équations, qu’elles coïncident avec les diagonales du rectangle construit sur les axes.
Remarques. I. Si l’hyperbole est équilatère, les asymptotes sont
les bissectrices des angles des axes ; et par conséquent elles sont perpendiculaires entre elles.
II. Les asymptotes rencontrent l’hyperbole à l’infini; et ce sont les seules droites menées par le centre qui jouissent de cette propriété : car si l’on combine l’équation y — mx avec celle de l'hyperbole, on obtient
(6* — a,m,)xJ — a’6* = 0 ;
et pour que cette équation ait des racines infinies, il faut qu’on ait
6* — a’m* = 0 ; d’où m — dz-,
ce qui montre que la droite y = m.r doit coïncider avec l’une des asymptotes.
234. Les directions représentées par les équations y = db * x
ont joué, dans les précédents paragraphes de ce chapitre, un rôle qu’il est utile de rappeler.
On a vu au n° 236 qu'on ne peut mener une tangente à l’hyperbole, parallèlement à une droite donnée, qu’autant que cette droite fait avec l’axe transverse un angle plus grand que l’angle *,
dont la tangente est mais moindre que son supplément 180°— a.
Gela revient à dire que le problème n’est possible que si une parallèle menée à la droite donnée, par le centre de la courbe, est dirigée dans l’angle SOS’ (fig. 100) que forment les moitiés supérieures des deux asymptotes.
On a vu au n° 245 que pour qu’un diamètre soit transverse, il faut qu’il fasse avec l’axe des x un angle compris entre 0 et « ou entre 180° et 180° — a. Cela revient à dire que ce diamètre doit être dirigé dans l’angle SOT’ formé parles asymptotes à droite du centre, ou dans son opposé S'OT.
On a vu au n° 246 que deux diamètres conjugués peuvent faire entre eux tous les angles possibles, excepté un angle nul, parce qu’ils se confondent dans ce cas en une seule direction dont le
coefficient angulaire est ±^. Cette direction limite est celle des
asymptotes. D’après ce qui a été dit au n° 249, elle correspond aussi aux diamètres conjugués égaux.
2üJ. Chaque asymptote de l’hyperbole peut être considérée comme la limite dont s’approche indéfiniment la tangente à la courbe à mesure que le point de contact s’éloigne du sommet.
En effet, l'équation de la tangente (25o) peut s’écrire.
Or, si le point de contact est indéfiniment éloigné, ona— ,=
et ^ = 0; l'équation de la tangente devient alors
y = zh-x J a
et cette droite se confond par conséquent avec l’une des asymptotes.
2i>0. Théorème. Les asymptotes coïncident avec les diagonales dv parallélogramme formé sur deux diamètres conjugués quelconques.
Prenons pour axes coordonnés les deux diamètres conjugués dont il s’agit, l’équation de l’hyperbole sera de la forme (2iî2)
Soit y = mx l’équation d’une droite menée par le centre. En éliminant y, on obtient
(b,'—a,,m')x1—a',b'i = 0; équation qui a des racines infinies lorsqu’on a
wi = ± — .
Les équations 'y =±-, a; sont donc celles des asymptotes (2iS5, Rem. II) ; mais ces équations sont aussi celles des diago-
nales du parallélogramme conslruil sur les deux diamètres conjugués. Les asymptotes coïncident donc avec ces diagonales.
2i>7 .Théorème. Les portions iT une sécante comprises entre l'hyperbole et sa asymptotes sont égala entre elles.
Soit MM' (fig. 103) la sécante donnée, qui rencontre en N et N' les asymptotes.
Prenons pour axes coordonnés la droite OX qui passe par le centre et par le milieu de la sécante, et la droite OY parallèle à cette sécante. La courbe sera rapportée à un système de diamètres conjugués (240), et les équations des asymptotes seront de la forme
j /=±ffli.
Si donc, dans ces équations, on fait æ = OP, on aura pour y deux valeurs égales, au signe près;
donc NP=N'P.
Mais par construction MP=M'P;
donc MX — M'N',
ce qu’il s’agissait de démontrer.
Xiî3. Ce théorème fournil un moyeu expéditif de construire l'hyperbole, quand on connaît les asymptotes et un point.
donné. Par ce point on mènera une sécante quelconque; elle coupera les asymptotes en deux points N et N'; on prendra N'M'= NM, et le point M' ainsi obtenu sera un point de l’hyperbole.
En opérant sur de nouvelles sécantes menées, soit par le même point M, soit par quelques-uns de ceux qu’on aura déterminés, on obtiendra autant de points de la courbe qu’on voudra. En faisant passer par oes points une courbe continue, on aura l’hyperbole avec le degré d’a, proximation que comporte le dessin.
Remarque. Le môme théorème servirait à tracer la courbe, connaissant une seule asymptote et trois points; car on obtiendrait sur-le-champ deux points de la seconde asjmptote.
239. Corollaire. La portion cf une tangente comprise entre les asymptotes est divisée en deux parties égales par le point de contact.
Soit en effet nn' (fig. 103) une tangente au point m. Menons une sécante NN' parallèle à celte tangente, et qui rencontre la courbe aux points M et M’. Le diamètre O m divisera la corde MM' en deux parties égales (244), et l’on aura PM=PM'. Mais, en vertu (ht théorème du n° 2u7, on a MN=M'N'. Donc 1*N=PN'. Par suite, à cause du parallélisme, mn=mn'.
On aurait pu se contenter de remarquer qu’une tangente nn' à l’hyperbole est la limite vers laquelle tend une sécante NN' qui se meut parallèlement à elle-mèine, lorsque les deux points d’intersection M et M' se confondent en un seul m. Et puisqu’on a constamment MN=M’N', on doit avoir aussi à la limite mn = mn' .
De là un moyen très-simple de mener la tangente en un point donné m. On mènera mp parallèle à l’une des asymptotes; on prendra pn'=Op, et par les points ni et m on mènera la droite nn', qui sera la tangente demandée ;
mn On , ,
car on aura — ; = — ,5 donc mn — mn.
mn pn
2CO. Connaissant les asymptotes et un point, on en déduit immédiatement un système de diamètres conjugués.
2iO GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS.
Si m csl le point donné, on mène comme ci-dessus la tangente nn' en ce point ; on joint O m et l’on mène O Y parallèle à nn'. Les directions 0>n et OY sont celles de deux diamètres conjugués (244); leurs longueurs sont O m et mn (286).
261. Théorème. Le rectangle des parties d'uns sécante comprises entre un point de la courbe et les asymptotes est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la sécante.
Soit MM' (fig. 103) la sécante considérée qui rencontre les asymptotes aux points N et N'. Prenons pour axe des x le diamètre qui divise MM' en deux parties égales, et pour axe des y une parallèle OY à la sécante. La courbe sera rapportée à un système de diamètres conjugués ; et l’on aura, dans le cas de la première figure,
d’où
MP ou
On aura aussi (280) K P* = —, x*;
donc NP — SïP = 6'* ou (NP — MP)(NP + MP) = b"; mais NP — MP = MN et NP+MP = N'P-f MP = MN : donc, enfin, MN.MN' = b'*;
cc qu’il fallait démontrer.
Dans le cas de la seconde figure, on aura
d’où MP ou y1—
d’ailleurs NP = ^r:rl:
donc MP* — RP*=a'* ou (MP — NP) (MP -f- NP) = a'*;
mais MP — NP = MN et MP+NP = MP+N'P = MN ; donc, enfin, MN.MN' = o'*,
ce qu’il s’agissait de démontrer.
262. Problème. Construire les axes de l'hyperbole, étant donné un système de diamètres conjugués.
Soient OG el OD (fig. 104) deux diamètres conjugués; et supposons que OD soit le diamètre transverse, c’est-à-dire que le point I) soit sur la courbe. Par le point D menons une parallèle à OC ; prenons sur cette parallèle DF, = DF = OC, et joignons OE et OF; ce seront les asymptotes de l’hyperbole (2iî6). Menons les bisseclrices OX et OY des angles formés par les asymptotes, nous aurons les directions des axes, et OX sera celle de l’axe transverse, puisque le point D étant un point de la courbe, l’une des branches est située dans l’angle EOF et l’autre dans son opposé.
Pour avoir les longueurs des demi-axes, menons par le point D une parallèle àOX; elle rencontrera les asymptotes en des points N et N' ; cherchons la moyenne géométrique entre DN et ON', et portons-la de O en A; le point A sera l’un des sommets de l’hyperbole. Élevons enfin AB perpendiculaire à OX, jusqu’à la rencontre de l’asymptote OE ; la longueur AB sera celle du demi-axe non transverse (261).
265. Équation aux asymptotes. L’équation de l’hyperbole prend une forme très-simple quand on rapporte cette courbe à ses asymptotes.
Partons de l’équation de la courbe rapportée à ses axes
GÉOM. ANAL.
et faisons usage des formules qui servent à passer d’un système de coordonnées rectangulaires à un système de coordonnées obliques, sans changer l'origine, savoir :
x = x' cos a + y' cos *' et y = a;’ sin a +»/ sina'.
Si nous prenons pour axe des xl l'asymptote qui passe audessous du sommet A (fig. 105), et pour axe des y' celle qui passe au-dessus de ce sommet, nous aurons
tanga = -, dou sin.=—^ = -t> et
tang «'=+“> d'où 8in“'=+^= = + ^ et Les formules de transformation deviennent donc
x=-x+-y et y=— -x' + -y',
ou
X _ïf + x’
et £=- •
cos « = 4- - , 1 c
COSa = + -.
Substituant ces valeurs dans [IJ, on obtient
1, d’où x'y' = \c' [8],
Fig. 105.
c’est-à-dire que le rectangle des coordonnées MP et MQ (fig. 105) d’un môme point M est constant.
Remarques. I. Il résulte de là que le parallélogramme OPMQ compris entre ces coordonnées et les asymptotes est également constant, car il a pour expression
MP.MQ.sinQOP ou x'y'siné,
en appelant 6 l’angle des asymptotes.'ou enfin Jc’sinô.
II. On reconnaît immédiatement sur l’équation [2] que la
courbe va en s’approchant indéfiniment des axes OX' et OY’ ; car à mesure que x' augmente, il faut que y' diminue ; et quand x sera plus grand que toute quantité donnée, y' sera plus petit que toute grandeur assignable.
III. On reconnaît encore à la seule inspection de cette équation que la courbe n’a de points que dans l’angle Y’OX’ ou dans son opposé ; car x’y' étant positif, il faut que les deux coordonnées x' et y' soient de même signe.
IV. Quand l’hyperbole est équilatère, l’équation [2] est la même; mais elle est rapportée à des axes rectangulaires.
264. Si l’on applique à l’équation xy = $c* la règle du n° 100, on trouve pour le coefficient angulaire de la tangente, au point dont les coordonnées sont x' et y’.
L’équation de la tangente est donc
D’après la forme de cette équation, on voit que pour construire la tangente en un point donné, il suffit de prendre sur l'axe des x, par exemple, un point T dont l’abscisse soit double de celle du point donné, et de joindre le point donné M au point T ainsi obtenu. C’est la construction donnée au n°2o9.
S. AIRE D'OR SEGMENT D'HYPERBOLE
265. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'évaluer faire comprise entre l'arc d'hyperbole BM (6g. 106), l'asymptote OX, et les ordonnées BA et MP parallèles à l’asymptote OY.
Nous rappellerons d’abord que la différence des dérivées de deux fonctions d'une même variable est égale & la dérivée de la différence de ces deux fonctions; par conséquent, si les dérivées de deux fonctions sont constamment égales, ces fonctions ne peuvent différer que d’une quantité dont la dérivée est constamment nulle, c’est-à-dire d'une constante. En d'autres termes, si l'on a, pour toutes les valeurs de x,
8i4 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, on aura F (z) = f{z) -f constante.
Cela posé, remarquons que si l'abscisse OA est supposée constante, et l’abscisse OP variable, l’aire ABMP variera avec x et pourra être considérée comme une fonction d e x. Désignons-la par * (x).
Soit maintenant M‘ un point de l'hyperbole infiniment voisin du point M. Menons l'ordonnée M'P' et les droites MK et M'I parallèles à OX. Appelons a la distance PP" et p la distance MI ou M'K. Soit enfin 8 l'angle des asymptotes. On aura :
ç(x) = ÀBMP, f(* + a) = ABM'P’, d’où ç(x + a) — *(*)= ABM'P' — ABMP := PMM'P'
et »(* + q)-tp<«)_PMMlP‘
Or on a évidemment PIM'P' < PMM'P* < PMKP',
ou , en mettant pour les parallélogrammes PIM'P' et PMKP' leurs expressions ,
(y — p)z sin8 < PMM'P* < ya sin 8, pMMipr
d'ou (y — p)sin6< — : — < y sin 8 [2].
Si l'on suppose que le point M' se rapproche indéfiniment du point M, a et p tendront en même temps vers zéro; le premier membre des inégalités [2[ aura pour limite y sin 8 , c’est-à-dire la valeur du troisième membre. Cette quantité est donc aussi la limite du second, et l'on a
PMM'P . .
lim = y sin 8.
L'é luation fl] donne en conséquence
., ç(z-fa) — ç(x) .. PMM'P . „
lim ' — — =lna =ysin 8,
oc a
ou , en remarquant que le premier membre est, par définition , la dérivée de f(z) par rapport à z,
ç'(x)=ysin8 [3].
Si maintenant de l’équation de l'hyperbole
zy = m’
on tire la valeur de y en z pour la substituer dans l'équation [3] , on obtient ç’(z) = m1 sin 8.-L
Mail i est la dérivée du logarithme népérien de z; le second membre de l'équation ci-dessus est donc la dérivée de m’ sin 8. log'. z, en désignant par log'. z le
logarithme népérien de x. En vertu de la propriété analytique rappelée en commençant , on aura donc
f(r) ou ABMP = m’ sin O.log'x + C.
La constante arbitraire C se déterminera en remarquant que ç(x) doit se réduire i zéro pour x = OA. Si donc l’abscisse OA est représentée par u , on aura
0 = m* sin 6. log1 u + C , d’où C = — m’ sin 0. log' u ,
et par suite
ABHPcrm’ siné. (log'x — log*. u)= m’ sin 8. log'^ [4].
Dans le cas où OA est l’unité, il reste simplement
ABMl’ = m,sin6. log'x [5J.
266. Posons , pour abréger , ABMP = 9 et m: sin 8= l'équation [5J pourra s’écrire :
n? — log" x , d’où e"? = x,
en désignant par e la base des logarithmes népériens. Mais si l’on pose e* = B , on aura
Bf=x.
L’aire considérée est donc le logarithme de l’abscisse x dans le système dont la
base est B, ou e", ou encore
Si l’hyperbole est équilatère, et qu’on prenne pour unité de longueur la ligne m , la quantité m’ sin 9 se réduira à 1 , et l’aire désignée par 9 sera le logarithme népérien de l’abscisse x.
C'est pour cette raison que les logarithmes népériens portent aussi le nom de logarithmes hyperboliques.
$ 6. exercices et applications*.
267. Théorème. Le demi-axe non transverse est moyen proportionnel entre les perpendiculaires abaissées des deux foyers sur chaque tangente.
Même démonstration qu’au n* 209, avec celte seule différence que les foyers ét^nt situés de part et d’autre de la tangente, le radical \/l + m* doit être pris avec des signes contraires dans les expressions des perpendiculaires p et pf.
26*. Théorème. Si par un point M de l'hyperbole on mène une parallèle d l'asymptote OS, jusqu'à la rencontre de la directrice DL. la longueur MK de cette parallèle est égale au rayon vecteur MF du point considéré.
* Le lecteur est prié de faire les figures qui manquent.
Soient x, y les coordonnées du point K, et x', y1 celles du point U. La droite MK étant parallèle à l'asymptote OS, on aura
et par conséquent
D’aiUeurs le point K étant sur la directrice , on a % = — , et par suite
d’où MK = — — a,
es!
attendu que — est plus grand que a. Donc enfin MK = MF.
La démonstration serait la même pour un autre foyer et une autre directrice.
269. Théorème. Si par les différents points d'une droite LL' on mène à l'hyperbole des couples de tangentes, telles que NM , NM', les cordes de contact , telles que NM', passent toutes par un point fixe.
Même démonstration qu’au n* 212 Elle donne lieu aux mêmes remarques.
270. Théohèkk. Si par deux points M' et M" d’une hyperbole on mène des parallèles aux asymptotes, elles se rencontrent sur le diamètre qui divise la corde MM* en deux parties égaler.
Prenons pour axes les asymptotes : soient x' . y* les coordonnées du point M’ et x* , y" celles du point M". Celles du point de rencontre P des droites M'P et MT, parallèles aux asymptotes, seront a f et y".
Or les coordonnées du milieu I de la corde M'M" étant } [x! ■+■ x") et } (y' -f y*) , l'équation du diamètre 01 sera
«=i±am.
Cette équation est satisfaite quand on y fait x = si et y = y"; car il rient, en faisant disparaître le dénominateur,
t'T*' + *") = (y* + y")1' ou x'y"=*'y',
quantités qui sont effectivement égales, puisque l’équation de l’hyperbole, rapportée è ses asymptotes, est de la forme xy = constante.
271. ThéobIme. Si ton a deux tangentes parallèles KL , KV coupées aux points T et V par une troisième tangente TT', les portions DT et DT' des tangentes parallèles comprises entre les points de contact O et D‘ et la troisième tangente ,
ont pour moyenne proportionnelle le demi-diamètre OE parallèle aux deux premiiret.
Même démonstration qu'au n" 211, avec cette seule différence que les ordonnées DT et DT sont de signes contraires.
272. Thêobème. Si, dans une hyperbole équilatère, on mine, d’uns branche à l'autre, des cordes, telles que Ah1, parallèles à une direction donnée, et que sur chacune d’elles comme diamètre on décrive une circonférence, ces circonférences passeront toutes par les extrémités B et B' du diamètre perpendiculaire à celui qui divise en deux parties égales les cordes parallèles.
Prenons pour ares le diamètre OY , qui divise les cordes en deux parties égales, et son conjugué OX qui leur est parallèle. En nommant»' la longueur du diamètre OD, l’équation de la courbe sera (272 , Rem. 1)
x' — y' = an fl].
Si *' et \f sont les coordonnées du point A , on aura de même
sn-y^—a» [2].
L’équation du cercle qui a son centre en C et pour rayon CA, sera donc
at* + (y — V')1 + 2x{y - yO cos 6 = *•,
en appelant 0 l’angle des axes. Cette équation, lorsqu'on développe et que l’on met pour x” sa valeur tirée de [2] , prend la forme
*5+y’~ 2y'y + 2xy cos 8 — 2*/ cos 0 = a'1 [3].
Cette relation devient indépendante de y1, et par conséquent de 1a poeilion de 1a corde AA', quand on pose
y+xcos8=0 [4]t
équation quiestcelle d'une droite menée parl’origine perpendiculairement à l’aie des y (76). Les circonférences représentées par l’équation [3] passent donc toutes par les points dont les coordonnées x et y satisfont i la fois aux équations [3] et [4]s
Or de [4] on tire x cos 8 = — y : cette valeur , mise dans [3] , la réduit à tc‘ — y*=an.
Donc les points fixes dont il s’agit sont sur l'hyperbole et comme on sait déjà qu'ils sont sur le diamètre perpendiculaire à OY, il s’ensuit que ces points B* sont autres que les points B et B'.
273. Problème. Étant donné un arc Shyperbole, décrire la courbe.
On déterminera le centre comme au n* 214 : ce point sera situé du côté de convexité de la courbe. En appliquant le théorème du n* 271 , on obtiendra même un système de diamètres conjugués. Les diagonales du parallélogramme construit sur ces diamètres seront les asymptotes. On aura dèa lors tous les éléments nécessaires pour obtenir autant de points de là courbe qu’on voudra (258).
S74. Problêm*. Étant données deux droites fixes OH et OU, on leur mène des sécantes parallèles , telles que AB , sur chacune desquelles on prend un point M tel qu'on ail AM. MB = m' (m flan! une ligne donnée). On demande le lieu du point 11.
Prenons pour axes la droite OX qui divise en deux parties égales chacune des sécantes considérées, et la droite O Y parallèle à ces mêmes sécantes. Les équations des droites OH et OK, rapportées à ces axes, seront de la forme
y = ax et y= — ax,
attendu que pour une même valeur de *, elles doivent donner deux valeurs de y égales et de signe contraire. Soient x et y les coordonnées du point M. On aura
AM = AI + IM = ax' + y'
et
BM = 1B— IM = o*' — y';
donc
AM.MB = aV — y'î=m1.
Telle est l’équation du lieu. C'est celle d'une hyperbole dont les asymptotes ont pour équation y =±o *; ces asymptotes sont donc les droites données OHetOK.
27:;. Pkoblème. D'un point donné on mène des tangentes à toutes les hyperboles qui ont pour asymptotes deux droites données, on demande le lieu du point de contact.
Si on prend pour aies les asymptotes données, une des hyperboles aura pour équation xy = c : la lettre c représentant une constante quelconque, positive ou négative , et l'équation de la tangente au point (x/ , y') sera (2(i4)
JL + J- = I.
ïa’^îy' 1
Les coordonnées a et p du point donné devant satisfaire à l’équation de la tangente , on aura
iL + -L-J
équation du lieu, si on considère sf et y' comme variables. Faisant disparaître les dénominateurs, transposant et effaçant les accents, on obtient
ixy — ay — pi = 0.
Cette équation est celle d’une hyperbole, qui passe par l’origine et par le point donné , ce qu’il e<U été facile de prévoir. Elle a pour asymptotes (151) les droites représentées par les équations
1x — a=0 et
c'est-à-dire deux parallèles aux axes , menées par le milieu de la droite qui joint l'origine au point donDé.
276- Problème. Trourer le lieu des points d'où l'on peut mener ù l’hyperbole deux tangentes perpendiculaires entre elles.
Môme solution qu'au nD 248. Le problème n’est possible que pour a > b. Dans le cas de l'hyperbole équilatère , le lieu se réduit i un point.
277. Problème. Étant données deux droites qui se coupent, on leur mine une sécante qui intercepte avec ces droites un triangle équivalent à un carré donné m’. On demande le lieu des centres de gravité des triangles ainsi formés.
Prenons pour axes les droites Ries ; l’équation de la sécante pourra être présentée sous la forme
et si 6 est l’angle des axes, on devra avoir entre les valeurs de a et de h la relation
± J ob sin 6 = m! [i],
le signe étant choisi de manière que le premier membre soit positif.
Mais il est aisé de voir qu’en appelant x et y les coordonnées du centre de gravité du triangle formé par les trois droites, on a, quels que soient les signes de a et de b.
x = \a et y = jb, d’où a = 3x et b = 3y.
Mettant pour a et b ces valeurs dans l’équation [I], on obtient l’équation du lieu,
±rîiysin8 = m1 ou xy=±, -.
9 sin 6
C'est celle d’une hyperbole qui a pour asymptotes les droites données.
Le signe -f donne une hyperbole située dans le premier et le troisième angle formés par les axes ; le signe — donne une hyperbole située dans le second angle et dans le quatrième.
Ces courbes répondent toutes deux à la question.
278. Problème. Trourer le lieu des points M tels que si, par chacun d’eur, on mine des parallèles MH et MO aux asymptotes d’une hyperbole donnée, le polygone mixtiligne OPDEQO compris entre les asymptotes, leurs parallèles et la courbe, soit équivalent à un carré donné a1.
Soit xy=m: l’équation de l’hyperbole donnée, rapportée à ses asymptotes Soit C le sommet de la courbe, lequel aura pour coordonnées x = m et y = m, puisqu'il est situé sur la bissectrice de l'angle TOX. Enfin , soit 9 l’angle des axes ; et soient x et y les coordonnées du point M.
Par le point C menons CA et CB parallèles aux asymptotes. On aura , en vertu de la formule établie au n* 265,
ÀCDP = jn’sinfl-log'.
BCKQ — m’ sin 8.1o£. — }
d’ailleurs . ACBO=m,sin6,
donc OPDEQO=m’sinO ^log1. £ + log1. ^!+ l)
ou OPDEQO=m5 sin 6.log'. —, + m’sin fl.
TFT
L’équation qui exprime la condition du problème sera donc
m1 sin 0 . Iog\ -f m* sin 0 = aJ.
, m’siol
d ou 1 on tire xy = m7e
c’est l'équation du lieu. On voit que c'est une hyperbole ayant le* mêmes asymptotes que la proposée.
Si l’on avait a^m1 sin fl, l'équation du lieu se réduirait &
xy = m,I
c’est-à-dire que ce serait l'hyperbole donnée elle-même, ce à quoi on pouvait s’attendre.
279. Le lecteur pourra s'exercer sur les questions suivantes :
I. Si l'on joint un foyer de l'hyperbole avec le point od la directrice correspondante rencontre une tangente donnée, la ligne de jonction sera perpendiculaire au rayon vecteur du point de contact.
II. La moyenne géométrique entre les deux rayons vecteurs d'un même point de l'hyperbole est le demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit d ce point.
III. Si Ton joint deux points m et m’ d’une hyperbole aux extrémités A et B d’un même diamètre, et que l’on mène la diagonale nn’du quadrilatère déterminé par les quatre lignes de jonction, cette diagonale sera parallèle à la tangente TT menée d Tune des extrémités A du diamètre.
IV. Un triangle ayant ses trois sommets sur une hyperbole, si Von fait varier l’un d’eux, les cités qui y aboutissent intercepteront sur chaque asymptote un tegment de longueur constante.
V. Trouver le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles donnés.
VI. On mène, parallèlement à une direction donnée, des normales à une série d'hyperboles ayant les mêmes asymptotes; on demande le lieu des points ou cet normales rencontrent normalement les hyperboles correspondantes.
VII. Étant données deux droites OH, OK gui se coupent, et un point fixe P, on mène par ce point une sécante quelconque ; et par les points A et B où elle rencontre chacune des droites fixes, on mène une parallèle d l’autre. On demande le lieu du point de rencontre K de ces parallèles.
VIII. Trouver le lieu des intersections des perpendiculaires abaissées des foyers d’une hyperbole sur deux diamètres conjugués quelconques.
IX. Étant dorutlet deux hyperboles qui ont leurs asymptotes respectivement parallèles, trouver le lieu des points où chaque diamètre de l’une rencontre le conjugué de son parallèle dans l’autre.
X. On a deux cercles égaux C et C', qui ne se coupent pat. Par le milieu O de la distance des centres, on mène une sécante quelconque; elle rencontre les deux circonférences en des points K et K’; on joint CK et C'K', qui, prolongées, se coupent en un point M. On demande le lieu du point M.
XI. Même question pour deux cercles de rayons inégaux, et quelle que soit la distance de leurs centres.
XII. On mène par deux points fixes une série de circonférences, et, dans chacune d’elles, un diamètre parallèle à une même direction donnée; on demande le lieu des extrémités de ces diamètres.
280. Applications. I. Lorsque la corde d’un réverbère varie de longueur, c'està-dire quand le réverbère descend ou monte, les positions d’équilibre de la poulie à laquelle il est fixé sont sur une branche d’hyperbole équilatère qui a une asymptote verticale.
Soient A et B (fig. 107) les points de suspension, et H une position particulière de la poulie. Prenons un axe horizontal AX et nn axe vertical AT; menons MI et BD qui rencontrent l’axe des y en I et D; joignons MA et MB, qui, prolongé, rencontre AT en C. Faisons BD =: 2a et
AD=2h: et soient x et y les coordonnées IM et IA du point M. La similitude des triangles CIM et CDB donne
ou, comme CI = AI (493)
a _ CD IM DB
AI __CD IM- DB
c'est-à-dire
x la ’
d'où xy + lx — ay— 0;
c e>l l'équation d’une hyperbole dont les asymptotes ont pour équations x—a et y— — b.
Ces asymptotes sont donc l’une verticale, l'autre horizontale: elles passent par le milieu O de la distance AB des points de suspension. L'hyperbole est équilalère, puisque les asymptotes sont perpendiculaires entre elles.
281. II. La perspective d'un cercle peut être une hyperbole. Ce cas se présente notamment lorsque, le cercle étant horizontal, son centre est en avant du plan du tableau à la même distance que le spectateur.
Si A'A (fig. 108) est alors la projection du diamètre du cercle parallèle au tableau sur ce tableau même; et si B et B' sont les points où la circonférence du cercle rencontre l'horizontale AA', on démontre que les droites PA et PA' menées de A et A' au point de vue sont les asymptotes de l’arc BCB' qu’il s’agit de tracer. Ayant les asymptotes et un point A, on a vu (258) comment on pouvait construire la courbe.
Fig. 10S.
Remarque. Les ombres et la perspective des ombres fourniraient de nombreuses applications de l’hyperbole.
282. III. Beaucoup de fonctions peuvent être représentées par des hyperboles; nous n’en donnons qu’un petit nombre d’exemples.
Dans les ponts suspendus, la tension T de la chaîne ou du câble varie suivant le point que l’on considère; et si Q est la tension au point le plus bas, x la distance horizontale de ce point le plus bas A celui où la tension est T, enfin si k désigne une constante, on démontre qu’on a la relation
T=V'Q, + kV.
La tension T varie donc comme l’ordonnée d’une hyperbole dont l’abscisse serait x; cette hyperbole a son centre à l’origine; son axe transverse est dirigé parallèlement aux ordonnées, et a pour valeur 2Q; le rapport des deux axes est k. Pour des valeurs données de Q et de k, il serait donc facile de construire la courbe.
IV. Dans un cours d’eau , tous les filets liquides n’ont pas la même vitesse ; et
en nommant V la vitesse maximum qui a lieu vers le milieu de la surface, et U la vitesse moyenne du courant, l’expérience a appris que l’on avait sensiblement
Les quantités U et V peuvent être regardées comme l’ordonnée et l’abscisse d'une courbe qu’il est facile de construire; car si on tes remplace par y et x, qu’on chasse les dénominateurs et qu’on transpose, on obtient :
xy — x,4-3,15y — 2,37x=0, .
équation d'une hyperbole, qui passe à l’origine, et qui a pour asymptotes les
droites représentées par les équations
y = x et x= — 3,15.
Connaissant les asymptotes et un point, on pourra tracer la courbe, qui a la forme indiquée par la figure 109. Dans l’application on ne considère que la portion de courbe comprise dans l’angle YOX, pour laquelle x et y ou U et V sont positifs.
V. Le travail de la détente, dans les ma. ch nés à vapeur, s'évalue comme l'aire d'une hyperbole. Soit P. la pression de la vapeur au moment où la détente commence, c’est-àdire au moment où la vapeur cesse d'affluer de la chaudière, le piston continuant sa course. Soit h, la hauteur du cylindre occupé à cet instant par la vapeur. Soit de même P la pression de la vapeur à l’instant où le cylindre qu’elle occupe a pris la hauteur h. En vertu de la loi de Mariotte, qui, d'après l’expérience, est applicable à ce cas, les pressions P„ et P seront en raison inverse des volumes correspondants occupés par la vapeur, ou, puisque ces volumes sont des cylindres de même base, en raison inverse des hauteurs ht et h. On aura donc
£ = d’où Ph=P J>.
Les quantités P et h varient donc comme
Fig. lto.
aurait pour base l’ordonnée HQ ou P,
les coordonnées d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes (que rien n’empêche de supposer rectangulaires). Soit CD (fig . 110) un arc de cette courbe.
Le travail élémentaire de la force P est le produit de cette force par l'élément de chemin que décrit le piston, c’est-à-dire par l'élément de la hauteur h. Ce produit est représenté par un petit rectangle qui pour hauteur l’élément QQ’ de h. Le
travail total de la force P sera donc représenté par la somme de tous les petits rectangles analogues . Or cette somme a pour limite l’aire ABDC comprise entre les ordonnées AC et BD qui représentent les valeurs extrêmes de P. Le travail de P s'évaluera donc comme cette aire.
Soient h, et H les hauteurs initiale et finale du cylindre de vapeur pendant la détente, c’est-à-dire les abscisses OA et OB; l'aire dont il s'agit aura pour expression (265) en vertu de b relation [1]
PAlog'. 5.
Si, par exempte, on a P,= 1000* , h,=0*,2 et H=5h,, on trouvera 1 000*. 0“, 2.log* 5= 200*“. 1 ,6094379 , ou enfin 321*“, 887. . . ou environ 322 kilogrammètres.
Axe» sommet i ordonnées. On a VU au 11° 173 que
l’équation de la parabole peut toujours être ramenée à la forme y* = 2 px, les axes étant rectangulaires. La quantité 2 p est ce qu’on nomme le paramètre de la parabole.
A chaque valeur de x correspondent pour y deux valeurs égales et de signe contraire; l’axe des x est donc un axe de symétrie; on l’appelle Pare de la parabole.
Pour a; = 0 on a y = 0; ainsi la courbe passe par l’origine. Ce point, où la parabole coupe son axe, est ce qu'on appelle le sommet de la courbe.
On peut toujours supposer p positif; car si p était négatif, on ramènerait ce cas au premier en comptant les x positifs en sens contraire.
Dès lors on ne peut attribuer à x aucune valeur négative ; la courbe ne s’étend donc que du cété des x positifs. Lorsqu’on fait croître x de 0 à oo , y croit également de 0 jusqu’à oo . La courbe a la forme indiquée par la figure 12, page 15.
Pour calculer les coordonnées des différents points de la courbe, on peut attribuer des valeurs à y ; on en déduira les valeurs correspondantes de x sans avoir aucune racine à extraire. On peut aussi appliquer, soit au calcul des coordonnées, soit au tracé de la courbe, la méthode exposée au n» 20 et qui est fondée sur l’emploi des différences secondes.
On peut encore calculer les coordonnées des différents points de la courbe, sans avoir de racine à extraire, en faisant usage d’une variable auxiliaire. Les formules
et x
peuvent être employées à cet usage. Elles donnent y* =2pz, quel
que soit t ; et en y faisant varier t depuis l'infini jusqu’à zéro, x et y varieront depuis zéro jusqu’à l’infini.
Enfin, on peut construire la courbe par points d’après l’équation if = '2px elle-même. Pour cela, soit AP (fig. 111) l’abscisse d’un point que l’on veut construire : on portera de A en B une longueur égale à 2p; sur BP comme diamètre on décrira une demi-circonférence qui rencontrera l'axe des y en un point 0 ; la longueur AQ sera l’ordonnée du point cherché : car on aura A0* = AB. AP = 2px; donc AQ = y, Menant donc PM et QM parallèles aux axes, leur point d’intersection M sera le point cherché.
La même construction donne un second point, symétrique du point M.
21’. 4. Théorème. Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l'axe sont entre eux comme les abscisses correspondantes.
Cela résulte de la forme même de l’équation de la courbe. Si (x, y) et (a:’, y') sont deux points de la parabole, on aura
y ’ = 2 px et y '* =2 px' ;
d’où *. C. Q. F. I).
285. Théorème. La parabole peut être considérée comme la limite vers laquelle tend une ellipse dont le grand axe croît indéfiniment ; tandis que la distance de l'un des foyers au sommet le plus voisin reste constante.
Soit
l’équation d’une ellipse. Sans changer la direction des axes, transportons l’origine au sommet qui a pour abscisse — a ; pour cela, changeons x enx — a; il viendra
dou y'=*âx-
La distance du foyer au sommet le plus voisin est a — c ; désignons par lïp cette distance supposée constante; nous aurons
ïP — a — c, d’où c = a — £p et c’ = a' — ap -)- J p*.
De là on lire
et par suite
a’ — c' = ap — jp*
ou b*=ap — Jp’,
Si u tend vers l’infini, — tend donc vers p, et -, vers zéro; ainsi, a r a'
h la limite, l’équation [1] de l’ellipse se réduit à
ÿ' — Zpx,
qui est celle d’une parabole.
Remarques. I. On pourrait considérer également la parabole comme la limite d'une hyperbole. ,
H. Lorsqu'on pose
l'équation [1] prend la forme
y* =2 px — qx*.
Les notations étant les mêmes, on verra que l’hyperbole rapportée à son axe transverse et à la tangente menée par le sommet de droite a pour équation
y' — ipx-^-qx*.
Ainsi l’équation
y’ = 2qx -(- qx*
représente à elle seule les trois courbes du second degré, savoir : l’ellipse, si l'on a q<0; l’hyperbole, si l’on a q>0; la parabole, si l’on a q = 0.
<280. Foyer. Directrice. On a vu au u* 15 que la courbe jouis- GÉOM. ANAL. 17
sant de cette propriété, que chacun de ses points est également distant d’une droite fixe et d’un point fixe, est une parabole. Toute parabole jouit de la même propriété.
Soit M (fig. 112) un point quelconque de la parabole. Prenons sur l’axe OX, de part et d’autre du sommet O, les longueurs OF et OA égales à c’est-à-dire au quart du paramètre. Par le point A menons la droite DD' perpendiculaire à l’axe. Du point M abaissons sur DD' la perpendiculaire MO, et joignons MF. Je dis qu’on aura MF = MQ,
En effet, on a d’abord MQ = AP = AO + OP = £p + x.
On a ensuite
MF* = MP‘ +W = y' + (x — ip)\
= 2px -f (x — ip' = (*+ ip)* ; d’où MP = x-|-£p,
et par conséquent MF = MQ.
Ainsi, chaque point de la parabole est également distant de la droite DD’ et du point F.
Le point F se nomme le foyer de la parabole, et la droite DD est sa directrice; la propriété que l’on vient de démontrer s’énonce alors en disant que chaque point de la parabole est également distant de la directrice et du foyer.
Remarques. 1. Pour x= {p on trouve y=±p. Ainsi, la corde menée par le foyer perpendiculairement à l’axe est égale au paramètre 2 p.
II. Pour *=2 p on trouve y=±2p. Il en résulte que si, par le sommet, on mène une droite faisant avec l’axe un angle de45° (et dont l’équation serait par conséquent y = x), elle rencontrera la parabole en un point dont l’abscisse sera égale au paramètre.
Celte remarque fournit un moyen de construire le foyer et la directrice, lorsqu’on a la courbe et son axe, sans avoir son équation.
III. L’ellipse, l’hyperbole et la parabole jouissent toutes trois de cette propriété que les distances de chaque point de la courbe à la directrice et au foyer sont dans un rapport constant (UJ4, 233). Dans l’ellipse, chaque pointes! plus près du foyer que de la directrice correspondante; dans l'hyperbole, chaque point est plus près de la directrice, que du foyer; dans la parabole les deux distances sont égales.
IV. La distance d’un point de la courbe au foyer est une fonction rationnelle entière et du premier degré de l’aètcwse de ce point. Si l’on choisissait d’autres axes, on obtiendrait encore une fonction rationnelle, entière et du premier degré, des coordonnées nouvelles de ce même point.
287. La parabole peut se construire par points d’après la propriété du foyer et de la directrice.
Soit OP (fig. 113) l’abscisse d'un point que l’on veut construire. Par le point P on élèvera sur l’axe une perpendiculaire indéfinie. Du foyer F comme centre avec un rayon égal à la distance AP du point P à la directrice, on décrira un arc de cercle, qui coupera la perpendiculaire en un point M ; ce point M sera le point cherché. Car en menant MQ parallèle à OX, on aura MQ= AP = MF.
Remarques. I. Un point M’ (fig. 11 3) situé au dehors de la parabole est plus près de la direclrice que du foyer; car si l’on abaisse MP perpendiculaire à l’axe, et qui rencontre la courbe en un point M; qu’on mène M'O1 et MQ perpendiculaires à la directrice, et qu’on joigne M'F et MF; on auraM'Q'=MQ; mais M'F > MF, comme oblique, s’écartant davantage du pied de la perpendiculaire FP; or, MQ=MF; donc on a M'F>MQ ou
On verrait de même qu’un point M" situé dans l’intérieur de la parabole est plus près du foyer que de la directrice.
Donc, si un point est à égale distance de la directrice et du foyer, il est situé sur la parabole, ce qui achève de justifier la construction ci-dessus.
II. On obtient à la fois deux points de la courbe, symétriquement placés par rapport à l’axe. Car le cercle décrit du point F coupe en deux points la perpendiculaire élevée en P.
TANGENTE ET NORMALE
280. Tangente. D’après ce qui a été établi au n° 101, le coefficient angulaire de la tangente au point qui a pour coordonnées x' et y' est
Considérons la branche de courbe siluée au-dessus de l'axe. Quand y' varie de 0 à l’infini positif, m varie de l’infini positif ét zéro, et reste par conséquent positif. Cette branche supérieure de la courbe tourne donc sa concavité vers l’axe (100); et, à cause de la symétrie, il en est de môme de la branche inférieure.
Au sommet, on a t/'=0,d’où m = oo ; en ce point la tangente est donc perpendiculaire à l’axe.
200. D’après ce qui précède, l’équation de la tangente à la parabole, au point qui a pour coordonnées x' et y', est
équation à laquelle il faut joindre la relation y'*=2px' qui exprime que le point est sur la courbe.
A l’aide de celte relation, on inet l’équation [1] sous la forme
yy'=p(x+x') [2]
ou yy —px—px' — ^,
ou, en divisant le premier terme par ^ et les deux autres par px',
JL
La seule inspection de l'équation de la tangénte sous cette forme montre que pour æ = 0 on a y = %y’, c'est-à-dire que Tordonnèe à r origine de la tangente MT (fig. 114) est la moitié de V ordonnée MP du point de contact M.
On voit de même que pour y=0 on a x= — x', c’est-à-dire que la tangente rencontre l'axe en un point T situé du côté des irnégalifsàunedislanceOTégale Fis- “*• à l’abscisse OP du point de contact.
La distance TP se nomme la sous-tangente. Ainsi, dans la parabole, la sous-tangente est double de l'abscisse du point de contact; car on a TP =2 OP.
Cette propriété fournit un moyen commode de mener la tangente en un point donné M de la courbe; car il suffit de mener l’ordonnée MP, de prendre OT = OP, et de joindre TM.
TL
Remarque. Pour x' =\p, on a y' =p; par suite m= 1 ; ainsi la tangente au point dont l’ordonnée passe par le foyer fait un angle de 45" avec l’axe. Cette même tangente rencontre l’axe au même point que la directrice, puisque l’abscisse du point de rencontre est — 4p.
200. Problème. I. Mener une tangente à la parabole par un point extérieur (x*, y").
On aura pour déterminer les coordonnées x’ et y' du point de contact ]’équalion qui exprime que le point donné est sur la tangente, c’est-à-dire, en adoptant la forme [1] ci-dessus.
et l’équation qui exprime qne le point de contact est sur la courbe, savoir
y'*=2 pxf [5].
L’élimination conduit à une équation du second degré; ainsi il y a en général deux solutions; elles se réduisent à une seule quand le point donné est sur la courbe.
Mais, au lieu de traiter la question par le calcul, on peut remarquer que si, dans les équations [4] et [5], on regarde x' et y' comme des variables, elles représenteront deux lieux géométriques dont l’intersection donnera les points de contact de la tangente. L’équation [4] représente une droite facile à construire et qu’on appelle la corde des contacts. L’équation [5] représente la parabole elle-même.
II. Mener une tangente à la parabole parallèlement à une droite dont l’équation est y=mx.
On aura pour déterminer les coordonnées x' et y' du point de contact l’équation qui exprime le parallélisme, savoir :
et l’équation [5] ci-dessus qui exprime que le point de contact est sur la courbe.
L’équation [6] ne donne qu’une valeur de y', qui, substituée dans [5], ne donne qu’une valeur de x' ; ainsi le problème n’admet qu’une solution.
On obtient v'= — et Ces valeurs, mises dans l’équa-
lion [1] de la tangente donnent
y— p-~m(x— ou y=mx-\-~- . [7]
9 m \ 2my 9 1 2m
Remarque. Pourm = oo on trouve, en divisant préalablement par m, que l’équation [7] sc réduit à a: =0, c’est-à-dire à l’axe de s y, ce qui devait être. Pour m=0 on obtient y= » ; ainsi ce n’est
qu’à une distance infinie que la tangente devient parallèle à l’axe de la courbe.
291. Normale. L’équation de la normale à la parabole, au point dont les coordonnées sont x' et y', est
Pour avoir le point N (fîg. 114) où elle rencontre l’axe, faisons y = 0 ; nous trouverons x = p-\-x'.
La distance PN, qu’on appelle la sous-normale, est égale à ON — OP ou à x — x', c’est-à-dire à p. Ainsi, dans la parabole, la sous-normale est constante et égale à la moitié du paramètre.
Cette propriété fournit un nouveau moyen de mener la tangente en un point M donné sur la courbe; il suffira de mener l’ordonnée MP, de prendre PN égal au demi-paramètre p, et de joindre MN qui sera la normale; la perpendiculaire MT à la normale sera la tangente.
Remarque. Pour x' = 0, la distance x ou ON se réduit à p; ainsi, à mesure que le point M se rapproche du sommet, le point N se rapproche du point situé à la distance p de ce même sommet.
292. Théorème. La tangente à la parabole fait des angles égaux avec l'axe et avec le rayon vecteur du point de contact.
Il faut démontrer que le triangle MTF (fig. 1 14) est isocèle, et qu’on a TF=MF.
Or, on sait (288) que si x est l’abscisse OP du point M, on a TO=a; en valeur absolue; donc TF=TO+OF=x-f-|p. D’ailleurs on a trouvé (288) MF=a;-f-|p. Donc TF = MF. Donc l’angle MTF=TMF; ce qu’il fallait démontrer.
Remarques. I. Si l’on mène par le point M une droite HH' parallèleà l’axe, onaural’angle HMT = MTF; donc aussi HMT=TMF; c’est-à-dire que la tangente est la bissectrice de l’angle HMF formé par la droite MH parallèle à l’axe, et par le rayon vecteur MF.
II. Il en résulte que la normale MN est la bissectrice de l’angle supplémentaire H'MF.
III. Le triangle MFN étant isocèle, puisque l’angle FMN = H'MN =M.NF, on a NF= MF. D’ailleurs TF = MF; donc TF = FN. Ainsi la tangente, la normale et l’axe déterminent un triangle rectangle dont l'hypoténuse a pour milieu le foyer F.
293. théorème démontré au numéro précédent fournit un nouveau moyen de mener une tangente è la parabole.
I. Soit proposé d’abord de mener la tangente par un point M donné sur la courbe (flg. 115). Ayant mené la directrice AL, on abaissera du point M une perpendiculaire MD sur cette droite; on joindra FD, et du point M on abaissera sur FD la perpendiculaire MT, qui sera la langculc demandée ; car elle sera la bissectrice de l’angle DMF. ,
Remarque. Le point I, où la tangente MT rencontre la droite FD, est F,g' le milieu de cette droite; mais ce mi-
lieu est situé sur l’axe OY, puisque l’on a OA = OF, et que OY est parallèle à AL. Il suit de là que la tangente au sommet de la parabole est le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes.
II. Soit proposé, en second lieu, de mener la tangente par un point K extérieur à la parabole. Du point K comme centre, avec la distance KF pour rayon, on décrira un arc de cercle qui rencontrera la directrice en un point D; car le point K, étant extérieur à la courbe, est plus près de la directrice que du foyer (28iS) ; on joindra DF, et du point K on abaissera sur DF une perpendiculaire KT, qui sera la tangente dentandée. Le point M, où elle rencontrera la parallèle à l’axe menée parle point D, sera le point de contact.
En effet, par construction, KT sera perpendiculaire sur le milieu de DF, puisque KD = KF; le point M sera donc également distant de D et de F, et MT sera la bissectrice de l’angle DMF; ce sera donc la tangente.
L’iirc décrit du point K comme centre rencontrant la directrice en deux points, il y aura deux solutions.
III. Soit proposé enfin de mener la tangente parallèlement à une direction donnée. Du foyer F on abaissera sur cette direction une perpendiculaire qui rencontrera la directrice en un point D. Sur le milieu de FD on lui élèvera une perpendiculaire TK, qui sera la tangente demandée. Le point M, où elle rencontrera DM parallèle à l’axe, sera le point de contact.
En effet, TK étant perpendiculaire sur le milieu de FD, on a MF= MD; donc le point M est sur la parabole. De plus TK est la bissectrice de l’angle DMF; donc TK est la tangente.
Le problème serait impossible si la direction donnée était parallèle à l'axe, parce qu’alors la perpendiculaire menée à cette direction par le foyer serait parallèle à la directrice.
$ 3. DIAMÈTRES
294. Théorème. Les diamètres de la parabole sont des droites parallèles à l’axe (165).
Soit, en effet, y = mz;4-n l’équation de l’une des cordes que le diamètre considéré divise en deux parties égales, et soient Ç et »j les coordonnées de son milieu; ce point étant sur la corde, on a
Pour avoir les coordonnées des extrémités de la corde, il faut combiner son équation avec celle de la parabole, ou y* = 2 px. En éliminant y on obtient
équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la corde. Leur demi-somme, qui est égale à l’abscisse l du milieu, a pour valeur
En éliminantn entre les équations [1] et [2]; on a l’équation du lieu,
qui représente une parallèle à l’axe de la parabole.
Remarque. Réciproquement, toute parallèle à l'axe de la parabole est un diamètre. Car soit y— y' l’équation de cette droite.
Considérons le système de cordes parallèles dont le coefficient angulaire satisfait à la relation
y =— d ou , m=-..
Le lieu du milieu de ces cordes a pour équation
ou, en mettant pour m sa valeur,
291Î. Théorème. Les cordes quun diamètre divise en deux parties égales sont parallèles à la tangente menée à Vexlrîmili de et diamètre.
On vient de voir, en effet, que si y — y' est l’équation d’une parallèle à l’axe, ou, ce qui revient au môme, d’un diamètre, le coefficient angulaire des cordes qu’il divise en deux parties égales est
Or, ce coefficient angulaire est aussi celui de la tangente menée au point dont l’ordonnée est y' (287), lequel n’est autre que l’extrémité du diamètre. Donc les cordes considérées sont parallèles à la tangente, ce qu’il s’agissait de démontrer.
298. Théorème. Lorsque l’on prend pour axe des x un diamètre quelconque, et pour axe des y la tangente à l’extrémité de ce dia-
mètre, l’équation- de, la parabole conserve la même forme que lorsqu’elle est rapportée à son axe et à la tangente du sommet.
En effet, les cordes parallèles à l’axe des y étant alors divisées en deux parties égales par l’axe des x, il en résulte qu’à chaque valeur de a: correspondent deux valeurs de y égales et désigné contraire. L’équation ne peut donc contenir que des puissances paires de y; ainsi le terme en xy et le terme en y doivent manquer dans cette équation. La courbe passant par l’origine, l’équation doit aussi manquer du terme indépendant dd a? et de y. Enfin la relation B* — 4AC = 0 devant être satisfaite, puisque c’est une parabole, comme Best nul, il faut que A ou C le soi nt. Or, si A était nul, l’équation ne contiendrait plus y et ne pourrait représenter que deux parallèles à l’axe des y. Il faut donc que ce soit C qui disparaisse; et alors l’équation est de la forme
Ay’-f- Eæ= 0 on y* = — ^ x ,
ou, en posant —^=2 p', y*=2 p'x,
équation semblable à celle de la parabole rapportée à son axe et à
Remarque. Il est facile d’obtenir la valeur de p en fonction de p, connaissant l’abscisse a de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes.
Soit MX (fig. 116) le diamèlre pris pour axe des x, et soit TY la tangente prise pour axe des y.
Soient OP=o et MP =6 les coordonnées de la nouvelle origine M par rapport aux anciens axes OX, et OY,. Par le sommet O menons OIN parallèle à TM ; la figure OIMT est un parallélogramme, et l’on a
* ou MI = OT = OP=a(288), puis y • ou NP = ÏÜ,= ^ = MP,+ÏP, = &’+4'1’>
ou y* = 2 pa + ka*.
la tangente au sommet.
Fig. U*.
Meltant ces valeurs dans l'équation y'=z2p'x, on obtient
2pa-f-4a*=2p'a d’où ^=?4-0 2 2 ‘
Cette valeur est remarquable, parce que c’est précisément la distance du point M au foyer (2U3). Ainsi, toutes les fois que «quation de la parabole est ramenée ii la forme y*=2p'x, le quart du paramètre 2p' est la distance de l'origine ou foyer; ce qui a également lieu quand la parabole est rapportée à son axe et à la tangente au sommet.
297. Il résulte de ce qui vient d’ètre dit, que les propriétés qui ne dépendent que de la forme de l’équation de la parabole, subsistent quand elle est rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente à l’extrémité de ce diamètre.
Ainsi, 1° les carrés des ordonnées obliques sont entre eux comme les abscisses correspondantes; 2° si y' est l’ordonnée oblique d urupoini de la courbe, le coefficient angulaire de la
tangente en ce point est et l’équation de la tangente est
3° La sous-tangente est encore double de l’abscisse, etc.
S 4. AIRE d'dr segment parabolique.
298. Nous nous proposons d’évaluer l’aire .comprise entre un arc OB de la parabole (fig. 117), le diamètre OX passant par l’une de ses extrémités, et l’ordonnée AB menée par l’autre extrémité parallèlement à la tangente OY au point O.
Supposons la parabole rapportée aux axes OX cl OY ; son équation sera de la forme
Imaginons qu’on ait inscrit dans l’arc OB un contour polygonal, et que par chacun de ses sommets, tels que M, M\ etc., on ait mené des parallèles aux axes : MP, MO, M'P', M'Q’, etc. Soient
x, y, et x’, y' les coordonnées des deux sommets consécutifs M cl M' de ce polygone. En nommant 0 l’angle des axes, on trouvera pour les aires T et l des trapèzes MPP’M' et MQQ’AT,
T=i (y + t/) (x— x’) sin a
el t = 4 (x+x’) ( y — i/)sin 6,
ng. m. 1 x+* y-y
Si l’on suppose que le nombre des côtés du contour polygonal augmente, et que les sommets consécutifs se rapprochent indéfiment, on aura
lim - = Iun . x lun ,•
Or, d’abord.
lm
En second lieu, si dans l’équation [1] on regarde x comme la fonction et y comme la variable, la quantité
lim
n’est aufre chose que la limite du rapport entre l’accroissement de la fonction et l’accroissement de la variable, c'est-à-dire que c’est la dérivée de x par rapport à y, on a donc
lim - — —, = dérivée de = -} y- y 2 p p
270 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX. DIMENSIONS, par conséquent :
limT=M=j£=!H=2.
t X P px px
Ce que l’on vient de dire des trapèzes MPP'M’ et MQQ'M1, on peut le dire de tous les autres couples de trapèzes. Ainsi, à la limite, la somme des trapèzes intérieurs est le double de la somme des trapèzes extérieurs.
Or, à la limite aussi, la somme des trapèzes intérieurs devient le triangle mixtiligne OAli ; et la somme des trapèzes extérieurs devient le triangle mixtiligne OCB. On a donc
OAB = 20CB, d’où OAlî = “ (OA B + OCB) = § OA PC,
c’est-à-dire que l’aire parabolique OAB qu’il s’agissait d’évaluer, est les deux tiers de celle du parallélogramme OACB.
Remarques. I. Si X et Y sont les coordonnées du point B, l’aire du parallélogramme OABC a pour expression XYsinO. L’aire parabolique OAB équivaut donc à $ XY sin 0.
II. Si le diamètre OX était l’axe de la parabole, la tangente OY lui serait perpendiculaire ; on aurait donc sin 0 = 1 , et l’aire para- ’bolique aurait simplement pour valeur?} XY.
. III. On démontrerait de la même manière que l’aire parabolique OAB' est les deux tiers du parallélogramme OAB’C'. Par conséquent l’aire du segment parabolique BOB' est les deux tiers du parallélogramme BCCB' formé par la corde BB', la tangente CG' qui lui est parallèle, cl les droites BC et B’G' parallèles *au diamètre OX, ou à l’axe.
299. Théorème. Si des extrémités d'une corde de la parabole on abaisse des
perpendiculaires sur la tangente au lomiitfl, leur moyenne proportionnelle est la distance du sommet au point de rencontre de la corde et de l'aie.
Supposons la parabole rapportée à son aie et à sa tangente au sommet; soient (i', xJ) et (i" , y") les extrémités de la corde.
L'équation de cette corde sera
u'—xï'
y— y'=|rrp(*-®0-
Pour avoir la distance du sommet au point où la corde rencontre l’aie, il faut, dans cette équation, faire y — 0 , ce qui donne
mais ûd a
y’=2pi' et yn= 2px",
d’où
y*1 — y”3 — 2p (x’—sT)
et par suite
x’-x" _xf+xT Vf— y" 2p
Mettant cette valeur dans [1] on obtient
. y’Iy’+y'’) _ ipz1 — y1 — ify" y'y"-
Par conséquent
vnyn i/i. .v
èp* 2 p 2p
ni;
Or , zf et *" sont les perpendiculaires abaissées des extrémités de la corde sur la tangente an sommet; l’équation [3] démontre donc le théorème.
Remarque. L’équation [2] montre (ce qu’il est d'ailleurs facile de voir directement) que lorsque les deux extrémités de la corde sont d’un même côté de l’aie, elle le rencontre hors de la parabole; tandis que si ces deux extrémités sont de part et d'autre de l’axe, la corde le rencontre dans l'intérieur de la courbe.
500. Théorème. Si par les différents points d'une droite LU (fig. 118) on mène d la parabole des couples de tangentes, telles que NU, NM', les cordes de contact, telles que MM' passent toutes par un point fixe.
Prenons pour axes la tangente YY' parallèle à LL1, et le diamètre AX mené par le point de contact. Soient X* et y" les coordonnées du point N ; l’équation de la corde des contacts MM' sera (289)
vy"=p'(*+**) [1]
en appelant 2p' le paramètre de 1a parabole rapportée aux axes que nous aveus
choisis, et pour lesquels son équation
Fig. tu.
conserve la même forme que lorsqu'elle est rapportée à son axe et à la tangente au sommet (295).
L’abscisse AP du point où MM' rencontre AX, s’obtiendra eu faisant y = 0 dans l’équation [ 1 J , ce qui donne
Or, l’abscisse ar" du point N ne dépend pas de la position de ce point sur la droite LL', puisque celle-ci est parallèle à l’axe des y. x" est donc une constante. Par conséquent AP est aussi constant ; et le point P est un point Use par lequel passent toutes les cordes de contact analogues & MM'. C’est ce qu’il fallait démontrer.
On voit de plus que le point fixe est situé sur le diamètre qui passe par le point de contact d’une tangente parallèle à la droite donnée.
Remarques. I. Le point P se nomme le pôle de la droite LL'; et cette droite se nomme la polaire du point P.
II. La relation fî] montre qu'on a AP = AD
III. Si LL* coupait la parabole, x" serait positif, le point P serait donc extérieur à la parabole. Si LI.' était tangente, les points P et D se confondraient avec le point de contact; dans ce cas le pôle serait sur la polaire.
Si LL' était la directrice, le point P serait le foyer.
IV. La propriété réciproque a également lieu : c'est-à-dire que si par un point fixe P on mène des sécantes, et que par les points où elles rencontrent la courbe on lui mène des tangentes, les couples de tangentes correspondantes d ces direrses sécantes iront se couper sur une mime droite LL’. Car si AP reste fixe, en vertu de la relation [1], il en sera de même deaf : donc les points de rencontre N de couples de tangentes seront tous sur la droite qui a pour équation
Si le point Rie P était situé hors de la parabole, la droite LL' couperait la courbe; car si s était négatif dans la relation [IJ, *" serait positif. Si le point P était en D, la droite LL' serait tangente.
501- Théorème. Si l'on mène dans une parabole deux cordes quelconques perpendiculaires entre elles, CD et CD* (le lecteur est prié de faire la figure), les distances IP et l'P' de leurs milieux d l'axe ont pour moyenne géométrique la moitié du paramètre.
Soienti', y' et*", y1' les coordonnées des points C et D, et soit n l’ordonnée du point I ; on aura
DE LA PARABOLE
Mais , si m est le coefficient angulaire de la corde CD , on a
HT
multipliant ces relations terme ù terme , on obtient
y'1— y'” 2pi'— 2px"
mTi 2 (z" — z") 2 (J^ — x")
Si t)' est de même l’ordonnée du point 1' , et m' le coefficient angulaire de C'D', on aura pareillement
et , par conséquent, en multipliant [2] et [3] membre à membre ,
mm'v \'=zp> [4],
Or, les deux cordes étant perpendiculaires entre elles , les coefficients angulaires m et m' sont liés par la relation mm' + 1 =0 ou m m'= — 1.
En mettant pour mm' cette valeur dans [4] , il vient
Cette relation montre que les ordonnées r, et r,' sont toujours de signe contraire; si donc on a ij = + IP, onauraij'= — l'P'. Par suite
IP.l'P' = p-’,
ce qu’il s’agissait de démontrer.
362- Problème. Étant donné un arc de parabole, conetruire la courte.
Soit CD (fig. 119) l’arc donné. On mènera deux cordes parallèles; on joindra leurs milieux, et l’on aura un premier diamètre HH' (293).
Soit M le point où il rencontre l’arc donné; on mènera MT'paralléle aux deux cordes; ce sera une tangente (29é) ; puis on fera l’aDgle TM F = TMH'; on aura une droite MF qui ira passer par le foyer (291).
En répétant la construction pour deux autres cordes parallèles entre elles, mais non aux deux premières, on obtiendra une nouvelle droite passant au foyer, et qui, par son intersection avec la première, donnera le foyer F.
On mènera FX parallèle aux deux diamètres; ce sera Taxe de la paraboie (293). Il rencontrera la tangente MT en un point T. Du point M on abaissera sur Taxe la perpendiculaire MP. Le milieu A de la distance TP sera le sommet de la parabole (287). On aura ainsi tous les éléments nécessaires pour tracer la courbe (286).
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303. Problème. Par un point P prit sur l'axe d'une parabole, on mène de t parallèles aux tangentes; on demande le lieu des points M où chacune d'elles rencontre le rayon vecteur du point de contact correspondant.
Prenons pour origine le foyer; il suffira, dans l'équation de la parabole, et dans celle de sa tangente, de changer x en x + jp, ce qui ne changera pas le coefficient angulaire de la tangente, où l'abscisse du point de contact n’entre pas. Soient donc if et y’ les coordonnées du point de contact; et soit FP = a. L'équation d'une parallèle à la tangente passant par le point P sera
L’équation du rayon vecteur sera d’ailleurs
et, pour ciprimer que le point de contact est sur la parabole, on aura
y”=îp(*+sp) [3],
En éliminant x! et y’ entre ces trois équations, on aura une relation entre x, y et des constantes; ce sera l’équation du lieu.
De l'équation [I] on tire y'=Ej£Zl2i;
l’équation [2] donne alors Xi—Px(t~a)
Ces valeurs mises dans l’équation [3] donnent, toutes réductions faites,
équation du cercle décrit du foyer F comme centre, avec FP pour rayon.
Remarques. I. On aurait pu prévoir ce résultat qui est une conséquence de la propriété exposée au n" 291; car les triangles TFT et PFM (fig. 114) sont semblables ; et puisque le premier est isocèle , il en est de même du second ; on a donc F1I=FP, quantité constante.
II. Si, au lieu de mener par le point P des parallèles aux tangentes, on menait des parallèles aux normales, et qu’on cherchât de même le lieu de leur rencontre avec le rayon vecteur, on obtiendrait le même cercle que ci-dessus. C’est encore une conséquence de la propriété démontrée au n* 291 .
III. Il est remarquable que le cercle obtenu est indépendant du paramètre de la parabole, et que, par conséquent, le lieu demandé resterait le même, quel que fût ce paramètre, pourvu que les paraboles eussent même axe et même foyer.
301. Problème. Par le foyer d'une parabole on mène des droites faisant avec
les tangentes un angle constant; on demande le lieu du point de rencontre de chaque droite avec la tangente correspondante.
Prenons pour origine le foyer, l'aie de la parabole pour aie des x, et l’aie des y perpendiculaire. Pour obtenir l’équation d'une tangente quelconque , il
suffira dans l’équation ordinaire (288) de changer ieni + |, ce qui donnera
y=m{x+l)+û tu-
L'équation d’une droite menée par le foyer sera
et si ces deux droites font entre elles un angle donné, dont nous désignerons la tangente par K, on aura
ni — m' 1 + mm’
Si, entre ces trois équations, on élimine m et m’, il restera une relation entre x, y et des constantes, qui sera l’équation du lieu; car on peut regarder x et y comme les coordonnées du point commun aux deux droites. Pour faire le calcul, on éliminera m’ entre [2] et [3] ; on obtiendra une valeur de m qu’on substituera dans [1]. Faisant disparaître les dénominateurs, réduisant et transposant, on pourra mettre l’équation finale sous la forme
(x* + y-) [2K (y- Ki) - p (1+ K>)] = 0.
Cette équation est satisfaite quand on égale i zéro l’un ou l’autre des deux facteurs du premier membre; elle se partage donc en deux, savoir :
i«+y»=0 et 2K (y — Ex) — p (1 + X1) =0.
La première donne x = 0 et y = 0, et représente l’origine des coordonnées, ou le foyer; c’est évidemment une solution étrangère à la question.
La seconde peut s’écrire
y=K(i + ÎP) + ^ [4].
En la comparant avec l’équation [IJ on voit que c’est celle d’une tangente î la parabole , faisant avec l’axe un angle égal à l’angle constant dont la tangente est K.
Remarque. Si l’angle constant est droit, on a K = oo ; l’équation [4], divisée préalablement par K , donne alors
a+ip = 0 ou * = — ip,
c'est l’équation de la tangente au sommet. On retrouve ainsi la propriété démon- , trée plus haut (291, Rem.).
30S. Problème. Trouver le lieu décrit par le sommet d’un angle constant dont les cités restent tangents à une parabole donnée.
276 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. Les cités de l'angle étant des tangentes, auront pour équations
u = mx -f -t- et * 2m
et si K désigne la tangente de l’angle constant on devra avoir
1 + mm'
[fl-
En éliminant m et m' entre ces trois équations, on aura l’équation du lieu; car on peut regarder x et y comme les coordonnées du sommet de l’angle mobile. La première équation peut être mise sous la forme
2xm: — 2j/m+p=0
et la seconde , traitée de la même manière , donnerait une équation qui ne différerait de celle-ci qu'en ce que m serait remplacé par m’. On peut donc regarder m et m' comme les deux racines de l’équation [3]. On trouvera, en conséquence,
, vV— 2 pi . p
m — m = et
valeurs qui substituées dans [2] donnent l'équation cherchée y/ y7— 2px_K
y- — KV— j>(2 + K’)x— K’£=0
Mi
c’est celle d’une hyperbole , dont l’axe transverse est dirigé suivant l'axe de la parabole; car l'équation ne contient y qu'à la seconde puissance, et quand on fait y = 0 on trouve pour x deux valeurs réelles. L’abscisse du centre est
Quand on transporte l'origine en ce point, l’équation de l'hyperbole se réduit à
I VJ
ÿ*-K=*>-fp>(i±5-’) = C
Sous cetle forme on reconnaît que l'hyperbole a pour asymptotes les droites dont les équations, par rapport à la nouvelle origine, sont
y = ±.Kx.
En désignant par a et b les demi-axes, on trouvera ensuite
p/T+T’ , pv'l+K’ „ . i-x-T-n <+KJ 0='-^ , b = - JT , dou e^O’+b’rrp.-
Si de cette valeur on retranche la valeur absolue de la distance du centre de l'hyperbole à l'ancienne origine, ou trouve :
(1+K!) 2-fK> p
n * - — ri : — r _
La distance du sommet de la parabole au foyer de droite de l'hyperbole est donc c'est-à-dire que le foyer de la parabole est un des foyers de l’hyperbole.
Enfin on ; retranchant cette valeur de la quantité p T11! ex-
prime en valeur absolue la distance du centre de l’hyperbole au sommet de la parabole, on obtient pour reste 5. La directrice de la parabole est donc aussi une des directrices de l’hyperbole.
Remarques. I. Si l'angle constant est droit, on a K as oo ; et l'équation [4] préalablement divisée par K’ donne alors
i3+pz + t= 0 ou + =0> d’°“ x=~\'
c’est l’équation de la directrice. Ainsi la directrice de la parabole est le lieu du sommet d'un angle droit dont les cités restent tangents à la courbe.
II. Si l'angle constant vaut la moitié d’un angle droit, on a K = 1 , et l'on reconnaît par l’inspection de l'équation [5J que l'hyperbole devient équilatère.
306. Problème. D'un point fi re on mène des normales d une série de paraboles ayant même axe et même sommet ; on demande le lieu des points où chaque normale rencontre normalement la courbe correspondante.
Les paraboles considérées rapportées à leur axe et à la tangente au sommet auront pour équation :
yJ=2p*,
p étant un coefficient variable de l'une à l’autre, et qui peut être positif ou négatif.
Soient sf et \/ les coordonnées du point où chaque normale rencontre normalement la parabole correspondante; et soient x' et y' les coordonnées du point fixe par lequel les normales sont menées , on aura (290)
avec y’3=2j>x' [2J.
En éliminant p entre ces deux équations, on aura une relation entre y, y' et des oonstantes, qui sera l'équation du lieu. On obtient
y"— y’=— —■ *0 ou y" + 2aé3— y"y’-2*"i'=0.
C’est l’équation d’une ellipse, dont les axes sont parallèles aux axes coordonnés ; elle passe par le point fixe et par le sommet commun des paraboles ; son centre est au milieu de la droite qui joint ces deux points.
367. Problème. Tmuvtr le lieu des potnts par chacun desquels cm peut mener à une parabole deux normales perpendiculaires entre elles.
Soient x1 , y' et x" , y" les coordonnées des points où les deux normales rencontrent normalement la courbe; les équations de ces normales seront (290)
[1] y-ÿ'=-^(i— a') et y—y"=—t(x — x") [2],
équations auxquelles il faut joindre les relations
[3] yn=1px’ et ÿ—ïpxT [4].
Les deux normales devant être perpendiculaires, on doit avoir en outre
y-=-l ou v'y"=— p= 15].
On peut regarder a et y comme les coordonnées du point commun aux deux normales; ainsi, en éliminants', y', a" et y" entre les cinq équations ci-dessus, on obtiendrait une relation constante entre a, y et des quantités connues; ce serait l'équation du lieu. Mais on obtient plus rapidement cette équation en opérant de la manière suivante :
Remplaçons dans fl] y' par sa valeur tirée de f3]; il viendra, en chassant les
dénominateurs et transposant,
En éliminant de même a" entre les relations [2] et [4], on arriverait à une équation semblable, et qui n’en différerait qu’en ce que y' serait remplacé par y". On peut donc regarder y1 et y" comme deux racines de l’équation
Désignons par y” la troisième racine; on aura, d’après une propriété connue des équations,
Remplaçant y'y" par sa valeur — p1, il reste
— y”— 2y, d’où" y"=— 2y.
Cette valeur de la troisième racine devant satisfaire à l’équation [6] , on trouve , en substituant — 2y à la place de Y,
ou , en divisant par 2y , ce qui est permis , car y = 0 , ou Taxe des x , est évidemment une solution étrangère, et changeant les signes,
4y5 + 2p(p— x)+p’=0 ou ky'+3pi‘— 2psr=0,
ou enfin — -|p).
Telle est l'équation du lieu. C'est celle d’une parabole dont le paramètre est le quart de celui de la parabole donnée, et dont le sommet est situé, du côté des x positifs , à une distance égale à * p de celui de la parabole donnée.
Remarques. I. L’équation [5] montre que les ordonnées y" et y" sont nécessairement de signe contraire. On en déduit aussi = p* . ou 4 p’.xV' = p1
ou *V=Ç*
II. L’équation [6] manquant de second terme, on a V'+ÿ" + y"=0;
et comme 2y ,
il en résulte y=i(y'+ \/') >
c'est-à-dire que l’ordonnée du point d’où partent les normales est une moyenne entre les ordonnées des points où ces normales rencontrent normalement la courbe.
308. Problème. Étant donné un quadrilatère ABCD (flg. 120', on prend sur
ses côtes quatre points P, 0, R, S, qui divisent le» côtes proportionnellement , . BP BQ AS CR enWrt*9“0,,a,,BÂ=BC=ÂD=CD; on joint PR et QS; on demande le lieu du point de rcncoplre S des lignes de jonction.
c . , BP BQ
So,ent bâ=bct
AB- BC~ AD ~ CD
d’où n-f-n'=l
Prenons pour ares les diagonales AC et BD du quadrilatère, et soient OA=a, OC = a', OB = b,OD = 6'; on trouvera, pour les coordonnées
du point P,
i=na, y=n’b-,
du point Q,
x— — na',' y— ntb;
du point R,
st= — n'a’, y= — ni»'
du point S,
x—— n'a, yss—nb.
Par suite, l’équation de PR sera
ÿ— _ r+na . .
n'b + nb' na + n'a' 1 ’
et l’équation de OS sera
n'b + nV na' + n'a *•
On peut regarder x et y comme représentant les coordonnées du point M ; on obtiendra donc l’équation du lieu en éliminant n et n' entre les équations fl],
[SJ el [3].
Pour cela, on égale d’abord les seconds membres de [2] et [3]; réduisant, divisant par a + a', et ayant égard à [1], il reste
En second lieu, les équations [2] et [3] pouvant s’écrire
n’a!/ — n^a'b -f- n[ay — Vx) n’(a'y — bx) = 0
et n’a 7/ — n*ab + n(a'y + Vx) + n'(ay -(- bx) =0 ,
en ajoutant membre à membre, réduisant, divisant par a + a’, et ayant égard à [1], il vient
n’b' — n'5b-f-y=0 [SJ.
De [1] et [4] on conclut que n et n' sont donnés par l’équation du second degré :
Tirant de celle équation les valeurs de n et de n' pour les substituer dans la relation [5] , on obtient
ou bien y=-tzïx + Hb-V)±}(b + Vh/i *!_.
Telle est l’équation du lieu. C’est une courbe du second degré qui s’étend indéfiniment dans le sens des x négatifs, mais qui est limitée dans le sens des x positifs-, c’est donc une parabole.
Remasqces. I. La courbe passe aux points B et D; car pour* = 0, on trouve y = 6 et y = — b*. On pouvait prévoir ce résultat.
II. La droite représentée par l'équation
est un diamètre; c'est la droite HK qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère.
III. La courbe rencontre son diamètre au point qui a pour abscisse x = j (a — a'). Cette abscisse est celle du milieu 1 de OH.
D'après la propriété de la sous-tangente, démontrée au n“ 288, laquelle subsiste par rapport à un diamètre quelconque et à la tangente à l’extrémité de ce diamètre ;296), les droites HD et HD sont des tangentes.
IV. Si b t= V, le diamètre HK se confond avec la diagonale AC.
Si, de plus, les diagonales sont perpendiculaires, AC devient l'axe.
Si l’on a a = fl', la courbe se réduit à la diagonale BD.
Le lecteur pourra s'exercer sur les questions suivantes :
I. Théorème. Si l’on joint le foyer de la parabole au point où une tangente quelconque rencontre la directrice , la ligne de jonction est perpendiculaire au rayon recteur du point de contact.
II. Théorème. Si l’on joint deux points M et H' d’une parabole à l’extrémité A d'un diamètre quelconque; que ion mène par les points M et M' des parallèles d ce diamètre; la diagonale NN' du trapèse MN'M'N ainsi déterminé sera parallèle à la tangente au point A.
III. Théorème. Si par le sommet A d’une parabole on mène une corde quelconque AM, et par le point M une perpendiculaire MB à cette corde, terminée à l'axe de la courbe, la distance PB entre le point B et le pied de l’ordonnée du point. M sera égale au demi-paramètre.
IV. Problème. Étant donné un trapèse ABCD, on fait carier la direction du cité CD, de manière que la surface du trapèse reste constante; on demande le lieu du point de rencontre M des diagonales.
V. Problème. On mène par un point fixe des tangentes d une série de paraboles ayant même axe et m-’me sommet ; on demande le lieu des points de contact.
VI. Problème. Trouver le lieu des points tels que la somme (ou la différence) des distances de chacun d'eux à une droite fixe et d un point fixe est constante.
VII. Pboblême. Trouver le lieu des points tels que si, de chacun d’eux , on mène deux tangentes d une parabole donnée, la somme des angles qu’elles font avec l’axe est constante.
VIII. Problème. D'un point fixe P on mène d une parabole donnée une sécante quelconque PAB, sur laquelle on prend une longueur PM, moyenne géométrique entre PA et PB; on demande le lieu du point M.
IX. Problème. Trouver le lieu des milieux des sécantes menées d une parabole par un point fixe.
X. Problème. Trouver le lieu des centres des cercks tangents à «ne droite donnée et coupant à angle droit un cercle donné.
309. Application*. I. Un projectile, lancé dans le vide, y décrirait une parabole à aie vertical. Si r est la vitesse initiale du projectile, et a l’angle que sa direction fait avec l'horizon , l'équation de la courbe décrite, rapportée & deux axes , l’un horizontal et l'autre vertical, pris dans le plan du mouvement et passant par le point de départ, est*
ou, en posant e*=2gh,
,=*t»ng«-tt|— W*
La courbe rencontre l’aie horizontal & une distance de l'origine égale & x=4hcos,atanga=2hsin2x.
Cette distance est ce que Ton nomme Vamplitude du jet; elle est la plus grande possible pour a =45*.
L'abscisse du sommet est la moitié de cette amplitude, ou x=h sin 2».
On en dédnit, pour l’ordonnée correspondante,
y=zh sin’*.
Si Ton veut l'ordonnée du foyer, il faut de cette -dernière retrancher le quart du paramètre. Or, si Ton rapportait la courbe à son aie et & son sommet, le coefficient de xJ ne changerait pas, et Ton aurait :
V= pr — ou x’=ili cos’a.y.
4hcossa
Le quart du paramètre est donc h cos’ a. Par suite, l'ordonnée du foyer est hsin’a — Jicos’a ou — h cos 2a.
Remarques. I. Le lieu du sommet de toutes les paraboles que le projectile peut décrire avec une même vitesse initiale r, mais en faisant varier l’angle a du tir, s'obtiendra en éliminant a entre les équations
x=hsin2* et y=hsin’a.
Or, la seconde peut s'écrire
2y=h — h cos 2a ou h— 2y=fccos2*.
* Voir les Notions de Mécanique exigées po.ir l’admission à l’École polytechnique.
Élevant au carré cette dernière équation, ainsi que la première, et ajoutant membre à membre , on obtient
*’+ (A — 2y)’ = A5 ou i1 + Ay1— 4/»ÿ = 0, équation d'une ellipse dont le centre est sur l’ave des y à la distance - de l’origine; son petit aie, dirigé suivant l’axe des y, a pour valeur A, et son grand aie, qui est horizontal, a pour valeur 2A.
II. I.e lieu des foyers des mêmes paraboles s’obtient en éliminant * entre les équations
z=Asin2a et y=— Acos2», ce qui donne !rJ+y»=A,,
équation d'un cercle décrit de l'origine comme centre avec le rayon A.
alO II. Les comètes décrivent des ellipses * très-allongées qui peuvent être assimilées à des paraboles (285), daus la portion de l’orbite risible pour nous. La parabole étant une courbe plus simple que l’ellipse, il en résulte plus de commodité pour les calculs. L'approiimation obtenue de la sorte est presque toujours suffisante.
511. III. Les chaînes ou les cftbles qui supportent les tiges d'un pont suspendu affectent la forme d une parabole à axe vertical, lors même que les liges ne sont pas équidistantes. Étant donnés les deux points d'attache, qui peuvent être situés à des hauteurs différentes, et la tangente au sommet, laquelle est horizontale et se trouve déterminée par la hauteur du tablier du pont, on a les éléments nécessaires pour tracer la courbe.
On peut faire usage, pour cela, du théorème du n" 244. Soient A et B (fig. 121)
les deux poiuls d’attache du cible, et XX la tangente au sommet. On abaissera des points A et B sur X’X les perpendiculaires AC et BD; on cherchera leur moyenne géométrique, que l’on portera sur DB, de D enl ;j>ar le point I on mènera une horizontale, qui rencon- Fig. 121. trera en H la droite AB; du point H on
abaissera sur X’X la perpendiculaire HS ; le point S ainsi obtenu sera le sommet. La droite SH sera l’axe. On aura le paramètre par la relation CS* = 2p. AC; par suite le foyer, et la directrice. On pourra donc tracer la courbe par le procédé indiqué au n° 286.
312. IV. On donne aui balanciers des machines à vapeur la forme parabolique,
afin que, conformément à la théorie de la résistance des matériaux, le balancier présente dans chaque section la même résistance.
Connaissant la demi- longueur OA (fig. 122) et la demi-hauteur du ba- Fig- lancier, on a à construire la para-
bole, connaissant son axe OA, son sommet A,' et un point B. On obtient le
•Peut-être que quelques-unes décrivent des hyperboles; le fait n’a pu être encore bien constate.
paramètre par la relation 55* = 2p. OA; par suite le foyer, la directrice. On peut donc tracer la parabole, comme il est dit au n* Î86.
313. V. La perspective d’un cercle peut être une parabole. Ce cas se présente notamment lorsque le cercle, étant situé dans le plan horizontal du terrain, coupe la ligne de terre, et que la parallèle menée à cette ligne par le pied du spectateur est tangente à la circonférence.
Soient A et B (fig. 123) les points où cette circonférence rencontre la ligne de terre, et soit I le milieu de AB. Le diamètre qui passe en I prend, en perspective, la direction IV (le point V étant le point de vue). La perspective C de l’extrémité de ce diamètre s’obtient par les procédés ordinaires. La tangente en ce point reste parallèle à la ligne de terre, et par conséquent à la corde AB que CI divise en deux parties égales. La ligne CI est donc un diamètre de la parabole, et l’on a à
construire la courbe, connaissant un diamètre , son extrémité , et un point (A ou B). Le paramètre relatif à ce diamètre s'obtiendrait par la relation AI! = 2p'. CI; et on pourrait calculer ou construire les coordonnées correspondantes à autant d'abcisses qu’on le voudrait. Mais le plus souvent il suffira de déterminer les tangentes en A et B, et de tracer ensuite la Fi8- ,3ï- courbe avec les trois points A, B, C et
les trois tangentes en ces points. Or, la tanzente en A s'obtiendra en se rappelant que la sous-tangente est double de l'abscisse, même lorsque la parabole est rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente à l'extrémité de ce diamètre. On prendra donc CK = CI, et l'on joindra KA, qui sera la tangente en A; par une raison semblable, KB sera la tangente en B.
SH. VI. Beaucoup de fonctions peuvent être représentées par l'ordonnée d’une parabole. Nous nous contenterons d’en donner un exemple.
D'après les expériences de M. Defont line sur un bras du Rhin, la vitesse des filets liquides décroît, depuis la surface jusqu’au fond, comme les ordonnées d’une parabole dont l'équation serait, en prenant pour abscisses les profondeurs comptées à partir de la surface, et pour ordonnées les vitesses comptées dans leur sens horizontal,
Cette courbe a Informe indiquée sur la figure 125.
g V. THÉORIE GÉNÉRALE nES POVERS.
313, Nous avons donné trois définitions différentes des foyers suivant que nous avons considéré ces points dans l’ellipse, dans l’hyperbole ou dans la parabole. Il n’cst peut-être pas inutile d’in-
diquer ici un point de vue général, qui permet de ramener à une méthode uniforme la recherche de leurs propriétés.
En effet, nous avons vu (n°* 183, 232 et 283, Rem.) qu’un foyer jouissait, dans les trois courbes, de cette propriété, que sa distance à un point quelconque de la courbe est une fofiction rationnelle des coordonnées de ce point. On peut donc prendre cette propriété commune pour définition des foyers, et alors voici la marche qu'il faudra suivre pour trouver ces points :
Soient (a, fs) un foyer F, (x, y) un point quelconque M de la courbe ; la distance F.M s’exprimera d’abord par
et ensuite, comme elle doit être une fonction rationnelle de x et de y, elle pourra s’exprimer encore par
ex + ry + 9,
e, f, g étant, comme « et p, des inconnues qu’il s’agit de déterfniner. On aura donc
y/{x—x)'+{y-$)'=tx+fy-\-g, ou {x— a)*+(v— P)*— {ex+fy+g)*=0 [I].
Or, comme cette relation [l] doit avoir lieu quel que soit le point M, ce n’est autre chose que l’équation
Ai/’-}-Bxi/+Cx'-)-D!/ -f- Ex-f F=0
de la courbe, ou cette équation multipliée par un facteur indéterminé X. On devra donc avoir identiquement
(x-a)«+(y-p)‘-(cx+ry+ff),=^[Ay,+B^+Cx'-l-Dÿ+Ex+F].
En identifiant les coefficients des termes analogues dans les deux membres, on aura autant d’équations qu’il en faut pour déterminer les inconnues «, p, e, f, g, X.
Nous n’effectuerons pas ce calcul qui ne nous conduirait qu’à
des résultats connus, et nous nous contenterons de le conseiller aux élèves comme exercice.
Remarques. I. Le calcul effectué sur l’équation générale [2] serait fort compliqué. Mais comme il est clair qu’un point qui jouit de la propriété caractéristique des foyers dans un certain système d’axes, ne cesse pas d’en jouir encore quand on change de système, il est permis de prendre, au lieu de l’équation [2], l'équation la plus simple de chaque courbe, que l’on traitera séparément.
II. Toutes les courbes du second degré peuvent être représentées par l’équation
(x — *)'+(y—py—(ex+fy+g)'=0 [3],
' qu’on nomme quelquefois \' équation focale. Comme le symbole B* — 4 AC est ici
kc'p — 4(1 — e’) (1 — D = 4 (e*— p— 1), on voit que la courbe sera une ellipse si l’on a c’+r< 1 »
une hyperbole c*-J- /■*> i ,
une parabole e,-j-/’*=l.
Cette équation est très-commode pour la résolution de tous les problèmes dans lesquels entrent en jeu les propriétés des foyers et des directrices.
III. L’équation focale montre que l’existence d’un foyer entraîne celle d'une directrice.
En effet, si on nomme S la distance d’un foyer (a, p) à un point (ar, y) de la courbe, on a
S^a-aj’-Hy-p)*;
si on nomme 8* la distance du point ( x , y) à la droite qui a pour équation
ex+fy+g=0,
,, ex-\-fy + g
on a ô = — X
Donc, en vertu de l’équation focale, on a
c’est-à-dire que la droite ex-t-/ty-f-;7 = 0 est une directrice.
On voit que si on parvient à mettre l’équation du second degré sous la forme [3], on aura immédiatement un foyer et la directrice correspondante.
CHAPITRE X
DES COORDONXËES POLAIRES.
§ 1. DÉFINITION DES COORDONNÉES POLAIRES. — TRANSFORMATION DES COORDONNÉES RECTILIGNES EN COORDONNÉES POLAIRES, ET RÉCIPROQUEMENT.
310. Considérations sur la manière de fixer la position d’un point sur un piau. Nous n’avons fait usage jusqu’ici, pour fixer la position d’un point dans un plan, que de scs coordonnées rectilignes, c’esl-à-dire de ses distances à deux axes fixes tracés dans le plan, distances estimées perpendiculairement quand les axes sont rectangulaires , ou parallèlement à ces axes quand ils sont obliques.
On conçoit qu’il puisse exister beaucoup d’autres manières de fixer la position d’un point dans un plan. Cette position serait connue, par exemple, si l’on donnait les distances de ce point a deux points fixes pris dans le plan , pourvu que l'on sût de quel côté il se trouve par rapport à la droite qui joint les points lixes; car il se trouverait à l’intersection de deux circonférences de cercle décrites des deux points fixes comme centres avec des rayons respectivement égaux aux deux distances données.
La position d'un point serait également connue si l’on donnait les angles que les droites menées de ce point à deux points fixes pris dans le plan font avec la droite qui joint les points fixes; car il se trouverait à l’intersection de deux droites faisant avec la ligne des points fixes des angles respectivement égaux aux angles donnés.
On pourrait encore déterminer la position d’un point dans un plan par ses distances à un point fixe et à une droite fixe ; car il se trouverait à l’intersection d'une droite et d’un cercle; et ainsi de suite.
Les diverses manières de fixer la position d’un point dans un plan formeraient autant de systèmes de coordonnées, dont chacun pourrait avoir son avantage dans certaines questions spéciales. Ainsi, dans le premier système considéré, en nommant p et ?' les
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distances d'un point quelconque aux deux points fixes, les équations très-simples
p-f-p' = const. ou p — p' = const.
représenteraient, la première une ellipse, et la seconde une hyperbole, ayant les points fixes pour foyers. Dans le second système, en nommant u etw' les angles que les droites menées d’un point quelconque aux deux points fixes font avec celle qui joint ces points , l’équation
« -f w' = const.
représenterait une circonférence de cercle passant par les points fixes. Dans le troisième système, en nommant p et x les distances d’un point quelconque au point fixe et à la droite fixe, et en désignant par wiune constante, l’équation
p =mx
représenterait une ellipse, une hyperbole et une parabole, suivant qu’on aurait m< 1 , m> 1 ou m = l (181, 231, 283).
Mais les avantages que peuvent présenter ces divers systèmes de coordonnées ne sont point assez généraux pour les faire préférer, soit aux coordonnées rectilignes dont nous nous sommes servis jusqu’à présent, soit à celles que nous allons étudier.
Remarque. Dans les systèmes de coordonnées que nous venons de signaler, comme dans le système des coordonnées rectilignes, chaque point du plan est donné par l’intersection de deux lieux géométriques, déterminés respectivement par chacune des coordonnées, et l’on verra qu’il en est de môme pour les coordonnées polaires- Néanmoins il serait inexact de définir, comme on le fait quelquefois, un système de coordonnées, en disant que c’est un système de lieux géométriques dont l’intersection détermine la position d’un point. On peut se servir, en effet, de systèmes de coordonnées qui échapperaient à cette définition. Ainsi, dans l’étude des courbes, on a employé avec succès pour coordonnées l’arc de la courbe rqôme, compté à partir d’un point fixe pris sur cette courbe, et l’inclinaison de la normale à l’autre extrémité de GÉOM.ANAL. 19
cct arc*. Ob pourrait employer pour coordonnées l'aire de la courbe et l’inclinaison de sa tangente, etc. Il vaut donc mieux se borner à dire qu’un système de coordonnées est un système de grandeurs variables propres à déterminer la position tfun point.
SlGftis. Coordonnées polaires. Soit M(fig. 126) tin point dont On
veut déterminer la position dans un plan. Menons dans ce plan une droite fixe OX, et prenons sur cette droite un point fixe O, puis joignons OM. La position du point M sera entièrement connue si l’on donne l’angle MOX et la longueur OM; car pour l’obtenir il suffira de faire au point O un angle XOM égal à l’angle donné, et de prendre sur la direction ainsi déterminée, et à partir du point O, «ne distance OM égale à la longueur donnée.
L’angle MOX et te longueur OM forment les coordonnées polaires du point M ; le point O se nomme le pèle, la droite OX Y axe polaire; la longueur OM est le rayon vecteur du point M ; l’angle MOX n’a pas reçu de nom particulier; pour la commodité du langage, nous l’appellerons l 'angle polaire du point M.
On désigne assez habituellement le rayon vecteur par la lettre p, et l’angle polaire par la lettre m. On adopte pour le sens positif de cet angle celui qui est indiqué par la flèche, c'est-à-dire le sens du mouvement d'une droite qui, d’abord couchée sur OX, tournerait autour du point O en s’élevant de» OX vers OM. On peut faire varier w depuis Q jusqu’à une valeur quelconque, pouvant comprendre un nombre illimité de circonférences, soit dans le sens positif, soit dans le sens négatif. Quant au rayon vecteur p , on le regarde ordinairement comme une longueur absolue, c’està-dire essentiellement positive. Dans certains cas cependant , il
* Mémoires sur 1rs direloppécs des courbes planes, par MM. Dubois-Aymé et Ifcg ou; 1SK>.
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serait avantageux d’admettre des rayons vecteurs négatifs; OM et OM' seraient, par exemple, deux rayons vecteurs égaux et de signe contraire, répondant à une même valeur de l’angle polaire <0.
Équation d’une courbe en coordonnées polaires. Toute
équation de la forme f(ç>, w)=0 ou p =?(&>) représente en coordonnées polaires une courbe que l’on construira de la manière suivante.
On donnera à w des valeurs croissantes, à partir de zéro, et suffisamment rapprochées; et l’on déduira de l’équation proposée les valeurs correspondantes de p. On construira, comme il a été dit au n° 510, les différents points qui ont pour coordonnées polaires les valeurs correspondantes de t» et de p ainsi obtenues. Si l’on a fait varier u» par intervalles suffisamment petits, les points construits de la sorte seront assez rapprochés; et en les réunissant par un trait continu , on aura la courbe demandée, avec le degré d’approximation que comporte le dessin.
Remarque. Lorsque la variable w n’entre dans l’équation que par ses lignes trigonométriques, l’unité à laquelle on la rapporte est indifférente; mais lorsqu’elle y entre d’une autre manière, on prend pour unité d’arc celui dont la longueur est égale au rayon, ou, ce qui revient au même, on prend pour unité d’angle l’angle au centre qui correspond à cet arc. La variable «> n’exprime plus alors qu’un rapport; et elle ne figure dans les formules que comme un nombre abstrait. Un angle polaire de 90° est alors
représenté par ^ ; un angle de 180° par ir; et ainsi de suite.
là
318. D’après la définition même des coordonnées polaires, l’équation
dans laquelle a est un angle donné, représente une droite passant par le pôle et faisant avec l’axe polaire l’angle «. Si l’on n’admet que des rayons vecteurs positifs, une moitié seulement de la droite est représentée par cette équation; l’autre serait représentée par l’équation w=. a-f 180®. Si l’on admet des rayons
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vecteurs négatifs, une même équation représentera la droite tout entière.
Les équations w= 0 et 180° représentent l’axe polaire.
L’équation p = r,
dans laquelle r est une longueur donnée, représente une circonférence de cercle décrite du pôle comme centre, avec la longueur r pour rayon.
L’équation p = 0 représente le pôle.
510. Changement d’axe polaire. On a souvent besoin de changer d’axe polaire sans changer de pôle. Soit OX' (fig. 126} le nouvel axe polaire faisant avec l’ancien un angle X’OX = a; et soit w' le nouvel angle polaire du point M. On aura
MOX = MOX' + X'OX ou w = <o' + «.
Telle est la relation qui servira à opérer le changement d’axe polaire.
On reconnaîtrait aisément que celte formule est générale.
320. Passer d'un système de coordonnées rectangulaire» à un système de coordonnées polaires, et réciproquement.
Soient OX et-OY (tig. 126) les axes rectangulaires; MP et OP les coordonnées d’un point M rapportées à ces axes. Si l’on prend d’abord pour âne polaire l’axé des x, on aura OM = p et MOX = w. Or, les coordonnées rectangulaires du point M étant les projections de OM sur les axes, on aura, quelle que soit la position du point M,
x = p cos u> et y = psin (d [1],
Si l’on «prend pour axe polaire une droile quelconque OX' passant par l’origine et faisant avec OX un angle a, il faudra, dans ces formules, remplacer w par w' + «; ce qui donnera
x = p cos (<•>' -(- a) et y = p sin (o>' -f- a) [2].
321. Pour passer, au contraire, d’un système de coordonnées polaires à un système de coordonnées rectangulaires ayant le pôle
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pour origine, il faudra des formules ci-dessus tirer les valeurs de . P et de tu, ou de <»', en fonction de x et de y.
On tire des équations [1], en les ajoutant membre à membre après les avoir élevées au carré,
a*+y> = ?', d’où p = v'F+ÿ [3].
On obtient ensuite
CC CO \I
cos w = - = - _ ... et sin « = - [4].
On peut aussi diviser les équations [I] membre à membre, ce qui donne
tangu>=! [5].
On tirerait de même des équations [2]
et
cos (*'+«) =-^=, sin(o/+«)=— L, !ang(w-+a) = | [6].
32!2. Application des formules qui précèdent. Considérons d’abord l'équation de la ligne droite rapportée à des axes rectangulaires. On a vu, au n* 71 , qu’en appelant p la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite, et a l’angle que celle perpendiculaire fait avec l’axe des x, l’équation de la droite peut se mettre sous la forme
a; cos « -\-y sin a = p.
Si l’on prend l’axe des x pour pôle, on aura, en faisant usage des formules [i], ■
P cos u> cos « -j- p sin w sin a = p ;
d’où
COS (e o — a)
Si l’on prend pour axe polaire la perpendiculaire abaissée de
l’origine sur la droite, il faudra, dans la formule ci-dessus, remplacer w par w' -j- « , ce qui donnera
P COS u>' ’
formule facile à trouver directement ; car la perpendiculaire p est la projection constante du rayon vecteur.
L’équation x5 — v’ = oJ
représente , en coordonnées rectangulaires, une hyperbole equflatère rapportée & ses axes. Si l’on prend le centre pour pèle et l’axe transverse pour axe polaire, on trouvera, en faisant usage des formules [1 j,
p'eos’u — p,sin’u=a’, d’où p=-r== [8].
V cos 2 u
L’équation yx = mJ, en coordonnées rectangulaires , représente une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes ; si l’on prend le centre pour pèle et l’une des asymptotes pour axe polaire, on trouvera, à l’aide des mêmes formules [1], _ —
r’sinucosu^m1, d’où p=r -7=== ~ [91.
>/sin2» »
L’équation
fl— I
en coordonnées rectangulaires, représente une cissoïde [15], dont le cercle g4nérateur a pour diamètre a. On trouvera , en faisant usage des équations [Il , que 1a même courbe, en coordonnées polaires, a pour équation
sin’u
Enfin , l’équation (*>+ y*+ o1)’— 4«,xJ=a' ,
en coordonnées rectangulaires, représente une lemniscata [14); en coordonnées polaires , la même courbe aura pour équation
(pJ + o,)>— 4o’p>cosJ«*=:o‘, ou p=a Vî- Vco,2<* [11]-
Supposons au contraire qu'on ail l’équation polaire
p a cos » + bain w
On en tire apcosu-f t>psinb>=c,
ou , en employant les relations [1] ,
az + by=c,
équation d’une droite. L’équation [12] représente donc une droite.
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Soit encore l'équation polaire
p=acosu-f bsinu [131.
En la multipliant par p , sauf à tenir compte du facteur introduit, on trouve p'=opcosu4- bpsiou, ou, en se servant des relations [1] et [3],
*J + Sr,=«r+5ÿ,
équation d’une circonférence de cercle passant par l'origine. L'équation [13] représente donc un cercle qui passe par le pôle.
Remarqdr. L’introduction du facteur p se trouve ainsi justifiée; car si l’on tient compte de l'équation p = 0, correspondante à ce facteur, on sait qu'elle représente le pôle (318), ce qui ne change rien au lieu représenté par l'équation [18].
SM. Soit enfin, codant dernier exemple, l'équation polaire
a cos m
p 1 — sin2u
[HJ.
on en tire, en chassant le dénominateur et multipliant par p, p’— 2psin*>.pcos»=:û.poo9».
Au moyen des formules [1] et [3] on la change en
x‘+y,—2xy~a*i
qui est celle d'une parabole. L'équation [14] représente donc une parabole. Remarque. On peut répéter ici la remarque faite au numéro précédait.
$ 2. AXES DE SYMÉTRIE, ASYMPTOTES BT TANGENTES DES COORBES EN COOR DONNÉES POLAIRES.
527. Axes de symétrie. Lorsque l'axe polaire est un axe de symétrie de la courbe, à chaque point M (fig. 126) situé au-dessus de cet axe correspond un point M" situé au-dessous, à la même distance, et sur une même perpendiculaire. Pour ces deux points, les longueurs OM et OM" sont égales , ainsi que les angles MOX et M"OX. Mais le premier de ces deux angles étant regardé comme positif, le second doit être regardé comme négatif. Il s’ensuit que si l’équation polaire de la courbe est satisfaite par un système de valeurs p et w, elle Je sera également par le système p et — <*>. Il
faut pour cela que l’équation reste la même quand on y change w en — u.
C'est ce qui arrive, par exemple, lorsque l’angle polaire n'entre dans l'équation que par son cosinus, par sa sécante ou par des lignes trigonométriques affectées d’un exposant pair. Ainsi des équations telles que
f(p, cosw) = 0, f{p, sin*u>) = 0, f(?, lang*o>) = 0,
représentent des courbes symétriques par rapport à l’axe polaire.
528. Si la courbe a un axe de symétrie passant par le pôle et faisant avec l'axe polaire un angle o, il faudra qu'en rapportant la courbe à son axe de symétrie, c’est-à-dire en faisant tourner l’axe polaire d’un angle a, l’équation à laquelle on parviendra reste la même quand on y changera le signe du nouvel angle polaire. Or, pour effectuer le changement d’axe polaire dont il s’agit, il faut remplacer w par w'-f-a; et la nouvelle équation polaire devra rester la môme quand on y changera w' en — <■>'. Ceci revient à dire que l’équation primitive doit donner le môme résultat quand on y remplacera o> par o±<u'. Les termes susceptibles de changer de signe avec *»' doivent donc disparaître, quel que soit w' ; et cette condition , si elle est remplie, fera connaître la valeur de o.
Soit proposer, par exemple , l’équation
p = a -f- b sin 3 w.
En y remplaçant u par aiw', elle devient :
p = a + 6 sin 3 a. cos 3u’± beos 3 a. sin 3 u'.
Pour que le terme en sin 3to' disparaisse quel que soit io ', il faut qu’on ait
cos3* = 0,
d’où, en ne prenant que les valeurs positives,
3o=90* + n.l80 et «=30‘ + n.60*> n étant un nombre entier, ce qui donne les valeurs :
o=30>, o=90*, o=150*, o = 50* + 180*, etc..
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qui ne fournissent que trois directions distinctes. On retrouverait encore les
mêmes directions en prenant, pour a des valeurs négatives. U courbe a donc trois aies de symétrie, faisant avec l’axe polaire des angles de 30, 90 et 150 degrés.
Celle circonstance abrégerait d’une manière notable la construction de la courbe ; car les trois aies de symétrie faisant entre eux des angles égaux, il en résulte que la courbe se compose de six parties superposables (fig. 127).
Et, en général , s’il y a n axes de symétrie passant par le pôle et faisant Fig. 127. des angles successifs égaux entre eux,
la courbe se composera de parties superposables en nombre 2 n.
Remarque. Si l’on admettait des rayons vecteurs négatifs, une équation polaire représenterait encore une courbe symétrique par rapport à l’axe polaire lorsqu’elle demeurerait la même en y changeant à la fois u en 180°— « et p en — P. La méthode cidessus exposée devrait alors être modifiée en conséquence; c’està-dire que pour obtenir les axes de symétrie passant par le pôle, il faudrait remplacer successivement « par a-f-io' et par a-f- 180° — io', puis exprimer que les résultats obtenus sont égaux et de signe contraire, quel que soit u',
529. Asymptotes en coordonnées polaires. Lorsqu’à Une valeur finie de w, par exemple t» = a, répond une valeur infinie
de p, il y a lieu de chercher si la droite passant par le pôle et faisant avec l’axe polaire l’angle a, n’est pas une asymptote de la courbe, ou si cette dernière n’a pas une asymptote rectiligne parallèle à cette droite.
Soit OA (fig. 128) la droite qui fait Fi«- ,s»- avec l’axe polaire l’angle a ; et soit M
un point quelconque de la courbe. Du point M abaissons sur OA la perpendiculaire MP, et joignons OM, nous aurons POM = POX — MOX — a — « , et en appelant S la distance MP,
5 = OM . sin POM = p sin (a — m).
Imaginons que dans ceüe expression on ait mis pour e la valeur tirée de l’équation de la courbe , et que l’on fasse tendre <o vers la valeur particulière <*. Il pourra se présenter trois cas. Si 8 tend vers zéro, la courbe ira en se rapprochant indéfiniment de OA ; cette droite sera donc une asymptote de la courbe. Si 8 tend vers une valeur finie d, la courbe aura pour asymptote une parallèle à OA, distante de OA d'une longueur égale à d. Si 8 tend vers Tinfini, la courbe n’aura pour asymptote ni OA, ni une parallèle à OA.
La limite de 8 est susceptible d’une expression très-simple. En effet, on a
. . . . sin(« — «)
8 = p sm (a — 1*>) = j — — .
L’inverse ^ étant une fonction de «o, qu’on pourra déduire de
l’équation de la courbe, désignons-la par f (u>) et posons en outre o» = « -J- h; il viendra
g sin h
n«+ày
ou, comme Ha) est nulle par hypothèse,
sin A
sin h _ h
d’où lim.8 = ±7i^,
formule dans laquelle on prendra le signe + ou le signe —, suivant que f («) sera positive ou négative.
Remarques I. Nous avons omis à dessein le cas où 8 serait indépendant de io. Si cela arrivait, tous les points du lieu représenté par l’équation proposée seraient à la môme distance de OA ; le lieu serait donc une droite parallèle à OA. Mais l’équation polaire d'une droite pouvant toujours être reconnue à sa forme (322), le cas dont il s’agit ne doit point se présenter.
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II. Dans le cas où S à une limite d, positive ou négative, mais différente de zéro, l’équation de l’asymptote est
psin(a — w) = d,
puisque celte équation représente le lieu des points distants de OA d’une longueur égale à d.
En 'y faisant w = 0, d’où p = -jL. 0n obtient le point où elle
coupe l’axe polaire. L’asymptote se trouve ainsi complètement déterminée.
Si l’on avait « = 0, au lieu de faire w=0 dans l’équation de l’asymptote, on ferait u> = 90°, et l’on aurait ainsi le point où elle coupe la perpendiculaire à l’axe polaire.
Exemples. L Considérons l'équation
p=otangu.
Pour w=90* elle donne p=oo ; il y a donc Heu de rechercher si la perpendiculaire menée & l’axe polaire par le pôle n’est pas une asymptote de la courbe. On trouve
8=atangusin(90,>— w)=asinto,
valeur qui se réduit à a quand on y fait w=90*. La droite menée par le pôle perpendiculairement à l'aie polaire n’est donc pas asymptote; mais la courbe a une asymptote perpendiculaire à l'axe polaire , située à la distance a du pôle (fig. 129).
Pour «=270*, on a encore p=oo ; on trouverait en opérant comme ci-dessus, une seconde asymptote parallèle à la première, et à la distante a de l’autre côté du pôle.
Si l’on admet des rayons vecteurs négatifs, rlg. on trouve deux autres branches ayant les
mêmes asymptotes ; ce sont celles qui sont ponctuées sur la figure.
U. Considérons de même l'équation
/si nu
qui pour te— 0, donne p=» ; on trouvera
o— — = sin u = a /sinu, ysinw
-valeur qui se réduit à zéro pour tu=0. L’aie polaire est donc une asymptote de la courbe (fig. 130).
Le radical pouvant être pris avec deui signes, les rayons vecteurs négatifs fournissent une seconde branche de courbe , qui est ponctuée sur la figure.
III. Considérons enfin l’équation
p— sTTïïü i*ir y
qui donne aussi p—oo , pour u=0. On trouvera
sid’u smtd
valeurqui devient infinie pour w=0. La courbe n’a donc pour asymptote ni l'aie polaire ni une parallèle A cet aie (fig. 131).
531. Il peut arriver que lorsqu’on fait croître o> indéfiniment, P tende vers une valeur finie a. Le cercle qui a pour équation p — a est alors une véritable asymptote de la courbe; et celle-ci s’en approche indéfiniment en tournant autour de sa circonférence sans pouvoir l’atteindre.
Telles sont les courbes représentées par l'équation p = a +
qui ont en môme temps une asymptote rectiligne parallèle à l’axe polaire, à une distance m au-dessus de cet axe. La figure 132 rc-
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présente une courbe de ce genre dans laquelle a= 10 et m =
La partie ponctuée répond aux rayons vecteurs négatifs.
Si la limite vers laquelle tend le rayon vecteur p à mesure que <o augmente était nulle , c’est-à-dire si l’on avait a = 0, le cercle asymptote se réduirait au pôle, et ce point serait ce que l’on appelle alors un point asymptote.
552. rangeâtes en coordonnées polaires. Pour déterminer la tangente à une courbe dont l'équation est donnée en coordonnées polaires, on cherche l’angle B\\ qu’elle fait avec le rayon vecteur du
point de contact.
SoilM (fig. 133) le point d’une courbe AB, où l’on veut mener une tangente à cette courbe ; soit M' un point infiniment voisin. La direction de la tangente MT au point M est la limite vers laquelle tend la direction de la sécante MM' ou MS lorsque le point M' va en se rapprochant du point M ; l’angle OMT ou V que la tangente fait avec le rayon vecteur OM est donc la limite de l’angle OMS ou U.
Soient «■> et p les coordonnées du point M, celles du point M' seront u>-j-A et p-f k, h et k désignant les accroissements algébriques que subissent les coordonnées quand on passe du point M au point M' ; c’est-à-dire qu’on a h= M OX — MOX et à=OM' — OM.
Cela posé, on a dans le triangle M'OM.
OM' sinOMM'
OM - sinOMM
P + fc _ sin ( 1 80° — OMS) _ sin U P sin (OMS — MOM ) sin (U — li) ’
... k sin U — sin (U — h) 2 sin i li cos (U — 1 h) d0U sin (U —à) sin(ü-7.r »
et
sin (LT — k) 2 sin ^ h sin $ h h
cos (U — 4 ,l )
Si l’on passe à la limite, le premier membre se réduit à tang V, puisque U a pour limite V ; le rapport ^ f-' se réduit à 1 , et il
ih
reste
tangV = p . lim ^
Si l’équation de la courbe est donnée sous la forme p =ç (u>), la £
limite du rapport ^ , ou de l’accroissement de la fonction à l’accroissement de la variable , n’est autre chose que la dérivée de p par rapport à o>, c’est-à-dire ?' (<*) ; la limite de j est donc égale à
—TT — r j et on a T («)
tang V = [2].
Si l’équation de la courbe est donnée sous la forme f (?,<») = 0, on a (tôt)
et par suite
tang V =
pTe (p. «■>) /'. (p. “)
333. Exempws. I. Considérons d’abord la courbe qui a pour équation p=4 + 2sin3w,
4 + 2?in3w
on trouvera tangv=— ; ,
ocosUw
Au point A (Hg. 127), qui répond à u = 0, on a tangV = J;
Au point D, qui répond à w=30", on a üngV— x ;
Au point C , qui répond & on a tangV =* .
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Ou voit qu'aux points B et C la tangente est perpendiculaire au rayon recteur comme l'indique la figure.
II. Soit p = o tang w(fig. 129) ; ou trouvera tang V=-)sinî<0.
Pour u=0 on a tang V=0; ainsi la courbe est tangente en 0 à l'axe polaire.
V. Soit o=o H — ; on trouvera
tangV=~|(o + ") = — ^(ao) + tn).
L’angle V approche d’aulant plus d'être droit, que w est plus grand. La valeur o> = — ï, qui donne p=0, donne aussi tang V=0; c’est-à-dire qu’au pôle la
tangente a la direction du rayon vecteur lui-même.
Remarque- Ceci est général : si l’on a p=0 pour une certaine valeur de <o, par exemple . pour <■>=« , la tangente au pôle est précisément la droite représentée par l’équation u=a. Car cette droite est la limite vers laquelle tend une sécante passant par le pôle, quand on la fait tourner autour de ce point jusqu’à ce que le second point de rencontre vienne se confondre avec le premier; ou ce qui revient au même, jusqu’à ce que le rayon vecteur de ce second point devienne égal à zéro.
334. Prenons encore pour exemple la courbe qui a pour équation p=w, et
qu’on désigne sous le nom de spirale d'Archimède (fig. 134). On trouve
tangY=w;
ainsi la tangente fait avec le rayon vecteur des angles d’autant plus voisins de 90*, que w est plus grand. La courbe rencontre l'axe polaire en des points pour lesquels on a successivement :
:3a; et ainsi de suite.
o>=0, u=ir o»=2it, <•
Plus généralement , une droite passant par le pèle et faisant avec l’axe polaire l'angle a , rencontre la courbe en des points qui répondent à
<■>=«, 6>=a-f-it, a>=« + 2it, u=a-|-3n, et ainsi de suite.
Ces nombres représentent en même temps les valeurs de la tangente trigonométrique des angles que les tangentes aux divers points font avec l’axe polaire.
Remarque. On n’a tracé sur la figure que la partie de la courbe répondant aux valeurs positives de p; si l'on admet des rayons vecteurs négatifs, on aura une seconde courbe symétriquement placée par rapport à l’axe polaire.
33$. Soit enfin l’équation p=a», qui représente (Sg. 135) une courbe à laquelle on donne le nom de spirale logarithmique.
On trouve
,an«V = i^*
quantité constante dans laquelle log/. a indique le logarithme népérien de a. La spirale logarithmique jouit donc de cette propriété, de couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant.
Lorsque a est égal à la base des logarithmes népériens, l'angle constant V est de 45*.
336. Le lecteur pourra s’exercer à construire les courbes dont les équations suivent; et & déterminer leurs axes de symétrie, leurs asymptotes et leurs tan-
gentes.
p=4 — 3cos*w.
cos
r 2 cosu
. /cos2to
9 = aK/- .
r V 2 COS O)
(o + 6,cos,co
p = o ( ûu« H — J— V
p =a<a2—bo}.
§ 3. ÉQUATIONS DES TROIS COI R 1ES DU SECOND DEGRÉ EN COORDONNÉES POLAIRES.
337. Ellipse. Considérons une ellipse (fig. 136) dont AA' est
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le grand axe, et F l’un des foyers. Prenons ce foyer pour pôle, et la droite FX pour axe polaire. Soit M un point quelconque de la
courbe, menons le rayon vecteur MF et la perpendiculaire MP à l’axe polaire.
On a vu au n“ 185 qu’on a
> MF ou
Fig. 136.
D’ailleurs le triangle P.MF, rectangle en P, donne
ex
PF ou c — æ= MM cos MFP= — pcosw.
En éliminant x entre ces deux relations on aura une équation entre <« et p qui sera l'équation de l’ellipse. On trouve
q’ + c» _ b‘ o -(- c cos io a -J- c cos <■>’
Divisant les deux termes par a et posant pour abréger
et
il vient
l-fecosü)
équation dans laquelle il faut se rappeler que e est plus petit que I. C’est l’équation polaire de l’ellipse.
357 bis. L'angle polaire <o n’entrant dans l'équation que par son cosinus, le lieu qu’elle représente est symétrique par rapport à l’axe polaire (327). Il suffit donc de construire la portion située au-dessus de cet axe.
Le rayon vecteur p ne peut devenir infini pour aucune valeur de u ; car pour que le dénominateur 1-|- ecoswdevlntnul.il faudrait
qu’on eût cos w = — ce qui est impossible puisque e est moindre
que 1. La courbe n’a donc pas débranchés infinies.
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Pour u=o,onap
= a — c; ce qui est en
effet la valeur de FA.
Lorsqu'on fait croître « de zéro à 90°, cos » diminue, par suite
i augmente. Pour 01 = 90° ou a p = p=-, ce qui est en effet la valeur de l’ordonnée du foyer.
Si l’on fait croître t» de 90° à 180°, cos <o devient négatif et augmente en valeur absolue; par suite 1 -f-c cos« diminue, et p continue à augmenter.
Pour w = 180°, on a p :
la valeur de FA'.
■ a-j-c; ce qui est bien
358. En faisant disparaître le dénominateur de l’équation [1], et faisant passer tous les termes dans un membre, on la met sous la forme :
p -(- pe cos ai — p=0.
La dérivée par rapport à p est 1 + e cos tu; la dérivée par rapport à o> est — pe sin w ; on a donc, en appliquant la formule [3] du n* 552,
tang V
f- e cos «i e sin u
Cette valeur devient infinie pour «=0 et pour «a = 180°; ainsi en A et en A' la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur, c’està-dire à l’axe polaire.
La tangente est au contraire parallèle à l’axe polaire au point pour lequel on a
tang y = — tang *>,
puisque les angles «> et V sont alors supplémentaires. Cette conditionrevientà
ecostü sin w
6 sin b) cosw’
qui se réduit à cos u -j- e = Q, d’où cos t»= — e = — -.
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Par suite p= j-3^-,=^^ = o. Le point dont il s’agit est donc le sommet B du petit axe (185, II),
539. On peut rapporter la courbe à un axe polaire PX' qui fasse avec FX, et en dessous, un angle «; dans Ge cas il faut dans l’équation [1] changer » en » — ■, ce qui donne
r 1+0 COS (» — ot)
C’est sous cette forme que l’équation de l’orbite des planètes est
le plus souvent employée dans l’astronomie.
540. Hyperbole. Considérons une hyperbole (llg. 137) dont l’axe transverse est AA' et dont un foyer est F. Prenons ce point pour pôle et l’axe FX pour axe polaire. Soit M un point quelconque de la branche de gauche; joignons MF et 'abaissons MP perpendiculaire sur FX.
D’après ce qu’on a vu au n« 232, on peut poser
ex
MF ou p — a,
en appelant x la distance absolue CP.
Mais le triangle PMF donne
PF ou x — c=MFcosMFP = — pcosw.
Éliminant x entre ces deux relations, on obtient
r « + c cos w a + c cos w
Fig. !«.
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—— P et -=(, a r a
on obtient, en divisant les deux termes par a,
" 1 +e cosu
C’est l'équation polaire de la branche d’hyperbole considérée. Elle ne diffère de celle trouvée plus haut pour l’ellipse qu’en ce que c étant ici plus grand que a, le rapport e est plus grand que 1 .
En opérant de môme pour un point M' situé sur l’autre branche, et appelant x la distance CP' du point C au pied P' de l’ordonnée M'P’, on trouvera successivement
ex .
et c-j-a: = pcosco;
d’où, en éliminant x,
a — c cos <d
ou
ecosw — l
c’est l’équation polaire de la branche de droite.
541. Examinons d’abord l’équation [1]. La variable w n’y entrant que par son cosinus, la courbe est symétrique par rapport à l’axe polaire.
Le rayon vecteur devient infini quand on a 1+e cos w = 0,
d’où cos «=— ce qui est possible, puisqu’ici e est plus grand
que 1. Soit a la valeur de <■> qui satisfait à cette condition, et soit en conséquence
cos a — — , d ou siiu=-, et tang* = .
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Cherchons si la courbe a une asymptote rectiligne parallèle à la droite FZ qui fait avec FX l’angle a. Pour cela, appliquons la méthode exposée au n° 320, nous aurons
S = p sin (a
p sin (« — ai)
1 e cos w '
En mettant pour e sa valeur —
COS a*
et multipliant les deux
termes du second membre par cos a, il vient
, p COS a sin (a — w) p COS a. 2 sin J fa — (o) COS 5 (a — (o) cos a — cos (ii 2 sin J (w — a) sin 4 (“ + «)
ou
p COS B COS 4 (a — (11).
sin 4 (“ + “) ’
si l’on fait w = a, on obtient donc lim. 8 =d—
pcos a sin a ’
ou en mettant pour p, cos a et sin a leurs valeurs,
La courbe a donc une asymptote parallèle à FZ à la distance b de cette droite. L'équation de cette asymptote est (320)
p sin (a — ai) ==-[■&•
En faisant u=0 dans cette équation, on obtient
sin a
pour la distance du pôle F au point où l’asvmptote coupe l’axe polaire, ce qui devrait être puisqu’on sait que cette asymptote passe par le centre, lequel est à une distance c du foyer.
Quant à l’inclinaison de l’asvmptole sur l’axe polaire, ou sur l’axe transverse de l’hyperbole, elle est conforme à ce qu’on a vu au n° 2S3, puisqu’on a
tang a = —
Si l’on fait varier w de 0 à «, le rayon vecteur p croît de c— a jusqu’à l’infini ; et, en ayant égard à la symétrie de la courbe par rapport à l’axe polaire, on obtient toute la branche de gauche.
342. Si Fondait varier » de a à 180®, cos «, toujours négatif,
devient plus grand en valeur absolue que 1 e cos«>, et par
conséquent p, deviennent négatifs. Il faut donc recourir à l’éqoation [2]; car, d’après la manière dont l’équation [1] a été obtenue, on n’est pas en droit, a priori du moins, d'admettre les valeurs négatives qu’elle fournit. ,-,***
L’équation [2] représente, comme l’équation [1], une courbe symétrique par rapport à l’axe polaire. Elle donne p= oo pour
cos w = ^ ; soit a! la valeur correspondante de «, en sorte qu’on ait
cos a = -, d’où sin a* = - et tang
On trouvera
J=£smK-^ e cos w — 1
et, en opérant comme ci-dessus.
lim. i =d=b.
La branche de droite a donc une asymptote qui fait avec l’axe polaire l’angle et à la distance b du foyer F. L’équation de cette asymptote est
p sin (a' — «)s=ft,
équation qui, pour «=0, donne p = ^-,=se.
Cette asymptote passe donc également par le point C, centre de la courbe , et son inclinaison est d’ailleurs conforme à ce qu’on sait de l’hyperbole, puisqu’on a
tang a' = -{--•
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Pour»=0, l’équation [2] donne p = — ?— : = =c-f~a, ce
qui est bien la distance FA'.
Quand on fait croître u de 0 jusqu’à on obtient pour p des valeurs positives croissantes, car cos«> diminue; et, en ayant égard à la symétrie de la courbe, on obtient toute la branche de droite.
Si l’on donne à u des valeurs plus grandes que a', cos to continuant à diminuer, e cos <•> — 1 et par suite p deviennent négatifs.
On n’est point en droit d’admettre, o priori, ces valeurs négatives du rayon vecteur.
Mais il est très-remarquable que si on les admet, une seule des deux équations [1] ou [2] donne toute la courbe. En effet : pour plus de clarté accentuons w et p dans la seconde, et écrivons
l+ecosto
avec p :
e cosw' — 1
Si l’on établit la relation <o— w'=180*, d’où cos w'= — cos «, on trouve p'=— p. C’est-à-dire que si l’on considère les deux directions opposées sur une droite passant par le foyer, et que l’on attribue l’une d’elles au rayon vecteur donné par l’équation [1] et l’autre au rayon vecteur donné par l’équation [2] , on trouvera toujours pour ces deux rayons vecteurs des valeurs égales et de signe contraire.
En admettant donc pour p des valeurs négatives, une seule équa- * tion donnera les deux branches de courbe, puisque les valeurs négatives fournies par l’une de ces équations correspondent aux mêmes points que les valeurs positives fournies par l’autre.
343. L’inclinaison de la tangente sur le rayon vecteur est déterminée par l’équation
tang V=
j-ecosn) e sin
comme dans le cas de i’elUpsc.
Pour <ü=0 et pour to= 180° on a tang V = » ; ainsi aux extré-
mités de l’axe transverse la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur, c’est-à-dire à l’axe transverse lui-même.
A mesure quew augmente, cos u diminue, sirno augmente, et par cette double raison tang V diminue.
Pour w = a on a tangV = 0; la tangente est alors dirigée suivant le rayon vecteur.
544. Parabole. Considérons une parabole (fig. 138) dont l’axe
est AX et le foyer P. Prenons ce foyer et cet axe pour pôle et pour axe polaire.
Soit M un point quelconque de la courbe; joignons MF, et abaissons MP perpendiculaire sur XX', On a vu au n° 283 qu’on a
MF ou p=x4-|,
en appelant x la distance AP. Le triangle MPF donne d’ailleurs
PF ou x — | = MF cos MFP = — p cos <o.
Éliminant x entre ces deux relations, on obtient
1 4- cos o>
c’est l’équation polaire de la parabole. Elle ne diffère de celles de l’ellipse et de l’hyperbole qu’en ce que e est égal à l’unité.
318. Cette équation représente une courbe symétrique par rapport à l’axe polaire, puisque w n’y entre que par son cosinus. Le rayon vecteur devient infini pour « = 180°. Mais on a alors
S = psin(180.-o,)=T^,
et cette quantité devient infinie pour u> = 180°. La courbe n’a donc point d’asymptote rectiligne parallèle à la direction considérée.
Pour to = 0 on a p = |, ce qui est en effet la distance FA. Si l’on fait croître <o de 0 à 180°, le rayon vecteur croît de§ à l’infini;
et en ayant égard à la symétrie par rapport à l’axe polaire on obtient la courbe tout entière.
On trouve tang V= !jTC0Scu = cotne
Cette relation démontre une propriété connue de la parabole. Car si l’on nomme w' l’angle MFP supplément de », on a cot iw=tang£w'. Par suite V = ju' ouTMF=JMFP (MTétantla tangente au point M). On a vu en effet (291) que la tangente à la parabole fait des angles égaux avec l’axe et avec le rayon vecteur; le triangle MFT étant donc isocèle, on a MFP = 2 FMT.
Pour (o=0, on trouve tang V = », ainsi la tangente au sommet est perpendiculaire au rayon vecteur, c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe.
A mesure que w augmente, cot£ « diminue; il en est donc de même de tang V ; et pour w = 1 80°, c’est-à-dire pour un point situé à l’infini sur la courbe, on a cot£w = 0 d’où V = 0, c’est-àdire qu’en ce point la tangente est dirigée suivant le rayon vecteur, lequel se confond lui-mêine avec l’axe.
347. Problème I. Un disque vertical (fig. 139) (il animé d'un mouvement uniforme de rotation autour de son centre O, et dans le sens indiqué par la flèche. Un point matériel tombe librement , limant le diamètre vertical AB de te disque, m y laissant une trace colorie. On demande la courbe formée par cette trace.
La courbe demandée est a même que si le mobile parcourait le diamètre AB d’un mouvement uniformément accéléré, pendant que ce diamètre tournerait lui-méme d’un mouvement uniforme autour du point O et dans un sens opposé 1 celui qu’indique la flèche.
Soit A'B' la position de AB au bout du temps /, et soit M la position que le point mobile occuperait au bout du même temps sur le diamètre AB, s’il était ,,®• resté vertical ; la position que ce point occupera réel-
lement. en ayant égard au mouvement de AB , sera en M' à une distance OM’ du centre égale à OM.
Daignons OM' par p, et l’angle AOA’ par <■>.
Le mouvement du point matériel sur AB étant celui d’un corps qui tombe librement dans le vide, on a (voir les Notions de mécanique)
AM ou r — p = J gC
en appelant r le rayon du disque.
Le mouvement de AB étant uniforme , on a en même temps
a étant l’angle décrit par OA dans l'unité de temps.
Si l’on élimine ( entre ces deux relations, on aura l’équation du lieu
La courbe a la forme indiquée sur la figure. La tangente en A est perpendiculaire au rayon vecteur OA; en O la tangente fait avec OA un angle donné par la relation (331, rem.)
— Vr
Si l'on prolongeait la courbe au delà de la circonférence du disque, on obtiendrait une spirale d'une espèce particulière, qu’il serait facile de construire par points.
348. PaoBLàm II. Deux disques dont les plans sont paralliles et tris-voisins, tournent uniformément autour de leurs centres O et C (fig. 140), dans le sens indiqué par les flèches. On demande la courbe que tracerait, sur le plus grand, un pinceau porté par la circonférence du plus petit, perpendiculairement aux plans des disques. (On suppose , pour plus de simplicité, que la petite circonférence passe par le centre de la plus grande.)
Soit M la position du pinceau au beut du temps t-, soit AT)’ la position qu’a prise au bout du même temps le diarpètre AB d'abord tangent en O à la petite circonférence. Les disques étant animés de mouvements uniformes, on aura
Fig. 14*.
OCM = at et AOA’=p<,
a et p désignant les angles décrits par un rayon de chaque disque dans l'unité de temps.
Appelons p la distance OM, et u l’angle MOA'que fait le rayon vecteur OM, arec le diamètre mobile ATT auquel il faut rapporter la courbe décrite. Enfin soit r le rayon du petit cercle.
La triangle isocèle OCM donne
OM = 2r sin $ OCM ou p=2rsinjixt.
De plus, oa a
u = MOA + AOA' = i OCM+ÀOÀ' = J al +01.
Eliminant t entre ces deux relations, on obtient l’équation du lieu
p = rsin
au
Si, par exemple, les deux disques ont des ▼liesses égales, on aura p=a; et l’équation du lieu deviendra
Fig. itl.
la courbe décrite dans ce
P == î r sin t u .
cas a la forme représentée par la figure 141.
Remarque I. Si ces disques tournaient dans le même sens, il faudrait changer le signe de a ou de p, ce qui donnerait dans les deux cas
p=5rsini=b w*
U. Si le grand disque était immobile , on aurait p = 0, et il resterait
p= 2r sin u,
qui est l’équation polaire de la petite circonférenoe.
24 1, Problème III. Sur une parabole fixe dont l’axe est AX (fig. 142), roule
tans glissement une parabole égale dont l'axe est A'X'. On suppose qu’à l'origine du mouvement les sommets A et A' étaient en contact; on demande le lieu du sommet mobile A'.
Soit U le point de contact des deux paraboles à un instant quelconque; elles auront en ce point une tangente commune MT, laquelle sera perpendiculaire sur le milieu I de la droite AA' qui joint le sommet fixe au sommet mobile ; car cette tangente commune sera l’axe de symétrie du système formé , à l’instant considéré, par les deux paraboles.
Désignons AA' par p , et l’angle A'AT par » , les coordonnées polaires du point I seront f p et u.
Par rapport à l’axe AX et à la perpendiculaire AT , l’équation de la tangente MT est de la forme (Î8t)
y = mx + — ,
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On peut, dans ces équations, regarder x et y comme représentant les coordonnées rectangulaires du point I commun aux deux droites. Entre ces coordonnées et les coordonnées polaires du même point on a les relations
x = jp cos(180“ — o>)=— |p cos ta et y = ‘ p sin (180*— «■>) = } p sin u, à l’aide desquelles les équations ci-dessus deviennent
p sin <■> = — m p cos <■> + — , r r m ’
et
p sin u = — p cos < r mr
,, . Costa
d où m = -! — .
sin u
En éliminant m on obtient l’équation du lieu
, cos’w , p sin u
p sin u = — p — p a ou
r sin u cos u
sin’i.) cos u
HJ;
c’est une cissoïde (IS, 324) qui a pour asymptote unejperpendiculaire à l’axe de la parabole fixe, menée ! la distance p de son sommet.
Soient x et y les coordonnées du bile , on aura
330. Problème IV. Trouver le lieu décrit par le centre d'une ellipse qui se meut enrestant tangente d une droite fixe en un même point de cette droite.
Soit TX la tangente fixe (fig. 143) et O le point où a lieu le contact. Du centre C de l’ellipse mobile , abaissons sur OX la perpendiculaire CP , et joignons CO.
Désignons la distance OC par p et l’angle COX par w.
point O par rapport aux axes de l’ellipse mo-
[IJ
et
d’où
l’on tire facilement
Maintenant, l'angle COP ou t» est la somme des angles OCT et OTC, et l’on a
tang OCT =|
et
par conséquent
hh:
,an«0TC = f^
tangM = _^=-;
a5 b* cof w
x1 y2 a2 6* co (* co
et ô> ■ F= — '
d'où xy=-
Remplaçant — et jL- par leurs râleurs on obtient enfin (pJ — b’) (o>— pJ) = o,b’colIw ou p* — (a* + b!) p’ + a’61 cosée’ u = 0
c'est l’équation polaire du lieu.
Ce lieu est symétrique par rapport & l'aie polaire , car l’équation ne change pas quand on y remplace u par — u; il est également symétrique par rapport t une perpendiculaire à l'axe polaire menée par le pâle, car l'équation donne le même résultat quand on remplace w par 90* + <■>’ ou par 90* — uf.
Si l'on fait croître u à partir de zéro , on trouve que p a des râleurs imaginaires jusqu'i ce qu'on ait
(a* + &>)* = 4 a'V coséc1 u ou sin u =
Or, si l'on appelle a l'angle dont la tangente est j, on trouve
et cos a =
✓ÔF+F’
d’où sin 2a =
2 ab a'+b1'
Les valeurs de p restent donc imaginaires tant qu’on a w < 2 a ; et elles le redeviennent dès qu'on a u > 180*— 2 a.
Pour u —2a , les deux valeurs positives de p sont égales, et l’on trouve
Si l’on continue à faire croître te, les râleurs positives de p se séparent jet pour ta— 90*, on obtient p = a et p = b.
On peut s'assurer que pour u = 2 a on a / Fig. tu. tang V = O, et pour te = 90*, tang V = x .
La courbe a donc la forme indiquée sur la figure 144. La partie située au-dessous de l'axe polaire répond au’ cas où l'ellipse serait elle-même placée au-dessous de cet axe.
Kl PsoBtêvs V. Trouver dans un plan le lieu des points tpi i reçoivent de deux foyers lumineux d'égale intensité situés dans ce plan, la même quantité totale de lumière que si les deux foyers étaient réunis au milieu de la droite qui les Joins.
Prénom pour aie polaire la droite FF* (fig.145) , qui joint les deux foyers lumineux , et pour pâle le milieu O de cette droite. Soit M un point du lieu; joignons MF, MO, MF*. Posons OP = •, MO = p , MOF = *>, MF = ( et MF' = Ç*. Désignons enfin par X la quantité de lumière que recevrait de l’un des foyers un point qui en serait éloigné de l’unité de longueur.
La quantité de lumière reçue variant en raison inverse du carré de la distance au foyer lumi- Plg. 14s. neux, les quantités de lumière reçues par le
point M des deux foyers seront ^ et Celle qu'il recevrait des mêmes foyers
s’ils étaient réunis en O sera . On devra avoir par conséquent
P + 0 = 11 PC
Mais les triangles MOF et MOF1 donnent
Ç»= p’ + a1 — 2apcosw et f* = p» -fa»-4-2 ap cos»; substituant ces valeurs dans la relation précédente, on obtient 2 p» (p> + a») = 2 f(p> + a»)» — 4 a’ p> cos» w] ou en réduisant p» (4 eos» « — 1) = o*,
c’est l’équation polaire du lieu cherché.
On reconnaîtra facilement que ce lieu est une hyperbole dont F et F* sont les foyers , et dont les asymptotes font avec l’axe transverse des angles de 60*.
33Î. Le lecteur pourra s’exercer sur les questions qui suivent.
I. Résoudre le problème du n* 347, en supposant que le plateau soit ont mi d'un mouvement de rotation uniformément varié.
II. Résoudre le problème dun* 348, en. supposant que l’un des deux plateau» ait un mouvement uniformément varié.
III. Trouver le lieu décrit par l’un des foyers d’une hyperbole qui roule sans glissement sur une hyperbole égale. On suppose qu’d l’origine du mouvement les deux sommets correspondants étaient en contact.
IV. Trouver le lieu décrit par le foyer d'une parabole qui se meut en restant tangente à une même droite, en un même point de cette droite.
». Trouver dont un plan le lieu dei pointe qui reçoivent de deux foyers lumineux quelconques situés dans te plan des quantités de lumière proportionnelles à des nombres donnés.
353- Application*. I. Les excentriques dont on fait usage dans les machines
pour produire des mouvements alternatifs plus ou moins compliqués offrent une application intéressante de l’emploi des co ordonnéespolai res.
Supposons, par exemple,
Fig. 14S.
qu’une pièce mobile PP (flg. 146) soit assujettie à se mouvoir de manière que le point A parcoure la droite AB , et qu'il s'agisse de la lui faire parcourir dans un temps T d’après une loi exprimée par l'équation
dans laquelle e désignera la distance du mobile au point A au bout du temps I. On choisira sur le prolongement de BA, et à une distance arbitraire a, un point O. Prenant alors ce point pour pille, et la droite OB pour axe polaire, on construira la courbe qui a pour équation polaire
p=« + f(Tj“) [1|.
Soit AMB cette courbe, depuis w — Ojusqu'à w=ic. Il est clair qu'en plaçant au point O perpendiculairement au plan de la figure , un axe autour duquel on fera tourner uniformément un corps affectant la forme de la courbe AMB, de façon que la demi-révolution s'exécute dans le temps T, la pièce PP sera poussée de A vers B, par le corps tournant suivant la loi demandée.
En effet, le mouvement de rotation étant uniforme, si t est le temps qu’un rayon vecteur emploie à décrire l’angle u, on aura
— ==» d ou — u = l.
it T a
De plus, quand le point M, qui a pour coordonnées u et p sera venu se placer sur AB, le mobile se sera avancé d'une quantité e égaie à OM— OA, ou à p — a,
c’est-à-dire à ou 4 f (0 ; on aura donc e = f(t), ce qu’il s'agissait d’ob-
tenir.
Le retour du mobile de B vers A s’exécute ensuite d’après des conditions dont le détail ne sautait trouver place ici.
Reuahoues. L’excentrique, dit en coeur (fig. 147), est un excentrique de ce genre, dans lequel la courbe polaire est une spirale d Archimède; il est par conséquent destiné à produire un mouvement uniforme. Lorsqu'il doit y avoir des temps d'arrêt dans le Fig- U7. mouvement, on les obtient au moyen de courbes dis-
continues dans lesquelles les mouvements sont produits par des arcs de courbes
analogues aux spirales, et les temps d’arrêt par des arcs de cercle décrits du pôle comme centre. La figure 148 montre un exemple /s. ' ^ d’un pareil excentrique produisant dans une demi-
/ \ — révolution deux mouvements et deux temps d’arrêt.
/ \ / ! 3S4. II. L’emploi des coordonnées polaires se
/ ./ I prête, comme celui des coordonnées rectangulai-
{ / res, à la représentation graphique des fonctions;
* 0 * et l’on doit donner la préférence aux premières
F,K- toutes les fois que la fonction ne renferme que
les lignes trigonomélriques de la variahle.
Ainsi on a vu (323) que les équations
"ucosw + bsinw
et p=acosu-f hsinu
représentent la première une droite et la seconde un cercle, tandis qu'en coordonnées, rectangulaires, les équations
y— —t— : — et y=acosx-f bsinx
’ acosx + lrsmx
Fig. 149.
\ = Jîg.M
représenteraient des courbes beaucoup moins simples.
355. III. Soit O (fig. 149) le point de suspension d'un pendule simple qui, placé d'abord dans la position OA , sans vitesse initiale, est venu, au bout d’un certain temps, prendre la position OM.
Soient AI et MH les perpendiculaires abaissées des points A et M sur la verticale OB. Désignons l’angle AOB par a et MOB par u. On démontre que la vitesse V du point M est exprimée par la relation
V=v'2p(OH — OI)=/2ffo (cosu — cos o)
dans laquelle g représente le nombre 9", 81 et a la longueur OA du pendule.
En prenant pour rayon vecteur V , et pour angle polaire u , on obtient une courbe Omb qui exprime la loi indiquée par cette équation. Si O b représente la vitesse du mobile au point A, Otn est sa vitesse au point M.
336 IV. Soit O (fig. 150) la projection de Taxe horizontal d’une roue qui tourne d'un mouvement périodique , dans le sens de la flècbe , sous l'action de deux forces constantes, l’une F appliquée au bouton M d’une manivelle OH montée sur l’axe O perpendiculairement à sa direction, l’autre P appliquée tangentiellement à une roue de rayon OH montée sur ce même axe. Supposons la manivelle à dou-
ble effet, c’est-à-dire que la force mouvante F, après avoir agi de haut en bas pendant le premier demi-tour, agisse de bas en haut pendant le second, en conservant son intensité. Ce cas se réalise fréquemment dans les machines. Soit V, la
vitesse que possédait le bouton de manivelle en passant au point A , et \ V celle qu’il possède en arrivant en M ; '• désignons l'angle AOM par u et par r une constante qui dépend de diverses circonstances que nous ne pouvons faire connaître ici. On démontre que la vitesse V est donnée par la relation
v = y/ V,1 + e^l — costo — —
Si l’on prend V pour rayon vecteur, et te pour angle polaire, on pourra construire la courbe représentée par cette Fi* ***• équation; elle exprimera la loi suivant
laquelle varie la vitesse V en fonction de l'angle u décrit par la manivelle, à partir île la direction verticale OA. On peut choisir l'unité de longueur de manière que V„ soit représentée par le rayon OA lui-même ; la courbe affecte alors la forme et la position indiquées en AmCm’B. . . sur la figure. La partie ponctuée se rapporte au second demi-tour. Le rayon vecteur minimum et le rayon vecteur maximum répondent aux directions Otn et O m' de la manivelle, qui font avec OA et OB des angles de 39*, 32’, 4.
On peut , par l’emploi d'un volant , diminuer la constante c ; la vitesse V approche alors de plus en plus d’être constante et égale à V,.
Remarque. L'emploi des coordonnées polaires- offre de grandes ressources , dans toutes les questions qui se rapportent aux mouvements de rotation.
GÉOM. ANAL.
COURBES B APPORTÉES A DES COORDONNÉES RECTILIGNES
357. Prérepics généraux. Nous nous proposons de consacrer ce chapitre à l’examen de quelques courbes, choisies de manière à familiariser le lecteur avec les méthodes générales exposées dans les chapitres précédents.
Jusqu’à présent nous n’avons discuté les courbes (à l’exception de celles du second degré) que partiellement et pour montrer l'application de telle ou telle théorie. Ici, au contraire, nous étudierons d’une manière complète les propriétés diverses d’une môme courbe.
On ne peut donner, pour la discussion d’une courbe, que quelques préceptes généraux, nécessairement assez vagues, et que le lecteur devra modifier suivant l’occasion. Voici toutefois comment on procédera le plus ordinairement.
On devra tirer de l'équation de la courbe tout ce qu’elle donne à première vue, sans calcul, comme îa symétrie par rapport à un axe, ou l’existence d’un centre situé à l’origine.
Si l’équation peut être résolue par rapport à l’une des variables, y par exemple , il y aura avantage à effectuer celte résolution. On trouvera pour y plusieurs valeurs : y', y”,... que l’on discutera séparément.
D’autres fois, il vaudra mieux considérer simultanément lés valeurs de y qui correspondent à la même valeur de x.
Dans tous les cas on examinera si la courbe est limitée dans tous les sens, ou si elle a des branches infinies, et combien. Cette dernière détermination devra être suivie de la recherche des asymptotes.
Le coefficient angulaire de la tangente fera connaître le sens de la concavité, les points d’inflexion, les points multiples, etc.
358. Courbe algébrique. Discuter la courbe représentée par l'équation.
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’ Axe de symétrie. Cette Équation ne renfermant que des puissances paires de y, la courbe est symétrique par rapport à l’axe des x. Elle passe par l’origine, puisqu’on a y = 0 pour x = 0
Aspect général du lieu. Quand on donne à x des valeurs positives, le terme — (x*-|-5a^) est négatif. L’équation [1], si l’on y considère y* comme l’inconnue, a donc alors ses racines réelles et de signes contraires. La valeur négative de y* étant rejetée, on voit qu’il y a, à droite de l’axe des y, deux branches symétriques par rapport à l’axe des x, et qui s’étendent à l’infini.
Si l’on suppose x<0, x' + Ox3 sera négatif entre x=0 et x = — 5, et x(x — 1) sera positif. On aura donc, dans ces limites, si y* est réel, quatre valeurs de y pour chaque valeur de x. Or, en résolvant l’équation [1] par rapport à y* on trouve
• y*=*(x— l)±xv/2(x+l)(x-fi} [1].
Les deux valeurs de y* sont réelles et positives pour x compris entre 0 et — égales pour x = — j ; imaginaires pour x compris entre — £ et — 1 ; de nouveau égales pour x= — 1; puis réelles et positives entre 1 et— 5.
Par conséquent, deux arcs de courbe parlant du poinlO(fig. 151) viennent se joindre en B, point quia pour coordonnées x= — j, et forment une figure ayant la forme d’une feuille. Même figure audessous de l’axe des x.
11 n'y a aucun point de la courbe entre la droite qui a pour équation x= — j
et celle qui a pour équation x= — 1.
La courbe recommence au point D, qui a pour coordonné! s x = — 1, y = fî. De ce point partent deux arcs, dont l’un s'é'èvc
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au-dessus de l’axe des x, el l'aulrc vient rencontrer cet axe ait point E, qui a pour abscisse x= — 5.
Lorsque x prend des valeurs comprises entre — 5 et — <», les deux valeurs de y* sont réelles et de signes contraires. La valeur de y qui s’annule pour x= — 5, devient ensuite imaginaire. L’autre valeur de y qui, pour x = — 5, est égale h \/60, augmente. Donc, la branche DE se termine en E, où elle se raccorde avec la branche sj métrique D E. La branche DF, au contraire, traverse la perpendiculaire élevée à l’axe des x par le point E et s’étend infiniment à gauche.
L'aspect général du lieu ressortant d'une manière claire de celle première discussion, examinons d’un peu plus près sa forme.
Tangente. Le coefficient angulaire de la tangente est
~~ 4yLy*— x(x— 1)] ‘
11 devient infini pour y = 0 et x = — 5; pourx = — J, y = ^3; pour x= — 1, y = v/2. Donc la tangente aux points 11, 1) et E est perpendiculaire à l’axe des x.
Point multiple. Au point O, K prend la forme JJ. Celte indétermination apparente s’évanouit en substituant à y sa valeur tirée de l’équation [1] : mais il vaut mieux chercher directement la limite de - pour x = 0. Or, l’équation [2], divisée par x’, donne
OC
Si l’on prend le radical avec le signe -j-, et qu’on attribue à x des valeurs négatives tendant vers 0, ce qui revient à considérer un point situé sur l'arc BHO, on trouve
lim— , = + », d’où lim-=oo.
Donc les arcs BO et Il'O sont tangents à l’axe des y au point 0.
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Si, prenant le radical avec le signe -K on fait varier x de — s à 0; ou en le prenant avec le signe — , de -f- * à 0, on trouve |/*
oe — oo pour limite de Mais on peut écrire
d’où, en réduisant,
~ x— 1 =F y/2(ar+l)(a:+|)*
En prenant le radical avec le signe — , ce qui revient à considérer lin point situé sur l’arc LOB', on trouve
,im!?=i’ d’où lim!=±\/r
Donc la branche LOB' coupe l’axe des x sous un angle dont la tangente est y/|.
Asymptotes. Pour avoir les asymptotes de la courbe, appliquons la méthode générale. Appelons c le coefficient angulaire de l'asymptote, et d son ordonnée -à l’origine. La quantité c est donnée par l'équation
d’où c1— 1 ± y'2.
Rejetant le signe — , qui donne une valeur imaginaire pour c, nous aurons
On obtient ensuite d= — — - — — .
En faisant le calcul on trouve deux asymptotes inclinées d’environ 67° 30' et 112° 30' sur l’axe des x, et rencontrant toutes les deux
cet axe à une distance de l’origine égale à — 0,012.... Elles ne sont pas représentées sur la figure.
Construction par points. La complication de l’équation s’opposant à la recherche directe des maximum et minimum, points d'inflexion, etc., nous allons chercher à déduire ces diverses particularités, d’une discussion purement numérique. On trouve d’abord
pour x= 1, y = 1,6,
Les valeurs de y forment à très-peu près une progression arithmétique, d'où je conclus que la branche OL diffère très-peu d’une droite. Ces ordonnées étant moindres que celles de la tangente menée en O, on voit que cette branche tourne sa concavité vers l’axe des x. On trouve ensuite
pour x
On déduit de ce tableau que l’arc OB diffère très-peu d'une droite. Les ordonnées de l’arc OHB vont d’abord en croissant assez rapidement; elles atteignent leur maximum entre x = — 0,4 et x = — 0,5.
Si on fait varier x de — 1 à — 5, on a
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Dans cette partie du plan, l’ordonnée y, de la branche DF va constamment en croissant, et ses accroisseinemenls sont à peu près proportionnels à ceux de l’abscisse. Get arc diffère donc très-peu d’une droite, excepté dans le voisinage du point D.
L’ordonnée y* de l’arc DE décroît d’abord très-rapidement à partir de x\ •— 1,1. Elle atteint son minimum entre x= — 1,1 et x — — 1,2. Elle croit assez lentement, et atteint son maximum entre x= — 2 et x— — 3.
559. Courbe transcendante. Discuter la courbe donnée par l’équation
Centre. L équation reste la même lorsqu’on change a: en —a;
v et y en — y. Donc l’origine est un
1 centre. Ce centre appartient à la courbe, puisqu’on a y = 0 pour æ = 0.
Aspect général. A toute valeur de x correspond une valeur de y, d'autant plus grande que x est plus 1 grand en valeur absolue. La courbe se compose donc de deux branches infinies, situées dans l’angle YOX et dans son opposé par le sommet. Il suffit d’ailleurs de construire l’une d’elles.
Fig. 1 53. Sens de la concavité. Dési-
gnons y par <f (x). On a
f' (*) = ~~2~ l0£ 2, <?"(!)= =— 2^— (log2)‘,
les logarithmes étant pris dans le système népérien.
<t " (*) étant positive, excepté pour x= 0, la branche OL tourne sa con cavité vers les y positifs. C’est le contraire pour la branche opposée.
Asymptotes.® variant de Oàœ, ÿ (x) varie d’une manière continue de O à ® . Donc il n’existe aucune asymptote.
Points d’inflexion. <f"(x) étant nul pour x = 0, et changeant de signe quand x passe du positif au négatif, on en conclut que l'origine est un point d’inflexion. C’est d’ailleurs une conséquence immédiate de ce que l’origine est un centre situé sur la courbe. Tangente. Le coefficient angulaire de la tangente est
logs;
à l’origine, il est égal au logarithme népérien de 2, et il croît très-rapidement avec x.
Construction par points. On trouve qu’aux valeurs de x 0, 0,5, I, 2, 2,5, 3, kt
correspondent les valeurs de y
L’ordonnée croit très-rapidement. Le terme 2~* tendant vers 0, on voit que la courbe proposée et la courbe ayant pour équation y = |2* sont asymptotes l’une de l’autre.
Exercices. Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples suivants :
y =^rpr, y*=^-^ y* — I6y*-f 25®*— o,
QP - g ^
xy'— 2.ry + ky + x* = 0, y = e ,
Soit l'équation
cos' »'
Axes de symétrie. En appliquant la méthode du n° 327, on trouve que l'axe polaire et la perpendiculaire à cet axe menée par le pôle sont deux axes de symétrie de la courbe. D’ailleurs, p reprenant les mômes valeurs quand on fait varier o> au delà de 2tc, il en résulte que la courbe se compose de quatre branches identiques, situées dans les quatre angles formés par ses axes de symétrie. Il suffit par conséquent de construire l’une des quatre
branches en faisant varier « de o à
Fig. 153.
Aspect de la courbe. Pourw=0, on a p=l. Donc la courbe passe par le point A (lig. 153), tel que 0A=1. Lorsque u croit, cosw diminue, et par suite p augmente.
Pour 0) = p = œ .
Soit M un point de la courbe. On a
d’où
OM ou p=ON.
COS w'
p est donc plus grand que ON ; donc la branche de courbe située dans l’angle LOX a ses points au delà de la perpendiculaire AD à l’axe polaire.
La courbe passe par les points
Asymptotes, p devenant infini pour «> = ^, cherchons si la courbe a des asymptotes perpendiculaires à l’axe polaire.
On a MP=psinQ —
sin (f “)
cos’i»
Or, on trouve MP = » pour to = Donc la courbe n’a pas
d’asymptotes perpendiculaires à l’axe polaire, et par suite elle n'en a aucune.
Tangente, On trouve
tang V
2tango>’
V désignant l’angle de la tangente à la courbe et du rayon vecteur. Pour o) = 0, tang V= œ . Donc, au point A, la tangente à la courbe est perpendiculaire à l’axe polaire.
w croissant, tang V diminue, et pour o> = |, tang V=0. Donc la
tangente lend à devenir de nouveau perpendiculaire à l’axe polaire, et par suite, la branche de courbe que nous considérons offre un point d’inflexion.
Point d’inflexion. Soit M le point d’inflexion dont nous venons de reconnaître l’existence. Pour déterminer ses coordonnées, j'observe gue l’angle a, que la tangente à la courbe fait avec l’axe polaire, atteint un minimum lorsque le point de contact est le point M. Cherchons donc la valeur de w qui rend « minimum. On a
... .... tang oi 4- tang V
a = u>-f-V, dou tanga=- = — ,
1 — tang <« tang \
et, à cause de tang V
2 tang w tang a = 2 tang w
, il vient
tang u
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Les deux parties dont se compose tang « ayant un produit constant, leur somme, d’après un théorème connu, sera minimum lorsqu'on aura
2tang<u = r , dou tangu=ï— .
° tangoi ° 2
Ou trouve w = 26° 33' 30' et p = f .
Exercices. Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples donnés page 304 et sur les suivants :
p— .1 — Jcos6w* p — l— ^cosjjw’ p— 1— tango»'
RACINES RÉELLES DES EQUATIONS
$ 1. Dt! NOMBRE DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR DÉTERMINER UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ.
361. Une courbe du second degré esl généralement déterminée quand elle est assujettie à satisfaire à des conditions géométriques donnant lieu à cinq relations distinctes entre les coefficients de son équation générale.
En effet, l’équation générale
Ay’-f Bxÿ + CxJ4-Dt/4-Ex-fF = 0 [1]
renferme six coefficients, dont cinq seulement sont arbitraires, attendu qu’on peut, sans la changer, diviser ses deux membres par l’un quelconque des six coefficients, supposé différent de zéro. Or, cinq relations entre cinq quantités suffisent en général pour déterminer ces cinq quantités. Donc , pour déterminer l’équation [l], et par suite la ligne qu’elle représente, il suffira en général de cinq relations distinctes entre scs cinq coefficients arbitraires; ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarques. I. En général une équation du degré m renfermant .} ni (w -f- 3) coefficients arbitraires, une courbe de l’ordre ni sera déterminée par £ ni (m-f-3) conditions.
II. Ordinairement on regarde une relation entre les coefficients arbitraires de l’équation [1] comme équivalent à une condition géométrique imposée à la courbe, et on dit alors qu'une courbe du second degré est en général déterminée par cinq conditions.
III. Si les cinq relations entre les coefficients arbitraires de l’équation [1] admettent une solution unique, l’équation [l] sera déterminée; et si elle représente une courbe, il y aura une courbe du second degré, et une seule, satisfaisant aux conditions géométriques qui correspondent aux cinq relations algébriques considérées. Si ccs cinq relationsadmeltent plusieurs solutions, il y aura généralement plusieurs courbespouvantêtreassujetties aux mêmes conditions géométriques; enfin, si ces relations sont incompatibles, il n’existera aucune courbe satisfaisant à ces mêmes conditions géométriques.
III. Dans le cas de la parabole, on a toujours la relation
II’ — 4 AC = 0, d’où B=±2v/A0;
par suite, pour déterminer la parabole , il suffira en général de quatre autres relations; de plus, à cause du double signe de B, il y aura généralement deux paraboles satisfaisant à quatre conditions géométriques données.
Dans le cas de la circonférence de cercle, on a toujours
A = C et B = 2Acos0,
d’où il résulte que trois autres relations suffiront en général pour déterminer celte courbe; autrement dit, une circonférence de cercle est déterminée par trois conditions.
56St. Comme il est important de savoir si une courbe du second degré est ou n’est pas déterminée par les conditions auxquelles on veut l’assujettir, nous allons rechercher quel est te nombre des relations distinctes entre les coefficients arbitraires de 1 équation générale qui expriment les principales conditions géométriques auxquelles une courbe du second degré peut être assujettie, et comment on obtient ces relations.
365. Assujettir une courbe à passer par un point donné, équivaut à une relation, que l’on obtient en exprimant que les coordonnées de ce point vérifient l’équation de la courbe.
Assujettir une courbe à avoir pour centre un point donné,, équivaut à deux relations, que l'on obtient en exprimant que les
coordonnées de ce point vérifient les équations qui déterminent les coordonnées du centre de la courbe.
Assigner un foyer, équivaut à deux relations. En effet, si (*, p) doit élre un foyer, l'équation de la courbe pourra se mettre sous la forme
et il ne restera plus que trois coefficients arbitraires c, f, g.
Assigner un sommet à la courbe, équivaut à deux relations. En effet, pour exprimer qu’un point est un sommet, il faut écrire : 1“ que ce point appartient à la courbe ; 2° que la tangente à la edurbe en ce poinl est perpendiculaire au diamètre correspondant.
En général, assujettir une courbe à avoir un point donné pour point remarquable, équivaut à deux relations, que l’on obtient en exprimant les coordonnées du poinl remarquable dont il s’agit en fonction des coefficients de l’équation de la courbe, et en les égalant respectivement à celles du point donné.
564. Assujettir une courbe à être tangente à une droite y=jiar-(-n, équivaut à une condition, que l’on obtient en portant la valeur de y tirée de l’équation de la droite dans l’équation de la courbe, et en exprimant que l'équation en x qui en résulte a ses deux racines égales.
Assujettir une courbe à avoir une droite donnée pour asymptote, équivaut à deux relations, que l’on obtient en identifiant l’équation de la droite donnée avec l'équation générale des asymptotes. On arriverait au même résultat, en portant la valeur de y, tirée de l’équation de la droite donnée dans l’équation de la courbe, et en exprimant que les racines de l’équation résultante sont infinies.
On verrait de même qu’assujettir une couibe à avoir une droite donnée, soit pour directrice, soit pour axe, équivaut à deux relations.
En général, assujettir une courbe à avoir une droite donnée pour droite remarquable, équivaut à deux relations, que l’on
obtient en identifiant l’équation générale de la droite remarquable considérée et l’équation de la droite donnée.
56». On peut quelquefois écrire l’équation d'une courbe sous une forme telle qu’on reconnaisse que la courbe satisfait à une ou plusieurs conditions géométriques. C’est ainsi qu’en écrivant l’équation générale du second degré sous la forme [2], on exprime, par cela môme, que les courbes qu’elle représente ont toutes le point («, p) pour foyer et la droite ey -f fx -f g = 0 pour directrice. Voici d’autres exemples.
566. Pour exprimer que le point (*, p) est un centre, on écrira l’équation de la courbe sous la forme *
On exprimera que la droite
y = mx-\- n [3]
est tangente à une courbe, en écrivant l’équation de la courbe sous la forme
X(y— mx— n) + (ey + fx+g)* = 0 [4].
En effet, le système des équations [3] et [4] peut être évidemment remplacé par un autre composé de la première et de la suivante
ey + fx+g = 0 [5].
Mais les équations [3] et [5] étant du premier degré, n’ont qu’une solution commune. Donc il en est de même des équations [3] et [4]. Donc la droite [3] n’a qu'un seul point commun avec la courbe [4]; donc c’est une tangente.
560. Pour exprimer qu’une droite donnée est asymptote d’une courbe, si on est maître de choisir les axes, on pourra prendre pour axe des x la droite donnée et écrire l'équation sous la forme
xy -J- ay-f-for-J- c = 0,
qui donne y = 0, pour x=*> , et qui représente, par conséquent, toutes les hyperboles qui ont l’axe des x pour asymptote.
309. Si f= 0 et ÿ = 0 sont les équations de deux lignes du second degré, l’équation suivante
dans laquelle >. est une indéterminée positive ou négative, est l’équation générale de toutes les lignes du second degré passant par les points d’intersection des deux lignes proposées.
370. De l’équation [6] on déduit immédiatement l’équation générale de toutes les courbes du second degré passant par quatre points donnés. En effet, soient P = 0, Q = 0 les équations de deux droites passant par les qualrc points donnés, et P'=0, Q'=0 les équations de deux autres droites passant par ces mêmes points. Les équations PQ=0 cl P'Q'=0 peuvent être considérées comme celles de deux lignes du second degré passant par les quatre points donnés, d’où il résulte que l’équation
PQ+>P'Q
est l’équation de toutes les lignes du second degré passant par quatre points donnés.
371. L’équation générale de toutes les courbes du second degré passant par les points d’intersection d’une courbe du second degré A = 0 et d’une droite P = 0, est
En effet, cette équation est du second degré, et toutes les courbes qu’elle représente passent évidemment par les points d’intersection de la courbe et de la droite considérées, ce qui les assujettit à deux conditions. Comme une courbe du second degré peut être assujettie à cinq conditions, on pourra disposer des trois autres conditions pour déterminer les paramétres a, p, y.
572. On verra de même que l’équation générale des courbes du second degré passant par trois points donnés est
XAB ixAC-|-vBC=0,
X, (i et v étant trois paramètres quelconques, et A=0, B=0,C=0, les équations des côtés du triangle déterminé par les trois points donnés.
11 nous serait facile de multiplier les exemples.
Nous allons essayer d’éclaircir ce qui précède par la résolution des deux problèmes suivants.
573. Problème. Trouver l'équation d'une courbe du second degré passant par cinq points donnes.
Le mot courbe étant pris dans son sens propre, comme une courbe du second degré ne peut être coupée par une droite en plus de deux points, il faut, pour que le problème proposé soit possible, que trois des cinq points donnés ne soient pas en ligne droite. Cela étant, parmi les différentes droites que déterminent les cinq points donnés, il y en a au moins deux qui ne peuvent être parallèles et dont le point de rencontre ne peut appartenir à la courbe. Prenons ces deux droites pour axes des coordonnées ; la courbe ne pouvant passer par l’origine, son équation pourra être mise sous la forme
ay*— j— bxy -j- ex' -f- dy -f- ex-\- 1 =0 [9].
.Cela posé, soient (0, x,) et (0, x ,) les deux points situés sur l’axe desrr; (0, y,) et (0, yt) les deux points situés sur l’axe des y, et ( xit y,) le cinquième point donné. Pour exprimer que la courbe passe par ces cinq points, écrivons que leurs coordonnées vérifient l’équation [9]; nous aurons ainsi, entre les coefficients inconnus a, b, c..., les cinq relations suivantes :
«!/»• + dy» -f- 1 = o, ay**+tfy»+ i = o,
ex,' + exi + 1 = 0» cx * + ex* + 1 = °>
ay\ -f bx iy5 -f- cx ,* -f- dy5 -f- ext -f- 1 = 0.
On en lire
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La valeur d’aucun de ces coefficients n'est ni indéterminée, ni infinie, puisque, d’après nos hypothèses, aucune des quantités x,, x„ etc., n’est nulle. Donc, par cinq points donnés, dont trois ne sont pas en ligne droite, on peut toujours faire passer une courbe du second degré, et l’on ne peut en faire passer qu'une seu le.
Remarques. I. Si trois des cinq points donnés étaient en ligne droite, on aurait x, = 0 ou y, = 0, et par suite b = co ; et l’équation [9] se réduirait à xy = 0, c’est-à-dire qu’elle représenterait les deux axes coordonnés. En effet, dans ce cas les cinq points donnés déterminent deux droites, qui sont les axes coordonnés. Si plus de trois des cinq points donnés étaient en ligne droite, quelques-uns des coefficients seraient indéterminés, et l’équation [9] serait ellemême indéterminée; et en effet, il y a, dans ce cas, une infinité de droites passant par les cinq points donnés.
II. Le problème précédent peut se résoudre plus simplement en parlant de l’équation [7], En effet, l’équation générale des courbes du second degré qui passent par les quatre premiers points est
et on aura immédiatement la valeur de X, en expriinautque cette dernière équation est vérifiée par les coordonnées du cinquième point (x„ y,\,
374. Problème II. Trouver une courbe du second degré qui poste par trois points donn és W, il" , M"', et qui ait pour foyer un point donné F.
Prenons pour origine le point F et désignons par
les coordonnées des points
L'équation de la courbe sera de la forme
(« + fy + sr)3 =** + V’ [10].
Pour déterminer les coefficients inconnus on aura i résoudre les trois équations
<*' + /»' +J=±v'içT? = ±ï «*" + fy" + g— ± /jc"‘ + y ”» = ± g” «*"■+ /ï" + j = ± ^*"”+^=±8*
qui expriment que la courbe passe par les trois points donnés.
Les signes des seconds membres peuvent être combinés de huit manières ce qui semble d’abord indiquer huit solutions; mais en y regardant d’un peu plus près, on voit qu’il n’y en a que quatre de distinctes. r F
En effet , si, après avoir pris les seconds membres des équations fil] avec certains signes , on vient à les prendre avec des signes opposés, on obtiendra un second système qui évidemment sera satisfait par les valeurs qui satisfaisaient au premier système, changées de signe. Or, l’équation [10] ne change pas quand on
change a la fois e en -e. f en -f.gen-g. On obtiendra donc la même solution dans les deux cas.
Cela posé, on n’aura donc à examiner que les quatre cas suivants.
1" On prend 6, ô4 et S”, chacun avec le signe -f-.
Dans ce cas, les coordonnée» des points M', M”, M", substituées dans le premier membre de l’équation • r
qui représente la directrice, donnent des résultats de même signe. Les trois point, donnés sont donc du-même cité de la directrice ; et alors ;
Si l’on a g > 0, les trois points donnés et le foyer sont du même côté de la dir.rtnce; la courbe peut être une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
Si l’on a g <0, les trois points donnés et le foyer sont de part et d’autre d.i, directrice; la solution ne peut être qu’une hyperbole.
2* On prend
Dans chacun de ces trois derniers cas, il y aura toujours deux pointa d’un côté de 1a directrice, et le troisième d’un autre côté, ce qui ne peut convenir au’i un. hyperbole. H
Ainsi le problème admet en général quatre solutions, parmi lesquelles se trou vent au moins trois hyperboles. H 8 lr0U
RauaRÇUE I. Ce problème a une grande importance en astronomie , où il sert a determmer la trajectoire d’une planète, lorsqu’on connaît troia positions de 1 astre. Il n admet alors qu une solution, parce qu’on sait que les planètes se meuvent dans des ellipses dont le soleil occupe un foyer. P
Les données de 1a question sont alors les trois rayons vecteurs déjà désignés par
î", S". et les angles que ces rayons vecteurs font avec une droite fixe passant par le foyer. On fait usage ordinairement des coordonnées polaires.
L'équation de l'ellipse en coordonnées polaires est (336)
p 1 — e cos (<o — a)’
a étant l'angle de l’axe polaire et de l’axe focal de la courbe. 11 ne s’agit plus que de déterminer les inconnues p, e, g au m yen de trois couples de valeurs de p et u, qui doivent satisfaire à cetle équation. Ce qui n'offre aucune difficulté.
Remarque II. On peut donner du même problème une solution géométrique que nous nous contenterons d'indiquer. Elle repose sur ce théorème :
Si deux points M et M' appartiennent à une ellipse, <1 une parabole ou d une m(me branche d'hyperbole, dont le foyer est en F, le point qui partage la droite MM' en deux segments soustractifs dans le rapport de MF à M'F, appartient d la directrice correspondante au foyer F. Si les deux points M et W sont sur deux branches d'hyperbole, c'est le point qui partage MM' en deux segments additifs dans le rapport de MF li M'F qui est sur la directrice,
>Au moyen de ce théorème on pourra donc avoir deux points de la directrice, et par suite cette droite. Abaissant du point F une perpendiculaire FP sur la directrice , on aura la direction de l'axe focal. Les sommets s'obtiendront en partageant FP en deux segments additifs ou soustractifs dans le rapport des distances de M au foyer et à la directrice. Ayant ainsi un axe et les foyers, il sera facile d’obtenir le second axe, et par suite de décrire la courbe.
37iS. Lorsque les conditions géométriques imposées à la courbe sont nu nombre de quatre seulement, il existe une infinité de courbes satisfaisant à ces conditions, et alors on peut se proposer de trouver le lieu géométrique de l’un quelconque des points remarquables de toutes ces courbes, ou le lieu de tout autre point convenablement défini. Par exemple, si on assujettit une parabole à passer par un point donné et à avoir une ligne donnée pour directrice, comme ces conditions n’équivalent qu’à trois relations entre les coefficients de son équation, il y aura une infinité de paraboles passant par ce même point et ayant cette même droite pour directrice, et on pourra se proposer de trouver le lieu géométrique des foyers, des sommets, etc., de toutes ces paraboles.
Pour résoudre les problèmes de cette espèce, on commence par introduire les conditions données dans l’équation de la courbe : cela fait, les coefficients de celte équation sont déterminés, à l’exception d’un seul qui demeure arbitraire et qui entre
dans les équations qui déterminent les coordonnées du point dont on cherche le lieu; il ne reste plus qu’à éliminer ce coefficient arbitraire entre ces équations pour avoir l’équation du lieu.
C’est ce que nous allons faire sur les deux exemples suivants:
570. Problème. Trouver le lieu des sommets des hyperboles ayant un foyer commun et une asymptote commune.
Prenons l’asymptote pour axe des y cl la perpendiculaire à l’asymptote passant par le foyer pour axe des x ; puis cherchons d’abord l'équation générale de toutes les hyperboles satisfaisant aux conditions données.
Soient x=a, y — 0 les coordonnées du foyer donné : l’équation des courbes du second degré ayant ce point pour foyer est
y'-\-(x — *)'—(my + nx -f-p)’= 0 [1].
D’ailleurs l’axe des y étant une asymptote, si l’on fait x= 0 dans l’équation [1], l’équation en y qui en résulte doit avoir deux raèines infinies, ce qui donne les deux relations
1 — m’ = 0 et — 2/o/i = 0, d’où «i = ± 1 et p— 0,
et par suite l’équation [1] se réduit à
Cette dernière équation, quand on fait varier n, représente toutes les hyperboles ayant pour foyer commun le point donné (0, «) et pour asymptote commune l’axe des y.
Désignons maintenant par x', y' les coordonnées du sommet de l’une des hyperboles. Ce point appartenant à la courbe, on a la relation
V* + (*’'“ (i/ + ifcr')* = 0 [3].
D’ailleurs, en exprimant que la droite qui passe par ce sommet et par le foyer est perpendiculaire aux directrices, dont les équations sont y—±nx, on a la relation
d’où
On aura donc l’équation du lieu en éliminant n entre les équations [3] et [4]. On trouve ainsi, en supprimant les accents,
Si nous trouvons deux équations pour le lieu demandé, cela provient de ce que chaque hyperbole a deux sommets, et que rien n'indique dans nos calculs qu’il s'agit de l’un des sommets plutôt que de l’autre. Considérons l’équation qui correspond à y=-f-nx. On peut l’écrire
Or, sous celte forme, on voit qu’elle équivaut aux deux suivantes
(x-f-«)y*-f-(x — a)a£=0, et x — a=0,
et, celte dernière représentant une droite étrangère au lieu cherché, l’équation de ce lieu est donc
(x-f-o>)y*-(-(x—a)x*=0, d’où y=±xy/^^.
On voit que ce lieu passe par l’origine et par le foyer; qu’il est limité du côté des x positifs par la parallèle à l’axe des y qui a pour équation x=«, et qu’il s'étend, au contraire, indéfiniment du côté des x négatifs. De plus, il a pour tangentes à l’origine les
bissectrices des axes, puisque lim - = 1 . Enfin, la parallèle à l'axe
des y, dont l’équation est x = — #, est une asymptote.
Remarques. I. Le lieu que nous venons de trouver est susceptible d’une définition géométrique analogue à celle de lacissoidc. Reportons-nous à la figure 15, page 18; si on prend IM = 1B, et si on fait OA = «, le lieu des points M sera le lieu que nous venons de trouver.
II. Popr obtenir les équations des lieux géométriques des centres, des hyperboles assujetties aux conditions de l’énoncé, on partirait de l’équation [2].
377. Problème II. Trouver U lieu géométrique des foyers des paraboles, qui ont la même directrice et un point commun.
Prenons pour axes la directrice et une perpendiculaire à la directrice passant par le point donné. Soit (0, a) le point donné.
L’équation générale des paraboles (314) est
avec la condition
L'axe des y étant la directrice, il faut que son équation (798, III) ox + fy + 9 = 0
soit vérifiée pour x = 0, quelque soit y, ce qui exige que l’on ait fz= 0 et ÿ=0; par suite, l’équation [2] se réduit à e*= 1 , et l'équation [l] devient
L'équation [3] convient à toutes les paraboles ayant la même directrice. En y remplaçant x et y par les coordonnées du point donné, nous aurons
r elalion constante entre les coordonnées a et p des foyers, et qui, par conséquent, n’est autre que l'équation du lieu cherché. Ce lieu est une circonférence de cercle , ayant a pour rayon et pour centre le point donné.
Remarque. Si. au lieu de donner la directrice et un point, on donnait la directrice et une tangente, on pourrait partir de l'équation [3] pour trouver le lieu des foyers.
Le lecteur pourra s’exercer sur les problèmes suivants.
Problèmes. Déterminer une courbe du second degré, connaissant : 1” un foyer et trois tangentes; 2" le centre et trois points.
Construire une ellipse, connaissant ; 1* le foyer , le sommet et un point; 2* «n sommet , une tangente et une directrice; 3* le foyer , le sommet et une tangente.
Construire une parabole, connaissant ; l’ la directrice et deux points; 2* le paramétre, deux tangentes et un point ; 3° la directrice , une tangente et le point de contact; 4* le foyer, un point et une tangente; 5* le sommet et deux tangentes; 6* le sommet, une tangente et le point de contact; 1‘ le paramétre, le foyer et un* tangente.
Construire une hyperbole, connaissant : 1* une asymptote, une directrice et l'excentricité; 2" une asymptote, un sommet et l'excentricité; 3" une asymptote, un foyer et un point; k" une asymptote, une directrice et un point; b" un foyer, un sommet et une tangente; 6* une asymptote, une tangente et une directrice;
7* une asymptote , une tangente et un foyer; 8" une asymptote , un sommet et un point; 9* une directrice, une asymptote et la longueur de l'axe transverse ; 10* un poi'nl . une asymptote et deux tangentes; 11* une asymptote et trois points.
Trouver le lieu des sommets des paraboles tangentes d trois droites données.
Lieu des foyers des ellipses inscrites dans un rectangle donné.
Lieu des foyers des hyperboles gui ont un même sommet et une même asymptote donnée.
Lieu des centres des ellipses qui onl un lommel commun et deux tangentes communes perpendiculaires entre elles.
Lieu des sommets des paraboles qui ont le mime foyer et une tangente commune ou un point commun.
§ 2. INTERSECTION DES COURBES DU SECOND DEGRÉ ET DES COURBES PLANES EN GÉNÉRAL.
578. La recherche des points communs à deux courbes dont on a les équations revient à la recherche des solutions communes à ces deux équations ; car les coordonnées des points communs doivent satisfaire à la fois aux équations des deux courbes. Le problème de l’intersection des courbes se ramène donc à un problème d’élimination ; et réciproquement le problème algébrique de l'élimination peut être remplacé par le problème graphique de l’intersection de deux courbes. La question n’a pas moins d’intérét sous ce second point de vue que sous le premier.
Intersection de deux courbes do second degré
Soient
Ai/,+Bxi/-fCxl+Dy-fEx-f F =0 [l],
A’y’ -f- B’xy -j- C'x’ -J- D'y -f- E'x F' = 0 [2],
les équations de deux courbes du second degré. Si nous multiplions la première par A’, la seconde par A et que nous les retranchions membre à membre, nous obtiendrons une équation du premier degré en y, de la forme
<cry + -f- dy -f ex-f/’=0 [3],
équation qui pourra tenir lieu de l’une quelconque des proposées. Si nous éliminons y entre cette dernière et l’une des équations
INTERSECTION DES COURBES
proposées, nous obtiendrons une équation en x qui sera généralement du quatrième degré et de la forme
Par‘-f-Qæ,-f-R.rI + Sx-|-T=0 [4].
Cette équation aura quatre racines qui peuvent être réelles ou imaginaires ; et comme, en vertu de l’équation [3], à chaque valeur de x correspond une seule valeur de y, il s'ensuit que le système de S, équations [1] et [2], ne peut admettre que quatre solutions. Ces quatre solutions pourront être toutes réelles, ou bien deux d’entre elles seront réelles et les deux autres imaginaires, ou bien enfin elles seront toutes les quatre imaginaires ; par conséquent les courbes du second degré représentées par les équations [1] et [2] pourront se couper en quatre points, ou seulement en deux points, ou ne pas se couper du tout. Mais si l’on convient de regarder une solution imaginaire comme les coordonnées d’un point d’intersection imaginaire, on pourra dire que : deux courbes du second degré se coupent toujours en quatre points réels ou imaginaires.
Remarques. I. L’équation [4] sera d’un degré inférieur au quatrième toutes les fois que les deux courbes proposées auront un ou plusieurs points d’interseclion situés à l’infini. En effet, si l’un des points d’intersection est situé à l’infini, l’équation [4] a une racine infinie, ce qui donne la condition P = 0 ; l’équation s’abaisse donc au troisième degré. On voit de même qu’elle s’abaisserait au deuxième degré, si deux points d’intersection étaient à l’infini; c’est ce qui a lieu, par exemple, dans le cas où les courbes proposées sont deux hyperboles ayant une asymptote commune.
II. Les quatre points d’intersection des deux courbes du second degré déterminent trois couples de droites dont les équations, sont réelles ou' imaginaires, suivant que ces points sont euxmêmes réels ou imaginaires. Dans le cas où ces points existent, la recherche des points d'intersection des deux courbes serait ramenée à la recherche des points d’interseclion de l’une des deux courbes avec deux de ces droites, si l’on connaissait les équations de ces droites ; et, plus simplement, celte recherche serait ramenée à celle des points d’intersection de quatre de ccs droites considérées deux à deux.
La détermination des équations des droites dont il s’agit dépend du problème que nous allons résoudre; mais nous devons faire observer d’abord que dans le cas même où les points d’intersection sont imaginaires, les équations de deux des droites qu'ils déterminent sont algébriquement réelles : ce sont les équations des droites qui correspondent à deux des points dont les coordonnées imaginaires sont conjuguées deux à deux, comme on peut s’en assurer en faisant le calcul.
580. Problème. Trouver l'équalion générale îles courbes du second degré qui passent par les points dé intersection de deux courbes du second degré dont on donne les équations.
Soient
[5] f(x,y) = 0 et 9 (x, y) = 0 [6]
les équations des deux courbes proposées,
l’équation /"(æ.y)-f [7],
dans laquelle X est une indéterminée positive ou négative , est l’équation demandée. Remarquons d’abord que les courbes représentées par l'équation [7] passent toutes par les points communs aux deux premières, et n’ont avec elles d'autres points communs que ceux-là. En effet, tout système de valeurs de x et de y qui satisfait aux équations [5] et [6] satisfera à l’équation [7], puisqu’il annulera les deux parties dont se compose le premier membre de cette équation ; et tout système de valeurs qui satisfera, par exemple, aux équations [5] et [7], satisfera à l’équation [6], puisque de
f—0 et H-X? = 0 résulte X(p = 0 ou 9— 0.
En second lieu l’équation [7] représente toutes les courbes du second degré passant par les points d'intersection des courbes proposées. En effet, considérons une quelconque des courbes passant par les quatre points d’intersection; prenons un autre point quelconque sur celte courbe, et déterminons X par la condition que l'équation [7] soit vérifiée par les coordonnées de ce
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point; l’équation [7] est alors vérifiée parles coordonnées de cinq points de la courbe considérée; donc c’est l’équation de celte courbe.
381. Parmi les lignes du second degré représentées par l’équation [7], sc trouvent les couples de droites déterminées par les points d’intersection des courbes proposées ; on aura donc les équations de ces couples de droites en déterminant X par la condition que l’équation [7] représente deux lignes droites. Pour cela, on résout cette équation par rapport à y, et on exprime (147) que le trinôme placé sous le radical est un carré parfait; on arrive ainsi à une équation en X du troisième degré. En prenant pour X l’une quelconque de ses trois racines, l’équation [7] représentera deux droites; on aura donc ainsi les trois couples de droites.
Maintenant pour que ces droites soient réelles, il faut : 1° que X soit réel; 2° que le binôme B* — 4AC formé avec les coefficients du trinôme en x sous le radical soit positif.
D’abord l’équation du troisième degré en X a toujours une racine réelle; d’ailleurs il existe toujours un couple de droites dont les équations sont algébriquement réelles; d’où il suit que cette valeur réelle de X doit satisfaire à la seconde condition. Dans le cas où les trois valeurs de X seraient réelles, il ne faudrait pas en conclure que les équations des trois couples de droites sont toutes réelles, et que par conséquent les courbes proposées se coupent. Il existe sur ce sujet quelques théorèmes curieux que nous ne croyons pas devoir exposer ici.
382. Il sera quelquefois possible de choisir X de manière que l’équation [7] qui n’est autre que l’équation
(A — XAV-HB— : XB'Ja-y-HC-XCV-KD— XD^y j -f(E-^XE')*+P— XF=0 )
représente un cercle. Pour cela il faut, si les axes sont rectangulaires, que l’on ait en même temps
B— XB' = 0 cl A— XA’ = C— XG'.
On tire de la première relation X = jp,
et, en substituant dans la seconde, on obtient pour équation de condition
Or, si l’on se reporte à la réduction de l’équation du second degré par la transformation des coordonnées (172), on remarque qu’en appelant « et a' les angles que l’un des axes de la première courbe et l’un des axes de la seconde font avec l’axe des x, la relation [8] revient à
— tang 2a = — long 2«', ou à tang 2a' = Lang 2a, d’où les valeurs
“ =«. ® =“+2» “ = “ + "> “=»+ji
et ainsi de suite '.lesquelles montrent que les axes des deux courbes doivent être parallèles ou perpendiculaires. Telle est la condition géométrique pour que les points communs aux deux courbes soient sur une môme circonférence de cercle.
585. Intersection de eonrbes quelconques. 1° Cas où les équations peuvent être résolues par rapport il la même variable. Toutes les fois que les deux équations peuvent être résolues par rapport à une môme variable, et c’est ce qui arrive en particulier pour les équations du second degré, on peut, avec le secours préalable d’une construction graphique, obtenir les coordonnées des points communs avec tel degré d’approximation qu’on le désire, sans être obligé de résoudre une équation finale de degré supérieur.
Imaginons que l’on construise avec soin sur une même feuille les courbes représentées par les deux équations, que nous supposons numériques et mises sous la forme
V=f(x) et y—<f(x).
On pourra mesurer sur l’épure les coordonnées des points
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communs. Soit x, la valeur ainsi obtenue pour l’abscisse de l’un de ces points; ce sera une valeur approchée de l’abscisse véritable du point d’intersection que l’on considère. A cette abscisse correspondront les deux ordonnées f ( x ,) et ? (x,) qui ne seront pas exactement égales. Mais les deux points qui ont pour coordonnées d’une part x, et f(xt), de l’autre x, et ? (x,), seront assez voisins du point d'intersection pour que, dans l’intervalle, il soit permis de substituer approximativement à chaque courbe sa tangente.
Les deux tangentes considérées auront pour équations (IOO)
y — f(xl)=riixl) (x— x,)
et y — <?(*.)— *'(x,) (x— x,).
Connaissant x, on calculera aisément f (x,) et <p’ (a:,) ; on a déjà f (x,) et fp(xi); on pourra donc déterminer l’abscisse du point d’intersection des deux tangentes au moyen des deux équations cidessus qui sont du premier degré.
Soit Xj la valeur de x ainsi obtenue; si l’épure a ôté faite avec soin, c’est-à-dire si x, est une valeur suffisamment approchée de l’abscisse du point d’intersection, x, sera une seconde valeur plus approchée. On le reconnaîtra d’ailleurs en remplaçant x par Xi dans les fonctions f et 9; les ordonnées f (x,) et y (x2) des deux courbes différeront moins que les ordonnées f (xt) et ® (xi).
Pour obtenir un nouveau degré d’approximation, on substituera aux deux courbes leurs tangentes aux points qui ont pour coordonnées, d’une partx2 et f (xa), de l’autre x2 et® (x,); c'est-à-dire que l’on se servira des équations
y — f {Xi) — f (x,) (x x2),
y — ?(x1) = lf'(xî)(x— »,),
qui donneront pour x une valeur x} plus approchée que x2, ce qu’on reconnaîtra en constatant que les ordonnées f(xs) et o(x2) diffèrent moins que /"(x2) et f (x2).
En continuant ainsi, on arrivera à tel degré d’exactitude que l’on voudra.
Remarque. Le degré d’approximation des valeurs xt et yt mesurées sur l’épure, n’étant pas exactement connu, on ne peut déterminer à l’avance l’approximation sur laquelle on peut compter dans le calcul de x2. Ce qu’il y a de plus simple à faire est de se donner à l’avance la limite de l’erreur que l’on veut commettre, par exemple un millième, ce qui sera en général plus que suffisant dans les applications ; de calculer en conséquence x2, et par suite f(x2) et ? (x2), avec trois ou quatre décimales; de même pour x|, /‘(x s), « (x,) et ainsi de suite; puis d’arrêter le calcul lorsqu’on trouvera pour f (x) et f (x) deux valeurs ayant trois décimales communes.
Pour s’assurer que x a été obtenu lui-môme avec l’approximation désirée, on pourra employer le caractère suivant. Soit x. la valeur trouvée ; on calculera les quantités
/•(x. — 0,001) — f (x, — 0,001) et f(x. + 0, 001) — <p(x. + 0,001).
Ges deux différences devront être de signe contraire; car celle des deux courbes qui était au-dessus de l’autre avant l’intersection passe au-dessous, après l’intersection. (Nous excluons le cas où il y aurait contact.)
Au reste, dans l’application, la vérification dont il s’agit sera rarement utile, et l’on pourra en général s’en dispenser.
384- Comme application de cette méthode, proposons-nous de trouver les
points d'intersection des deux courbes représentées par les équations
y1 — 2yx + x’ — 2 y— 2x + 1 =0
ou y =x+ l=fc2\/ï
et
y’ +• î xy -f- — 8 y — 9x + I6 = 0 ou y = — x + 4±vî-
En construisant avec soin, sur papier quadrillé si l’on veut, et à une échelle suffisante, les deux paraboles T~ que ces é uations représentent, on Fig. U». reconnaît ( fig. 154) qu'elles se cou-
pent en quatre points, dont les abscisses, mesurées sur l’épure, sont approximativement
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I. Occupons-nous d'abord du premier. L'inspection de la ligure montre qu'il appartient aux branches de paraboles représentées par
y = x+ 1 + 2 ^x' et y= — x + 4 — \/*>
on a donc ici
f(x)=x + 1 + 2 V* et ç(*)=— x + 4 —
d'où /-(i) = i + _L et ç'(i)=_i__L.
Vx * vx
Pour x =0,45 oh trouve d’abord
f (0,45) =2,7916 et ? (0,45) = 2,8792.
La différence entre ces ordonnées étant notable, il faut recourir aux tangentes. Or, on trouve *
/'(0, 45) = 2,4534 et ç’(0,45)= — 1 ,7453;
les équations des tangentes sont donc
y — 2,7916 = 2,4534 (1 — 0,45) ou y— 2 ,4534* = 1,6876
et y — 2,8792 = — 1,7453 (x — 0,45) ou y + 1 ,7453x= 3,6646;
on en tire x= 0,4708. Substituant cette valeur dans les fonctions f et f, on trouve
f(0,4708) = 2, 8430 et ç (0,4708) = 2, 8431.
Ces valeurs peuvent être considérées comme suffisamment approchées.
Remarque. Si l'on applique le caractère indiqué au n” 383 , on trouvera
et f(0,4709) — ç(0, 4709)= +0,0004;
ces différences étant de signe contraire, x est compris entre 0,4707 et 0,4709. La valeur 0,4708 est donc approchée à moins d’une unité du quatrième ordre décimal.
II. Le second point d'intersection appartient aux branches représentées par
y=x + l— 2/x et y= — x + 4 + /x-
Pour x=l ces deux équations donnent toutes les deux y =4 ; ces valeurs sont donc rigoureuses.
III. Le troisième point d'intersection appartient aux branches représentées par
y = x+l — 2/x et y =— x + k — \[î-
Pour x = 2,25 ces deux équations donnent l'une et l'autre y = 0,25; ces valeurs sont donc exactes.
IV. Le quatrième point d'intersection appartient aur branches représentées par
y = x + l— 2Vx et y=— x + 4 — Sx ,
c'est-à-dire qu’ici on a
et ç(x)=— x+4 + /x.
d'où
et ç’(x)=— H--=.
Pour x=4 ,75 on trouve
f(k ,75) =0.3912 et v (4,75) = 1 ,4294.
Ces deux vaieurs étant différentes, il faut employer les tangentes. Or on a ,75)= 0,5412 et o (4, 75}=— 0,7705.
Les équations des tangentes seront donc
y — 1 ,3912= 0,5412 {x— -4,75) ou y— 0,5412.*= - 1 ,1795 et y — 1,4294= — 0,7705 (x— 4,75) ou y + 0,7705.x= 5,0893.
On en tirex=4,7790, et l'on trouve
/■(4, 7790) = 1 ,4068 et ç (4 .7790)= 1 ,407 1.
On peut adopter x = 4,779 et y = 1,407 comme des valeurs suffisamment approchées.
383. Comme second exemple, nous prendrons les deux équations transcendantes
y =sin x et y=e-*.'
Pour l’homogénéité de ces formules il faut regarder y et x comme les rapports de l'ordonnée et de l’abscisse à l'unité de longueur. Dans la première, x représente ainsi l'arc dont le rapport au rayon est exprimé par le nombre xj dans la seconde , e représente la base des logarithmes népériens, ou 2,718281828.
Cela posé, on trouvera '®' lis' que les courbes représen-
tée» par ces deux équations ont la forme indiquée par la ligure 155. Elles se coupent à droite de laxe de3 y en des points de plus en plus rapprochés de l’axe des x.
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L'abscisse du premier point commun, mesurée sur l’épure, e t *=0,55. On trouve sinO,55=sin 31*, 30', 7 = 0.5221
et e-*.“ = 0,5769.
Ces ordonnées différant d’une manière notable, il faut recourir aux tangentes.
Or, si l’on posa f (x) = sin x et (*)=«-',
on trouve _ f(x) = cos x et *'(*)= — e-';
on aura donc /’(*) = cos 31*, 30' ,7 = 0,852.’)
et ?'(*)= — e-*’“= — 0,5769.
Les équations des deux tangentes seront donc
y — 0,5227 = 0,8525 (*-0,55) ou y — 0,8525. *=0,0538
et y-0,5769 = — 0,5769 (*—0,55) ou y +0,5769. *=0,8P42;
on en tire *=0,587;
on trouve alors f (x) = sin 0,587 = sin33s37',9 = 0, 5538
et ç(*) = r-*.“' = 0,5560.
Ces valeurs n’approchant pas encore assez l’une de l’autre, on emploiera de nouvelles tangentes. On a
f(*)= cos33*37' ,9 = 0, 8326 et ç'(*) = — e-*.«>=— 0,5560.
Les équations des nouvelles tangentes seront donc
y— 0,5538 = 0,8326 (* — 0 ,587) ou y— 0, 8326. *=0,0651, y —0,5560= — 0,5560(x — 0,587) ou y + 0, 5560. *=0,882; on en tire* = 0,5885, et l’on trouve ensuite
f(*)=sin 0,5885 =sin 33*43', 3= 0,5551.... ç(x) = «-•.““ = 0,5551 ....
La différence des ordonnées ne se manifestant qu’au delà de la quatrième décimale , les valeurs * = 0,5885 et y = 0 ,5551 peuvent être regardées comme suffisamment approchées.
On obtiendrait de la même manière les autres points d’intersection.
586. S" Cas où les équations des deux eonrbes ne peuvent pas être résolues par rapport à la même variable. C'est pour
plus de symétrie que nous avons supposé les deux équations ■ré-
GÉOM. ANAL. 23
solues par rapport à «ne même variable. La méthode précédente serait encore applicable dans le cas où elles seraient résolues par rapport à une variable différente. Supposons, par exemple, que l’on ait
y—f{x) et x=<p(y),
et soient y, etxi les valeurs approximatives, mesurées sur l’épure des coordonnées de l’un des points communs aux deux courbes.
En considérant d’abord la première, on trouvera qu’à l’abscisse correspond une ordonnée f fa) un peu différente de y, ; et la tangente au point dont xt clffa,) sont les coordonnées aura pour équation
y—f(xt)=f{x ,) (x— x,).
En considérant la seconde courbe, on trouvera qu’à l’ordonnée t/i correspond une abscisse ? (y,) un peu différente de x,; et la tangente au point dont yi et <p (yj sont les coordonnées aura pour équation
x — t (I/O— ?' fa) (y—yô-
On cherchera les valeurs de x et de y qui satisfont à ces deux équations du premier degré; soient x2 et y, les valeurs obtenues.
Ou comparera yt avec f fa) et x2 avec ? (y,) ; si les différences sont suffisamment petites on pourra regarder x2 et y2 comme des valeurs suffisamment approchées; dans le cas contraire, on répétera pour x2 et y2 le calcul que l’on a fait pour x2 et y, ; et l’on obtiendra de nouvelles valeurs plus approchées x, et y,. Et ainsi desuite.
387. 8° Équations qnl ne peuvent être résolues. Examinons maintenant le cas où les équations proposées ne peuvent être résolues, ni par rapport à x, ni par rapport à y; et supposons ■d’abord qu’elles soient algébriques. Ordonnons-les toutes les deux par rapport à celle des deux variables qui y entre avec les moindres exposants; soit y cette variable. Représentons par
Y„=0 et Y„=0 [1]
les deux équations ainsi ordonnées; m et n désignent le plus haut exposant de y dans chacune d’elles.
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Divisons Y* par Y,; et poussons la division jusqu’à ce que nous obtenions un reste qui soit du degré n — 1 par rapport à y. Ce reste et le quotient auront en général des coefficients fractionnaires; supposons qu’on réduise au même dénominateur f(x) tous les termes du quotient et du reste; soient alors Y. le numérateur du reste et Q celui du quotient ; on aura
d’où
•(*). Y.=Y,. Q+Yr_,
et l’on peut remarquer que si l’on avait préalablement multiplié Y* par (x), la division se serait effectuée sans introduire x en dénominateur ni au quotient ni au reste.
Cela posé, tout système de valeurs de x et de y qui annulera Y» et Y., annulera Y,-! ; car <p (x) et Q ne contiennent point les variables en dénominateur, et ne peuvent dès lors devenir infinis pour des valeurs finies de ces variables. Il s'ensuit que les points communs aux deux courbes proposées se trouvent sur la courbe qui a pour équation
En second lieu, tout système de valeurs de x et de y qui annulera Y„_, et Y„ annulera le second membre de l’équation [2] ; il devra donc annuler le premier, et par conséquent l’un des deux facteurs Ym ou ?(x). Ainsi les points communs aux deux courbes qui ont pour équations
Y„=û et Y„_, =0 [3]
se trouvent, soit sur la courbe Ym=0, soit sur les parallèles à l’axe des y comprises dans l’équation ? (x) = 0.
De là il résulte que si l’on cherche les po nts communs aux deux courbes représentées par les équations [3] on aura tous les points communs aux deux courbes proposées, plus peut-être quelques points qui n'appartiennent pas à la courbe Y„ = 0.
Si l’on opère sur les courbes [3] comme sur les courbes [1], on parviendra à les remplacer par deux courbes
y„., = 0 et Y_,=0 [4],
dont les points communs comprendront tous ceux qui sont communs aux courbes [3], plus peut-élre quelques points qui n’appartiendront pas fi la courbe Y» = 0. Ces points communs comprendront donc tous les points d’intersection des deux courbes proposées [1], plus peut-être quelques points étrangers.
En continuant ainsi, on arrivera à un système de courbes
Yj = 0 et Y, = 0,
dont les points communs comprendront encore tous les points d’intersection des deux courbes proposées, plus peut-être quelques points étrangers. Mais elles seront, l’une du second degré en y, l’autre du premier; on pourrait donc les résoudre par rapport à y, par suite les construire aisément, et leur appliquer la méthode du n° 385.
Les couples de valeurs obtenues qui ne satisferont pas aux deux équations proposées, répondront aux points étrangers introduits par le calcul.
L’algèbre fournit d’ailleurs des procédés pour éviter celte introduction; mais ce ne serait pas ici le lieu de les faire connaître. Il ne faut pas au reste s’exagérer l’importance de ces solutions étrangères ; elles sont presque toujours en petit nombre, quand les équations proposées ne sont pas d’un degré très-élevé ou qu’elles n’ont pas été préparées à dessein.
588. Équations transcendantes. Lorsque les équations proposées sont transcendantes et qu’elles ne peuvent être résolues par rapport à aucune des deux variables, il n’y a plus de méthode générale pour trouver les coordonnées des points communs aux deux courbes. Mais si, par un moyen quelconque, on a pu se procurer des valeurs approchées de ces coordonnées, on pourra les obtenir avec tel degré d’approximation qu’on voudra en suivant la marche suivante, qui est également applicable aux équations algébriques.
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Soient f(x,y)= 0 et q>(x,y)=0
les deux équations proposées; et soient x, et y, des valeurs approchées des coordonnées de l'un des points communs aux deux courbes.
Posons x=xl-\-tx et y=y,-fp,
d’où f(*i+ «.!/i + M=0 et ? (x. + a, y,+p)=0.
Développant, en remarquant que si les valeurs x, et j/t sont suffisamment approchées, a et p sont des quanlilés très-petites, dont on peut négliger les carrés et le produit, il viendra
f(x>, «/,)+»/"*(*«> y i)+?r,(xt, y<)=o •
et ?(*i.!h) +«?«'(*,. yi)+PV(x» Vi)=°-
Ces deux équations du premier degré donneront o et P; en ajoutant ces quantités à x, et à y,, on obtiendra pour x et y des valeurs plus approchées Xi et y2. Opérant sur ces valeurs comme on a opéré sur x, et y,, on obtiendra de nouvelles valeurs plus approchées x* et yt; et ainsi de suite.
On sera averti qu'on est arrivé à un degré d’approximation suffisant, lorsque les valeurs obtenues pour x et y, substituées dans /■(x, y) et f (x, y), comme la marche du calcul l’exige d’ailleurs, donneront des résultats négligeables.
389. Comme exemple, considérons les deux lieux géométriques représentés par les équations
y + * — feos (y + x) = 0 et y3— xy + x^O,
et supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, à un centième près, les valeurs des coordonnées de l’un des points communs.
Soient, en conséquence, x,=0,03 et j/, = 0,16. On aura
f(x,,y,)= ry,-fx,— J cos(y,-f x,)=0,19 — J cos0,19 = 0 ,19 — j cos 10*,53', 10", 2
r. (X, , y.) = 1 + 1 Sin (y, + x,J = 1 + { sin 10*, 53' , 10" , 2= 1 ,0378
f,(x.,y.) = l + f sin (y, +x,) = 1,0378.
V (x,, y,) = y,J— r,y,-fx,J=— 0,00008 ?'»(xi,y.) = — yi + 3x,=— 0.1573 f'r (x, , y,) = 3 y, — x, = + 0,0468.
On aura doûc à résoudra les deux équations
1,0378 « + 1,0378 p =0,0064 — 0,1573 b + 0,0168 p =0,0068 qui donnent a=— 0,00201 et p = 0, 00817
et par suite j,=o,03 — 0,00201 =0,02799
Allô de juger du degré d'approximation obtenu, on peut calculer les valeurs de (*,, y,) et de ç (ar,, y,), on trouve
f (*,, yj = — 0,000006 et ç (*,,yj=+ 0,000070.
Les valeurs x, et y, peuvent donc être considérées comme suffisamment approchées.
500. Remarques. I. A l'occasion des courbes dont l’équation ne peut être résolue par rapport h aucune des deux variables, il peut être utile de rappeler que la transformation des coordonnées permet quelquefois de lever cette difficulté.
Considérons, par exemple, la courbe ci-dessus dont l’équation
est y* — iy-fx,=0.
On remarque que le premier membre ne change pas quand on y remplace x par y et y par x ; on peut en conclure que la courbe est disposée de la môme manière par rapport à l’axe des x et par rapport à l’axe des y, et que par conséquent elle a pour axe de symétrie la bissectrice du premier angle de ces axes. Si l’on prend cette bissectrice pour axe des x, les coordonnées nouvelles étant supposées reclangulaires, l’équation ne devra contenir que des puissances paires de y'; et comme le degré de l’équation ne saurait s'élever par la transformation des coordonnées, il faudra que le terme en y» disparaisse, et que la variable y' n’entre qu’au second degré.
C’est ce qui arrive en effet. Les formules de transformation pour le cas qui nous occupe sont (57, rem. III)
et
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En substituant ces valeurs dans l’équation, on obtient
& fi -f3zt/V2— z’+y* = 0 ,
d’où
’-ayg.
La courbe représentée par cette équation a la forme indiq uée
sur la figure 156. Elle a pour asymptote la droite AB parallèle à l’axe des x' et qui a pour équation
l + 3aV2 = 0 ou x= —
Hg.
II. Il est facile de* reconnaître que l’équation
y-f * — s cos (y-f s) — 0
représente une droite. Car si l’on pose y-f -x—d, il reste une équation en d, d'où l’on tire une valeur déterminée d=0, 196156. La droite représentée par y-\-x=zd est une parallèle CD à l’asymptote AB.
SOI. Lorsque l’une des deux équations proposées peut être résolue par rapport à l’une des variables, y par exemple, on peut transporter dans l’autre équation, à la place de y, sa valeur en xr, on a alors à résoudre une équation en x, qui peut être algébrique ou transcendante. Pour construire les racines d'une pareille équation on emploiera les moyens qui seront exposés dans le paragraphe suivant.
CONSTRUCTION DES RACINES RÉELLES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
302. Supposons d’abord que l’équation proposée soit du second degré ; elle se présentera sous l’une des quatre formes
x* — px-\-q=Q
x* -f- pa; -f- <7 == 0
x'-\-px — <7 = 0
équations dans lesquelles y et y sont supposés positifs.
Pour l'homogénéité de ces formules (29) il faut, si x représente une ligne, que p représente également une ligne et que q représente une surface. |
Cela posé, considérons en premier lieu l'équation [1], On pourrait en tirer les valeurs de x et les construire d’après les règles données au n° 56. Mais il est plus simple de remarquer que l’équation peut s’écrire
x{p=x)=q, ou x(p — x)—c’,
en appelant c le côté du carré équivalent à la surface q. On voit donc que x pt p — x sont les côtés d’un rectangle équivalent à ce carré; d’ailleurs la somme de a; et de p — x est p ; la question revient donc à construire un rectangle équivalent à un carré donné et dont les côtés fassent une somme égale à une ligne donnée, problème * de Géométrie élémentaire.
Considérons en second lieu l'équation [2]. Elle peut s’écrire x(x — p) = q = c‘.
Ici les côtés du rectangle équivalent à la surface q sont a: et x — p, lignes dont la différence est p. La question revient donc à cet autre problème connu de Géométrie élémentaire : Construire un rectangle équivalent à un carré donné, et dont les côtés diffèrent d’une ligne donnée.
Quant aux équations [3] et [4], on les ramènera aux deux précédentes en posant x = — x'.
En examinant les cas particuliers que peuvent présenter les deux constructions ci-dessus indiquées, on retrouverait toutes les circonstances de la discussion des équations du second degré.
Nous ne nous y arrêterons pas.
595. La construction des racines d’une équation du troisième degré se ramène à la construction des racines d’une équation du quatrième degré. Prenons donc une équation du quatrième degré, privée du second tenqe
px’-|-9X-f-r=0 [1],
dans laquelle p, q, r sont des nombres positifs ou négatifs.
Posons
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d’où
l’équation [1] pourra s’écrire
y'+py+qx+r=o [3],
et l’équation [I] pourra être regardée comme résultant de l’élimination de y entre les équations [2] et [3] ; c’est-à-dire que la question est ramenée à la recherche des points communs aux deux courbes du second degré représentées par les équations [2] et [3].
Mais on peut substituer à la courbe représentée par l'équation [3] une courbe beaucoup plus simple. Car si l’on ajoute membre à membre les équations [1] et [2] et qu’on fasse ensuite passer tous les termes dans le premier membre, on obtient
équation qui représente un cercle.
Les abscisses des points de rencontre de ce cercle avec la parabole, toujours la même, représentée par l’équation [2], seront les racines réelles de l’équation proposée. Si l'épure est faite avec soin et à une échelle convenable, ces racines pourront être obtenues avec une approximation suflisante pour les besoins de l’application. •
Exemple. Soit proposée l'équation
i' + 4j’ +3x’ — 4jc— 8 = 0.
Si l'on pose x — J — 1 pour faire disparaître le second terme, on obtient *’* — 3*'>-îx'— 4=0.
Les racines réelles de cette équatioa sont données par l’intersection de la parabole
avec le cercle a^-fy’— 2 J — 4 y — 4=0.
En appelant a et p les coordonnées de son centre, et R son rayon, on trouve «= I, 3 = 2 et R = 3.
594. Si l’équation proposée est du troisième degré, on peut toujours la ramener à la forme
Æ,+px+ç=0 [1].
Multiplions par x, ce qui revient à introduire la racine as=0, il viendra
tn*-f-p;c,-j-<7a::=0 [3],
et, d'après ce qui a été dit au numéro précédent, les racines réelles de cette équation seront données par l'intersection de la parabole y = x 1 et du cercle
^+y,+9^+üJ — i)y=o.
Ce cercle passe par l’origine, ce qui dispense de chercher son rayon.
La parabole passant aussi à l'origine, il y a un point d'intersection dont l’abscisse est x=0 ; mais cette racine n’est autre que celle qui a été arbitrairement introduite, et l’on ne doit pas en tenir compte.
Exshple. Quelle hauteur faut-il donner d un segment sphérique pour que son volume soit le quart de celui de la sphère ?
Prenons pour inconnue lo rapport Je la hauteur cherchée au rayon; soient x ce rapport, et R le rayon de la sphère; la hauteur du segment sera Rx; et l'on devra avoir
{.J u R, = *.R,xa (R— J Rx) ou x1 — 3x5 +1=0.
Posant x = x' + 1 pour faire disparaître le second terme, on obtient
Cette équation n’a qu’une racine réelle qui est positive ; elle sera donnée par l’intersection de la parabole y = x’1 avec le cercle
qui passe à l'origine, et dont le centre a pour coordonnées x' = f et y = î.
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dans laquelle le premier membre est une fonction continue de x, comme cela a lieu pour toutes les équations que l’on rencontre dans les applications.
Cette équation peut être considérée comme résultant de l’élimination de y entre les équations
y=f(x) et y=0,
la question revient donc à chercher les intersections de l’axe des x avec la courbe représentée par l'équation
On construira donc cette courbe, comme il a été indiqué aux n°* 19 et 21 ; les abscisses des points où elle coupera Taxe des x seront les racines réelles de l’équation proposée ; et si l’épure a été faite avec soin et à une échelle convenable, ces racines pourront s’obtenir avec une approximation presque toujours suffisante dans la pratique.
Si f (x) est une fonction algébrique entière, on pourra, pour calculer les ordonnées successives de la courbe, faire usage de la méthode des différences, exposée aujourd’hui dans les traités d’algèbre supérieure. On le pourra en toute assurance; car le cas où la courbe s’approcherait très-près de l’axe des x sans le couper, et le cas où elle le couperait en deux points très-rapprochés l’un de l’autre, les seuls où l’on pourrait avoir des doutes sur la nature des racines cherchées, sont des circonstances idéales qui ne se présentent jamais dans les applications. On verra d’ailleurs, lorsqu’il sera question de l’interpolation, comment on pourrait lever la difficulté si elle se présentait.
396. Lorsqu’une racine a été obtenue graphiquement avec une approximation convenable, on peut calculer sa valeur avec tel degré d’approximation que l’on désire.
Soit x, la valeur de x obtenue graphiquement, èt soit y, la valeur correspondante de y, en sorte qu’on ait y, = /'(xl). Le point
qui a pour coordonnées x, et yt ne sera pas le point d’inlerseclion de la courbe avec l'axe des x, mais il en sera très-voisin ; et l’on pourra, dans l’intervalle, substituer à la courbe sa tangente au point (x,, y,). Cette tangente a pour équation (100)
En y faisant y = 0, on obtient pour l’abscisse du rencontre l’axe des x
point où clic
C’est une nouvelle valeur plus approchée de la racine que l’on cherche.
Nommons xa celle nouvelle valeur, et yt la valeur correspondante de y. En répétant pour xl et y, les raisonnements et les calculs que l’on vient de faire pour x, et yx, on obtiendra pour la racine cherchée une nouvelle valeur plus approchée
et ainsi de suite.
Si l’on s’est fixé à l'avance le degré d’approximation auquel on veut arriver, on reconnaîtra, en général, qu’on y est parvenu lorsque la quantité
sera numériquement inférieure à l’erreur que l’on consent à commettre.
Mais si l'on veut s’assurer plus exactement que la valeur de x est obtenue avec le degré d’approximation désiré , on pourra recourir au caractère déjà indiqué au n° 385, Rem., mais qui se simplifie dans cette circonstance.
Soient xn la valeur trouvée, et S la limite de l’erreur que l’on veut commettre, on calculera les deux quanlités
f (x„ — S) et /-(x.+S),
elles devront être de signe contraire ; car si la courbe est au-des-
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sous de l’axe des x avant l’inlersection, elle passera au-dessus après l'intersection, ou vice versa. (Nous excluons toujours le cas où il y aurait contact.)
La méthode que nous venons d’indiquer n’est autre chose que la méthode d'approximation de Newton, qui est présentée sous une autre forme dans les traités d’algèbre.
397. I. Prenons pour exemple l'équation algébrique x'— 38,197*î-92708 =0,
c'est celle qu’on aurait à résoudre si l'on cherchait le rayon qu’il faut donner A un tuyau de f>00" de longueur pour qu’il pût débiter, sous une charge de 10* d'eau , un volume constant de 50 litres d'eau par seconde. Le rayon x est ici exprimé en centimètres.
En construisant la courbe représentée par l’équation y=*s— 38,197*»— 92 708
on reconnaît qu'elle coupe l'axe des x à droite de l'origine, en un point dont l'abscisse est comprise entre 9 et 10, mais plus voisine de cette dernière valeur. Sil’on prend pour première valeur rapprochée x — 10, on trouve
et par conséquent
= — 00,7 environ.
On pourra donc prendre pour seconde valeur approchée *=10-0,07=9,93,
ce qui donne f(*)= +74,177 , /’(*) = + 47856,01 ,
d'où -^|=— 0,00155.
Par suite *=9,93 — 0,00155 =9,284....
Comme il serait illusoire , en calculant le rayon d’un tuyau, de pousser l'approximation au delà des dixièmes de millimètre, on voit qu'on aurait pu s'en tenir à la valeur *=9,93.Et, en effet, on a
ft9, 93) = + 74, 177 et f(9 ,92)= — 403,891 ;
ainsi x est compris entre 9,92 et 9,93; cette dernière valeur est donc approchée à moins d'un centième de centimètre , ou d'un dixième de millimètre.
Le diamètre du tuyau, rapporté au mètre, est en conséquence 0*,1986.
II. Prenons pour second exemple l'équation transcendante
cos*+— = I ,î.
On rencontre des équations de cette forme dans certaines questions relatives à la vitesse des volants. L'unité d’arc est ici le rayon.
Onaura f(x)=cosx + — — 1 ,2 et /’(x)= — sinx+-.
Si l’on appelle u l'expression de x en degrés, on aura
En donnant à u les valeurs successives 45*, 46*, 47*, etc. , il est facile d’endéduirex, et cosx, et par suite f(x). On trouve ainsi, pour
et pour u=50*.../'(x)=— 0,00167,
résultats de signe contraire-, d'où l’on conclut que x est compris entre les valeurs qai correspondent à u=49* et à u=50*.
Prenant pour première valeur approchée x=j^)t, on obtient
d’où
ce qui répond à 14' 26*.
On aura donc une valeur de x plus approchée en prenant
On trouve, en effet, dansxe cas
quantité que l’on peut regarder comme négligeable.
La racine cherchée est donc la valeur [2], à un degré d’approximation suffisant.
CHAPITRE XIII
ÉTUDE DES SECTIONS PLANES DO CÔNE ET DO CTL1NDKB DROIT A BASE CIRCULAIRE,
308. Section do c6nei méthode analytique. Les lignes du second ordre, étudiées avec tant de détail dans cet ouvrage, ont
été l’objet de nombreux travaux de la part des anciens géomètres, qui les désignaient sous le nom de sections coniques. Nous allons faire voir qu’il y a en effet identité entre ces courbes et celles qui résultent de la section d’un cône par un plan.
Soient SAB (fig. 157) un cône droit A base circulaire; YCX, un plan sécant; SA, SB, les génératrices “ situées dans le plan perpendiculaire à YCX. Désignons l’angle du cône Fîg. 1*7. par 2a, l’angle SCX que fait le plan
sécant avec la génératrice SA par 2p, et la distance SC par d. Enfin, prenons pour axes, dans le plan sécant, l’intersection CX de ce plan et du plan SAB, et une perpendiculaire CY.
Pour obtenir l’équation de la section CM, imaginons par l’ordonnée MP un plan perpendiculaire à l’axe du cône. Ce plan coupera le plan ASB suivant une droite DPE et la surface du cône suivant un cercle DME dont DE sera un diamètre. On aura donc
MP* ou y’=DP. PE.
Or, le triangle DCP donne
DP = CP
sin DCP x sin B
sin SliP cos a
368 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. D’ailleurs, si on mène CF parallèle à DE et PH parallèle à SB,
on aura PE = FU = CF — CH.
Mais CF = 2CI.= 2 d sin a,
CH = CP sin CPH_ x sin (? + 2 »)
"sin CHP cos a
Donc
et, par suite,
PE = 2d sin a
jsin(p-f-2a) COS a ’
. 2rfsin«sinp y' = -x-
COSa
sin p sin (P4-2*) ,
COS’a X
Telle est l’équation de la section. On voit déjà que c’est une courbe du second degré : quant à son espèce, ce sera
une ellipse si on a sin (p+2»)>0, c’est-à-dire p-f-2a<180",
une hyperbole si on a sin (p-j-2«)<;0, » p-f-2a>18û’,
une parabole si on a sin (p-(-2a)=0, » p-f-2a=l80°.
Or, les inégalités
sont précisément les conditions que doivent remplir les angles 2a et p pour que CX rencontre SB au-dessous de S, au-dessus, ou bien lui soit parallèle. On peut donc dire :
Ou 'une section conique est une ellipse, lorsque le plan sécant rencontre toutes les génératrices sur une même nappe; une hyperbole, lorsqu' il rencontre les deux nappes; une parabole, lorsque le plan est parallèle à une génératrice et qu'il coupe toutes les autres.
Ainsi l’in/mection d'un cône et d'un plan peut donner les trois courbes du second degré. Cherchons maintenant si la réciproque est vraie, c’est-à-dire s’il est toujours possible de résoudre le problème suivant.
390. Problème. Placer sur un cône de révolution donne une courbe du second degré donnée.
Le problème revient à identifier les équations
, 2dsin « sin sin p sin (P + 2oO_,
COS a COS*a
y’=2 px+qx* [2],
qui représentent l’une, une section conique, et l’autre, corn me nous l’avons vu (203, Rem. II), une courbe quelconque du second degré rapportée à un axe et à la tangente au sommet situé sur cet axe.
Les inconnues d et p s’obtiendront en résolvant les équations 2<isin«sinp _ r„,
La seconde, qui ne renferme que p , revient à la suivante cos (2 p — 2 o) — COS 2a= 2 q COS’a, ce qui donne, en remarquant que cos2a=2cos5a — l,
COS (2 p + 2a) = 2(l-f-y)C0S ’ a — 1 .
Pour qu’on puisse en tirer une valeur de p, il faut que la valeur absolue du second membre soit moindre que 1. On devra donc avoir
[2(1+9) COS 'a— I]’ — 1<0,
ou en décomposant le premier membre en facteurs et en supprimant le facteur positif 4cos,a,
(l+9)[(l + 9)cos’«-l]«),
Or, 1° Si l’équation [2] représente une ellipse, on a 9 <0 et > — 1. Donc 1+9 est positif; (l+yjcos’a— 1 est négatif, et l’inégalité [5] est satisfaite d’elle-mêine. Donc l’angle p est réel ; comme d’ailleurs la valeur, de d tirée de l'équation [3] est elle— GÉOM. ANAL. 24
même réelle, on voit que tonie ellipte donnée peut se placer sur un
cône donné.
2° Si l’équation [2] représente une hyperbole, q est positif, et l'inégalité [5] devient, en supprimant le facteur 1+g.
ce qui donne
(1 + 9) cos1» — 1<0,
Or, en appelant a et b les axes de l’hyperbole, on a 9=^r> par suite
COS*a<;-
ar
Mais* a* +6' tes, donc
:cos’t, en appelant y le demi-angle des asympto-
COS*a<COS*Y, d’où, puisqu’il s’agit d'angles nécessairement aigus,
Donc, pour qu’une hyperbole donnée puisse être placée sur un cône donné, il faut que f angle des asymptotes, qui contient la courbe, soit moindre que l'angle formé par les génératrices opposées du cône.
Mais si l’angle « n’est pas donné, on pourra toujours le choisir /le manière que l’inégalité
COS a<COSy
soit satisfaite, d’où l'on conclut qu’on trouvera toujours un cône sur lequel on puisse placer une hyperbole donnée.
3° Si l’équation [2] représente une parabole, on a ç = 0 et l’inégalité [5] est satisfaite d’elle-mème. Donc on peut toujours, sur un cône donné, placer une parabole quelconque.
Nous avons démontré que toute section conique est une courbe du second degré : la discussion à laquelle nous venons de nous livrer montre que réciproquement toute courbe du second degré peut être considérée comme une section conique.
400. Section do rylindre droit à base circulaire . Le plan YCX restant fixe, ainsi que la base du cône, si on suppose que le sommet S s’éloigne indéfiniment sur la droite SO, le cône tendra de plus en plus vers un cylindre droit ayant pour base le cercle Al$. La quantité CI = dsin a tendra vers le rayon r de ce cylindre; l’angle a sera nul à la limite. Introduisons ces hypothèses dans l'équation générale des sections coniques, elle deviendra
y’=2rsin p.x — sin’p. a? [I],
équation qui représente une ellipse.
Pour placer une ellipse dont les axes sont a et b sur un cylindre, il faut identifier cette équation avec la suivante
ce qui donne
et b=r. -
Donc on ne peut placer sur un cylindre donné que des ellipses dont le petit axe est égal au diamètre du cylindre.
Scellons paniques
Méthode tfcomclrlqne. On
peut encore arriver aux mômes résultats par une autre méthode , purement géométrique, due à MM. Dan delin et Quételet. Elle offre surtout l'avantage de montrer, dans le cône môme, le rôle des points et droites remarquables que nous avons désignés par les noms de foyers et de directrices.
Ellipse. Supposons que le plan de la figure 158 soit une section faite suivant l’axe. Soit
CD la trace d’un plan perpendiculaire au plan de la figure, cl qui rencontre les deux génératrices extrêmes SA, SB sur une même nappe. Je dis que la section CMD est une ellipse.
Pour le démontrer, je trace les cercles EFG et E'F'G' tangents aux trois côtés du triangle SCB, l’un intérieurement, l’autre extérieurement. Si l’on imagine que la droite AS tourne autour de SO, entraînant avec elle les demi-cercles IEK, I'E'K', on engendrera à la fois le cône proposé et deux sphères inscrites à ce cône, et le touchant, la première, suivant le cercle ENG, la seconde suivant le cercle E'N'G'. Ces deux sphères touchent aussi le plan sécant en deux points F et F'.
Cela posé, par un point M de la section menons la génératrice SM qui rencontre les cercles de contact aux points N et N', et menons MF et MF’. Les droites MF et MN, tangentes à une môme sphère et menées par le môme point, sont égales. Il en est de même de MF' et MN'. On aura donc
MF-fMF’=MN+MN'=NN'=EE’.
Donc la courbe considérée jouit de la propriété que la somme de ses distances, à deux points fixes, est constante. Donc c’est une ellipse dont F et F' sont les foyers. La ligne CD en est évidemment le grand axe.
Directrices. Soit LH l’intersection du plan du cercle de contact et du plan sécant, et MP une perpendiculaire abaissée du point M sur CD.
Les deux triangles LCE et CPV étant semblables, on aura
CP_CV LC ~ EC
CP + LC CV + EC LC — EC ’
LP LC
— constante;
mais LP est la distance du point M à LH, et VE = MN = MF est la distance du point M au foyer. Donc les distances d’un point
d’où
c’est-à-dire
quelconque du lieu au point M et à la droite LH, sont dans un rapport constant. La droite LH est donc la directrice qui correspond au foyer F. On obtiendrait d’une manière analogue l’autre directrice.
Placer une ellipse donnée sur un cône donné. Menons CQ parallèle à EG. On aura GQ = CE = CF, G'D = DF'. Comme d’ailleurs GG’=CD, on voit que QD est l’excentricité. Placer sur le cône une ellipse donnée, revient évidemment à construire le triangle CDQ, dans lequel on connaît les côtés CD et DQ, et l’angle obtus CQD opposé au côté CD. Comme on a CD > QD, le problème admet toujours une solution.
Hyperbole et parabole. Les mêmes constructions et discussions légèrement modifiées s’appliqueront à l’hyperbole et à la parabole. Nous laissons cet exercice aux élèves.
Section cylindrique. L’analogie conduira facilement aux constructions propres à ce cas, qu’on peut d’ailleurs se dispenser d’étudier à part, en considérant un cylindre comme un cône dont le sommet est à l’infini.
402. section antiparniiéie. Les sections faites dans un cône oblique à base circulaire par des plans parallèles à celte base sont évidemment des circonférences de cercle. Nous nous proposons de démonlrer ici qu’il existe un autre système de plans, non parallèles à la base du cône, dont les sections sont aussi des cercles.
Soit ASB (lig. 159) la section principale d’un cône oblique à base circulaire, c’est-à-dire la section faite par le plan passant par l’axe du cône et perpendiculaire à sa base, et supposons qu’en coupant le cône par un plan EMF, perpendiculaire au plan ASB, la section EMF soit un cercle. En menant d’un point M la perpendiculaire MP au diamètre EF, on a
&ÏP = PExPF.
D’un autre côté, si, suivant MP, on mène un plan parallèle à la base du cône, la section CMD faite par ce plan est un cercle, et on a
PE PD
PE X PF = CP X PD ou =
Cette relation, nécessaire pour que la section EMF soit un cercle, est aussi suffisante. Or, elle est vérifiée si les deux triangles CPE, DPF, sont semblables, ou, ce qui revient au même, si l’angle F est égal à l’angle C. Donc la section faite dans un cône oblique à base circulaire, par un plan non parallèle à sa base, sera une circonférence de cercle si le plan de celle section et le plan de la base du cône font, avec les génératrices de la section principale, des angles respectivement égaux.
Remarques. I. L’angle F étant égal à l’angle A, si l’on retournait le triangle SEF de manière que le point F fût placé sur la génératrice AS, la section EMF serait parallèle à la base du cône; c'est pour cette raison qu’on lui a donné le nom de section antiparallèle.
II. On démontrerait de la même manière que, dans un cylindre oblique à base circulaire, il existe aussi deux systèmes de sections circulaires.
463. Application. La méthode des projections stcrêographiques , dont on fait usage dans la construction des mappemondes, est fondée sur la propriété de la section antiparallèle.
Soient ASB (fig. 160) la section principale d’un cône oMique à base circulaire; 0 le centre du grand cercle de la sphère circonscrite à ce cône déterminé par le plan ASB. Menons le diamètre SK ; tout plan perpendiculaire & SK coupe le cône suivant une circonférence. En effet, soit MN la traoe sur le plan ASB d’un plan quelconque perpendiculaire à SK. L'angle C a pour mesure la demi-somme des arcs AM et SN , ou , à cause de SN égal k SIS , la moitié de l’arc AS; mais l’angle B a aussi pour mesure la moitié de l'arc AS; donc l’angle C est égal à l'angle B. La section faite est antiparallèle; doncc'est un cercle.
On appelle projection stcréographique d’un point À de la sphère sur un plan perpendiculaire au diamètre SK, le point C où la droite SA perce ce plan. Il résulte de ce que noue venons de démontrer, que dans ce système de projections un cercle est représenté par un cercle. Ce système offre encore d'autres avantages dans le détail desquels nous n’avons pas i entrer.
Exercice. On mène les tangentes AS’, BS’ et la ligne SS’; démontrer que le point I est le centre du cercle qui a CD pour diamètre.
Problèmes I. Trouver l’équation des sections planes d’un cône oblique. — Idem d'un cylindre oblique.
II. Trouver le lieu géométrique des foyers des sections planes d'un cône droit obtenues en faisant tourner le plan sécant autour d’un point d’une génératrice et perpendiculairement au plan déterminé par cette génératrice et laie du cône. — Trouver le lieu des centres des mômes sections.
ni. Équation de la courbe formée par une section plane d’un cône quand on dételoppe ce cône sur un plan.
CHAPITRE PREMIER
THÉORIE DES PROJECTIONS
404. Dans la première partie de cet ouvrage, nous avons démontré divers théorèmes sur les projections, mais en supposant que la figure projetée et l’axe de projection étaient dans le môme plan. L’objet de ce chapitre est d’étendre ces théorèmes à des figures situées d’une manière quelconque dans l’espace.
403. Projections des lignes. DÉFINITIONS. I. La projection d’un point sur une droite est le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
II. La projection d’une droite déterminée de longueur sur une seconde droite située ou non dans un même plan avec la
première, est, en valeur absolue, la distance comprise entre les projections des extrémités de la première.
III. On peut concevoir la Fig- l61- projection A'B' d’une droite AB
sur un axe OX (fig. 161)commeengendréeparlaprojectionM'd’un point mobile M qui parcourrait AB, en allant de A vers B ou de B
vers A. Nous considérerons comme positive la projection Â'B' lorsqu’elle sera engendrée par le point M' se mouvant dans un sens déterminé sur l’axe, par exemple suivant OX, et comme négative dans le cas contraire.
Nous conviendrons d’indiquer le sens du mouvement du point M, et par suite celui du point M', par l’ordre des lettres de la droite projetée. Ainsi, quand nous dirons qu’on projette AB, nous entendrons que le point mobile va de A vers B.
D’uprès ces conventions , on pourra écrire
proj. AB = — proj. BA.
IV. L’angle de deux droites situées dans des plans différents sera l’angle formé par des parallèles à ces droites menées par un point quelconque de l’espace, et dirigées dans le sens indiqué par l’ordre des lettres.
Ainsi, si par un point C de l’espace (fig. 161), on mène CD parallèle à AB et dans le sens AB, CE parallèle à OX et dans le sens OX, l’angle DCE sera appelé l’angle de AB et de OX. Nous le désignerons quelquefois par (AB, OX). D’après ces conventions, on aura :
angle (AB , OX) = angle (BA , XO) angle (AB, OX) = 180* — angle (BA, OX) angle (AB, OX) = 180° - angle (AB, XO).
V. Lorsque plusieurs droites AB, BC, CD, DE, EF (fig. 164), situées ou non dans le même plan, sont placées à la suite l’une
de l’autre, on appelle résultante la droite AF qui joint les extrémités de cette ligne brisée et qui ferme le contour.
40G. Théorème I. La projection d'une droite AB sur un axe OX (fig. 162) est représentée, pour la grandeur et pour le signe, par la longueur absolue de la droite Mi, multipliée par le cosinus de l'angle formé par les droites AB et OX.
Supposons d’abord que l’angle (AB,OX) soit aigu, et que les
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projections positives soient comptées de O vers X. Soient A' et B' les projections de A et de B. Menons par BB1 un plan P perpendiculaire à OX, et, par le point A, la droite AG parallèle à OX et terminée au plan P.
La ligne AA' est perpendiculaire à A'B' et par suite parallèle au plan P. 11 en résulte que AC = A'B’. Mais le triangle rectangle ABC donne
AC = AB cos BAC = AB cos (AB, OX);
donc proj. AB = -J- A'B' = AC = AB cos (AB , OX) ,
ce qu’il fallait démontrer.
Si AB faisait avec OX (tig. 163) un angle obtus, on aurait, en faisant les mêmes constructions,
A'B' = AC = AB cos (BA , OX) ;
rig. 163. mais (AOiî, IV)
cos (BA, OX) = cos [180° — (AB , 0X)]= — cos(AB, OX).
Donc proj AB = — A'B' = AB cos (AB, OX).
Ainsi, dans tous les cas, AB cos (AB, OX) représente, pour la valeur absolue et pour le signe, la projection de AB.
Ttiéopkmk II. La somme (algébrique) des projections de plusieurs v droites consécutives sur un axe OX est
parcoure la droite AF de A vers F.
La projection M’ de M ira de A' en F, en se mouvant de O vers X ou de X vers O, suivant que les côtés parcourus par M feront
avec OX des angles aigus ou obtus. Mais comme M' parti de A' s’arrête en F1, il est clair que la somme des chemins faits dans le sens OX doit surpasser de AT la somme des chemins parcourus dans le sens opposé. Donc AT est égal à la somme algébrique des projections des différents côtés de la ligne polygonale. Or AT est la projection de AF sur OX; le théorème est donc démontré.
Corollaire I. La projection d’un contour fermé sur un axe, parcouru par un mobile dans un même sens, est égale à zéro.
En effet , d’après le théorème que nous venons de démontrer, on a
proj. AB .... F = proj. AB.
Mais proj. AF = — proj. FA ,
donc proj AF + proj AB F = proj AB FA = 0.
Corollaire II. Si on appelle a, b,c...f les longueurs absolues des côtés du contour, et a , p, . .<p les angles que ces côtés font avec OX , on aura
a cos a + b cos p -j- c cos y -J- . . . -f- /‘cosç = 0 .
Théorème III. La somme des carrés des projections d'une droite stir trois axes rectangulaires est égale au carré de celle droite.
Soient OX, OY, OZ (fig. 165), les trois axes considérés. Menons OM parallèle et égale à la droite donnée. Les pro- - — ^ jections de OM sur les axes seront évidemment les mêmes que celles de cette droite.
Fig. i65. Ceci posé, il est visible que la droite
OM est la diagonale d’un parallélipipède rectangle dont les arêtes OA, OB, OC sont les projections de OM sur les axes. On aura donc, d’après un théorème de géométrie élémentaire
OM* = OA* -j-OB -j- OC [1]*
ce qu’il fallait démontrer.
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Théorème IV. La somme des carrés des cosinus des angles qu’une droite fait avec trois axes rectangulaires est égale à l'unilè.
Désignons (fig. 165) les angles MOA, MOB, MOC par a, p, y. On aura OA = OM cos a , d’où
OM
et, à cause de l’égalité [1] ,
COS* a + cos’ P + COS* Y = 1.
Théorème V. Le cosinus de l’angle de deux droites est égal à la
somme des produits des cosinus des angles que ces droites font avec trois axes rectangulaires.
Soient OA et OA' (fig. 166) les droites données; a, p, Y; a’, p', Y' les angles qu’elles font avec trois axes rectangulaires OX, OY, OZ; et V l’angle (OA, OA').
F>s- Prenons OA pour unité; menons
AP perpendiculaire au plan XOY ; PQ perpendiculaire sur OX. Alors on aura
OQ = cos a, PQ=cosp, AP = COS Y-
Si on projette le contour OQPA et sa résultante OA sur OA', on aura
cos V — OQ cos « -f- PQ cos p' -j- AP cos y ,
OU COS V = COS a COS ot' -f- COS j5 COS P’ -j- COS Y cos y' ;
ce qu’il fallait démontrer.
Problème. Étant données les projections p , q , r d’une droite sur trois axes rectangulaires , trouver la longueur de cette droite et les angles que sa direction fait avec les axes.
Soient D la longueur de la droite cherchée et a, p, y les angles qu’elle fait avec les axes; on aura, en vertu des théorèmes précédents,
-JL — =* d
COS a COS P COS Y
d’où l’on tire
COSJ a C0S*P COS’y 1 ’
par suite D = y p ’ -f- g* -f- r*
COS a = ■■ - — , fOS S — ■ ^ — , COS Y = — .
vp’+y+r' v>*+y+''! \'p'-
407. Projections des aires. DÉFINITIONS. I. La projection d’un point sur un plan est le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan.
II. La projection d’une ligne sur un plan, est le lieu des projections des différents points de la ligne sur le plan.
Remarque. Les perpendiculaires menées des différents points d’une même ligne droite sur un plan étant dans un même plan perpendiculaire au premier, on en conclut que la projection d’une ligne droite sur un plan est une ligne droite.
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III. La projection d’une aire plane sur un plan est l'aire limitée par la projection du contour de l’aire plane.
Le plan sur lequel on projette prend le nom de plan de projection.
40tt. Théorème I. La projection d’une droite sur un plan est égale à la longueur de la droite multipliée par le cosinus de l'angle aigu que la droite fait avec le plan.
En effet, la projection d’une droite AB sur un plan P, n’est autre chose que la projection de AB sur la droite A'B', qui résulte de l’intersection du plan P et d’un plan Q mené par AB perpendiculairement à P. On a donc (en valeur absolue)
A'B' = AB cos (AB, A'B').
Mais l’angle (AB, A’B') est par définition l’angle de la droite AB et du plan P ; le théorème est donc démontré.
Théorème II. La projection d'une aire plane sur un plan est égale „* au produit de cette aire par le cosinus de l'angle des deux plans.
Démontrons d’abord ce théorème pour le cas d’un triangle :
1° Supposons d’abord que le triangle ABC situé dans un plan P' Fig. i6T. (fig- 167) ait un de ses côtés BC
dans le plan de projection P. Soit A' la projection de A. Menons AD perpendiculaire sur BC. D’après un théorème connu, A'D est perpendiculaire àBC : l’angle ADA' mesure donc l’angle des deux plans P et P'.
. . nr BC X AD
Or on a • aire ABC = ,
aireA'BC:
BC X A'D
mais
A’D = AD cos ADA' :
donc aire A'BC = aire ABC X cos ADA' = aire ABC cos (P, P') ;
ce qu’il fallait démontrer.
2° Supposons en second lieu un triangle placé d'une manière quelconque par rapport au plan de projection; transportons ce dernier parallèlement à lui-même jusqu’à ce qu’il passe par un sommet B du triangle , ce qui ne change rien à la projection du triangle ni à l'angle que les deux plans font entre eux.
Soit alors BE (fig. 168) l’intersection des plans P et P'. Prolongeons AC jusqu’en E, et soit C' la projection du point C.
D’après ce que nous venons de voir, on aura A'BE = ABE cos (P, P),
BC E = BCE cos (P, P').
Donc A'BE — BC E = (ABE— BCE) cos (P, P')
ou A'BC’ = ABCcos(P, P);
ce qu’il fallait démontrer.
3° Soit ABCDE un polygone situé dans un plan P, et A'B'C D'E' sa projection sur le plan P'. On aura , en décomposant le polygone proposé et sa projection en triangles,
A'B'C' = ABC cos (P, P')
A C’D' = ACD cos (P, P')
A’D’E’ = ADE cos (P, P').
D’où , en ajoutant, A'B'C'D'E' = ABCDE cos (P, P').
4° Si l’aire plane considérée est terminée par une couibe, on pourra la considérer comme la limite d’un polygone inscrit. Le théorème démontré s’étendra donc à ce nouveau cas, puisqu'il est vrai, quelque grand que soit le nombre des côtés du polygone inscrit.
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Théorème III. La somme des carrés des projections d'une aire plane sur trois plans perpendiculaires deux à deux est égale au carré de cette aire.
Ce théorème est une conséquence du précédent et du théorème III du n“ 406. Nous laissons aux élèves le soin de le démontrer.
Remarque. Dans tout ce qui précède, les projeclions des aires sont prises en valeur absolue. Quelques théories de mécanique, particulièrement celle des mouvements de rotation, conduisent à considérer ces projeclions comme positives ou négatives. Voici alors la convention qu’on adopte :
Une perpendiculaire étant menée au plan de projection P est considérée comme positive si elle est située d’un côté de ce plan, et comme négative si elle est située de l’autre côté. Nommons celle perpendiculaire l’axe du plan de projection. Élevons, d’un côté déterminé du plan Q de l’aire projetée A, une perpendiculaire que nous nommerons aussi l’axe du second plan. Alors l’angle V du plan Q et du plan P sera l’angle formé par l’axe du plan Q et avec la partie positive de l’axe du plan P. La projection de l’aire plane sera encore représentée par AcosV; et elle sera positive ou négative, suivant que l’angle V sera aigu ou obtus.
Si, de plus, on prend sur l’axe du plan Q une longueur proportionnelle à l’aire A, on voit que AcosV pourra être considéré comme la projection de cette droite sur l'axe du plan P. En sorte que la projection des aires sera ainsi ramenée à la projection des droites et offrira les mêmes propriétés.
•409. Applications. L’importance des projections en Géométrie pure et en Mécanique nous engage à traiter encore quelques questions qui s’y rapportent.
Théorème. La projection d'une droite sur une autre peut t'obtenir en projetant la première sur trois aces rectangulaires, et en faisant la somme algébrique de cet projections projetées elles-mêmes sur la seconde droite.
Soient A et B les directions des deux droites considérées, directions définies par les angles, », p, y et X, |i, v, qu'elles forment avec trois axes fixes; et soient p , q , r les projections sur ces axes d’une longueur l prise sur la première droite. On aura
p=z{cosa, q = J cos p, r=Icosy;
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386 GEOMETRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS, si l'on projette p, q , r sur la droite B, on obtiendra les projections IcosucosX, Icospcosp, Icosycosv, dont la somme l(cosacosX 4- cospcosp4-cosycosv)
est égale à l cos V.;
en appelant V l’angle des deux droites, et en se rappelant qne l'on a (4M, th. V)
cos V = cos acosX + cos p cos p 4- cos y cos -v.
Mais, icosV est la projection de I sur B; le théorème est donc démontré.
■Remabque. On a un théorème analogue pour les aires, en remplaçant les angles des droites par les angles des normales aux plans de ces aires.
Théorème. Plusieurs droites déterminées de longueur et de direction étant situées d'une manière quelconque dans l'espace, il existe une drotfr, déterminée de grandeur et de direction, telle que sa projection sur un axe quelconque est égale d la somme des projections des droites données sur le même axe.
Soient l (a, P, y) , l' (»'. P'* Tr') les longueurs proposées et les angles qui dé-
finissent leurs directions par rapport à trois axes fixes, et soit D (X, p, v) une droite quelconque. Posons •
A=lcosi -f Tcos «' + ... .
B =r Icos p 4- l'cosp' 4- ....
C i cos y l'cosy'4" —
D'après le théorème précèdent, la somme des projections des droites données sur D sera
A cosX 4- B cosp 4- C cos v
ou V A’ 4- BJ 4- c3 jyy£i + 1J, +C3 °°Sl + V A--|- ü’4-1.1 *l+ v'A1 4- B' 4- C'
Si nous posons A’-i-B’-f C3a=B’, il Tient
[V B Cl
-cosX 4--COS p4-jjCos vj fl].
ABC
Or les trois rapports — , — , — sont moindres que l’unité, et la somme de leurs Il K H
carres est égale à 1 : on peut donc les considérer comme les cosinus des angles qu’une droite E ferait avec les axes, et poser
— = COS Xi , - = cosp,, -=COSv,;
l'expression [1] se réduit alors à
B feos X eosX 1 4- cos pcos pi cos v cos v,] , ou à RcosV,
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V étant l'angle des droites D et E. Mais Rcos V est la projection , sur la droite D, d'une longueur déterminée R, dirigée suivant la droite E, le théorème est donc démontré.
Revarqce. Si l’on transporte les droites l, t , etc., parallèlement à elles-mêmes de manière & former un contonr polygonal, leur résultante, c'est-à-dire la droite qui fermera le polygone, ne sera autre chose que la droite R.
Problème. Trouver l’are tur lequel la tomme algébrique det projections de plusieurs droites données est la plus grande possible.
Conservant les mêmes notations que dans le théorème précédent, on voit que ce théorème ramène la question à chercher la droite sur laquelle la projection de la droite R est la plus grande possible. Or, comme la projection d'une droite ne peut être plus grande que celte droite elle-même, on voit que la droite E, ou toute parallèle à E , résout le problème proposé.
Cette direction est celle de la résultante des droites considérées.
Remarques. 1. La somme des projections des droites est nulle sur font axe perpendiculaire à la droite E.
II. Celte somme est la même sur tous les axes qui font le mime angle avec la droite E.
III. On peut se poser la même question relativement aux projections des aires, et on arrive, parle même calcul, à déterminer ce que, en mécanique, on appelle le plan du maximum des aires.
Exercices. I. Théorème. Dans tout tétraèdre, faire d'une face quelconque est égale à la somme des produits des autres faces par les cosinus des angles qu'elles font arcs la première.
Ainsi, a, b, c, d désignant les aires des faces du tétraèdre proposé, on s a=&cos(a,î>) + ccos(a,c) + dcos(a, d).
Corollaire. On déduit du théorème précédent la formule
a,=b2 + c7 + d1 — î[bccos(b,e)-)-6dcos (6, d) + c d cos (e,d) J.
II. Soit P le volume d’un tétraèdre, et 1 l’arête commune aux deux faces a et b, on a
„ 2absin(n,b)
REPRÉSENTATION D’UN POINT
410. Nous avons vu, dans la Géométrie analytique à deux dimensions, comment on représente un point situé dans un plan. Proposons-nous maintenant de résoudre la même question à l’égard d'un point situé d’une manière quelconque dans l’espace.
Tout ensemble de constructions propres à faire retrouver un point constituera un système de coordonnées et permettra de représenter le point à l’aide des éléments variables de cette construction. On comprend dès lors qu’il existe une infinité de systèmes de coordonnées. Le plus usité est celui des coordonnées rectilignes que nous allons faire connaître.
411. Coordonnées rectilignes. DÉFINITIONS. Tout Système de coordonnées rectilignes comprend essentiellement trois droites fixes OX, OY, OZ (fig. 169), non situées dans un même plan, et qui passent par un môme point 0 appelé origine. On leur donne le nom d’arcs, et on les distingue les unes des autres par les noms d’axes des x, des y et des z.
Les trois axes pris deux à deux déterminent trois plans XOY, XOZ.YOZ, Le premier est appelé plan des xy, et les deux autres plans des x: et des yz.
Le système des coordonnées est dit rectangulaire lorsque chaque axe est perpendiculaire au plan des deux autres. Dans tout autre cas le système est oblique.
413. Représentation d un point. Ayant fait choix d’un système d’axes, imaginons que, par un point M de l’espace, on ait mené trois plans parallèles aux plans coordonnés, et qui rencontrent
iQ
TT
Si
Fig. 160.
nommés plans coordonnés.
les axes OX, OY et OZ respectivement aux points A, B et G. Les longueurs OA, OB, OC seront ce que nous appellerons les coordonnées du point M. Ainsi la coordonnée et un point relatif à un axe est la portion de cet axe interceptée entre le plan des deux autres axes et un plan parallèle mené par le point considéré.
On peut encore envisager ces coordonnées sous un autre point de vue. Les trois plans fixes et les plans parallèles menés par le point M forment un parallélipipède, en général oblique. Nommons MP, MQ, MR les arêtes qui passent par le point M, on aura
MP = OA, MQ = OB, MR = OC
Ainsi les coordonnées d'un point sont encore les distances de ce point aux trois plans coordonnés, estimées chacune parallèlement à l’axe non situé dans le plan que fon considère.
Remarques. I. Nous désignerons en général par x, y et s les coordonnées d’un point M suivant les axes OX, OY, OZ. Par exemple, si OA = 4, OB = 3, OC =2, nous dirons que le point M a pour coordonnées
II. Nous désignerons souvent un point par scs coordonnées placées entre parenthèses. Ainsi (x', yf, z') désigne le point qui a pour coordonnées
415. Signes des coordonnées. Lorsqu’un point est donné, scs coordonnées sont par cela même déterminées. Réciproquement les coordonnées d’un point déterminent ce point, pourvu que l’on sache en outre dans quel sens ces longueurs doivent être portées sur l’axe correspondant à partir de l’origine.
En effet, portons sur les trois axes et dans le .sens indiqué les longueurs OA, OB, OC respectivement égales aux coordonnées du point. Ce point devra se trouver sur le plan parallèle au plan YOZ mené par le point A, puisque ce plan est le lieu de tous les points dont la distance au plan YOZ, comptée parallèlement à OX et située du côté indiqué de ce plan, est égale à OA. Parla même rai-
son, le point cherché sera snr deux autres plans menés respectivement par les points B et C parallèlement à XOZ et à XOY : il se trouvera donc à l’intersection des trois plans.
On voit par là que le sens suivant lequel sont portées sur chaque axe les coordonnées d’un point, constitue un élément essentiel à la détermination de ce point. Pour désigner ce sens clairement et d’une manière conforme au caractère de la langue algébrique, nous emploierons les signes -f- et — . Toute coordonnée sera représentée par un nombre affecté d'un signe : le nombre indiquera la valeur absolue de celte longueur, rapportée à une unité convenue, mais d’ailleurs arbitraire; le signe désignera le sens suivant lequel celle longueur sera comptée sur l’axe correspondant à partir de l’origine. Les définitions données au n“ 41 U ne se rapportaient qu’à La grandeur absolue des coordonnées.
Remarques. I. L’origine partage chacun des axes en deux segments infinis qu’on peut nommer la partie positive et la partie négative de cet axe. Nous désignerons toujours la première par OX, OY ou OZ. Ainsi l’inspection seule de la figure indiquera les conventions relatives aux signes, sans que nous ayons besoin d'en avertir expressément.
II. Le plan des xy partage l’espace infini en deux régions. L es d’un point situé dans l’une de ces régions est positif; il est négatif dans l'autre. Mérnc remarque relativement aux autres plans.
III. Les trois plans coordonnés déterminent huit angles trièdres. Tout point situé dans l’angle OXYZ a ses coordonnées positives ; tout point situé dans l’angle OXYZ’ a son x et son y positifs, et son z négatif, etc.
Nous engageons les élèves à former eux-mèmes le tableau des combinaisons de signes que présentent les coordonnées d’un point suivant sa position dans l’un des huit angles trièdres. Ils se familiariseront ainsi avec les diverses conséquences de l’importante convention des signes. Ils verront, par exemple, qne les coordonnées de même nom de deux points situes dans deux angles trièdres opposés sont de signes contrains; que celles de deux points symétri-
quement placés par rapport à l'origine sont égales et de signes contraires; qu’un point situé à l’intersection des trois plans bisectcurs d’un des angles trièdres a scs trois coordonnées égales en valeur absolue, etc.
414. Problème. Étant données les coordonnées X, y', zr; x", y", z" de deux points M' et M", trouver leur distance.
Si par les points M' et M"on mène des plans parallèles aux plans coordonnés, on obtient un parallélipipède dont M'M" est la diagonale et dont les arêtes sont les valeurs absolues des différences a;' — a;’, y" — y’, a* —
Quand les axes sont rectangulaires, ce parallélipipède est rectangle, et le carré de la distance M'M" est égal à la somme des carrés de trois arêtes contiguës. Ou a donc, en appelant S la distance M'M",
d’où S = v^-aO*-K!/" -!/)* + (*"— z')’-
On démontrerait en faisant varier la position des deux points donnés que celle formule est générale.
« 4iii. Quand les axes sont obliques, la question revient à exprimer la diagonale d’un parallélipipède oblique en fonction des arêtes et des angles que ces arêtes font entre elles.
Soit dans ce cas M'BRAQM’PC (fig. 170) le parallélipipède en question. Posons pour abréger
M'A =e, MB = /•, WG — g.
Appelons X, p, v les angles des axes, ou des arêtes du parallélipipède, entre eux, et a, p, y les angles des axes avec la diagonale M'M".
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Si on projette sur M'M" la ligne polygonale M'ARM*, on aura
S = e cos a -(- f cos p -|- g cos y
ou 51 = e.îcosa+/'.Scosp-|-y.5cosy [t].
Mais si l’on projette M’M" et M'ARM" sur M’A, on a
S COSa = « -|- /■ COS» -f J COS [A [2].
On obtient de même Scosp = ecosv-f /‘-j-ffCOsX [3], îcosy = ecosja + /'cosX-}-y [4].
Ces valeurs, transportées dans l’équation [1], donnent
S*= <*-}- p-\- </*-(- 2fg cosX + 2 cg cos |a-|- 2 ef cos y ,
ou en remplaçant e, f, g parx" — x’, \f — y', z" — e', et extrayant la racine carrée :
(x" — x')*+ (y" — y'j’-j- (z" — s’)*-)- 2(y" — y’) cos X
+ 2(x" — x’)(i" — z ’) cos [*-j-2(x’’ — x')(y" — y') cos v
Cette formule est générale, car on voit que si y* — y' change de signe, l’angle X change d’espèce, et par suite cosX prend un signe opposé à celui qu’il avait d’abord. Ainsi, deux facteurs du produit
(y"— y )(*"—■*') cos x
changent de signe en même temps; le signe du produit reste donc toujours explicitement le même.
Exercices. I. Prouver qu'il existe une relation entre les lignes trigonométriques des angles qu’une droite fait avec trois axes obliques. Trouver cette relation : montrer a priori qu'elle doit être du second degré.
II. line droite fait le même angle avec trois axes rectangulaires; trouver cet angle. Même problème , les axes étant obliques.
III. Une droite étant donnée par un de ses points et par sa direction, trouver sur cette droite un second point situé à une distance donnée du premier.
IV. Trois axes sont rectangulaires lorsque la relation
cos’a + cos1 {1 + cos! y = 1
a lieu, par rapport A ces axes, pour trois droites distinctes.
416. Signification des équations Isolées A nne, deux ou trois variables. Nous venons de voir qu’un point M est déterminé lorsqu’on connaît ses coordonnées, ou, ce qui revient au même, lorsqu'on donne les trois équations x=a, y — b, z = c,
a, b, c, représentant des nombres connus. Trois équations distinctes entre les trois variables x, y, z détermineraient autant de points que ces équations pourraient avoir de solutions communes.
Mais si on ne donne qu’une ou deux coordonnées, ou, ce qui revient au même, une ou deux équations entre les coordonnées, il y aura une infinité de points qui rempliront les mêmes conditions. Leur ensemble formera alors un lieu géométrique dont nous allons chercher à déterminer la nature.
Supposons d’abord qu’on ait l’équation
Tous les points qui satisfont à cette condition sont ceux dont la distance au plan xy, comptée parallèlement à l’axe des z , est algébriquement égale à c. Le lieu sera donc un plan ACB (fig. 171) parallèle au plan XOY, coupant l’axe OZ en un point G à une distance OC de l’origine égale en valeur absolue à c, et situé du côté indiqué par le signe de cette quantité.
Si on avait l'équation
/■(*) = o ffl.
on verrait, en la résolvant, qu’elle équivaut à plusieurs équations :
analogues à l’équation [1]. Par conséquent.
Toute équation qui ne renferme qu’une variable représente un ou
plusieurs plans parallèles au plan des axes correspondants aux coordonnées qui n’entrent pas dans réquation.
IIemabques. I. a=0 représente le plan des xy; y— 0 le plan des xï ; x = 0 le plan des yz~
II. L’équation [2] peut n’avoir que des racines imaginaires : il est clair alors qu’elle n’a pas de signification géométrique ; on dit dans ce cas qu’elle représente des plans imaginaires.
Soit donnée l’équation
Soit C (fig. 172) la courbe qui, sur le plan des xy, et rapportée aux axes OX, OY, a pour équation f[x, y) = 0 ; et soit D un de ses points. Si l’on mène DE parallèle à OZ, tous les points de UE auront môme x et môme y que le point D, et par suite leurs coordonnées satisferont à l’équation [3], qui ne renferme pas z.
L’ensemble des points représentés par cette équation s’obtiendra donc en faisant glisser une parallèle à l’axe des s, de manière qu’elle rencontre toujours la courbe G. Donc
Fig. 172.
Une équation à deux variables représente une surface cylindrique dont la génératrice est parallèle à celui des trois axes sur lequel se compte la coordonnée qui n'entre pas dans l'équation.
Si f(x, y) est du premier degré, la courbe G se réduit à une droite, et par suite le cylindre à un plan ; par conséquent ,
Toute équation du premier degré à deux variables représente un plan parallèle à celui des trois axes sur lequel se compte la coordonnée qui n’entre pas dans U équation.
Exemple. 1° L'équation ^ -f | = T
représente un plan parallèle à l'axe des s. Ce plan coupe le plan des xy. suivant une droite qui rencontre t'axe des x à trois unités de distance du point 0 .
et l’axe des y à deux unités de distance du même point. Ce pian coupe le plan des y z suivant uue droite qui, rapportée aux axes OZ, OY, a pour équa- \ tion y=î.
2“ L'équation 5y=3x
représente un plan qui passe par l’axe des s.
Réciproquement. Toute surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à l'un des axes, à Taxe des z par exemple, est représentée par une équation qui ne renferme que les deux variables x et y.
Car évidemment les coordonnées de tous ses points satisfont à l'équation de sa trace sur le ptan des xy.
■410. 3" Soit enfin l’équation
Si on la suppose résolue par rapport à z, on obtiendra une équation telle que
Si l’on attribue à z une valeur déterminée h, les points de l’espace dont les coordonnées satisferont à l'équation
seront à la distance h du plan des xy, et formeront en général une courbe, qui se projettera en vraie grandeur sur ce plan; l’équation [6] sera l’équation de cette projcclfon. Si l’on fait varier r par degrés continus, on obtiendra une courbe qui variera elle-même d’une manière continue, et engendrera par conséquent une surface, qui sera ainsi représentée par l’équation [5].
Ainsi, toute équation à trois variables représente une surface.
Ajoutons que si l’équation [4] résolue fournissait plusieurs valeurs de z
la surface se composerait d’autant de nappes qu’il y aurait de valeurs de z.
Réciproquement. Toute surface est représentée par une équation qui contient en général trois variables; car, excepté le cas d’un cylindre parallèle à l’un des axes, le z d’un point sera déterminé quand on donnera les deux autres variables; z sera donc une" fonction de x et de y, en sorte que la surface pourra être représentée par
ou , ce qui revient au môme , par
420. Signification des équations simultanées. Les deux équations
représentant chacune une surface, leur ensemble représentera tous les points communs à ces deux surfaces, c’est-à-dire une ligne.
Réciproquement , toute ligne pouvant être considérée comme l’intersection de deux surfaces, pourra toujours être représentée par deux équations simultanées, et cela d’une infinité de manières.
Exemples. 1° Les équations x= 0
ax + by = c,
représentent , la première le plan des xy, U deuxième un plan parallèle à l'axe des * (417, î"): Leur ensemble représente donc une droite située dans le plan îles ry.
2* Les équations s = a
ax + by=c,
représentent l'intersection d’un plan parallèle au plan des xy et d’un autre plan parallèle à l’axe des s\ c’est donc une droite parallèle au plan des ry.
3* Les équations x=«
(x-xT-H y— yr=R5,
représentent l’une un plan parallèle au plan xy, et l’autre un cylindre à base circulaire, dont la génératrice est parallèle à l'axe des x; leur ensemble représente donc une circonférence de cercle parallèle au plan des ry.
REPRÉSENTATION DES SURFACES ET DES LIGNES. 397 Remarques. I. Si f(x, y, s) = O est l'équation d*une surface,
sera l'équation, par rapport aux axes OX, OY, de l’intersection de cette surface et du plan des xy, ou, en d’autres termes, représentera la trace de la surface considérée sur le plan des xy.
■ Plus généralement , f[xt y,«) = 0
sera l'équation de l'intersection du plan z — a, et de la surface représentée par l’équation
II. Parmi le nombre infini de surfaces qu’on peut faire passer par une ligne donnée, il y aura le plus souvent avantage à choisir deux surfaces cylindriques dont chacune soit parallèle à l’un des axes. La ligne sera représentée alors par deux équations à deux variables.
Au reste, si une ligne est donnée par deux équations contenant les trois variables, en éliminant tour à tour lune déliés, on obtiendra les équations de deux cylindres passant par la ligne considérée, et dont les génératrices seront respectivement parallèles à deux des axes coordonnés.
Plus généralement, toute combinaison des deux équations de la ligne pourra remplacer l’une d’elles.
421. De même que deux équations simultanées représentent l’intersection de deux surfaces, trois équations simultanées représentent l’interjection de trois surfaces, c’est-à-dire un ou plusieurs points, et nous revenons ainsi à une notion établie dès le commencement de ce chapitre.
L’intersection d’une ligne et d’une surface s’obtiendra en considérant comme simultanées les équations de la ligne et celles de la surface.
422. Applications. Pour éclaircir les généralités qui précèdent, nous allons les appliquer à quelques exemples.
Équations de la ligne droite. A moins qu’une ligne droite ne
soit parallèle ao plan des xy, on pourra toujours imaginer deux plans qui la contiennent, l’un parallèle à l’axe des y, l’autre à l’axe des a;, et qui auront respectivement pour équations (417, II)
x = az- j-p ) y = b: + q j
Ce seront donc les équations de la ligne droite considérée.
Si la droite était parallèle au plan des xy, les deux plans dont nous venons de parler se confondraient en un seul, représenté par une équation de la forme
mais en menant par la droite un plan parallèle à l’axe des z, on aurait une seconde équation
ax + by—c ,
qui, réunie à la première, déterminerait complètement la position de celte droite.
Ainsi, toute droite peut être représentée par deux équations du premier degré ci une ou deux variables, et réciproquement deux équations du premier degré à une ou deux variables représentent une ligne droite, puisque nous savons que de pareilles équations représentent toujours des plans, et que par suite leur ensemble représente l’intersection de ces plans, c’est-à-dire une ligne droite.
Plus généralement^ deux équations du premier degré à trois variables représentent une droite, puisqu’en éliminant tour à tour a: et y entre elles, on arrive à deux équations qui ne contiennent chacune que deux variables.
423. Le plus souvent nous mettrons les équations d’une droite sous la forme
xz=az+p 1
y — bz + q j
CO
et il importe de bien fixer la signification des constantes qui y entrent.
REPRÉSENTATION DES SURFACES ET DES LIGNES. 399 Or, si l’on suppose z = o , on obtient x=p, y = q.
Les constantes p et q sont donc les coordonnées du point où la droite- rencontre le plan des xy.
L’équation x = as -j- P
représente la projection de la droite sur le plan des xz (projection faite parallèlement à l'axe des y). L’équation
y — bz-\-q
représente de môme la projection de la droite sur le plan des yz, faite parallèlement à l'axe des x. Ainsi a et b sont les coefficients angulaires des projections de la droite sur les plans des xz et des yz.
Pour obtenir la projection de la droite sur le plan des xy, il suffirait d'éliminer x entre les deux équations [1], ce qui donnerait
424. Équation du plan. Soit OD = 5 (fig. 173) la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan ; s, p, y les angles formés par
OD avec les axes; M un point du plan. Menons MP parallèle à OZ et terminée au plan XOY ; PQ parallèle à OY et terminée à OX. Nous aurons
O Q=x, PQ— y, MP=z.
Si nous projetons sur OD la ligne polygonale OQPMD, nous aurons, à cause que la projection de MD, perpendiculaire à OD, est nulle,
x cos a -j- y cos p -j- z cos y = S.
Celte relation ayant lieu entre les coordonnées d'un point qucl-
conque du plan, est donc l'équation du plan lui-même. Ainsi r équation d'un plan est du premier degré.
Réciproquement, toute équation du premier degré représente un plan. En effet, soit
Ax -}-Bj/-{-Cï=D [S]
une équation du premier degré : prenons deux points sur la surface qu'elle détermine et joignons-les par une droite. Cette ligne pourra être représentée par deux équations telles que
ax-\-by-\-cz—d i a'x-\-b’y-\-c’z=d' )
et, d’après notre hypothèse même, les équations [S] et [D] seront satisfaites par deux systèmes de valeurs de x, y et z. Mais on sait que trois équations du premier degré qui ont deux solutions communes ont toutes leurs solutions communes. Donc, tout point situé sur la droite [D] est sur la surface [S]. Donc cette surface est un plan, puisqu'elle jouit de la propriété de contenir en entier toute droite menée par deux de scs points.
425. Équation de lu sphère. Soient (a, b, c) le centre cl R le rayon. Prenons des axes quelconques. L’équation
{x — a)' -f (y— by -f (; — c)' -J- 2 (y — b)(z— c) cos X
+ 2 (a; — a) (2— c) cos p.-|- 2 ( x — a) [y— b) cos v = RJ [1]
représentera la surface sphérique, puisqu’elle exprime que la distance d’un point Quelconque du lieu (x, y, z ) au centre (a, b, c) est constante et égale à R (415).
Quand on suppose les axes rectangulaires, on a
cosX=0, cosy = 0, cos v = 0, et l’équation se réduit à
(x-a)!+(y-fc*+(2-c)*=R*.
REPRÉSENTATION DES SURFACES ET DES LIGNES. 401 Si, de plus, l’origine est prise au centre, c’est-à-dire si l’on a
l’équation devient plus simplement
Cette dernière équation est la plus commode pour étudier analytiquement les propriétés de la sphère.
Comme cette équation ne change pas quand on change le signe d’une des coordonnées, on en conclut que la surface représentée est symétrique par rapport à chacun des trois plans coordonnés.
Quand on change à la fois x en — x,y en — y, zen— s, l'équation reste la même. Donc les points de la surface sont symétriques deux à deux par rapport à l’origine, ou en d'autres termes, l’origine partage en deux parties égales les droites qui y passent et qui sont terminées à la surface.
Si l’on donne à z une valeur constante a, l’équation à laquelle on parvient
représente la projection sur le plan des xy de l’intersection de la surface avec le plan s=a; et, comme cette intersection, située dans un plan parallèle au plan des xy, s’y projette en vraie grandeur, il en résulte que tout plan parallèle à l’un des plans coordonnés coupe la surface suivant un cercle.
L’équation [2] devient impossible si l’on suppose a’^R’, c’està-dire a> R ou< — R. Donc la surface est tout entière comprise entre deux plans parallèles au plan des xy, menés de part et d’autre de ce plan, à une distance égale à R.
Ces exemples suffisent pour montrer comment de la définition d’une surface on peut déduire son équation; et comment l'équation à son tour fait découvrir les propriétés de la surface. C’est le seul but que nous nous proposions pour le moment.
420. Représentation géométrique des fonctions de deux variables. Eiv considérant la fonction proposée et ses deux va-
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râbles comme les coordonnées d’un point, on obtiendra une surface donl la forme sera très-propre à montrer les divers états par lesquels passe la fonction. Toutefois, comme l’exécution d’une surface en relief est bien moins facile que le tracé d’une courbe, on comprend que cette représentation des fonctions de deux variables est bien moins fréquente que celle des fonctions d’une seule variable. La construction, restée le plus souvent à l’état de simple projet, servira seulement à faire image et à faciliter la conception de certaines lois compliquées.
Quelquefois on représentera la fonction par une distance comptée à partir d’une certaine origine. Les deux variables seront assimilées à l’x et à l’y de l’extrémité de cette distance; quant à la troisième coordonnée, elle sera une conséquence des deux autres, puisque des deux relations
on tirera, par l’élimination de R, une valeur des en fonction de x et de y. Le lieu des extrémités de la droite R représentera la fonction donnée. Et si la surface à laquelle on parvient ainsi est une de celles dont les géomètres aient déjà fait une étude détaillée, chacune des propriétés que l’on en connaîtra fournira sans calcul et d’une manière intuitive une propriété correspondante de la fonction. Nous allons en donner un exemple.
Les forces élastiques appliquées en un même point d’un corps solide, et qui agissent sur les divers éléments plans menés par ce point , sont assujetties à une loi trèssimple : si F et V sont deuideces forces , N et N' les normales aiu plans sur lesquels elles agissent, la projection de F sur N' doit être égale à la projection de F' sur N.
Celte toi permet, comme nous allons le voir , de déterminer toutes les forces élastiques, en nombre Fig. 174. infini, qui sont appliquoesau même
point , quand on connaît trois d’entre elles , et les plans sur lesquels elles agissent.
En effet, supposons que OA= a, OB = b, OC = c(fig. 174) représentent, fiour la grandeur et la direction, trois forces élastiques agissant sur trois plans rectanguhires YOZ, XOZ, XOY.que nous prendrons pour plans coordonne».
Nommons o' a" a * la
b'” b' b'' les projections des droites { b »
<? <? d te
sur les axes des * y s
et « g
les cosinus des angles que la droite ON fait avec ces axes.
Soient OM une quelconque des forces, et ON la normale au plan sur lequel elle agit : proposons-nous de trouver le lieu des points M.
* La projection de OA sur ON est égale à la somme des projections des lignes a', a", a'" sur ON. On aura donc en vertu de la loi admise
x—a't +a"f+amg
il J,
et, de même,
y=V"e+b'f + Vg
x=cTe+<rr+c'g
Mais , en vertu d’un théorème connu , on a
et, en éliminant e, , g entre ces quatre équations, nous aurons la relation cherchée entre i, y et a .ou l’équation de la surface.
Pour faire cette élimination, nous résoudrons d'abord les trois premières, ce qui nous donnera
e f 9 J iM
en posant , pour abréger ,
D = o'bV + aVc" + oTc" — a’b’c”— oW— a"Vc~ ,
P= (bV— VcT)x + (o’V'— a"0 y + («T- o'b'Jx,
Q = (bV— b”V)i-t- (a'd — amc") y + (ambm - o'b”) x ,
R= (b'V— b'e")x + (oV— a'Oy + (aV— o*b")x.
De [Si , on tire
P3 Q1 R1 P3 + Q'+R3 JD3’
ou , en ayant égard à l’équation [4],
P, + QJ + R,=D3.
Telle est l’équation cherchée. On voit qu’en développant P1, 03, R3, elle sera du second degré. Elle représente une surface que nous étudierons plus tard sous
le nom d'ellipsoïde. L’équation se simplifie lorsque l'on suppose que les forces a, b, c sont dirigées suivant les aies : elle se réduit alors à
ou
b’cVd- o’c’y’4- a'c,i,= a,6,c,1
* Voy. le remarquable ouvrage publié par M. Lamé : Leçons sur la théorie mathématique été l’élasticité des corps solides.
CHAPITRE III
DE LA TRAiX SF OUM ATIOIV DES COORDONNEES.
427. Utilité de la transformation des coordonnées. L’équalion d’une surface dépend des axes auxquels on la rapporte et est plus ou moins simple, suivant le système dont on a fait choix. Ainsi la sphère qui, dans le cas le plus général, a pour équation
(x — a)' -f (y — b)' -f (5 — c)1 + 2 (y- — b) (5 — c) cos X
+ 2(;— c)(æ— a)cos ja+ 2 { x — a ) (y — b) cos v=R’
est représentée simplement par l’équation
quand on prend des axes rectangulaires et que l'on place l’origine au centre. •
L’équation du plan est
A.r-f By+Cr-f D=0
dans un système quelconque ; elle devient
lorsque le plan des xy est parallèle à ce plan; et elle se réduit même à
si l’on prend l’axe des x et celui des y dans le plan proposé.
Une ligne étant déterminée par l’intersection de deux surfaces, sera représentée par deux équations plus ou moins simples, suivant le système d’axes qu’on aura adopté.
Ces exemples suffisent pour montrer qu’il peut y avoir avantage à passer de l’équation d’une surface rapportée à certains axes à l’équation de la même surface rapportée à d’autres axes. Le problème revient évidemment à exprimer les coordonnées d’un point, considéré dans l’ancien système, en fonction de ses coordonnées
dans le nouveau, et à substituer ces valeurs dans l’équation proposée.
Pour plus de clarté, nous supposerons qu’on ne change pas d abord tbus les éléments du système. Dans une première transformation , on déplacera 1 origine des axes sans en changer la direction; dans une seconde, l’origine restant la même, on fera varier seulement la direction des axes.
■420. Première transfor - M malien. Déplacement de
j l’origine. Soient O et O'
L % (fïg. 175) les deux origines : x, y, z ; x', y', s1 les
r'f Q coordonnées d’un point M
j / 1 dans les deux systèmes; a,
1/ p, y les coordonnées du
point O’ par rapport aux Fig. m. anciens axes.
x et x’ peuvent être considérés comme les abscisses d’un même point Q situé sur OX et rapporté tour à tour à deux origines prises sur cette droite, savoir : l’origine primitive O et l’intersection O, du plan Y'O'Z' avec l’axe OX, point dont l’abscisse, par rapport à O, est a. On aura donc, d’après la formule trouvée pour changer d’origine sur une même droite, *=*'-(-«, quels que soient d’ailleurs la grandeur et le signe de a. On obtiendra par une considération analogue les valeurs de y et de s. Ainsi l’on passera d’un système à un système parallèle à l’aide des formules
Exemple. Soit l’équatioo
Transportons l’origine au point dont les coordonnées sont a— 2, P = l, T = l;
il faut poser *=*' + 2, yssy'+l, x=*’+i,
•t, en substituant ces valeurs dans l’équation, on trouve «, + », + s',=9.
On voit que la surface en question est une sphère qui a pour centre la nouvelle origine, et dont le rayon est de 3 unités.
■420. Gomme les équations [O] renferment trois constanles a, p, y, on peut, quand ces constanles ne sont pas données, se proposer de les délcrminer de manière que l’équation transformée satisfasse à quelques conditions assignées d’avance, comme de manquer de certains termes ou d'offrir entre ses coefficients quelques relations données.
Exemple. On demande où l'on doit placer l’origine * pour que les termes du premier degré disparaissent daus l'équation
Substituant les valeurs [0] , l'équation devient
xi + ÿ” + *” + 2 (a— 4) j! + 2 (p— 3) i/ + 2 (Y— 2} x' + «’+ p* + T»= 33,
et l’on voit que les termes du premier degré disparaissent en prenant a = 4 , 3 = 3, y = 2. Alors, l'équation se réduit &
et l’on voit qu’elle représente une sphère.
450. Deuxième transformation. Changer la direction des axes sans changer rorigine. Nous subdiviserons ce cas en plusieurs autres. Mais auparavant nous devons avertir de quelques notations communes à tous les cas.
iïotalions. Les axes anciens seront toujours représentés par OX, OY, OZ; et les parties positives des axes nouveaux par OX', OY', OZ\ L’angle de deux axes, ou suivant nos conventions, des parties positives de deux axes, sera désigné par les variables relatives à ces axes. Ainsi (x', x ) désignera l’angle que l’axe des af fait avec l’axe des x. Nous poserons en outre
a — cos(x',x), a' = cos (af, y), a" = cos (x',z);
b— cos (y', x), b' = cos(y',y), b" = cos(y’,z );
c=cos(z',x), c' = cos(/,ÿ). c"=cos(s',s).
408 GÉOMÉTRIE ANALYTIQl E A TROIS DIMENSIONS.
1* Passer d'un système (Taxes rectangulaires à un système d’axes quelconques.
Si l’on projette sur l'axe OX (fig. 176) d’une part la droite OM, d'une autre le contour OQ’P'M, polygone des coordonnées du point M dans le nou- Y veau système, on obtiendra le même résultat. Or, la projection de OM sur OX est x. Les projections des trois côtés du porig. i7«. lygone OQ'P'M sont a;’ cos (a;', x),
y' cos (y’, x ), y cos (z\ x), ou axé, by\ es'-, on aura donc
x—ax' +$ -j-cr’ X
et de même y = a'x'-\-b’y'-\-c'z' | [R, Q].
Telles sont les formules demandées. Elles sont générales, parce que si l’abscisse x', par exemple, était négative au lieu d’être positive, ainsi qu’on le suppose dans la ligure, comme elle serait parcourue dans le sens opposé aux x' positifs, elle aurait pour projection sa valeur absolue — x' multipliée par le cosinus de l’angle que les x' négatifs font avec les x positifs, c’est-à-dire par — cos (x’, x). Or — x' multiplié par — cos(x', x) donne encore x'cos(x', x) ou ax'.
Remarque. Ces formules se simplifient considérablement lorsqu’on ne change que l’un des axes, l’axe des x par exemple. On a alors
6 = cos (y',x) = 0, b' = cos(y\y)=l, b" = cos (y',z)= 0, c = cos (i',x) = 0, c' = cos (*’, y) = 0, c"=cos (*',-)= I, et les formules deviennent
x—ax', y=a'x' + y'
Exemple. L’équation
*’+3y*— 4®*— yx— 4ry = 20,
représentant une surface rapportée à des axes rectangulaires, la rapporter à d'autres axes définis par les valeurs suivantes :
c = i, d=\, cT=l
On remarquera que les trois cosinus renfermés datis une même ligne, et qui se rapportent aux angles qu'une même droite fait avec trois axes rectangulaires, sont tels que la somme de leurs carrés est égale à 1, comme cela doit être.
Cela posé, les formules de transformation qu'il faut employer sont
*=î*'+w+ii',
En substituant ces valeurs dans l’équation de la surface, on trouve *,+tty,+i',+Hy'*'+V*'a'+H*'y'+20=a
451. 2° Passer d'un système d'axes rectangulaires à un autre système <f axes rectangulaires. Les formules sont encore
x=ax +fcj/' -\-cz? j y=a'x’+b’y'+c'z' LR, R'];
x = a'y+6*y+cV )
mais outre les relations
qui expriment que les premiers axes sont rectangulaires, on a encore les suivantes qui expriment que le cosinus de l’angle formé par deux axes du second système est nul
ac -(- ad -f- d'd' = 0 l [2]
bc+b'c' + b"c" = 0 \
de sorte qu’il existe six relations entre les neuf cosinus a, a' etc.
Il n’y aura donc d’arbitraire que trois de ces constantes. C'est en effet ce dont on peut se convaincre A priori. L’axe des x1 est déterminé par les angles (xf, x) et (ar\ y) qu’il forme avec deux des axes primitifs. L’axe des y’ devant se trouver dans un plan perpendiculaire à l’axe des xf, il suffira, pour l’obteuir, de connaître l’angle (y',x) qu’il forme avec l’axe des x. Enfin, les deux premiers axes étant déterminés, le troisième l'est entièrement, puisqu’il doit être perpendiculaire au plan des deux premiers. On ne peut donc assujettir le nouveau système qu’à trois conditions distinctes.
Remarques. I. Pour repasser du nouveau système à l’ancien, on remarque que a, b, c; a', b', c'; a", b", c" sont les cosinus des angles que les anciens axes font avec les nouveaux. On a donc
x' = ax -f- a' y -f- a" s J y' =bx + b' y -f- b" z [ z‘ = cx + c’y-f c"z)
formules qui entraînent les équations de condition
aa' -f- bb' ce' — 0 i aa' -f bb" + ce" =o[ n'a' -f- b' b" + c'c" = 0 )
II. Comme trois des neuf constantes n, a', etc., sont arbitraires, les équations [3] et [4] ne peuvent former un système distinct de celui des équations [l] et [2]; elles doivent donc en être une conséquence. On peut, en effet, s’en convaincre par les transformations suivantes :
Si l’on élève au carré les équations [U, R'] on aura, en ayant égard aux équations [l] et [2],
En opérant de même sur les équations [R', R], on trouve
( (a* -f 6* + c* ) *»+ 2 (a'a" -f IV + cY) yz
x" + y** -f sP = J + (a'1 + 6” +cV + 2 (««" + bb" + cd’ ) xz '+(«n + ^"‘+0-,+ 2(aa' +bb' + cc')xy.
Or, le second membre devant être égal à x* quelles que
soient les valeurs des indéterminées x, y, z, on voit que l’identification de ces deux expressions entraînera les équations [3] et [4].
452. 3' Passer d'un sysicme d'axes quelconques à un système d'axes quelconques. Menons les droites ON, ON', ON" respectivement perpendiculaires aux plans YOZ, XOZ, XOY, et situées chacune du côté positif de l’axe qui n’est pas dans le plan considéré. Désignons par (N, x), (N, x'), etc., les angles que ces droites font avec les parties positives des axes.
Si l’on projette sur ON les polygones des coordonnées OQPM, OQ'PM qui ont mêmes extrémités, on aura la môme projection. Mais comme y et z sont perpendiculaires à ON, la projection du premier contour se réduira à x cos (N, x). On aura donc
xcos(N, æ)=a:'cos(N, x')-\-y’ cos (N, -'cos(N, z1) de même
y cos (N', y) = x' cos (N', x') + y cos(N', y’)-(-c'cos(N',z') z cos (N", z) —x cos (N", x') -f y' cos (N", y') -z' cos (N", z')
Ces formules sont rarement employées, à cause de leur complication. On verrait facilement qu’elles renferment les formules [R, Q] et [R, R'J.
455. Transformation générale. Si maintenant on veut changer à la fois l’origine et la direction des axes, il faudra combiner les formules [0] et [Q, Q'] et l’on aura
x=z-\-ax’ -j-fcy' -j-cs' l y =p+aV -)-b'y' -\-c'z > z=Y + nV + 6"y'+cV)
dans lesquelles a
cos (N, a:') cês (N, x)1
cos (N, y') cos (N, x/
etc.
fG],
Remarques. I. Les valeurs de x, y, s. Urées des formules [G], sont du premier degré en a/, y', s' : leur substitution dans une équation n’en peut donc pas élever le degré. Elle ne peut pas l’abaisser non plus, puisqu'il faudrait que ce degré s’élevât en revenant du nouveau système à l’ancien.
On voit par là que le degré d’une équation est un caractère permanent de la surface qu’elle représente ; c’est-à-dire un caractère qui subsiste quel que soit le système d’axes adopté. On peut donc le prendre pour fondement d’une classification des surfaces algébriques, analogue à la classification des lignes dans la Géométrie analytique à deux dimensions. Ainsi, une surface algébrique sera dite du mm* degré ou du mmt ordre lorsque l’équation qui la représente sera du mra* degré.
II. Pour avoir l’intersection d’une droite avec une surface du m™ degré, il faut combiner deux équations du premier degré avec une équation du m™. Un pareil système ne peut admettre plus de m solutions, donc :
Une ligne droite ne peut rencontrer une surface du m1*"' degré en plus de m points.
III. Pour avoir l’intersection d’une surface de mmt ordre avec un plan, il suffira de prendre ce plan pour plan des x'y' et de faire z' = 0 dans l’équation transformée. Or cette dernière est aussi du m"* degré, donc :
Une surface du mm* ordre ne peut être rencontrée par un plan suivant une courbe d'un ordre supérieur au mra*.
Il en résulte que, si l’intersection de deux surfaces est plane, elle ne pourra être d’un ordre supérieur à l’ordre de la surface dont l’équation est du degré le moins élevé.
431. Formule» d'Euler. Les formules [R, R'J ont l'inconvénient de ron- * fermer neuf constantes entre lesquelles existent six équations de conditions, de sorte que leur emploi nécessite des éliminations pénibles. Euler a donné des formules moins simples, mais dans lesquelles n’entrent que trois constantes, nombre suffisant pour fixer la position du second système par rapport à l’ancien.
Ces constantes sont :
!• L’angle •}< que la trace OX, fig. 177) du plan X’OY’ sur le plan XOY fait avec
l'axe des X; 2* l’angle 8 des ptans XOY et X'OÏ', angle déterminé par les parties positives des normales OZ, OZ' à ces plans; 3* l’angle ç de OX, avec la partie
positive de l’axe des x\
Cela posé, on passera du système proposé au nouveau, par trois changements successifs qui, ayant en commun, avec le système précédent, un axe, et le plan opposé, n’exigeront que les formules du changement d’axes situés dans le même plan,
1* On fait tourner dans leur plan, et de l’angle 4», les deux axes OX, OY, et l’on obtient le système OXi, OY,. Soient z„ y,, z les coordonnées d’un point dans ce nouveau système. On aura entre z, , y, et x et y les relations
Fig. 177.
z=X|Cos^ — y, sin<]/ 1 y=*isin<]/ + y,cos4> j
2" On fait tourner dans leur plan, et de l’angle 8, les deux axes OY, et OZ, l’axe OZ sera ainsi amené en OZ' et OY, en OY,. On passera des coordonnées z,, y,, ! du système précédent aux coordonnées x,, y,, V du nouveau système , par les formules
y,=y,cos8 — x'sinB 1 l =y,sin8-4-s'cos6 (
3” On fait tourner dans leur plan, et de l’angle f , les deux axes OY, et OX, , ce qui amène OX, en OX’ , OY, en OY'. Les formules de transformation seront
z,=z'cosf — y'sinç y,=z'sin ç -f /cosif
rsi-
L’élimination de x,,yi,y, entre les équations [1|, [21, [3J donnera les formules suivantes, qui sont celles d’Euler,
x = x'(cosi}icosç — simtisinçeosS \
+ y'( — cos^sinï — sin^cospcosS) j -f z'sin 6 sin •$/ f
y=x'(sin<j/cos? + cos>lisinf cos6) > [*]•
+ y'( — sini^sinif + cos<l>cosycos8) i — j'sinécos'j/
*=z'sin8sinç+y'sin8cos!p+z'cos8/
La comparaison de ces formules et des formules [R, R'] permet d exprimer
4 Ut géométrie analytique a trois dimensions.
les neuf cosinus en fonction des lignes trigonométriques des augles auxiliaires On aura
a = costjicosj — siniJisinycosO b = — cos^sinç — simJicosçcosO c = sin fl sia 9
a' = sin^cosç + cosd/sinçcosO
V — — sinij/sinç + cos^cosçcosO
c' = — âin0cos4<
a*= sin 6 sin 9
lf= sinOcosy
cn= cos 8.
Remarques. I. On passe de la valeur de a à celle de 6, de a' à V, de a" à en changeant 9 en 9 + ^. On passe de b à c, de V à c', de b" à c”, en faisant 9=0,
•JZ
et en changeant 6 en 8 + -.
On passe de a à a' en changeant en ? — ^ et 9 en ir + 9; de a' à a" en faisant y = 0, et en changeant 6 en j — 8.
11. Les angles 8, 9, 9 se déterminent en fonctions de quelques-uns des cosinus par les formules suivantes, qui méritent d’être remarquées.
fl* C
cos8 = c" , tang9 = jj5, tang^ = — p.
45S. Formules pour les sections planes. Les
formules d'Euler permettent de trouver l’équation de la section faite par un plan dans une surface.
~ Les notations restant les mômes, si l’on prend OXi (Gg. 177) pour axe des x, et pour axe des y une perpendiculaire à OX,, menée dans le plan sécant, il suffira de faire dans les formules [E], 9 = 0, *'= 0.
Mais on peut y arriver directement de la manière suivante : Soient M (*, y, z) (lig. 178) un point de la section considérée
et OX' la trace du plan coupant sur le plan XOY; soient d’ailleurs MP=~-, MQ = (/', PQ = y", OQ=x'; PQM=0, XOX'=+.
Les coordonnées du point P sont x et y; elles seraient x' et y", si on faisait tourner de l’angle le système des axes OX et OY. On aura donc
a:=x'cos4' — y" sin |
y = a;’ sin - j- y" cos •£.
Mais le triangle MPQ donne
i/=y' cos 0, z=y' sin 0,
les formules cherchées seront donc
x=x' cos — y' sin<|» cos 0j
y=x' sin y' cos \ cos 6 V [SP].
z = y’ sin 0 )
Remarque. On a supposé que le plan sécant passait par l’origine, condition que l’on peut toujours remplir en transportant l’origine dans ce plan.
Exemples. 1* Si la surface a pour équation en coordonnées rectangulaires **+»’+ ï=l
et que l’on prenne un plan sécant incliné de 30* sur le plan des xij , et dont la trace ypr ce plan fasse avec OX un angle de 45* , on aura
sin <t* = cos'{> = 'i vî ; sin 6 = J, cos 6 = ] y3, et les formules de transformation seront pour ce cas
v'ï— | y' v'S y = i* V2 + lÿ' V Ô i = Sÿ'
La substitution de ces valeurs conduit à l’cquation qui représente une ellipse.
2° On demande si la surface représentée par l’équation
peut être coupée suivant un cercle, par un plan mené par l'origine.
Bn substituant dans cette équation les valeurs de x, y,x fournies par les formules fSP], ou aura
„ ( , sinMA , „ I . ,, „ , cosM/cos1# , sin’OX
i" f cos’^-t- — — J + y* ( sm’i)/ cos’ï + g h
— V •t'y' s i n <|/ cos cos 9 = 1 .
Il faut d'abord que le terme en t'y' disparaisse, ce qui peut se faire en supposant
soit sin >|i = 0, soit cos^ = 0, soit cos 0=0.
Si l'on suppose sin <Jc=0, le coefficient de z" est l'unité. Le coefficient de xf1 devant lui être égal, on aura
cos’9 | sin’O _ ,
d'où l’on tire — 5cos’0 = 27, équation absurde. On verrait de même qu'on ne peut supposer cos <)«=0.
Mais si Ion fait cos(i=0, les coefficients des carrés deviennent égaux en posant
,, sinMi 1
ce qui donne
d'où tang^=¥. Ung-î- = ±v/Ç-
Il y a donc deux plans passant par l’axe des X, également inclinés de part et d’autre sur le plan XOZ, et qui coupent la surface suivant un cercle. Ces deux cercles sont égaux et leur rayon est l'unité de longueur.
CHAPITRE IV
DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN
$ I. PROBLÈMES SUR LES LIG!* RS DROITES
456. Nous nous proposons de consacrer ce chapitre à la résolulion de quelques problèmes que l’on rencontre le plus fréquemment dans les applications. Nous commencerons par les problèmes sur les lignes droites; mais auparavant nous étudierons tout ce qui concerne la position d’une droite par rapport aux axes et aux plans coordonnés.
457. Équations de la ligne droite. Dans ce qui suit, nous représenterons toujours une ligne droite par l’ensemble de deux équations de la forme
x—az-^p'i y = bz + q\
dont l’une (423) représente la projection de la droite sur le plan des xz, et l’autre sa projection sur le plan des yz. En éliminant z entre ces équations, on obtient
équation de la projection de la droite sur le plan des xy.
On trouvera quelquefois commode d’écrire les équations de la droite sous la forme
Les équations [l] se simplifient lorsque la droite occupe certaines positions particulières par rapport aux plans coordonnés. Ainsi, lorsqu’elle passe par l’origine, p et q sont nuis et les équations [1] se réduisent aux suivantes :
ou
GÉOM. ANAL.
x = az, y=bz,
Si la droite se confondait avec l’axe des -, ses équations seraient
Le lecteur fera bien de chercher, comme exercice, les équations d'une droite dans toutes les positions remarquables qu’elle peut occuper par rapport aux plans coordonnés.
Remarque. Les équations les plus générales de la ligne droite renferment quatre constantes arbitraires; mais, comme ces constantes sont liées par deux équations, il en résulte qu’une droite est déterminée analytiquement par deux conditions.
458. Traces d'une droite. Étant données les équations d’une droite
on obtiendra ses traces sur l’un quelconque des plans coordonnés, en égalant à zéro, dans ces équations, celle des variables qui se rapporte à l’axe non situé dans le plan que l’on considère. Ainsi,
en faisant z = 0, on obtient
pour les coordonnées de la trace de la droite sur le plan des xy. En faisant successivement x = 0 et y = 0 on aura les coordonnées des traces sur les plans des yz et des xz.
439. Problème. Connaissant les équations d’une droite, trouver sa distance à Coriyine (coordonnées rectangulaires).
Soient
y = bz+q)
[IJ
les équations de la droite, M (x', y1, z') un de ses points : nous avons (414)
OM = ^ a;'* y’* -f- z'.
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et, le point M étant sur la droite, nous avons aussi x’ = az'+p,
V' =bz'+q,
d'où, en remplaçant x' et \j par ces valeurs,
OM = ^ (a’ + &*+ lJs'’+2(op-f-6ç) s' + p* + q'.
En donnant à z1 une valeur quelconque, cette formule ferait connaître la distance de l’origine au point de la droite déterminé par cette valeur de z’. On aura donc la distance S de la droite à l’origine ou la longueur de la perpendiculaire demandée, en cherchant la valeur minimum de OM.
Pour la trouver, j’écris
ap -\-bq
Va’ +6*+ ap 4- bq
OM,= U'a’+6,+ l.z'+;
= (Æ+îr+T.y+Vw.
On voit par là que OM* atteint sa valeur minimum lorsqu’on a
Y, p' + 'f + ( bp — aq y l)’r aï + 6*+l
ap + bg
de sorte que
+ <I*+(bp — aq)1 o*+6*+l
On arriverait aux mêmes résultats en égalant à zéro la dérivée de OM, par raport à z' (HO).
440. Problème. Connaissant les équations d’une droite , trouver ses distances aux axes (coordonnées rectangulaires).
Soiï a la distance de la droite à l’axe des x. Cette droite étant située dans le plan qui a pour équation
y = bx+q [1],
et qui est parallèle à l’axe des x, sa distance à l’âge des x sera
égale à la distance de sa projection sur le plan des zy, à l’origine. Or, cette projection, rapportée aux axes OY et OZ, est représentée par l’équation [1]. La question est, donc ramenée à trouver la distance de l’origine à cette droite; ce qui, d’après une formule de la première partie (7 (J), donnera
On trouvera d’une manière analogue ? V'a’+l’
bp — aq
't~jâr+b''
44 t. Problème. Connaissant les équations d’une droite, déterminer les angles de cette droite avec les axes des coordonnées (coordonnées rectangulaires).
Menons par l’origine une parallèle OM (fig. 179) à la droite donnée. La question revient à calculer les angles a, p, y que cette parallèle fait avec les axes.
r>g. n». Soient x=az, y—bx les équations
de cette parallèle, et soient oc', y', r1 les coordonnées d’un point quelconque M de cette droite. On a
xf x’
cos “ “ üm “ ^qr7qrr«-
Mais, puisque le point M est sur OM, on a aussi
x'=az\ z' =bz' ,
DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN
et en substituant ces valeurs de x' et y' dans cos a, il vient
cos a = -===•; y/o1 —J— 6* —J— 1
on trouve de môme cos B= - — ,
y/n* -J— fr* -J— 1 *
cos y = —
y'a’-f&'-fl
En prenant le radical avec le signe -f-, ces formules feront connaître les angles que la portion de la droite OM, située au-dessus du plan des xy, fait avec les parties positives des axes ; si l’on prend le radical avec le signe — , on obtiendra les angles que le prolongement de OM fait avec les mêmes parties positives des axes.
Remarques. I. Ces formules vérifient la relation
COS1 a -(- COS1 p -(- COS1 y = 1.
COS P
cos y
ou înP = ?L=i=^_.
COS a COS (J COS Y
442. Problème. Étant données les équations d’une droite, trouver les angles qu’elle fait avec les plans coordonnés (coordonnées rectangulaires).
On peut toujours supposer que la droite passse par l’origine ;
et, dans ce cas, on voit immédiatement que les angles demandés sont les compléments des angles qu’elle fait avec les axes. Donc, si l’on conserve les mêmes notations que dans le problème précédent, on aura
singer Sin S= -, Sin 7 = — ■ :
v/a*-+- 6*-|- 1 yja1 -f- -j- 1 x/a*H-6s-(- l
4 45. Problème. Trouver les équations d’une droite qui passe par un point donné et qui soit parallèle à une droite donnée.
Cherchons d’abord les équations générales des droites qui passent par un même point ( x , y1, z'). Les équations de ces droites sont de la forme
x = az-^-p,
y = bz + q,
et, puisqu’elles passent par le point donné, on doit avoir
En retranchant ces équations des précédentes, p et q sont éliminés, et l’on a
qui sont les équations demandées.
Maintenant, pour avoir les équations d’une parallèle à la droite
x = a'z 1 y — b'zj
menée par le point donné, on observe que les équations de cette parallèle sont de la forme [1]. De plus, on sait que les projections de deux droites parallèles , sur un même plan , sont parallèles. Donc, on doit avoir a=a', b=b' ; par suite, les équations demandées sont
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Remarque. Si l’on appelle a , p , q les angles que la droite i 2] lait avec les axes, on aura (441, rem. Il)
, cos a , , cos 3 .
COS y COS y
ce qui permet d’écrire les équations [3 J sous la forme très-symétrique
cos * ~~ cos p ~ ' cos y ’
444. Problème. Trouver les équations (Tune droite qui passe par deux points donnés (x', y', z') (x", y", z").
Puisque la droite passe par le premier point ses équations peuvent se mettre sous la forme
y — yf = b(z-z'),
et puisqu’elle passe par le second point, on doit avoir
x" — x' — a(z" — z'), if — li =è(s* — z1).
Éliminant a et b entre ces équations et les précédentes , on obtient les équations demandées
y — Vf —
ou
Remarque. On aurait pu écrire immédiatement ces équations en se rappelant ce qui a été dit au n* 70, et en remarquant que la projection de la droite demandée sur le plan des xz passe par les points (x', s1) (x*, z*), etc.
443. Problème. Déterminer le point d'intersection de deux droites dont on connaît les équations.
En général, lorsque deux lignes se coupent, les coordonnées de leurs points d’intersection vérifiant à la fois les équations de ces lignes, et réciproquement toute solution commune aux équations des deux lignes détermine un point qui appartient à la fois à ces deux lignes.
D’après cela, si ] W
et
sont les équations des deux droites données, on aura le point d’intersection demandé en résolvant les équations [1] et [2] par rapport à x, y et z. Mais pour que ces quatre équations à trois inconnues admettent une solution commune, il doit exister une certaine relation entre leurs coefficients. Cette relation, qu’on obtiendra en éliminant x, y et z entre les quatre équations, exprimera la condilion nécessaire pour que les droites sc rencontrent.
Si l’on retranche membre à membre les équations [2] des équations [1] correspondantes, x ely sont éliminés, et il vient
d’où, en égalant les valeurs de s tirées de ces équations,
Telle est la relation qui doit exister entre les coefficients des équations [1] et [2] pour que les deux droites qu’elles représentent se rencontrent. En admettant que cette relation soit vérifiée, on trouve pour les coordonnées du point d’intersection, _
ap' — pa' _._bq ' — qb' __p—p'_ g— g’
Remarque. Lorsque les droites sont parallèles, on a a = a' et
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b = b'; la relation [3] est encore vérifiée, mais les valeurs des coordonnées du point d’intersection sont infinies. Comme le cas où les droites se rencontrent et celui où elles sont parallèles sont les seuls où ces droites soient situées dans un même plan, on peut dire que l’équation [3] exprime la condition nécessaire pour que les droites représentées par les équations [1] et [2] soient dans un même plan.
446. Problème. Trouver l’angle de deux droites dont on connaît les équations (coordonnées rectangulaires).
Concevons par l’origine des parallèles aux droites données, l’angle V de ces deux parallèles sera l’angle demandé. Désignons par a, p, y; P’, i les angles de ces parallèles avec les axes, et soient
et \X = 0!Z y = bz) [y — bz
leurs équations. Nous aurons (406. Th. V)
cos V = COS a COS a’ -}- COS P COS p' -f- COS Y COS y',
et(44i) cos a = — =
COS a =
Par suite
cos V =
cos Y =
aa' + bb' + 1
Les radicaux doivent être pris avec le même signe -4-, si, comme nous l’avons supposé implicitement, V désigne l’angle des deux portions de parallèles situées au-dessus du plan des xy ; ils doivent être pris avec des signes différents, lorsque V désigne l’angle formé par deux portions de parallèles situées de part et d’autre du plan des xy.
Remarques. I. Comme vérification, on peut chercher à déduire de la formule qui donne cos Y, celles du n° 441, qui expriment les cosinus des angles qu’une droite fait avec les axes
X XI Z
on trouvera
rnî V ■ —
xJa2-\-b2+c2 \Ja2-\-b’2-\-d2 ’
si n v — V^ac' — «0 + ~ ch'f + (ab'~ ba')\
v/aa + b2 4- c2 y/ a'2 -f b’2 -j- c'2
447. Conililious pour que deux droites soient parallèles on perpendiculaires. Lorsque les deux droites sont parallèles, l'angle V est nul, et par suite cos Y = 1 . Ainsi, pour que les deux droites proposées soient parallèles, on doit avoir
(aa' + bb' + 1)! = (a’ + 6*+ 1) (a'* + 6's+ 1),
ou bien (a — a’)1 -\-(b — b')2 -f- ( ab ' — ba)2 = 0.
Or, pour que cette condition soit remplie, il faut et il suffit que l’on ait
Donc, pour que deux droites soient parallèles, il faut et il suffit que leurs projections sur deux des plans coordonnés soient parallèles.
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Lorsque les droites sont perpendiculaires, on a V = 90* et par suite cos Y = 0. Donc, pour que deux droites soient perpendiculaires, il faut que l’on ait
aaf ~f" bb' -j- 1 = 0,
OU COS a COS a'-}- cos (î COS P'-(- COSy COS/=0.
448. Problème. Déterminer la distance d'un point à une droite
dont on connaît les équations (coordonnées rectangulaires).
Soient M(x', y', z') (flg. 180) le point donné, et
:r = az-f-p,
y=bz+q,
les équations de la droite donnée AB. Menons MP perpendiculaire sur AB, joignons le point M au point A(p, q, o), trace de AB sur le plan des xy, et désignons par V l’angle MAP. Nous aurons
MÎ>,=âm’-ÂP,=ÂM,-ÂM,cos1V.
Or, AM étant la distance des points A et M, on a
ÂM*=(®'-p)*+(y'-?), + ^.
D’ailleurs, la droite AM passant par les deux points A et M,
x' — f) yr — ■ n
ses coefficients angulaires sont — 7-^ - , et l’on a (44C,
rem. III)
vV + + 1 ^ - vy + (j/' - qy+ z'1 '
428 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. D'où, en posant MP= S,
ou bien, en réduisant,
(y' — bz—qy + [b(x' — p) — a(ÿ — q)]1 + (s* — as' — P)! a’ + fr*+l
expression facile à retenir. Car, en égalant à zéro les racines des trois carrés placés au numérateur sous le radical, on aurait les équations des trois projections de la droite, dans lesquelles les coordonnées courantes seraient remplacées par les coordonnées du point donné.
En faisant usage des formules du n° 441, on trouve
ô = y/(x— p)*-(- ()/ — q') -J- z'1— [(tf— p)cosa-Ht/'— ?) cosp+z'cos 7]’.
Remarque. Si le point donné est l’origine, xê, y' et z' sont nuis, et l’on retombe sur la formule du n* 439.
Exercices. I. Trouver les équations dune droite connaissant ses distances à l'origine et aux axes.
II. Trouver les équations d’une droite qui passe par un point donné, et qui fasse des angles donnés avec deux droites données.
III. Trouver les équations d’une droite gui passe par un point donné, et qui rencontre deux droites données.
§ 2. Problèmes sur les plans.
449. Comme il est très-important de se familiariser avec la recherche des équations des surfaces d’après leurs divers modes de génération, nous allons chercher l’équation du plan en considérant cette surface comme engendrée par une droite mobile qui glisse sur une droite fixe en restant toujours parallèle à une même direction.
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Soient x=az-j-p,
y = bz + q,
les équations de la droite fixe ou directrice, et
les équations de la droite mobile, ou génératrice. Pour que la génératrice, dans son mouvement, conserve toujours la même direction, il faudra que les valeurs de a' et de b' restent constantes, tandis que les valeurs de p' et q' varieront avec la position de cette droite; et, pour que la génératrice rencontre toujours la directrice, il faudra que les valeurs correspondantes de p' et q' vérifient la relation (445)
[Si-
Tout couple de valeurs de p' et q' qui vérifie cette relation étant porté dans [1] fournira les équations de la génératrice dans une position particulière. Donc, si l’on élimine p' et q' entre les équations [1] et l’équation [2], on obtiendra une relation entre x, y et z, qui conviendra à tous les points de la génératrice, quelle que soit sa position, et qui, par conséquent, ne sera autre que l’équation du plan cherché.
En faisant cette élimination on trouve l’équation (b — b')x — (a — a') y -f- (ab1 — ba') z — (6 — 6') p + (a — a')q= 0, qui est du premier degré et de la forme
Kx -j- By Cz D = 0,
comme nous l’avons trouvé par une autre méthode (424).
450. Traces d*an pian. D'après ce qui a été dit (420, rem. I), étant donnée l’équation d'un plan
Kx -f- Bt/ -f- Cz -j- D = 0,
on obtiendra scs traces sur les plans des coordonnées en égalant successivement à zéro chacune des variables. Pour obtenir la
trace da plan donné sur un des plans coordonnés en particulier, il faudra égaler à zéro la variable relative à l’axe qui n’est pas dans ce plan. Ainsi, en faisant z = 0, on obtient
pour l’équation de la trace sur le plan xy. On obtient de môme Ax + Cx-f- D = 0,
Bij -|- ùz -f- D = 0,
pour les équations des traces sur les plans des xz et des yz.
4SI. Coordonnées A l'origine. Antre forme de l'équation du plan. Si dans l’équation d’un plan donné
Ax-f By+C::-fD = 0 [1],
on fait à la fois y = 0 et z = 0, la valeur de x tirée de l’équation
Ax + D = 0
ainsi obtenue, mesurera la distance de l’origine au point d’intersection du plan avec l’axe des x. Désignons par p cette distance ; nous aurons
Nous aurons de môme q = — g,
q et r désignant les distances de l’origine aux points d'intersection du plan donné avec les axes des y et des z. Portant les valeurs de A, B et C tirées de ces égalités dans l'équation [1] et supprimant le facteur D qui deviendra commun à tous les termes, on obtiendra.
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Remarque. L’équation générale du plan renferme quatre coefficients, qui se réduisent réellement à trois, puisqu’on peut toujours, sans altérer l’équation, diviser les deux membres par l’un quelconque de scs coefficients. Il suit de là qu’un plan est déterminé par trois conditions.
■452. Problème. Trouver la distance d'un plan à Vorigine (coordonnées rectangulaires).
Soit Ax -j- Bi / -j- Cj — j— D = 0 [1]
l’équation du plan donné. Les équations de la perpendiculaire abaissée de l’origine sur ce plan sont de la forme
Mais, pour qu’une droite soit perpendiculaire à un plan, il faut et il suffit que les traces de ce plan sur deux plans de projection soient perpendiculaires aux projections de la droite sur ces mômes plans. Or, les traces du plan donné sur les plans des xz et des yz sont (-450)
Ax -J- C z -j- D = 0,
By -{- C— D ™ 0.
Donc, pour que la droite [2] soit perpendiculaire au plan, il faut que l’on ait
Par suite, les équations de la perpendiculaire au plan donné menée par l’origine sont
ou
Désignons par S ia longueur de la perpendiculaire demandée nous aurons, en regardant x, y, z comme les coordonnées du pied de la perpendiculaire,
Remplaçant x, y etz par leurs valeurs tirées des équations [1] et [3], on obtient
Le radical doit toujours être pris avec le même signe que le numérateur.
453. Problème. Trouver les angles cf un plan avec les plans coordonnées (coordonnées rectangulaires).
Les angles demandés sont égaux aux angles que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan donné fait avec les axes. Soit
Kx -j- By -}- G z -|- D — 0
l’équation du plan donné ; les équations de la perpendiculaire à ce plan menée par l’origine sont (452)
Donc, si l’on conserve les mêmes notations qu’au n° 441, on aura
COS et =
cos P =-====, y'A’-fB' + C1
C0SY v/A, + B,+ C,‘
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Remarque. Ce problème et le précédent peuvent encore se résoudre en identifiant l’équation
A x By -j- G z -J- D — 0
avec l’équation
cos o . x + cos p . y + cos y . z — 5 = 0,
qui peut représenter aussi, comme nous l’avons vu (424), un plan quelconque. On doit donc avoir
cos a cos p cos y _ — 5
T~~ b ~~c~~ TT’
chacun de ces rapports est égal, d’après une propriété connue, à
i/cos2 * 4- cos2 8 4- cos’y , 1
- — r r — -, ou à —
y'A’-fB’ + C1 v'A’+B’ + C1’
d’où il est facile de déduire les valeurs de cos«, cosp, cos y et 5.
431 Équation générale des plans qui passent par un point donné. La question revient à déterminer l’un des coefficients de l'équation générale du plan
Ax -f- By -j- Cz -j- D = 0 [ 1 )
par la condition qu’elle soit satisfaite par les coordonnées du point donné (a/, y', z'). Pour cela on a la relation
Az’-fBy’-f Ci'-|-D=0 . [2J.
Si l’on retranche [2] de [1], D sera éliminé, et l’équation
ainsi obtenue, sera l’équation demandée.
Si le point donné était l’origine des coordonnées, x', y' et z' seraient nuis, et l’équation [3] 6e réduirait à
Ax+ By-fCz = 0.
GÉOM. ANAL. 28
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE a TROIS DIMENSIONS.
AiiÜ. Problème. Trouver l'équation d’un plan qui passe par trois points donnés (x\ y', z'), (x", y", z"), (x*',y",z"’).
En exprimant que L’équation générale du plan
Aæ + B</ + C^ + D = 0 [1]
est vérifiée par les coordonnées des points donnés, on obtient les trois relations
Xx' -}- Bq -f- Cï -j- D = 0 , Az’'+Bi/"+G=,'-{-D=0, A^'+By,"+Cz’"-f D=0
qui serviront à déterminer les rapports de trois des coefficients A, B, G, D au quatrième; en les portant dans l’équation [1], on aura une équation entre x, y et z, qui ne contiendra plus d’indéterminée ; ce sera l’équation du plan.
Remarque. Lorsque les a ses sont* rectangulaires, le même problème peut se résoudre d une autre manière qui met en évidence un théorème assez remarquable. Prenons l’équation du plan sous la forme (éî f )
ï cos a -f- y cos [1 + a cos y = S,
a, p. f désignant les angles que la perpendiculaires abaissée de l’origine suite plan fait avec les axes. Si l’on désigne par a l’aire du triangle qui a pour sommets les trois points donnés, et par a', a', a les projections de cette aire sur les plans des ys, zi , xy, on aura
a'—acoiv, o'=acosp, a":=acosy.
Par suite l’équation du plan devient
. ax -f- a"y -f aS’Z—ai.
Cette équation est l’expression de ce théorème: Toute pyramide est équicalente d la somme (algébrique) de trois autres pyramides ayant pour somme! commun un point quelconque de la base de la première, et pour bases respectives les projections de cette base sur trois plans rectangulaires qu /conques passant par le sommet de la pyramide considérée.
■4ÜG. Problème. Déterminer l'angle de deux plans (coordonnées rectangulaires)*
Si par l’origine des coordonnées on conçoit deux droites respectivement perpendiculaires aux deux plans, l’angle de ces per-
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pendiculaires sera égal à l’angle demandé. D’après cela, la question proposée revient à chercher l’angle Y de ces deux perpendiculaires.
Or, si Ax-j-By-f-Cr-t-D =0,
A'ar+ÎJ2/+C's+D' = 0,
sont les équations des deux plans donnés, les équations des perpendiculaire? à ces plans menées par l’origine seront (4ô2)
et
L’angle V de ces droites, et par suite l’angle demandé, sera donc donné par la formule (446, rem. III)
,, AA'-fBB'+CC'
COS Y
vA’+B’ -f- C’ v'A'' + B * + C’*
Selon qu’on prendra les radicaux avec le même signe ou avec des signes contraires, on obtiendra l’un ou l’autre des deux angles adjacents formés par les deux plans.
4ÎÎ7. Conditions pour que deux plans soient perpendiculaires ou parallèles. En répétant les raisonnements du n° 44G, on trouve que les plans sont perpendiculaires, si l’on a
AA' + BB' + CC
et qu’ils sont parallèles, ,si l’on a
c’est-à-dire si les coefficient des variables sont proportionnels ; et comme cette condition exprime que les traces des plans donnés sur deux des plans coordonnés sont parallèles, on voit que pour que deux plans soient parallèles, il faut et il suffit que leurs traces sur deux des plans coordonnés soient parallèles.
458. Problème. Par un point donné, mener un plan parallèle à un plan donné.
Soit ( x\ y', z') le point donné, et soit
Aa?-j- B y -j- Cz -j- D = 0
l'équation du plan donné. L’équation du plan cherché sera de la forme
Pour que cette équation représente un plan parallèle au plan donné, on doit avoir (457)
A/ _ IV
Par suite, on trouve pour l’équation demandée
A(ar — x') -f B(y — y') + C(z — z') — 0.
450. Problème. Trouver la distance (Tan point à un plan (coordonnées rectangulaires).
Soient (a/, y1, s') le point donné, et
Ax -|- By -j- Cz -f- D — 0
l’équation du plan donné. La distance de l’origine & ce plan a pour expression (452)
v/A’ + IJ’+C*’ .
Transportons l’origine au point donné, en remplaçant x, y cl z par æ + a;', y-j-y” et z-\-z'\ l’équation du plan donné deviendra
Ax -j- By -j- Lz -j- D' — 0,
en posant D' = Ax' -f By' + C;’ + D,
et la distance de la nouvelle origine au plan aura pour expression
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Donc, en appelant S la distance demandée, on a
? _ Arc' -f- Cz' -f- D ~ v^A*+li* + C*
460. Problème. Connaissant les équations de deux plans, trouver les projections de leur intersection.
On obtiendra les équations demandées (420, rem. II) en éliminant tour à tour chacune des variables entre les équations des plans donnés.
Si les équations des deux plans donnés sont Ai -j- fiy -}- C- D = 0 ,
les équations des projections de leur intei-sectiomseront (AC' — CA')i + (BC' — CB'jy -f- DG' — CD' = 0 ,
{BA' — AB'jy + (CA' — AC’)z -f DA' — AD’ = 0 ,
(CB' — BC')s + (AB' — BA'jx + DB' — BD' = 0.
Exercices. I. Tramer l'équation du plan en te considérant comme le lieu des perpendiculaires menées d une droite par un même point.
II. Trouver la condition pour qu’une droite soit perpendiculaire à un plan, les aies étant obliques.
PROBLÈMES SUR LES LIGNES DROITES ET LES PLANS
401. Trouver T intersection d’une droite et d ' un plan dont on connaît les équations.
Soient
x = az + p ) l i = bz+q]
les équations de la droite donnée, et
Ai -j- By Cî D = 0 [2]
celle du plan donné. Les coordonnées du point demandé devant satisfaire à la fois aux équations du la droite et à l’équation du
plan, elles s'obtiendront en résolvant [I] et [2] par rapport à
En éliminant x et y, il vient
{ka + Bb + C)z + Kp-\-Bq + B=û [3],
équation d'où l’on tire la valeur de s; et, en la portant dans les équations [1], on obtient celles de x et dey.
Conditions pour qu'une droite soit parallèle & an plan
Lorsque la droite est parallèle au plan donné, le système [1] et [2] doit être impossible; ou, ce qui revient au même , les valeurs de x, y et z tirées de ces équations doivent être infinies. Donc les conditions du parallélisme d’une droite et d’un plan sont
Au -f- Bb -|- C = 0,
kp — j- Bq -j- 1) 0.
405. Conditions pour qu'une droite soit située dans tin pian.
Si la droite [1] était située dans le plan [2], toute solution de [1] devrait convenir à [2], et par suite le système [I] et [2] serait indéterminé. Les conditions demandées sont donc
Aa + Bè+C = 0,
A p -j- Bq -)- D = 0.
Remarque. La condition, pour qu’un plan soit parallèle à la droite [1], peut s’exprimer très-simplement en écrivant l’équation du plan sous la forme
x — az— p = \(y — bz — ç)-f y, [4];
et la condition, pour que le plan contienne la droite, s’obtient en écrivant
x — az — )k=X (y — bz — q) [5] .
Car on voit qu'aucune solution-dé [I] ne peut -satisfaire à [4};et, au contraire, que toute solution-dc [1] est-une solution de [&].
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464. Problème. Trouver l'équation d'un plan passant par un point donné et par une droite donnée.
L’équalion du plan demandé est de la forme
Ax -J- By “I* Cz -j- D — 0
Soit [xl , xj\ z') le point donné, et soient
x = az-\-p\ y=bz + qj
les équations de la droite donnée. On aura, entre les coefficients de l’équation [1], les trois relations
Ax' -{- By -}- G z1 -j- D = 0,
Ap -j- % -f- ü = o,
qui expriment que le point donné et la droite donnée sont dans le plan cherché (465). On en déduira les rapports de trois des coefficients A, B, G, D au quatrième, et en les portant dans [1], on aura l’équation demandée. Mais il vaut mieux traiter la question de la manière suivante.
En écrivant l’équation du plan cherché sous la forme
x — az — p = \(y-*bz — q) [3],
on exprime déjà que le plan contient la droite [2]. Pour exprimer que ce plan renferme le point donné, il suffit de substituer ses coordonnées dans [3J, ce gui donne
a;' — az' —p = \(y'—:bz,— q),
d’où, en éliminant A par division,
x — az — p y — bz — g
x' — az' — p ~~<y ’ — bz' — q‘
4Ôo. Problème. Trouver T équation d’un plan qui passe par une droite donnée D, et qui soit parallèle à une autre droite donnée D' .
Soient
x = az+p'i x = a'z+p'\
y = bz + q) LUJ’ y=b’z+q'}
les équations des droites données : l’équation du plan cherché pourra être mise sous la forme (•IBS, rem.)
x — az — p = \(y — b: — q).
ou x — Xy-f-(X& — a)z+Xg — p= 0 [P],
qui exprime déjà que le plan P contient la droite D. Pour que ce plan soit parallèle à D’ on doit avoir (402)
a' — Xi'-j- X6 — a = 0 [I],
De [1] l’on tire X = °~°, ;
cetle valeur, substituée dans l’inégalité [2], donne < a — o' , „
ou
ft étant une quantité différente de 0. Si celte condition est satisfaite l’équaliondeman dée sera
x — az — p y — bz — q
Remarques. I. Si l’équation [3] donne nî^O, le problème n’admet qu’une seule solution.
Si l’on trouve y = 0, l’équation [3] indique alors que les deux droites sont dans un môme plan, ce qui peut tenir à ce qu’elles se rencontrent ou à ce qu’elles sont parallèles. Dans le premier cas l’équation [1] fournit une valeur déterminée de X , et l’on n’obtient qu’un seul plan, savoir, celui qui passe par les deux
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droiles. Dans le second cas, on a a = a', b = b', et l'équation [1] est satisfaite par une valeur quelconque de X, ce qui doit être, puisque alors tout plan qui passe par D est parallèle à D' .
II. En chassant les dénominateurs, l’équation [P] devient (b — è'Jx — (a — a') y -f- (ab' — ba')z =p{b — b') — q(a — a').
4GG. Problème. D'un point donné (x', y', z') abaisser une perpendiculaire sur un plan, et trouver la longueur de cette perpendiculaire (coordonnées rectangulaires).
Les équations de la perpendiculaire demandée sont de la forme
Soit Ax + By + Cz-f D = 0 [2]
l’équation du plan donné. Pour que la droite [1] soit perpendiculaire à ce plan, on doit avoir (432)
Par suite, les équations de la perpendiculaire demandée sont
Pour obtenir la longueur de la perpendiculaire, il faudrait dans la formule
remplacer x, y, z par leurs valeurs tirées des équations [2] et [3J. Mais il est plus simple de calculer les valeurs des différences x — x', y— y', z — z'. A cet effet, on écrit l’équation du plan sous la forme
A(;r - x') -f B(y — y') +C(z-*') + Ax’+Ily'-f Cz' + D = û .
En faisant le calcul, on retombe sur la formule du n° 439.
467. Problème. Mener, par un point donné (x', y', z'), un plan perpendiculaire à une droite donnée (coordonnées rectangulaires).
L’équation du plan demandé est de la forme
Soient x = as + p,
y=bz + q,
les équations de la droite donnée. Pour que le plan soit perpendiculaire à cette droile, il faut (4«2) que l’on ait
a = £, &=?, ou A = «C, B = tC.
U tl
Portant ces valeurs dans l’équation [1], et divisant par C, on aura a (x— x1) -f 6 {y — y') -f z — s' = 0.
468. ' Problème. Par un point donné (x’, y', z') mener une perpendiculaire à une droite donnée, et déterminer le pied et la longueur de cette perpendiculaire (coordonnées rectangulaires).
Soient x=az-\-pi
y = bz+q) f J
les équations de la droite donnée. Concevons, par le point donné, un plan P perpendiculaire à cette droite. Ce plan aura pour équation (467)
et son intersection avec la droite D sera le pied de la perpendiculaire demandée. Cette dernière droite s’obtiendra en joignant ce pied au point donné.
Pour trouver la longueur de la perpendiculaire, il faudrait dans la formule
remplacer x, y, z par les coordonnées du pied de la perpendiculaire, valeurs que l’ou obtiendrait en résolvant les équations
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LD] et [PJ; mais il est plus simple île calculer les valeurs île x — x', y — y', z — Pour cela, on écrit les équations de la droite sous la forme
y — y,=b(z—z’) — y'+bz'+q.
En faisant le calcul, on retrouve les formules du n° 448.
480. Problème. Ti-ouvci • l'angle d'une droite et d'un plan (coordonnées rectangulaires).
L’angle demandé V est le complément de l’angle a de deux droites menées par l’origine, l’une parallèle à la droite donnée, et l’autre perpendiculaire au plan donné.
Soient x= az,
y=bz,
les équations de la parallèle à la droite donnée, et soit \x + Vij + Cz + D = 0
l’équation du plan donné. Les équations de la perpendiculaire à ce plan, menée par l’origine, sont (432)
On aura donc (440)
. ,r Aa+Bt+1
Sitl V — COS tt=3- . ;
Cette formule redonne les conditions déjà trouvées pour qu’une droite soit, perpendiculaire ou parallèle à un plan.
•470. PKOBtBME. Trouver la plus courte distance de deux droites, D et D', dont on connaît les équations (coordonnées, rectangulaires).
Si parda droite D on mène ut plan P parallèle à J)', «t par la droite D' un
plan P' parallèle à D , ces deux plans seront parallèles et leur distance sera égale à la distance demandée. Soient
x=as+p j y = bi + q j
fD’;
les équations des droites D et D'.
l es équations des plans P et P' seront (46S. rem. II)
(b—V)x — {a—a')y + (al/—ba)x=p ( b—b')—q (a — a'),
(b — b')x — (a — o') y + (al/ — ba')x=p'(b — b’) — q'(a — a').
Désignons par 8 et 8' les distances de l’origine aux plans P et P, et par A la distance demandée. Nous aurons, si les plans Pet P sont du même côté de l’origine. A = 8 — 8', et (4S9)
~ v'(a — uÿ + (b — b')' + (ab' — ba')'’
^ y^a — a')‘ -p (6 — b')’ + (ab' — ta'/’
par suite
(p— PO (4 — 40 — (g — <f) (a — o') tV — a’)'-f(t — b’i‘+{ab' — ba1)'" *
Si les plans P et P' étaient de part et d’autre de l’origine, ce qui, dans chaque cas particulier, sera facile à reconnaître en cherchant leurs points d’intersectiou avec l’axe des s par exemple, alors on aurait A=S' + 8. Dans tous les cas, le radical doit être pris avec le même signe que le numérateur, afin que la valeur de A soit positive.
En ayant égard aux formules des numéros (441 , rem. II) la valeur de A peut être mise sous la forme
_ (p — p') (cos p cos y' — cos Y cos fl') — (q — q'I (cos a cos y" — cos y cos *')
— sin V ’
V désignant l’angle de3 deux droites, et «, p, y; a\ PS yV1®s angles de ces droites avec les axes.
Rf.marqces. I. Lorsque les droites sont parallèles, on a a=o'et 6=1»'; la valeur de A se présente alors sous la forme de l’indétermination. Cette circonstance tient à ce que, dans ce cas particulier, les plans auxiliaires P et P, dont nous nous sommes servi pour établir cette formule, sont eux mêmes indéterminés. Pour avoir, dans ce cas, la distance des deux droites, il faudra d’un point quelconque de la première abaisser une perpendiculaire sur la seconde et calculer la longueur de cette perpendiculaire.
Mais oa peut encore faire disparaître cette indétermination apparente à l’aide
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Je l’artifice suivant. Menons par le point (p', q', 0), trace de D1 sur le plan des iij, une droite E, dont les coefficients angulaires soient a — e, 6 — c, e étant une quantité indéterminée que nous ferons ensuite tendre vers 0. En remplaçant a — a' et b — b' par s, la valeur de A se présente, après réduction, sous la forme
et comme elle ne contient pas t on voit qu’elle exprimera la distance de la droite D à la droite E dans toutes les positions de celle-ci, et par conséquent lorsque e sera nul, c’est-à-dire lorsque 5 sera parallèle à D.
IL On obtiendra les équations de la perpendiculaire commune aux deux droites données, en menant par D un plan perpendiculaire à P", par D” un plan perpendiculaire à P, et en cherchant l’intersection de ces deux plans. En développant le calcul , on trouvera
[(a — a') + b (ait' — ho')] (x — p)+ [h — b'—a(ab’ — ba') ] (y — g)
(a— a') + b' (aV —6a')] (*—?') + [6 — 6’— a'(a6’— ba')j (y— q')
Exercices. I. ifenrr par un point donné une droite parallèle d un plan donné et qui remontre une droite donnée.
IL Mener par un point donné un plan parallèle à deux droites données.
III. Trouver l’équation du plan qui partage en deux parties égales l'angle de deux plans donnés.
IV. Démontrer que les droites qui joignent les milieux des côtés opposés d’un quadrilatère gauche se rencontrent.
LEUR REDUCTION A LA FORME LA PLIS SIMPLE
471. Forait’ générale de l'équation du second degré & trois variables. L'équation la plus générale du second degré à trois variables peut être luise sous la forme
Ax’ + \y + A"r*+ 2ïiyz 4- 2R’-x 4- 2B"xt/ -{- 2Cx -f 2C'y
Elle contient dix termes : sa discussion immédiate entraînerait donc à des calculs très-compliqués. C’est pourquoi, avant d’exainincr les divers genres de surfaces qu’elle est susceptible de représenter, il convient de la réduire à une forme plus simple. Celle réduction s'effectue d'une manière analogue à celle de l’équation du second degré à deux variables, en se fondant sur les propriétés du centre et des plans diamétraux, dont nous allons d'abord nous occuper.
§ t. I>C CENTRE.
472. On nomme centre d’une surface un point tel que si, par ce point, on mène une sécante quelconque à la surface, elle la rencontre en des points qui sont placés deux à deux à égale dislance du point considéré.
- 475. Théorème. Si une surface a pour centre l'origine des coordonnées, son équation ne change pas quand on y remplace x, y et y. par — x, — y et — z; et réciproquement : si l'équation d'une surface ne change pas quand on y remplace x, y cl z par — x — y et — z, la surface a pour centre V origine des coordonnées.
Les démonstrations de ce théorème et de sa réciproque sont tout à fait analogues à celles du théorème du n° 120, page 127.
Corollaire. L’équation d'une surface algébrique à centre, lorsqu’on prend ce point pour origine, ne contient que des termes de même parité, et réciproquement.
Coordonnées du centre des surfaces du second degré
Pour savoir si la surface représentée par l’équation [1] ou plus simplement par
a un centre, cherchons s'il n’est pas possible de faire disparaître les termes du premier degré par un simple déplacement de l’origine. A cet effet, transportons l’origine en un point ( x lt ylt l’équation transformée sera, en supprimant les accents des nouvelles variables,
Ax' + 2B;y + 2(Ar, + Br, + B";/, + C)x\
4- A’;/* -f-2B'n-J- 2(A ’ij, + Br, -f- B"j\-}- C)y > -f- /X-r, , j/,,r,) = 0. + A "r* -f 2B".ri/+ 2(A“r1 + U;/, + B'r, + CT)z \
On voit que les valeurs de x„ yu z„ propres à faire disparaître les termes du premier degré, sont données par les équations
Ax, 4- B'r, 4~ b ";/ , 4“ C = 0’
A'ÿ, 4" Br, 4~ B’.r, 4* G' = 0 [c],
A'r.4-%, + B'.r,4-C"=oJ
lesquelles reviennent ù
Ainsi, les coordonnées du centre d’une surface du second degré s’obtiendront en résolvant le système des trois équations formées en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation de la surface, prises par rapport à chacune des variables.
Les équations [c] résolues par la méthode ordinaire donnent
dans lesquelles on a pour le dénominateur commun H,
R = AB2 -}- A'B” + AB’’ — AA'A" - 2BBB
La possibilité de faire disparaître les termes du premier degré tient, comme nous l’avons vu, à l'existence d’uu centre situé au point (jr,, «/,, 2,). Donc, suivant que les valeurs [c1] seront finies et déterminées, indéterminées ou infinies, la surface admettra un centre unique, une infinité de centres, ou n’en admettra aucun. Mais, avant d’examiner ces différents cas, nous indiquerons une règle mnémonique pour retenir la fonction R qui, comme nous allons le voir, joue un rôle important dans celte théorie. Si l’on écrit les coefficients des termes du second degré comme il suit :
la fonction R est égale à la somme des produits des nombres contenus dans chaque ligne verticale moins la somme des produits des nombres contenus dans chaque ligne horizontale.
475. Surfaces a centre unique. Si l’on «a R ^ 0, les Valeurs [c’] sont finies et déterminées , et les équations [c] n’ont qu’une seule solution commune : la surface admet donc un centre et n’en admet qu’un seul. En y transportant l’origine, l’équation [1] se réduit à
A**+ AV-f KV+ 2Bt /z + 2B ’zx -f -f F, = 0 [2j,
en posant pour abréger
F»=/‘(*lt î/i, -.)•
Cette équation ne renferme qu’un seul coefficient nouveau, F,/ dont la valeur peut s’obtenir d’une manière' très-simple. Si l’on multiplie la première des équations [c] para:,, la deuxième par y,, la troisième par r,, et qu’on ajoute, on a
Aj,1 + 2Bi/,2, -f Cx, 1 +A'y1’-f-2B’*Isl+C'y,>=0,
+ AV + 2ira:1!/l+C''.:1)
ce qui, en augmentant les deux membres de Cx, + C'i/, -j-C"z,, donne •
A*. . V i , *i) — F = Cx, -f C'y, + C "z, ,
et par suite
F, =/'(x1 , y,, z,) = F -j-Cïj + C'i/i-l-C"-,,
valeur facile à calculer. On voit que le terme constant de la nouvelle équation est égal au terme constant de la première, augmenté de la demi somme des termes du premier degré dans lesquels on a remplacé x, y, s, par xlt yit z,.
Exemple. Soit l’équation
** + 3y’ + 4z‘ + 2yx + 4 sx + 6zy — 26*— 24y — 32ï — 26 = 0.
Les équations du centre sont
*i+3y, +2*, = 13 3*i + 3ÿi+ Z, =12 2*i-f* y> +4ii = 16; elles admettent une solution unique •
*i = I, y. = 2, Zi = 3.
Donc la surface proposée admet un centre dont ces valeurs représentent les coordonnées.
On a, dans ce cas
F, =-26- 13.1 — 12.2 — 16.3=— 111, et l’équation de la surface se réduit à
*’ +• 3y’ + 4ï’ + 2y l + 4z* + 6iy — 1 1 1 = 0.
Si l’on avait F, = 0, l’équation se réduirait à
Kx1 + A y + AV + 2B yz+ SB'za: -f 2B".ry = 0 [3],
et serait homogène par rapport aux trois variables. 11 est facile de voir qu’elle représente alors un cône. En effet, soient
x — az,
y—bz,
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les équations d’une droite menée par l’origine : ces valeurs de x et de y étant substituées dans [3] donnent
zs[Aa5 + AV + A" + 2B6 + 2B'a + 2B’’a&] = 0,
équation satisfaite, quel que soit z, si l’on a
An1 + AV+ A" + 2B b + 2B'a + 2B"ai> = 0 [4].
La surface contient donc toutes les droites qui passent par l’origine et dont les cocfiicients angulaires satisfont à la relation [4] : c’est donc un cône.
Une surface conique est d’ailleurs, par sa définition môine, une surface à centre.
Remarque. Si la relation [4] ne fournissait que des valeurs imaginaires de a pour toute valeur réelle de b, l’équation [3] ne représenterait en réalité qu’un seul point, l’origine nouvelle des coordonnées. On peut dire aussi que l’équation représente, dans ce cas, un cône imaginaire.
On jugera que l’équation représente un cône réel ou imaginaire, suivant que l’intersection de la surface par un plan sera une courbe réelle ou imaginaire. Il y aura avantage à choisir pour cet objet un plan parallèle à l’un des plans coordonnés.
Exemple. Soit l'équation
*' + 3y' + 4x’ + 2|/i + 4ïx + 6ry— 26*— 24y— 32x + 85 = 0.
La surface qu'elle représente a un centre, dont les coordonnées sont z = 1 , 11 = 1, 3=3. En y transportant l’origine, on trouve
*’ + 3y’ + 4x’ + 2yï + kzx + 6zy = 0.
En faisant x = l on obtient
x’ + 3ÿ’ + Cxy + 2y + 4x + 4=0,
éq ation qui représente une hyperbole : la surface proposée est donc un cène.
477. Surfaces dénuées de rentre. Si II = 0 Ct que l'utl ail moins des numérateurs N, P, Q, soit différent de zéro, l’une au moins des valeurs [c’] sera infinie , ct les équations [c] n’auront aucune solution commune: la surface sera dénuée de centre.
Exemple. Soit l’équation
l’ + îy1— 8xy -f Gx — 21/ + 4i — 25 = 0,
ou trouve x, = oo , ce qui indique qu’il n'y a pas de centre. Et en effet, l'équation f, =0 (474) se réduit dans cecasà4 = 0, ce qui est absurde, et indique bien qu'on ne peut pas faire disparaître le terme en x.
478. Surfaces qui admettent une infinité de centres. Si l’oit a en même temps
les valeurs [c'] sont indéterminées et la surface admet une infinité de centres, parce que les équations [c] se réduisent alors à deux ou même à une seule, et qu'il est possible d’y satisfaire d’une infinité de manières. Il faut distinguer deux cas.
Mais auparavant, remarquons qu’une surface du second degré ne peut être coupée par un plan que suivant une courbe du second degré ou l’une de ses variétés ; car les formules d’Euler (433), qui servent à obtenir l’équation de la section dans son plan, sont du premier degré par rapport aux variables. Gela posé,
1° Si les équations [c] se réduisent à deux, eh sorte que la troisième, par exemple, soit une conséquence des deux autres, les • centres se trouvent tous sur la droite D représentée par l’ensemble des deux premières. Coupons la surface par deux plans P et Q, l’un qui coupe la ligne des centres, l’autre qui la contienne. La première section est une courbe du second degré C, ayant pour centre le point de rencontre du plan P et de la droite D. C’est donc une hyperbole ou une ellipse ou une variété d’une de ces courbes. La seconde section, aussi du second degré, a une infinité de centres situés sur I), et ne peut, par conséquent, être que l'ensemble de deux parallèles à celte droite. En faisant tourner le plan 0 autour de la ligne des centres, on obtiendra une infinité de droites, toutes parallèles et rencontrant la section transversale C. Donc la surface représentée est un cylindre a base elliptique ou hyperbolique, comprenant comme variétés une droite unique ou deux plans qui se coupent.
2° Si les équations [c] se réduisent à une seule, à la première, par exemple, la surface admet une infinité de centres situés sur le plan P que cette équation représente.
Soit M un point quelconque de la surface. Si par ce point on mène un plan Q quelconque, mais non parallèle au plan P, il coupera ce plan suivant une droite D, et son intcrseclion avec la surface devant avoir une infinité de centres sur la droite D, ne pourra être que l’ensemble de deux droites d et d' parallèles à D, situées de part et d’autre du plan P à égale distance de ce plan, et dont l'une d passera par le point M. Si l’on fait varier le plan Q, la droited, passant par M et restant parallèle à P, décrira un plan parallèle à P, et la droite d' en décrira un second situé de l’autre , côté de P à une distance égale. La surface se compose donc, dans ce cas, de deux plans parallèles qui peuvent, comme cas particulier, se réduire à un seul.
Exemples. 1" Soit l'équation
4x’ + 9y’ + 97x’— 16«— 54Xÿ — 36 = 0. [1]
Les équations du centre sont, en supprimant les indices,
kx— 8: =0 j 9y — 27s=0 v 97i — 8j^ — 27y=OJ
On tire des deux premières
* = 2ï, y = 3x valeurs qui, portées dans la troisième, donnent
97x-16x-81x = 0 ou 0 = 0.
D'ailleurs, si l’on coupe la surface par le plan des xy, on obtient la courbe qui a pour équations
Donc la surface est un cylindre à base elliptique. Ses génératrices sont parallèles i la droite représentée par les équations [2] et on peut le considérer comme ayant pour directrice l'ellipse représenté:; par les équations [3].
2’ Soit l'équation
& + y’ + 5x’— 2rx — hiji — 2x + 2ï + 1 =0.
RÉDUCTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 453 Les équations du centre sont
dont la troisième est une conséquence des deux premières. La surface a donc une infinité de centres en ligne droite. Mais si l’on coupe la surface par le plan des xij, on obtient pour l'équation de la section
(s-ij’ + y’^o,
qui ne représente qu’un point. La surface se réduit donc à une droite.
3" Soit l’équation
8*’ + 18y' + 2i’ + 12yi + Six + 24ury — f.Oi — 7 5y — 25; + 1.5 = 0 [ I ] les équations du centre sont, en supprimant les indices 8J+12y + 4i = 25 12ac+18y +6x = y?
On reconnaît que la deuxième s’obtient en multipliant la première par J; la troisième en multipliant la première par i. Donc la surface se compose de deux plans parallèles.
En effet, si l'on résout l’équation [T par rapport à x, on trouve, tout calcul fait
L’équation [1] est donc le produit des suivantes
qui représentent bien deux plans parallèles.
4° En appliquant les mêmes méthodes à l'équation
*’ + ÿ’ + x’ + 2y* + 2Jï + 2xy — lftr— lOy — 10x + 25 = 0,
on reconnaît qu'elle représente deux plans qui se confondent et qui ont pour équation commune
Le premier membre de l'équation n’est eu effet que le carré de (i + y + i— 5).
k'ok
§ 2. TLASS DIAMÉTRAUX.
Surface diamétrale. Plan diamétral. Le ÜCU (les milieux
de toutes les cordes d’une surface, parallèles à une même direction, se nomme une surface diamétrale. Si la surface est du m*** ordre, les cordes considérées pouvant la rencontrer en m points, la
surface diamétrale pourra être du degré , puisque les
m points d’intersection, combinés deux à deux, déterminent — — cordes et par conséquent ■■ milieux. Une sur-
face diamétrale sera donc, en général, d’un degré plus élevé que celui de la surface proposée. Mais lorsque t/i=.2, le degré de la surface diamétrale est I, c’est-à-dire que c’est un plan. On lui donne alors le nom de plan diamétral.
Toute droite parallèle aux cordes qu’un plan diamétral divise en deux parties égales est dite conjuguée à ce plan diamétral.
480 Lorsqu’on prend un plan diamétral pour plan des xy, et pour axe des z une droite conjuguée à ce plan, la substitution de — ; à -J- s ne doit pas changer l’équation de la surface, ce qui exige qu’elle n’ait que des termes de même parité en z, c’est-àdire ou tous de degré pair, ou tous de degré impair. Mais, dans ce dernier cas, il ne doit pas exister de terme indépendant de z. Le premier membre de l’équation est donc divisible par z ; et, par suite, celle équation étant satisfaite par z — 0, quels que soient x et y, représente l’ensemble du plan des xy et d’une certaine surface de degré pair en ; ; de sorte qu’en divisant l’équation par z il ne restera que des termes de degré pair. On conclut de là que lorsqu'une surface admet un plan diamétral, si l'on prend ce plan pour l'un des plans coordonnes, l'équation ne renfermera que des puissances paires de la variable relative à l’axe non situé dans ce plan.
Réciproquement, lorsque cette corulition est remplie, par rapport à la variable ; par exemple, le plan des xy est un plan diamétral, puisqu’à chaque système de valeurs de x et de y, correspondent deux valeurs de - égales et de signes contraires.
Remarque. Si l’équation contenait un terme en a, mais ne renfermait par d’autre terme de degré impair par rapport à cette variable, le plan des xy ne serait plus un plan diamétral, mais il serait parallèle à un plan diamétral, puisqu’on pourrait, en général, faire disparaître le terme en z par un simple déplacement de l’origine sur l’axe des z.
Exemples. I. Les équations
4xJ— 3^ = 48
je* — 3Jx5 + 4Jÿ + 2y=64,
représentent des surfaces qui ont pour plan diamétral le plan des xy : la direction conjuguée est celle de l’axe des i.
II. Les surfaces 3i’ + 2y’ + 4*y+ 5ï
ont un plan diamétral parallèle au plan des xy. Seulement, dans la seconde, le coefficient de x1 étant nul, ce plan est A l’infini.
4flt. Plans diamétraux conjugncs. Deux plans diamétraux sont dits conjugués lorsque les cordes conjuguées à l’un d’eux sont parallèles à l’autre.
Lorsqu’on prend deux plans conjugués pour plans des xy et des xz, et pour axes des y et des z des droites respectivement conjuguées à ces plans, l'équation ne doit contenir que des puissances paires de z -et de y. Et réciproquement si ces conditions sont remplies, le plan des xy et celui des xz seront deux plans diamétraux conjugués.
Les plans des xy et des xz seraient encore conjugués si, en faisant tourner l’axe des y dans le plan des xy, et l’axe des z dans le plan désira, on pouvait ramener l’équation à la forme précédente.
Trois plans diamétraux sont dits conjugués lorsque deux quelconques d’entre eux sont conjugués.
Lorsque les trois plans coordonnés sont conjugués, l’équation de la surface ne doit renfermer que des puissances paires de chacune des variables.
Exemples. Les plans des ztj et des xi sont des plans diamétraux conjugués par rapport aux surfaces que représentent les équations
4xi + 3sj! — 5:’+3y’ = 100
ta3— 6xy=i5.
Les plans coordonnés sont conjugués relativement A la surface qui a pour équation
4R2. pians diamétraux principaux. Un plan diamétral est dit principal, lorsqu’il est perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales.
Les cordes conjuguées à un plan principal sont dites cordes principales.
405. Diamètres, axes, sommets. L’intersection de deux plans diamétraux se nomme un diamètre. Le diamètre est principal lorsqu’il est l’intersection de deux plans principaux. On lui donne aussi le nom d’axe.
On nomme sommet le point où une surface est rencontrée par un de ses axes.
Trois diamètres sont conjugués lorsque les plans qui les contiennent sont conjugués.
40 î. Dans toute surface du second degré, les surfaces diamétrales sont des plans.
Nous avons déjà été conduit à ce résultat par la considération du degré de la surface diamétrale (479), mais on peut aussi démontrer la proposition de la manière suivante :
Rappelons d’abord que toute surface du second degré est coupée par un plan, suivant une courbe du second degré (453, Rem.). Un diamètre de la section ainsi obtenue aura évidemment tous ses points sur la surface diamétrale conjuguée aux cordes qu’il divise en deux parties égales.
Maintenant, soient S une surface du second degré, et S' une de ses surfaces diamétrales ; si par deux points quelconques pris sur S', on mène un plan P parallèle aux cordes conjuguées, ces deux points appartiendront nu diamètre conjugué à ces cordes dans la courbe du deuxième degré qui résulte de l’intersection du plan P
et de la surface S. Mais ce diamètre est une ligne droite ; et celle droite doit être tout entière dans la surface diamétrale. Donc celte surface contient en entier toute ligne droite qui passe par deux de ses points. C'est donc un plan.
48iî. Équation générale des plans diamétraux des snrfares du second degré. Jusqu’à présent nous n’avons fait aucune hypothèse sur la direction des axes. Désormais nous supposerons ccs axes rectangulaires, ce qui est permis, puisqu’on peut toujours passer de l’équation de la surface rapportée à des axes obliques à l’équation de cette surface rapportée à des axes rectangulaires : on sait que dans ce passage son degré reste le môme.
Soit donc
Ax5 + A'y5 + A";1 + 2Bi/5 + 2B'x; -f 2B"’xj/ -f 2Cx + 2C'j/ + 2C"s-f F = 0 [lj,
ou plus simplement f(x, y , s) = 0,
l’équation de la surface, rapportée cette fois à des axes rectangulaires.
486. Plans diamétraux conjugués aux axes. On peut d’abord obtenir très-simplement les plans diamétraux conjugués aux axes. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de l’axe des x. En résolvant l’équation par rapport à x, on trouve
B"iy + B's -f- C A
V désignant une certaine fonction de y et de z. On voit par là que, pour avoir les points de rencontre d’une parallèle à l’axe des x avec la surface proposée, il faut ajouter et retrancher alternativement la quantité /V, à l’x du point où cette parallèle rencontre le plan donné par l’équation
ou Ax + B"t/-f B'x + C = 0 [P];
Donc le plan [P] est le plan diamétral conjugué à l’axe des x.
Remarques. I. L’équation [P] revient à fI=0. Ainsi les plans diamétraux conjugués aux axes sont donnés par les équations
fm —0, /;' = 0, f.' = 0.
II. Les équations qui nous ont servi à déterminer le centre d’une surface du second degré n’étaient donc que les équations de trois plans conjugués aux axes.
III. Le calcul que nous venons de faire est indépendant de la direction des axes, en sorte que fm = 0 sera encore l’équation du plan diamétral conjugué à l’axe x', dans le cas des coordonnées obliques.
IV. Si la quantité V sous le radical était un carré parfait, l’équation [1] serait décomposable en deux facteurs du premier degré et représenterait deux plans.
Plan diamétral conjugué A une direction quelconque
Soient
x=az et y = bz
les équations de la direction donnée, et (x„y„ s,) le milieu de l’une des cordes parallèles à celte direction; si nous transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en ce point, l’équation de la surface deviendra
f(x + xt, y + y„ 5 + r,) = 0 [3],
et les équations de la droite qui détermine la corde considérée seront précisément les équations [2], cette droite passant par la nouvelle origine et faisant les mêmes angles avec les nouveaux axes qu’avec les anciens. Maintenant, si nous éliminons a; et y entre les équations [2] et [3], il viendra
[Aa5 + A'i»1 -j- A" + 2B6 + 2B'a + 2B "ab] z1 + [afM\xt,y„zt)+bft\x„xl,zl)-\-fM'(xi,yl,z,)]z-\-f(x, y, z) — Q [4],
équation dont les racines sont les z des deux extrémités de la
corde considérée ; ces racines devant être égales et de signes contraires, il faut qu’on ait , en supprimant les indices,
<*/*.+ V.+f.=0 [fl-
Cette équation étant vérifiée par les coordonnées du milieu d’une corde quelconque parallèle à la direction donnée, est l’équation du plan diamétral cherché.
Remarque. L’équation [</] est satisfaite quand on a /V = 0, fj= 0, — c’est-à-dire lorsqu’on y substitue les coordonnées
du centre. Ainsi, quand la surface a un centre, ce point se trouve sur un plan diamétral quelconque; tous les plans diamétraux passent donc par le centre, ce qui d’ailleurs est évident.
Soient
i = cosi, wi = cos (*, n=cosv
les cosinus des angles que la direction donnée fait avec les axes positifs ; les équations d’une droite menée par l’origine parallèlement à cette direction sont^= — = et on aa=-, b=— ;
par suite l'équation [</] prend la forme très-symétrique If *-) -mf ,-( -nf , = 0.
La substitution des valeurs de fj, f,' et f,' dans cette équation la réduit à
(Ai + B"m + B'n)z + (B "i + A ’m + Bn)y -f (B'i -f Bm + A "n)z + Ci-f C'm-f Cwn=0 [D].
Pour la retenir sous cette nouvelle forme, on remarquera que le coefficient de x est la moitié de la dérivée, par rapport à x, des termes du second degré de f(x, y, z), après qu’on y a remplacé x par I, y par m, s par n : une règle analogue donnera les coefficients de y et de s. Quant au tenue tout connu, il est égal à la moitié de l'ensemble des termes du premier degré, dans lesquels on a fait les mêmes substitutions.
Remarques I. Le plan diamétral correspondant à la direction donnée sera situé à l'infini, si l’on a à la fois
A/+B*m + B’n=0, ffï+A'm-f Bn=0, B7+Bm-f- A"»=0.
Mais les seconds membres de ces équations étants nuis, et les cosinus l, m et n ne pouvant être tous les trois nuis à la fois, d’après la théorie des équations de celte forme, celte circonstance ne peut se présenter que dans le cas où le dénominateur commun aux valeurs de ni, n cl l tirées de ces équations, est égal à zéro ; et comme ce dénominateur n’est autre que le dénominateur R des coordonnées du centre (474), la circonstance en question s’olfre seulement dans les surfaces dénuées de centre ou qui en ont une infinité.
II. 11 n’y a pas de plan diamétral correspondant à la direction donnée quand les coefficients angulaires a et 6 vérifient la relation
Aa5 + A’6l + A" + m + 2B'a + 2B''a6 = 0,
puisque alors l’équation [4] admet une racine infinie; et il n’existe pas de cordes parallèles à la direction donnée.
489. Plans principaux. Cordes principales. Pour que le plan représenté par l’équation [D| soit un plan principal, il faut qu'il soit perpendiculaire à la droite qui a pour équations
et qui lui est conjuguée. On doit donc avoir (452)
AJ + B-wi+B'n B'7 + A’w + B» B7 + Bto + A’n , ,
l m ~ T, la]‘
Ces équations reviennent à
B”/-}- (A' — f)m-|- Bn = 0 1 [A],
B7+Bm-f-(A" —s)n— O)
en désignant par s la valeur commune de ces trois rapports ; on a de plus l’équation de condition
Mais les équations [A], en y considérant l, m, n comme des inconnues, ne sont compatibles, par les raisons indiquées dans la remarque I du numéro précédent, que si le dénominateur commun est égal à 0. On devra donc avoir
(A —s) (A ' — *) (A" — i) — (A — 5) B2 — ( A' — i)B’' — (A" — s) B"1 -f 2BBB*=0,
c’est-à-dire
+ (AA' -f- AA" + A’ A" — B* — B'* — B"*)s + R = 0, ou plus simplement
i,-j-Ps24-Qi+R=0 0],
en posant pour abréger
R = AB* 4- A'B'* 4- A" B"* — A A'A* — 2BB'B
Remarque. Nous avons déjà donné une règle mnémonique pour retenir R, qui n’est autre que le dénominateur commun des coor- . données du centre, au moyen du tableau
Les autres coefficients de l’équation [i] peuvent se retenir à l’aide du même tableau : P est égal à moins la somme des nombres de la première ligne; Q est égal à la somme des produits
deux à deux des nombres de la première ligne, moins les carrés des nombres de la seconde.
490. L'équation [s] étant du troisième degré admet au moins une racine réelle. Les équations [A] ont donc au moins une solution réelle ; et, par suite, il existe au moins un plan principal.
Le plan principal pourrait être situé à l’infini, ce qui arriverait si l'équation [s] avait une racine nulle. Mais cette circonstance ne se présente que si R = 0, c’est-à-dire dans les surfaces dénuées de centre ou qui en ont une infinité.
Remarque. Les rapports -, — donnés par les équations [a], étant substitués dans [«], on pourra tirer de cette dernière deux valeurs de n égales et de signes contraires. Mais, comme les rapports j,
— sont déterminés, il est clair que si n change de signe, l et ni
doivent en changer également. Les deux solutions obtenues ainsi correspondent donc aux deux segments d’une même direction et ne fournissent en réalité qu’un seul plan principal.
Nous démontrerons plus loin que l’équation [s] a ses trois racines réelles; il en résulte qu’il existe toujours trois systèmes de plans principaux, ou du moins de cordes principales, et qu’il n’en existe que trois, en exceptant toutefois les cas d’indétermination que nous examinerons plus tard.
$ 3. REDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A TROIS VARIABLES.
491. Évanouissement des termes qui renferment les produits des variables. Puisqu’il existe au moins un système de cordes principales, prenons l’axe des s parallèle à leur direction, c’est-à-dire supposons 1=0, m = 0, n = 1 . Les équations [n] reviennent alors à
It B' A/'
et par conséquent l’on doit avoir
c’est-à-dire que les termes en yz et en xz ne doivent plus entrer dans l’équation de la surface, qui se trouve ainsi réduite à
AjX1 4“ Ai 'y* ~|- N;’ -{- 2Y\'\xy -j- 2Gx — j- 21 ïy -j- 2lz -f-F = 0.
Mais, par un changement d’axes dans le plan des xy, on peut toujours faire disparaître xy. L’équation se réduira donc en définitive à
Lx* -f M y* + N -f 2Gx + 2Hy + 2lz + F = 0 [2],
qui représente encore, en coordonnées rectangulaires, toutes les surfaces du second ordre.
492. Équation des surfaces A centre unique. Si après Cette transformation aucun des coefticients des carrés n’est égal à 0, on pourra faire disparaître les termes du premier degré en transportant l’origine au point dont les coordonnées sont
La surface aura donc pour centre unique le point (xi , y,, z,) et son équation se réduira à
Lx1 4" My* 4~ Ns* = T [I].
Si l’on avait L = 0 et G = 0, le terme en x n’existerait plus, et l’on ferait disparaître en outre les termes Ht/ et 1-, en transportant l’origine au point (0, y,, z,). L’équation prendrait alors la forme
My*4-Nx*=T,
qui est comprise dans la forme [I] en supposant L = 0. On voit qu’elle représente un cylindre à base elliptique ou hyperbolique.
Si l’on avait L = 0, G = 0, M = 0, H = 0, le terme en z disparaîtrait par un simple déplacement de l’origine sur l’axe des z et l’équation se réduirait à
Mais cette dernière équation, qui représente deux plans parallèles
situés à égale distance du plan des xy, est encore comprise dans l’équation [I] en faisant L = 0, M = 0.
Ainsi, l'équation [1] comprend toutes les surfaces qui ont un centre unique, ou une infinité de centres situés soit en ligne droite, soit sur un même plan.
Équation des surfaces dénuées de rentre. — Si L est
égal à 0 sans que G soit nul, il ne sera plus possible de faire disparaître le terme en x, et la surface sera dénuée de centre; mais on pourra faire disparaître le terme tout connu ainsi que les termes en y et en z, en transportant l’origine au point dont les coordonnés sont
L’équation prend alors la forme
Mÿ* + Nz*=2U* [11].
Si l’on avait en môme temps L = 0, M = 0, mais G et H différents de 0, le terme en z ayant disparu par un déplacement de l’origine sur l’axe des z, l’équation prendrait la forme
Nz' + 2G*+2Hy+F = 0.
Celte surface rencontre le plan des xy suivant la droite qui a pour équation
2Gx+2Hj/ + F=0,
et il est clair que si l'on transporte l’origine en un point de cette droite, et que l’on prenne cette droite elle-même pour axe des y, on devra avoir alors x=0, pour z= 0, quel que soit y, ce qui exige évidemment que l’équation se réduise à
Nz'=2U*.
Mais celte équation, qui représente un cylindre à base parabolique, est comprise dans la forme [II] en supposant M = 0.
494. Résumé. Ainsi, toute équation du second degré à trois variables peut être ramenée à l’une de ces deux formes
Lc*+My*+N3*=T
My* + Nz‘=2Ux
[ni.
La première convient à toutes les surfaces qui ont un centra ou une infinité de centres ; la deuxième comprend les surfaces qui en sont dénuées.
La première montre que les plans actuels des coordonnées sont > des plans principaux ; l’équation [s] a donc alors ses trois racines réelles. Dans la seconde le plan des zx et celui des xy sont principaux, ce qui montre que l'équation [s] a dans ce cas deux racines réelles : donc la troisième est aussi réelle ; mais comme sa valeur est égale à 0, le plan principal correspondant est situé à l’infini (400).
On doit conclure de là que les racines de l’équation [s] sont réelles dans tous les cas; que, par suite, il existe toujours trois plans principaux perpendiculaires entre eux et trois systèmes de cordes principales aussi perpendiculaires entre elles.
Remarque. On peut établir la réalité des trois racines de l’équation [a] par une discussion directe; mais comme celte discussion ne laisse pas que d’ôtre assez longue et assez délicate et qu’elle n’est pas nécessaire pour démontrer la possibilité de réduire l’équation du second degré à trois variables, nous avons cru devoir l’omettre.
49Ü. Réduction effective de l'équation du second degré & la forme la plus simple. Ce qui précède démontre bien la possibilité de réduire l’équation proposée à la forme
Lx* + My* + N** + 2Gx -f 2Hy + 21* + F = 0 [2] ,
et, par suite, à l’une des deux formes [I] ou [II] ; mais il nous reste à indiquer comment on parviendra à opérer cette réduction.
GÉOM. ANAL. 30
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l)’abord la résolution des équations [A] fournit, pour chaque valeur de s, un système de valeurs de /, m, n. On a donc trois systèmes l, m, n ; l', m', n' ; l", m", n", qui représentent les coefficients de direction des trois axes rectangulaires auxquels il faut rapporter la surface pour faire disparaître les produits des variables; les formules de transformation sont alors (451)
x = lx' -j -l'y’ + iV z = nx' + nV-f-n'-'.
On trouve facilement, en ne prenant dans cette substitution que les ternies en x n,
L = Ai* + A'm» + AV + 2Bmn -f 2B'nI + 2B7m.
Or, d’un autre côté, si l’on multiplie les équations [A] respectivement par 1, m, n, et qu’on ajoute, on trouve, en ayant égard à[«]
A/1 -j- A 'm* -f- AV -f- 2Bmn -f- 2B'nl -|- 2B7m = s ;
donc L est une racine de l’équation [s] et par suite M et N seront les deux autres racines.
Quant aux valeurs de G, II, I, on aura
G = Cf -j- C'm -j- Cil
H = Cf' + C’m' + CV
I = Ci" -f C'm" -}-C"rt*.
F n’a pas varié dans toutes ces transformations puisqu’on n’a pas déplacé l’origine.
La réduction ultérieure à l’une des deux formes [I] ou [II] ne présentera ensuite aucune difficulté. S’il s’agit d’uncsurface douée de centre, on n’aura plus qu’à calculerT.ce que nous savons déjà faire (-173). S'il s’agit d’une surface dépourvue de centre , le coefficient désigné par U sera la quantité que nous venons d’appeler G, changée de signe , et elle se calculera en tirant des
équations [A] et [«J les valeurs de l, m, n, qui correspondent à * = 0.
Pour éclaircir ce qui précède, il conviendrait de donner ici quelques exemples de réduction d’équations numériques ; mais comme nous ne connaissons pas encore les différents genres de surfaces représentées par l’équation [I] , et que d’ailleurs la réduction et la discussion des équations numériques à trois variables est une question très-importante, nous y consacrons un chapitre spécial que l’on trouvera plus loin (voir chap. VII).
Remarques. I. On peut prendre pour le coefficient de x *, l'une quelconque des racines de l’équation [5]; mais, malgré une diversité apparente, on aura toujours au fond le même système d’axes. En effet, si l’on change L en M et M en L, il faudra aussi changer l, m, n en l’ , m', n', et réciproquement; par conséquent mettre H à la place de G, et G à la place de H. Lanouvelle équation ne différera donc de la précédente, que parce que les lettres xety auront été permutées, ce qui revient à changer les dénominations de deux axes.
II. Si l’on avait A" = 0, R =0, B' = 0, l’équation [2] représenterait un cylindre parallèle à l’axe des s; l’une des valeurs de* serait nulle et les coefficients de x* et de y’ dans l’équation transformée seraient les racines de l’équation du second degré
ss — (A + A > + A A — B" = 0.
Il est facile de s’assurer, en effet, que dans la réduction de l’équation du second degré à doux variables, le calcul des coefficients de x* et de y* revient à la résolution de cette équation (voir lr* partie, n° 17îi).
III. Si l’on calcule la fonction analogue à R, de l’équation transformée, on trouve — MNL; celte valeur est précisément égale à R, d’après une propriété bien connue des équations. Ainsi la fonction caractéristique II a conservé sa valeurdansla transformation. Une circonstance semblable s’était produite dans la réduction de l’équation du second degré à deux variables.
A96. La réduction de l’équation générale à la forme [2] peut
sc faire au moins d’une manière; mais on peut se demander s’il n’existe pas plusieurs systèmes d'axes propres à atteindre le même but.
Pour répondre à celte question, je prends l’équation sous la forme [2], et je cherche s’il n’est pas possible de changer les axes rectangulaires en d'autres également rectangulaires, de telle sorte que les produits des variables qui ont déjà disparu ne reparais* sent pas. A cet effet, il faut faire dans les formules [A]
et donner à s l’une des trois valeurs L, M ou N.
Si l’on fait d’abord s = L, on obtient
11= IL j
Mw=«iL| [A’].
Nn=fiL]
La première équation est satisfaite d’elle-même; les deux autres ne peuvent l’être, si M et N sont différents de L, que par
7/1 = cos|x — 0 n = cosv = 0, et par suite / = cosX = l ,
valeurs qui correspondent aux mêmes axes ou à ces axes changés de sens.
On arrive à la même conclusion en supposant s = M ou « = N.
Ainsi l’on voit que tant que les racines de l’équation [s] sont inégales, il n’existe qu’un seul système d’axes propres à faire disparaître les produits des variables, pourvu que l’on considère comme équivalents les systèmes qui ne diffèrent que par la dénomination des axes ou par le sens suivant lequel sont comptées les coordonnées positives. La réduction à la forme [2] ne pouvant se faire que d’une seule manière, la réduction ultérieure à l’une des deux formes [I] ou [II] ne pourra également sc faire que d’une seule manière, en sorte qu’il n’existe que trois plans principaux.
Mais si deux racines de l’équation [s] étaient égales, si, par exemple, on avait L=M, la seconde des équations [A’] serait vé-
rifiée, pour toute valeur de m, et par conséquent l'axe des x restant le même, deux droites quelconques perpendiculaires entre elles et perpendiculaires à cet axe pourraient être prises pour axes des y et des s, sans que la forme de l’équation [1] changeât. Mais dans ce cas, toute section représentée par les équations
z = «, Lr*+Ly‘+Na,+ 2Ga: + 2lI;/ + 2la + F = 0)
est une circonférence de cercle ayant son centre sur la parallèle à
l’axe des z, qui a pour équations
On a donc une surface de révolution ayant pour axe cette dernière droite. Il est évident, en effet, que dans une surface de révolution tout plan mené suivant l'axe est un plan principal.
Si les trois racines de l’équation [s] étaient égales, les équations [A'] seraient toutes les trois identiques. Un plan quelconque est alors parallèle à un plan principal, ce que l’on explique aisément en remarquant que dans ce cas la surface représentée est une sphère.
Donc, parmi les surfaces du second degré, il n’y a que les surfaces de révolution qui aient une infinité de plans principaux.
CHAPITRE VI
497. considérations générales. Toutes les surfaces à centre sont comprises, comme nous l’avons vu, dans l’équation
Ls’-f My*4-Nz* = T [I].
Si l’on suppose que le terme tout connu, passé dans le second membre, soit positif, condition que l’on peut toujours remplir, on n’aura plus à examiner que les cas suivants:
1° Les coefficients du premier membre sont tous positifs;
2* ün seul des coefficients du premier membre est négatif;
3° Deux de ces coefficients sont négatifs.
Le cas où les trois coefficients seraient négatifs doit être écarté, puisqu’il est clair que l’équation [1] ne pourrait être satisfaite alors par aucune valeur réelle des variables, et ne représenterait aucune surface.
Toute surface à centre est comprise dans une de ces trois divisions : seulement, si quelque coefficient est nul, on peut regarder la surface représentée comme appartenant à deux de ces classes entre lesquelles elle servira de transition. Ainsi, quand on a N=0, la surface peut être considérée comme une limite commune des surfaces où N est positif et de celles où N est négatif. Enfin, nou3 remarquerons une fois pour toutes que les surfaces représentées par l’équation [1] sont symétriques par rapport aux plans actuels des coordonnées. De la partie comprise dans l’angle trièdre des axes positifs, il sera toujours facile de déduire les parties comprises dans les sept autres angles trièdres.
498. Premier cas. Les trois coefficients du premier membre sont positifs. Genre ellipsoïde.
Coordonnées à l'origine. Axes. Équation aux axes. Si, dans l’équa-
lion de la surface, on fait y— O et z= O, on obtient s c=± ,
quantité réelle que nous représentons par ±a. La surface coupe donc l’axe des x en deux points A et A' (tig. 180), situés à une distance a de l’origine. Ou verra de môme que si l'on pose
*=Va’ c=Vk'
la surface est rencontrée par l’axe des y en deux points B et B’ à
une distance b de l’origine, et par l’axe des z en deux points C et C', à une distance c de ce point. Les six points que nous venons de déterminer sont les sommets de l’ellipsoïde.
Les droites AA'=2 a, BB'=2é, CC'= 2c sont appelées les ares de l’ellipsoïde. Pour introduire leurs longueurs dans l’équation de la surface, il surfit de rern-
placer L, M, N respectivement par ^ , — ; et alors, en divisant par T, l’équation devient
nt ' frf * »
c’est ce qu’on appelle l’équation aux axes.
400. Sections principales. En égalant tour à tour à zéro chacune des variables dans [E], on aura les traces de la surface sur chacun des plans coordonnés, ou ce que l’on nomme les sections principales de l’ellipsoïde. Elles ont donc pour équations
Ces trois sections sont des ellipses : la première ABA'B', à pour axes 2 n et 26; la deuxième ACA'C', 2a et 2c; la troisième BCB'C', 2 6 et 2c. On les nomme ellipses principales.
300. Sections par des plans parallèles aux plans coordonnés; limites de la surface. Si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan des zy, à une distance OP = «, la section ainsi obtenue aura pour équations
Elle représente une ellipse dont les axes sont proportionnels à 6 et à c. Cette section se réduit à un point si o’=a*; elle devient imaginaire pour a *> a*.
On conclut de là que l’ellipsoïde est tout entier compris entre deux plans parallèles au plan des zy, menés par les points A et A'* La même chose pouvant se dire relativement aux autres axes, on voit que l’ellipsoïde est inscrit dans un parallélépipède rectangle dont les arêtes sont 2a, 26, 2c.
301. Section par un plan quelconque. Si l’on coupe l’ellipsoïde par un plan dont l’équation soit
. z = mx-\- ny + p,
la projection de la section sur le plan des xy sera représentée par
& i y* i (mx + ny+py .
La fonction caractéristique B* — 4 AC est ici
mW fin' . l\/n’ . l\
0U , 6’c* mV a*6’ ’
quantité toujours négative : cette projection est donc une ellipse. Donc, la courbe projetée, qui est du second degré, et située sur un cylindre à base elliptique, est aussi une ellipse.
Remarques. I. Si a = 6 = c, l’équation se réduit à
et représente une sphère. La sphère est donc un ellipsoïde dont les axes sont égaux.
II. Si b = a, toutes les sections parallèles au plan des xy sont des cercles, et la surface peut être conçue comme engendrée par l’ellipse principale AC.V'C' qui tournerait autour de l’axe des On a alors un ellipsoïde de révolution.
III. Lorsque T = 0, l’équation rte peut être satisfaite que par x = 0, y=0 et 3 = 0. Elle représente un point, l’origine des coordonnées. Le point est donc une variété de l’ellipsoïde.
IV. Quand on suppose c = œ , l’équation de l’ellipsoïde se réduit à
et représente un cylindre à base elliptique. Celte variété du genre peut donc être obtenue en augmentant indéfiniment l’un des axes de l’ellipsoïde, dont les deux autres axes restent constants, ou varient suivant une loi qui leur assigne des limites finies.
302. Deuxième cas. Un seul coefficient négatif. GENRE HT* perboloÏde a une nappe. L’équation, en mettant les signes en évidence , est
Lri+My*— N***=T.
Coordonnées à l'origine. Axes.
Pour y = 0, z = 0,
Les deux premières valeurs sont réelles, et montrent que la surface est rencontrée par l’axe des x en deux points également éloignés de l'origine; il en est de môme pour l’axe des y, mais elle n’est pas rencontrée par l’axe des s. 11 n’existe donc que quatre sommets A, A', B, B' (üg. 181).
Si l’on pose, comme dans le premier cas,
-vft «v'I
2a, 26, 2c sont appelés les axes de l’hyperboloïde; mais les deux
premiers sont des axes transvei'ses ou réels; le troisième est un axe imaginaire. Ces longueurs, introduites dans l’équation de la surface , lui donnent la forme
Fig. isi.
Elle ne diffère de l’équation de l’ellipsoïde que par le changement de c1 en — c*.
805. Sections principales. Les sections principales ont pour équations
Les deux premières QAA’Q', RBB'R', situées dans le plan des y : et dans le plan des xz, sont des hyperboles, dont l'axe imaginaire coïncide en direction avec l’axe des z. La section par le plan des xy est une ellipse ABA'B', dont les axes coïncident avec les axes réels de la surface. On la nomme ellipse de gorge.
804. Sections parallèles aux sections principales. Si l’on donne à z une valeur déterminée y, on obtient l’équation
î*+^ = l + ïl
qui représente la section de la surface par un plan parallèle au plan des xy. C’est une ellipse QRQ'R’ toujours réelle, et d’autant plus grande que y* est plus grand. L’hyperboloïde se compose donc de deux portions indéfinies, situées de part et d’autre du plan des xy, et qui, se raccordant suivant l’ellipse de gorge, ne forment eu réalité qu’une seule nappe illimitée dans les deux sens : de là son nom d ’hyperboloidt à une nappe.
Un plan mené parallèlement à celui des yz, à la distance a de ce plan, donne une section représentée par l’équation
hyperbole dont l’axe transverse est parallèle à l’axe des y, si l’on a <*’ < a’, et parallèle à l’axe des s dans le cas contraire. Quand on a l’hvpcrbole se réduit à deux droites. Les sections
parallèles au plan des xz donneraient lieu à des observations analogues.
Section par un plan quelconque. Un calcul semblable à celui que nous avons fait dans le premier cas, montrerait que l’hyperboloïde à une nappe peut donner, par son intersection avec un plan, les trois courbes du second degré.
805. Remarques. I. Si a=b, l’ellipse de gorge se réduit à un cercle, ainsi que toutes les sections parallèles au plan des xy. La surface peut alors être engendrée par la révolution de l’hyperbole principale QAS autour de l’axe des
II. Si T = 0, l’équation
Lr*-f- My* — Nz’= 0 . [1],
homogène par rapport aux trois variables, représente un cône.
Si l’on compare ce cône à l’hyperboloïde représenté par l 'équation
Lx*-f My> -Nz' = T [2],
on arrive à un résultat très-remarquable et que nous allons faire connaître.
Cône asymptote. Soient P(x, y, Z) et p(x, y, z) les points où une parallèle à l’axe des z rencontre le cône [1] et l’hyperboloide [2] ; nous aurons
NZ* = Lz*-f- My*,
d’où
et, par suite,
N;’ = Lx1-}- My’ — T, N (Z* — z’) = T,
Or, si nous supposons Z et z de môme signe , ce qui revient à prendre les deux points P et p d’un même côté du plan des xy , Z + 3 croîtra indéfiniment à mesure que l’on s’éloignera de l'origine, c’est-à-dire à mesure qu’on fera croître xet y, et par conséquent la distance entre les deux surfaces tendra vers zéro; mais cette distance ne sera jamais nulle.
A cause de cette propriété, le cône [1] a reçu le nom de cône asymptote de l’hyperboloïde [2]. Son équation peut se mettre sous la forme
Ce sera un cône de révolution si a = b.
III. Lorsque c = œ , l’équation [H,] se réduit à
et représente un cylindre à base elliptique. On aurait un cylindre à base hyperbolique en supposant b = <x> , c restant fini.
IV. Si l’on a en même temps b = a> , c = œ , la surface se réduit à deux plans parallèles.
i>06. Troisième ras. Deux coefficients négatifs. GENRE HYPER-
boloïde a deux nappes. En mettant en évidence les signes des coefficients, l’équation est dans ce cas
Ns' = T.
Axes; sommets.
L’axe des x est donc le seul qui rencontre la surface. Si l’on pose
Fig. i82 seul est réel. La surface n’a
donc que deux sommets, savoir : les points A et A' (tig. 182), où elle est rencontrée par l’axe des x.
En introduisant les longueurs des axes dans l’équation de la surface, on la réduit à la forme
Cette équation ne diffère de celle de l’hyperboloïde à une nappe que par le changement de 6! en — F.
•*07. Sections principales. Les sections principales sont données par les équations
it=0.
x1 tf _
La première est une ellipse imaginaire. Les deux autres sont des hyperboles dont l’axe transverse coïncide avec l’axe des x.
0O8. Sections parallèles aux sections principales. Limites de la surface. Une section parallèle au plan des zy a pour équations
C’est, en général, une ellipse; mais cette ellipse est imaginaire tant -que l’on a a ’<a\ Elle se réduit à un point lorsque a’= a'.
Donc, il n’y a aucun point de la surface comprise entre deux plans perpendiculaires à l’axe des x, menés par les points A et A'. Mai6 si l’on a <*’> a’, lu section est une ellipse réelle qui croit avec ot. Donc la surface est composée de deux nappes infinies, séparées l’une de l’autre, et qui s’élargissent de plus en plus à mesure qu’on s’éloigne du plan des zy. De là et de la nature de deux de ses sections principales, le nom A'hyperbolmde à detix nappes.
On verra de môme que les sections parallèles aux deux autres plans coordonnés sont des hyperboles.
Quant aux sections par des plans quelconques, elles peuvent être l’une des trois courbes du second degré.
Remarques. I. Si b =c, toute section parallèle au plan des zy est un cercle , et l’hyperboloïde est alors une surface de révolution ayant pour axe l’axe des x.
II. Si T = 0, l’équation se réduit à
Le’+Mj/*— Nz*=0,
et représente un cône.
III. Le cône et l’hyperbotoïde qui ont respectivement pour équation
Til %
fe2
%\ lî.
sont deux surfaces asymptotes l’une de l’autre; même démonstration que pour l’hypcrboloïde à une nappe.
IV. Le cylindre à base hyperbolique et le système de deux plans parallèles sont des cas particuliers de l’hyperboloïde à deux nappes. Le premier s’obtient en supposant b ou c infinis ; le second en faisant à la fois f; et c infinis.
309. Résumé. Les surfaces du second ordre, douées de centre, se partagent donc en trois genres.
1°-Une surface entièrement fermée, I’ellipsoïde, dont l’équation la plus simple est
fE].
et qui comprend, comme variétés, le point, le cylindre à base elliptique, le système de deux plans parallèles.
2° Une surface illimitée dans tous les sens n’offrant aucune solution de continuité, I’hyperboloïde aune nappe, dont l’équation la plus simple est'
mi.
et qui comprend, aomme variétés, le cône , le cylindre à base elliptique ou hyperbolique, le système de deux plans parallèles.
3° line surface illimitée dans tous les sens, composée de deux parties entièrement détachées l'une de l’autre , I’hyperboloï e a deux nappes, dont l’équation la plus simple est
X1 if Z1 _ a1 b 2
ët qui comprend, comme variétés, le cône, le cylindre à base hyperbolique, le système de deux plans parallèles.
CLASSIFICATION UES SURFACES DEPOURVUES DE CENTRE
«HO. Considération» générales. Les surfaces dépourvues de centre sont comprises dans l’équation
My' + Nx*=2üx [II].
Nous pourrons toujours supposer M positif, condition que l’on remplirait en changeant les signes des deux membres. Le coefficient U peut aussi être supposé positif, car s’il ne l’était pas, on le rendrait tel en changeant le sens suivant lequel on compte les x positifs.
Ceci admis, la discussion de l’équation ne comprendra que deux
cas, suivant que les coefficients du premier membre seront tous les deux positifs, ou l'un positif et l’autre négatif.
«SI i . Premier cas. Deux coefficients positirs. I’araboloïde ELLIPTIQUE.
Axe. Sommet. L’un des trois plans principaux étant à l’infini, la surface n’admet qu’un seul axe, l’axe des x. Il est clair que cet axe ne rencontre la surface qu’en un point, qui est l’origine O (fig. 183). Ce point s’appelle le sommet.
Sections principales. L’une d’elles est à l’infini. Les deux autres sont données par les équations
Ce sont deux paraboles. Le plan des zy ne rencontre la surface qu’au point O , puisque pour x — 0 l’équation ne peut être satisfaite que par y = 0 et .z = 0.
En appelant 2 p et 2 q les paramètres des deux sections principales, l’équation de la surface peut se mettre sous la forme
ïp^îq
PB
Section parallèle au plan équation
des zy. Une pareille section a pour
£ + il =
C’est donc une ellipse réelle ou imaginaire, suivant que a est positif ou négatif ; la surface est donc tout entière à droite du plan des zy, et elle s’éfend indéfiniment vers les x positifs.
Section par un plan quelconque. Soit
- = «z+Py + Y
l’équation du plan considéré. La projection de la section sur le plan des xy est représentée par l’équation
j/l i (ar + pÿ + ï)1
La fonction caractéristique B1 — 4AC est ici :
ou
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La section est donc une ellipse, a moins que l’on n’ait <x = o, c’est-à-dire que le plan sécant soit parallèle à l’axe; dans ce cas la section est une parabole.
Ainsi, la surface examinée ne peut être coupée par un plan que suivant une ellipse ou une parabole. De là le nom de paraboloïde elliptique.
Remarques. I. Si q= <*> , l’équation se réduit à
et représente un cylindre à base parabolique.
II. Si dans l’équation
on suppose U = 0, l’équation se réduit à Mi/5 -f- Nz’ = 0, et ne peut être satisfaite que par y — o et s=0. Elle ne représente donc qu’une droite, l’axe des x.
III. Si p=q , l’équation représente un paraboloïde de révolution.
RIS. Deuxième eus. Deux eoeffleients de «Ignea contraire»
Paraboloïde hyperbolique.
L’équation devient, en mettant les signes en évidence,
Mj/* — Na*=2Ux.
Axe, sommet. La surface n’a, comme la précédente, qu’un seul
axe, l’axe des x; qu’un seul sommet, l’origine.
Sections principales. Ces sections sont données par les équations
y = 0, — NV=2Ux, s=0, My,—2Ux.
Fig. IM.
Ce sont donc des paraboles ayant leur sommet en O (fig. 184),
et pour axe l’axe des x; mais l’une s’étend vers les x positifs, et l’autre vers les x négatifs.
En désignant par 2 p et î.q leurs paramètres, on donnera à l’équation de la surface la forme
2p~ïq~x-
Sections parallèles aux plans coordonnés. Une section parallèle au plan des zy a pour éqtiations
On voit que c’est une hyperbole dont l’axe transverse est parallèle à l’axe des y ou à l’axe des z, suivant que « est positif ou négatif. La surface s’étend donc indéfiniment dans le sens des x positifs et dans celui des x négatifs. Si « = 0, l’hyperbole se réduit à deux droites.
Les sections parallèles aux autres plans coordonnés sont des paraboles égales aux paraboles principales, et semblablement placées.
Section par un plan quiconque. En changeant q en — q dans le résultat trouvé pour le cas du paraboloïde elliptique, on voit que les sections planes de la surface sont toujours des hyperboles ou des paraboles, et ce dernier cas n’a lieu que si le plan sécant est parallèle à l’axe. De là le nom de paraboloïde hyperbolique.
Remarques. I. Si q= œ , l’équation se réduit à ~~=x, et repré-
zp
sente un cylindre à base parabolique.
II. Si dans l’équation générale on aU=0, l’équation se réduit à My’ — Naî = 0, et représente deux plans qui se coupent.
III. Le paraboloïde hyperbolique ne peut jamais être une surface de révolution, puisque aucun plan ne peut le couper suivant une courbe fermée.
SIS. Résumé. Ainsi, les surfaces du second ordre, dépourvues de centre, se partagent en deux genres.
1° Une surface indéfinie dans un sens : le paraboloïde elliptique, dont l'équation la plus simple est
PH
et qui comprend, comme variétés, le système de deux plans qui se coupent, H le cylindre à base parabolique.
ÜI4. Rapprochement entre les surfaees & eentre et les surfaces dénuées de centre. Les surfaces que nous venons d’étudier se distinguent par leur aspect de celles qui font l'objet du premier paragraphe, et justifient ainsi les deux grandes divisions que nous avons adoptées. Toutefois , les surfaces dénuées de centre ne diffèrent pas tellement des surfaces à centre , qu’on ne puisse passer de celles-ci à celles là par des modifications convenables. C'est ce que nous allons faire voir.
Prenons l'ellipsoïde représenté par l’équation
et transportons l’origine au sommet de gauche. L’équation deviendra
x1 — 2ox-f-aî y1 . z1
ai + bi “h cj — 1 .
ou
x1 | y* , ji 2x
et l’on pourra l’écrire ainsi :
»rl
Or, si l’on fait grandir indéfiniment a, b, c, de telle sorte toutefois qu’on ait constamment
hl
p et q étant des quantités déterminées, et qu’on fasse ensuite
a = « , on aura
PE
équation du paraboloïde elliptique.
On pourrait de même déduire ce paraboloïde de l’byperboloide à deux nappes en transportant l’origine au sommet de droite. Par conséquent :
Le paraboloïde elliptique [PE] peut être considéré comme un ellipsoïde dont le centre serait situé à l'infini sur l'axe des x et du côté des x positifs, ou comme un hyperboldide à deux nappes, dont le centre serait situé sur le même axe à l'infini, mais du côté des X négatifs.
Le cône asymptote est dans ce dernier cas à l’infini , et toutes scs génératrices peuvent être considérées comme parallèles à l'axe.
Si dans l’équation de l'hyperboloïdc à une nappe
on transporte l’origine sur l’axe des a; à la distance-]- a, et qu’on
fasse ensuite varier les axes de manière que — cl — restent
NOTIONS SOB LA SIMILITUDE DES COUBBE
818. Deux courbes AB et A'B' (lîg. 185) sont semblables et semblablement placées, lorsqu’on peut les considérer comme engendrées par les extrémités M et M' de deux rayons vecteurs qui tourneraient autour de deux points lixes O et O', de manière à rester dans tout le cours du mouvement parallèles et de même sens, et à présenter entre leurs longueurs un rapport constant k.
Les deux courbes seraient dites semblables et inversement situées, si, les autres circonstances restant les mêmes, les rayons vecteurs parallèles OM et O'M' restaient constamment dirigés en sens contraires.
Le rapport constant k est appelé rapport de similitude.
Deux courbes seront dites semblables de /orme seulement, lorsqu’il faut faire tourner l’une d’elles autour d’un point fixe, pour les amener à être semblablement placées.
Remarques I. Les définitions précédentes ne supposent pas que les courbes soient planes. Elles peuvent même s’appliquer à des assemblages quelconques de points se succédant sans interruption ou offrant des solutions de continuité. Dans ce dernier cas le mouvement des rayons vecteurs OM et O’M' serait lui-même discontinu. Mais nous n’avons pas besoin de considérer la théorie de la similitude à un point de vue aussi général, notre seul but étant d’arriver à l’étude des sections planes faites dans les surfaces du second ordre.
Fig. 183.
II. Si la courbe AB est plane, la courbe A'B' le sera également, et son plan sera parallèle à celui de AB.
816. Les deux points O et O' sont dits points homologues : mais il existe dans deux figures semblables une infinité de points qui peuvent jouer le même rôle, et que pour cette raison nous nommerons aussi points homologues.
Prenons en effet dans la première figure un point C, sur la courbe AB ou en dehors : menons O'C' parallèle à OC, dans le même sens, et de telle sorte que l’on ait
OC — OM ~k>
puis joignons CM et C’M'. Les deux triangles OCM, O'C'M'sont semblables, comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, et il est clair qu’ils sont semblablement placés. Donc C'M' est parallèle à CM, de même sens, et l’on a aussi
CM
Les deux courbes peuvent donc encore être considérées comme engendrées parles droites CM et C'M', mobiles d’après la loi définie plus haut. Donc C et C' sont deux points homologues.
Un point quelconque de l’espace, considéré comme lié à la première figure, a donc son homologue dans l’autre.
817. Deux droites qui joignent, l’une deux points de la première figure, l’autre les deux points homologues de la seconde, sont appelés droites homologues. Telles sont OC et O’C'.
818. Conditions de slmilitnde de deux eourbes planes. Supposons d’abord les deux courbes situées dans le même plan et rapportées au même système d’axes.
Soient M ( x , y) et M’ (x\ y ’) (fig. 186) deux points homologues pris sur les deux courbes et
les équations de ces courbes. Considérons l’origine des coordon-
nées comme liée à la première courbe, et soit O' son homologue T/ rj dans la seconde figure;
soient OP=®, MP = j/, OP' = xi, MP' = y' les coordonnées des points M * et M'; OQ = «, 0'Q = p, Y celles du pointO'; 0'P,=£,, Fig t84. M'P, = y,, les coordonnées
de M par rapport à un nouveau système d’axes parallèles aux anciens et menés par le point O'.
Les triangles OMP et O'M'Pi sont évidemment semblables. Donc on aura
OP
MP
OM
c’est-à-dire Mais on a donc
d’où l’on tire
Xi = x’—a, y,=y' — p;
tf = kx + «, i/' — A-j/ + p.
Si donc on substitue ces valeurs dans l’équation [2] , elle devra être satisfaite, et l’on aura
? ( kx — |— «, ky -f- P) = 0 [3],
On obtient ainsi une relation constante entre les coordonnées {x, y) d’un point de la première courbe, relation qui ne peut être que l’équation [1] ou celle-ci multipliée par un facteur constant. On devra donc avoir identiquement
ç(to-f «, ky f(x,y).
La vérification de cette identité conduira à plusieurs équations ordinairement en plus grand nombre que les inconnues X, a, p, k. L’élimination de ces quatre inconnues fournira un certain nom-
bre de relations entre les coefficients des deux équations; ce seront les conditions cherchées.
Remarques. I. Si les deux courbes proposées étaient situées dans des plans parallèles, il faudrait, avant d’appliquer la méthode précédente, transporter le plan de la première courbe parallèlement à lui -même, jusqu’à le faire coïncider avec le plan de la seconde.
II. Si l’on demandait les conditions pour que deux courbes planes fussent semblables de forme seulement, mais non de position, il faudrait après les avoir amenées dans le môme plan, faire tourner l’une d’elles d’un angle [*, ce qui reviendrait à faire tourner, par rapport à cette courbe, le système des axes de l’angle — (a. On traiterait ensuite les équations des deux courbes comme on l’a dit ci-dessus. On aurait cinq inconnues à déterminer au lieu de quatre, et par conséquent, une condition de moins que dans le cas où l’on demande que les courbes soient semblables à la fois de forme et de position.
<519. EXEMPLE. Conditions pour qnc deux conrbcs du second degré soient semblables et semblablement placées.
Soient Ax’-f- Rt/’-j- 2Cxj/ + 2 Dx-faEt/-)- F = 0 [1]
A'ir’-j-By-j- 2C'xy-f- 2 R'a; -J- 2E't/-(- F'=0 [2]
les équations des deux courbes. Si l’on change dans la seconde x en hx -f a, et y en ky -f- p, on aura
k^k’a^ + Wy'+iC’xy) j + S*(A'.+D' + C'»* I + 2fc(B'p +C'« +E')y [ L J‘
-f AV -j- B'p‘-)-2C'ap + 2D'a-î-2E,p-fF' )
Cette équation, ne devant différer de [I] que par un facteur constant X, on devra avoir
A’ft*=XA\ B'fc’ = XB J C’/c* = Xcf ft(A’«4-C'p4- d')=xd/
k( iî |î -|- C a -f- E’) = XLl AV + B'P* + SC'«P -f 2D'«-f 2E'p + F* == XF /
Il y a donc en tout six équations et quatre inconnues. On tire des trois premières
donc on doit avoir
a'_iv_c;
A- il ~ C
ce qui démontre d’abord ce théorème : Pour que deux courbes du second degré soient semblables et semblablement situées, il faut que les coefficients des termes du second degré soient proportionnels.
o20. Je dis maintenant que ces conditions sont suffisantes. En effet, supposons-les remplies, et afin de simplifier le calcul, ima-
ginons qu’on ait multiplié par T, les deux membres de l’équa-
lion [2], ce qui la ramène à la forme
kx ' -j- + 2 Cxy -j- 2D,x + 2E,y -}- F, = 0,
les équations [5] donneront X=k', et les trois dernières équations [4] prendront la forme
Aa + C? = ftD— D, [7]
BfS + Cï = ftE — El [8]
Aa! + B£‘ + 2Cï? + 2D,a + 2 E,p + F, = k' F [9].
Les relations [7] et [8] donneront les valeurs de « et de p, et ces valeurs, portées dans [9], feront connaître le rapport de similitude k. D’où l’on voit que les conditions [6] seront en général, suffisantes.
Remarques. I. Les équations [7] et [8] donnent «= œ etp=<® , quand on a
C’ — AB
c’est-à-dire dans le cas de la parabole. Ces équations ne sont alors compatibles que si l’on a
AD — D, AE — Ei A — C ’
d'oii l’on tire la valeur de k. Ces conditions étant remplies , les paraboles sont semblables, quel que soit F|. D’ailleurs, comme les coefficients des termes du second degré sont les mêmes, les axes des deux courbes sont parallèles. Donc , deux paraboles qui ont leurs axes parallèles sont semblables et semblablement placées.
Mais comme, en faisant tourner une parabole, on peut toujours faire en sorte que son axe soit parallèle à l’axe d’une parabole donnée, on peut dire aussi que
Deux paraboles quelconques sont semblables.
II. La valeur de A-1, tirée de l’équation [4], peut être négative, et par suite k pourrait être imaginaire. Cependant les conditions analytiques de la similitude étant encore remplies, nous continuerons à dire que les courbes sont semblables. Nous en verrons bientôt un exemple.
£>21. Condition pour que deux courbes du second degré soient semblables, sans être semblablement placées. NOUS venons de traiter le cas de la parabole (320, Rem. I) : nous n’avons à nous occuper que des courbes à centres.
Théorème. Lorsque deux courbes du second degré, à centre, sont semblables, leurs axes sont proportionnels et réciproquement.
Si l’on fait coïncider en direction les axes des deux courbes, elles seront alors semblablement placées, et leurs équations devront être de la forme
Ax’ - j- By* = H,
Ax’-f-By*=H'.
Soient a et 6 les longueurs, réelles ou imaginaires, des axes de la première courbe. On aura
et de même pour la seconde courbe
La réciproque se démontrerait aussi facilement.
Remarques. I. Le théorème peut aussi se démontrer géométriquement, d’après la définition de la similitude. Mais en prenant la voie du calcul, on arrive à une conséquence digne de remarque.
Si le rapport
était imaginaire, il n’y aurait plus, à propre-
ment pailer, de similitude dans le sens que nous avons attaché à ce mot; mais on peut dire alors que les courbes sont analytiquement semblables. On en trouve un exemple dans les deux hyperboles
x' . y* — m*o’ ' ni’ b* '
Le calcul donne m\J — 1 pour le rapport de similitude. En effet, ces deux hyperboles ont les mêmes asymptotes, mais l’une est située dans l’angle aigu cl l’autre dans l’angle obtus. De sorte que, si l’on cherche par le calcul la distance du centre aux points où une droite menée par ce point rencontre les deux courbes, on trouve une quantité réelle pour l'une de ces distances, une quantité imaginaire pour l’autre ; mais le rapport de leurs expressions analytiques est constant et égal à m y/ — 1 .
II. Les conditions de similitude sont remplies par les deux équations
dont la première représente une hyperbole et la seconde l’ensemble des asymptotes de cette même hyperbole. On est donc conduit à regarder le système de deux droites comme semblable à une ligne courbe. Pour rendre celte conclusion moins étrange, observons que, si l’on fuit varier proportionnellement les axes d’une hyperbole, on obtiendra une série d’hyperboles semblables et ayant toutes les mêmes asymptotes. Or, à mesure que les axes deviennent de plus en plus petits, les hyperboles tendent de plus en plus à se confondre avec leurs asymptotes, qui se trouvent être ainsi la limite d’une série d’hyperboles semblables.
III. Ce que nous avons dit des courbes dont les axes sont proportionnels s’applique, sans aucun changement, aux courbes ayant des diamètres conjugués proportionnels et faisant des angles égaux.
1522. Théorème. Pour que deux courbes AB, A'B' (fig. 1 87) situées
Fig. 187.
rapport de similitude, nous
dons deux plans parallèles soient semblables et semblablement placées, il faut et il suffit que leurs projections ab, a'b' sur un même plan soient semblables et semblablement placées.
Soient OM et O'M' deux rayons vecteurs homologues et k le aurons
OM
Soient om et o'm' les projections orthogonales de OM et de OM
sur le plan considéré. Les projections de deux droites parallèles sur deux plans parallèles étant parallèles, on aura
angle (OM, om) = angle (O'M’, o'm')=a,
par suite om=OM cos a, oV=0'M' cos a;
d où — ■ = k.
om
Donc les deux cçurbes ab et a'b' sont semblables.
Réciproquement, si les projections de deux courbes situées dans des plans parallèles sont semblables, ces courbes le sont également. Car de la relation
om
on déduit
OM
Remarques. I. Nous avons supposé que les projections étaient orthogonales ; le théorème a encore lieu lorsque les projections sont obliques. Nous laissons aux élèves le soin de démontrer le théorème dans ce cas.
323. Théorème. Les sections faites par des plans parallèles, dans une surface du second ordre, sont des courbes semblables et semblablement placées.
Prenons le plan des xy parallèle aux sections considérées, et supposons en outre que les axes des coordonnées soient parallèles à trois diamètres conjugués. L'équation de là surface sera de la forme (401)
kx' + A'»/ + AV + 2Ca; + 2C'y + 2C"s + F = 0,
et l’une quelconque des sections sera représentée par deux équations, telles que
z = *. A^+AV-f 201 + 20'?/+ AV+2C"a+F=0.
Or, comme, dans celle dernière, les termes du second degré sont indépendants de la variable a, on voit que les sections considérées se projettent sur le plan des xy, suivant des courbes semblables et semblablement placées, et, par suite, que les sections ellesmêmes sont des courbes semblables et semblablement placées : ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. Nous donnons ici au mot semblable sa signification analytique. Ainsi, dans l’hyperboloïde à une nappe, si la surface est coupée par un plan suivant une hyperbole, toutes les sections parallèles seront des hyperboles ayant leurs asymptotes parallèles : mais ces hyperboles contenues d’abord, je suppose, dans l’angle aigu des asymptotes, se réduiront un peu plus loin à ces asymptotes mômes, et plus loin encore, passeront dans l’angle obtus.
324. Théorème. Les centres des sections faites par des plans parallèles, dans une surface du second ordre, sont tous situés sur un diamètre de la surface.
Les notations restant les mômes, le centre d’une des sections sera représenté par les équations simultanées
Ax -j- C = 0
II
Les deux premières ne contenant pas a, on en conclut que tous les centres sont situés sur la droite déterminée par leur ensemble, et par suite sur un diamètre de la surface, puisque l’équation [1] représente le plan diamétral conjugué à l’axe des x, et l’équation [2] le plan diamétral conjugué à l’axe des y.
ü2Ü. Génération des surfaces du second ordre. Soient S Une section faite dans la surface proposée, D un diamètre transverse de cette courbe, et D' son conjugué. Si l’on imagine que la section S se meuve parallèlement à elle-même, la droite D engendrera un plan, puisqu’elle passe par le centre de la section mobile et glisse
par conséquent sur un diamètre de la surface ; et par suite scs extrémités resteront toujours sur une section plane S' de la surface, c’est-à-dire sur une courbe du second degré. La droite D', toujours parallèle à elle-même, conservera un rapport constant avec D. Enfin, le centre de S se mouvra sur le diamètre de S' qui est conjugué à D. On conclut de là que
Toute surface du second ordre peut être engendrée par une courbe du second degré S, se mouvant parallèlement à elle-même, de telle, sorte qu'un de ses diamètres D soit toujours inscrit dans une courbe fixe du même degré, et que le conjugué D’ varie avec D dans un rapport constant.
Réciproquement : Toute courbe du second degré assujettie à un mouvement de cette nature engendre une surface du second ordre.
En effet, prenons pour axe des z la droite que décrit le centre de la courbe mobile S, et qui est un diamètre de la courbe fixe S' : supposons en outre que l’axe des x et celui des y soient parallèles aux deux diamètres conjugués D et D\
La courbe S, restant toujours semblable à elle-même et parallèle au plan des xy, sera représentée par des équations de la forme
M*’+Ny’=Tj [G]>
dans lesquelles M et N sont des constantes, « ct T des paramètres variables avec la position du plan de la courbe.
La courbe directrice S' peut être supposée placée dans le plan des zx. L’axe des x est un de ses diamètres, elle conjugué est parallèle à l’axe des z. Les équations de cette courbe seront donc
Pour exprimer que les deux courbes se rencontrent, il faut éliminer x, y et z entre les équations [G] et [D], ce qui donne
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Si mainlenant entre les équations [G] et cette dernière on élimine les paramètres variables a et T, on obtiendra une relation indépendante de toute position particulière de la génératrice et qui sera l’équation de la surface engendrée. On trouve ainsi
As'-f~V + Bz«-f2Cï=D,
équation d'une surface du second ordre, rapportée à deux plans diamétraux conjugués.
Remarque. Ce que nous venons de dire convient à toutes les surfaces du second ordre; mais on peut imaginer, pour les deux poraboloïdes, un mode de génération plus simple. Ces deux paraboloïdes sont compris dans l'équation
My*4-NV=2Ux,
et une section parallèle au plan des xy est représentée par les équations
; = a, My* = 2Ux — NV,
qui se rapportent à des paraboles égales dont les diamètres sont parallèles à l’axe des x. Les axes peuvent d’ailleurs être quelconques.
Donc, un paraboloïde peut être engendré par une parabole qui se meut parallèlement à elle-même, sans changer de grandeur, de manière qu’un de ses points parcoure une autre parabole fixe dont l’axe est parallèle au sien.
On démontrerait facilement la réciproque, savoir, que toute parabole assujettie à un jtareil mouvement engendre un paraboloide.
G2G. Théorème. Un liypcrboloide et son edne asymptote sont coupés par un même plan suivant des courbes semblables.
Si l’on rapporte l’hyperboloïde à trois diamètres conjugués, dont deux soient parallèles au plan sécant, l’équation de celte surface sera
2a, 2 b, 2 c désignant les longueurs des diamètres conjugués réels ou imaginaires, et le signe du second membre devant être -jdans le cas de l’hyperboloïdc à une nappe, et — dans le cas de l’hypci boloïde à deux nappes. L’équation du cône asymptote sera dans les deux cas
Or, en donnant à l’une des trois variables la même valeur constante dans les équations [H] cl [C], les équations résultantes représentent bien deux courbes semblables.
Remarque. Deux hyperboloïdes de même genre ou de genres différents, qui ont le même cône asymptote, sont coupés par un même plan suivant des courbes semblables.
Iî27. Sections circulaires. Si un plan coupe une surface du second ordre suivant un cercle C, tous les plans parallèles à celui-là couperont aussi la surface suivant des cercles C', C", C", etc., dont les centres se trouveront sur un diamètre E de cette surface. Imaginons par la droite E un plan P perpendiculaire aux plans des sections et coupant les cercles C, C, G' suivant les droites D, D’, D", etc. Toutes les cordes perpendiculaires à ces droites, dans les sections considérées, seront partagées par elles en deux parties égales, et comme ces cordes sont perpendiculaires au plan P, on en conclut que ce plan est un plan principal. On a donc ce théorème : •
Une section circulaire quelconque d'une surface du second ordre doit être dans un plan perpendiculaire à un plan principal.
Nous appellerons, avec M. Chasles, plans cycliques les plans qui, par leur intersection avec une surface du second ordre, donnent des sections circulaires.
Nous allons maintenant passer en revue les diverses surfaces du second ordre et chercher si elles possèdent des plans cycliques. D’après le théorème que nous venons de démontrer, il suffira de considérer les plans parallèles à l’un des axes principaux de la surface.
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et supposons a<6<c.
Par l’axe moyen, qui est ici l’axe des y, faisons passer un plan. La section obtenue sera une ellipse ayant pour axes 26, et un diamètre 2 d de l’ellipse principale qui a pour équations
/*il flrt
Or le diamètre 2 d varie entre 2a et 2c : il y aura donc une position à droite de l’axe des z et une symétrique à gauche, dans laquelle on aura 'id = 26, et où par conséquent la section sera un cercle.
Soit alors 0 l’angle que le diamètre 2 d fait avec la partie positive de l’axe des x\ 0 sera aussi l’angle du plan cyclique et du plan des xy. Soient x’ , s’ les coordonnées de l’extrémité de ce diamètre : on aura
puisque
x’ — bcos6, js' = 6 sin 0.
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation [2], on aura 6* 6*
cos'O -}- sin* 6 = 1 = cos*6 -j-sin*0,
d'où l'on lire aisément
tang*9 =
tangô=±-y/ — ,
valeurs réelles, comme on devait s’y attendre.
On prouvera facilement qu’un plan mené par le grand axe ou par le plus petit ne peut donner de sections circulaires.
Soit maintenant un byperboloïde à une nappe
Supposons 6>a. Faisons passer un plan sécant par le plus grand des deux axes réels, c’est-à-dire par l’axe des y, et par un diamètre transverse 2 d de l’hyperbole principale représentée par les équations
La section sera une ellipse ayant pour axes 2 6 et 2 d.
Or ce diamètre 2ti, d’abord égal à 2a quand le plan considéré est couché sur le plan des xij, augmente constamment à mesure que le plan sécant se relève, et il finit par devenir égal à 2 6. Il augmente ensuite jusqu’à l’infini, devient imaginaire, puis redevient transverse et passe de l’infini à 0, en sorte qu’il devient de nouveau égal à 26. Par conséquent, il existe deux plans cycliques symétriquement placés par rapport au plan des sy et pas sant par l’axe des y.
En appelant 6 l'angle du plan cyclique et du plan des xy, on trouvera, comme dans le cas précédent,
tango =
et l’on verrait sans peine qu’aucun plan mené par l’axe des s ou par l’axe des x ne peut être un plan cyclique.
L’équation de l’hyperbololde à deux nappes peut être mise sous la forme
LHJ.
Il résulte de ce que nous avons dit (î»20, Rem.) que les sections faites par un même plan dans les surfaces H, et H, sont des courbes semblables, en supposant que les éléments principaux a, 6, c y aient les mêmes valeurs.
Donc la surface Hj possède également deux séries de plans cycliques parallèles aux plans cycliques de H(. Donc, si l’on observe que 2a et 26 sont les axes imaginaires de Ht, on pourra dire qu’il cxisle dans l'hyperbololde à deux nappes deux séries de plans cycliques parallèles au plus grand des deux axes imaginaires.
En considérant les paraboloïdes comme des limites des surfaces à centre (S 1 4), on trouvera que le paraboloïde elliptique a deux séries de plans cycliques perpendiculaires au plan de la parabole principale qui a le plus petit paramètre, et que le paraboloïde hyperbolique n’a aucun plan cyclique, ce qui s’accorde bien avec la nature de cette surface dont aucune section plane ne peut être une courbe fermée.
Ainsi, en résumé, toutes les surfaces du second ordre, à l’exception du paraboloïde hyperbolique, admettent deux séries de plans cycliques. 11 en résulte qu’on peut les engendrer par le mouvemeut de translation d’un cercle variable, dont un diamètre serait constamment inscrit dans une courbe du second degré.
Remarque. Les deux séries de plans cycliques sont parallèles à l’axe moyen dans l’ellipsoïde, au plus grand des axes réels dans l’byperboloïde à une nappe, au plus grand des axes imaginaires dans l’hyperbololde à deux nappes. On réduirait tous ces énoncés à un seul, si l’on convenait de ranger les axes réels ou imaginaires d’une surface à centre, d’après l’ordre de grandeur des inverses de leurs carrés, en regardant , suivant l’usage, une quantité négative comme étant d’autant plus petite que sa valeur absolue est plus grande. On pourrait dire, d’après cette convention, que dans les surfaces à centres les pla>is cycliques sont parallèles à taxe dont r inverse élevé au carré est moyen entre les carrés des inverses des deux autres axes.
S 3. SECTIONS RECTILIGNES DE l’hTPERBOLOÏDE A UNE NAPPE ET DU PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE.
828. L’objet principal de ce paragraphe est de démontrer que I’hypcrboloïde à uné nappe et le paraboloïde hyperbolique admettent deux systèmes de génératrices rectilignes.
<S29. (.<■ neraliices rectilignes de l'kyperbololdc ft une nappe.
Théorème. On peut, sur l'hyperboldide « me nappe, tracer deux droites par chacun de ses points.
L’équation
de rbypcrboloïdc à une nappe, étant mise sous la forme
LH
quelles que soient les valeurs attribuées à « et à fl. Or, en regardant * et p comme deux paramètres variables, fa] et [p] sont les équations de deux systèmes différents de lignes droites, situées sur l’hyperboloïde Hi.
Je dis maintenant que par chacun des points ( x y', s') del’hvperbolo'idc passe une droite du système [a] et une droite du système [pj. En effet, on a
ou
(H) (HH* +ï)(-t)
et il est évident qu’en prenant pour a et p les valeurs tirées des relations
les équations [a] et [p] seront celles de deux droites passant parle point donné (x', j /', z'). Il n’existe d’ailleurs qu’une seule droite de chaque système passant par le point donné, car les équations [1] étant du premier degré par rapport à a et à p, ne fournissent qu’une valeur pour chacune de ces inconnues, et les valeurs trouvées sont les mêmes que celles qu’on tire des équations suivantes :
qui résultent des équations [H,] et [1].
oîSO. Théorème. Deux droites d'un même système ne sont jamais dans un même plan.
Soient:
les équations de deux droites du système [a]. Pour que ces deux droites fussent dans un même plan, il faudrait que leurs équations pussent être satisfaites par un même système de valeurs de *> V> : i or, chacune des équations [»] n’est compatible avec l’équation [«'] correspondante que pour a=a'. Donc les deux droites considérées ne sont pas dans un même plan.
On démontrerait de la même manière que deux droites du système [p] ne son (jamais dans un même plan.
851. Théorème. Deux droites de systèmes- différents sont toujours dans un même plan.
En effet, si l’on élimine x, y et z entre les équations [p] et [»], on obtient la relation identique
Donc deux droites quelconques représentées par ces équations sont dans un môme plan ; ce qui démontre le théorème.
852. Théorème. Les droites représentées par les équations [a] et [p] sont les seules droites qu’on puisse tracer sur la surface de Chyperboloide à une nappe.
En effet, supposons qu’une droite D, située sur l’hyperboloïde, n’appartienne ni au système [a], ni au système [p]. Par un point quelconque de D, concevons une droite D' du système [a] (529) ; puis, par chacun des points de D, concevons des droites du système [p]; chacune de ces droites rencontrerait D' (851); et, par suite, elles seraient toutes dans un même plan, ce qui est impossible (850).
855. Théorème. Toutes les droites situées sur Vhyperboldide étant transportées au centre, parallèlement à elles-mêmes, s’appliquent exactement sur le cône asymptote.
En effet, les parallèles menées, par le centre de l’hypcrboloïde, aux droites représentées par les équations [«] et LP] , les seules que l’on puisse tracer sur cette surface, ont pour équations
ï_î = Iî/ (
Or, en éliminant a entre les équations [a] et[l], ou p entre les équations [p] et [2], on trouve
équation du cône asymptote (505, rem. II). La proposition est donc démontrée.
334. Théorème. Trois droites situées suv Tliyperbolo'ide à une nappe ne sont jamais parallèles à un même plan.
Car, autrement, il y aurait trois génératrices du cône asymptote situées dans un même plan, ce qui est impossible, puisque ce cône est du second degré.
«>3o. Théorème. L'hyperboloide à une nappe peut être engendre par une droite qui glisse sur trois droites fixes, non situées deux à deux dans un même plan et non parallèles à un même plan.
En effet, soient D, l)', D" trois droites du système [«] ; par chaque point de l’une d’elles, deD par exemple, on peut mener une droite du système [p], et l’on n’en peut mener qu’une seule, qui rencontrera D' et D" (i»31). Les droites du système [p] peuvent donc être considérées comme les positions successives d’une droite mobile qui glisserait sur les droites D, D', D", et qui, dans son mouvement, engendrerait l’hyperboloide. A cause de cette propriété, les droites représentées par les équations [a] et [8] prennent le nom de génératrices de l’hyperboloide.
330. Théorème. Réciproquement, lorsqu'une droite glisse sur trois droites fixes, non situées deux à deux dans un mime plan, et non parallèles à un même plan, elle engendre un hyperboloide à utit nappe.
Soient D, D', D" (lig. 188) les trois droites données, non situées
ft
deux à deux dans un même plan et non parallèles à un môme plan. Concevons, par chacune de ces droites, deux plans respectivement parallèles aux deux autres; ces six plans formeront un parallélipipède. Prenons pour origine le centre de ce parallélipipède, pour axes des parallèles aux droites données, et désignons par 2 a, 2b, 2c les longueurs des arêtes du parallélipipède. Les droites données auront respectivement pour équations :
:zr) m-
Soient d’autre part
x—mz-\-p\ y=nz-\-q )
les équations de la génératrice. Pour que la les droites données, il faut qu'on ait :
droite [G] rencontre
— a — me
b = — ne -\-q
On aura donc l’équation de la surface demandée, en éliminant m, n, p c[ q entre les équations [G], [1], [2] et [3]; ce qui donne
ayz -f- bxz -f- ex y + abc = 0,
équation d’un hyperboloïde à une nappe, puisque la surface est du second degré, à centre unique et à génératrices rectilignes. Le théorème est donc démontré.
Remarque. L’hyperboloïde à deux nappes n’admet pas de sections rectilignes. En effet, remarquons d’abord qu’une droite qui a plus de deux points sur une surface du second ordre, doit y être contenue tout entière, puisque deux équations du premier degré et une équation du speond ne peuvent être satisfaites par plus de deux systèmes de valeurs, sans avoir toutes les solutions communes. Ainsi, une droite située sur l’hyperboloïde à deux nappes ne peut être en partie sur une nappe et en partie sur
l’autre, puisque les points placés entre les deux nappes seraient dans ce cas hors de la surface : elle ne pourrait pas d’avantage être tout entière sur une même nappe, puisqu'une section plane faite sur une seule nappe est évidemment une courbe fermée ou une parabole. Donc, l’hyperboloïde à deux nappes n’admet pas de sections rectilignes.
PH
du paraboloïde hyperbolique peut être mise sous la forme
4+JÜ (JL-JÜ
Vp vV Wp y/q/
on voit alors qu’on y satisfait, soit en posant
avec
soit en posant avec
7v+tr*-*\
quelles que soient les valeurs que l’on donne à a et à p. Or en considérant a et p comme deux paramètres variables, [a] et [p] sont les équations de deux systèmes différents de droites situées sur le paraboloïde.
Nous disons maintenant que par un point ( x\ j/, z') du paraboloïde passe une droite de chaque système, et qu’il n’en passe qu’une seule. En effet, on a, par hypftlhèse,
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et il est évident qu’en prenant pour a et p les valeurs tirées des relations
VP \Q
les équations [a] et [p] seront celles de deux droites passant par le point donné.
Il n’existe pas sur le pnraboloïde d’autres droites passant par le point ( x y', z ) ; car a et p entrent au premier degré dans les équations [1] , et les valeurs de ces inconnues tirées des relations
v'p v'î X_iL
2px'
sont les mômes que celles tirées de [l], puisque ces relations sont une conséquence des équations [PH] et [1].
558. Théorème. Deux droites d’un même système ne sont jamais dans un même plan.
En effet, si l’on considère les équations
et
v/P+v/ï 2aX
JL+-£=2.'s]
de deux droites du système [a] , on voit que la première et troisième ne peuvent être satisfaites par un même système de valeurs de x, y, z qu’autanl qu’on a a= et il en est de même
pour la seconde et la quatrième. Donc les deux droites considérées ne sont pas dans un môme plan.
Môme démonstration pour les droites du système p.
339. Théorème. Diux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
Car en éliminante, y, 3 entre les équations [«] et [JJ], on obtient l’identité
ajl = pa
qui prouve que deux droites quelconques représentées par ces équations sont dans un même plan.
340. Théorème. Les droites représentées parles équations [a] et [p] sont les seules qu'on puisse tracer sur la surface duparaboloide hyper bolique.
Même démonstration qu’au n° 3 32.
Remarque. Le paraboloïde elliptique n’admet pas de sections rectilignes. Même démonstration qu’au n° 35C.
341. Théorème. Toutes les droites d'un même système sont parallèles à un même plan.
Considérons les droites du système [a], dont les équations sont :
Xr t /P
Les projections de ces droites sur le plan des yz sont évidemment parallèles; et il eu est de même des plans qni les projettent; donc les droites elles-mêmes sont parallèles à un même plan.
On démontrerait de la même manière que les droites du système [p] sont aussi parallèles à un même plan.
342. Théorème. Le parabokhde hyperbolique peut Ure engendré soit par une droite qui glisse en s'appuyant sur trois droites fixes
parallèles à un même plan ; soit par une droite qui glisse sur deux droites fixes en restant parallèle à un même plan.
1° Soient D, D', D" trois droites d’un même système, du système [«] par exemple. On peut , par chaque point de l’une de ces droites, mener une droite du système [p], qui rencontre les deux autres. Les droites du système [fl] peuvent donc être considérées comme les positions successives d’une même droite qui, dans son mouvement, rencontrerait toujours D, D’ D"; et, par suite , le paraboloïde hyperbolique peut être considéré comme engendré par le mouvement d’une droite qui glisse sur trois droites fixes parallèles à un même plan.
2° Considérons deux droites D et D’ du système [«]. Si, par chaque point de D, on conçoit une droite du système [fl], ces droites rencontreront D'; et, en outre, elles seront parallèles à un même plan (341). Donc le paraboloïde hyperbolique peut aussi être engendré par une droite qui glisse sur deux droites fixes en restant parallèle à un même plan.
343. Réciproquement 1° une droite qui glisse sur trois droites parallèles à un même plan engendre un paraboloïde hyperbolique; 2° une droite qui glisse sur deux droites fixes, et qui reste constamment parallèle à un même plan , engendre un paraboloïde hyperbolique-
1° Soient D, D’ et D" les trois droites données parallèles à un même plan. Prenons pour axe des s une droite qui rencontre les trois droites données, pour axe des x l’une des ces droites, D par exemple, et pour axe des y une parallèle à D’; la droite D" sera, par hypothèse, parallèle au plan ;des xy ; les droites données auront pour équations :
les équations de la génératrice. Pour que la droite [G] s’appuie sur les trois droites données, on devra avoir :
<7=0, mh-\-p=0, a(mk-\-p)=znk-{-q.
En éliminant p, q, m et n, entre ces équations et celles de la génératrice, on obtient l’équation de la surface demandée, savoir :
kyz — a (k— h) xz — khy =0.
Cette surface est du second degré et dépourvue de centre ; donc
c’est un paraboloïde hyperbolique, puisque le paraboloïde elliptique n'a pas de génératrices rectilignes.
2” Soient Pie plan directeur, et AC, A’C' (fig. 189) les deux droites données. Par le point O, milieu de CC', menons OB et Fîg. i89. OB' respectivement parallèles
aux droites données; et prenons pour axe des y, la droite CC' qui joint les traces de ces droites, pour axe des x, la trace du plan BOB' sur le plan P, et pour axe des z, la ligne qui joint le point O au milieu d’une parallèle BB' à OX. Les équations des deux directrices AC et A’C' seront :
y=b | x=az j
Les équations de la génératrice seront de la forme :
y—mx-\-q
Les conditions pour que la génératrice rencontre les directrices sont :
6=m<jp-t-ç,
b = map — q.
En éliminant m, p, q entre ces équations et celles de la géné-
ratrice, on obtient 9 = 0, et l’équation de la surface demandée est
yx = ~ax-
C'est encore l'équalion d’un paraboloïde hyperbolique, puisque la surface qu’elle représente est du second degré, privée de centre, et à génératrices rectilignes.
$41. Les équations des génératrices reclilignes de l’hyperloloïde à une nappe peuvent encore êlre présentées sous une autre forme qu’il peut être utile de connaître.
Soit [1]
l’équation de la surface. On peut d’abord écrire les équations d’une génératrice sous la forme
et, en substituant ces valeurs dans l’équation de la surface, on trouve que, pour qu’elle soit satisfaite indépendamment de z, on doit avoir
m*-j- n*= 1 [3], mp -|- nq =0 [4], p1 + 91 = 1 [5].
Pour : = 0, on a x=ap et y=bq, coordonnées d’un point de l’ellipse de gorge. Or, on sait qu’on a un point de cette ellipse en posant
a;=acos<p et y = b sin?
f étant un angle auxiliaire. On satisfera donc à la condition [5] en prenant
p=cosç et qr= sincp.
La relation [4] donne alors
m = — n tangtp;
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n*(l -h lang* <j>) = 1 ,
d’où n=dtcosîp,
et par suite wi=ipsin!p,
en ayant soin de prendre les signes supérieurs ensemble et les signes inférieurs ensemble. On aura donc les équations d’une première génératrice rectiligne en adoptant les signes supérieurs, ce qui donnera
j = — ~c sinç+cosç,
avec |=-f icos?+sin? [6],
et on aura les équations d’une seconde génératrice rectiligne passant par le môme poinl de la surface, en adoptant les signes inférieurs, ce qui doune
-=+ -sin? + cos
avec | = — ^cos<j>-}-sin? [7].
L’analyse précédente montre qu’on ne peut tracer que ces deux droites sur la surface par le point dont les coordonnées sont x,y,z.
On peut remarquer, comme moyen mnémonique que l’on passe du premier système nu second en changeant c en — c.
5455. Toutes les propriétés des génératrices rectilignes de l’hyperbolo'idc à une nappe se démontrent facilement à l’aide des équations [6] et [7].
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de démontrer que la projection d’une génératrice sur le plan de l’ellipse de gorge est tangente à cette courbe; en éliminaut z entre les deux équations
SECTI OKS RECTILIGNES DE L’HYPERBOLOIDE. 515
d’une même génératrice, de l’un ou de l’autre système, on obtient également, pour l’équation de la projection considérée
fcos<p-j-|sinq>= 1; [8]
si on élève cette équation au carré, et qu'on la retranche membre à membre de l’équation de l’ellipse de gorge
on obtient 0 sin? — |cos? 'j = 0,
d’où
jsin? — cos? = 0
Or, les équations [8] et [9] ne donnent qu’un système de valeurs pour a: et y, donc la projection de la génératrice est tangente.
L’équation générale d'un plan passant par une génératrice du premier système est
(iï + isin‘f cosÿ) 4-^(|-^c°s?— sin?)=0.
Si ce plan passe par l’origine, son équation se réduit à ïsin?- fcc.,* ?=0;
ces formes peuvent être commodes pour la résolution de divers problèmes.
Exercices. I. Deux cercle s tracés sur une surface du second ordre et appartenant à deux systèmes de sections circulaires, appartiennent a une même sphère.
II. Prouver géométriquement que l’hyperboloide de révolution à une nappe est coupé par un plan suivant une courbe du second' de gré ayant ses foyers aux pointe de contact de deux sphères tangentes ou plan sécant et d la surface.
III. Les projection s des génératrices de l'hyperboloide <1 une nappe sur les plans principaux, sont tangentes aux sections principales de l’hyperboloide .
IV. Le lieu des points d’un hyperboloide tels que les génératrices qui y passent se coupent à angle droit, est l’intersection de la surface par une sphère concen-
rique.
V. Le lieu des points d'un paraboloide hyperbolique tels que les génératrices qui y passent sont perpendiculaires, est une hyperbole dont le plan est perpendiculaire au plan directeur du paraboloide.
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
$ 1. RÉDUCTION ET DISCUSSION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES DU SECOND DEGRÉ A TROIS VARIABLES PAR LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES.
84G. Considérations générale*. Nous nous proposons de donner, dans ce paragraphe, le moyen de reconnaître, à l'inspection d’une équation numérique, le genre de la surface qu’elle représente et ses éléments principaux. La solution de ce problème est fondée sur ce qui a été établi dans les chapitres V et VI.
On a vu que le genre de la surface dépend des signes des quantités L, M, N, coefficients des carrés des variables dans l’équation débarrassée des rectangles. D'un autre côté, L, M et N sont les racines d'une équation du troisième degré.
is-f Pi' + Qs-f R=0 [sJ,
que nous avons appris à former; et comme cette équation a toutes ses racines réelles , la règle de Descartes suffira pour indiquer, à première vue, le signe de chacune d’elles. La résolution de cette équation fera connaître les coefficients L, M, N. Résolvant ensuite les équations [A] et [a] du n* 489, on aura la direction des axes principaux.
Voici comment on conduira cette recherche.
347. Recherche préliminaire. A l’aide delà règle mnémonique très-simple donnée au n° 478, on formera la quantité R : si l’on trouve R ^0, on en conclura que la surface admet un centre. Si R = 0, la surface admet une infinité de centres ou en est totalement dépourvue.
348. Surface* a eentre unique . Si la surface admet un seul centre, on en calculera les coordonnées et l’on y transportera l’origine. Dans cette transformation, les termes du second degré ne changent pas, ceux du premier disparaissent, et le terme tout connu , passé dans le second membre, acquiert une valeur nou-
velle que nous désignerons par T. Alors, si T est supposé d’abord différent de 0, l’équation représentera
Un ellipsoïde réel, si les racines de l’équation [s] sont de môme signe que T ;
Un ellipsoïde imaginaire, si ces racines sont de signe contraire à T ;
Un hyperboloïde a une nappe, si deux racines sont de même signe que T, et la troisième de signe contraire ;
Un hyperboloïde a deux nappes , si deux racines sont de signe contraire à T, et la troisième de même signe.
Mais lorsque T = 0, l’équation représentera
Un point, si les trois racines de l’équation [s] sont de même signe;
Un cône, s’il y a au moins deux racines de signes contraires.
Surface» qui admettent une Infinité de centrea. Si
les équations qui donnent le centre se réduisent à deux équations distinctes, la surface est un cylindre. Si elles se réduisent à une seule, la surface est l’ensemble de deux plans parallèles.
Dans ces deux cas, l’équation [$] s’abaisse au second degré. Le cylindre sera à base elliptique ou hyperbolique, suivant que l’équation [s] aura ses racines de même signe ou de signes contraires.
Du reste, la section faite par un des plans coordonnés apprendra si la surface est un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou même si elle est imaginaire.
550. Surface» dépourvue» de centre. L’équation [s] S*abaisse encore au second degré, et l’on a un paraboloïde elliptique ou hyperbolique suivant que les deux racines sont de même signe ou de signes contraires. Ce sera un cylindre à base parabolique si l’une de ces racines est nulle.
snrfnee* de révélation. Dans le cas où la surface est
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de révolution, l’équation [i] a toujours deux racines égales et s’abaisse par conséquent au second degré. Ce cas n’oü're aucune difficulté.
Iîiî2. Le mode de discussion que nous venons d'indiquer peut s'appliquer lors même que les axes primitifs ne seraient pas rectangulaires. D’abord les caractères auxquels on reconnaît qu’une surface admet un centre unique, une infinité de cenlres, ou qu’elle en est dépourvue, sont indépendants de la direction des axes. Ensuite, soit MPQO le polygone des coordonnées d’un point M appartenant à une surface du second degré S, rapportée à des coordonnées obliques. Imaginons que I’Q tourne autour du point 0 jusqu’à devenir perpendiculaire à l’axe des x, et que MP tourne autour du point P jusqu’à devenir perpendiculaire au plan des xy. Le point M viendra en un point M' sans que ses coordonnées aient changé de grandeur. Le lieu des points M' sera donc une surface S' qui aura, en coordonnées rectangulaires, la même équation que la surface S. Je dis que ces deux surfaces sont du même genre. II est évident, en effet, que si la surface S est fermée, se compose d’une seule nappe indéfinie ou de deux nappes, il en sera de même de S'. Par conséquent, l’équation [i] fera encore connaître le genre de la surface; mais la grandeur des axes et leur position par rapport aux axes des coordonnées ne seront plus données par les équations [s], [A] et [«].
Nous allons éclaircir toute cette théorie par des exemples.
S4ü. Applications. I. Soit l’équation [l]
r*+22y,+16s,+16y*— toz— 20tfi/+26.c— 40y— 44s-j
Au moyen du carré mnémonique (474)
je trouve
la surface admet donc un centre. On trouvera les coordonnées de ce point en résolvant les équations
d’où l'on déduit
et, d’après la règle du n° 475,
Calculant, au moyen du carré mnémonique, les autres coefficients de l’équation [s], on trouve
Q = 25.22 -j- 25.16 + 22.16— 8’ — 2*— 10* = 3134; on a donc
Les racines de celte équation sont toutes les trois positives. Donc la surface [1] est un ellipsoïde.
L’équation [s] a pour racines 9, 18 et 36, ce qui réduit l’équation [1] à
9x*+ 18y*+ 36s'= 9, ou x’+2y’+4z'= 1.
Les axes principaux sont
1, .Jv/2 et f
Si l’on veut connaître la direction des nouveaux axes par rapport aux anciens, il faudra porter tour à tour les trois racines de l’équation [$] dans deux des suivantes :
251 — 10m — 2n = Is 1
— 21+ 8m+ 16» = ns 1
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elles détermineront les cosinus des angles des nouveaux axes. En conservant les mêmes notations qu'au n” 430, on trouve
(x',z)= 131-48' 40", (y',s) = (x',y), (z\ z)=(af,x).
H. Notre premier exemple ayant suffisamment montré la marche du calcul , nous entrerons désormais dans moins de détails. Soit proposée l'équation
On trouve
R = 1 , *i = l, ÿi=2, *,=— 1, T=38,
La surface admet un centre, et l'équation [t] adeux racines de même signe queT : donc la surface est un hyperboloïde & une nappe.
En résolvant l’équation [»], on trouve que ses racines sont 9,1 ,0 ,3. — 0,4 : par conséquent l'équation simplifiée de la surface sera approximativement
g.ljtHO.Sy3— 0,4*’=38 [H,].
III. *5 + 6y* + 8*i — 4*y+2* + 4y
la surface est un cène, puisque, T étant nul, les racines de l'équation [s] ne sont pas toutes de même signe.
On arrive à la même conclusion en remarquant que l’équation proposée donne une valeur réelle de * pour toute valeur de z et de y.
IV. 5*! + 10y3+17*’ + 2Gy*+18*x+ 14xy + 6* + 8y + 10*+64 = 0 [ij,
K=0; donc la surface est dénuée de centre ou en admet une infinité : pour savoir lequel de ces deux cas a lieu, je furme les équations qui déterminent le centre
Sz+ 7y + 9* = — 31
Or, cm obtient la troisième en ajoutant les deux premières multipliées respectivement par — 1 et -f 2. Donc la surface est un cylindre.
Je transporte l'origine au point où la ligue des centres perce le plan des ary. Je trouve pour ce point
j’en conclus T = 66;
on a d'ailleurs P=— 32, 0=6 ,
l'équation [s] débarrassée de sa racine nulle est alors
elle donne s=16±5v^ïÔ;
et comme ces deux racines sont positives, j’en conclus que le cylindre est à base elliptique, puisque T est aussi positif. Son équation la plus simple est
(19 + 5v'ÏÔ)iJ+ (16 — 5v,ÏÔ!y*=66 [CEj.
V. Nous avons déjà donné dans le chapitre V, n'478, des exemples d'équations qui représentent deux plans parallèles; nous y renvoyons le lecteur.
VI. -f- 5y> + Sx’ + 4xy + 44» — 8xy + 6r + 6y — 34 = 0 , on trouve R=0. Les équations qui déterminent le centre sont
kx — 5y — 24= — 3 ! [Cl-
En ajoutant les deux dernières équations, on reproduit le premier membre de la première, mais le second est différent. Donc la première est incompatible avec les deux autres. La surface est donc du genre paraboloMe.
L'équation [s] est ici
Cette équation a ses deux racines positives; donc, la surface ne peut être qu’un paraboloïde elliptique.
En résolvant l'équation [»], on trouve que ses deux racines sont égales à 9; donc le paraboloïde est de révolution , et son équation la plus simple sera
9y> + 9a!=2Ux.
Pour trouver U, je change dans deux des équations [C] i en 1, y en m , et x et n . et je supprime le second membre, ce qui me donne
j’y joins
on tire de là
par conséquent,
donc
L'équation la plus simple de la surface est donc
Si54. Exemples de discussion d'éqnatlona littérales. I. L’ exemple suivant a été donné en composition à l’examen écrit pour l'admission à l’École polytechnique (1861).
Soit
aæ’-f-fci/,-j-cz,-}-2as(/+ 2bzx-\-2cz — 1 =0.
On remarque d’abord que la surface représentée par cette équation est rapportée à son centre ; pour savoir si elle n’aurait pas une infinité de centres, formons la fonction R ; il vient
R=a,-f-è,-f-c’ — 3 abc.
Cette fonction s’annule quand on y fait o= — (b -f- c), donc elle est divisible par a -f b +c ; et, en effectuant la division, on trouve qu’elle peut être mise sous la forme
R = i (a + 6 + c) [(a - b)' +(a-cY+(b- e)*] .
Donc, pour que la surface puisse avoir plusieurs centres, il faut que l’on ait
ou a + 6-f’c = 0 ou (a — 6)*+(a— — c)*=0.
Lorsque la seconde égalité a lieu, il en résulte a—b=c, de sorte que l’équation proposée se réduit alors à
c’est-à-dire qu’elle représente deux plans parallèles.
L’équation en s est
s* — (a+è-f-cjj' — (ab -f- ae + be — a* — V— c*)i-}-R = 0.
Posons
ab + ac bc - a* — b' — e = 5 [(a — b)' + (a — c)* +(b— cf\ — B’,
et remarquons que l’on a R=AB*; il vient
B*i+AB*=0.
Or, cette équation est vérifiée par s = A, et par suite ses trois racines sont A, B et — B.
Donc l’équation de la surlace proposée rapportée à ses plans principaux est
A®*+By*— Bz*=l,
Les coefficients de y ’ et de z’ étant nécessairement de signes contraires, cette équation ne peut jamais représenter un ellipsoïde. Les différentes hypothèses à faire sur A ou a c, sont
A > 0, A <0 ou A = 0.
Dans le premier cas l’équation proposée représente un hyperboloïde à une nappe.
Dans le second un hypcrbolmde à deux nappes. Dans le troisième un cylindre hyperbolique dont la base est une hyperbole iquilalère, les axes étant rectangulaires.
Il se peut que la surface soit de révolution ; or nous savons qu’il faut pour cela que l’équation en s, ait deux racines égales (406). Nous devons donc avoir
A=±B ou A* = B*, t’.ette dernière égalité revient à la suivante
«&-(-ac4-6c = 0 ou - + ^+-=0.
Telle est la condition pour que la surface représentée par l’équation proposée soit de révolution.
II. 2Bÿï + 2B'« + 2B*iÿ + 2Cjt + 2C'ÿ + 2C"i + F=0 fl
R = — 2BB'B", Q=— (BJ + B'1 + B"J), P=0,
I1 - (Bs + B’1 + B"1)! — 2BB’B"=0 [* .
L’équation [x] manquant du second terme ne peut avoir toutes ses racines de même signe. La surface [I| ne pourra donc être qu’un hyperboloïde si B, B’, B” soin différents de 0. Soit alors T le terme toutconnu de l'équation réduite; siBB'B" est de même signe que T, l’équation [x] aura deux racines de même signe que T, et la surface sera un hyperboloïde à une nappe. Ce serait un hyperboloïde à deux nappes dans le cas contraire.
Si B = 0, l’équation [x] devient, en la débarrassant de sa racine nulle, x’— (B'1 + B"3) = 0.
La surface est donc un paraholoïde hyperbolique , puisque les deux racines restantes sont de signes contraires.
83*5. Ces exemples suffisent pour montrer la marche à suivre dans la discussion des équations numériques du second degré: mais comme la question ne laisse pas que d’être compliquée, nous avons dressé le tableau suivant, où l’on embrassera d’un coup d’œil l’ensemble des opérations et tous les cas qui peuvent se présenter :
TABLEAU DE LA DISCUSSION DES
EQUATIONS ET CALCULS.
Ax’ -j-2Byz -|-2Cx j
A'y* + 2B'zx 4-2C'j/Up=0,
AV+2B'xy+2B"z|
[1] Équation proposée.
s5 + Ps* -|- Q$ -f- R = 0, [*) Équation caractéristique.
P=— A — A' — A" Q=AA'+AB"4-A’A"— B’-B'*— B”* R=AB’+A'B'*-}-A‘'B"‘-AA'A"— 2BB'B"
Valeurs des coefficients de l’équation caractéristique.
F'«=Ax +B''y+B'z -f C =0 F’y=B’ x-f-A’y-f-Bz -|-G’=0 P.=B'x + Bi/ +A'z + C"=0
Équations qui déterminent
le centre.
AI + B’'m-J-B'n=/s
B"f+A'm4-Bn —ms B'f-f-Bm -f-A'n=»w -|-n’ =1.
I Équations qui font con- ; [A] naitre la direction des
Lx*+ M î/*-|- Nz*=T
) . Équation réduite des sur- ) L faces à centre.
My*+Nz*=2Ux
! Equation réduite des surfil] faces dépourvues de centre.
T=F+Cx1+C'yl+C"z1,
Racines de l’équation [*].
xt , y„ z, , coordonnées du centre
U= — Ci— C'm— C"n
l, m, n, valeurs tirées des équations [A], et correspondant à s=0.
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Centre non'L>0, M>0, N>0, Ellipsoïde réel, situé sur la\l.<C0> M<0, N<0, Ellipsoïde imaginaire. Surfaces\ surface, |L>0, M>0, N<0, Hyperboloïde à une nappe.
T>0. L>0, M<0, N<0, Hyperboloïde à deux nappes
Centre situé ( L’ V1, N n ont pas le i Cône surlasurface mêmc s,Sne’ »
T=0. L’.M,Nomlemôme> Point.
centre
inique
signe.
iurfaces qui ont ne infinité de centres R = 0,
Enlignedroi- \ le: les équa-1 itions [C] se/ réduisent àj deux.
iT>0
J Sur un plan:/ Iles équations \ f [C] se rédui-< sent à une/ seule.
Surfaces /Unedeséqua-I |ui ont Itions [C] esll n centre j incompatible) l’infini ) avec l’ensem-] \ — 0, f ble des deuxl ., = O. \ autres.
Cylindre elliptique.
Une droite.
Cylindre imaginaire.
Une droite.
Cylindre hyperbolique.
Deux plans qui se coupent.
Deux plans parallèles.
Un seul plan.
Deux plans imaginaires.
Un seul plan.
Paraboloïde elliptique.
Paraboloïde hyperbolique.
Cylindre parabolique.
§ 2. AUTRES MÉTHODES POUR DISCUTER LES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES DU SECOND DEGRÉ A TROIS VARIABLES.
SÎJ6. La méthode exposée dans le paragraphe précédent ne laisse rien h désirer lorsqu’on veut déterminer, outre le genre de la surface, ses éléments principaux et sa position par rapport aux axes coordonnés. Mais si le genre de la surface est le seul objet que l’on ait en vue de découvrir, on pourra employer, pour abréger, l'une ou l’autre des deux méthodes suivantes.
Ü57. Première méthode. Celte méthode est fondée sur certaines transformations algébriques du premier membre de l’équation de la surface proposée (égalé à 0), et sur le lemme suivant :
Lemme. Soient
les équations de trois plans qui se coupent en un point. Si Con prend ces trois plans pour plans coordonnés, savoir le premier pour plan des y'z’, le second pour plan des x’z’ et le troisième pour plan des xV, les équations de ces plans se réduiront respectivement à
Ix' — O, niy' = 0, ns' — 0,
I, m et n étant des constantes.
En effet, l’équation du plan des y'z1 étant x' = 0, si dans l’équation X = 0 l’on remplace x, y et s par leurs valeurs en fonction des nouvelles coordonnées xf, y', z', l’équation ainsi obtenue ne doit différer de x' que par un facteur constant; elle sera donc de la forme lx' = 0. Par la même raison, les équations \'=0 et Z=0 se réduiront à la forme my’— 0 etnz' = 0; ce qui démontre le lemme énoncé.
B58. Pour avoir l’expression des valeurs des constantes l, m, n, imaginons que par un point quelconque M, l’on mène MQ parallèle à l’axe des x' et MP perpendiculaire au plan X = 0 ; si l’équation de ce plan est de la forme Ax-f-By-f Cx-j-D = 0, et si les premiers axes sont rectangulaires, nous aurons
y p Ax-j-By-f- Cz-{-D
D’un autre côté, si nous désignons par a l’angle des deux droites MP et MQ, angle qui est le même pour toutes les positions du point M, nous aurons aussi
MP = ±x' COS a,
d’où l = V/A,-j-D*-)-C’.cosa.
On prendra le signe + ou le signe — , suivant que le point M sera d’un côté ou de l’autre du plan X=0.
On obtiendrait de même les valeurs de m et n.
SS9. Considérons maintenant l’équation
kx'+ k’y'+ A"s* + 2B;j/ + Wzx + 2B "xy -f 2Cx
Les transformations que nous avons à faire subir à son premier membre sont fondées sur les deux identités suivantes :
1 6* axr -|-2èa;-|-c=-(aa;-f-6/-(-c — — ,
ou
<u:,-f-2ba;-f'c= &)* — H,
et
co 1 1
Dans la première de ces identités, H désigne une quantité indépendante de x qui peut être positive, négative ou nulle, et la quantité entre parenthèses est la moitié de la dérivée du premier membre par rapport à x. Dans la seconde identité, p et q désignent des quantités quelconques.
Cela posé, il y a deux cas principaux à considérer :
SCO. Premier cas. Les carrés des variables ne manquent pas à la fois. Soit A 5^0.
Ordonnons le premier membre de l’équation [1] par rapport à x, et considérons ce premier membre comme un trinôme en x-, GÉOM. ANAL. 34
en vertu de l’identité [2], l’équation [1] peut se mettre sous la forme
-j- (Aa; + B'z + B"t/ + C)’-f aj/*+ a'a’-f- 2 byz -f 2ci/ + îc’z -f f= 0 .
Alors il se peut que a et a' ne soient pas nuis à la fois et que l'on ait, par exemple, a^O. Par une transformation semblable à la précédente, le polynôme
ay ' + a'z’ + 2ti/; + 2fy-f- 2 c’s + f [4]
peut s’écrire
' - {ay-\-bz-\-c)*-\-aiz%-\-iblz-\-fl »
et pour a, ^ 0, on a de même
fliZ -f- 26,z -{- f, — — (a, s -f- b,)* — IP,
donc l’équation [1] pourra définitivement prendre la forme
\ {kx + B’ z + B "y + C)* + \ {ay + +<>)• + I (a,î + &,)* = H,
ou bien, en désignant par X, Y et Z trois fondions linéaires des variables, sous la suivante :
^-X*+iY*+iz,=H • [A].
Dans le cas où Ton aurai! a, = 0, l’équation [1] deviendrait |(A* + B"; + B "y + C)’ + ^ {ay 4 - te + c)* + 26,-- + f= 0 ou bien
X*+iY*+ -Z=0 [B],
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. 2 bys + 2 cy -}- 2 c’z-\-f=^ (2 by 4- 2 c") (*bz + 2c) — II,
II désignant une constante qui pont être nulle. Or, en vertu de l’identité [3], le produit (26ÿ + 20 (26s -f 2c) peut être remplacé par une différence de carrés; donc l’équation [1] peut prendre la forme [A].
Si l'on avait en même temps a = 0, a' = 0, b = 0, le polynôme [4] se réduirait à 2ry 4* et l’équation [1] prendrait une
forme comprise dans [B], en y supposant Y nul.
SOI. Deuxième cas. Soient A = A' = A"=0. Dans ce cas, les rectangles des variables ne sont pas nuis à la fois. Soit B 5^0.
L’équation [1] se réduit à
2By; -j* 2B'ju5 4- 2B"o ry 4- 2&c 4~ 2C’»/ 4- 2C*’r 4- F = 0 [5]
et peut s’écrire
^ (2 B? 4- 2 B"* 4- 2 C’) (2 By 4- 2 B’x 4- 20’) ■
les quantités placées entre les premières parenthèses étant les dérivées par rapport à y et par rapport à z du premier membre de l'équation.
Soit B B"^0. Le produit indiqué parles parenthèses pourra être remplacé par la différence de deux carrés, en vertu de l’identité [3], et le trinôme en te qui est en dehors des parenthèses pourra èlrc remplacé par la somme d’un carré et d’une quantité constante, en vertu de l’identité [2]. L’équation [5] pourra donc se ramener à la forme [A].
Si B’B"= 0, on retombe sur la forme [B],
Quels que soient les cas particuliers, on arrivera toujours à mettre l’équation numérique proposée sous une forme qui ren-
trcra dans les formes [A] ou [B], en admettant que Y et Z puissent être identiquement nuis; et alors on connaîtra le genre de la surface qu’elle représente en opérant de la manière suivante.
On prend pour plans coordonnés les plans représentés par les équations
en vertu du lemme, les équations [A] et [B] deviennent respectivement :
^V«+JmV*+^nV*=H [1]
et j|^+Imy*+in*' = 0 [U].
Supposons qu’on ait l’équation [1]; il se présentera les cas suivants :
1° Les trois coefficients A, a et a„ sont de même signe que H. Dans ce cas, l’équation [IJ représente un ellipsoïde réel rapporté à un système de diamètres conjugués.
2“ Les trois coefficients A, a et a, sont de signe contraire à H. Dans ce cas, l’équation proposée représente un ellipsoïde imaginaire.
Dans les deux cas, si H est nul, l’équation ne représente qu’un point.
3" Deux des coefficients sont de même signe que H et le troisième de signe contraire. Dans ce cas, l’équation [1] représente un hyperboluïde à une nappe.
4° Deux coefficients sont de signe contraire à H. Dans ce cas, l’équation [I] représente un hyperboloïde à deux nappes.
Dans les deux derniers cas, si H est nul, l’équation représente un cône.
Ou discuterait de la même manière l’équalion [II].
362. Remarques. I. Dans le cas où Z serait identiquement nul, l’équation proposée se réduirait à
Ix* + lY*=H;
alors on choisirait pour plans coordonnés les plans X=0 et
Y = 0, et un troisième plan quelconque coupant les deux premiers; l’équation prendrait la forme
et l’on voit qu’elle représente : un cylindre elliptique si les deux coefficients A et « sont de môme signe que II; un cylindre hyperbolique si les deux coefficients sont, l’un de môme signe que II, l’autre de signe contraire.
Enfin, si Y et Z étaient identiquement nuis, l’équation se réduirait à
et représenterait deux plans parallèles.
II. Ce qui précède suppose que les trois plans X=0, Y=0,Z=0, se coupent en un point; c’est ce qui a toujours lieu quand on opère la transformation comme nous venons de l’indiquer.
Mais on peut former arbitrairement, ou l’on peut rencontrer, à la suite d’un autre calcul, des équations de la forme [A] ou [B] dans lesquelles cette condition ne soit pas remplie. Il est aisé de voir qu’alors l'équation proposée représente toujours un cylindre ou l’une des variétés du cylindre, soit que les plans X = 0,
Y = 0, Z = 0 se coupent suivant une môme droite, soit qu'ils se confondent ou qu’ils soient parallèles. En effet, si les trois plans se coupent suivant une même droite, l’une des équations devant être une conséquence des deux autres, on aura, par exemple,
Z = «X + pY.
Si les trois plans ne se coupent pas, alors, ou bien l’intersection des deux premiers plans sera parallèle au troisième, et on aura
Z=aX+pY+Y,
ou bien les trois plans seront parallèles, et on aura Z = «X-H, Y = pX-f k'.
Dans les deux premiers cas, l’équation proposée sera une fonction de X et Y, et dans le Iroisiéme une fonction de X seulement. Supposons que l'on ait /"(X, Y)=0; prenons pour plans coordonnés les deux plans X = 0, Y=0, et un troisième plan quelconque coupant les deux premiers; l’équation de la surface deviendra
mrj) = 0 ,
laquelle représente un cylindre dont les génératrices sont parallèle» à l'intersection des plans X = 0 et Y = 0.
Si l’on avait f(\) = 0, en prenant pour plans coordonnés le plan X=0 et deux autres plans quelconques qui se coupent entre eux et qui coupent le premier, l’équation de la suiface se îéduirail à
f(lx') = 0,
et représenterait deux plans parallèles au plan X = 0, c’est-àdire une variété du cylindre.
III. Lorsque l’équation proposée représentera un hyperboloïde à une nappe ou un paraboloidc hyperbolique, on obtiendra les équations des génératrices eu décomposant en facteurs l'équation de la surface, comme il a été indiqué dans le § 3 du chapitre précédent, après qu’on l’aura mise sous la forme [A] ou [11].
Essayons d’éclaircir ce qui précède par quelques exemples.
Exkmplis. I. Soit l’équation déjà traitée (n
25jt> + 22y! + 1 6x5 +1 6y z — ksx — 20ry — 26x — 40y —44*+ 44 =0.
On commence par écrire te premier membre sous la forme
i (25x — 2 J — lOy — 1 3P + 22g5 + 16J3-HGiy — 40y — 44 x + 44 — (23*— 2*— TOy — 13)* ;
puis on réduit la partie en dehors de la première parenthèse à
et on l'écrit
18y*+15**+Tvy-Ty--25-*+23-,
(,8»+r*-— j+ir*- ir^+25— fs (t*-— )’
Oa réduit de même la partie en dehors de la première parenthèse dans ce dernier polvnome à
— s3 x -4- — ou — (x — U3— 11.
Par suite, l'équation proposée peut se mettre sous la forme
L(25.-a*-io*-w+à(,^+T*-x),+W(*-1),asI1'
Or , si nous égalons à 0 les quantités entre parenthèses , il Tient
25x— 2l— lOy — 13=0, 18y + ^ * — -^ = 0, X— 1 = 0,
équations qui ont une solution unique x= 1 , y— 1 , x~ 1 ; on peut donc prendre les trois plans qu'elles représentent pour plans des y'*', des xV et des l’y' ; alors l'équation proposée deviendra
et, sous cette forme, on voit immédiatement qu'elle représente un ellipsoïde réel, ainsi que nous l'avions reconnu par la méthode du paragraphe précédent.
II. Soit l’équation
2*3+4y’— X1— 4yï — 8xx + 4xy + 2*— 4y— 22=0.
Écrivons son premier membre ainsi :
i(2* + 2y— és-t-lj’ + éy3— s3— 4yx-4y— 22— ^(2y— 4x+l)>.
Le polynôme en dehors de la première parenthèse peut se réduire à 2j^_3x»4.4y*— 6y + 4*~Y ou ^ (2y + 2*-3)3-3x3+4*— j — | (W-3)3.
La partie du dernier polynôme en dehors de la première parenthèse se réduit è — llx3+ 10* — 27 ou — i(lU+5)«—
par suite , l'équation proposée devient
|(2»-4x+2y + 1)*+ÿ(2y+2*-3)*-i(lU+5)>=^i
et, sous cette forme, on voit qu'elle représente un hyperbnioïde à une nappe.
En multipliant par 2 les deux membres de cette dernière équation, on trouve que les équations des génératrices de cet hyperboloïde sont
2*-4* + 2y + l + y/£(U;l + 5)=« (^f +2v + îï~3)
2x-4x + 2y+l-^/l(lU+5) = i(^j-!V-2* + 3)
et 2*-4* + 2y + 1 + (il* +5) = p (7p[-2!,-î* + 3)
ix-kX + 2y + 1 - (1 U + 5) = î +»» +>»- 3 J.
VI. Soit enfin l'équation
yi + 3xi -f 2xy — y + x + 2x-f 4=0.
On peut écrire son premier membre ainsi
(* + lr + l)(y+3i + 2)— X + 4-6JS-4I— 3j— 2; en réduisant le polynôme en dehors des parenthèses, il devient
— 6x’ — 8x + 2 ou -|(3x+2)I+ ’^î
et en transformant le produit indiqué par les parenthèses en une différence de carrés, on trouve que l'équation proposée, toutes réductions faites, peut s'écrira
F.lle représente donc un hyperboloide d une nappe.
JSC4. Deuxième méthode. On cherche d’ahord, comme il a été dit au n“ 47 G, si la surface proposée admet un centre unique.
une infinité de centres, ou si elle en est totalement dépourvue. Examinons successivement ces trois cas.
SGS. Surfaces A centre unique. La surface proposée ayant, par hypothèse, un centre unique, on sait déjà (800) qu’elle ne peut être qu’un ellipsoïde réel ou imaginaire, un hyperboloïde à une ou deux nappes, un point ou un cône.
En résolvant l’équation de la surface par rapport à z, on en tire une expression de la forme
z = ma;-}-ny + P — \Jay'-\- bx y -J- ex' -\-dy-\-ex-\-f.
Les coordonnées des points du plan desa:y, sur lesquels se projette la surface, doivent satisfaire à l’inégalité
ay* -f- bxy + ex' + dij -j- ex -j- f> 0 ;
donc, la projection de la surface sur ce plan est limitée par la courbe qui a pour équation
ay,-f6aa/ + ca:,4-di/-j-ea;-f f=0 [1].
Nous regardons comme évident que cette courbe a un centre ou en est dépourvue, selon que la surface dont elle limite la projection a elle-même un centre ou en est dépourvue. Donc, dans le cas des surfaces à centre, cette courbe ne peut jamais être une parabole. Cela posé, il y a trois cas à examiner.
800. 1° La courbe [1] est une ellipse. La projection de la surface étant limitée par une ellipse, ne peut être qu’un ellipsoïde ou un hyperbolbïdc à une nappe : ce sera un ellipsoïde si la surface se projette à l’intérieur de l’ellipse [1], et un hyperboloïde à une nappe si elle se projette à l’extérieur. On reconnaîtra que l’un ou l’autre cas a lieu en cherchant si le z qui correspond aux coordonnées a; et y du centre de l’ellipse est réel ou imaginaire. Si cette valeur de z est réelle, la surface se projettera évidemment dans l’intérieur de l’ellipse et ne pourra être, par conséquent, qu’un ellipsoïde. Si celte valeur de z est imaginaire, la surface se projettera à l’extérieur de l’ellipse et sera un hyperboloïde à une nappe.
Exemples. I. Prenons d'abord l'équation déjà traitée aux n" 343 et 363 savoir : ’
25** + 22i/* +1 6ï’ + 16yï — kxi — 2(tay — 26i — 40y — 44x + 44 =o.
On a reconnu que la surface avait un centre unique.
On tire de l’équation proposée
, _jJ-8a.+ 22± \J — 288y* + '>H8ry _ 396xJ + Ô04J + 288y— 220
ÏÔ
La projection de la surface, sur le plan des xy , est donc limitée par la courbe qui a pour équation
288y> - 28&ry + 396t3 — 504x— 288y — 220=0 [E].
Cette courbe est une ellipse dont le centre a pour coordonnées x= | y = 1 • de plus, le s qui correspond à ces valeurs de x et de y est réel. Donc la surface proposée, se projetant dans l’intérieur de l’ellipse [Ej, est un ellipsoïde.
II. Soit l'équation
2xJ + 4yJ— ^-Myx— 8xx— 4xy-f 2x— 4y — 22 = 0.
Au moyen du tableau mnémonique
on trouve
La surface a donc un centre unique. On tire de l’équation proposée
*=2(y— îx)±\]îy‘ - 20-ry + 18xJ— 4y + 2i— 22 J
par conséquent la projection de la surface, sur le plan des xy, est limitée par la courbe qui a pour équation
8y’— 20xy + 18**— 4y +2*— 22=0.
Cette courbe est une ellipse , dont le centre a pour coordonnées «=-5-»
ÿ — 22' Tïleur correspondante de x étant imaginaire, on an conclut que la
surface se projette à l’extérieur de l’ellipse et, par suite, que cette surficeest un bypeibololde & une nappe.
Remarque. Si l’ellipse se réduisait à un point, la surface serait un cône ou elle se réduirait à un point. En effet, le radical qui entre dans la valeur de * est alors de la forme
y'mLfc— aO’+Cy-yïJ.
Si m est négatif, on voit que z n’a qu’une valeur réelle, celle qui correspond à x—x1, y = y'..La surface se réduit donc à un point.
Si m est positif, z sera réel pour toutes les valeurs de x et de y, de sorte que la projection de la sut face couvrira tout le plan des xy ; et comme celte surface contient le centre, c’est un cône.
oG7. 2° L'équation [1] représente une hyperbole. Dans ce cas, la surface ne peut être un ellipsoïde; ce ne peut Être qu’un hyperboloïde à une nappe ou à deux nappes. Le premier cas aura lieu évidemment si la projection de la surface contient le centre de l’hyperbole, et le second si elle ne le contient pas. On reconnaîtra encore lequel de ces deux cas a lieu en cherchant si la valeur de z, qui correspond au centre de l’hyperbole, est réelle ou imaginaire.
Exbvpi.es. I. Soit l'équation
« îaS+y’ + J1 + 4yx— 2xx — 2zy + 2y — 3=0.
En appliquant la règle connue, on voit que la surface a un centre. De l’èquation proposée on tire
X=X— 2y± V^!/’ — 2xy — x2 — 2y+3.
La projection de la surface est donc limitée par l’hyperbole 3yJ — "Ixy — x, — 1y + 3.
Les coordonnées du centre de celte hyperbole sont x— — - , !/=£> et la valeur
correspondante de x est réelle. Donc la surface pro[osée est un hyperboloide à une nappe.
II. Soit l’équation
x 1 — 2y, + i’ + 2ry — 4*x + 4y + 4ï — 9=0.
Le lecteur reconnailra sans peine, par un calcul analogue à celui que nous venons de faire, que celte équation représente un hyperboloide à deux nappes.
Remarque. Si l’hyperbole qui limite la projection de la surface se réduisait à deux lignes droites, la surface serait évidemment un cône.
üG8. 3° L’équation [1] représente une courbe imaginaire. Dans ce cas, le premier membre de l’équation [1] est toujours positif ou toujours négatif, quelles que soient les valeurs de x et de y. S’il est positif, la valeur de z, tirée de l’équation proposée, est tou-
jours réelle, et la surface, sc composant de deux nappes séparées par le plan diamétral
z = mx-\-ny -\-p,
est un hyperboloïde à deux nappes. Si le premier membre est toujours négatif, la valeur de z est toujours imaginaire et la surface est elle-même imaginaire.
309. cas particulier. Ce qui précède suppose que l’équation proposée renferme au moins le carré de l’une des variables; car s’il en était autrement, en la résolvant par rapport à l’une quelconque des variables, on obtiendrait une expression dépourvue de radical.
Quoique ce cas particulier ait déjà élé examiné (354 , II) , nous allons le traiter de nouveau, afin de rendre notre second mode de discussion indépendant du premier. Nous nous fonderons sur ce théorème du n° 355, savoir; que l'hypcrboloïde à une nappe contient toujours une parallèle à une génératrice quelconque de son cône asymptote, propriété qui n’appartient pas à l'hypcrboloïde à deux nappes.
Soit
2Bj /z -f- 2B ’xz -j- 2B'x; / -f- 2Ca:+2C'î/ -j- 2C’'z -f- F = 0 [1]
l’équation proposée, qui, par hypothèse, représente une surface à centre. Cette surface ne peut être un ellipsoïde, car pour toute valeur réelle de x et de y, la valeur tirée de l’équation [I] est toujours réelle; donc la projection de la surface recouvre tout le plan des xy, ce qui ne peut convenir à un ellipsoïde. La surface proposée ne peut donc être qu’un hyperboloïde à une nappe ou à deux nappes, ou un cône. Pour distinguer le genre de la surface, je transporte l’origine au centre. L’équation proposée prend la forme
Bi/z -(- B'xz -f- Wxy = T.
SiT=0, l’équation, étant homogène, représentera un cône. Si T est différent de zéro, la surface sera un hyperboloïde dont le cône asymptote aura pour équation
Bi/z -(- B'xz -j- B "xy = 0.
L'axe des z étant évidemment une génératrice de ce cône, la surface devra contenir une parallèle à l'axe des z, si c’est un hyperboloïde à une nappe. Or, si l’on fait
dans l’équation réduite, on aura
(Bp-fB'a)3-t-B"«p = T,
équation qui ne peut être satisfaite, quel que soit z, que si l’on a en même temps
Bp-fB'a=0 et ap=jp,
Celte valeur de a est réelle ou imaginaire, suivant que est de
signe contraire à T ou de même signe. Donc, dans le premier cas, la surface sera un hyperboloïde à une nappe, et dans le second, un hyperboloïde à deux nappes.
870. .Surfaces qui admettent une infinité de rentres. Ce Cas I1C
peut offrir aucune difficulté. Si les équations qui donnent le centre se réduisent à deux équations distinctes, la surface est un cylindre. Si elles se réduisent à une seule, la surface est composée de l’ensemble de deux plans parallèles.
La section faite par un des plans coordonnés apprendra si la surface est un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou bien si elle est imaginaire.
871, Surfaces dépourvues décentré. Ce troisième cas n’oflre pas non plus de difficulté. On sait d’abord (815) que la surface ne peut être qu’un paraboloïde elliptique , un paraboloïde hyperbolique ou un cylindre parabolique , et la nature des sections faites par les trois plans coordonnés apprendra le genre de la surface.
En effet, si parmi ces trois sections il y a des ellipses, la surface sera un paraboloïde elliptique; car le paraboloïde hyperbolique
cl le cylindre parabolique n’admettent pas de sections elliptiques
Si parmi ces sections il y a une hyperbole, la surface sera un paraboloïde hyperbolique; car le paraboloïde elliptique et le cylindre parabolique n’admettent pas de sections hyperboliques (811).
Enfin, si les trois sections sont des paraboles, la surface sera un cylindre parabolique; car les paraboloïdes ne peuvent être coupés suivant des paraboles, que par des (dans parallèles à leur axe.
Exemples. I. Soit l’équation déjà traitée au n“ SIS, VI, savoir :
5i» + 5y» + RiM- 4xy + kix — Bxy + 6x + 6y - 3ï= 0.
Nous avons vu que la surface représentée par cette équation est dépourvue de centre. Or, si l’on fait X= 0, on trouve
5jc!— &ry 4 Sy’ + 6t/+56=0;
cette équation représente une ellipse; la surface proposée est donc un paraboloide elliptique, ainsi que nous l'avions reconnu par la première méthode.
II. Soit l'équation
a’q- y1 + 2is + lyi + Ixi + 1xy— kx — 1y— 2x=0.
On trouve R=0, et, de plus, les équations qui déterminent le centre •
x+y+ jt=2 *+y 4- *=i i+y+2x=l
sont incompatibles; donc la surface est privée de centre.
Pour x =0, on a
y’ + 2xy +*1— 2y— 4r:=0,
équation d'une parabole, ce qui n'appreDd rien sur la uature de la surface. Pour y=0, on a
x'+lxx — 2ï’— 4jc + 2î=0,
équation d'une hyperbole; donc la surface est un paraboloïde hyperbolique.
III. *’ + y1 + 9ï1+ 6yx— Crx— 1xy + 1x— 4x
On trouve que la surface est dépourvue de centre; et comme les sections faites par les trois plans çoordonnés sont trois paraboles, on en conclut que la surface est un cylindre parabolique.
872. Nous engageons le lecteur à résumer la discussion précédente de l’équation dti second degré à trois variables, en dressant un tableau analogue à celui de la page 526, et à déterminer les
conditions que doivent remplir les coefficients a, b, f, pour quel’é quation
z = mx vy p zt t/atf -f- bxn-\-cx' -\-dy -\- cx-\-f
représente : 1° un cylindre elliptique, un cylindre parabolique ou \u\ cylindre hyperbolique; 2° un ellipsoïde; 3° un hyperboloïdc à une ou deux nappes; 4° un paraboloïde elliptique ou hyperbolique ; b" deux plans qui se coupent ou deux plans parallèles.
Exercices. Si l'équation générale du second degré représente un paraboloïde, quand on fait disparaître le rectangle des variables, un des carrés disparaît.
lorsque l’ensemble des termes du second degré d’u ne équation du second degré d trois variables forme un carré parfait, la surface est un cylindre parabolique.
Que représente l'équation P> -f AQ=0, P et Q étant des fonctions linéaires de i , y , il Position des plans P = 0 ou Q = 0 fuir rapport d la surface.
On donne l’équation AP3-f BPQ -f CP’=0, dans laquelle P et Q sont des fonctions linéaires de x, y, z. Quelle est la condition pour qu'elle représente deux plans parallèles ?
Que représentent les équations
z=Ay3 + Biy + Cx3 + Dy + Ex + F, ou z3= Ay3+... + F, en supposant B3 — 4 AC = 0, B1 — 4AC > 0 ou B* — 4AC < 0 ?
Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par l'équation x3 + y3 — z3 + 2pxz + 2qyz — 2az— 2l>y+ 2cz=0 ,
Oii a , b, c, sont des nombres positifs connus : 1” lorsque p et q varient de toutes les manières possibles, 3” lorsque p el q varient de manière à remplir les conditions nécessaires pour que l’équation proposée représente un cône. On indiquera ensuite la partie du lieu qui répond à des liyperboloides d une nappe et celle qui correspond à des hyperboloides d deux nappes.
Exemples :
10x3 + 13y3-H3î3 + 8ïy— 4xx— 4xy + 20x— 4y— 4x+ 1 = 0,
3x= + 3y3- 6x3— 12xy— Usx + Uxy + Gx + 24y— 12x + 12=0,
3x3 — 3y3 — 12yi+ 12xy — 8xy— 6x — Gy+ 3x=0,
12x’+ 6y’+ 9x3— 12yï+12*z + 24x 4-I2X4- 3 =0,
4jJ— 2y>+ 9 s3 — 4yx-f-20xx— 16xy + Sx— 16y + 20x— 5=0,
4x34- y:4- 4x3 — 4yx4- 8«+ 4xy + 14x4- 10y+ 5x4-10=0, llx’4- 5y3+ 2ï>— 20yx+ 4ïi-MGxy + 22i+ 16y+ 4i + Il=0,
10*3 + 13y3 + 13x3+ 8yx — 4 xx — 4xx+2ftr— 4y— 4x4-10=0,
I0x3 + 13y’+13x3+ Ryx — 4xx— 4xy + 20x- y— 4x4-19 = 0,
*’+ y’+ x34- 2yX4- 2x*+ 2xy4- x + y+ x— 2 = 0.
CHAPITRE IX
PI.AN8 TANGENTS
875. Si, par un point donné sur une surface, on fait passer autant de courbes qu’on voudra, tracées sur cette surface, et qu’on leur mène des tangentes au point considéré, toutes ces tangentes sont, en général, situées dans un même plan. On démontre cette proposition géométriquement dans le cours de Géométrie descriptive; mais elle peut aussi être établie par des considérations analytiques.
Soit M le point considéré, x, y, z ses coordonnées, et f{x, y, z) = 0 [1] l’équation de la surface. Dans cette équation, l’une des quantités x, y ou z, la dernière par exemple, peut être regardée comme une fonction des deux autres, considérées alors comme deux variables indépendantes. Mais si l’on trace, par le point M, une courbe sur la surface, et que x, y, z désignent les coordonnées d’un point de celte courbe, deux quelconques de ces coordonnées, x et y par exemple, deviennent des fonctions de la troisième. Soient y -j-&, s + f les coordonnées d'un
point M' pris sur cette courbe dans le voisinage du point M; les équations de la sécante MM' seront, en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes,
et Y — y = j(Z — z) [2].
Si le point M'se rapproche indéfiniment du point M, la sécante MM’ aura pour limite la tangente en M à la courbe considérée; et, en posant
et
lim. j — x' lim. j — y'
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les équatious de cette tangente pourront s’écrire X — x = x' (Z — z)
et Y — y = y'(Y—z) [3].
D’un autre côté, on a vu en Algèbre, que si dans f{x, y , z) on regarde x et y comme des fonctions d es, la dérivée de celte fonction par rapport à z est
et si la fonction est constamment nulle, comme l’exprime l’équation de la surface, il faut que sa dérivée soit aussi constamment nulle, et qu’on ait
x'rj+y'r;+r;=o w.
Si l’on remplace, dans cette relation, af et ÿ par leurs valeurs tirées des équations [3], et qu’on chasse le dénominateur, on obtient
équation d’un plan passant par le point M.
Ce plan, qui contient toutes les tangentes menées par un môme point d’une surface à toutes les courbes qu’on peut tracer par ce point sur celte surface, est ce qu’on appelle le plan langent au point considéré, lequel prend le nom de point de contact ou de tangence.
874. Nous avons dit que le lieu de ces tangentes était en général un plan. C’est qu’en effet la démonstration précédente serait en défaut si les dérivées fj, fy', f,' s’annulaient en même temps, auquel cas l’équation [4] serait satisfaite d’elle-môme. Cela a lieu pour un cône du second degré lorsque le point considéré est le sommet, parce que ce point est en môme temps le centre de la surface; cela a lieu plus généralement pour les points singuliers analogues et auxquels on donne le nom de points saillants. Si, par exemple, on fait tourner autour de son axe la développée d’une parabole, on obtient une surface qui a un point saillant au sommet de la développée. Le lieu des tangentes en un point saillant GÉOM. ANAL. 35
n’est pins un plan, mais une surface conique d’un degré plus ou moins élevé, qu’on détermine par des méthodes dont le détail ne saurait trouver place ici.
57iî. Il peut arriver que le plan tangent en un point d’une surface n’ait qu’un point commun avec la surface, le point de conlact; c’est ce qui a lieu pour l’ellipsoïde et pour un grand nombre de surfaces fermées. Mais il peut arriver aussi que le plan tangent en un point d’une surface, soit en même temps sécant; cl il peut être sécant au point de contact même; c’est ce qui a lieu, comme on va le voir, pour l’hyperboloïde à une nappe et pour le paraboloïde hyperbolique.
Lorsqu’une surface a des génératrices rectilignes, le plan tangent en un point d’une génératrice la contient tout entière, attendu qu’elle est elle-même sa propre tangente au point considéré. Mais le plan tangent n’est pas, en général, le même, aux différents points d’une même génératrice; à mesure que lepoinl de contact se déplace sur celte droite, le plan tangent tourne autour d’elle sans cesser de la contenir. Si deux génératrices rectilignes passent en un même point d’une surface, elles déterminent un plan qui n'est autre que le plan tangent. Ce plan est donc à la fois tangent et sécant.
570. Comme deux droites qui se coupent suffisent pour déterminer un plan, on obtient en général le plan tangent en un point d'une surface en menant par ce point les tangentes à deux courbes tracées par ce point sur la surface, et en faisant passer un plan par ces deux tangentes. S’il s’agit d’une surface de révolution, on choisit ordinairement la tangente au parallèle et la tangente au méridien.
On peut remarquer que, dans une surface de révolution, le plan tangent est perpendiculaire au méridien, puisqu'il contient la tangente au parallèle, laquelle est perpendiculaire à ce méridien.
577. On appelle normale la perpendiculaire au plan tangent menée par le point de contact. Ses équations s'obtiennent aisé-
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ment ; une droite quelconque passant par le point de tangence est représentée par
et Y — y — n (Z — z).
Si cette droite est perpendiculaire au plan tangent, on doit avoir les coordonnées étant supposées rectangulaires,
et
en sorte que la normale a pour équations
X — x = jy[Z — s) Y -y=rfi{Z-z)
ou
Tout plan mené suivant la normale prend le nom de plan normal 578. Appliquons ces notions à la sphère, dont l’équation est <É* + V’ + ** =
on a dans ce cas :
L’équation du plan tangent est donc, en supprimant le facteur 2, (X -*)* +(Y - y)y + (Z-z)z = o du, en vertu de l’équation de la sphère,
Xx+Yt/ + Zd = R« [7],
Les équations de la normale sont :
ou
et
équations d’une droite menée de l’origine au point de contact. On
en conclut que la normale passe par le centre, et que le plan tangent est perpendiculaire à l'extrémité du rayon qui aboutit au point de contact.
Pour l’ellipsoïde, dont l’équation est
on a
h — a *’ '* ~fc*’ h ~ c"
par suite, on trouvera pour l’équation du plan tangent
Xx . Y y . Zz a'+rc’
et pour les équations de la normale
X_a:=^(z“s) el ^-y=Wz{Z-z) [l0]'
La première de ces équations, jointe à Y=y, représenterait la normale à la section faite par un plan mené par le point de contact parallèlement au plan des zx\ la seconde équation, jointe à X = x, représenterait de môme la normale à la section faite par un plan .mené par le point de contact parallèlement au plan des yz. Celte remarque s’appliquerait à la sphère.
880. Le plan tangent à l'ellipsoïde est parallèle au plan diamétral conjugué au diamètre qui passe par le point de contact. Supposons, en efTet, la surface rapportée à un système de diamètres conjugués dont l'un soit précisément celui qui aboutit au point de contact, et que nous prendrons pour axe des x\ nous aurons x=0, y=0,
z — 0 ; et l'équation [9] du plan tangent se réduira à X = - , équa-
lion d’un plan parallèle au plan des yz, ce qui démontre la proposition.
Lorsqu’on se propose de mener un plan tangent à l’el
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lipsoïde par un point donné sur la surface, l’équation [9] résout le problème, et l’on voit qu’il est toujours possible.
Si l’on veut mener le plan tangent par un point extérieur à la surface, il est aisé de voir que le problème est indéterminé; mais le lieu des points de contact est f intersection de la surface par un plan parallèle au plan diamétral conjugué au diamètre dont le prolongement passe par le point extérieur donné. Rapportons, en effet, la surface à un système de diamètres conjugués dont l'un, l’axe des x par exemple, passe par le point donné; et soit a l’abscisse de ce point. L’équation [9] du plan tangent devra être satisfaite par X = a, Y = 0, Z = 0, ce qui exige qu’on ait
Le lieu des points de contact est donc l’intersection de la surface par un plan mené parallèlement au plan des yz, lequel est conjugué à l’axe des x, ce qui démontre la proposition.
Le problème est encore indéterminé quand on se propose de mener un plan tangent parallèle à une droite donnée; mais alors le lieu des points de contact est C intersection de la surface par le plan diamétral conjugué à la direction de la droite donnée. En effet, si l’on rapporte la surface à un système de diamètres conjugués dont l’un, l’axe des x par exemple, soit parallèle à la droite donnée, le plan tangent devant être parallèle à l’axe des x, son équation ne doit pas contenir de terme en X, ce qui exige qu’on ait x = 0. Le lieu des points de contact est donc l’intersection de la surface par le plan des yz, ce qui démontre la proposition.
R82. Pour avoir une solution déterminée du problème, on peut se proposer de mener un plan tangent parallèle à un plan donné, ou passant par une droite donnée.
Dans le premier cas, si
Ax -{- By + Cz = 0
st l'équation du plan donné, on devra avoir
JL— JL-
Aa* B6* Ce* ’
ces deux équations, jointes h l’équation de la surface, détermineront les coordonnées du point de contact. Le problème sera toujours possible ; et il y aura deux solutions.
Dans le second cas, si
x=*z -\-p et i/ = pz-j-g
sont les équations de la droite donnée, on devra avoir, pour que la droite soit dans le plan tangent,
!*+Ëÿ+î = 0 et +
ei o* + b * U’
ces deux équations, jointes à l’équation de la surface, détermineront encore les coordonnées du point de contact. Mais ce problème ne sera possible qu’autant que la droite donnée ne traverse pas la surface. Il y aura deux solutions si la droite est extérieure à la surface; il n’y en aura qu’une si elle lui est tangente.
885. On traiterait de la même manière les questions qui concernent le plan tangent à l’hyperbololde, soit à une nappe, soit à deux nappes. Dans le cas de l’hyperbôloïde à une nappe, le plan tangent étant parallèle au plan diamétral conjugué au diamètre qui aboutit au point de contact, est en même temps tangent et sécant ; car on sait que ce plan coupe la surface suivant deux droites.
Réciproquement : tout plan mené par deux génératrices appartenant à des systèmes différents est un plan tangent au point de la surface où ces deux génératrices se rencontrent. Le plan de deux génératrices parallèles, appartenant, comme on sait, à des systèmes différents, est un plan tangent dont le point de contact est situé à l’infini.
On reconnaîtra que le plan tangent à un hyperboloïde ne peut pas prendre toutes les directions dans l'espace; ses positions limites répondent à celles des plans tangents au cône asymptote ; c’est-à-dire que, pour qu’on puisse mener un plan tangent àl’hyperboloïde parallèlement à un plan donné, il faut qu’un plan parallèle à celui-ci, et mené par le centre, coupe le cône asymptote, ou lui soit tangent. Dans ce dernier cas, le plan tangent ne tou-
PLANS TANGENTS
die la surface qu’à l’infini, et il est commun à la surface et au cône asymptote.
884. En opérant comme plus haut, on trouvera que l’équation du plan tangent au paraboloide elliptique
En changeant q en — q on obtient l’équation du plan tangent au paraboloide hyperbolique.
On sait que si l’on prend pour origine un point quelconque de la surface, et pour axe des x le diamètre passant par ce point, on peut, dans le plan conjugué à ce diamètre, ehoisir une infinité de systèmes de deux autres axes, de manière que l’équation de la surface conserve la forme [10], Si l’on cherche le plan tangent à l’origine, on voit qu’en faisant x=0, y—0, z= 0 dans l’équation [11], il reste X = 0, c’est-à-dire que le plan tangent est le plan des yz. Ainsi la direction du plan tangent en un point d’unparabolo'ide est conjuguée au diamètre passant par ce point, c’est-à-dire que ce plan est parallèle aux sections par les centres desquelles passe le diamètre considéré.
Dans le cas du paraboloide hyperbolique, il est aisé de voir que le plan tangent, qui est pris pour plan des yz, est en même temps sécant; car si l’on fait x — 0 dans l'équation de la surfuce, pour trouver son intersection avec le plan tangent, il vient
OU
équations de deux droites..
888. Comme application des notions relatives aux plans tangents et aux normales, on pourra traiter les questions suivantes:
I. Quel est , sur une surface du second degré, te lieu des points où la normale est parallèle à un plan donné?
II. ÏYourer le lieu des sommets d'un angle triidre trirectangle dont les face restent tangentes à un ellipsoïde ou d un hyperboloïde.
III. Lieu des point s d'un hyperboloide dune nappe , où passent deux génératrices rectilignes perpendiculaires entre elles (ramené à la question précédente).
IV. Par deux droites données, non situées dans un même plan, on fait passer un paraboloide hyperbolique auquel on mène un plan tangent parallèle à un plan donné; on demande le lieu du point de contact.
V. Lieu des normales d un hyperboloide à une nappe ou à un paraboloide elliptique, menées par les différents points d’une même génératrice rectiligne.
CHAPITRE X
«S86. surface» cylindriques. On nomme en général surface cylindrique, la surface engendrée par une droite qui glisse sur une ligne donnée, en restant constamment parallèle à une même direction. La ligne fixe s’appelle la directrice de la surface, et la droite mobile est sa génératrice.
Proposons-nous de trouver l’équation générale des surfaces cylindriques . Soient
f{x,y,z) = Q\ f,(x,y, z) = oj
les équations de la directrice. Les équations de la génératrice seront de la forme
x = oz-j-pi y = 6z-f q)
les coefficients a et b étant des nombres donnés, p et q des paramètres qui varient avec la position de la génératrice. Le problème proposé revient évidemment à trouver une relation entre x, y, z, indépendante de p et de q, et qui soit une conséquence des équations [D] et [G]. Or, pour que la génératrice rencontre toujours la directrice, p et g doivent satisfaire à la relation qu'on obtiendra en éliminant x, y, z entre [D] et LG]. Soit
cette relation. En éliminant p et g entre les équations [G] et [1], il vient
<f(x— a z, y—bz) = 0 [2];
c’est l’équation générale des surfaces cylindriques. Réciproquement, quelle que soit la fonction ?, l’équation [2] re-
présente une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à la droite qui a pour équations
En effet, si l’on pose
ac = (jz'j y—bi)
X—az=p, y—bzz=q, l’équation [2] devient
TÛ>.<7) = o M;
et, si l’on prend pour p et q les valeurs qui vérifient cotte équation, les droites
Æ = az+p} y=zbz+q)
seront constamment situées sur la surface [2]; et comme d’ailleurs la direction de ces droites reste toujours la même, la surface [2] est une surface cylindrique.
Remarques. I. Si de l’équation [I] on tire P='K?),
l’éqnation générale des surfaces cylindriques prend la forme
x — az = 'l' (y — bz).
II. Si l’on prend pour directrice la trace du cylindre sur le plan des xy, la recherche de l’équation du cylindre se simplifie considérablement. Eu effet, les équations de la directrice sont alors de la forme
et, par suite, l’équalion de condition entre p et q, pour que la génératrice
x=az + p\
y—bs + q)
rencontre constamment la directrice, est
L’équation de la surface cylindrique est donc dans ce cas
f(x—az, y — bz) = 0.
Ainsi, lorsque la directrice est la trace du cylindre sur le plan des xy, il faut, pour obtenir l’équation de la surface cylindrique, remplacer, dans l’équation de la trace du cylindre, a; et y respectivement par x — az, y — bz, a et b étant les coefficients angulaires de la génératrice.
En appliquant cette règle aux équations
x' -f- y' = r*, j/’=2 px, y = e*, etc.,
on obtient
(x— az)'+(y— &z)’=r*, (y—bzy=2p(x—az), y—bz=e* —, etc.,
équations de cylindres circulaires, hyperboliques, logarithmiques, etc.
ü87. Ètanl donnée réquation
reconnaître si elle représente une surface cylindrique.
La trace sur le plan des xy de la surface fl] a pour équation f(x, y, 0) = 0 ;
et, d’après ce qui précède, l’équation générale des surfaces cylindriques, qui ont cette trace pour directrice, est
f(x — az, y—bz, 0)=0 [2],
Donc, pour que la surface fl] soit cylindrique , il faut et il suffit qu’il existe des valeurs réelles de a et b , qui rendent identiques les équations [1] et [2]. Si cette identification est possible, l’équation [1] représentera une surface cylindrique dont la génératrice sera parallèle à la droite
y = bzy
Exemple. L'équation
f(x, y, <)=*’+ y1 + lï5—lM + 2yï—l—'0 représente-t-elle une surface cylindrique ?
On a ici
f(x—ax, y—bx, 0)=(*— ax)’ + (y— bx)1— 1.
Pour que cette équation soit identique à l'équation proposée, il faut que l'on ait
Ces conditions étant compatibles, la surface proposée est un cylindre dont les génératrices sont parallèles & la droite
On verra de même que l’équation
kx1 + 9y’ + 97 x»— 1 6xi — Wxy =36
représente un cylindre dont les génératrices sont parallèles à la droite
*>80. Trouver l'équation d’un cylindre circonscrit à une surface donnée, connaissant la direction de la génératrice.
Soit
l’équation de la surface donnée, et
y — bz + q)
les équations de la génératrice. La question revient évidemment à trouver la relation qui doit exister entre p et q, pour que la géné-
ratrice du cylindre soit constamment tangente à la surface donnée. Car, si
était cette relation,
<f(x — az, y — bz) =0
serait (U86) l’équation du cylindre circonscrit à la surface proposée.
On obtiendra cette relation en exprimant que, si l’on coupe la surface par un plan quelconque passant par la génératrice, celleci est tangente à la section faite par ce plan. Pour simplifier, on prendra i’un des plans projetants de la génératrice, le plan
y = bz+q [1]
par exemple, et on exprimera que la droite
x — az+p
est tangente à la projection, sur le plan des xz, de la section de la surface faite par le plan [1], projection qui a pour équation
f(x, bz + q, z) = 0.
Exemple. Trou ter l'équation du cylindre circonscrit à la sphère qui a pour équation
*’ + y’ + *’ = r3, et dont les génératrices sont parallèles à la droite
On a ici '
x = ai y — b:
f(i, bx + q,i) = x,+ ( bx + q)-+ ï’— r! = 0
Pour que la droite
x=ax + p
soit tangente à la ligne [1] , il faut que réquation
(o5 + V + 1) ï’+ 2 (ap + bq)X + p5 +qJ— r»=0,
obtenue en éliminant x entre [1] et [2] , ait ses racines égales. On doit donc avoir
(aq - bp)’ + l* + f = + *»* — r3.
558 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. L'équation du cylindre circonscrit à la sphère donnée est donc
[a (y — bi ) — b (x — ax)\ 1 + (x — as)1 + (y — bx)1 = a1 + V — r3, ou, en simplifiant,
(b1 +l)r3+(o, + !)V5 + («’ + b »)*J —2abxy — 2axi — 2byï
S89. Tout plan langent <1 un cylindre esl tangent tout le long de la génératrice gui passe par le point de contact.
Soit
ç(x— os, y — bx)=0
l'équation du cylindre et (r,, y s,) le point de contact; l'équation du plan langent est
(x— x„)f'^+(y— y«)?V>+(ï— -»)î'«=0 [OJ,
arec la relation 9(1», y,, z,) = 0. Pour calculer 9’*,, 9',,, 9’.,, posons * — as— u , y — bx=v,
l’équation du cylindre deviendra 9(u, v)=0, et, en remarquant que u et 0 sont des fonctions de x et de y, et eu ayant égard à la règle des fonctions composées et à celle des fonctions de fonctions , on aura
Substituant ces valeurs dans l'équation [0] et réduisant, on trouve
(x — a x — u,)9'u, -f (y— bs — r,) 9V, = 0 ,
équation d’un plan qui contient la génératrice x — ai — ut=0, y—bx — fo=0, passant par le point de contact; ce qui démontre la proposition énoncée.
800. Surfaces coniques. Ort appelle en général surface conique, la surface engendrée par une droite qui passe constamment par un point fixe , appelé sommet, en s’appuyant sur une ligne donnée appelée directrice.
* Proposons-nous de trouver l’équation générale des surfaces coniques. Soient
f(x,y,z) = 0 fl(x,y,z) = 0
les équations de la directrice “t x', y1 , z' les coordonnées du
sommet du cône. Les équations de la génératrice seront de la orme
les coefficients a et b variant avec la position de la génératrice. La question revient encore ici à trouver une relation entre x, y et z indépendante de a et de b. Soit
la relation entre a et b, que l’on obtient en éliminant x, y et z entre les équations [D] et [G], relation qui exprime que la génératrice rencontre constamment la directrice. En éliminant a et b entre les équations [1] et [G], on obtient
c’est l’équation générale des surfaces coniques.
Réciproquement, quelle que soit la forme de la fonction l’équation [2] représente une surface conique. Car si l’on pose
et que l’on prenne pour a et 6 les valeurs qui vérifient l’équation
les droites
a; — x' = a[z — z') a y-y^biz-ï)]’
qui passent par le poiul ( x y', z'), seront situées sur la surface représentée par l’équation [2] ; donc celte surface est un cône.
Remarques. I. Si de [l] on tire
l’équation des surfaces coniques prend la forme
II. Si l’on prend le sommet pour origine, les équations du cône deviennent
Les équations [2] sont les types des équations homogènes à trois variables. Donc : toute équation homogène à trois variables représente un cône ayant Voriginepour sommet, et réciproquement.
III. Si la directrice donnée était la trace du cône sur le plan des xy, scs équations seraient de la forme
f(x,y) = 0, z = 0; l’équation [1] se réduirait à
f(x' — az’, \/—bz’) = Q
et, par suite, l’équation du cône serait
Ainsi, on obtient l’équation de la surface conique, en remplaçant, dans l’équation de sa trace sur le plan des xy, x et y respectivement par ~,X et y~_ ~,y, x', y', z étant les coordon-
nées du sommet du cône.
Exemple. Le cône qui a pour sommet le point (je1, y', f) et pour trace, sur le plan des xy, le cercle
a pour équation
«’ + y’rxr5,
(x’x—x'xy + (\fs—f'y)' = r-(:— r')’.
Si le cône était droit, on aurait sf=0, tf = 0, et, par suite, son équation serait
891. Ëlanl donnée réquation d'une surface, reconnaître si cette surface est un cône.
Soit F(x, y, r) = 0 [1]
l’équation de la surface donnée. Pour que cette équation puisse représenter un cône, il faut qu’elle soit homogène, ou bien qu’en changeant l’origine des coordonnées on puisse la rendre homogène (890, Rem. III). Dans le premier cas, l’équation [1] représente un cône, réel ou imaginaire, ayant pour sommet l’origine actuelle, ou une des variétés du cône ; et dans le second cas, un cône ayant pour sommet la nouvelle origine ou l’une des variétés du cône. Quand elle représentera un cône, ce cône sera réel ou imaginaire, selon que la section obtenue en le coupant par un plan quelconque sera réelle ou imaginaire. Pour simplifier, on prendra le plan sécant parallèle à l’un des plans coordonnés.
On pourrait encore reconnaître si la surface proposée est un cône, en examinant s’il existe des valeurs réelles de x', y', z' qui rendent identiques (890, Rem. III) l’équation [1] et l’équation
Exemple. Soit donné* l’équation
3x’ + 2y* — îxx + kys— ix— &ï— 8=0.
Cette équation n’est pas homogène, mais si l’on change l'origine des coordonnées, en remplaçant x, y, i par * + y-fy', x + a', on trouve que pour
l'équation proposée devient
3x! + 2y3 — 2xï + 4y s = 0.
Cette dernière équation étant homogène, représente un cône réel ou imaginaire. Or, si l’on coupe ce cône par le plan x= 1 , la section
2y3+ kyz — 2* + 3=0
est une courbe réelle. Donc l'équation proposée représente un cône réel.
GÉOM. ANAL. 36
SOI Trouver l'é'juation d'un cône qui ait pour sommet un point donné et qui soit langent à une surface donnée.
Ce problème se résout par les mêmes considérations que celui du n”
Exemple. Trouver l'équation d'un cône qui ait l’origine pour sommet et qui soit langent à la sphère qui a pour équation :
(*-«)» + (y — P)1 + (î-T)>=rI.
Les équations de la génératrice du cène sont ici de la forme
x = as T
et la projection sur le plan des xx de la section de la sphère par le plan
a pour équation
(i - «)> + Çbz - p)> + (ï — y)1 =r-.
Pour que la droite z=ai,
soit tangente à la courbe représentée par cette équation, on doit avoir (o« + ép + Y)’= (o1 + 5= + 1) («’ + P’ + y’ - r*) i
par suite, on obtiendra
(xx + py + y s? = (x? + y5 + **) («5 + P5 + T’ — r3) pour l'équation du cène demandée.
Si le centre était à la distance r de l’origine, on aurait o’ + ps + y’ = r!, et le cône se réduirait à un plan, ce qu'on pouvait prévoir.
S9ï. Tout plan tangent à un cône est tangent tout le long de la génératrice qui passe par le point de contact.
Même démonstration que pour le cylindre (voyez n* 389).
CHAPITKE XI.
DU NOMntlE DE CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR DÉTER- MINER UNE SURFACE DU SECOND DEGRE. —ÉQUATIONS GÉNÉRAI. ES DE TOUTES UES SURFACES DU SECOND DE- GRE SATISFAISANT A DES CONDITIONS DONNÉES. — CONDITIONS POUR QU'UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ SOIT DE REVOLUTION. — INTERSECTION DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ.
(Î94. Du nombre de conditions nécessaires pour déterminer une surface du second degre. Une Surface du Second degré CSt généralement déterminée quand elle est assujettie à des conditions géométriques donnant lieu à neuf équations distinctes entre les coefficients de son équation générale.
Cela résulte de ce que l'équation générale du second degré à trois variables
Aæ*+Ay+AV+2Bzî/+2B'2Æ+2B"a:y+2Ca;+2C/r/+2C"z+F==0 [1] ne renferme réellement que neuf coeflicients. Il faudra donc neuf équations pour déterminer ces coefficients quand ils seront inconnus.
Remarque. Le paraboloïde, le cône, le cylindre elliptique, le cylindre hyperbolique et le cylindre parabolique ne peuvent jamais être assujettis à neuf conditions arbitraires, à cause des relations qui existent entre les coefficients de l’équation [1] , lorsque cette équation représente l’une de ces surfaces.
Par exemple, pour que l’équation [1] représente un rêne, il faut qu’elle soit vérifiée par les coordonnées du centre, ce qui donne une condition. Un cône sera donc déterminé, en général, par huit conditions arbitraires.
Un paraboloïde est aussi déterminé en général par huit conditions aibitraires;carpourqueréqualion[lJreprésente un paraboloïdc, il faut que les trois équations qui déterminent les coordonnées du centre soient incompatibles, ce qui donne la condition R = 0 (477).
Le cylindre elliptique et le cylindre hyperbolique sont déterminés,
en général, par sept conditions ; car, ccs surfaces ayant une infinité de centres en ligne droite, pour que l’équation [1] représente l'une de ces surfaces, il faut que les équations qui déterminent le centre se réduisent à deux, ce qui donne deux relations.
Enfin, le cylindre parabolique est déterminé en général par six conditions arbitraires ; car, les sections de celte surface par les plans coordonnés devant être des paraboles, il en résulte trois conditions. On arrive au même résultat en exprimant que tous les plans diamétraux sont parallèles.
En résumé, il n’y a que Yellipsoïde et Yhypcrbolo'ide à une ou deux nappes qui puissent être assujettis en général à neuf conditions arbitraires.
Indiquons maintenant le nombre de relations entre les coefficients de l’équation [1] qui correspondent à certaines conditions géométriques imposées aux surfaces qu’elle représente.
393. Assujettir une surface du second degré à passer par un point, équivaut à une relation. Cette relation s’obtient en exprimant que l’équation de la surface est vérifiée par les coordonnées du point donné.
Si le point donné est un point remarquable (centre, sommet, etc.), il équivaut à trois conditions, que l'on obtient en égalant aux coordonnées de ce point ces mêmes coordonnées exprimées en fonction des coefficients de l’équation de la surface.
396. Assujettir une surface du second degré à passer par une droite donnée, équivaut à trois conditions que l’on exprime en éliminant x et y entre les équations de la droite et celle de la surface, et en égalant à zéro les trois coefficients de l’équation en : ainsi obtenue, car cette équation doit être vérifiée quelle que soit la valeur de s.
S’il s’agit d’une droite remarquable, elle équivaut à quatre conditions, que l’on obtient en identifiant les équations données avec les équations générales de la droite considérée. Enfin, quand on donne la direction d’une droite remarquable, ou un de ses points, cela équivaut à deux conditions.
397. Assujettir une surface du second degré à passer par deux droites, équivaut à sia: conditions si les deux droites appartiennent
à un même système de génératrices rectilignes, auquel cas les deux droites ne se coupent pas, et à cinq conditions si les deux droites se coupent.
Assujettir la surface à passer par trois droites appartenant à un même système de génératrices, c’est-à-dire par trois droites ne se coupant pas, revient à l’assujettir à neuf conditions. Si deux des droites appartiennent à l’un des systèmes de génératrices rectilignes et l’autre droite à l’autre système, elles n’équivalent qu’à sept conditions, car l’une de ces droites rencontrant les deux autres, est alors déterminée par une seule condition.
398. Assujettir une surface du second degré à être tangente à un plan donné, revient à une condition, que l’on obtient en identifiant l’équation du plan donné et l'équation du plan tangent à la surface, et en éliminant les coordonnées indéterminées du point de contact entre les équations de condition qu’on obtient et l’équation de la surface. Si l’on donne en même temps le plan tangent et le point de contact, cela équivaudra à trois conditions. L’une d’elles s’obtiendra en exprimant que l’équation de la surface est vérifiée par les coordonnées du point de contact, et les deux autres en identifiant l’équation du plan tangent avec l'équation du plan donné.
899. Assujettir un paraboloide à avoir un plan donné pour plan directeur, équivaut à deux conditions; on les obtiendrait en exprimant que les génératrices rectilignes de l’un des deux systèmes sont parallèles à ce plan.
800. Assujettir une surface du second degré à passer par une courbe du second degré, c’est l’assujettir à cinq conditions.
En effet, en assujettissant la surface à passer par cinq points quelconques de cette courbe, on a cinq relations entre les coefficients de l'équation [1], et on n'en a pas davantage, car dès qu'une courbe du second degré a cinq de ses points situés sur la surface, elle y est située tout entière, puisque, d'une part, une courbe du second degré est déterminée par cinq points, et que, de l’autre, ces cinq points appartiennent aussi à la courbe du second degré, intersection de la surrace avec le plan de la courbe donnée.
CtüMÉTIUE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS.
001. Assujettir une surface à passer par deux courbes du second degré dont les plans se coupent, n'équivaut qu’à huit conditions, parce que deux courbes du second degré dont les plans se coupent ont toujours deux points communs, réels ou imaginaires, situés sur l'intersection de leurs plans.
Lorsque les deux courbes sont situées dans deux plans parallèles, on ne peut pas, en général, faire passer une surface du second degré par ces deux courbes; car les sections parallèles d'une surface du second degré doivent être semblables et avoir leurs centres en ligne droite.
002. Assujettir un hypcrbolo'ide à avoir un cône donné pour cône asymptote, revient à l’assujettir à huit conditions; car tous les coefficients de l’équation de la surface, excepté le terme constant F, doivent être égaux à ceux de l'équation du cône.
Nous verrons, plus loin, qu’assujettir une surface du second degré à être de révolution revient à l’assujettir à deux conditions.
005. Équations générales de tonies les surfaces du second degré satisfaisant A des conditions géométriques données.
Etant données les équations de deux surfaces du second degré, trouver l’équation générale des surfaces du second degré qui passent par l’intersection des surfaces proposées.
Soient f=0 [1] et ? = 0 [2]
les équalions données ; l’équation
dans laquelle X est un paramètre arbitraire, est l'équation demandée.
D’abord, il est évident que toutes les surfaces représentées par l’équation [3] passent par l'intersection des surfaces proposées, et n’ont pas avec ces surfaces d'autres points communs. Il suffit donc de démontrer que toute surlace du second degré passant par l’intersection des surfaces [1] et [2] peut être représentée par l'équation [3], en déterminant convenablement X.
Soient S une surface du second degré passant par l’interscclion
des surfaces [1] et [2], M un point de celte surface non situé sur cette intersection, et h la valeur de X tirée de l’équation [3] où l’on a substitué les coordonnées du point M; l’équation
est celte de la surface S. En effet, le point M est sur la surface [4], puisque son équation est satisfaite par les coordonnées de ce point. Par le point M, menons un plan P qui coupe les surfaces [1] et [2] suivant des courbes que nous désignerons par A et B; ce plan coupera la surface S suivant une courbe du second degré C, qui passera par le point M et par les quatre points d’intersection réels ou imaginaires des courbes A et B. Mais ce même plan P coupera la surface [4] suivant une courbe du second degré C', qui passera aussi par le point M et par les quatre points d’intersection des courbes A et B, puisque la surface [4] passe par les points communs aux surfaces [1] et [2]. Les courbes C et G' auront donc cinq points communs ; et, puisqu’elles sont du second degré, elles coïncident. Il en résulte que tous les plans menés par le point M coupent les surfaces S et [4] suivant des courbes identiques deux à deux; donc ces deux surfaces coïncident, et l’équation [4] est celle de la surface S.
004. Étant données les équations d'une surface du second degré et celles de deux plans, trouver l'équation générale des surfaces du second degré passant par les intersections de la surface proposée avec les deux plans.
La solution de cette question se déduit de la précédente. En effet, soient f= 0 l’équation de la surface, et P = 0, P'=0 celles des deux plans. L’équation PP'=0 pouvant être considérée comme celle d’une surface du second degré, l’équation demandée est
f- |-XPP'=0.
Si Q=0 et Q'=0 sont les équations de deux autres plans, l’équation
QQ' + XPP’ — o
est l’équation générale de toutes les surfaces du second degré passant
par les quatre droites, intersections des deux plans Q = 0, Q'=0 par chacun des deux plans P = 0, P' = 0.
(SOS. Trouver l’équation générale des surfaces du second degré tangentes à une surface du second degré donnée, suivant une courbe du second degré donnée.
Soit f= 0 l’équation de la surface, et P=0 le plan de la courbe des contacts; en vertu de ce qui précède, l’équation demandée est
Car la surface représentée par f -f >.PF=0 devient tangente à la surface proposée f= 0, lorsque les deux plans P = 0 et F = 0 se confondent en un seul.
600. Comme exemple, cherchons l 'équation du cône circonscrit à un ellipsoïde donné et dont le sommet soit en un point donné.
Soient ^ + |î + ^î=1 [I]
l’équation de l’ellipsoïde, et («, p, f) le sommet du cône dont on cherche l’équation.
Le lieu des points de contact du cône cherché avec l’ellipsoïde est le même que celui des points de contact des plans tangents à cet ellipsoïde menés par le point donné, plans qui sont aussi tangents au cône cherché. Or, en désignant par x, y, z les coordonnées dn point de contact des plans tangents, ce dernier lieu est la courbe du second degré intersection du plan
avec l’ellipsoïde proposé. D’ailleurs, l’équation de toutes les surfaces du second degré tangentes à l’ellipsoïde suivant cette courbe est
S+^+?-' + »(ÿ+^ + 7-')' = 0 Mi
et comme le cône est la seule surface du second degré dont tous les plans tangents passent par un même point, il s’ensuit qu’on aura l'équation du cône cherché en remplaçant, dans l’équa-
tion [3], >. par sa valeur tirée de celte même équation, après y avoir remplacé x, y et z par les coordonnées b, p et y du sommet du cône.
007. Trouver l'équation générale des surfaces du second degré passant par une courbe du second degré dont les équations sont données.
La courbe du second degré dont il s’agit, pouvant être considérée comme l’intersection d’une surface du second degré et d’un plan, a pour équations
f— o [i] et P = o [2],
équations qui représentent respectivement une surface du second degré et un plan.
Cela posé, l’équation cherchée est
/■+ (a;r-fPy+ ys -J-Ï)P= 0 [3],
», p,Y et 8 étant quatre paramètres arbitraires. En effet, l’équation [3] est du second degré, et les surfaces qu’elle représente passent toutes par la courbe proposée, puisque celte équation est vérifiée par les solutions communes aux équations [1] et [2]. En second lieu, cette équation représente toutes les surfaces du second degré qui passent par la courbe donnée. Pour le démontrer, prenons une surface S qui passe par cinq points pris sur la courbe donnée et par quatre autres points pris hors de celte courbe ; on pourra déterminer les paramètres a, p, y, 8 de manière que la surface [3], qui déjà passe parles cinq points pris sur la courbe donnée, passe en outre parles quatre autres points. La surface S et la surface [3] satisferont donc toutes les deux à neuf conditions distinctes; donc elles coïncideront. Donc l’équation [3] peut représenter toute surface passant par la courbe donnée.
Ainsi, l’équation générale des surfaces du second degré passant
1/^ jJ*
par l’intersection de l’ellipsoïde ^ -f- f-, -f ^ = 1 el du plan mx -J- ny -f pz q = 0, est
? + — 1 + (w^ + ny + P« + <?) («a; -j- p y -h y- “h s) = °*
On peut se proposer de déterminer les paramètres », f), y et 5 par la condition que celle équation représente une surface du second degré d’espèce donnée. Si l’on veut, par exemple, qu’elle représente un cône ayant pour sommet un point donné, il suffira d’exprimer que les coordonnées de ce point vérifient l’équation de la surface et les équations qui déterminent le centre. Observons que l'équation ainsi obtenue pourra représenter un cône réel ou imaginaire, ou une variété du cône, savoir : un point ou une droite.
BOB. Conditions pour qu’une équation du second degré représente une surface de révolution. Trouver les Conditions qui doivent exister entre les coefficients de l’équation (Tune surface du second degré pour que cette surface soit de révolution.
Supposons les axes rectangulaires. Si la surface représentée par l’équation
Ax*+AV+AV+2B^+2B'Ær+2B"®î/+2Cx+2C,y+2C'r+F=0 [1]
est de révolution, en décrivant une sphère d’un point quelconque (x,,y,, z,) de son axe comme centre, avec un rayon R compris entre des limites convenables, l’intersection de cette sphère avec la surface considérée se composera de deux circonférences de cercle, dont les plans seront perpendiculaires à l’axe et par conséquent parallèles.
Réciproquement, si une surface du second degré est coupée par deux plans parallèles suivant deux cercles dont les plans sont perpendiculaires à la droite qui joint leurs centres, la surface est une surface de révolution; car tous les plans parallèles à ceux-là couperont la surface suivant des cercles dont les centres seront situés sur la droite qui joint ceux des deux premiers cercles, puisque nous savons que les sections faites dans une surface du second degré par des plans parallèles sont des courbes semblables ayant leurs centres en ligne droite (523 et 524).
Cela posé, si l’on veut obtenir les conditions nécessaires pour
que la surface proposée soit de révolution, il suffit d’exprimer que l'équation générale
AV + A V + AV -|- 2Bzy + ....+ P
des surfaces du second degré passant par l’intersection de la surface [1] avec la sphère
représente deux plans parallèles.
Pour que l’équation [2] représente deux plans parallèles, il faut qu’on puisse disposer des paramètres arbitraires de manière à réduire à une seule les trois équations qui déterminent les coordonnées du centre (470, 2°). Ces équations peuvent se réduire à une seule de plusieurs manières : ou bien les trois équations sont équivalentes; ou bien l’une est une identité et les deux autres sont équivalentes; ou bien deux des équations sont identiques. Les trois équations qui déterminent le centre d’une surface représentée par l’équation [1] sont
Ax -f B "y +B';+C+ X(a; — jt,) = 0,
li'x + By + A"z -f C" + X(z— z,) = û ,
et, pour que ces équations se réduisent à une seule, il faut que l’on ait
A-fX_ B" B' C— Xa, A+X B" B' 1 C — Xx, B" ~~A'-f-X~ B C — Xy, C B' B A"-f-X— G' — Xj,’
d’où l’on tire, en égalant les valeurs de X,
MT _BB" _BB' B B' B
Ces deux relations, ne dépendant ni de R ni de a:,, yi, z,, doivent être vérifiées d’ellcs-mêmes; donc ce sont les conditions nécessaires pour que la surface représentée par l’équation proposée soit de révolution.
Nous disons qu’elles sont suffisantes. En effet, lorsqu’elles seront remplies, l’équation [2] représentera deux plans parallèles; et, comme les valeurs de X et de x„ y,, sont indépendantes de R, on pourra toujours décrire une sphère du point (x,, y,, s,), comme centre, avec un rayon R tel, que cette sphère coupe la surface proposée, supposée réelle. La surface proposée pourra donc être coupée par deux plans parallèles suivant deux cercles; donc elle sera de révolution.
Lorsque les conditions [3] sont remplies, les équations de l’axe de la surface de révolution sont
C— Xx, _C' -Xi /, _ C''— X«,
B'B" — RB’ — BB’ ‘
Il resterait à y mettre pour X sa valeur.
609. Ce qui précède suppose qu’aucun des coefficients B, B’, B' n’est égal à zéro. Examinons maintenant les différents cas particuliers qui peuvent se présenter.
Soit B=0; les équations qui déterminent le centre deviennent (A+X)x+ B"y-f B ‘z + C — Xx, = 0 B"x+(A'-(-X)y+C'-Xy1 = 0 B'x-KA*+X)s -fC” — Xj, =0.
Pour que ces trois équations puissent se réduire à une seule, il faut qu’avec B = Ol’on ait en môme temps B' = 0 ou B’=0, ou B' = B' = 0; car, s’il en était autrement, il est évident que la première de ces trois équations ne pourrait ni être identique , ni être identifiée à la fois avec chacune des deux dernières.
Supposons B’ = 0. Alors, ou B” = 0 ou B’î^ 0.
Soit B' =0. Les équations du centre sont (A +X)x-fC— Xx, = 0 (A’-t-Xjy-f-C' — Xy, =0 (A'-f-X);+C'— Xr,=0.
Ces équations, représentant des plans respectivement parallèles aux axes, ne sauraient être identifiées entre elles. Donc, pour qu’elles puissent se réduire à une seule, il faut que deux d’entre elles soient vérifiées d'elles-mêmes. Si ce sont les deux dernières que l’on rend identiques, il vient
A'-fX=0, C’— Xt/, = 0 et A*-|-X=0, <7— Xz,=0, d’où résulte la condition
Les équations de l’axe de la surface de révolution sont, dans ce eus,
C’— Xj/, = 0, C"— Xz,=0.
Si l’on rendait identiques la première équation et la seconde, ou la première et la troisième, on aurait
A = A' ou A = A".
(J 10. Enfin, soit B*^0. Les équations du centre sont: (A + X)x+ B"j/-(-C — Xar,=0 B"a7— |— (A' — X)i/ — {— C' — Xy, = 0 (A"+X)s + C" — Xst=0.
La troisième de ces équations, représentant un plan parallèle au plan des xy, ne peut être identifiée avec aucune des deux autres équations; il faut donc qu’elle soit identique, et que les deux premières rentrent l’une dans l’autre, ce qui donne
A*+X=0, (7— Xz,=0 et
A + X B* C— Xj-,.
B" A'— {- X C' — Xj/, ’
d’où résulte l’équation de condition
Cette condition étant satisfaite , les équations de l’axe de lu surface seront
blk GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENS.ONS.
En résumé, pour que la surface représentée par l’équation [1] soit de révolution, il faut que ses coefticicnts satisfassent à l’une des conditions suivantes :
1° On doit avoir
si aucun des coefficients B, B', B" n’est nul.
2° On doit avoir
A' = A", ou A = A' ou A = A", si les coefficients B, B’, Bv sont nuis en même temps.
3° Enfin, suivant que l’on a
ou <
B = 0, B' =0, B ^ 0 Sil faudra qu’on ait B*= (A - A’)(A"— A') ou i
B'=0,B'=0, II ^0, ] B* =(A' — A)(A''— A
Comme application, on peut chercher les conditions pour que le cône circonscrit à un ellipsoïde, dont l’équation a été donnée au n” 600, soit de révolution.
Remarque. On arrive aux mômes conditions en coupant la surface proposée f=0 par deux plans parallèles P = 0, P’ = 0, et en exprimant que l’équation /’-f-XPP’ = o, qui représente toutes les surfaces du second degré passant par les intersections de la surface proposée avec les deux plans parallèles, représenté une sphère.
Intersection de deux surfaces du second degré. De U T
surfaces du second degré se coupent, en général, suivant une courbe à double courbure dont les projections sur les plans coordonnés sont des lignes du quatrième degré. Cela résulte de ce que l’élimination de l’une quelconque des variables, x, y, z, entre les équations des deux surfaces du second degré, conduit en général à une équation du quatrième degré entre les deux autres variables.
I! est des cas cependant où l’intcrscclion de deux surfaces du second degré se compose de deux lignes planes. Voici sur ce sujet deux théorèmes très-importants, surtout au point de vue de la Géométrie descriptive. Les démonstrations de ces théorèmes n’offrant aucune difficulté, nous nous bornerons à les énoncer.
012. Si deux surfaces du second degré ont une courbe d’intersection plane, elles ont une seconde courbe d’intersection également plane.
Si deux surfaces du second degré ont un plan principal commun , la projection de l'intersection de ces deux surfaces sur un plan parallèle à ce plan principal est une courbe du second degré.
Le second théorème subsiste pour un plan diamétral quelconque, pourvu qu’on projette parallèlement aux cordes conjuguées§du plan diamétral.
613. Exercices. Lieu des points de l'espace tels que la somme ou la différence de leurs distances à deux points fixes est constante : 1* géométriquement , T par le calcul. — Montrer l'identité des résultats.
Lieu du milieu d'une droite de longueur constante dont les extrémités glissent sur deux droites quelconques. En déduire le cas oii les deux droites directrices sont dans un même plan et rectangulaires : l* géométriquement , 2'’ par le calcul.
On donne une parabole z=0 et y* = 2px, ri un point (a, (}, y) ; on prend ce point pour sommet d’un cdne dont la base est la parabole. Trouver l'équation du cine. Ce cône peut il être de révolution ?
Même question en remplaçant la parabole par une ellipse ou une hyperbole.
Lieu des points également distants de deux droites qui se coupent.
Lieu des points également distants de deux droites non situées dans un même plan.
Lieu décrit par Varête d'un angle dièdre droit, dont les faces passent constamment par deux droites données non situées dans un même plan.
Lieu des points tels que la somme de leurs distances <1 deux axes rectangulaires soit égale (1 une ligne donnée.
Lieu des points tels que le rapport de leurs distances à une droite fixe et à un plan fixe soit constant.
Lieu des centres des sphères tangentes extérieurement à deux sphères données. Idem d (rois sphères données ( coordonnées rectangulaires).
Lieu des points tels que la somme des carrés de leurs dislances à m points fixes est constante.
Lieu décrit par une droite qui glisse sur deux autres droites non situées dans un même plan, et qui fait, d (jusque instant, avec ces droites, deux angles égaux entre eux.
Lieu décrit par une droite qui glisse sur deux cercles parallèles et sur une droite perpendiculaire aux plans de ces cercles.
Lieu décrit par une circonférence de cercle tournant autour d'une droite située dans son plan , et qui ne la coupe pas {tore).
Équation de l'hélicoide développable.
Lieu des points tels que la distance de chacun d'eux d un point quelconque d'une ellipse donnée soit une fonction rationnelle des coordonnées de ce point.
Si une ellipse et une hyperbole, situées dans deux plans perpendiculaires, sont telles que les sommets de l'une soient les foyers de l’autre, tout cône ayant pour base l’ellipse, et pour sommet un point de l’hyperbole, est un cône de révolution.
Si on coupe un ellipsoïde de révolution par un plan quelconque, le cône qui a pour base la section obtenue, et pour sommet un foyer de l'ellipsoïde, est un cône de révolution.
Une circonférence C de rayon R, roufe dans l’intérieur d'une circonférence fixe de rayon 2R, en entraînant une circonférence C qui a, avec la circonférence C, un diamètre commun AB , et dont le plan est perpendiculaire d celui de la circonférence fixe et de la circonférence C. On demande: 1" quelle est la ligne décrite, dans l’espace, par un point quelconque lié aux circonférences C et C; 2* d quelle courbe sont tangentes les projections , sur le plan de la circonférence fixe, des lignes décrites par les différents points de C' ; 3* quelle est la surface engendrée par la circonférence C'.
APPENDICE
011. Définition. Lorsqu’une fonction y — f(x) n’est connue que par une série de valeurs isolées y0, y„ y.,. . . , y„, correspondantes à des valeurs x„ xu x„ .. .., x„ de la variable, valeurs que nous supposerons croissantes suivant une loi quelconque, on peut avoir besoin de déterminer la valeur de y qui correspond à une valeur de x comprise, soit entre x, et xt, soit entre x, et x,, ou entre xt et x„. . . . , ou enfin entre x„_, et x„. C'est ce que l’on appelle interpoler. Nous nous occuperons, dans cet appendice, des méthodes d’interpolation les plus usitées.
61iî. «cthode graphique. L’une des plus fréquemment employées par les ingénieurs est la méthode graphique.
Concevons qu’après avoir tracé deux axes rectangulaires, on ait construit, à une échelle quelconque, tous les points qui ont pour coordonnées x0 et y0, x, et y ,, x, et yf, . .. . , x» et y,. Par tous ces points on pourra faire passer, à la main, une courbe continue. Pour obtenir alors la valeur de y correspondante à une valeur donnée quelconque de x, comprise entre x0 et x», et même un peu inférieure à x0 ou un peu supérieure à x„, il suffira de mesurer sur l’épure l’ordonnée de celte courbe qui répond à l'abscisse donnée x.
Dans un grand nombre de circonstances, celte méthode offrira un degré de précision bien suffisant pour la pratique.
Remarques. I. Si la fonction est susceptible d’un maximum ou d’un minimum dans l’intervalle de x0 à x„, l'épure le fera connaître ; et pour déterminer ce maximum ou ce minimum, il suffira de chercher le point de la courbe où la tangente est parallèle à l’axe des x (110), et de mesurer ses coordonnées : son abscisse sera la voleur de la variable qui rend la fonction maximum ou minimum ; son ordonnée sera la valeur même de ce maximum ou de ce minimum de la fonction.
11. On peut remarquer sur-le-champ que l’interpolation est un géom. anal. 37
problème indéterminé; car, par les points donnés on peut faire passer une infinité de courbes, qui toutes rempliraient l’office indiqué ci-dessus. Mais, lorsque la fonction considérée se rattache à quelque phénomène physique, la continuité qu’on observe, en général, dans la nature, engage à choisir parmi cette infinité de courbes celle qui offre le moins de sinuosités, et qui s'écarte le moins de la ligne brisée formée par les droites qui joignent consécutivement les points donnés.
On agit encore de la môme manière lorsqu’il s’agit d’une fonction purement mathématique, algébrique ou transcendante, mais continue, si les valeurs consécutives données sont assez voisines pour qu’il y ait lieu de croire que la fonction ne s’en écarte pas notablement.
CIO. Héihode de Lagrange. L’interpolation peut s’effectuer par le calcul. L’une des méthodes les plus ingénieuses est la méthode de Lagrange. Pour la mieux faire comprendre, nous supposerons d’abord qu'on n'ait qu’un petit nombre de valeurs de la fonction, cinq par exemple,
répondant aux valeurs
Il s’agit de trouver une fonction qui se réduise à yt pour x =x„ à j/i pour x = x„ à yt |>our x=x„ à yt pour x = x,, et enfin à i/4 pour x=x».
Considérons les cinq binômes x — x„ x — xt, x — x,, x— x,, x — xt, et formons un de leurs produits 4 à 4, par exemple,
(x— Xi)(x— x,)(x— x,) (x — x») [I].
Ce produit s’annule pour x=x„ pour x=x„ pour x=x, et pour x=x4. Si l’on fait x=x«, il prend au contraire la valeur finie
Le quotient des deux produits [1] et [2] se réduit donc à l’unité pour x=x0, et, par conséquent, si on le multiplie par y„ on aura une expression
y”(X,-X,) (X, Xj) (.T0 X,)(.T, X,)*
qui se réduira à y, pour x=x0, et qui s'annulera quand on donnera à x l’une des valeurs x,, x„ x, ou x,.
En considérant de même le produit
(x— x,)(x— x,)(x— x,)(x— xt) [3],
faisant x=Xi, ce qui donne
(xj— x,)(x,— xOfa— x,)(x, — x4) [4].
Divisant le produit [3] par le produit [4], et multipliant par y,, on obtiendra l’expression
(x — X,) (X — X,) (x — x,) (x — xt) y' ’ (x,— x„) (x,— x,) (x,— X,) (x,— X»)’
qui se réduit à y, pour x—xt, et qui s’annule quand on donne à x l’une des valeurs x,, x,, x„ xt.
Les autres combinaisons fourniraient des expressions analogues, dans lesquelles figureraient y,, y, ou yk.
Il résulte de la nature de ces expressions que, si l’on en fait la somme, on aura une fonction qui se réduira à y0 pour x=xa, à y, pour x=x,, à y, pour x=xtl et ainsi de suite; ce sera donc la fonction cherchée. La formule d’interpolation qu’il s'agissait d’obtenir est donc :
(x — x,) (x — x,) (x — x,) (x — xt) y y,'(x,— x,) (x,— x.) (x,— X.) (xt—xt)
(x— x„)(x— x,)(x— x,)(x — xt)
' yt’ (x,— x,) (x,— x,) (Xr— x,) (x,— x,)
, (x— Xp) (x— x,)(x— x,)(x—
(X,—X,) (x, Xj) (x, — x,) (x, — X*)
■ (x* X,) (xt x,) (x, x,) (x* — X,)
La courbe qu’elle représente est une courbe du 4* degré.
G 17. Si, au lieu de 5 valeurs de la fonction, on en avait n -f- 1 , on formerait de même les binômes x — x,, x — xt....x — .r», on considérerait successivement chacun de leurs produits n à n, et l'on obtiendrait, comme ci-dessus, une série d’expressions jouissant de cette propriété: qu’elles s’annulent toutes pour x=xt, à l’exception de l'une d’elles qui se réduit à y, ; qu’elles s’annulent toutes pour x=xit à l’exception de l'une d’elles qui se réduit à i/, ; qu’elles s’annulent toutes pour x=x,, à l’exception de l’une d’elles qui se réduit à y»; et ainsi de suite.
La somme de ces expressions forme donc la fonction cherchée ; et, en l’égalant à y, on obtient la formule d’interpolation qu’il s’agissait d'établir.
La courbe qu’elle représente est du degré n ; on lui donne le nom de parabole du n1*"' degré.
Exemple. Supposons qu'on ait en valeurs correspondantes
on aura , en substituant ces nombres dans la formule du n* 616.
ou, en effectuant et réduisant,
fonction qui remplit, en effet, les conditions proposées.
619. Simplification de la méthode de Lagrange. La formule de Lagrange, quoique très-élégante, est d’une application extrêmement pénible quand le nombre des valeurs données de la fonction est un peu considérable.
Mais il y a un cas particulier qui mérite d’être examiné à part. C’est celui où l’on ne connaît que 3 valeurs de la fonction, corres-
pondantes à des valeurs de la variable en progression arithmétique; en d'autres termes, c’est celui où il s’agit de faire passer une courbe par 3 points donnés, dont les ordonnées successives sont équidistantes.
Dans ce cas, on peut faire passer l’axe des y par le premier point ; et, si l’on nomme 8 l’intervalle de deux ordonnées consécutives, on aura xt =0, x, = S, x,= 28.
La formule de Lagrange, qui, dans le cas de 3 points, se réduit à
J J * ’ (Xt—Xt) ( X , -x,) ' V' ’ (.r, — xt) (x,—x,)
’1ry'-(x1-x,)(xt-x,y
devient alors
y = y • • -s. -25 + • «7=r + ,Jt • 20~ ;
ou, en développant, réduisant et ordonnant,
(3ya— '»?/,+!/■)
!/.— 2y,+yv.
équation qui représente une parabole du second degré dont l’axe est parallèle à l’axe des y.
Celte équation peut être mise sous une forme encore plus simple. Posons y, — î/0 = A, , y, — y,=A',, A’, — A, = At) les quantités A, et A, ne seront autre chose que la différence première et la différence seconde.
On tire de là; y^y.+A,
et yt=y, -|-A', =!/,-}- 2A, -j-A,.
Substituant ces valeurs dans l’équation de la courbe, on obtient
Exemple. Soient y«=3, y,=15, y, =7, 5=1,
on aur» A, = 12, A\ = — 8, A, = — 20,
par suite y = 3+22ar — 10x’.
020. Si l’on veut obtenir l’ordonnée intermédiaire entre y» et y,, il faut faire x=%& dans l’équation de la courbe, ce qui donne
y=yo+iA,— $a, Ci]-
Cette formule est d’un usage fréquent dans les questions d’interpolation. On l’exprimera en disant que, lorsqu’on a 3 ordonnées équidistantes, l'ordonnée intermédiaire entre la première et la seconde s'obtient en ajoutant à la première ordonnée la moitié de la différence première, et en retranchant de la somme le huitième de la différence seconde.
Dans l’exemple ci-dessus, on trouverait
’ 021. interpolation par les différences. Quand toutes les valeurs xit T,, Xt,. . ,xn de la variable, correspondantes aux valeurs
données y„ y,, y„ y» de la fonction, sont en progression
arithmétique, ou, ce qui revient au même, quand les fi-f- 1 points donnés ont des ordonnées équidistantes, on peut, en employant les différences des divers ordres, obtenir une formule d’interpolation très-simple.
On démontre en algèbre que si l’on appelle A,, A*. A,, A, .... A, les différences dont il s’agit, on a
yn=y» + «A,
Aa+--..+A„.
Faisons passer l’axe des y par le premier point, ce qui revient à faire a;0 = O; et posons x=nS, formule qui reproduira les abscisses des points donnés en y faisant successivement n=0,t»=l, n = 2, etc.
On en lire n = -; et en substituant dans la valeur de yn, et
supprimant l’indice n de y, on obtient
Pour j- = 0, celte formule donne r/ = t/a , pour x = 5 elle donne j/=j/t + Al = y„
■Aj+elc.
pour x=2î !/ — !/, + 2A1-f-2A,= t/„
pour x = 35. y = y, + 3A, + 3 A,+ A, = y„
et pour x=n? !/ = !/»■
En y regardant x comme variable, celte formule est donc une formule d’interpolation, puisqu’elle représente une courbe qui passe par les n-f- 1 points donnés. Celte courbe est une parabole de nrat degré, identique par conséquent à celle que donnerait la formule de Lagrange; car une parabole de ce degré, n’ayant que n-f-1 paramètres, est complètement déterminée quand on l’assujettit à passer par n-f- 1 points donnés.
Si. par exemple, on reprend les données du n" 618, savoir :
y«=l, y.=4, y,= 5, yj=3, y, = 2, 6 = 1,
on en déduit
Ai = +3, A, — — 2, A,— — 1 , A, = -4- 5.
Par conséquent , la formule d’interpolaUon sera
a-fjr— 1) , , *(*-1)(*-2) , „ , x(s — l)(x — 2)(x 3) ^
En effectuant et réduisant , on trouve
comme au numéro cité.
Remarques. I. La formule d'interpolation par les différences est plus simple que la formule de Lagrange; mais elle est moins gé-
nérale, puisqu’elle suppose que les ordonnées connues sont équidistantes.
II. Quand le nombre de ces ordonnées se réduit à 3, la formule devient
ou, en ordonnant par rapport à x,
C’est la formule du n“ 610 sous une autre forme. III. Si x = J S, il vient
!/ = î/o + JAi— «A,.
C’est la formule du n° 620.
622. Lorsque les valeurs données de la fonction sont équidistantes et très-rapprochées, on peut ordinairement négliger les différences troisièmes; on peut alors interpoler au moyen de la formule ci-dessus :
y=y, + (At_iA,)ï + ‘A,£
ce qui revient à supposer que l’arc de courbe qui réunit trois points consécutifs se confond sensiblement avec une parabole du second degré. Mais il est entendu que la valeur de x doit se compter à partir du pied de la première des trois ordonnées que l'on considère et qui déterminent A, et
Exemple. Supposons qu'il s'agisse de calculer te logarithme du sinus de 2° T 20' à l’aide d'une table qui ne donne les logarithmes des lignes trigonométriques que de minute en minute. On trouvera
y. = 8, 5464218, A.=0, 0035730, A/ =0 ,0035438 , d'où Aj = — 0,0000292; d’ailleurs 8 = 60";
on aura, par conséquent,
y = 8,5464218+ (0,0035730 + 0,0000146).^ — O.OOOOUôf^V.
DU \oU/
Remplaçant — par -, et effectuant les calculs indiqués , on trouve y = 8 ,5476161 ,
qui est en effet le logarithme du sinus de 2* 1' 20", tel que le donnent les tables où les arcs procèdent de 10" en 10".
625. Quand les différences secondes sont elles-mêmes négligeables, la formule se réduit à
!/ = !/. + V| ou ?/ — !A = A,|-
L’interpolation s’effectue alors comme si l’arc de courbe qui réunit deux points consécutifs se confondait avec sa corde.
ün reconnaît dans la formule y — y, = A, | la règle ordinaire des
parties proportionnelles suivie dans l’usage des tables de logarithmes ; car elle peut s’énoncer en disant que : pour obtenir la différence y — y, entre le logarithme cherché et le logarithme des tables qui lui est immédiatement inférieur, il faut multiplier la différence tabulaire A, par la différence x entre le nombre ou l'arc considéré et le nombre ou l'arc des tables immédiatement inférieur, et diviser le produit par la différence constante S qui existe entre deux nombres ou flenc arcs consécutifs de la table.
Cette règle deviendrait inexacte si les différences secondes n’étaient pas négligeables. Si, par exemple, on l’appliquait à la question traitée au n° précédent, on trouverait
valeur trop faible de 0,0000033.
Remarque. La formule [1] du n° 62i offre môme le moyen d’apprécier à l’avance la limite de l’erreur commise dans l’application de la règle des parties proportionnelles. Mais ce ne serait pas ici le lieu d’entrer dans ces considérations, qui sont plus particulièrement du ressort de l’algèbre.
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