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PRÉFACE
Les études de géométrie descriptive que je n'ai cessé de suivre^ depuis mon entrée à TÉcole Pol^rtechnique, m'avaient toujours fait désirer devoir rassembler dans un programme détaillé^ pour cette science comme pour les autres, tous les théorèmes pratiques qui lui servent de fondement. C'est ce que les anciens avaient fait pour la géométrie , en inscrivanf seulement les principes et leurs déductions sans y joindre les démonstrations. J'avais à diverses reprises en* gagé plusieurs de nos jeunes professeurs, pleins d'activité et de talent, à se charger de cette tâche, en leur offrant de mettre à leur disposition tous les matériaux, les ouvrages et les mémoires que j'avais recueillis; mais par diverses circonstances ces projets agréés n'ont pu se réaliser.
Ce programme devait servir de modèle à d'autres
programmes semblables, que l'état avancé de nos
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connaissances rendait de plus en plus nécessaires. En effet , tous ceux qui ont cultivé les sciences même élémentaires, après s'être convaincus de la vérité d'un théorème , n'en retiennent pour leur usage que l'énoncé , sans se tenir prêts à en fournir immédiatement la démonstration^ C'est ainsi qu'on a dans la mémoire la surface d'un cercle , le volume d'une pyramide, et toutes les formules trigonométriques , quelle que soit la marche qu'on ait suivie pour arriver à la conclusion pratique.
Tel était le plan du travail que je m'étais proposé de faire exécuter ou d'exécuter moi-même.
Les convenances de l'enseignement qui auraient relégué un pareil programme dans une sphère exceptionnelle, ce qui en aurait supprimé toute l'utilité, m'ont forcé à suivre la marche commune.
L'éditeur, qui du reste s'est prêté à toutes mes demandes, m'a suggéré que, dans une prochaine édition, ce programme disposé par ordre systématique sur les intersections, sur les tangences, sur les raccordements, sur les développements, sur les perspectives , etc. , etc. , et réduit à des proportions trèsrestreintes par de nombreux renvois, pourrait être annexé à la fin du traité pour montrer le corps de la
doctrine débarrassé de tout l'échafaudage de la iniae en œuvre.
J'ai été d'autant plus engagé à m'occuper des principes de la géométrie descriptive qui m'ont passé tant dé fois sous les yeux dans mes examens^ à l'École Polytechnique^ que ces principes des arts graphiques ont été rejetés dans l'instruction préliminaire exigée des candidats , et que je n'aurai plus l'occasion de mé rappeler plusieurs des importantes méthodes pratiques que cette école a popularisées, et que tend à fixer mon livre, perfectionné par les travaux des ha* biles professeurs qui forment les candidats aux diverses écoles du gouvernement.
Je persiste à penser qu'un ensemble de traités programmes, exécutés sur ce plan et ne renfermant comme une espèce d'aide-mémoire que ce qui est utile et pratique, mais tout ce qui est utile et pratique dans chaque branche de nos connaissances, serait le plus utile comme le plus difîicile monument à élever aux sciences perfectionnées. Chaque programme ne serait pas seulement une œuvre de philosophie; ce serait encore un outil pour la pratique, et un point de départ pour des conquêtes ultérieures.
P. S. Nous renvoyons encore à une édition pro-
IV TRÉFAGI.
chaîne, des notions historiques et bibliographiques sur les progrès de la géométrie descriptive.
Nous ne pouvons cependant passer sous silence les travaux si importants de M. Th« Olivier, qui tient le premier rang dans cette branche de nos connaissances , et en même temps le recueil de M^ Bardin de rÉcole Polytechnique , modestement intitulé ^otez et Croquis.
Aucun ouvrage ne peut être plus utile à consulter que celui de M. Bardin , non-seulement pour les élèves, mais pour les professeurs.
Nous ne Tavons jamais parcouru sans en retirer de Tinstruction théorique et pratique.
Les élèves qui se destinent à l'Ecole Polytechnique feront bien d'étndier tontes let questions contenues dans oe volume, bien que quelques-unes semblent en dehors du programme.
Les candidats i l'fioole spéciale militaire de Saintp-Cyr, à l'Âcole navale, à l'École forestière pourront se borner à étudier le premier chapitre et l'Appendiœ.
Les élèves qui veulent arriver à l'Ecole des Beaux-Arts ne devront passer aucune partie de ces éléments.
Enfin, les élèves des Écoles des Arts et Métiers et ceux qui suivent les cours de l'Enseignement spécial établi dans les lycées et les collèges trouveront dans cet ouvrage les principales notions qui leur seront nécessaires.
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INTRODUCTION
CONSTRUCTIONS PLANES
Le succès des déterminations de la géométrie des* criptîve dépend de constructions graphiques planes.
Ces constructions sont données dans tous les traités de géométrie élément&ire d*une manière théorique; mais on ne doit pas négliger tous les procédés de vé-* rification qui se présentent.
Nous avons pensé qu'il était indispensable de rappeler ces constructions y fondées sur des principes dont les démonstrations ne sont pas du ressort de cet ou* vrage,
i • Élever une perpendiculaire à une droite en un de ses points^ quand cette perpendiculaire doit être élevée à ^extrémité de cette droite.
Cette construction faite ^ on doit vérifier si Tangle est droit au moyen de cette propriété , que tout angle inscrit à une demi-circonférence est un angle droit.
Mais il est essentiel^ dans tous ces problèmes^ pour la détermination de certains points ^ de ne pas employer des lignes qui se coupent sous un angle aigu * trop différent d'un droit. Il y a , dans ce cas, une incertitude sur la position du point d'intersection qui résulte de ce que les lignes, graphiquement tracées,
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ne sont pas des lignes mathématiques. G'est^ au reste^ une recommandation que plus tard nous ferons en-
core *.
2* Abaisser une perpendiculaire sur une droite par un point pris hors de cette droite.
Cette construction se fait souvent au moyen d'une parallèle menée à une première perpendiculaire à la droite donnée* Or cette parallèle est ordinairement tracée au moyen de Téquerre, que Ton fait glisser contre une règle. Ce procédé, qui, théoriquement, semble donner un résultat d'une exactitude parfaite, est sujet à erreur quand on n'a pas une habitude suffi* santé de manier les instruments' et que l'on presse inégaiement sur les diverses parties de la pièce mobile. Quand une épure doit fournir un résultat numérique, collez la feuille de papier sur une glace ou sur une planche de cuivre bien plane.
On ne saurait faire trop de constructions planes pour acquérir cette rigueur dans l'usage des instruments.
3* Partager une droite en un nombre quelconque de parties égales.
Cette détermination étant faite par le principe des lignes proportionnelles, on devra vérifier avec le compas si en effet la ligne est divisée exactement : la plupart du temps même on divise par tâtonnement , soit les lignes, soit les arcs de cercle, en un nombre
quelconque de parties égales.
* L'espace cemmim à deux traits d'une largeur sensible qui se rencontrent sous un angle donné, est proportionnel à la cosécante de cet angle.
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Pour la division des lignes droites , on se sert encore d'une mesure métrique, ou échelle préparée graphiquement, qui peut donner des dixièmes de millimètre.
V Par un point donné, mener une droite qui rencontre deux autres droites que l'on ne peut prolonger j et qui ne se rencontrent pas dans les limites du cadre du dessin.
Les deux lignes données sont AB, CD, le point donné est M.
Par le point M , on mène une droite qui rencontre
les deux droites données ; on trace _a b
une parallèle à cette droite menée par le point M, et Ton divise cette i parallèle en parties proportionnelles ^ aux segments de la première : on trouve . ainsi un point N de cette droite, qui appartient à la droite demandée.
La théorie des transversales fournit aussi un moyen simple et élégant de résoudre ce problènvB, qui, en géométrie descriptive , se présente très-fréquemment.
5*" Mener en un point d'une circonférence de cercle une tangente à cette circonférence.
On doit employer la construction suivante :
Soit M le point donné de la circonférence. On prend deux points C et D de la circonférence , et Ton joint ces points au point M par des droites. On prolonge MD de MC'=MG, et, de même, on prend sur la droite MC prolongée une longueur Miy=MD. La ligne droite
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C'iy est parallèle à la tangente en M à la circonférence.
Donc, en menant par le point M une parallèle à la ligne droite Giy^ on aura la tangente demandée»
Au moyen de la même construction^ on peut mener une tangente en l'un des pointa C et D.
6" Par un point donné sur une courbe quelconque, tne^ ner une tangente à cett9 courbe.
On prendra^ à gauche et à droite du point sur la courbe, deux points assez rapprochés pour que les deux cordes menées à ces points auxiliaires par le point donné se confondent presque graphiquement avec la courbe. On achèvera la construction comme il vient d'être dit dans le problème précédent.
Dans presque toutes les constructions de la Géométrie descriptive y on détermine des points suffisamment rapprochés pour servir ensuite à tracer un trait continu : trois de ces points consécutifs donneront le moyen de mener une tangente en Tun de ces points.
Ce sera évidemment substituer a la courbe une cir«conférence de cercle qui aurait ces trois points communs avec la courbe.
V Par un point pris hors d'une circonférence de cercle, mener une tangente à cette circonférencCf
i> Première solution. On mène la
droite AM, et avec AM comme \ rayon, du point A comme centre, on décrit un arc de cercle Jusqu'à sa rencontre en D avec la perpendiculaire à AM, menée à Textrémité dii rayou C du cercle donné.
IiniODUGTION. XXllI
Oa mène la droite AD. Le point P où cette droite coupe le cercle M donné, est le point de contact de la tangente demandée.
Deuœiime solution. Sur ÂM comme diamètre, on décrit une circonférence de cercle : les points de ren* contre avec la circonférence donnée sont les points de contact.
Cette solution est très-utile quand on a plusieurs circonférences concentriques auxquelles on veut mener des tangentes par le même point. Tous les points de contact sont sur la même circonférence décrite sur AM comme diamètre. On n'a pas besoin de constructions particulières pour chacune des circonférences.
Troisième solution. Du point A comme centre, avec un rayon égal au diamètre du cercle donné, on décrit un arc a ; du point M comme centre avec AM pour rayon, on décrit un arc 6 : on joint Tintersection de ces deux arcs au centre A par une droite. L'intersection de cette droite avec la circonférence donnée est le point de contact.
Cette méthode est la plus expéditive : car elle n'exige aucune bissection de ligne ni aucune construction de perpendiculaire.
La substitution d'un cercle passant par trois points consécutifs d'une courbe graphique à cette courbe elle-même, permet de résoudre approximativement un grand nombre de questions. Ainsi, on mènera à cette courbe une tangente par un point situé hors de la courbe. On lui mènera de même une normale ainsi qu'une tangente parallèle à une ligne donnée.
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point de contact est un point de la circonférence demandée : le problème est donc résolu.
H '^ Construire une circonférence tangente à une circonférence donnée et passant par un point donnée le centre de ia circonférence cherchée devant être placé mr une droite éontiée»
Cette droite donnée coupe la circonférence cherchée en deux partie» symétriques. Donc^ si du point donné on mène une perpendiculaire à cette droite > et qu'on prenne le point symétrique de ce points on aura un nouveau point de la circonférence cherchée . Le problème est donc alors ramené au problème précédent.
On devra considérer le cas où le point donné est dans l'intérieur du cercle donné ou à l'extérieur.
PRINCIPE DE DILATATION
Les courbes qui après le cercle se présentent le plus fréquemment dans la géométrie descriptive^ sont l'ellipse, la parabole et l'hyperbole.
L'ellipse et la parabole surtout se présentent con stamment dans l'astronomie et dans la coupe des pierres et la charpente.
Or la plupart des problèmes relatifs à l'ellipse cdmbi* née avec la droite peuvent se ramener à des problèmes analogues relatifs à une droite et à un cercle. Nous énoncerons les problèmes les plus importants , en les faisant précéder de cette définition.
Soient AMNB une courbe donnée , ÂB une ligne droite
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prise pour aïe placée dans le plan de cette courbe. Abaissons de tous les points de la ^ ^ y courbe sur la droite AB des perpen- /j^..™^ J]b^ diculaires comme MP.*'. NQ... Supposons que sur ces perpendicu-'^|
lairesy qui sont les ordonnées ortho- V * - — - V
gonales par rapport à Taxe AB, on ^-^
prenne, à partir de Taie, des longueurs M^... N^Q... proportionnelles à MP..« NQ..., la suite des points M^.. N^•. forme une nouvelle courbe qu'on distingue de la première en disant qu'elle a été obte-' nue parunedi/atofion des ordonnées de cette première par rapport à l'aie.
Si les ordonnées ont été diminuées dans un rapport constant, la nourelle courbe aura été obtenue par contraction.
Dans les points de l'axe, la dilatation ne change rien *. car 2éro reste zéro par la multiplication.
Une droite donnée peut aussi être dilatée, et il est évident qu'elle reste droite.
Un cercle étant donné, supposons menés deux diamètres rectangulaires , l'un d'eux étant pris pour axe du cercle. Si nous dilatons ce cercle , ou si nous le contractons, la courbe obtenue est une ellipse ^ on le démontre en géométrie analytique ; les deux diamètres rectangulaires du cercle sont les aœe$ de l'ellipse.
Réciproquement, si on dilate une ellipse, ou si on la contracte de manière que les deux axes de Tellipse deviennent égaux entre eux, l'ellipâe, dilatée ou contractée, deviendra un cercle.
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1 2"* Par un point donné sur une courbe , mener une tangente à cette courbe.
Nous faisons une observation importante. Si la
coyrbe Sk peu de concavité, il est difficile de juger si la droite menée est tangente. Voici comment on opère ordinairement :
PU dilate la courbe par rapport à un axe auxiliaire , en faisant des ordonnées quadruples ou décuples de celles de la courbe donnée. Ainsi la courbe donnée étant abc, la courbe dilatée est a'6'c'.
Parle point a', je mène la tangente à a^b^c', et je prends le point M, où cette tangente rencontre l'axe xy; puis je mène la droite Ma : c'est la tangente demandée. Appliquons cette solution à Tellipse.
On donne les deux axes de cette ellipse, et Von demande la tangente en un point donné sur la courba. Soit AB le grand axe de l'ellipse, Cf le demi-petit
axe, C le centre de l'ellipse.
Soient pris CF=CB. Dilatons l'ellipse dans la proportion de Cf à CF : l'ellipse devient le cercle décrit sur AB comme diamètre. Soit m un point de l'ellipse, il devient le point M du cercle- Je mène MP tangent au cercle, P étant sur l'axe : m? . est la tangente à l'ellipse.
Il faut remarquer ici que si l'ellipse n'était pas tracée, on n'en aurait pas moins la tangente.
1 3"* Par un point pris hors d'une ellipse , mener U7ie tangente à cette courbe.
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On dilate Tordoûnée du point et Tellipse par rapport au grand axe , de manière que Tellipse devienne le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. Par le point dilaté on mène les tangentes au cercle , et Ton retrouve ensuite sur Tellipse , par la contraction, les points de contact des tangentes demandées.
On voit que Tellipse pourrait n'être point tracée, et Ton obtiendrait encore les tangentes à Tellipse , menées par le point extérieur et les points de contact.
1 4"^ Mener une tangente à une ellipse parallèlement à une droite donnée
On dilate Tellipse pour la transformer comme dans les problèmes qui précèdent.
On dilate en même temps la droite ; on mène au cercle des tangentes parallèles à la droite dilatée; puis on contracte ces tangentes, et Ton obtient les droites demandées.
On voit encore ici que les tangentes peuvent être menées sans que Ton trace la courbe. On peut même trouver les points de contact sans connaître d'autres données que les axes de Tellipse.
On trouve ainsi que Ton peut mener deux tangentes parallèles à la droite donnée, et que la droite qui joint les points de contact de ces deux tangentes parallèles à Tellipse, passe par le centre de Tellipse, c'est-à-dire par le point d'intersection des deux axes. Il est facile de démontrer d'ailleurs, par ces principes de dilatation, toutes les propriétés de l'ellipse relatives aux diamètres conjugués. On peut trouver leurs longueurs au moyen du problème précédent.
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La droite qui unit les points de contact des tangentes passe par le centre de Tellipse : c'est un diamètre qui diyise en parties égales les cordes de Tellipse pa*rallèles à la tangente : c'est ce qu'on nomme le diamètre conjugué à cette série de cordes parallèles.
1 5** Trouver les intersections d^une droite avec une «/lipse qui n'est pas tracée, et dont on donne les deux aœes.
On résoudra ce problème , comme ceux qui précô*^ dent 9 par les procédés de dilatation.
Mais comme c'est un problème important > nous entrerons dans les détails de construction*
Soient MPN la ligne droite donnée ; soient Ab^ fg les axes de Tellipse.
Pour avoir les points d'intersection de la droite MPN jj, avec l'ellipse^ nous cherche*
vR^n"""*^ rons l'intersection de la droite
/\i4~-^ \ ^t de l'ellipse , toutes deux di-
f JiS^ \ latées de manière que l'ellipse
\ ^^^ l\Hj\ devienne un cercle* Le point P \ ]^ / restant fixe, nous prendrons ^O-----^ une ordonnée de la droite fk égale à ^ fg, ce que l'on aura en menant par f une parallèle àAB, Puis, par le point D(CD=CB=|AB), en menant une parallèle à AB jusqu'à la rencontre de f^k prolongée, on aura le point D' qui sera le point /*' dilaté de la droite MPN. Le point P n'a pas changé de position ; donc la droite PD ' sera la dilatation de la droite MPN.
Pour avoir le point d'intersection j/, on décrira la circonférence BDA, et son point de rencontre x sera
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le point commun aux deux lignes dilatées. En abait» sant œh parallèle à CD , sa rencontre en y avec MPN donnera le point cherché.
La même droite prolongée donnera rintersection avec la partie inférieure de la courbe AgB. On remar» quera qu'il n'est pas nécessaire d'avoir décrit la courbe^ puisque ce point d'intersection est déterminé par les intersections de droites parallèles aux axes de l'ellipse et de droites passant par le point P.
Si le point P se trouvait sur le prolongement de AP^ on voit que la droite dilatée rencontrerait la circonfé* rence en deux points > situés tous deux d'un même côté de l'axe AB.
Si le point P se confondait avec le centre de Tellipse^ la droite MPN deviendrait un diamètre de l'ellipse. Cette remarque conduit à cette conséquence i qu'on peut trouver les diamètres conjugués d'une ellipse quand on connaît ses axes.
ScoLiE. On peut trouver, par ce principe, les diamètres conjugués égaux d'une ellipse rapportée à ses axes. Pour cela, on dilate l'ellipse et l'on mène des tangentes au cercle parallèlement aux axes : on obtient ainsi un carré circonscrit, les diagonales de ce carré contractées sont les diamètres conjugués égaux.
PWNQPE D'INaiNAISON DES ORDONNÉES.
Quand une courbe est tracée, si l'on prend un axe dans son plan, et si l'on mène des perpendiculaires à
isx nTtiODDr;n'
La droite qui unit les point tes passe par le centre de Tel!
qui divise en parties égales Ir rallèles à la tangente : c'est ce i conjugué à cette série de coni
15" TTOuver lesinte^lectioIl^ Upse qui n'est pas tracée, et do,
On résoudra ce problème , dent, par les procédés de di!
Mais comme c'est un proLi trerons dans les détails de ci>
Soient MPN la ligne droitf axes de l'ellipse.
Four avoir les points d'in ' avec-
égale à J fg, ce que V< parallèle à AB. Puis, p:
en menant une parallèl' f'k prolongée, on aun:
dilaté de ia droite MP' position; donc la di droite MPN.
Pour avoir le pucirconférence BOA
INTROBUCTION.
)our aie, et l'on renètre conjugué : on lipse rapportée à ses lu moyen de son orist donc ramené au lipse rapportée à ses âme relatif à une cir-
lUpte rapportée à ses à une droite donnée.
«ite f et le problème u. Puis on inclinera 1 ainsi les tangentes les points de contact,
IKpse rapportée à ses ris hors de felUpse, int, et l'oa obtiendra 3; puis on inclinera
' droite et d'une ellipse êtres conjugués.
ise , et l'on aura l'inar le problème 15; points de rencontre
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cet axe limitées par la courbe et Taxe, on a les ordonnées rectangulaires de la courbe.
On dit qu'on incline ces ordonnées suivant un angle donné , si Ton mène des droites parallèles à une droite fixe par les pieds de ces ordonnées , si Ton prend sur chacune d'elles, à partir de ces pieds, des longueurs égales aux ordonnées de la courbe, et si Ton unit par un trait continu les extrémités de ces parallèles.
On comprend comment un cercle étant donné, si Ton prend deux diamètres rectangulaires , Tun étant Taxe, Tinclinaison de ce cercle donnera une ellipse rapportée à deux diamètres conjugués égaux; comment, une ellipse étant rapportée à ses axes, Tinclinaison de cette ellipse donnera une ellipse rapportée à ses diamètres conjugués.
Pour des courbes quelconques on aura des transformations de toute nature par ce principe.
Réciproquement, si une courbe est inclinée suivant un angle aigu ou obtus, on peut la redresser rectangulairement^. Après cette transformation de la courbe la tangente reste tangente.
Ces définitions posées, nous résoudrons les problèmes suivants :
1 6® Mener une tangente à une ellipse donnée par ses diamètres conjugués en un point de cette ellipse.
* Voyez , dans les ouvrages des anciens dessinateurs, de curieuses iransformaUons de dessins primiurs d'après des conventions plus ou moins compliquées.
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On prend Tun des diamètres pour axe, et Ton redresse rectangulairement le diamètre conjugué : on obtient y de cette manière , une ellipse rapportée à ses axes ; le point est aussi redressé au moyen de son ordonnée inclinée. Le problème est donc ramené au problème analogue ^ pour une ellipse rapportée à ses axes , et par conséquent au problème relatif à une circonférence de cercle.
1 7** Mener une tangente à une ellipse rapportée à ses diamètres conjugués parallèlement à une droite donnée.
On redressera Tellipse et la droite , et le problème sera ramené à un problème connu. Puis on inclinera les droites obtenues , et Ton aura ainsi les tangentes demandées y en même temps que les points de contact, sans que Tellipse soit tracée.
1 S** Mener une tangente à une ellipse rapportée à ses diamètres conjugués par un point pris hors de l'ellipse.
On redressera T ellipse et le point, et Ton obtiendra les tangentes à la nouvelle ellipse ; puis on inclinera de nouveau.
1 9** Trouver V intersection d^une droite et d'une ellipse non tracée et rapportée à ses diamètres conjugués.
On redressera la droite et Tellipse , et Ton aura Tintersection de ces deux lignes par le problème 15; puis on inclinera de nouveau les points de rencontre trouvés.
• il
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par une autre ellipse, par une droite ou par un cercle* Souvent y dans les constructions , on emploie , pour un raccordement y en même temps , cercle , ligne droite > ellipse et parabole.
Les professeurs feront bien d'exercer leurs élèves à ce genre de problèmes un peu ti^op négligés dans les cours théoriques.
DE
DÉFINITIONS
1. La géométrie descriptive a pour but la représentation rigoureuse sur un plan^ des points , des lignes et des surfaces. , .
Cette représentation permet d'étudier avec certitude les propriétés des surfaces définies par des données convenables. Par la géométrie descriptive, on peut construire les résultats de tous les problèmes géométriques à trois dimensions, et, par conséquent, tout ce qui tient à Tarchitecture et aux constructions civiles et militaires. On peut aussi représenter les accidents de terrain dans la topographie, dans les ponts et chaussées , comme les terrassements , les nivellements , les fortifications passagères, etc.
La coupe des pierres, la charpente, la construction
des vaisseaux, Thydrographie, ainsi que la mécanique
et la géodésie, empruntent à la géométrie descriptive
ses procédés rigoureux de représentation des corps, en sorte qu'il n'y a aucun de ces arts qui ne s'aide des procédés de cette science essentiellement pratique.
La physique, la météorologie et la mécanique se sont aussi emparées des méthodes de, la géométrie descriptive, pour découvrir, par des constructions graphiques, des lois naturelles que leur complication ne permettait point de reconnaître immédiatement.
L'habitude de l'emploi de la science qui nous occupe donne une telle clarté à la conception des mouvements des corps dans l'espace, que son étude est devenue de première nécessité pour les ingénieurs, les astronomes, les navigateurs, et même pour ceux qui ont à trouver les premières approximations dans des calculs purement arithmétiques.
2. Plusieurs systèmes sont connus pour la représentation des corps au moyen d'un dessin ; la géométrie descriptive n'emploie que des projections rectangulaires sans perspectives, sans reliefs ombrés.
J'énoncerai d'abord les théorèmes de la géométrie de l'espace sur lesquels est fondée la méthode des projections '*'.'
Théorème L Quand une droite est perpendiculaire à deux droites gui passent par son pied dans un plan ^ elle est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans ce plan, et par suite elle est perpendiculaire au plan.
* Ou peul étudier ces théorèmes dans le V* livre de Legeudre ou dans une géométrie élémentaire quelconque.
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Théorème 11. Une droite étant donnée perpendiculaire à un plan et une seconde droite étant située dans ce plan^ si du pied de la première droite on abaisse une perpendiculaire à la seconde , et si du pied de cette nouvelle per^ pendiculaire on conduit une droite à un quelconque des points de la première, la droite obtenue sera perpendicU" laire à la seconde droite donnée.
Théorème III. Si deux droites sont parallèles, et si l'une d'elles est perpendiculaire à un plan ^ la seconde sera aussi perpendiculaire au plan. Réciproquement , si deux droites sont perpendiculaires à un plan , elles sont parallèles.
Théorème IV. Deux plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles.
Théorème Y. Les intersections de deux plans parallèles par un troisième sont parallèles.
Théorème VI. Si deux angles ont leurs côtés parallèles, les plans de ces angles sont parallèles et les angles sont égaux ou supplémentaires.
Théorème VII. fJn angle dièdre a pour mesure l'angle rectiligne formé par deux perpendiculaires élevées à Vinter section commune des deux faces de V angle dièdre ^ dans chacun des deux plans et par un même point de cette intersection commune.
Corollaire. Un angle dièdre est droit, aigu ou obtus quand son angle rectiligne est droit, aigu ou obtus.
Théorème VIII. Tout plan qui passe par une perpendiculaire à un plan est perpendiculaire à ce plan.
Théorème IX. Si deux plans sont perpendiculaires entre eux et si par un point du premier on conduit une
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perpendiculaire au second j cette perpendiculaire sera située dans le premier plan.
Corollaire. Quand deux plans qui se coupent sont perpendiculaires chacun à un troisième plaUy leur intersec^ tien est perpendiculaire à ce plan.
Théorème X. Un angle dièdre étant donnée si par un point pris dans l'intérieur on abaisse des perpendiculaires aux deux faces ^ V le plan de ces deux perpendiculaires sera perpendiculaire à l'intersection des deux faces du dièdre ^ 2" V angle de ces deux perpendiculaires sera supplémentaire du dièdre donné.
Je renverrai à ces énoncés eu ajoutant les lettres G. É. (Géométrie élémentaire) toutes les fois que l'occasion s'en présentera.
11 ne sera question y dans ces éléments de géométrie descriptive, que de la méthode des projections orthogonales de Monge, employée dans toutes les écoles. Un dessin suivant cette méthode est une Épure.
Le mot Épure lui-même est emprunté aux dessins faits par les architectes, dessins qui donnaient le plan et l'élévation sur un mur et sur un terrain horizontal adjacent *.
* Pour éviler des erreurs trop communes, nous ferons les remarques suivantes :
La verticale est la direction du fil à plomb dans un lieu déterminé. Ainsi quand on donne un point dans l'espace et qu'on conduit la verticale de ce point, cette verticale est complètement déterminée.
Tout plan qui passe par cette verticale est un plan vertical. Or on peut conduire par une droite une infinité de plans verticaux; donc un plan vertical conduit par un point n'est point complètement déterminé.
Un plan conduit par un point donné perpendiculairement à la verticale
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Soient pris un plan horizontal et un point hors de ce plan; si du point on abaisse sur le plan horizontal une perpendiculaire , le pied de cette perpendiculaire sur le plan sera la projection horizontale du point donné*
Si Ton prend un plan vertical on pourra également projeter le point verticalement.
Les lignes qui servent à trouver les projections sont les lignes projetantes.
REPRÉSENTATION DU POINT
3. Concevons deux plans de projection, l'un horizontal TH, l'autre vertical LVy se coupant suivant la droite LT qu'on nomme ligne de ierre^. Ces deux plans seiivent à représenter tous les corps et tous les éléments de cette représentation 9 points , lignes et surfaces.
ii n
Soit A un point de l'espace; prenons la projection horizontale a du point A, prenons aussi la projection verticale a' de ce point;
de ce point est un plan horizontal ; ainsi pour un point donné le plan borizonlal est complètement déterminé.
Toute droite conduite dans un plan horizontal est une horizontale ; ainsi, en un point donné, on peut conduire une infinité d'horizontales. Ajoutons qu'un point étant donné dans un plan , si Ton mène par ce point un plan horizontal > Tintersection de ces deux plans déterminera une droite horizontale que Ton appelle l'horizontale du plan pour ce point.
* Il nous semble que les dénominations les plus convenables seraient celles de plan de terre et plan de mur ; mais nous ne voulons point changer des habitudes consacrées.
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nous aurons ainsi le moyen de représenter le point A de l'espace sur deux plans.
En effet, supposons inversement que Ton donne les projections a, a!; il est évident que le point Â sera déterminé , car le point a détermine la perpendiculaire au plan horizontal passant par ce point a« De même le point ci détermine la perpendiculaire au plan vertical
fi
Ij
de projection passant par ce point; et les deux perpendiculaires en se rencontrant déterminent le point A.
Les points a et d obtenus , supposons que le plan horizontal de projection restant fixe , on fasse tourner le plan vertical autour de la ligne de terre de manière qu'il soit rabattu T sur le prolongement du plan horizontal. Dans ce mouvement le point (i vient se rabattre sur le point a^.
Par ce rabattement les points a et a' sont placés dans un même plan et donnés dans la position de la figure plane ci-contre. Ils constituent la représentation
sur un plan du point A de Tespace. Dans cette position, on a une épure de géométrie descriptive.
Résumons: On prend deux plans de projection, on projette le point donné de l'espace sur chacun de ces plans, on suppose Tun d'eux fixe et Ton fait tourner l'autre autour de Tintersection comme charnière ou axe , jusqu'à ce que ce plan soit sur le prolongement du premier; après ce rabattement, les deux projections se trouvent dans un même plan qui est celui de l'épure.
4. Nous devons faire observer que les projections d'un point doivent se trouver , relativement à la ligne de terre, dans des positions déterminées pour pouvoir représenter un point de l'espace. Examinons ces con«ditions.
Soit à projeter le point A de l'espace; les projections a et a! ont été obtenues par les lignes projetantes Aa et Xal.
Les points a et a' sont dans une position telle, que si de chacun de ces points on abaisse une perpendi* culaire sur la ligne de terre,
ces deux perpendiculaires se rencontrent au même point de cette ligne de terre.
Pour le démontrer, imaginons le plan qui passe par les deux droites Aa et Aa'; ce plan est perpendiculaire à la ligne de terre, car il passe par des droites qui sont respectivement perpendiculaires à chacun des
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plans de projection ^ et par suite il est perpendiculaire à rintersection de ces deux plans.
Soit F le point où le plan des deux lignes projetantes rencontre la ligoe de terre; en unissant ce point F aux projections a et a' par des droites , on obtient deux lignes qui sont dans le plan auxiliaire aXof; mais ce plan est perpendiculaire à la ligne de terre, ainsi les deux droites aF et a'F sont perpendiculaires à la ligne de terre : ce sont les perpendiculaires annoncées dans notre théorème.
Après le rabattement du plan vertical la projection verticale vient se placer sur le prolongement de la ligne aF; car la droite a'F reste, dans ce mouvement, toujours perpendiculaire à la ligne de terre. C'est pourquoi, dans répure de la page 6, les projections a, a' du point A sont placées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
Cette condition est d'ailleurs nécessaire et suffisante
pour que les points a et a' représentent un point de l'espace.
' Supposons d'abord que, le plan vertical relevé, on donne les points a et a' dans la position de la figure ci-contre, c'est-à-dire tels que les deux perpendiculaires à la ligne de terre, menées par ces points, viennent se rencontrer en un point de cette ligne de terre.
Si nous supposons un plan auxiliaire passant par ce
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point de rencontre et les points a et a', ce plan sera perpendiculaire à la ligne de terre et par conséquent aux deux plans de projection. Or, en élevant par le point a une perpendiculaire au plan horizontal , cette perpendiculaire sera contenue dans le plan auxiliaire conduity G. É. (Th. IX). De même si nous élevons par le point a' une perpendiculaire au plan vertical, cette perpendiculaire sera contenue dans le plan auxiliaire, ces deux perpendiculaires étant situées dans un même plan. Le point de rencontre de ces deux lignes situées dans le même plan est le point A de T espace; ce qu^il fallait démontrer.
Supposons, en second lieu, que Ton donne comme projections deux points a eiV tels que les perpendiculaires à la ligne de terre ne se rencontrent pas en un point de cette ligne.
Imaginons que par le point a on conduise un plan perpendiculaire à la ligne de terre, et que par le point 6' on conduise aussi un plan perpendiculaire à cette ligne de terre : ces plans sont parallèles entre eux.
Or, si par le point a j'élève une perpendiculaire au plan horizontal, cette perpendiculaire sera dans le premier plan auxiliaire.
Si par le point 6' j'élève une perpendiculaire au plan vertical, cette perpendiculaire sera située dans le second plan auxiliaire. Ainsi ces deux lignes perpendiculaires sont situées dans deux plans parallèles ; donc elles ne peuvent se rencontrer, donc les points a et 6' ne peuvent représenter un point de l'espace; ce qu'il fallait démontrer.
Résumons : Pour que dans uire épure deux points soient les projections d'un point de Tespace, il faut que ces points soient placés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
6. Le choix des plans de projection conduit à une importante remarque :
C'est que la distance d'un point de l'espace à un des plans de projection est marquée par la distance de la projection de nom contraire à la ligne de terre.
Supposons le plan vertical relevé et dans la position de la figure.
Soit A le point donnée les projections sont a et a^
flr»,— ,
jA
Les deux plans de projection sont rectangulaires entre eux; or aF et a'F sont perpendiculaires à l'intersection LT des deux plans^ donc ces deux droites mesurent l'angle de ces deux plans; et par suite , l'angle aFa' est un angle droit. Ainsi la figure aFa'A est un rectangle, donc Aa est égal à Fa' et Aa! est égal à Fa; ce qui prouve que la distance du point A au plan horizontal^ est égale à la distance de laprojection verticale de ce point à la ligne de terre, et que la distance du point donné au plan vertical est égale à la distance de la projection horizontale de ce point donné à la ligne de terre. 6. Le point de l'espace dont les projections sont obtenues peut avoir différentes positions relativement aux plans de projection.
FRÉUMINAIRIS. 1 1
La figure de cette page indique sufiisamment ces positions.
Dans répure de la page 1 2, les projections indiquent réciproquement dans lequel des quatre angles formés par les plans de projection se trouve le point représenté.
On donne aux quatre angles dièdres des noms indiqués par leurs positions, ce sont les suivants :
Angle antérieur supérieur, Angle postérieur supérieur ^ Angle postérieur inférieur.
Angle antérieur inférieur.
En les prenant dans Tordre indiqué on les nomme encore premier y deuxième, troisième et quatrième angle.
Les lettres accentuées indiquant les projections verticales, prenons dans l'épure le point a, a' et imaginons le plan vertical relevé rectangulairement : on
peut voir que le point A représenté par a, a', est dans le premier angle; le point 6, 6' est dans le second;
c^ c' dans le troisième, rf, d', dans le quatrième.
En supposant l'épure placée sur un plan horizontal, la partie antérieure à la ligne de terre représente la partie T antérieure du plan horizontal et la partie inférieure du plan vertical rabattu.
La partie supérieure de Tépure représente la partie postérieure du plan ^ horizontal et la partie supérieure du plan vertical rabattu.
REPRÉSENTATION D'UNE LIGNE
7. Quand la ligne donnée est une droite, sa projection sur un plan est une ligne droite , en général ; quand cette ligne est perpendiculaire au plan, sa projection sur ce plan est un point.
. Soit AB la ligne donnée, et pour fixer les idées prenons le plan MP comme planhorizontalde projection; projetons horizontalement le point A de cette droite :
soit ka la ligne projetante.
Conduisons un plan par AB et par Aa; soit ah Vintersection de ce plan avec le
PKÉLIMINAIRES. 13
plan MP. Je dis que ab contiendra les projeciions horizontales de tous les points de AB, et par suite que ce sera la projection horizontale de AB.
Prenons en effet un point D de la ligne AB. Le plan auxiliaire conduit par AB passant par Aa, qui est perpendiculaire au plan horizontal, est perpendiculaire à ce plan horizontal. Pour projeter le point D du plan auxiliaire il faut abaisser une perpendiculaire sur le plan horizontal de projection. Or, cette perpendiculaire est contenue tout entière dans le plan auxiliaire; donc elle vient rencontrer le plan horizontal en un point de ab.
Il en serait de même pour tout autre point de AB : le théorème est donc démontré.
Si Ton donne une ligne courbe plane située dans un plan perpendiculaire à Tun des plans de projection, la projection de cette courbe sur le plan de projection sera une ligne droite.
11 est d'ailleurs évident que si la ligne droite donnée est perpendiculaire au plan horizontal, le pied de
cette perpendiculaire est le seul point où tombent les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de la droite donnée; et par suite la projection horizontale de la perpendiculaire donnée est un point unique.
Si Ton veut représenter sur deux plans une ligne quelconque de l'espace, on conçoit que l'on conduise de chacun des points de cette ligne des perpendiculaires sur les plans de projection. Les pieds de ces perpendiculaires sur chacun des plans forment des
lignes; ces lignes sont les projections de la ligne de Tespace.
Pour fixer les idées , soit la ligne ABF que l'on veut projeter horizontalement sur le plan MP.
Prenons sur la ligne donnée les points A, B, F.
De chacun de ces points nous conduisons les perpendiculaires Aa^Bbf F/*, au plan MP. a, 6, /"sont les projections horizontales des points A, B, F. Si nous imaginons qu'on ait fait la même opération pour tous les points de la ligne donnée , en unissant les points de projection par un trait continu , la ligne abf que Ton obtiendra sera la projection horizontale de la ligne donnée.
On opérerait de la même manière pour obtenir la projection verticale.
On conçoit cette opération faite avec un nombre de points suflisants pour guider le tracé de la projection entière de la courbe située dans Tespace.
Revenons sur la détermination de la projection horizontale de la ligne ABF.
Les lignes droites qui projettent horizontalement les points de cette ligne sont toutes perpendiculaires au plan horizontal de projection : ces lignes projetantes sont donc parallèles.
L'ensemble de ces lignes forme une surface cylindrique. La ligne ABF est la directrice de cette sur-
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face y et les lignes projetantes sont tes génératrices de cette surface.
On peut dire par conséquent que, pour projeter horizontalement une ligne, on conduit le cylindre projetant horizontalement, et que l'on prend l'intersection avec le plan horizontal de ce cylindre projetant.
Réciproquement, si l'on donne les deux projections d'une ligne de l'espace sur une épure, on imagine que le plan vertical est ramené rectangulairement sur le plan horizontal autour de la ligne de terre. Alors chacune de ces projections détermine un cylindre projetant; l'intersection des deux cylindres projetant donne la ligne représentée sur l'épure.
8. Afin de simplifier le discours on emploie les expressions suivantes :
Quand une droite est projetée on peut imaginer que ses projections sont obtenues au moyen de deux plans passant par la droite et conduits perpendiculairement chacun à l'un des plans de projection. L'intersection de chacun de ces plans avec le plan de projection correspondant est la projection sur ce plan de la droite donnée; l:;es plans sont nommés les plans pro-
jetants de la droite.
On nomme trace horizontale d'un plan l'intersection de ce plan avec le plan horizontal de projection.
On pourra donc dire, au lieu de projection horizontale d'une droite, la trace horizontale du plan projetant horizontalement cette droite.
9. Examinons quelques positions particulières d'une droite relativement aux plans de projection : T si une
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droite est parallèle au plan horizontal^ la projection horizontale sera parallèle à la droite, et la projection verticale sera parallèle à la ligne de terre.
Ceci n'a pas besoin de démonstration.
De même si la droite est parallèle au plan vertical, sa projection verticale lui sera parallèle, et sa projection horizontale sera parallèle à la ligne de terre.
T Si une droite est perpendiculaire au plan horizontal , sa projection horizontale est un point et sa projection verticale est une perpendiculaire à la ligne de terre. En effet le plan projetant verticalement est alors perpendiculaire au plan horizontal et au plan vertical.
De même , si une droite est perpendiculaire au plan vertical, sa projection verticale est un point et sa projection horizontale est une perpendiculaire à la ligne de terre. En effet le plan projetant horizontalement est alors perpendiculaire au plan vertical et au plan horizontal.
3*" Si la ligne donnée est parallèle à chacun des deux plans de projection, les deux projections sont parallèles à la ligne de terre.
V Enfin si la droite donnée est située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, les deux projections de la droite sont perpendiculaires à cette ligne de terre ; et alors les deux projections de cette droite ne suffisent pas pour la déterminer, car les deux plans projetant horizontalement et verticalement se confondent.
Dans ce cas il faut donner la droite par deux de ses points, ou par un de ses points et Tangle qu'elle fait
avec un des plans de projection ; en un mot, il faut donner la droite par deux conditions particulières et notamment par ses traces.
Faisons encore observer que si une droite étant parallèle à l'un des plans de projection on prend une longueur déterminée de cette droite, elle se projettera en vraie grandeur sur ce plan de projection , puisque sa projection sur ce point lui est parallèle.
Il est évident que si une droite est donnée sur une épure par ses projections, pour concevoir la droite dans Tespace on doit faire tourner par la pensée le plan vertical rectangulairement au plan horizontal; et si Ton conçoit les plans projetants conduits par les projections données, Tintersection des deux plans projetants est la droite donnée.
10. On sait que dans la géométrie on se sert continuellement de droites parallèles; il est donc utile de considérer les propriétés des projections de droites parallèles.
Quand des droites sont parallèles, leurs projections sur un même plan sont parallèles. Lorsque Ton considère un seul plan de projection , la réciproque n'est pas vraie; mais si l'on emploie les deux plans de projection, la réciproque est
vraie.
Soient données deux droites parallèles AB, CD; pour simplifier supposons qu'on les projette sur le plan horizontal MP.
Les plans projetants étant verticaux peuvent être considérés comme passant chacun par une verticale rencontrant une des droites; on peut donc dire que les deux plans passent par deux droites parallèles deux à deux, savoir les deux droites données et les verticales auxiliaires : donc les deux plans projetants sont parallèles. Mais les projections horizontales des deux droites AB et CD sont les traces horizontales des plans projetant horizontalement ces droites; or, les intersections de deux plans parallèles par un troisième sont parallèles; donc les projections horizontales afr, cd sont parallèles.
Si Ton donne les deux projections horizontales ab, cdy ces droites étant parallèles détermineront deux plans projetants parallèles. Mais rien ne axera la position de ces deux droites dans les deux plans projetants, en sorte qu'on ne pourra pas assurer que les droites sont parallèles.
Il faut d'ailleurs observer que les droites ne sont pas données, puisqu'on ne connaît qu'une projection de
chaque droite.
Supposons maintenant que l'on donne les projections a6, cilf d'une première droite et les projections cd, dé d'une seconde droite: les projections horizontales sont parallèles entre elles. 11 en est de même des projections verticales.
Nous pouvons rappeler que les plans projetant hori-
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zontalement passant par ab et cd sout parallèles; de même les plans projetant verticalement passant par alb' et dit sont parallèles, mais les droites de Tespace sont déterminées par les intersections des plans projetant les droites. Or, les intersections de deux plans parallèles par un troisième sont parallèles. Ainsi les quatre plans projetants se coupent de manière à donner en tout quatre lignes droites parallèles ; deux de ces intersections sont les deux droites de l'espace ; donc enfin on voit que les droites données sont parallèles.
Il est évident encore que si les projections des droites données étaient toutes perpendiculaires à la ligne de terre^ il y aurait indétermination dans les positions de ces droites : on ne saurait donc dire si les droites données sont parallèles.
1 1 . Pour terminer ce qui est relatif à la considération de deux droites qui se rencontrent, faisons remarquer immédiatement que Tangle de ces deux droites est en général différent de Tangle de leurs projections horizontales, aussi bien que de Tangle de leurs projections verticales.
11 faut néjanmoins considérer deux cas dans lesquels un angle est égal à Tune de ses projections.
C'est d'abord celui dans lequel les côtés d'un angle sont parallèles à l'un des plans de projection ; il est évident que sur ce plan l'angle donné est égal à l'angle des projections de ses côtés.
Il faut aussi considérer le cas où un angle étant droit, l'un des côtés de cet angle est parallèle au plan
horizontal, par exemple; dans ce cas, la projection horizontale de l'angle droit est un angle droit.
Ce principe est important et il est facile à démontrer.
Supposons l'angle droit donné ABC, soit B le sommet de Tangle, AB le côté horizontal.
Projetons ce sommet et remarquons que la ligne projetante est perpendiculaire au côté horizontal AB donné. On peut voir alors que les deux plans projetant horizontalement sont rectangulaires entre eux. Car AB est perpendiculaire au plan des deux droites CB et Bb , puisque AB est perpendiculaire à ces deux droites ; mais le plan projetant horizontalement AB passant par AB est per- ^ pendiculaire au plan CB6 :
ainsi les deux plans projetant horizontalement l'angle ABC sont perpendiculaires entre eux. Or, l'intersection Bb de ces deux plans étant verticale, pour mesurer leur angle il faut employer un plan horizontal; soit choisi le plan horizontal de projection : les intersections a6, 6c, projections horizontales des deux droites , mesureront l'angle des deux plans de projection. Cet angle est droit, donc les deux projections sont perpendiculaires entre elles.
REPRÉSENTATION DU PLAN
12. On prend les intersections du plan donné avec les plans de projection; ces intersections sont nommées les traces du plan.
Ainsi 9 quand on donne un plan en géométrie descriptive^ on le donne en général par sa trace horizontale et par sa trace verticale.
L'intersection des deux plans de projection et du plan donné est un point situé sur la ligne de terre.
Il faut donc que les deux traces d'un plan se coupent en un même point de cette ligne de terre.
Si l'une des traces est parallèle à la ligne de terre, l'autre trace, si elle existe, devra être aussi parallèle à la ligne de terre.
Il peut arriver encore que le plan donné passe par la ligne de terre : alors il n'y aura pas de détermination suffisante du plan; on devra ajouter, par exemple, que ce plan passe par un point donné par ses projections; ou bien on donnera l'angle qu'il fait avec l'un des plans de projection.
Quand le plan donné est perpendiculaire à l'un des plans de projection, sa trace sur l'autre plan, si elle existe, sera perpendiculaire à la ligne de terre; car l'intersection de deux plans perpendiculaires à un troisième, est perpendiculaire à ce troisième.
Répétons ici que la projection horizontale d'une droite est la trace horizontale du plan projetant horizontalement cette droite, et que la projection ver-
ticale d'une droite, est la trace verticale du plan projetant verticalement cette droite.
La trace d'un plan projetant, autre que celle qui donne la projection, est perpendiculaire à la ligne de terre.
Quand un plan donné est perpendiculaire à la ligne de terre^ ses deux traces sont perpendiculaires à la ligne de terre, et dans l'épure ces deux traces sont dans le prolongement l'une de l'autre.
11 faut remarquer ici que dans les cas où un plan n'est pas perpendiculaire à la ligne de terre, il peut arriver que dans l'épure les traces horizontales et verticales soient dans le prolongement l'une de l'autre; pour se rendre compte de la position du plan il faut imaginer que le plan vertical remis dans sa position rectangulaire sur le plan horizontal entraîne avec lui là trace verticale du plan.
Il peut arriver que les traces d'un plan donné ou obtenu dans la construction d'un problème sortent des limites de l'épure.
On doit alors employer les autres conditions qui déterminent un plan. Par exemple, trois points de ce plan ou un point et une droite, ou deux droites parallèles, etc.
PLANS ET LIGNES
13. Quand une droite est perpendiculaire à un plan, la projection horizontale de la droite est perpendiculaire à la trace horizontale du plan ; il en est de
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même pour les projections et traces verticales. La réciproque est également vraie.
Pour simplifier la figure ne considérons que la projection horizontale et la trace horizontale.
Soient MP le plan horizontal de projection ; AB le plan donné, cB sa trace horizontale; soit FGK perpendiculaire au plan AB et fL la projection horizontale de FK, je dis que fL est perpendiculaire à cB.
En effet, le plan projetant horizontalement FK, est perpendiculaire au plan MP, et, passant par FK perpendiculaire au plan donné, il est également perpendiculaire à ce plan AB. Le plan projetant est donc perpendiculaire à la trace cB, intersection des deux plans principaux. Inversement, cB est perpendiculaire au plan projetant : donc cB est perpendiculaire à /L, qui est dans le plan projetant.
Réciproquement, supposons que Ton donne les projections d'une droite perpendiculaire aux traces correspondantes d'un plan.
Chaque projection détermine un plan perpendiculaire à la trace correspondante; supposons les plans de projection placés rectangulairement.
Les plans projetants sont tous les deux perpendiculaires au plan donné; donc leur intersection, c'està-dire la droite donnée est perpendiculaire au plan donné.
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DÉFINITIONS DES EXPRESSIONS, SURFACE DE RÉVOLUTION , AXE DE RÉVOLUTION, PARALLÈLES, MÉRIDIEN.
14. Quand une droite est donnée et qu'une ligne quelconque tourne autour de cette droite^ on entend par là que chaque point de cette ligne décrit une circonférence dont le plan passe par ce point perpendiculairement à la droite donnée^ et avec cette condition que le rayon de la circonférence est la distance du point à la droite.
Cette droite est Taxe de révolution, chaque circonférence est un parallèle et l'ensemble des circonférences forme la surface de révolution.
Si Ton suppose qu'un plan passe par l'axe de révolution et vienne couper la surface, la ligne d'intersection se nomme méridien. Il est évident qu'il y a une infinité de plans méridiens, et que tous les méridiens sont égaux. C'est ainsi que la sphère a pour méridien un grand cercle, le cylindre droit à base circulaire une droite parallèle à Taxe du cylindre; le cône droit à base circulaire a pour génératrice une ligne droite qui rencontre l'axe.
Si l'axe de la surface de révolution est vertical, tous les parallèles se projettent horizontalement en véritable-grandeur, et le plan méridien parallèle au plan vertical se projettera aussi verticalement en véritable grandeur.
Si l'axe est dans un plan horizontal , les parallèles se projetteront horizontalement suivant des lignes droites perpendiculaires à l'axe projeté.
On sait que si une droite est perpendiculaire à un axe de révolution^ cette droite en tournant engendre un plan perpendiculaire à l'axe.
Un des procédés le plus fréquemment employés dans la géométrie descriptive^ est le procédé des rabattements qui sera examiné plus tard. Il consiste à faire tourner un plan autour d'une droite qu'il contient, jusqu'à ce que ce plan soit amené parallèlement à un plan donné, ou puisse s'appliquer sur l'un des plans de projection.
Dans ce rabattement il y a un axe de révolution ou charnière et des parallèles engendrés.
i S. Les traces d'un plan sont des droites situées sur les plans de projection et sur ce plan.
Les traces d'une droite de l'espace sont les points où cette droite rencontre les plans de projection.
D'après ces définitions on reconnaîtra qu'une droite est dans un plan, quand les traces de celte droite seront placées sur les traces du plan.
Inversement : si l'on prend un point sur la trace horizontale d'un plan, et un point sur la trace verticale de ce plan, la droite qui joindra ces deux points sera contenue dans le plan donné.
On reconnaît que deux droites se coupent dans l'espace, quand ces droites sont dans un même plan, auquel cas les droites qui joignent 1*" les traces horizontales des deux droites, 2** les traces verticales, se rencontrent en un point de la ligne de terre, déterminant ainsi le plan des deux droites.
Si les projections se coupent sur une même perpen-
diculaire à la ligne de terre, le point déterminé par ces deux intersections appartiendra à Tune et à Tautre droite, qui par suite auront un point commun, c'est-àdire un point de rencontre.
Ainsi, pour reconnaître que quatre points sont dans un même plan, on prendra deux droites unissant ces points deux à deux, et on verra comme cidessus si elles se rencontrent.
C'est par les mêmes considérations qu'on vérifiera si une courbe donnée par ses projections est plane;
Ou encore que deux courbes sont planes et placées dans le même plan.
CONVENTIONS RELATIVES AU TRACÉ DES ÉPURES
16. Les données de la question, lignes droites ou lignes courbes, sont marquées en plein quand elles sont en avant de toute surface. Autrement, elles sont indiquées par des points ronds. Les lignes de construction, quand elles ne sont pas en encre colorée, sont par traits interrompus, quelquefois mêlés de points simples ou multiples en rapport avec l'ordre des constructions.
CHAPITRE PREMIER
PROBLÈME I (figure 1).
Deux points étant dominés, l'un sur le plan horizontal de projection^ Vautre sur le plan vertical de projection, trouver les projections de la droite qui joint ces deux points.
Soient A le point donné sur le plan horizontal de projection, et P le point donné sur le plan vertical. La projection verticale du point A s'obtient par la projection sur la ligne de terre LT de ce point A^ soit a' cette projection.
La projection horizontale du point P, s'obtient par la projection p sur la ligne de terre de ce point P.
Or, le point P est à lui-même sa projection verticale, une ligne droite a pour projection une ligne droite; donc la projection verticale cherchée de la droite qui passe par les deux points donnés est a'P. Par la même raison la droite kp est la projection horizontale de la droite cherchée.
ScoLiE L Les points A et P sont les traces de la droite donnée.
PROBLÈME II (figure 1 ).
Une droite étant donnée par ses projections y trouver les traces de cette droite.
Soient cd, dd! les projections de la droite donnée, cherchons d*abord la trace verticale.
Cette trace verticale de la droite donnée aura pour projection horizontale un point de la projection horizontale cd et un point de la ligne de terre.
Ainsi en prenant Tintersection p de cd avec la ligne de terre Lï, on obtient la projection horizontale de la trace verticale demandée. En élevant par p la perpendiculaire à la ligne de terre, l'intersection P de cette perpendiculaire avec la projection r'c? donnera la trace verticale P demandée.
Pour obtenir la trace horizontale de la droite crf, (/cF, nous prendrons l'intersection d avec la ligne de terre de la droite dd^; ce point sera la projection horizontale de la trace horizontale cherchée. Par ce point a' nous élèverons la perpendiculaire à LT, jusqu'à sa rencontre A avec cd ; donc A sera la trace horizontale demandée.
ScoLiE I. Les traces de la droite étant obtenues, on indique sur l'épure les constructions nécessaires pour avoir la longueur de la droite donnée comprise entre les deux plans de projection.
Supposant le plan vertical de projection relevé rectangulairement sur le plan horizontal, nous pouvons considérer un triangle rectangle formé V par la ligne qui joint le point A et le point P comme hypoténuse, 2** par la projection horizontale kp de cette ligne, et 3® par la projetante Pp.
Nous pouvons rabattre ce triangle rectangle, soit
autour de son côté horizontal, sur le plan horizontal, soit sur le plan vertical autour de son côté vertical.
Le triangle rectangle P'Ap est le rabattement sur le plan horizontal. L'arc de cercle PP' indique Tégalité des deux rayons pP, pV.
Le triangle rectangle PpA' est le rabattement sur le plan vertical. L'arc AA' indique Tégalité des rayons Ajo, A'p.
Sgolie II. L'angle que forme la droite avec le plan horizontal se trouve rabattu en PAp. C'est en effet l'angle que forme la droite avec sa projection sur le plan horizontal.
On trouverait de la même manière Tangle de la droite avec le plan vertical.
PROBLÈME 111 (figure 1).
Un point et une droite étaM donnés par leurs projec^ tionSy trouver les projections de la droite parallèle à la droite donnée, passant par le point donné.
Soit cd, d(t la droite donnée , soit m, m' le point donné *.
Nous savons que si deux droites sont parallèles, leurs projections sont parallèles, il suffit donc de conduire par m la parallèle fg à cd et de mener par m^ la parallèle f^ à dd^ ; fg^fs/ seront les projections cherchées.
ScoLiE. Si la droite donnée était dans l'un des plans de projection, elle serait à elle-même sa projection
* C'est une manière abrégée de désigner la droite donnée par les deux projections cdj (fd'y et le point donné par les projections m , m'.
sur ce plan et son autre projection serait la ligne de terre. Il faudrait donc alors, par les projections du point donné, mener des lignes respectivement parallèles à la droite elle-même dans le plan où elle est située, et par l'autre à la ligne de terre.
PROBLÈME IV (figure 2).
Deux points étant donnés par leurs projections, trouver : V les projections de la droite qui joint ces deux points, 2® la longueur de la droite qui joint ces deux points.
Soient c, d et d, et les points donnés : 1 ** les droites cd, et dd^ seront les projections de la droite qui passe par les deux points donnés; 2** pour trouver la distance des deux points donnés , concevons le trapèze rectangulaire formé par la droite CD de l'espace, la projection horizontale cd et les droites qui projettent horizontalement les points donnés.
Première construction. On fait tourner ce trapèze autour de cd pour le ramener sur le plan horizontal.
Nous connaissons les distances des points donnés au plan horizontal; Gc perpendiculaire à cd et égale à dm, représentera le rabattement de cC ; D'd égale à cPn et perpendiculaire à cd représentera le rabattement de dD : les points C et D seront donc par ce rabattement ramenés en G et D'.
La distance CD' mesurée sur le plan horizontal et non plus dans l'espace, sera donc la longueur demandée.
Comme vérification, la droite CD' prolongée doit
passer par la trace horizontale F de la droite cd, (fct; car dans le mouvement qui conduit au rabattement, la droite ne cesse pas de passer par ce point d'intersection de la droite avec sa projection horizontale, axe du mouvement.
Deuxième construction. Le même trapèze rectangulaire étant considéré , on le fait tourner autour de la projection verticale passant par le point d jusqu'à ce que le plan qui projette horizontalement devienne parallèle au plan vertical; et, dans ce cas, on sait que les longueurs des droites tracées dans ce plan se projettent en véritable grandeur sur le plan vertical.
Après ce mouvement le point c vient en g sur la parallèle à la ligne de terre conduite par le point d ei k une distance dg égale kdc; le point G de l'espace décrit un arc de cercle dont le plan est horizontal, et dont la projection verticale est la parallèle c'A' à la ligne de terre conduite par c'. Ainsi , en élevant par g la perpendiculaire à la ligne de terre LT, son intersection g f avec c'a' sera la projection verticale du point C après ce mouvement, et alors d' g^ est égale à la longueur de la droite qui joint C à D. *
ScoLiE I. S'il sufiQt d'avoir la longueur de la droite, sans effectuer des constructions qui font image. On se contente de conduire par d la parallèle à LT; puis à partir de h! on prend une longueur h^^f égalé à cd :
* Parmi les aphorismes plus ou moins auUientiques des élèves de Monge, oa cile celle asseï lion , que loule la géomélrie descriplive élait dans ces deux problèmes : l" Trouver la distance de deux points donnés, 2" Trouver la retu>ontre d*une droite et d'un plan.
la ligne rfV hypoténuse du triangle il^h^g^ est la longueur demandée.
PROBLÈME V (figure 3).
Par trois points donnés par leurs projections, faire passer un plan y c'est-à-dire tromper les traces de ce plan.
Soient a^ a', b, i/, c, c', les points donnés, il est évident que toute droite située dans un plan aura pour traces des points appartenant au plan.
Déterminant donc, comme dans le problème II, les traces des deux droites qui passent par les points donnés, on aura deux points pour chaque trace, et par suite, les traces elles-mêmes.
Prenons la droite ab, a^ V \ F est la trace horizontale de cette droite, P la trace verticale.
Nous trouvons de même les traces 6, N de la droite bc.VcK
La trace horizontale du plan donné est FG; la trace verticale est NP.
Pour vérification, les deux traces du plan doivent se rencontrer en un même point de la ligne de terre.
Comme nouvelle vérification, les traces H, M de la troisième droite déterminée par les points a, a\ c, c' doivent se trouver sur les traces trouvées.
ScoLiE I. La condition de la rencontre des deux traces sur la ligne de terre fait voir qu'il suffira de déterminer la trace horizontale du plan, par exemple, et seulement la trace verticale de Tune des droites , laquelle trace jointe avec l'intersection et la trace horizontale avec la ligne de terre donnera la trace verticale du plan.
ScoLiE II. On déterminera par le même procédé le plan qui passe par un point et par une droite, ou bien le plan qui passe par deux droites parallèles.
ScoLiE m. C'est un problème général, étant donnée une surface quelconque, de placer un point sur cette surface. 11 est évident qu'on ne peut pas donner arbitrairement les deux projections du point, puisque alors rien ne garantirait que le point fût situé sur la surface donnée ; on doit déterminer Tune des projections quand l'autre est donnée.
Dans le cas qui nous occupe, la surface donnée étant un plan HKP (fig. 3), et la projection donnée étant par exemple la projection horizontale 6, on imagine sur le plan donné une droite quelconque dont la projection horizontale bc soit menée par le pointé; la projection verticale de cette droite auxiliaire sera g^N, et la projection verticale pour b se trouve en h', intersection de %' avec la perpendiculaire 66' a la ligne de terre.
11 est évident que pour la simplicité de la construction on choisira, quand ce sera possible, une droite auxiliaire parallèle à l'un des plans de projection.
PROBLÈME VI (figure 4).
On donne une droite dans le plan horizontal et un point par ses projections; on demande de faire tourner ce point autour de la droite jusqu'à ce qu'il soit rabattu sur le plan horizontal.
Soient CD la droite du plan horizontal, f, f le point donné.
Si le point F tourne autour de CD, il décrit autour de cette droite une circonférence dont le plan est perpendiculaire à CD et a pour trace horizontale la perpendiculaire fG à cette ligne , et son rabattement sur le plan horizontal sera placé sur cette perpendiculaire.
G est le centre de la circonférence et le rayon est l'hypoténuse du triangle rectangle G/F de l'espace. Rabattons ce triangle sur le plan horizontal autour de Gf : soit F'/G ce triangle rabattu; FG sera le rayon du cercle décrit par FG, et en décrivant sur le plan horizontal, avec GF' comme rayon, un arc de cercle jusqu'à sa rencontre en F^ avec /G, le point F^ sera le rabattement demandé.
ScoLiE I. Dans ce rabattement, remarquons la position de la projection horizontale et du rabattement; ces deux points sont placés sur une perpendiculaire à l'axe de rotation appelé communément charnière.
Faisons une application de cette remarque.
La droite CD et le point /*, f déterminent un plan. Soit donnée la projection horizontale/) d'un point de ce plan. On demande le rabattement de ce point sur le plan horizontal.
Concevons la droite qui joint les points F et P de r>espace; cette droite sera dans le plan donné, et sa trace horizontale étant un point de CD, après le rabattement, la droite FP devra passer par ce point.
Pour trouver celte trace horizontale de la droite FP, j'unis par une droite les points f et p, et je prends l'intersection R de cette droite avec CD.
La droite RF^ de la figure sera le rabattement sur le plan horizontal de la droite; or, si du point /> j'abaisse sur CD une perpendiculaire que je prolonge jusqu'à sa rencontre en P^ avec F^R, P^ sera le rabattement demandé.
Pour compléter la détermination du point P de l'espace, trouvons sa projection verticale. Pour cela, unissons les projections verticales /* et r' de F et de R, et relevons verticalement le point Pj p\ intersection de fr^ avec la perpendiculaire à la ligne de terre, sera la projection verticale de P.
ScoLiE II. Les rabattements nous fournissent un nouveau procédé pour trouver la seconde projection d'un point situé dans un plan et donné seulement par l'une de ses projections. '
PROBLÈME VII (figure 5).
Un point et une droite étant donnés , abaisser du point une perpendiculaire sur cette droite^ et trouver la longueur de cette perpendiculaire.
On construit le plan qui est donné par la droite et le point, on rabat ce plan sur le plan horizontal, en faisant tourner autour de la trace horizontale comme charnière. Les constructions sont ramenées à celles que Ton fait dans la géométrie plane. Puis on relève les lignes, c'est-à-dire que l'on trouve les projections demandées.
Soient ah, olV la ligne donnée, m, m' le point donné. Pour avoir le plan déterminé par le point et la droite, je mène par le point m, m' la parallèle à a6, olU ^ je
prends la trace horizontale F de cette parallèle et je prends la trace C de la droite donnée. La droite CF sera la trace horizontale cherchée du plan.
Je prends la trace verticale P de la droite a6, a'6', et je prends le rabattement Pi de ce point sur le plan horizontal. D'après ce qui a été indiqué problème VI , p etPj, sont sur une perpendiculaire à la charnière. CPi sera le rabattement de la droite a6, a'6'; en conduisant par le point F une parallèle à CPi, nous aurons le rabattement de la droite mF, m'f^.
Le rabattement de m, m! est à la rencontre de la parallèle conduite par le point F et de la perpendiculaire
à CF conduite par le point m; car la projection horizontale d'un point et le rabattement sur le plan horizontal de ce point se trouvent sur une perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné.
CP, et Ml étant dans leur position relative rabattus sur le plan horizontal, j'abaisse de Mj la perpendiculaire MiNi sur CPj : cette perpendiculaire sera la vraie distance du point m , m' à la droite a6, aV; on relève le point Ni en abaissant de ce point une perpendiculaire à CF jusqu'à sa rencontre en n avec ab.
La projection verticale correspondante se trouve à l'intersection n' de dif avec la perpendiculaire à LT menée par le point n.
PROBLÈME VlU (figure 6).
Deux droites qui se coupent étant données , rabattre ces droites sur le plan horizontal autour de la trace horizontale du plan qui contiefit ces droites.
Les droites données sont a6, a'fe' et ac^ aV. On prend les traces horizontales F, G de ces droites, et Ton conduit la droite FG; c'est la trace horizontale du plan des deux droites.
Maintenant rabattons le point a, d.
A cet effet on abaisse du point a une perpendiculaire aM sur FG , au point a on élève sur aM la perpendiculaire aM égale à aTP, et Ton reporte sur aM prolongé en MAj la longueur MA' par un arc de cercle A'A,.
Al étant le rabattement de a, a', FA^ sera le rabattement de la première droite, et G A, sera le rabattement de la seconde.
ScoLiE. On sentira toute Timportance des rabatte* ments en considérant qu'on trouve ainsi toutes les lignes ramenées sur l'un des plans de projection , qu'elles s'y présentent en vraie grandeur et s'y prêtent à toutes les opérations de la géométrie plane.
PROBLÈME IX (figure 7).
Trois points étant donnés par Imrs projections ^ trojfver le centre et le rayon du cercle qui passe par ces points.
On construit la trace horizontale du plan déterminé par ces trois points, on rabat ces points sur le plan horizontal autour de la trace obtenue, on fait passer le cercle par les rabattements des trois points donnés; puis, le centre obtenu sur le plan horizontal, on relève ce centre pour avoir ses projections.
Soient {m, m'), (c, c/), (rf, d') les points donnés; FG sera la trace horizontale du plan des trois points; le
point m, m' étant rabattu en Mi, FMj et GM, sont les rabattements des droites me y vfid et md^ midi. On obtient les rabattements Q et Dj des points c, d et rf, e?, en abaissant sur FG des points c et rf des perpendiculaires que Ton prolonge jusqu'à leur rencontre avec les rabattements des droites me , md.
Soit Oj le centre du cercle qui passe par les points C„ D,, M,, ce centre ayant été obtenu par les constructions de la géométrie plane.
0,Mi sera la longueur du rayon de ce cercle. Pour trouver les projections horizontales et verticales de ce centre , je prolonge le rayon rabattu OjMi jusqu'à la trace FG en R , je prends la projection verticale / du point R, puis, joignant m avec R et m' avec /J'ai les projections du rayon prolongé; en abaissant du point 0, sur l'axe de rabattement une perpendiculaire que je prolonge jusqu'à sa rencontre avec mR, j'obtiens la projection horizontale o du centre, et conduisant du point à la ligne de terre une perpendiculaire que je prolonge jusqu'à sa rencontre en of avec mV, j'obtiens la projection verticale de ce centre.
Sgolie. Si l'on veut avoir les projections horizontale et verticale du cercle , il faudra relever une suite de points du cercle rabattu, opérer comme on a fait pour obtenir les points o, d : la ligne qui joindra les projections horizontales des points relevés sera la projection horizontale de la circonférence du cercle. On opérera de même pour obtenir la projection verticale *.
* Quoique la géomélrie descriptive , essentiellement pratique , ne sup-
PROBLÈME X (figure 8).
Les limaces de deux plans étant données , trouver tes projections de l'intersection de ces deux plans.
Soit ABP le premier plan donnée soitDCR le second plan donné.
Le point F intersection des denx traces horizontales appartient aux deux plans , et comme il est dans le plan horizontal il est à lui-même sa propre projection horizontale, tandis que sa projection verticale est sur la ligne de terre. L'intersection S des deux traces verticales est la trace verticale de Tintersection des deux plans donnés.
Les points F et S étant les traces d'une droite, les projections de cette droite s'obtiendront comme dans le problème 1 : S/*' sera la projection verticale , Fs la projection horizontale de l'intersection demandée.
ScoLiE. Quoique nous ne voulions point ici spécialiser des données , nous examinerons deux positions singulières des traces. .
V Figure 9. Les deux plans donnés ont leurs traces verticales BP et CR parallèles.
L'intersection des deux plans sera évidemment parallèle à BP et à CR; car si deux plans contiennent des
pose aucune connaissance préalable sur les propriétés des courbes qu'elle doit construire , nous rappellerons qu'en géométrie toute projection d'un cercle est une ellipse» ayant pour grand axe le diamètre du cercle parallèle au plan , et pour petit axe le projecteur du diamètre perpendiculaire au premier. Le lecteur pourra s'exercer sur cet exemple à construire par points les projections horizontale et verticale de la circonférence , et la construction plane de l'ellipse lui donnera des yérifioations.
droites parallèles, leur intersection sera parallèle à ces droites.
Donc, pour avoir les projections de Tintérsection des deux plans, j'aurai à conduire par le point d'intersection F des deux traces horizontales une parallèle à BP située dans le plan vertical; et conduisant F g parallèlement à la ligne de terre j'aurai la projection horizontale de l'intersection; puis abaissant du point F une perpendiculaire F/"' sur la ligne de terre , et menant par le pied /*' de cette perpendiculaire une parallèle f^g' à BP, cette parallèle sera la projection verticale de l'intersection des deux plans donnés.
2"* Les plans donnés sont parallèles à la ligne de terre, figure 10.
Soit AB, MN le premier plan, soit CD, PR le second plan : l'intersection de ces deux plans sera parallèle à ^ la ligne de terre. Il suffit donc de trouver un point de cette intersection.
Il faut employer un plan auxiliaire , qui coupe l'un et l'autre plan. Les deux intersections auxiliaires obtenues étant dans chacun des plans donnés, si ces droites se coupent, leur intersection sera un point commun aux deux plans donnés , et par conséquent un point de l'intersection de ces deux plans.
Au lieu de prendre un plan auxiliaire quelconque , conduisons un plan AGS perpendiculaire à la ligne de terre, et rabattons ce plan auxiliaire sur le plan horizontal autour de sa trace horizontale comme charnière.
Les traces de l'intersection du plan AGS avec le premier plan sont K et X; les traces de l'intersection du
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plan auxiliaire avec le second plan sont I et V; les rabattements des traces verticales seront V et X'.
Les intersections du plan auxiliaire avec les deux plans seront donc après le rabattement KX' et IV'. Ces droites se coupent en Z^. Ce point sera le rabattement d'un point commun aux deux plans.
Pour le relever on conduit sur FG une perpendiculaire Z^z : z sera la projection horizontale du point Z relevé. Du point Z j'abaisse sur LT une perpendiculaire 7^^z^\ puis du point 6, comme centre, je décris avec GjTj pour rayon un arc de cercle jusqu'en s' : z^ sera la projection verticale du point z^^ relevé. Par les points z et z^ je conduis les parallèles zy et z^xf à la ligne de terre : ces droites sont les projections de l'intersection des deux plans donnés.
PROBLÈME XI (figures 11 et 1 2).
Trouver le point de rencontre d'une droite et d'un plan.
Pour trouver cette intersection on fait passer un plan pat* la droite donnée , on construit Tintersection du plan auxiliaire avec le plan donné; puis marquant le point où se coupent la droite donnée et cette intersection des deux plans, on a le point de rencontre de la droite donnée et du plan donné.
Nous ferons observer que , par une droite , on peut concevoir une infinité de plans; mais, en particulier, on peut employer l'un des plans projetants de la droite, en sorte que nous réaliserons les constructions de deux manières.
V Figure 11. Le plan ÂBP est le plan donné, la droite donnée est cd, c^d\
Je prends pour plan auxiliaire le plan projetant horizontalement : ce sera cd7*R, rR étant perpendiculaire à la ligne de terre.
L'intersection du plan donné avec ce plan auxiliaire aura pour projection cd¥ et /*'R.
Soit g^ Tintersection de /"'R avec c^d\ g^ sera la projection verticale du point cherché. La projection horizontale g s'obtiendra par la rencontre de la projection horizontale de la droite donnée avec la perpendiculaire à la ligne de terre abaissée du point g\
Comme vérification on détermine directement le point g en employant pour plan auxiliaire le plan projetant verticalement la droite donnée. On doit retrouver le même point g qu'on avait obtenu d'abord *.
2"* Figure 12. La droite donnée est cd^ c^d\ le plan donné est ABP.
J'emploie comme plan auxiliaire un plan passant par la droite.
Pour cela je trouve les traces F et R de la droite donnée; puis, choisissant un points à volonté sur la ligne de terre, je conduis les droites SF et SR qui déterminent un plan passant par la droite donnée.
Puis , cherchant l'intersection de ce plan auxiliaire avec le plan donné, j'obtiens les projections Kv et VA',
* On ne doit jamais négliger en géométrie descriptive de vérifier les constructions effectuées.
puis les intersections g et g^ de ces droites avec les projections de la droite donnée.
Comme vérification ^ les points g et g^ doivent se trouver sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
ScoLiE. Nous rappelons encore subsidiairement que ce problème et celui par lequel on détermine la distance de deux points sont les principes fondamentaux de la géométrie descriptive.
PROBLÈME XII (figures 13 et 14).
Par un point donné conduire un plan parallèle à un plan donné.
Le plan cherché étant parallèle au plan donné ^ ses traces seront parallèles à celles de ce plan donné. Il suffit donc de trouver un point de Tune des traces du plan cherché.
Soit ABP le plan donné , soit m, m! le point donné.
1"* Figure 13. Pour trouver un point de la trace verticale du plan je conduis par le point m, m' une parallèle à AB; cette droite étant parallèle à la trace horizontale du plan donné , sera également parallèle à la trace horizontale du plan cherché : ce sera donc l'horizontale de ce plan. La projection verticale de cette droite est parallèle à la ligne de terre.
Soit R la trace verticale de mr, m'R , R sera un point de la trace verticale du plan cherché.
Par le point R je conduis RS parallèlement à BP, ce sera la trace verticale du plan cherché; soit H l'intersection de cette ligne avec la ligne de terre, en con-
duisant par le point H la droite HG parallèlement à BA, j'aurai la trace horizontale du plan cherché.
Comme vérification on mène par le point m, m' une parallèle à la trace verticale, la projection horizontale de cette droite est une parallèle à la ligne de terre.
On détermine ainsi la trace horizontale F de cette parallèle à la droite BP, et ce point F doit être sur la trace GH précédemment trouvée.
Cette construction ne réussit que dans le cas où le plan donné rencontre la ligne de terre.
2'' Figure 14. La solution que nous donnons ici du problème convient dans tous les cas.
On choisit un point sur la trace horizontale du plan donné et un point sur la trace verticale : la ligne qui dans Tespace unit ces deux points est dans le plan donné.
Par le point donné on conduit 'une parallèle à cette droite auxiliaire, cette parallèle étant contenue dans le plan cherché; par suite, en conduisant par les traces de cette droite des parallèles aux traces du plan donné , on aura résolu la question.
ABP est le plan donné, m, m! est le point donné. Je prends le point C sur la trace horizontale AB et le point V sur la trace verticale : Cv, dN seront les projections de la droite choisie dans le plan donné.
Par les points m et m- je conduis à ces projections les parallèles ma?, m'X, et je cherche les traces F et X de la droite représentée par ces projections. Puis conduisant par le point X la parallèle XS à BP, j'ai la trace verticale du plan cherché. En menant FG pa-
rallèlement à AB, j'ai la trace horizontale du plan cherché.
Comme vérification^ les traces doivent se couper en un point H de la ligne de terre.
PROBLÈME XIII (figure 1 5).
Par un point abaisser une perpendiculaire sur un plan, trouver le pied de cette perpendiculaire et la distance du point donné au plan.
Nous savons que si une droite est perpendiculaire à un plan, les projections de cette perpendiculaire sont perpendiculaires aux traces du plan.
Pour résoudre le problème, il suffit donc d'abaisser de la projection horizontale du point une perpendiculaire à la trace horizontale du plan et de faire la même construction pour la projection verticale.
Les projections de la droite étant trouvées, on cherche l'intersection de cette droite avec le plan donné; puis on trouve la vraie grandeur de la droite qui unit le point donné et le pied de cette perpendiculaire.
Le plan donné est ABP, le point donné m, m'.
Du point m je conduis mf perpendiculaire à AB ; et de m', m'/^ perpendiculaire à BP,
J'ai les projections de la perpendiculaire demandée. Pour trouver l'intersection de cette droite avec le plan donné, j'emploie le plan projetant verticalement cette droite, et j'obtiens comme au problème XI l'intersection gr, g' de mfy m^f avec ABP. Puis, la distance m'A' du point m, m' au plan ABP s'obtient comme au problème IV.
PROBLÈME XIV (figure 16).
1 ® Par un point abaisser un plan perpendiculaire sur une droite et trouver l'intersection du plan cherché avec la droite donnée ;
T Par un point donné abaisser une perpendiculaire sur une droite donnée.
La droite donnée est ab, a' 6', le point donné est m, m\
Nous voulons conduire par le point un plan perpendiculaire à la droite.
Pour cela, nous imaginons par le point l'horizontale du plan : elle sera parallèle à la trace horizontale du plan cherché, et sera donc représentée horizontalement par une perpendiculaire me à ab conduite par le point m; elle sera représentée verticalement par la parallèle mV à la ligne de terre conduite par le point m\
Je prends la trace verticale R de cette droite me, m^c^ : par ce point R je conduis RS perpendiculairement à a'6', et ce sera la trace verticale du plan cherché. Par le point D intersection de cette trace et de la ligne de terre, je conduis DF perpendiculaire à a6, et ce sera la trace horizontale du plan cherché.
Je choisis le plan qui projette horizontalement la droite donnée, afin d'obtenir l'intersection du plan trouvé avec la droite donnée; par la construction connue, j'obtiens ainsi le point g, g\
En unissant le point m, m' avec le point g^ g\ la droite obtenue est dans le plan perpendiculaire à la droite donnée passant par le point m, m' : cette droite
MG est donc la perpendiculaire à la droite AB conduite par le point M.
Il faut remarquer ici que la solution de la seconde partie du problème a été donnée directement par la méthode des rabattements au problème VIL
PROBLÈME XV (figure 17).
Trouver les angles formés par un plan avec les plans de projection.
Le plan donné est ABP.
L'angle de deux plans a pour mesure Tangle formé par deux perpendiculaires à l'intersection des deux plans et conduites dans chacun de ces plans.
Je veux trouver Tangle du plan donné avec le plan horizontal.
Je prends un point R sur la trace verticale du plan; par ce point j'abaisse sur la ligne de terre la perpendiculaire Rr; par le point r j'abaisse rF perpendiculaire sur AB, F est le pied de cette perpendiculaire. Or, si l'on joint dans l'espace R avec F par une droite, cette ligne étant dans un plan vertical perpendiculaire à AB sera perpendiculaire à AB. rF est la projection horizontale de cette droite , et leur angle sera l'angle du plan avec le plan horizontal.
On l'obtient par le procédé indiqué Scolie il , Problème L
Pour plus de simplicité, nous rabattons ici sur le plan vertical autour de Rr j F vient en F', et l'angle RF'r est l'angle cherché.
L'angle GVy est l'angle du plan donné avec le plan
vertical. Cet angle a été rabattu sur le plan horizontal au moyen de la ligne G^, perpendiculaire à la ligne de terre *.
PROBLÈME XVI (figure 18).
Les angles que forment deux droites qui se coupent avec la verticale passant par leur sommet , et l'angle de ces droites étant connus j, projeter cet angle sur le plan horizontal.
Pour simplifier renoncé, on dit que l'on veut réduire un angle à rhorizon **.
Je fais remarquer d'abord que la projection de Tangle donné sur le plan horizontal sera la même, quelque éloigné que soit le plan horizontal du sommet de l'angle, car cet angle sera la mesure de l'angle dièdre formé par les plans verticaux passant par les deux côtés de l'angle donné.
Nous pouvons, je suppose, choisir les plans de projection; s'il en était autrement, on ramènerait la solution à celle que nous donnons ici.
Je prends pour plan vertical le plan vertical de l'un des côtés de l'angle donné ; soient A le sommet de cet angle, et AB le côté situé dans ce plan : Aa est la verticale donnée, et la ligne de terre est LT.
J'imagine le second côté de l'angle donné rabattu
* L'angle que forme le plan donné avec le plan horizontal est ce qu'on nomme la pente du plan.
** Ce problème était surtout important quand on employait le graphomêlre ou le cercle répétiteur, qui donnent les angles dans leur plan ; tandis que maintenant on se sert presque exclusivement du théodolite, qui donne ces angles tout réduits à l'horizon.
autour de la verticale Aa sur le plan vertical; après ce rabattement , il fera avec Aa le second angle donné , soit XG ce côté rabattu.
Supposons la droite AC remise en sa véritable position , le point C sera situé de telle manière que Tangle de AG avec AB sera Tangle donné des deux droites.
Or f supposons que nous rabattions AC sur le plan vertical , en faisant tourner autour de AB comme charnière : nous obtiendrons ainsi la distance du point B au point G rabattu.
Pour trouver ce point rabattu, faisons en A avec AB un angle égal à Tangle des deux droites ; et sur le côt« obtenu portons une longueur ACj égale à AG', Gi sera le rabattement du point G, et BCj sera la distance du point B au point G dans sa véritable position.
Le point C se trouve à l'intersection de Tare décrit du point B comme centre avec BC^ pour rayon , et de l'arc décrit du point a comme centre avec aC pour rayon.
Je conduis la droite aC , et l'angle GaT est l'angle CAB de l'espace réduit à l'horizon.
PROBLÈME XVII (figure 19).
Trouver l'angle de deux droites qui se coupent.
On prend un point sur chacune des droites; ces deux points et l'intersection des deux droites déterminent un triangle. On construit les longueurs des côtés de ce triangle y et avec ces longueurs on forme un triangle , dont l'un des angles est l'angle demandé.
Gette solution est générale.
Cependant 9 pour nous conformer aux habitudes de l'enseignement ordinaire , on pourra opérer par rabattement en considérant le triangle formé par les deux côtés de Tangle donné et la ligne qui joint les traces horizontales des deux côtés de Tangle.
On pourrait renvoyer, pour les détails de construction, au problème VIII.
Comme exercice , entrons dans les explications relatives à la figure 19.
Les droites données sont cd, c'c? et c/", c^f; je prends les traces 6 et H de ces droites , et je conduis la droite 6H, qui est la base du triangle indiqué.
Pour avoir le triangle, je détermine le pied de la hauteur et la longueur de cette hauteur.
Pour obtenir le pied de la hauteur abaissons de c la perpendiculaire cK sur GH; le pied K de cette perpendiculaire sera le pied de la hauteur (G. E. th. II).
La hauteur s'obtient par les constructions du problème IV, car on connaît le point K du plan horizontal et les projections c, d du sommet; on porte de K en Cj sur Kc la hauteur du triangle, et le triangle HC^G étant construit, Tangle des deux droites données est Tangle HC,G.
PROBLÈME XVIIl.
Trouver l'angle d'une droite et d'un plan.
On prend un point sur la droite , et de ce point on abaisse une perpendiculaire sur le plan donné; Tangle de la droite obtenue et de la droite donnée sera le complément de Tangle de la droite et du plan. La solution
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de ce problème étant ramenée à la détermination dn deux problèmes connus ne présente aucune difficulté nouvelle , et le lecteur voudra bien faire lui-même les constructions.
PROBLÈME XIX (figure 20).
Trouver l'angle de deux plans*
Gomme première solution, on peut prendre un point de la ligne de terre , abaisser par ce point une perpendiculaire sur chaque plan donné ; Tangle des deux perpendiculaires obtenues sera Tangle demandé ou son supplément; le problème est donc ramené à la détermination de Tangle de deux droites.
Comme seconde solution , on cherche Tintersection de ces deux plans, on conduit un plan perpendiculaire à cette intersection ; et , après avoir trouvé les intersections de ce plan auxiliaire avec les deux plans donnés, on prend l'angle de ctes intersections : c'est Tangle demandé.
On simplifie les constructions en choisissant la portion de la trace horizontale du plan auxiliaire comprise entre les traces horizontales données dans une position convenable , et en considérant cette portion comme la base d'un triangle qui aurait pour côtés les deux intersections auxiliaires qui donnent l'angle des deux plans.
Soit ABP le premier plan donné, soit CDR le second plan donné.
11 est inutile d'avoir la projection verticale de l'intersection des deux plans ^
Fs est la projection horizontale de cette intersection ; je conduis GH perpendiculairement à Fs , soit K le point de rencontre de ces droites.
GH est la trace horizontale du plan auxiliaire; c'est aussi la base du triangle que je veux déterminer; j'imagine Tintersection du plan auxiliaire avec la droite FS de l'espace. Ce point sera le sommet du triangle. Or, si je joins ce sommet avec le point K, j'aurai la hauteur du triangle (G. E. th. Il), et cette hauteur se trouve placée dans le plan projetant horizontalement la droite FS.
Or la droite elle-même étant perpendiculaire au plan auxiliaire sera aussi perpendiculaire à la hauteur du triangle auxiliaire, qui est dans ce plan auxiliaire.
Pour trouver cette hauteur, je rabats sur le plan vertical de projection en faisant tourner autour de Ss comme axe le plan vertical SsF; la droite SF de l'espace vient se rabattre en SF, et le point K en K'; j'abaisse de K' la perpendiculaire K'V sur SF'. Cette longueur K'V portée sur KF en KV^ donnera le sommet V rabattu sur le plan horizontal autour de la base, en sorte que GVjH sera l'angle cherché.
Comme indication utile, on porte K'V de K' en X par l'arc V'X; puis le point X en V^ par l'arc de cercle décrit du point s comme centre avec sX pour rayon.
On pouvait rabattre la ligne SF sur le plan horizontal .
PROBLÈME XX (figure 21 , 21 bis.) Trouver la plus courte distance de deux droites.
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Dans la figure 21 bis (qui est en perspective ) les droites données dans l'espace sont AB et CD.
Par le point F de CD je mène F6 parallèle à ÂB ; je considère le plan MP de ces deux droites.
Par un point H de AB je conduis une perpendiculaire au plan MP , et je prends le pied K de cette perpendiculaire.
Du point K je mène KV parallèle à AB , soit V le point de rencontre de cette parallèle avec CD.
Par ce point V enfin je conduis VX parallèle à KH jusqu'à sa rencontre en X avec AB, et j'obtiens ainsi en position et en grandeur la plus courte distance demandée.
La ligne HK, qui est égale à VX, donne la plus courte distance des deux droites données, en grandeur et non en position.
On voit bien que VX, parallèle à KH, est perpen* diculaire au plan MP, c'est-à-dire aux droites CD et VK; par suite VX est perpendiculaire à AB parallèle à VK.
J'emploie dans la résolution de ce problème de la figure 21 les mêmes indications que ci-dessus. Les lignes données sont afr, a!bf et cd, ddl.
Pour plus de simplicité, je prends la trace horizon-^ taie F de cd, dd\ afin de mener par cette droite un plan parallèle à a6, olU. MNP est ce plan.
Du point A, hl de a6, ciH je mène une perpendiculaire Ai, hli au plan MNP, et je trouve par la construction connue le pied A:, U de cette perpendiculaire.
Le point /ir, H obtenu, je mène koy Ud parallèle à a6.
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oll/^ et j'obtiens le point d'intersection v, t/ de cette droite avec CD.
Le point t?, d' est Tune des extrémités de la plus courte distance.
Par le point v, v^ je conduis jusqu'en œ, a! des parallèles à hkf UUj et j'obtiens en position les projec* tions de la plus courte distance; puis, par la construction connue je détermine la longueur o/^ de cette plus courte distance.
PROBLÈME XXI (figure 32).
Les trois faces d'un angle solide triMre étant données, trouver les angles diMres de cet angle solide *.
Soit pris pour point horizontal de projection le plan de la face ASB; je suppose que Ton rabatte sur le plan horizontal^ autour de chaque arête adjacente, les deux autres faces de l'angle solide trièdre; ces faces sont connues , on peut donc les tracer.
Soient ASC , BSD , les deux autres faces rabattues sur le plan horizontal.
Prenons sur les arêtes rabattues SC etSD> à partir du sommet, une longueur déterminée SF^ et SF,^ égales entre elles. Le point F de l'arête, dans sa véritable position, se sera rabattu en Fj autour de SA, en F^ autour de SB.
iAi^MaMMAM.
* Oû suppose, dans la résolution de ce problème, que Ton peut disposer du plan horizontal de projection dont on a leulement besoin.
On conçoit très^bien comment on ramènerait la question à la solution donnée par un rabattement sur le plan horizontal du plan quelconque contenant la face principale.
La projection horizontale du point F se trouvera sur les deux perpendiculaires abaissées Tune de F^ sur Taxe du rabattement correspondant SA, l'autre de F, sur Taxe de rabattement correspondant SB, F^G et FJB étant ces droites perpendiculaires qui se rencontrent en f.
Ce point f est la projection horizontale du point F de Tarête opposée à la face ASB.
Nous pouvons avoir l'angle dièdre , dont Tarète est SA, au moyen de la ligne Gf et de la ligne GF, relevée.
En effet, ces deux lignes sont dans chacune des deux faces adjacentes à Tarête SA et perpendiculaires à cette arête; d'ailleurs G/ est la projection en longueur de GFi.
Rabattons sur le plan horizontal autour de G/* le triangle rectangle /GF. Pour cela, élevons en /"une perpendiculaire, et décrivons du point G comme centre avec GFj pour rayon un arc dé cercle.
Nous obtenons ainsi G/F'; l'angle /GF' est l'angle dièdre, dont l'arête est SA.
Une construction analogue donnera, au moyen du triangle rectangle /"HP, l'angle /*HF" qui mesure l'angle dièdre dont l'arête est SB.
Comme vérification , /"F' doit être égal à /F".
Pour avoir le troisième angle dièdre, nous prenons un point P sur l'arête opposée à la face ASB; et en ce point, dont les rabattements, situés à des distances égales du point S, sont Pj etPj, élevons des perpendiculaires à se et à SD. Soient P^X la première, PjV la seconde. En unissant V et X par une droite, il y a un
triangle PXV, qui, rabattu autour de VX sur le plan horizontal en VXP', donnera au sommet F l'angle dièdre opposé à la face ASB.
Une vérification doit être faite. Elle consiste à reconnaître que XV est perpendiculaire à Sf; car XV est la trace horizontale d'un plan perpendiculaire à la droite, qui a pour projection horizontale Sf.
ScoLiE I. La réduction de l'angle à l'horizon est un cas particulier de ce problème.
Sgolie II. On connaît les propriétés de l'angle solide trièdre supplémentaire d'un angle trièdre donné. On sait que les faces de ce trièdre supplémentaire sont les suppléments des dièdres du trièdre donné, et réciproquement.
Par suite, si l'on donne les trois dièdres d'un angle solide trièdre, et si l'on demande les faces de ce trièdre on ramènera au problème ci-dessus la construction des faces demandées.
PROBLÈME XXII (figure 33).
On donne deux faces et l'angle dièdre compris dans un angle solide trièdre; on demande de construire cet angle solide.
Soient SA l'arête de l'angle dièdre donné, ASB, ASC les deux faces données; c'est la face adjacente à l'arête SB qu'il s'agit de trouver. Cette face étant obtenue, on aura ramené le problème au problème précédent.
Je choisis pour plan horizontal de projection la face ASB, et je rabats la face ASC^ autour de SA comme axe sur le plan horizontal.
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Un point F pris sur l'arête SC, et qui se rabat en F^ décrit un arc de cercle autour de SA , dont le plan perpendiculaire sur Taxe a pour trace horizontale FfiK perpendiculaire à SA.
Supposons que cet arc soit rabattu sur le plan horizontal : G sera son centre, GFi son rayon , et la ligne GF se rabattra autour de la trace horizontale GK en F'G, qui fait avec GK un angle égal à l'angle dièdre donné; car cet angle F'GK mesure Tangle donné des deux faces données.
On abaisse de F' une perpendiculaire F^sur GK; le point f est la projection horizontale du point F.
Considérons maintenant la troisième face cherchée, et supposons qu'on la rabatte autour de SB sur le plan horizontal.
Le point F de l'espace sera rabattu à une distance du sommet égale à SF, et ce point se trouvera aussi sur la perpendiculaire à SB, conduite par le point f; car la projection horizontale d'un point et son rabattement sur le plan horizontal sont situés sur une perpendiculaire à l'axe du rabattement. Ce point est F,.
L'angle BSF, est la troisième face cherchée. Le problème est donc résolu.
ScoLiE. Le lecteur verra lui-même comment on pourra résoudre le problème suivant : construire un angle trièdre solide lorsqu'on donne une face et les deux dièdres adjacents.
On emploie encore les propriétés de l'angle solide trièdre supplémentaire d'un trièdre donné.
PROBLÈME XXIII (figure 34.)
On donne dans un angle solide trièdre deux faces et V angle dièdre opposé à l'une d'elles; on demande de construire l'angle solide trtèdre.
Soit SB Tarète de Tangle dièdre donnée les deux faces étant ASB^ ASC; je prends la face ASB pour plan horizontal, et je rabats sur ce plan autour de SA, comme charnière, la face ASC.
Dans ce rabattement, un point F de Tarète SC se rabat en Fj, et, dans son mouvement, la perpendiculaire FjG à SA décrit un plan vertical perpendiculaire à SA ; soit K le point où sa trace horizontale rencontre Tarête SB.
Appelons ce plan premier plan auxiliaire.
Imaginons qu'on rabatte autour de GK, d'une part, la circonférence dont GF^ est le rayon et G le centre; d'autre part, l'intersection du plan auxiliaire avec la troisième face cherchée.
Cette intersection connue, le problème serait résolu ; car on aurait ainsi le rabattement du point F autour de GK, et par suite la projection horizontale du point F.
Je prends un second plan vertical auxiliaire destiné à donner Tangle dièdre, dont l'arête est SB.
Au lieu de le prendre en un point quelconque de cette arête, je le conduis par le point G : c'est là tout l'artifice de cette solution.
Soit GL la trace horizontale de ce second plan auxi* liaire ; L appartient à SB.
Les deux plans auxiliaires sont perpendiculaires au plan horizontal; ils passent tous deux par le point G;
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donc ils se coupent suivant une verticale qui rencontre elle-même la face BSD dans sa yéritable position en un point que je nomme M.
Je rabats le second plan auxiliaire autour de GL. Le point M sera situé : 1"^ sur la perpendiculaire à G L^ élevée en G; 2" sur la droite menée parle points qui fera avec LG Tangle égal au drièdre donné; car MLG, dans l'espace, mesure cet angle»
Soit M' le point de rencontre de ces deux droites; ifG sera la hauteur du point M au-dessus du plan horizontal.
Revenons maintenant au premier plan auxiliaire rabattu; le point M de ce plan rabattu sera situé sur SA, perpendiculaire à GK en M'^ à une distance de G égale àGM'.
Je conduis la droite m'^; c'est Tintersection rabattue du premier plan auxiliaire avec la face BSD dans sa véritable position.
Soit F' Tintersection de M^'K avec la circonférence auxiliaire rabattue autour de son diamètre GH ; F' sera le rabattement du point F de Tarète SC.
Je mène F'/* perpendiculaire sur GK, f sera la projection horizontale de F; fE étant perpendiculaire à SB déterminera, par sa rencontre avec Tare qui est décrit du point S comme centre avec SFj pour rayon, un point F^^ qui sera un point de Tarète SD rabattue autour de Taxe SB; BSD sera la troisième face cher- Qhée.
Mais, en général, une seconde solution du problème est obtenue; WK rencontre en V la circonférence dé^
crite avec GF^ comme rayon ; v serait la projection horizontale correspondante^ V^ le rabattement correspondant et BSE la troisième face de Tangle trièdre répondant à cette solution*
Sgolie I. Le problème n'est pas toujours possible; en effet, la solution dépend de Tintersection d'un arc de cercle et d'une droite. Nous ne pouvons entrer dans les détails de la discussion de ce problème.
Sgolie il. Le lecteur résoudra lui-même, au moyen des propriétés du trièdre supplémentaire, ce problème :
Construire un angle solide trièdre, connaissant deux angles dièdres et la face opposée à l'un de ces dièdres.
Sgolie IH. Dans les solutions de tous les problèmes relatifs à l'angle trièdre , nous avons supposé qu'on pouvait prendre l'une des faces pour plan de projection.
La théorie des rabattements sert à rendre générales les méthodes qui viennent d'être eiiLposées.
En effet , supposons que l'on donne l'une des faces dans un plan différent du plan horizontal et du plan vertical, et que l'on donne les deux autres faces adjacentes à cette face principale. On pourra mener sur le plan horizontal, par un rabattement, le plan de la face principale.
Cette opération effectuée , on résoudra la question comme au problème XXI , et alors on connaîtra les trois dièdres du trièdre donné par ses faces ; mais si l'on veut, en outre, avoir les projections de l'arête opposée à la face principale, il suffira de connaître le pied de la perpendiculaire abaissée sur cette face d'un
point pris sur l'arête opposée , et aussi de connaître la longueur de cette perpendiculaire.
Le pied de cette perpendiculaire étant connu^ on relèvera comme nous Tavons vu aux problèmes sur les rabattementSy puis on mènera par ce point une perpendiculaire à la face principale y et Ton prendra sur cette perpendiculaire une longueur égale à la hauteur obtenue.
Ces constructions étant faites pour les projections de la hauteur et l'extrémité de cette hauteur, cette extrémité sera un point de Tarête opposée à la face principale; et en unissant ce point donné par ses projections aux projections du sommet de Tangle solide trièdre , on aura les projections de Tarête cherchée.
On résoudrait d'une manière analogue les autres cas de la résolution de Fangle solide trièdre, en se servant de la méthode des rabattements, puis en relevant la face principale après la solution du problème ramené à l'un des problèmes XXI ou XXII, en se servant du pied de la perpendiculaire abaissée d'un point de l'arête opposée à la face principale et de la longueur de cette perpendiculaire, comme il vient d'être dit.
PROBLÈME XXIV (fig. 35.)
Quatre points étant donnés par leurs projections, faire passer une sphère par ces quatre points, c'est-à-dire cir^ conscrire une sphère à un tétraèdre.
En prenant la question dans sa généralité, et en supposant qu'on ait les points dans l'espace , on voit qu'il faudra trouver un point également distant des
quatre points donnés , c'est-à-dire un point situé sur les plans conduits perpendiculairement aux droites qui joignent ces quatre points deux à deux et au milieu de chacune de ces droites.
Dans cette solution il n'y a aucune difficulté théorique, et les problèmes qui précèdent nous permettent de faire toutes les constructions que nous venons d'indiquer ; mais ces constructions seraient très-longues, et l'on donne la solution classique qui va suivre.
Cette solution , qui semble particulière, peut convenir au cas général au moyen des rabattements , comme nous l'avons vu dans le problème précédent; et nous ne saurions trop engager le lecteur à dessiner lui-même des problèmes de cette nature , en laissant les données hors des plans de projection.
Les sommets du tétraèdre donné sont A, B, C, S.
Nous supposons que le plan horizontal de projection passe par les points A, B, C. Les projections du sommet S sont s, 5'.
Construisons le cercle des trois points A, B, C, soit m le centre de ce cercle; ce cercle sera un cercle de la sphère , et le centre de cette sphère se trouvera sur la perpendiculaire au plan horizontal conduite par le point m; donc m sera la projection horizontale du centre de la sphère.
Par le point s menons une parallèle à la ligne de terre ; nous supposons ici que cette parallèle rencontre la circonférence ABC en un point F, la ligne SF appartient à la sphère; elle est parallèle au plan vertical; elle se projettera donc en véritable grandeur, et parai-
lèlement à elle-même, sur le plan vertical; soit «^ cette projection.
Prenons le milieu g^ de s'f, et élevons par ce point à cette droite une perpendiculaire g' h' : cette perpendiculaire sera la trace verticale du plan perpendiculaire sur le milieu de la droite SF, car le plan perpendiculaire à une droite parallèle au plan vertical est perpendiculaire à ce plan vertical.
g' h' contiendra les projections verticales de tous les points de ce plan perpendiculaire à SF; donc g' h' contiendra la projection verticale du centre de la sphère; par suite , en abaissant mp perpendiculaire à la ligne de terre et en prenant le point m', intersection de cette perpendiculaire et de gf'A', m' sera la projection verticale du centre de la sphère.
On prend ensuite par la méthode connue la distance du point m, m' au point A, et avec cette longueur comme rayon on trace deux cercles sur les plans de projection : ce sont les limites des projections de la sphère.
ScoLiE I. Puisqu'on est maître de prendre à volonté les plans de projection, on peut choisir ces plans de manière que la parallèle conduite par le point s rencontre la circonférence qui passe par les points ABC.
Si Ton veut opérer autrement, on supposera que le tétraèdre tourne autour du diamètre vertical qui passe par le point m , de manière que Tune des arêtes du tétraèdre devienne parallèle au plan vertical;
Dans ce mouvement , le point S restera à la même hauteur au-dessus du plan horizontal , et Ton aura ramené la question à la solution ci-dessus.
Sgoli£ h. Supposons que Ton veuille résoudre la question sans un choix particulier de plans de projection. Nous avons dit qu'il était facile de ramener le problème à la solution de la figure 35 par les rabattements.
En effets soient Â^ B^ C, S les quatre sommets du tétraèdre dans Tespace.
Prenons le plan des trois points A^ B^ G pour base et trouvons le pied de la hauteur du tétraèdre correspondante , en même temps que la hauteur ellemême.
Cela fait , rabattons le plan ÂBG sur le plan horizontal; par le pied de la hauteur rabattu, élevons une perpendiculaire au plan horizontal; sur cette perpendiculaire prenons une longueur égale à la hauteur du tétraèdre : la construction est ainsi ramenée à celle de la figure 35.
Le centre de la sphère étant trouvé , on relèvera le pied m de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan de la base; et sur le plan de cette base relevé on mènera par le point m une perpendiculaire sur laquelle on prendra une longueur égale à la distance du centre de la sphère à ce plan.
On obtient ainsi les projections du centre, et comme on a la longueur du rayon de la sphère on pourra décrire les limites des projections de cette sphère.
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PROBLÈME XXV (figuré 36).
Inscrire une sphhre dans un tétraèdre donné.
Nous supposons qu'on puisse choisir à volonté les plans de projection. Nous venons de voir comment on pourra toujours ramener des données quelconques à dépendre d'une solution aussi simple que celle qui résultera d'un choix convenable des plans de projection.
On sait que le centre de la sphère inscrite à un tétraèdre est à Fintersection des plans bissecteurs des dièdres du tétraèdre donné*.
Supposons le centre de la sphère inscrite au tétraèdre trouvé, et considérons ce point comme le sommet d'une nouvelle pyramide trianj^julaire qui aurait pour base la base elle-même du tétraèdre donné , les faces adjacentes au sommet de cette nouvelle pyramide étant les plans bissecteurs des dièdres du tétraèdre donné ayant pour arêtes les arêtes à la base de ce tétraèdre. F^'artifice de la solution consiste à prendre un plan auxiliaire parallèle à la base du tétraèdre, qui , coupant les faces de la nouvelle pyramide , dé-
* On pourrait donc résoudre le problème au moyen de la détermination des angles plans des trièdres , dont les sommets sont à la base. Ces trièdres donneraient les angles diè<}res correspondants, mais les plans bissecteurs déterminent par leurs intersections des droites, qui, avec les arêtes adjacentes de la base , forment de nouveaux trièdres. On pourrait construire ces arêtes nouvelles par les problèmes XXII et XXUl. Deux arêtes des trièdres auxiliaires donneraient par leur intersection le centre de la sphère inscrite.
Nous engageons le lecteur, comme exercice utile, a faire lui-même cette construction dans tous ses détails.
termine une section triangulaire semblable à cette base.
C'est en obtenant d'abord cette section et avant de connaître le centre de la sphère qu'on détermine ce centre.
En effet, si l'on unit par des droites les sommets de la base du tétraèdre et les sommets homologues de la section semblable obtenue , on trouve le centre de la sphère cherchée.
Soit ABC la base du tétraèdre donné, on prend le plan de cette base pour plan horizontal de projection; soient 5, 5' les projections du sommet du tétraèdre.
Soit YZ la trace verticale du plan horizontal auxiliaire.
Nous voulons trouver l'intersection du plan horizontal ZY avec les faces de la pyramide auxiliaire, qui aurait pour base ABC , et pour sommet le centre cherché, ces faces inconnues étant les plans bissecteurs des dièdres du tétraèdre donné, dont les arêtes sont AB, AC, BC.
Cette section étant semblable et parallèle au triangle ABC , il suffit de connaître un point de chacun des côtés de cette section auxiliaire.
Considérons pour les détails le dièdre dont l'arête est BC.
Par la verticale sS conduisons le plan perpendiculaire à cette arête BC : soit ^D la trace horizontale de ce plan; D étant sur BC, l'intersection de ce plan avec la face adjacente à la base serait la droite SD de l'es-
pace ; Tangle dièdre serait donc mesuré par l'angle SDs.
On fait tourner le plan SD^ autour de Ss jusqu'à ce qu'il soit parallèle au plan vertical; alors D vient en D^ sur la parallèle à la ligne de terre conduite par le point 5 et à une distance sD^ égale à SD. D^ a pour projection verticale d\, et dans cette position Tangle SB,s se projette en s!(f^ L, et la trace du plan bissecteur sur le plan auxiliaire SD^s se projette verticalement suivant la bissectrice de Tangle $-d\ L; soit cf/, cette bissectrice. Prenons l'intersection /^, de cette bissectrice avec la trace YZ du plan de la section auxiliaire : fi sera, par rapport au plan auxiliaire, ce qu'est le point d\ par rapport au plan horizontal de projection et par rapport à D,; ramenons le point F de l'espace dans sa véritable position, et pour plus de simplicité, ne prenons que sa projection horizontale.
A cet effet, prenons le pied /i de la perpendiculaire à 5D4 menée par le point f\} puis enfin ramenons /i en f sur sD par l'arc de cercle fj décrit du points comme centre avec sf^ pour rayon.
Nous insistons sur cette détermination du point /, qui est toute la solution du problème, et nous conduisons par f la parallèle fg à CB. Cette parallèle est en projection horizontale la direction de l'un des côtés de la section auxiliaire.
On fera une construction analogue pour les deux autres côtés CA et AB. Ainsi, on déterminera pour le côté AG le point k de la section du côté parallèle à GA, et par ce point k on conduit la parallèle km à GA«
Ce point k a été obtenu au moyen de la perpendiculaire ^H à GÂ.
On détermine aussi le point />, projection horizontale de la section analogue au point /*; ce point p est sur la perpendiculaire «N à BA; par ce point p on mène pq parallèle à BA.
Les projections horizontales de la section auxiliaire se trouvent donc en fg, en km et en pq; ces droites se coupent en w, v et x.
Menons les droites Ci/, kv et Bo?; ces droites se coupent en un point o qui est la projection horizontale cherchée du centre de la sphère.
Déterminons enfin la projection verticale du centre de la sphère inscrite.
Pour cela, nous élevons d'abord or^ perpendiculaire à la ligne de terre, que nous prolongeons ; puis nous prenons verticalement la projection if du point v ; il est évident que v' se trouve sur YZ; nous unissons a' et i;' par une droite^ etnous obtenons ainsi la projection verticale de la droite AV, dont la projection horizontale est At;.
L'intersection o' de cette projection verticale aVavec 0/ est la projection verticale du centre de la sphère.
Le rayon de la sphère est la distance oV qui mesure la distance du point au plan horizontal, r' étant sur la ligne de terre.
Le problème est donc résolu.
ScoLiE L Pour vérification on pourrait aussi trouver le point d en déterminant la projection verticale de la bissectrice de Tangle auxiliaire SDs; il suf-*
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firait pour cela de projeter D sur la ligne de terre et f sur YZ. Gomme nouvelle vérification on pourrait faire une construction analogue pour H et kj et enfin pour N et/> : ces droites devraient passer par le point (/.
ScoLiE II. On déterminera les points de contact de la sphère avec les trois faces latérales du tétraèdre en faisant des sections verticales respectivement perpendiculaires à BCy C A et BA y les sections passant par le centre.
On ramène ces sections parallèlement au plan vertical en faisant tourner autour du diamètre vertical de la sphère et en abaissant du point cl des perpendiculaires sur les droites d'intersection avec les faces.
Les pieds de ces perpendiculaires étant ramenés dans leurs véritables positions donneront enfin les points de contact.
ScoLiE III. Si les sommets du tétraèdre sont donnés d'une manière quelconque dans l'espace relativement aux plans de projection, on résoudra le problème comme nous l'avons indiqué au problème précédent, au moyen du rabattement de la base et par la détermination du pied de la hauteur sur cette base et de la longueur de cette hauteur*.
Puis on opérera comme dans la solution particulière de ce problème de la sphère inscrite, et on relèvera le centre de cette sphère au moyen du pied de la perpen-
* Nous engageons le lecteur à s'exercer sur celle déterminalion du centre de la sphère inscrite dans le cas général.
diculaire abaissée du centre sur la base et de la longueur du rayon de cette sphère.
EXAMEN DE QUELQUES TYPES PARTICULIERS DE CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES
On donne un point et deux droites situées d'une ma^ ni^re quelconque dans V espace f on demande démener par le point une droite qui s appuie sur les deux droites dominées *.
Soit A le point donné ^ soient B et C les droites données. Pour trouver la droite qui, pa8sa|[it par le point A y s'appuie sur les deux droites B et G^ nous construisons les traces du plan déterminé par le point A et la droite B, nous construisons les traces du plan qui passe par le point A et la droite C , puis nous prenons l'intersection de ces deux plans; cette intersection passera par le point A et rencontrera généralement les deux droites B et G, à moins que ces droites ne soient dans des positions particulières que le lecteur pourra considérer.
ScoLiE I. On peut encore résoudre ce problème de cette manière : faisons passer un plan par A et la droite B; prenons l'intersection de ce plan avec la droite G^ et menons la droite par cette intersection et
* Le lecteur prendra lui-même des données graphiques , et s'exercera à effectuer les constructions indiquées dans les solutions , quand nous pensons qu'il est inutile de donner une figure.
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le point A : la droite ainsi construite sera la droite demandée.
ScoLiE II. Les deux droites peuvent être dans un même plan; alors la droite demandée passe par le point et par Tintersection des deux droites données.
ScoLiE III. On suppose trois droites données et l'on demande de trouver une droite qui s'appuie sur les trois premières.
Soient M, N et P les trois droites données; prenons sur la droite M un point F , et par ce point faisons passer une droite qui s'appuie sur les deux droites N et P; nous aurons ainsi une droite qui satisfera à la question.
Nous pouvons faire la même opération pour tout point de la droite M; on voit donc que la question du scolie est indéterminée en ce sens qu'il y a une infi nité de droites qui répondent aux conditions données; l'ensemble de toutes ces droites forme une surface réglée dont l'emploi est fréquent dans la coupe des pierres et la charpente.
Les droites données sont les directrices de la surface réglée; les droites qui s'appuient sur les directrices et qui engendrent la surface sont les génératrices de cette surface.
Cette surface peut se réduire à un plan quand les trois droites données sont elles-mêmes dans un même plan.
PROBLÈME XXVII
On donne un points une droite et un plan; on demande
de mener par le point une droite qui rencontre la droite donnée et qui soit parallèle au plan donné.
Soient A le point donné, B la droite donnée, M le plan donné.
Par ce point A menons un plan parallèle au plan M; ce plan viendra rencontrer la droite B, à moins que cette droite ne soit parallèle au plan M (dans ce cas le problème a une infinité de solutions); soit F le point de rencontre du plan auxiliaire avec la droite B, et menons la droite AF ; cette droite passe par le point A; elle rencontre la droite B; enfin elle est dans un plan parallèle au plan M; donc elle est parallèle à ce plan M : c'est donc enfin la droite demandée.
Le problème conduit toujours à une solution , excepté quand la droite donnée est parallèle au plan donné.
ScOLiE. On suppose deux droites et un plan^ et Von demande de mener une droite parallèle au plan dofiné, et qui rencontre les deux droites données.
On prend un point de. la première droite; par ce point on fait passer un plan parallèle au plan donné; ce plan vient rencotitrer la seconde droite; on unit le point d'intersection au point pris sur la droite, et Ton a une solution.
On voit qu'il y a une infinité de droites qui répondent au problème.
Toutes ces droites forment une surface réglée; les droites trouvées de cette surface sont les génératrices;
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les deux droites données sont les directrices; le plan donné est le plan directeur.
Cette surface peut se réduire à un plan.
PROBLÈME XXVIII
Trouver la distance de deux plans parallèles.
On choisit un point sur la ligne de terre , et par ce point on mène une perpendiculaire commune aux deux plans parallèles.
On prend la distance du point aux deux plans parallèles^ et en prenant la somme de ces deux distances ou leur différence on obtient la distance demandée.
Si les deux plans parallèles sont en même temps parallèles à la ligne de terre, on prendra un plan auxiliaire perpendiculaire à la ligne de terre; puis, après avoir trouvé les intersections de ce plan avec les deux plans donnés, on rabattra ce plan auxiliaire sur le plan horizontal, en faisant tourner autour de la trace horizontale de ce plan auxiliaire; la question sera ramenée ainsi à un problème connu.
ScoLiE. Si l'on demande la plus courte distance de deux droites en vraie grandeur y et qu'il soit inutile d'avoir cette plus courte distance en vraie position , on pourra ramener ce problème à celui qui précède.
Soient, en effet, deux droites A et B. Par la droite A menons un plan parallèle à la droite B , et par la droite B menons un plan parallèle à la droite A ; nous obtenons ainsi deux plans parallèles. La distance de ces deux plans parallèles sera égale à la plus courte distance des deux droites A et B. On trouvera cette dis-
tance des deux plans parallèles auxiliaires comme il vient d'être dit, et le problème du scolie sera résolu.
Par une droite donnée abaisser un plan perpendicu^ laire à un plan donné.
Soient A la droite donnée, M le plan donné.
Prenons un point F de la droite A , par ce point menons une perpendiculaire au plan M, faisons passer un plan par la droite A et la perpendiculaire menée par le point F : ce plan sera le plan demandé.
ScoLiE. En partant de la solution de ce problème et du scolie du problème précédent, on. a une nouvelle solution de la plus courte distance de deux droites , et cette fois en vraie position
Soient A et B les deux droites données; par la droite A menons un plan parallèle à la miroite B; par la droite B menons un plan parallèle à la droite A.
Si, par chacune des droites données on mène un plan perpendiculaire aux plans parallèles , et si Ton prend l'intersection des deux plans perpendiculaires, cette intersection sera la plus courte distance en vraie position.
Trouver Vintersection de trois plans.
Cette intersection est lin point; on prendra la droite intersection des deux premiers plans donnés; on prendra r intersection de cette droite avec le troisième plan : le point trouvé sera le point demandé.
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ScoLiE. Nous proposons au lecteur de faire la construction suivante :
Trois plans étant donnés , on propose de conduire par chaque droite intersection de ces plans deux à deux un plan perpendiculaire au troisième; pour vérification y on devra trouver que les trois plans perpendiculaires ainsi obtenus se coupent suivant une même DROITE qui passe par le point d'intersection des trois plans donnés.
PROBLÈME XXXI (figure 22 )•
Trouver V angle d'une droite et d'un plan ^.
Soit ABP le plan donné, soit cd, r'rf' la droite donnée.
Du point m, ni pris sur la droite CD nous menons la perpendiculaire mn, m^n^ au plan ÀBP.
L'angle complémentaire de Tangle DMN sera l'angle de la droite et du plan.
Pour avoir cet angle DMN, nous prenons les traces horizontales F et G des deux droites, puis nous rabattons ces deux droites autour de la trace horizontale FG comme charnière; elles deviennent FM^, GMj; ainsi l'angle GM^F est l'angle des deux droites rabattu sur le plan horizontal.
Menons par le point Mj la perpendiculaire MjS, à GMj; l'angle FMiS, sera égal à l'angle de la droite et du plan.
* Ce problème a été résolu. Nous avons voulu donner la construction comme exemple.
ScoLiE. Si Ton voulait cet angle en véritable position il faudrait abaisser par la droite un plan perpendiculaire au plan donné et chercher Tintersection de ce plan perpendiculaire avec le plan donné. Cette intersection et la droite donnée formeraient alors Tangle de la droite et du plan.
PROBLÈME XXXII (figure 23).
Trouver la plus courte distance de deux droites, l'une d'elles étant verticale.
L'une des droites étant verticale, la plus courte distance étant la perpendiculaire aux deux droites, et spécialement à la verticale, sera horizontale.
Ainsi, la plus courte distance et la seconde droite formeront un angle droit dont Tun des côtés est horizontal. Or nous avons vu (n* 11) que, dans ce cas[, la projection horizontale de Tangle droit est un angle droit.
Mais la verticale donnée a pour projection horizontale un seul point qui est la trace horizontale de cette droite; donc, en abaissant de cette trace une perpendiculaire à la projection horizontale de la seconde droite , on obtient en vraie grandeur et en véritable position la projection horizontale de la plus courte distance.
La projection verticale de cette plus courte distance est parallèle à la ligne de terre ; on a un point de cette projection verticale ; on l'obtient donc facilement.
Dans la figure 23, la droite verticale est Â, a'bf; la seconde droite est cd, dé.
La plus courte distance est A/*, f^, et de plus A/* est la vraie grandeur de cette plus courte distance.
ScoLiE. Le lecteur s'exercera à faire sur cette question la construction générale; il devra nécessairement trouver le même résultat.
PROBLÈME XXXIU (figures 24 et 25).
Trouver l'intersection de deux plans :
V Fig. 24. Les plans se coupent en un point de la ligne de terre.
2"" Fig. 25. Les traces horizontales ne se coupent pas dans les limites de Tépure.
r Soit ABK le premier plan donnée soit GBM le second plan donné.
Les deux plans ont déjà le point B commun; trouvons un nouveau point commun; pour cela, coupons les deux plans donnés par un plan auxiliaire. Nous cherchons Tintersection de ce plan avec chacun des deux plans donnés^ puis nous construisons les projections de Tintersection de ces deux droites auxiliaires : ce point appartient aux deux plans donnés; et par suite 9 en le joignant au point B ^ on aura la droite cherchée.
Nous prenons pour plan auxiliaire le plan DFP , perpendiculaire à la ligne de terre , et nous rabattons sur le plan vertical; D.N, F^P sont les rabattements autour de PE des deux intersections auxiliaires sur le plan vertical.
Ces deux droites se coupent en Xj ; on relève ce points et l'on trouve les projections a/ et a? du point X
point D est à la fois la trace horizontale et la trace verticalo de la drorte d'intersectioiii du plan auxiliaire avec le plan ABM. Cette droite auxiliaire est donc située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, et elle fait des angles de Utf avec chacun des plans de projection^
Ainsi I en menant Bn, En' perpendiculaire à la ligne de terre I nous avons les projections horizontales et verticales de Tintersection des deux plans donnés , et si nous rabattons cette intersection elle-même sur le plan horizontal autour de Bn comme charnière , cette intersection se place en BNi, qui divise Tangle droit TBn en deux parties égales.
Nous pouvons maintenant opérer comme dans le problème XIX.
Soient XY. perpendiculaire à B^i, SV la partie de cette perpendiculaire comprise entre BC et BA ; soit F le point de rencontre de SV avec Bn. Bu point F nous menons FG' perpendiculaire sur BNt, et nous reportons FG' en FGj, l'angle SG. Vest l'angle des deux plans.
PROBLÈME XXXVl (figure 28)-
Réduire un angle à Vhorizon lorsqu'un des côtés de Vangle est horizontal.
On prend pour plan vertical de projection le plan vertical qui contient le côté horizontal de l'angle donné. .
Soient AB ce côté horizontal, Aa la verticale passant par le point A, LT la ligne de terre.
AC est le second côté de l'angle donné , rabattu
sur le plan vertical autour de Aa comme t^harnière. âC est la longueur de la droite AG.
Cette longueur trouvée, on rabat sur le plan vertical autour de AB comme charnière l'angle donné des deux droites. Soit C|AB cet angle, C^ est le rabattement du point G sur le plan vertical. Or, AB est horizontal et parallèle à la ligne de terre; donc, en abaissant G,D perpendiculaire à AB, cette perpendiculaire prolongée est la trace du cercle décrit autour de AB par la droite GD. Le point G devra se trouver sur cette trace; mais il doit être à une distance du point a, égale à Ga.
PROBLÈME XXXVII (figure 29). .
Par un point donné mener un plan qui fasse des angles donnés avec les plans de projection *.
Nous pouvons prendre le point donné en M sur le plan vertical , car le problème étant résolu pour ce point M il suffira de mener par un autre point donné un plan parallèle au plan trouvé pour le point M.
Abaissons du point M sur la ligne de terre LT la perpendiculaire Mm, et supposant le problème résolu, prenons pour mesurer les angles du plan avec les plans de projection des plans passant par le point m de la ligne de terre et menés perpendiculairement Tun à la trace horizontale du plan , Tautre à la trace verticale. Ghacun de ces plans coupe le plan cherché et les plans de projection suivant un triangle rectangle.
Ces deux plans auxiliaires sont tous les deux perpen-
* Nous engageons le lecteur à recourir à la figure 17, pour suivre plus facilement les explications de ce problème.
diculaires au plan que Ton suppose trouvé^ et Tintersection de ces deux plans est perpendiculaire à chaque hypoténuse de chacun des triangles rectangles auxiliaires.
C'est au moyen de cette remarque , très-simple ^ qu'on peut résoudre le problème.
Soit considéré le plan auxiliaire vertical passant par Mm, et servant à mesurer Tangle du plan principal avec le plan horizontal , rabattons ce triangle sur le plan vertical autour de Mm comme charnière; comme nous connaissons cet angle, il suffît de mener par M une droite qui fasse, avec la ligne de terre, un angle égal à cet angle; soit MA' cette droite, en décrivant du point m comme centre avec mÀ! comme rayon, une circonférence, la trace horizontale du plan cherché sera tangente à cette circonférence.
Pour trouver le point de cette trace horizontale, qui est placé sur le plan perpendiculaire à la ligne de terre passant par le point m, abaissons mP' perpendiculaire à MA'; mP' est rintersection des deux plans auxiliaires passant par le point m; nous décrivons avec mP' comme rayon et du point m comme centre un arc de cercle , et nous menons une tangente FiPiG à cette circonférence, avec la condition que l'angle mFfi soit égal à l'angle que le plan cherché fait avec le plan vertical : G est un point de la trace horizontale du plan cherché.
Menons GAK tangente à la circonférence A'B'A; c'est la trace horizontale du plan cherché; KM est la trace verticale.
ScOLiE L Ce problème peut être résolu par l'inverse du premier cas de la résolution de l'angle solide trièdre;
En effet, on a donné les trois dièdres d'un angle solide trièdre; on peut donc le construire et placer sur une arête convenable le point M.
Sgolib il Nous ne discutons pas ce problème; le lecteur peut voir qu'il n'est pas toujours possible.
PROBLÈME XXXVm (figure 30).
Trouver la plus courte distance entre une droite quelconque et la ligne de terre.
Les projections de la droite donnée sont ab, a^V et la ligne de terre est LT; par la droite ah, a^V faisons passer un plan parallèle à la ligne de terre ; ce sera le premier plan auxiliaire. Les traces de ce plan sont parallèles à la ligne de terre; l'une passe par le point M, l'autre par le point C. Par le point P de la ligne de terre, menons un plan XV perpendiculaire à cette ligne f ce sera le second plan auxiliaire , et prenons l'intersection rabattue en W des deux plans auxiliaires. Soit PRj perpendiculaire à YZ', PR, sera la plus courte distance demandée en vraie grandeur; pour la trouver en véritable position, on relève d'abord le point Ri en r, puis on mène rs parallèle à LT; elle est perpendiculaire à PX, c'est la même droite qui a servi à relever le point R^*
5 et s' sont les projections de l'extrémité de la plus courte distance située sur la droite a&, a'6'; U sera l'autre extrémité»
PROBLÈME XXXIX (figure 31), Par un point donné y mener une droite qui fa^se des angles dominés avec les plans de projection.
Supposons le point donné en Â' sur le plan vertical; si le problème est résolu pour ce point, il sera facile de mener par un autre point donné une parallèle à celle qui aura été obtenue d'abord.
Menons la droite A'B| telle que Tangle A'B^a soit égal à Tangle de la droite avec le plan horizontal, Â'Bj sera le rabattement sur le plan vertical autour de Xa de la longueur de la droite comprise entre les deux plans de projection; décrivons du point a comme centre avec aB^ comme rayon un arc de cercle, cet arc devra contenir la trace horizontale de la droite demandée.
Si nous rabattions la droite ÂB de l'espace autour de la perpendiculaire à la ligne de terre menée par B^ cette droite rabattue serait égale à A'B, et elle ferait avec la ligne de terre un angle égal à Tangle de la droite avec le plan vertical.
Prenons donc un point C sur la ligne de terre, et par ce point menons CD égal à A'B^ et formant Tangle DCB| égal à l'angle de la droite avec le plan vertical : cette droite sera parallèle au rabattement sur le plan horizontal de la droite AB.
Menons par le point D la parallèle DF à la ligne de terre; elle viendra rencontrer l'arc décrit en un point B qui sera la trace horizontale de la droite cherchée : a& sera la projection horizontale de cette droite. La projection verticale est facile à déterminer. Il y a deux solutions en général.
ScoLiB. On voit facilement que le problème ne donne pas toujours une solution.
Trouver V intersection d'une sphire avec un plan.
La sphère est donnée par son centre et son rayon ; du centre on abaisse une perpendiculaire sur le plan; le pied est le centre du cercle intersection demandée. Le rayon de cette intersection , le rayon de la sphère et la distance du centre au plan forment un triangle rectangle. On connaît cette distance et le rayon de la sphère, donc on connaît le rayon du cercle à déterminer.
Il est mieux de ramener le problème à des rabattements en menant un plan vertical perpendiculaire au plan donné , et passant par le centre de la sphère. Ce plan vertical se rabat sur le plan horizontal en tournant autour de sa trace horizontale, et donne le centre du cercle d'intersection et son rayon. Rabattant ensuite le plan sécant, donné lui-même, autour de sa trace horizontale, on a en vraie grandeur le cercle d'intersection de ce rabattement. On peut passer aux projections des divers points de ce cercle, qui seront évidemment sur une ellipse en projection verticale et en projection horizontale.
PROBLÈME XLL
Trouver Vintersection de deux sphères.
Les sphères sont données par leurs centres et leurs rayons.
On sait que deux sphères se coupent suivant un cercle perpendiculaire à la ligne des centres.
Au moyen du plan vertical qui contient la distance des deux centres , on rabat cette distance sur le plan
horizontal autour de sa projection horizontale comme charnière.
Le plan projetant verticalement la distance des centres coupe les sphères chacune suivant un grand cercle.
Dans le rabattement de la distance des centres on rabat également les deux grands cercles , qui se coupent et ont une corde commune perpendiculaire à la ligne des centres.
Le point de rencontre de cette corde et de la ligne des centres est le centre de la section, et la demi-corde est le rayon de ce cercle; d'ailleurs, le plan de ce cercle est perpendiculaire à la ligne des centres.
Le problème est donc ramené à un problème de rabattement.
Intersection d'une droite et d'une sphère.
Considérons le plan projetant horizontalement la droite. Ce plan coupe la sphère suivant un petit cercle dont le centre est à la même hauteur que celui de la sphère , et dont le diamètre est donné par la portion de la projection horizontale de la droite comprise dans le cercle qui projette horizontalement la sphère. Ce plan étant rabattu donnera d'une part la droite elle-même , de l'autre la section de la sphère opérée par le plan projetant qui contient la droite. Les intersections du petit cercle et de la droite dans le rabattement étant relevées donneront les points communs à la sphère et à la droite.
CHAPITRE H
DÉFINITION GRAraïQUE DES SURFACES.
1. Les surfaces y considérées comme des limites de l'espace en général , ou de Fétendue physique en particulier^ sont définies^ en géométrie descriptive, par toute condition de génération ou toute propriété spéciale qui peuvent servir à les reproduire graphiquement.
Nous ne reviendrons pas sur les définitions que la géométrie donne de la surface plane, de la sphère, du cylindre droit à base circulaire et du cône régulier à base circulaire ou cône droit.
La géométrie descriptive considère encore toutes les surfaces engendrées par une droite ou par une courbe mobile, de dimensions fixes ou variables, assujettie à certaines conditions dont la seule générale est la continuité. Cette ligne droite ou courbe mobile est nommée génératrice.
Nous allons indiqur plusieurs des surfaces dont on fait un usage constant dans la géométrie descriptive et dans ses applications. Nous faisons observer que les surfaces peuvent être théoriquement engendrées de plusieurs manières; les descriptions qui suivent indiquent le mode principal de génération pratique.
SuB FACES RÉGLÉES. Ccs surfaccs, comme il a été
dit déjà, sont celles qui peuvent être engendrées par une ligne droite mobile.
Le plan est une surface réglée. Le cylindre et le cône de la géométrie élémentaire sont des surfaces réglées. La surface indiquée scolie III du problème XXVI est une surface réglée.
3. Cylindres. . La surface engendrée par une ligne droite qui s'appuie constamment sur une ligne donnée, en restant parallèle à une ligne droite constante de position, est un cylindre. La ligne qui guide le mouvement est la directrice du cylindre; toutes les droites de la surface sont des génératrices.
Ainsi, en projetant une ligne courbe sur un plan, nous avons dit qu'on formait avec les lignes projetantes sur un même plan une surface cylindrique dans laquelle la courbe donnée était la directrice, les lignes projetantes étant les génératrices. Nous verrons plus tard que le cylindre est une surface dévelop* pable.
Un cylindre peut aussi avoir pour directrice une surface à laquelle la génératrice soit constamment tangente, tout en restant parallèle à elle-même.
4. CÔNES. Un cône est une surface réglée engendrée par une ligne droite qui , passant par un point fixe qu'on nomme le sommet du cône, s'appuie en même temps sur une courbe que Ton nomme la directrice du cône. Chaque génératrice de ce cône doit être considérée comme indéfiniment prolongée dans les deux sens , de part et d'autre du sommet.
On voit alors qu'il y a dans un cône deux nappes
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distinctes qui existent simultanément et qui sont separées par le sommet. Le cône droit à base circulaire de la géométrie élémentaire est aussi un cône à deux nappes , qu'il faut considérer prolongées indéfiniment de part et d'autre du sommet. Les cônes sont aussi des surfaces développables. De même que pour le cylindre un cône peut avoir sa génératrice constamment tangente à une surface donnée qui est la surface directrice^ la génératrice passant toujours par le sommet.
La symétrie indique immédiatement que si la surface directrice est une sphère, la surface conique engendrée est un cône droit à base circulaire.
S. Surfaces gauches. Une surface gauche ou non développable a pour génératrice une ligne droite qui s'appuie sur trois lignes droites ou courbes, lesquelles sont les directrices de cette surface. Ou bien encore la surface gauche est engendrée par une ligne droite qui, s'appuyant sur deux directrices droites ou courbes, doit rester parallèle à un plan fixe qu'on nomme plan directeur. On pourrait donner pour condition que la génératrice fît un angle constant avec un plan ou une droite donnés.
On pourrait admettre pour condition que la génératrice fût tangente à une ou à plusieurs surfaces. La surface engendrée par une droite horizontale qui touche deux sphères données en est un exemple remarquable.
En général, les génératrices consécutives de ces surfaces, quelque rapprochées qu'on les suppose, ne sont jamais dans un même plap, excepté dans cer-
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tains cas que nous examinerons , et où^ pour certaines données, elles perdent leur caractère.
Ces surfaces ne pouvant être considérées comme formées d'éléments plans , et ne pouvant se développer sans déchirure ni duplicature, sont appelées, pour cette raison, surfaces gauches.
Les surfaces gauches sont précieuses dans la charpente et dans la coupe des pierres par la facilité de leur construction au moyen de la règle.
6. Surfaces de révolution. Nous avons déjà défini (Préliminaires, 14) les surfaces de révolution. Nous avons dit ce qu'on nomme axe de révolution, parallèle, méridien. Nous ne reviendrons pas sur ces définitions»
Il y a, parmi les surfaces de révolution, des exemples des trois genres de surfaces que nous venons de considérer; ainsi, le cylindre droit à base circulaire est engendré par une droite parallèle à Taxe, tournant autour de cet axe.
Le cône droit à base circulaire est engendré par une droite qui rencontre Taxe.
La surface de révolution engendrée par une droite qui n'est pas dans le plan de Taxe est une surface gauche *.
7. Surfaces courbes qui ne rentrent point dans les catégories précédentes.
Ces surfaces ont des formes variées à l'infini, et il
* Cette surface, nommée hyperboIoYde de révolution à une nappe, peut, d*après la géométrie analytique, être engendrée également par une hyperbole tournant autour de son axe Imaginaire.
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est indispensable de les dé6nir d'une manière corn* plète pour que Ton puisse les construire en géométrie descriptive.
On pourra cependant établir quelques catégories. Ainsi on peut définir Tellipsoïde à trois axes inégaux comme provenant d'une sphère dilatée ou comprimée suivant deux sens rectangulaires entre eux et dans un rapport différent.
On conçoit de même chaque surface de révolution comme donnant naissance à une série de surfaces dérivéeô du type primitif par voie de dilatation ou de compression. Ce genre d'analogie, qui a été peu étudié jusqu'à présent, est éminemment utile pour substituer les constructions à faire sur les surfaces de révolution à des constructions relatives à des surfaces moins simples.
On pourrait encore dilater ou comprimer une surface en partant d'un point donné, tellement que les distances de chaque point de la surface à ce premier point fussent augmentées ou diminuées dans un rapport constant, etc., etc.
On considère encore les surfaces dites surfaces enveloppes et que l'on conçoit facilement renfermer une surface donnée dans toutes ses positions suc-
cessives *.
Par exemple, une sphère dont le centre se mouvrait suivant une Kgne quelconque aurait pour enveloppe,
* Une surface enveloppe est mieux définie en disant que c*est la limite de l'espace occupé successivement par la surface, mobile.
en général y un canal courbe ou sinueux qui^ dans le cas où le centre se mouvrait en ligne droite, serait un cylindre droit.
Des conditions de maxima et de minima pour les surfaces, pour les solidités, pour les pentes fournissent aussi des surfaces remarquables.
Les questions de mécanique sont une source inépuisable de surfaces nouvelles.
PROCÉDÉS GÉNÉRAUX POUR OBTENIR L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES ENTRE ELLES OU LA RENCONTRE D'UNE UGNE AVEC UNE SURFACE.
8. On construit deux lignes, une sur chaque surface, qui puissent se rencontrer d'une manière certaine; presque toutes ces lignes s'obtiennent en coupant les deux surfaces à la fois par un même plan; ce plan coupe les deux surfaces suivant deux lignes droites ou courbes dont les points communs sont aussi communs aux deux surfaces. On fera un nombre suffisant de constructions de ce genre pour obtenir en projection horizontale et en projection verticale la courbe d'intersection des deux surfaces.
On choisira pour plans sécants ceux qui donnent dans les deux surfaces les sections les plus simples ou les plus faciles à construire. De ce nombre sont les sections rectilignes, les sections circulaires, celles qui peuvent se ramener par transport parallèle ou glisse-» ment sur des courbes déjà construites , celles qui ont pour perspective (voir plus loin la signification de ce mot) des courbes déjà tracées ; enfin celles qui peuvent
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se prêter, par des procédés quelconques , à des constructions simples.
Le problème, au fond, s'il n'y a aucune simplification possible se ramène en général, à trouver Tinter « section d'un plan avec une surface.
9. La rencontre d'une ligne avec une surface se ramène au cas précédent.
En effet, en considérant le cylindre droit qui projette horizontalement, par exemple, la courbe donnée, l'intersection de ce cylindre avec la surface donnée produit une ligne dont les rencontres avec la ligne donnée fournissent les points demandés.
Gomme la courbe d'intersection du cylindre avec la surface d'une part et la courbe donnée de l'autre ont la même projection horizontale, tous les points de rencontre des projections verticales donneront des points communs aux deux courbes, qui seront les points de rencontre de la courbe donnée avec la surface.
Si la ligne donnée est droite, le cylindre projetant devient un plan , et la courbe d'intersection est une courbe plane.
PROBLÈME I (figure 42).
Trouver l'intersection d'un cylindre droit vertical à base circulaire, par un plan perpendiculaire au plan vertical de projection.
Le cercle directeur du cylindre droit est placé sur le plan horizontal ; il a pour centre G, et son rayon est GN; le cylindre est droit : donc, toutes les génératrices sont verticales. En prenant le diamètre MN parallèle à la
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ligne de terre, et en menant par les extrémités M et N des perpenditîulaires à la ligne de terre , ces perpendiculaires prolongées sont les limites des projections verticales de toutes les génératrices du cylindre.
Nous supposons le cylindre limité verticalement par un plan horizontal dont la trace verticale est ai'^.
Le plan sécant perpendiculaire au plan vertical est DFG ; DF est perpendiculaire à la ligne de terre.
Soit w!v} la portion de la trace verticale FG comprise entre les génératrices limites m^co\ n^j//.
Les projections de Tintersection du cylindre et du plan sont la ligne w!v! et la circonférence CNP, et pour avoir les projections horizontales et verticales correspondantes il suffit de mener des perpendiculaires à la ligne de terre pour lier les projections horizontales et verticales de chaque point.
Ainsi le point P de la circonférence, qui est la trace de la génératrice qui passe par ce point, a pour projection verticale le point j>' de la droite tnJn^^ d'ailleurs PjPajP' est perpendiculaire à la ligne de terre.
On veut trouver l'intersection du plan et du cylindre en vraie grandeur; on est ramené ainsi à un problème de rabattement , et on peut opérer ce rabattement sur le plan vertical autour de FG comme charnière, ou bien encore on peut le rabattre sur le plan horizontal en faisant tourner autour de FD comme charnière.
Pour avoir une figure moins étendue, nous ferons tourner le plan donné autour de Thorizontale de ce
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plan y qui se trouve en même temps dans le plan perpendiculaire au plan vertical passant par le centre du cercle directeur.
Nous ramenons ce plan à être parallèle au plan horizontal ^ et alors Tintersection se projette verticalement suivant une parallèle à la ligne de terre et horizontalement en véritable grandeur.
Soit donc o' le milieu de m'n! (o'oC est perpendiculaire à la ligne de terre); par le point o^ je mène une parallèle à la ligne de terre ^ je rabats le point n' et le point m' sur cette droite en n\ et m^; je rabats aussi le* point p^ en p\ . Après cette opération^ les points de Fintersaction se projetteront horizontalement en n, , mi et Pi sur des perpendiculaires à la projection horizontale oC de Taxe de rotation.
Ce qu'on a fait pour le point P on le ferait pour tout autre point du cercle directeur ; qui est en même temps la trace horizontale du cylindre , et Ton obtient ainsi la courbe tracée > qui est une ellipse»
PROBLÊME II (figures 44 et 46).
Couper un cône droit par un plan perpefidiculairé au plan vertical de projection.
Le cercle directeur SMNP est tracé sur le plan horizontal de projection; le sommet est Ssf.
Dans la figure 44 ^ le plan FGH donné coupe seulement une 'nappe du cône; dans la figure 46 ^ le plan FGH coup» les deux nappes.
Dans la figure 44 , les plans auxiliaires sont verticaux et passent par le sommet Ss' ; ils coupent donc le
cône suivant des génératrices ^ et le plan FGH suivant des lignes droites. Les intersections des génératrices du cône et des droites^ suivant lesquelles le plan donné est rencontré parles plans auxiliaires ^ donnent les points d'intersection du cône et du plan FGH.
Dans la figure 46^ les plans auxiliaires sont parallèles au plan horizontal ; ils coupent le cône suivant des circonférences ; et le plan FGH suivant des parallèles à FG. Les points de rencontre des circonférences et des parallèles à FG donnent les points d'intersection du cône et du plan donné.
Dans le cercle de base de chaque figure ^ on conduit le diamètre MSP parallèle à la ligne de terre; ce diamètre détermine les points M et P , traces des géné-^ ratrices extrêmes du cône^ parallèles au plan vertical : les projections verticales de ces limites du cône sont 5'm' et s'/)'.
Le plan FGH étant perpendiculaire au plan vertical, les projections verticales de tous les points de ce plan doivent se trouver sur la trace verticale GH.
Les points c' et d' de la trace verticale GH et des génératrices extrêmes s' m' et s^p' sont des points de la section; horizontalement ils se projettent sur le diamètre MSP en c et d.
Dans la figure 44, prenons les projections SN, 5'n' d'une génératrice ; N est la trace horizontale de cette génératrice.
s'n' rencontré GH au point a'; ce point a' est la projection verticale d'un point de la section. En prenant sur SN le point a, tel que aa' soit perpendiculaire à
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la ligue de terre, a est la projection horizontale de ce point de la section. Il y a un point b placé symétriquement par rapport au diamètre MP.
On fait les mêmes constructions pour d'autres génératrices du cône, et on détermine ainsi la projection horizontale acbd de la section. Cette courbe est fermée; c'est une ellipse.
Pour avoir les projections horizontales des points d'intersection correspondant au point Id, qui se trouve sur la projection verticale de Taxe, on fait tourner au* tour de Taxe le plan projetant verticalement , jusqulà ce qu'il devienne parallèle au plan vertical. Alors le point V, trace horizontale de la génératrice correspondante, vient se placer en M* La génératrice est devenue s!m! en projection verticale. Je mène lf!sd^, parallèle à la ligne de terre, z^ est le point demandé rabattu, je prends le point Zi sur MP; puis je retrouve z : c'est la projection horizontale demandée.
On rabat cette section sur le plan vertical autour de GH comme charnière. Les distances des points de la section à la charnière sont égales aux distances des projections horizontales des points à la ligne de terre.
On trouve ainsi le rabattement A^QBiDi de la section.
Dans la figure 46, la trace GF du plan sécant rencontre le cercle directeur SMP en Y et X^. Ces points sont des points de la section.
Soit i/^ parallèle à la ligné de terre , t/ et js' appartenant aux projections verticales, limites du cône. Soit (/ le milieu de j/jz'; o' étant sur la projection verticale de l'axe, oV dera le rayon de la section faite dans le cône;
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par suite, en décrivant du point S comme centre avec Sz comme rayon, une circonférence, elle sera la projection horizontale de cette section horizontale auxiliaire.
Or j/s^ rencontre GH en a'j relevant horizontalement al on trouve, par la circonférence Syz, les points a et 6 projections horizontales des points de la section du cône avec le plan donné , ces points particuliers ayant été obtenus au moyen du plan auxiliaire j/^^.
En prenant ainsi une suite de points par des constructions analogues, on trouve, pour les deux nappes du cône, la projection horizontale d'une courbe composée de deux branches séparées partant des points c et d.
Cette projection horizontale est symétrique par rapport à MP, qui est un axe de la courbe.
En rabattant la section sur le plan vertical autour de GH comme charnière, on obtient la courbe à deux branches dont les sommets sont Q et D^, ces branches étant Y,kfifi,X\ et Afifi^.
La courbe d'intersection a deux branches infinies, si Ton suppose les surfaces et le plan sécant indéfiniment prolongés ; c'est une hyperbole.
PROBLÈME III (figure 48).
Trouver rintersection de deux cônes.
On mène la droite qui passe par les deux sommets; par cette droite on mène des plans qui coupent généralement chacun des cônes suivant des génératrices.
Or ces génératrices appartiennent à chacun des
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cènes 9 et elles sont dans un même plan; en se coupant elles déterminent des points de la section cherchée*
Dans la figure 48 ^ le premier cône a pour directrice la courbe fermée et tracée sur le plan horizontal MNP; le sommet de ce premier cône est s, s^. Cette directrice est en même temps la trace du cône sur le plan horizontal.
Le second cône donné a pour sommet t, t\ et pour directrice la courbe fermée XYZ.
Les limites des projections verticales des génératrices de ces cônes s'obtiennent en menant des tangentes aux traces de ces cônes perpendiculairement à la ligne de terre. Ainsi; pour le premier cône^ les génératrices parallèles au plan vertical s^rrl^ s^n! (cela étant parce que la courbe est convexe et fermée) , donneront par leurs projections sur ce plan les limites des projections verticales des cônes»
Pour le second cône^ les génératrices limites s'obtiennent de la même manière. Ces indications données ^ construisons la droite si^ sH^ qui passe par les deux sommets, et trouvons la trace horizontale V de cette droite.
Tous les plans qui passent par la droite ST ont pour traces horizontales des droites passant par le point V. Ces traces, d'ailleurs, en coupant la trace horizontale de chaque cône, donnent, par ces intersections, les traces horizontales des génératrices du cône , et par suite les génératrices résultant des sections auxiliaires.
Il suffit donc de trouver les points de rencontre de
ces dernières génératrices. Ce seront les points de la courbe d'intersection des deux cônes. Nous ne prendrons pas la trace verticale de chacune; prenons la droite VABC, A appartenant à la directrice XYZ, B et G appartenant à la trace MNP. Nous ne nous occupons ici que de Tintersection des deux nappes inférieures des deux cônes.
Les droites sC, «V, sB, s^b\ sont des génératrices du premier cône, situées dans le plan auxiliaire VABC.
La génératrice du second cône, située dans ce plan auxiliaire, est fA, VaK Cette dernière génératrice est rencontrée par les deux premières en ff^j et en ddl.
En opérant de la même manière pour d'autres droites passant par le point V, en prenant spécialement les tangentes VHK et VO à la trace MNP du premier cône, on obtient la courbe d'intersection a/^6jq...rf,
Les limites de l'épure n'ont pas permis de trouver la seconde courbe d'intersection de deux cônes. Cette courbe existe généralement, et l'on doit s'exercer à varier les données de manière à reconnaître à l'inspection des données, s'il y a pénétration des surfaces, arrachement, ou à la fois pénétration et arrachement.
ScoLiE 1. Nous verrons plus loin comment on déter-
* On ne doit chercher ici aucune relation entre les notations d'accent ou dindice.
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mine le point le plus haut et le point le pluB bas de la courbe d'intersection.
ScoLiE IL Nous engageons le lecteur à varier le choix des traces horizontales des deux cônes , à les prendre Tune fermée^ Tautre ouverte; et à suivre ainsi dans les différents types de construction quelles sont les courbes d'intersection.
Nous engageons aussi le lecteur à prendre des cônes quelconques, c'est-à-dire des cônes ayant pour directrices des courbes données par leurs projections horizontales et verticales.
On pourrait ramener cette dernière construction à la première en cherchant d'abord les traces horizontales des deux cônes; mais généralement ce procédé ne pourrait être pratiqué, à cause de l'écartement des génératrices dont les traces seraient hors des limites de l'épure.
Dans ce dernier cas, on prend un plan horizontal auxiliaire auquel on rapporte les deux cônes, et la question est ainsi transformée de manière que les constructions s'effectuent sur l'épure.
Au reste, il est impossible de donner des notions générales sur toutes les particularités de ce problème. Nous recommandons encore au lecteur de s'exercer à faire, à main levée, et mieux, avec la règle et le compas, des constructions relatives à des données particulières.
ScoLiE IlL Si les deux cônes ont même sommet, et qu'ils se coupent autre part qu'au sommet, les in ter-
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sections de ces cônes sont des génératrices. En effets supposons un point commun à ces deux cônes; enjoignant ce point au sommet commun on obtient une génératrice commune aux deux cônes donnés, c'est-àdire que Tintersection des deux cônes est une ou plusieurs génératrices.
Nous pouvons ainsi comprendre la génération des surfaces gauches générales. On donne les trois courbes A, B, C, directrices d'une surface gauche, la génératrice étant une ligne droite. (Chapitre II, définition 7.)
Soit pris un point M sur la directrice A. Considérons le cône qui a pour sommet M et pour directrice la courbe B ; considérons aussi le cône qui a pour sommet M et pour directrice la courbe C. Ces deux cônes se coupent suivant une ou plusieurs génératrices; ces lignes droites sont des génératrices de la surface gauche, puisqu'elles rencontrent les trois courbes. Ce qu'on a fait pour le point M on le ferait pour tous les points de la courbe A ; on comprend donc qu'il y ait continuité dans la position des génératrices, et que l'ensemble de ces génératrices forme une surface. D'ailleurs, nous le répétons, ces génératrices, quelque voisines qu'elles soient, ne sont pas dans le même plan; la surface n'ayant pas d'éléments plans est une surface non développable , c'est-à-dire une surface gauche *.
* Oa Irouyera dans les exercices des modèles variés d'inlerseclions de cdneSy et dans le chapitre des surfaces développables les particularités relatives à ces intersections de cônes.
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PROBLÈME IV (figure 49)-
Trouver l'intersectmi d'une sphère et d'un cône.
Si la sphère et le cône sont quelconques, on mène la droite qui passe par le centre de la sphère et le sommet du cône. Par cette droite on mène des plans qui coupent la sphère suivant un grand cercle et le cône suivant des droites. Par le rabattement sur un plan de projection , on obtient Tintersection du grand cercle et des droites ^ puis on relève.
Ou bien on peut couper le cône et la sphère par des plans horizontaux. Les sections auxiliaires seront, dans la sphère, des petits cercles, dans le cône, des courbes semblables à la trace horizontale du cône donné.
Mais cette dernière construction, compliquée en générale, peut, comme nous le verrons plus tard, se transformer en une construction simple *.
Dans la figure 49 , la sphère a pour centre le sommet du cône; en sorte que Ton peut prendre pour plans sécants des plans verticaux passant par le centre de la sphère. La directrice du cône est d'ailleurs une courbe plane située sur le plan horizontal.
La trace horizontale directrice du cône est \yz , le sommet est c, c'. Pour avoir les limites en projection horizontale de la sphère, nous faisons une section horizontale par le centre; nous obtenons ainsi un grand cercle qui se projette horizontalement en vraie grandeur, soit MNP cette circonférence, décrite avec le
* C'est pour nous conformer à un usage établi que nous donnons celle figure; il est bien évident que la construclion en était inutile , famlliari^ comme Test déjà sans doute le lecteur avec la méthode des rabattements.
rayon de la sphère eP comme rayon. Il est éviâent que c'est la limite en projection horizontale de la sphère.
Pour avoir les limites en projection verticale, nous faisons par le centre de la sphère une section parallèle au plan vertical de projection. Cette section se projette verticalement en vraie grandeur, suivant OR décrit du point é comme centre avec cP pour rayon. Horizontalement elle se projette suivant NcP.
Prenons la droite cA, c'est la trace horizontale d'un plan vertical passant par c, c'; A est l'intersection de cette trace avec la trace horizontale du cône; cA, éd sont donc les projections horizontale et verticale de l'intersection de ce plan auxiliaire avec le cône. L'intersection avec la sphère est un grand cercle.
Nous faisons tourner le plan autour de la verticale qui passe par le point c, c\ jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan vertical de projection. Alors le point A vient en A^ sur cP; la génératrice cA, éd est devenue cAj, éd^. Mais le grand cercle devient en projection verticale OR. Cette circonférence est coupée en /i projection verticale par la génératrice éd^.
En ramenant, tout point de la génératrice décrit autour de l'axe une circonférence dont le plan est horizontal.
Menons ^^ c" parallèle à la ligne de terre, et prenons l'intersection f de cette parallèle avec éd : f sera la projection verticale d'un point de l'intersection du cône et de la sphère , la projection se trouve en f sur la même génératrice projetée horizontalement en /*.
L'arc de cercle AA, décrit du point c comme centre
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permet de trouver un autre point d'intersection; pour cela on prend le point A' de XYZ, obtenu par ce mèm^ arc de cercle prolongé. On trouve ainsi le point ^^ de la courbe d'intersection. Enûnfghi...ffj/h^{V\., est la courbe d'intersection demandée.
PROBLÈME V (figure 50).
Trouver rintersection de deux cylindres.
On prend un point de l'espace ^ et par ce point on mène^ en premier lieu, une droite parallèle aux génératrices du premier cylindre ; en second lieu une parallèle aux génératrices du second cylindre.
Ces deux droites déterminent un premier plan auxiliaire.
Parallèlement à ce premier plan auxiliaire on mène un nouveau plan qui- rencontre les deux cylindres; il coupera chacun d'eux suivant un système de génératrices qui, par leurs intersections deux à deux, déterminent des points communs aux deux cylindres.
On conduit ainsi une série de plans sécants parallèles au premier plan auxiliaire , qui déterminent ainsi des points de l'intersection.
Dans la figure 50, les directrices des cylindres sont des courbes planes placées sur le plan horizontal de projection, en menant les directrices des cylindres sous les traces- horizontales de ces cylindres.
Le premier cylindre a pour directrice la courbe plane ABFG; l'une des génératrices est Am, aW. Le premier cylindre est donc ainsi déterminé par la
directrice et les projections de Tune de ses génératrices.
Le second cylindre est donné par la directrice plane HIK^ et par les projections de Tune de ses génératrices Hr, AV.
Pour ne pas compliquer Tépure de la figure 50, nous ne construisons pas sur la figure le plan auxiliaire parallèle aux deux systèmes de génératrices des deux cylindres. Il est évident que nous pouvons supposer que la trace horizontale de ce plan auxiliaire soit construite. Soient AH une parallèle à cette trace horizontale, A un point de la trace horizontale du premier cylindre , H un point de la trace horizontale du second.
Menons la génératrice Am, clrri du premier cylindre dont A est la trace horizontale.
Menons aussi la génératrice Hr, AV du second cylindre dont le point H est la trace horizontale; ces deux génératrices se coupent au point 5, é. Ce point est un des points d'intersection des deux cylindres.
Nous menons de même une suite de parallèles à la droite AH dans le plan horizontal, et nous déterminons ainsi une suite de points de la courbe dHntersection Xy a! y j/, j/', z^ js'; en sorte que la projection verticale de cette courbe est s'a^y^', et la projection horizontale socyz.
On doit insister sur la détermination des points correspondants aux limites des plans parallèles auxiliaires; ainsi d'une part on a la trace qui passe au point B, et d'autre part celle qui passe au point V.
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ScoLis I. Les figures 37 et 39, dont Texplication complète viendra plus loin, renferment les traces verticales des surfaces données, savoir : la figure 37 la trace verticale du cylindre donné par sa trace horizontale et la direction de ses génératrices; la figure 39 la trace verticale du cône donné par sa trace horizontale et par son sommet.
Cette détermination de la trace verticale se réduit à trouver la trace verticale de chaque génératrice (deuxième problème du premier chapitre).
C'est ici que nous rappellerons cet aphorisme des élèves de Monge :
Sachez trouver Tintersection d'une droite et d'un plan , sachez trouver la distance de deux points.
C'est là toute la géométrie descriptive.
ScoLiE II. On distingue, dans l'intersection de deux cylindres, trois cas : celui delà pénétration, celui de l'arrachement et celui où les deux courbes de pénétration se touchent.
1 "" Il y a pénétration quand les deux courbes d'entrée et de sortie sont séparées : c'est ce qui arrive quand les tangentes à l'une des traces horizontales des cylindres, menées parallèlement à la trace horizontale du plan auxiliaire, sont sécantes à l'autre.
2*" Il se présente dans la figure 50 un arrachement : ce que l'on voit au moyen des traces horizontales des deux cylindres : car la tangente auxiliaire à l'une est sécante à l'autre, et réciproquement.
3* Enfin quand la tangente à l'une des traces est
tangente à l'autre , il peut y avoir pénétration et arrachement.
Le lecteur devra s'exercer à faire ces problèmes à main levée et dans l'espace.
PROBLÈME VI (figure 51).
Trouver l* intersection d'un cylindre oblique par un plan perpendiculaire à ses génératrices, ou, plus simple^ ment, faire la section droite d'un cylindre.
Soit ABCD la trace horizontale du cylindre oblique donné, soit Ap, a'p' une génératrice donnée; le cylindre est suffisamment exprimé par sa directrice et par une de ses génératrices.
On prend le plan UVX perpendiculaire aux génératrices du cylindre, et l'on veut trouver l'intersection de ce plan avec le cylindre donné.
Pour cela, trouvons l'intersection du plan UVX avec une génératrice Ap, dp^ du cylindre; ce que nous dirons pour cette intersection s'appliquera à toutes les génératrices. La question est ramenée à trouver l'intersection d'une droite et d'un plan.
Nous employons le plan projetant horizontalement la génératrice Ap, a'//. Soit Y l'intersection de Ap avec UV, ]/ la projection verticale de Y.
Pour avoir la direction en projection verticale de l'intersection du plan UVX avec le plan projetant horizontalement Ap, ay, nous prenons un plan auxiliaire Afifi parallèle à ce plan projetant horizontalement; dJJ^ est la projection verticale de cette intersection. Ainsi, en menant par %/ une parallèle t/V à cette droite
oljlf^f nous avons la projection verticale de Tintersection du plan vertical Ap avec le plan UVX. La projection verticale de la génératrice est a'//, et 9^ est Tintersection de y'js' avec a'p'; r, r' est donc un point de l'intersection du plan donné avec le cylindre. On trouve aussi un point Sj s' intersection de la génératrice Mp, wY avec le même plan UVX.
Ce que nous avons dit pour trouver Tintersection du plan avec une génératrice suffit. En opérant ainsi pour un nombre convenable de génératrices^ on trouve les projections horizontales et verticales d'un nombre de points suffisants pour trouver les projections horizontale et verticale de l'intersection du cylindre avec le plan donné. C'est de cette manière qu'on trouve la section droite d'un cylindre oblique par un plan'^.
ScoLiE. On peut employer cette remarque.
Les génératrices étant perpendiculaires au plan de la section droite, les plans projetant horizontalement ces génératrices coupent le plan sécant suivant des droites qui sont perpendiculaires à ces génératrices. Donc, en rabattant ces plans sécants sur le plan horizontal , on pourra obtenir les longueurs des droites
* Au chapitre des surfaces développables et du développement de ces surfaces, on yerra que la recherche de celle section droite d'un cylindre par un plan a moins d'importance qu*on ne lui en attribue ordinairement. Nous avons voulu, dans ces cléments, nous montrer fidèles aux hal)itudes consacrées dans renseignement, espérant que bientôt cependant on éloignera, dans le programme de la Géométrie descriptive, les choses qui compliquent son étude.
abaissées perpendiculairement sur la trace horizontale du plan sécant UVX.
C'est ce qu'indique la figure dans Tépure du problème.
Ces longueurs servent à obtenir le rabattement sur le plan horizontal de la section droite.
Il faut observer encore que cette solution est tout à fait particulière , en sorte qu'il vaut mieux s'en référer à la méthode générale.
PROBLÈME VII (figure 52).
Trouver rintersection d'une surface de révolution par un plan.
Nous avons défini^ dans les préliminaires n"" 12, ce qu'on nomme axe d'une surface de révolution, génétrice de la surface de révolution et cercles parallèles de cette surface.
Pour trouver l'intersection d'une surface de révolution et d'un plan on coupe le plan et la surface par des plans auxiliaires perpendiculaires à l'axe de la surface: Les intersections avec la surface sont des parallèles de cette surface, les intersections des plans auxiliaires avec le plan donné sont des droites. Dans chacun des plans auxiliaires les intersections des droites et des circonférences sont des points qui appartiennent au plan donné et à la surface de révolution : ce sont donc des points de l'intersection demandée.
Si l'axe de révolution est quelconque, les circonférences auxiliaires seront obtenues au moyen du centre et du rayon de chacune d'elles, et par les rabattements
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on pourra achever chaque fois la détermination des points de rencontre de ces circonférences avec les droites auxiliaires situées dans les plans de ces circonférences. Quand Taxe est vertical, les constructions sont très-simples^ puisque les parallèles se projettent horizontalement sur des circonférences égales à ces parallèles , ayant toutes pour centre la trace horizon* taie de Taxe de la surface.
Dans la figure 52, Taxe A, dti est vertical; la génératrice mup^ rnii/j/ est une courbe quelconque. Le plan donné CDF est perpendiculaire au plan vertical.
Soit XY parallèle à LT. Nous concevons que XY est la trace verticale d'un plan auxiliaire perpendiculaire à Taxe.
Soit Z le point d'intersection de XY avec DF; projetant horizontalement en z le point Z, par le point z menons zg perpendiculaire à la ligne de terre, zg sera la projection horizontale de Tintersection du plan auxiliaire XY avec le plan donné.
Trouvons le parallèle de la surface de révolution contenu dans le plan XY. La projection verticale m'u'p de la génératrice rencontre XY en /, et ce point / a pour projection horizontale correspondante le point r de la projection horizontale mup de la génératrice.
Or> l'axe vertical a pour trace le point A; le parailèle du plan XY est horizontal; donc Ar est en même temps la projection horizontale et la vraie grandeur du rayon de la circonférence intersection de la surface de révolution et du plan XY.
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Nous décrivons sur Tépure , avec Ar pour rayon , une circonférence de cercle ; elle rencontre zg aux points heXk\ ces point» sont les projections horizontales des points d'intersection de la surface de révolution et du plan donné par le plan auxiliaire XY. On prendraitplusieurs plans auxiliaires comme le plan XY, et Ton achèverait ainsi la détermination de Tintersection du plan donné et de la surface de révolution.
Sgolie. Nous engageons le lecteur à faire une section dans la surface de révolution par un plan passant par Taxe de la surface dç révolution et parallèle au plan vertical de projection j on obtient de cette manière en vraie grandeur la courbe méridienne, puisque le plan sécant est parallèle au plan vertical de projection.
Cette intersection s'obtient par points au moyen des sections horizontales auxiliaires.
PROBLÈME VIII (figure 53).
Trouver V intersection d'un plan et de la surface de révolution engendrée par une droite qui tourne autour d'un axe qui n'est pas situé avec la droite génératrice dans le même plan *.
L'axe de la surface de révolution est perpendi culaire au plan horizontal de projection. A est la trace horizontale de cet axe; a'6' est sa projection verticale.
Pour plus de simplicité, on a pris la droite généra-
* Cette surface est nommée la surface gauche de révolutioui
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tri ce de la surface gauche de révolution dans la posi* tion où elle est parallèle au plan vertical , en sorte que sa projection horizontale est mn parallèle à la ligne de terre : la projection verticale est m'n^.
Nous savons que la plus courte distance entre une verticale et une droite quelconque est une horizontale qui se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal. Donc^ si nous menons As perpendiculaire à mn, nous aurons la grandeur du plus petit rayon des parallèles de la surface gauche : c'est ce parallèle minimum qu'on appelle cercle de gorge.
Prenons Av égale à ^A sur la parallèle ÂD^ menée à laligne.de terre, et reportons cette longueur sur s'v' parallèle à la ligne de terre menée par le point s'y intersection de m'n' avec a'b'; et s'v' sera la projection verticale du cercle de gorge.
Il est d'ailleurs évident que la projection horizontale de toute génératrice sera tangente au cercle de gorge Asv : cela résulte de la définition.
En tournant autour de l'axe de la surface de révolution, la trace horizontale Q de la génératrice rectiligne engendre le cercle de base de cette surface sur le plan horizontal ; le rayon de cette base serait AQ.
Ainsi toute génératrice aura sa trace horizontale sur le cercle dont AQ est le rayon.
Le plan sécant est le plan perpendiculaire au plan vertical CDF.
Le plan auxiliaire horizontal XY employé pour trouver l'intersection de la surface gauche avec le plan donné rencontre le plan CDF suivant Z, zg; il
rencontre la surface de révolution suivant une circonférence qui se projette en véritable grandeur sur le- plan horizontal en Arhk , h et k étant les intersections de cette circonférence avec zg; h et k sont donc les projections de Tintersection de la surface de révolution et du plan donné correspondant au plan auxiliaire XY.
Les points h et k sont symétriquement placés sur la perpendiculaire à AD^ ; donc les sommets de la courbe doivent se trouver sur la droite dont les projections sontAD^, DF...
On achève la construction en prenant des plans auxiliaires parallèles au plan horizontal de projection. C'est ainsi qu'on trouve la courbe tracée sur la figure. Nous nous dispensons de rabattre cette intersection soit sur le plan vertical de projection autour de DF comme charnière, soit sur le plan horizontal autour de DC comme charnière.
Pour trouver les sommets de la courbe d'intersection de la surface gauche de révolution avec le plan perpendiculaire au plan vertical, on opère comme il suit :
On a fait observer que ces sommets sont situés sur la droite parallèle à la trace verticale du plan , qui est menée par le point de rencontre de cette trace verticale avec l'axe de la surface*.
Ainsi (fig. 53) les sommets sont situés sur la
* Nous engageons le lecteur à passer ce paragraphe à une première lecture.
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droite DF; AD^^ qui rencontre Taxe de la surface au point A, é.
Or, supposons le point de rencontre trouvé , et imaginons que ce point tourne autour de Taxe : ce point décrira une circonférence qui peut être considérée comme la base d'un cône qui aurait pour sommet le point A, c'.
On voit d'après cela que le problème revient à trouver Tintersection de la génératrice de la surface gauche donnée avec le cône droit dont le sommet est kje\ et dont la génératrice est AD^» e'D.
En effet, si je trouve ce point de rencontre du cône auxiliaire avec la génératrice de la surface gauche, j'aurai le parallèle de la surface de révolution sur lequel se trouve le point d'intersection de la surface gauche avec la droite a' D, AD^, et, par suite, j'aurai le point cherché : car on obtient immédiatement l'intersection d'une droite parallèle au plan vertical avec un plan horizontal.
Il est donc bien démontré que nous devons chercher l'intersection d'une droite avec un cône.
Or, supposons cette intersection trouvée i et menons un plan par la droite donnée et le sommet du cône : l'intersection du plan avec le cône sera une génératrice de ce cône,, et le plan auxiliaire contiendra la parallèle à la droite donnée, menée par le sommet du cône.
Ainsi la trace horizontale du plan auxiliaire passera par la trace horizontale Q de la droite mn, m^v! ; elle
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passera aussi par la trace horizootale de la parallèle c'o', ADj, à la ligne mn, m^nJ.
La trace horizontale du cône est d'ailleurs le cercle décrit du point A comme centre avec ADj pour rayon. Ce cercle est coupé par la trace horizontale OQ du plan auxiliaire, aux points W, W^.
Sur le cône, les génératrices d'intersection sont en projection horizontale AW et AW^ : la première rencontre mn en t" ; Tautre rencontre mn en w".
ki^ se reporte en Ai sur AD^, et en V sur DF : iV est un sommet de la section.
'^' se reporte en u sur AD^ , et en vl sur DF : donc uu^ est le second sommet.
ScoLiE I. Nous engageons le lecteur à faire, comme dans le problème qui précède, une section méridienne de la surface de révolution par un plan parallèle au plan vertical.
Sgolie il Une même surface de révolution peut être engendrée d'une infinité de manières; car une ligne quelconque tracée sur la surface et tournant autour de Taxe de révolution, engendre les mêmes parallèles, et par conséquent la même surface de révolution.
C'est ainsi que, dans la génération de la surface donnée dans ce même problème, une autre droite placée, relativement à un plan méridien, dans une position symétrique à la droite génératrice donnée , formera la même surface de révolution.
Cette surface réglée de révolution est une surface
gauche, et pourtant Ton voit qu'en chaque point de la surface on peut placer deux droites *.
PROBLÈME IX (figure 54).
Trouver Vinterseclion de deux surfaces de révolution dont les aœes se coupent et dont les méridienssont donnés.
Nous prenons, dans la figure 54, le plan yerticalde projection parallèle au plan des axes des deux surfaces de révolution , le plan horizontal de projection étant perpendiculaire à Tun des axes de révolution.
On détermine l'intersection demandée, par remploi de surfaces auxiliaires différentes du plan.
Soit prise pour la surface auxiliaire une sphère ayant pour centre le plan de rencontre des deux axes donnés.
Cette sphère rencontre la première surface de révolution suivant une circonférence de cercle; elle rencontre la seconde surface de révolution suivant une seconde circonférence de cercle; or ces deux circonférences sont situées sur la même sphère; donc, si elles se rencontrent, leurs points communs appartiendront à Tintersection de deux surfaces de révolution données.
En prenant successivement des sphères auxiliaires
de rayon variable, on déterminera, par ce procédé,
autant de points qu'on voudra de l'intersection des
deux surfaces de révolution données.
Mais chacun des cercles parallèles obtenus au
* On trouvera , au chapitre ui , les indications qui complètent la théorie de cette surface gauche de révolution.
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moyen de ces sphères est perpendiculaire à Taxe correspondant de la surface de révolution que Ton considère; or cet axe est parallèle au plan vertical : donc le plan de ce cercle parallèle sera perpendiculaire au plan vertical; par suite les intersections des traces verticales des plans de ces cercles parallèles, correspondant à chaque sphère auxiliaire, seront les projections verticales des intersections des parallèles de chaque révolution.
Décrivons donc du point de rencontre des axes plusieurs circonférences concentriques, on pourra les considérer comme les projections verticales des limites des sphères.
Ces circonférences couperont chaque courbe méridienne en deux points.
La droite passant par ces deux points donnera la trace verticale du parallèle correspondant , et le point de rencontre de ces traces donnera un point de la projection verticale de l'intersection des deux surfaces de révolution.
Dans la figure 55 , les deux surfaces de révolution sont des ellipsoïdes.
La première a pour axe la verticale A aV, dont la trace horizontale est A; la courbe méridienne est l'ellipse ^hlUf qui est projetée en véritable grandeur sur le plan vertical de projection.
La seconde surface a pour axe la droite dkC cfiJf, qui est parallèle au plan vertical. Le point C est la trace horizontale de cet axe, et la ligne dAC est parallèle à la ligne de terre. Le méridien n'pV de cette seconde
surface est la projection verticale de la section plane faite dans Tellipsoïde par un plan parallèle au plan vertical passant par Taxe.
Les deux axes se coupent en A f* : c'est ce point de rencontre qui sert de centre pour les sphères auxiliaires de rayons variables.
Il faut remarquer encore que si Ton coupe les deux surfaces de révolution et une sphère auxiliaire par le plan des deux axes, on obtient les deux ellipses méridiennes et un grand cercle de la sphère auxiliaire. Ces trois courbes se projettent en véritable grandeur sur le plan vertical.
Nous pouvons donc nous borner à indiquer des constructions planes pour le plan vertical de projection.
Déterminons un point de Tintersection des deux surfaces de révolution.
Pour cela , du point f comme centre , avec un rayon égal à /*'/, nous décrivons un cercle /m'sV. La droite r's' est perpendiculaire sur ctdf et la droite M est perpendiculaire sur c^y. Le point de rencontre e' de ces deux droites /s' et wV est la projection verticale d'un point commun aux deux ellipsoïdes.
La projection horizontale s'obtient en décrivant une circonférence sur le plan horizontal de projection du point Â comme centre , avec un rayon égal à la moitié de M. Puis, en menant par e' une perpendiculaire à la ligne de terre, on obtient ainsi la projection horizontale e, e^ correspondante au point e!. Ces points e et e^ sont symétriquement placés par rapport à la droite rfAC.
On voit donc que, s'il y a eu projection horizontale des sommets de la courbe d'intersectian y ils se trouvent sur Taxe (2AG.
Ces sommets sont donnés par les intersections des méridiens des deux surfaces.
Le point U de la première ellipse est un sommet de cette courbe; il donne les points a?', x et a/, x^ de Tintersection cherchée. Ces points sont placés sur le grand parallèle de la première surface, dont le diamètre est /w.
Sgolie. Les limites de ces éléments ne permettent pas d'entrer dans les détails de constructions relatives à des intersections de surface de révolution de toute nature. On sait que les surfaces de révolution sont très-fréquemment employées dans les arts de construction; aussi nous avons donné, planche 23, des exemples graphiques de l'intersection de ces surfaces de révolution entre elles.
Trouver Vmtersection d'un cône et d'un cylindre.
Ce problème se résout par la méthode générale. On mène par le sommet du cône une parallèle à une génératrice du cylindre. Par cette droite et l'une des génératrices du cône, on conduit un plan qui coupe les deux surfaces suivant deux droites qui se coupent en un point appartenant à la courbe cherchée. En répétant cette construction un certain nombre de fois, on obtient autant de points de la courbe que l'on voudra.
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En joignant les points obtenus suflisamment rapprochés par un trait continu , on trouve la courbe cherchée.
Nous remarquerons deux cas qui peuvent se présenter.
Il y aura arrachement lorsque la tangente à Tune des bases directrices sera sécante à Tau Ire , et réciproquement. Nous obtiendrons une courbe d'entrée et une de sortie , c'est-à-dire une pénétration , lorsque les tangentes à Tune des bases seront toutes deux sécantes à la seconde base.
Enfin, les deux courbes d'entrée et de sortie se toucheront lorsque les deux bases auront des tangentes communes. Le point ou les deux points de contact prennent le nom de points multiples.
Il est évident d'ailleurs que les courbes de pénétration peuvent devenir tangentes l'une à l'autre , comme nous l'avons vu dans d'autres cas.
Trouver Vintersection d'un cône et d'une sphère quel-conque.
On mène la droite qui est déterminée par le sommet du cône et le centre de la sphère. Par cette droite, on fait passer des plans qui donnent, d'une part, des grands cercles de la sphère, d'autre part, des génératrices du cylindre. On opère le rabattement de chacun de ces plans sur l'un des plans de projection. On détermine les intersections des grands cercles et des
génératrices ainsi rabattues , et on relève chacun de ces points. L'ensemble de leurs projections donne les projections de l'intersection demandée.
Il peut y avoir ici pénétration ou arrachement , et même des courbes, avec un point multiple.
Dans le premier cas , les projections des génératrices limites du cône seront toutes quatre sécantes aux projections de la sphère.
Dans le second cas, Tune des génératrices limites ne rencontre pas les projections correspondantes de la sphère.
Dans le troisième cas, Tune des génératrices limites est tangente àla projection correspondante delà sphère.
PROBLÈME Xn.
Trouver l'intersection d'un cylindre et d'une sphère ^ ou y plus généralement, d'un cylindre et d'une surface de révolution.
Le procédé applicable à ce cas est la combinaison des problèmes relatifs à Tintersection d'un plan avec une surface de révolution et une surface cylindrique.
On conçoit un plan parallèle à l'un des plans de projection, celui qui est perpendiculaire à l'axe de la surface de révolution. Ce plan coupera le cylindre, généralement, suivant une courbe semblable à la directrice du cylindre, la surface de révolution suivant un parallèle. Ces deux courbes se rencontrent en des points qui appartiennent à l'intersection cherchée.
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Ces courbes auxiliaires se projettent sur le plan parallèle à leur plan, en véritable grandeur , en sorte que le problème n'offre aucune difficulté.
Il est inutile de répéter encore ici que les intersections peuvent offrir les trois variétés déjà détaillées dans le problème précédent.
ScoLiE. On peut s'exercer à la recherche de Tintersection d'une sphère et d'un cylindre oblique ayant pour base un grand cercle de la sphère.
On trouve que la courbe d'intersection est un autre grand cercle de la sphère.
Trouver l'intersection de trois cylindres, et généralement de trois surfaces.
On prend la courbe d'intersection du premier et du second cylindre, comme au problème V. On prend ensuite l'intersection du premier et du troisième cylindre. Les points d'intersection de ces deux lignes donnent le point cherché.
On peut présenter autrement cette solution. On prend, comme ci-dessus, l'intersection des deux premiers cylindres : cette courbe obtenue, on prend l'intersection du troisième cylindre avec cette courbe, ce qui est un cas particulier du problème général suivant :
Généralement, si l'on veut trouver l'intersection de trois surfaces données, on prend l'intersection des deux premières, et l'intersection de la première et de
la troisième : les points communs à ces deux lignes seront les points demandés.
La recherche du point commun à trois sphères est trop facile pour nous arrêter.
Il faut, pour éviter des erreurs, employer de préférence la solution générale : cette remarque est trèsimportante.
Trouver V intersection d'une ligne courbe avec une surface quelconque.
La courbe donnée est située sur un cylindre droit vertical , dont la base est placée sur le plan horizontal, et n'est autre que la projection horizontale de la courbe donnée. On cherche l'intersection de ce cylindre droit avec la surface. La ligne droite ou courbe auxiliaire trouvée en projection verticale , donne , par ses intersections avec la projection verticale de la courbe donnée, les projections verticales des points de rencontre cherchés.
Ce problème est d'une très-grande importance, et le lecteur devra varier les données de problèmes de cette espèce, et s'exercer aux constructions nécessaires à la détermination des points d'intersection.
Trouver l'intersection d'un tore par un plan ou par une surface quelconque.
On nomme tore la surface de révolution engendrée par un cercle tournant autour d'un axé extérieur.
Cette surface est fréquemment employée dans lea applications : c'est pour cette raison que nous Tayons mentionnée. Le lecteur devra appliquer à cette surface spéciale la solution des problèmes généraux qui précèdent , en variant , dans chaque cas particulier, la position de la surface sécante relativement à la surface du tore.
Nous avons donné, planche 23, un exemple de Tintersection d'un tore avec une série de plans parallèles entre eux.
Suivant que le plan sera plus ou moins incliné aux plans des parallèles, et plus ou moins rapproché du centre du tore, on aura pour intersections :
V une courbe fermée sans point multiple, 2"* une courbe fermée avec point multiple, 3® deux courbes séparées et fermées.
ScoLiE. La surface du tore est un exemple simple d'un genre particulier de surfaces dont chacune est nommée surface canal. Ce sont des surfaces telles que dans des points voisins très-rapprochés on peut obtenir des sections circulaires égales.
Le cylindre droit à base circulaire est une surface canal ; un cylindre oblique à base circulaire est aussi une surface canal.
Si l'on suppose que le centre d'un cercle se meuve sur une courbe directrice quelconque, le cercle restant parallèle à un plan constant, le rayon du cercle étant de longueur constante, on aura encore une surface canal.
Si ce cercle est guidé par une hélice , on a la surface de la colonne torte.
Un genre plus étendu encore de surface canal est produit par le mouvement d'un cercle de grandeur constante, dont le centre se meut sur une courbe donnée , et dont le plan reste perpendiculaire aux éléments de la courbe directrice.
Trouver V intersection de deux surfaces de révolution dont les axes ne se rencontrent pas.
Prenons la question dans toute sa généralité.
Il est évident qu'il sera plus simple de prendre pour surface auxiliaire un plan perpendiculaire à Taxe de l'une des surfaces : car la section du plan avec cette surface de révolution est un parallèle.
On déterminera ensuite la courbe d'intersection de ce plan auxiliaire avec la seconde surface de révolution j par un procédé indiqué dans le problème général de l'intersection d'une surface de révolution par un plan.
On obtient ainsi deux courbes auxiliaires placées dans le même plan : les points de rencontre de ces courbes sont des points communs aux deux surfaces de révolution , et par conséquent ces points sont des points demandés.
On prendra autant de plans sécants auxiliaires qu'il sera nécessaire pour obtenir un nombre assez grand de points de l'intersection des deux surfaces de révo-
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lution ; puis l'on unira ces points par un trait continu s'il y a lieu.
Pour simplifier les constructions, on pourra d'abord prendre le plan vertical de projection parallèle aux deux axes des surfaces de révolution , puis le plan horizontal perpendiculaire à Tun des axes donnés. 11 résultera de ce choix des plans de projection que, si Ton prend des plans auxiliaires horizontaux, les courbes auxiliaires se projetteront en véritable grandeur sur le plan horizontal de projection.
Si Ton donne spécialement deux surfaces de révolution, chacune d'elles étant engendrée par une ellipse tournant autour de Tun de ses axes , Tune des courbes d'intersection des plans auxiliaires sera une ellipse dont on trouvera les axes.
Il est évident qu'il sera inutile de tracer toutes ces ellipses semblables obtenues au moyen des plans auxiliaires parallèles.
En effet, on pourra opérer au moyen d'un procédé de glissement et d'amplification par similitude , c'està-dire supposer deux cônes ayant un même sommet , et ayant pour bases d'une part le cercle donné et d'autre part l'ellipse donnée qui sont situés dans le même plan auxiliaire; on fait glisser les courbes données des deux cônes jusqu'à ce que l'ellipse qui sert de base au premier cône vienne s'appliquer sur l'ellipse semblable.
Ainsi dans ce mouvement le cercle se déplace et vient donner les intersections demandées, que Ton rétablit ensuite dans leur position véritable.
Le lecteur devra s'exercer à faire ces constructions à main levée , et à chercher des exemples généraux et variés d'intersections de surfaces de révolution.
On trouvera au chapitre vi d'autres exemples d'intersections de surfaces.
ScoLiE GÉNÉRAL. Pour complétCT cc qui est relatif aux intersections des surfaces entre elles , il faudrait tenir compte des surfaces gauches en général.
Ainsi on aurait , en procédant par ordre , à trouver ;
V Tintersection d'une surface gauche par un plan; 2"* l'intersection d'un cylindre ou d'un cône avec
une surface gauche;
3** l'intersection d'une surface de révolution avec une surface gauche;
V enfin, l'intersection de deux surfaces gauches entre elles.
C'est au chapitre v, où l'on traite spécialement des surfaces gauches , que se trouvera placé ce complément.
AUX COURBES
I . Les trois corps ronds de la géométrie élémentaire peuvent être considérés comme les limites vers lesquelles tendent des polyèdres, dont les faces sont en nombre infiniment grand, Tune des dimensions de ces faces, ou toutes les deux étant extrêmement petites.
Ainsi le cône peut être considéré comme une pyramide régulière, dont la base serait un polygone régulier d'un nombre infiniment grand de côtés , chacun de ces côtés étant infiniment petit.
Le cylindre peut être considéré comme un cône, dont le sommet est situé à une distance infinie de sa base, ou comme la surface latérale d'un prisme d'un nombre infini de côtés infiniment petits.
Pour la sphère , on peut la considérer comme engendrée par la révolution, autour de son diamètre, d'un demi-polygone régulier d'un nombre de côtés pair et infiniment grand, chaque côté étant infiniment petit; en sorte que la sphère sera composée à la limite d'éléments de cônes et de cylindres.
Or, supposons que nous prolongions un élément de la surface d'un cône. Ce plan prolongé ayant seulement un élément commun avec le cône, on dit que
ce plan prolongé est un plan tangent au cône par la génératrice correspondajite.
Concevons un point particulier sur cette génératrico; et par ce point conduisons des courbes sur le cône ; chacune de ces courbes aura un élément rectiligne commun avec le plan tangent ^ cet élément rectiligne prolongé est la tangente à la courbe correspondante au point que Ton considère; en sorte que l'on peut conclure pour le cône ce théorème :
Qu'en un point de la surface d'un cône y autre que le sommet y il y a un plan qui contient les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface m ce point; ce plan est le plan tangent.
Cette notion est claire ^ irréfutable.
Il en serait de même pour le cylindre , qui est un cône dont le sommet est à Tinfini.
Pour la surface de la sphère ou toute surface de révolution , on peut concevoir un élément de cette surface comme un élément très-petit d'un cylindre ou d'un cône; et par suite on peut dire aussi qu'en un point de la surface d'une sphère ou d'une surface de révolution y il y a un plan qui contient les tangentes à toutes les courbes tracées en ce point sur la sphère ou sur la surface de révolution.
On peut considérer que toute surface est décomposable en éléments plans triangulaires d'une étendue infiniment petite; car si l'on prend un nombre infini de points très*rapprochés , on pourra toujours faire un triangle avec trois des points les plus rapprochés.
La surface dévient ainsi une surface polyédrique >
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qui 9 à la limite^ se confond avec la surface courbe donnée.
2. Chaque plan tangent en un point est le prolongement dans tous les sens de Télément plan triangulaire. Or^ toute courbe tracée sur la surface et passant par le triangle qui contient le point de contact, aura évidemment un élément commun avec le triangle , et n'en aura qu'un seul , puisque les autres triangles voisins ne coïncident pas avec lui. Elle aura donc sa tangente dans le plan de ce triangle. On peut donc dire que le plan tangent en un point d'une surface , contient les tangentes en ce point à toutes les courbes tracées sur la surface , et passant par ce point , ces courbes étant d'ailleurs quelconques, planes ou
non*.
5. La conclusion pratique est que, pour mener un plan tangent en un point donné d'une surface donnée^ il suffit de tracer deux lignes quelconques sur cette surface^ et de mener par le point donné une tangente à chacune des
* Voici la démonstration qui a été donnée par M» Leroy dans ses noies sur la géométrie descriptive. Cette démonstration est généralement admise; nous laissons à chacun le soin de la discuter, de l'accepter ou de la rejeter.
« Le plan tangent d'une surface par un point donné est ordinairement < défini comme celui qui passe par les tangentes à deux courbes tracées « sur la surface par le point en question : mais pour justifier cette défini- « tion , il est nécessaire de démontrer que toutes ces tangentes aux diverses ^ « courbes qu'on peut tracer sur une surface par un même pointsontj eo « général, dans un même plan, et c'est ce que nous allons faire par des « moyens purement synthétiques.
« D'abord il faut se rappeler que , d'après^è^ Considérations exposées « précédemment, une surface doit âiniaMfinie comme le lieu des diverses « posiUons que prend une courbe variable, nommée génératrice, qui se
lignes y le plan de ces deux tangentes est le plan tangent demandé.
Le géomètre choisira, d'après la nature de la surface, les deux lignes les plus simples ou les plus
« meut et change de forme suivant une loi donnée et continue , en s'ap- « puyant sur une ou plusieurs directrices fixes. « Soit donc GMH la forme et la position de la génératrice lorsqu'elle
« passe par le point donné M; soit MD une « courbe située sur la surface et qui soit « directrice de GH ; soit enfin MX une autre c courbe quelconque tracée aussi sur la « surface par le point M; il suffira, pour « démontrer la proposition énoncée plus c haut, de faire voir que les tangentes me- « nées par le point M aux courbes MO, « MD, MX sont toutes tracées dans un même « plan.
« Pour y parvenir, considérons la génératrice dans la position qu'elle occupe lorsqu'au glissant sur MD elle vient à passer par un point M' voisin de M; soit alors OU' celte génératrice, et F le point où elle coupe MX; si on joint les points M, ^', P' par des droiles indéfinies, ces trois lignes seront des sécantes par rapport aux courbes MD, MX, GH', et elles seront toutes trois dans un même plan. Maintenant, faisons mouvoir la génératrice G'H' sur MD , en la rapprochant de sa première position ; puis imaginons que le plan des trois sécantes tourne autour du point M, de manière qu'il passe en même temps que la génératrice par les points
P et M", P^ et M'^ où elle coupe successivement MD et MX; alors
ce plan mobile renfermera constamment les trois sécantes variables. « Enfin, quand la génératrice sera revenue à la position GMH , le point M', variable sur MD, sera confondu avec M. Au même instant, le point V sera réuni sur MX avec M, et sur G'H' les deux points M' et F seront aussi confondus; donc, alors, les trois sécantes mobiles seront devenues Respectivement tangentes aux courbes MD,MX, GH; et si nous nous rap* pelons que ces trois sécantes étaient, pour chaque position de la génératrice, toujours dans un même plan, nous en conclurons que, quand elles sont devenues tangentes, elles se trouveront dans un seul et même j|>lan qui n'est autre que la limite des positions qu'avait prises successi- « vemenl le plan mobile des trois sécantes. Donc , etc. >
faciles à construire , ou plutôt les lignes dont les tangentes se trouvent le plus facilement.
(Voyez dans Tintroduction, à l'article des conslruclions planes, le procédé graphique qui donne une tangente à une courbe dont on connaît trois points consécutifs. )
4. La normale à une surface en un point de cette surface, est la perpendiculaire menée par ce point au plan tangent.
Un plan normal étant celui qui passe par la normale , il y en a en chaque point une infinité.
5. La tangente à la courbe d'intersection de deux surfaces en un point, est Tintersection des deux plans tangents en ce point à ces surfaces; car cette droite a un élément commun avec la courbe, et elle n'en a qu'un seul.
Voici les surfaces le plus généralement considérées relativement à leurs plans tangents.
RÉGLÉES EN GÉNÉRAL
6. Le plan tangent au cylindre en un point contient toute la génératrice du cylindre qui passe par ce point. En efTet, cette génératrice étant considérée comme une des lignes que l'on peut tracer sur la surface , et passant par le point de contact , est à ellemême sa propre tangente; et par suite elle est tout entière dans le plan.
On peut en dire autant d'un cône ou,d*une surface réglée quelconque.
On recherchera donc avec soin toutes génératrices rectilignes passant par le point de contact pour Tune des lignes droites qui servent à déterminer le plan tangent.
7. Il faut ajouter, chose fort importante , que, pour le cylindre et le cône, tous les plans tangents à tous les points d'une même génératrice se confondent. Car dans ces surfaces , deux génératrices infiniment voisines sont dans le même plan comme étant ou concourantes dans le cône ou parallèles dans le cylindre. C'est donc le même plan qui est tangent dans toute rétendue d'une même génératrice.
Le même principe est vrai pour toute surface développable, par cela seul que deux génératrices voisines sont dans le même plan.
8. Après les génératrices ou sections rectilignes, il est évident que les sections circulaires offrent le plus d'avantages pour déterminer les plans tangents; le petit nombre de surfaces , autres que celles de révolution, qui admettent ces sections circulaires, en limite beaucoup l'usage; certaines surfaces engendrées par des cercles mobiles forment encore une classe assez nombreuse, et qui est employée dans les constructions.
9. Pour les surfaces de révolution, tout parallèle, passant par un point donné est une section circulaire, dont la tangente, jointe à la tangente au méridien du même point, détermine le plan tangent.
10. Quant au plan tangent aux surfaces gauches, en général on substitue à ces surfaces d'autres surfaces gauches plus simples , qui donnent en chaque point deux génératrices rectilignes appartenant à deux systèmes différents; chaque génératrice étant sa propre tangente, par conséquent leur plan est le plan tangent demandé. Nous y consacrerons un chapitre particulier, sous le nom de surfaces de raccordement.
ii . Revenant aux surfaces de révolution, nous remarquerons qu'un élément quelconque de la courbe, qui tourne autour d'un axe, décrit une portion de cône droit à base circulaire, en sorte que sur chaque parallèle la surface a décrit un cône droit à base circulaire tangent à la surface , et dont le sommet est sur Taxe, chaque génératrice étant une tangente au méridien.
Comme d'autre part la tangente au parallèle est perpendiculaire au méridien , il en résulte que le plan tangent est lui-même perpendiculaire au méridien qui passe par le point de contact; en sorte que Ton dit ordinairement que le plan tangent à une surface de révolution est le plan mené perpendiculairement au méridien par la tangente à ce méridien même.
12. Dans plusieurs cas où la ligne normale à la surface est facile à reconnaître par des conditions de symétrie, on obtient le plan tangent en menant par le point de contact un plan perpendiculaire à la normale.
15. Gomme conséquence de ce qui a été indiqué pour le plan tangent au cylindre , on voit que toute courbe
qui a une tangente dans Tespace, aura pour projection sur un pian quelconque une courbe à laquelle la projection de la tangente sera elle-même tangente.
En effet, le cylindre qui projettera la courbe sur ce plan, aura pour Tune de ses génératrices la ligne qui projette le point de contact, et son plan tangent le long de cette génératrice sera celui qui contient et la tangente et cette génératrice.
Le plan sur lequel on projette, étant considéré comme un plan sécant, donnera d'une part dans le cylindre la projection de la courbe, et dans le plan tangent la projection de la tangente.
Par un point donné sur la surface d'un cylindre mener un plan tangent à ce cylindre*.
Le point ne peut être donné que par Tune de ses projections. Le cylindre est donné par sa trace directrice horizontale, et par les projections de l'une de ses génératrices.
Supposons le point donné par sa projection horizontale. Par cette projection menons une parallèle à la projection horizontale de la génératrice donnée, cette parallèle viendra rencontrer la base directrice du cylindre en un ou plusieurs points; par l'un de ces points de rencontre menons une perpendiculaire à la ligne de terre, et par le pied de cette perpendiculaire menons une
* Le lecteur devra faire lui-même les coDSlrucUons en se servant, pour le cylindre, des données de la figure 37.
parallèle à la projection verticale de la génératrice donnée; les deux parallèles menées seront les projections horizontale et verticale de la génératrice qui passe par le point donné sur la surface du cylindre. En relevant verticalement le point donné par sa pro« jection horizontale , on a les projections du point donné.
Cela posé y nous savons que le plan tangent à une surface cylindrique en un point donné contient la génératrice rectiligne qui passe par ce point. Nous savons de plus que le plan tangent contient les tangentes aux courbes de la surface menées par les points de cette génératrice.
Or la directrice du cylindre est rencontrée en un point par la génératrice menée par le point donné : donc^ en cette trace horizontale de la génératrice , si Ton mène la tangente à cette directrice , la droite obtenue sera contenue dans le plan tangent demandé; mais cette droite est dans le plan horizontal de projection : ce sera donc la trace horizontale du plan tangent cherché.
On connaît ainsi la trace horizontale d*un plan et les projections d'un point : le problème est résolu. Pour avoir la trace verticale du plan tangent, on pourra prendre la trace verticale de la génératrice du cylindre passant par le point donné, ou bien prendre la trace verticale de Thorizontale du plan tangent passant par le point donné.
ScoLiE. Nous avons supposé le cylindre donné par
sa trace horizontale et Tune de ses génératrices. La directrice du cylindre pourrait être une courbe quelconque; dans ce cas, on peut ramener le problème à celui que nous venons de résoudre en cherchant la trace horizontale du cylindre donné d'une manière générale y ce qui se fait en cherchant les traces d*un nombre suffisant de génératrices du cylindre. S'il est facile de trouver la tangente de la directrice générale, on aura directement le plan tangent sans avoir recours à la trace du cylindre.
PROBLÈME 11 (figure 37).
Par un point pris en dehors de la surface d'un cylyndre donné , mener un plan tangent à cette surface.
La directrice du cylindre est un cercle placé sur le plan horizontal de projection; ÂD, parallèle àLT, étant le diamètre de ce cercle, kp^ aV est la génératrice donnée.
Le point par lequel on doit mener la tangente est le point m, w'.
Supposons le plan tangent mené, il contiendra une génératrice de contact : donc, en menant parle point t», m' une parallèle aux génératrices , cette parallèle sera contenue dans le plan tangent demandé.
La solution suivante est donc facile à comprendre.
Soit mx parallèle à Ap, soit m'a/ parallèle àPa', et soit Y la trace horizontale de cette droite mx , mla^'^ le point Y sera un point de la trace horizontale du plan tangent; mais cette trace horizontale du plan tangent doit être tangente à la directrice horizontale du cy-
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lindre : il suffit donc de mener par Y une tangente au cercle dont AD est le diamètre. Dans la figure donnée on trouve les deux tangentes YB et YF ; il y aura donc deux plans tangents menés au cylindre par le point ffif tn •
Les génératrices de contact seront Bv, l/V et Fz^ fZ. On trouvera les traces verticales des plans tangents par les procédés indiqués pour mener un plan donné par la trace horizontale et par une droite située dans ce plan. Les traces verticales sont YW et ZH.
ScoLiE L La trace horizontale du cylindre donné est une circonférence de cercle; en sorte que Ton mène facilement une tangente à ce cercle par un point extérieur ; si la courbe placée sur le plan horizontal était une courbe quelconque, la construction graphique présenterait plus de difficulté : c'est pour ces raisons que V Introduction de ces éléments renferme des solutions pratiques relatives aux tangentes aux courbes quelconques.
ScoLiE IL Dans le chapitre ii nous avons renvoyé à cette figure 37, pour rappeler Tintersection avec le plan vertical de projection, d'un cylindre donné par sa trace horizontale et Tune de ses génératrices. Nous prenons ici les traces verticales de plusieurs génératrices, et nous trouvons ainsi les points P, U, Y, R, Z; ces points étant unis par un trait continu, nous trouvons la trace verticale du cylindre.
11 est évident que les traces verticales du plan tangent sont tangentes à cette courbe.
ScoLiE m. Les limites des projections horizontale et verticale du cylindre s'obtiennent pour la projection horizontale en menant des tangentes Gr, Cq au cercle AD parallèlement à la droite Ap. Pour le plan verticaly des points A et D, extrémités du diamètre du cercle parallèle à la ligne de terre ^ nous menons les perpendiculaires Aa', DcC à cette ligne de terre , et par les points a' et d' nous menons les parallèles a'P, d'D à la projection verticale a'P de la génératrice.
11 est évident que ces droites sont respectivement les génératrices limites des projections sur le plan horizontal et sur le plan vertical.
On a marqué en pointillé les parties du cylindre et des lignes de Tépure qui sont cachées par la surface du cylindre^ suivant les conventions faites en géométrie descriptive *.
Mener un plan tangent à un cylindre parallhlement à une droite donnée (fig. 38).
Le cylindre est donné par sa trace horizontale qui est ici un cercle dont le diamètre , parallèle à LT^ est AD, et par une génératrice Ap, a'P.
La droite donnée est mn, w!n\
* Nous engageons le lecteur à prendre, pour résoudre ce problème, une directrice quelconque donnée par ses deux projections, et de ramener le problème à celui qui précède , en cherchant la trace horizontale du cylindre , ou bien si celle trace ne peut se trouver dans^ les limites de l'épure , d'employer un plan horizontal auxiliaire, et de chercher Tintersection avec ce plan du cylindre donné.
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Supposons le plan tangent demandé obtenu; ce plan contiendra une génératrice du cylindre , et il sera^ d'après Ténoncé du problème, parallèle à la droite mn, min! : donc , si par cette droite mn, m'n', on mène un plan parallèle à la génératrice Ap, a!f, ce plan sera parallèle au plan tangent demandé, et par suite les traces horizontales de ces plans seront parallèles entre elles.
Soit Q la trace verticale de la droite mn^ nirl} par ce point je mène la parallèle Q«, qS à la génératrice donnée, soit S la trace horizontale de cette parallèle, et R la trace horizontale de mn^ rrlv!) RS est la trace horizontale du plan auxiliaire.
Or cette trace est parallèle à la trace horizontale du plan tangent; cette trace doit être tangente à la circonférence de cercle dont AD est le diamètre; il suffit donc de mener la tangente F6, HK au cercle directeur pour avoir les traces horizontales des plans tangents au cylindre ; car on trouve deux plans tangents au cylindre, parallèles à la droite donnée.
Soit X le point de contact de FG avec le cercle directeur, menons par ce point la génératrice du cylindre donné; soit Y la trace verticale de cette génératrice, la trace verticale du plan tangent passera par ce point, soit G le point de FG qui appartient à la ligne de terre : FGY sera le premier plan tangent demandé.
Soit V le point de contact de HK avec le cercle directeur, et ZJa trace verticale de la génératrice qui passe par le point V, K le point où HK rencontre la ligne de terre : HKZ sera le second plan tangent demandé.
ScoLi£ L Si la ligne donnée mn, rrlii ne permettait pas d'effectuer y comme nous Tavons fait, la construction sur Tépure, on mènerait par un point convenablement choisi une parallèle à cette droite donnée ^ et une parallèle à la génératrice du cylindre ; puis on ferait passer un plan par ces deux droites : la question serait alors ramenée aux constructions de ce problème.
ScoLiE 11. Nous ferions les mêmes remarques pour ce problème que pour les précédents , si le cylindre donné avait pour directrice une courbe quelconque.
PROBLÈME V (figure 43).
Par un point de l'intersection d'un cylindre et d'un plan , mener une tangente à cette intersection.
La solution a été donnée d'une manière générale dans le n"* S des préliminaires du chapitre m.
Soit d le point par lequel on veut mener la tangente à Tellipse. Par la génératrice D^dldl% nous mènerons un plan tangent au cylindre : la trace horizontale de ce plan tangent sera D^R^ qui coupera la trace FD au point R. En rabattant le plan parallèlement au plan horizontal^ ce point R^ trace horizontale de la tangente cherchée, se rabattera^ur r', et sa projection horizontale sera r^. Joignant rid, on aura le rabattement de la tangente sur le plan horizontal.
Gomme vérification des constructions, les deux tangentes se coupent au point S sur Taxe de rotation autour duquel on a fait pivoter le plan sécant.
PROBLÈME VI (figure 32).
Mener en un point de f intersection de deux cylindres une tangente à cette intersection.
Soit 0, cf le point donné. Nous tracerons sur les cylindres les projections des génératrices Wo, Go, correspondant au point o. Suivant ces génératrices , nous conduirons les plans tangents , dont les traces horizontales WQ et GQ donneront en leur point de rencontre Q la trace horizontale de la tangente cherchée. En joignant les points Q et o, 9' et o\ on aura les projections de la tangente cherchée.
Nous ferons remarquer qu'en ce cas la génératrice limite sur le plan vertical du cylindre YEH est devenue la projection verticale de la tangente cherchée.
PROBLÈME VII (figure 39).
Par un point donné sur la surface d'un câne^ mener un plaît tangent à cette surface.
Le plan tangent à la surface conique contient la génératrice de cette surface qui passe par le point donné; cette génératrice passe par le sommet du cône; en sorte que la solution est analogue à celle du problème I de ce chapitre.
Comme exercices , nous allons entrer dans quelques détails.
La trace horizontale directrice du cône est la circou'férence de cercle dont AD , parallèle à LT , est le diamètre : le sommet donné est s, s\ Soit le centre du cercle donné.
Le point donné sur la surface est donné seulement
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par sa projection horizontale en m. Menons la droite ms , et prenons les points B et F intersections de cette droite et de la circonférence oD. Ces points B et F sont les traces horizontales des deux génératrices du cône passant par les points de cette surface^ dont la projection horizontale unique est le point m. Menons sfb' et sff^; puis menons aussi la perpendiculaire mr à la ligne de terre , et prolongeons cette perpendiculaire jusqu'à sa rencontre en m' avec ^bf, en w'' avec s'/*. Le point m, m' appartient à la surface conique; le point m, m" appartient aussi à cette surface.
Soit BY tangente au. cercle oD, et soit mw, m'N parallèle à BYN la trace verticale de cette droite; Y appartient à la ligne de terre. BYN sera le plan tangent au cône passant par le point m, m'.
De même le plan FZW sera le plan tangent au cône mené par le point m, m".
ScoLiE 1. Dans la figure 39 on a trouvé la trace verticale du cône en cherchant les traces verticales d'un nombre suffisant de génératrices de la surface conique. On sait que le cylindre peut être considéré comme un cône pour lequel le sommet est à l'infini. On pourrait donc se borner à traiter les problèmes relatifs au cône; mais il était utile de les traiter séparément à cause des nombreuses applications de ces problèmes.
ScoLiE 11. On devra s'exercer sur des surfaces coniques données par une directrice quelconque. Mêmes observations à ce sujet que pour les problèmes précédents.
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ScoLiE IIL Les génératrices limites s'obtiennent par une méthode semblable à la méthode indiquée pour les génératrices limites du cylindre.
PROBLÈRIE VU!.
Mener un plan tangent à une surface conique par un point piis hors de cette surface.
Ce cône est donné comme dans le problème précédent.
Le plan tangent qui passe par le point donné contient une génératrice de contact : donc, il passe par le sommet du cône. Par suite , la droite qui joint le point donné et le sommet du cône est contenue, dans le plan tangent cherché , et la trace horizontale de cette droite appartient à la trace horizontale du plan tangent, qui est tangente à la trace horizontale du cône.
Le problème est donc ramené à des constructions simples que le lecteur est prié d'effectuer.
ScoLiE L Si la courbe directrice est une courbe située dans un plan différent du plan horizontal, le problème pourra être résolu par des constructions simples au moyen des rabattements. En effet, après avoir cherché rintersection de la droite auxiliaire avec le plan de la directrice du cône , on mènera une tangente à la directrice par cette intersection; puis on fera passer un plan par cette tangente et la génératrice du cône menée au point de contact de cette tangente à la directrice.
ScoLiE II. Si la courbe directrice est quelconque
non plane, c'est-à-dire à double courbure, ou bien on cherchera la trace horizontale de la surface conique , ou bien on cherchera Tintersection de cette surface conique avec un plan convenablement choisi ; en sorte que le problème sera ramené à des constructions simples et connues.
PROBLÈME IX (figure 40).
Mener un plan tangent à un cône parallhlement à ufie droite donnée.
Le plan tangent doit contenir le sommet du cône : donc il doit contenir une parallèle auxiliaire à la droite donnée, menée par le sommet du cône; en sorte que si Ton coupe le cône et la droite auxiliaire par un plan, le plan tangent sera aussi coupé par le plan auxiliaire suivant une droite tangente à la section du cône obtenue par le plan auxiliaire, cette droite tangente passant aussi par le point de rencontre de la droite auxiliaire avec le plan auxiliaire.
Entrons dans les détails de construction pour la figure 40.
Le cône donné a pour sommet s, s!; la directrice horizontale est le cercle AOD, AD étant parallèle à la ligne de terre. La droite donnée est mn, rrivl.
Par le point «, ^ nous menons ^Q, ^(f parallèle à mn, nirii soit Q la trace horizontale de cette parallèle auxiliaire.
Par le point Q menons les droites QG, QH tan-^ gentes à la directrice horizontale du cône; ces droites seront les traces horizontales des plans tangents au
cône parallèles à la droite mn^ rrlvl. Soient X et V les points de contact de ces tangentes ; en joignant ces points au sommet du cône^ on aura les génératrices de contact; puis, prenant la trace verticale de chacune de ces génératrices de contact, on aura un point de la trace verticale du plan tangent correspondant : c'est ainsi qu'on obtient la trace verticale GY et la trace verticale HZ.
D'ailleurs, ces traces verticales passent par la trace verticale de la droite auxiliaire éif^ ^Q.
ScoLiE. Les limites du cône sont: en projection horizontale, les tangentes 5G„ «C, au cercle directeur ; en projection verticale, les droites ^dj ^(t correspondant aux points A et D, extrémités du diamètre du cercle directeur parallèle à la ligne de terre.
PROBLÈME X (figure 44).
Par un point de Vinlersection d'un cône et d'un plan , mener une tangente à cette intersection.
En nous reportant au n"" 3 des préliminaires de ce chapitre , nous voyons que pour mener une tangente en un point d'une courbe d'intersection de deux surfaces, on cherche la droite d'intersection des deux plans tangents aux surfaces au point donné : cette droite est la tangente à la courbe.
1^ Appliquant ces principes à l'intersection du cône par un plan qui, dans la fig. 44, coupe la surface suivant une ellipse, si on demande la tangente à la courbe en un point (g^sf) par exemple, nous mènerons par ce
point la génératice (sQ, ^^) : le plan tangent passera par cette génératrice et la tangente QX à la courbe directrice du cône. Cette droite QX sera la trace du plan tangent , et le point X la trace horizontale de la droite intersection du plan sécant HGF et du plan tangent XQ. En joignant X et g, nous aurons la projection horizontale de la tangente^ au point g; la projection verticale se confond avec la trace GH.
Pour mener la tangente à la courbe d'intersection rabattue sur le plan vertical, on opère conime il a été dit au problème V. Nous obtenons la tangente G^'.
2"" La tangente à la courbe d'intersection d'un cône dont les deux nappes sont rencontrées par le plan sécant, s'obtiendrait de la même manière. Comme appli* cation, nous nous proposerons de déterminer la tangente à l'infini, c'est-à-dire l'asymptote de l'hyperbole.
Évidemment ce point se trouve à la rencontre du plan sécant et des génératrices du cône parallèles à ce plan.
Nous aurons ces génératrices en menant par le sommet du cône le plan TRW (fig. 46) parallèle au plan HGF. La trace horizontale RW coupe la directrice aux points W et W, qui sont les traces horizontales des génératrices cherchées. Concevons par ces génératrices les plans tangents au cône : ils couperont le plan sécant HGF suivant les tangentes à l'infini, c'est-à-dire suivant les asymptotes. Les traces horizontales de ces plans tangents seront les tangentes WX, W^', et les tangentes cherchées seront parallèles aux génératrices. Si donc par leurs traces X et X', on mène X'E', XE parallèles aux génératrices ou perpendiculaires aux
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droites XW et X' W, on aura les projections horizontales des asymptotes 9 qui devront , comme vérification , se couper au milieu de Taxe de Thyperbole au point k.
Par un point de VinterzectUm d'un cylindre et d*un cône, mener une tangente à cette intersection.
On mène par le point donné un plan tangent au cylindre, un plan tangent au cône , et l'intersection de ces deux plans donne la tangente demandée.
ScoLiE. 11 peut arriver qu'en un certain point de rintersection , les deux plans tangents à chacune des surfaces se confondent. On verra plus loin la solution de cette singularité.
PROBLÈME XII (figure 48).
Par un point de Y intersection de deux cônes mener une tangente à cette intersection *.
Pour résoudre ce problème , nous concevrons par le point {dy d') les génératrices des cônes. Par chaque génératrice, nous mènerons un plan tangent à chacun des cônes. Les traces de ces plans tangents seront AQet BQ. L'intersection Q de ces traces sera la trace horizontale de la tangente cherchée , dont la projection horizontale sera dQ^ et la projection verticale d'q\ Même observation que pour le problème précédent.
* Le lecteur devra étudier toutes les observations consignées dans les scolies de ce problème.
ScoLiE I. Lorsque deux cônes se coupent ^ il peut arriver que les courbes d'intersection aient des branches infinies, et il est important alors de reconnaître si en effet il y a des branches infinies.
Pour cela y on cherche s'il existe sur le premier et le second cône des génératrices parallèles : car évidemment c'est le caractère essentiel de points de Tintersection situés à l'infini.
Supposons donc que l'un des cônes restant fixe, le second soit transporté parallèlement à lui-même, de manière que son sommet soit appliqué sur le sommet du premier. Après ce transport, il arrivera deux choses : ou bien les deux cônes, savoir le premier et le cône auxiliaire, n'auront d'autre point commun que le sommet , et alors l'intersection des deux cônes donnés n'aura pas de branches infinies; ou bien les deux cônes, savoir le premier et le cône auxiliaire, se couperont, ce qui veut dire qu'ils auront une génératrice ou plusieurs génératrices communes. Dans ce cas, les deux cônes donnés auront des génératrices parallèles, et, par suite, les deux cônes donnés auront des branches infinies.
Supposons que les traces horizontales des deux cônes soient données.
Pour réaliser les constructions de recherche, on laisse sur l'épure le premier cône fixe, et l'on mène par son sommet une suite de parallèles à un nombre suffisant des génératrices du second. On prend les traces horizontales de ces parallèles , et on les unit par un trait continu (la courbe qu'on obtient doit
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être semblable à la trace horizontale du Becond cône donné).
Si la trace horizontale da cône auxiliaire rencontre la trace horizontale du premier cône donné, c'est qu'il y aura une ou plusieurs branches infinies. Dans le cas contraire 9 il n'y aura pas de branches infinies.
D'ailleurs, dans le cas où il y a des branches infinies y les génératrices parallèles déterminées serviront à trouver les asymptotes. En effet, ces asymptotes sont les tangentes à la courbe d'intersection pour un point de contact situé à l'infini.
On mènera donc les plans tangents aux cônes correspondant à chaque couple de génératrices parallèles. Si ces plans se coupent, l'intersection sera une asymptote; si ces plans ne se coupent pas, c'est qu'il n'y aura pas d'asymptote.
On a vu déjà en effet que dans certaines courbes à branches infinies , comme les paraboles, il n'y a pas d'asymptotes.
ScoLiE II. On doit voir que si les cônes sont donnés au moyen de leurs sommets et de courbes quelconques, il y a une complication assez grande dans les constructions ; mais alors on emploie un plan auxiliaire horizontal ou un plan auxiliaire vertical, sur lequel on fait les constructions indiquées au scolie I.
ScoLiE III. Un cône peut être donné : 1"" par son sommet; 2"" parla condition que ses génératrices seront tangentes à une surface donnée, qui est alors la sur-
face directrice : le cône est ainsi déterminé, et Ton voit que Ton peut remplacer la surface directrice par la courbe de contact, qui devient ht courbe directrice , cette courbe étant souvent une courbe à double courbure.
Les observations qui ont été faites dans les deux premiers scolies subsistent encore pour ce genre de cônes.
ScoLiE IV. On peut demander de déterminer le point le plus haut et le point le plus bas de Tintersection de deux cônes. Considérons Tun de ces points, le point le plus haut par exemple : il correspond à la position d'une tangente à la courbe parallèle au plan horizontal. Ainsi la tangente au point le plus haut est une horizontale, et, par suite, les traces horizontales de deux plans tangents en ce point aux surfaces coniques sont parallèles.
Le problème est donc ramené à celui-ci : par un point pris sur le plan de deux courbes, mener une sécante telle que les tangentes menées aux courbes par les points où la sécante coupe ces courbes soient parai* lèles.
Si les courbes données sont des cercles , la sécante devra passer par le centre de similitude des cercles : c'est ce qui a été expliqué dans les constructions planes.
Dans le cas général, la solution est plus compliquée.
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Par un point de l'intersection (Tune sphère et d*un cane, mener une tangente à cette intersection.
On mènera par le point donné un plan tangent au cône donné , et Ton trouvera Tintersection de ce plan avec le plan mené perpendiculairement au rayon de la sphère en ce point.
Le lecteur devra faire ces constructions.
PROBLÈME XIV (figure 41).
Par un point donné sur une surface de révolution mener un plan tangent à cette surface ^.
Dans la figure^ la surface est un ellipsoïde de révo*
* Reprenons, en nous servant de la figure ci*contre, les propriétés du plan tangent à une surface de révolution.
V Le plan tangent en un point M contient la tangente MH du parallèle AM qui passe par ce point M et la tangente MG au méridien MP qui passe par ce point.
2« Le plan langent au point M est perpendiculaire au plan du méridien ; en effet , MH est perpendiculaire à MG et au rayon du parallèle qui passe par le point M.
S*" Toules les tangentes aux points des méridiens qui correspondent au parallèle AM viennent rencontrer l'axe XY en un même point , qui est le sommet d'un cône tangent à la surface de révolution suivant le parallèle AM. (Si Ton ne prend que la partie inférieure de la surface de révolution et la partie supérieure du cône à partir du parallèle , on peut dire que le cône raccorde la surface de révolution.)
4*" La normale MS du méridien au point M est perpendiculaire à la tangente MG ; elle est en même temps la normale à la surface de révolution , et de plus on peut voir que toules les normales à la surface de révolution pour les points du parallèle AM , se rencontrent toules au même point S de Taxe.
volution engendré par le méridien e2'/^^'A/*paralLèle au plan vertical de projection , et tournant autour de son axe vertical clVyk^ la trace horizontale de cet axe vertical étant A.
Le point n'est donné que par une de ses projections^ la projection horizontale ou la projection verticale.
Nous avons vu, dans le chapitre précédent, ce qui est relatif à ces surfaces de révolution. Dans la figure 41 , le point est donné par la projection horizontale m.
km est en grandeur et en projection horizontale le rayon dii parallèle de la surface de révolution passant par le point M de Tespace, ce parallèle se projetant en véritable grandeur sur le plan horizontal.
Soit pris sur kf la ligne kp égale à km ; le point p sera la projection horizontale du point du méridien parallèle au plan vertical de projection correspondant au parallèle qui se projette en Am.... Donc, en menant par le point p une perpendiculaire à la ligne de terre, les intersections de cette perpendiculaire avec le méridien d!f^ donneront les projections verticales correspondant au point p; on trouve ainsi les points p' et j[>". En menant p'ç' et ^Y' parallèles à la ligne de terre, on a les traces verticales des plans parallèles au plan horizontal correspondant aux cercles parallèles de la surface de révolution relatifs aux points de la surface dont la projection horizontale est m.
Les projections verticales des points donnés sont ni et m".
Considérons seulement le point ni et menons par
le point m y m Me plan tangent à la surface^ de révolution donnée.
1"*^ solution. On mène au point m, vfi la tangente au méridien et la tangente au parallèle ; cette dernière se projette horizontalement suivant la tangente mn au cercle dont km est le rayon ; elle se projette verticalement suivant la parallèle nivl à la ligne de terre.
Remarquons ici que cette tangente au parallèle, menée par le point m, vfiy est horizontale, et par suite qu'elle est parallèle à la trace horizontale du plan tangent-
Trouvons la tangente au point M du méridien.
Pour cela, ramenons le méridien sur un plan parallèle au plan vertical de projection, en faisant tourner autour de Taxe de la surface de révolution. Le point ni se vient transformer en p', et la tangente au méridien en^ étant //a/, <drrl est la projection verticale de la tangente au méridien pour le point M; d est d'ailleurs sur l'axe.
La projection horizontale de la tangente au méridien est Âm.
Le plan tangent demandé est déterminé, puisque l'on connaît deux droites par lesquelles passe ce plan, savoir la tangente au parallèle du point M et la tangente au méridien pour le point M.
Soit j/Y la trace horizontale de cette dernière tangente. En menant YZ parallèle à mn, j'aurai la trace horizontale du plan tangent au point m, rrl.
Soit Rr la trace verticale de la tangente au parallèle. RZ est la trace verticale du plan tangent.
On opère de la même manière pour obtenir le plan tangent mené parle point m, m'^ Les constructions ont été faites sur Tépure : il est inutile ici d'en donner le détail.
2* solution. Nous nous appuyons sur la quatrième remarque de la note (page 1 53).
Soit ffu/ la normale à la génératrice méridienne au point/)'; ttl étant sur l'axe, il en résultera que mW, Am seralanormale à la surface de révolution au point m, m'; par suite , le plan tangent à la surface sera le plan mené perpendiculairement à cette normale par le point m, m' de cette normale.
3"^ solution. Disons seulement que Ton substitue à la surface de révolution donnée le cône tangent suivant le parallèle qui passe par le point M^ et que Ton mène le plan tangent à ce cône parle point donné.
ScoLiE I. Dans ce qui vient d'être dit, nous avons supposé que la courbe génératrice était un méridien ; or, il arrive souvent que cette courbe génératrice est quelconque. On doit, dans ce cas, ramener le problème à celui qui précède , en cherchant le méridien de la surface de révolution, ce qui est un problème connu.
On voit par là que l'ordre suivi dans ces éléments est justifié, en ce que les problèmesdes plans tangents aux surfaces exigent la résolution des problèmes relatifs à l'intersection des surfaces.
ScoLiE II. Nous avons supposé l'axe de la surface de révolution vertical; s'il était quelconque, les gé-
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néralités relatives au plan tangent seraient les mèmesi et au moyen du rabattement d*un plan méridien sur le plan horizontal de projection, on pourrait déterminer la normale à la surface en un point donné, et Ton mènerait le plan tangent à la surface au moyen de cette normale. ( Observation 4"* de la note de ce problème.)
On a vu déjà d'ailleurs un ellipsoïde de révolution dont Taxe n'est pas vertical , dans le chapitre précédent : il est vrai que cet axe est parallèle au plan vertical, mais on pourra s'exercer en prenant un axe quelconque et une génératrice quelconque.
Mener un plan tangent à une surface de révolution parallhlement à un plan donné.
Supposons le problème résolu et imaginons con* duit par Taxe le plan méridien qui passe par le point de contact, ce plan auxiliaire est perpendiculaire à la fois au plan tangent et au plan donné.
Ce même plan auxiliaire coupe le plan donné et le plan parallèle tangent suivant deux droites parallèles entre elles , la dernière étant la tangente à la courbe méridienne menée par le point de contact.
Ces observations faites, la solution du problème s'en déduit.
Ainsi, par l'axe de la surface de révolution on mène un plan perpendiculaire au plan donné. On prend l'intersection de ce plan auxiliaire avec le plan donné et l'on rabat ce plan au:^iliaire sur le méridien
parallèle au plan vertical. On mène au méridien une tangente parallèle à la droite de Tintersection trouvée après son rabattement : on a donc le parallèle sur le * quel a lieu le point de contact^ et comme on a aussi le méridien sur lequel doit avoir lieu le point de contact, Tintersection de ce parallèle et de ce méridien donnera le point de contact, ce qui ramènera le problème au problème précédent.
Le lecteur devra faire les constructions indiquées dans ce problème et même considérer le cas où Taxe de la surface de révolution est quelconque.
PROBLÈME XVI (fig. 57).
Par une droite donnée^ mener un plan tangent à une sphère.
1" solution. Par le centre de la sphère on mène un plan perpendiculaire à la droite donnée, c'est dans ce plan perpendiculaire que se trouve le point de con* tact du plan tangent à la sphère mené par la droite.
Par suite , le problème peut être considéré comme résolu; en effet, on sait abaisser d*un point un plan perpendiculaire sur une droite; trouver Tintersection de ce plan avec la droite, puis mener par cette intersection une tangente au grand cercle d'intersection du plan auxiliaire avec la sphère donnée. Le point de contact de cette tangente serait le point de contact du plan tangent à la sphère.
Il resterait encore à faire passer un plan par la ligne donnée et le point de contact trouvé , ce qui ne présente aucune difficulté.
Quand on est maître des données, on place le centre de la sphère sur la ligne de terre, la construction devient plus simple, c'est celle qui est donnée dans répure 57. Ces constructions sont des applications de la théorie des rabattements du chapitre i *.
2^ solution. On prend un premier point sur la ligne donnée et Ton détermine le cercle de contact du cône tangent à la sphère ayant pour sommet le point choisi.
On prend un second point sur la droite et Ton fait une construction analogue; Tintersection des deux cercles de contact des deux cônes auxiliaires donne le point de contact demandé.
Pour plus de simplicité, on prend le centre sur la ligne de terre et alors on choisit, pour points auxiliaires, la trace horizontale de la droite et sa trace verticale.
3® solution. On prend encore, comme dans la solution qui précède , un cône tangent à la sphère et dont le sommet est placé sur la droite donnée; puis par la droite donnée on mène un plan tangent à ce cône auxiliaire : ce plan tangent sera le plan demandé.
Ce dernier plan s'obtient comme il a été dit au commencement de ce chapitre.
* Ce problème est tellement facile , quHl semble superflu de le donner dans un cours élémentaire de géométrie descriptive. G'ett pour répondre aux exigences des programmes de l'enseignement de \k géomélrie descriptive, que nous avons cru devoir traiter ici succinctement cette question.
PROBLÈME XVII (figure 53).
Par un point pris sur la surface gauche de révolution, mener un plan tangent à cette surface.
On a démontré qu'en un point de la surface gauche de révolution il y a toujours deux génératrices rectilignes ; on sait aussi que les projections horizontales de toutes les génératrices rectilignes sont tangentes à la projection horizontale du cercle de gorge.
Soit à mener un plan tangent à la surface gauche de révolution de la figure 53 par le point Z,h de cette surface.
La figure nous a déjà servi à trouver Tinterseclion d'une surface gauche de révolution et d'un plan.
D'après les remarques faites, il suffit de mener par le point h deux tangentes au cercle de gorge, ce sont les projections horizontales des génératrices rectilignes qui passent par le point Z,h.
Mais la trace horizontale de la surface gauche est le cercle qui a pour centre le point A et pour rayon AQ; par suite les traces horizontales des génératrices du point Z,/t seront sur cette circonférence; on les trouve en B, et Cj. La droite qui joint ces deux points sera la trace horizontale du plan tangent à la surface gauche de révolution.
Nous n'indiquons pas sur l'épure la trace verticale de ce plan tangent, car sa détermination revient à faire passer un plan'par une droite située sur le plan horizontal et par un point quelconque.
On pourrait hésiter pour la détermination de la trace horizontale d'une génératrice, car sa projection
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horizontale rencontre la trace horizontale de la surface en deux points , mais une réflexion simple doit être faite : la génératrice est toujours également inclinée sur le plan horizontal; par conséquent pour une hauteur constante au-dessus du plan horizontal, le triangle rectangle formé par cette hauteur, la droite génératrice et sa projection horizontale , doit avoir une base constante; or, le parallèle du point Z,A rencontre la génératrice mUf m'n' en rV, la base du triangle rectangle est rQ; on voit donc que les points G. et B^ sont bien déterminés.
' ScoLiE. Nous rappelons encore que le plan tangent à la surface de révolution est, en même temps, sécant pour tous les points autres que le point de contact.
PROBLÈME XVIII (figure 53).
Par wn point de l'intersection de la surface gauche de révolution et d'un plan ^ mener une tangente à cette intersection.
Le point donné de Tintersection est le point Z,A; le plan donné est le plan CDF. Il suffit de trouver le plan tangent à la surface gauche au point donné et de prendre ensuite Tintersection de ce plan tangent avec le plan donné : cette droite sera la tangente cherchée.
Or la trace horizontale du plan tangent est la droite C^j qui vient rencontrer GD en Pj; ce point P, eist la trace horizontale de la tangente cherchée; par suite /iP, est la projection horizontale de la tangente à la courbe d'intersection au point Z,A.
PROBLÈME XIX (figure 54).
L'intersection de la surface gauche de révolution par un plan étant une courbe à branches infinies, trouver les asymptotes de cette intersection *.
L'axe de la surface gauche est A, a'6', la génératrice est mn, m'n', le cercle de gorge a pour projections 5v, s't;'; le centre de la surface gauche est X^^.
Le plan sécant est CDF : nous avons déterminé la courbe d'intersection et nous voulons obtenir les projections des asymptotes à cette courbe d'intersection.
Le cône asymptote a pour sommet le point A,^'.
Si l'on mène par le centre A^s' une parallèle à la génératrice principale m'n', mn^ on obtiendra une génératrice du cône asymptote.
Cette génératrice est s'm', Av, la projection horizontale étant parallèle à la ligne de terre. La trace horizontale de cette droite est pf^ P.
* On sait ce qu'est le cercle de gorge de la surface gauche de révolution ; le centre de ce cercle est le centre de cette surface.
On démontre en géométrie analytique :
1" Que si, parle centre de la surface gauche de révolution, on mène des droites parallèles à toutes les génératrices de la surface gauche, on forme ainsi un cdne qui ne rencontre la surface gauche qu'à l'infini , et qu'on nomme pour cela le cône asymptote de la surface gauche.
2^ Que si l'on coupe ce cône par un plan auxiliaire passant par son sommet et mené parallèlement au plan sécant qui donne des branches infinies, les génératrices du cône suivant lesquelles ce cône est coupé par le plan auxiliaire, sont des parallèles aux asymptotes de la section plane de la surface gauche , en sorte que l'on a la direction des tangentes menées à la courbe à l'infini.
Z*" Que la courbe d'intersection du plan et de la surface gauche est de même espèce que celle qui résulte de l'intersection du même plan sécant et du cône asymptote^
Par suite ^ la trace horizontale du cône droit asymptote a pour centre le point A et pour rayon AP.
Maintenant menons par le point ^ la droite s!gf parallèle à DFy le plan CDF étant perpendiculaire au plan vertical, s' g' sera la trace verticale du plan auxiliaire indiqué plus haut. Les deux traces desgoncratrices d'intersection du plan auxiliaire avec le cône asymptote seront G et Gj, et par suite les projections horizontales de ces génératrices du cône asymptote seront AG et AG.. r
Les asymptotes de la courbe d'intersection sont les intersections avec le plan donné des plans tangents au cône asymptote^ menés suivant les génératrices AG^^^^ et AB,sf^.
Elles ont été construites sur la figure et de plus on a rabattu autour de DF sur le plan vertical la courbe d'intersection ainsi que les asymptotes.
PROBLÈME XX (figure 55).
Trouver la tangente à la courbe d'intersection de deux surfaces de révolution en un point de cette courbe.
La solution la plus simple consiste à trouver l'intersection de deux plans conduits par le point donné, le premier perpendiculairement à la normale à la première surface en ce point, le second aussi perpendiculairement à la normale a la seconde surface en ce même point.
Mais la solution devient plus simple encore : le plan des deux normales est perpendiculaire à l'intersection
des deux plans tangents aux deux surfaces pour le même point.
Or^ on connaît les deux normales^ on connaît leur plan^ et par suite la tangente à Tintersection des deux surfaces de révolution.
PROBLÈiME XXI.
Par un point d'une surface quelconque, mener la no$!viale à cette surface.
La tirormale à une surface est la perpendiculaire au plan tangent.
On conduit par le point donné le plan tangent à la sijirface^ et par ce point on mène la perpendiculaire à ce plan tangent.
On a vu que, pour les surfaces de révolution, quand on connaît la ligne méridienne , on obtenait immédiatement la normale.
Par un point donné, mener un cône tangent à une surface.
Un cône est tangent à une surface quand chacune de ses génératrices s'appuyant par un point sur la surface, est située dans le plan tangent à cette surface mené par le point de contact.
La solution la plus simple qui se présente consiste à mener par le point donné une suite de plans auxiliaires sécants à la surface donnée.
Chacun de ces plans détermine une courbe auxiliaire à laquelle on mène par le point donné une ou
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plusieurs tangentes suivant la forme de cette courbe auxiliaire.
Les points de contact obtenus sont des points de la courbe de contact du cône circonscrit à la surface donnée.
En prenant un nombre suffisant de plans sécants auxiliaires passant par le point donné , on détermine des points de la courbe de contact, on réunit ces points par un trait continu si cela est possible, et Ton obtient ainsi la directrice du cône demandé.
ScoLiG I. On reconnaît ici ce que nous avions déjà énoncé, qu'une surface courbe pouvait servir de directrice à une surface réglée.
Entrons dans quelques détails.
Supposons qu'on demande la surface gauche déterminée par la condition que ses génératrices rectilignes soient tangentes à deux surfaces données et s'appuient sur une courbe déterminée.
Je nomme Â la courbe donnée , S et T les deux surfaces données.
Je prends un point de la courbe A. De ce point comme sommet, je conçois un cône circonscrit à la surface S, et de même je conçois un cône circonscrit à la surface T; si ces deux cônes se coupent, ce ne peut être que suivant une droite ou des droites. Cette ligne droite ou ces lignes droites sont des génératrices de la surface gauche.
En prenant ensuite d'autres points de la courbe Â on obtient de nouvelles génératrices de la surface
gauche. On conçoit donc que des surfaces peuvent être employées comme directrices des surfaces réglées.
ScoLiE II. Si Ton veut trouver la courbe de contact d'un cône qui a un sommet donné et d'une surface de révolution y il est possible^ pour trouver des points de cette courbe, d'employer des simplifications qui seront facilement comprises du lecteur sans qu'il soit besoin de figure tracée et qui reposent sur des problèmes particuliers. La figure 58 du problème XXIV donne d'ailleurs des résultats de cette constructiQu.
1 " /e suppose qu'on demande le point de contact d'un plan tangent à une surface de révolution donnée par' son méridien, mené par un point extérieur à la surface y le point de contact devant se trouver sur un parallèle donné.
Le parallèle donné est la base d'un cône droit tangent à la surface de révolution.
Si y par le point donné, on mène un plan tangent à cette surface conique auxiliaire, ce plan conduit sera le plan tangent demandé.
Les seules difficultés qui se présentent sont relatives à la position du cône et du point donnés. On usera, dans ces cas particuliers, des artifices qui ont été indiqués et qui consistent généralement à employer des plans auxiliaires auxquels on rapporte les données, ou encore à des problèines de rabattement.
On pourrait aussi remplacer le cône auxiliaire par une sphère ayant pour parallèle le parallèle choisi et qui toucherait la surface de révolution suivant ce parallèle.
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2" Je suppose ^*on demande le point de contact d'un plan tangent à une surface de révolution donnée par son méridien^ mené par un point extérieur à la surface, le point de contact devant se trouver sur un méridien donné.
Imaginons un cylindre droit ayant pour directrice le méridien donné; si^ par le point donné, on mène un plan tangent à ce cylindre auxiliaire, ce sera le plan tangent cherché.
Or, le problème est ramené à cet autre: parle point donné, mener une perpendiculaire au plan du méridien donné, et par le pied de cette perpendiculaire mener une ou plusieurs tangentes au méridien donné; les points de contact obtenus seront les points demandés. Cette dernière construction se fera généralement en ramenant le plan du méridien donné parallèlement à Tun des plans de projection.
ScoLiE III. Le problème général que nous venons de résoudre est celui qui donne la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface pour un point éclairant qui est le sommet du cône circonscrit.
PROBLÈME XXIII
Mener un cylindre tangent à une surface, parallhlement à une droite donnée.
Un cylindre est tangent à une surface lorsque chacune de ses génératrices, s'appuyant par un point sur cette surface , est située dans le plan tangent à cette surface mené par le point de contact.
La solution générale consiste à mener des plans auxiliaires parallèles à la droite donnée et sécants à la surface.
La tangente ou les tangentes menées à ces sections auxiliaires parallèlement à la droite donnée ^ seront des génératrices du cylindre demandé^ les points de contact seront les points de la courbe de contact du cylindre circonscrit à la surface donnée, les génératrices étant parallèles à la droite donnée.
ScoLiE. La surface donnée étant une surface de révolution, il se présente des simplifications analogues à celles qui sont mentionnées dans le problème qui précède.
Le lecteur devra s'exercer sur des exemples choisis par lui-même et, par exemple, pour une sphère et pour une surface de révolution dont le méridien est une ellipse tournant autour de Tun de ses axes , ou pour le tore.
La solution de ce problème général est d'ailleurs indispensable dans la théorie des ombres dont les rayons sont parallèles à une droite donnée, c'est-à-dire quand le point éclairant est à l'infmi.
Nous avons donné planche 23 un exemple de cylindres tangents à un tore et parallèlement à une droite donnée.
La figure s'explique d'elle-même; on voit qu'il y a deux solutions , c'est-à-dire deux cylindres tangents au tore, et par suite qu'il y a deux courbes de contact.
PROBLÈME XXIV (figure 58).
Par une droite donnée, mener un plan tangent à une surface de révolution.
Nous prenons ici pour surface de révolution, celle qui est engendrée par une ellipse CDF tournant autour d'un de ses axes, Taxe de révolution A,a'ft' étant pris vertical, A étant la trace horizontale de cet axe.
La droite donnée est MN.
1"* solution. On prend un point P de la droite MN et Ton trouve la courbe de contact du cône, tangent à Tellipsoïde, dont le sommet est P. Soit IGH cette courbe.
On prend un second point Q de la droite MN et Ton trouve la courbe de contact du cône , tangent à Tellipsoïde , qui a le point Q pour sommet. Soit XYZ cette courbe de contact.
Les points où ces deux courbes se rencontrent sont les points Y et W : ce sont les points de contact des plans tangents à la surface menés par la droite MN.
Les deux problèmes qui précèdent donnent les courbes auxiliaires de contact.
2*^ solution. On trouve la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à la surface de révolution parallèlement à la droite donnée, et Ton mène par la droite un plan tangent à ce cylindre.
ScoLiE. On voit que Ton peut combiner encore une courbe de contact de l'un des cônes auxiliaires avec la courbe de contact du cylindre auxiliaire, et varier
encore autrement la solution du problème. Et d'ailleurs , tous les cas singuliers qui peuvent se présenter rentreront dans des problèmes étudiés aux chapitres précédents , ainsi que dans les problèmes de ce chapitre même.
Mener une tangente à une courbe quelconque par tin point pris sur cette courbe.
La courbe est à double courbure et l'on donne ses projections horizontale et verticale. On suppose que Ton ne puisse pas mener les tangentes aux projections de la courbe; car dans ce cas le problème ne présenterait aucune difTicuIté.
On verra plus loin comment le géomètre Hachette a résolu le problème au moyen des surfaces gauches.
DE CES SURFACES
1. Si Ton conçoit un prisme quelconque, abstraction faite de ses deux bases, on voit facilement qu'en construisant, à partir de Tune de ses arêtes, ses différentes faces à côté les unes des autres et avec Tarête commune à deux faces adjacentes, on aura une sur* face égale à la surface latérale : elle sera le développement de cette surface.
On aurait encore pu imaginer que le prisme, roulant sur le plan donné, vînt appliquer successivement ses différentes faces sur ce plan.
2. On obtiendra de même le développement de la surface latérale d'une pyramide, en construisant, à la suite l'un de l'autre , les différents triangles qui forment la surface latérale de la pyramide; ou, ce qui revient au même, en faisant rouler sans glissement la pyramide, le sommet restant fixe, de manière que toutes ses faces viennent successivement se placer à côté l'une de l'autre sur le même plan et conservant deux à deux l'arête commune qu'elles avaient sur la pyramide.
On conçoit de même le développement d'un cy
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lindre en considérant que le cylindre roule sur un plan sans glissement, en laissant, par son contact sur le plan, une empreinte égale en surface à la surface courbe, puisque tous les points du cylindre auront été en contact avec autant de points du plan, et que chaque point de la surface n'aura été en contact qu'avec un seul des points du plan *.
Une notion bien plus simple consiste à considérer la surface latérale du cylindre comme composée d'une infinité d'éléments plans trapézoïdaux. Ces éléments, construits à côté les uns des autres sur un plan, for* ment, par leur ensemble, une surface plane égale à la surface du cylindre; elle forme, en un mot, le développement du cylindre.
4. Si une ligne quelconque est tracée sur le cylindre, elle donne dans le développement, une ligne plane que souvent on désigne improprement sous le nom de développement de la courbe tracée sur le cylindre; il est plus impropre encore de lui donner le nom de développée de la courbe , mot qui a un tout autre sens en géométrie.
Si Ton admettait cette notion pour une courbe, il s'ensuivrait qu'une courbe, intersection de plu-
* LMdée de roulement, qui n'esl claire que pour les surfaces convexes, devrait élre bannie de la géométrie descriptive et remplacée par l'idée de constructions de portions de surfaces suffisamment petites pour être considérées comme planes, ces parties de surfaces étant juxtaposées sur un plan commun et dans le même ordre que dans la surface développable donnée. Cette notion est conforme, d'ailleurs , à ce qui se fait dans la pratique pour la taille des pierres et la construction des voûtes.
Nous reviendrons plus loin sur celte considération.
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sieurs surfaces développables, aurait plusieurs développées.
En un mot, on ne peut attacher aucun sens général à cette expression développement d'une courbe^ puisqu'une courbe quelconque peut toujours être conçue se développant suivant une autre ligne quelconque en appliquant successivement tous les points sur cette dernière. 11 vaut mieux adopter le nom de transformée, pour désigner la série des points tracés sur le cylindre après le développement sur le plan.
Si la ligne tracée sur le cylindre a une tangente en un de ses points dans Fespace, après le développement du cylindre sur un plan , cette tangente conservera un élément commun (et un seul élément) avec la courbe; elle restera donc tangente à la transformée au point désigné.
5. Les mêmes termes peuvent s'appliquer au développement du cône , soit qu'on le considère comme roulant sur un plan , soit qu'on le considère comme résultant de la construction sur un plan de tous les éléments triangulaires plans dont on peut concevoir sa surface composée; tous ces triangles étant construits avec le même sommet et ayant successivement un côté adjacent commun.
De même ^ si l'on considère une courbe sur le cône, après le développement de la surface du cône , cette courbe aura été transformée en une ligne plane; et si , en un point de la courbe du cône, on considère une tangente à cette courbe , cette tangente aura avec la courbe un seul élément commun ; après le développe-
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ment du cône, cette tangente aura encore cet élément commun avec la transformée; elle sera donc tangente à la transformée , au point désigné.
6. Le lecteur n'oubliera pas l'iniportante remarque pratique suivante :
Pour décomposer les cônes et les cylindres en éléments , on les considère, en géométrie théorique, comme coniposés d'une infinité d'éléments plans infiniment petits. En géométrie descriptive, il suffit de prendre des plans dont les dimensions soient assez petites pour que les cordes des courbes qui limitent les cylindres, les cônes ou les portions de cylindres et de cônes, se confondent graphiquement avec les courbes auxquelles elles appartiennent.
Nous ferons encore observer que , tandis que dans la géométrie infinitésimale, la tangente, la corde ou sécante d'un arc infiniment petit , et cet arc lui-même se confondent, il n'en est plus de même pour les quantités petites qu'emploie la géométrie descriptive. La plus simple inspection d'une courbe ayant sa tangente suffira pour faire reconnaître que, pour une grandeur de l'arc de courbe telle que la corde se confonde sensiblement avec l'arc, la tangente s'écarte déjà d'une quantité relativement considérable de l'extrémité de l'arc de courbe *.
* Nous appelons toute Pallentlon du professeur sur ceUe distinclion qu'il faut faire , en géométrie descriptive , entre la corde et la tangente. De quelque manière qu'on limite celte dernière , son extrémité n*est point sur la courbe ou la surface donnée (excepté quand il s'agit d'une ligne miroite placée sur une surface réglée). Cette extrémité ne peut servir
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7. Un choix convenable d'éléments graphiques suffisamment petits étant fait pour les cylindres, pour les cônes, ou des portions de ces surfaces, on aurait des éléments trapézoïdaux ou parallélogrammiques dans le cylindre, et des triangles ou des quadrilatères pour les cônes et parties de cônes. Il convient, dans tous les cas, de partager par une diagonale ces quadrilatères, ou ces trapèzes, ou ces parallélogrammes, et de con* struire cette diagonale; alors tous les développements
SE RAMÈMEMT À DES CONSTRUCTIONS DE TRIANGLES'^. On
fera' d'ailleurs observer que cette décomposition est indispensable dans les cas où les éléments plans à construire sont des parallélogrammes, car un parallélogramme n'est pas complètement déterminé par les quatre côtés, pas plus qu'un quadrilatère non trapézoïdal.
On éloignera toute idée de détermination d'angle admise par plusieurs auteurs; car même pour avoir l'angle de deux droites qui se coupent, nous rappellerons que la vraie construction consiste à prendre un point sur chaque droite, et, après avoir déterminé la distance de ces deux points , de construire le triangle formé 1 "* par cette distance , 2^ par les deux lon-
de point de départ pour une construcUoa subséquente; cet inconvénient n'a pas lieu pour la corde. Il n'est donc pas vrai de dire , pour les quantités peliles des constructions pratiques de la géométrie descriptive , que la tangente est le prolongement de l'élément de la courbe, comme cela est vrai pour les quantités infiniment petites de la géométrie infinitésimale.
* Nous rappelons , à ce propos , l'importance qu'attribuait Monge à la détermination de la distance de deux points.
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gueurs prises sur les droites à partir du sommet de Tangle. C'est donc réellement à la construction d'un triangle que se ramène la construction de Tangle.
8. D'après ce qui précède , on ne sera nullement embarrassé pour construire la tangente dans le développement; car, comme cette droite doit faire, dans le développement, le même angle avec la génératrice que dans Tespace, on choisira convenablement un point sur la tangente et un point sur la génératrice, ce qui donnera un triangle dont on construira les trois côtés, Tun étant la génératrice, et Tautre la direction de ta tangente.
9. On pourrait craindre que les intersections des circonférences qui déterminent les sommets des triangles de développement ne laissassent quelque incertitude; or c'est ce qui n'a pas lieu, car ces intersections seront analogues à celles qui servent à déterminer un triangle isocèle dont un des côtés seulement est très-petit, et que l'on construirait sur l'un des grands côtés. Les circonférences se coupent alors presque rectangulairement, ce qui donne des intersections de bonne qualité.
11 n'en serait pas de même si l'on construisait le triangle isocèle sur le petit côté comme base, car alors il y aurait indécision sur la position du point d'intersection des deux circonférences qui se couperaient sous un très-petit angle. Ce cas n'est pas, heureusement, celui des triangles de développements.
10. Plusieurs auteurs ont indiqué que, pour développer le cylindre , il était nécessaire de construire la
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section droite. Quand on ne veut avoir que le développement de la surface , cette construction est inutile.
On aaussiy pour le cône, imaginé la construction de Tintersection du cône avec une sphère dont le centre est au sommet du cône. Évidemment , cette courbe qui, dans le développement, deviendrait un arc de cercle, et les génératrices menées à ses différents pojints étant prolongées jusqu'à la base plane ou à double courbure du cône , donneraient autant de points du développement de la surface. La ligne qui joindrait ces points serait la transformée plane de la base du cône.
On voit qu'il est plus simple de la construire immé* diatement par des triangles ayant pour côtés deux génératrices suffisamment rapprochées, et pour troisième côté la ligne qui joint les extrémités de ces deux génératrices.
La construction précédente ne dispense pas de construire la longueur des deux génératrices. 11 n'y a donc de plus, dans ce dernier mode de développement, que la construction de la distance qui joint les deux extrémités de deux génératrices voisines, mais il y a de moins toute la construction de l'intersection du cône et de la sphère, et encore la détermination en waie. grandeur des éléments de cette intersection auxiliaire; ce qui reproduit 1^ même construction, qui seule suffit à tout dans l'autre mode.
Il est d'ailleurs un autre genre de surfaces
développables auquel la construction de la sphère
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ne pourrait pas s'adapter ^ et que la géométrie descriptive ne peut se refuser de considérer, c'est le cas d'une surface engendrée par le prolongement de toutes les tangentes à une courbe quelconque à double courbure.
De quelque manière que soit limitée la surface, on la décomposera facilement en triangles en menant deux tangentes voisines dont on construira les longueurs ainsi que les distances de leurs extrémités. Le petit triangle ainsi obtenu sera un des éléments de la surface; l'élément suivant, construit de même, se juxtaposera à partir du petit côté. L'ensemble de ces petits côtés sera la transformée de la courbe qui limite la surface, tandis que les sommets de tous les triangles qui ne coïncideront pas comme dans le développement du cône, donneront la transformée de la courbe directrice , qui est l'arête de rebroussement de la surface développable. Si la courbe limite de la surface a une tangente dans l'espace, cette tangente fera, dans le développement avec la génératrice, le même angle que dans l'espace, ce qui donnera une construction identique à celle de la tangente à la transformée dans le cas du cylindre ou du cône.
12. D'après plusieurs auteurs, il semblerait qu'il est nécessaire de connaître la forme de la transformée de la courbe donnée pour opérer le développement; on voit que rien n'est moins utile. Il en résulterait que le nombre des surfaces pratiquement développables serait extrêmement restreint, et que la géométrie descriptive devrait emprunter à la géométrie analytique
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des notions auxiliaires. Or rien n'est plus contraire à Fesprit de cette science. On peut même dire que les notions théoriques sur les arêtes de rebroussement, parfaitement inutiles pour la construction du développement qui nous occupe, ne devraient pas être prononcées. Rien n'est moins philosophique que d'employer dans une science des notions empruntées à une autre science, et ici surtout ces termes tecliniques semblent être employés pour rendre inabordables aux hommes de pratique, ces belles généralités de la science de Monge.
La géométrie descriptive n'exige pas d'autres connaissances que celles qui ont été exposées dans nos préliminaires.
PROBLÈME I (figures 42 et 43).
Développer le cylindre droit à base circulaire et à gênératrices verticales; trouver la transformée de l'intersection de ce cylindre par un plan , et mener la tangente à celte transformée en ïun de ses points.
Nous avons déterminé, problème I du chapitre ii, les points de l'intersection du cylindre droit dont la base est le cercle MNP... par le plan DFG.
Les projections des points de cette intersection sont M, m';P,p'; ... N, fi.
Nous pourrions opérer le développement en commençant par une génératrice rectiligne quelconque. Nous supposerons que c'est à partir de la génératrice qui passe au point M que nous ferons ce développe-
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ment, en faisant rouler moitié du cylindre à gauche et moitié à droite.
Nous prenons donc la longueur de la circonférence dont le rayon est CM, et nous la supposons rectifiée sur la ligne droite M^^N^, pour la moitié M...DiPNy et pour Tautre partie, en M/^Nj^S dans la figure 43.
La circonférence du rayon CM de la figure 42 a été divisée en douze parties égales; la ligne Nj^Nj^' sera aussi divisée en douze parties égales.
Aux points de division de cette droite N^N^', nous élevons des perpendiculaires à cette droite/ sur lesquelles nous portons des longueurs égales aux longueurs des génératrices du cylindre limité par un plan parallèle à la base du cylindre : ces longueurs sont terminéespar une parallèle à N^N^'. Le rectangle qui en résulte est le développement du cylindre limité.
Si l'on voulait représenter le cylindre indéfini développé, il faudrait prolonger dans tous les sens les longueurs des génératrices qui peuvent être menées par les points de N^N^'.
Mais voyons ce que deviennent, dans ce développement du cylindre, les points de la courbe d'intersection du cylindre par le plan DF6 , qui est perpendiculaire au plan vertical.
Le point M> ni est distant du plan horizontal d'une longueur ni m^. Portons cette longueur de M^ en M< sur la perpendiculaire à M^N^ : M, sera le transformé du point M , m^ Opérons de la même manière pour tous les points de division de la circonférence rectifiée, et nous aurons la transformée N|P,D|...M,...N,', en
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joignant les points obtenus au moyen d*un trait continu*.
En nous reportant aux considérations générales qui précèdent y nous voyons que cette division en parties égales est puérile; que d'ailleurs cette rectification de la base du cylindre n'est possible que lorsque cette base est une circonférence de cercle, et même que si cette base n'est pas divisée en parties égales, cette rectification ne servirait à rien, puisqu'il faudrait porter sur cette base rectifiée des longueurs égales à celles des arcs de cercle quelconques.
Nous renvoyons à ces considérations générales pour la solution pratique des problèmes dans tous les cas qui peuvent se présenter.
Menons au point D^ de la transformée la tangente à cette courbe. Dans la figure 42 la tangente au point Dj , d' vient rencontrer le plan horizontal de projection au point R : cette tangente est l'hypoténuse du triangle
* On a pensé qu'il sérail utile d'imaginer que le cylindre pouvait rouler indéfiniment sur le plan du développement , et Ton s'est demandé ce que serait la courbe transformée de l'ellipse d'intersection du cylindre droit et du plan.
La courbe transformée est une courbe égale à NtPf... Di... Hf... NV- % répétée autant de fois qu'on a fait rouler complètement le cylindre. Celle courbe, ainsi considérée d'une manière indéfinie» est une sinusoïde.
Nous avons noté seulement le nom de cette courbe pour nous conformer à l'usage ; ce nom n'est point nécessaire en géométrie descriptive, pas plus qu'un grand nombre d'autres dénominations, introduites malheureusement dans le langage de la géométrie descriptive.
On peut demande^aussi les points d'inflexion de la transformée, mais ces (Considérations sont étrangères à la géométrie descriptive proprement dite.
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rectangle qui a pour base D^R , et pour hauteur d^dl. Après le développement , ce triangle rectangle s'appliquera sur le plan du développement en D^D/^R égal au triangle rectangle de Tespace.
Au point M,, la tangente est parallèle à la droite Mj^N/., ou mieux elle est perpendiculaire à la génératrice rectiligne M^M;^.
Il en est de même de la tangente au point N, et au poipt N,*.
ScoLiE. Si Ton donne un cylindre droit à base quelconque^ on divisera cette base en un nombre de parties quelconques d'ailleurs ^ mais assez petites pour que leurs cordes puissent être sensiblement prises respectivement pour les arcs. On portera sur une ligne droite des longueurs égales à ces cordes , et par les points de division ^ on élèvera des perpendiculaires indéfinies à cette droite principale; on obtiendra ainsi le développement de ce cylindre droit indéfini.
Si une courbe quelconque est donnée sur le cylindre, la transformée de cette courbe s'obtiendra, sur le développement, par la construction des longueurs des génératrices égales aux distances dés points correspondants de la courbe donnée à la base. Si cette base est horizontale, ces distances sont données par les longueurs des projections verticales des génératrices, à partir des projections verticales des points jusqu'à la ligne de terre.
La tangente en un point de la transformée s'obtiendra comme il a été dit dans le problème ci-dessus.
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PROBLÈME II (figures 51 et 51 bis).
Développer le cylindre oblique au moyen de la section droite de ce cylindre, et rapportei^ à ce développement la courbe directrice plane et horizontale de ce cylindre oblique.
La base horizontale du cylindre oblique donné est ABCD...F...H. Les génératrices sont parallèles à ap, djl. Le plan perpendiculaire aux génératrices qui donne la section droite est le plan UVX.
Nous avons déterminé, problème III, chapitre ii, la section droite , et nous pouvons obtenir cette section droite en rabattant sur le plan horizontal de projection le plan UVX autour de sa trace horizontale comme charnière. Les distances de la section droite à la charnière sont obtenues, pour plus de simplicité, au moyen de triangles rectangles auxiliaires; ou plutôt au moyen des cordes des deux circonférences décrites sur les projections horizontales des génératrices comme diamètres. La figure 51 suffît pour faire comprendre ces constructions.
Supposons qu'on ait partagé la section droite rabattue en un assez grand nombre de parties quelconques d'ailleurs, mais telles que les cordes de ces arcs puissent èive graphiquement confondues avec les arcs correspondants.
Nous portons ces cordes sur la ligne droite WN , en conservant Tordre de leur succession , et nous supposons que le cylindre s'ouvre par la génératrice qui passe au point F de la trace horizontale du cylindre.
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Cela fait) nous élevons par chaque point de division de cette droite des perpendiculaires, et sur ces droites nous portons les longueurs des côtés des triangles rectangles auxiliaires adjacents aux points correspondants.
C'est ainsi que la courbe transformée est trouvée et donne les points successifs F,... M^... G,.. «A,... H,.,. F,', que Ton réunit par un trait continu.
Un cylindre quelconque étant donné y trouver le développement de ce cylindre , et décrire la transformée d'une courbe quelconque tracée sur sa surface ^ par exemple Vintersection de deux cylindres ou V intersection d'un cône et d'un cylindre.
Nous supposons ici qu'il est impossible de trouver dans les limites de Tépure la trace horizontale de ce cylindre.
On se gardera ) dans ce cas général , de faire la section droite, et l'on se reportera aux considérations qui précèdent.
Ainsi on prendra un point sur chaque génératrice, indépendamment du point de la courbe qu'il s'agit de transformer, et choisissant des génératrices très-voisines, on construira des trapèzeâ en les partageant chacun en deux triangles au moyen d'une diagonale.
Le procédé consistera donc, définitivement, dans la construction de triangles successifs que l'on juxtaposera sur un même plan, dans Tordre indiqué sur le cylindre lui-même.
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Le développement se trouvera effectué, et par suite, en traçant une courbe par les points obtenus, on aura la transformée de la courbe donnée.
On a vu comment on trouverait aussi la tangente en un point de la transformée, par la construction d'un triangle auxiliaire.
ScoLiE. C'est par une transformation.de cette nature qu'on obtient les panneaux des voussoirs d'un pont biais à courbes orthogonales.
On peut appliquer, dans ce cas, le calcul pour vérifier les constructions; mais il est évident qu'on peut se passer du calcul, et dans ce cas on doit le faire, afin de généraliser l'application de méthodes pratiques devant lesquelles on recule souvent à cause des formules algébriques transcendantes à employer.
PROBLÈME IV (planche 26).
Développer un cylindre droit à base circulaire , et trouver la transformée d'une hélice tracée sur sa surface.
L'hélice cylindrique en général est une courbe telle que ses éléments consécutifs font le même angle avec les génératrices, en sorte que si l'on prend des génératrices successives équidistantes , les portions de l'hélice, correspondantes à des distances égales, sont égales.
Cette définition montre comment on doit trouver les projections d'une hélice définie par l'angle qu'elle forme avec les génératrices du cylindre.
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Pour rhélice tracée sur un cylindre droit à base circulaire^ on divise la base en parties égales, et Ton porte sur les projetantes verticales correspondantes , des longueurs proportionnelles aux chemins parcourus sur le cercle de base, en allant dans le même sens.
Cette hélice, pour un cylindre indéfini, est une courbe indéfinie, et Ton nomme pas de Thélice, la longueur constante minimum d'une génératrice comprise entre deux points de la courbe.
On nomme spire la portion de la courbe comprise entre les extrémités d'un des pas de Thélice.
D'après la définition, on voit que la transformée d'une spire d'hélice cylindrique est une ligne droite, et que la transformée d'une hélice indéfinie, ou plutôt composée de plusieurs spires, est une suite de lignes droites parallèles entre elles , faisant toutes un angle constant avec les génératrices.
La tangente à l'hélice , après le développement , se confond avec la transformée de la courbe.
Le lecteur voit, lui-même, comment la planche 26 représente un cylindre avec son hélice, et le développement de deux spires de cette hélice.
ScoLiE L On doit s'exercer à faire des constructions d'hélices sur un cylindre quelconque, et spécialement sur un cylindre droit à base elliptique ou à bases courbes quelconques, et enfin à bases courbes raccordant des portions de lignes droites^
L'hélice est la seule ligne, différente de la droite et
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du cercle y qui est telle que toutes ses parties coïncident : c'est pour cette raison que Thélice est une des courbes dont on fait le plus d'usage : dans la mécanique, pour les vis; dans tes constructions, pour Tescalier; dans Tart nautique, pour les roues des bateaux à vapeur, etc., etc.
ScoLiE II. L'héliçoïde développable est la surface réglée engendrée par Tensemble des droites tangentes à tous les points de Thélice. Il est évident que cette surface est une surface développable, puisque deux à deux les génératrices voisines se rencontrent.
Le développement de cette surface sera effectué par les procédés indiqués dans les généralités de ce chapitre.
ScoLiE m. On peut demander de mener une tangente à une hélice parallèlement à un plan donné.
Pour cela, on fait cette remarque : les tangentes à riiélice faisant toutes des angles égaux avec les génératrices correspondantes, il en résulte que si, par un point de ^a^xe, on mène des parallèles à ces tangentes à rhélîce, on formera un cône droit à base circulaire, toutes les génératrices formant, avec Taxe du cylindre, l'angle constant de l'hélice avec les génératrices du cylindre. Par suite, pour mener la tangente parallèle au plan donné, on coupera le cône auxiliaire par un plan parallèle au plan donné. Les génératrices d'intersection sont parallèles aux tangentes demandées, en sorte qu'on pourra les déterminer par une construction ultérieure et très-simple.
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PROBLÈME V (figures 44 et 45).
Développer un cône droit à base circulaire y et transformer la courbe d'intersection de ce cône droit donné avec un plan perpendiculaire au plan verticat^ la courbe d'intersection étant une courbe fermée.
Le cône droit donné a pour axe vertical la droite verticale dont la trace est en S. Le sommet a pour projection verticale le point 5^; la base horizontale du cône est le cercle dont le rayon estSM. Le plan sécant perpendiculaire au plan vertical est FGHy et d'ailleurs la courbe d'intersection trouvééapour projection horizontale la courbe bcagr...d...; la projection verticale de l'intersection est sur la droite dal^]i...dl.
Nous avons aussi conduit la tangente à l'intersection par un de ses points g^ ^.
On indique ordinairement le développement par cette méthode*
D'un point S, comme centre , avec un rayon égal à la longueur de la génératrice du cône, longueur égale à slrrly on décrit une circonférence de cercle sur laquelle on porte une longueur égale à la circonférence du cercle , dont le rayon est SM.
C'est autour du rayon S^P^, à droite et à gauche^ que l'on développe le cône droit donné, en sorte que le cône développé est représenté par le ^secteur
M'ÂM,Q,...P,.
On a divisé le cercle de base du cône donné , en douze parties égalés; en sorte que le secteur, dont la base est l'arc de cercle M/P^M,, est divisé en douze parties égales aux arcsMN, NQ, etc., avec cette réserve,
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que les arcs ne sont' superposables que si l'on prend ces longueurs rectiGées, car ils n'appartiennent pas à des circonférences de même rayon.
Pour plus d'exactitude y il faudrait diviser par tâtonnements , avec le compas, chaque douzième de la circonférence de rayon SM> en un nombre de parties assez grand pour que les cordes de ces petites parties puissent être considérées comme égales aux arcs sous* tend4is.
La transformée de la courbe d'intersection s'obtiendra , sur les rayons du secteur, au moyen de longueurs portées sur les rayons , ces longueurs étant égales aux distances du point S, s aux points de la courbe d'intersection donnée. Ces longueurs sont, en général, données par les longueurs de leurs projections horizontales et verticales, et pour les génératrices du cône situées sur SM, S'M' etSP, S'F, elles sont données en véritable grandeur par les lignes 5'c', sfd!
On a trouvé de cette manière des points Cj*...D,... Gp..Â|...Q, que Ton unit par un trait continu; en sorte que la transformée est décrite sur la figure 45*.
Trouvons la tangente à la transformée du point G,, qui correspond au point du cône dont les projections sont g et ^.
La tangente à la courbe donnée en ce point du cône
* On pourrait chercher où se trouve le point d'inflexion de la courhe transformée, mais cette recherche n'est yéritablement pas du ressort de la géométrie descriptive, et nous ne la traiterons pas dans cet ouvrage, par les considérations que nous avons surabondamment exprimées en plusieurs circoostaoces.
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vient rencontrer le plan horizontal en X (figure 44) ; donc QX est perpendiculaire à la génératrice du cône qui passe au point Q. Ainsi nous connaissons un triangle rectangle formé : par la tangente à la courbe au point g', g^ c'est l'hypoténuse; par la portion de la génératrice du cône compris entre le point G et le point Q; et enfin par la longueur QX. Après le développement^ ce triangle s'appliquera sur le plan du développement : c'est ce triangle rectangle qui est construit enG,X,Q,.
SooLiE. Nous avons supposé> dans cette construction, que le sommet du cône était placé dans les limites de l'épure. Si Ton voulait faire ce développement dans le cas où le sommet serait en dehors de l'épure, on voit qu'il faudrait construire des quadrilatères donnés par les projections de leurs côtés et les^ projections de l'une de leurs diagonales.
Cette dernière construction indiquée a l'avantage de convenir à un cône quelconque, et même pour une portion limitée d'un cône quelconque dans lequ<3l on pourrait supposer que la directrice fût une courbe à double courbure.
PROBLÈME VI (figures 46 et 47).
Développer un cône droit à base circulaire, et trouver la transformée d'une courbe plane à branches infinies placée
sur ce cône; trouver la position des asymptotes après le développement.
Nous prendrons les mêmes considérations que dans
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le problème précédent. Nou8 ferons observer seulement qu'il faut s'oceuper du développement des deux nappesducône : c'est ce développement des deux nap« pes qui donne les courbes D^Â^y^et D^B,,^, ces portions étant séparées parce que le cône a été ouvert suivant la génératrice SP de Tespace.
La considération des asymptotes se déduit de celle des tangentes. Ces tangentes s'appliquant sur le développement du cône, les asymptotes devront également s'y appliquer* 11 suQira de connaître un de leurs points et leurs directions : c'est ce que la construction suivante indique.
On a placé sur le développement du cône les génératrices parallèles aux asymptotes , et comme les asymptotes sont des tangentes à l'infini, elles se placeront sur le développement parallèlement aux génératrices transformées, à une distance marquée par XW pour l'une^ et pour l'autre par X' W.
PROBLÈME VU (figure 48).
Développer le cône à base elliptique , dont le sommet est s, s', et trouver la transformée de la courbe d'intersection des deux cônes donnés^ ainsi que la tangente à la transformée de celte courbojnême par le point à , à!.
Cet exercice se fera au moyen de la construction de triangles ayant leurs sommets au point S de l'espace, ou mên\e par l'emploi de quadrilatères donnés par les quatre côtés et l'une des diagonales de chacun de ces quadrilatères^ En effet, chacun de ces quadrilatères sera composé de deux portions de génératrice et de
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deux cordes suffisamment petites pour se confondre sensiblement avec les arcs de courbes qui limitent le petit quadrilatère à construire.
Une diagonale y construite par la distance de deux sommets opposés du quadrilatère , partagera ce quadrilatère en deux triangles , que Ton construira au moyen de leurs trois côtés respectifs.
Dans cette construction, qui est le cas général de tous les développements, on n'a nullement besoin de connaître le sommet du cône ou la trace horizontale de ce cône.
Quant à la tangente, on construira, comme il a été dit, un triangle formé païf une portion de la génératrice, une portion de la tangenie, prises Tune et l'autre à partir du point de contact, et la ligne droite qui unit les extrémités des deux autres lignes.
Une courbe quelconque à double courbure étant donnée, si Von prolonge toutes les tangentes à celle courbe ^ on obtient , comme on Va déjà vu, une surface développable. On demande de construire ce développement dans le cas où la courbe donnée est une hélice, cette surface étant connus sous le nom d'héliçoïde développable.
On verra que, tandis que dans le cône les triangles partiels qui servent au développement ont tous un côté commun, ici les triangles sont juxtaposés de manière que leurs sommets successifs forment une courbe qui est la transformée de la courbe à la fois directrice et génératrice.
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ScoLiE GÉNÉRAL. Le locteuF devra, lui-même, s'exercer à construire cette surface et son développement, aussi bien que Tintersection de cette surface avec une autre surface quelconque; il devra toujours opérer, pour le cas général , en partageant la surface en éléments plans triangulaires, et en choisissant des surfaces cylindriques, coniques ou autres dont les données n'auront rien de symétrique *.
La géométrie descriptive résout ce problème pratique :
Etant donnée une sx^ face développable quelconque ^ en construire le développement.
Nous ne parlons pas ici des prétendus développements de la sphère, de Tellipsoïde ou du conoïde, etc.
Ces prétendus développements n'ont rien de commun avec les cléments plans des surfaces développables.
A part cette expression impropre , voici le procédé que l'on emploiera pour obtenir l'équivalent de la surface d'une surface courbe quelconque, opération qui n'est pas sans importance dans plusieurs circonstances :
On coupera la surface donnée par une série de plans parallèles entre eux et suffisamn^ent rapprochés. Ces plans donneront naissance à des espèces de zones à deux bases. On divisera l'une de ces bases en arcs égaux entre eux et assez petits pour qu'ils se con-
* La plupart des traités de géométrie descriptive ne considèrent les développements que d'une manière incomplète.
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fondent sensiblement avec leurs cordes ; on partagera de même l'autre base en parties égales et à peu près en regard des parties de Tautre base.
On aura ainsi divisé la surface en quadrilatères gauches, et Ton remplacera chacun de ces quadrila* tères gauches par deux triangles au moyen d'une de ses diagonales.
L'ensemble de ces triangles formera deux séries dans chacune desquelles toutes les bases seront égales.
Si donc on veut évaluer les surfaces de chacune de ces séries de triangles, on fera la somme des hauteurs; et la somme de tous les triangles d'une série s'obtiendra en additionnant les hauteurs pour en former un triangle ayant cette somme pour hauteur, et ayant pour base la base commune.
Cette construction , quoique n'ayant aucun rapport avec les développements, n'est cependant pas à négliger, d'après la difficulté que l'analyse mathématique éprouve pour la quadrature des surfaces courbes.
Les anciens géomètres applicateurs, et le grand Newton lui-même, n'ont pas dédaigné de rechercher par une épure, des résultats trop difficiles à obtenir par le calcul mathématique.
On pourrait s'exercer sur le conoïde et sur le paraboloïde hyperbolique, dont les définitions se trouvent dans le chapitre suivant.
DES SURFACES
1 • Si deux surfaces ont une génératrice courbe ou rectiligne commune et si ces deux surfaces sont telles que y selon tous les points de cette ligne commune, les plans tangents à Tune des surfaces soient tangents à Tautre, on dit que les deux surfaces se raccordent.
C'est déjà ce que nous avons vu pour le cône et la surface de révolution du problème (S 7) du troisième chapitre, et aussi pour des cylindres qui se raccordent avec des surfaces de révolution.
C'est encore ce qu'on peut reconnaître dans l'épure de la niche : un demi-cylindre droit à base circulaire s'y trouve raccordé par un quart de sphère ayant pour grand cercle le cercle de base du cylindre (fig. 65).
Un plan tangent à une surface développable raccorde cette surface pour la partie qui ne fait pas avec le plan un angle aigu.
Une portion de cylindre peut se raccorder par un cône ayant avec ce cylindre une génératrice rectiligne commune.
Dans les surfaces de révolution utilisées dans les arts> on emploie continuellement des surfaces qui se
raccordent suivant des parallèles communs à ces surfaces.
Ainsi dans les colonnes , certaines parties qu'on nomme doucines se raccordent avec la partie cylindrique de la colonne.
Tout en reconnaissant Timportance de ces sortes de raccordements y nous laissons au lecteur le soin de s'exercer sur des exemples de cette nature , parce qu'ils n'offrent aucune difficulté. Mais ce que nous voulons examiniBr principalement dans ce chapitre, c'est le raccordement des surfaces gauches.
2. Nous allons rappeler les définitions des diverses espèces de surfaces gauches , et nous énoncerons les théorèmes sur lesquels seront fondés les procédés employés pour les raccordements.
Le calcul et la géométrie pure servent à trouver ces démonstrations; nous employons ces résultats en géométrie descriptive et nous renvoyons aux traités de géométrie analytique spéciaux pour leur étude.
Nous suivons d'ailleurs Tordre des difficultés^ dans l'exposition de génération des surfaces. ,
1. Paraboloïde hyperbolique. On donne deux droites directrices A et B non situées dans le même plan et un plan directeur MN.
Une droite mobile située dans un plan parallèle au plan MN doit rencontrer les deux droites directrices.
La surface engendrée par la droite mobile est une surface gauche. C'est un paraboloïde hyperbolique.
Soient st, uvy xy trois génératrices du paraboloïde;
coupons ces trois droites par un plan PQ parallèle à la fois à la droite A et à la droite B, on démontre (qua« drilatère gauche) que les points d'intersection de ce plan sécant avec les trois génératrices sont en ligne droite, et par suite , que si Ton prend une seconde surface gauche ayant pour plan directeur un plan parallèle aux deux droites A et B, et pour droites directrices les droites œy et stj cette seconde surface gauche sera identique à la première, d'où cette conséquence :
En un point donné sur wti paraboloîde hyberbolique il y a toujours deux génératrices rectilignes y appartenant auco deux systèmes de génération.
D'où Ton déduit encore que, si l'on veut mener un plan tangent en un point du paraboloîde hyperbolique, il suffit de trouver les deux génératrices rectilignes qui passent par ce point et de tracer le plan de ces deuai droites.
On doit reconnaître immédiatement que deux génératrices d'un même système ne peuvent être dans le même plan , à moins que A et B ne soient ellesmêmes dans un même plan , ce qui est contraire à l'hypothèse.
Ainsi le plan tangent en un point d'un paraboloîde hyperbolique n'est pas tangent tout le long de cette génératrice, c'est-à-dire qu'il est en même temps tangent et sécant à la surface gauche.
On peut encore définir la surface gauche qui précède par cette condition, que les génératrices rectilignes s'appuient sur trois droites directrices qui ne sont
pas deux à deux situées dans le même plan , mais qui sont toutes les trois parallèles à un même plan.
IL Hyperboloïde a une nappe. On donne trois droites directrices A, B et G non situées deux à deux dans le même plan et avec cette condition, que la troisième n'est point parallèle à un plan parallèle aux deux premières.
Une ligne droite mobile doit s'appuyer sur les trois droites directrices; elle est donc définie pour chacun des points de la première droite; l'ensemble de ses positions constitue une surface gauche qui est V hyperboloïde à une nappe.
On démontre que si Ton prend trois génératrices a?y, uvy st de cette surface gauche et que ces trois droites servent de directrices à une nouvelle surface gauche, cette seconde coïncidera avec la première, d*où Ton conclut :
Qu'en un point d'un hyperboloïde à une nappe il y a toujours deux génératrices rectilignes; et par suite que pour mener un plan tangent à cette surface en un point, il suffit de trouvei^ les deux génératrices rectilignes qui passent par ce point.
Il faut remarquer aussi qu'un pareil plan tangent est sécant en même temps à la surface.
On voit encore que l'hyperboloïde à une nappe comprend comme cas particulier le paraboloïde hyperbolique.
III. GoNOïoEs. On nomme conoïde. une surface gauche à plan directeur auquel les génératrices doivent
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être parallèles, cette surface ayant pour directrices une ligne droite et une courbe quelconque^ plane ou à double courbure.
Les conoïdes principaux ont pour directrice rectiligne une droite perpendiculaire au plan directeur , et généralement la courbe directrice est plane et située dans un plan perpendiculaire au plan directeur.
La génération des conoïdes est d'une très-grande simplicité, puisque les génératrices doivent être parallèles au plan directeur et rencontrer les directrices.
IV. Surfaces gauches a plan directeur et à directrices linéaires.
Les conoïdes ne sont que des surfaces particulières d'une classe de surfaces gauches dites à plan directeur.
Dans ces surfaces, les génératrices sont parallèles au plan directeur, et s'appuient sur deux courbes directrices planes ou à double courbure.
En sorte que pour avoir une génératrice, on coupe les directrices par un plan parallèle au plan directeur; puis on mène la droite qui joint les points d'intersection. On opère ainsi pour obtenir toutes les génératrices. Il est évident d'ailleurs qu'il peut y avoir plusieurs génératrices correspondant à un même plan sécant.
y. Surfaces gauches données par trois directrices COURBES.
Nous avons déjà donné la génération de ces sortes de surfaces gauches dans le chapitre ii , au problème de l'intersection de deux cônes.
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Soient A, B et G les trois directrices courbes. D'un point M de A comme sommet , je conçois deux cônes ayant chacun pour directrice, le premier la courbe B, le second 1 a courbe G ; ces deux cônes se cou pen t généralement, et alors ils se coupent suivant une ou plusieurs génératrices : ce sont des génératrices de la surface gauche. 11 est évident que Tune ou deux des directrices peuvent être rectilignes.
DEUX SURFACES COURBES
Si l'on prend une surface courbe à laquelle une droite génératrice doit être tangente , il y aura une incertilude complète sur la position de cette droite; mais si les tangeutes passent par un point donné , Tindétermination devient moins grande, et alors on a un cône circonscrit à la surface donnée.
Gela posé, on conçoit comment une ligne courbe ou droite servant de première directrice, deux surfaces peuvent servir de directrices à une surface gauche.
Par suite, on comprend la génération de ces sortes de surfaces gauches.
Par exemple 9 nous pouvons considérer un conoïtie ayant pour directrice une sphère ou une surface de révolution.
ScoLiE. Nous notons seulement qu'il y a des surfaces gauches ayant trois surfaces gauches pour directrices. '
VII. Surfaces gauches engendrées par des nor
AfALES.
Il est un genre de surfaces gauches qu'il convient de noter.
Supposons une courbe quelconque tracée sur une surface courbe. Par chaque point de cette courbe» menons une normale à la surface : Tensemble de ces normales donnera généralement une surface gauche dont la définition est simple, et qui se présente souvent dans la coupe des pierres et dans la charpente » et généralement dans tous les arts de construction.
VIII. Héliçoïde gauche. Au chapitre des surfaces développablesy nous avons défini Thélice cylindrique.
11 semblerait inutile de traiter spécialement le genre de surfaces où Ton conçoit pour directrice d'une surface gauche une hélice cylindrique , les autres conditions rentrant dans une des générations précédentes; mais ce genre de surfaces est très-fréquemment employé. Il est bon d'étudier les cas particuliers les plus utiles.
Nous pouvons d'abord considérer une sorte de conoïde ayant pour plan directeur la base du cylindre sur lequel est située l'hélice directrice. L'axe du cylindre droit à base circulaire est la droite directrice.
C'est cette surface gauche qui est employée dans l'escalier.
L'héliçoïde gauche proprement dite est engendrée par une droite qui , s'appuyant sur l'hélice et rencontrant l'axe du cylindre, fait avec cet axe un angle constant.
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Ces définitioiis posées, prenons des exemples de détermination des projections de plusieurs surfaces gauches.
HyperboUnde à une nappe (fig. 66, pi. 25).
Les trois directrices données sont (mn, m'n'), (pq, p'(/), {rs, l'd).
Je prends un point fj f sur RS de Tespace, et je veux trouver la génératrice recti ligne de la surface gauche pour ce point.
Suivant le procédé décrit , nous aurions des traces de plans à obtenir, en faisant passer un plan par F et MN d'une part, et par F et PQ deFautre; mais généralement les traces sortiraient des limites de Tépure.
On préfère employer la marche suivante : on fait passer un plan par F etMN, puis on prend Tintersection de ce plan avec la droite PQ. Ce point d'intersection étant uni au point F par une droite, on a obtenu la génératrice demandée.
Mais ici encore, pour simplifier les constructions, on prend des droites auxiliaires du premier plan , et l'on trouve les intersections de ces droites avec le plan projetant verticalement PQ. On obtient une projection horizontale hk qui vient couper p^' en i; , en sorte que la génératrice rectilîgne pour le point F est fxvy /*a?V.
C'est par ce procédé qu'on a trouvé les cinq génératrices de la figure.
Surface gauche à trois directrices courbes (fig. 67, pi. 25), Le procédé employé dans cette figure est le même
que celui qui est indiqué dans la construction de la surface à génératrices droites.
Les directrices sont MN, PQ, RS.
On prend un point F sur Tune des directrices MN, et Ton conçoit le cône qui a pour sommet ce point , et qui a pour directrice la seconde courbe PQ. On prend Tintersection de la troisième directrice RS avec ce cône : ce point ou ces points , joints avec le point F, donnent la génératrice FK ou ses analogues.
On a employé une courbe d'erreur pour la détermination du point K : c'est ce qu'on doit faire encore lorsqu'étant donnée une projection d'un point d'une surface gauche , on demande la seconde projection.
C'est par ce procédé qu'on a déterminé les génératrices rectilignes de la surface gauche à trois courbes directrices. Ces génératrices sont données par leurs projections.
On voit donc qu'il y a une grande importance à savoir trouver l'intersection d'une ligne courbe et d'une surface conique.
Nous verrons comment on trouve l'intersection d'une ligne courbe quelconque avec une surface gauche, ce qui complétera la question de l'intersection des lignes et des surfaces en général.
Conoïde à directrice droite perpendiculaire au plan directeur (figure 68, planche 25).
Le plan directeur est le plan horizontal de projection j la droite directrice perpendiculaire est A, a'6'j la courbe plane directrice est située dans un plan pa-
rallèle au plan vertical de projection , et les projections de cette courbe directrice sont MN, parallèle à la
ligne de terre , et le cercle m'jil^n'.
Trouvons les projections d'une génératrice. Pour cela , coupons les deux directrices par un plan horizontal dont la trace verticale sera XY parallèle à la ligne de terre.
XY coupe m'fl...n' en f et en sf* La projection /* correspond à la projection horizontale f de MN, wfp'n'. gf a pour correspondant le point g de MN.
Donc les projections horizontales des deux génératrices déterminées sont Af et A^. Les projections verticales des génératrices correspondantes sont confondues avec la droite XY, puisqu'elles sont parallèles au plan horizontal.
D'ailleurs ces génératrices rencontrent la directrice verticale en un point dont les projections sont A et f'.
C'est en opérant de la même manière qu'on a obtenu les projections situées dans la figure 67.
ScoLiE. Pour compléter l'explication de cette figure, nous considérons l'intersection de cette surface gauche avec le plan vertical.
Ce qu'on dira pour cette intersection s'appliquerait au cas où le plan sécant serait quelconque.
Ayant pris la génératrice r'/^, Af; cherchons sa trace verticale ky K; puis opérons de la même manière pour les traces verticales de toutes les génératrices que nous avons obtenues. Nous aurons ainsi une suite de points de cette trace verticale du conoïde. Les points
étant assez rapprochés les uns des autres, on les unira par un trait continu , et Ton obtiendra la courbe EKCD0T...SUZW1.
Comme on devait le prévoir, Tintersection d'un conoïde avec un plan est obtenue par les intersections avec ce plan d'un nombre suffisant de génératrices rectilignes du conolde.
Nous appelons Tattention du lecteur sur ce problème.
Étant donnée une projection d'un point d'un conoïde à plan directeur quelconque, trouver* la seconde projection.
La solution dépend de cet autre problème :
Trouver l'intersection d'un plan et d'un conoïde quelconque.
Ce problème trouvera sa solution plus loin.
THÉORÈME SUR LB RACœRDEMENT DES SURFACES GAUCHES.
Supposons trois courbes A, B, C données, servant de directrices à une première surface gauche (fig. 65).
Supposons trois autres courbes M, N, P servant de directrices à une seconde surface gauche qui contient la génératrice œ^y^Zy commune à la première, avec ces conditions , que les courbes A et M ont même tangente au point x ; les courbes B et N même tangente commune au point y ; les courbes C et P même tangente commune au point z.
On veut démontrer que les deux surfaces gauches don^ nées ont les mêmes plans tangents à chaque point de la gé-
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nérairice commune, et par conséquent que les surfaces se raccordent suivant cette génératrice.
Aux points Xf y, z on peut substituer aux courbes directrices les éléments communs , c'est-à-dire les tangentes. C'est donc la même surface identiquement pour les trois éléments tangents dans les limites de ces éléments communs; et puisque c'est la même surface, comment imaginer que les points tangents en tous les points de la génératrice commune puissent être différents? Ce principe est donc évident de lui-même*.
* Voiei comment M. Leroy donne une démonstralion de ce théorème (la figure est analogue à celle de la planche 25, en sorte que nous ne la traçons pas) :
« Si deux surfaces gauches ont une génératrice commune G , et que « dans trois points M,M\ M" de cette droite, les plans tangents soient « communs à Tune et à l'autre surface , elles se toucheront aussi dans « tous les autres points de cette génératrice.
« Puisqu'en M les deux surfaces ont un plan tangent commun , et qu'il « en est de même en M' et en M", trois plans menés par ces points , cou> « peronl la surface S suivant des courbes Â, B, G, tangentes respective- « ment aux sections A', B^, G' dans S'. Alors en regardant Â, B, G comme « les directrices de S, et A', B\ G' comme celles de S', la question sera
< ramenée à démontrer que ces deux surfaces gauclies ont ainsi leurs trois « directrices respectivement tangentes ; les sections faites dans ces sur-
< faces par un quatrième point quelconque M'^ de la même génératrice « sont aussi tangentes entre elles.
« Pour démontrer cette dernière proposition , je fais glisser la généra- « trice G sur les trois directrices A , B , G , et |e l'amène dans une position « infîniinent voisine g; alors cette dernière droite n'aura pas cessé d'être à « la fois sur les surfaces S et S', parce que ces courbes directrices , qui , « i>ar hypothèse, sont tangentes les unes aux autres, ont de commun les « éléments MP, M'P', M^P^; donc les droites G et g y et à plus forte raison « toutes les positions intermédiaires de la génératrice sont communes « aux deux surfaces S et S\ Alors si , par un quatrième point quelconque « M'^' de la droite G, je mène un plan sécant arbitraire, il coupera les « surfaces S et S' suivant deux courbes D et t)'; qui passeront nécessaire-
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Ainsi le raccoi^ement des surfaces gauches suivant une génératrice commune est parfaitement défini.
D'autre part, nous voyons que pour mener un plan tangent à une surface gauche en un point donné d'une génératrice, on peut remplacer la surface gauche donnée par ses trois directrices, par une autre surface gauche qui se raccorde avec la première, et spécialement par une surface gauche à directrices rectilignes; par exemple, un hyperboloïde à une nappe, ou bien encore ce dernier par un paraboloïde hyperbolique, ce qui simplifie singulièrement la question.
Mais toutes ces considérations deviendront plus claires quand nous aurons examiné les intersections des surfaces gauches.
INTERSECTIONS DES SURFACES GAUCHES PAR D* AUTRES SURFACES OU PAR DES LIGNES.
Trouver V intersection d*une surface gauche par un
plan.
On trouve l'intersection avec le plan d'un nombre suffisant de génératrices rectilignes de la surface gauche, et on réunit ces points par un trait continu.
Nous voyons l'importance de ce problème, qui
« menl par les points M'^ et P^, où ce plan rencontre les droites G et g ; « donc les courbes D et D' auront de commun rélémenl Af^P^', ainsi elles « se toucheront suivant cet élément , ou bien elles auront la même tan- « génie M'^. Par conséquent les plans tangents de S et S' au point M'^' «coïncideront Tun avec Tautre» puisque chacun devra passer sur l6S t droites M-'G et W^, .
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consiste à troaver rintersectioD d'une droite et d'un plan. La solution générale donnée dans le premier chapitre peut ne pas convenir pour toutes les données, à cause des limites de Tépure : c'est alors qu'il faut varier les moyens de solution, et c'est pour cela qu'on doit varier les données de ce problème aussi complètement que possible.
Trouver une droite qui s'appuie sur quatre droites données.
Soient A y B, G, D les quatre droites données, qui deux à deux ne sont pas dans le même plan. Je prends les trois premières droites comme directrices d'une surface gauche, et je cherche l'intersection de cette surface gauche avec la quatrième droite. Le point ou les points obtenus donnent la position d'une génératrice de la surface gauche, qui s'appuie sur les trois premières droites en même temps que sur la quatrième.
Mais le problème dépendait de la recherche de l'intersection d'une ligne droite avec une surface gauche. Ce problème se réduit à chercher l'intersection d'un plan qui passe par la droite donnée, avec la surface gauche donnée.
Le problème n'est point compliqué en théorie. Les constructions peuvent être laborieuses, mais elles n'offrent d'autres difficultés que celles qui sont prévues dans le premier chapitre.
ScoLiE, Ainsi se trouve résolue la question que nous
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avons déjà indiquée y et qui consiste à trouver la seconde projection d*un point d'une surface gauche donnée f la première projection étant déjà connue.
En effet, par la projection donnée, on mène un plan perpendiculaire au plan de projection de même nom : on trouve Tintersection de ce plan avec la surface gauche, et par suite la seconde projection ou les autres projections du point donné.
PROBLÈME m.
Trouver ^intersection d'une surface gauche et d'un cy^ lindre.
La solution qui se présente consiste à employer des plans sécants auxiliaires parallèles aui génératrices du cylindre.
L'un de ces plans coupe le cylindre suivant des génératrices, et la surface gauche suivant une ligne courbe. Les points communs à ces génératrices et à la ligne auxiliaire donneront des points de Tintersection cherchée.
Mais dans certains cas, on peut employer des plans auxiliaires particuliers, par exemple dans Tintersection de la surface gauche de révolution avec un cy* lindre.
Dans ce cas, on peut prendre pour plans auxiliaires des plans perpendiculaires à Taxe de la surface gauche : ces plans donneront pour courbes auxiliaires avec la surface gauche des circonférences de cercle, et avec le cylindre une courbe quelconque plane que
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l'oD pourra rabattre^ ei cela est nécessaire, sur Tun des plans de projection.
Nous proposerons, pour exercice, Tintersection d'une surface gauche de révolution , dont Taxe est vertical , avec un cylindre oblique à directrice circulaire placée sur le plan horizontal de projection.
ScoLiE I. Une application fort importante de ce pro* blême, est relative à la recherche de Tombre portée par un corps sur un héliçoïde gauche, sur une vis, et généralement sur une surface gauche quelconque, pour un point éclairant situé à Tinfini (voy. au chapitre suivant).
Sgolie il C'est encore au moyen de ce problème qu'on peut résoudre cette autre question, que nous avons déjà examinée :
Trouver les points de remontre d'une ligne courbe avec une surface gauche.
La projection horizontale de la courbe détermine un cylindre droit projetant la courbe donnée. L'intersection de ce cylindre projetant avec la surface gauche, se projettera verticalement suivant une ligne qui, par ses intersections avec la projection verticale de la courbe donnée , fera trouver les points cherchés.
Il est bien entendu que. la solution qui précède devra être modifiée suivant les cas particuliers qui peu* vent se présenter.
ScoLiE 111. Nous pouvons résoudre cette question :
Trouver une droite qui s'appuie sur quatre courbes données.
La solution suppose la construction d'une surface gauche ayant les trois premières courbes pour directrices , et Tintersection de cette surface gauche avec la quatrième courbe donnée.
Il est évident y en effet, que le point d'intersection de la quatrième courbe avec la surface gauche auxiliaire donne la solution : car la génératrice rectiligne de la surface gauche qui passe par ce point s'appuie sur les trois autres courbes données : c'est donc la droite cherchée.
On voit y d'ailleurs y qu'il peut y avoir plusieurs solutions : car une ligne courbe peut rencontrer une surface gauche en un grand nombre de points.
Trouver V intersection d'une surface conique et d'une surface gauche.
On mène par le sommet du cône des plans sécants auxiliaires; les intersections de chacun de ces plans auxiliaires avec le cône et avec la surface gauche don-^ nent des lignes dont les points de rencontre sont des points demandés. Ces plans auxiliaires^ passant par' le sommet du cône^ coupent cette surface suivant des lignes droites, en sorte que le problème ne présente aucune difficulté théorique*
La longueur des constructions n'est pas à considérer dans ces problèmes , à cause de l'importance de
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leurs Bolutions dans la coupe des pierres , la charpente et la mécanique. On s'habitue trop ^ dans renseignement scientifique y à ne considérer les questions que sous le rapport des eiamens de candidats ou des expériences de cabinet. On ne doit pas oublier qu'une journée de travail d'un géomètre, pour faire une épure, peut produire l'économie de cent journées de travail matériel d'ouvriers constructeurs.
ScoLiE I. Nous ferons la même observation que pour le problème précédent. Il peut être plus utile d'employer, dans certains cas, d'autres plans auxiliaires que des plans passant par le sommet. Par exemple, si l'on demande l'intersection d'un cône avec la surface gauche de révolution, il sera plus utile d'employer des plans auxiliaires perpendiculaires à l'axe de la surface gauche*.
ScoLiE II. On trouve une application importante de ce problème dans la recherche de l'ombre portée sur une surface gauche par un corps éclairé par un point unique.
Trouver Vinierseciion d'une surface de révolution et d'une surface gauche.
Le choix des plans auxiliaires est naturellement indiqué. On prendra ces plans perpendiculaires à l'axe delà surface de révolution, qui donnent des parallè-
* Presque tous les auteurs supposent donnée la trace horixontale du cAne ou du cylindre, ce qui n'a pas lieu dans les ombres, la perspective, etc.
les de la surface de révolution; on cherchera les intersections de ces plans sécants avec la surface gauche donnée y et le résultat s'obtiendra comme dans les problèmes qui précèdent.
C'est ainsi qu'on opère pour trouver l'intersection d'un conoïde avec un tore , problème qui trouve son application dans l'architecture monumentale.
ScoLiE. Quand on a construit un certain nombre de génératrices rectilignes d'une surface gauche y on peut se servir de ces génératrices pour trouver directement l'intersection de chacune d'elles avec l'autre surface donnée, solution qui s'applique à tous les cas précédents , et qui est fort simple. Au reste , l'habitude seule donne les moyens les plus convenables à employer pour chaque disposition particulière des données du problème.
Trouver Vinterseclion de deux surfaces gauches entre elles.
On construit des génératrices rectilignes de la première surface, et l'on cherche la rencontre de chacune d'elles avec la seconde surface gauche , par les procédés indiqués dans le problème L Cela revient toujours à chercher l'intersection d'un plan et d'une surface gauche, et mieux encore, l'intersection d'une droite avec un plan , problème véritablement fondamental de la géométrie descriptive, comme nous l'avons fait remarquer dans plusieurs circonstances.
Trouver rintersection de trois surfaces quelconques.
On prend Tintersection des deux premières , et Ton cherche les points de rencontre de la ligne obtenue avec la troisième surface.
ScoLiE. Nous n'avons point voulu considérer, dans cet ouvrage, des surfaces qui ne rentraient point dans Tune des grandes divisions généralement adoptées, et qui servent surtout dans les applications, parce que, pour quelques-unes, il est indispensable d'admettre certains résultats de l'analyse algébrique, ce qjai n'est pas nécessaire pour toutes les surfaces que nous avons considérées.
C'est ainsi que nous n'avons pas compris, dans nos problèmes, les plaps tangents à un ellipsoïde à trois axes inégaux, ainsi que le cône tangent à cette surface.
Les modifications apportées au plan de cet ouvrage nous ont fait supprimer un chapitre intitulé : Théorhnes généraux empruntés à l'analyse sur les principales propriétés graphiques des surfaces les plus employées dans les arts. Ainsi on n'a pas traité les sections rectilignes ni les sections circulaires, dans les surfaces du second degré autres que les surfaces de révolution, les mêmes sections dans d'autres surfaces courbes, et enfin les courbes planes résultant des intersections des surfaces quelconques.
Remarquons cependant que l'on peut ramener toutes les constructions à faire sur l'ellipsoïde à trois
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axes inégaux, sur le paraboloïde et Thyperboloïde quelconque^ à des constructions semblables faites sur rellipsoïde, le paraboloïde et Thyperboloïde de révolution. En effet , il suffira de comprimer ou de dilater Tune des dimensions principales de la surface considérée pour la ramener à être de révolution.
Ainsi Tellipsoïde à trois axes inégaux deviendra un ellipsoïde de révolution et même ultérieurement une sphère, et après qu'on lui aura mené un plan ou un cône tangent, une transformation inverse donnera le plan ou le cône tangent à la surface primitive. C'est une méthode analogue à la méthode de dilatation ou de contraction de Tellipse qui devient uil cercle par dilatation, ou réciproquement, d*un cercle qui devient une ellipse par contraction.
Par un point donné sur un paraboloïde hyperbolique, mener un plan tangent à cette surface gauche.
Nous savons qu'il existe en chaque point d'un paraboloïde hyperbolique deux génératrices rectilignes. Le plan tangent en un point contient ces deux génératrices rectilignes, et par conséquent, le problème peut être considéré comme résolu. C'est, d'ailleurs, le plus simple qu'on puisse se proposer sur les surfaces gauches, puisque cette surface a un plan directeur pour un premier système de génératrices, et un second plan directeur pour le second système de génératrices.
Mener un plan tangent à un hyperboldde à une nappe par un point de sa surface.
On prendra les deux génératrices rectilignes de la surface passant par le point donné, et le plan de ces deux génératrices sera le plan tangent cherché.
On peut substituer, au moyen du principe de raccordement des surfaces gauches , un paraboloïde hyperbolique à Thyperboloïde aune nappe, dans la recherche du plan tangent à cette dernière surface en un de ses points.
En effet, soient A, B, C les trois directrices recti^ lignes de Thyperboloïde à une nappe donné. Soit XYZ la génératrice rectiligne de la surface passant par le point M. Le point X est sur la droite A , Y est sur B , Z est sur C. On prend le plan qui passe par C et par la génératrice XYZ; puis on mène par le point Z un plan parallèle aux deux droites A et B, et Ton eherche la droite d'intersection des deux plans conduits; soit F cette intersection. Il est évident que Thyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique qui a pour directrices les droites A, B et F se raccordent; et, par suite, on voit que pour mener le plan tangent au point M à la surface gauche donnée,, on est con* duit à mener un plan tangent à un paraboloïde hyperbolique.
ScoLiE. On peut substituer à un hyperboloïde à uae nappeim autre hyperboloïde à une nappe se raccordant avec le premier; et même on peut en substituer une
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infinité 6e raccordant 8ur une même génératrice. En effet I en prenant les mêmes données que dans ce problème, nous pouvons considérer comme construits les plans tangents à Thyperboloïde donné en X, en Y et en Z. 11 est évident que si je prends une droite dans chacun des plans tangents passant par le point de contact, et si je considère ces trois nouvelles droites comme les directrices d*une surface gauche, elle se raccordera avec la première; or on peut varier le choix des droites à volonté; donc il y a une infinité de surfaces gauches se raccordant avec la première, suivant la génératrice XYZ.
Mener un plan tangent à un conoïde par un point pris sur sa surface.
On mène par le point donné la génératrice rectili* gne ; puis on considère le parabololde hyperbolique , qui aurait pour plan directeur le plan directeur du conoïde, et qui aurait pour directrices rectilignes la directrice rectiligne du conoïde et la tangente à la courbe directrice menée par le point de cette courbe situé sur la génératrice rectiligne qui passe par le point donné : le problème est donc ramené au problème YIll ci-dessus.
Mener un plan tangent à une surface gauche donnée par trois directrices courbes ^ par un point pris sur cette surface gauche.
Par le point donné, on mène la génératrice rectili-
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gne, et Ton prend les points où cette génératrice s'appuie sur les trois courbes. En chacun de ces trois points des directrices, on mène des tangentes à ces courbes : on obtient ainsi trois droites qui peuvent servir à construire un hyperboloïde à une nappe se raccordant avec la surface gauche donnée. Le plan tangent à Phyperboloïde auxiliaire est le plmi tangent cherché. Le problème est donc ramené au problème IX et,. si Ton veut, au problème YIII, puisque Ton peut substituer un paraboloïde hyperbolique à un hyperboloïde à une nappe.
ScoLiE L Dans la pratique, on modifie les construc^ tiens de cette manière : on conduit des génératrices voisines de la génératrice donnée , aux points où cette génératrice s'appuie sur les courbes directrices; et en chacun de ces points on coupe ces génératrices par un plan : on obtient ainsi trois courbes planes que Ton substitue aux directrices données.
ScoLiE IL Si une surface est directrice d'une sur^ face gauche,, on substitue à la tangente à la courbe directrice du problème XI un plan tangent à la surface directrice, au point où s'appuie la génératrice qui passe parle point donné de la surface gauche.
Sans entrer dans des détails sur les surfaces gauches ayant trois surfaces pour directrices, nous rappelons qu'il existe de pareilles surfaces dont la construction offre une certaine complication.
Mener une tangente à une courbe d'intersection d'une surface gauche et d'une autre surface en un point de cette intersection.
La solution a été déjà indiquée dans les généralités relatives aux plans tangents aux surfaces et aux tangentes aux courbes.
On mènera les plans tangents aux deux surfaces par le point donné : Tintersection de ces deux plans sera la tangente cherchée.
PROBLÈME Xill.
Mener en un point d'une surface gauche une normale à cette surface.
On mène le plan tangent à la surface gauche en ce point y et par ce point on élève une perpendiculaire à ce plan tangent.
On a vu trop d'exemples de ces problèmes, sur la ligne droite et le plan, pour avoir besoin de figures sur lesquelles on ait à expliquer les constructions à effectuer pour la solution de ces sortes de questions.
Dans la coupe des pierres et la charpente; on a continuellement à employer ce problème : dans la coupe des pierres, pour les joints des voussoirs de voûtes biaises I d'escaliers, etc.; dans la charpente, pour des assemblages de pièces courbes et gauches.
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PROBLÈME XIY.
Une courte à double courbure ABGD étant donnée par ses projections, mener une tangente à cette courbe en F un de ses points G.
Voici la solution donnée par le géomètre Hachette :
Soient M et P deux droites prises à volonté. On considère une surface gauche ayant pour directrices : V les droites M et P; 2"* la courbe donnée.
Soient, en second lieu, deux nouvelles droites X et T, qui, avec la courbe donnée, définissent une seconde surface gauche.
On mènera au point G un plan tangent à chacune des surfaces gauches, et Ton prendra Tintersection de ces deux plans tangents : cette intersection est la tangente demandée.
Nota. On se contentera de mener, pour les constructions planes, deux tangentes aux projections de la courbe. Ces tangentes seront les projections de la tangente à la courbe à double courbure.
CHAPITRE VI
Dans la théorie des ombres, on considère un point lumineux comme un centre d'où partent une infinité de lignes droites géométriques que Ton nomme rayons lumineux.
Si Ton considère un corps solide et opaque placé d'une manière quelconque par rapport au centre de lumière ou point rayonnant, tous les points de Tespace qui pourraient être joints à ce point par une ligne droite qui ne rencontre pas le corps opaque seront éclairés, tandis que tous les autres points de Tespace qui, dans le trajet rectiligne du centre à ce point , rencontreraient le corps solide, seront privés de lumière et par suite seront dans ce qu'on nomme Vombre par rapport à ce point éclairant.
La limite qui séparera Tombre de la lumière sera donc une surface conique dont chaque génératrice s'appuiera sur le corps opaque.
L'intersection de ce cône avec un plan ou avec une surface quelccmque est la limite de Tombre portée et donne, sur le plan ou la surface, la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
La question physique ainsi définie géométriquement rentre dans le domaine de la géométrie descrip-
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tive; il n'y a donc àan» ce problème aucune difficulté nouvelle y mais plusieurs des résultats de ce problème ayant de l'importance dans les arts du dessin , comme dans Tastronomie et même dans les mathématiques pures où le grand Newton n'a pas dédaigné d'examiner la génération 4es courbes par les ombres, nous ferons connaître l'ensemble des procédés graphiques qui se rattachent à ce problème général.
S'il est un cas où la véritable marche des rayons lumineux diffère de la direction rectiligne rigoureuse que tout le monde attribue aux rayons lumineux, c'est évidemment le cas des rayons de lumière émanés (Tun seul et même point et qui viennent raser la surface des corps. Une portion sensible de la lumière s'infléchit toujours dans V ombre quand un rayon est isolé et constitue cette propriété physique de la lumière qu'on appelle la diffraction.
Les théories modernes de l'optique en ont donné lôs lois physiques et l'explication théorique, en même temps qu'elles ont fait reconnaître que c'est pour ainsi dire la plus générale des propriétés des rayons lumineux.
Ainsi l'on trouve, par l'expérience comme par le calcul, que la pointe d*uiiè aiguille porte une ombre bifurquée, que la terminaison rectangulaire d'une équerre produit une ombre émoussêe et accompagnée dé franges courbes; que l'ombre d'un cheveu, indépendamment de son amplification , contient dans son milieu et dans toute sa longueur une ligne blanche et notablement éclairée; que l'ombre d'un petit disque
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porte à son ceatre un point lumineux comme si le disque était percé; enfin que toutes les extrémités des ombres des corps éclairés par un point lumineux unique sont bordées, dans la partie briltanie qui avoisine Tombre, de lroi$ franges brillantes et colorées, inégales en largeur et qui en suivent exactement les contours.
Dans le problème des ombres, on néglige ces détails physiques trop précis du phénomène , et Ton considère ce qu'on appelle l'ombre géométrique , telle que nous l'avons définie ci^dessus, comme limitée par les lignes droites qui partent du point lumineux rencontrant ou ne rencontrant pas l'obstacle.
L'ombre peut encore être produite par des rayons lumineux parallèles entre eux et à une direction donnée > ce qui revient à placer le point rayonnante l'infini. Alors, au lieu d'un cône rasant les extrémités du corps opaque, c'est un cylindre jouissant de la même propriété. On considère de même, d'une manière tout à fait idéale, l'ombre d'une ligne comme produite par le cône ou le cylindre auquel cette ligne servirait de directrice.
De même l'ombre portée par un point sur une surface sera l'intersection avec la surface du rayon lumineux mené par ce point, lequel n'est autre que la droite qui joint le point obstacle au point lumineux.
La plus importante de toutes les constructions est la détermination de l'ombre portée par un point sur une surface courbe ou plane, d'après les données graphiques qui définissent cette surface dans le cas
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spécial qui se présente; c'est du reste ce cas général de rintersection d'une droite et d'une surface qui admet souvent d'élégantes simplifications.
L'ombre d'une ligne sera donnée par les ombres d'une quantité suflQsante de ses points que l'on joindra ensuite par un trait continu.
L'ombre d'une ligne droite sur un plan est la ligne droite qui joint les ombres de ses deux points extrêmes. L'ombre d'un polyèdre sur un plan sera limitée par l'ombre de toutes ses arêtes saillantes par rapport à l'espace intérieur que comprennent les rayons qui viennent raser ce polyèdre. Si la surface sur laquelle l'ombre du polyèdre est portée est une surface courbe, les ombres des arêtes ne seront plus généralement des lignes droites; elles résulteront des intersections des plans qui passent par les points lumineux et par chaque arête avec la surface courbe^
Trouver Vombre portée par un corps polyédrique sur un toit en talus donné par sa trace horizontale et sa pente*
Trouver Vombre portée par un gnomon sur un mur vertical ou incliné *, pour une position particul^e du soleiL
* Le gnomon est une plaque métallique peu épaisse percée d*un trou» qui permel le passage aux rayons du soleil. La série des points que ces rayons illuminent dans un ]our sur un plan horizontal est une hyperbole, intersection d'un cône avec un plan , à moins qu'on ne soit par des latitudes où le soleil ne se couche pas; car alors rintersection du c6ne par le plan serait une ellipse.
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PROBLÈME lil.
Trouver l'ombre d'une tige parallèle à l'axe du monde dite en gnomonique style du cadran^ avec un plan vertical ou horizontal quelconque dans une position donnée du soleil.
Trouver V ombre portée sur le plan horizontal de pro^ jection et sur le plan vertical, par un cylindre droit à base circulaire, limitée par un plan parallèle à la base.
PROBLÈME V (planche 27, fig. 71).
Trouver Vombre portée dans la niche cylindrique et sphériquej les rayons lumineux étant parallèles entre eux.
On nomme particulièrement niche un demi-cylindre droit à base circulaire, raccordé par un quart de sphère dont le rayon est égal à celui de la base du cylindre.
11 y a des niches de formes variées, et c'est un problème assez intéressant à étudier que celui de la recherche de l'ombre d'une niche quelconque.
Les principes que nous allons exposer peuvent servir, en ce qu'ils ont de généraux, à tous les cas.
Dans la figure 71 , la base horizontale de la niche est le demi-cercle qui a pour rayon cb, et qui se projette sur le plan horizontal en véritable grandeur; la projection verticale est a'6' parallèle à la ligne de terre.
Le demi-cylindre droit est terminé par le plan horizontal qui a pour trace verticale la parallèle (ff* à la ligne de terrç. Les génératrices limites du cylindre ont
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pour projections vwticales les droites dâ^ Vf perpendiculaires à la ligne de terre.
Le quart de sphère qui raccorde le demi-cylindre et qui termine la niche à la partie supérieure ^ est repré* sente sur Tépure : 1 * par sa base horizontale , demigrand cercle qui se projette horizontalement sur ce demi-cercle abnim , et verticalement suivant dldf ; 2* par le demi-grand cercle vertical dt^f parallèle à la demi-circonférence verticale qui a pour projection horizontale ah.
Nous avons pris un filet droit entourant le bord de la niche et faisant saillie sur le mur vertical , dont la trace horizontale est XY.
Les rayons de lumière sont parallèles au rayon donné par ses projections rsy f^s/; les rayons qui s'appuient sur Tarète droite a, dâ forment un plan vertical^ et ceux qui s'appuient sur Tarète circulaire ah j d^f forment une surface cylindrique à directrice circulaire.
Ce plan et ce cylindre produisent, sur la surface intérieure de la niche , une* ligne d'intersection qui est la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
C'est cette ligne de séparation d'ombre et de lumière que nous allons déterminer. Le plan vertical , parallèle aux rayons lumineux et passant par a ; dd^ vient rencontrer la surface cylindrique de la niche en t, i^y déterminée par la droite af parallèle à la projection horizontale rs du rayon lumineux, et par d'p' parallèle à i^é. Le point i est sur la circonférence de base amin.
Le cylindre oblique déterminé par les rayons qui
s'appuient sur la demi-circonférence, rencontre dans la niche deux parties distinctes : le cylindre droit de cette niche et la partie sphérique.
Soit A, hl un point de la directrice du cylindre oblique, hky h'fd une génératrice de ce cylindre. Le point k appartient à la circonférence amnb ; H est la projection verticale du point de rencontre du rayon lumineux choisi avec la niche.
Le point k^ //est un point de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la partie cylindrique. On obtiendra de ces points autant qu'on le jugera nécessaire pour que la courbe soit suffisamment indiquée.
La détermination du point de cette courbe, situé sur la demi-circonférence commune au cylindre et à la sphère de la niche , est un problème qui peut s'énoncer ainsi :
Trouver la position d'une ligne droite parallHe à une ligne donnée^ et qui s'appuie sur deux circonférences de grand cercle placées rectangulairement sur une sphère donnée.
Ce problème est réduit à un problème connu. C'est ainsi qu'on trouve le point o , cf. Mais on peut le déterminer encore d'une autre manière, en cherchant l'ombre portée sur lâ partie sphérique de la niche.
D'abord, menons d^ perpendiculaire à r^sf : le point ^ est évidemment le point où le rayon lumineux parallèle à rV est tangent à la circonférence (Pgff^. Pour les autres points de la courbe d'intersection cherchée, ils s'obtiennent au moyen de sections faites sur la sphère par des plans auxiliaires parallèles au
rayon lumiDCUx, c'est-à-dire aux génératrices du cylindre oblique.
Ces plans sécants auxiliaires donnent des cercles de la sphère. En rabattant Tun de ces cercles sur le plan vertical autour d'une parallèle à la trace verticale du plan sécant auxiliaire^ on aura le point de rencontre de la génératrice du cylindre oblique avec la sphère.
Pour ne point embarrasser Tépure, on transporte ces sections parallèlement à elles-mêmes, et d'une manière uniforme y sur un plan de projection auxiliaire dont la ligne de terre est VZ. C'est un véritable changement de plan de projection. C'est ainsi qu'on aura, sur ce nouveau plan de projection, le rayon lumineux en r^,. Le centre de la sphère est placé en c„ et la projection des rayons lumineux s'appuie sur VZ parallèle à r^,. C'est de cette manière qu'on a obtenu le point de la ligne de séparation u', au nu)yen des rayons menés en é et e,.
Au reste, les constructions de la figure s'expliquent d'elles-mêmes.
L'intersection du cylindre oblique avec la sphère est un grand cercle , en sorte que la projection verticale de cette intersection est une ellipse : on peut donc encore obtenir le point d par un procédé plus simple.
En effet , ce point d sera l'intersection de la circonférence du grand cercle horizontal avec la circonférence du grand cercle passant par le point ^ et un point déterminé de cette circonférence, U par exemple.
La figure porte des rabattements qui donnent les positions d'autant de points qu'on le veut de Tombre portée sur la partie sphérique de la niche.
Passons, pour compléter Texplication de Tépure, à la ilétermination de Tombre portée par le filet rectangulaire qui entoure la niche y sur le mur Tertical.
Déterminons aussi Tombre portée par la tablette saillante horizontale sur le mur en saillie qui sert de socle au mur principal.
La première détermination résulte, pour la ligne de séparation d'ombre et de lumière, de l'intersection d'un plan vertical avec un plan vertical; ce qui donne une droite verticale, puis de l'intersection d'un cylindre oblique à base circulaire avec un plan parallèle à cette base : c'est ainsi qu'on a trouvé la partie circu* laire de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur le mur principal.
Le reste est déterminé par l'intersection , avec un plan , de trois plans , l'un vertical et deux autres conduits par des droites horizontales parallèlement aux rayons lumineux.
Il y a un quatrième plan à conduire pour obtenir l'ombre de ce socle rectangulaire ; mais on peut s'en passer.
ScoLiE. Une niche peut être placée dans une pièce circulaire ou polygonale éclairée par une ouverture circulaire, elliptique ou polygonale. Il est intéressant de connaître la position de l'ombre dans la niche pour toutes les complications qui se présentent alors.
PROBLÈME VI (planche 27, figure 72).
Trouver l'ombre portée sur le plan horizontal de projection par une sphère éclairée par des rayons parallèles entre euœ.
La sphère est donnée par les projections c, d de son centre, et par les deux grands cercles décrits avec le rayon cd pour la projection horizontale , et le rayon égal dd pour la projection verticale : ces rayons choisis sont parallèles à la ligne de terre.
La direction des rayons lumineux parallèles est donnée par la droite rs , r'sf.
Nous avons expliqué, dans les généralités, comment le problème général conduisait à circonscrire un cylindre à la sphère parallèlement aux rayons lumineux, la courbe de contact étant la ligne de séparatioû d'ombre et de lumière. C'est, d'ailleurs, ce que nous avons expliqué au problème XXIII du troisième chapitre pour le cylindre tangent à une surface de révolution.
L'ombre portée sur le plan horizontal est limitée par l'intersection du cylindre circonscrit avec ce plan horizontal.
Trouvons d'abord la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la sphère. Nous savons à l'avance que c'est une circonférence de grand cercle de la sphère, dont le plan est perpendiculaire aux rayons lumineux.
Cette circonférence est donc connue par son centre, par son plan et par son rayon. Au moyen des rabat* tements, on pourra tracer autant de points qu'on voudra de la projection horizontale et de la projection verticale de cette circonférence. -
Au reste , cette construction est facile par le procédé suivant^ qui est un véritable changement du plan de projection :
Par la droite rs, on mène un plan vertical parallèle aux rayons lumineux, et Ton prend ce plan pour nouveau plan vertical de projection. Dans ce nouveau plan y la circonférence de séparation d*ombre et de lumière sera représentée par un diamètre perpendiculaire aux rayons lumineux; par suite, on aura autant de points qu'on le voudra de la projection horizontale de cette circonférence, et enfin, en revenant au premier plan vertical de projection , on trouvera la projection verticale de la circonférence indiquée.
Ainsi rs est la nouvelle ligne de terre. La nouvelle projection verticale de la sphère est décrite du point c,, pris à une distance de rs égale à la hauteur du centre au-dessus du plan horizontal, c et c, étant sur une droite perpendiculaire à la ligne rs.
H étant la trace horizontale du rayon lumineux n, r's'; un point e, e' de ce rayon étant choisi , le rabattement de ce rayon sera Ri, E^, H; ce sera en même temps la projection verticale nouvelle du rayon lumineux.
Menons c/* parallèle à rs : c'est sur cette ligne que se projettera le petit axe de Tellipse horizontale.
Du point c,, abaissons c^, perpendiculaire à R^H^, et nous aurons la trace verticale nouvelle du plan de la circonférence de séparation d'ombre et de lumière. Le diamètre gjc^, projeté sur cf, donne gk, qui est le
petit axe de Tellipse horizontale ^ projection de la séparation d'ombre et de lumière sur la sphère.
En même temps ^ nous trouvons les extrémités de Tombre portée sur le plan horizontal. Ces points sont donnes par les traces des rayons lumineux menés par les points G et K de Tespace, et en projection par les points g^ et k^ y extrémités du diamètre du cercle projeté sur le plan vertical nouveau. Les points m' et ni servent à déterminer les points M et N , situés sur la droite ef. On n'a pas placé la lettre N pour ne pas charger la figure.
Cette longueur MN est le grand axe de l'ellipse, ombre portée sur le plan horizontal. Le petit axe est égal au diamètre de la sphère.
On n'a pas ombré la partie de l'ellipse placée derrière la ligne de terre. Dans la sphère , on a ombré les parties placées au delà des projections de la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Sgolie. Une construction un peu plus compliquée donnerait pareillement l'ombre de la sphère éclairée par un seul point.
Le lecteur peut prendre les données analogues pour la sphère , et choisir un point éclairant dans une position assez rapprochée pour que l'épure contienne tou* tes les lignes à mener.
On pourra aussi chercher l'ombre portée sur le plan vertical y et même aussi sur un plan incliné quelconque ou sur un cylindre droit à génératrices verticales, ou bien sur un cylindredroitàgénératrices horizontales.
Nous proposons, par exemple , de prendre une sphère tangente à un cylindre horizontal, reposant tous deux sur un plan horizontal, et de chercher les diverses ombres portées , et sur le plan horizontal , et sur le cylindre.
Trouver Vomhre portée par un tore y ayant son aœe vertical, sur un plan horizontal.
On prendra pour données celles de la figure 62 de la planche 25. Déjà on a vu comment on trouvait les cy/tn- (/ra^ tangents au tore parallèlement à une droite donnée. On a les courbes de contact par leurs projections. On pourra donc se servir de ces courbes comme de directrices des cylindres; ces courbes, d'ailleurs, sont les lignes de séparation d'ombre et de lumière.
Les intersections des cylindres avec le plan horizontal donneront Tombre portée demandée.
On arrive toujours à ce problème fondamental de rintersection d'une droite avec un plan ou avec une surface.
ScoLiE L Nous proposons au lecteur ce problème : Un tore, coupé par un plan perpendiculaire à son aœe, et passant par son centre , repose , par sa section, sur un plan incliné quelconque : on demar^de V ombre portée par ce tore sur le plan incliné.
On peut résoudre ce problème en le ramenant à la question précédente au moyen d'un rabattement sur le plan horizontal , du plan incliné sur lequel repose
le tore. Les constructions ayant été efifectuées par ce changement de plan de projection, on reviendra aux premiers plans de projection par la méthode ordinaire de relèvement.
ScoLiE IL Nous proposerons aussi de résoudre une question analogue pour un deini-ellipsoïde de révolution , reposant , par son grand parallèle , sur un plan incliné, et de trouver, en même temps, les projections de Tellipsoïde et les ombres portées, soit sur le plan incliné, soit sur les plans de projection.
Nous proposons encore les problèmes suivants :
Ombre portée par un ellipsoïde de révolution sur une sphère et sur un second ellipsoïde de révolution^ les rayons étant parallUes entre eux.
Trouver r ombre portée^ dans une niche cylindrique, par un icosabdre régulier reposant sur un cylindre droit à base circulaire , le cylindre donné étant placé sur la base de la niche , les rayons lumineux parallèles faisant un angle de 45" avec le plan horizontal , et un angle de 60" avec le plan vertical.
Trouver les ombres portées , par la surface de révolution de la planche 24 , figure 63 , sur le plan horizontal de projection et sur un plan quelconque, les rayons lumi" neux parallèles faisant , avec les plans de projection , des angles de 60".
CHAPITRE VIL
i. La perspective en général a pour objet de représenter sur une surface , ou plus ordinairement sur un plan , les contours ou les points remarquables d'un ensemble d'objets dont les distances, à Toeil de Tobservateur, sont très-variées et influent considérablement sur le diamètre apparent.
On désigne sous ce nom de diamètre apparent Tangle sous lequel on aperçoit la dimension principale de l'objet à représenter.
Dans cette perspective, Tœil est considéré comme un point ou centre auquel arrivent une infinité de rayons lumineux rectilignes partis des objets environnants.
La perspective ou le tableau se composera donc de l'ensemble de toutes les traces que laisseraient tous ces rayons sur un plan, que l'on choisit ordinairement vertical et perpendiculaire à l'horizontale menée par l'œil vers le milieu de l'ensemble des objets à représenter.
On devra éviter de mettre en perspective des. objets trop écartés de cette ligne moyenne, car alors l'obliquité des rayons visuels altérerait considérablement la forme des objets.
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2. La perspective ainsi conçue est une yéritable projection conique et tout à fait inverse du problème des ombres, où des rayons partant d'un point lumineux et rasant les contours d'un corps, vont aussi porter sa projection sur une surface ou sur un plan.
Ainsi, Tombre dans Tun des cas, et la perspective dans Tautre, sont réellement des projections coniques.
De même que les ombres, les perspectives peuvent servir à transformer les unes dans les autres des courbes qui ont certaines analogies, et, par exemple, toutes les sections coniques.
La plus remarquable peut-être des perspectives est celle des mappemondes, dites stéréographiques, où la surface d'un hémisphère est représentée sur le grand cercle qui lui sert de base, Tœil étant placé au pô^e opposé de ce même hémisphère.
Cette perspective, dont on fait remonter Tinveation àHipparque, et qui peut être employée utilement pour les cartes célestes, jouit de l'avantage remarquable de représenter des cercles par des cercles, et de reproduire fidèlement les angles d'intersection de deux courbes quelconques , tout en altérant profondément les surfaces des diverses portions de la sphère terrestre ou céleste dont elle est la perspective.
3. Les représentations des objets de la chambre noire , sur une toile plane ou courbe ; le daguerréotype avec une plaque argentée, plane, cylindrique ou sphérique; les images qui viennent se peindre au fond de l'oeil, sur la surface courbe très*compliquée de la rétine; les images au foyer des lunettes, des té-
lescopeSy des microscopes , etc. ^ etc., sont, comme la perspective, des projections coniques où l'on reconnaîtra facilement le point commun à tous les rayons, Tobjet dont le contour doit être reproduit, et la surface du tableau sur lequel se forme la perspective.
C'est à tort qu'on a appelé perspective les images régulières d'objets irréguliers que l'on aperçoit dans des miroirs courbes.
Ces perspectives, dites perspectives curieuses^ ne sont point données par les projections coniques.
4. La perspective géométrique n'a de commun que le nom avec ce que les artistes appellent perspective aérienne. Cette perspective aérienne , au moyen de laquelle les artistes parviennent à faire distinguer les objets placés à différentes distances de l'œil et dans le voisinage l'un de l'autre, dépend, pour les grandes distances, de l'extinction que subit la lumière en traversant des couches d'air imparfaitement transparentes. Pour les distances moindres que cent mètres et ^ par un temps très-pur, cet effet est à peine sensible. Dans un brouillard ,« au contraire, quelques décimètres produisent des effets d'extinction considérables.
Tout le monde sait qu'à l'horizon les montagnes paraissent bleues.
Mais pour des corps très-rapprochés, les peintres ont des procédés qui tiennent au sentiment en même temps qu'à la science, et qui ne peuvent faire l'objet de ces notions générales.
C'est dans les traités spéciaux de perspective ar-
tistique qu'il faudra chercher les procédés spéciaux de simplification, connus dans les ateliers par suite d'approximations suffisantes; les points de fuite, etc.
5. Ainsi, en résumé, l'œil de l'ohservateur, considéré comme un point, est donné par ses projections ; le tableau, supposé plan, est donné par ses traces; les objets à mettre en perspective sont donnés par leurs projections : on demande de tracer la perspective.
D'après ce qui précède, on voit que le problème est ramené, dans sa simplicité, à trouver l'intersection d'une surface et d'une droite, problème résolu dans les chapitres i et ii , suivant que la surface donnée est un plan ou une surface courbe différente d'une surface gauche. Dans le chapitre v, on a résolu ce problème quand la surface donnée est gauche.
6. Mais en nous bornant ici à la perspective sur un plan, et spécialement sur un plan vertical, on arrive aux conséquences suivantes :
La perspective d'une droite sur un plan est une droite ; et si cette droite est d'une longueur déterminée, on trouve sa perspective en prenant les perspectives de ses extrémités, et en joignant les deux perspectives par une droite.
La perspective sur un plan vertical d'une droite verticale est une verticale nouvelle. La perspective d'une figure plane, située dans un plan vertical parallèle au plan du tableau, est une figure semblable à la figure donnée, plus petite si la figure est derrière le tableau, plus grande si la figure est placée en avant.
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On a cet autre principe fort important :
Quand une courbe et sa tangente sont données , les
projections de la courbe et de la tangente sont encore
tangentes.
En effet, le cône et le plan tangent passant par le point donné sont coupés par le plan du tableau, suivant une courbe et une tangente à cette courbe.
7. Un principe qui trouve son application très-fréquemment, est relatif aui perspectives des lignes droites parallèles. Dans Tépure, ces lignes rencontrent d'ailleurs le plan du tableau en un même point ^«
On renonce ainsi :
Les projections de lignes droites parallèles entre elles j sont des droites qui concourent en un même point sur le plan du tableau.
En effet, si par Toeil de Tobservateur on mène une parallèle aux lignes données, cette droite sera Tintersection de tous les plans conduits par les droites données etTœil de l'observateur; or les intersections de ces plans avec le plan du tableau donnent pour perspectives des lignes passant par le point où la parallèle coupe le plan du tableau.
Nous énonçons seulement les problèmes qui suivent
Le lecteur devra faire les épures en supposant^ pour plus de simplicité, le plan du tableau perpendiculaire à la ligne de terre. Les constructions faites au moyen des principes donnés dans les chapitres qui précèdent,
* 11 esl coaou sous le nom de point de fuite par les artisles*
il rabattra le plan du tableau sur le plan vertical de projection.
Déterminer la perspective d'un carré situé sur un plan horizontal.
Déterminer la perspective d'un rectangle et d'un polygone quelconque situés dans un plan incliné.
PROBLÈME IIL
Déterminer la perspective d'un prisme droit vertical.
Déterminer la perspective d'une pyramide polygonale à hase horizontale.
Déterminer la perspective d'un prisme ayant ses arêtes horizontales.
Construire la perspective d'un tétraèdre régulier re-posant j par une de ses faces ^ sur un plan incliné, ou sur le plan horizontal de projection.
Trouver la perspective d'un cube reposant sur un plan incliné par une de ses faces.
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PROBLÈME Vin.
Trouver la perspective d'un octàhdre régulier reposant, par une de ses faces, sur le plan horizontal, et trouver, en même temps, la perspective de V ombre portée par cet octaèdre régulier sur le plan horizontal.
Trouver la perspective d'un cercle horizontal, ou (fun cercle placé dans un plan incliné.
Trouver la perspective d'un cylindre droit à base circulaire, limité par un plan parallèle à la base, et reposant sur un plan incliné. Trouver aussi la perspective de l'ombre portée par le cylindre sur le plan incliné, les rayons lumineux étant parallèles entre eux.
Trouver la perspective d'un cône et de son ombre portée sur un plan incliné sur lequel repose le cône donné, le cône étant droit ou quelconque.
PROBLÈME XII (figure 74).
Trouver la perspective d'une sphère sur un plan vertical.
La sphère est donnée par son centre c, d et son rayon cd, ddl. Le plan du tableau est le plan MNP-
L'œil de l'observateur est donné par ses projections 0, d.
Nous n'entrerons pas dans les détails de la détermination du cône circonscrit à la sphère; nous avons
suffisamment indiqué les procédés à suivre pour la détermination de la courbe de contact de ce cône tangent*
On devra se reporter à chacune des questions spéciales pour chaque problème de géométrie descriptive.
Prenons la perspective de l'un des points de cette courbe de contact.
Soit /*, f le point dont nous voulons déterminer la perspective. 11 suffit de joindre ce point au point o, (/, et de trouver l'intersection de cette droite avec le plan du tableau MNP. On obtient ainsi le point ^, //.
Après avoir obtenu la perspective sur le plan MNP, on a rabattu le plan du tableau sur le plan vertical, et l'on trouve, de cette manière, la perspective FGHK de la sphère sur le plan du tableau.
Trouver la perspective de chacune des surfaces de revolutionde la planche 23.
Trouver la perspective des surfaces de révolution qui se pénètrent dans la planche 24*
Trouver la perspective de V hélice cylindrique et celle de la spirale conique, planche 26.
SUR PLUSIEURS CAS PARTICULIERS QUI SE REN- CONTRENT DANS LA PRATIQUE DES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
Les candidats qui ai'riveDt aux examens après avoir été dirigés par d'habiles professeurs et examinateurs, ont le tort de confier à leur mémoire une immense quantité de petites difficultés dont il serait plus convenable qu'ils pussent improviser les solutions. Ce serait donc Tesprit, plutôt que le détail de ces sortes d'objections , qu'il fendrait leur faire comprendre et retenir. On y parvient en leur posant une nombreuse série de difficultés analogues dans diverses constructions. On reconnaît alors que les principes fondamentaux de ces artifices de construction sont en trèspetit nombre.
La géométrie descriptive ayant pour but de faire non moins que de raisonner, l'emploi de ces moyens pour arriver à un résultat définitif est indispensable*
Quelle que soit, d'ailleurs, la variété des exercices qu'un professeur peut présenter, il en reste toujours une infinité d'autres qui embarrasseraient l'élève s'il n'avait de guide que sa mémoire.
Aux types déjà donnés dans le texte de Touvrage y nous ajouterons les suivants :
Les traces d'une droite étant données^ trouver les projections de cette droite.
V (figure 75) Soient LTla ligne de terre, H la trace horizontale, V la trace verticale. En suivant les constructions indiquées dans le cas général, il faut abaisser, par les points donnés, des perpendiculaires sur LT, les pieds étant h! et v. La ligne Ht; sera la projection horizontale, A'V la projection verticale. La portion de la droite qui unit les deux traces est dans le deuxième angle dièdre des deux plans de projection : par conséquent on doit figurer en points les portions des projections de la droite correspondante ; pour les prolongements à partir de la trace verticale, ils sont vus; en sorte que les lignes doivent être pleines. Si on veut trouver la longueurde la droite qui joint dans l'espace H à V, il faudra distinguer le rabattement sur le plan vertical du rabattement sur le plan horizontal de projection. Le rabattement sur le plan vertical autour de Vi; comme axe, donne la longueur YH^; si Ton rabat sur le plan horizontal autour de Ht; comme axe, la ligne HV| sera la longueur demandée.
2*" (figure 76) La trace horizontale de la droite donnée étant H, la trace verticale V, une construction analogue à la précédente donne les constructions vH, VA'; mais en relevant rectangulairement le plan vertical sur le plan horizontal , le point V vient se placer
dans la partie inférieure du plan vertical. La portion de la droite comprise entre les deux traces est donc comprise dans le troisième angle des plans de projection. Les prolongements de cette droite seront donc, soit dans le quatrième ou le deuxième angle. Tout est donc invisible dans les parties de cette droite. Ses projections doivent donc être pointillées.
La longueur de la droite qui unit les deux traces se trouve, comme dans le problème précédent, en V^H ou YH^. On sait aussi que par les constructions de ces triangles rectangles on détermine les angles de la droite donnée par ses traces avec le plan horizontal et le plan vertical de projection.
3"" (figure 77) Les traces sont comme les donne répure. Les constructions sont encore indiquées. La portion de la droite comprise entre les deux traces est dans le quatrième angle des deux plans de projection. La notation de l'épure indique ce qui est caché et ce qui est visible.
V (figure 78) Les traces horizontale et verticale sont situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. La construction générale donne alors pour projections de la droite deux lignes VA', Hv, qui sont toutes deux perpendiculaires à LT, et en prolongement Tune de Tautre. En sorte que les plans, projetant horizontalement et verticalement la droite, se confondent, étant tous deux perpendiculaires à LT. Ainsi la droite est située dans un plan perpendiculaire à LT. La longueur de la droite qui joint ces deux points est donnée par le triangle rectangle t^H^V. D'ailleurs, la
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portion de la droite donnée, comprise entre les deux traces , est dans le premier angle , en sorte que Ton comprend la notation de Tépure.
5"* Un des points donnés ( fig. 79 ) est en H sur LT, l'autre en V, les projections sont Ht?, HV; car la droite donnée rencontre LT. Sa longueur véritable est doncVH.
6° La trace horizontale et la trace verticale de la droite se confondent en un même point (fig. 80). En relevant rectangulairement le plan vertical de projection sur le plan horizontal, on voit bien que la droite est dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, et fait des angles égaux avec le plan horizontal et le plan vertical , ces angles étant de 45*". D'ailleurs la construction générale se confirme. Les deux traces qui se confondent peuvent aussi être placées dans la partie inférieure de l'épure. La longueur de la droite qui joint les deux points est HV^. Il serait puéril de prendre un plus grand nombre de positions particulières.
Une droite étant donnée par ses projections, trouver ses traces.
Nous prendrons les droites dans les positions indiquées aux paragraphes marqués par 1% 2% 3"", du problème précédent, et nous ferons les opérations inverses, ce qui ne présente rien de nouveau. Il faut remarquer, à chaque problème, dans quel angle se trouve la partie de la droite donnée , comprise entre la trace horizontale et la trace verticale. Il faut , en même temps, chercher la longueur de cette partie de
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la droite. Mais nous ne pouvons plus résoudre le problème dans le cas où la droite est donnée comme dans la figure 81 . Les projections de la droite sont toutes deux perpendiculaires à LT. C'est qu'en effet, alors, il y a indétermination dans la position de la droite , car les deux plans projetant cette droite se confondent.
11 faut donc alors représenter la droite par des données particulières. Par exemple , supposons qu'on donne les projections Cj d et d^ d! de deux points de la droite; et la droite sera géométriquement déterminée.
Pour avoir les traces de cette droite , rabattons le plan projetant horizontalement la droite autour de sa trace horizontale, qui est perpendiculaire à LT, de manière que pour Topérateur la partie supérieure du plan vertical soit rabattue à droite sur le plan horizontal, et la partie inférieure à gauche sur le plan horizontal ; le point D de l'espace se rabattra à droite en D^, le point C de l'espace à gauche en G^, et la droite rabattue est G^D^; mais dans ce rabattement la droite a toujours rencontré au même point son axe, en sorte que le point H trouvé est la trace horizontale ; quant à la trace verticale , elle s'est ra- ' battue sur LT en Y^ à gauche de la charnière. Il faudra donc relever le point V^ sur la droite cd au-dessous de LT.
ScoLiE. On cherchera d'autres données relatives à ce cas de la droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre , et surtout on prendra les projec-
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tions verticales des points, tantôt au-dessous, tantôt au-dessus de la ligne de terre ; de même on prendra les projections horizontales des points au-dessus de la ligne de terre aussi bien qu'au-dessous.
PROBLÈME III (figure 82)-
Une droite étant donnée par ses projections , mener par un point uneparallUe à cette droite.
La seule difficulté qui puisse se présenter est relative au cas où la droite donnée est dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre; par exemple, la ligne droite qui a deux de ses points projetés en c, detd, âl, ces quatre projections étant situées sur la même perpendiculaire à la ligne de terre. Le point donné est en dehors de ce plan.
Les projections de la droite menée par le point o, o\ parallèlement à la droite donnée, seront aussi perpendiculaires àLT; mais il faut connaître un point de plus de la droite demandée, ou connaître ses traces. Pour cela, nous allons prendre le plan projetant horizontalement la droite donnée et le plan projetant horizontalement la droite cherchée. Nous ferons tourner chacun de ces plans autour de la trace horizontale, de manière que la partie supérieure du plan projetant horizontalement se rabatte sur la droite de la charnière.
Après le rabattement^ les droites devront être parallèles. La droite se rabat en C^D^; le point donné se rabat en O^. Il suffit donc de mener, par ce point 0^, une parallèle à C^D^, pour avoir la droite cherchée
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après 80B rabattement; puis on relèvera un quelconque de ses points.
ScoLiE. Nous ferons encore remarquer que toute Fattention doit se porter sur la position d'un point relativement aux plans de projection, soit au-dessus, soit au-dessous du plan horizontal. Afin de savoir si les rabattements se placent, soit à droite, soit à gauche de la charnière de rabattement, on devra varier la position des données, et s'exercer, dans tous les cas, à faire les constructions.
Trouver la distance de deux points.
V Supposons Tun des points sur le plan horizontal (figure 83), soit le point B et le point cd dans Tespace. La distance du point B au plan horizontal est nulle, en sorte que le trapèze de la solution générale se réduit à un triangle, et que la figure donne pour la longueur BCy, cCy étant égal à c^f.
2"" Supposons un point donné sur LT, soit B ce point (figure 84), c, c' le deuxième point donné. Nous avons la même construction que précédemment.
Les problèmes qui précèdent indiquent suffisamment comment on trouve la longueur d'une droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne déterre.
.3* Mais proposons-nous le problème inverse :
Prendre sur une droite^ à partir d'un point donnée une longueur égale aune longueur donnée.
C'est par les rabattements que nous résoudrons la question. Nous le ferons de deux manières : «n rabat-
tant la droite sur le plan horizontal, ou bien en amenant le plan projetant horizontalement à devenir parallèle au plan vertical , ce qu'on obtient en faisant tourner ce plan autour de la verticale passant par le point donné.
On donne ab, a!V projections de la droite : le point donné est m, m'; la longueur donnée est P (figure 85).
On prend un deuxième point quelconque f, F de la droite; sur la droite rabattue , on prend des longueurs égales à Py à partir du point M^ : on a trouvé ainsi les points Nr et N.. Ces points obtenus , on les relève et Ton trouve le point n, n' et le point placé à égale distance sur la droite donnée, à gauche du point m, nJ.
Dans la figure 86, on a ramené le plan projetant verticalement la droite , à devenir parallèle au plan vertical de projection, en faisant tourner autour de la droite verticale qui passe parle point 6, U, etc;
La suite s'explique d'elle-même dans la figure.
PROBLÈME V (figure 87).
Reconnaître si deux droites données par leurs projections se coupent.
Nous savons que la condition ordinaire est que les projections horizontales et verticales se coupent deux à deux en des points qui soient situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
Quand les droites sont placées de manière que les projections se coupent en dehors des limites^de Tépure, on prend deux points sur chacune des droites don-
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nées, et l'on constate que les quatre points sont situés dans un même plan.
Mais quand ces deux droites sont situées dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, on ne peut plus rien reconnaître sur la figure même, et alors on est forcé d'employer un plan auxiliaire de projection, ou bien on doit rabattre le plan des deux droites sur Tun des plans de projection; on reconnaît alors si les deux droites, qui sont d'ailleurs situées dans un même plan , se rencontrent ou sont parallèles.
Voyons comment on peut trouver si une droite quelconque crf, éôj rencontre une droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre donnée par deux de ses points a, d et b, bl; ces points ont été pla* ces d'une manière singulière pour habituer le lecteur à ne plus éprouver de difiicultés dans ces sortes de questions.
Nous cherchons le point où la droite CD rencontre le plan projetant horizontalement et verticalement la droite ÂB, puis nous rabattons ce plan projetant sur le plan horizontal, de manière que la droite AB se trouve rabattue en même temps. Si le point de rencontre de la droite CD avec le plan projetant rencontre la droite AB dans le rabattement, ce point sera Tun des points de la droite AB.
Dans répure 87, le point A se rabat en A^ sur la perpendiculaire à ab élevée en a, sur laquelle on a jeté une longueur égale à la distance de a' à la ligne de terre; le point B se rabat en B^ par une construction
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analogue; mais A^ est à droite tandis que B^ est à gauche de la charnière du rabattement.
Mais soit o^ d le point de rencontre de la droite CD avec le plan de la droite AB mené perpendiculairement à la ligne de terre; rabattons ce point sur le plan horizontal en 0^.
Dans cette figure ou voit que la droite CD ne rencontre pas la droite AB, puisque le point 0^ n'appartient pas à la droite A^B^.
Trouver V intersection de deux plans donnés^ soit par leurs traces^ soit par des points, soit par des droites de ces plans.
On sait toute l'importance de ce problème général, puisqu'il sert à donner la solution de cette autre question :
Trouver IHntersection d'une droite et d'un plan.
On ne saurait donc trop s'exercer à varier les données graphiques dans toutes les positions, afin de n'être embarrassé dans aucune question particulière quelconque.
Nous avons déjà trouvé (chapitre i) l'intersection de deux plans donnés avec cette condition^ que la trace horizontale et la trace verticale du premier plan sont en ligne droite, et que le second plan se trouve dans une même situation. Nous avons pris aussi ce cas où les plans remplissant cette condition satisfont eneore à cette autre , que les quatre traces des plans .passent par un même point de la ligno de terre.
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l"" (figure 88) Nous cherchons d'abord l'intersection de deux platis, tels que les traces de l'un des plans sont les prolongements des traces de l'autre : ainsi le premier plan est MNP, et SNR est le second ; RN est le prolongement de MN, et aussi NS est le prolongement deNP.
il est évident que la droite d'intersection des deux plans passe par le point N de la ligne de terre; nous prenons un plaii auxiliaire parallèle au plan SNR^ aGn d'obtenir une parallèle à l'intersection cherchée.
Ce plan auxiliaire est donné par des parallèles aux traces MN et NP, menées par un même point de la ligne de terre. 11 résulte de cette construction, un parallélogramme dont la ligne de terre est une diagonale qui le divise en deux parties égales. Soient Y et H les sommets de ce parallélogramme, opposés à la ligne déterre; la construction connue donne pour intersection du plan auxiliaire avec le plan MNP, la droite dont les projections Hv, VA' sont parallèles, comme il est facile de s'en assurer d'après les conditions que nous venons de rappeler.
Donc aussi si par le point N, on mène une parallèle à ces deux projections de l'intersection auxiliaire, cette droite ab, ciV, représente à la fois la projection horizontale et la projection verticale de la droite cherchée.
On pouvait prendre un plan auxiliaire parallèle à l'un des plans de projection et trouver les intersections de ce plan avec les deux plans donnés; ces intersections se coupent en un point qui appartient à la droite
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demandée ; en joignant ce point au point N , on a la droite cherchée.
Cette dernière construction est élégante et fournit un théorème de géométrie élémentaire, utile à reconnaître.
Ainsi on trouve que les projections horizontales des intersections des deux plans donnés par un plan parallèle au plan horizontal de projection, se coupent en un point de la trace verticale de ce plan auxiliaire.
2" (figure 89) Déterminer la projection de l'intersection de deux plans dont Vun coupe la ligne de terre. Vautre passe par la ligne de terre et par un point donné par ses projections.
Le premier plan donné est MNP, le second qui passe par la ligne de terre LT contient le point a, a'.
L'intersection des deux plans passera par le point N, qui appartient aux deux plans donnés ; il suffit donc d'avoir un autre point de Tintersection de ces deux plans.
Pour cela nous prenons un plan auxiliaire mené perpendiculairement à la ligne de terre par le point A; ce plan coupe le plan donné suivant une ligne droite que nous rabattons autour de la trace horizontale a!àV^ sur le plan horizontal en HV^, à droite de la charnière; nous rabattons en même temps le point a, a' sur le plan horizontal autour de la même charnière. Ce rabattement est en A^ à gauche de la charnière.
11 faut rappeler que le plan auxiliaire coupe le se-
cond plan donné suivant une droite qui passe par le point e de la ligne de terre et par le point A. Après le rabattement, cette intersection est donc devenue la droite e A^. Cette droite prolongée vient rencontrer HV^ en 0^; c'est ce point rabattu qui nous donne, après qu'on Ta relevé, le second point de Tintersection cherchée. Les projections de ce point sont o et (/, en sorte que la droite cherchée a pour projections la droite No et la droite No'.
3"^ (figure 90) Intersection de deux plans parallèles à LT , et dont les traces se confondent après le rabattement*
En coupant par un plan auxiliaire RR les deux plans donnés, on cherchera l'intersection de ce plan avec ceux du problème.
En rabattant ce plan auxiliaire successivement sur les plans de projection, on obtiendra deux droites dont le point de rencontre donnera le rabattement d'un point de la droite cherché CD. En la ramenant dans sa position , on aura un point de vérification
or = orj.
V (figure 91 ) Les deux plans donnés sont , le premier parallèle à la ligne de terre, le second passant par un point et par la ligne de terre.
Il est évident qu'il suffit d'avoir un point de l'intersection des deux plans, car cette intersection est parallèle à la ligne de terre.
La solution est de même genre que celle de 2". Le premier plan donné a pour trace horizontale PQ, et pour trace verticale P'Q'.
Le point par lequel passe le second plan est m^ vfi.
Nous ferons encore observer qu'il importe de reconnaître comment le rabattement des points du plan auxiliaire doit être fait relativement à la droite et à la gauche de la charnière de rabattement.
On a trouvé, pour les projections de la droite d'intersection des deux plans, la droite a6, clV.
5® (figure 92) Des deux plans donnés ^ l'un est représenté par une droite unique , trace horizontale et verticale MNP, et le second passe par la ligne de terre et le point ay a'.
L'intersection des deux plans passe par le point N, comme dans le 2"". On prendra donc encore un plan auxiliaire perpendiculaire à la ligne de terre et mené par le point Â. Mais il faut remarquer ici que les traces horizontale et verticale de l'intersection auxiliaire du plan MNP, avec le plan perpendiculaire à la ligne de terre, se confondent. C'est ainsi qu'on a le point H, qui est le même que le point V.
La droite HV, rabattue sur le plan horizontal, est la droite HV^j la seconde droite auxiliaire est ek^ et le point d'intersection de ces deux droites rabattues est le point 0^; ce point relevé dans sa véritable position donne pour projections le point o et le point o' , en sorte que la droite cherchée est No, No'.
ScoLiE 1. On pourrait trouver l'intersection de deux plans, par un changement de plan de projection, au moyen d'une droite située dans le second plan et d'une manière quelconque. Pour cela, on joindrait un point de la ligne de terre avec le point A, puis
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on chercherait Tintersection de cette droite avec le plan MNP par les procédés ordinaires ; ce point serait un point de l'intersection cherchée. Cette solution est très-générale, et nous la recommandons pour beaucoup de circonstances au lecteur, suilout quand les plans donnés n'ont pas leurs traces dans les limites de l'épure^
6^ (figure 93 ) Uu7i des plans est parallèle au plan pei^ticalj et a sa trace horizontale parallèle à la ligne de terre en PQ. Le second plan est parallèle à la ligne de terrCj et ses traces se confondent en une même ligne droite que nous désignons pour plus de simplicité par H et V, qui représentent wi même point de cette double trace.
Menons la droite de l'espace qui joint les points H et V dans leur véritable position. Cette droite vient rencontrer le plan PQ en un point qui appartient à l'intersection des deux plans donnés ; cette intersection est d'ailleurs parallèle à la ligne de terre.
La droite HV étant dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, on rabat cette ligne en HV^ autour de la trace horizontale de ce plan perpendiculaire, mais ce plan rencontre le plan PQ^ suivant une droite qui se rabat sur la droite PQ, en sorte que HV^ rencontre PQ en B^.
Le point 6 de PQ est la projection horizontale du point B de l'espace. La projection verticale est 6', qu'on obtient parles procédés ordinaires; il y a d'ailleurs une vérification : aussi la figure indique deux procédés pour obtenir ce point 6'.
La droite b'd , parallèle à la ligne de terre, est la
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projection verticale de Tiatersection; la projection horizontale est la droite PQ elle-même, ce qu'on sait à Tavance.
7" Lun des plans est donné par un point et une droite 9 r autre est donné par ses traces. On suppose que le premier na pas ses traces dans les limites de V épure.
On cherche deux points de Tintersection demandée au moyen de lignes auxiliaires, situées dans le second plan et qui coupent le premier plan donné. On choisit ces lignes auxiliaires d'une manière convenable.
11 faudra pour ce cas varier les données de diverses manières.
Faire passer un plan par un point et une droite^ ou par trois points.
Ce problème se présente fréquemment, et Ton ne s'exerce pas assez à varier le choix des données. Voici quelques exemples :
V Le plan doit passer par un point et par une droite qui est dans un plan perpendiculaire à la liyne de terre.
2^ Le plan doit passer par un point et par une droite qui est assujettie à passer par un point ^ et à faire un angle donné avec le plan horizontal , et vn angle donné avec le plan vertical.
Dans le chapitre 1 , nous avons vu comment on détermine une semblable droite; le problème doit être considéré comme résolu.
3" La droite donnée passe par un point, est dans un plan
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perpendiculaire à la ligne de terre, et fait un angle donné avec le plan vertical. Le point donné est dam le quatrième angle des plans de projection.
On se servira de deux plans auxiliaires perpendiculaires à la ligne de terre et passant par les deux points donnés ; puis on trouvera les traces de la pre« mière droite donnée et d'une droite auxiliaire parallèle à la première et passant par le second point donné.
4" On considérera le cas où les projections de la droite donnée se confondent ^ et aussi le cas où les projections du point se confondent.
On combinera encore les données qui précèdent avec Tune de celles de V. Rien ne sera plus propre à donner le moyen de ne plus être arrêté par les difficultés prétendues de la géométrie descriptive.
Mener par une droite donnée un plan faisant un ang le donné avec un autre plan.
Nousappelonsrattentiondulecteur sur ceproblème^ qui fait partie de certains questionnaires.
V Supposons d'abord qu'on veuille mener ce plan de manière qu'il forme un angle donné avec le plan horizontal.
Soit AB cette droite qui rencontre le plan horizontal en H. Supposons le problème résolu, et soit HX la trace horizontale de ce plan cherché.
Supposons que l'on prenne un point MsurÂB; que par ce point on mène MP perpendiculaire au plan ho-
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rizontal^ et MQ perpendiculaire à la trace HX : enjoignant le point P au point Q, Tangle MQP sera l'angle du plan BNX avec le plan horizontal.
Le triangle MPQ est rectangle , et Ton connaît la longueur MP et l'angle MQP. Par suite , la droite PQ est facile à déterminer. Mais PQ est perpendiculaire à la droite HX y et par suite elle est tangente à la circonférence tracée dans un plan horizontal du point P comme centre, avec PQ comme rayon. Le point H est connu. Cette circonférence auxiliaire est facile à déterminer; donc on aura aisément la trace HX, et par suite la trace verticale de ce plan cherché.
On discutera le problème, et l'on prendra, s'il y a lieu, les deux solutions.
2° La droite donnée ne rencontre pas le plan horizontal dans les limites de V épure, et le plan cherché doit encore faire un angle donné avec le plan horizontal.
On pourra résoudre le problème de deux manières :
On prendra deux points sur la droite AB, et l'on décrira deux circonférences sur le plan horizontal au moyen de ces points auxiliaires. Il suffira donc de mener une tangente commune à ces deux circonférences : cette tangente serala trace horizontale du plan cherché.
Secondement , on prendra un plan auxiliaire parallèle au plan horizontal de projection j on déterminera une horizontale du plan, et le problème sera ramené à un problème connu.
3** La droite donnée est parallèle au plan horizontal.
Le problème est ramené à celui-ci , qui est connu :
Par une droite du plan horizontal de projection ,
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mener un plan qui fasse un angle donné avec ce plan horizontal.
4" Supposons maintenant que le plan donné est quelconque.
Pour fixer les idées, supposons que la droite don* née est encore AB, et que nous prenons un point M sur cette droite. Soit H, là rencontre de cette droite avec le plan donné, soit HX Tintersection inconnue du plan donné avec le plan cherché.
Du point M, nous abaissons MP perpendiculaire sur le plan donné, P étant le pied de la perpendiculaire sur ce plan. Nous connaissons par une construction simple la longueur MP et le triangle MPQ, analogue à celui de 1 "*.
Le problème est donc ramené à un problème de ra_ battement. En effet, rabattons le plan donné sur le plan horizontal avec le pied P de la perpendiculaire MP et le point H d'intersection de la droite avec le plan, puis opérons comme pour 1*"; nous obtiendrons la droite HX et, en relevant, le problème est ramené à cet autre : Faire passer un plan par deux droites.
On discutera le problème.
5® Les choses étant posées comme dans 4**, supposons la droite AB parallèle au plan; le problème est alors ramené à celui-ci : par une droite située dans un plan , mener un plan qui fasse avec ce dernier un angle égal à un angle donnée problème que nous savons résoudre par l'inverse du problème direct, chapitre i.
Sgolie. On pourra s'exercer avarier les données de la question. Les principes posés dans le chapitre i, et
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les moyens indiqués pour trouver Tintersection d'une droite et d'un plan^ suffiraient avec Thabitude et un peu de réflexion, pour donner toutes les solutions de ces sortes de difficultés.
PROBLÈME IX (figure 95).
Détermiîier l'angle de deux droites, Vune d'elles étant quelconque. Vautre située dans unplan perpendiculaire à la ligne de terre, et déterminer les projections de la bissectrice.
I"" Nous supposons que les deux droites se coupent au point d, rf', la première droite est af, clf^ la seconde passe par le point D et par le point C dont les projections sont en c et en d.
Nous cherchons la trace horizontale de la droite CD, nous Tobtenons par le rabattement sur le plan horizontal du plan projetant horizontalement CD, c'est le point Hj ; H est la trace horizontale de la droite AF. La trace horizontale du plan des deux droites sera HH^, nous rabattons ce plan sur le plan horizontal, et nous obtenons l'angle HD/ Hj, qui est l'angle cherché rabattu, puis nous menons la bissectrice D^'Bde cet angle, le point B est la trace horizontale de la bissectrice, en sorte que les projections de cette bissectrice sont dB, âiy.
T Nous supposons que les traces des deux droites sont en dehors des limites de V épure.
Nous mènerons f par un point convenablement choisi^ deux droites auxiliaires parallèles aux deux droites données, et qui peuvent conduire aune construction possible dans les limites de V épure.
Mais y nous Tavons dit dans le chapitre i , le mieux est toujours de déterminer Tangle de deux droites au moyen d'un triangle de Tespace.
Nous pourrions multiplier à Tinfini ces exercices , mais nous croyons indispensable que les professeurs exercent eux-mêmes leurs élèves, et les obligent à trouver, sans avoir recours, pour Tétude, à tous les secours qu'on leur indique et qui leur manquent.
Nous avons fait une épure pour cette question spéciale, figure 97:
Trouver la bissectrice de Vajigle de deux droites dont les traces sur les plans de projection sont en dehors des limites de V épure.
La solution revient au cas général , en prenant un nouveau plan horizontal de projection. Les traces des droites sont Â et B. On relève le plan des droites jusqu'à ce qu'il vienne se confondre avec le plan horizontal. Le point C de l'espace se projette alors en C^; l'angle aCrb est l'angle cherché , C^cA le rabattement de la bissectrice, et se» projections {ch , chl).
PROBLÈME X (figure 96).
Déterminer les traces du plan bissecteur de l'angle de deux plans.
Le cas particulier qui se présente ici est celui où l'un des plans est donné par la droite PNM rabattement de ses traces, l'autre déterminé par la ligne de terre et le point (m, m'). L'intersection Na, Na' de ces deux plans est fixée par le point de rencontre Ar de
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leurs sections (oMr et HVr) sur le plan auxiliaire Hom. L'angle des plans est déterminé par les traces^ sur les plans donnés, d'un plan WRSmené perpendiculairement à la droite NÂ par un de ses points B. Ce plan coupe le plan MNP suivant BQ , et le plan (LT, M) suivant BR, dont le rabattement est BrR. L'angle des plans est RB^Q; la bissectrice de cet angle est B^D ; le point D étant sa trace horizontale, la droite ND sera la trace horizontale du plan cherché; la trace verticale sera donnée par le point F où la droite BD rencontre le plan vertical. Le plan demandé est DNF.
Trouver l'intersection et l'angle de deux plansy chacun d'eux étant donné par un point et par une droite ^ les traces des plans étant en dehors des limites de V épure.
Le problème est ramené au suivant, pour la deuxième partie de la question , quand on aura trouvé l'intersection des deux plans. Or, on a ce problème à résoudre ;
Trouver f intersection d'une droite et d'un plan, le plan étant donné par un point et une droite, les traces étant en dehors des limites de V épure.
Ce problème, avec cette complication, se présente fréquemment dans les surfaces gauches. On trouve une droite auxiliaire dans le plan, par deux de ses points, au moyen de droites auxiliaires, et le point d'intersection de la droite donnée et du plan donné s'obtient.
Trouver V intersection de la sphère inscrite à un tétraèdre donné par ses quatre sommets situés d*une manière quelconque dans l'espace, et d'un plan passant par un point donné aussi dans l'espace et faisant un angle donné avec Vune des faces du tétraèdre ^ et un autre angle donné avec une seconde face.
On n'est pas maître de prendre les plans de projection à volonté, et nous avons choisi cet exemple pour indiquer aux professeurs un genre de questions quMls peuvent développer en variant les données.
Trouver l'angle de deux plans donnés par leur intersection et un point de chacun d'eux ^ les traces des plans étant en dehors des limites de l'épure.
De chacun des points , j'abaisse une perpendiculaire sur l'intersection des deux plans , au moyen de la théorie des rabattements.
L'angle des deux perpendiculaires, ou plutôt des deux parallèles à ces perpendiculaires, est l'angle demandé.
On prend un plan auxiliaire horizontal ou vertical pour chaque perpendiculaire à mener, et on rabat sur ce plan auxiliaire. La construction des perpendiculaires étant faite, le problème est ramené à un problème connu.
Faire passer une circonférence par trois points, lorsque le plan de ces trois points ne rencontre pas les plans de projection dans les limites de l'épure.
Nous avons indiqué la solution à employer. On change de plan horizontal de projection en menant un nouveau plan horizontal parallèle au premier, mais de manière que ce nouveau plan rencontre les droites données.
On rabat alors sur ce nouveau plan horizontal , et les projections horizontale et verticale de la circonférence peuvent ensuite être transportées sur les premiers plans de projection.
Dans la figure 98 on a mené, par un point quelconque M de l'une des droites , un nouveau plan horizontal, dont la trace est wf?.
La trace du plan des trois points sur ce nouveau plan de projection est m!p.
Si on ne pouvait pas trouver les traces des plans des trois points, on aurait toujours leur direction; et l'on pourrait rabattre autour de la droite w'P, comme si l'on rabattait autour de la trace du plan sur le premier plan de projection.
L'exemple de l'épure fait voir comment on détermine un point de chacune des traces du plan et leur direction.
La méthode ordinaire donne les rabattements A, C. Le point B ne se trouve pas compris dans le cadre, mais par ses projections, nous connaissons le milieu h
ArpBNDici. 269
de la droite ab, dH^ et par conséquent son rabattement V; ce qui nous permet de déterminer le centre du cercle.
Nous savons en outre que les projections du cercle sont des ellipses , dont les axes et les tangentes sont parallèles à la trace correspondante. Cette observation nous permet de déterminer complètement les projections demandées.
PROBIÈME XV.
Étant donnée la projection horizontale d'une courbe située dans un plan donné y trouver sa projection verticale et sa vraie grandeur.
C'est un simple problème de rabattement.
PROBLÈME XVI (planche 31, figure 94).
Deiiir droites qui se coupent étant données par leurs projections, on veut mener par leur point dHntersection une troisième droite qui fasse ^ avec les deux premières y des- angles égaux à des angles donnés.
Ou autrement :
Étant données les trois faces d'un angle triédre dans l'espace, construire la projection de ce trièdre.
Nous avons déjà indiqué, (Jans le premier chapitre, la solution de ce problème. Entrons dans les détails.
Soient AD et BC les droites données qui se coupent au points, si. Pour résoudre le problème, rabattons ces droites sur le plan horizontal, en faisant tourner le plan de leur face autour de sa trace horizontale MN. Les deux droites rabattues seront BC^ et AD^; leur
point de concours sera S^ : Tangle C^S^D^ est Tangle qu'elles forment entre elles dans l'espace.
Si nous concevons menée dans l'espace la troisième droite S^E; en faisant tourner la face ES^ autour de l'arête Sfi^y jusqu'à ce qu'elle coïncide avec le plan de la face donnée, l'angle des droites de l'espace SD et SE se rabattra ei^actement suivant D^^E^ Une construction analogue donnera le rabattement S^E"^, sur le plan principal rabattu, de la même arête S^E tournant autour de l'arête S^C^.
Nous avons donc les trois faces du trièdre. Les constructions du problème XXI, chapitre i, nous donneront la projection, sur ce plan principal rabattu, de la troisième arête du trièdre.
Il s'agit, au moyen de ces données, de relever la droite SE et d'en déterminer les projections.
Or la droite S^e^ du plan principal a sa trace horizontale en F sur MN; donc les projections de la droite S^e^ relevée seront «F, s!f\ et celles (ej, e/) du point e^ se trouveront G, en relevant le point G à l'intersection de la perpendiculaire e^hgi à MN, avec sF prolongé, et Ci sur la projection verticale s'/'.
Le point e^ est le pied d'une perpendiculaire abaissée, d'un point E de la droite cherchée, sur le plan MNP.
Les points e^ et e/ sont les projections du pied de cette perpendiculaire au plan *. Le problème revient
■ I I n' ii n I ■ «
* Si on en connaissait la longueur, les projections de son extrémité donneraient la projection du point E cherché.
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donc à trouver les projections de cette perpendiculaire et sa longueur.
Par le point (c„ el) élevons une perpendiculaire au plan MNH : ses projections seront (hefi, e!gf). Si nous rabattons le plan qui projette cette droite horizontale^ ment, autour de hefi^ le point e^ de l'espace se rabattra en ejy et la droite GeJ sera le rabattement de la perpendiculaire cherchée. Si du point e/on prend sur GeJ une longueur c/E^ = c^E/", on aura rabattu la distance du point E au plan des deux droites. En relevant ce point, il se projettera en e sur efi, et en é sur e,V. En joignant alors («'e', se) y nous aurons les projections de la droite SE demandée.
Comme vérification, la hauteur éE^ du point E audessus du plan horizontal, doit être égale à la longueur efk.
PROBLÈME XVli.
Deiiœ droites non situées dans le même plan étant données ^ mener une droite qui s'appuie sur les deux premières, et qui fasse avec chacune d'elles un angle donné.
Le problème précédent nous servira à conduire la droite cherchée. Soient, en efifet, A et B les deux droites données dans l'espace. Par un point S de A, je mène une parallèle B' à B, et par ce point S je mène une droite SE qui fasse les angles donnés avec A et B'. Soit ensuite mené un plan par la droite A et la droite SE, ce plan viendra rencontrer la droite B en un point M. Je mène enfin une droite nouvelle parallèle à SE : ce sera la droite demandée.
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CHANGEMENTS DES PLANS DE PROJECTION
Dans le chapitre premier et dans un grand nombre de problèmes de l'appendice , on a dû recourir à des plans auxiliaires qu'on a rabattus. 11 est presque inutile de traiter d'une manière systématique ces transformations. Nous prendrons cependant un résumé des principes qui peuvent guider dans ces chaogements.
l. Changer le plan horizontal de projection en conservant le plan vertical et en prenant pour plan horizontal nouveau un plan parallèle au premier plan horizontal de projection.
Il faut rappeler les généralités. La projection d'un point sur un plan est le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur ce plan , et les projections d'un même point sur les deux plans de projection rectangulaires , après rabattement, sont situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Enfin y la distance d'un point à l'un des plans de projection est égale à la distance, à la ligne de terre, de la projection sur l'autre plan.
Dans le changement, la nouvelle ligne de terre est parallèle à la première; la projection verticale d'un point n'a pas changé, et la projection horizontale de ce point est à une distance de la nouvelle ligne de terre égale à la distance du point au plan vertical, c'est-à-dire à la distance de la première projection horizontale à la première ligne de terre.
II. Leplan horizontal restant le même, le nouveau plan vertical estparalUle au premier plan vertical deprojection •
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La solution est la même que pour le cas précédent. On doit B'exêrcer à trouver les projeotiouB d'une droite après le changement de plan vertieal , et aussi les traces d'un plan donné après ce changement.
m. Le plan horizontal restant le mime y prendre pour plan vertical un plan perpendiculaire à la ligne de terre.
Nous avons constamment fait usage de ce changement de plan ^ et surtout quand il y avait des droites situées dans des plans perpendiculaires à la ligne de terre. Nous appelions ces transformations des rabattements sur le plan horizontal.
IV. Prendre pour plan vertical un plan perpendiculaire au plan horizontal y en conservant le plan horizontal.
La trace horizontale du plan vertical sera la nouvelle ligne de terre ; la projection horizontale ne change point, et la projection verticale est distante de la nouvelle ligne de terre d'une longueur égale à la distance du point à la première ligne de terre. On cherchera aussi ce que devient la projection verticale d'une droite et sa trace verticale nouvelle. On résoudra la même question de transformation pour un plan donné par ses traces.
V. On prend pour plan horizontal un plan qtÂelconquê, la trace horizontale de ce plan pour ligne de terre j et Von demande de trouver , avec ces nouvelles données, les projectiofis d'un point , les projections d'une ligne p et enfin les traces d'un plan*
On prendra toujours le pied de la perpendiculaire
abaissée d'un point sur le nouveau plan horizontal, et
la distance de ce point à ce nouveau plan. On rabattra
sur le plan horizontal primitif et le plan horizontal
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nouveau , et le plan vertical. Ce changement est trèsheureux pour la solution des problèmes très-difficiles a résoudre par d'autres procédés.
PROBLÈME XVIII
Plus courte distance de deux droites trouvée par le changement des plans de projection.
On a deux droites A et B; on mène un plan perpendiculaire sur la droite A, ce plan est le nouveau plan horizontal de projection; on cherche les projections de la droite B sur les nouveaux plans de projection , et ainsi ^ comme on le sait, la plus courte distance se projette en vraie grandeur sur ce plan.
Le problème étant résolu pour les nouveaux plans de projection, on fera la transformation pour obtenir les projections de cette plus courte distance sur le premier plan.
Une droite étant donnée , trouver sur cette droite un point tel, qu'en abaissant de ce point une perpendiculaire à la ligne de terre, cette perpendiculaire soit égale à une ligne donnée.
On changera de plan de projection, de manière que la perpendiculaire à la ligne de terre se projette en véritable grandeur sur ce plan.
On prendra, paur plus de simplicité, pour nouveau plan vertical, un plan perpendiculaire à la ligne de terre passant par la trace verticale de la droite donnée; on projettera sur ce plan vertical nouveau la droite donnée , et le problème reviendra à la construc-
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lion d'une circonférenee décrite d'un rayon égal à la distance donnée , et qui rencontrera la nouvelle pro-* jectîon de la première droite.
La suite de la construction de Tépure ne présente rien de nouveau.
Deuœ droites non situées dans le même plan étant données, trouver sur la première un point tel que la perpendiculaire abaissée sur la seconde soit égale à une ligne donnée.
Il est évident que si la droite sur laquelle on veut mener la perpendiculaire était perpendiculaire au plan horizontal; cette droite perpendiculaire qu'on cherche se projetterait sur le plan horizontal en véritable grandeur. Dans ce cas , la solution se réduirait à décrire une circonférence sur le plan horizontal de projection, de la trace horizontale de la verticale donnée pour centre; avec un rayon égal à la longueur de la pei^endiculaire cherchée. Les rayons menés aux points de rencontre de cette circonférence de cercle avec la projection horizontale de la seconde droite , donneraient les projections horizontales des deux droites cherchées.
Par les procédés ordinaires , on obtiendrait immé* diatement les projections verticales de ces droites. (Nous disons de ces droites ^ car il y a ordinairement 4eux solutions.)
On voit comment on peut résoudre le problème dans le cas général , au moyen d'un changement de plans de projection :
Soient Â et B les deux droites données. On veut
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trouver un point de B tel qu*en abaissant une perpen<diculaire sur A^ etc.
Supposons que Ton connaisse la trace horizontale H de B; par ce points abaissons un plan perpendiculaire à la droite A : c'est ce plan que nous prenons pour nouveau plan horizontal de projection. Le problème est alors ramené au cas où la ligne principale est perpendiculaire au plan horizontal.
ScoLiE. Le problème de la plus courte distance est un cas particulier de celui que nous venons de résoudre ^ et nous engageons le lecteur à faire les constructions que nous avons indiquées^ en variant les données.
PROBLÈME XXI (figure 73).
Trouver les projections de Vépicycloïde sphérique. . L'épicyclolde sphérique^ dont il est ici question^ est engendrée par un point de la circonférence d'un cereie, qui sert de base à un cône droite lequel est tangent à un second cône droit de même sommet et de même génératrice.
On suppose donc que le premier cône roule , sans glisser^ sur le second; et qu'un point de la circonférence de la base du cône mobile engendre la courbe nommée épicycloïde sphérique.
La projection de cette courbe s'obtient par la méthode des rabattements d'une manière simple. En et* fety après le roulement d'une portion de la circonférence ^ il est facile de rabattre et de relever le point dans sa nouvelle position.
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