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PRÉFACE
Lorsque nous avons publié l'année dernière un Traité complet de Géométrie, notre ambition était d'apporter notre pierre à l'édifice» et d'aider à faire un pas en avant, en propageant les méthodes nouvelles dont la Science s'est enrichie depuis un demi-siècle. De précieux suffrages soiii venus récompenser nos efforts, et nous donner la conviction qu'ils ne reste- . raient pas stériles.
Ce succès même nous a engagés à satisfaire au désir de notre bienveillant Éditeur, et à écrire un livre plus simple qui pût répondre aux besoins du plus grand nombre. Ce sont les Été" menu que nous publions aujourd'hui. Bien, que conçus su^ vant le même ordre d'idées que le Traité complet, ces ElémenU • n'en sont pas un simple extrait, comme on pourrait être tenté de le croire i la nécessité de modifier la disposition générale de l'ouvrage a entraîné de nombreux changements dans sa rédaction.
Notre nouveau livre correspond fldèlement aux Programmes officiels, et reniei me toutes les parties de la Géométrie enseignées dans les établissements d'instruction publique. Le texte des Éléments proprement dits développe les Programmes successifs des classes de troisième, de seconde, de rhétorique et de philosophie. Le Complément qui termine l'ouvrage contient, résolues paragraphe par paragraphe, toutes les questions
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additionnelles du Programme de Mathématiques élémentaires et toutes celles réservées au Cours de Mathématiques spé
ciales.
Cette disposilion facilite le travail de l'Élève, qui trouvera ainsi toutes les questions, exposées dans l'ordre même suivi par le Professeur, et approfondies dans la mesure Gxée parles Programmes officiels.
Des Exercices sont indiqués à la fin de chaque paragraphe; des Questions plus difficiles» à la fin de chaque Livre.
Nous donnons à la suite de l'ouvrage une Note sur le lever des plans eil'ai penlage,sur la mesure d'une aire plane limitée par une ligne courbe, et sur celle d'un volume limité par une surface courbe. Nous avons cru satisfaire aux conditions des nouveaux Programmes, en faisant surtout connaître l'esprit des méthodes employées, sans entrer dans des détails trop minutieux qu'on ne peut apprendre que sur le terrain. Cette Note forme à nos yeux un petit Traité du lever de» plans, et renferme tout ce qui est nécessaire pour que l'Élève puisse passer aux applications.
L'amélioration la plus importante que nous ayons à signaler-est relative au cinquième Livre. Les idées émises à ce siyet dans le Traité ayant été généralement adoptées, nous les avons développées cette fois sans aucune restriction ; les théorèmes acquièrent ainsi plus de généralité, et il devient plus facile de les démontrer et surtout de les appliquer.
Nous espérons que nos deux Ouvrages se prêteront un mu tuel secours; et que les Élèves studieux, bien préparés par ces Éléments à la lecture du Traité, pourront ainsi, sans changer de point de vue, pousser plus avant l'étude de la Géométrie.
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INTRODUCTION
Prooiulmhb OFFicm : Ligne droite et plan, — Ligne brisée,^
Ligne courbe*
1. On appelle volume d'un corps rétendue du lieu que ce corps occupe dans l'espace indéVini, Ce lieu, esseniiellement limité» est séparé de l'espace qui l'entoure par la surface du corps.
Les diverses feces d'un corps sont autant de surfiices dont les limites ou les intersections mutuelles s'appellent
Enfin on donne le nom de points aux limites ou aux extrémités d'une ligne, aux intersections mutuelles des lignes.
Ces idées de surface, de ligne et de point, étant une fois acquises par la considération des corps, la surface» la ligne et le point peuvent ensuite être conçus indépendamment du corps, des surfaces et des lignes, dont ils constituent les limites. C'est ainsi qu'on arrive à regarder inversement une ligne comme le lieu des positions successives d'un point mobile, et une surface comme le lieu des positions successives d'une ligne qui se meut suivant une loi déterminée.
3. La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite, dont la notion est familière à tout le monde» et dont utî fil tendu offre l'image.
La ligne droite est le plus court chemin entre deux quel" conques de ses points.
Deux points déterminent une droite. £n d'autres termes»
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par deux points on peut toujours faire passer une droite, ci on n'en peut faire passer qu'une. D'où il suit que deux droites qui ont deux points communs coïncident^ non-seulement en tre ces deux pointSy mais encore dans toute leur étendue ; et, par conséquent, que deux droites distinctes ne peuvent avoir qu'un point commun.
Ces propriétés fondamenialcs de la ligne droite sont intuitives, et de longs commentaires ne pourraient qu'obscurcir le sentiment que chacun en possède.
En Géométrie, on indique un point par une 1e*ttre, une
droite par deux lettres affectées à deux de ses points. Ainsi, l'on dit le point A, la droite AB [Jig. i).
Fig. I.
Deux porlioDS AB et CD, prises respectivement sur deux droites indéfinie$f ont la même longueur lorsqu'elles sont superposables. I^a droite CD étant transportée de manière que le point G tombe en A, si l'on peut amener le point D sur le point B en faisant tourner la droite CD autour du point A, la portion CD aura une longueur égale à celle de la portion AB.
Pour ajouter deux );>ortions de droites AB et G), on porte la portion CD à la suite de AB, sur la droite indéfinie dont AB fait partie : BE étant la nouvelle position de CD [Jig. i), on dit que AE a une longueur égale à la somme des longueurs de AB et de CD.
Si l'on avait une troisième droite à ajouter aux deux premières, on la porterait à la suite de B£, et ainsi de suite.
4. On nomme ligne brisée une ligne formée de plusieurs portions de droites distinctes ; telle est la ligne ABCD {fg, 2}.
Fig. a.
On confond sous la dénomination commune de lignes courbes toutes les lignes autres que la ligne droite ou les lignes brisées.
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5. La plus simple de toutes les surfaces est le plariy dont une glace polie peut donner ridée. La définiiioii géométrique du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points de celte surface y est contenue tout entière. C'est ainsi, par exenmple» que, pour vérifier si une table est plane, on s'assure qu'on peut y appliquer dans tous les sens une règle bien dres* sée, sans qu'il reste aucun vide entre la table et la règle.
Une surface formée de plusieurs portions de plans distinctes est dite brisée; et Ton confond sous la dénomination commune de surfaces courbes toutes les surfaces autres que le plan et les surfaces brisées.
6. On désigne sous le nom générique de figures les surfaces et les lignes ou l'ensemble de plusieurs de ces éléments*
La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des figures eii, en particulier, la mesure de leur étendue. Elle ramène la mesure d'un volume ou d'une portion de surface à la mesure directe de certaines lignes droites convenablement choisies dans chaque cas.
On divise la Géométrie en deux parties : la Géométrie pUme, relative aux figures situées dans un plan unique, et la Géométrie dans tespacCf relative aux figures dont les éléments peuvent être disposés d'une manière quelconque dans l'espace.
7. Nous terminerons cette introduction en définissant quelques mots qui sont d'un usage fréquent en Mathématiques*
Touie proposition consiste dans une hypothèse et une conclusion qui en découle, soit immédiatement, soit en vertu d'un raisonnement qu'on appelle démonstration*
Un axiome est une proposition évidente par elle-même. Un théorème est une proposition è démontrer. Un lemme est une proposition préliminaire destinée à faciliter la démonstration d'un théorème. Un corollaire est une conséquence d'un théorème. Un scolie est une remarque sur une ou plusieurs propositions. Un problème est une question à résoudre.
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Programme officiel : Angle, — Génération des angles par la rotation d'une droite autour d'un de ses points, — Angle drgit»
DÉFINITIONS
8« On exprime une idée claire pour tous les esprits, lorsqu'on dit que deux droites AB et AG qui se rencontrent forment un an^; c'est là une notion fondamentale qui, comme celle de la ligne droite, ne saurait être définie, c'est-à-dire ramenée à une autre plus simple*
Fig. 3. Fig. 4.
Les deux droites AB et AC sont les côtê<: de l'angle, et leur point d'intersection A est son sommet. On désigne un angle isolé par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles ont même sommet, on indique celui des angles qu'on considère au moyen de trois lettres, savoir : deux lettres placées sur les côtés, et la lettre du sommet qu'on énonce au milieu. Ainsi» dans la^gf. 3, on dit simplement Tangle A; dans la fig* 4» on distingue les trois angles BAC, CAD, BAD.
Deux angles, tels que BAC et CAD, qui ont le même sommet. A, un côté commun AG, et les deux autres côtés AB et AD
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situés de part et d'autre du côté commun, sont appelés adjacents,
9. On (lit que deux angles sont égaux, lorsqu'on peut les perler l'un sur l'autre de manière qu'ils coïncident. Ainsi, lorsqu'on aura placé le côté A'B' sur AB de façon que le sommet A' soit en A et que le côté A'Q tombe comme AG au-
dessus de AB(yig-. 5), il faudra, pour que les angles A el A' soient égaux, que le côlé A'C s'applique sur AC.
Pour ajouter deux angles BAC, FEG, on transporte le second à la suite du premier (^^.6), de maiiière à former les deux
Fis. 6.
angles adjacents BAC, CAD; l'angle BAD des deux côtés non communs AB el AD est \di somme des deux angles proposés.
10. On acquiert une idée très-nette de l'angle sous le rapport de la grandeur, en supposant que l'un des côtés AG, d'abord appliqué sur le premier AB, tourne autour du point A comme une branche de compas autour de sa charnière. Bans cette rotation, le côté mobile AG fait avec le côlé fixe AB un angle qui crott par degrés insensibles, ou d'une manière coutinue. Il résulte de ce mode de génération, ainsi que des définitions du numéro précédent, que In j^randeur d'un angle est indépendante de la longueur de sus côtés.
11. On dit qu'une droite AO est perpendiculaire sur une droite BG(/^. 7), lorsque les deux angles adjacents AOB, AOG, qu'elle forme avec celle-ci, sont égaux. Si la droite AO est
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telle {fig^ 8), que les angles adjacents AOB, AOC, soient iné^ gaux, on dit que cette droite est oblique sur BG. Le point O
Fig. 3.
Flg.8.
Fis- J-
est le pied de la perpendiculaire ou de l'oblique AO sur la droite B€.
On appelle angle droit tout angle AOB dont un
côté est perpendiculaire sur l'autre.
12. Deux angles soni dits opposés par le sommet lorsque les côtés de l'un sont les prolongemenis des côtes de l'autre. D'après cela, deux droites Indéfinies BB' etCC {/ig, lo) forment, en se coupant au point A, quatre angles BAC et B'AC, CAB' et BAC'> qui sont deux à deux opposés par le sommet.
Fi0. 10. Hq. II.
13. On nomme bisseciriee d'un angle AOB ifig^ii) la droite OC qui, menée par le sommet, divise cet angle en deux autres, AOG et BOG, égaux entre eux.
THÉORf'ME.
14. Par un point \ , pris sur une droite DC, on peut toujours élever une perpendiculaire AB sur cette droite, et on ne peut en élever quune {Jig. 12).
En effet, supposons qu'une droite AE, d'abord appliquée sur AC, tourne autour du point A dans le sens de la j,(lèche. L'angle EAC, nul au début, croUra constamment, tandis que l'angle adjacent ËAD diminuera sans cesse et finira par s*annu« 1er, lorsque la droite A£ viendra s'appliquer sur AD. Donc, l'angle EAG, d'abord inférieur à l'angle EAD, différera de moins en moins de cet angle, lui deviendra égal, puis le surpassera
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de plus en plus. D'après cela, parmi les positions successives de la droite' AE, il y en aura une» et une seule AB, pour laquelle les angles adjacents BAC et BAD seront égaux, c'est-à-dire pour laquelle cette droite sera perpendiculaire sur DG«
Fig. 13. Fig. i3.
GOROLUklIlB.
Tous les angles droits sont égaux
Soient {/ig. i3) les deux angles BAC, B' A' C, qui ont été formés, le premier en élevant la perpendiculaire AB sur AC, le second en élevant la perpendiculaire A'B' sur A!C'; ces deux angles sont droits, et il faut démontrer qu'ils sont égaux. Transportons à cet effet la deuxième figure sur la première, de façon que le point A' tombe en A et que le côté A'C s'applique sur AG; le côté A'B' deviendra alors perpendiculaire sur AC au pointJA : il s'appliquera donc sur AB, puisque par le point A on ne peut élever sur AC qu'une seule perpendiculaire. Donc lesdeuxangles BAC, B'A'C, coïncideront, c'estrà-dire (9) seront égaux.
Scoux.
16. L'angle droit est donc un type invariable auquel on peut fapporter les autres angles.
On dit qu'un angle est aigu ou obtus suivant qu'il est plus petit ou plus grand que l'angle droit. Ainsi, dans la^ïg. 12,
l'angle EAC est aigu et l'angle EAD est obtus.
Doux angles sont dits complémentaires lorsque leur somme est égale à un angle droit. Ainsi, dans la /ig. 12, chacun des angles BAE, EAC, est le complément de l'autre. Deux angles qui ont des compléments égaux sont égaux.
THÉORÈME
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fût avec celle-ci deux angles adjacents ÂCD, BCD, dont la somme est égale à deux an^es droits (Jig. i4 )•
Flg.14.
En effet, si CD est perpendiculaire sur ÂB, le théorème est
évident, puisque les angles adjacents ÂCD> BQD, sont droits tous les deux.
Si CD est oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD, sont inégaux; soit ACD le plus grand. La perpendiculaire CE, élevée au point C sur AB, tombera dans l'inlérieur de cet angle et le décomposera en deux autres ACË et £CD. On aura donc
ACD -4- BCD = AGE + ECD + BCD
Or Tangle ACE est droit, et la somme ECD h- BCD est égale à l'angle droit BILiË. Donc enfin
ACD + BCD = 3 angles droits.
18. On dît que deux angles sont supplémentaires lorsque leur somme est égale à deux angles droits. D'après cela, dans la Jig, i4» chacun des angles adjacents ACD, BCD, est le supplément de l'autre. Deux angles qui ont des suppléments égaux sont égaux. Pour avoir le supplément BCD d'un angle ACD» il suffit de prolonger l'un des côtés AC au delà du sommet.
19. On nomme réciproque d'une proposition une seconde ^ proposition dont l'hypothèse et la conclusion sont respective- ^ ment la conclusion et l'hypothèse de ki première. Prenons pour exemple le théorème précédent. On peut l'énoncer de la manière suivante : Si deux angles adjacents ACD, BCD, ont leurs côtés extérieurs AC et BC en ligne droite, ces angles sont supplémentaires. La réciproque sera : Si deux angles adjacents ACD, BCD, sont supplémentaires, leurs côtés exlé" rieurs AC et BC sont en ligne droite»
Pour démontrer celte propos! lion, il suffit de remarquer que le prolongement de AC doit former avec CD ( 18) un angle
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égal au supplément de ACD, c'esl-à-dire, à cause de l'hypothèse, un angle égal à BCD; le prcdoDgemenl de AC ne diffère donc pas de BG.
On énonce la proposition contraire d'une proposition donnée, en adoptant à la fois une hypothèse et une conclusion opposées à celles de la proposition primitive. Prenons encore pour exemple le théorème précédent. Sa proposition contraire sera : Si deuxanf^ adjacents n'ont pas ieurs côtés extérieurs en ligne droite, ces deux angles ne sont pas supplémentaires^ En effet, s'ils Tétaient , leurs côtés extérieurs devraient être situés en ligne droite, en vertu de la proposition réciproque.
On volt que la proposition directe et sa réciproque étant I vraies, leurs propositions contraires le sont nécessairement; de même, l'cxisience d'une proposition directe et de sa contraire entraîne celle de leurs propositions réciproques.
Corollaires.
20. La somme de tous les angles consécutifs ABD, DBE, EBF, FBC, que l'on peut former autour du point B dune droite AG, (tun même côté de cette droite^ est égale à deux
Fie. i^* Fig. 16.
angles droits {fig- i^^); cnr lour somme est évidemment la même que celle des deux angles adjacents ABF, JbBC.
21 . Z« somme de tons les angles consécutifs AOB, BOC, COD, DOl^ EGA, que Von peut former autour d'uti même point 0, est égale à quatre angles droits [fig. 16); car en prolongeant OC, par exemple, suivant OC, on voit que celle somme équivaut à celle des angles C'OA, AOB, BOC, situés d'un cùté de ce, plus celle des angles COD, DOE, EOC, situés de l'autre côté ; et l'on vient de prouver que chacune de ces deux sommes partielles est égale à deux angles droits.
UTBB I. — LK LIGKE DROITE
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5!3. Lorsque deux lignes droites AB, DE, se coupent, les angles opposés par le sommet sont égaux [fig, 17 ).
FIg. 17. Fig. 18.
Soient, par exemple, les deux angles opposés AOE, DOB. Le premier AOE a pour supplément l'angle AOL) foriiK'; par le côté AO et le prolongement OD du coté OE. Le second BOD a aussi pour supplément l'angle AOD, qui peut être considéré comme formé par le côté 01) et le prolongement OA du côté BO. Les deux angles AOE^DOB, ajant même supplément AOD, sont égaux entre eux.
On démontrerait de la même manière l'égalité des angles AOD et B0£.
GOBOLLAIRBS.
23. Lorsque V un des quatre angles formés par la rencontre de deux droites indéfinies AB et CD est droit, les trois autres sont aussi droits [fig. 18) ; car, de ce que l'angle AOC, par exemple, est droit, il résulte que son opposé DOB doit l'êti^e» ainsi que chacun de ses suppléments AOD et GOB.
On .voit par là que :
'Lorsqu'une droite AO est pet^ndiculaire sur une autre droite CD, son prolongement OB est aussi perpendiculaire sur la même droite /
Si une droite AB est perpendiculaire sur une autre CD, la seconde CD est à son tour perpendiculaire sur la première AB.
THÉORËBIE.
2^. Par un point O pris hors d'une droite AB, on peut tou-
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jours abaisser une perpendiculaire sur cette droite, et on ne peut en abaisser qu'une {Jig, 19).
Fig- 19.
Désignons par 0' le point sur lequel vient s'appliquer le point 0, lorsqu'on plie la figure autour de la droite AB, de manière à en rabattre la partie supérieure sur la partie inférieure. Joignons aux points 0 et 0' un point quelconque I de la droite AB. Les angles adjarents OIB, O'IB, seront égaux ; car, si l'on pliait de nouveau la figure autour de AB, 0 venant sur ()' et 1 restant fixe, le premier angle recouvrirait exactement le second. D'après cela, pour que la droite 01 soit perpendiculaire sur AB, c'est-à-dire pour que l'angle OIB soit droit, il faut et il suffit que la somme des deux angles iidjacents égaux OIB, O'IB, soit égale à deux angles droits; et, par suite, que leurs côtés extérieurs 10, 10', soient en ligne droite. Donc enfin, comme entre G et 0' il existe toujours une droite, et une seule, on voit que du point 0 on peut toiijours mener une perpendiculaire sur AB, mais une seule.
EXERaCBS.
1. Les bissectrices de deux angles adjacents et BQpplémentaircs sont
perpendiculaires l'une à l'autre.
2. Les bissectrices des quatre angles formés par deux droites indéfinies forment deux droites à angle droit l'une sur l'autre.
3. Étant données quatre droites OA, OB, OC, OD, issues d'un mémo point 0, si les angles DOA, BOC, sont égaux entre eux, ainsi que les angles AOB, CDD, les côtés OA et OC sont en ligne droite, ainsi que les
côtés OB et OD.
4. ACB étant an angle, CO sa bissectrice et CM une droite menée à
volonté par le sommet C dans l'intérieur de cet angle, l'angle MCO est égal à la demi-ditîérence des angles MCA, MCB. Si la droite CM est extérieure à l'angle ÂCB, l'angle MCO est la demi-somme, des angles MCA, MCB.
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Prociaiimb OFFicnL : Triangles. — Cas d' égalité les plus sinir , pies. — Propriétés du triangle isocèle^
DÉFINITIOMS.
S5« On appelle triangle la portion de plan renfermée entre trois droites qui se coupent deux à deux. La partie de chaque droite comprise entre les points où elle rencontre les deux autres est un côté du triangle. Ainsi la figure ABC [Jig. 10) est un triangle dont les côtés sont AB, BC, CA. Chacun des angles formés par deux côtés consécutifs est un angle du triangle :
F%. 91. Ftg.33.
ies sommets A, B, C, de ces trois angles sont appelés les somr mets du triangle.
On dit que deux triangles sont égaux, lorsqu'on peut les appliquer l'un sur l'autre de manière qu'ils coïncident.
26. Un triangle est isocèle, quand il a deux côtés égaux : tel est le triangle ÂBG (fig. 21), dans lequel ÂB est égal à ÀC. Le troisième côté BC prend spécialement le nom de base du triangle isocèle» et le sommet opposé A le nom de sommet du triangle isocèle.
Un triangle est équilatérai^ lorsqu'il a ses trois côtés égaux entre eux.
Enfin un triangle est dit rectanglcy lorsqu'il a un angle droit. Le côté BC {Jig, 22) opposé à l'angle droit A reçoit le nom ^hypoténuse,
27. Dans tout triangle ABC> un côté quelconque BC est moindre que la somme des deux autres AB et AG {Jig» 20 ).
Car la ligne droite BC, étant le plus court chemin entre les points B et G, est moindre que ia ligne brisée BA + AC.
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28. Dans tout triangle ABC, un côté quelconque BC est plus grand que la différence des deux autres ÂG et AB. En effet» soit AC le plus grand des deux côtés AG et AB» on aura, d'après -le numéro précédent»
BC-hAB>AC;
d'où, en retranchant ÀB de part et d'autre» ^
BOAC — AB.
S9. Trois droites de longueurs arbitraires ne peuvent pas toujours former les trois côtés (tun triangle. Il faut que chacune d'elles soit moindre que la somme des deux autres, ou, plus brièvement, que la plus grande d'entre elles soii inférieure à la somme des deux autres. Par exemple, il n'existe pas de triangle dont les côtés aient des longueurs respectivement égales à 7 mètres» 5 mètres» i mètre.
30. Si deux triangles OBC, A15C, qui ont un côté commun BC, sont compris l'un dans l'autre, la somme des deux côtés OB et OC (lu triangle enveloppé est moindre que la somme des deux côtés AB et AC du triangle enveloppant {Jig, 23).
Fig.33.
En effet, prolongeons BO jusqu'au point I) où celte droite rencontre le coté AC. En rcniplaranl la ligne droite OC par la ligne brisée 01) -hDC, on change la somme UB + OC en une autre plus grande
OB + OD+DC ou BBh-DC.
De même, en remplaçant la ligne droite BD par la ligne brisée AB -h AD» on change la somme BD + DC en une autre
AB4-AD4-DC ou AB-i-AC,
UVRI I. — Là lignb raoïTB. l5 qui est plus grande encore. On a donc
OB-i-OG<ÂB+AG.
SCOLIE
31. Longue deux triangles O'BC, ABC, qui ont un côté commun BG» s'entrecoupent, la somme des deux côtés ÂB et (y€ qui ne se croisent pas est moindre que la somme des deux côtés AG et O'B qui se croisent (fig. a3}.
En effett on a dans le triangle ABD
AB< AD
et dans le triangle (yCD,
0'C<DC-hO'D.
En ajoutant ces deux inégalités membre à membre, on obtient
AB 4- OX < AD -t- DC -i- 0' D -f-
ou '
AB-f-(yG<AG-h(yB.
THÉORÈME
32. Si deux côtés ^un triangle sont égaux à deux côtés d'un autre triangle chacun à chacun, et si l'angle compris entre les premiers est plus grand que l'angle compris entre les
seconds, le troisième côté du premier triangle est plu^ grand que le troisième côté du second {fig. 24, 25, 26).
Soient les deux triangles ABC, A'B'C, dans lesquels on a AB r= A'B', AC = AT/, cl l'angle BAC plus grand que l'angle A' : le culé BC sera plus grand que le côté B'C
En effet, plaçons le triangle A'B'C en ABD, de manière que A'B' coïncide avec son égal AB, et que le côté A'C, qui fait avec A'B' un angle A' moindre que BAC, tombe suivant AD dans l'intérieur de l'angle BAC. La droite BD n'étant autre chose que le c6té B' C transporté, il sufût de démontrer que BG est plus grand que BD.
Or, il peut se présenter trois cas, suivant que le point D
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tombe sur BG {Jîg. 24}> ou à l'intérlear du triangle ABC {Jig^ a5)» ou au dehors {Jig* a6).
Dans le premier cas (Jig, 24), le théorème est évident, puis-
Fig. 24. Fig. 25.
que BD n'est qu'une partie de BC.
Dans le deuxième cas [fig. a5), on a (30)
AC-t-BC>AD-i-BD;
d'où» en supprimant d'une part AC et de l'autre son égal AD,
Deux triangles sont âgaux
i» Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun ;
of* Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ;
3* Lonqu'ih ont le$ trois côtés égaux chacun à chacun* '
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En effet :
1° Soient {fig. 27 ) les deux triangles ABC, A' B' C, tels qu'on
ait
BC = B'C', B = B% C = C
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que le côté B'C coïncide avec son égal BC, B' étant en B et C en C. Puisque l'angle B' est égal à l'angle B et que les deux iriiingles sont supposés tomber d'un même côté de BC, le côté B'A' prendra In direction BA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie BA. De même, puisque l'angle C est égal à l'angle C, le côté C A' prendra la direction CA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie CA. Donc le point A', devant se trouver à la. fois sur les deux droites BA et CA, tombera nécessairement sur leur point d'intersection A. Par suite, les deux triangles coïncideront.
2» Soient (fig. 27) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ait
A=:A', AB=:A'B', AC=A'C
Transportons le triangle A'B'C sur le tHangle ABC, de manière que l'angle A coïncide avec son égal A', le côté A'B'
Fiff. 17.
tombant sur le côté AB et le côté k'C! sur le côté AG. Ces côtés ayant alors même direction, même longueur et une extrémité commune, leurs autres extrémités se confondront, c'est-à-dire que le point B' tombera sur le point B et le point G' sur le point C. Par suite, les deux triangles coïncideront.
3" Soient (fg, 27 ) les deux triangles ABG, A'B'C% tels qu'on ait
AB=AB', BC = B'C, AC = A'C
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L'angle A du premier triangle, compris entre les cAtés AB et AC, doit être égal à l'angle A' du second triangle, compris entre les côtés A'B' et AfC, respectivement égaux aux côtés AB et AC ; car, d'après le 33, si ces angles différaient, les côtés BC et B^C seraient inégaux contrairement à l'hypothèse.
Dès lors, les deux triangles proposés sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun.
SCOLIB.
34. Doux triangles égaux, ABC, A'B'C, satisfont à six condilions, savoir :
AB = A'B', AC = A'C', BC = B'C, C = C', B = B', A = A
Chaque cas d'égalité renferme trois de ces conditions groupées de telle sorte f4ue, lorsqu'elles sont satisfailes, les six soient remplies. Par suite, quand on aura roconiui dans une certaine figure l'égalité de deux liianijles par l'application de l'un des trois cas énoncés, on devra vn conclure imni('Miialement l'égalité des trois éléments non eujplovés, et l'on aura acquis ainsi de nouvelles données qui permettront d'aller plus avant dans la recherche que l'on poursuit. Tel est Tusage de la théorie de l'égalité des triangles.
Il est essentiel de remarquer que, dans deux triangles égaux, les côtés égaux sont toujours opposés aux angles égaux.
THÉORËMB.
Dans un triangle
I" Si deux angles sont égaux, les côtés opposés sont égaux, et le triangle est isocèle ;
2° Si deux <ui^I(;s sont inégaux, le côté opposé au plus grand de ces deux angles est plus grand que le côté opposé à l'autre angle»
En effet :
1** Soit {Jig. iS) ABC un triangle dont les angles B elC sont égaux entre eux. Considérons un second triangle A'B'C, reproduction exacte du premier, et transportons-le sur ABC, en
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le renvenanU de manière que B' tombe en G et C en B. Le côté G'B' coïncidera avec son égal BC. L'angle G' étant égal à l'angle G et par suite à l'angle B, si l'on fait tomber les deux
Fig. a8.
triangles d'un même côté par rapport à BG, le côté G' A' prendra la direction BA« et. le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie BA. De même» l'angle B' étant égal à l'angle B, et par suite à l'angle G, le côté B'A' prendra la direction GA» et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie GA. Le point A'> devant se trouver à la fois sur les deux droites BA et CÂ» tombera donc sur leur intersection A, et les deux triangles ABC, A'B'C, coïncideront. Puisque le côté A'B', qui esi égal à AB, vient recouvrir exaciemeni le côté AC, on en conclui que AB el AC sont égaux.
2° Soit {Jig, 29) le triangle ABC dans lequel l'angle ABC est
« Fig. 29.
plus grand que l'angle G. On pourra mener dans l'angle ABG une droite BD qui fasse avec BG un angle DBG égal à l'angle G. Le triangle BDC ayant deux angles égaux DBG» DCB, sera isqcèle, et l'on aura BD=DC. Or, dans le triangle ABD, on a
AB<ADh-BD,
ou> en remplaçant BD par son égal DC,
AB<AD4-DG
c'est-à-dire
AB < AC
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36. RfiaPROQUEMïNT, si un triante a deux côtés égaux, e'eêià-dire est isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux i et si un triangle a deux côtés inégaux, au plusffvnd côté est opposé le plus grand angle.
En effet, soient a et ^ deux cdtés d'un triangle, et A et H les deux angles opposés. Le théorème précédent prouve qu'aux trois hypothèses
qui sont les seules possibles, répondent respectivemein les conclusions distinctes
a<Zà, a=:b,
Donc, si a est égal kb, A est forcément égal à B, car si A était inférieur ou supérieur à B, a serait, d'après le théorèihe direct, inférieur ou supérieur à 6; de même, si a est plus grand que b, il faut que A soit plus grand que B, et si a est plus petit que b, il faut que A soit plus petit que B.
SCOLIE
37. La démonstration du n* 35(i«)m6teii évidence cette propriété dont jouit tout triangle isocèle, d'être su{)CTposabl6 à lui-même par retournement. Cette propriété caractéristique est la clef des autres propriétés du triangle isocèle.
Ainsi {Jig,^o), dans ce retournement du triangle iso~
Fij. 3p.
cèle BAC, B venant en C et C en D, le milieu Ide BC retombe sur lui-mcnie aussi bien que le suniniol A. Par suite, l'angle Aie vient recouvrir son adjacent et supplémeniaire AlB, et l'angle CAl son adjacent BAI. Donc, dans tout triangle isocèle BAC, la droite qui joint le somtnetAau milieu I de labase BC est peipendiculaire sur cette base et divise l'angle au.
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sommet en deux parties égales. Cela résulterait aussi de l'éi^alité des triangles ADI, AGI, qui ont évidemment les trois côtés égaux chacun à chacun.
La droite Al satisfait donc aux quatre conditions suivantes : elle passe par le sommet Â, par le milieu I de la base BG, elle est perpendiculaire sur cette base» elle est bissectrice de l'angle au sommet.
Or, deux de ces quatre conditions suffisent pour déterminer la droite AI; car on sait que par deux points on ne peut mener qu'une droite, qu'un angle n'admet qu'une bissectrice, et que par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire à une droite. Donc, toute ligne droite, assujettie à deux des quatre conditions indiquées, remplira nécessairement les deux autres.
38. L'n triangle équifatéral a ses trois angles égaux, et, réciproquement, tout inan^le dont les trois angles sont égaux est équilatéral*
39. Le mode de dcmonslraiion qui précède (30) est d'un usage trcs-frcqueni en Géométrie, et il convient de l'ériger dès à présent en règle généiale.
Lorsque, dans une proposition ou dans une série de propo- SiiionSf on a fait toutes les hypothèses admissibles, et que ces hypothèses ont conduit à des oonolusians respectives essentiel^ ùment distinçtes, les réciproques des propositions établies sont toutes vraies.
Ainsi, en rapprochant les théorèmes démontrés aux n** 33 et 33, on voit que si deux triangles ABC, A'BX', ont deux ^tés respectivement égaux chacun à chacun, savoir AB = A' B',
AC = AfU, le troisième côté BG du premier triangle est inférieur, égal ou supérieur au troisième côté B'C du second, suivant que l'angle opposé A du premier triangle est inférieur, égal OU supérieur à l'angle opposé A' du second. Donc réciproquemenr, */ deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, l'angle que ces côtés comprennent dans le premier triangle est inférieur, égal ou supérieur à l'angle compris entre les d'eux côtés correspondants du second triangle, suivant que le troisième côté du premier triangle est inférieur, égal ou supérieur au troisième côté du second.
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EXERCICES
1. Le périmètre d'un triangle est plus grand que la somme des droites qui joignent un point intérieur quelconque aux trois sommets, et moindre que le double de cette somme. Considéier le cas OÙ le point qu'on joint aux trois sommets est extérieur au tringle.
8. Une médiane quelconque d'un triangle, c'est-à-dire la ligne qni joint un sommet au miliea da côté opposé, est moindre que la demi-somme des deux côtés issus du même sommet, et plus grande que la moitié de Texcèe de cette somme sur le troisième côté.
8. Le périmètre d'un triangle est plus grand que la somme de ses trois médianes et moindre que le double de cette somme.
4. ABC étant un triangle quelconque, on prend sur AB, prolongé s'il le faut, une longueur AC égale à AC; on prend de môme sur AC une longueur AB' égale à AB, on tire B'C qui coupe BC en I : démontrer que la droite AI est la bissectrice de l'angle BAC.
5. I étant le milieu de la base BC d'un triangle isocèle ÂBC et M un point pris à volonté sur le côté AC, démontrer qtie la différence des longueurs 1^ et IM est moindre que celle des longueurs ^ et AM.
6. Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont deux côtés égaux chacun à chacun et une médiane égale (deux cas).
7. Dans toute figure formée par des triangles juxtaposés, l'excès du nombre des côtés sur le nombre des sommets est égal au nombre des triangles moins un.
8. On donne un triangle ADB dans lequel l'angle B est plus grand que Vangle A, et un point C situé par rapport à AB du même côté que le triangle, et tel que
GA = CB = ^(DA+DB
E étant le point où GB coupe AD, prouyer que l'on a £C> ED.
9. Déduire de la proposition précédente que, parmi tons les triangles de même base et de même périmètre, le plus grand est le triangile isocèle.
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pEOGiàHMS omciBL : Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un même point à une droite» — Cas d'égalité des triangles rectangles,
THÉORÈME
ko. Si d'un point 0 pris hors d'une droite ÂB, on mène à cette droite la perpendiculaire 01 et plusieurs obliques OC, OD, OE,...:
1° Deux obliques OC et OE, dont les pieds C e< E sont également distants du pied I de la perpendiculaire, sont égales;
2° La perpendiculaire 01 est plus courte que toute oblique OC, et de deux obliques OC et 01) ou OE et OD, celle dont le pied s*écarte le plus du pied I de la perpendiculaire est la plus longue.
En effet :
1* Les deux triangles. OICi OIE, sont égaux comme ayant uii angle' égal compris entre deux côtés égaux, savoir : l'angle droit OIC égal à Tangle droit OIE, le côté 01 commun, et le côté IG égal à lE par bjpothèse ; donc
OC = OE
2^ Prolongeons {Jig,Zi) la perpendiculaire 01 d'une quantité l(y = 01, et menons les droites CG, CKl).
Flg. 3t.
Les droites OC et O'C sont égnles comme obliques s'écartant également du pied de la perpendiculaire CI menée de C sur 00' ; on a de même OD = 0' D. Or, le triangle ODO' . donne (27,30)
00'< OC H- ce < OD -h CD,
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d'où» en prenant les moitiés,
OI<OC<OD
Si l'on considérait deux obliques 01) ei OE situées de côtés dilXérenis par rapport à la perpendiculaire 01, on commence* rait par prendre sur lA une longueur I€ égale à lË; les obli» ques OC et OE seraient alors égales comme s'écartant également du pied de la perpendiculaire (i*^). Or, allBest moindre que ID, IC le sera aussi; et d'après l'alinéa précédent, l'oblique OC sera moindre que l'oblique OD4 On aura donc encore
OE<OD
COEOIXAIRBB*
41. La perpendiculaire 01 abaissée d^un point 0 sur une droite ÂB est la ligne la plus courte que Von puisse mener de ce point à la droite: sa longueur est ce qu'on appelle la dis* tance du point 0 à la droite AB.
42. La perpendiculaire 01 étant plus courte que toute oblique OC, il suit du n<* 35 que l'angle OCI est moindre que l'angle droit 01€« Donc : lorsque deux droites AB et OC se cov^ pent, la perpendiculaire 01, abaissée «fVit point de l'une sur Vautre, est située dans l'intérieur de Vangle aigu OCB formé par ce» deux droites.
On peut encore conekire de là que, dans tout triangle reètangle, les deux angles autres que Tanche droit sont aigus.
SCOLIBS.
L'exactitude des réciproques des propositions qui pré
cèdent résulte immédiatemeni du principe général énoncé au n° 39.
I® Si une droite est la plus courte distinice d'un point à une autre droite, ces deux droites sont perpendiculaires entre elles.
2** Si deux obliques à une même droite partent d'un même point et sont égales entre elles, elles s'écartent é^alemc/it du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
3° Si deux obliques à une même droite partent d'un même point et sont inégales, la plus grande s'éloigne le plus du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite»
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44, D'un même point, on ne peut mener à une droite que deux obliques égales, et ces obliques sont situées de part et d'autre de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
TllÉOBÈME.
45. Tout point M de la perpendicuiaire CD élevée sur le mi-lieu d'une droite AB est également distant des extrémités A et B de cette droite (fig. 32 ).
En effet, C étant le milieu de AB, on a CA CD; donc MA cl MB sont des obliques qui s'écarient également du pied de la pet pendiculaire CD. On a donc (40} MA — MB.
46. RtcirtoooBVEMT, tout point M équidistant des exirémi^ tés ketJï d'une miroite AB appartient à la perpendiculaire CD menée à cette droite par son milieu C.
En effet, le triangle MAB étant isocèle par hypothèse, la droite. MC, qui joint le sommet au milieu € de la base, est per* pendiculalre sur cette hase [o7).
COBOLLAIBSS.
47. Il résulte de ce qui précède que tous les points de la perpendiculaire' menée à une droite par son milieu sont équidistants des extrémités de celle droite, et que les poinià de cette perpendiculaire sont les seuls points du plan qui joui^isenl de celle propriété.
En Géométrie plane, on donne le nom de lieu géométrique à la figure iorniee par l'ensemble des points du plan qui jouissent d'une propriété commune. On peut donc exprimer la double proposition (jui précède en disant :
£a perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est te UBU G&OM£r]UQUS dcs points équidistants des extrémités de cette droite.
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48. Deux points sufDsent pour déterminer une droite. Donc, dès qu'une droite a deux points équidistants des extrémités d'une seconde droite, on peut affirmer que la première droite, est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.
THÉORÈBfE.
Dettx triangles rectangles sont égaux r
i* Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un an^le aigu égal; oP Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal.
En effet :
i*" Soient ( /g^. 33 ) les deux triangles ABC, À' fi' G', recungles en A et en A', et dans lesquels on a
BC = B C' et B = B'.
Portons le triangle A'B'C sur le trianglè ABC, de manière que B'C coïncide avec BC, B' étant en B et C en C. Si l'on fait tomber les deux triangles du même côté de BC, l'angle B' étant égal à l'angle B, le côté B'A' prendra la direction BA; dès
lors, le côté C'A', qui est perpendiculaire sur B'A', devra prendre la direction de CA, qui est la seule perpendiculaire qu'on puisse abaisser du point C sur BA. Le point A' devant tomber à la fois sur BA et sur CA viendra donc en A, et les deux triangles coïncideront.
• 2° Soient [Jig. 33) les deux triangles ABC, A'B'C, rectangles en A et en A', et dans lesquels on a
BG=:B'C et AC = A'C'.
Portons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière ' que A'C coïncide avec AC, A' étant en A ei C en C. Si l'on . fait tomber les deux triangles du même côté de AC, le côté A'B' prendra la direction de AB, à cause de l'égalité des angles droits A et A'.' De plus, C'B' deviendra une oblique égale à CB,
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issue du même point C, et située du même côté de la perpendiculaire CA. Donc GB et C'B' s'écartc^rom également du pied de cette perpendiculaire (4^); en d'autres termes, le point B' tombera en et les deux triangles coïncideront.
THÉORÈME
50. Tout point M pris sur la bissectrice kDd'un an^e BAC est également distant des deux côtés de cet angle {ftg, 34 ).
Fi«. 34*
La dislance du point M au côté AB est la longueur de la perpendiculaire ME abaissée du point M sur AB ( 41 ) ; de même» la perpendiculaire MF, abaissée du point M sur AG, mesure la distance du point M au côté^G» |l s'agit de démontrer l'égalité de ME et de MF. Or, cette égalité résulte de celle des deux triangles MAE, MAF, qui, rectangles en E et en F, ont l'hypoténuse AM commune et un angle aigu égal, savoir MAE=;.MAF puisque la droite AD est la bissectrice de l'angle BAC.
51. Réciproquement, tout point M pris à l'intérieur d'un anglel^XC, à t-^ule distance = de ses deux côtés AB et AC, appartient à la bissectrice de cet angle [Jig. 34).
En effet, en menant la droite MA, on obtient deux triangles rectangles, MAE, MAF, qui sont égaux comme ayant l'hypoténuse MA commune et un côté de l'angle droit égal : ME =MF. Donc, l'angle MAE opposé au côté ME est égal à l'angle MAF opposé au côté MF, et la droite AM est la bissectrice de Fangie BAC.
Corollaire.
Sâ. La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des points qui, situés dans l'intérieur de cet angle, sont équidis^ tants de ses côtés*
l8 GfiOMtTBIB PLARS.
Sgolib.
53. Pour claljlir un lieu gcométrîqiie, il faut toujours prouver une double proposition composée, soit d'une certaine proposition directe et de sa réciproque, soit de celle même proposition directe et de la proposition contraire.
Ainsi Ton démontrera: que tout point d'une cerlaiïje ligure jouit d'une certaine propriété ( proj)Osilion directe), et que tout point jouissant de cette, propriété apparlienl à celte ligure ( proposition réciproque } ;
Ou bien: que tout point d'une certaine figure jouit d'une certaine propriété (proposition directe), et que tout point pris hors de cette Ûguce ne jouit pas de cette propriété (proposition contraire).
L'équivalence de ces deux modes de démonstration résulte de ce que la proposition directe, sa réciproque et la proposition contraire sont tellement liées, que Tune quelconque des deux dernières est une conséquence des deux autres (19). ' Il est ordinairement plus simple d'adopter le premier mode, c'est-à-dire de démontrer la proposition directe et sa réciproque; cela tient à ce que la proposition contraire exige toujours une figure différente de celle qui est relative à la proposition directe, tandis que la réciproque n'exige pas en général une figure nouvelle.
EXEEaCES.
1. Trouver le lieu géométrique des points également distants de doux droites indéfioleB qui ae conpent.
2. Les distances dos extrémités de la base d'un triangle iaocèlo aux côtés opposés sont égales entre elles.
3. On dit que deux joints A et A' sont symétriqius- par rapport à une droite indéfinie XY, lorsque culte droite XY est perpendiculaire sur le milieu de ÂÀ'. Démontrer, d'après cette définition : i'*que si A' et B' sont les symétriques par rapport à XY de deux points quelconques À et B, les deux droites symétriques AB et Â'B' sont égales entre elles; a* que l'angle CAB de deux droites AB et AG est égal à l'angle C'Â'B' de leurs 8]pmélriques A'B' et A'C
4. Par le sommet A d'un triangle ABC, on mène la droite indéfinie XY perpendiculaire sur la bissectrice de l'angle A. Démontrer que» si M est
f un point quelconque de XY, le périmètre du triangle BMC est plus grand que celui du triangle primitif ABC.
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DÊFIMTIOKS.
Lorsqu'une sécante £F rencontre deux droites quelconques AB et CD, elle forme avec ces deux droites huit angles, dont quatre autour du point G et quatre autour du point H (/gr. 35).
Les quatre angles i> 4> ^* ^> compris entre les deux droites AB et CD, sont appelés angles internes. Les quatre autres 2, 3, 6, 7, sont appelés angles externes.
Deux angles qui sont internes, non adjacents et situés de part et d*autre de la sécante, sont dits alternes -internes : tels sont les angles 1 et 5, 4 et 8.
Deux angles qui sont externes, non adjacents et situés de part et d'autre de la sécante, sont dits alternes-externes : tels sont les angles a et 6 , 3 et 7»
Deux angles situés d'un même côté de k sécante, l'un Interne, l'autre exjberne, et non adjacents, sont dits correspondants : tels sont les angles 1 et 7, 4 et 6, 2 ei 8, 3 et 5.
Enfin, les angles 1 et 8, 4 et 5, sont dits intérieurs d'un même côté; et les angles 2 et 7, 3 et 6, extérieurs d' un même côté.
$5. Deux droites sont dites parallèles lorsque, étant situées dans un même plan, elles ne peuvent se rencontrer» si loin qu'on tes prolonge.
56. Deux droites AG e/ BD perpendiculaires sur une troi-" sième droite M sont parallèles (Jig, 36).
ng.S5.
THÉORÈME
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Car, si elles se renconiraient, on pourrait de leur point d'interseciion abaisser deux perpendiculaires sur £F (24).
COBOLLAIBB,
57. Par un point A, situé hors dune li^ne droite BC, on peut mener une parallèle à cette droite [fig^ 37).
Fig.36.
il 6
Kg, 37.
Abaissons du poini A la perpendiculaire AD sur BC, et menons à AD la perpendiculaire AE. Les deux droites AE et BC, étant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont parallèles.
Sgolu.
58. Oir ADinnr que, par un point pris hors d'une ligne droite, on ne peut mener qu'une parallèle à cette droite. De là résultent les deux propositions suivantes :
69. Si une droite A en rencontre une autre B, elle rencontre toute parallèle C à cette autre / car si A était parallèle à G, du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener deux parallèles à G.
GO. Deux droites A et B, parallèles à une troisiètne C, sont parallèles entre elles ; car, si A et W se rencontraient, de leur point de concours on pourrait mener deux parallèles à C.
THÉORÈME
61. Lorsque deux droites AB et CD sont parallèles, toute droite EF, perpendiculaire sur l'une AB, est perpendiculaire sur l'autre CD {Jig, 38 J.
Fig. 38.
D'abord, la droite EF rencontre CD (59).Goncevonsparleur point d'intersection F la perpendiculaire à ËF. Cette perpen-
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diculairOy devant être parallèle à AB (56), coïncidera avec CD, puisque par le point F on ne peut mener qu'une parallèle à AB. Donc, CD est perpendiculaire sur £F et, inversement, EF est perpendiculaire sur CD.
On énonce souvent ce théorème d'une manière plus rapide, en disant : Deux parallèles ont leurs perpendiculaires com-^ munes»
THÉORÈME
62. Lorsque deux droites parallèles AB, CD, sont rencontrées par une sécante £F, les quatre angles aigus formés autour des points d'intersection G et U sont égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus formés autour des mêmes points {Jig. 3g).
Fig.39.
En effet, par le point 0, milieu de GII, menons sur les parallèles AB et CD la perpendiculaire coinniuue IK ; 01 tombera dans l'angle aigu OGA et OK dans l'angle aigu OIID (4-2). Or, les triangles rectangles CGI, OHK, ont leurs hypoténuses OG e^OH égales, puisque le point 0 est le milieu de GH, et les angles aigus lOG, HOK, égaux comme opposés par le sommet : ils sont donc égaux (49) et, par suite, l'angle OGI est égal à l'angle OHK. Chacun de ces deux angles étant d'ailleurs ' égal à son opposé par son sommet, on voit que les quatre angles aigus OGI, EGB, OHK, CHF, sont égaux entre eux.
De même, les quatre angles obtus AGE, OGB, ,DHF, OHG, ; sont aussi égaux entre eux, comme suppléments des angles ! aigus.
63. Réciproquement, deux droites AB et CD étant coupées par une sécante EF, si les quatre angles aigus ou les quatre angles obtus formés autour des points d'intersection G et H sont gaux entre eux» les deux droites AB e< CD sont parallèles.
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Supposons {fig»io) que l'angle UGA soit égal à Tangle GlID, et concevons par le point II la parallèle à AB. Cette parallèle doit, d*après la proposition directe, faire avec GH un angle égal à l'angle HGA, et, par suite, à l'angle GHD ; donc cette parallèle coïncide avec HD, et la droite CD est parallèle à AB.
Corollaires.
Deux parallèles AB et CD {^g. /^o ) étant coupées par
Fig. 4o.
une sécmite EF, il résulte de ce qui précède :
1° Que les angles alternes-internes i et 5, ou 4 ^t 8, sont égaux entre eux j
2" Que les angles aiterjnes-extemes 3 et 7, ou 2 et 6, sont éiianx entre eux:
Z° Que les angles correspondants i et 7, ou a et 8, ou 3 et 5, ou 4 ot &, sont égaux entre eux;
4** Que les angles intérieurs d*un même côté i et 8, ou 4 et 5, sont supplémentaires;
5" Que les mgles extérieurs d'un même côté 2 et 7 , ou 3 et 6, sont supplémentaires»
El, RÉCIPROQUEMENT, deujc droiies coupées par une séQanie sont parallèles :
Si les angles alternes-internes sont égaux,
Ou si les angles alternes-externes sont égaux.
Ou si les angles correspondants sont égaux.
Ou si les angles intérieurs d'un même côté sont supplémen" taires.
Ou si les angles extérieurs d'un même côté sont suppléa mentaires,
SCOLIE
65. La proposition directe et la proposition réciproque étant
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démontrées, les proposilions contraires sont vraies par cela même (19). Ainsi :
Deux droites étant coupées par une sécante, si les angles formés ne satisfont pas aux relations que nous venons d'énoncer, les deux droites ne sont pas parallèles. En particulier : ' Lonque, deuae droites font avec une tnOisvemUe deux wtgUs intérieurs d'un même côté dont la somme d^ère de ékux angles droits, ces droites se rencontrent du côté de la sécante oà cette somme est inférieure à^deux angles droits,
Voici deux autres remarques souvent utiles
\^ Deux droites [fig, 4>)> l'une ÂB perpendiculaire, et l'autre CD oblique sur une troisième droite AC, doivent se rencontrer; car la somme des deux angles intérieurs BÂC, DCA, est moindre que deux angles droits ;
rig.41. Fifij^a.
a* Deux droites^, CH (fig. 42), respectivement perpenrdiculaires à deux droites CA et CB qui se coupent, doivent se rencontrer ; car en menant la droite EG, on voit que chacun des angles intérieurs FEG, HGE, est moindre qu'un an^le droit : la somme de ces angles est donc inférieure à deux angles droits.
THÉORÈME
' 67. Deux parallèles AC, BD, comprises entre deux autres parallèles Afi, CD, sont égales (fig, 43 ).
Fig. 43. Fig. 44.
CD CD
£n effet, menons AD. Les deux triangles ABD, ACD, seront égaux comme ayant un côté commun AD adjacent à deux angles
GÉOMfiTRlS PLAim.
égaux chacun à chacun, savoir : l'angle BAD égal à l'angle ADC comme allcrnes-inlernes par rapport aux parallèles AB, CD, coupées par la sécante AD; et l'angle ADB égal à l'angle DAC comme alternes-internes par rapport aux parallèles AC, BD, coupées par la même sécante. Donc le côté BD opposé à l'angle BAD est égal au côté AC opposé à l'angle ADC.
COROILAIIIB.
68. Si les deux lignes AC et BD [fig- 44) étaient perpendiculaires sur AB et, par suite, sur CD ((il), elles niesureraienl les distances des points A etB de la droite AB à la droite CD. Ces deux distances étant égales comme parallèles comprises entre parallèles» et les deux points A et B éunt pris d'une manière quelconque sur AB, on voit qi^e deux parallèles soni
69. Deux angles qui ont leurs côtés parallèles chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires (Jig, 4^ ).
Fig.45.
1** Supposons que les côtés parallèles soient deux à deux dirigés dans le même sens. Soient, par exemple, les angles ABC, DEF; BA et ED sont parallèles et dirigés l'un et l'autre de bas en haut ; BC et EF sont parallèles ei dirigés l'un et l'autre de gauche à droite : les deux angles considérés sont égaux.
£n effet, prolongeons le côté DE jusqu'au point H où il coupe le côté BC. Les angles ABC, DHC, sont égaux comme correspondants par rapport aux parallèles BA, HB, coupées - par BC ; de même, les angles DEF, DHC, sont égaux cpmme correspondants par rapport aux parallèles EF, HG, coupées par DH. Donc, l'angle ABC est égal à l'angle DEF.
2* Supposons que les côtés parallèles soient dirigés deux à deux en sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, GEH ; BA et EU sont parallèles et dirigés, le premier de bas
partout également distantes.
THÉORÈME
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en haut, le deuxième de haut en bas ; BG et EG sont parallèles et dirigés, l'un de gauche à droite, l'autre de droite à gauche : les deux angles considérés sont égaux.
Su effet, en prolongeant les côtés de l'angle GËH au delà éa sommet on forme un angle D£F égal d'une part à G£U comme opposé par le sommet, et^ d'autre part égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce ' dernier angle et dirigés dans le même sens.
3** Supposons enfin que deux côtés soient parallèles et de même sens, et les deux autres parallèles et de sens contraire. Soient, par exemple, les angles ABC, DE6; BA et ED sont parallèles et dirigés l'on et l'autre de bas en haut; BG et £G sont parallèles et dirigés, le premier de gauche à droite, le deuxième de droite à gauche : les deux angles considérés sont supplémentaires.
En effet, en prolongeant GE au delà du sommet E, on forme un angle DEF qui est d'une part le supplément de DEG, et qui est d'autre part égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés dans le même sens.
En résumé, deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont égaux si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans le • même sens, ou encore si les côtés parallèles sont, dirigés deux à deux en sens contraires: ils sont supplémentaires, si deux côtés parallèles sont de même sens et les deux autres de sens contraire» ^
Corollaire.
Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun
à chacun sont égaux ou supplémentaires i/fg' 4^ ^'4; )•
1** Considérons deux angles aigus ABC, DEF {fg, 46); le côté DE est perpendiculaire sur BA, et le côté EF est perpendiculaire sur BC : les deux angles considérés sont égaux.
En effet, si l'on fait tourner l'angle DEF tout d'une pièce d'un angle droit autour de son sommet E, le nouvel angle D EF', reproduction de DEF, aura ses côtés respectivement parallèles à Qeux de ABC : ED' et BA seront parallèles comme perpendiculaires à DE; EF' et BC seront parallèles comme perpendiculaires à EF. D'ailleurs» les angles ABC, B'EF', ayant
les côtés parallèles et étant tous les deux aigus, ne sauraient être supplémentaires : ils sont donc égaux; par suite, les angles Â3C, BEF, le sont aussi.
rig. 46 . • ^ I''!?- i7-
1* Si les deux angles comparés étaieÂr obtus, on démontre* nil de la même manière leur égalité.
3<» Considérons enfin deux angles d*espèce différente, c'està-dire l'un ABC aigu, l'autre DEF obtus {Jig, 47 > En prolon^ géant FE au delà du sommet E, on forme un angle DEF, qui est le supplément de DEF : cet angle DEF, esi donc aigu comme l'angle ABC; d'ailleurs, il a ses côtés respeciivomeni perpendiculaires à ceux de ABC. Les angles ABC et DEF, sont donc égaux et, par suite, les angles proposés ABC et DEF sont supplémentaires.
* EXERCICES
\ . Trouver le lieu géométrique des points situés à une distance donnée d'une droite donnée.
2. Un triangle quelconque est le quart de celui qu'on obtient en menant par chacun 5e ses sommets une parallèle au côté opposé. Chaque côté du nouveau triangle est le double du côté correspondant du triangle j)rimilif.
3. Si deux droites égales AB et CD, comprises entre deux parallèles AC et BD, se coupent en un point 0, on a AO = OC et OB = ÛD.
4. Si par le milieu D du côté AB d'un triangle ABC on mène une parallèle DE au côté BC, la droite DE passera par le milieu E do AC ot'sera égale à la moitié de BC. Réciproquement, la droite qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié.
5. Trouver le lieu des milieux des portions de droites qui vqpt d'im point donné à une droite donnée.
6. Démontrer : i" que si iieux angles ont leurs côtés respectivement parallèles, leurs bissectrices sont parallèles ou per{)endiculaires entre elles; 9" que si deux angles ont leurs côtés respectivement i)er[)endiculaires, leurs bissectrices sont perpendiculaires ou parallèles entre elles.
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Paogbaiuib officiel : Somme des angles d'un triangle, d'un
polygone quelconque,
DÉFIMITIOKS.
71. On donne le npn de polygone à une portion de plan ABCDEF terminée de toutes parts par des lignes droites (fg- 48 ). Les portions de droites AB, BC, CD, D^, EF, FA,
Fig. 48. Fig. 49-
sont les côtés du polygone ; la somme de ces côtés forme le conlour,ou le périmètre du polygone; ce polygone a pour sommets les points A, B, C, D, E, F, et pour angles les angles ABC, BCI), CJ)E, DEF, etc., formés intérieurement par deux côtés consécutifs quelconques. Enfin, toute droite qui, comme AC ou BE, joint deux sommets noa consécutifs du polygone est une diagonale.
Le plus simple de tous les polygones est le triangle, qui n'a que trois côtés. Après lui viennent : le quadrilatère, qui a quatl^ côtés; le pentagone, qui a cinq côtés; Y hexagone, qui a six côtés. • .; V octogone, qui a huit côtés. . .; le décagone, qui a dix côtés...; le pentédécagone, qui a quinze côtés. La Jig, 4^ représente un hexagone.
72. Une ligne brisée ou polygonale est dite convexe lorsqu'elle tombe tout entière d'un même côté de chacune des droites qui la composent, prolongées indéfiniment. Tel est, par exemple, le polygone ABCDEF {/ig. 48). Le polygone ABCDE, au contraire {/ig, 49)» n'est pas convexe; car le côté DE, prolongé indéOniment, laisse le polygone ei^ partie au-dessus et en partie au-dessous de luL
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Une droite quelconque, tracée dan» le plan d'une ligne poly^ gowde convexe, ne peut la rencontrer en plus de deux points ^ car si une droite Xlf {Jig, 49) rencontrait la ligne polygonale AEDC en trois points Q, R, S, les points Q et S se trouvant de part et d'autre du, côté DE, la ligne AEDC ne serait pas tout entière d'un même côté par rapport à DE prolongé, C'esVà*dire qu'elle ne serait pas convexe.
THÉORÈME
73. La somme des angles d un triangle quelconque ABC est égale à deux angles droits {fig. 5o}.
Fie.io.
B CD
En effet» prolongeons BG et menons CE parallèle à BA. Les angles BAC, ACE, sont égaux comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB et CE coupées par AC. Les angles ABC, ECD, sont égaux comme correspondants par rappoit aux parallèles BA et CE coupées par BD. D'après cela, la somn^ des trois angles du triangle ABC est la même que celle des trois angles BCA, ACE, ECD, formés autour du point G au-dessus de la droite indéfinie BD; celte somme est donc égale à deux angles droits (20).
Sgoub.
74. On voit par cette démonstration que l'angle ACD est la somme (9) des deux angles B et A; ainsi, tout angle extérieur d^un triangle, c'est-à-dire tout angle formé par un côté et le
prolongement d'un autre côté, est égal à la somme des deux angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents,
COROLLAïaSS.
75. Un tnangle né sq^rait avoir qu'un seul angle droit et, à fortiori, qu'un seul angle obtus*
76. Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires.
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T7. Un angle quelconque d'un triangle est le supplément de la somme des deux autres. D'où il suit que si deux triangles A'B'C, ont deux angles égaux chacun à cliacun, A = A' et B =B% le troisième angle G du premier triangle est égal au troisième angle G' de l'autre. Il en résulte que deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et deux angles égaux chacun à chacun, que ces angles soient ou non ai^acents au côté égal.
78. Deux triangles ABC, A'B'C, qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires chacun à chacun, ont leurs angles égaux chacun à chacun.
En effet, deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires étant égaux ou supplémentaires» on a
A = A' ou AH-A'=='i', B = B' ou B-i-B' = 2'', C = C' ou C-I-C' = îi«'.
On ne peut donc faire que les trois hypothèses suivantes :
a* A = A', B-hB'=2'', G-i-G'zsa'',
3* A = A', B=B', et par suite (77), C = C'.
Or, dans le premier cas, la somme dès angles des deux triangles vaudrait 6 angles droits ; dans le second cas, cette somme surpasserait 4 angles droits de la quantité A + A' = a A. La troisième combinaison est donc seule possible.
THÉORÈME
79. La somme des angles intérieurs itun polygone con^ vexe ABCDEF est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés moins deux {Jig. 5i).
En joignant l'un des sommets A à tous les sommets non adjacenls, on décompose le polygone en autant de triangles qu'il a de côtés moins deux; car chaque triangle contient un seul côté du polygone, excepté les deux triangles extrêmes qui renferment chacun deux côtés de ce polygone. La somme des angles du polygone est égale à celle des angles de tous
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ces triangles ; elle vaut donc autant de fois deux angles droits qu'il y a de triangles, c'est-à-dire autant de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins deux.
ScOLlB.
80. Si l'on désigne par n le nombre des côtés du polygone, la somme des angles aura pour expression, en prenant l'angle droit pour unité,
— a) ou 2ii~4«
On peut donc dire que la somme des angles d'un polygone s'obtient en doublant le nombre des côtés et en retranchant 4
Fig.Si. Fig.Sa.
du résultat^ l'angle droit étant toujours pris pour unité.
Si l'on fait dans cette formule n^ :\, on trouve 4 pour la somme cherchée* La somme des angles d'un quadrilatère esi donc égale à quatre an^es droits; d'où il suit que ii un quadrilatère a tous ses an^s égaux, chacun de ces angles est droit.
Corollaire.
81. £a somme des ani^les qu'on forme à Vextérieur d'un polygone convexe, en prolongeant successivement ses côtés dans le même sens, est égale à quff^re angles droits [fig.
En effet, la somme d'un angle extérieur quelconque NAG
et de l'angle intérieur adjacent FAB est égale à deux angles droits; donc, la somme des angles, lani itiicrieurs qu'extérieurs, du polygone est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de sommets ou de côtés. Celte somme surpasse donc de quatre angles droits (80) la somme des angles inicrieurs : en d'autres termes, la somme des angles extérieurs est égale à quatre angles droits.
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EXEUCIŒS.
1. Tonte ligne polygonale convexe est momâre qne toute ligne polygonale enveloppante.
2. Un polygone convexe ne peut avoir plusde trois angles intérienrsaigus. f
3. Étant donnés un triangle ABC et un point 0 pris dans son intérieur, démontrer que Tangle 60G est toujours plus grand que Tangle BAC du triangle.
4. Un angle d*un triangle est droit, aigu ou obtus, suivant que la médiane issue du sommet de cet angle est égale, supérieure ou inférieure à la moitié du cété opposé. Réciproques.
5. L'angle formé par la bissectrice de l'angle A d'un triangle ABC et | par la perpendiculaire menée du sommet A sur le côté BC, est égal à la demi-différênce des angles B et C.
6. Les bissectrices des ttm angles d'un triangle concourent en un i même point. La bissectrice de l'un des angles et celles des suppléments *
. des deux autres angles concourent aussi en un même point.
7. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des cétés d'un triangle concourent en un même point.
8. Les tnns hauteurs d'un triangle (c'est-à-dire les perpendiculaires abaisséesdes sommets sur les côtés opposés) concourent en un même point.
9. Les trois médianes d'un triangle concourent en un même point, ntué au tiers de chacune d'elles à partir du côté correspondant. A un plus grand côté correspond une plus petite médiane.
10. Dans un triangle, le point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des côt^, le point de concours des trois médianes et celui des trois hauteurs sont en ligne droite, -ei la distance do premier point au second est moitié de la distance du second point au troisième.
11. Si l'on mène les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ABC, les trois triangles partiels et le triangle total qu'elles détermineni autour du triangle donné sont équiangles. Chaque angle du triangle ABC a pour supplément le double de l'angle qui lui est opposé dans le triangle total.
42. Dans un triangle ABC on mène, jusqu'au côté BC,*une droite AD fidsant avec le côté AB un angle égal à l'angle C et une droite AE ^sant avec le côté AC un angle égal à l'angle B. Démontrer que le triangle DAE est isocèle.
13. Dans un triangle rectangle, si l'un des angles aigus est double de l'autre, l'hypoténuse est double du plus petit côté. Réciproque.
14. L'angle des bissectrices de deux angles consécoUfe d'un quadrilatère convexe est égal à la demi-somme des deux autres angles du quadrilatère. L'angle des bissectrices de deux ^ogl^s opposés est égal à la demi-différence des deux uutres angles.
4a fiÉOMÉTRI£ PLANS.
P^rmi les quadrilatères, on distingue
i"* Le parallélogramme (Jig, 53), qui a ses côtés opposés parallèles deux à deux ;
a* Le rectangle (fig. 54 qui a tous ses angles égaux entre eux : il résulte du n** 80 que les quatre angles d'un rectangle sont droits;
Le losange (fig, 55), qui a tous ses côtés égaux entre
Fig. 53. FIg. 54. Fip. 55.
eux : nous démontrerons dans ce paragraphe que le rectangle
et le losange sont des parallélogrammes ;
4" Le carré [Jig. 56), qui a ses cotés égaux et ses angles égaux : le carré est a la fuis un losange et un re( langle ;
5" Le trapèze [Jig. 5'] ), dont deux côtés opposés seulement sont parallèles. Le trapèze est rectangle lorsrju'un de ses côtés non parallèles est perpendiculaire sur les deux côtés parallèles ; il est isocèle lorsque ses deux cotés non parallèles sont égaux.
THÉORÈME
' 83. Dans tout parallélogramme :
I** Les côtés opposés sont égaux deux à deux;
a** Les angles opposés sontégaux deux à deux:
3* Les diagonales se coupent mutuellement en deux parties
égales*
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Soit le parallélogramme ABCD (fig, 58 ).
i<* Deux côtés opposés quelconques AB et CD, par exemple, sont égaux entre eux; car ce sont, par hypothèse, deux droites
Fig. 58.
parallèles comprises entre deux autres droites parallèles AD
etBC(67).
2° Deux angles opposés quelconques, DAB et BCD, par exemple, sont égaux entre eux; car ils sont formés par des côtés parallèles deux à deux et de sens contraires (09). AB et CD sont en effet parallèles et de sens contraire, et il en est de même de AD et de CB.
3® Chacune des diagonales AC et BD est coupée par l'autre, au point 0, en deux parties égales. En effet, les deux triangles AOB, DOC, ont un côté égal adjacent à deux angles égaux, savoir : le côté AB égal au côté DC, comme côtés opposés du parallélogramme; l'angle OAB égal à l'angle OCD, comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB et CD coupées par AG ; et l'angle OBA égal à l'angle ODC, comme ajternes^ hitemes par rapport aux mêmes parallèles coupées par BD.* Les triangles AOB, DOC, sont donc égaux. Par suite, le côté OB, opposé à l'angle OAB, est égal au côté OD opposé à l'angle OCD, et le côté OA opposé à l'angle OBA est égal au côté OC op* posé à l'angle ODÇ.
THËOBÈHB.
84. Uîi quadrilatère est un parallélogramme : 1° Si ses côtés opposés sont égaux deux à deux; 2° Si ses angles opposés sont égaux deux à deux; 3° Si deux côtés opposés sicmt à la fois égaux et parallèles t 4** Si ses diagonales se ooupesU'muiueilement en deux parties égales.
Soit le quadrilatère ABCD {Jîg, 59}.
i*" Menons la diagonale AC. Les deux triangles ABC, ADC, sont égaux comme ayant les trois côtés égaux, savoir : AC commun, AB et CD égaux entre eux par hypotiièse, ainsi que AD
et BC. Par suite, l'angle BAC opposé à BC est égal à l'angle AGI) opposé à AD ; et comme ces angles occupent, par rapport aux
Fifi. '>9. Fig. 60.
deux droites ÂB et CD et à la sécante AC, la position d*a1temes-internes, les deux côtés AB et CD sont parallèles (Ci). De même, l'égalilé des angles BCA et CAD entraîne le parallélisme des deux autres côtés AD et BC. Donc, le (juadrilatère ABCD ayant ses cotés opposés parallèles deux à deux est un parallélograninic.
1" Les an^^les opposés A et C étant égaux entre eux, ainsi que les angles B et D {Jîg. 60), on voit que deux angles consécutifs quelconques, B et C par exemple, ont une somme égale à la moitié de la somme des angles du quadrilatère, c'est-à-dire à deux droits. Ces deux angles B et C étant supplémentaires, et, de plu^ intérieurs d'un même côté par rap* port aux deux droites AB et CD coupées par BC, ces mêmes droites sont parallèles (64>). On démontrerait de même que, les angles A et B étant supplémentaires, les deux autres côtés opposés, AD et BC, sont parallèles. Le quadrilatère ABCD est donc un parallélogramme.
3* Soient ABet CD les deux côtés opposés que Ton suppose égaux et parallèles {Jif;. 59). En menant it -diagonale AC, on forme deux triangles ABC, ADC, qui ont un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir: l'angle BAC égal à l'angle ACD, comme alternes-internes {)ar rapport aux parallèles AB et CD coupées par AC; le colé AB égal au côté CD par hypothèse, et le côté AC commun. De l'égalité des triangles ABC, ADC, résulte celle des angles ACB et CAD; et comme ces angles sont alternes-internes par rapport aux deux droites AD et BC coupées par AC, ces mêmes droites sont parallèles. Le quadrilatère ABCD ayant ses côtés opposés parallèles deux à deux est un parallélogramme.
4" Puisqu'on suppose OA = OC et OB = OD O^. 58). les angles AOB etCOD étant d'ailleurs opposés par le sommet, les
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deux triangles ÀOB, COD, sont égaux (33); Donc, l'angle OAB est égal à l'angle OCD. D'ailleurs, ces angles étant alternesinternes par rapport aux droites Afi et CD coupées par AC, les côtés opposés ÂB et CD. sont parallèles. De l'égalité des triangles AOD, BOG» on déduirait pareillement l'égalité des angles OAD, OCB, et, par suite, le parallélisme des deux autres côtés opposes AD etBC. Le quadrilatère ABCI), nyantsos cùlés opposés parallèles deux à deux, est donc un parallélogramme.
SCOLIB.
85. Tout rectangle est un parallélogramme dont les diagofuUes sont égales [Jig, 6i).
D'abord, tout rectangle est un parallélogramme, puisque ses angles opposés sont égaux (84, a'). En second lieu, les deux
Fig. 6i. Fig.6a.
triangles DAB, CBA, par exemple, sont égaux comme a^ant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir: l'angle droit DAB égal à l'angle droit CBA, le côté AB commun, et le côté AD égal au côléBC, comme côtés opposés d'un porallclogramme; donc, les diagonales AC cl Bl), hypoténuses des triangles rectangles égaux DAB, CBA, sont égales. u
86. Tout losange est un parallélogramme dont les diagonales sont: I** perpendiculaires l'une sur Vautre,* a* bissectrices des angles opposés [fig- 62 J.
D'abord, tout losange est un parallélogramme, puisque ses côtés opposés sont égaux (84, 1°).
En second lieu, les triangles ABC et ADC étant isocèles, puisque les^ quatre côtés d'un losange sont égaux, la diagonale BD, qui passe par le milieu 0 de la diagonale AC, esta la fois perpendiculaire sur AC et bissectrice des angles B etD (37). Pour une raison analogue, la diagonale AC est bissectrice des angles A et C.
87. Tout carré est un parallélogramme dont les diagonales sont égales^ perpendiculaires entre elles et bissectrices des an~ gles opposés,
EXERQGES.
) . Tout parallélogramme dont lea diagonales sont égales est un rectangle.
2. Tout parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires entre elles, ou dont l'une des diagonales est bissectrice des angles dont elle unit les sommets, est un losange.
3. Tout parallélogramme dont les diagonales sont égales et perpendiculaires entre elles, ou bien dont les diagonales sont égales, l'une d'elles étant la bissectrice des angles dont elle unit les sommets, est un carré.
4. Deux quadrilatères convexes sont égaux, lorsqu'ils ont un angle égal et leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et disposés de la même manière. Énoncer le théorème correspondant pour le cas de deux parallélogrammes, de deux rectangles, de deux losanges, de deux carrés.
5. Deux trapèzes sont égaux lorsqu'ils ont leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et disposés de la même manière.
6. Toute droite comprise entre deux côtés opposés d'un parallélogramme et passant par le point d'intersection de ses diagonales (ou par • le centre de ce parallélogramme) : i* est divisée par ce point en deux parties égales; 2* divise le parallélogramme en deux quadrilatères égaux.
7. Tout quadrilatère est la moitié du parallébgramme que l'on obtient en menant par les extrémités de chaque diagonale des parallèles à l'autre diagonale. Déduire de ce. théorème que deux quadrilatères ont. même surfiice lorsque leurs diagonales sont respectivement égales et se coupent sous le même ançle.
é. Les drdtes qui joignent successivement les milieux des côtés d'un quadrilatère forment un parallélogramme.
9. En divisant arbitrairement, mais de la môme manière, les côtés d'un carré, et en joignant successivement les points de division, on forme un nouveau carré inscrit dans le premier.
40. Si, par un point quelconque de la base d'un triangle isocèle, on mène des parallèles aux deux autres côtés, on forme un parallélogramme dont le périmètre est constant.
W. Démontrer que, dans tout trapèze isocèle, les angles opposés sont supplémentaires.
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fVfiSVlÔlVS PROPOSÉES
SUR LE PREM1£R LIVRE
1. Si>'par le point d'ÎDtersection I des bissectrices des angles B et C
d'un triangle ÂBC, on mène entre les côtés de Tangle Â la (tarallèle DIE à BC, la droite DE sera égale à la Bomme de BD et de CE. Si, par le point d'intersection 1' de la bissectrice de l'angle B et de celle du supplément de l'angle C, on mène entre les côtés de l'angle A ou de son opposé par le sommet la parallèle DTË' à Bp,.la droite D'£' sera égale à la différence de BD' et de CE'.
2. Des extrémités À et B et du milieu C d'une droite AB, on mène des perpendiculaires AA', BB', CC, sur une droite indéfinie XY. Démontrer que le point C est le milieu de A'B', et que la pcrpendicuhiirn CC est égale à la demi-somme ou à la demi-différence des pprp;'ndiculaires AA' et BB', suivant que les points A et B sont situés d'un même côté ou de part et d'autre de XY.
3. La somme des distances d'un point quelconque de la base d'un triangle isocèle aux deux autres côtés est constante. Qu'arrive-t-il lorsque le point considéré est pris sur le prolongement de la basent
4. Trouver le lieu géométrique des points dont la somme ou la différence des distances à deux droites fixes est constamment égaie à une longueur donnée.
5. La somme des distances d'un point pris à l'intérieur d'un triangle équilatéral à ses trois côtés est constante. Qu'arrive-t-il lorsque le ^int oonsidéré est extérieur au triangle?
6. AD et BC étant deux parallèles coupées obliquement par AB et perpendiculairement par AG, on mène entre ces deux parallèles la droite BED qui coupe AC en E, de manière que ED = aAB : démontrer que l'angle DBG est le tiers de l'angle ABC.
7. Dans un triangle ABC, on prend sur le côté AB et sur son prolongement AD = AE = AC, puis on joint le sommet C aux points D et E. Démontrer que l'angle Ë est la moitié de l'angle A du triangle ABC, et .que Tangle DCE est droit
8. Étant donné un parallélogramme ABCD, on ])rend en sens inverse, sur les côtés opposés AB, CD, deux longueurs AE et CF, arbitraires, mais égales; de môme, sur les côlés opposés AD, BC, on prend en sens inverse les longueurs arbitraires AH = CG. Démontrer : i° que la figure EGFH est un parallélogramme inscrit dans le parallélogramme proposé; 2° que le centre du parallélogramme proposé est en môme temps celui de tous les parallélogrammes qu'on peut y inscrire.
9. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des côtés opposj^s d'un quadrilatère quelconque est le mibeu de la droite qui unit les milieux des diagonales de ce quadrilatère.
10. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère convexe forment un second quadrilatère dont les angles opposés sont supplémentaires. Lorsque le premier quadrilatère est un parallélogramme, le second est un rectangle dont les diagonales sont parallèles aux côtés du parallélo.grammo et égales à la diiïérence de ses cùlés adjacents. Lorsque le premier quadrilatère est un rectangle, le second est un carré.
11. ABC étant un triangle rectangle et ABDM, ACEN, étant les carrés construits sur les côtés AB et AC de l'ongle droit, des sommets D et E, opposés au sommet A, on abaisse des perpendiculaires DF, KG, sur I hypolénuse BC prolongée. Démontrer ; i" que riiypotéruise BC est égale à la somme des perpendiculaires DF et EG; -2° que le triangle proposé ABC est la somme des triangles DFB, CEG.
12. Dans tout trapèze, les quatre points, milieux des deux côtés non parallèles et des deux diagonales, sont sur une même droite parallèle aux deux bases du trapèze; la distance des points extrêmes est égale à la demi-somme de ces bases; la distance des points intermédiaires est égale à leur demi-diflérence.
43. Sur un billard rectangulaire, dans quelle direction faut-il lancer la bille pour qu'elle revienne au point de départ après avoir frappé successivement les quatre côtés? Quelle est la longueur du chemin parcouru alors par la bille? (On admet que lorsque la bille frappe une bande, les deux droites qu'elle suit, avant et a|iràB le choc, sont élément inclinées sur 1#. bande.)
14. ÂBCD étant un parallélogramme, £ et F étant les milieux des côtés opposés AB et CD, les droites BP et DE divisent la diagonale ÀC en trois parties égales.
15. Étant donnés deux parallèles XY, X'Y', et deux points A et B situés hors de ces parallèles et de côtés différents, on demande de trouver le plus court chemin de Â en B, par une ligne brisée ÂMNB telle, que la portion MN comprise entre les deux parallèles ait une direction donnée.
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LIVRE II
LA ClRCONFÉUEiNCE DE CERCLE.
PbOgramme officiel : Dépendance mutuelle des arcs et des cordes, des cordes et de leurs distajuces au centre,
DÉFINITIONS
88. La circonférence est une ligne coarbe ABCD (Jig, 63), dont tous les points sont également distants d'un point intérieur 0 qu'on nomme centre.
Le cercle est l*espace limité par la circonférence.
rig.63.
On appelle rayon toute droite menée du centre à la circonférence. Tous les nyrons Ok, OB, OC»..., d'un cercle sont égaux, d'après la définition même de la circonférence.
Deux cercles de même rajronsont égaux; car si l'on place le centre 0* iu second (Jig. 63) sur le centre 0 du premier, Tégalilé (les lajoiis entraînera la coïncidence des deux circonférences.
01. On nomme arc une portion quelconque Âfi de circonférence.
Deux arcs de même rajron, BC et B'€' (Jîg'^)t ufnt dits égaux, lorsqu'on peut les placer Vun sur l'autre de manière qu'ils coïncident.
OÉOlltTRlB PLAHS.
Pour ajouter deux arcs de même raxon, AB et B'C, on porte le second en BG à la suite du premier, sur le cercle 0 auquel ce premier arc appartient, de manière qu'ils aient une extrémité B commune ; i*arc AB€, compris entre les extré-*
niii(^s non communes Â et C, est dit la somme des deux arcs proposés.
90. Un point esi intérieur ou extérieur k un cercle suivant que sa distance au centre est plus petite ou plus grande que le rayon.
91. Une droite quelconque EF ne peut rencontrer une circonférence 0 en plus de deux points C etD (^g»^)>
En effet, du centre 0 à la droite EF, on ne peut mener au plus ( 44.) que deux droites OC et OD égales au rayon.
9â. On donne le nom de sécante à toute droite EF qui coupe la circonférence en deux points G et B. On appelle corde la partie CD intérieure au cercle, et l'on réserve lenomde</ia-
mètre aux cordes qui passent par le centre. •
Tous les diamètres d'un cercle sont égaux, car un diamètre quelconque AB est la somme de deux ray ons OA cl OB.
93. I* Le diamètre est la plus grande corde du cercles 2<> Tout diamètre AB divise la circonférence et le cercle en deux parties égales [fig, €4).
En effet:
i** Une corde quelconque CD est moindre que la somme OC + OD des deux rayons qui aboutissent à ses extrémités; elle est donc moindre qu'un diamètre.
a** Si l'on plie la figure autour d'un diamètre AB, un rayon quelconque OG de la partie supérieure prendra là direction
Fig. 64.
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du rayon OC qui fait de l'aulre côté de AB un angle C'OAégal à l'angle COA; et à cause de l'égalité des rayons, le point C de l'arc supérieur AGB tombera en C sur l'arc inférieur AIIB. Ces deux arcs AGB, AHB, se recouvrant exacUMiient , sont donc égaux ainsi que les espaces compris entre cuacun d'eux et le diamètre AB. «
94. Une corde quelconque CD, autre qu'un diamètre, divise d*après cela la circonférence en deux arcs inéf^aux, l'un CGD moindre que la demi-circonférence, l'autre CHD plus grand. On dit que la corde CD sous-tend ces deux arcs. Toutefois, quand nous parlerons de Varc sous-tendu par une corde CD,, il faudra toujours entendre, à moins d'avertissement contraire, qu'il s'agit du plus petit des deux arcs correspondant à cette corde.
THÉÛBËM£.
Dam un même cercle ou dans des cercles égaux
i* Deux arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales; a* De deux ares inégaux, le plus grand est sous^iendu par la plus grande corde (Jig. 65 ).
Fig.e5.
Soient O et I deux cercles égaux :
f Si Tare AMB est égal à l'arc CND, les cordes AB et CD seront égales. En effet, portons le cercle I sur le cercle 0 de manière que le rayon IC coïncide avec son égal OA, 1 étant en 0 et G en A. Les circonférences coTncideront, l'arc CND tombera sur son égal AMB, et le point D' viendra en B. La corde CD s'appliquera donc sur la corde AB, et, par suite, lui sera égale.
2* Si l'arc AMH est plus grand que l'arc CND, la corde AH sera plus grande que la corde CD, £n effet, prenons à partir
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du point A, sur l'arc AMIÏ, un arc AMB égal à l'arc CND; les cordes AB, CD seront égales (i"), et il restera à démontrer que la corde AB est moindre que la corde AH. Or, l'arc A]\IB étant moindre que l'arc AMH, le point B lombe entre les points A et H, et l'angle AOBest inférieur à l'angle AOH. Par suite, les deux triangles AOB, AOH, ont un angle inégal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir OA commun et OBr=OH comme rayons d'un même cercle. Donc (32), le côté AB opposé à l'angle AOB est moindre que le côté AU op-. posé k l'angle AOH.
96. Du ihéorème qu'on vient de démontrer et du principe général du n° 39 il suit que :
RtciPROQUBinirT, dans un même cercle ou dans de» cercles égaux, à des cordes égales répondent des ares égaux, et à une plus grande corde répond un plus grand arc.
SCOLIS.
97. Nous n'avons considéré dans ce qui précède que des arcs moindres qu'une demi-circonférence (9i). Si Yen considérai! des arcs plus grands qu'une demi-circonférence, pour la seconde partie du théorème les conclusions seraient inverses :' Tare augmentant, la corde diminuerait au lieu de croître.
THÉORÈME
98* Le diamètre AB, perpendiculaire sur une corde CD
divise cette corde et les deux arcs CBD, CAD, quelle sous-tend, chacun en deux parties égales {Jig. (ki).
En effet, soient 0 le centre de la circonférence cl I le point de rencontre du diamètre AB et de la corde CD. Les raj^ous OC,
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OD, étuitr pAi^ rapport à la perpendiculaire 01, deax obliques égales, s'écartent égalQinent du pied de cette perpendiculaire. On a do4i €1 = H). En d'autres termes, la corde CD est divisée au point i en deux parties égales. Dès lors, AB étant perpendiculaire sur le milieu de CD, tout point de AB, et en parti-* culier le point B, est équidislant des points C et D. Les cordes BC et BD sont donc égales et, par suite, les arcs BC et BD sont aussi égaux. En d'autres termes, rare CBD est divisé au point B en deux parties égales. On démontrerait de même que l'arc CAD est aussi divisé en deux parties -égales au point A.
CoBOtLAIBlS.
99. La droite AB satisfait d'après cela aux cinq conditions suivantes : elle passe par le centre 0, par le milieu I de la corde CD, et par les milieux A et B de chacun des arcs que cette corde sous-tend ; elle est enfin perpendiculaire sur la corde CD. Or, deux de ces cinq conditions suffisent pour déterminer la droite AB; car on sait que, par deux points, on ne peut mener qu'une droite, et que par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire sur une droite. Donc, toute ligne droite assujettie à deux des cinq conditions énoncées remplira néces^ sairement les trois autres. De là, une série de propositions que le lecteur énoncera sans difQculté, et parmi lesquelles nous ne citerons que les suivantes : La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe par le centre et par le, milieu de chacun des arcs que cette corde sous-tend.
Le lieu géométrique des milieux d'un s^tème de cordes parallèles est le diamètre perpendiculaire à la direction com^ munede ces cordes,
THÉORÈME
Dans un même cercle ou dans des cercles égaux
I* Deux cordes égales sont également éloignées du centre; De deux cordes inégales, la plus petite est la plus éloi^ gnée du centre [fig, 67 y,
i« Soient les deux cordes égales AB, CD, et soient OE, OF, les perpendiculaires menées du centre 0 sur chacune d'elles. Les longueurs de ces perpendiculaires mesurent (^1) les dis-
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tances du cenire à ces deux cordes» el il s'agit de démontrer que ces distances sont égales. Or, les tttangles rectangles EOB,
Fig. 67.
COF, sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un côté égal, savoir: OB = OC comme rayons d'un même cercle, et EB = CF comme moitiés de cordes égales, puisque les pieds E et F des perpendiculaires OE et OF sont (98) les milieux des cordes AB et CD. Donc, OE troisième côté du triangle OEB est égal à OF troisième côté du triangle OCF.
2? Soient les deux cordes inégales AG et G>. On suppose AG moindre que CD,et il faut démontrer quels perpendiculaire OH» menée du centre sur la première corde, est plus grande que la perpendiculaire OF. Par le point A, menons une corde AB égale à CD. La distance 0£ du centre à cette corde sera égale à OF, et il reste à démontrer que OE est moindre que OH. Or, la corde AG étant moindre que la corde AB, Tare AG est inlérieur à l'arc AB et, par suite, le centre 0 du cercle et le milieu H de la corde AG sont situés de part et d'autre de la droite AB. Donc AB rencontre OH en un point I situé entre 0 et H, et Ton a 0I<[ OH. Mais, puisque OE est perpendiculaire sur AB, 01 est oblique, et l'on a
OE<OH
101. Du théorème qu'on vient de démontrer et du principe général du n" 39, il résulte que :
RAciPROQUBiisNT, doits UR même cercle ou dans des cercles égaux,' deux cordes également éloignées du centre sont égales i et, de deux. cordes inégalement éloignées du centre, la plus éloignée est la plus petite.
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EXERQCES.
1. La plus petite et la plus grande des droites qu'on peut mener d'un poiht à une circonférence, passent par le centre.
2. Quel est le lieu géométrique des pointe situés à une distance donnée d'une eirconférence donnée?
3. Une droite de longueur constante reste parallèle à elle-même, tandis que l'une de ses extrémitée décrit une circoiîéreiice; quel est ie lieu de Taolre extrémité?
4. On donne un cercle 0 et un point A pris dans son plan ; on demande le lieu des milieux des droites qui joignent ie point Â aux divers points de la circonférence 0.
8. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles qui reposent sur une base fixe BC el dans lesquels la médiane issue du sommet B a ' une longueur donnée?
6» Étant donnés une circonférence et un. point dans son plan, quelle est la plus petite corde qu'on puisse mener par ce point dans la ciroonféreooe?
7. Si deux cordes égales se coupent à l'intérieur ou à l'extérieur d'une circonférence, les segments déterminés sur ces deux cordes par leur point de rencontre sont respectivement égaux.
8. Par un point A extérieur à une circonférence 0, on mène une sécante ACD dont la partie extérieure AC est égale au rayon; on mène en outre le diamèVe ÂOB : démontrer que l'angle COA est le tiers de l'angle DOB.
9. Deux cordes égales AB et CD étant données dans un cercle, on prolonge chacune d'elles d'une même quantité quelconque BË ss DF ; démontrer que la perpendiculaire élevée sur le milieu de £F passe par le centre du côde.
40. Trouver le lieu des pointe qui partagent dans^n rapport donné toutes les cordes égales d'un même cercle.
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S II
P&OGEAMKi omoiL : Tangente au cercle. — Jntenection et
contact de deux cercles*
BfiniflTION.
102. On nomme tangente au cercle toute droite CD 68) qui n'a qu'un point commun avec la circonférence. Ce point commun Â est appelé point de contact,
103. Toute perpendiculaire CD y à l'extrémité d*un ray^n OA, est tangente à la circonférence (Jig, 68 ).
Fig. 68. Fig. 69.
En effet, en joignant au cenire 0 un point quelconque B de CD, autre que le point A, on obtient une droite OB oblique sur CD, puisque OA est la perpendiculaire à CD qui passe par le point 0. Cette droite OB est donc plus grande que le rayon OA (40) et, par suite, le point B est extérieur au cercle (90). La droite CD ayant tous ses points hors du cercle, sauf le point Â, qui est commun aux deux lignes, est donc une tangente à la circonférence.
Réciproquement, toute tangente CD à la circonférence
est perpt^iiiUciilaire à V extrémité du rajonOA qui aboutit au point de contact A {Jig. 68).
En effet, tout point B de la tangente CD, autre que le point A, étant extérieur au cercle, sa dislance liO au cenire est plus grande que le rayon (90). Donc, le rayon OA est la plus cour te de toutes les droites (lu'on peut mener du centre à la tangenie CD; en d'autres termes, OA.esl perpendiculaire sur
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CD (43), et inversement, la tangente CD est perpendiculaire au point A sur le rayon OA.
Corollaires.
105. Par un point h,d*une circonférence 0» on peut toujours mener une tamgeme à cette courbe, et on ne peut en mener qu'une, * * *^jti^
106. Toute tangente est parallèle aux cordes que le diamètre mené au point de contact divise en deux parties égales (9^).
ScOLlE.
107. On peut considérer la tangente AG en un point A d'une circonférence (fig»GQ)t comme la position limite d'une sé' eanffi AB issue du point A, lorsque cette sécante tourne autour de A de manière que le second point d'intenecUon B vienne se confondre avec le premier. Car» au moment où les deux points d'intersection B et A sont ainsi réunis en un seul, la droite AC n'a plus qu'un point commun avec la circonférence.
Cette nouvelle définition de la tangente est applicable à toutes les courbes. D'ailleurs, nous verrons plus tard qu'outre sa généralité, cette définition a sur celle du n*' 102 l'avantage de meure en lumière l'intime corrélation de certains théorèmes qui sembleraient sans cela tout à fait distincts.
On dit qu'une courbe ou qu'un arc de courbe est convexe, lorsque cette courbe ou cet arc tombe entièrement d'un même côté de chacune de ses tangentes (72). Il résulte dun° 103 que la circonférence de cercle est une courbe convexe.
Nous avons vu au n® 91 qu'une droite quelconque ne peut rencontrer une circonférence en plus de deux points. Tout arc de courbe convexe jouit de la même propriété; car si une droite coupait cet arc en trois points, le premier et le dernier point seraient situés de part et d'autre de la tangente au point intermédiaire»
THÉORÈME
108. Deux parallèles interceptent sur la circonférence des arcs égaux.
Il faut distinguer trois cas :
i** Supposons (^g-. 70) que les parallèles AB, CD, soient sé-
Fig. 70. Fig. 71. FifF. 72.
canles, ei abaissons du centre 0 sur ces droites la perpendiculaire commune OM qui coupe la circonférence en M. Le point M est (98) à la fois le milieu de l'arc EMF que souslend la corde EF, et le milieu de l'arc GMU que sous-iend la corde GU; on a donc
arc EM = arc FM, arc GM = arc IIM,
d'où, en sousiriqfiiit membre à membre,
arc £Bf — arc GM = arp FM — nrc HII^
e'est-à<lire
arcEG=s=arcVH.
a* Supposons {fig.'ji) que les parallèles AB et CD soient l'une sécante et l'autre tangente. Alors le rayon OK qui aboutit au point de contact est (98, 104) une perpendiculaire commune à la tangente CD et à la corde El' qui lui est parallèle; il divise donc l'arc EKF, sous-tendu par cette corde, en deux parties égaies, et Ton a
arcEK^arcFK.
3« Supposons enfin [fig. 72) que les deux parallèles AB et CD soient tangentes, l'une en I et l'autre en K. Les deux rayons 01 et OK, respectivement perpendiculaires à AB et à CD, seront dans le prolongement l'un de l'autre, puisque des droites parallèles ont leurs perpendiculaires communes. Les deux arcs KPI, KQI, sont donc égaux l'un etj'autre à une demicirconférence.
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THÉORÈME
100. Par trois points A, h, C, non situés en ligne droite, on peut toujours faire passer une circonférence, et on ne peut en faire passer qu'une {fig. 73).
Il s'agit de prouver qu'il existe un point, et un seul, situé à la même distance des trois points donnés A, B, C.
Or, tout point équidistant de A, B, C, doit se trouver sur la perpendiculaire DE élevée sur le milieu de AB, parce qu'elle est le lieu des points équidistanls de A et de B; il doit aussi appartenir à la perpendiculaire FG élevée sur le milieu de BC, parce qu'elle est le lieu des points équidislants de B et de C. Gomme deux droites D£, FG, ne peuvent avoîjcqu'un .point commun, on voit d'abord qu'il ne saurait jamais eâkeiÀ^u'un seul point équidistant des points A, 6, C. £n second tieu, un tel point existe toujours si, conformément à notre hypothèse, les points A, B, G, ne sont pas en ligne droite ; car, les deux droites AB etBG se coupant, les droites DB et FG qui leur sont respectivement perpendiculaires doivent se rencontrer en un ceruin point 0 (66, 2<>).
Le cercle décrit de ce point 0 comme centre, avec l'une des trois droites égales OA, OB, OC, pour rayon, passe par les points A, B, G, et est le seul qui puisse y passer.
On énonce souvent ce théorème d'une manière plus rapide eu disant : Trois points, non en li^ne droite, déterminent une circonférence,
CoaOLLÂlBX.
no. Deux circonférences ne peuvent avoir trois points communs sans coïncider; d'où il suit que deux circonférences distinctes ne peuvent avoir plus de deux points communs.
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Lorsque deux circonférences ont deux points communs, on dit qu'elles se coupent ou qu'elles sont sécantes.
Lorsque deux circonférences n'ont qu'un point commun, on dit qu'elles sont tangentes ; le point commun es^^ippelé point de contact»
THÉORËUB.
111. Lorsque deux circonférences se coupent, ladmiteQÇy qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde commune AB et divise cette corde en deux parties égales\Jig, 74 )•
Fig. 74. Fig. 75.
En effet, la perpendiculaire élevée sur la corde commune AB par son milieu I doit passer par le centre de chacune des deux cire(ttiféreiii^s O et (y (d8).
€0R0LI.A1RB.
112. Supposons que la circonférence 0 restant lixe, ainsi que le point A, la circonférence 0' tourne autour du point A, de manière que le second point d'intersection B se rapproche de plus en plus du premier et vienne à la limite se confondre avec lui comme dans la fig, 76. Les deux circonférences n'ayant plus alors qu'un point commun A seront tangentes en ce point. D'ailleurs» la droite 00' passant toujours entre A et B» ces deux points ne peuvent se réunir que sur la ligne des centres 00'. £nûn, en vertu de ce mouvement ,(107)> la corde commune devient à la limite tangente en A à chacune des deux circonférences. Donc,
Lorsque deux circonférences 0 et 0' sont tangentes^ leur point de contact A est situé sur la droite des centres, et la perpendiculaire CD élevée en ce point sur cette droite est une tan fiente commune aux deux circonférences.
On appelle angle de deux courbes qui ont un point commun, l'angle formé par les tangentes à ces deux courbes en ce point.
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Si cet aDgle n'est pas nul» on dit que les deux courl)es se coupent. S'il est nul» c'est-à-dire si les deux courbes ont la même ' tangente au point commun» on dit que ces courbes sont tangentes. On appelle orthogonales deux courbes qui se coupent à angle droit.
SCOUB.
113. Deux circonférences distinctes peuvent avoir deux points communs, c'esi-à-dire se couper (^g^. 78); ou avoir un seul point commun, c'est-à-dire être tangentes, soit extérieurement {fig. 77), soit intérieurement {Jig- 79); ou enfin n'avoir aucun point commun, c'est-à-dire être extérieures {Jig. 76) ou intérieures {Jig. 80) l'une à l'autre. Leurs positions relatives sont donc au nombre de cinq.
THÉORÈME
114. t* Si deux eireonférenoes 0 et (y sont extérieures^ la distance des centres est plus grande que la somme des rayons;
a** Si elles sont tangentes extérieurement, la distance des centres est égale à la somme des rayons;
3** Si elles se coupent, la distance des centres est à la fois moindre que la somme et plus grande que la différence des rayons;
4® Si elles sont tangentes intérieurement j la dislance des centres est égale à la différence des rayons;
5° Si elles sont intérieures, la distance des centres est» moindre qu^ la différence des rayons.
"Esk effet:
I* A et A' [fi g. 76) étant les points où la ligne des centres
Fig. 76. Fig. 77.
coupe les deux circonférences, on a
O0' = OA-|-AA'H-<yA' ou 00'>OA + 0'A'.
6a OÉOMtTRn plans.
7? Le point de contact A (fig. 77 ) est situé entre les deux centres et sur la droite OCK qui les joint. Oh a donc
00' = OAh-0'A.
30 Les deux points communs {Jig. 78) étant situés hors de
la ligne des centres (111 ), en joignant Tun d'eux B aux deux centres, on forme un triangle dans lequel on a (27, 28)
00'<OBh-0'B et 00'>OB-0'B.
4° Le point de contact A {fig, 79) est situé au |lelà des deux
Fig.78. Fig.79. Fig.80.
centres et sur la droite qui les joint. On a donc
OA = 00'-*-0'A, d'où 00^ = 0A — O'A.
5* A et A' [Jîg. 80) étant les points où la droite 00' coupe les deux circonférences, on a
OA = 00'+0'A'-hA'A, d'où OA>00'-hO'A',
c'est-à-dire
Corollaire.
115. A chacune des cinq hypothèses faites répond une conclusion distincte. Donc, en vertu du priiicijte général du n" 39, les réciproques des propositions précédentes sont toutesvraies. Voici leurs énoncés :
i" Si la distance des centres est plus grande que la somme des rayons, les deux circonférences données sont extérieures tune à t autre;
2*" Si la distance des centres est égale à la somme des rayons, les deux circonférences sont tangentes extérieurement;
3^ Si la distance des centres est à la fois moindre que la somme et plus grande que la différence des rayons, les deux circonférences se coupent g
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4** Si la distance des centres est égale à la différence des rayons, les deux circonférences sont tangentes intérieurement;
5° Si la distance des centres est moindre que la différence des rayons, les deux circonférences sont intérieures l'une à l'autre,
Ainsi, connaissant les trois nombres D, R, r, qui mesurent respectivement la distance des centres et les rayons de deux circonférences, on peut, sans tracer ces circonférences et pnr une simple opération numérique, savoir quelle est leur position relative. Par exemple, si l'on a D = iS", R = 21"*, r= G™, on peut affirmer que les deux circonférences sont langenies imérieurement; car on a i5 = 21 — 6, ou D = R — r.
EXERGCES.
Retrcmver la propriété caractéristique de la tangente au cercle, en partant de la déEnition du n« iOT.
S. La plus petite et la plus grande des droites qu'on peut mener entre deux circonférences, passent par les centres de ces circonférences.
3. Si deux cordos AB et CD se coupent dans un cercle, la somnQe AC + BD des arcs qu'elles interceptent est égale à la somme des arcs interceptés par les deux diamètres parallèles à ces cordes.
4. Un cercle étant donné, combien faut*il de cercles de même rayon pour l'entourer?
5. Parmi les sécantes qui passent par l'un des points d'intersection de doux circonférences données, quelle est celle pour laquelle la longueur comprise entre les deux circonférences est maximum?
6. AB étant un diamètre fixe d'un cercle, et CD une corde parallèle à ce diamètre, on mène CB et DA qui se coupent en M, puis CA et I)B qui se coupent en N. Trouver le lieu des points M et N quand la corde CD se
' déplace parallèlement à elle-même.
' 7. Si deux circonférences égales se coupent orthogonalement, la corde ^ commune est égale à la distance des centres.
8. On donne un cercle de centre 0 et de rayon R, et un point extérieur A. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, on décrit un arc BOC, et du point 0 comme centre avec il\ pour rayon, on décrit un nouvel arc qui coupe le précédent en B et en C. On mené OU et OC. qui rencontrent respectivement en E et en D la circonférence primitive. Démontrer que A£ et ÂD sont tangentes à cette circonférence.
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Programiib opficibl : Mesure des angles. — Angle inscrit,
IfOTlONS Pa£UMIKAlRBS.
116. On acquiert la notion du nombre entier en considérani des objets distincts et semblables. Nous allons expliquer comment le problème de la mesure des grandeurs conduit à étendre cette première idée.
On ne considère, en mathématiques, que les grandeurs dont on peut déflnir d'une manière précise l'égaliié et l'addition f tels sont, par exemple» les angles : nous avons dit en effet, au
9, ce qu'on entend par angles égaux et par somme de deux angles. Une grandeur est plus grande qu'une autre quand elle est la somme de cette autre et d'une troisième de même nature.
Lorsqu'une grandeur est la somme de 2, 3, 4>-* ■> parties, égales 4 une autre grandeur de même espèce, on* dit que la première est un multiple de la seconde, et que la seconde est une partie aliquote de la première.
Deux grandeurs sont dites commensurables entre elles lorsqu'elles sont des multiples d'une troisième grandeur qu'on appelle alors leur commune mesure; dans le cas contraire, elles sont incommensurables entre elles.
117. Pour mesurer une grandeur, on cherche une commune mesure entre cette grandeur et une- autre de même espèce, arbitraire, mais bien connue, et qui reçoit le nom d'unité.
Si cette commune mesure est l'unité elle-même, et que la grandeur proposée la contienne, par exemple, 3 fois sans reste, on dit que la grandeur est mesurée par le nombre entier 3.
Si celte commune mesure est une partie aliquote de l'unité; par exemple, si, l'unité étant partagée en cinq parties égales, h grandeur proposée est la somme de trois de ces parties, on dit que cette grandeur est les trois cinquièmes de l'unité et qu'elle est mesurée par le nombre trois cinquièmes, que Ton
écrit >• On qualifie d'ailleurs un tel nombre de fractionnaire
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pour le distinguer des nombres entiers seuls considérés jusque-là.
En résumé, mesurer une grandeur commenturable avee i'uniié, c'est chercher combien cette grandeur renferme d'unité^ ou de parties aliquotes de l'unité. Suivant que la grandeur est un multiple de Tunité ou un multiple d'une partie aliquote de Tuttité, ie nombre qui exprime sa mesure est enFtier ou fractionnenre. 'Réciproquement t toute grandeur mesurée par un nombre entier ou fraetionnaire est commensurable avec Tunité, car elle est un multiple de l'unité ou d'une partie aliquoie de runilé(*).
118. On nomme rapport d'une grandeur A à une grandeur B de même espèce le nombre par lequel il faut multiplier la
seconde pour avoir la première. On désigne ce rapport par 4*
119. Le rapport de deux grandeurs A. et B de même espèce est égal au nombre qui mesure la première lorsqu'on prend la seconde pour Unité,
En effety si le rapport donné est, par exemple» g> la pre-
mière grandeur est le produit de la seconde par ^ (118);
mais multiplier une grandeur par ^9 c'est en prendre les g*
La première grandeur est donc les ^ de la seconde » et» par
suite (117), ^ est le nombre qui mesure la première grandeur
lorsqu'on prend la seconde pour unité.
120. Il résulte de là que lorsque deux grandeurs kefB ont été mesurées avec une même unité C, on obtient leur rapport en divisant le nombre a qui mesure la première par le nom-*
bre 6 qui mesure la seconde»
En effet, on a, d'après le théorème précédent, les deux re-
i * ) Fôir la Nota I pour le «u où U gnadeur ett ineomoiensanible avec l'anité.
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lalions
A=G. a, B = C.6, d'où G=|) ei, par suite,
Le quotient exprime donc (118) le rapport de A à B.
On osi ainsi conduit à appeler rapport de deux nombres quelconques a et 6 le quotient de leur division; et l'on démontre en Arithmétique que les règles de calcul des fractions à termes entiers sont applicables à ces rapports ou fractions
générales ^* Par exemple, on n'altère pas ces rapports en
multipliant leurs deux termes par un même nombre; on les multiplie en les multipliant terme à terme, etc.
121. Lorsque deux grandeurs de nature différente ont une dépendance telle, que le rapport de deux valeurs quelconques
de la première soit égal au rajipuri des valeurs correspondantes de la seconde, on dit que ces deux grandeurs sont proporlionne lies,
lâ2. On nomme angte au centre tout angle qui a son sommet au centre d'un cercle» et angle inscrit tout angle formé par deux cordes qui se coupent sur la circonférence d'un cercle.
THÉORÈBIE.
i23. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux : 1" Deux angles au centre égaux interceptent des arcs égaux;
2? Si un angle au centre est la somme de deux autres angles
Fig. 8i.
au centre, Varc intercepté par cet angle est la somme des arcs interceptés par les deux autres {fig* 8i )•
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i« Soient AOBy A'O'B'» deux angles au centre, égBiU% entre eux; les deux arcs correspondants AB et A'B' seront égaux. £n effet, en menant les cordes AB, A'B',on forme deux triangles AOB9 A'O'B'y qui sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir : l'angle AOB égal & l'angle A'O'B' par hypothèse, et les côtés OA=0'A', OB=0'B', comme rayons de cercles égaux. Donc la corde AB est égale à la corde AfB', et, par suite (96), les arcs AB et A'B' que ces cordes sous-tendent sont égaux entre eux.
af" Soient A'O'B' et BOC deux angles au centre; transportons le premier en AOB à la suite du second, de manière à former (9) un angle AOC qui soit la somme des deux angles proposés. L'arc ABC sera évidemment (89) la somrue des deux arcs AB et BC, et comme les arcs AB et A'B' sont égaux, puisqu'ils correspondent à des angles au centre égaux, l'arc ABC sera la somme des arcs A'B' et BC.
THÉORÈME
12i .L*an^ au centre d*un cercle est proportionnel à tare correspondant $ en d'autres termes, dans le même cercle ou >
dam des cercles égaux, le rapport ^ de deux angles au centre est égal au rapport ^ des arcs qu'ils interceptent,
£n effet, supposons que le rapport des deux angles soit
3 3 g» c'est-à-dire que l'angle a soit les ^ de l'angle a'. £a désignant par a le cinquième dé l'angle a', on aura alors
a = 3oc et a'=5a»
Mais, si l'on appelle 6 l'arc intercepté par l'angle <z, aux angles
au centre
ac-l-aOua«, aa+a ou 3a, 3aH-aOu4«, ia-i-ec ou 5a,
correspondront respectivement (123, 2**] les arcs
6+6 ou a€, 26+6 ou 36, 36+6 ou 4^f 4^+6 ou 56.
Or, par hypothèse, les arcs qui correspondent aux angles au
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centre 3«e ou a et 5x ou a' sont b et 6' ; on aura donc
6 = 36 et 6' = 56,
d'où ( i20 )
SOOLIB. ^
125. Le raisonnement qui précèilc ne s'applique pas seulement aux angles au centre et aux arcs qu'ils interceptent. Il permet de démontrer d'une manière générale le théorème suivant :
Deux grandeun sont proportionnelles l'une à l'autre si, à deux valeurs quelconques, mais égales, de la première granr deur, répondent deux valeurs égales de la seconde; et si, de plus, à la somme de deux valeurs quelconques de la première répond une valeur qui soit la somme des deux valeurs correS' pondantes de la seconde.
£n effet, soient a et a' deux valeurs quelconques de la première grandeur, et 6 et 6' les deux valeurs correspondantes de
la seconde. Supposons que le rapport ~ soit, par exemple, 3 3
g) c'est-à-dire que a soit les ^ de a'. En désignant par « le cinquième de a', on aura alors
as=Za et a' = 5a.
Hais, si Ton appelle 6 ta valeur de la seconde grandeur qui répond à la valeur a de la première, aux valeurs
«-f-aouaa, aa+a ou 3a, Za-^-aOVL^ay ^oc-haovLSec,
de la première grandeur, répondent respectivement, en vertu de la loi de correspondance admise, les valeurs
6+6 ou a6, 36+6 ou 36, 36+6 ou 46, i^-i-B ou 56,
de la seconde grandeur. Or, par hypothèse, les valeurs de la seconde grandeur qui répondent aux valeurs 3 a ou a et 5 a ou a' de la première sont b et b'; on aura donc
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d'où
Réciproquement» si deux grandeurs sont proportionnelles : 1* la relation
montre que pour a^a' on a 6 = c'est-à-dire (\\x*àdes valeurs égales de la première grandeur correspondent des valeurs égales de la seconde \ 2^ la même relation donne
c'est-à-dire qu'à la somme de deux valeurs quelconques de la première grandeur correspond la somme des deux valeurs correspondantes de la seconde.
Ainsi, correspondance dans l'égalité et correspondance dans la somme, telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes de la proportionnalité de deux grandeurs. Si l'une des deux conditions est seule remplie» il n*ya pas proportion^ nalité; c'est ce qui arrive pour un arc ei sa corde : à des arcs égaux d'un même cercle correspondent des cordes égales (95); mais la corde BC de la somme de deux arcs {Jig. 82 ) est
moindre (27) que la somme AB -h AC des cordes de ces arcs.
THÉORÈME
12G. Tout angle a la même mesureque l'arc qu'il intercepte sur une circonférence décrite de son sommet comme centre, avec un rayon quelconque, pourvu que l'on prenne pour unité d'angle l'angle au centre qui intercepte sur cette circonfé^ rence l'arc choisi pour unité d*arCi
En effet, soient {/ig. 82) AOB l'angle à mesurer et AB l'arc qu'il intercepte sur la circonférence do rayon arbiirnire OA; AC éiant l'unité d'arc, l'angle correspondant AOC sera, par hypothèse, l'unité d'angle. On a (124),
AOB arc AB AOC arc AC*
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Or te premier rapport est égal au nombre qui mesure l'an* gle AOB ( 119), et le second est égal au nombre qui mesure
Fig. 83. fig. 83.
l'arc AB. Donc, dans le système d'unités adopté, le nombre qui mesure l'angle AOB est le même que celui qui mesure l'arc AB.
Comme ce théorème est d'un usage très-fréquent, on préfère l'énoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte. D'abord on sous-entend la condition relative à la correspondance des unités; puis on dit a pour mesure, au lieu de a la même mesure que; et l'on arrive ainsi à cet énoncé usuel : tout angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés.
Scoin.
127. Lorsqu'on prend l'angle droit pour unité, l'arc unité est alors le quart de la circonférence ou le quadrant ; car ^ si l'angle au centre AOB est dvo'n{ fig. 83), les quatre angles AOB, " BOC, COD, DOA, formés par les deux diamètres BOD, AOC, sont droits, et par suite égaux ; les quatre arcs AB,BC, CD, DA, sont donc égaux entre eux, et chacun d'eux est le quart de la circonférence.
THÉORÈMB.
128. Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés»
Soit BAC un angle inscrit dans un cercle 0. Pour démontrer que cet angle a pour mesure la moitié de Tare BG compris entre ses côtés» il convient de distinguer trois cas :
1* Le centre 0 tombe sur l'un des côtés AG de l'angle BAC (fg, Menons le rayon BO; le triangle BOA étant isocèle, les angles A et B sont égaux, et comme (74) leur somme équi-
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iraut à l'angle extérieur BOC, Taogle A est égal à la moitié deBOG; mais ce dernier angle, aérant son sommet an centre du>
Fig.84. «g. 85. Fig.86.
cercle, a pour mesure Tare BG« Donc l'angle proposé BÂC a pour mesure la moitié de Tare BG.
7!» Le centre 0 tombe à l'intérieur de l'angle BAG l/ig. 85). Menons le diamètre AOD '; l'angle BAG est la somme des angles BAD, DAG, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure ^ BD et 7 DG. La somme de ces deux arcs, c'est-à-dire la moitié de l'arc BBG, est donc la mesure de l'angle BAC.
3° Le ccnire 0 tombe en dehors de l'angle BAC (Jig. 8G). Menons le diamètre AOD; l'angle BAC est la différence des angles BAD, CAD, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure BI) et | CD ; îa différence de ces arcs, c'est-à-dire la moitié de l'arc BC, est donc la mesure de l'angle proposé BAG.
COEOLLAIlBSi
129. Supposons {Jîg, 86) que le côté AC restant fixe, la corde AB tourne autour du sommet A de manière à devenir lu tangente AT au point A ; dans toutes les positions de la corde AB, l'angle inscrit BAC aura pour mesure la moitié de l'arc correspondant BC; donc, à la limite, l'angle TAC, formé par une tangente A'£ et une corde AC issue du point de contact, a pour mesure la moitié de l'arc AG compris entre ses côtés.
On peut d'ailleurs démontrer ce théorème, indépendnmment de toute notion de limite. Il suffit, par exemple, d'observer que l'angle TAG est l'excès de Tangle droit TAD sur l'angle inscrit GAD ; sa mesure est donc l'excès de la moitié de la demi-circonférence ABD sur la moitié de l'arc GD, ou enfin la moitié de l'arc AG.
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130. On appelle segment la portion de cercle comprise entre un arc et sa corde. A chaque corde AB correspondent deux segments ACB, AMB (/ig. 87). On dit qu'un angle est inscrit dans un segment lorsque son sommet est situé sur , l'arc du segment et que ses côtés passent par les extrémités de la corde sous-tendante. Ainsi les angles ACB, AEB, sont inscrits dans le segment ACB, et l'angle AMB est inscrit dans le segment AMB.
Tous les an^es inscrits dans un même segment sont égaux ; ainsi» les angles ACB, AEB, sont égaux comme ayant Ton et l'autre la moitié de l'arc AMB pour mesure.
Tout angle inscrit dans Vun des deux segments déterminés par une même corde est le supplément d'un angle quelconque inscrit dans l'autre segment. Ainsi les angles ACB, AMB, soni supplémentaires, car leurs mesures y arc AMB et j arc ACB forment en somme la moitié de la circonférence.
Tout angle inscrit dans un segment est aigu, droit ou obtus, suivant que ce segment est supérieur, égal ou inférieur à un demi-cercle; car l'arc compris entre les cotés de l'angle est alors inférieur, égal ou supérieur à une demi-circonféronce.
On dit qu'un segment de cercle est capable d'un angle donné, lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à l'angle considéré ; ainsi le segment capable dun angle droit est un demi-cercle»
Fi|^87. Fi0.88. Fig.89.
4 TBÉORÈMB.
13i. Tout angle BKC, formé par deux sécantes qui se rencontrent à l'intérieur du cercle, a pour mesure la demi-somme des arcs BC et DE compris entre ses côtés et entre ses côtés prolongés ijig' 88 ),
£a effet» en menant DC, on voit que l'angle BAC» exté-
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rieur au triangle ACD, est égal (74) à la sopime des angles inscrits ADC, ACD, qui ont respectivement pourfnesure ? BG et i B£.
THÉOBÈBIE.
132. Tout emgie BAC, formé par deux Uemtet qui se rencontrent hors du cercler a pour mesure la demi-différence de tare concave BG et de l'arc convexe DE compris entre ses côtés
{fis-
En effet» en menant DG, on voit que Tangle BDG, extérieur au triangle DAG, est la somme des angles et G; par suite, l'angle A est l'excès de l'angle BDC sur l'angle G; sa mesure est donc l'excès de |BG sur i DE, c'esiri-dire i [BG — DE).
En disant tourner autour du sommet A l'un des côtés, ou même les deux côtés de l'angle, jusqu'à ce qu'ils deviennent tangents à la circonférence, on voit que le théorème subsiste pour l'angle formé par une langenie et une sécante qui se coupent hors du cercle, et pour l'angle de deux tangentes.
Scoux.
133* Dans Us portion de plan située au-dessus é^une droite BG, le tieu des points d'oA Von voit cette droite sous un angle donné est un arc de cercl^ passant parHes extrémités B el G de cette droite [fig. 90]. .
En effet, soient A un point du lieu ei BMACN la circonférence déterminée par lestrois points A, B, G. 1° De tout point M de l'arc BMAC, on voit la droite BC sous un angle égal à BAC ( 130); a° de tout point I pris à l'intérieur du segment BMAC, on voit la droite BG sous un angle BIC plus grand que BAG, puisque (I3i) sa mesure excède la moitié de l'arc BNG; S** de tout point E extérieur au segment BMAC et situé au-dessus de la droite BG, on voit cette droite sous un angle BEG moindre que BAG, puisque sa mesure est plus petite que la moitié de l'arc BNG (132). L'arc BMAG est donc le lieu cherché.
U résulte de là que l'arc BA'G, sur lequel s'applique l'arc BMAG lorsqu'on replie la figure autour de BG, est, au-dessous de BG, le liei^ des points d'où Ton voit la droite BG sous l'angle donné.
Donc enfin, le lieu des points d'où l'on voit une droite BO $ou$un angle donné se compose de deux arcs de cercle éfçaux enire eux et passant par les- extrémités B etCde cette droite,
Fig. go. Fifi. D'*
Remarquons, en outre, que l'ensemble des arcs BNC, BN'C, représente le lieu des points d'où l'on voit la droite BG sous un angle supplémentaire de l'angle considéré (130).
Si l'angle considéré est droit, les deux arcs BAC, BA'C, sont des demi-circonférences décrites sur BC comme diamètre. Donc, le lieu des points d'oà l'on voit une droite sous un euigU droit est le cercle décrit sur cette droite comme diamètre»
THÉORÈME
13^. Dans tout quadrilatère convexe inscrit dans an cercle, les angles opposés sont supplémentaires.
En effet {^fîg. gi ), considérons par exemple les angles opposés, B et D. La corde AC détermine deux segments ADC, ABC, et nous avons vu (130) que tout angle D inscrit dans le segment supérieur est le supplément de tout angle B inscrit dans le segment inférieur.
RtGiPROQUBnMT, si, dans un quadrilatère convexe ÂBGD {Jig, 91 ), deux angles opposés B et1> sont supplémentaires, le quadrilatère est inscriptible; en d'autres termes, la circonférence déterminée par les trois points A, B, G, passera par le quatrième sommet D.
En effet» le sommet D est un point situé au-dessus de AG, et d'où Ton voit la corde AG sous un angle supplémentaire de l'angle B ; or l'arc AMC est le lieu des points du plan qui jouissent de celte propriété (133J.
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EXERGCES.
1. Â, B, C, étant trois points quelconques d'une circonférence, D le milieu de larc AB, et £ le milieu de Tare AC, la droite DE coupe respectiyement en F et en G les cordes AB et AC. Démontrer qae AF s= AG.
2. A étant un point quelconque d'un diamètre, B l'eitrémité du rayon perpendiculaire à ce diamètre, on mène BA qui oonpe le cercle en P, puis la tangente an point P qui coupe en G le diamètre prolongé. Démontrer que GA 3= CP.
3. Les hauteurs AA', BB', GC', d'un triangle quelconque ABC, sont les bissectrices des angles du triangle A'BX'.
4. ABC étant un triangle inscrit dans iin cercle, on joint le centre 0 au milieu D de l'arc BG, et Ton mène AD» Démontrer que Tangle ADO est la moitié de la différence des angles B et C
5. Si par le point A, commun à deux circonférences qui se coupent, on mène i volonté deux sécantes ABG, ADE, les cordes BD et GB qui joignent leurs extrémités se rencontrent sous un angle constant. — Dans le cas où les deux sécantes se confondent , comment fiiut-il énoncer le théorème?
6. Si, par le point dHntersection 0 des diagonales d'un quadrilatère inscrit ABCD, on mène la corde EOF qui a son milieu en 0, la partie de
cette corde iiiterreptéo entre les côtés opposés du quadrilatère sera aussi divisée par le point 0 en deux parties égales.
7. Si par le point A, milieu d'un arc BAC d'une circonférence, on • mène deux cordes quelconques AD et AE qui coupent en F et en G la corde BC, le quadrilatère DFGE est inscriptible.
8. Sur les trois côtés d'un triangle ABC, on construit extérieurement à ce triangle les triangles équilatéraux ABC', ACB', BCA'. Démontrer : I** que les trois droites AA', BB', CC, sont égales; i" qu'elles concourent en un même point 0; 3" que du point 0, on voit sous le môme angle les trois côtés du triangle ABC.
9. Par un point fixe pris dans le plan d'un cercle, On mène diverses cordes : trouver le lieu des militMix de ces cordes.
40. Par l'une des extrémités d'un diamètre AB d'un cercle, on mène une corde quelconque .AC que l'on prolonge d'une quantité CM égale à CB : quel est le lieu des points M?
11. ABC étant un triangle équilatéral, quel est le lieu des points M, tels que MA = MB + MC?
12. Trouver le lieu des points tels, que si l'on abaisse do l'un d'eux . des perpendiculaires sur les trois côtés d'un triangle fixe, les trois pieds
de CCS perpendiculaires soient en ligne droite.
Le trapèze isocèle est le seul trapèze inscriptible
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S IV
Programme OFFiciFL : Usage de la ri'gle et du compas. — Commune mesure de dt^nx droites. — Problèmes élémentaires sur la constniclion des angles et des triangles. — Rapporteur, — Évaluation des angles en degrés, miaules et secondes,
135. Les deux principaux inslrumenls employés dans la construclion graphique des figures sont la règle et le compas. Chacun sait comment on trace des lignes droites avec la règle ei des circonférences avec le compas.
Avanl de se servir d'une règle, il importe de la vérifier. A
FI
cet effet (fig, 93), on mène une ligne ÂCB d'une extrémité à l'autre de la règle, en faisant glisser h pointe du crayon le long de l'un des bords. Puis on retourne la règle, comme le montre la figure, et l'on fait glisser de nouveau le crayon le long du même bord, de manière à tracer la nouvelle ligne ACB. Suivant que les deux lignes ACB, ACB, coïncident exactement ou se séparent, le bord considéré est reciiligne ou curviligne; en d'autres termes, la règle est juste ou fausse. L'épaisseur de la règle ne doit pas dépasser 3 millimètres.
Un bon compas doit avoir ses pointes fines et parfaitement égales; il doit s'ouvrir et se fermer sans trop de facilité, comme sans secousses. Pour éviter de trop grands trous fornu^s par les pointes, il convient de fixer le papier sur une plancheue en collant simplement les quatre angles.
On fait d'abord tout le dessin au crayon ; on exécute ensuite' \^mise à l'encre k l'aide d'un /ir^-Z/gne à branches égales et que Ton tient perpendiculairement au plan du papier. Les données et les résultats sont représentés par un trait plein ou continu; on représente par un trait pointillé ou interrompu les lignes de construction, c'est-à-dire les lignes qui servent à déduire les résultats des données.
Entin le papier doit être assez épais, avoir le grain fin et
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être fabriqué à la forme^ le papier â /a mécanique ne résistant | pas à Taction de la gomme élastique.
136. En pratique, lorsqu'on détermine une droite par deux points, il convient que ces deux points ne soient pas trop voisins l'un de l'autre ; sans cela, la moindre erreur sur la position de l'un d'eux entraînerait une erreur notable sur la direction de la droite.
De même, quand un point est déterminé par la renc<inire de deux droites, il faut (^ue ces droites ne se coupent pas sous un angle trop petit; sans cela l'épaisseur inévitable des deux traits laisserait dans l'incertitude sur la véritable position du point de rencontre.
THÉORÈME
137. Trouver la plus grande commune mesure de deux lignes droites.
Soient A et B deux droites eommenturableê entre elles {ii&j, B étant la plus petite. La recherche de leur plus grande commune mesure repose sur les deux principes suivants :
1** Si B est une partie aliquote de A» B est évidemment la plus grande commune mesure de \ et de H;
2* Si a contient m fois B, plus un reste R moindre que B, la plus grande commune mesure de Xet deB est la même que celle de B et de U. On a, en effet,
' AssmB + R;
or, toute commune mesure de A et de B étant une partie aliquote de B Tesl aussi de mB, et, par suite, de A — m B ou de R. Inversement, toute commune mesure de B et de R étant une partie aliquote de'B Test aussi demB, et, par suite, de jnB -f- R ou de A. Donc les communes mesures de A et de B sont les mêmes que celles de B el de R, et, en particulier, la plus grande commune mesure est la même de part et d'autre.
D'après cela, on portera B sur A autant de fois que possible; s'il n'y a pas de reste,. B sera la plus grande commune mesure ^ demandée ; s'il y a un reste R, on sera ramené à chercher la plus grande commune mesure de B et de K. On portera donc
DigitizcG by Li(.)o^le
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R sur B autant de fois (jue possible ; s'il n'y a pas de reste, R sera la plus grande commune mesure demandée ; s'il y a un reste H', on sera ramené à chercher la plus grande commune mesure de R et de R'.
11 est aisé de prouver qu'en continuant de la sorte on arrivera à un reste qui sera une partie aliquote du précédent. £n effet, dans toute division, le dividende est au moins égal à la somme du diviseur et du reste; le reste est d'ailleurs moindre que le diviseur ; donc le reste est inférieur à la moitié du dividende. On voit par là que, dans la recherche de la plus grande commune mesure de A et de B, le premier reste sera
inférieur à ^ ; le troisième reste sera moindre que la moitié du
premier, et, par suite, inférieur 2» ^ i le cinquième reste sera moindre que la moitié du troisième et, par suite. Inférieur à ^) et ainsi de suite. L'opération ne pourra donc pas se prolonger indéOniment» car on tomberait sur un reste moindre que la plus grande commune mesure supposée; ce qui est absurde, puisque, d'après la théorie précédentOila plus grande commune mesure doit diviser exactement les restes successifs.
On arrivera donc à un reste qui sera une partie aliquote du précédent, et ce reste sera la plus grande commune mesure demandée.
138. Récipioquement, si, en appliquant le procédé qu'on vient d'indiquer à deux droites données, on arrive à un reste qui soit contenu un nombre exact de fois dans celui qui le précède, les deux droites considérées seront commensurables entre elles, et ce reste sera alors leur plus grande commune mesure.
Ainsi, supposons qu'on ait trouvé successivement
A = B+R, B=5R-hR', R=aR'H-r, R' = 3R';
on aura
R = 7R% B=38R', A=45R', et le rapport des deux dreites A et B sera représenté par le
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nombre fractionnaire ~* D'ailleurs, étant la plus grande
. commune mesure de K et de h" sera, d'après ce qui précède, la plus grande commune mesure de Â et de B.
PROBLÈME
139. Par un point B d'une droite BG, mener une seconde droite qui fasse a»eo la première un angle égal à un angle donné (fig, 93).
Du point A. comme centre, avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, décrivez un arc de cercle qui coupe en D et E les c6tés de l'angle donné : avec la même ouverture, et du point B comme centre, décrivez un second arc de cercle GF, qui coupe en F la droite BG. Prenez avec le compas la longueur de la corde DE (il est inutile pour cela de tracer cette corde), et du point F comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en H l'arc GF; la droite BH sera la droite demandée.
En effet, les arcs HF et DE ayant des rayons égaux et des cordes égales sont égaux (96); par suite, les angles au centre HBF, DAE, qui correspondent à ces arcs, sont aussi égaux (124-).
140. On divise la circonférence en 36o parties égales qu'on nomme degrés, le degré en 60 parties égales appelées minutes, et la miinute en 60 parties égales appelées secondes» D'après cela, la circonférence contient 36o.6o = 31600 minutes, ou ai6oo.6o = 1396000 secondes; la demi-circonférence contient 180 degrés, ou to8oo minutes, pu «648000 secondes ; «afin le quadrant vaut 90 degrés, ou 54oo minutes, ou 334000 secondes. . ...
On évalue un arc quelconque en. degrés, minutes et secondes de la circonférence. Ainsi l'on dit : un arc de 36 degrés i5 minutes 31 secondes, que l'on éçrit:arcde36*i5'3i\
Deux arcs ÂB et A'B' {Jig, 94) décrits entre les côtés d'un même angle XOY, de son sommet comme centre, romiennent le même nombre de degrés, minutes et secondes. £n effet, le
rapport de l'arc AB au quadrant AC est le même que le rap^ port de l'arc A' B ' au quadrant A' C, puisque chacun de ses rapports est égal à celui de l'angle XOY à l'angle droit XOZ(124). Or, comme le quadrant AG vaut 90 degrés de la circonférence OA, et que le quadrant A' G' vaut 90 degrés de la circonférence 0A% les arcs AB et A'B' vaudront le même nombre de degrés, minutes et secondes de leurs circonfé^ rences respectives.
D'après cela, on appelle angle de 3G» iS'ai " Tangle qui intercepte entre ses côtés, sur toute circonférence décrite de son sommet comme centre, un arc de 36<* i^'^i".
Connaissant le nombre de degrés» minutes et secondes d'un angle, on obtient son rapport à l'angle droit en prenant le rapport de ce nombre de degrés, minutes et secondes à 90 degrés; il faut avoir soin, bien entendu, d'évaluer les deux angles en unités de même espèce, soit en degrés, soit en nunutes, soit en secondes. Ainsi, comme 36'm5'2i "valent i3o52i secondes, et que 90 degrés renferment 824000 secondes, le rapport de Tangle de 36° i5'2i à l'angle droit est exprimé par la fraction
i3o52i 43507 - ou \, '
324000 lobooo
141. Pour évaluer le nombre de degrés d'un angIe,ou pour tracer un angle ayant un nombre de degrés donné, on emploie 'un instrument appelé rapporteur. C'est un demi-cercle en corne ou en cuivre dont le bord circulaire ou limbe est divisé en 180 parties égales ou degrés; les rapporteurs qui ont un décimètre de rayon sont même divisés en demi-degrés.
Fi».94.
Fifi. 95.
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Le centre est marqué par un petil trou ou par une pei.ic échancrure.
Pour mesurer un angle DOG (Jig, 95 ), on place Tinstrument de manière que son centre coïncide avec le sommet de l'angle, et que le diamètre AB, qui va de zéro à 180 degrés, s'applique sur l'un des côtés OG. On iii alors le nombre de degrés de l'angle au point où le limbe est traversé par le second côté OD.
Pour mener au point 0 d'une droite ÛG une seconde droite OD» formant avec la première un angle donné, de 49 degrés par exemple, on place rinstrument de manière que son centre soit en 0, et que son diamètre ÂB coïncide avec OG ; puis on marque le point C du papier sur lequel tombe la division 49 du limbe; et, après avoir enlevé le rapporteur, on tire la droite OC.
PROBLÈME
142. Coimaiisant deux angles aet^ d*un triangle, construire te troisième y.
Fie. 9^*
Tracez une droite indéfinie AB (/?gf. 96) ; par l'un de ses points 0, menez une droite OC qui forme avec OA un angle COA égal à et; menez par le même point 0 une autre droite OD qui fasse avec OB un angle DOB égal à 6. L'angle CCD sera l'angle cherché; car la somme des trois angles formés autour du point 0 et au-dessus de AB équivaut è deux angles droits (20,78).
SCOLIE
143. Nous allons apprendre à construire un triangle, connaissant : i** un côté et deux angles; a* deux côtés et l'angle compris; 3** deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux; 4*^ les trois côtés. Dans ces quatre problèmes, nous désignerons les
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trois côtés par 6, c, et les angles respectivement opposés par A, B, C; ainsi l'angle A sera opposé au côté a, l'angle B au côlé b, l'angle C au côté c.
PROBLÈME
ikh: Construire un triangle, connaissant un côté a et deux angles»
On peut donner les deux angles B et G adjacents an e6té a, ou bien l'angle opposé A et Fun des angles adjacents; on ramène ce dernier cas au premier en commençant par chercher le troisième angle (142).
Supposons donc connus le côté a et les deux angles adjacents B et C.
Après avoir tracé une droite BG [Jîg. 97 ) égale à a, menez au point B une droite BA formant avec BG et au-dessus de cette ligne un angle ABG égal à l'angle donné B; menez de même au point C une droite. CA formant avec CB, et au-dessus de celte ligne, un angle ACB égal à l'angle donné C. Le point de renconire A de ces deux droites sera le troisième sommet du triangle cherché.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les deux droites CA, CA, se coupent, c'est-à-dire (G5) que la somme des deux angles B et C soit moindre que deux angles droiti^
PROBtÈUB.
145. Construire un triangle, connaissant deux côtés a et b et V angle compris C.
Tracez une droite GB {fig, 98) égale à a; au point C, menez une droite GA formant avec la première un angle AGB égal à l'angle donné G; puis prenez sur cette droite, à partir du point G, une longueur GA égale à b\ enûn> tirez AB, et vous aurez le triangle cherché.
Lim II. -— LÀ GlHCOKFtKINCB DB GBKCIB. 83
PROBLÈME
146. Construire un triangle, connaissant deux côtés aeib et V angle B opposé à l'un d'eux.
Tracez une droite BG (fig, 99) égale à a, et au point B me-
f ig. 99*
nez une droite BA formant avec la première un angle ARC égal à l'angle donné B; puis, du point C comme cotitr<^, avec une ouverture de compas égale à b, décrivez un arc do rorcle. Si A est un point d'intersection du côté BA et de cet arc de cercle, il suffira de tirer AC pour avoir un triangle ABC satisfaisant aux conditions exigées.
147. Discutoits maintenant ce problème, c'esinà-dire cherchons les conditions que doivent remplir les données pour que le problème soit possible, et, dans ce cas, les diverses solutions qui peuvent exister.
1° L'angle B étant aigu {fig. 99), pour que le problème soit possible, il faut que l'arc de cercle rencontre le côté BA, c'està-dire que le côté h soit au moins égal à la perpendiculaire CD abaissée du point C sur BA.
Si le côté b est égal à cette perpendiculaire CD, le cercle touche BA en et il n'y a qu'une solution ; c'est le triangle rectangle BCD.
Si le côté b est compris entre la longueur de la perpendiculaire CD et celle du côté a, le cercle coupe la droite BA en deux points A et A' situés au-dessus de B, et de pan et d'autre de D ; il y a donc deux solutions distinctes : ce sont les * Uiangles ABC, A'BC.
Enfin, si le côté b est plus grand quea, le point A' passe audessous de B, et le triangle correspondant doit être rejeté puisque son angle en B n'est plus Tangle donné, mais son supplément; il n'y a donc qu'une solution : c'est le triangle ABC.
1? Vangle B étant obtus (fig, loo), la perpendiculaire CD ne tombe plus dans l'angle B, mais dans son supplément (42);
et, pour que le problème soit possible, c*est-à dire pour que l'arc de cercle coupe la droite BA au-dessus de B, il faut que le côté b soit plus grand que a : ce que Ton pouvait prévoir, car dans tout triangle au plus grand angle doit être opposé le plus grand côté. D'ailleurs, lorsque cette condition est remplie, les deux points d'intersection A et A' sont de part et d'autre de B; le triangle A'BC doit être rejeté, car son angle en B est le supplément de l'angle donné, et il n'^ a qu'une solution : c'est le triangle ABC.
3* Z'angie B étmt droite le problème est impossible si b est inférieur ou égal à il admet une solution unique si b est supérieur à a.
148. Construire un triangle y connaissant les trois côtés a, 6, c.
Tracez [fig, loi) une droite BC égale à a, c'est-è-dire au plus grand des côtés donnés. Du point C comme centre, avec une ouverture de compas égale à ^, décrivez, au-dessus de BC, un arc de cercle; du point B comme centre, avec une ouverture
de compas égale à c, décrivez au-dessus de BC un autre arc de
FIg. 100.
PROBLÈME
Fig. 101.
DigitizcG by Li(.)o^le
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cercle. En joignant aax points B et G le point d'intersection A de ces deux arcs, vous aurez le triangle demandé ABC.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les deux arcs de cercle se coupent, c'est-à-dire (115) que le plus grand côté a, qui est la distance des centres, soit moin^ dre que la somme ^et plus grand que la différence des deux autres côtés 6 et c qui sont les rayons. Ce résultat est conforme auscoliedun*29.
ËXERaCES.
1 . Décrire, avec ua rayon donné, un cercle passant par deux points
donnés.
â. Décrire, avec un rayon donné, un cercle passant par un point donné et ayant son centre sur une droite donnée ou sur une cifconférence donnée.
3. GonsCmire un parallélograiiime, connaissant : 1* Deux oôiéB adjacents et une diagonale;
Un côté et les deux diagonales ; 3° Les deux diagonales et leur angle; * - 4'* ie périmètre, un côté et un angle.
Goastmire un triangle, connaissant
I* Deux côtés et une médiane (deux cas); a« Un côté et deux médianes (deux cas); 3* Les trois médianes;
4* La base, la différence des deux antres côtés et la différence des angles
à la base ;
5" La base, un angle à la base, et la somme ou la différence des deux autres côtés;
60 La base, l'angle au sommet, et la somme ou la différence des deux autres côtés.
Diviser un angle droit en trois parties égales
6. Par un point donné 0, mener trois droites OÂ, OB, OC, de longueurs données et telles, que leurs extrémités A, B, C, soient en ligne droite, et que les intervalles AB et BC soient égaux entre eux.
7. Soient ABC un triangle, et ABDB, ÂGFGr, BCHK, les carrés construits sur les trois côtés ; connaissant les longueurs des trois dnntes EG, KH, KD, construire le triangle ABC.
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PROBLÈME
149. Par un point donné A, pris hors d'une droite JtC, mener une parallèle à cette droite (fig, loa)*
La droite BC et la parallèle cherchée AD doivent faire (64), avec une sécante quelconque AC issue du poinl A, deu\ angles alternes-internes DAC, ACB, égaux entre eux. De cette considération et de la solution du problème du n** 139 résulte la coBstruciion suivante : ^
Du point A comme centre, avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande» décrivez un arc de cercle DC; du point C, avec la même ouverture* décrivez un second arc de cercle AB, qui passera nécessairement par A. Prenez avec le compas la longueur de la corde' AB, et du point G comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en D l'arc DC* En tirant AD, vous aurez la parallèle demandée.
Il est clair, en effet, qu'on a construit de cette façon un angle DAC égal à ACB. Il est inutile de tracer la droite AC, qui ne sert que dans la démonstration.
150. Dans la pratique, on résout presque toujours ce problème à l'aide d'un instrument spécial qui porte le nom û'équerre. C'est une planchette en bois ayant la forme d'un triangle rectangle; elle est munie d'une petite ouverture circulaire ou aii, qui la rend plus facile à manier. Une bonne équerre doit avoir ses arêtes parfaitement rectUignes et une épaisseur de a millimètres au plus.
Pour vérifier une équerre BACifg. io3)on applique l'un des côtés de l'angle droit AB contre une règle bien exacte, et
Fig. loa.
una n. — la circouféikncb vb cérclb. 87 l'on trace une droite au crayon le long du côté AG. Gela fait, on retourne l'équerre, comme l'indique la figure, et l'on trace
Fig. 103. F%. 104.
une nouvelle droite le long de AC; selon que les deux droites ainsi obtenues coïncident ou divergent, l'angle BAC do l'équerre est droit ou non, en d'autres termes l'équerre est juste ou fausse.
Pour mener {Jig. io4) à Taide de l'équerre, par un point C, une parallèle à une droite AB, on place sur la droite AB l'hypoténuse de l'équerre. Puis on appuie la règle GH contre le petit côté DF de Tangle droit, et, en maintenant la règle immobile, on fait glisser l'équerre jusqu'à ce que l'arête, qui coïncidait d'abord avec ÂB, vienne passer par le point G; on trace alors le long de cette arête une droite E'iy qui est la parallèle demandée. En effet, les angles correspondants E'D'F, EDF, étant égaux, les droites WJy, ED, sont parallèles.
Cette méthode ne suppose pas que Téquerre ait Tun de ses angles droits. 11 suffît que les arêtes soient bien dressées; cet avantage et la simplicité de Topération expliquent la supériofilé de ce procédé.
PROBLÈME
151. Mener une perpendiculaire sur une droite en son mi" lieu»
Soient {fig, io5) A et B deux points donnés; il s'agit de mener une perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint ces deux points.
La perpendiculaire sur le milieu d'une droite étant le Heu des points équidistants des extrémités de cette droite (4>7),
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il suffit d'obtenir deux points qui soient chacun également distants de A et de puis de joindre ces deux points. De là cette construction.
Fig. io5.
Ilg. 107.
Du point Â comme centre, avec un rayon sensiblement plus grand que la moitié de AB, décrivez une circonférence; du
point B comme centre, avec la même ouverture, décrivez une seconde circonférence; ces deux circonférences se couperont, puisque, les deux rayons étant égaux et surpassant la moitié de AB, la distance AB des centres sera comprise entre la somme et la différence des rayons. Chacun des deux points d'intersection C et D sera équidisiant de A et de B; et en tirant CD, vous aurez la perpendiculaire demandée.
Dans la pratique, on ne décrit pas les cercles complets; on se borne à tracer deux petits arcs de chacun d'eux, de part et d'autre de AB, dans la région où l'on prévoit que l'intersection doit avoir lieu {Jig, 106). Ce procédé ne suppose pas que la droite AB soit tracée.
Ce problème renferme les deux suivants :
I' Diviser une droite en deux parties égales;
LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
menée sur le milieu de la corde divise l'arc en deux parties égales (99); on appliquera donc la construction du n* 151. Si le centre 0 de l'arc est donné, il suffira de déterminer un seul point £ équidistant de A el de B, et de mener OE.
a* Soil AOB l'angle proposé. Bu point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire» on décrira un arc AB entre les côtés de l'angle, et la droite OE qui divisera cet arc en deux parties égales sera évidemment la bissectrice de Tangle AOB.
En appliquant ce procédé aux deux moitiés, aux quatre quarts, etc., de l'arc, on divisera Tare et l'angle en 4» B, etc., parties égales.
PBOBLÈttE.
153. Décrire une circonférence qui passe par trois points donnés A, B, G, non situés en ligne droite {fig, 73).
Le centre 0 devant se trouver (99) à l'intersection des perpendiculaires élevées, l'une sur le milieu de AB, l'autre sur le milieu de BC, il sufûra, pour avoir ce centre, de répéter deux fois la construction du n** 151. Il est même inutile de tracer les droites AB et BG, Le centre O étant connu, on décrira la circonférence demandée à l'aide d'une ouverture de compas égale à l'une des trois droites égales OA, OB, OC.
Pour tramer le centre d'une circonférence déjà tracée, on prend à volonté trois points A, B, C, sur cette circonférence, et l'on applique la solution qui précède.
FROBLÈIIB.
154>. Mener par un pqint donné G une perpendiculaire sur une droite donnée AB.
n y a deux cas à distinguer :
Le point donné G est sur la droite AB [fig. 108). En prenant de part et d'autre de G deux longueurs égales GA et GB, sur la droite donnée, le problème est ramené à celui du n° 151. Seulement, ici, la droite AB est tracée, et l'on connaît son milieu, de sorte (ju'il sullit de trouver un seul point D de la perpendiculaire. Dé là cette construction :
Avec une ouvei lure de compas arbitraire, mais assez grande, prenez sur la droite donnée, el à partir du point C, deux dislances égales CA et Cl>. Ouvrez davantage le compas, et des
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points A et B comme cenlres décrivez successivement, avec cette nouvelle ouverture, deux petits arcs de cercle au-dessus de AB. En joignant au point C le point I> d'intersection de ces arcs, vous aurez la perpendiculaire chercliée^
Fig.108. Fig. 109. Flg. 110.
2° Le point C est hors de la droite AB {Jig, 109). En traçant, du point G comme centre, un arc de cercle qui coupe la droite AB en deux points A et on est ramené au problème du n" 151» avec cette différence qu'on connaît déjà un point G de la perpendiculaire et qu'il suffît d'en trouver un second. De là la consiruétion suivante :
Bu point G comme centre, avec un rayon assez grand, décri- . vez un arc de cercle qui coupe la droite donnée en deux points A et B. De ces points comme centres, avec une ouverture de compas sensiblement plus grande que la moitié de AB, décrivez Successivement deux petits arcs de cercle au-dessous de AB. En joignant au point G le point £ où ces arcs se coupent, vous aurez I9 perpendiculaire demandée.
155. En bonne construction, on ne doit jamais se servir di" reetement de l'équerre pour le dessin des perpendiculaires. Toutefois, il est un cas très-fréquent dans la pratique où l'emploi, en quelque sorte indirect, de cet instrument fournit d'excellents résultats; c'est celui où l'on doit mener sur une droite des perpendiculaires par plusieurs points. On commence par tracer avec soin l'une de ces perpendiculaires à l'aide du compas, puis on lui mène à l'équerre des parallèles par les autres points. On opère de même lorsqu'on veut élever une perpendiculaire à l'extrémité d*une droite qu'on ne peut pas ' prolonger; mXiw» à l'équerre, par ce point extrême, une parallèle à une perpendiculaire que l'on a préalablement menée sur cette droite en un autre point à l'aide de la règle et du compas.
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EXERaCES.
Décrire un cercle
I* Faseant par dent points donnés et ayant son centre sor nne droite donnée on sur nne circonférence donnée; a* Ayant un rayon donné, passant par un point donné et tangent à nne
droite donnée ou à une circonférence donnée;
3° Ayant un rayon donné, et tooehant soit deux droites données, soit une droite et nne circonféienoe données, soit deux circonférences données;
4° Ayant un rayon donné, son centre sur une droite ou une circonférence donnée, et tangent à une droite ou à une circonférence donnée;
5** Passant par un point donné et tangent à une droite ou à une circonférence donnée eu un point donné;
6* Touchant deux droites données, et l'une d'elles en un point donné;
7** Touchant une droite et une circonférence données, et cette droonlérence en un point donné.
2. Construire un triangle rectangle, connaissant : 1" l'hypoténuse et un côté de l'angle droit; 2" l'hypoténuse et un aigle aigu.
3. Construire un triangle isocèle, connaissant la base et l'anime au' sommet.
4. Construire un rectangle^ connaissant : i*> la diagonale et nn côté; a* nn côté et l'angle des diagonales.
5. Construire un losnnge, connaissant : 1" les deux diagonales; 1^ deux droites parallèles indéfinies sur lesquelles doivent être situés deux côtés opposés, et deux points par lesquels doivent passer les deux autres cotés.
Construire un carré, coi^issant sa diagonale
7. Construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés et la drmte qui joint les milieux de deux cétés opposés.
8. Par l'un des points d'intersection de deux cercles, mener une sé- ^ cante commune qui ait son milieu en ce point.
9. Par un point donné, mener une droite qui fasse des angles égaux avec deux droites données.
40. Tracer une droite de longueur donnée, dont les extrémités s'appuient sur deux droites données, et qui soit parallèle à une droite donnée* Même problème en remplaçant les deux droites par deux circonféreooes.
\\. Trouver la bissectrice do l'anglo de deux droites qu'on ne peut pas prolonger jusqu'à leur point d'intersection.
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Phogrammb OFFiGiBL : Mener une tangente à un cercle par un point extérieur, — Décrire sur une droite donnée un seg^ ment capable d'un angle dominé,
PROBLÈME
156. Mener par un poin t donné A une tangente à un cercle donné 0.
Il faut distinguer deux cas :
Le point Â {fig» m) est sur la circonférence. Il suflit
Fig. III. Fig. lia.
alors (103) d'élever par le point A une perpendiculaire AT sur le rayon OA.
2* Le point A est hors du cercle {Jig. iià). Supposons le problème résolu; soient AB une tangente menée par A au cercle 0, et B son point de coniact. La tangente étant perpendiculaire à rextiH§mité du rayon, du point de contact B^n voit la droite AO sous un angle droit OBA. Donc (133) le point B est situé sur la circonférence décriie sur AO comme diamètre; ce point étant d'ailleurs sur la circonférence donnée 0, il est à l'interscciion de ces deux circonférences, el l'on voit dès lors qu'il y a deux solutions.
Ainsi, on décrira sur AO comme diamètre une circonférence, et en joignanl au point A les points B et B' où cette circonférence renconlre la proposée, on aura les deux tangentes BA et B'A.
COROLLAntS.
157. Les deux tangentes AB et AB' que l'on peut mener à un cercle 0 par un point extérieur A sont égales entre elles.
LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
et la droite qui joint ce point extérieur au centre du cercle divise en deux parties radies l'angle BAB' des deux tatigentesy ainsi que l'ans^le BOB' des deux rayons OB et OB' qui aboutissent aux points de contact.
En effet/les deux triangles rectangles OBÂ, OB'Â, s'ont égaux comme ayant l'hypoténuse AO commune et les côtés de l'angle droit OB et OB' égaux entre eux comme rayons du cercle donné* On a donc
ÂB=AB% angle BAO=iangleB'AO, angle BOA = angle B'OA.
Sgolie.
158*. Pour mener à un cercle une tangente parallèle à une droite donnée» on mène le diamètre perpendiculaire à la droite donnée» et les extrémités de ce diamètre sont les points' de contact des deux tangentes qui satisfont à la question.
PROBLÈBIB.
Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC
On dit qu'un polygone est circonscrit à un cercle lorsque chacun de ses côtés est tangent à la circonférence; le cercle est alors inscrit dans le polygone.
Cela posé» soit ABC (fig. ii3) le triangle proposé dans lo-
ng. ii3.
quel il faut inscrire un cercle. Supposons le problème résolu. La droite AO» qui joint le centre du cercle cherché au point de rencontre A des deux tangentes AD et AE, est» d'après le problème précédent, la bissectrice de l'angle A du triangle. On YOit de même que le point 0 doit encore sè trouver sur les bissectrices BO» CO, des angles B et C. D'après cela» on mènera deux de ces bissectrices, et de leur intersection 0 comme centre» avec une ouverture de compas égale à la longueur
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commune des perpendiculaires OD, OE, OF, abaissées de ce point sur les côiés, on décrira une circonférence qui touchera en J>, les côtés du triangle donné.
SCOUE.
160. 11 résulte de cette démonsirniiou que les bissectrices des trois angles d'un triangle concourent en un m«'me point. On voit d'une manière analogue que les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ABC {Jig, ii4) forment un second
Fig. 114.
triangle 0'0"0"' dont les sommets sont situés sur les bissectrices des angles intérieurs. Chacun de ces sommets est le centre d'un cercle ex-inscrit, c'est-à-dire d'un cercle tangent à l'un des côtés du triangle et aux prolongements des deux autres côtés. Il existe donc, en général, quatre circonférences tangentes à trois droites données.
PROBLÈME
161. Décrire sur une droite donnée AB un segment capable d'un angle donné.
Supposons le problème résolu, et soit AFB (fig. 1 15) le segment cherché : la tangente BG au point B de ce segment fait avec la corde AB un angle ABC qui, comme tout angle AFB inscrit dans le segment, a ( 129} pour mesure la moitié de Tare situé au-dessous de AB; cet angle est donc égal à Tangle donné. On peut par suite mener cette tangente BG indépen*
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damment du cercle inconnu, en construisant au point B, aut dessous de AB, un angle ABC égal à l'angle donné. Dès lors,
Fig. Il 5. Fig. II 6.
le centre du cercle cherché sera à rinlersertion de la perpen* diculaire 0£, élevée sur le milieu de lacordt; AB, et de la perpendiculaire BO élevée en B sur la tangente BG; et l'on décrira ce cercle en plaçant Tune des pointes du compas en 0 et en donnant aux branches une ouverture égale à OB.
SCOLIE
162. Lorsqu'on n'aperçoit pas immédiatement la solution d'un problème, on suppose ce problème résolu et la figure construite. L'examen attentif de cette fîgure révèle entre les données et les inconnues certaines dépendances qu'on s'empresse d'utiliser pour modifier l'énoncé de la question. Le problème proposé est ainsi ramené à un autre, qu'on ramène par le même procédé à un troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une question déjà traitée, ou à un problème dont la solution soit intuitive, c'estr-à-dire ne soit que la mise en œuvre d'un théorème connu.
C'est ainsi que la question de mener par un point une parallèle à une droite a été ramenée (1^9) à la construction d'un angle égal à un angle donné, et que les divers tracés relatllli aux perpendiculaires, à la division d'un angle oo d'un arc en deux parties égales, à la construction d'un cercle passant par trois points {loi, 152, 153), ne sont que des applications du problème du n** 151.
De même, si l'on proposait de mener une tangente commune à deux cercles 0 et 0' [Jig' 1 en supposant le problème résolu et imaginant par le centre 0' du plus petit rorclc une parallèle à la tangente commune AA', on verrait qun cotte parallèle (VB est tangente à un cercle concentrique au plus
grand et décrit avec un rayon égal à la différence (ou à la somme) des rayons des cercles donnés; le problème serait ainsi ramené à conduire par un point extérieur des tangentes à deux cercles concentriques.
Celte méthode des substitutions successives n'est pas d'ail- ; leurs particulière à la Géométrie ; c'est la marche que suit nécessairement Tesprit humain dans ses recherches de toute nature.
I 163. La plupart des problèmes de Géométrie reviennent en / dernière analyse à la détermination d'un point d'après certaines conditions. S'agli-il, par exemple, de faire passer un cercle par trois points donnés? il faut trouver le centre. Teuton mener une tangente à un cercle par un point extérieur? on cherche le point de contact; etc. D'après cela, si on laisse de côté une des conditions données» les autres conditions ne suffiront plus pour déterminer un point unique, et il existera une infinité de points remplissant ces conditions et formant par leur ensemble un lieu géométrique auquel appartiendra le point cherché. En reprenant la condition délaissée, et faisant abstraction d'une autre, on aura un nouveau lieu géométrique qui rencontrera le premier au point demandé. C'est à l'aide de celle méthode, par intersection de lieux f^éométriques, que nous avons résolu le problème du n°153 et toutes les queslions du paragraphe actuel.
Ainsi, pour trouver le centre d'un cercle passant par trois points donnés A, B, C (153), on fait d'abord abstraction du point C, et l'on trouve pour le lieu des centres des circonférences passant par A et B la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB; puis, reprenant le point G et délaissant le point A» on trouve pour le lieu des centres passant par B et G la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC. Ges deux perpendiculaires se coupent au centre demandé.
' Dans le problème mener une tangente a» cercle 0 par un point extérieur A (156), le point de contact inconnu est déterminé par l'intersection de la circonférence 0, qui est un premier lieu, et de la circonférence décrite sur AO comme diamètre, qui est le lieu des points d'où l'on voit, comme du point de contact, la droite AO sous un angle droit.
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Dans la recherche du segment capable d*anangle donné (ICI), la méthode des substitutions successives ramène d'abord la qoeslion n la recherche du centre d'un cercle passant par deux points donnés A et B, et tangent en B à une droite donnée CBD; puis, en faisant tour à tour abstraction de la tangente CD et du point A> on trouve deux lieux rectilignes £0 et BO qui se coupent au centre cherché.
La méthode par intersection de lieux géométriques» due à l'école de Platon (43o-347 av. J.-G.)> est peut^tre ki plus générale et la plus féconde de toutes les méthodes de la Géométrie. On conçoit que l'élégance et la valeur pratique de la solution sont subordonnées au choix plus ou moins habile des deux conditions que l'on délaisse tour à tour; car, de ce choix, dépendent la nature et la facilité de recherche des deux lieux employés. La ligne droite et le cercle sont les seuls lieux qui doivent figurer dans les problèmes relatifs aux éléments de géométrie plane, où toutes les constructions doivent s'effectuer avec la règle et le compas.
1. Héoer à an cerde une tangente qui fasse un angle donné avec une droite donnée.
2. Par un point pris dans le plan d'an cercle, mener ane sécante sur laquelle le cercle intercepte une corde de longoenr donnée.
3. Deux cercles étant donnés, mener une sécante telle, que les cordes interceptées par les deux cercles aient des longueurs données.
4. Des gommets d'un triangle comme centres, décrire trois cercles qui se touchent deux à deux.
5. Décrire un cercle tangent à une circonférence donnée, et à une droite donnée en un point donné.
6. Décrire un cercle qui touche deux circonférences, et l'une d'el^ en un point donné.
Construire un triangle rectangle, connaissant
i*> L'un des côi^s de l'angle droit et l'excès de l'hypoténuse sur le troisième côté ;
2° Les angles et l'excès de l'hypoténuse sur un des côtés de l'angle droit.
8. Étant donnés un cercle et un angle circonscrit, toute tangente à l'arc qui tourne sa convexité vers le sommet détermine avec les cùléâ
£X£RaC£S
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de l'angle un triangle dont le périmètre est constant et dont le troisième e6té est vu du centre du cercle sous un angle constant. — Qu'arrive-t-il lorsque la tangente est menée par un point de l'arc concave?
9. Dans tout triangle rectangle, le diamètre du cercle inscrit est égal à l'excès de la somme des deux côtés de 1 angle droit sur l'hypoténuse.
10. Construire un triangle, connaissant la base, la différence des angles à la base, et sachant que le sommet doit être situé sur une droite donnée.
SUA LE DEUXIÈME LIVRE
1. Étant données la base d*un triangle et la différence des deux autres eétés, trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées des eztréi mités de la base sur la bissectrice de l'angle au sommet. — Uéme queslion
en remplaçant la différence des deux côtés par leur somme, et la bissectrice de l'angle an sommet par celle de son supplément.
t. Si l'en divise la corde d'un arc de cercle en trois parties égales, les rayons qui passent par les points de division partagent Tare en trois parties, dont les deux extrêmes sont égales entre elles et moindres que la partie intermédiaire.
3. Quel est le lieu des centres des circonférences de même rayon qui partagent une circonférence donnée en deux parties égales?
4. Quel est le lien des centres des circonférences de même rayon qui coupent sous un angjle donné une droonférence donnée? ^
tt. 0 étant le point de concours des hauteurs d*un triangle ÂBC, et 6 le point où la hauteur ÂD rencontre le oerde droonscrit au triangle, on aOD = D(j.
6. Les pieds des hauteurs d'un triangle, les milieux des segments de ces hauteurs compris entre leur point de rencontre et les sommets du triangle, les milieux des trois côtés, sont neuf points situés sur une même drconférenoe dont )p rayon est la moitié du rayon du cercle drconscrit, e|dont le centre est au milieu de la droite qui joint le centre du cercle droonscrit au point de concours des hauteurs.
7. Étant donnés un triangle ABC et le cercle circonscrit, si du milieu de l'on quelconque des deux arcs sous-tendus par le côté BC on abaisse des perpendiculaires sur AB et sur AC, la somme des distances des pieds de ces perpendiculaires aux sommets du triangle est égale, à la dooiisomme ou à la demi-différence des côtés AB et AC. •
8. Si dans un quadrilatère ÂBCD on prolonge les côtés opposés AB et CD jusqu'à leur rencontra E, puis les côtés opposés AD et BC jusqu'à
LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
leur rencontre F, on forme une figure qu'on nomme quadrUatrrc complety et qui renferme quatre triangles ABF, ADE, BCE, DGF. Démonlrer : l'que les cercles circonscrits à ces quatre triangles passent par un même poÎDt; 2" que ce point et les centres des quatre cercles sont sur une même drconférenoe.
9. On donne un cercle et un point fixe A situé dans son plan. ABC étant une corde quelconque issue du point A, on élève sur le milieu de cette corde une perpendicnlaiie m égale à lA. Qoel est le lieu des points M?
10. Une circonférence roule dans l'intérieur d'un cercle de rayon double : quel est le lieu décrit par un point de cotte circonférence?
41. Par un point pris dans le plan d'un parallélogramme, mener une sécante telle, que la partie comprise entre deux côtés opposés (prolongés s'il le faut) soit égale à la partie comprise entre les deux autres côtés.
12. Construire un triangle, connaissant son périmètre, un angle cd grandeur et en position, et un point du troisième côté.
43. Construire un triangle ayant des angles donnés et tel, que MB , sommets appartiennent à deux circonférences ooncentriqQes données.
14. Étant donnée un trfangle, le cercle Inscrit et les trois cerdes es-inscrits, démontrer : i* que les quatre points de contact qui se trou- Tent sur un même côté (deux intérieurs et deux extérieurs) sont deux à deux équidistants du milieu de ce côté; a* que la distance d'un point de contact extérieur, au plus éloigné des deux sommets situés sur le même côté, est égale au demi-périmètre du triangle; 3° que la distance du point de contact du cercle inscrit à l'un des sommets situés sur le même côté est égale au derai-périmèlrc diminué du côté opposé à ce sommet; 4® que la distance des deux points de contact intérieurs situés sur le côté considéré est égale à la différence des deux autres côtés du triangle; 5" que la distance des deux points de contact extérieurs est égale à la somme des deux autres côtés du triangle ; 6° que la distance du point de contact du oerde inscrit à Tun dès points de contact extérieure est égale à celui des deux autres côtés <du triangle qui aboytit au sommet situé «itre ces deux pointe de contact.
i8. Soient ABC un triangle, D le centre du cercle circonscrit, 0 celui du cercle inscrit, -et 0', 0", 0"', les centres des cercles ex-inscrits respectivement situés dans les angles A, B, C; démontrer : i* que le cercle circonscrit passe par les milieux des droites QO*, OQ', 00*; a* que les quatre pointe 0, B, C, 0', sont sur un même cercle dont le centre est sur la circonférence D; S* que les points 0", B, C, 0*, sont sur un même cercle dont le centre est sur la circonférence D.
i6. Si Ton désigne par B le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; par r celui du cercle inscrit, par r', r*, y^, ceux des cerclée ex-in-
crils; par 'J. o\ n", les perpendiculaires abaissées du centre du cercle circonscrit sur les côtés; par p, [x"^ les portions de ces perpendiculaires comprises entre les côtés du triangle et la circonférence circonscrite, on a les relations
La dernière relation suppose que le centre D du cercle circonscrit est situé à rintérieor dn triangia. Dans le cas où le poiot D eat extérieur, comment &iit-U modifier cette relation ?
Construire un triangle, connaissant
I* Les pieds des trois liauteurs;
a* Un angle, une hauteur et le périmètre (deux cas);
3* Un côté, l'un des angles adjacents et la longueur de la bissectrice de cet angle;
• 4** La somme do deux côtés et les angjtes;
5" Le périmètre et les angles;
6** Un angle, la longueur de sa bissectrice et Tune des hauteurs (deux cas);
7" Les angles et une hauteur;
8° La base, la somme des deux autres côtés et la diUérence des angles à la base.
9* Un angle ainsi que la hauteur et la médiane issues de son sommet; io*> Un côté, un angle et une hauteur (cinq cas). Il* Le rayon du cercle inscrit, un angje et la- hauteur issue de son sommet;
12° Un côté, la somme ou la différence des deux autres, et le rayon du cercle inscrit ou de l'un des cercles ex-inscrits; 1 3* Les centres des trois cercles ex-inacrits.
LITBS III. — LES mURBS SEMBLABLES.
LES FIGURES SEMBLABLES
BÉPIIIITIOKS.
164. On dit que doux grandeurs sont proportionnelles Tune à l'autre lorsque le rapport de deux valeurs (juciconques A et B de la première est égal au rapport des valeurs correspondantes C et D de la seconde (121); et l'on donne le nom de proportion kïéf^sàiié des deux rapports
«> ff=s-
Lorsque les deux grandeurs considérées sont de même espèce, comme deux longueurs» deux volumes, etc., on dit que la valeur D est une quatrième proportioaneUe \ A, B, C. Dans la même hypothèse, si les valeurs B et G sont égales entre elles, la relation (i) devient
et Fon dit que B est moyenne proportionnelle entre A et D, ei que D est une troisième proportionnelle à A et B.
165. Rapportons chacune des grandeurs considérées à une unité de son espèce ; a eib étant les nombres qui mesurent les valeurs A et B de la première, on aura, d'après un théorème connu (120), •
De même, c ei d étant les rapports des valeurs C et D à l'u
L.iyki^uu L/y GoOglc
nité adoptée pour la mesure de la seconde grandeur, on aura
Par suite, la relation (i) se traduit par l'égalité numérique (3) f
qui prend aussi le nom de proportions les deux nombres a et d sont dits les termes extrêmes, et 6 et c les moyens. On peut alors chasser les dénominateurs et écrire
ad = bc»
On énonce ce résultat de la manière suivante ; Dans toute proportion (numérique), le produit des extrêmes est égal au produit des moyens.
De même, la relation (2) se traduit par l'égalité numérique
ou
(4) h^zszad et b = ^.
Ainsi, quand une grandeur est moyenne proportionnelle entre deux autres, le nombre qui la mesure est égal à la racine carrée du produit des nonAresqui mesurent les deux autres, nité étant la même.
166. II importe de bien saisir la distinction qui sépare les relations (i) et (3). Dans la première, on ne saurait, par exemple, chasser les dénominateurs; le produit de deux grandeurs n'offre en effet aucun sens, car, dans toute multiplication, le multiplicateur au moins est un nombre abstrait.
Toutefois, nous parlerons souvent dans la suite du produit de deux lignes; mais il faudra toujours entendre par là le produit des nombres qui mesurent ces lignes rapportées à une unité commune.
M^A M B — AB _ AB M B M B ' M'B
On voit par là que si M' est très-loin, le dénominateur M'B
AB
est très-grand ;.par suite» la fraction est très-petite, et le
rapport |^ est aussi voisin qu'on veut de Tunité. A mesure
que le mobile se rapproche du point A, le dénominateur M'B
AB
diminue en tendant vers AB ; la fraction augmente en se
rapprochant de l'unité, et le rapport diminue jusqu'à o,
valeur qu'il atteint lorsque le mobile arrive en A. Ainsi, à gauche du point A, le rapport considéré décrott d'une manière continue de i ào.
Au delà du point A, le rapport ^ augmente, puisque son
' numérateur croit et que son dénominateur diminue; et il devient égal à I, lorsque le mobile est au point 0 milieu de AB. Ainsi, deken 0, le rapport considéré croit d'une manière con" tinuedeoà i.
NA
A partir du point 0, le rapport continue à croître pour
les mêmes motifs; à mesure que le mol) lie se rapproche de B, le numérateur NA tend vers AB, le dénominateur NB diminue «n tendant vera o; et, par suite, le rapport acquiert des valeura de plus en plus grandes et peut môme surpasser tel • .nombre qu'on voudra. On exprime ce fait en disant que la valeur du rapport devient infinie^ et l'on représente par le symbole 00 cet état limite. Ainsi, de 0 enB,le rapport considéré croit d'une manière continue de i à /'go .
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Ëafîn, pour toute position N' du mobile au delà de on a
N'B~ N'B """"^N'B' lorsque le point N' s'éloigne de B, le dénominateur N'B augmente de plus en plus jusqu'à Tinûni; la fraction diminue
graduellement jusqu'à zéro, et le rapport décroît successivement jusqu'à I. Ainsi, à droite de B, le rapport eontidéré décrott d'une manière continue del'oo à i.
En résumé, le rapport considéré prend deux fois à gauche du point 0 toutes les valeurs numériques moindres que i, et deux fois à droite du point 0 toutes les valeurs numériques supérieures à i.
Donc enOn, étant donnés deux points fixes A et B, il existe toujours sur la droite indéfinie XY qui les contient, deux points t et seulement deux, tels que les rapports des distances de chacun d'eux aux points A B aient une même valeur donnée. Ces deux points sont situes d'un même côté du milieu 0 de AB, l'un entre A et B, l'autre en dehors; ils sont d'ailleurs à gauche de 0, comme M et M', ou à droite de 0, comme N et N', suivant que la valeur donnée du rapport est inférieure ou supérieure à Vanité.
Le point N, situé entre A etB, divise réellement la droite AB dans le rapport donné; ])ar extension, on dit que le point extérieur N' divise aussi la droite AB dans ce même rapport. Pour éviter toute confusion, on qualiûe alors d'additifs les ( segments NA et NB déterminés par le point N, et dont AB est ! la somme, et de soustractifs les segments N'A et N'B déterminés parle point N', et dont AB est la différence.
Lorsqu'une droite AB est ainsi divisée par deux points N etN', de façon que les segments additifs NA et MB soient proportionnels aux segments soustractifs N'A et N'B, on dit que I ces deux points N et N' divisent harmoniquement la droite AB ou sont conjugués harmoniqttes par rapport à la droite AB. La relation
na_n;a
NB'^N'B
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pouvant êlre écrite
AN _ BN
on voit que» réciproquement, A et B sont conjugués harmoniques par rapport à la droite NN'.
TUÉORË&Œ.
168. Deux droites quelconques sont coupées en parties proportionnelles par une série de droites parallèles f en d'autres termes» lorsque deux droites AG, A'G', sont coupées par une série de parallèles AA', BB',..., GG', le rapport de deux segments quelconques de la première droite est égal au rapport des segments correspondants de la seconde {fig* i ï8, 119).
Fig. 118. J^ig. 119.
Il suffit (125) de prouver :
1° Que, si deux serments AB et EF de la première droite sont égaux entre eux, les segments correspondants A'B' et E' F' de la seconde droite sont aussi égaux entre eux ;
2? Que, si sur la première droite, un segment EG est égal à la somîne de deux autres AB et CD, sur la seconde droite, le segment E'G', correspondant à EG, est aussi égal à la somme des segments A'B' et CD' qui correspondent à AB et à CD.
i*> Menons A'P et E'Q parallèles à AG; A'P et AB seront égales comme parallèles comprises entre parallèles; E'Q sera égale à EF pour la même raison ; par suite, on aura A'P = E'Q, puisqu'on a par hypothèse AB=£F.D'ailleurs, les angles PA'B', QE'F', sont égaux comme correspondants, et les angles A' PB% £'QF% comme ayant les côtés parallèles et de même sens; donc, les triangles PA'B% QE'F', ayant un côté égal adjacent à deux angles égau» chacun à chacun» sont égaux» et Ton a A'B' = £'F'.
2® Puisque, par hypothèse, EF = AB, et GF = CD, on a, d'après l'alinéa qui précède, E F' = A'B' cl F'G' = C'D'; le segment E'G' est donc égal à la somme de A'B' el de CD'*.
La figure peut offrir deux dispositions différentes; mais la démonstration ne change pas.
THÉORÈME
169. Toute parallèle DE à l'un des côtés BC d'un triangle ABC divise les deux autres côtés en parties proportionnelles ijig, lao, 121, 122).
Fig. 130.
FIg. laa.
En effet, en concevant par le sommet A une parallèle à BG» on voit (1G8) qu'on a
BA BD
A£ ÂC'
CA
ce'
Chacune de ces proportions se trouve ici démontrée directement; mais il convient de remarquer qu'en vertu des règles de l'Arithmétique, l'une quelconque d'entre elles entraîne les deux autres.
Nous avons indiqué les trois dispositions que peui présen* ter la figure.
170. Réciproqubmbnt, si deux points D et E, situés respec" tivement sur deux côtés AB et AC d'un triangle ABC, divisent ces côtés en parties proportionnelles. Ut droite JÏE» qui unit ces deux points est parallèle au troisième côté BC.
Puisque chacune des proportions (i), (2), (3), entraîne les
DA_EA DB*"EG
Cela posé» il faut distinguer plusieurs cas:
Supposons d'abord les points D et E situés sur les côtés eux-^ mêmes, c'est-à-dire l'un D entre A et B, et l'autre E entre A et € (Jig* 120); et concevons par le point D une parallèle à BG. Cette parallèle déterminera (169) entre A et G un point dont
les distances à A et G formeront un rapport égal à tt^* Or,
entre A et G (167), il n'existe qu'un seul point dont le rapport
DA
des distances à A et G soit égal à ^9 et ce point est par hypothèse le point E. Donc la parallèle à BG, menée par le point D, passe par £ et coïncide avec DE« Donc enfin DE est parallèle à BC.
Supposons, en second lieu, les points D E situés sur les prolongements des côtés. Si D est, par exemple, au-dessous
DA
de AB {fig. lai), le rapport ^ sera supérieur à i ; H en sera
EA
donc de même de son égal gg- et, par suite, le point E sera
pareillement au-dessous de AC. Dès lors la démonstration s'achèvera comme ci-dessus.
On verrait de même que si D était au-dessus de BA {Jig, 1 22), la proportion (i) exigerait que £ fût au-dessus de GA; puis, on achèverait la démonstration comme dans le premier cas.
Cette réciproque demande une certaine attention; l'hypothèse renferme en réalité deux parties : la première consiste dans l'existence de la proportion (i)> et l'autre est relative à la situation des points D et E qui doivent être placés de la même manière sur les côtés AB et AG. Bien que sous-entendue d'ordinaire pour plus de brièveté, cette seconde partie est indis* pensable; car si l'un des points D était, par exemple, sur le côté lui-même et l'autre £ sur l'un des prolongements, la droite DE ne saurait être parallèle à BG, bien que la proportion (i] fût satisfaite.
loS GÉÛMÉIRiE PLAXE.
TllÉOUÈME.
Dans tout triangle ABC {Jig, laS
1° La bissectrice AD d'un angle quelconque BAC divise le côté opposé BC en deux segments additifs DB et DC propor» tionnels aux côtés adjacents;
a** La bissectrice ÂD' d*un angle extérieur BAE divise le oôté opposé BC en deux segments soustraetifs h'B, D'C, proportionnels aux côtés adjacents,
Fig. ia3.
En cITcl:
i'' En menant BE parallèle à la bissectrice AD, on a dans le triangle BEC (169)
DB_ AE DC^AC
D'aulre pari, l'angle BEA est le correspondant de l'angle DAC, et les angles EBA et DAB sont altornes-inlornes; or, AT) étant bissectrice de l'angle BAC, les angles DAC, DAB, sont égaux; par suite, les angles BK V, EBA, sont aussi égaux, et le triangle BAE est isocèle. En remplaçant dès lors, dans la proportion qui précède, le côté A£ par son égal AB, on a
P B _ AB D'C " AG
17S* BÉcnmoQnBMSNT» si une droite, issue du sommet d'un angle d'un triangle, divise le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés adjacents^ cette droite est la bissectrice de l'angle considéré ou de l'angle supplémentaire, suivant qu'elle rencontre le côté opposé lui-même ou l'un de ses pro^ ^ hngements»
En effèly entre B et G il n'existe qu'un point D qui divise BG dans le rapport de AB à AG(167); le théorème direct exige donc que ce point appartienne à la bissectrice de l'angle BAG
'Jg- 123).
De même» en dehors de BG, il n'existe qu'un point W qui divise BG en deux segments soustractifs proportionnels à AB et AG (167); dès lors, le théorème direct exige que ce point appartienne à 1» bissectrice de l'angle extérieur "BKEiJig, i23).
GOAOLLÀllI.
PB D^B
ils sonidonc conjugués harmoniques par rapport à la droite BC. Ainsi, les deux côtés d'un angle j la bissectrice de cet angle et celle de son supplément, déterminant quatre points sur une sécante quetconque^ lés deux derniers sont conjugués par rap" port aux deux autres»
Par suite, si l'on a un triangle PMQ inscrit dans un cercle, le diamètre DD' perpendiculaire à l'un des côtés du triangle est divisé harmoniquement par les deux autres côtés (Jig, 124).
Car les arcs D'P et D^Q étant égaux, la droite M'D est bissectrice de l'angle PMQ, et sa perpendiculaire MD est alors bissectrice de l'angle adjacent et supplémentaire QMG.
La réciproque est évidente.
tlO GiOVfiTRIB PLANE..
THÉORÈME
174. Le lieu géométrique des points dont les distances à deux points fixes sont dans un rapport donné est une circon" férence [fig.
Soient B et C les deux points fixes, — le rapport donné et M
Fig. 124.
un point quelconque du lieu» c'est-à-dire un point tel qu'on ait
MB m
II existe d'abord, sur la droite indéfinie BC, deux points du lieu, c'esl-à-dire (107) deux points D et D' qui satisfont aux relations
BB m B'B m
on déduit de là
DC
DC
DC
MB MG
IVB
et xrn;,—
MB
Ces proportions prouvent (172), la première que MD est la bissectrice de l'angle BMC, el la seconde que MD' est la bissectrice de l'angle supplémentaire BMP. Or, les bissectrices de deux angles adjacents et supplémentaires sont rectangulaires. Donc, le point variable M est le sommet d'un angle droitDMD' dont les deux côtés passent constamment par deux points fixes D et D' ; tout point H du lieu est donc situé sur la circonférence décrite sur DD' comme diamètre.
11 reste à démontrer que, réciproquement, tout point M de cette circonférence BD' appartient au lieu, c'est-à-dire satisfait à la relation ( i )•
Or, puisque les points B çt G divisent harmoniquement le diamètre BD', les points P et Q, où les droites CM et MB
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rencontrent la circonférence, sont symétriques par rapport au diamètre DD' (173). Les arcs D'P et D'Q sont donc égaux, et la droite MD' est bissectrice de l'angle BMP. On a par suite la proportion (171)
MB _D^B_m EXERCICES.
1. d étant la longueur d'une droite BG, et M et W étant les points
conjugués qui la divisent dans le rapport ^} démontrer les relations suivantes :
»ï* ^ MT» ^
ad hd , .
M'A = ^, M'B = — ^ {siae8t>^),
et
M'B=^^ (si«e8*<6).
2. Démontrer que, ai Ton mène entre les deux côtés d'un triangle mie suite de parallèles a la base, la.médiane qui correspond à cette base est le lien des points d'intersection des diagonales des trapèzes ainsi obtenus. '
8. Trouver le lien géométrique des points d'un plan également éclairés par deux points lumineux placés dans ce plan, et dont les intensités à l'unité de distance sont représentées par les nombres a et b,
4. Trouver dans le plan déterminé par trois points lumineux le point également édairé par chacun d'eux.
5. Trouver le lieu des points qui partagent dans un rapport donné —
toutes les droites comprises entre un point donné Â et un cercle donné 0.
6. ABC est un triangle équilatéral, E un point de AC; sur BC prolongé, on prend des longueurs CD, CF, respectivement égales à CA et à C£, et Ton mène les droites AF et DE qui se coupent en H. Prouver
HC AC ^^"*ÊC = ÂCTËG-
7. Soient deux droites quelconques AB et XY. Si AB est divisée au point C dans le rapport et si des points Â, B, C, on abaisse sur XY les perpendiCttlaires AA', 6B', CC, on aura toujours
a:'(/n4-«) = «.AA'+/«.BB'.
1 la
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Programme officiel : Polygones semblables» — Cas de timi" litude des triangles, — Rapport des périmètres de deux polygones semblables,
BtFINtnONS.
175. Deux polygones d'un môme nombre de côtés sont dits semblables lorsqu'ils ont les angles égaux et les côtés homologues proportionnels.
On entend par cotés homologues ceux qui sont adjacents à des angles respectivement égaux, et Ton donne à ces angles eux-mêmes le nom d'angles homologues; enfin, on appelle rapport de similitude des deux polygones le rapport de deux côtés homologues quelconques.
Ainsi, les deux pentagones ABa)£, A'B'G'D'E' {/g. ii5)
Fig. ia5.
sont semblable^, s'ils satisfont aux relations
A = A', B=B', C=C', D = D', E=E', AB _ BC _ CD _ DE _ EA A'B' ~ B C — CD' ~" £'A' *
Dans les triangles semblables, tels que ABC, A'B'C (/^.i26),
Firr. 126. I
- les côtés homologues sont opposéb uux angles égaux.
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LEMME
17G. En coupant un triangle ABC par une parallèle DE 4 (un des côtés BG, on détermine un nouveau triangle AD£ semblable au premier {fig, 127, 126, 129).
FIg. 127. Fig. 128. Fiff. lag.
En effet :
D'abord les deux triangles ADE, ABC {fig. 127) ont leurs angles respeciivemeni égaux; car l'angle A est commun elles angles ADE, ABC, sont correspondants, ainsi que les angles AED, ACB.
En second lieu, les côtés homologues sont proportionnels ; car, .DE étant parallèle à BC, on a (1§9 )
AD _ AE _ DE AB ~ ÂC~ BC
SCOLIB.
177. La proposition énoncée subsiste lorsque la parallèle DE est située au-dessous de BC {fi^. 128), ou au-dessus de A
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[Jig, 129). La démonstration est absolument la même dans le cas de la Jîg. 128; et, dans le cas de la Jig. 129, toute la différence consiste en ce que les angles ADE, ABC, ainsi que les angles AEI), ACB, sont allernes-iniernes au lieu d'être correspondants.
178. Deux triangles ABC, A'B'CS soni ^mblableê .* 1* Lorsqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun; s® Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés proportionnels ; 3*> lorsqv^ih ont les côtés proportionnels*
Supposons qu'on ait (^g. i3o)
A = A', BsrB'.
Prenons sur le côté AB homologue de A'B' une longueur AD égale à V'B',et menons D£ parallèle à BG. Le triangle ADË sera semblable à ABC (176)) et il suffit de démontrer Tégalité des triangles ADË, A'B'C
Fig. i3o.
Or, les angles A et A' sont égaux par hypothèse; l'angle ADE est correspondant de l'angle ABC, qui, par hypothèse, est égal à B'; enfin, le côté AD est égal à A'B' par construction. Donc les deux triangles ADE, A'B'C% sont égaux, comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux.
a» Supposons qu'on ait
li\ A — A' .èL —
prenons sur le côté AB homologue de A' B' une longueur AD égale à A'B', et menons DE parallèle à BC. Le triangle AD£ sera semblable au triangle VBC ( 176), et il suffit de démontrer l'égalité des triangles AD£, A' B ' G
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Or, la simililude des triangles ABC, ADË, donne la proportion
, . AB AC
qui a les mêmes nmnéraleurs que la proportion ( i ); les dénominateurs AD et A'B' des deux premiers rapports étant cnoutre égaux par construction, il faut que AE= A'C; les deux triangles ADE, A'B'C',sont donc égaux commea^ant un angle égal compris entre deux côlés égaux.
3" Supposons qu'on ait
DE = B'C', EA = C'A
et, par suite, les deux triangles ADE, A'B' G', sont égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun.
COROLLÂllSS.
179. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs côtés respectivement parallèles ou respectivement perpendiculaires \
car, dans l'un et l'autre cas, ces triangles ont leurs angles égaux chacun à chacun (78).
180. Deux triangles rectangles sont semblables, lorsqu'ils ont un angle aigu égal,
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SCOLIES
181. 11 résulte du 178 que^ dans les triangles, V égalité I 'des angles entraîne la proportionnalité des côtés y et réciproquement. Cette propriété fondamentale, attribuée à Tbalès (639-548 av. J. C), ne subsiste pas pour des polygones quelconques. Par exemple» un carré et un rectangle ont leurs anf^es égaux, et cependant leurs côtés homologues ne sont pas proportionnels» De même, un carré et un losange ont leurs côtés proportionnels, et cependant leurs angles ne sont pas égaux.
182. Le tableau suivant, dans lequel nous avons, réuni les cas d'égalité et les cas de similitude de deux triangles, en les faisant correspondre un à un, permet de compatir les deux
. théories.
Deux triangles sont :
égaux, ) « semblables,
lorsqu'ils ont :
1* Deux angles fgaux comprenant i"" Deux angles égaux; «Il côté égal ;
a* Un angle égal compris entre deux à* Un angle égal compris entre deux
côtés égaux ; côtés proporlionnels;
3* Les trois oôlés égaux. 3*" Les trois côtés proportionnels.
On toit que chaque cas de similitude ne renferme que deux conditions, tandis que l'égalité en exige toujours trois,
183. Il importe en outre de remarquer le mode uniforme de démonstration que nous avons adopté au n° 178. Le procédé consiste à prendre, sur un coté du premier triangle, à partir du sommet, une longueur égale au coté homologue du second; puis à mener, par le point ainsi déterminé, une parallèle à l'un des deux autres côtés du premier triangle. Un construit ainsi un triangle auxiliaire qui, d'après le lemmc du n" 176, est semblable au premier; et les conditions renfermées dans rbypothèse permettent ensuite de démontrer aisément que ce triangle auxiliaire est égal au second triangle, en vertu du cas d'égalité qui correspond au cas de similitude que Ton étudie.
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184. Enfin, il reste à montrer l'usage de celte théorie, c'està-dire à indiquer de quelle manière les cas de similitude interviennent dans la démonstration des théorèmes. Deux triangles semblables satisfont à cinq condiiions, et chaque cas de similitude comprend deux de ces conditions groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisfaites» les cinq^soient remplies. Dès lors, quand, dans uiYe certaine figure, on aura reconnu la similitude de deux triangles par l'application de l'un des trois cas, on devra en conclure immédiatement que les trois autres conditions sont remplies, et Ton aura acquis de cette manière de nouvelles données qui permettront d'aller plus loin.
THÉORÈBIE.
185. Deux polygones, composés d'un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés, sont semblables (fig» i3j).
Fig. i3f.
Soient ABF, F13E, EBC, CED, et A'B'F', F'B'E', E'B'C, C'E'D', deux séries de triangles respectivement semblables et semblablement disposés; le polygone ABCDEF, formé |)ar les premiers triangles, est semblable au polygone A'B'CD'E'F que forment les seconds.
En effet :
I* Les angles des deux polygones sont égaux, soit comme angles homologues de deux triangles semblables, soit comme sommes d'angles homologues de plusieurs triangles semblables. Ainsi, les angles A et A' sont égaux comme angles ho-^ mologues des deux triangles semblables BAF, B'A'F', tandis ■ que l'angle B est égal à l'angle B' comme étant la somme des trois angles ABF, FBE, EBC, respeclivemeni égaux aux. trois angles A'B'F', F'B'E', E'B'C, qui composent l'angle C
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Les côtés homologues sont proportionnels, car on a successivement :
A cause des triangles semblables ABF, A' B' F%
A'B' A' F' BT'
AB
AF
D^ DE
186. Régifeoqdbheivt, deux polygones semblables peuvent être décomposés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés {fig» iSa).
Soient ABCDE, A'B'C'D'E', deux polygones semblables. Prenons à l'intérieur du premier- un point quelconque O, et joignons ce point aux extrémités du côté AB; puis, sur le côtié A'B' homologue de AB, et dans l'intérieur du polygone A'B'C'D'E', construisons les angles B'A'Q', A'B'(y, res-
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pectivement égaux aux angles BAO, ABO. Le pofnt CK sera le sommet d'un triangle O'A'B' semblable au triangle OAB ( 178 et situé, par rapport au second polygone A'B'C'D'E', de la même manière que le triangle OAB par rapport au polygone ABCDE.
Cela posé, joignons le point 0 à tous les sommets du premier polygone, ei le point 0' à tous les sommets du second ; les deux polygones seront ainsi décomposés en un mcnio nombre de triangles dont il s'agit de démontrer la similitude respective.
Or, les deux premiers triangles OAB, O'A'B', semblables par construction, donnent
B~ BC
D'ailleurs, l'angle (TWO, dilTérence des angles k'WQ, AfWO% qui sont respectivement égaux aux angles ABC, ABO, est égal
à l'angle OBC, différence de ces deux derniers. Donc les triangles OBC, O'B'C, sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels.
De la similitude des triangles O'B'C, OBC, on déduirait de même celle des triangles suivants O'C'D', OCD; et ainsi de suite.
SOOLIBS.
187. Deux points 0 et 0', situés dans le plan de deux polygones semblables, sont dits lionwlogues lorsqu'on joignant l'un d'eux 0 aux extrémités d'un côté AB et l'autre O' aux extrémités du côté homologue A'B', on obtient deux triangles OAB, O'A'B', semblables et semblablement disposés par rap* port aux deux polygones.
Il résulte de la démonstration précédente que deux points homologues quelconques peuvent être pris pour centres de
lao GÉOMÉTRIB FLANE.
décomposition de deux polygones semblables en triangles semblables et semblablement disposés.
Si le point 0 .était extérieur au polygone ABCDE» son homologue (y serait aussi extérieur au polygone A'B'C'iyE'; il faudrait alors considérer les deux polygones comme composés de triangles additifs et de triangles soustractifs.
Si le point O coïncidait avec l'un des sommets A, son homologue 0' coïnciderait avec le sommet A'.
188. Deux droites situées dans le plan de deux polygones semblables sont dites homologues, lorsque leurs extrémités sont deux à deux des points homologues; telles sont» par exemple» les diagonales relatives à des sommets homologues.
Le rapport de deux droites homologues quelconques est égal au rapport de similitude des deux polygones»
Soient en effet AHCPE, X'WC'D'E' {fig. i33). deux polygones semblables, et FII, F' Jl', deux droites homologues quelconques. La similitude (187 ) des triangles FAB, k'AHi', prouve
régalité des angles ABF» A'B'F% et celle des rapports
fil
A'ir
-rs-- De même, la similitude des triangles HAB, U'A'B', AÏS
entraîne Pégalité des angles IIBA» U'B'A', et celle des rap-
Il'B' AB' ^ ports -jïg-» "jg*' ^ P^^ isuim
FB — UU *
et
angle FBil ou UBA-FBA = angleF'B'H' ou U'B'A'— F'B A . Donc les triangles FBII, F'B'li'» sont semblables (173)» et le
Le rapport des périmètres de deux polygones sem
blables est égal à leur rapport de similitude.
En effet, ABCDE, A'B'C'D'E' (Jig. i33), étant deux poly- * . gones semblables, les rapports
^B ^ ^ J)E JEA A'B'' B'C' CD'' DE'' li'A
sont tous égaux par définition (175) au rapport de similitude; donc, en vertu d'une propriété connue, la somme de leurs numérateurs et celle de leurs dénominateurs, c'est-à-dire les périmètres des polygones ABCDE, A'B'C'D'E', forment un rapport égal à chacun des précédents, c'est-à-dire au rapport de similitude.
THÉORÈME
. 190. Deux parallèles quelconques sont coupées en parties proportionnelles par une série de sécantes issues d'un même
point, •
Soient AD, A'D', deux parallèles et une série de sécantes OAA', OBB', OCC, ODD', issues d'un point 0 placé, soit entra les deux parallèles (^g. i35), soit extérieurement (^g*. i34)t on a la suite de rapports égaux
AB" OB
De même, par les triangles semblables OUC, OWC, on a
OB^ __ wa _ oa OB Bc ûc •
Enfin, les triaogles semblables OCD, OCB', (lo|^nent à leur tour
• OC _ C'jy oc ~ W
En supprinnant les rapports communs, on a la série de rapports égaux (i) qu'il fallait démontrer.
191. On voit, par la démonsiration môme, que celle série de rapports est encore égale à la suite
OA^_OB^_OC^_Oiy 0A""Î5B'"0C^0D*
En d'autres termes, le rapport de deux patiieê jcomspondantes quelconques des deux parallèles est le même que celui des distances du point 0 aux deux points oà l'une quelconque des sécantes rencontre les deux pnunllèles.
F^. 134. Fig. i35.
192. Régipeoqubmbnt, lorsque plusieurs sécantes AA\ BB', CG^ DD', coupent deux parallèles en parties proportionnelles, ces sécantes concourent en un même point (fig» i34y i^).
Appelons ^ le rapilDort de deux parties correspondantes quelconques des deux parallèles, de sorte qu'on ait
AB ~ AC " BC T
!• Sî les deux séries de points A, B, C, D, et A', B', C, D', présentent une disposition inverse l'une de l'autre [Ji^. i35), deux sécantes quelconques AA' et CC se coupent en un point 0
UTEB III. — ÙiS FIGUIIS SBMBLÀBLBS. ia3
intérieur aax deux parallèles | de plus^ les triangles semblables OAG, OA'Cs donnent
Okf_AfC_a OA *~ AC T
Ainsi» Tune quelconque CC des sécantes coupe la première d^ntre elles AA% en un point 0 situé entre A et A' et tel que
OAf _a
Toutes les sécantès concourent donc en ce point 0 (167).
a* Si les deux séries de points A, G, et A% W, C, D', sont disposées de la même manière (Jig. i34), on verra de même qu'une sécante quelconque CG' coupe la première AA' en un point 0 situé hors de AA' et tel que
OA' _a OA 5"
Toutes les sécantes concourent donc aussi en ce point 0(167).
Lorsque le rapport ^ est égal à l'unité, les parties correspondantes des deux parallèles sont égales entre elles, et les sécantes sont toutes parallèles. Le théorème énoncé subsiste donc, à la condition de regarder deux parallèles coumie deux droites qui concourent à l'inJinL
EXERaCES.
4. Si les trois côtés d'un triangle font respectivement avec les trois côtés d'un autre triangle des angles égaux, ces deux triangles sont semblables.
2. Inscrire dans un triangle ABC un triangle semblable à un triangle donné, et qui ait l'un de ses sommets en un point donné sur l'un des
côtés du triangle ABC.
3. Trouver le lieu des points d'où Ton voit sous un môme angle deux cercles donnés. — Trouver le point d'où l'on voit sous un même angle trois cercles donnés.
4. Étant donné un triangle ABC, mener à la base BC une parallèle DE telle, que la somme ou la différence des segments BD et CE déterminés sur les côtés AB et AC soit égale h une ligne donnée.
5. Un billard circulaire étant donné, dans quelle direction faut-il lancer |
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I l liil.n louT qu'elle revienne au point de départ, après avoir frappé doux
fois la bande?
6. Lieu des points dont les distances à deux droites données sont duns un rapport constant.
7. Inscrire dcins un triani2;le donné un triangle semblable à un triangle
donné, et qui soil minimum.
8. Circonscriro an système do trois cercles donnés un triangle semblable à un triangle donné, et qui soit maximum .
0. Inscrire dans un triangle donnt^ trois cercles dont les rayons et les distances des centres soient dans un rapport donné, et qui forment un
système minimum.
dO. On donne un point A et une droite BC; trouver le Heu des points M
divisent les sécantes ÂN menées du point à la droite, de manière
qu'on ait * •
AM.AN = k*.
14 . On donne un triangle ADC rectangle en A ; une perpendiculaire DE à l'hypoténuse coupe le côté BA en D, le côté GA en F; on mène les droites CD, BF, qui se coupent en M : lieu des points M.
12. CDE étant la tangente commune à deux circonférences et rencontrant la ligne des rentres AB au point E, si l'on mène aux deux circon>. férences une sécante FGllKE, démontrer la relation
EC.ED = ËF.EK = E6.EH
13. Lorsque deux trianules ont deux ani:les égaux et deux angles supplémentaires chanm à chacun, les côtés de ces triangles respectivement opposés à ces angles sont proportionnels.
i i. Soient dans un cercle le diamètre .4B et la perpendiculaire AC à co diamètre; si, par un point G quelconque de cette perpendiculaire, on mène au cercle une seconde tangente GD, la perpendiculaire DE, menée par le point de contact D au diamètre AB, est divisée en deux parties égales par la droite CB.
ISt. Cens tout triangle, la distance du centre du cercle circonscrit à Ton des côtés est égale à la moitié de la droite qui joint le sommet opposé au point do concours des hauteurs.
46. Si, des trois sommets d*un triangle et du point de rencontre de ses médianes, on abaisse des perpendiculaires sur un axe quelconque , la dernière perpendiculaire est la moyenne arithmétique des trois premières.
il. Élant donnés doux triangles et un point, mener par ce point une droite telle, que les sommes respectives des distances des sommets des
deux triangles à cette droite soient dans un rapport donné ~*
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PaocBÂMiix OFFICIEL : Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle sur l'hy^ poténuse, les segments de V hypoténuse, Vhxpoténuse elle* même et les côtés de l'angle droit* ^ Théorèmes relatifs au' carré du nombre qui exprime la longueur du côté d'un triangle opposé S un angle droit, aigu ou obtus, — Théorème relatif aux sécantes du cercle issues d'un même pointé
* DiFIRITIONS.
193. On appelle projection d'un point A sur une droite indéfinie XY le pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point sur cette droite {^g, i36}. ^
Flg. i36.
Si l'on considère une droite limitée AB, la projection de celte droite sur XY est l'intervalle ab qui sépare les projections de ses extrémités A et B.
194. On dit que deux droites, tracées cniro les côtes d'un angle ou de son opposé par le sommet, sont anti- parallèles, lorsque la première fait avec l'un des côtés un angle égal à celui que la seconde fait avec l'autre côté.
Ainsi, les deux droites DE et BC {Jîg. i37) sont anti-parallèles par rapport à l'angle BAC, si l'angle ADK est ég;il à l'angle ACB. Alors l'angle AEl), que la première droite forme avec le second côté AC, est égal à l'angle AlîC que la seconde droite fait avec le premier côté AB (73).
riliiORÈMË.
195. Lorsque les deux côtés d'un angle sont coupés par deux droites anti-parallèles, le produit des distances du som-
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mei CLUx deux points oà chacun des côtés est rencontré parles deux transversales est constant {Jig. iSy ).
Ainsi, BAC élant l'angle proposé et les deux droites BG et Dë étant anti-parallèles, on a la relation
AB.AD = AG.AE
En effet, prenons AD' — AD et AE' — AE, el menons D'E'. L'égalité des triangles ADE, AD'E', qui ont un angle commun compris entre deux côtés égaux, entraîne celle des angles ADE, A'D'E'. D'ailleurs, les angles ADE, ACB, sont égaux par hypoihèse (194.); donc les angles correspondants AD'Jl', ACB, sont égaux, et les droites BG, D'E', sont parallèles (64); on' a donc (169 ) la proportion
AB _ AC AE' ~ Aiy*
qui, lorsqu'on remplace les quantités A£' et AD' par les quantités égales A£ e( AD, devient
ou AB.ADsAC.AE.
Flg. i38.
196. Réciproquement, si deux droitesDY, et BC, tracées entre les côtés d'un angle BAC, sont telles y que le produit des dis^ tances du sommet aux deux points oà elles coupent chacun des côtés soit constant, c'est-à-dire sont telles qu'on ait
AB.AD=AG.A£ ou 4^ = tk'
Alit AD
ces droites sont anti-parallèles par rapport à cet angle. En effet, concevons la droite qui, menée par le point E,
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serait anti-parallèle à BG par rapport à l'angle BAC; cette droite couperait le côté AB en un point (195) dont la distance au sommet A serait une quatrième proportionnelle à AB, AE, AG. Or, la distance AD est précisément, en vertu de l'égalité (i), cette quatrième proportionnelle; donc la droite DE est anti-parallèle à BG.
ConOIXAIRB.
197. Si les deux points D et B se confondaient {Jïg, i38]y on aurait Ab'= AG . ^E.
Donc, lorsque deux droites anti-parallèles par rapport à un angle se coupent sur l'un des côtés de cet angle, la distance du sommet à ce point est moyenne proportionnelle entre les distances du sommet aux points où le second côté de Vangle eoupe les deux anti-parallèles.
Réciproqueme>t, si par un point B, pris sur l'un des côtés d*un angle BAC, on mène dans l'intérieur de l'angle deux
droites BG» BE, telles que Ab'= AG. A£, ces deux droites sont anti-paralièles par rapport à cet anf^.
THÉORÈME
198. Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectan^ gitf ABG, on abaisse la perpendiculaire AD sur V hypoténuse : I* chaque côté de l'angle droit est moyenne proportionnelle entre Vliypoténuse et sa projection sur l'hypoténuse s la
Fig. 139.
perpendicuhnre AD est moyenne proportionnelle entre les deux segments BD e9ÇD de l'hypoténuse (Jig, 189).
En effet :
1° Les droites AC et AD sont anti-parallèles par rapport à
l'angle B (194- ), puisqu'èllcs font un angle droit, l'une avec le côté BA, l'autre avec le côté BC. On a donc (197)
BÂ=BC.BD
et l'on dcmonlrcraii de même la relation i]\ BC.Cl).
2® Les droites AC et Al) étant anii-parallèles par rapport à l'angle B, les angles BAD et C sont égaux (194); par suite, si l'on amène le triangle ADB en ADB' en le faisant tourner autour de Al), l'angle B'AD sera égal à l'angle C, et les deux droites AB' et AC seront anti-parallèles par rapport à l'angle ADC. On aura donc
Âd'=B'D.GD ou ^'=BD.DG.
Corollaire.
199. En joignant un point quelconque A d'une circonférence aux extrémités B et C d'un diamètre {Jîg. 139), on forme un triangle rectangle (133). De là, une nouvelle manière d'énoncer la proposition précédente : *
1* Toute corde AB d'un cercle est moyenne proportionnelle entre le diamètre BC qui passe par l'une de ses extrémités et sa projection BD sur ce diamètre;
2° Jm perpendiculaire K\) abaissée d'un point quelconque \ d'une circonférence sur un diamètre BC est moyenne propor^ tionnelle entre les deux segments BD et CD de ce diamètre,
THÉORÈME
200. Les trois côtés d'un trianc^le rectangle étant évalués en nombres au moyen d'une unité commune , le carré du nombre qui mesure l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des nombres qui mesurent les deux côtés de l'angle droit; ou plus l^rièvement» dans tout triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux antres côtés.
En effet, en ajoutant les deux relations (198, i°):
ÂB=BC.BD, AC'=BC#CD
on obtient
ÂB'-+-Xc'=rBG.(BD-hCD) ou ÂbVÂc'=CC*.
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201. Ce théorème, dû à Pylhagorc (58o av. J. C.j, permet de calculer l'un des côtés d'un triangle rectangle quand on connaît les deux autres.
Si l'on couniiît les deux côtés 6 et c de l'angle droit, l'hj'poléouse a résulte de la formule
a* = 6» + c', d'où a =
Ainsi, soient 6 = 3, c=- 4, on a a — y^p +16 — y'^S = 5.
Si l'on connaît l'hypolénuse a et l'un des côtés 6 de l'angle droit, on trouve l'autre côté c par la formule
c» = a^ — 6% d'où c=:^âr^.
Ainsi, pour a = 5 et 6 = 3, on a c = ^25 — 9 = /ÏG = 4.
THÉORÈME
202, Dans tout triangle, le carré d'un côté opposé à un angle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, moins deux fois le produit de l'an de ces côtés par la projec~ iion du second sur le premier.
Fig. i4o* Fi0. 14 1*
Soient ABC le triangle proposé, C un angle aiga et CD la projection da eôté AC sur GB ; il s'agit de démontrer la relation
Ab' = BC' 4- Âg' — 2BC. CD.
Deux cas peuvent se présenter, suivant que la perpendiculaire AD tombe «î l'intérieUrou à l'extérieur du triangle AIÎC; le premier cas a lieu lorsque l'angle ABC est aigu, et le second lorsque l'angle ABC est obtus ( 42 ).
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Dans le premier cas (Jig, i4o), le triangle rectangle ABD donne
Âîî' = îiJD -t-Ai>\
Or, puisque le point 1) est, par li^puihèse, situé entre C et D, on a *
BD=^BC — CD, et, par suite, d'après un théorème connu d'Arithmétique (*),
Bd' = BC* CD ' — 2BC. CD.
En portant cette valeur de BD dans la relation (i), on trouve
ÂB^Bg'h-Cd'-i-ÂD* — 2BC. CD } et, comme le triangle rectangle ACD donne
on a finalement
Ïb' = BC' -h ÂC* - aBC. CD.
Dans le second cas [fit;. ), la démonstration est la même. 11 est vrai que, au lieu de
BD = BC — CD, on a BD = CD — BC;
mais comme, en vertu du théorème d'Arithmétique cité, le carré de BD n'est pas changé, et que c'est ce carré seul qui figure dans la démonstration, on voit que tout le raisonnement subsiste.
théoiiLme.
203. Si Vun des angles d'un triangle est obtus, le carré du côté opposé à cet an^e est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, plus deux fois le produit de Vun de ces côtés par la projection du second sur le premier {fig* ^^%).
Soient ABC le triangle proposé, C l'angle obtus, et CD la pro-
(*) Le carré de la difTércnce de deux nombres est ôgal au carré du premier nombre, plus le carré du second, moins le double produit de cea deux nombres.
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jcclion de AC sur iiC; il a'n'^ii de démontrer la relalion
AB*= BC' -f- le' + aBC. CD.
' Le triangle rectangle ABD donne
(0 AB =BJ) -h AD.
Or, puisque l'angle AGB est obtus, la perpendiculaire AD
Fie. <4a*
tombe hors du triangle (42), et le point D est extérieur à BC; on a donc
BD = BG + CD
et, par suite, en vertu d'un tliéorème connu d'Arithmétique (*),
BD* = BC * 4- CD ' H- aBC, CD.
En substituant cette valeur de Bd' dans la relation (i), on trouve
ÏB*r= Bc' 4- Cd' -f- ÂdV aBC. CD, et comme le triangle rectangle ACD donne
iCD'-hÂD'==Âc',
on a finalement
AB = BC -f- AG -f- 2BC. CD.
COBOILAIBBS.
204. H résulte des trois théorèmes précédents que, dans un triangle, le carré d'un côlé est inférieur y égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres, suivant que l'angle
(*) Le curé de la somme de deux nombres est ëgal an carré du premier, plus le carré du second, pins le double produit de cas deux nombres.
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opposé à ee côté est aigu, droit ou obtus; donc, récipro({uement (39). un angle d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le carré du côté opposé à cet angle est inférieur, égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres
côtés.
Par exemple, sia=5, 6 = 4» c — 'i, l'angle A esi droit et le triangle est rectangle, puisque 26= 16 + 9. De même, si a=ii, 6 = 9, c = 8, Tangle A csit aigu, puisque 11' ou 121 , est moindre que 9* 4-8% c'est-à-dire que 8n- 64 =.i45»
THÉORÈME
Dans tout triani;le ABC (fg. i
i** La somme des carrés de deux côtés AC et Ali est égale à
Fig. 143
deux fois le carré de la médiane AD relative au troisième côté liC» plus deux fois le carré de la moitié de ce troisième côté;
2* La différence des carrés de deux côtés AC et AB est égale à deux fois le produit du troisième côté BC par la pnn Jection DE sur ce côté de la médiane correspondante AD.
En effet» Tangie ADB étant aigu, on a dans le triangle ADB (S02)
Âb' = ÂD + 55' — 2BD. DE.
L'angle ADG étant obtus, on a dans le triangle AGD (203)
ÂC ' = S* H- œ * -4- aCD. DE.
En ajoutant et retranchant ces deux égalités et «observant que CD = VD, on trouve
( I ) ' ÂB ' = 2Âd' -h 2 BD*,
(2) âc'—âb'= 2BC.de.
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â06. Si, les points B et G restant fixes, le sommet A se dé-
place de maiiicic que la somme AB -+- AC reste constante, la relation.(i) montre que la valeur AD de la médiane ne change pas. Donc, le lieu des points dont la somme des eetrrés des distances à deux points fixes est constante est une^irconférence ayant pour centre le milieu de la droite qui unit les deux points fixes.
Si, les points B et G restant fixes, le sommet A se déplace de
manière que la différence AC — AB reste constante, la relation (2) prouve que la projection DE de la médiane AD no change pas, c'esl-à-dii e que le point mobile A se projette toujours au même point E de BC. Donc, le lieu des points dont la différence des carrés des distances à deux points fixes est constante, est une droite perpendiculaire à celle qui unit les deux points fixes,
THÊORÈUB.
207. Si, d'un point pris dans le plan d'un cercle, on mène des sécantes, le produit des distances de ce point aux deux points d* intersection de chaque sécamte avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante.
Ainsi, soient deux sécantes issues du point fixe E; la première coupe le cercle aux points A et B, la seconde aux points G -et D : il s'agit de démontrer qu'on a
EA.EB = £G.£D
. La figure peut se présenter de deux manières, suivant que le point E est intérieur {fig. i44) ou extérieur au cercle i^S' '4^}> la démonstration est la même dans les deux cas.
Menons les cordes AC et BD; les angles ACD, ABD, étant inscrits dans le même segment, sont égaux, et par suite les cordes AC, BD, sont anti-parallèles par rapport à l'angle AED. On a donc ( 195) la relation
A«EB=:EC.ED
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208. Hf ciPROQUEMENT, lorsque deux droites KY^ et CD, pro^ longt'rs, s'il le faut, concourent en un point E tel qu'on ait la relation
les extrémités A, B» C, D, sont situées sur une même circonférence.
En effet, d'après le n? 196, la relation donnée prouve que les deux droites ÂG et BD sont anti-parallèles par rapport à Tangle AED; par suite, les angles ACD, DBA, sont égaux, et si sur la droite AD on décrit un segment capable de l'angle ACD, la circonférence qui passe par les trois points A, C, D, renfermera le point B.
Fig. 144. Fig. 145. Fig. 146.
COROLLAmS.
209. Ueprenons le cas où le point E est e\i('rieur {Jig. i4^)» et supposons que la sécante EIX! tourne autour du point E juscpTà ce (ju'elle coïncide avec la lang(Mil(^ KF; la si'canle enlière E(] et sa partie e\léri(Mire ED deviendront l'une cll'aulre égaies à la longueur EF de la langente, et la relation
EA. EB. — EC. El),
prise à la limite, sera
ea.eb = ëf\
Donc, si, par un point extérieur à un cercle, on mène une sécante et une tangente, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure.
On peut d'ailleurs appliquer direclemenl à ce cas particulier la démonstration du cas général t les angles ËBF, AF£ (fis- i4^)> l'un inscrit, l'autre formé par une tangente et une
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corde, ont l'un et l'auirn pour mesure la moilré de Tare AF;
régajité de CCS nn;,M(\s iirouvi^ rauii-[!>îi;illéli.sme des droilrs AF Cl BF par rapport à l'angle E, cl par suite (107} entraîne la relation
£f' = Ek. £B.
210. Réciphooi EMENT, si (rois points A, B, F, sititf^s, h's deux premiers A et B sur un côté de iant^le E, et le troisième F sur Vautre côté, sont tels qu'on ait la relation
ËF'r:rEA.EB,
la circonférenee qui passe par ces trois points est tangente en F au côté EF. «
En effet, d'après le n* 197, la relation donnée prouve ranti> parallélisme des droites AF et BF par rapport à Tangle £; les angles AFE, EBF, sont donc égaux; par suite, si Ton décrit une circonférence passant par A et F et tangente en F à la droite EF, cette circonférence, d'après la construction connue du segment capable ( ICI }, passera par le point B.
EXERCICES
i. Dans {ont quadrilatère, la somme df^s carrés dos quatre côtés est épralo à la somme dos carrés dos doux dinironnles, plusquairo fois lo cirro do la droite qui unit les milieux de ceà diagonales. — Application au parallélogramme.
' 2. Dans tout quadrilatère inscriptiblo :
1° Le produit des diagonales est égala la somme des produits des côtés opposés ;
2" Le rapport dos diagonales est égal au rat)j)ort do la somme des produits des côtés qui aboutissent aux extrémités do la jiromien; diagonale à la somme des produits des côtés qui aboutissent aux extrémités do la seconde.
Le produit do doux côtés d un triangle est égal
I** Au carré do la bisseclrico de leur angle, augmenté du produit des deux segments que celte bissectrice détermine sur le troisième côté;
ql" Au produit des deux segments soustraclifs que la bissectrice de leur angle extérieur détermine sur le troisième côté, diminué du carré de cette bissectrice; ,
3" Au produit du diamètre du cercle ciittonscrit au triangle par labautour relative au troisième côté. /
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A. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, calculer : I** Ses hauteurs; 1° ses médianes; 3° les bissectrices de ses angles intérieurs ou extérieurs; 4* 1© rayon da cercle circonscrit.
8. Dans tout quadrilatère, la somme des carrés des diagonales est le • double de la somme des carrés des droites qui joignent les milieux des côtés opposés.
6. Soit G le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC; démontrer la relation
ÂB* +j£ +BC* = 3 (m H-BG* +CÔ').
— En déduire le rapport de la somme des carrés des côtés d'un triangle k la somme des carrés de ses médianes.
7. Soient 6 le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC, et M un point quelconque pris dans son plan; démontrer la relation
MA +MbVmc' = Aâ'^-BÛ'^-Câ%3Mâ^ 8. Étant donné un triangle ABC, trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances anx trois sommets da trtongle est constante et égale à un carré donné A'.
9. La somme des carrés des diagonales d'un trapèze est égale à la somme des carrés des côtés non parallèles, plus deux fois le produit des bases.
10. Étant donnés un point A et un cercle 0, on mène à ce cercle par le point A une sécante ABC sur laquelle on prend un point M tel qu'on ait AH.AC = ^; trouver le lieu décrit par le point M, quand la sécante ABC tourne autour du point A.
11. Deux droites se coupent à angle droit dans un cercle ou hors d'un cercle; démontrer que la somme des carrés des deux droites opposées qui unissent leurs points d'intersection avec la circonférence, est égale au carré du diamètre, ainsi que la somme des carrés des quatre segments des deux droites.
12. Si^ dans le problème précédent, AB et CD sont les cordes interceptées par la circonférence 0 sur les deux droites données qui se coupent perpendiculairement en E, on a
ÂB* + Cd' + 4Ôi' = soi*'
18. Quatre points étant sur une même circonférence, dans chacun des triangles formés par ces quatre points pris trois à trois, existe un point de rencontre des hauteurs : démontrer que ces quatre points de rencontre sont sur une même circonférence égale à la première.
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Programme officiel : Probicnies : Diviser une droite donnée en parties égales ou proportionnelles à des loni^ueius données. — Jro uver une quatrième proportionnell e à 1 1 o is l ign es do n~ nées, une moyenne proportionnelle entre deux lignes don" nées, — Mener une tangente commune à deux cercles. — Construire, sur une droite donnée, un polygone semblable à un polygone donnée
PROBLÈME
211. Diviser une droite A en parties proportionnelles à des droites données M, N> ou/ en un certain nombre de parties égales.
Après avoir tracé un angle CBD de grandeur convenable (fS' ^4? }• prenez sur le côté BC une longueur B£ égale à A,
Fig. 147.
Al —H
Ml 1
et sur le côic TÎD des longueurs BF, FG, GlI, respectivement égales à M,N, P. Tirez IIE, et menezFL, GK, parallèles à HE. La droite BË ou A sera ainsi divisée aux points L et K en par- Ue's proportionnelles à M, P. On a en effet (168)
BF"~FG ""GH M N ^ P
Si l'on devait partager Â proportionnellement à des nombres donnés m, n, p, on représenterait ces nombres par des droites M, N, P, en adoptant une certaine longueur comme unité» et l'on retomberait sur la question précédente»
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213. Enfin, le procédé gra[)hii|ue que nous venons d'indiquer permet aus:=ii de diviser une droite A en pariies égales; il suffit évidemment de supposer M, N, P quel( oiuiues, mais égales entre elles; ce qui revient à perler sur iil) des longueurs BF, FG, GlI, égales enlre elles, et à mener par F et G des parallèles à HË.
PROBLÈME
Trouver la quatrième proportionnelle à trois droites données M, N, P.
Tlg. i48.
Après avoir tracé un angle BAC de grandeur convenable, prenez sur le côté AB des longueurs AB et AD respectivement
égales à M et à N, et sur le côté AC une longueur AC égale
à P; tirez BC et menez DE parallèle à BC ; AE sera la quatrième proportionnelle cherchée. On a, en erfet(lG9),
AD AE ^" N ~" AE
Scoira.
215. Si les droites N et P étaient égales, A£ serait la troisième proportionnelle à M et à N.
PROBLÈME
210. Construire la moyenne proportionnelle entre deux droites données A et C,
i<* Prenez, à la suite l'une de l'autre {Jig. i49)f sur une droite indéfinie, deux longueurs CD et DE respectivement égales à A et à B. Sur CE comme diamètre, décrivez une circonférence, et par le point D élevez DF perpendiculaire à CE. La droite DF sera ( 109 ) la moyenne proportionnelle entre CD et DE, c'est-àrdire entre A et B.
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2* Lorsque les droites données A et B sont un peu grandes, on préfère le procédé suivant : prenez sur une droite indcfiuie [fig* i5o), et à partir du uicme point C, deux Ion-
FIg. 149. Fig. i5o. .
. Al '
A' • Bl »
Bi 1 _ F
Cl^ ^
G ODE £ OfiO'D
gucurs CD et CE respectivement égales à A et à lî ; sur ('D, comme diamètre, décrivez une circonférence, et élevez EF ])erpendiculairo à ( J); enfin Urez FC. La corde FC sera la moyenne proportiontieiie entre CD et CE, c'est-à-dire entre A et B.
3" On pourrait aussi» après avoir pris CD et G£ égales à A etàB (Jig' i5o), décrire une circonférence quelconque passant par £ et par exemple la circonférence dont £D est le diamètre» puis mener la tangente GG à cette circonférence. Cette tangente (â09)serait la moyenne proportionnelle entre CD et CE» c'est«à-dire entre A et B. Toutefois, au point de vue graphique, ce procédé est inférieur au précédent, et il convient de ne l'employer que lorsqu'on veut relier la construction à une autre Ggure qui contient déjà plusieurs des lignes dont ce procédé* exige le tracé.
C CM _ R_
Les deux points 0 et Oi se confondent donc (1C7).
» Fig. i5i.
De même, BB' étant une tangente commune intérieure qui
coupe la ligne des centres en 0' entre C et C, les rayons CB,
C'ii , sont parallèles et de sens contraires, el Ton a
O'C _ CB R (^J QiQf — c'B' — R''
Or, toute droite MN' qui unit les extrémités de deux rayons parallèles et de .sens contraires CM, C'N', coupe également la ligne des centres en un point 0\ situé entre 0 et C, et tel que
C _ CM _ R_ 0',G'"".C'N' R
Les deux points 0 ' et O'r se confondent donc ( 167 ).
De là résulte la construction suivante : Menez dans le premier cercle un rayon quelconque CM, et dans le second le diamètre M'N' parallèle à CM; tirez MM' et MN% et des points 0 et OS où ces droites coupent la ligne des centres, menez des tangentes à l'un des cercles; elles toucheront également l'autre cercle.
Il y aura deux tangentes communes extérieures, tant que le point 0 sera situé iiors du cercle C. La relation (i), mise sous la forme
OC R ' ce -,
ôc:::ôc==ïrn[p ^*^-r=r^'"'
montre que, pour que OC soit plus grand que R, il faut et il suffit que la distance CC des centres soit plus grande que la
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différence R — R' des rayons, c'est-à-dire que les deux cercles ne soient ni intérieurs l'un i l'autre, ni tangents intérieurement. Quand les deux cercles sont tangents intérieurement, on a CG'=R — R% par suite 0C = R, et le point 0 n'est autre que le point de contact des deux cercles; il n'y a alors qu'une tangente commune extérieure.
De môme, pour qu'il y ait deux tangentes communes intérieures, il faut que le point 0' soit extérieur au cercle G. La relalion ( 2 ), mise sous la forme
O^C _ R _ CC
0'G-hO'C'~ R-*-tt' "^""R + R' ^'
montre que, pour que O'G soit plus grand que R, il faut et il
suffit que !a distance CC' des centres soil plus grande que la
somme II -f- K' des rayons, c'esl-à-dire que les deux cercles soient extérieurs l'un à l'autre. Quand les deux cercles sont tangents extérieurement, on a CC = K -f- K', par suite O'C = II, ei le point 0' n'est autre (jue le point de contact des deux cercles; il n'y a dans ce cas qu'une taugente commune intérieure.
Fig. i5s. Fig. i53.
Deux cercles tangents extérieurement (^g^. ï54) ont trois tangentes communes, deux extérieures, une intérieure.
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Deux cercles sécants [fig, i55) ont deux tangentes communes qui sont extérieures.
Deux cercles tangents intérieurement [fg, 1 53) ont une seule tangente commune , qui est extérieure. Deux cercles intérieurs l'un à l'autre n'ont point de tangente commune.
Nous avons supposé les deux cercles inégaux. Si l'on avait R = R', les formules précédentes deviendraient
ce rr' OC = R. — =<», 0'C=— .
Le point 0 s'éloignnnt infli'fiiiimeni sur la lif^ne des centres, les inngcnles communes extéi ieures seraient parallèles à cette ligne ; et quant aux tangentes communes intérieures, elles se couperaient au milieu de la ligne des centres.
PEOBLÈMË.
218. Construire sur une droite donnée : un triangle sent' hlahle à un triangle donnée 2,^ un polygone semblable à un poly gone donné [Jig • 1 5 G ) .
FiQ. i56.
I* Pour construire sur la droite A'B% considérée comme l'homologue de AB, un triangle semblable au triangle ABC,
faites un angle B'A'C égal à l'angle BAC et un angle A'B'C
égal à l'angle ABC. Le triangle A'B'C ainsi obtenu et le triangle donné ABC seront semblables comme ajanl deux angles égaux chacun à chacun (HS).
2** Pour construire, sur la droite A'B' considérée comme l'homologue do AB, un iiulygone semblable au polygone AB(M)E, décomposez ce dernier polygone en tiiangles, on menont i)ar l'un des sommets A les diagonales AC, AI). Construisez alors sur A'B' un triangle A'B'C semblable au triangle ABC, puis sur A'C un triangle A' CD' semblable au triangle ACD, eniin
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sur A'D' un triangle A'D'E' semblable au triangle ADE. Le polygone A'B'G'D'E'ainsi obtenu et le polygone donné ABCDE seront semblables* comme composés d*un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés ( 185).
219. Si, au lieu de donner un côté A'B' du polygone demandé, on donne le rapport do similiiude ^ des deux polygones, on appliquera la solution précédente, en construisant préalablement une droite A'B' dont le rapport à AB soit égal
SCOLIB.
220. Parmi les procédés généraux qui servent à la résolution des problèmes, il importe de signaler celui qui- consiste à construire une figure semblable à la figure cherchée avec des éléments pris parmi les données; on passe ensuite de cette figure auxiliaire à la figure demandée, en comparant deux éléments'homologues des deux figures.
Fig. i57.
Fijj. i58.
Soil proposé, par exemple, de construire un triangle ABC dont on donne les trois hauteurs a, 6, •/ [fig^ ï^^); a, b, c, étant les côtés du triangle inconnu , et BD et AE étant les hauteurs 6 et ce, les triangles semblables CBD, CA£, donnent;
On a de même
ce
et, par suite.
Si donc on construit un triangle \'BC' ayant pour côtés
BC'=6, A! a = 01, A'B=y,
ce triangle sera semblable au triangle cherctié ABC, et pour avoir ce dernier triangle, il sufûra de prendre sur la hauteur issue du sommet B une longueur BI>=: 6, puis de méner par le point D la parallèle AC à ÂfC\ y A ce procédé s'en rattache un autre, qui consiste à renverser l'énoncé du problème à résoudre, c'est-à-dire à prendre les données pour inconnues, et réciproquement. En résolvant cette nouvelle question, on construit une figure semblable à celle que l'on cherche, et si l'on connaît alors une seule ligne de cette dernière, il est facile de la construire ellemême. Soit proposé, par exemple, &* inscrire dems un triangie donné ABC un triangle ayant ses côtés parallèles à ceux dun second triante donné def {Jig. i58). On commencera par circonscrire au triangle def un triaiiiîle abc ayant ses cùlés respcclivenicnt parallèles à ceux du triangle ABC. La figure ainsi formée sera semblable à la figure cherchée, et il suffira de pariag(;r le côié AB dans le rapport de db à da pour avoir le sommet D du triangie demandé.
EXERaCES.
i. Mener par un point donné, entre deux droites données, une droite '
telle, que le point donné la partage dans un rapport donné — •
8. Déterminer hors d*un cercle un point tel, que la somme des deux tangentes menées au cercle par ce point soit égale à la sécante entière qai passe par ce point et le centre du cercle.
3. Inscrire dans un triangle un rectangle dont le rapport des côtés soit donné. .
4. Étant donnés une circonférence et un point, mener par le point une sécante qui soit divisée par cette circonférence dans un rapport donné.
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5. On donne deux cercles qui se coupent ; mener par un de leurs points d'intersection une sécante telle, que le produit des deux cordes interceptées soit égal à un carré donné.
6. Inscrire dans un triangle un pandlélogramme semblable à un panil> lélogramme donné.
7. Construire un triangle, connaissant sa base, la somme ou la différence des deux autres côtés, et bâchant que son troisième sommet est situé sur une droite donnée.
8. Construire un triangle, connaissant un cftté, un angle et le rapport des deux autres côtés.
9. On donne trois points A, B, G; mener par le point A une droite telle, que les perpentUcnlaires abaissées sur elle des points B et G aient leurs pieds à des distances du point A qui soient dans un rapport donné.
10. Construire un carré, connaissant la somme ou la différence de sa diagonale et de son côté.
11. Étant données deux droites qu'on ne peut prolonger, mener par un point donné une droite qui aille passer par le point de concours in* connu des deux premières.
12. Mener par le point d'intersection de deux circonférences une sécante telle, que les cordes interceptées sur elle par les deux drconférences soient dans nn rapport donné.
13. Décrire une circonférence passant par deux points donnés et tangente, soit à une droite donnée, soit à une circonférence donnée.
14. Par un point donné, faire passer une circonférence qui touche deux droites données.
15. Par un point donné, hire passer une drconférenoe tangente à deux circonférences données.
iQ. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente à une droite et à une circonférence données.
17. Gonstruire une circonférence tangente à deux droites données et à une circonférence donnée.
18. Gonstruire une circonférence tangente à une droite donnée et à deux circonférences données.
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Programme officiel : Polygones réguliers, — Leur inscription dans le cercle : carré y hexagone, — Moyen iV évaluer le rapport approché de la circonférence au diamètre,
• DÉFINinOIfS.
Un polygone est dit régulier, lorsqu'il a tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux. Tels sont» par exemple, le triangle équilatéral et le carré.
fi On noninio ligne brisée régulière toute ligne brisée convexe / qui a ses côtés égaux et ses angles égaux.
222. On peut toujours inscrire ou circonscrire à une circonn fêrence donnée un polygone régulier d'un nombre donné de côtés,
Fig. iSg. Kg. 160.
Supposons la circonférence divisée en n parties égales, n étant le nombre de côtés que doit avoir le polygone.
i"* En menant [Jig, 169) les cordes AB, BC,. . . , qui unissent les points de division, on aura un polygone régulier inscrit de n côtés. En effet, les côtés de ce polygone sont égaux comme cordes d*arcs égaux; et ses angles sont égaux, comme inscrits dans des segments égaux, car tout angle ABC du polygone est inscrit dans un segment correspondant à deux divisions consécutives de la circonférence.
a* En menant des .tangentes {Jîg. 159) par les points de division A, B, G,. . ., on aura un polygone régulier circonscrit
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de n côtés. En effet> dans les triangles 6AB, HBG,. • les côtés ABy BG,. . sont égaux, et les angles en A, B, G,.. formés par une tangente et une corde, sont aussi égaux comme ayant tous pour mesure la moitié d'une division de la circonférence; dès lors les triangles GAB, HBC,..., sont isocèles et égaux, et l'on a d'une part G = H = K = . . ., et de l'autre AG — GB=:BH=rHC = CK,...,d'où l'on déduit GH = 1IK=... Ainsi le polygone GIIK... a ses angles égaux et ses c^tés égaux.
D'après cette démonstration, pour avoir le polygone régulier de n côtés circonscrit à un cercle, il suffit de diviser la circonférence en n parties égales et de mener des tangentes par les points de division. Or, les milieux M, N, P,..., des arcs AB, BC, CD,. . ., qui sous-tendent les côtés du polygone régulier inscrit (Jig, i6o), divisent évidemment la circonférence en n parties égales. On aura donc un polygone régulier circonscrit de n côtés en menant des tangentes par ces points. On préfère souvent cette seconde manière d'opérer, parce que le polygone A'BX'D'..., ainsi obtenu» a ses côtés palallèies à ceux du polygone Inscrit ABCD..., et ses sommets A% B% G'y • . . , sur les mêmes rayons OAA', OBB' , . . . , que les sommets du polygone ABGD. ... En effet, d'une part deux côtés, tels que BG, B' G', sont parallèles comme perpen^ diculaires sur la même droite ON, et d'autre part deux tangentes, telles que MB', NB% doivent se couper ( 157 ) sur la bissectrice OB de l'angle MON.
â23. Béciproquehekt, on peut îaujoun inscrire et eircon^ écrire une circonférence à un polygone régulier donné»
Soit ABCDEF le polygone régulier donné {Jig. i6i ).
1° Pour démontrer qu'on peut circonscrire une circonférence à ce polygone, il suffit de prouver que la circonférence qui passe par trois sommets consécutifs quelconques A, B, C, passe par le sommet suivant D. Or, soit 0 le centre du cercle déterminé par les trois points A, B, C; menons OA, OD, et la perpendiculaire OH sur BC. Replions le quadrilatère ABHO autour de OH ; les angles en H étant droits, BH prendra la direction HC, et le point B tombera en C, puisque BH^^HC. Mais le polygone étant régulier, l'angle ABU est égal à l'an-
to.
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gle HCD, comme le côié BA au côié CD ; par suite, le côté BA prendra la direction CD, et le point A tombera en D. Donc CD est égal au rayon OA» ei la circonférence considérée passe par le point D.
a* Les côtés AB, BC,. . étant des cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires OH» 06,..., abaissées du centre 0 sur ces cordes, seront égales (100); donc, si du point 0 comme centre, avec OH pour rayon, on décrit une circonférence, chacun des côtés du polygone sera touché en son milieu par cette circonférence, qui dès lors sera inscrite au polygone.
Fig. i6i.
CoaOLLATRBS.
224. On nomme centre d'un polygone régulier le centre commun 0 de la circonférence inscrite et de la circonférence circonscrite. Ce point, étant à égale distance de tous les côtés et de tous les sommets, est à la fois le point de concours des bissectrices de tous les angles cl des perpendiculaires élevées sur les milieux des divers côtés.
On appelle ray^n d'un polygone régulier le rayon du cercle circonscrit, et apothème de ce polygone le rayon du cercle inscrit.
On nomme ang^e au centre d'un polygone régulier l'angle AOB de deux rayons consécutifs ; cet angle est évidemment égal à l'angle GOHde deux apothèmes consécutifs, et,par con* séquent, est le supplément de l'angle 6BH du polygone régulier. D'après cela, si n est le nombre des côtés du polygone, et si l'on prend l'angle droit pour unité, l'angle au
centre vaudra ~> et l'angle du polygone ^* On voit ainsi*
que, sauf le triangle équilatéral dont les angles sont de 6o degrés, et le carré dont les angles sont droits, tous les polygones réguliers ont leur angle obtus.
Digitizeu Lj, v^jOOgle
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225. On prouverait, par des raisonnements identiques aux précédents, que toute lignoe brisée régulière est inscriptible et circonscripUble, et, par suite, qu'elle a un centre» un apothème et un rayon qui sont le centre et les rayons des circonférences inscrite et circonscrite. Une ligne brisée régulièrie ne diffère d'une portion de polygone régulier qu'en ce que son angle au centre n'est pas forcément une parlie aliquote de quatre angles droits.
THÉORÈIIB.
226. I* Deux polygones réguliers d*un même nombre de eàiés sont semblables*
ik^Leur rapport de similitude est égal à celui de leurs ntjrons ou de leurs apothèmes.
Fig. i6a.
Bn effet :
t* Ces polygones ont les angles égaux, puisque la valeur de l'angle d'un polygone régulier ne dépend que du nombre des côtés ( 224), et que le nombre des c6tés est le même dans les deux figures ; de plus, les côtés sont évidemment proportionnels, puisque, dans l'une et l'autre figure, ils sont égaux. Donc, les polygones considérés sont semblables.
2» Soient {Jig, i6?) AB le côté tlu premier polygone, 0 son centre, OB son rayon, OF son apothème; soient de même A'B' le cùié du second polygone, 0' son centre, O'B' son rayon et O'F' son apothème. Les triangles rectangles AFO, A'F'O', sont semblables (180), puisque les angles FAO, F'A'O', sont égaux comme moitiés des angles égaux ABC, A'B'C (224). Oh a donc
AF _ OA^ _ OF A'F O'A'"" O' f'
mais les polygones proposés étant semblables, leur rapport de
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similitude est égal au rapport 4es côtés AB, AfB\, ou des demi-côtés AF, A' F'; il est donc aussi égal au rapport des rayons OB, O'B^ ou au rapport des apothèmes OF, O'F'.
CO&OLLAI&E.
SSfiT. Le rapport de deux eireonférenees quelconque* eit égal uu rapport de leurt rajrom.
On appelle longueur d'un arc de cercle la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée régulière inscrite dans cet arc, lorsqu'on lait croître indéfiniment le nombre de ses côtés ( * ).
En particulier, on appelle longueur d*une circonférence la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone régulier inscrit dont le nombre des côtés croit indéfiniment.
Cela posé, soient R et h! les rayons» el G et G' les longueurs de deux circonférences ; inscrivons dans la première un polygone régulier quelconque et» dans la seconde, un polygone régulier d'un même nombre de côtés. P et P' étant les périmètres de ces polygones, on aura (226)
Cette proportion, ayant lieu quel que soit le nombre des côtés des deux polygones, subsistera quand on fera croître ce nombre indéfiniment; mais alors les périmètres P el P' tendront vers leurs limites respectives G et C, et leur rapport tendra G
vers ^ • On aura donc, à la limite,
La proposition précédente donne
R~R' aR'^aR''
( *) Pour jmtiflor cette définition, il fandrtit pronver qw «ette limite eiiste,
et qu'elle est unique, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant laquelle on fait croître le nombre des oôtca (iiotr pour cette démonatratioa notre Traité de Géométrie),
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Jkme, le nippon d*une circonféreDce à son diamètre est Je même pour toutes les circonférences; en d'autres termes :
Le rapport de la circonférence au diamètre ett un nombre constant*
Ce nombre» qu'on représente ordinairement par it, est In* commensuralile; on ne peut donc pas l'avoir exactement; mais on peut le calculer, comme nous le montrerons bientôt, avec telle approximation qu'on veut.
PROBLÈME
Inscrire un carré dans un cercle donné {fig. iG3).
FIg. i63.
Il suffit évidemment de mener deux diamètres AC et BD perpendiculaires entre eux, et de joindre leurs exlrémités, pour avoir le carré demandé ABCD.
Le triangle AOB, reclangle en 0, donne
ÂB' = Ôi'-4-CiB' = aÔÂl d'où ABmOA.Vî.
Ainsi, le côté du carré inscrit dans le cercle de rayon V^ est égal à R v^.
Il convient de remarquer que l'apothème du carré inscrit est égal à la moitié de son côté, et que le côté du carré circonscrit est égal au diamètre du cercle considéré.
GoaOLLÀIAB.
230. Du carré, on passe & l'octogone régulier inscrit en divisant [Jig, i63) cliacun des arcs AB, BC, CD, DA» en deux parties égales. On déduirait de même de l'octogone le polygone régulier de t6 côtés. et ainsi de suite. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 4> S> 32>. . . ei, en général, de 2," côtés.
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PROBLËM£.
231. Irucrire un hexagone régulier dan* un cercle [fig, 164).
Supposons le problème résolu, et soit ABCDEF l'hexagone demandé. £a menant deux rayons consécutifs OA, OB, on ob-
tient un triangle OAB qui est isocèle, et, par suite, dont les angles A et B sont égaux. Mais, si l'on remarque que le rayon BO prolongé passe par le sommet E de l'hexagone, on voit que l'angle inscrit ABE a pour mesure la moitié de l'arc AFE, c'est-à-dire une division de la circonférence; et comme l'angle au centre AOB a aussi pour mesure une de ces divisions AB, les deux angles ABO cl AOB sont égaux, et le trinnglo OAB est équilatéral. Donc, le côté de V hexagone inscrit dans un cercle est égal an rayon l\ de ce cercle.
Pour inscrire un hexagone régulier dans un cercle, il suffit, d'après cela, de porter six fois sur la circonférence une ouverture de compas égale au rayon, et de joindre les points de division consécutifs ainsi obtenus.
GotOLLAlRES.
232. En joignant de deux en deux les sommets de l'hexagone» on obtient le triangle équilatéral inscrit ACE. Le triangle rectangle ACD donne
AC'= ad' - CS' = 4R' - R» = 3R»,
d'où
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AiDSiy le côté du triangle équilntéral inscrit dans le cercle de
ngron R et/ égal à R^; son apothème OG est d'ailleurs égal à la moitié du rayoo, car la figure ^BCO est un losange.
233. En nicnani des langenies par les points B, D, F, on ' forme le triangle équilaiéral circonscrit A' CE', dont les côtés sont parallèles à ceux du triftigle équilatéral inscrit ACE. Le rapport de similitude de ces deux triangles est égal (^) à OB
c'esl-à-dire à 2. Ainsi, deux lignes homologues quelconques dans le triangle équilatéral circonscrit et dans le triangle équilatéral inscrit, sont doubles l'une de l'autre.
23''f. De rhexngone, on passe au dodécagone régulier inscrit en divisant en deux parties égales les arcs sous-tendus par les côtés deThexagone; on déduirait de même du dodécagone le polygone régulier de 24 côtés. . et ainsi de suite* On peut donc, avec la règ/e et le compas, inscrire les polygones réguliers de 3, 6> 12,2^,,,,, et en générai de 3.2* côtés.
PROBLÈME
* i35. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit dans un cercle donné, calculer le côté du polygone régulier inscrit d'un nomjbre de côtés double {Jîg. iG5}.
Fig. i65.
Soient ABssa le côté donné et R le rayon du cercle; CD étant le diamètre perpendiculaire à AB, AG sera le côté cherché, que nous désignerons par a'.
La corde AG est moyenne proportionnelle entre le diamètre CD et sa projection G£ = OC — 0£ sur ce diamètre; on a donc
= aR(R ^ OE) = R(2R aOE).
DigitizcG by Li(.)o^le
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Mais le triangle rectangle A£0 donne
On a donc flnaleineiit
(i) <i' = VR(aR- v^4H» — «').
£n particulier, lorsqu'on prend le ra^on pour unité, on a
'* On peut donner à cette relation une autre forme 'plus com- I mode pour le calcul numérique. Le produit de la somme
% + ^4 — par la différence » ^ ^^ — 4fif est égal k la différence des carrés de a et de v^4 ~ c'est-à-dire à
4^(4-a«) = rt'.
Far suite, on a
a 4- v^4""*' et enfin
Va -4- v^4 — PROBLÈME.
Î36. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit dans
un cercle donné, calculer le côté du polygone régulier circonscrit semblable {Jig, i66),
Fig. i66.
Soient AB = a le côté donné et R le rayon du cercle; menons la tangeAte CD au milieu F de l'arc AB et prolongeons-la jusqu'aux points G et D, où elle rencontre les rayons OA et OB prolongés. CD sera le côté cherché (222); désignons-le para.
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Les triangles semblables A0£, COF, donnent
mais on a (235) donc
CF OF a R
— = — ou — — — :
AE CE a UE'
2aR
V4tt* — a'
£n particulier, lorsqu'on prend le rayon pour unité, on a
SCOUB.
237. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit dans le cercle de rayon i , on pourra, par rapplication répétée de la formule (3) du n° 235 et de la formule (2) du n*> 236, n étant le nombre des côtés de ce premier polygone, calculer d'abord successivement les côtés et les périmètres des polygones réguliers inscrits de a», /^n, 81», i6n,,». côtés; et ensuite » les côtés et les périmètres des polygones réguliers circonscrits semblables. Voici les résultats qu'on obtient en prenant Tbexagone ponr point de départ.
Polygones légaliere inscrita.
Ronbn dM cdté*. Deml-périmètrea.
la 3,io58
Polygones réguliers circonscriU.
Nombre de» côtés. DemUpérimètrM
la 3,2i54
PROBLÈME
Calculer le rapport de la circonférence au diamètre
Le rapport ir ^e la circonférence au diamètre n'est autre que le nombre qui mesure la demi-circonférence de rayon 1. Pàr suite» le demi-périmètre de tout polygone inscrit dans cette Circonférence est ime valeur de n approchée par défaut, et le
l56 GÉOHÉTIIIB PLANS.
demi-périmètre de loui polygone circonscrit est une valeur de TT approchée par excès.
D'après cela, si l'on calcule (237), en parlant de l'iiexagone régulier inscrit, les denii-périniètres des polygones réguliers inscrits de 12, 24, 4^, 96,. . . côtés, les nombres obtenus seront des valeurs par défaut de plus en plus voisines de tt. Et de même, si Ton calcule (237) les demi-périmètres des polygones réguliers circonscrits de 6, 12, 24» 4^» 96». • • côtés» on aura des valeurs par excès de plus en plus voisines de tt. On trouve ainsi 3,i4io et 3,1427 pour les demi-périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit de 96 côtés; on con- . dut de là qu,e it est renfermé entre ces deux nombres, et que 3,142 est sa valeur à moins d'un millième.
Cest de cette manière qu'Arcbimède, le plus grand géomètre de Tantiquité, qui vivait à Syracuse 25o ans avant Jésus-Christ, et auquel appartient la gloire d'avoir trouvé le premier le rapport de la circonférence au diamètre, a prouvé que ir était compris entre
oH = 3,140... et in = — = 3,142...
Voici les valeurs par défaut de tt et de son inverse avec 10 décimales exactes :
^ n est indispensable de retenir par cœur les cinq ou six premiers chiffres de chacun de ces nombres.
PROBLÈME
239. Calculer la longueur d'une circonférence de m^n donné f et, inversement, calculer le rayon d'une circonférence • dont la longueur est connue.
£a donnant à la formule — = n les deux formes
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rence, il faut multiplier par le nombre tt le double de la longueur du rayons s" que pour calculer le rayon d'une circonfé^
renée, il faut diviser par tt ou multiplier par ~ la moitié de la
longueur de la circonférence.
Exemples :
i<> Quelle est la circonférence d'une roue de voiture dont le rayon est de o",657
En molUpHani le rayon o<*,65 par 6,28 qui est la valeur de 2ir à moins d'un centième» on trouve pour la circonférence cherctiée 4""»^ ^ moins d'un centimètre.
s" Quel est le rayon du méridien de Paris?
On sait que la demi-circonférence de ce méridien est de aooooooo de mètres; en multipliant ce nombre par o^SiSSogg,
qui est la valeur <le ;^ à moins de j dix^millionième, on trouve
pour le rajon cherché 63G6 197 mètres à moins de 1 mètre.
240. La longueur de l'arc de 180 degrés dans le cercle de rayon R, c'est-à-dire de la demi -circonférence» étant ttR, la
longueur de l'arc de i degré sera et» par suite» la lonr-
gueur l de l'arc de n degrés dans le cercle de rayon 11 a pour expression
- ttR/i f ~~ — — . •
ibo
Celle formule el les deux suivantes,
180/ „ 180/ ttR Ttn
qu'on en déduit, servent à calculer l'une quelconque des trois quantités /» n, R» lorsqu'on connaît les deux autres. Exemples :
Sur une circonférence dont le rayon a o",90, quelle est • la longueur de l'arc de a5'*4^' ^ On a ici
3 io3
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et par suite
io3
««Oigo , ^^^^ io3.3,i4 „ ,
^ Quel est l'are dont la longueur est égale au rayon P La seconde des formules qui précèdent donne pour le nombre de degrés de cet arc
Il =:i~^= 180° X 0,81830988... =57»iy44",8o..
3° Quel est le rayon du cercle dans lequel l'arc de 3o degrés vaut I mètre?
La troisième formule donne
R = = - = 6.o,3i83 = i",9io.
SCOUB.
241. Deux arcs semblables , c'est-à-dire deux arcs qui répondent à des angles au centre égaux dans des cercles différents» ou qui ont le même nombre de degrés, sont proportionnels à leurs rajrons.
En effet, soient / et l' les longueurs des deux arcs, R et R' leurs rayons, 0 el O' les angles au centre égaux qui correspondent à ces arcs; on a
airK ~ 4 droits* awR' "~ 4 droits'
d'oùy en divisant membre à membre et observant que Oz=(y^
EXERQGES.
1, En joignant de deux en deux les sommets d'un pentagone régulier ou en prolongeant ses côtés de deux en deux, les points d'intersection obtenus foraient intérieurement ou eitérieniemadt un autre pentagone régulier.
2. Si l'on prolonge deux côtés AB et CD d'un polygone régulier de centre 0, séparés par un seul côté BC, jusqu'à leur rencontre en £, le qoadrilaÀre ÂEGO est inscriptible.
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3. Prouver qu'on peut exécuter un pavage, soit avec des triangles équilatéraux, soit avec des carrés, soit avec des hexagones réguliers. — On no peut le faire en employant des pentagones réguliers ou des polygones réguliers de plus de six c^tés.
4. On peut exécuter un pavage, soit en assemblant à la fois des carrés et des octogones réguliers de même côté, soit en assemblant des triangles équilatéraux et des dodécagones réguliers de même côté, soit en assemblant des décagones et des pentagones réguliers de même côté.
5. Un polygone équilatéral inscrit dans un cercle est régulier. — Un polygone équilatéral circonscrit à un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair,
6. Un polygone équianglo inscrit dans un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair. — Un polygone équiangle circonscrit à un cercle est régulier.
7. La somme des distances d'un point pris à l'intérieur d'un polygone régulier aux m côtés de ce polygone est égale à m fois l'apothème. — Considérer le cas où le point choisi est extérieur.
8. Deux diagon;iles d'un pentagone régulier qui n'aboutissent pas au même sommet se coupent en moyenne et extrême raison.
9. Si d'un point P du cercle circonscrit à un triangle équilatéral ABC
on mène des droites à ses sommets, la somme PA + PB + PC est constante. — Si ABCP, A'B'C'P', sont deux cercles concentriques dans les» quels soient inscrits les triangles équilatéraux ABC, A'B'G'« on a
ÂP' V Bf' 4- CP'' = H-BT* + C^* .
10. Sur une droite donnée comme côté, décrire un octogone régulier.
11. Inscrire un triangle équilatéral dans un carré donné, en plaçant l'un de ses sommets soit en Pun des sommets du carré donné, soit an milieu d'un de ses côtés.
12. Trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances aux sommets d^un polygone régulier est constante et égale à un carré
donné.
13. Sur le diamètre AB d'un cercle 0, on construit un triangle équilatéral ABC : on divise AB en n parties égales, et l'on joint le sommet C à l'extrémité D do la seconde division ; CD prolongée coupe le cercle en F, et l'on demande de calculer la corde AF. — Examiner les cas particuliers de « = 3, 4, 6.
14. Inscrire diins un triangle équilatéral donné trois cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du côté du triangle.
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15. Djns deux ci rconfé ronces de rayons différents, le rapport des angles au contre qui intercepiuut des arcs de même longueur est égal au rapport inverse des rayons.
16. Démontrer que t: est compris entre 3 et 4, par la considération des périmètres de l'hexagone régulier inscrit et du carré circonscrit.
47. OnoUo erreur commel-on en remplaçant la demi-circonférence d'un cer( 1" ;)ar la somme des c^tés du triangle équiialéral et du carré inscrits dans ce cercle?
18, Si deux circonférences sont tangentes intérieurement à une troisième circonlércnce, et si la somme de luurs rayons est égale à celui de cette troisième circonférence, l'arc compris entre leurs points de contact sur la grande circonférence est égal à la .sounne des arcs res[>ectivement compris sur les circonférences intérieures entre leur point de rencontre le plus rapproché de la grande circonférence et les mêmes points de contact.
19. Si l'on décrit deux demi-cercles égaux sur le diamètre d'un demicercle donné, et si l'on inscrit un cercle dans l'espace compris entre les trois demi-circonférences, le diamètre de ce cercle est à celui des cercles égaux dans le rapport de a à 3.
OlJi:STIOI¥S PROPOSÉES
SDR LE IBOISiftilS UYBB.
1 . Si un triangle circonscrit à un triangle fixe se meut en restant semblable à lui*meme, un point quelconque de son plan décrit une circonférence.
2. Mener à un cercle donné, par deux points donnés extérieurement,
deux sécantes qui se coupent sur le cercle, et dont les deux autres points d'intersection avec la circonférence déterminent une corde parallèle à une direction donnée.
3. Les diagonales ÂC, BD, d'un quadrilatère inscrit ABQ) se coupent en E. Démontrer qu'on a
AB^BC _ BE AD7DC~EU
4. Si un carré DEGF est inscrit dans un triangle rectangle ÂBC^ de manière qu'un côté DE du carré coïncide avec l'hypoténuse BC, ce côté est moyen proportionnel entre les deux segments BD et £C de l'hypoténuse.
5. Soit ÂBC un triangle inscrit. On mène dans ce triangle la paral-
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lèle BD à la tangente en A au cercle circonscrit, jusqu'à sa rencontre D avec le c6té.AC proloiigé s*il le faut; démontrer que
Âb'=:ÂG.AD.
6. Étant donnés un parallélogramme ABCD et deux points P et Q sur les côtés AD et CD, si l'on mène par ces points, dans unorlireclion quelconque, deux parallèles qui rencontrent respectivement en M et en M' les deux côtés AB et CB, le produit AM.CM' es> constant.
Inscrire un carré dans un triangle. — Discussion
8. Sur la ïase BC d'un triangle ABC, on décrit extérieurement au triangle un carré BCDE; on mène les droites AD et AE qui coupent BC en P et en Q : démontrer que PQ est égal au côté du carré inscrit dans le triangle ABC et reposant sur BC.
9. a, b, r, désignant les longueurs des trois côtés d'un triangle, Pj y, r, celles des trois hauteurs; x, r, 2, les côtés des trois carrés inscrits ; •2?', y, z'f les côtés des trois carrés ex-inscrits^ démontrer les relations
ar p a y* q o Z r c
10. La distance d'un point M d'une circonférence à une corde quelconque est la moyenne proportionnelle des distances du même point aux tangentes menées par les extrémités de la corde considérée.
11. Si, d'un point pris dans le plan d'un polygone, on abaisse des perpendiculaires sur tous ses côtés, les deux sommes des carrés des segments déterminés pris alternatiYoment sont égales.
12. Dans tout triangle ABC, le produit des distances xles pointe B et G à la bissectrice de Tangle mtérieur A est égal au carré de la moilié de BC, diminué du carré de la demi-différence des côtés AB et AG ; de même, le produit des distances des points B et G à la bissectrice de l'angle extérieur A est égal au carré de la demi-somme des côtés AB et AG, diminué du carré de la moitié de BG.
13. Le sommet A d'un rectangle ABCD est fixe, les sommets B et D se meuvent sur un môme cercle; quel est le lieu du sommet G opposé au
, sommet A?
14. Trouver le lieu des points qui partagent les diverses cordes d'un cercle donné en deux segments (additib ou soustractifs) dont le produit soit constant.
Itf. Dans tout trapèse, la diiSftrence des carrés des diagonales est à la
tt
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dîfféFence des carréB des côtés non parallèles comme la somme des côtés parallèles est & leur diflérence.
16. Calculer les diagonales d'un trapèze, connaissant ses quatre côtés.
17. Si Ton mène une tangente à un cercle, la partie de cette tangenic interceptée par les tangentes menées aux extrémités d*un môme diamètre est divisée au point de contact en deux segments dont le produit est égal au carré du rayon.
18. Deux cercles sont tangents en 0; par le point 0, on mène à angle droit l'une sur Tautre les sécantes communes POP', QOQ'; A et À' étant les points où la ligne des centres coupe les deux cercles, démontrer la relation
19. AOB est un quadrant; si l'on tire la corde Qq parallèle à ia corde AB, jusqu'à ses points de rencontre R et r avec les rayons OA et OB, oii a
QR* + Qr'=ÂB'*
20. Soit un demi-cercle décrit sur AB; deux cordes quelconques AD et BG se coupent en F : démontrer que Âb' = AD. AP + BC.BP.
21 . Dans un triangle quelconque ABC, soient M le milieu de la base BG, I son point de contact avec le cercle inscrit au triangle, H et K les points de rencontre de la hauteur et de la bissectrice issues du sommet A avec BG ; démontrer la relation
MI.HIsMH.KI.
22. R, r, p,, p.^, p., étant les rayons du cercle circonscrit, du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits à un trian<;lc quelconque, et o.^, Oj, éteint les disUinces du centre du cercle circonscrit aux centres des cercles inscrit et ex-inscrits, démontrer les relations
R« = 1^4- aRr = ^ « aRp, = ^1 aBp, g ^ i aRp,= ° '
23. Si ABCD est un parallélogramme, et si Von décrit un cercle passant par A et coupant respectivement en F, H, G, les côtés AB et AD et la diagonale AC, démontrer la relation
AB. AF+ AD. AH = AG. A
"IL Dans tout triangle, la sonune des perpendiculaires abaissées du centre du cercle circonscrit sur les trois côtés est égale à la somme des rayons des cercles inscrit et circonscrit.
25. Étant donnés un angle et un point situé dans cet angle, construire
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un triangle qui ait l un de ses sommets en ce point, ses doux autres sommets situés respectivement sur les côtés de l'angle donné, et qui soit semblable à un triangle donné.
Dans un cercle donn<^, inscrire un triangle
1° Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres I côtés passant respectivement par deux points donnés sur cette droite;
2" Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres côtés passant respectivement par deux poiuts donnés d'une manière quelconque ;
3" Tel que ses trois côtés passent respectivement par trois points donnés d'une manière quelconque.
27. Construire un triangle, connaissant la produit de deux côtés, la médiane relative au troisième côté et la dilférence des angles adjacents à 06 cKiié.
28. Construire un triangle, connaissant un angle, la hauteur relative au côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés.
29. Par deux points donnés, mener à une circonférence donnée deux sécantes qui se cuu[)ent sur la circonférence, et dont les deux autres points d'intersection déterminent une corde parallèle à la droite qui joint les deux points donnés.
30. Étant données trois circonférences concentriques, construire un triangle semblable à un triangle donné et qui ait ses sommets respectivement situés sur les trois circonférences données.
31. Partager une droite donnée en trois parties telles, que la première et la seconde soient dans le rapport de deux droites données M et N, et la seconde et la troisième dans le rapport de deux autres droites données P et Q.
32. Déterminer le point dont les distances aux trois côtés d'un triangle sont proportionnelles à trois droites données.
33. Construire un trapèze, connaissant les deux diagonales et les deux f côtés non parallèles.
34. Si Ton rapporte un polygone régulier à deux axes coordonnés, les coordonnées de son centre sont respectivement les moyennes arithmétiques des coordonnées de ses ditférents sommets par rapport aux axes considérés, ~ Application au triangle équilatéral.
35. Si des sommets d'un triangle équilatéral inscrit, on mène des perpendiculaires sur un diamètre du cercle circonscrit, l'ordonnée qui tombe d'un côté de ce diamètre est égale à la somme des deux ordonnées qui tombent de l'autre côté ; de même, l'abscisse qui tombe d'un côté du centre est égale à la somme des deux abscisses qui tombent de l'autre côté.
ZI
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36. Inscrire un carré dans l'espace compris entre deux cercles sécants .égaux.
37. Sur une droite donnée comme diagonale, décrire un parallélogramme dont les angles soient doubles l'un de l'autre. — Déduire de la solution de ce problème un moyen d'opérer la trisection de l'angle droit.
38. Connaissant le rapport du périmètre d'un polygone régulier inscrit au périmètre du polygone régulier circonscrit semblable, calculer les périmètres de ces deux polygones en prenant pour unité le diamètre du cercle doîmé.
39. Inscrire dans un carré donné quatre cercles égaux tangents entre eux^ et déterminer leur rayon en fonction du cété du carré.
40. Inscrire dans un cercle donné m cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du rayon du cercle donné et de la corde qui sous-tend la parlie de sa circonférence.
41. Soient dans un cercle 0 le diamètre .\B et la corde AC égale au rayon ; menons le rayon OD perpendiculaire sur AC, et prolongeons-le jusqu'à son point de rencontre en B avec la tangente en A ; portons à partir du point B sur cette tangente, et dans le sens EA, une longueur BP égale à trois fois le rayon OA;'puis, menons la droite PB. Quelle erreur commet^n en remplaçant par cette droite la demi-circonférence OA?
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LIVRE IV
LES AIBES.
Programme officiel : Mesure des aire^ : aire du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du trapèze, d'un polygone quelconque, — Théorème du carré construit sur l'hypoté-
. nuse d'un triangle rectangle,
DEFINITIONS
On appelle €tire l'étendue d'une portion limitée de 6urface; Il y a entre Vaire et la surface une dlfTérence analogue à celle qui existe entre la longueur et la ligne. Les mots ligne et surface sont relatifs & lajfbrme, tandis que les mots longueur et €âre sont relatifs à V étendue,
' Quand deux figures peuvent coïncider, elles sont égales. Quand deux figures non superposables ont des aires égales, on dit qu'elles sont équivalentes,
243. Un côlé quelconque d'un triangle étant pris pour base, ]9i hauteur du triangle est la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur la base.
Un côté quelconque d'un parallélogramme étant pris pour base, la hauteur du parallélogramme est la 'distance constante (68) qui existe entre sa base et le côté opposé.
D'après cela, les deux côtés adjacents d'un rectangle constituent indifféremment sa base et sa hauteur, et rèçoivent le nom de dimensions de la figure.
Les bases d'un trapèze sont ses deux côtés parallèles, et sa hauteur est la distance constante de ces deux côtés.
On dit qu'une grandeur M est à la fois proportionnelle à plusieurs autres grandeurs A, B, G, lorsque ces dernières
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grandeurs, saui une, restant consiaïues, la grandeur M est proportionnelle à celle qui varie ( 121 ).
Lorsqu'une grandeur M est proportionnelle à plusieurs
autres grandeurs A, B, C, le rapport de deux valeurs quelconques de la grandeur M est égal au produit des rapports des valeurs correspondantes des autres grandeurs» Ainsi, soient
deux séries de valeurs correspondantes des grandeurs M, A, B, C, obtenues en rapportant ciiaque grandeur à une unité de son espèce. On aura
m abc
En effet, soient m, la valeur de M qui correspond aux valeurs b, c, de A, B, C, et m, celle qui répond à a', b', c; on aura, d'après la définition du n*" 244,
iw a /Wi b wij c
mi a'' m, b'^ m' 7'
En multipliant ces trois égalités membre à membre et simplifiant, on trouTO
m abc
m* oS y c'
THÉORÈME
2'V6. Vaire d'un rectangle de base constante est proportionnelle à sa hauteur; en d'autres termes, le rapport de deux rectan^ide même base est égal au ifapport de leurs hauteurs.
Pour démontrer ce théorème, il suffit ( 125) de prouver:
1° Que, si deux rectangles ABCD, A'B'C'D', de même
base AB r= A'B' [fig. 167 ), ont des hauteurs égales AD et A'D', ces deux rectangles sont égaux;
2« Que, si trois rectangles ABGH, A'B'C'D', E'F'G'ir ( Jîg. 1 67 ), de même base AB = A'B' r= E'F', sont tels, que la hauteur AU du premier soit la somme des hauteurs A'i)', £'H', des deux
LITRB IV. LES AIRES
autres, le premier rectangle est égal à la somme des deux autres.
Or, la première partie est évidente, puisque, les deux rectangles ABCD,A'B'GD% sont superposables. Quant à la seconde
Fig. 167.
partie, pour la démontrer, il suffit d'observer que, si Ton prend sur AH une loAgueur AD égale A'D', et si l'on n\ènc la parallèle DC à AB, DU sera égale à E U' en vertu de l'hypothèse; par suite, le rectangle ABGH se trouvera décomposé en deux rectangles ABCD, DCGH, respectivement égaux aux rectangles A'B'li'D',E'FG'H'.
OoBOLLAIBSS.
247. Comme on peut échanger la base et la hauteur d'un rectangle (â&3), on peut dire aussi que le rapport de deux rectan^es de même hauteur est égal au rapport de leurs bases*
248. En rapprochant les deux derniers énoncés et ayant égard à la dériiiiiion donnée au n" 2V'i-, on peut dire que l'aire d'un rectangle est à la fois proportionnelle à sa ba^e et à sa hauteur.
Donc (245), le rapport des aires de deux rectangles quel" conques est égal au produit des rapports de leurs bases et de leurs hauteurs; en d'autres termes, deux rectangles quelconques sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur*
249. L'aire d'un rectangle a pour mesure le produit du nombre qui mesure sa base par le nombre qui mesure sa hauteur, lorsque l'on prend pour unité d*aire le carré construit
sur Vunité de longueur* «
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£o effet, soient [fig» 167 ) AB6H le rectangle à mesurer, et A'B'C'D' le carré dont le côté Â'B' = kiy représente l'unité de longueur. On aura ( 348 )
ABGTT _ AB AH A'B'C i)' ~ A'B' A'B'*
Or, le premier membre de cette relation est égal au nombre qui mesure Taire ABGH (119), et les rapports qui composent le second' membre sont respectivement égaux aux nombres qui mesurent la base et la hauteur du rectangle proposé. Donc, dans le système d*unités adopté, le nombre qui mesure Taire du rectangle est égal au produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur. Ainsi, en désignant ces trois nombres pâr S, B, H, on a la formule
Comme ce théorème est d'un usage irès-fréquent, on préfère l'énoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte, en disant simplement : L'aire du rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur,
SCOLR.
250. L'aire d'un carré est égale au carré de son côté; de là, le nom de cané donné à la seconde puissance d'un nombre.
ExuPLXB
1* Quelle est l'aire d'un rectangle dont la bate est égale à 2", 34 et la hauteur à 3*^,19?
On a pour l'aire- demandée :
ou 7 mètres carrés, 4^ décimètres carrés, 4^ centimètres carrés.
Jl a fallu tS rouleaux de papier, de 10 mètres de longueur chacun sur o'",6o de largeur^ pour tapisser une paroi reetan^ gulaire de 18*^, 25 de largeur : quelle est la hauteur de cette paroi?
L'aire du rectangle considéré est
Oigitized by
FF) E C
Soit {Ji^. 168) le parallélogramme ABCD. On obtient le rectangle de même base et de même hauteur, en menant des exirémités de la base AB sur le côté opposé les perpendiculaires AF et BE. Pour démontrer le théorème énoncé, il suffit alors (2'i.9 ) de prouver l'équivalence du parallélogramme ABCD et du rectangle ABEF. Le trapèze ABEl) est une partie commune à ces deux figures; il reste donc à comparer les parties non communes BEC, AFD. Or, ces parties non communes sont des triangles rectangles égaux, comme ayant l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal, savoir : BC = AD comme côtés opposés d'un parallélogramme, et B£ = AF pour la même raison.
253. En désignant par S, B, H les trois nombres qui mesurent respectivement l'aire d'un parallélogramme, sa base et sa hauteur, on a la i'ormule
Donc :
Deux paraîlélogramiM» de même hase et de même hauteur sont équivalents; deux parallélogrammes sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux pa-
rallélofçrammes de même base sont entre eux comme leurs hou»
leurs; deux parallélogrammes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
lyo géom£tri£ plane.
THÉORÈME
25&. Vaire d'un triangle a pour mesure la moitié du pro^ duit de sa base par sa hauteur.
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de prouver que tout triangle est la moitié du parallélogramme de même base et de
même hauteur.
Soit le triangle ABC {Jig* 169). On oblienl un parallélogramme de même base B(] et de même hauteur AE, en menant, par les sommets A et C du irianfîle, des parallèles AD et CD aux rôles opposés. Le triangle A1?C c^si la moilié de ce parallélogramme ABC.D, car tout parallclograninie est partagé par une de ses diagonales en deux triangles égaux (33), Donc, l'aire du parallélogramme ABCD étant égale au produit de sa base BC par sa hauteur AE {*25*2), l'aire du triangle AIîC sera égale à la moitié du produit de sa base BC par sa hauteur A£.
CoaOLLAIBBS.
255. En désignant par S, B, II, les trois nombres qui mesurent respectivement l'aire du triangle, sa base et sa hauteur, on a la formule
Donc:
Deux triangles de même base et de même hauteur sont équivalents; deux triangles sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur haulriir; deux triangles de même base sont entre eux comme leurs /uutfeurs^ deux triangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
S56. Quand le triangle est équilatéral, son aire s'exprime en fonction de son côté rt, La hauteur du triangle lombanl alors au milieu de sa base.
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on a en effet
rs/3
et la formule
devient
EznPLB. — Quelle est l'àire du triante équilaUral de 1 mètre de côté ?
Ona
4 4 à I centimètre carré près.
257. Pour évaluer l'aire d'un polyf;one> il suffit de décomposer ce polygone en triangles, de calculer les aires de ces triangles et de faire la somme des nombres ainsi obtenus.
^ THÉORÈME
258. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit de la demi-^omme de ses bases par sa hauteur.
Soit le trapèze ABCD {Jig, 170). En menant la diagonale BC, on le partage en deux triangles ABC, BCD, qui ont pour hauteur commune la hauteur ËF du trapèze, et pour bases res-
pectives les bases mêmes du trapèze. L'aire du premier est AB CD
égale à — • ËF, celle du second à • EF. En ajoutant ces deux expressions, on trouve, pour l'aire du trapèze.
StOLIES.
259. En désignant par S, B, b. H, les nombres qui mesurent respectivement Taire d'un trapèze, ses deux bases et sa hauteur, on a la formule
260. Menons par le point G {fig. 170), milieu du rùié x\C, une parallèle GH aux deux bases du trapèze. Cette purailèle coupera le côté BD et la diagonale BC en leurs milieux U et L (169). On aura donc'
_ AB CD , , ^ A- /-II AB-+-CD
GL = — > LH = — > c est-a-dire GII =
a ai a
La droite qui joint les milieux des côtés non parallèles d'un trapèze est donc égale à la demi-somme de ses bases, et l'on peut dire par suite que l'aire d'un trapèze est égale au produit de sa hauteur par la droite qui joint les milieux de ses côtés non parallèles*
S61. Nous avons dit au SS7 que, pour évaluer Taire d'un polygone, on décomposait ce polygone en triangles. Plus généralement, il suffit de le décomposer en parties que Ton sache mesurer, et de faire ensuite la somme des aires partielles. Voici un procédé de décomposition très-usité, principalement sur le terrain.
On mène la plus f,^rande diagonale A¥ {Jîfr. 171) du polygone proposé. Puis, a l'ciide des perpendiculaires BN, CP, DQ, ER, HO, GQ, abaissées des sommets extérieurs sur cette diagonale, on décompose le polygone en triangles et en trapèzes
Fig. 171.
rectangles» En mesurant ces diverses perpendiculaires et les distances mutuelles de leurs pieds sur AF» on aura tous les éléments nécessaires pour calculer les aires partielles dont le polygone considéré est la somme.
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THÉOHÈiMI':.
262. Le carré construit sur l'hypoténuse d*un triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés construits sur les
Soii le triangle ACC reciangle en A ; soient les carrés ABDE, ACfG, BCIIK, conslniils sur ses trois cotés. L'angle en A étant droit, le côté AE du carré ABDE sera le prolongement du côlé GA du triangle, et le côté du carré ACFG sera le prolongement du côté BA.
Ceci posé, abaissons sur Thypoténuse BG la perpendiculaire AL, et prolongeons-la jusqu'en I où elle coupe le côlé KH; menons les droites AK et DG. Le triangle ABK a même base BK que le rectangle BKIL, et il a aussi même hauteur, puisque son sommet A se trouve sur la droite IL : le triangle ABK équivaut donc (254) à la moitié du rectangle BKIL. De même, le triangle BCD équivaut à la moitié du carré ABDE, car il a la même base BD et même hauteur, puisque son sommet G se trouve sur la droite £A. D'ailleurs, les deux triangles ABK et BDG sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun h chacun, savoir : Tangle ABK égal à l'angle CBD, comme formés tous deux d'un angle droit et de l'angle ABC du triangle donné ; le côlé BK égal au coté BC comme côtés d'un même carré, le côté AB égal au côté BD pour la même raison. De l'égalité des deux triangles ABK et BDG, on conclut l'équivalence du rectangle BKIL et du carré
On démontrerait d'une manière analogue, en menant les
ABDE.
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droites AH et BF, Téquivalence du rectangle GUH et du carré ACFG.
Le carré BGHK, somme des deux rectangles BKIL etCHIL, est donc équivalent à la somme des deux carrés ApDE et ACFG.
SCOLIBS.
263. On peut donner du tliéorème qui précède une autre démonstration qui montre comment on peut décomposer effettivement\e carré construit suri'tiypoténuseen parties capables de recouvrir les carrés construits sur les côtés.
l Fig. 173.
Soit {fig. 173) le iriaiigle ABC rectangle en A. Sur l'hjpolénuse B(>, ronslruisons 1(3 carré JiClllv. Des sommets H et K, abaissons sur le coté Aiî et sur son prolongement les perpendiculaires IIG et Kl; des sommets C et K, menons à ce même côté, jusqu'à la rencontre de HG, les parallèles CF et KL.
Les quatre triangles rectangles ABC, CFH, HLK, KIB, sont égaux, comme ayant l'hypoiénuse égale et un angle aigu égal. GIKL et ACFG sont donc les carrés construits sur les côtés AB et AC du triangle donné. La Ogure montre alors immédiatement que, si l'on enlève les deux triangles HCF, HLK, qui, avec le pentagone irrégulier CFLKB, constituent le carré construit sur rbypoténuse, pour les placer en GAB ei.BKI, on formera, avec les trois mêmes parties disposées de cette nouvelle façon, la figure ACFLKI, qui est précisément la somme des deux carrés construits sur les deux côtés de Tangle droit.
264'. Enfin, on peut déduire le théorème précédent de celui du n*" 200. Car, puisque l'aire du rnrré construit sur une droite a pour mesure le carré du nombre abstrait qui mesure la longueur de cette droite, on volt que le théorème du 200 ex-
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prime que la mesure du carré construit sur l'hypoténuse est égale à la somme des mesures des carrés construits sur les côtés de l'angle droit, et par suite que le premier carré équivaut à la somme des deux autres. Inversement, on passerait du point de vue concret au point de vue absirait, c'est-à-dire I du 262 au n* 200, en remplaçant les aires des carrés par leurs mesures respectives.
La même remarque s'applique aux diverses relations numériques que nous avons démontrées dans le § III du livre UI, entre les divers éléments d'un triangle, rapportés à une unité commune. De ces relations, résultent immédiatement autant de tliéorèmes sur les aires; et l'on pourrait inversement donner des démonstraiions directes de ces derniers théorèmes et en déduire ensuite les relations numériques correspondantes.
PROBLÈME
265. Construire un triangle équivalent à un polygone donné {fig- «74).
Soit par exemple le pentagone ABCDE {fg. 174). En menant la diagonale £G, on détache de ce pentagone le triangle ECD. Si par le sommet D on mène alors une parallèle DF à la diagonale EC, tous les triangles qui auront EC pour base cl leurs sommets sur DF seront équivalents au triangle ECD (255), et formeront avec le quadrilatère ECBA un polygone équivalent au pentagone proposé. Or, pour que le nouveau polygone AfiCFE ait un sommet de moins, il $ufiit de choisir
Fig. 174.
parmi tous ces triangles celui dont le sommet est en F, à la rencontre de la parallèle DF et du côte B(] prolongé.
La construction indiquée permettant de transformer un polygone quelconque en un polygone équivalent, mais aj/uni un :
côté de moins, on arrivera toujours, en la répétant, à un triangle équivalent au polygone proposé.
SCOLIB.
266. Le problème procédenl fournit un nouveau moyen pour évaluer l'aire d'un {jolygone; on peut, en elTcl, transformer le polygone considéré en un triangle équivalent, puis calculer l'aire de ce iriiingle.
I Appliquons ce procédé à la recherche de l'aire du trapèze.
Soit (/g. 176) un trapèze quelconque ABCD/ Menons la diagonale DB et la parallèle CE à cette diagonale jusqu'à la rencontre de la base AB prolongée.
Le triangle ADE sera équivalent au trapèze ABCD. Il a d'ailleurs même hauteur DF, et sa base AE est la somme des deux bases du trapèze. On retombe ainsi sur la mesure connue (258).
PROBLÈME
Construire un carré équivalent à un poljgone donné
Supposons d'abord qu'on veuille construire un carré équivalent à un triangle donné. Soient X le côté de ce carré, B et H la base et la hauteur du triangle proposé. On devra avoir (250, 254)
Le côté du carré cherché sera donc une moyenne proportionnelle à la moitié de la base du triangle et à sa hauteur.
S'il s'agit d'un parallélogramme, d'un trapèze, et, en général, d'un polygone dont Taire soit exprimée par le produit de deux lignes, il suffira de chercher la moyenne proportionnelle à ces deux lignes. On obtiendra ainsi le côté du carré équivalent.
Dans loat autre cas, on transformera le polygone donné en un triangle équivahîni (2G5), et on cherchera le carré équivalent à ce triangle, comme on vient de le dire.
UTBB nr. U8 ÀIRB8. I77
EXERaCES.
1. Étant donné un trapèze ABCD dont les hases AB et CD sont respectivement égales à 5 et à 3 mètres, on demande de déterminer le point I de la diagonale AC par lequel passe la droite EF qui, parallèle au côté AP, divise le trapèze en deux parties AEFD, EBCt", dont le rapport est celui de a à 3.
2. Les bases d'un trapèze étant respectivement égales à 7 et a la mètres, calculer la longueur de la droite parallèle aux bases, qui divise le trapèze en deux parties équivalentes.
3. Chercher l'expression de l'aire d'un trapèze, en |e considârant comme la différence des deux triangles obtenus en prolongeant jusqu'àleur rencontre les deux côtés non parallèles.
4. Étant données les bases et la hauteur d'un trapèze, calculer les aires des deux triangles dont il est la différence.
5. L'aire d'un trapèze est égale à la moitié du produit d'un de ses côtés non parallèles par la perpendiculaire abaissée du milieu de l'autre * côté sur -le premier.
6. Par un point pris sur la bissectrice d'un angle, mener une droite ^ telle, que la partie interceptée par les côtés de l'angle soit minimum ou qu'il en soit de même de l'aire du triangle déterminé.
7. Dans un angle donné, mener une droite minimum qui intercepte un * triangle dont Taire soit équivalente à un carré donné.
8. Les deux triangles opposés, qu'on forme en joignant un point pris dans Pintérieur d'un parallélogramme i ses quatre sommets, équÎTaîent ensemble à la moitié du parallélogramme.
9. Le triangle formé en joignant le milieu d'un des côtés non parai* J^ lèles d'un trapèze aux extrémités du côté opposé, équivaut à la moitié do trapèze.
10. Si, par le milieu E de la diagonale BD d'un quatrilatère ABCD, on • mène la parallèle lŒG à la seconde diagonale AC, démontrer que la droite AG divise le quadrilatère en deux parties équivalentes.
H. Si les diagonales d'un quatrilatère inscrit se coupent à angle droit, la somme des produits des côtés opposés représente une aire double de celle du quadrilatère donné.
12. F étant un point pris dans le plan d'un parallélogramme ABCD, démontrer que le triangle PED est équivalent à la somme des triangles
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II
Programme officiel : y^ivr d'un polyç^onc n'i^ulier. — jiire du
cercle et du secteur circulaire.
DÉFINITIONS
268. Un secteur circulaire est la portion de cercle comprise entre un arc ACDB et les rayons AO, OB, menés aux extrémités de cet arc {Jig. 176).
Un secteur polygonal régulier est la portion de plan comprise entre une ligne brisée régulière ACDB et les rayons OA, OB, menés du centre 0 de cette ligne (225) à ses extrémités. En divisant en un nombre quelconque de parties égales l'arc AB du secteur circulaire OAB et joignant les points de division, on obtient un secteur polygonal régulier OACDB inscrit dans le secteur circulaire.
Fig. 176. Fig. 177.
THÉOBÈMB.
209, L'aire d'un polygone régulier a pour mesure le produit de son périmètre par la moitié de l'apoUième {Jig, 177 )•
En effet, en joignantlecentreO du polygone régulier ABGDEF
à tous ses sommets, on décompose ce polygone en triangles OAÏi, OBC, qui ont respeclivemeni pour bases les côtés AB, BC,..., FA, el pour hauteur commune l'apothème OG. La somme des aires de ces triangles, c'est- à-dire l'aire du polygone, a donc pour mesure le produit de la somme des côtés AB, BC,..., FA, par la moitié de l'apothème OG, c'est-à-dire le produit du périmètre par la moitié de l'apothème.
£n désignant par S, p, a, l'aire, le périmètre et l'apothème
LIVRE IV. — LES AIRES
du polygone proposé, on a la formule
SCOLIBS.
270. Par un raisonnement identique à celui du n* 269, on prouverait que ^aire ittm secteur polygonal régulier OÂGDB {fig, 176) a pour mesure le produit du périmètre de la ligne brisée régulière AGDB par la moitié de Vapothème 01.
Le même raisonnement prouve encore que Vaire de tout poly gone circonscriptihle à un cercle a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par le rayon du cercle inscrits car cette aire est la somme de tous les triangles qui ont pour sommet commun le centre du cercle inscrit et pour bases respectives les divers côtés du polygone, triangles qui ont tous pour hauteur le rayon du cercle.
THÉORÈME
971. L'aire cTiui cercle a poisr mesure le produit de sa cir» conférence par la moitié du rayon.
L'aire du cercle est la limite des aires des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés croît indéfiniment. D'après cela, soient S, C, R, l'aire, la circonférence et le rayon du cercle considéré, et s, p, a, l'aire, le périmètre et l'apothème d'un polygone régulier inscrit dans ce cercle. On a (209)
Lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés du polygone régulier inscrit, s tend vers S, p vers G et a vers R. On a donc, à la limite.
272. £n remplaçant dàns la relation précédente la circonférence G par sa valeur 1
Corollaires.
G=27rR,
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on obtient la nouvelle formule
(3) S = irR',
qu'H faut retenir par coeur et qui montre :
1° Que, pour calculer iaire d'un cercle de rayon donné , il faut multiplier par 7: le carré du rayon;
2? Que, pour calculer le rayon d'un cercle d'aire donnée, il
faut multiplier por^ ou diviser par tt le nombre qui exprime
celte aire, et extraire la racine carrée du résultat.
Si, au lieu d'éliminer C mire les relalioiis (1.) et (2), on élimine R| on trouve la formule
(4) 8 = fi.
qui permet de calculer directement la surface, connaissant la circonférence; ou la circonférence, connaissant la surface. Cette formule est beaucoup moins usuelle que les précédentes.
Exemples :
I® Quelle est l'aire d'un bassin circulaire dont le rayon est 2'»,5î
On a
S = TT ( a,5 )« = 9r.6,25,
et en prenant pour:: la valeur 3,14^ approchée à moins d'un millième, on trouve S = i9'°s63 à moins d'un décimètre carré.
a* Quel est le rayon du cercle dont l'aire est de ao mètres carrés?
La form u I ô tt R* = ao
donne
à moins d'un centimètre.
3° Quelle est l'aire d'un cercle dont la circonférence est égale à 10 mètres?
On a
S = -^'.^=î. 31,83 = 7-1,96, à moins d'un décimètre carré*
LITRE Vf. LES AUES. l8l
THÉORÈBfE.
273. L'aire d'un secteur circulaire a pour mesure le produit de Èon arc par la moitié du rayon*
L'aire du secteur circulaire est la limite des aires des sec-^ teurs polygonaux réguliers inscrits dont on foît croître indéfinimeni le nombre des côtés. D'après cela» soient S l'aire du
secteur considéré, / la longueur de l'arc qui le termine, et R le rayon de cet arc ; soient de même s l'aire d'un secteur polygonal régulier inscrit, p le périmètre de la ligne brisée régulière qui le teruiiue, et a l'apothème de celte ligne brisée. On a (270)
Mais lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés de la ligne 'brisée régulière inscritCi « tend vers S, p vers 1^ et a vers R. On a donc» à la Hmite,
GOROIXAIRIS.
274. En comparant les formules (i) et (5), on voit que le secteur est au cercle entier comme son arc est à la circonférence.
Si n est le nombre de degrés de l'arc, le rapport dé cet arc
fi
à la circonférence sera ^g^» et par suite l'aire S du secteur
s'obtiendra en multipliant par ce rapport l'aire vK* du cercle» de sorte qu'on aura
Cette formule permet de calculer l'une quelconque des quantités S, R, n, lorsqu'on connaît les deux autres.
ËXE1IPI.BB :
I* Quelle e$t l'aire du secteur de 6o degrés dans le vercle dont le mgron est lo mètres ?
iSs GfiOVÉTBIB PLiNX.
L'arc de 60 degrés étant le sixième de la circonférencet le
secteur est le sixième du cercle, c'esi-à-dire
à moins d'un centimètre carré.
2* X'aire d'un secteur est égaie à l'aire du carré construit sur le rayon. Quel est le nombre de degrés de tare qui le termine?
La formule
donne
» = —=ii4°35' 29^,6
3° Quel est le rafon du cercle dans lequel le secteur de 45 degrés renferme o'"i,i25o '/
La formule
iiR'^j = o,ia5o ou irR* = o,i25o.8 = i
donne
SCOLIB.
275. L'aire d'un segment circulaire a pour mesure le prodiiit de la moitié du rayon par l'excès de son arc sur la moitié de la corde de l'arc double {fig. 178).
En effet, le segment ÂMB, c'est-à-dire la portion du cercle comprise entre l'arc ÂMB et sa corde AB, est égal à l'excès de l'aire du secteur OAMB sur l'aire du triangle OÂB. Or, l'aire
LITKi lY. — LES AIRES. 1Ô3
du secteur a pour ^mesure arc AB--OA; Taire du triangle a
pour mesure BP OA, BP étant la perpendiculaire abaissée du
point B sur le rayon OA, c'est-à-dire la moitié de la corde BB' de l'arc BAB' qui (98) est le double de l'arc AB, On a donc, en désignant par S l'aire du segment,
S = arc AB. - OA - - BB'. - 0 A,
oa
S=!^^arcAB — ^BB'j.
Lorsque la corde BB' est le côté de l'un des polygones réguliers que l'on sait inscrire (liv. III, § V), on peut calculer directement cette corde, par suite Taire du segment ; sinon» il faut recourir aux tables irigonométriques»
Etemple :
Quelle est Voire du segment de 6o' degrés dans le cercle dont le nifan est a mètres ?
L'arc AB est ici le sixième de la circonférence ; il est donc égal à
4ir air
La corde BB' est le côté du triangle équilatéral inscrit, égal
à 1 V 3 > ^n a duiic
à moins d'un millimètre carré.
\. La différence entre les aires du carré et do l'hexagone régulier inscrits dans un cercle est de 4""*J calculer l'aire de ce cercle à un centimètre carré près.
2. L'aire d'un cercle surpassant l'aire de l'hexagone régulier inscrit de 62.""i,25, calculer le rayon de ce cercle à moins d'un millimètre.
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3. Trouver en fonction du rayon du cercle circonscrit l'aire du dodécagone régulier.
4. L'aire de l'oclogono régulier inscrit dans un cercle équivaut à celle du rectangle qui a pour côtés adjacents les côtés des carrés inscrit et circonscrit.
5. L'aire de l'hexagone régulier inscrit dans un oerde est les trois quarts de celle de l'hexagone régulier drconscrit.
6. L'aire de l'hexagone régulier inscrit est la moyenne proportionnelle des aires des triangles équilatéraux inscrit et ciroonscrit.
7. Étant donné un polygone régulier, on mène les diagonales qui sonstendent successivement deux côtés; ces diagonales délorminenl par leurs intersections un autre polygone dont on demande la nature, et l aire en fonction de celle du premier polygone.
8. On prend les points B et D à égale distance des extrémités do l*arc d'un quadrant ÂOG, et on mène sur OC les perpendiculaires C6 et DH; démontrer que la figure mixtiligne £GHD est équivalente au secteur OBD.
9. Si l'on prend un point C sur le diamètre AB d'un cercle, l'air» com* prise entre ce cerde et les çerdes décrits sur les s^ments AG et CB comme diamètres équivaut au cercle qui a pour diamètre la moyenne proportionnelle des segments ÂC et CB.
10. AB étant un arc de cercle de centre 0 et AD une perpendiculaire au rayon OB^ on prend Tare AC égal à cette perpendiculaire; démontrer que le secteur BOC est équivalent au segment AGB.
11. Si des demi-cercles sont décrits sur les trois côtés d'un triangle recliingle comme diamètres, et si l'on tourne vers l'intérieur du triangle ceux décrits sur les côtés de l angle droit, la somme des segments extérieurs correspondants aux côtés de l'angle droit, moins la somme des segments déterminés par l'hypoténuse, équivaut à l aire commune aux demi-cercles décrîtd sur les côtés.
12. Si AB et CD sont deux diamètres perpendiculaires d'un cercle 0 et si, du point D comme centre avec DA pour rayon, on décrit un arc de cercle AE6, démontrer que l'aire de la lune AbBC équivaut à celle du triangle DAi3.
Le rapport des aires de deux polygones semblables est
égal au carré de leur rapport de similitude ^ ou deux polygones semblables sont entre eux comme les carrés des côtés homologues.
Soient d'abord deux triangles semblables ABC, A'B'O' {fig. 179), ayant pour bases les côtés AB, A'B', ei pour hauteurs les droites CD, CIV.
Fig. 179.
On aura (254)
ABC = -AB.CD, A'B'C'=iA'C'.C'D% a 2
d où
ABC
AB
A'B' C A'B' ^ A'B' -ji^,'
AB
Soient maintenant deux polygones semblables S et S'. Leur rapport de similitude» égal à celui de deux c6lés homologues
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quelconques AB et A'B% sera représenté par jrgr* deux
polygones seront décomposables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés (186), et le rapport de similitude de deux triangles homologues sera égal au rapport de similitude des deux polygones. Si le polygone S est composé des triangles T, T., Tj, et le polygone S' des triangles homologues T^, T'i, T'a» on aura donc, d'après ce qui précède :
T _ ÂB* T, Â5' T, JÎb'^/ ^ A'B' ^* AB' ^» AB'
et, par suite, en appliquant un théorème connu,
T + ï. -f- T, Âb' s ÂÏÏ'
> ou rrr =
GOEOLLAIRBS.
2T7. Le rapport des aires de deux polygones réguliers d'un, même nombre de côtés est égal au rapport des carrés de leurs rajons ou de leurs apothèmes.
Car deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables, et leurs côtés sont dans le rapport de leurs rayons ou de leurs apotbèmes (SS36).
Le rapport des aires de deux ûercles est égal au rapport des carrés de leurs rayons ; car ces deux cercles sont les limites des aires de deux polygones réguliers semblables dont le nombre des côtés croU indéfiniment. IKailleurs, on peut démontrer cette proposition directement. En désignant par S et R l'aire et le rayon du premier cercle, par S' et R' l'aire et le rayon du second cercle, on a en effet
S = 7rR% S' = 7rR'% d'où | = ^*
On volt de même que le rapport des aires de deux secteurs semblables, c'est-à-dire terminés par des arcs semblables (241 ), est égal au rapport des carrés de leurs rayons {^k )•
UYKM If. us AIRES.
PROBLÈME
' 278. Deux figures semblables étcuU données , construire une figure semblable égale à leur somme ou à leur différence.
S'il s'agit de deux carrés dont les côtés soieni a et b le côté X du carré égal à leur somme sera l'iivpolénuse du triangle rectangle ayant pour cùiés de l'angle droit rt et b; le côté r du carré égal à leur difrérence sera le second côté de l'angle droit d'un triangle rectangle avant a pour b^poiénuse , et b pour premier côté de l'angle droit (262).
S'il s'agit de deux polygones semblables A et fi(Â >B), dont deux côtés bomologues quelconques soient a et b, le côté homologue x du polygone semblable X = A + B seta rbypoténuse du triangle rectangle construil sur a et b comme cdtés de l'angle droit ; le «6té homologue / du polygone semblable Y = A— B sera le second côté de l'angle droit du triangle rectangle ayant 4t pour hypoténuse et b pour premier côté de l'angle droit.
En effet, on a (276)
Donc, puisqu'on a X = A-4>BetY=A — B, on doit avoir
a?»=a»-H6», et y* = a^^bK
Dans le cas de deux cercles ayant 11 et K' pour rayons, il suffira de remplacei* dans ce qui jirécèdc a et b par H et R', pour trouver les rnyons x et y des cercles égaux respectivement à la somme ou à la différence des deux cercles donnés.
Flff. i8o.
SCOLIB.
279. Il résulte du dernier alinéa que si, sur les trois côtes d'un triangle rcclaugle AliCiJig, i8o) comnie diamètres, un
l88 GÉOMÉTRIE PLANE.
décrit des dcmi-ccrcles , le demi-cercle décrit sur l'hypoténuse sera équivalent à la somme des demi-cercles décrits sur les côtés de l'angle droit. En enlevant de part et d'autre les parties communes A/^B, A^C, qui sont ombrées sur la figure, on voit que la somme Aes deux lunules AmBpXy KnCqk, est équivalente à l'aire du triangle rectangle ABC. Cette proposition est attribuée à Hippocrate.
EXËRaCES.
1. On donne un triangle rectangle sur les côtés duquel on construit trois carrés; on joint les sommets consécutifs de ces carrés, et l'on demande l'expression da Taire de la figure totale ainsi formée.
2. Un triangle étant donné, partager sa. surfooe en moyenne et extrême raison par une parallèle à sa irâse.
3. Sur les cétés ÂB^ AC, d'un triangle ABC, on construit des parallélogrammes quelconques ÂBDE^ ACFG, dont on prolonge )es côtés DE et FG . jusqu'à leur rencontre au point H; démontrer que la somme des aires de ces deux parallélogrammes équivaut à Taire du parallélogramme qui a pour côlés adjacents BC et une droite égale et parallèle à AU. — Déduiie de ce théorème celui du carré de l'hypoténuse.
4. On donne un quadrant AOB et un point P quelconque sur l'arc A6 ; par ce point P, on mène à cet arc la tangente STP : S est son point d'intersection avec le rayon OÂ, T avec le rayon OB. On mène FM perpendiculaire sur OA, et l'on demande de prouver que le triangle AOB est la moyenne proportionnelle des triangles SOT et OAIP.
5. Sur les côtés AB, AC, d'un triangle ABC, on marque deux*pointS M et N, et sur la droite MN un point P, tels qu'on ait
BM _ AN _ PM ^ AM~CN"PN
démontrer que le triangle BPC équivaut au double du triangle AMN.
6. Par le milieu de chacune des deux diagonales d'un quadrilatère, on mène une parallèle à l'autre, et l'on joint le point d'interjection de ces deux parallèles aux milieux des quatre côtés; démontrer que le quadrilatère est ainsi partagé en quatre parties équivalentes.
7. Démontrer que la surface du triangle formé avec les médianes d'un triangle donné est les trois quarts de la surface de ce IriaiiLilc. — En déduire: i" qu'entre tous les triaui^les qui ont la somme de leurs médianes constante, le triangle équilateral e.^t maximum; 9.° que de tous les triangles é(iui\alents, le triangle équilatéral est celui dans lequel la somme des médianes est minimum.
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8. Dans des cercles différents, les secteurs dont les angles sont en raison inverse des carrés des rayons sont équivalents.
9. La différence de deux secteurs semblables a pour mesure de son aire le produit de la différence des rayons par Parc concentrique mené i égale distance des ai^ considérés.
10. On donne une corde ÂB dans un cercle 0; sî, sur le rayon OA qui passe par une de ses extrémités pris comme diamètre, on décrit nn cercle, les segments sous4endus dans les deux cercles par la corde AB sont dans le rapport de 4 à i.
11. Dans un triangle rectangle ABC, AD étant la perpendiculaire abaissée du sommet sur l'hypoténuse, démontrer que les- cercles inscrits dans les triangles ABD, AGD, sont proportionnels à ces triangles.
12. On donne deux droites qui se coupent en A, et Ton décrit une série de cercles tous tangents i ces deux droites et successivement tangents entre eux; OA étant la distance du centre du cercle le plus éloigné au point A, et OB son rayon, la somme des aires de tous les cercles est à
Taire du plus éloigné dans un rapport exprimé par ^^tt^^^i
A.UD
son LE QUATRIÈME LIYftE.
4. On donne un triangle ABC; aux points B et C, et d'un même côté de BC, on mène à celle droite des perpendiculaires BD et CE qu'on prend égales à deux lois la hauteur du triangle ABC. Les points F et G étant les milieux des cùiés AB ei AC, démontrer que le triangle ABC est équiva> lent à la somme ou à la différence des triangles BDF, CEG, suivant que ses angles en B et en C sont ou non tous les deux aigus.
2. On donne un rectangle ABCD; on prend un {)oint quelconque E sur BC, un point quelconque F sur CD. Démontrer que le rectangle ABCD équivaut au double du triangle AEF, augmenté du rectangle ayant pour dimensions les segments BE et DF.
3. Tout rectangle est moitié du rectangle qui a pour dimensions les diagonales des carrés construits sur ses côté.^ ;uijac i iils.
A. Dans un triangle ABC, le côté AC est doubh^ du côté BC; on mèno les bissectrices CD et CE de l'angle C du triangle et de son siipiilémcnt formé en prolongeant AC. Démontrer que les aires des triangles GBD, AGD, ABC, CD£, sont dans le rapport des nombres i, 2, 3, 4*
fî. Si, des sommets C (^t I) d'un qn.idrilalèro ABCD et de l'inlcrseclion K (if SOS (li;i;:^oiialos, des perpendiculaires CF, IXi, EU, sont menétis au côté ÂB^ l'aire du quadrilatère a pour e&pressioa
6. Démontrer que Taire d'un triangle en fonction de ses médianes a, Pf 7, est exprimée par la formule
S = ^V^ep' + a§ Y + a7»a* — «• - f • - /.
7. Étant données les trois hauteurs A, h\ A*, d'un triangle, trouver ses t trois côtés et sa surface.
8. Deux triangles ont un sommet commun ; quel est le Ueu décrit par ce sommet lorsque, les deux bases restant fixes, la somme ou la différence des aires des deux triangles demeure constante ? — Discussion.
9. Si dans la^. 17a du n*" 202 on joint les points B et G> P et H, K et D, on forme un hexagone; démontrer que la somme des carrés construits sur les côtés de cet hexagone est égale à huit fois le carré construit sur l'hypoténuse BC du triangle ABC.
10. Si Ton construit des carrés sur les trois côtés d'un triangle quelconque, et si l'on joint les sommets consécutif^ de ces carrés, on forme
^ un hexagone; démontrer que la somme des carrés construits sur les côtés
de cet hexagone équivaut à quatre fois la somme des carrés construits sur les côtés du triangle donné. — Déduire de ce théorème le précédent.
H. Soit im triangle quelconque ABC; on mène BD perpendiculaire et égale àAB, CE perpendiculaire et égale à AC, et l'on tire DR. Démontrer que la somme des carrés construits sur BC ei sur DE équivaut à deux fois la somme des carrés construits sur les côtés AB et AC.
12. Si deux pdygoness^hlables et intérieurs l'un à l'autre ont leurs côtés homologues parallèltt, tout polygone à la fois inscrit dans Tun et circonscrit à l'autre a une aire moyenne proportionnelle entre les aires de
ces deux polyi^ones.
13. Si, sur l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle isocèle ABC comme diamètre, on décrit un demi-cercle BDAEC et si, du point A comme centre avec AB pour rayon, on décrit l'arc BFC, démontrer que le segment BFC équivaut à la somme des segments BDA, CEA.
iA. Des demi-cercles OKDA, OFDB, étant décrits sur les rayons OA, OB, d'un quadrant OACB, démontrer: 1° que les trois points A, B, D,sont en ligne droite; 2° que les aires ACBD, OKDF, sont équivalentes; 3° que les aires OFDA, OEDB, équivalent chacune au quart du carré construit sur le rayon OÂ.
CF.DG EU
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i8. Si le diamètre d'un cercle est divisé en n partiee égales aux points P„ P,, etc., et si Ton décrit des demi-cercles au-dessus de AB sur les diamètresAPp AP,, etc., et au -dessous de AB sur les diainètresBP,, BP,, etc., le (tontour de chaque figure telle que AP,„_,BP„ est égal à la circonférence du cercle donné, et l'aire de la même figure à la n^'^ partie de celle du cercle donné.
16. Partager un triangle en parties proportionnelles à des droites données par des parallèles à sa base.
il. Partager un trapèze en parties proportionnelles à des droites don* nées par des parallèles aux bases.
18. Partager un triangle en trois triangles équivalents par trois droites menées d*un même point intérieur à ses trois sonmiets.
19. Par un point pris dans le plan d*un angle donné, mener une droite telle, que le triangle «jumelle détermine par sa rencontre avec les cétés de ranj^e soit équivalent à un carré donné.
90. Inscrire dans on triangle donné un parallélogramme ayant une aire donnée. — Discussion.
21. Inscrire dans un cercle donné un rectangle d'aire donnée.
22. Construire un triangle, connaissant ses angles et son aire.
23. Après avoir inscrit un carré dans un carré donné, on en inscrit un troisième dans le second obtenu, et ainsi de suite indéfiniment, en adoptant toujours la même loi d'inscription.
On demande : i" la limite vor» laquelle tend la somme des carrés inscrits; 1° combien il faut construire de carrés inscrits pour que leur somme soit équivalente à une aire donnée.
24. Étant donné un triangle, on on forme un second en joip;nant les milieux de ses trois côtés, un troisième en joignant les milieux des trois côtés du second, et ainsi de suite indéfiniment. On demande la limite de la somme de tous les triangles inscrits de cette manière.
25. Construire un triangle équivalent à un triangle donné et tel, que ses sommets soient respectivement situés sur trois droites données.
26. Décrire quatre circonférences qui soient en proportion, dont la plus grande soit égale à la somme des trois autres, et telles que leur somme et la somme des cercles correspondants soient respectivement égales à une circonférence et à un cercle donnés.
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LE PLAN
PfeOGRAUME OFFICIEL : Du plan et de la ligne droite
dans l'espace,
BfiFIlflTIONS.
280. On sait qu'un plan est une surface telle, qu'une ligne droite y est contenue tout entière dès (ju'elle y a deux points (5). Cette surface est illimitée ; toutefois, pour la représenter, on est obligé de lui assigner des limites : on représeote un plan par une figure tracée dans ce plan« le plus souvent par un parallélogramme.
281. On dit qu'une droite CC et un plan P se coupent (fis* '^O lorsqu'ils n'ont qu'un point commun D ; ce point divise la droite CC' en deux parties DC ei DC situées de part et d'autre du plan P.
Fig. 183.
THÉORÈME
28â. Par une ligne droite AB et par un point G extérieur à cette droite, on peut faire passer un plan, et on ne peut en faire passer qu*un; en d'autres termes, une droite et un point extérieur à cette droite déterminent un plan {fig. 182 ).
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En effet, un plan assujetti à la seule condition de contenir la droite AB peut tourner autour de cette droite, comme une porte sur ses gonds» de manière à venir passer par le point C; puis, si la rotation continue, le plan ne contient plus le point C. Donc, de tous les plans en nombre infini qui passent par la droite AB, il en est un, et un. seul, qui renferme le point C.
COBOLLAIRES.
283. Trois points A, B, G, non situés en ligne droite^ déterminent un plan; car le plan déterminé par la droite AB et le point G, renferme les trois points A, B, G; et, réciproquement, tout plan qui contient ces trois points ne diffère pas du plan P, puisqu'il passe par la droite AB et le point C.
28V. Deux droites AB et AC qui se coupent (Udevminent un plan; car le plan P, délorniiné par la droite AB ei le point C, renferme les droites Alî et AC ; et, réei[)roquemenl, tout plan qui contient ces deux droites ne diflY-re pas du plan P, puisqu'il passe par la droite AB et le point C.
285. Deux droites parallèles déterminent un plans cxt deux ' parallèles sont toujours, par définition, situées dans un même plan; et ce plan est le seul qui les contienne, puisqu'on ne peut mener qu'un plan par la première droite et par un point de la seconde.
Il résulte de là que, par un point, on ne peut mener dans
V espace qu'une parallèle à une droite donnée; car toute parallèle menée à cette droite par ce point doit être située dans le plan que cette droite et ce point déterminent, et l'on sait que, dans un plan, on ne peut mener par un point qu'une parallèle à une droite.
THÉORÈME
L* intersection de deux plans est une ligne droite
Car, si surja ligne commune aux deux plans on pouvait trouver trois points non en ligne droite, les deux plans coïncideraient (283), au lieu d'être distincts comme on le suppose.
287. L'intersection de trois plans estf en général, un point; c'est le point où la droite commune aux deux premiers plans coupe le troisième.
UYRE V. — LE PLAN.
Programme qfficiel : Parallélisme des droites et des plans,
BÉnHITIONS.
288. Deux droites prises arblirairemenl dans l'espace ne sont pas en général siiuées dans un même plan. Or, deux droites non situées dans un même plan ne peuvent ni se rencontrer (28i) ni être parallèles (-285). On voit par là que, pour prouver le parallélisme de deux droites, il ne suffira plus désormais d'établir qu'elles ne se rencontrent pas; il faudra montrer en outre qu'elles sont dans un même plan.
289. Une droite et un plan sont dits parallèles lorsqu'ils ne peuvent avoir aucun point commun.
Deux plans sont dits parallèles lorsqu'ils ne peuvent avoir aucun point commun.
THÉORÈME
290. Si une droite CD est située dans un plan P, toute parallèle AB à cette droite est parallèle à ce plan ou située dans ce plan {Jig, i83 et 184).
En effet, le plan Q des deux parallèles AB et CD coïncide avec le plan P ou le coupe suivant la. droite CD, Dans le premier cas i^g. i83 ), la droite AB appartient tout entière au plan P. Dans le second cas [Jîg. 184), la droite AB est parallèle au plan P ; car si elle rencontrait ce plan, ce ne pourrait être qu'en un point de CD, eX alors elle couperait CD couirairement à l'hypothèse.
Fig. i83. Fig. 184.
THÉORÈME
291. Si par une droite AB parallèle à un plan P on mène un plan Q qui coupe le plan P, l* intersection CD est parallèle
àKh{fig. i84).
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En effet, les droites AB et CD sont dans un même plan Q; et AB,qui esl parallèle au plan P, ne saurait renconirer CD, qui appariicni tout entière à ce plan P. Donc les droites AB et CD sont parallèles.
Corollaires.
292. rinteneetwn kk' de deux plans BB'A'A, CG'A'A, menés par deux droites parallèles BB', CC, est parallèle à chacune de ces droites {Jîg. 187 ).
En effet, la droite BB' étant parallèle à CC est parallèle au
plan CC'A'A (290); par suite, rinlersection AA' de ce plan et du plan BB'A'A, mené parBB', esl parallèle à BB' (291). On verrait de même que AA' est parallèle à CC.
293. Deux droites A A', BB', parallèles à une troisième GC, sont parallèles entre elles {Jig. 187 )•
En eflet, À étant un point pris à volonté sur A A^ les plans ABB% ACG% conduits suivant les parallèles BB' etCC, doivent % se couper suivant une droite passant par A et parallèle à la fois à BB' et à ce (292). Cette intersection n'est donc autre que AA', puisque par A on ne peut mener qu'une parallèle AA' à ce (285); donc enfinUA' est parallèle à BB'.
294. Les parallèles AC et BI) comprises entre une droite CD et un plan P parallèles sont égales {Jîg, i85).
En effet, le plan 0 des deux parallèles AG et BD coupe le plan P suivant une droite AB parallèle à CD (291 ). Donc AG et BD sont égales comme parallèles comprises entre parallèles (67).
Fiff. i85. fif. 186.. Fig. 187.
THÉORÈME
295. Si une droite CD est parallèle à un plan P, toute parallèle AB à cette droite est parallèle à ce plan ou située dans ce plan {fig, 1 85 et 186).
En effet, le plan ABCD ne peut couper le plan P que suivant
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une parallèle à CD (291); puisque AB et CD sont parallèles, celte inlerseciion est la droite AB elle-même {Jig. i85), ou (293) une parallèle EF à AB (/ig.iSGj.Donc AB est située dans le plan Pou lui est parallèle.
Ce théorème est la généralisation de celui du n° 290. Ck>BOLijaRS.
â96. L*intenection de deux plans parallèles à une même droite est parallèle à cette droite; car si, par un point commun aux deux plans, on mèn^ la parallèle à la droite considérée» cette parallèle doit (295) appartenir à chacun des deux plans.
THÉORÈME
297. Deu.v ai^^s qui ont leurs côtés respectivement parai* lèles sont égaux ou supplémentaires^ et leurs plans sont pO' mUèles» ,
!• Deux angles BAC, B'A'C, dont les côtés AB et A'F , AC et A'C'«ont deux à deux parallèles et de même sens* sont égaux CAg. 187). •
En «ffet, prenons A'B' =AB, A'C = AG, et menons AA% BB', ce, BC, B'C. Les deux droites AB et A'B' étant égales et parallèles, la figure AB B'A' est un parallélogramme, et, par suite, BB' est égale et parallèle à AA'. On verrait de même que ce est égale et parallèle à AA'. Donc (293) BB' et CC sont égales et parallèles, la figure BB'C'C est un parallélogramme, et BC = B'C'. Les triangles ABC, A'B'C, étant égaux comme ayant leurs côtés égaux chacun à chacun, les angles BAC, B'A'C, sont égaux.
On déduit de là, comme en Géométrie plane, que deux angles dont les côtés sont deux à deux parallèles ei de sens contraire sont égaux, et que deux angles qui ont deux côtés parallèles et de même sens et deux côtés parallèles et de sens contraire sont supplémentaires.
2° Les plans BAG,B'A'C', sont parallèles.
En effet, AB étant parallèle àA'B' est parallèle auplanB'A'C (290) ; donc si le plan BAC rencontrait le plan B'A'C, Vintersection serait parallèles AB (291 ). AG étant parallèle à A'C', on Terrait de même que l'intersection des deux plans serait parallèle à AG. Donc, par le point A, on pourrait mener deux parallèles AB et AG à l'intersection, ce qui est. impossible (285).
ig8 GtoMftruB sahs l'espa€b.
Corollaire.
298. Pour mener par un point donné A un plan BAC parallèle à un plan donné B'k'C, il suffit de tracer dans ce plan deux droites qui se coupent A!B\ A'C% et de mener par A des parallèles AB et AG à ces deux droites. Ces parallèles déterminent le plan demandé.
Fig. 188.
SCOLIB*
899. Sur une droite (fielconque MN {fg. 188), on doit distinguer deux sens : le sens de MN et le sens contraire, celui de NM.
On appelle angle de deux droites dont la position dans l'espace cl le sens sont donnés, l'anf^lc que l'on forme en menant par un point quelconque, à chanme des droites données, une droite parallèle el de même sons. Ainsi MN et PQ étant les deux droites données, par un point quelconque A do l'espace, menons AB parallèle à MN et de ni(Mne sens, A(' parallèle à l'Q el de même sens ; l'angle BAC sera, par dérinition, l'angle des deux droites MN et PO.
Pour que cette définition n'offre rien de contradicloire, il faut que la grandeur de l'angle ainsi obtenu soii indépendante de la position du point par lequel on mène des parallèles aux deux droites données. Or, soient BAC et B'A'C les valeurs obtenues pour l'angle de MN et de PQ en menant à ces droites des parallèles par deux points difTérents A et A'. Les droites AG et A'C étant chacune parallèles à MN et de même sens que cette droite sont parallèles et de même sens (293); il en est de même pour AB et A'B'; par suite, les deux angles BAC,B'A'C% sont égaux (297,
300. On dit que deux droites non situées dans le même plan sont perpendiculaires l'une à l'autre, lorsque leur angle (299) est droit.
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On voit, par la délinilion même de l'angle de deux droites, que, lorsque denv droites sont perpendiculaires entre elles, toute parallèle à l'une est perpendiculaire à l'autre.
THÉORÈME
901. Les intersections A et B de deux plans parallèles V etQ par un troisième plan R sont parallèles {fig, 189).
£d effet, les droites A et B sont dans un même plan R, et elles ne se rencontrent pas, puisque les plans P et Q n'ont aucun point commun ; donc elles sont parallèles.
Fig. iSg,
Fig. 190,
COBOLLAIIBS.
302. Par un point A, on ne peut mener qu'un plan parallèle à un plan donné P {fig. 190).
En effet, supposons qu'on puisse en mener deux Q etQ', et soit AI> leur inierseciion. Dans le plan Q menons une droite BG différente de AB, et par cette droite BC et un point quelconque D du plan P, concevons un plan auxiliaire; soient BC et 1)K les droites suivant lesquelles ce plan auxiliaire coupe les plans Q' et P.
D'après le théorème priVi-donl (301 ), BC et J)E seraient parallèles, et il en serait de même de \M J et de DE. On iiourrait donc par le point A mener deux parallèles BC et BC à Di£, ce qui est impossible (285).
303. Deux plans parallèles à un troisième sont parallèles entre eux; car, s'ils se rencontraient, on pourrait, par un point de leur intersection, mener deux plans parallèles à un même plan, ce qui est impossible (302).
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THÉORÈME
304. Si deux pians VetQ sont parallètes, toute droite D parrallèle au plan P est parallèle au plan Q ou située dans ce plan.
. En effet, un plan quelconque mené par la droite D coupera le plan P suivant une droite D' qui sera parallèle à D (291), et qui sera aussi parallèle au plan Q, attendu que, les plans P elQ étant parallèles, toute droite D' du premier est parallèle au second. Donc, la droite B étant parallèle à une droite D', qui est parallèle au plan Q, sera (295 ) parallèle à ce plan ou située dans ce plan.
GoaOLLllHB.
305. Si par un point A extérieur à un plan P, on mène des droites parallèles à ce plan, le lieu de ces parallèles est le plan Q mené par A parallèlement au plan P; car ruiie quelconque AC de ces parallèles doit n'avoir aucun point commun avec le plan Q ou y être contenue tout entière (30V); et c'est ce dernier cas qui a lieu ici, puisque la droite AC a déjà un point commun A avec le plan Q.
FIg. 191. Fig. 199.
THÉORÈME
Deux droites quelconques AC, A'C {fig. 192}, sont
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coupées par trois plans parallèles P, Q, R, en parties proportionnelles; en d'autres termes, si A, B, C, sont les points où les plans P, Q, U, rencontrent la première droite AC, et A', li', C, les points où les mêmes plans coupent lu seconde droite A' G% on a
En effet, menons par Â la parallèle à A'C, et désignons par D, les points où elle coupe le» plans Q et R. Le$ droites
BD et CE étant parallèles (301), on a (169)
AB BC AC AD'^DE"' AE
Mais les segments AD, DE, AE, sont respectivement égaux à A'B', B'C, A'C\ comme parallèles comprises entre plans parallèles (306). La relation (i) est donc démontrée.
Deux droites concourantes AC, AE, étant divisées en parties proportionnelles par le point A et les plans parallèles Q et R, il en sera de même évidemment pour une série de sécantes partant du point A.
EXERaCES.
1. Dans tout quadrilatère gauche, c'est-à-dire dont les o6tés ne sont pas situés dans un plan unique, les milieux des cèlés sont les sommets d'un parallélogramme.
2. Par une droite donnée, on peut mener un plan parallèle à une autre droite donnée, et on n'en peut mener qu'un.
3. Par un point donné, on peut mener un plan parallèle à deux droites données, et on n'en peut mener qu'un.
4. Mener une droite qui soit parallèle à une droite donnée, et qui roir contre deux droites données non situées dans un mômo plnn.
■ 5. Démontrer que deux droites qui sont parallèles à un plan donné, et qui rencontrent deux autres droites {)iacées d'une manière quelconque dans l'espace, ne sont pas en général dans un même plan.
6. Une droite se déplace en restant parallèle à un plan donné et en s'appuyant sur deux droites placées d une manière quelconque dans l'espace; quel est le lieu des points qui divisent la droite mobile dans un rapport donné?
7. Entre deux droites données d'une manière quelconque dans l'espace, mener une droite parallèle i un plan donné et ayant une longueur donnée.
aoa cfioatnn dans l'BsrACB.
Progeammb OFnciEL : Perpendiculaire et obliques au plaii.
DÉFINITIOlfS.
908. On dit qu'une droite et un plan sont perpendiculaires l'un à Vautre, lorsque cette droite est perpendiculaire (300) à toutes les droites du plan.
Une droite est dite oblique à un plan, lorsqu'elle rencontre ce plan sans lui élre perpendiculaire.
Fig. igS. Fi0. 194. FIg. ig5.
THÉORÈME
309. Si une droite AB est perpendiculaire au plan P, toute parallèle CD au plan P est perpendiculaire à la droite AB
£n effet, si par le point A, où AB rencontre le plan P, on mène A£ parallèle à CD, cette droite A£ sera contenue dans le plan P (295); par suite (308), l'angle BAS sera droit, el comme cet angle est égal à l'angle des deux droites AB et CD (299 )y on voit que ces deux droites sont perpendiculaires l'une à l'autre*
310. RÉ(:irR()(H;E:'îrNT, si une droite \B est perpi ndiculaire à un plan P, toute perpendiculaire Cl) à la droite AB est parrallèle au plan P ou située dans ce plan,
£n effet, menons.par le point A la parallèle A£ àCD: l'angle BA£ sera droit. Par suite, la droite ÂE sera contenue dans le plan P, car sans cela le plan BAE couperait le plan P suivant une perpendiculaire à AB (308), et l'on aurait au point A, dans le plan BA£, deux perpendiculaires sur BA, ce qui est impos-
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sible. Dès Iors> la droite CD étant parallèle .à une droite AE du plan P, est parallèle à ce plan ou située dans ce plan (295).
Corollaire.
311* Si deux plani P Q sont parallèles, toute droite D perpendiculaire à Vun P est perpendiculaire à l'autre Q; ou plus brièvement» deux plans parallèles ont leurs perpendiculaires communes.
En effet, toutes les droites du plan Q, étant parallèles au plan P, sont perpendiculaires à la droite D (309), qui, par suite, est perpendiculaire au pian Q (308).
SCOUB.
312. Si une droite AB est perpendiculaire à un plan V, toute parallèle CD à cette droite est perpendiculaire à ce plan {Jîg. ig^); en d'autres termes, deux droites parallèles ont •
leurs plans perpendiculaires copimuns.
En etïel, toute droite KF du plan P, étant perpendiculaire à AB, est (300) aussi perpendiculaire à sa parallèle CD, qui, par suite, est perpendiculaire au pian P.
THÉORÈME
313. Par un point donné A on peut toujours mener une droite perpendiculaire à un plan donné P, et on ne peut en mener qvC une.
1° Supposons le point A extérieur au plan P [fi^. 195). La dislance du point A à un point (juclconquo du plnn P varie avec la position du point M dans ce plan; car si le point M se déplace, par exemple, sur une droite EF du plan P, la longueur AISÏ croît à mesure (jue le point M s'écarte du ])iod G de la pcrpcndirulaire AG, abaissée du point A sur la droite EF - dans le plan AEF (iO). Celte distance variable du point Vaux divers points du plan P ne peut évidemment devenir aussi petite que l'on veut, puisque le point A est hors du plan P; donc elle ne descend pas au-dessous d'une certaine limite, en d'autres termes, elle est susceptible d'un minimum. D'ailleurs, parmi les droites qui unissent le point A aux divers points du plan P, il n'en est qu'une qui possède cette longueur minimum, car cette longueur minimum ne saurait appartenir
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à deux droites égales, telles que AG et AD, puisque la médiane AI du triangle isocèle ACD est moindre que chacune d'elles. Enûn, cette droite unique AB, de longueur minimum, dont nous venons de prouver l'existence, est perpendiculaire à une droite quelconque EF du plan. En effet, en menant par le point B, où AB perce le plàn P, la parallèle BH à EF, on forme un angle ABU é{^al à celui des deux droites BA et EF (299); or, cette parallèle Bll est située dans le plan BEF, c'est-à-dirt; dans le plan P; déplus, la dioite AB, plus courte dislance du point A au plan P, est en particulier la plus courte distance du point A à la droite KBll de ce plan; donc AB est perpendiculaire à BH, et, par suite, à EF. Ainsi on peut mener du point A une droite AB qui soit perpendiculaire à une droite quelconque du plan P, c'esl-à-dire (308) qui soit perpendiculaire à ce plan.
On ne peut en mener qu'une* En effet, toute autre droite AM issue dii point A est oblique au plan P, puisque, le triangle AMB étant rectangle en B, i'anglq AMB est aigu.
FJ9. igS. Fig. 196.
^ Supposons le point A situé dans le plan P (Jig, 196).
Soit Q un plan parallèle à P. Les plans parallèles P et Q ayant leurs perpendiculaires communes! 311), dire que par le point A on peut élever une perpendiculaire au plan P et qu'on ne peut en élever qu'une, c'est dire que du point A on peut abaisser une perpendiculaire sur le plan Q, et qu'on ne peut en abaisser qu'une; or c'est ce que nous venons d'établir ( 1°).
C0ROU.AIRE
314. Deux droites AB et CD peipendiculairet à un même plan P sont parallèles ( fig, 1 94 ) ; car si l'on imagine par un point quelconque G de CD la parallèle à AB, cette parallèle sera perpendiculaire au plan P (312); elle coïncidera donc avec CD,
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puisque du point G on ne peut mener qu!une perpendiculaire au plan P( 313).
SCOLIES
315. Eu Géométrie, le mot distance est toujours synonyme de plus courte distance. D'après cela, il résulte du raisonnement fait au n** 313 ( i°), que la distance d'un point A. à un plan P est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan,
U résulte de là, ainsi que des n~ 294, 306 et 314, que: 1^ une droite et un plan parallèles sont partout équidistants ; t!* deux plans parallèles sont partout équidisttmts»
316. On appelle projection d'un point A sur un plan P {Jig. 197) le pied a de la perpendicubiro abaissée de ce point sur ce plan. La projection d'une ligne quelconque ABC... sur un plan P est le lieu des projections a, b, c,. . des divers points de celte ligne.
Fjg. 197. Fig. 198.
La projection d'une ligne droite AB sur un plan P est une
ligne droite [fig. 198); car toutes les perpendiculaires Aa, B^, . . . , abaissées sur le plan P des divers points de la droite AB sont parallèles (314-); leur lieu est donc un plan (285), cl, par suite, le lieu de leurs pieds est la droite a6 suivant laquelle ce plan coupe le plan P.
Lorsque la droite donnée est, comme EF, perpendiculaire au plan P, sa projection sur ce plan se réduit à un point e. Lorsque celte droite esi, comme CD, parallèle au plan P, elle est parallèle à sa projection cd ( 291 ).
THÉORÈME
317. Par un point donné A, on peut tou jours mener un plan perpendiculaire sur une droite donnée XY, et on ne peut en mener qu'un,
I* Supposons le point A situé sur la droite XY {Jig. aoo).
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Considérons à part un plan Q {Jig., 199), et la perpendiculaire HO élevée sur ce plan par Fun de ses points H pris à volonté; puis transportons cette figure tout d'une pièce, de manière que la droite OH s'appli(iue sur la droite XY de la Jig, 200, et que le point H tombe en A ; le plan Q, dans sa nouvelle position P, sera un plan perpendiculaire à XYau point A.
On ne peut en nicncr qu'un. En effet, soient AB et AC (^g-. 200) deux di oiles menées par le point A à angle droit sur XV; loul j)lan perpendiculaire à XY au point donné A doit (310) eonlenir clinrune des droites AB et AC; or> par ces deux droites on ne peut conduire cju'un seul plan {*i8V).
a° Supposons le point A extéi ieur à la droite XV {Ji^. ?.oi).
Soit UZ la parallèle à XV menée par A. Les droites parallèles XV' et UZ ayant leurs plans perpendiculaires communs <3i2), dire que par le point A on peut abaisser un plan perpendiculaire sur XY et qu'on ne peut en abaisser qu'un» c'est dire que par le point A on peut élever un plan perpendiculaire sur UZ et qu'on ne peut en élever qu'un; or c'est ce que nous venons d'établir ( 1 ? ].
Fig. 199. Fig.soo. Fig.aoï.
Corollaire.
318. Deux plant perpendiculaires à une même droite sont parallèles; car s'ils se rencontraient, d'un point d(^ leur intersection on pourrait mener deux plans perpendiculaires sur la même droite, ce qui est impossible (317).
SCOLIES
319. Le lieu géométrique des perpendiculaires que Von peut mener à une droite AB par un point C est le plan P mené par ce point perpendiculairement à la droite AB {fg. 20 >. ) ; car l'une quelconque CD de ces perpendiculaires doit (310) n'avoir aucun point commun avec le plan P ou y être contenue tout
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entière : c'est ce dernier cas qui a lieu ici, puisque la droite CD a déjà un point G commun avec le plan P.
^'20. Le lieu des points de l espdce éqnidistanls des extrémités d'une droite XY est le plan élevé perpendieuldirement sur le milieu de cette droite [Ji^. 200). En elïel, dans un plan quelconque XVB passant par XY, le lieu des points équidistants des extrémités de celle droite est la perpendiculaire AB élevée dans ce pian sur le milieu A de XY;^ or, on vient de voir que le lieu des diverses perpendiculaires élevées snrXY par le point A est le plan .mené par ce point perpendiculairement à XY.
•THÉORÈME
321. l ne droite AB est perpendiculaire à un plan P, lorsqu'elle est perpendiculaire à deux droites CD et CE de ce plan non parallèles entre elles (^ig-. 202).
En eïTet» le plan conduit par le point C perpendiculairement à AB contient les deux droijLes CD et CE (319), qui sont des perpendiculaires à AB menées par le point C; ce plan coTricide donc avec le plan V, qui par suite est perpendiculaire à AB.
Fig. 303. Fig. ao3.
COROLLAlllF.
322. Si du pied \\ d'une perpendiculaire AB à un plan V on mène la perpendiculaire BK sur une droite quelconque CD de ce plan, la droite AE qui joint le point E à un point quelconque de AB sera perpendiculaire sur OU (Jig, 2o3).
En effet, la droite Cl) étant perpendiculaire à par construction, et à AB puisque AB est perpendiculaire au plan V, doit être perpendiculaire au plan ABE (321), et par suite à la droite AE de ce plan.
Cette proposition est connue sous le nom de théorème des | trois perpendiculaires.
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De ce que l'angl e BEC était droit (Jig, 2o3 ), nous avons conclu que l'angle AEG Tétait aussi. Inversement» si l'on prenait pour hypothèse que l'angle AEC est droit, on en conclurait qu'il en est de même de l'angle BEC; car CD étant alors perpendiculaire à ÀB et à âE le serait au plan ABE» et par suite à BE.
On peut donner du théorème des trois perpendiculaires et de sa réciproque l'énoncé suivant» qui est beaucoup plus commode dans les applications :
La projeciian BEC d'un angle droit AEC sur un plan passant par l'un de ses côtés est un angle droit. Inversement, un angle WLi] est droit s'il se projette suivant un angle droit BEC sur un plan renfermant un de ses côtés.
En lin, en ;iyanl égard à la définilion du n" 300, et remarquant que les projections d'une nième droiie sur deux plans parallèles sont parallèles (301), on obtient celle proposition plus générale :
Lorsque deux droites de l'espace sont perpen diculaires en tre I elles, leurs projections sur. un plan parallèle à l'une d'elles sont aussi perpendiculaires entre elles*
THÉORÈME
d23. Si d'un point A pris hors d'un plan P {Jig. 204), on mène à ce plan la perpendiculaire AB et diverses obliques AC, AD, AE:
1° Deux obliques \Cet kD,dont les pieds C et D s'écartent également du pied B de la perpendieulaire, sont égales ;
2° Des deux obliques kC et AE, l'oblique kV^, qui s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire, est la plus longue,
. Eiieffetf
V* Les deux triangles rectangles ABC et ABD étant égaux comme ayant les deux côtés de l'angle droit respectivement égaux, leurs hypoténuses AC et AD sont égales.
a* En prenant BD = BC, on a, en vertu de l'alinéa précé-, dent, AC = AD, et par la Géométrie plane (40) AE>AD; donc AE est plus grand que AC.
324. Les réciproques de ces propositions sont vraies (39). li en résulte que le lieu des points d'un plan P situés à égale distance d'un point donné A est une circonférence ayant pour
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centre la projection B de ce point sur le plan [ff^. 204 ). De là, un moyen pralique pour abaisser une perpendiculaire sur un plan P par un point extérieur A : on fixe au point A l'une des extrémités d'un ûl dont l'autre extrémité est armée d'un ' crayon, on marque trois points sur le plan en tenant le fil tendu, on cherche le centre du cercle qui passerait par ces trois points (153), et Ton a le pied de la perpendiculaire demandée.
Fig. M>3. FIg. 304* Fig. 3o5.
THÉORÉ!«E.
325. Lorsqu'une droite AH est oblique à un plan P, l'angle aigu BA6 que cette droite fait avec sa projection sur ce plan, est moindre que l 'angle BAC qu'elle forme avec toute autre droite AG passant par son pied dans le pian [fig» 2o5).
En effet, h étant la projection d'un point quelconque B de la droite AB, prenons AC = A et menons BG. Les deux triangles BAfr, BAG, ont deux côtés égaux; mais le troisième c6té B6 du premier étant moindre que le troisième côté BG du second, puisque la perpendiculaire est plus courte que l'oblique, il faut (32 ) que l'angle BA6 soit moindre que l'angle BAG.
SCOLIE
326. En faisant parcourir au point G le cercle décrit dans le plan P, du point A comme centre avec kb pour rayon, on voit que l'oblique BG croît d'une manière continue depuis le point b
^ jusqu'au point 6', puis décroît en reprenant successivement les mêmes valeurs depuis 6' jusqu'en b. Par suite, l'angle BAG, minimum lorsque le point G est en b, croît jusqu'à ce que le point G soit en b' : il est alors maximum ; puis il décroît en reprenant successivement les mêmes valeurs depuis 6^ jusqu'en 6.
327. On appelle angle d'une droite et d'un plan l'angle aigu que cette droite (orme avec sa projection sur ce plan.
210 «tOHÉTBIl DjàHS l'iBPâCB.
On voit aisément que l'angle d'une droite D et d'un plan P
est égal à l'angle d'une droite quelconque D' parallèle à D et d'un plan quelconque V parallèle à P.
THÉORÈME
328. Étant données deux droites ÂB CD non situées dans le même plan : i7 existe une droite, et une seule, qui les rencontre l*une et Vautre à angle droit f 2,* cette perpendicu^- Uàre commune est la plus courte distance des deux droites
[fig. 206).
Fig.3o6.
En effet :
i<> Par un point quelconque A de AB, menons la parallèle A£ à CD; le plan BAE, que nous désignerons par P, sera (290) parallèle à CD; par suite (316) nous aurons la projection de CD sur ce plan P en menant une parallèle de à la droite DC par la projection d d*un point quelconque D de cette droite. Cela posé, pour qu'une droite rencontre à la fois AB et CD à angle droit, il fout et il sufBt qu'elle soit perpendiculaire au plan P en un point de AB, et qu'elle ait son pied sur cd, lieu des pieds des perpendiculaires au plan P menées par les divers points de (3>. Or, la perpendiculaire au plan P élevée par le point c commun à AB et remplit seule ces cçndltions. Il existe donc une droite Hc, et une seule, qui rencontre à angle droit les deux droites données AB et CD.
a» Celte perpendiculaire commune C<? est moindre que toute autre droite BD joignant un point de AB à un point de CD. Car, J)d étant la projetante du point D, on a évidemment Cc = D</, etDÉ^<DB.
329. Souvent, dans la pratique, on n'a besoin que de la longueur de la plus courte distance; il suffit alors de mener par l'une AB des deux droites un plan P parallèle à l'autre CD, et de prendre la distance d'un point quelconque de CD au plan P.
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EXERaCES.
1. Mener dans un plan donné, et par un point de ce plan,, une droite perpendiculain à une droite donnée d'une manière queloonciue dans l'espace.
2. Pour qu'une droite soit perpendiculaire à un plan, il suffit qu'elle ^ soit également inclinée sur trois droites passant par son pied dans ce plan.
3. Étant donnés un plan P et deux points A cl B situés d'un môme côté j de ce plan, trouver sur le plan P un point tel, que la somme de ses distances aux points A et B soit minimum.
4. Étant donnés un plan P et deux points A et B situés de part et d'autre de ce plan, trouver sur le plan P un point tel, que la différence de * ses distances aux points A et B soit maximum.
5. Étant donnés une droite D et deux points A et B situés comme on | voudra dans 1 espace, trouver le point de la droite D qui est équidislant des points A et B.
6. Étant donnés un triangle ABC et un plan quelconque P, trouver le point du plan P qui est équidistant des trois sommets du triangle ABC. '
7. Trouver le lieu des points d'un plan tels, que la différence des carrés # de leurs distances à deux points donnés hors de ce plan soit constante.
8. Trouver le lieu des points d'un plan d'où l'on voit sous un angle droit une droite située hors de ce plan.
9. Trouver le lieu des points de l'espace dont la diflérence des carrés ^ des distances à deux points donnés est constante.
10. Quel est le lieu des points dont le rapport des distances à deux plans parallèles est constant?
11. Étant donné un angle AOB, trouver le lieu des points H de l'es* pace tels, que, si on les joint au sommet 0 de l'angle, la somme des projections de la droite OM sur les deux côtés de l'angle soit constante.
12. Le plan mené parallèlement à deux droites non situées dans un même plan, par le milieu de leur plus courte dislance, passe par les milieux de toutes les droites qui joignent . un point de la première droite i un point de la seconde.
18. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, la plus courte distance de cette droite i toutes les droites du plan qui ne lui sont pas parallèles est constante.
14. Trouver le lieu décrit par le milieu d'une droite de longueur constante, dont les extrémités s'appuient sur deux droites rectangulaires et non situées dans un même plan.
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Pbog&aiiiib OFFiau. : Angles dièdres, — Plans perpendi--
culaires entre eux»
DÉFINITIONS
330. Lorsque deux plans P et Q se renconireni {fig, 207 ) ei sont terminés à leur iniersectîon commune BË, on dit qu'ils forment un angle dièdre. Les deux plans P et Q sont les^àces et la droite BE est Varéte de cet angle.
Pour désigner un angle dièdre isolé, il suffit d'indiquer son arête; ainsi l'on dit {Jig, 207) l'angle dièdre 3E. Mais lorsque plusieurs angles dièdres ont la même arête, pour désigner celui d'entre eux que Ton considère, il faut employer quatre lettres, savoir : une lettre pour chaque face et deux pour l'arête ; on place d'ailleurs les deux lettres relatives à l'arête entre les deux
Fig. 307.
Fig. 908.
autres. Ainsi, dans Xajig. 208, on distingue les trois dièdres CABD, BABË, CABE.
Deux angles, tels que CABD, DABE {fig, 208), qui ont la même arêie AB, une face commune ABD, et les deux autres faces situées de part et d'autre de Ja face commune, sont dits adjacents,
331. Deux angles dièdres sont égaux lorsqu'on peut les faire coïncider. Pour ajouter deux angles dièdres, on transporte le second à la suiie du premier de manière à former deux angles
adjaccnis, tels que CABD, DABE [fig. 208); l'angle CABE des deux faces non communes ABC, ABE, est la somme des deux angles dièdres proposés.
332. On acquiert une idée nette de la grandeur de l'angle dièdre, en supposant que l'une des faces P d'abord appliquée
UTHB T« — LB PLAN. ai3
sur r autre face Q (Jîg. 210) tourne autour de la droite AB; dans cette rotation, le plan mobile P fait avec le plan fixe Q
un angle dièdre qui croit d'une manière continue.
Un plan Pj est dit perpendiculaire sur un plan QQ' {Jîg. 110), lorsque les deux angles adjacents Pi ABQ, PiABQ', qu'il forme avec celui-ci, sont éi^aux. Un plan P, qui forme avec QQ' des angles adjacents PABQ» PABQ% inégaux, est dit oblique sur le plan QQ'.
On nomme angle dièdre droit tout dièdre PiABQ dont une face est perpendiculaire sur l'autre.
333. Deux angles dièdres sont dits opposés par l'ar/'le lorsque les faces de l'un sont les prolongements des faces de l'autre. Deux plans indéiinis PP', QQ' {Jig. 211), forment en se coupant quatre angles dièdres qui sont deux à deux opposés par l'arête AB.
On nomme plan bissecteur d'un angle dièdre le plan qui, mené par Tarête, divise cet angle dièdre en deux autres égaux entre eux.
33&. On appelle an-^le plan correspondant à un angle dièdre l'angle rectiligne que l'on forme en élevant, par un même point de l'arête, une perpendiculaire à cette arête dans chacune des faces. Ainsi» B étant un point de l'arête BË de l'angle dièdre PEBQ {/îg. 209), si Ton élève dans le plan P la perpendiculaire BA sur l'arête BE, et dans le plan Q la perpendiculaire BC sur l'arête BE, l'angle ABC sera l'angle plan du dièdre considéré.
Pour que cette définition ne soit pas contradictoire, il faut que la grandeur de l'angle plan correspondant à un angle dièdre soit la même, en quelque point de l'arête qu'on forme
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cet angle plan. Or, soient les angles plans ABC, DEF, formés en deux points Â et E de Tarêle de l'angle dièdre PBEQ [fi g, 209) : les côtés BC et EF sont parallèles et de même sens, comme étant dans un même plan Q perpendiculaires à la môme droite BE; il en est de mùaie de BA et de EU; les angles ABC, DEF, sont donc égaux (297).
11 est à remarquer que le plan ABC est perpendiculaire a l'arête BE (321); réciproquement, tout plan perpendiculaire à l'ariHc coupe les faces suivant des perpendiculaires à cette arête, et par suite l'angle dièdre suivant son angle plan.
THÉORÈME
335. Par une droite A6, $Uuée dans un plan QQ', on peut toujours élever un plan P3 perpendiculaire sur ce plan, et on ne peut en élever qu'un {fig, 210).
COBOLLÀIRSS.
Tous les angles dièdres droits sont égaux
La démonstration de ce théorème et de son corollaire est tout à fait semblable à celle qui a été donnée aux n''* 14 et 15 de la Géométrie plane.
Un angle dièdre est dit nii^u ou obtus suivant qu'il est inférieur ou supérieur à l'angle dièdre droit. Deux angles dièdres sont ( omplémentaires lorsque leur somme est égale à un angle dièdre droit.
837. Tout plan P qui en rencontre un autre Q(yfait avec celui-ci deux angles dièdres adjacents PABQ, PABQ', dont la somme est égale à deux dièdres droits {fi g, 210). Réciproquement, si deux angles dièdres adjacentsVABQ, PABQ', sont supplémentaires, c'est-^i-dire ont une somme égale à deux angles dièdres droits, leurs faces non communes Q et Q' sont dans le prolongement l'une de l'autre» (Voir les n**» 17, 18 et 19. )
338. Lorsque deux plans PP', QQ', se coupent, les angles dièdres opposés par l'arête AB sont égaux {fig, an). {Foir le n«22.)
THÉORÈME
339. Le rapport de deux angles dièdres est égal au rapport de leurs angles plans.
UTRB T. U PLâH. 9l5
Il suffit (125) de prouver :
1° Que si deux angles dièdres AIOB, A'I'O'B', sont égaux, leurs angles plans AOB, A'O'B', sont égaux;
1° Que si un angle dièdre AIOC est la somme de deux autres angles dièdres ATCB', BIOC, son angle plan AOC est la somme des angles plans A'O'B', BOC, qui correspondent aux deux autres dièdres (Jig* 2i3). '
En effet:
1° ïransporlons l'angle dièdre ATO'B', de manière que l'angle droit l'O'A' s'applique sur l'angle droit lOA; puisque les dièdres AIOB, k'VO'h', sont égaux, le plan l'O'B' tombera sur le plan lOB, et O'B' coïncidera avec la perpendiculaire à 10 élevée dans le plan lOB par le point 0, c'est-à-dire avec OB; donc les angles plans AOB, A'O'B', sont égaux.
Fig. 2ia. Fig. ai3.
1° Puisque l'angle plan A'O'B' est égal à AOB, pour prouver que l'angle plan AOC est égal à la somme de A'O'B' et de BOC, il suffit de faire voir que les trois droites OC, OB, OA, sont dans un même plan; or cela résuite du n*" 319.
COROLLAIU.
340. Par suite, tout angle dièdre ala même mesure que l'angle
plan correspondant, pourvu que Von prenne pour unité d'angle dièdre le dièdre auquel correspond l'angle plan choisi pour unité d'angle plan; ou, d'une manière inr orr* rte, mais plus rapide, tout angle dièdre a pour mesure son angle plan, oir, pour plus de détails, le n° 126. )
• SCOLUS.
L'angle dièdre droit a pour angle plan un angle droit, et inversement, un angle dièdre est droit si son angle plan est droit. En effet, soient PABQ, PABQ' {/ig. 212), deux angles
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dièdres adjacents formés par la rencontre du plan P et du plan QQ'; par un point 0 de Tarête AB, menons un plan per^ pendiculaire à cette arête; ce plan déterminera, par ses intersections avec les plans P et QQ', deux angles reciilignes adjacents EOC, EOI), qui seront les angles plans des deux dièdres proposés (334). Or (340), quand les deux dièdres sont égaux, les deux angles pians sont égaux, et réciproquement.
3&2. La proportionnalité des angles dièdres et des angles ^ ^ plans correspondants permet de conclure un grand nombre de f ^ propriétés des angles dièdres, des propriétés analogues des angles rectilignes démontrées en Géométrie plane. Nous citerons par exemple les propositions suivantes, qui sont souvent utiles :
Le plan bissecteur d'un angle dièdre est le lieu des points qui, situés dans l'intérieur de cet angle, sont équidistants de ses faces; etc. {Foir les n"' 50, 51, 52. )
Deux angles dièdres qui ont leurs faces parallèles deux à deux sont égaux ou supplémentaires, {Foir le n** 69.}
THÈORÈM£.
343. Lorsque deux plans P Q sont perpendiculaires l'un à l'autre^ toute droite AB, menée dans le premier plan P per* pendiculairement à l'intersection commune CD, est perpendi-^ culaire à l'autre ptan Q {fig. 2.1 /^),
En effet, les deux plans P et Q étant perpendiculaires l'un à l'autre, l'angle plan correspondant à l'angle dièdre PCDQ doit être droit; or on forme cet angle pian ABË en élevant, dans le
Fig. 21 4. Fig. 3i5. Fiff. 9i6.
plan Q et par le point fi, la perpendiculaire BE à CD; donc la droite AB est perpendiculaire à BE, et comme elle l'est aussi par hypothèse à CD, elle est perpendiculaire au plan Q.
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TllÉORËMË.
344* Si une droite ÀB est perpendiculaire à un pian Q» tout plan P passant par cette droite ou parallèle à cette droite est perpendieulaîre au plan Q.
En effet :
i** Si le plan P passe par AB {Jig. 7.14 ), menons dans le plan Q et par le point B la perpendiculaire B£ à Tintersection CD des deux plans P et Q. L'angle ABE sera droit, puisque la droite AB est par hypothèse perpendiculaire au plan Q; d'ailleurs cet angle ABE est Tangle plan du dièdre PGBQ; donc ce dièdre est droit, et le plan P est perpendiculaire au plan Q.
a* Si le plan P est parallèle à AB {Jig, 2i5)) menons par un point quelconque E de ce plan la parallèle EF à AB; cette droite EF sera à la fois perpendiculaire au plan Q (312) et située dans le plan P (295). Donc le plan P, passant par une droite EF per* pendiculaire au plan sera perpendiculaire à ce plan (1°).
345. lUciPftOQUBiixirT, 5/ deux plans Q^etV sont perpendicu^ laires entre eux, tonte droite AB perpendiculaire au premier plan Q est située dans Vautre pktn P ou lui est parallèle.
En effet, si la droite AB n'avait qu'un seul point commun avec le pian P, en menant de ce point une perpendiculaire sur l'iriiorseciion CD des plans P et 0 [Jig- 2i5), cette perpendiculaire serait perpendiculaire au plan Q (3^k3), et l'on pourrait mener d'un même point deux perpendiculaires au plan Q; ce qui est impossible (313). La droite AB, ne pouvant couper le pian est donc parallèle à ce plan ou située dans ce plan.
GOROLLAnS.
34G. Par une droite AB oblique à un plan P {Jig, 216), on *peut abaisser un plan perpendiculaire sur ce plan P, et on ne peut en abaisser qu'un.
En effet, le plan BAa, déterminé par la droite AB et par la perpendiculaire Art au plan P abaissée d'un point quelconque de AB, est perpendiculaire (3V4) au plan P. C'est le seul, car tout plan conduit par AB porpendiculaireœenl au plan P doit (345) couienir la perpendiculaire Aa.
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31^7. Si deux plans P e£ Q sont perpendiculaires à un sième R, leur intersection AB est perpendiculaire à ce troisième plan {Jig. 217).
Fijj. 317.
Car si, par un* point quelconque de TintersecUon AB, on mène la perpendiculaire au plan R, cette perpendiculaire doit se trouver à la fois dans le plan P et dans le plan Q (345); elle ne diffère donc pas de AB.
Corollaires.
348. Un plan perpendiculaire à deux plans qui se coupent est perpendiculaire à leur intersection*
349. Si les plans P et Q de la fig, 217 forment un angle dièdre droit, les trois plans P, Q, R, séh>pt perpendiculaires entre eux; l'intersection de deux quelconques de ces plans sera perpendiculaire au troisième (347), et les trois intersec* tlons seront perpendiculaires entre elles.
EXERaCES.
1. Si, par un point 0 de l'e-^pace, on mène deux parallèles OAetOB à nn plan donné P, puis par le même point 0 deux plans respectivement perpendiculaires à OA et i\ OB, rinter>erlion de ces plans est perpendiculaire au pian P (cette proposition est utile dans les applications).
2. Si l'on projette un môme point de l'espace sur deux plans qui se coupent, les perpendiculaires abaissées des deux [)rojections sur l'intersection des deux plans la rencontrent au in^nio point.— RéciproipuMiieiit, si cette condition est remplie pour deux [»oints des deux plans, ces points sont les projections d'un même point de l'espace.
3. Toute ligne qui se projette sur deux jikins qui se coupent suivant une ligne droite est elle-même une.lii^uu droite.
Â. Quel est le lieu des points de l'espace équidistants de deux dioiles
qui se coupent?
5. Les perpendiculaires abaissées d'un même point sur des plans dont les intersections sont paraUèles, sont dans un seul et même plan.
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Piogbâhhb OFnciBL : Notions sur les angles trièdres
et polyèdres
350. Lorsque plusieurs plans ASB, 6SG, CSD,. . . {fi^, 218) se coupent successivement suivant des droites SB, SC, SD,. • .
qui concourent en un même point S, on dit qu'ils forment un angle polyèdre. Le point S est le sommet, les droites SA, SB, se,. . . sont les arêtes, et les angles ASB, BSC, CSD,. . . sont les faces de l'angle polyèdre.
On désigne un angle polyèdre par la lettre du sommet suivie des lettres relatives aux diverses arêtes. Ainsi, pour indiquer l'angle polyèdre de la Jig. 218, on dira l'angle SABCDE, ou plus simplement l'angle S, car quand un angle polyèdre est isolé, la lettre du sommet sufût.
Ilg. ai8. Fi0. 319. Fiff. 330.
n iaut au moins trois plans pour former un angle polyèdre. L'angle formé par trois plans prend le nom d'angle trièdre* Dans un angle trièdreSABG {fig- ? i9}, on distingue six éléments, savoir : les trois faces ASB, BSG, CSÂ, et les trois dièdres SA, SB, SC.
351. On dit qu'un angle polyèdre est convexe, lorsqu'il est situé tout entier d'un même côte par rapport au plan indéfini de chacune de ses faces (Jig. 218); il esx concave dans le cas contraire {fig, aao). Tout angiâ trièdre est convexe.
352. Si l'on prolonge au delà du sonnmet S toutes les arêtes d'un angle polyèdre SABGD£ ( /î^. 221], on ol)ticnt un autre
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angle polyèdre SA'BX'JD'F qui est dit le symétrique du premier.
Deux angles polyèdres symétriques SABGD£, SA'B'C'D'£', ont tous leurs éléments respectivement égaux : les faces ASB ,
et A'SB', BSC ei B'SC',... sont égales deux à deux comme angles plans opposés par le sommet, et les angles dièdres SA et SA', SB et SB', ... , sont égaux comme opposés par l'arête. Mais la disposition des parties égales n'est pas la même dans les deux angles polyèdres. En effet, un observateur couché sur Tarète SA, ayant la tête en S, les pieds en A, et regardant l'intérieur de l'angle SABCDE, verrait les arêtes se présenter de droite à gauche dans Tordre SB, SC, SD, SE; tandis qu'un observateur placé de la même manière dans l'autre angle SA'BX'D'£% c'est-à-dire couché sur SA', ayant la téte^en S, les pieds en A' et regardant l'intérieur de l'angle, verrait les arêtes se succéder de droite à gauche dans Tordre inverse SEf, SD',SC',SB'.
A cause de cette différence de disposition, deux angles p<H lyèdres symétriques, bien qu'égaux dans toutes leurs parties, ne sont pas superposables.
THÉORÈME
353. Dans tout angle polyèdre, une face quelconque est moindre que la somme de toutes les autres,
11 n'y a lieu à démontrer celle proposition que lorsque la face considérée est plus grande que chacune des autres.
Cela posé, considérons d'ahord un angle Irièdre SABC >'22). Dans la face ASB que nous supposons plus grande que chacune des deux autres, formons un angle ASD égal à
Fig. 331.
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ASC, et prenons, à partir de S, sur 1rs droites SD etSC, des ' longueurs SD et SG égales entre elles. Par le point D, menons une droite ÂDB qui rencontre les arêtes SA et SB en A et B; enfin» joignons le poltot G aux points A et B. L'égalité des deux triangles ASD, ASC, qui ont un angle égal compris entre deux côtés égaux» donne AD = AG; et'comme on a
AB ou AD + BB<AG + CB»
on voit que le segment DB est moindre que CH. Dès lors, les deux triangles CSB, DSB, ayant SB commun, SC = SD, et DB <CB, il laui (32) que l'angle DSB soit moindre que CSB. Donc, en ajoutant d'une part l'angle ASD et de l'autre son égal AâC> on a
ASD + DSB ou ASB<ASC + GSB.
Pour étendre le théorème au cas d'un angle polyèdre quel* conque, il sufiit de décomposer cet angle en trièdres en menant par l'une des arêtes SA et par les arêtes opposées SC, SD, des plans diagonaux ASG, ASD (Jig» asi); la démonstration est évidente.
Fig. 933. Fig. 333.
THÉORËAIE.
85&>. Doju tout angle polyèdre convexe, la somme des faces est moindre que quatre angles droits (fig, 223).
En effet, soit ABCDl'. un polygone convexe obtenu en coupant l'angle polyèdre par un plan qui rencontre toutes les arêtes. £n ajoutant les inégalités
EAB<EAS + BAS, ABC < ABS -h CBS, BCJ)<BCS-+-DCS,
aaa géométrik dans l'espace.
que fouraissenl les trièdres A, B, C,. . . (353), on voit que la somme des angles intérieurs du polygone ABCDE est moindre que la somme des angles à la base des triangles SAB, SBC» SCD,. . qui' ont S pour sommet. Or, la somme des angles tant intérieurs qu'extérieurs du polygone convexe ABCDE est égale à la somme de tous les angles des triangles dont S est le sommet commun. Donc, la somme des angles en S de ces triangles, c'est»à-dire la somme des faces de l'angle polyèdre, est moindre que la somme des angles extérieurs du polygone, c'est-à-dire (81 ) moindre que quatre angles droits.
EXERaCES.
1. Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des angles dièdres se coupent suivant une môme droite. — Quel est le lieu des i)oints équidistants des trois faces d'un angle trièdre indéfiniment prolongées?.
2. Dans tout angle trièdre, les plans menés perpendiculairement aux faces, par les bissectrices de ces faces, se coupent suivant une même droite. — Quel est le lieu géométrique des points équidistanls des trois arêtes d'un angle trièdre indéfiniment proluni:ées?
3. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes perpendiculairement aux faces opposées se coupent suivant une même droite.
4. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes et les InsseO' trices des faces opposées se coupent suivant une même droite.
SUR LB GnfQCtklIB LITRE.
4. Si une droite est également inclinée sur les deux faces d'un angle dièdre, ses traces sur les doux faces sont également distantes de i'arète de l'angle dièdre. — Réci[iro(|ue.
2. Quel est le lieu des points équidistants de deux plans qui se coupent?
3. Q\aq\ est le lieu des points équidistants de deux plans donnés et de deux points ou de deux droites données situées dans un même plan?
A. Montrer que si, par un même point de l'arête d'un angle dièdre, on
mène dans chaque face une droite faisant un angle donné a avec cette arête, l'angle rccliligne ainsi obtenu no varie pas proportionnellement à l'angle dièdre, à moins que l'angle a ne soit droit.
LIVRE V. — LE PLAN
8. Si par l'une des diagonales d'un parallélogramme on mène un plan quelconque, les perpendiculaires, abaissées sur ce plan des extrémités de l'autre diagonale, sont égales.
6. Un angle AOB tourne dans Tespace autour d'une droite TU parallèle à sa bissectrice; démontrer que, si À' 0' B' est une seconde position d'ailleurs quelconque de cet angle: i° les droites OA et O'A' ne sonf pns dans un môme plan, non plus que les droites OB et 0' B'; OA et 0' B' sont dans un môme plan, et il en est de même de O'A' et de OB: 3"* trois quelconques des droites OA, OB, O'A', O'B', ne sont pas parallèles à un même plan.
7. Soient une droite quelconque AB et un plan P. Si AB est divisée au point G dans le rapport ^) et si des points A, B, G» on abaisse sor le
plan P les perpendiculaires AiV, BB', CC, on a
{m + n) QC' = ff .AA'+ m.BB'.
8. Si la somme des perpendiculaires abaissées d'un point A sur deux plans donnés est égale à la somme des perpendiculaires abaissées d'un autre point B sur les mêmes plans, cette somme reste la môme pour tout antre point G de la droite AB.— Étendre ce théorème au cas d'un nombre quelconque de plans.
9. Soient trois points A, B, C, et deux plans P et Q. Si la somme des deux perpendiculaires abaissées de chacun de ces points sur les deux plans est la même pour les trois points , cette somme restera encore la même pour tout antre point du plan ABC. — Étendre ce théorème au cas d*nn nombre quelconque de plans.
10. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs distances à deux plans donnés soit égale à une droite donnée.
\\. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs distances à trois pians donnés soit égale à une droite donnée? — Étendre ce problème au cas d'un nombre quelconque de plans.
12. Trouver sur une droite donnée un point tel, que la somme de ses f distances à deux plans qui se coupent Mit un minimum.
13. Gouper un angle polyèdre à quatre faces, de manière que la section , aât un parallélogramme.
44. Si , dans le plan de chaque face d'un angle trièdre et par son sommet on mène une perpendiculaire à l'arête opposée, les trois perpendiculaires obtenues sont dans un même plan.
45. Tout plan perpendiculaire à l'une des arêtes d'un angle trièdre rectangle coupe cet angle trièdre suivant un triangle rectangle.
224 GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE.
16. A, B, C, étant trois points pris à volonté sur Ips arêtes d'un ;)n;2;ie trîèdre Iri-rcctangle et 0 la projection du sommet S de cet unule trier! re sur le plan x\BC, démontrer que le triangle ASB est moyen proporlionnel entre les triangles AB(- et OAB.
17. Étant donné le triangle suivant lequel la feuille de dessin est rencontrée par un angle triedre tri-roctanglc, trouver, par des constructions grapliicjues exécutées sur le plan de cette feuille, les inclinaisons des trois arêtes do l'angle trièdre sur ce plan.
18. Couper un angle triedre tri-rectangle par un plan tel, que la section soit un triangle égal à un triangle donné.
LIVRB Tl. — LB8 POLtftDISS
LES POLYÈDRES
PaOGRAMME OFFICIEL : Sectioiu planes du p ri mie,
DfiPDflTIOlfS.
355. On appelle polyèdre tout corps terminé de toutes parts par des plans.
Ces pians, en se limitant mutuellement, déterminent les arêtes, les faces et les sommets du polyèdre. Les angles dièdres et polyèdres formés par les faces sont les angles dièdres et polyèdres de la figure. Le polyèdre a pour diagonales les " droites qui unissent deux sommets quelconques non situés sur une même fiice.
On a donné des noms particuliers à certains polyèdres d'après le noiâbre de leurs foces. Ainsi, tout polyèdre ayant quatre ffices est un tétraèdre. Les noms hexaèdre, octaèdre, dodécaèdre, ieosaèdre, correspondent aux polyèdres de six, huit, douze, vingt faces.
350. Un polyèdre est convexe, lorsqu'il reste tout entier d'un même côté de chacune de ses faces prolongées indéûniment.
Une droite quelconque ne peut rencontrer la surface d'un polyèdre convexe en plus de deux points. Car tout plan mené suivant cette droite rencontre nécessairement la surface du polyèdre suivant un polygone convexe (72), dont le contour a, avec la droite donnée, les mêmes points d'intersection que la surface du polyèdre.
Dans ce qui suit, il ne s'agira que de polyèdres convexes.
357. Parmi les polyèdres, on distingue le prisme et la pyramide,
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Le prisme est un polyèdre compris sous plusieurs plans pa* rallélogrammes réunis entre eux par deux faces opposées égales et parallèles.
On construit un prisme de la manière suivante :
Soit {Jîg. 224) ABCDE un polygone plan quelconque. Par le sommet A, menons extérieurement au plan de ce polygone la • droite AF et, par le point F, un plan parallèle au plan ABCDE;
puis, par les sommets B, C, D, E, traçons jusqu'à la rencontre du plan mené par le point F les droites BG, CH, DI, EK, parallèles à AF. Ces droites sont toutes égales à AF (306); toutes les faces ABGF, BCUG, CDIH, etc., sont donc des parallélogrammes. De plus, les deux polygones parallèles ABCD£, FGIIIK, sont égaux comme ayant leurs côtés égaux et parallèles. Le polyèdre obtenu est donc un prisme.
358. Si la droite AF est perpendiculaire au plan ABCDE, le prisme est droit; sinon, il est oblique.
Les droites AF, BG, CU, etc., sont les arêtes latérales du prisme, et la somme des faces parallélogrammes ABGF, BCUG, etc., forme son aire latérale.
Le prisme a pour bases les deux polygones égaux et parallèles ABCDE, FGIIIK, et sa hauteur est la distance des pians de ses deux bases.
359. Dans un prisme droit, chaque arête latérale est égale à la hauteur. Les faces latérales d'un prisme droit sont des rectangles.
Dans un prisme oblique, la hauteur est moindre que l'arête latérale.
Un prisme régulier est un prisme droit qui a pour bases des polygones réguliers.
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860. SaivaDt qae les bases d'un prisme sont des triangles, des quadrilatères, des pentagones» des hexagones, etc., le prisme est dit triangulaire, quadrangulaire, pentagonat, hexagonal^ ete,
361. Parmi les prismes quadrangulaires, on dislingue celui qui a pour bases des parallélogranmics, ei on lui donne le nom de parallélipipède. Toutes les faces d'un parailélipipède sonl des parallélogrammes {Jîg- 225).
Un parallélipipède peut être droit ou oblique (358).
Parmi les parallélipipèdes droits, on distingue le parallélipipède rectangle, dont les bases sont des rectangles. Toutes les faces d'un parallélipipède rectangle sont des rectangles ifg' a26j.
On nomme cube le parallélipipède rectangle dont les bases et les faces latérales sont des carrés, nécessairement égaux ifig.nnn).
On remarquera que la perspective déformant les angles, la fig, 226 représente aussi bien un parallélipipède droit qu'un parallélipipède rectangle.
Fîg. 335. Fig. 336. Fig. 337.
362. De même qu'on appelle dimensions d'un rectangle les longueurs de deux côtés adjacents, on appelle dimension» A* un parallélipipède rectangle les longueurs de trois arêtes contiguês, c'est-à-dire partant d'un même sommet. Le parallélipipède rectangle [fig. 226) a pour dimensions les longueurs des arêtes AB, AD, AE.
THÉORÈauœ.
Les faces oppos^ d'un parallélipipède sont égales et
parallèles.
Soit [fig. 228) le parallélipipède AG. Ses bases AliCD, EFGH, sont, par définition, des paraliélograiumes égaux et parallèles.
aÉOMÉTRlB DàKS l'bSPâCB.
Il faut donc prouver seulement que deux faces latérales opposées, ADHE et BGGF par exemple» remplissent la même condition. Or, AD et BG sont égaux et parallèles comme côtés
opposés du parallélogramme ABCD; AE et BF sont aussi égaux et parallèles comme côtés opposés du parallélogramme ABFE. Par suite (297), les deux angles DAE et CBF sont égaux cl leurs plans sont parallèles. Les deux parallélogrammes ÂDHÈ» BCGF» sont donc égaux et parallèles.
COKOLLiniBS.
3G4. Le pnrnllélipipède étant un prisme compris sous six faces parallélogrammes dont les opposées sont égales et parallèles, on peut prendre pour bases d'un parallélipipède deux faces opposées quelconques ( 357 ).
3G5. Tout plan qui rencontre deux faces opposées d'un
parallélipipède le coupe suivant un parallélogramme. Soit le plan IKLM {fig. 228) qui rencontre les deux faces opposées ADIII'^ et BCGF du parallélipipède AG. Les côtés opposés de la section IKLM étant parallèles comme intersections de deux plans parallèles coupés par un iroisicme, celte section esl un parallélogramme.
366. Pour construire un parallélipipède sur trois droites données AB, AD, AE, parlant d'un morne point A et non situées dans un même plan [Jig. 228), il sulfit de mener par l'extrémité non commune de chacune de ces droites un plan parallèle au plan des deux autres. Ainsi, par le point E, on conduira un plan parallèle au plan BAD, par le point D un plan parallèle au plan BAE, par le point B un plan parallèle au plan DAE. Le polyèdre compris sous les six pians considérés sera un parallélipipède.
Fier. 338.
ScOLIB.
LIVRE VI.. — LES rOLYÈDUES
867* Dans tm paraîlélipipède, les quatre diagonales se cou-' | pent mutuellement en parties égales.
Soient {Jî g. 12C)) le paraîlélipipède AG et ses quatre diagonales AG, CE, BH, DF. Les deux côtés AE et CG étant égaux et parallèles, la figure ACGE est un parallélogramme dont les diagonales AG et CE se coupent niutuellemenl au point 0 en parties égales. La figure Ali(îil étant aussi un parallélogramme, les diagonales AG et BlI se coupent mutuellement en parties égales, c'est-à-dire au point 0 milieu de AG. On prouverait de même que la quatrième diagonale DF passe au point 0 et y est divisée en parties égales.
SCOLIES
308. Si le paraîlélipipède proposé est rectangle» tous les parallélogrammes de la flgure deviennent des rectangles. Le parallélogramme ABGH, par exemple, est alors un rectangle» parce que Tarète AB est perpendiculaire à la face ADHE. Les diagonales d'un rectangle étant égales, les quatre diagonales d*un paraîlélipipède rectangle sont égales,
369. Bans l'hypothèse précédente, les triangles UAB, HDA, étant rectangles, on a
BU=AB+AU, AU =AD H-DU =AD +A
Par suite.
Donc, le carré de la diagonale d'un paraîlélipipède revtcngle est égal à la somme des carrés de ses trois dimensions.
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Un cube étant un parallélipipède rectangle dont les dimen> sions sont égales, le carré de la diagonale d'un cube est égal à trois fois le carré de son arête.
THÉORÈME
370. tes sections faites dans un prisme par deux plans par rallèles sont deux polygones égaux.
Fig. aSo.
Soient {fig. 23o) le prisme AH et les sections LMNOPy QRSTU» faites par deux plans parallèles. Les côtés de ces sections sont deux & deux parallèles comme intersections de deux plans parallèles coupés par un troisième» et égaux comme parallèles comprises entre parallèles. Les deux polygones obtenus ont donc à la fois leurs angles égaux (297) et leurs côtés égaux.
G)E0LLA1RES.
971. Lorsque le plan sécant est parallèle à la base du prisme» la section obtenue est égale à cette base.
En supposant les arêtes latérales du prisme prolongées au delà des bases, la démonstration précédente s'applique, que les sections soient intérieures ou extérieures au prisme, et même lorsqu'elles sont en partie intérieures et en partie extérieures. Il suffît que les plans sécants rencontrent toutes les arêtes latérales.
SCOIIE.
372. On appelle section droite d'un prisme la section déterminée dans ce prisme par un plan perpendiculaire à ses arêtes Latérales.
UTRE TI. — LES P0J.SÈ0RS
THÉORÈME
3T3. L'aire latérale d\m prisme a pour mesure le produit du périmètre de sa section droite par son arête latérale,
Soient (/g. sSi) le prisme AH et sa section droite LMNOP. Les côtés de cette section droite sont les hauteurs des parallélogrammes qui forment Taire latérale du prisme, et ces parallélogrammes ont pour bases égales les arêtes latérales du polyèdre. La somme de leurs mesures sera donc
AF.LM H-BG.MN-+-...H-KE.PL = AF.(LM -h MN -f-. . . -h PL).
Corollaires.
374. Si le prisme est droit, sa section droite est égale à sa base et son arête latérale à sa hauteur (359, 371). L'aire latérale d'un prisme droit a donc pour mesure le produit du périmètre de sa base par sa hauteur.
£n ajoutant à l'aire latérale d'un prisme deux (ois l'aire- de sa base, on obtient son aire totale.
EXERaCES.
\. Toute droite limitée à la surface d'un parallélipipède, et passant par le point d'intersection de ses diagonales (ou pi.r le centre do ce parallélipipède), est divisée en ce point en deux parties égales.
2. On donne trois droites deux à deux non situées dans un mémo plan , et 1 on demande de construire un paraliélipipède dont trois urùles âoieut sur ces trois droites.
3, Dans tout prisme quadrangulaire, la ^omme des carrés des arêtes surpasse la somme des carrés des diagonales do huit fois le carré de la droite qui joint les milieux comnrans de ces diagonales considérées deux à deux. — Application au paraliélipipède quelconcpie.
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PuoGRAims OFFICIEL : Volume du prisme,
DÉFINITIONS
375. On appelle volume d'un polyèdre Tétendue du Heu qu'il occupe dans l'espace indéfîni.
Quand deux polyèdres peuvent coïncider, ils sont égaux» Quand deux polyèdres ont des volumes égadx sans pouvoir coïncider, on dit qu'ils sont équivalents.
Pour démontrer que deux polyèdres convexes coïncident, il suffit de prouver qu'ils ont les mêmes sommets.
376. Si l'on détache une portion d'un prisme par un plan incliné à sa base, le polyèdre reslani est un prisme tronqué, La section obtenue est la base supérieure du ironc de prisme.
THÉORÈME
377. Deux prisme droits de même base et de même haw^ tour sont égaux.
Car, si l'on fait coïncider les bases inférieures d^ ces prismes, leurs arêtes latérales prendront deux à deux la même direction (313), et comme elles sont égales à la hauteur donnée, les bases supérieures des deux prismes coïncideront aussi.
SCOLU.
378. La démonstration précédente s'applique au cas de deux prismes droits tronqués de même base, lorsque leurs arêtes latérales sont égales deux à deux.
THÉORÈME
379. Tout prisme oblique est équivalent au prisme droit ayant pour base la section droite du prisme oblique et pour hauteur son arête latérale.
Soit {fig. 232) le prisme oblique ABGDEFGHIK ou ÂH. Par un point G' de l'arête BG, menons la section droite F G'HTK'. Prolongeons l'arête BG au-dessous de la base ABGDE d'une longueur BB'=GGS et par le point B' menons un plan parai-
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lèle au plan de la section droite. Les inierseclions de ce plan avec les arêtes latérales du prisme prolongées, détermineront un polygone A'B'C'D'E' égal (371) au polygone F'G'iri'k'. La figure A'B'G'D'FFG'U rK' ou A'E' sera donc ua.{)risine
fiff, 939.
droit ayant pour base la section droite du prisme oblique AH, et pour hauteur son arête latérale BG; car on a B'G' = BG, puisque, par construction, BB' = GG'.
Ceci posé, le volume compris entre la base inférieure du prisme oblique AH et la base supérieure du prisme droit A' H' est commun aux deux prismes. Pour démontrer l'équivalence de ces deux prismes, il suflil donc de démontrer l'égalité des deux polyèdres ou prismes droits tronqués (376) A' B' CD' £' ABCDE ou A'C etFG'HTK'FGHlK ou F H. Cette égalité résulte immcdiatemeni de la remarque faite au n° 378; car les deux bases A'B'G'D'£', F'G'HTK', sont égales, ainsi que les arêtes correspondantes A'A etF'F, B'B et G'Q, etc. A' A, par exemple, est l'arête latérale ou la hauteur du prisme droit ÂfW, diminuée de AF', et FF estTarête latérale du prisme oblique AH» diminuée de la même quantité.
THÉORÈBŒ.
380. Le plan mené par deux arêtes latérales opposées d'un parallôlipipède le partage en deux prismes triangulaires équivalents.
Soit {f g. 233) ]e parallélipipède quelconque AG. Le plan AEGG, mené par les arêtes opposées AE et CG, partage ce parallélipipède en deux prismes triangulaires ABCEFG, ACD£GH, dont il s'agit de démontrer l'équivalence.
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Menons la section droite du parallélipipèdc AG. Celle section OKLM est un parallélogramme (365); et les deux triangles égaux KLM, KMO, suivant lesquels la diagonale KM la divise, sont respectivement les sections droites des prismes ABC£FG, ACD£GU.
Fig. a33.
Or, le prisme triangulaire ABCEFG est équivalent au prisme droit ayant pour base KLM et pour hauteur AE ( 379 ) ; de même, le prisme triangulaire ACDEGH est équivalent au prisme droit ayant pour base KMO el pour hauteur AE. Les deux prismes droits énoncés éiuiii égaux (377), les deux prismes triangulaires ABCEFG, ACDILGH, sont équivalents, et chacun d'eux est la moilié du parallélipipède AG.
381. Le rapport de deux parallélipipèdes rectangles de même base est égal au rapport de leurs hauteurs; en d'autres termes, le volume d'un parallélipipède rectangle de base constante est proportionnel à sa hauteur.
Il suffit ( 123) de prouver :
1° Que, 6/ deux parallclipipèdes rectangles de même base ont des hauteurs égales, ils sont cqaux;
2° Que, si trois parallélipipèdes rectangles de même base sont tels, que la hauteur du premier soit égale à la somme des hauteurs des deux autres, le premier parallélipipède est égal à la somme des deux autres*
En effet :
• I** Soient [fig. 284) les' deux parallélipipèdes rectangles AG et A'G% dont les bases ABCD, A'B'CD', sont égales ainsi que les hauteurs AE et A'E'; ces deux parallélipipèdes rectangles seront égaux comme prismes droits a^ant môme base etméme hauteur (377 j.
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2* Soient {Jîg, 234) les trois parallélipipèdes rectangles AN, A'G', E^N', dont les bases ABCD, A'B'C'B', E''F''G''H", sont
égales, et dont les hauteurs AL, A'E', E''L% satisfont à la condition
AL = A'Ef-HE'L';
le parallélipipède rectangle AN est égal à la somme des deux autres. Car, si l'on prend sur AL une longueur AE égale à * A'E', et qu'on mène par le point E une section EFGH parallèle à la base ABCD, EL sera égale à E'L', en vertu de l'hypothèse énoncée. Par suite, des deux parallélipipèdes rectangles AG, EN, qui composent le parallélipipède rectangle AN, le premier sera égal au parallélipipède rectangle A'G^, et le second au parallélipipède rectangle E^'N' (
Corollaires.
382. Dire que deux parallélipipèdes rectangles ont même base, c'est dire qu'ils ont deux dimensions cominunes (362). Le précédent théorème peut donc être énonoé de cette ma:nière :
Deux parallélipipèdes rectangles qui ont deux dimensions communes sont entre eux comme leurs troisièmes dimensions,
11 résulte de là et du théorème général du n" que deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme, les produits de leurs trois dimensions*
383. L'une des dimensions d'un parallélipipède rectangle étant prise pour sa hauteur, le produit des deux autres dimensions mesure sa base (249). Donc, deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur.
g£ohétrie dans l'£SPàGB.
THÊOHfeME.
38i. 1.6 volume d'un parallélipipède rectangle a pour mesure te produit du nombre qui mesure sa base par le nombre qui mesure sa hauteur, lorsqu'on prend pour unités d'aire et de volume le carré et le cube construits sur l'unité de hn^ gueur,
Eo effet» soient ifig, 234) AN le parallélipipède rectangle à mesurer et A' G' le cube dont le côté A'B' == A'D' = A'£' représente l'unité de longueur : on a (383)
AN _ ABCD AL A'G'~ A'B'C'D' ^ A'E
Or, dans le système d'uniiés adopté, le premier membre de celte relation est égal au nombre qui mesure le volume AN, et les rapports qui composent le second membre sont respec- * livemeni égaux aux nombres qui mesurent la base et la hauteur du parallélipipède rectangle proposé (119). Donc le nombre qui mesure le volume du parallélipipède rectangle est égal au produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur. Ainsi, en désignant ces trois nombres par V, B, 11, on a la formule
On préfère énoncer ce théorème usuel d'une manière plus rapide, quoique incorrecte, en disant : le volume d'un parailélipipède rectangle est égal au produit de sa base par sa hauteur,
SCOLU».
385. En se reportant au n*^ 382» le rapport du parallélipipède rectangle AN au cube A' G' peut s'écrire
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d'autres termes, le volume d'un paraUélipipède rectangle e$t égal au produit de ses trois dimensions.
Ce second énoncé n'est applicable qu'au paraUélipipède rectan^^e; nous allons prouvée en terminant ce paragraphe que le premier (38^)» où entrent explicitement la base et la hauteur du paraUélipipède, est applicable à tous les prismes.
38G. Le volume d'un cube est égal à la troisième puîssnnce de son arête. De là, le nom de cube donné à la troisième puissance d'un nombre.
THÉORÈME
387. Le volume d'un paraUélipipède quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Soit {Jig. 235) le paraUélipipède quelconque ÂG ayant pour base ABCP ou EFGH, et pour hauteur la perpendiculaire EP abaissée du sonnmet E sur le plan ÀBGD. Menons par le point E, dans le plan EFGII , la perpendiculaire EM à HG. Si l'on prend la face AEUD pour base du paraUélipipède pro-
Fig. 235.
posé (364), son arôle latérale sera £F, et sa section droite sera le parallélogramme EMQR déterminé par le plan HEP. Le paraUélipipède AG sera donc équivalent au paraUélipipède droit RK ayant pour base la section droite EMQR et pour hauteur l'aréte EF (379).
Ceci posé, reproduisons à part, pour plus de clarté {Jig. 235), ce paraUélipipède droit RK, et construisons un parai ItMipipède rectangle PK ayant pour dimensions EF, £M, EP. Le paraUélipipède droit RK et le paraUélipipède rectangle PK ainsi déterminé, présentent seulement comme parties non communes les deux prismes droits qui ont pour hauteur EF et pour bases les deux triangles égaux EPU, MVQ. Ces deux prismes droits étant égaux (377), les deux parallélipipcdcs seront cqui-
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iralentset, parsuîic, il en sera de môme du parallélipipède quelconque AG ei du parallélipipède rectangle PK. Donc, le produit EF*£M.£P, qui exprime la mesure (d8S} du parallélipipède rectangle PK, mesuie aussi le volume du parallélipipède quelcomfue ÂG. Or, EF.EM mesure la base EFGII de ce parallélipipède, et EP est sa hauteur, v
Donc enfin, le volume du parallélipipède quelconque AG est égal au produit de sa base par sa hauteur.
THÉORÈME
388. Le volume d'un prisme quelconque a pour mesure lè produit de sa hase par sa hauteur.
Fig. 336. Fi;. 337.
1° Soit [fig. 236) le prisme triangulaire ABCEFG. Par l'extrémité A de l'arête AB, menons le plan ADllE parallèle à la face BCGF, et par l'extrémité G de l'arête BC le plan CDHG parallèle à la face AfiF£; prolongeons en même temps les deux bases du prisme jusqu'à la rencontre de ces plans. On obtiendra ainsi (3G6) le parallélipipède AG construit sur les trois droites AB, BC, BF. La face ACGE du prisme triangulaire considéré étant un plan diagonal du parallélipipède AG, ce prisme en sera la moitié (380). Donc, le volume du parallélipipède AG ayant pour mesure le produit de sa base ABCD par sa hauteur EP (387), le "volume du pdsme triangulaire ABCEFG aura pour mesure la moitié de ce produit, c'est-à-dire Je produit de sa base ABC, moitié du parallélogramme ABCD, par sa hauteur EP.
a» Soii [Jîg. ^37) un prisme quelconque ABCDEFGHIK. On le décompose en prismes triangulaires en faisant passer des plans diagonaux par l'arête AF et chacune des arêtes CH, DL Ces prismes triangulaires ont pour bases les triangles ABC,
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ÂCD, ADË, qui composent la base du prisme donné, et leur hauteur commune est celle H du prisme. La somme de leurs mesures ( i°)
ABC.H -h AU).H + AD£.H,
ou la mesure du prisme AI, sera donc égale au produit de sa base ABCDË par sa hauteur H.
GOIOLLAIIBS*
389. En désignant par V, B, H, Ips trois nombres qui mesurent respectivement le volume d'un prisme, sa base et sa hauteur, on a la formule générale
Donc, deux prismes de bases équivalentes et de même haun teur sont équivalents ; deux prismes sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux prismes de même hase sont entre eux comme leurs hauteurs; deux prismes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases,
EXERaCES.
1. Un bassin a la forme d'un prisme hexagonal régulier de o™,75 de hauteur, le côté de la base hexagonale est égal à i mètre; calculer la capacité du bassin.
2. Le volume d'un prisme triangulaire a pour mesure la moitié du produit de l'aire d'une face latérale par la distance de celte face à Tarétc opposée.
3. Si sur trois droites parallèles et non situées dans un môme plan, on prend d'une manière quelconque de? longueurs égales à une droite donnée, le volume du prisme triangulaire ainsi formé est constiint.
4. Deux prismes sont égaux : i* lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre une base et une face égales chacune à chacune et seniblablement disposées; 2° lorsqu'ils ont une base et deux faces adjacentes égales chacune à chacune et semblablement disputées.
5. Deux prismes triangulaires sont égaux, lorsqu'ils ont leurs faces latérales égales chacune à cliacune et semblablement disposées.
6. Vérifier par la Géométrie la formule qui donne le cube d'une somme ou d'une di£féreace de deux parties.
7. Mener par une droite donnée un plan qni partage un parallélipipède en deux parties équivalentes.
GÉOMÉTRIE DANS l' ESPACE.
DÉFINITipKS.
390. La pyramide est un polyèdre dont l'une des faces est un polygone quelconque, et dont toutes les autres faces sont des triangles ayant pour bases respectives les différents côtés delà face polygonale, et pour sommet commun un point extérieur à cette face.
Ainsi, soient [Jig. 238) un polygone ABCDE et un point S pris hors du plan de ce polygone. Le corps limité par la face polygonale ABCDE et par les faces triangulaires SAB, SBC, SCD, SD£, S£A, est une pyramide.
, 391. La pyramide SABGDE a pour base le polygone ABCDE et pour sommei le point S. Sa hauteur est la distance du sommet S à la base ABCDE, e'est-Mire la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan.
Les droites SA, SB, SC, etc., sont les arêtes latérales de la pyramide, et la somme des faces triangulaires SAB, SBC, SCD, etc., constitue son aire latérale.
392. La pyramide est régulière lorsque sa base est un polygone régulier dont le centre se confond avec le pied de la hauteur de la pyramide.
Les arêtes latérales d'une pyramide régulière sont nécessai-. rem'ent égales comme obliques s'écartant également du pied de la hauteur; ses faces latérales sont donc des triangles isocèles tous égaux entre eux. La hauteur d'un de ces triangles * est Vapothème de la pyramide régulière.
Fi0. 338.
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393. Suivant que la base de la pyramide est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, un hexagone, etc., la pyramide est dite triangulaire, quadrangulaire, pentagonaUs, hexagonaUj ete,
39^^. Toute pyramide triangulaire ayant quatre faces, on lui donne souvent aussi le nom de tétraèdre (355).
D'après la dériniiion générale de la pyramide, on voit qu'on a le droit de prendre pour base d'un tétraèdre telle face qu'on veut; le sommet du tétraèdre est alors le sommet opposé à la base choisie.
Les tétraèdres sont dans la Géométrie de l'espace ce que les triangles sont dans la Géométrie plane. On fixe la position d'un point sur un plan en le rattachant par un triangle à deux points donnés. On fixe la position d'un point dans l'espace en le rattachant par un tétraèdre à trois points donnés.
395. Si l'on coupe une pyramide par un plan qui rencontre toutes ses faces latérales, le polyèdre compris entre la section obtenue et la base de la pyramide est une pyramide tronquée ou un tronc de pyramide.
Si le plan sécant est parallèle au plan de la base de la pyramide, le tronc de pyramide est dit à bases parallèles*
FSq. 339.
Soit {Jig. 289) la pyramide SABCDE. Coupons cette pyramide par le plan abcde parallèle à la base ABCDE, et compris entre celte base et le sommet S* La section abcde et la base ABCDE sont les bases du ironc de pyramide à bases parallèles ABCDEidkcde. La liaateur du tronc est la distance constante des plans de ses deux bases. Les segments Âa, B6, Gê, etc., sont ses arêtes latérales, et SOU aire latérale est la sonime des trapèzes ABa6, BC 6c, CD cJ, etc.
GÉOMÉTIIB DANS l'ISPACB.
396. Si la pyramide considérée est régalière» le tronc de pyramide à bases parallèles qui lui correspond esl un tronc de pyramide régulier.
THÉORÈNE.
897. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle à sa . base:
Ses arêtes latérales et sa hauteur sont divisées en parties proportionnelles ;
1° La section est un polygone semblable à la base de la py^ ramide.
Fig. 34o. Fig. a4i.
i<* Soit (fig. i^o) la pyramide SABCDE coupée par le plan abcde parallèle à sa base. Ce plan rencontre les arêtes latérales SA, SB, se, etc., et la hauteur SU de la pyramide aux points a, by Cy. . h. Deux plans parallèles coupant en parties proportionnelles une série de sécantes issues d'un même point (307), on peut écrire immédiatement
Sa_S6_Sr_ _ S^
SX ""SB"" se SH"
a« Les polygones ABCDE et abcde ont leurs côtés deux à deux parallèles (301 ) et dirigés dans le même sens. Les angles homologues de ces polygones sont donc égaux (297). De plus, le parallélisme de leurs côtés entraîne la similitude des triangles SAB et Sab, SBC et Sbc, etc. Par suite,
ab Sb Sb bc ^ ab bc
ÂB^SB* §B"~BC' • " ÂB""BC'
On prouverait de la môme manière qu'on a
bc cd de ea
BC"CD""Dl""IÂ*
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Les polygones ABCDE et abcde, ayant leurs angles égaux et
leurs côtés proportionnels, sont semblables.
COROLLAIIB.
* (th S o,
La similitude des triangles SÂB et Sab donne
ou, d'après ce qui P''^c^^®> ^ = |^ '
La similitude des polygones ABCDE et abede donne à son tour
abcde ab • * s. j. abcde sh
Donc, dans une pyramide^ les sections parallèles à la base et la base elle-même sont proportionnelles aux carrés de leurs distances au sommet de la pyramide,
SOOUB.
399. Si Ton coupe une pyramide régulière i>ar un plan parallèle à la base, la section abcde, étant semblable à la base ABCDE, est aussi un polygone régulier. Comme les arêtes latérales d'une pyramide régulière sont égales, il en est de même des arêtes latérales du tronc de pyramide régulier obtenu. Les faces latérales d'un tronc de pyramide régulier sont donc des trapèzes isocèles tous égaux entre eux. La hauteur d'un de ces trapèzes est \ apothème du tronc de pyramide.
THÉORÈME
4-00. Lorsque deux pyramides ont des hauteurs égales^ les sections faites dans ces pyramides parallèlement à leurs bases et à la même distance de leurs sommets sont proportionnelles aux bases des deux pyramides.
Soient {fig. 241) les deux pyramides SABCD, S'A'B'C, dont les hauteurs SH et S' H' sont égales. Prenons SA = S'A' et, par les points A et h', menons la section abcd parallèle à la base ABCD et la section ifb^c' parallèle à la base A'B'C. Nous aurons (398)
abcd Sh a'h'c' S^'
ABCD ""en'' A B C
SH ^ ^ STH'
^44 GÉOMÊTUB DAHS L'BSPACB.
c'est-à-dire, en vertu de l'ii^ pothèse et de la construction,
abcd a' h' c'
SCOLIB.
401. Si les bases des deux pyramides sont équivalentes, les sections obtenues sont équivalentes»
THÉORÈME
402. L'aire latérale d'une py ramide régulière a pour mesure la moitié du produit du périmètre de sa base j)arsoii apO'tlième.
Soit {fig. ) la pyramide régulière SABCDE» Les triangles isocèles et égaux qui composent son aire latérale ayant res^ pectivement pour bases les côtés ÂB, BC, ...» EA, de la base de la pyramide, et pour hauteur son apothème SH (392), la
somme des aires de ces triangles, c'esl-à-dire l'aire demandée, a pour mesure la moitié du produit de la somme des côtés AB, BC, . . EA, par l'apothème SU, c'est-à-dire la moitié du produit du périmètre de la base de ia pyramide par son .apotlième.
ScOUBi
403. L'aire latérale d'un tronc de pyramide régulier a pour mesure le produit de la demi-somme des périmètres de ses deux bases par son apothème.
Soit {fig, le tronc de pyramide régulier ABCDEabcde, Les trapèzes isocèles et égaux qui composent son aire latérale ayant respectivement pour «bases les côtés AB et a6, BG et
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be,.*.f £A et ea y des bases du tronc de pyramide, et pour hauteur son apothème HA (399), la somme des aires de ces trapèzes,, c'est^-dire l'aire demandée, aura pour mesure le produit de la demi-somme des côtés AB et ah, BG et 6c,. . ., EA et ea, par l'apothème HA, c'est-à-dire le produit de la demi-somme des périmètres des deux bases du tronc de py-ramide par son apothème.
EXBRCICXS.
\. Les plans menés perpendiculairement sur les milieux des arêtes d'un tétraèdre se rencontrent en un même poinL
S. Les plans bissecteurs des an§^ dièdres d'an tétraèdre se rencontrent en un méône point.
3. Les perpendiAulalres élevées sur chaque Ikee d'un tétraèdre par le centre du cerde circonscrit à la iàoe considérée, se rencontrent en un noème point.
4. Les droites qui joignent les sommets d'un tétraèdre aux points d'intersection des médianes des faces opposées se rencontrent en un même point, situé au quart de chacune de ces droites à partir de la face correspondante.
5. Les trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées d'un \ tétraèdre se coupent mutuellement en parties égales.
6. Si l'on coupe un prisme ou une pyramide par un plan non parallèle
à la base, et si l'on prolonge les côtés de la section jusqu'à la rencontre des côtés correspondants de la base, les points d'intersection obtenus sont en ligne droite.
7. Étant données les fiioes d'un tétraèdre, trouver, en ne se servant que du compas, la longueur de la hauteur du tétraèdre et le pied de cette ' hauteur sur le plan de la base.
8. Le plan bissecteur de l'angle dièdre d'un tétraèdre partage l'arête opposée en deux segments proportionnels aux faces qui comprennent % l'angle dièdre. — Considérer le plan bissecteur de l'angle dièdre extérieur.
9. Si par la droite DE, qui joint les milieux de deux arêtes opposées SA, BC, d'un tétraèdre SABC, on mène un plan quelconque qui coupe l'aréte SB en F et l'arête AC eu G, la droite KG est divisée par la droite DE en deux parties égales.
GÉOMtTRlB DANS l'bSPACB.
Deux pyramides triangulaires de bases équivalentes et
de hauteurs égales, sont équivalentes.
Soient (Jig. 243 ) SABG et S'A' B' G' les deux pyramides proposées. Si leurs bases- ABC, A'B'C» sont placées sur un même plan, leurs sommets S et S^ seront & la même distance du plan commun des deux bases, puisque ces pyramides ont même hauteur.
Divisons l'arête SA en un certain nombre de parties égales aux points D, G, K, et par ces points menons des plans parallèles au plan commun des bases. Nous déterminerons ainsi dans la première pyramide les sections DEF, GHI, KLM, et dans la seconde pyramide les sections correspondantes D'E'F', G'Il r, K L' M'.
Comme les bases des deux pyramides sont équivalentes, les sections faites dans ces pyramides par un même plan parallèle au plan commun des bases sont équivalentes (401). La section D£F est équivalente à la section D'£'f % la section GHI à la section G'H'i'^ etc.
Construisons maintenant un prisme sur la section D£F comme base et sur la division DA comme arête. 11 suffit pour cela (357) de mener par les points E et F, jusqu'à la rencontre
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des arêtes AB et ÀC, des parallèles £N et FO i DA ou SA., et de tracer la droite NO. En agissant de même pour les autres sections 6HI, KLM, et les autres divisions GD, KG, on inscrira dans la pyramide SABC un nombre de prismes égal à celui des sections primitivement obtenues, et tous ces prismes inscrits auront pour hauteur la distance constante de deux plans s,écants consécutifs.
En opérant d'une manière identique, on inscrit dans la seconde pyramide S'A'B'C les prismes D' E' F'A' N'O', G'H l'D'P'Q',..., qui sont en même nombre que ceux inscrits dans la pyramide SABC.
Les prismes de même rang dans les deux pyramides sont équivalents comme ayant des bases équivalentes et des iiauleurs égales (389). Le prisme (ilUDPQ, par exemple, est équivalent au prisme G'H'TD'P'Q', parce que les deux sections correspondantes QRi, G'H'T, sont équivalentes, et parce que les hauteurs de ces prismes représentent toutes deux la partie de la hauteur commune des pyramides données» si Ton a divisé Tarète SA en n parties égales.
Donc, la somme des prismes inscrits dans la pyramide SABG est équivalente à la somme des prismes inscrits dans la pyra* mide S'A'B'C Or, si Ton lait croître indéfiniment le nombre des divisions égales de l'arête SA, la somme des prismes in* scrits dans la pyramide SABC a pour limite le volume de cette pyramide. En efTet, les points K, R, P, N, sont en ligne droite, puisque les droites SK, LR, HP, EN, sont égales et parallèles, et la droite KN est parallèle à SB. De même, les points K, T, Q, 0, sont sur une droite KO parallèle à SC. Le plan KNO est donc parallèle à la face SBC, et le polyèdre KNOSBC est un ironc de pyramide à bases parallèles dont la hauteur, distance des deux plans KNO, SBC, est au plus égale à SK = AD. Or, la limite de AD, quand on fait croître indéfiniment le nombre des divisions égales de l'arête SA, est zéro. Donc la hauteur du tronc de pyramide KNOSBC tend vers zéro, et il en est de même, par conséquent, du volume de ce tronc. Mais ce volume est évidemment supérieur à la différence qui existe entre la pyramide SÀRG et la somme des prismes qui y sont • inscrits. Cette différence s'annule donc à la limite.
On prouverait de môme que la diCférence entre la pyramide
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S'A'B'C et la somme des prismes qui y sont iascrits a zéro pour limite.
Les deux sommes de prismes étant constamment équivalentes, leurs limites, c'est-à-dire les volumes des deux pyramides SABC, S'A'B'C, sont égaux.
THÉORÈME
405. Le volume d'une pyramide a pour mesure le lien du produit de ta base par sa hauteur,
Fig. 344. Fig. 345.
i** Soit ijig. 244) pyramide triangulaire EABC. Par les sommets A et C, menons les droites AD et CF^ parallèles à Taréte B£, jusqu'à leur rencontre D et F avec un plan mené par le sommet £ parallèment à la base ÂBG de la pyramide. Le polyèdre ABCDEF sera un prisme triangulaire ayant même base et même hauteur que la pyramide proposée.
En faisant passer un plan par les trois sommets D, E, G, on décompose le prisme triangulaire ABCDEF en trois pyramides triangulaires EABC» EDCA, EDCF. La première est la pyramide donnée. Les. deux autres sont équivalentes , car elles ont même hauteur et leurs bases sont équivalentes comme moitiés du parallélogranime ACFD (404). Or, si Ton prend la face DEF pour base de la pyramide EDCF, son sommet est le point C. Celle pyramide a donc même base et môme hauteur que le prisme ABCDEF; elle est donc équivalente à la pyramide EABC.
Les trois pyramides dont se compose le prisme ABCDEF étant équivalentes, chacune d'elles est le tiers de ce prisme. Or, le voluiue du prisme a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur; le volume de la pyramide EABC a donc pour ^ mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
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2" Soit {fig. 245) la pyramide polygonale SABCDE. On la décompose en pyramides triangulaires en faisant passer des plans par l'arête SA, et chacune des arêtes SC, SD. Ces pyramides triangulaires ont pour bases les triangles ABC, ACD, ADE, qui composent la base de la pyramide donnée, et leur hauteur commune est celle de cette pyramide. La somme de leurs mesures ou la mesure de la pyramide SABCDE sera donc égale au tiers du produit de sa base ABGD£ par sa hauteur SO.
Corollaires.
406. £n désignant par V, H, les trois nombres qui mesurent respectivement le volume d'une pyramide, sa base et sa hauteur, on a la formule générale
Donc toute pyramide est le tien du prisme de même beue et
de même hauteur. Deux pyramides quelconques de bases équivalentes et de même hauteur sont équivalentes. Deux pyramides sont entre elles comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur. Deux py ramides de même base sont entre elles comme leurs hauteurs. Deux pyramides de même hauteur sont entre elles comme leurs bases,
407. Quand un tétraèdre est régulier, son volume s'exprime en fonction de son arête a.
Un tétraèdre régulier est compris sous quatre triangles équilatéraux égaux. Sa base a donc pour expression (256)
Sa hauteur est le côté de Tangle droit d'un triangle rectangle . ayant pour second côté de l'angle droit le rayon du cercle cir-
conscril au triangle de base, c'est-à-dire ~=9 et pour hypoté-
nuse Tarôte a du tétraèdre. Cette hauteur est, par suite.
95o QÉOMAmiB DANS L'SSPACB.
On a donc, pour le volume du tétraèdre régulier en foifction de son arête,
Exemple.
Quel est le volume du tétraèdre régulier dont Varéte est I I mètre ?
On a
V = 2-- = — = o™%ïi785i
à 7 centimètre cube près.
SCOLIE
M8. Pour évaluer le volume d'un polyèdre, il suffit de décomposer ce polyèdre en pyramides, de calculer les volumes de ces pyramides et de faire la somme des nombres obtenu». Plus g^éralement, il suffit de décomposer lé polyèdre proposé en parties telles, que l'expression de leur volume soit connue.
Si Ton peut trouver dans l'intérieur du polyèdre un point à égale distance de toutes ses faces, les pyramides qui le com-» poseront auront pour hauteur commune la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'une des faces, el le volume du polyèdre aura pour mesure le tiers du produit de son aire par cette perpendiculaire*
THÉORÈME
409. Un tronc de pyramide à bases parallèles est équivalent à la somme de trois pyramides ayunt pour hauteur commune la hauteur du tronc, et pour hases respectives les deux bases du tronc et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases.
I* Soit ijig. 246) le tronc de pyramide triangulaire à bases
parallèles ABCDEF.
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Faisons passer un plan par les trois sommets A, E, C, puis un autre plan par les trois sommets D, E, C. Nous partagerons le tronc en trois pyramides triangulaires EABC, EDCF, EDCA.
La première EABC a pour base la base inférieure ABC du tronc de pyramide, et elle a même hauteur que ce tronc, puisque son sommet £ est un sommet de la base supérieure.
Si l'on prend le point C pour sommet de la seconde pyramide £DCFy sa base D£F esl la base supérieure du tronc, et elle a môme hauteur que ce tronc, puisque son sommet G se confond avec un sommet de la base inférieure.
Bans le cas du prisme triangulaire (405), les deux pyramides SDGA, EDGP, étaient équivalentes, de sorte que le volume de Tune faisait connaître celui de l'autre. Ici, ces volumes sont inégaux, et, pour déduire le volume de la pyramide EDCA de celui de la pyramide EDCF, on est conduit à chercher letir rapport.
Les deux pyramides EDCA, EDCF, ayant même hauteur, sont entre elles comme leurs bases CDA, CDF, c'est-à-dire, puisque ces deux triangles ont même hauteur, comme les bases AC et 1)F de ces triangles. D'ailleurs les bases du tronc étant semblables ( 397 ), on a ( 276 )
AC _ y/ABC
Tel est le rapport cherché.
Mais la pyramide EDCF a pour mesure le tiers du produit de la hauteur du tronc par sa base DEF. La pyramide EDCA aura donc pour mesure le tiers du produit de la hauteur du tronc par l'expression
DEF . = y/ÂBCTDÊF .
V^DEF
La pyramide EDCA équivaut par suite à une pyramide ayant pour hauteur la hauteur du tronc, et pour base la moyenne
proportionnelle entre ses deux bases.
2« Soit {Jig. 247) le tronc de pyramide polygonal GHIKLMNP.
Ce^ironc a été obtenu en coupant la pyramide ÏGHIK par
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un plan parallèle à sa base. Prenons un point S à la même hauteur que le point T au-dessus de la base GHIK, et consiruisons dans le plan de cette base un triangle ABC qui lui soit
équivalent. La pyramide triangulaire SABC sera équivalente à la pyramide polygonale TGHIK (4-06). Si l'on prolonge le plan LMNP jusqu'à la pyramide SABC, il déterminera dans cette pyramide une section DEF équivalente à la section LMNP (4.01 ) ; les deux pyramides SDEF, TLMNP seront donc aussi équivalentes. Par suite, le tronc polygonal GHIKLMNP, différence des pyramides ÏGHIK, TLMNP, sera équivalent au ironc triangulaire ABCDEF, différence des pyramides SABC, SDEF. El comme le tronc de pyramide triangulaire est équivalent à la somme de trois pyramides ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc et pour bases respectives les deux bases du tronc et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases, il en sera de même du tronc de pyramide polygonal qui a même hauteur et des bases équivalentes.
GOBOUAnBS.
410. En désignant par V, B, by h, les nombres qui mesurent respectivement le volume d'un tronc de pyramide à bases parallèles^ ses deux bases et sa hauteur, on a la formule
Fig. 247.
OU
V=:5(B-l-64-VB6J.
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411. Souvent^ au lieu de donner les deux bases B et b, on donne l'une d'elles B et le rapport £ de deux côtés homologues de ces deux bases; on a alors
11 en résulte
Cette formule, très-commode dans les applications, se trouve dans un Traité de Léonard de Pise sur les centres de gravité*
Les bases parallèles d'un tronc de pyramide sont deux hexagones réguliers ayant respectivement i mètre et i mètres de côté, sa hauteur est égale à 3 mètres; calculer son volume,
X On a dans ce cas
ei; en appliquant la formule (2),
c'est-à-dire
V ='3 . 3,5 = 1 8"% 180534 à I centimètre cube près.
On peut donner au mot tronc une extension utile
De même que les théorèmes relatifs aux sections d'un prisme s'étendent au cas où elles sont extérieures (371), les théorèmes relatifs aux sections d'une pyramide (397) s'étendent aux cas où ces sections deviennent extérieures, qu'elles soient faites au delà du sommet ou au-dessous de la base de la pyramide proposée. Les plans sécants doivent seulement rester parallèles à la base de cette pyramide.
On peut distinguer les deux cas possibles en disant que les sections faites au-dessous du sommet donnent des troncs de première espèce, et que les sections faites au-dessus du sommet donnent des troncs de seconde espèce.
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Pour évaluer le volume d'un tronc de seconde espèce ABCDEF (fig. 248), Il suffit d'effectuer la somme des pyra-
mides SÀBC, SDEF. La hauteur h du tronc est d'ailleurs égale à la somme des hauteurs H et H' des deux pyramides. On a ainsi» en conservant les notations du n*» 410,
V=lBH-Hi6H'=|(u.i|:).
De la relaUon(398)
il résulte
d'où
A a "~ A-h« "A-ha* ii_ ah
Par suite,
et aussi
BA A^ + g» M 3 *A'(A4-a)" 3
^ Brt'X A ^„ . ,777 \
^= U« - X + Ât) = 3 ^« + VB*.).
Pour un tronc de seconde espèce, la formule du volume est donc la même que pour un tronc de première espèce, sauf le signe de la moyenne proportionnelle. On passe donc de l'une à raiiire formule en changeant le signe de cette moyenne ou èn changeant a en a.
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PROBLÈM£.
413. On donne le volume V = io"''=,5, la hauteur h=i"^s/3 et le côté A = 2™ de la base inférieure d'un tronc de pyra* mide à bases parallèles ; on suppose que cette base est un hexagone réf(ulier, et l'on demande le côté x de l'hexagone régulier, hase supérieure du tronc.
L'équation du problème sera Téquation (2) du n^ill» dans laquelle on remplacera a par Tinconnue 4P, c'estrè-dlre
d'où, puisqu'on a ici B = \ ^
et, en substituant les nombres donnés,
Les racines de cette équation sont
jr'=i» et 07*'= — 3™.
La première répond à un tronc de première espèce; la se» condé, prise potitivement, à un tronc de seconde espèce.
BXBRaCBS.
1. Démontrer que deux tétraèdres sont égaux: 1° lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblaMemeiit disposées; 2* loraqu'ito ont une tu» égale adjacente à trois angles dièdres égaux cbaâm à chacan et semblableirât disposés ; 3*" lorsqu'ils ont trois fàoes égales chacune à ofaacune et aemUablement disposées; 4* lorsqalls ont une arête égale et cinq angles dièdros égaux cbacnn è Ghacun et semblablement disposés.
2. Trouver dans Tintérieur d*un tétraèdro un point tel , qu en le joignant aux quatreiBommets, on décompose ce tétraèdro en qualro tétraèdres éqni?Blents.
3. Si l'on prend un point 0 dans l'intérieur d'un tétraèdro SABC, et si Ton prolonge les droites SO, AO, BO, GO, jusqu^à la rencontra des ftoes
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opposées en a, c, on a la relation
0£ Oh 0£_
À, Le plan déterminé par une arête d'un tétraèdre et le milieu de l'aréte opposée partage ce tétraèdre en deux tétraèdres équivalents.
5. Tout plan conduit par les milieux de deux arêtes opposées d'un tétraèdre le partage en deux volumes égaux,
6. Quelle est la différence des volumes d'un tronc de pyramide à bases parallèles et d*un prisme de même hauteur ayant pour base la demisomme des bases du tronc de pyramide? — Quelle erreur commet-on en remplaçant l'un des volumes par l'autre, pour une hauteur de 6 mètres et pour des bases du tronc de pyramide égales à 3*^,75 et 2*^,85?
7. Trouver Texpression du volume d'un tronc de pyramide quelconque à bases parallèles, en le décomposant en troncs de pyramide triangulaires.
8. La hauteur d'un tétraèdre régulier est égale à la somme des perpendiculaires abaissées d'un point pris dans l'intérieur du polyèdre sur ses quatre faces.— Examiner le cas où le point est choisi extérieurement.
9. Mener un plan parallèle à la base d'un tétraèdre donné, de manière que ce plan détermine un autre tétraèdre dont l'aire totale SOit la moitié de celle du tétraèdre donné.
10. Étant données trois droites parallèles non situées dans un même plan, on porte sur l'une d'elles une longueur AB donnée, et l'on prend ariïitrairement un point C sur la seconde droite, un point D sur la troisième ; démontrer :
i" Que le volume de la pyramide triangulaire ABCD est constant, quelles que soient les positions des points C et D et la parallèle sur laquelle on porte la longueur AB; 2'' que ce volume est proportionnel à AB.
11. Étant donné un tétraèdre SABG, on construit sur les faces SAB, SBC, SAC, trois prismes triangulaires de hauteur arbitraire dontlesbases supérieures se rencontrent en 0; sur la base ABC du tétraèdre, on construit alors un quatrième prisme triangulaire en prenant ses arêtes latérales éîïales et parallèles à la droite SO : démontrer fjue le volume de ce dei nu r prisme est équivalent à la somme des volumes des trois premiers prismes.
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pROGBAHHB OFnciBL *. Notions sur les polyèdres semblables, remparts des surfaces et des volumei.
DÉFINITIONS
On donne le nom de polyèdres semblables aux polyèdres qui ont leurs angles polyèdres égaux et qui sont compris sous un même nombre de faces semblables chacune a cbacune.
L'égalité des angles polyèdres entraîne évidemment l'égal iié des angles dièdres homologues.
On appelle homologues les éléments (faces, arêtes, dièdres, etc.) qui se correspondent dans deux polyèdres semblables.
4>15. Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables jont proportionnelles. Car les faces semblables de ces polyèdres ayant le même rapport de similitude (175), puisqu'une même arête appartient sur chaque polyèdre à deux faces adjacentes, le rapport de deux arêtes homologues quelconques ' est constant.
THÉORÈMlg.
416. En coupant une pyramide par un plan parallèle à la base, on détermine une seconde pyramide semblable à la première.
Fig. 2 ',9.
Soit {Jig. 249) la pyramide SABCDE dans laquelle un plan parallèle à la base a déterminé la section FGUIK. Les deux pyramides SABCD£, Sf GUiK, ont leurs faces semblables ; car
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les polygones ABGDE» F6HIK, sont semblables (397), et les faces latérales SAB et SFG, SBC et SGH, etc., le sont aussi (176 ), par suite du parallélisme des côtés de ces deux polygones.
Quant aux angles polyèdres, l'angle polyèdre S est commun, et deux angles irièdres homologues tels que A et F sont égaux ; en effet, on peut les faire coïncider, puisqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablement disposées, savoir : l'angle dièdre SA commun, la face SAB égaie à la face SFG, et la face SAË égale à la face SFK.
THÉORÈME
417. Deux pyramides trianguldircs sont semhiabirs, /orsqu'eUt'S ont un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées.
Fie a5o.
Soient {Jîg. ?.5o) les pyramides SÂBC, S'A'B'C, dans lesquelles l'angle dièdre SA est égal à l'angle dièdre S'A', et les faces SAB, SAC, semblables aux faces S'A'B', S'A'C, et semblablement placées.
Portons la seconde pyramide sur la première, de manière qu'elles aient môme sommet et que les faces homologues de leurs angles dièdres égaux coïncident. Le triangle S'A'B' étant semblable au triangle SAB et le point A' tombant en D sur SA, S^B' se confondra avec SB, et le point B' viendra en un point E tel, que DE soit parallèle à AB. De même, le triangle S'A' G' étant semblable, au triangle SAC, S'C se confondra avec SC, et le point C viendra en un point F tel, que DF soit parallèle à AC. La base A'B'C occupera donc alors la position DEF, et
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son plan sera parallèle au plan de la base ABC (297). La pyramide SDEF étant semblable à la pyramide SABC (416), il en est de même de la pyramide S'A' B'C qu'elle représente.
THÉOREMt:.
418. Deux polyèdres^ composés d'un même nombre de té" traèdres temhlahles chacun à chacun et semblablement dUpo^ sés, sont semblables,
Fi{j. 95 1.
Soient {Ji^. 25i) OABD, DOBC, CDOP, PCDE, etc., O'A'B'IV, D'O'B'C, C'D'O'F, P'C'D'E', etc., deux séries de tétraèdres respectivement semblables et semblablement disposés; le polyèdre formé par les premiers tétraèdres est semblable au polyèdre formé par les seconds*
En effet :
1° Les faces homologues des deux polyèdres sont sem-> blables comme composées d'un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés. Considérons, par exemple, la face ABCD du premier polyèdre. Les triangles ABD, BCD, qui la constituent sont semblables aux triangles A'fi'D% WC*jy, comme llices homologues de tétraèdres semblables. I>e plus» les triangles ABB, BCD, étant dans un même plan, les angles dièdres OBDA, OBDC, des deux tétraèdres OABD, DOBC, sont supplémentaires (337); il en est donc de môme des angles dièdres homologues O'B'D'A^ O'B'D'G', des tétraèdres semblables O'A'B'D'; D'O'B'C. Par suite, les .deux triangles A'B'D', B'CD', sont aussi dans un même plan, et consUtuënt sur le second polyèdre une face A'B'CD' semblable à la face ABCD. '
2" Les angles polyèdres des deux polyèdres sont égaux comme ayant tous leurs éléments égaux et semblablement
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disposés; car les faces homologues des deux polyèdres étant semblables et semblablement disposées, leurs angles polyèdres ont d'abord toutes leurs faces égales chacune à chacune et
semblablement disposées. De plus, les angles dièdres homologues de ces angles polyèdres sont égaux, soit comme dièdres homologuesdedeux tétraèdres semblables, soit comme sommes d'angles dièdres égaux. L'angle dièdre BCDE, parexemple, formé par les deux faces ABCl), CDE, du premier polyèdre, est la somme des trois angles dièdres BCDO, ODCP, PDCE, qui appartiennent aux trois tétraèdres DOBC, CDOP, PCDE; et l'angle dièdre B'C'D'E', formé par les deux faces A'BX'D', CD'E', du second polyèdre, est la somme des trois angles dièdres homologues B'C'D'O', O'D'C'I", P'D'C'E', qui appartiennent aux trois tétraèdres semblables D'O'BX', C'DO F; FCIKE'.
419. Réciproquement, deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un même nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés.
Fig. aSa.
Soit {Jig. 252) un point 0 pris dans l'intérieur du premier polyèdre; décomposons-le en tétraèdres en prenant le point 0 pourcentre de décomposition, c'est-à-dire en joignant ce point à tous les sommets du polyèdre dont on a d'abord partagé les &ces en triangles; et soit OÂBG l'un des tétraèdres obtenus. Les points A, B, C, ayant pour homologues sur le second po* lyèdre les points A', V, C, menons un plan O^A^B' faisant audessus de A'B'C un angle dièdre égal à celui que forme le plan AOB au-dessus de ABC» et dans ce plan (yA'B' construisons le triangle O'A'B' semblable au triangle OAB. En prenant le point 0' pour centre de décomposition, on décomposera le second polyèdre en tétraèdres placés semblablement à ceux
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du premier polyèdre, et il reste seulement à prouver que ces lélraèdres sont semblables deux à deux, les premiers OABC, CKA'B'G', l'étant par coostrucUon (417).
Soit D un quatrième sommet du premier polyèdre tel, que les deux triangles ABC, ABD, aient un c6té commun, et soient situés sur la même face ou sur deux faces adljacenles. Comparons les deux tétraèdres OABD, O'A'B'IK. Les fiices OAB, (VA'B'i sont semblables comme faces homologues des deux lélraèdres semblables OABC, O'A'B'C; les faces ABD, A B D', le sont aussi comme triangles homologues de .deux faces semblables des polyèdres donnés. De plus, si les deux triangles ABC, ABD, sont dans un même plan, les deux dièdres OABD, O'A'B'D', sont égaux comme suppléments des angles dièdres égaux OABC, O'A'B'C; si les deux triangles ABC, ABD, ne sont pas dans un même plan, les deux angles dièdres OABD, O'A'B'D', sont encore égaux comme différences des angles dièdres égaux DABC et OABC d'une part, D'A'B'C et O'A'B'C d'autre part (414). Dans les deux cas, les tétraèdres OABD, CA'B'D', sont semblables (417).
La même démonstration s'appliquera de proche en proche. La similitude des deux tétraèdres considérés en dernier lieu permettra toujours de vérifier la simUitude des deux tétraèdres suivants.
SCOUBS.
420. Deux points 0 et 0' rapportés à deux polyèdres semblables sont dits homologues, lorsqu'en joignant l'un d'eux 0 aux sommets consécutifs A, B, C, de l'un des polyèdres, et l'autre 0' aux sommets homologues A', B', C, de l'autre polyèdre, on obtient deux tétraèdres OABC, O'A'B'C, semblables et semblablemenl disposés par rapport aux deux polyèdres.
U résulte de la démonstration précédente que deux points homologues quelconques peuvent être pris pour centres de décomposition de deux polyèdres semblables en tétraèdres semblables et semblablement disposés.
Si le point 0 est extérieur au premier polyèdre, son homologue G' est aussi extérieur au second polyèdre; il faut alors considérer les deux polyèdres comme composés de tétraèdres additife et de tétraèdres soustractifs.
a6l GtOHÉTRIV 1»AHS l'BSFAOB.
Si le point 0 coïncide avec l'un des sommels A du premier polyèdre, son honiologuc 0' coïncide avec le sommet A' du second polyèdre, el les diagonales homologues des deux polyèdres, relatives aux sommels A et A', se conl'ondent avec les arêtes latérales de leurs tétraèdres homologues.
42i . Deux droites rapportées à deux polyèdres semblables sont dites homologues, lorsque leurs extrémités sont deux à
deux des points homologues. Telles sont, par exemple, les diagonales relatives à des sommets homologues.
Le rapport de deux droites homologues quelconques est I égal au rapport de similitude des faces homologues des deux ' polyèdres.
Fig. a53. Fig. 2j4*
Soient {Jig.253) ABCDE, A'B'C'D'F, deux faces homologues quelconques des polyèdres donnés, et FH, F' H', deux droites homologues quelconques. Formons les tétraèdres homologues FABC, F'A'B'C; HABC, H'A'B'C. La similitude de ces tétraèdres entraîne celle des tétraèdres FHAC, F'H'A'C. En effet, les faces FAC, HAC, sont respectivement semblables aux faces F'A.'e, U'A'C, et l'angle dièdre FACH, différence des angles dièdres FACB» HACB, est égal à l'angle dièdre F'A'C'H', différence des angles dièdres égaux F'A'G'B', H'A'C'B'. Les deux tétraèdres FHAC, FH'AXS étant sem*blablesy on a (415)
FIT _ AB F'H' — A'B
)RËIfE.
4-22. Le rapport des volumes de deux polyèdres semblables est égal au cube du rapport de similitude de leurs faces homo-
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lofTiies, ou deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes des arêtes homologues^
Soient d'abord (fig, 254) <lcux tétraèdres semblables SÂBC»
SDEF, qu'on peut toujours supposer placés l'un dans l'autre comme l'indique la figure (416), de manière que leurs bases ABC, DEF, soient parallèles.
Le premier lélraèdre SABC ayant pour base ABC et pour hauteur SUy son volume a pour expression
ABC.SH _ ABC 8H
Mais le plan DEF étant parallèle au plan ABC, on a (308, 307) ABC_SH^ SH_SA_AB
Le rapport des Yolumes des deux tétraèdres est donc représenté par
SU* âb'
=7 ou =3.
SK DE
Soient maintenant deux polyèdres semblnhlos P et P'. Le rapport de similitude de leurs faces honiolo^^ues sera (415) celui de deux arêtes homologues quelconques AB et A'B'. Ces deux polyèdres sont dccomposablcs en un même nombre de tétraèdres semblables et semWablement disposés (419), et le rapport de similitude des faces homologues de deux tétraèdres
AB
homologues est égal (421) au rapport jrg?' polyèdre P
est composé des tétraèdres T, Ti, T,» et le polyèdre P' des tétraèdres homologues T', T',, T',, on aura donc, d'après ce qui
précède.
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SCOLIE
4S3. Les aires de deux polyèdres semblables sont propos^ iiowneUes aux carrés de leurs arêtes homologues*
i. Étant donnée une pyramide dont Tnne des arêtes SA est égale à I mètre, par quels points a et a' de cette arête font-il mener des plans parallàles à la base de la pyramide pour partager son volnme en trois parties équiyalentes?
S. Déterminer les arêtes d'un paiallélipipède rectangle, sachant qu'elles sont proportionnelles aux nombres a, 6, c, et que le vdome do paralléttpipède est Y.
3. Chercher le rapport des volumes de deux tétraèdres, dont l'un a été formé en menant par les sommets de Tantre des plans parallèles aux fàces opposées.
4. Deux tétraèdres sont semblables : i° lorsqu'ils ont une face semblable adjacente à trois angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés; n* lorsqu'ils ont trois faces semblables chaconé. à cfaacone et semblablement disposées; 3** lorsqu'ils ont cinq angles dièdres égaux chacun à chacun et sembàablement disposés.
5. Les carrés des volumes de deux polyèdres semblables sont proportionnels aux cubes de deux fàces homologues.
i. Deux tétraèdres qui ont un angle trièdre égal, sont entre eux comme les produits respectifs des arêtes qui comprennent cet angle. — En déduire la première partie du théorème du n** 422.
S. Deux tétraèdres qui ont une arête égale et les angles dièdres oor-
EXËRaCES.
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reBpondanls à cette arête égaux chacun à chacun, sont entre eux comme les produits des faces qui compremient le dièdre égal.
3. Les arêtes latérales d'une pyramide triangulaire SÂBG ont pour longueurs L, M, N; on coupe cette pyramide par un plan abe non parallèle à la base, qui rencontre les arêtes latérales à des distances du sommet égales klftn, m trouver le volume du tronc de pyramide ainsi détenniné.
4. Soit un tétraèdre SABC; par un point 0 pris dans la face SBC, on mène aux arêtes SA, AB, ÂC, jusqu'aux &ces ABC, SAC, 8AB, les parallèles OD, OE, OF : démontrer la relation
OD OE 0F_ SA"^AB~'"AG
5. Soit un tétraèdre SABC coupé par un plan quelconque DEF : menons les diagonales des quadrilatères ABDE, BCFE, ACFD; ces diagonales se rencontrent deux à deux aux points G , H , K , et les droites SG, SH, SK, coupent elles-mêmes les cêtés dé la base ABC aux points L, M, N ; démontrer : i* que les transversales .AM, BN, CL, se coupent en un même point 0 de la base ABC; que les transversiries SO, AH, BE, GG, se coupent en un même point P de Tespaoe. -~ Examiner le cas où la section DEF est parallèle à la base ABC.
6. Sdt le tétraèdre SABC; menons une section quelconque DBF parallèle à la base ABC, et joignons les milieux des cêtés de cette section aux sommets opposés de la base : les trois droites obtenues se croisent en un même point dont on' demande le lieu.
7. Par un point quelconque pris dans l'intérieur de la base d'une pyramide régulière, on mène à celte base une perpendiculaire qui rencontre toutes les faces de la pyramide ou leurs prolongements ; démontrer que la somme des distances des pdnts de rencontre obtenus à la base de la pyramide est constante. — Considérer le cas où le pied de la perpendiculaire élevée à la base est extérieur à cette base.
8. Étant données les quatre hauteurs d'un tétraèdre et les distances d'un point à trois des faces, déterminer la distance de ce point à la quatrième face.
9. Quelle est la différence des volumes d'un tronc de pyramide à bases parallèles et d'un prisme de môme hauteur ayant pour base la section faite dans le tronc de pyramide à égale distance de ses bases?
10. La base d'une pyramide régulière étant un hexagone de 3 mètres de cêté, calculer la hauteur de cette pyramide, sachant que son aire latéralQ est dix fois Taire de sa base.
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ii. Soit une pyramide triangulaire SABC. Par le milieu E de l'arête SB, on mène le plan DEF parallèle à la base ABC, le plan EGH parallèle à la face ASC el le plan £DU ; la pyramide SABC se trouve ainsi décomposée en deux prismes triangulaires équivalents et en deux pyramides triangulaires équivalentes. On peut faire subir la même décomposition à la pyramide SDEF, et continuer ainsi indéfiniment ; en déduire le volume de la pyramide SABC.
lâ. Étant donnée une pyramide triangulaire SABC, à quelle distance
de la base ABC doit-on mener un plan parallèle abc, pour que le rapport des volumes de la pyramide &abc et du tronc de pyramide ABCabc soit
égal à
13. Couper un tétraèdre par un plan parallèle à deux arêtes opposées, de manière que la section soit maximum.
14. Far la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées d'un tétraèdre, on peut faire passer une infinité de plans; qael est celui qui détermine la section minimum?
15* Étant donné un prisme triangulaire, le couper par un plan tel, que la section soit semblable à un triangle donné.
16. Par un point 5 pris sur le prolongement de l'axe d*an prisme hexagonal régulier et par les côtés du triangle équilatéral obtenu en joignant de deux en deux les sommets de sa base supérieure, on fait passer des plans qui détachent du prisme trois tétraèdres et les remplacent par un tétraèdre unique reposant sur sa base supérieure; déterminer la position du point S qui rend minimum l'aire dn décaèdre ainsi* construit (alvéole (|es abeilles).
17. Sur une première droite ÂA.', on donne deux points fixes a et b; sur une seconde droite quelconque BB', deux points mobiles cetd restent à une distance constante : chercher pour quelle position du segment cd Taire de la pyramide abcd est minimum.
18. Cionstruire deux droites qui soient dans le même rapport que deux cubes donnés.
19. Une droite comprise entre deux faces d'un polyèdre donné est divisée en plusieurs segments; sur chaque segment, considéré comme l'homologue de la droite donnée, on construit un polyèdre semblable au polyèdre donné. Démontrer que Taire de ce polyèdre est égale au carré de la somme des racines carrées des aires des polyèdres segmentaires, et que son volume est égal au cube de la somme des racines cubiques des volumes de ces mêmes polyèdres.
LIVRE YII
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PrograMxMe officiel : Cylindre droit à hase circulaire. — Mesure de la surface latérale et du volume^ — Extension aux cylii^res droits à base quelconque.
424. On nomme surface c/'lindrique de révolution la surface engendrée par une droite GG' qui tourne autour d'une droite fixe XX' à laquelle elle est parallèle et invariablement
liée [fig, 255).
La droite fixe XX' reçoit le nom d'axe de la surface, et la
droite mobile GG' celui de génératrice ou d'arête.
.425. Tout point A de la droite GG' décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre est sur Taxe; car» pendant la rotation, la perpendiculaire ÂO abaissée du point A sur XX' reste perpendiculaire à cet axe et conserve toujours la même longueur.
On appelle section droite toute section faite par un plan perpendiculaire à l'axe. 11 résulte des considérations précédentes que les diverses sections droites d*une même surface cylin^
DÉFINITIONS
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drique sont des circonférences égales : le rayon commun de ces cercles, c'est-à-dire la distance des deux parallèles XX' et GG', est dit le rayon de la surface cylindrique, et l'on voit que le lieu des points de l'espace situés à une distance donnée d'une droite fixe est la surface cyUndnque de révolution qui a cette droite pour axe et la distance donnée pour rayon*
426. On appelle cylindre de réi>olution le corps compris entre une surlace cylindrique et deux plans perpendiculaires à l'axe de celte surface, ou, en d'autres termes, la ligure engendrée par la rotation d'un rectangle AA'0'0 autour d'un de ses côtés 00' (Jig. 256).
La surface cylindrique engendrée par le côté AA' est la surface latérale cylindre; les cercles décrits par les côtés OA et (yAf en sont les hases, et la droite OO' en est la haa~ teur.
427. En construisant un prisme droit de même hauteur que le cylindre, et ayant pour base un polygone inscrit au cercle de base du cylindre, on obtient un prisme inscrit au cylindre {flg. 267 ). Si le polygone inscrit au cercle de base est régulier, le prisme inscrit au cylindre est régulier (359).
428. Deux cylindres de révolution sont dits semblables, lorsqu'ils sont engendrés par des rectangles semblables, c'està-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elles comme les rayops de leurs bases.
429. L'aire latérale d'un cylindre de révolution a pour mesure le produit de la circonférence de sa base par sa hauteur.
L'aire latérale du cylindre est la limite des aires latérales des prismes réguliers inscrits dont le nombre des faces croît indéfiniment. D'après cela, soient S, C, U, Taire latérale, U
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circonférence de base et la hauteur du cylindre considéré; soient « et l'aire latérale et le périmètre de la base d'un prisme régulier inscrit. On a (374)
Lorsqu'on lliit crottre indéfiniment le nombre des côtés de la base du prisme, % tend vers S et vers C; on a donc, à la limite,
CSOROLLAIRXS.
430. Si R est le. rayon du cylindre, on a C = 2;rR et, par suiie,
S = air RU.
En ajoutant à cette aire latérale les aires des deux bases ou le double 27rR' de l'aire de l'une d'elles, on obtient, pour l'aire totale T du cylindre,
T = airRH -4- awR» = 27rR (R H).
431. Soient S, S', les aires latérales; T, T', les aires totales; R, R', les rayons et H, H', les hauteurs de deux cylindres de révolution semblables. On aura (^28)
R_H_ R-hH R' H' R' + 11'
et, par suite,
S _ R Ii_ Hl_ RI
T _ R(R + H) _ R R-hH _ H' _ R»
Donc, /es aire» latérales ou totales de deux cylindres de révolution semblables sont entre elles comme les carrés des rayons ou comme les carrés des hauteurs,
ScouB.
432. Considérons un cylindre de révolution et un prisme régulier inscrit ABCDEFA'B'CD'E'F {Jlg. iS'j ); par une rotation autour de l'arête BB', amenons la face ABB' A' dans le prolongement de la face BCCB'; puis, par une rotation autour
a^O GÉOUÉTRIB DANS l'eSPAGE.
de ces amenons les deux faces déjà réunies dans le prolongement de la face suivante CDIKC» et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes les fiices latérales du prisme soient réunies sur le plan de la dernière d'entre elles ÂFF'A'. Dans son mouvement autour de l'arête BB', le côté AB reste per|)endiculaire à cette arête; il se place donc sur le prolongement de CB; de même,
Fig. a58.
A', Vi
la droite ABC, formée alors par la réunion de AB et de BC,
vient se placer sur le prolongement de DG, etc. On obtient
donc finalement sur le dernier plan un rectangle A, A, A', A' {Jig. 258) dont la hauteur est celle du prisme droit et dont la base est égale au périmètre de la base du prisme. Ce reolangle est le développement de l'aire latérale du prisme.
Si le nombre des côtés du prisme régulier inscrit dans le cylindre croît indéfiniment, le rectangle AiAjAjA', conserve la même hauteur, et la longueur de sa base A, A, tend vers la circonférence de la base du cylindre. Le rectangle limite, qui a une base égale à la circonférence de la base du cylindre, est dit le développement de l'aire latérale de ce cylindre.
THÉORÈME
433. Le volume d'un cylindre de révolution a pour mesiire le produit de sa base par sa hauteur.
Le volume du cylindre est la limite des volumes des prismes réguliers inscrits, dont le nombre des faces croît indéliniment. D'après cela, soient V, B, H, le volume du cylindre, l'aire de sa base et sa hauteur; soient c et b le volume et l'aire de la base d'un prisme régulier inscrit au cylindre; on a (389j
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Mais lorsque le nombre des faces du prisme croit indéfiniment, V tend vers V et 6 vers B; on a donc, à la limite,
Corollaires.
434. Si R est le rayon du cylindre considéré, on a B = 7rR% et par suite
V = îrR».H.
435. Soient V, V% les volumes; R, R', les rayons; H, H', les hauteurs de deux cylindres de révolution semblables; on aura (m)
et, par suite,
V _ RVH _ / RV ji_
Donc, les volumes de deux cylindres de révolution sem~ blables sont entre eux comme les cubes des rayons ou comme les cubes des hauteurs.
.Exemple :
Pour mesurer les liquides, on emploie des vases ayant la forme de cylindres de révolution dont la hauteur est double du diamètre; calculer d'après cela les dimensions du litre.
La capacité du cylindre dont on demande la liaureiir II est 1 décimètre cube; en prenant le décimètre pour unité de lon-
gueur, et en remarquant que le rayon du cylindre est ^> on a la relation
TT ! 1 • U = I OU
on en déduit
ou -jg" = «;
Le litre est donc un cylindre dont la hauteur a 17!^ millimètres, et dont le rayon a par suite 43 millimètres.
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SCOLIB.
437. On appelle en général surface cylindrique le Heu des positions successives d'une droite AA' assujettie à rencontrer une ligne fixe ABC et à rester parallèle à uuo direction donnée (//V -zSc)). La ligne fixe, plane ou gauche, ABC, prend le nom directrice, et la droite mobile AA' celui de génératrice.
Lorsque la directrice est une ligne droite, la surface cyliodrique est un plan.
On peut prendre pour directrice d'une surface cylindrique une ligne quelconque tracée sur cette surface, une de ses seclions planes par exemple. Si dans cette section ABC on inscrit un polygone ABCM, et si la génératrice glisse sur le contour de ce polygone en restant parallèle à ell^méme, elle engendre une suiface pnsmatique inscrite dont les arêtes àX', BW, CC\ MMS appartiennent à la surface cylindrique. Si l'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés du polygone ÀBCM, de manière que ces côtés tendent vers zéro, le polygone inscrit a pour limite la courbe directrice, et la surface prîsma* tique correspondante se confond en même temps avec la surface cylindrique.
11 résulte de là que les sections faites dans une surface cylindrique par deux plans parallèles sont deux courbes égales, comme limites des deux polygones égaux (370) que les mêmes plans déterminent dans la surlace prismatique inscrite.
On nomme section droite d*une surface cylindrique la section faite par un plan perpendiculaire aux générauices.
438. Un cylindre est le corps compris entre une surface cylindrique et deux sections planes parallèles. Ces sections sont
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les hases du cylindre, et la distance de leurs plans parallèles est la hauteur de ce corps. Le cylindre est droit ou oblique, suivant que ses génératrices sont perpendiculaires ou obliques au plan de la base. Le eyiindre droit à hase cireulaire n*est autre que le cylindre de révolution étudié dans le § I.
Uaire latérale d'un cylindre quelconque est égale au produit de son arête par le périmètre de sa section droite»
Le volume dun cylindre quelconque est égal au produit de sa base par sa hauteur»
On arrive à ces théorèmes en considérant le cylindro comme la limite d'un prisme inscrit» lorsque les côtés de la base polygonale tendent vers zéro.
EXERaCES.
1. 1° Quel est le rapport des volumes de deux cylindres dont les aires convexes sont équivalontps? 2° Quel est le rapport des aires convexes de deux cylindres qui ont môme volume?
8. Les volumes engendrés par un rectangle tournant successivement aatour de ses côtés adjacents sont de a mètres cubes et de b mètres cubes; trouver la longueur de la diagonale de ce rectangle.
3. Calculer à i millimètre prés la hauteur et le rayon du litre destiné à la mesure des matières sèfches.
4. Étant données la hauteur et l'aire totale d'un cylindre de révolution, trouver le rayon de sa base.
5. Diviser l'aire latérale d*un cylindre de révolution, par un plan parallèle aux bases, en deux parties telles que leur moyenne proportionnelle soit égale à la section obtenue.
6. L'eau étant au môme niveau dans le réservoir et dans le tuyau (i'aspir.ilion d'une pom[)e aspirante, on fait mouvoir le pisîon. Trouver à quelle hauteur l'eau parviendra dans le tuyau d'aspiration, après le premier, le second, le troisième,... coup de piston, et combien il faudra de coups de piston pour que Teau s'élève jusqu'à la soupape d'aspiration. Les données sont : la section du corps de pompe et la course du piston, la section du tuyau d'aspiration et sa longueur.
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PiOGRAMBB omcntL : Cône droit à base circulaire» — Sec^ tians parallèles à la base, — Surface latérale du cône, du tronc de cône à bases parallèles. — Volume du cône, du tronc de cône à bases parallèles,
DtFIlflTlONS.
tô9. On appelle surface conique de révolution la surfece engendrée par une droite GSG' tournant autour d'une droite fixe XSX' qu'elle rencontre en un point S, et à laquelle elle est invariablement liée {Jig, 260).
Fig. 360.
La droite fixe XX' reçoit le nom ^'axe do la surface, et la droite mobile GG' celui de génératrice ou (Vdréte. Le point S, qu'on nomme sommet, sépare la surface conique en deux parlies indctinies qu'on appelle nappes.
Le lieu géométrique des droites qui, passant par un point donné S, font un angle donné a. avec une droite donnée D, est une surface conique de révolution ayant le point S pour sommet et pour axe la parallèle menée à D par le point S.
Un point quelconque A de la droite GG' décrit une circonfé^ rence dont le centre est sur l'axe, et dont le plan est perpendiculaire à Taxe (425). Par suite, toutes les sections faites par des plans perpendiculaires à l'axe sont des circonférences dont le lieu des centres est l'axe lui*méme. Quant aux rayons OA, (VA', de ces cercles, la similitude des triangles SOA, SO'A', prouve qu'ils sont proportionnels aux distances SO, SO', de
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leurs plans au sammet» ou encore aux portions correspondantes SA, SA', de la génératrice SGG^. Leurs aires sont donc proportionnelles aux carrés des mêmes lignes.
kkO, On nomme cône de révolution le corps engendré par la rotation d'un triangle recungle SOA autour de l'un des côtés SO de Tangle droit SOA {Jig. 961).
La surfiîce conique engendrée par l'hypoténuse SA est la surface latérale du cône ; le cercle décrit par le côté OA est la haie^ la droite SO est la hauteur, et l'hypoténuse SA esl le côté ou V^^thèMne de ce cône.
Fif». '»(>i.
441. SI Ton coupe une sur&ce conique de révolution Ifig, sSt) par deux plans AB» A'B% perpendiculaires à l'axe et situés d'un même côté du sommet S, on obtient un volume terminé par une portion de la surfece conique et par les deux cercles AB, A'B'. Ce corps, que l'on nomme tronc de cône de révolution à hâtes paraUèles^ est la différence des deux cônes SAB, SA'B'. On peut encore le considérer comme engendré par la rotation du trapèze rectangle AOO'A' autour du côté 00'. La droite 00' esl la hauteur du tronc; les cercles AB, A' B', en sont les bases, et AA' en est le côté ou YapolJième.
En coupant une surface conique de révolution par deux plans AB, A|B,, perpendiculaires à l'axe, mais situés de part et d'autre du sommet S [Jîg. 261), on obtient un corps qui est la somme des deux cônes SAB, SA|B,. Il convient de donner encore à ce corps le nom de tronc de cône; mais, pour le distinguer du tronc de cône proprement dit, que nous avons déOni dans l'alinéa précédent, nous l'appellerons tronc de cône de seconde espèce ( 412).
442. En construisant une pyramide de même sommet que le cône, et ayant pour base un polygone inscrit au cercle de
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base du cùne, on obtient une pyramide insciiio au rnne {fi^. 9.62). Si le polygone de base est régulier, la pyramide inscrite est régulière.
443. Deux cônes de révolution sont dits âemblables lorsqu'ils sont engendrés par des triangles rectangles semblables, c'est-à-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elles comme les rayons des bases.
THÉORÈME
kkk. L'aire latérale d'un cône de révolution a pour mesure te produit de la circonférence de sa base par la moitié de son apothème.
L'aire latérale do cône est la limite des aires latérales des pyramides régulières inscrites dont le nombre des faces croti indéfiniment. D'après cela, soient S, G, A, l'aire latérale, la circonférence de base et l'apothème do cône considéré, et«, a, l'aire latérale, le périmètre de la base et l'apothème d'une pyramide régulière inscrite. On a (i^02)
Lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés de la base de la pyramide, s tend vers S, p vers C, a vers A; on a donc, à la limite,
Corollaires.
445. Si R est le rayon de la base du cône, on a C = attR, et par suite
S = 7rRA.
En ajoutant la base ttR', on a, pour Taire totale, T = ttRA h- 7rR»:?= irR( A -H R).
En raisonnant comme au n° V31, on reconnaît que les aires latérales ou totales de deux cônes de ré^/olution senihlah/es sont entre elles comme les carrés des rayons ou des apothèmes ou des hauteurs.
44G. Considérons un cône de révolution et une pyramide régulière inscrite SABCDËF (Jig. 262); par une rotation autour
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(îe l'arote SB, amenons la face SAB dans le prolongement do la face SBC ; puis, par une rotation autour de SC, nmonons les deux faces déjà réunies dans la prolongement de la face sui-
vante SCD; et ainsi de suite, jusqu'à ce que toutes tes faces latérales de la pyramide soient réunies dans le plan de la dernière d'entre elles SFÂ. On obtiendra ainsi un secteur polygonal régulier S|ÂiBiCil)iEiFiÂi (fig, 263) ayant pour rayon l'arête de la pyramide régulière, c'est-à-dire Fapotbème du cône, et pour base une ligné brisée régulière ÂiB|CiD|EiFiAs égale au périmètre de la base de la pyramide.
Si le, nombre des côtés de la base de la pyramide régulière inscrite dans le cône croit indéflniment, le secteur S|AiB,C,D,E, FiAî conserve le même rayon, et sa base dégénère en un arc de cercle, ayant une longueur égale à celle de la circonférence du cùne. Le secteur circulaire S, Ai A, obtenu est dit le développement de l'aire latérale du cône. Il est aisé de calculer le nombre ii de degrés contenus dans l'angle A, S, A, de ce secteur circulaire. A étant l'apothème du cône et R le rayon de sa base, on a
Fijî. 363.
n arc Al A»
36o air. S, A,
= — T-> d'où n = 36o° T • 27rA A
H7. Pour A = 2R, on a ii=si8o<», de sorte que le développement est. un demi-cercle. Le cône correspondant est dît
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équilaiénUf sa section par un plan passant par l'axe est un triangle équilatéral.
THÉORÈME
448. Loire latérale d'un tronc de cône de révolution à bases parallèles a pour mesure le produit de la denù-somme des circonférences de hase par son apothème.
L'aire latérale du tronc de cône ADD'À' (Jig, 264) est la différence des aires latérales des cônes SAB, SA'iy. Cela posé, inscrivons dans le cône SÂD une pyramide régulière SABCDEF ;
le plan A'D' de la base supérieure du tronc de cône décomposera cette pyramide en deux parties qui seront : l'une» SA'B'C'D'E'F', une pyramide régulière inscrite dans le cône SA'D'; l'autre, ABCI)EFA'B'C'D'F/F', un tronc de pyramide régulier inscrit dans le tronc de cône ADD'A'. Or, les aires latérales des cônes SAD, SA'IV, étant les limites des aires latérales des pyramides SABCDEF, S A' B' C D' E' F' , lorsque le nombre commun de leurs faces croit indcfmiment, l'aire latérale du tronc de cône sera égale à la limite de l'aire latérale du tronc de pyramide régulier inscrit. Soient 5, a, ptp^, l'aire latérale» l'apottième et les périmètres des bases, du tronc de pyramide; soient de même A» G, G^, Taire latérale» l'apothème et les circonférences des bases du tronc de cône; on aura (403)
Mais, à la limite, lorsque les côtés du polygone ABCDEF tendent vers zéro» s tend vers S, p vers C, p' vers C, a vers A» et l'on a g
GOBOLLAIIBS.
449rSi R et R' sont les rayons des bases du ttonc, on a G== airR» G'= 2]rR', et par suite
450. Par le milieu Ai du côté Xk' [fig. d65), menons un plan parallèle aux bases du tronc de cône; le rayon A.Oi de la section circulaire déterminée par ce plan est parallèle (301)
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aux ravons AO, A'C, des bases, cl par suite {2G0} égal à la . demi-somme de ces rayons. Donc la circonférence A|D, est la
Fij. 2G4. Fi9.a65»
moyenne arithmétique des circonférences de base, et l'on peut dire que taire latérale d'un tronc de cône de révolution a pour mesure le produit de l'apothème par la circonférence équidistante des deux bases.
Ce dernier énoncé s'applique aiissi au cylindre et au cône, car la circonférence équidistante des bases est égale, dans le cylindre, à celle de la base, et, dans le cône, à la moitié de celle de la base.
THÉORÈME
451 . Le volume d*un cône de révolution a pour mesure le produit de sa base par le tiers de sa hcuiteur.
Le volume du cône est la limite des volumes des pyramides régulières inscrites dont le nombre des faces croit indéfîni^ ment. D'après cela, soient V, B, II, le volume du cône, l'aire de sa base et sa hauteur; soient ^ et 6 le volume et l'aire de la base d'une pyramide régulière inscrite dans ce cône. On a (405)
Mais lorsque le nombre des faces de la pyramide crott indéfiniment, V tend vers V et vers B; on a donc, à la limite,
v=1bh.
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GOROLULIRB.
452. Si R est le rayon de la base du cône, on aB = irR^, et par suite
On voit, comme au n" 435, que les volumes de deux cônes de révolution semblables sont dcau le rapport des cubes des hauteurs ou des rayons des bases,
^^53. Lorsqu'un rectangle ABCD tourne autour de l'un de ses côtés AB [fig, 266), le triangle ABC engendre un cône
Fig. a66.
dont le volume est le tiers (434, 452) de celui du cvlindre engendré par le rectangle ABCI). Par suite, le volume engendré
en même temps par le triangle ADC est les deux tiers du même cj^Undre. Celle remarque nous sera utile plus tard.
THÉORÈME
454. Le volume d'un tronc de cône de révolution à bases parallèles est égal à la somme des volumes de trois cônes (lyant pour hauteur commutie la hauteur du tronc, et pour bases, le premier la base inférieure, le second la base supérieure, et le troisième la moyenne proportionnelle entre les deux bases du tronc.
Considérons, connue au n" 448, un tronc de pyramide régulier inscrit dans le tronc de cône. Les volumes des deux pyramides dont ce tronc de pyramide est la différence ayant respectivement pour limites les volumes des deux cônes dont le tronc de cône proposé est la différence, on aura le volume de ce tronc de cône en prenant la limite du volume du tronc de pyramide. D'après cela, soient Y, b, B, H, le volume» les bases et la hauteur du tronc de cône, v, bt, Bi, le volume et les bases
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du tronc de pyramide inscrit; on aura (^10)
Ifais, lorsque le nombre des faces du tronc de pyramide crott indéfiniment, v tend vers V, 6| vers b, B^ vers B ; et Ton a, à
ia liinilCy la iormule
V=5(B-h6 + v^ÏÏ6),
dont l'énonce ci-dessus n'est que la traduction en langage ordinaire. .
COROLLAIRBS.
455. Si R esi le rayon de la base inférieure B, et r le rayon de la base supérieure b, on a B = 7;R', b = iïr^, et par suite
456. Le raisonnement (fui précède s'applique au tronc de seconde espèce; il faut seulement substituer le mot somme au mot différence, et remarquer que le tronc de pyramide inscrit correspondant étant de seconde espèce, le radical qui figure dans l'expression de v doit avoir le signe — (413). On obtient ainsi pour le volume du tronc de cône de seconde espèce la formule
V = ^(B -f- - v^) = (R»-Hr»- Rr).
457. Parfois dans la pratique, notamment pour le cubage des troncs d'arbres non équarris,les bases diffèrent assez peu pour qu'on puisse assimiler sans inconvénient le cùne tronqué à un cylindre ayant pour hauteur la hauteur du tronc et pour hase la section faite dans le tronc à égale distance des deuK hases.
11 convient dans ce cas de préparer la formule du volume du cylindre de la manière suivante : soit C la longueur de la circonférence moyenne que l'on évalue au moyen d'un cordon
métrique ; le rayon de cette circonférence sera — et, par suite.
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ie volume cherché
ttTÎC» HC
Ainsi, supposons qu'on ait trouvé i^^^So pour la circonférence moyenne ei 6",5o pour la hauteur du ironc d'arbre, on aura pour le volume
4ir
458. La question du jaugeage des tonneaux se rattache à la mesure du tronc de cône.
En considérant le tonneau €M)mme la somme de deux troncs de cône identiques opposés par leur grande base (fig. 267), on aurait la formule
dans laquelle H est la hauteur totale du double tronc, r le rayon du fond AAf, et R le rayon de la grande k>ase BB' à laquelle on donne le nom de bouge. Mais cette formule conduit à
un résultat trop faible, car on néglige le double du volume engendré par la rotation du segment AMB compris entre la droite A B et l'arc AMB. En remplaçant dans la parenthèse Rr par R% on obtient une formule
V=^7rH(2R=H-/=')
qui donne, au contraire, un résultat trop fort. La formule qui s'adapte le mieux à la forme générale des tonneaux est la sui-
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SCOLIE
459. On appelle en général surface conique le lieu des positloDS successives d'une droite ÂiSA {Jig* 26Ô) assujettie à pas-
Fif . 968.
ser par un point flxe S et à rencontrer une ligne flxe AMB, plane ou gauche. La droite mobile Ai SA reçoit le nom de gênératriccy la ligne fixe AMB celui de directrice, et le point fixe S celui de sommet. Une surface conique est formée de deux nappes SA,B,, SAB, séparées par le sommet.
Lorsque la directrice est une ligne droite, la surface conique est un plan.
On peut prendre pour directrice d'une surface conique une ligne quelconque tracée sur la surface, une de ses sections planes, par exemple. Si, dans celte section, on inscrit un polygone, et que la génératrice glisse sur ce polygone, en passant toujours par le sommet, elle engendre une surface pyramidale inscrite qui se confond à Ja limite avec la surface conique, lorsque les côtés du polygone inscrit correspondant tendent vers zéro.
(*) CofRpTM rendus da séances de V Académie des Sdenees, t. XLVI11, p. g6.
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Il résulte de là que les sections faites dans une surface conique par deux plans parallèles sont deux courbes semblables, comme limites des deux polygones semblables (307) que les mêmes plans déterminent dans la surface pyramidale inscrite.
Une surface cylindrique peut être considérée comme la limite d'une surface conique dont le sommet s'est éloigné indéfiniment dans une direction donnée*
460. Un cône est le corps compris sous une surface conique limitée d'une part à son sommet et de l'autre à une section plane, qui prend le nom de base; la hauteur du cône est la distance du sommet au plan de la base. Un cône h base circwlaire est droit ou oblique, suivant que la projection orthogonale du sommet sur le plan de la base coïncide ou non avec le centre du cercle. Le cône circulaire droit n'est autre que le cône de révolution étudié au § II.
Le volume d'un cône quelconque est égal au tiers du produit de sa base par sa hauteur.
On arrive à ce théorème en considérant le cône comme la limite d'une pyramide inscrite» lorsque les côtés de la base polygonale tendent vers zéro.
h^A. Dans un cône ou dans un cylindre, le plan SNT, déterminé par une génératrice SN et par la tangente TST menée à une courbe ANB située sur la surface, (Ut point N oiX cette, courbe rencontre la génératrice^ est le même, quelle que soil la courbe considérée {Jig, 269).
II suffit de prendre une seconde courbe CMD sur la surface, coupant la génératrice SN au point M, et de prouver que le
Fijj. afig.
plan SNT renferme la tangente MU menée par le point M à celte courbe. Ov, le plan r^SN', mené par la génératrice SMN et
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une génératrice voisine SM'N', a pour limite le plan SNT, puisque la corde NN' tend vers la tangente NT. D'ailleurs, quand N' vient en N, M' vient en M, et les sécantes NN', MM', deviennent en même temps les tangentes NT et MR; comme les sécantes MM', NN', sont sans cesse contenues dans le plan SNN', on voit que le plan SNT renferaie la tangente MR.
Ce plan SNT est dit le plan tangent au cône ou au cylindre suivant la génératrice .
Dans le cône ou le cylindre de révolution, le plan tangent satinant une génératrice est perpendiculaire au plan déterminé par cette génératrice et par l'axe; car le plan UDgent contient la tangente à une section droite de la surface, et cette tangente est à angle droit sur la génératrice et sur l'axe.
EXËRaCBS.
1. Evaluer l'erreiir commiao en opérant, pour le cubage des troûcs d'arbres, comme il est indiqué au n** 457.
2. Calculer Taire convoie, Taire totale et le volume d'un cône équilatéral en fonction de son côté. — Pour quelles valeurs de ce côté Taire totale du cône est-elle un mètre carré, et son volume un mètre cube?
3. Partager Taire latérale d*un cône de révolution en n parties équivalentes par des plans parallèles à sa base.
4. Le volume d'un tronc de cône de révolution étant 4i*'t328, sa hauteur l'^fSiy, le rayon d'une de ses bases a",698, on demande de calculer à o",ooi près le rayon de sa seconde base.
5. Calculer à o,ooi près le rapport que doivent présenter les rayons des bases d'un tronc de cône de révolution, pour que son volume soit la moitié de celui du cylindre de même hauteur élevé sur la base inférieure du tronc.
6. Quel est le rapport des volumes engendrés par un parallélogramme tournant successivement autour de ses deux côtés adjacents?
7. Soit B'C la projection du diamètre BC d'un cercle OÀ sur la tangente TT' au point A; chercher pour quelle position de BC le rapport du cercle OA à Taire totale du tronc de cône engendré par la rotation du trapèze BCB'C autour de TT' est égal à m; discussion,
8. Un tronc de cône de révolution d'une substance dont le poids spécifique est cf, est plongé verticalement dans un liquide dont le poids spécifique est d'; les rayons de ses bases sont R et r, sa hauteur est //. On
demande de calculer la hauteur de la partie imim rui'p et le rayon de la section déterminée dans le tronc de cône par la surface de niveau du liquide.
GÉOMÉTRIE DAKS L' ESPACE
III
PnoaiAnn officiel : Sphère, — Sections pkmes; grands cercles, petiis cercles» — Pôles d'un cercle* — Étant donnée une sphère, trouver son rajron par une construction plane, — Plan tangent à la sphère,
ntFIHITIONS.
462. Une surface de révolution est le lie» des positions successives d'une ligne MNP qui tourne autour d'une droite fixe XY à laquelle elle est invariablemeat liée (Jig. 270). Dans
Fig. 27Q.
ce mouvement» tout point M de la génératrice MNP décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire à l'axe XY» et dont le centre 0 est sur cet axe; d'après cela, toutes les sections faites par des plans perpei\diculaires à l'axe sont des cercles: ces cercles M, MM,, N,NN,, P.PPj, sont les parallèles de la surface. On appelle méridiennes les scellons faites dans la surface par des plans passant par l'axe XY; deux méridiennes quelconques M.N.P,, MjNjPj, sont des lignes superposables; car, si l'on fait tourner le plan XOP, de l'angle P,OP, de manière à amener le point P, sur le point P,, les points Ml, Ni,. .., arriveront respectivement sur Ms, Nj,..., attendu que les angles M1OM3, N,ON„ PiOPs,... sont égaux comme angles plans d'un même dièdre.
Toute courbe tracée sur une surface de révolution peut être prise pour génératrice de cette surface; le plus souvent» on choisit pour génératrice la courbe méridienne.
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Les surfaces de révolution admettent un second mode de génération fort remarquable : on peut les considérer comme le lieu des positions d'un cercle dont le centre parcourt t'axe
fixe XY, dont le plan reste perpendiculaire à cet axe, et dont le rayon varie suivant une loi telle, que le cercle rencontre sans cesse une méridienne ou toute autre courbe tracée sur la surface. C'est ce cercle variable de grandeur et de position qui est alors la génératrice, et la méridienne ou la courbe fixe considérée sur la surface qui est la directrice.
Nous avons déjà étudié deux surfaces de révolution : la surface conique de révolution, dont le méridien est une droite qui rencontre l'axe; la surface cylindrique de révolution^ dont le méridien est une droite parallèle à l'axe. Nous allons maintenant en étudier une troisième ; la surface sphérique*
• 463. On appelle surface sphérique la surface engendrée par la rotation d'une demi-circonférence ABA.' autour du diamètre AA' qui la termine {Jig, 27 1 )•
Fig. 971.
Dans ce mouvement» tout point de cette demi-circonférence décrit un cercle dont le centre est situé sur Taxe de rotation AA' et dont le plan est perpendiculaire à cet axe.
La sphère est le corps limité par une surface sphérique. On confond souvent dans le discours les mots sphère et surface sphérique, de même qu'en Géométrie plane on dit parfois cercle pour circonférence de cercle*
46(« Considérons la sphère engendrée par la rotation du demicercle ABA' autour du diamètre AA', et un point quelconque de Tespace. Quand le demi-cercle générateur vient se placei suivant ACA' dans le plan déterminé par AA' et par le point
considéré, il peut se faire que ce point soit comme E à l'extérieur du cercle ACA', ou comme I à l'intérieur, ou enfin
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comme M sur la circonférence de ce cercle. Bans le premier cas, le point E est extérieur à la splière sa distance au centre 0 du cercle AGA' est plus grande que le rayon R de ce cercle; dans le second cas» le point I est intérieur k la sphère et la distance 01 est moindre que R; enfin, dans le troisième cas, le point M est sur la surface sphérique et la distance OM est é^9\e à R.
La surface sphérique peut donc être encore définie le iieu géométrique des points équidistants d'un point fixe.
Ce point fixe 0 est dit le centre de la sphère. On nomme rayon toute droite, telle que OA ou OM, menée du centre 0 à la surface; tous les rayons d'une même splière sont égaux. On nomme diamètre toute droite, telle que MN, passant par le centre et limitée à la surface sphérique; tous les diamètres d'une même sphère sont égausç, car chacun d'eux est la somme de deux rayons. ,
Deux sphères de même rayon sont égales,
465. La définition donnée au n° 107 pour la tangente aux courbes planes, s'étend aux courbes de l'espace. 11 est aisé de voir, d'après cela, que la tangente MX à une courbe quelconque AMB tracée sur la sphère est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OM mené au point de contact. £n effet (Jig. 272),
prenons sur la courbe AMB un point M' voisin du point M, menons la sécante MM'S el joignons le centre 0 nu milieu I de la corde MM'. Le triangle MOM' étant isocèle, la droite 01 est perpendiculaire sur MM' (37). Or, lorsque la sécante MM'S tourne autour du point M de manière à devenir à la limite la tangente MT, le point I milieu de MM' se réunit au poiiit M en même temps que le point M'. L'angle OMT, position limite de l'angle droit OIS, est donc lui-même un angle droit.
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THÉORÈME
&66. Toute êeetion plane de la sphère est un cercle.
En effet, les points de la section sont, puisqu'ils appariiennent à la sphère, situés à la même distance du centre de cette sphère ; or, on sait (88, 324») que le lieu des points d'un plan équtdistants d'un point lixe est une circonférence de cercle.
Fig. a73.
Corollaires.
467. Si le point fixe 0, qui est ici le centre de la sphère , (Jig» 273 ), est situé dans le plan sécant^ ce point est le centre même de la section ACB dont le rayon ne diffère pas de celui de la sphère.
Si le point iixe 0 est extérieur au plan sécant» le centre I de la section BEF est hi projection du centre 0 de la sphère sur le plan sécant {ZSh). Quant au rayon lE == r de la section, c'est le côté de Tangle droit d'un triangle rectangle OIE dont l'hypoténuse OE est ie rayon R de la sphère et dont Tautre côté de l'angle droit 01 est la distance d du centre de la .sphère au plan sécant. Cp rayon r résulte donc de la formule
On est ainsi conduit à diviser les sections planes de la sphère en deux classes : les grands cercles, dont les plans passent par le centre de la sphère et qui sont tous égaux entre eux, puisqu'ils ont touS'pour rayon le rayon de la sphère ; et les petits cercles, dont les plans ne contiennent pas le centre de la sphère» et dont les rayons, inférieurs à celui de la sphère, décroissent à mesure que leurs plans s'éloignent du centre de la sphère. Deux petits cercles également éloignés du centre de la sphère sont égaux, et, de deux petits cercles inégale^
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ment éloignés du centre de la sphère, le plus grand est celui qui est le plus voisin de ce centre.
Ajoutons qu'il fiiut trois points de la surface sphérique pour déterminer un petit cercle (109, 282), tandis que deux points
suffisent pour déterminer un grand cercle, attendu que le centre est connu; toutefois, dans ce dernier cas, les deux points donnés ne doivent pas être en ligne droite avec le centre de la sphère, sans quoi le plan du grand cercle, assujetti seulement à passer par un diamètre, pourrait occuper une infinité de positions.
468. Tout grand cercle divise la sutface sphérique et la sphère en deux parties égales» Car si , après avoir séparé les deux parties, on les applique sur la base commune en tournant leur convexité dans le même sens, les deux surfeces coïncideront, sans quoi tous les points de la surface sphérique ne seraient pas à la même distance du centre.
469. Deux grands cercles ÂPBP', ABC (Jig. 274)» se divisent mutuellement en deux parties égales} car le centre 0 de la sphère, appartenant à la fois aux plans de ces deux cercles, est situé sur leur intersection commune, qui dès lors est un diamètre.
470. L ue droite ne peut couper la surface sphérique en plus de deux points. Car celte droite ne saurait avoir plus de deux points communs avec la circonférence de grand cercle, située dans le plan déterminé par cette droite et le centre de la sphère.
471. La sphère est de révolution autour étun diamètre quelconque AB. Car la circonférence ACB déterminée par un plan quelconque passani par AB, ayant même centre 0 et même rayon OA que la sphère, engendrera évidemment celte surface en tournant autour de AB (Jig. 274)*
472. On nomme pâles d*an cercle de la sphère les extrémités du diamètre de la sphère qui est perpendiculaire au plan du cercle.
Deux cercles DFË, ACB {Jig, 275), dont les plans sont parallèles, ont les mêmes pôles P et F.
Le centre I d'un cercle quelconque DE, ses pôles P et P', et
Digjtized by
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le centre 0 de la sphère sont sur une même perpendiculaire au plan de ce cercle.
Tout grand cercle PFCP' passant par les pôles P et P' d'un cercle DFE a son plan perpendiculaire au plan de ce cercle, puisqu'il contient la droite PP' qui est perpendiculaire à ce dernier plan (344).
Fie- 274- Fiç. 275.
THÉORÈME
473. Tous les points de la circonférence d'un cercle DFE de la sphère sont à égale distance de chacun des pôles P et P' de ce cercle {Jig, 276 ).
En effets la droite PI, qui joint le pôle P au centre I du cercle DFE, étant perpendiculaire au plan DFE, les droites PD, PF, PE>..., sont des obliques qui s'écartent éf^Ieroent du pied I de 1a perpendiculaire, et qui par suite sont é§[ales.
On voit encore que les arcs de grand cercle PD» PF, P£,..,, sont égaux comme sous-tendus par des cordes égales.
Enfm, dans le cas où le cercle considéré DFE devient un grand cercle ACB, la même propriété subsiste; mais les angles droits POA, POC, POB,..., ayant leurs sommets au centre des grands cercles PAP', PCP', PBP',..., les arcs PA, PC, PB,..., sont tous égaux au quart d'une circonférence de grand cercle.
Scotnn.
Des deux pôles P et P' d'un petit cercle DFE, nous ne
considérerons désormais, à moins d'avertissement contraire, que le pôle P qui est le plus rapproché du plan de ce cercle. Nous donnerons à la distance recliligne PD, qui sépare le pôle P d'un point quelconque D du cercle DFE, le nom de distance polaire de ce cercle, et à la longueur de l'arc de grand cercle PD, qui va du pôle à un point quelconque D du cercle DFE, le nom de raxon sphérique de ce cercle.
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Le rayon sphérique d'un grand cercle est égal au quart delà circonférence de ce cercle ou à un quadrant, et sa dislance polaire est égale à la corde de cet arc, c'est-à-dire au côté du carré inscrit dans un grand cercle*
475. Le théorème précédent permet de tracer des circonférences sar une sphère solide comme on les trace sur un plan. On emploie à cet effél un compas à branches courbes, aûn de ne pas être gêné par la convexité de la sphère. On donne au
compas une ouverture (distance des deux pointes) égale à la distance polaire voulue, et on place la pointe sèche au point choisi pour pôle; l'autre pointe décrit alors le cercle demandé.
Pour décrire un. grand cercle, il faut avoir sa distance polaire, c'est-à-dire la corde d'un arc égal au quart d'un grand cercle ; ce qui exige la connaissance du ra^on de la sphère (4>85).
THÉORÈME
476. Tout plan ACB perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon OC est tangent à la sphère, et réciproquement tout plan ACB tangent à la sphère est perpendiculaire à C extrémité du rayon OC mené au point de contact G (fig. 276).
On dit qu'un plan ACB est tangent à la sphète lorsqu'il n'a avec cette surface qu'un point commun C, qu'on nomme point de contact.
Cela posé, soit ACB un plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon OC. D étant un point quelconque de ce plan, autre que C, OD sera oblique à ce plan et l'on aura OD^'OC, de sorte que le point D sera extérieur à la sphère. Le plan ACB, n'ayant d'après cela que le point G commun avec la surface sphérique, sera tangent à celte surface.
Inversement, si ACB est un plan tangent à la sphère au pointe, tout point D de ce plan, autre que C, sera extérieur à la sphère, et l'on aura OD >> OC ; donc OC étant la plus courte distance du centre 0 au plan ACB, sera perpendiculaire sur ce plan.
ConOLLAIBES.
W7. Par un point pris sur la surface sphérique, on peut toujours mener un plan tangent à cette surface, et l'on ne peut en mener qu'un (317).
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478. Le plan langent à la sphère en un point C contient les tangentes en ce point à toutes les courbes qu'on peut tracer par ce point sur la surface sphérique ( 465, 319).
479. Considérons une sphère 0 et un point extérieur S {Ji^. 277 }. Par la droite OS, menons un plan quelconque qui déterminera dans la sphère un grand cercle PÂFy et menons par S une tangente SA à ce cercle. Pendant que le demicercle PAP' en tournant autour de Taxe SO engendre la sphère, la tangente SA engendre un cône de révolution qui a en commun avec la sphère le cercle AB décrit par le point A. De plus, en tout point M de ce cercle, le cône et la sphère ont le même plan tangent; car la génératrice SM et la tangente MT au cercle AB, qui déterminent le plan langent au cône (461), sont situées l'une et l'autre (478) dans le plan tangent à la sphère. On dit d'après cela que le cône est circonscrit à la sphère et que la sphère est inscrite au cône le long du cercle commun AB.
On voit encore par là que par un point extérieur S, on peut mener une infinité de plans tangents à une sphère 0, et que toutes les tangentes SA, sA, SB,..,, à la sphère, issues du même point S, sont égales.
Si le point S s'éloigne indéfiniment sur la droite PF, le cône dégénère en un cylindre circonscrit, et le lieu des points de contact de la sphère et de ce cylindre de révolution devient le grand cercle perpendiculaire à la direction PP' des génératrices du c^'lindre.
480. L'intersection de deux sphères A et B est une circonprence de cercle dont le plan est perpendiculaire à la ligne des
Fig. 276.
Fig. 977.
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centres AB des deux sphères et dont le centre est sur cette ligne {fg. 278).
Car celte intersection n'est autre que la circonférence engendrée par la rotation autour de AB du point C commun aux deux circonférences suivant lesquelles les deux sphères sont coupées par un plan quelconque passant par AB.
Scout.
481. Lorsque deux sphères n'ont qu'un point commun, on dit qu'elles sont tangentes en ce point qu'on nomme point de contact; le point de contact est situé sur la ligne des centres, et en ce point les sphères ont le même plan langent.
Les positions relatives de deux sphères sont au nombre de cinq ( 114 ) , et les relations correspondantes entre la distance des centres et les rayons sont celles qui ont lieu pour les cir^ conférences de grand cercle déterminées dans les sphères données par un plan quelconque passant par la droite des centres.
Fig. vfi. Fig. 379.
THÉOBÈME.
482. Par quatre points A, B, C, D, non si triés dans un même plan , on peut faire passer une surface sphérique , mais une seule (Jig. 279).
II s'agit de prouver qu'il existe un point, et un seul, situé à la même distance des quatre points A, B, G, B.
Or, tout point équidistant de A, B, G, D, doit se trouver sur la perpendiculaire FH élevée au plan ABG par le centre F du cercle circonscrit au triangle ABG, puisque cette perpendiculaire est le lieu des points équidistants -de A, B, C (324); il doit aussi appartenir à la perpendiculaire EG élevée au plan ACD par le centre E du cercle circonscrit au triangle ACD. Comme deux droites FII, EG, ne peuvent avoir qu'un point commun, on voit d'abord qu'il ne saurait jamais exister qu'un seul point équidistant de A, B, C, B. En second lieu, un tel
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point existe toujours si, conformément à l'hypothèse, les points A, B, C, D, ne sont pas situés dans un même plan. En effety le plan perpendiculaire sur le milieu K de AC étant le lieu des points équidistants de A et de G, doit contenir £G . 61 FH ; d'ailleurs, les deux droites KF et KË, suivant lesquelles il rencontre les plans ABC et ÂDG, se coupent, puisque les plans ABC et ABC sont distincts; donc les deux droites E6 et FH, étant situées dans un même plan EKF» et étant, dans ce plan, perpendiculaires à deux droites W et KB qui' se coupent, ont un point commun 0 qui est le centre de la sphère demandée. ' .
COROLLÀIRBS.
483. Deux sphères, qui ont quatre pdints communs non situés dans un même plan, coïncident.
484. Les perpendiculaires élevées aux quatre faces d'un tétraèdre par le centre du cercle circonscrit à chacune de ces faces, se coupent en un même point.
PROBLÈME
Trouver le rayon ^une sf^hère solide {Jîg
11 existe plusieurs solutions de ce problème ; voici la meil-" leure.
Fig. a8o.
D'un point P de la surface sphériquc comme pôle, avec une ouverture de compas arbitraire, on décrit un cercle ABC. On relève avec le compas les trois distances rectiligncs AB, B(', CA, et l'on construit sur le papier un triangle abc ayant pour côtés ces trois longueurs. On détermine le centre i du cercle circonscrit au triangle abc, et la droite 01* est égale au rayon AI du cercle ABC. Dès lors, si du point a comme centre, avec une ouverture de compas égale à celle qui a servi à décrire le cercle ABC sur la sphère, on décrit un petit arc de cercle jus-
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qu'à la renconirej? de la perpendiculaire p//?' élevée en (sur ai, on forme un iriangle api égal à API, et il ne reste plus qu'à élever la perpendiculaire ap' sur ap pour avoir en pp' le dia- . mètre PP' de la sphère.
Pour obtenir des résultats précis lorsqu'on n'a à sa disposi- 1 lion qu'une portion de sphère» il faut : choisir le point P à peu près au milieu de la portion de surface dont on dispose, prendre une distance polaire PA aussi grande que possible, et enfin, dans tous les cas, choisir les points A, B, G, sur le cercle ABC, de telle sorte que le triangle ABC soit à peu près équilatéral.
EXERCICES
1. Par une droite donnée mener un plan tangent à une sphère donnée.
2. Par une droite donnée, mener à une sphère donnée un plan sécant . qui détermine une section de rayon donné*
3. Lorsque trois sphères se coupent deux à deux, les plans des trois f cercles d'intersection se coupent suivant une même droite perpendicolaire
au plan déterminé par les centres des trois sphères.
4. Trouver le lieu des centres des sections fyiios dans une sphère donnée par tous les plans sécants qjû passent par une 4roite donnée ou par un point donné.
Ik Trouver la plus courte et la plus grande distance d'un point donné à une surface sphérique. — Trouver le lieu des points qui sont à une distance donnée d'une sphère donnée.
6. Trouver la plus courte distance d'une droite donnée ou d'un plan ddnné à une surface sphérique.
7. La somme des carrés des cordes interceptées par une sphère donnée I sur trois droites rectangulaires partant d'un point donné est constante, ' ainsi que la somme des carrés des six segments déterminés sur ces trois
cordes par le point donné.
8. Trouver le lieu des points de l'espace dont le rapport des distances à deux points fixes est constant. — Trouver le lieu des points de Tespace ég^ement éclairés par deux points lumineux.
9. Trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances à deux points donnés est constante. — Trois points étant donnés, trouver le lieu des points dont la somme des carrés des dislances est à la fois constante par rapport au premier et au second point, par rapport au premier et au troisième.
10. Trouver le lieu des points d'oii l'on voit une sphère donnée, deux sphères données ou trois sphères données, sous un angle donné.
U\RE VU
— LES CORPS ROKDS
S IV
Programme officiel : Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière, tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre, — Aire de Ig zone, de la sphère entière.
DÉFiiriTioirs.
4-86. On appelle zone la poriion de la surface sphérique comprise entre deux cercles dont les plans sont parallèles. Ces cercles sont les hases de la zone, et la dislance de leurs plans est sa hauteur. Ainsi, tandis que la demi-circonférence PABP' engendre une sphère en tournant autour du diamètre PP' {^g. 281), l'arc AB décrit une zone dont les bases sont les cercles AC et BD décrits par les points A et B, et dont la hauteur est la projeciion CD de Parc AB sur l'axe PP'«
Fig. 38i« F
Si Tun des plans est tangent à la sphère» Pun des cercles considérés se réduit à un point, et la zone, qui n'a plus alors qu'une base, reçoit le nom de calotte sphérique. Ainsi l'arc PA, en tournant autour de PF, engendre une calotte sphérique dont le cercle ÂG est la base et dont PC est la hauteur.
THÉORÈME
487. Lorsqu'une droite AB tourne autour é^un ave xy situé dans son plan, Faire qu'elle engendre a pour mesure le pro^ duit de la projection CD de cette droite sur Vaxe pmr la cir- • conférence dont le rayon est la perpendiculaire 10, élevée au milieu I de la droite AB jusqu'à la rencontre de l'axe xjr Ifig, 282).
Nous supposerons que la droite AB est située tout entière
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d'un même cùlé de l'axe xy\ Dès lors, quelles que soient les pèsitions relatives de AB et de x^» Valre engendrée par Afi a pour mesure (4ô0) (i) ait.lM.AB,
IM étant la perpendiculnire abaissée du point I sur xy. Si la droite AB est parallèle à or/ (/î^, 284), le théorème
Fig. aSa.
FIc.383.
Fig. 384.
proposé est tout démontre; sinon il faut transformer l'expression (i). A cet effet, menons AE parallèle à :r/ jusqu'à la rencontre de la projetante BD {Jig. 282); les triangles ABE, IMO, sont semblables comme ayant les côtés respectivement per^ pendiculairesy et l'on a
5i = ^, d'où IM.AB = IO.AE.
L'expression (i) peut être alors remplacée par
a^r.IO.AE ou air.IO.CD»
ce qui démontre la proposition énoncée.
Dans le cas où le point A est situé sur l'axe [Jîf^. ^83), le raisonnement subsiste; seulement la droite AË se confond avec l'axe. •
THÉORÈME
488. L'aire engendrée par une ligne brisée régulière ABGD, tournant autour d'un diamètre xy qui ne la traverse paê, a pour mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne brisée par la projection A'D' de cette ligne sur Vaxe xy
{fig, m).
Soient 0 le centre et 01 =0K =0L, l'apothème de la ligne brisée régulière ABCD; si l'on désigne par aire AB l'aire engendrée par la rotation de AB autour de xy^ on a, par* le théorème précédent,
aire AB.=: A'B\ cire. 01,
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et de même
aireBC = B'C .circ.OI, aire CD = CD'. cire. 01,
d'où, en ^joutant,
aire ABCD = ( A' B' -f- B' C -f- C D' ) . cire . 01 = cire. 0 1 . A' D'.
Fiff. a85.
THÉORÈME
489. L'aire d'une zone sphérique a pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle.
Par définition, l'aire de la zone est la limite vers laquelle tend l'aire engendrée par une ligne brisée régulière inscrite dans l'arc générateur de la zone, lorsque le nombre des côtés de cette ligne brisée croît indéfiniment. D'après cela, soient S Taire de la zone, H sa hauteur, et R le rayon de l'arc générateur^ c'est-à-dire le rayon de la sphère à laquelle la zone appartient; soient de même s Taire engendrée par une ligne brisée régulière inscrite dans Tore générateur, et a Tapoihème de cette ligne brisée. On a (488), puisque la projection de la ligne brisée sur Taxe est aussi égale à H,
Mais, lorsqu'on fait croître indéfîniment le nombre des côtés de la ligne brisée, H reste invariable, s tend vers S, et a vers R. On a donc, à la limite,
S = H.airR.
CoaOIJLAIBBS.
490. Dans des spbères égales, d'eux zones sont entre elles comme leurs hauteurs, et par suite deux zones de même hauteur sont équivalentes.
491. Considérons la calotte sphérique engendrée par l'arc AB tournant autour du diamètre AD {^g, 286). £n vertu du ibéo-
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rème précédent, l'aire de celle caioiie a pour mesure
27r.A0.AC=îr.AD.AC ou (199) tt.Âb' .
Donc» ifite calotte sphénque quelconque équivaut au cercle dont le rayon est égal à la corde de Varc générateur de la calotte, «
Flff. 986.
THÉORÈME
492. Vaire de la sphère a pour mesure le produit de son diamètre par la circonférence d'un grand cercle»
Car celle aire peut être considérée comme celle d'une zone dont la hauteur est égale au diamètre de la sphère. D'ailleurs le raisonnement fait pour la zone s'applique textuellement à ce cas particulier.
GOROLIAIBBS.
Voici deux applications numériques
I ° Trouver, à moins d'un myriamètre carré, la surface du globe terrestre.
On sait, par la définilion du mètre, que la circonférence d'un grand cercle du glol)e renferme 40 millions de mètres ou
4000 myriamètres; son diamètre ost donc égal à et par
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suite ( 493) Taire du globe est
à un myriamètre carré près.
1° L'aire d'une splièrc est i mètre carré; quel est son rayon? La formule
47rR'= f donne R= - i /- o»,282 à un millimètre près*
EXERCICES
1. Calculer en myriamètres carrés Taire de l'une des deux zones glaciales, sachant que le petit cercle qui lui sert de liase est à 3o' du pôle .
2. Dans une sphère de rayon donné, mener un plan sécant ÂIB tel, que le rapport de la calotte sphérique qu*il détermine' i Taire latérale du cône qui a pour base le cercle AIB, et pour sommet le centre de la sphère, soit égal à m; discussion.
3. Inscrire dans une sphère un cône dont l'aire latérale soit équivalente i à celle de la calotte sphérique que sa base détermine.
4. Si Ton divise une demi-circonférence en trois parties égales et si on la fait tourner autour de son diamètre, la sone engendrée par l'arc du milieu est équivalente à la somme des zones engendrées par les deux arcs extrêmes.
8. Divise^ une aone en moyenne et extrême raison par un plan parallèle à ses bases.
6. Couper une sj)hère par un plan tel, que Taire de la section soit égale à la différence des deux zones que ce plan détermine.
7* La calotte interceptée par une sphère fixe sur une sphère sécante de rayon variable et qui passe toi^ours par son centre, a une aire con- \ stanle. — La zone interceptée par deux sphères fixes concentriques sur une sphère sécante de rayon variable et qui passe toii^ours par leur centre commun, a une aire constante.
8. Placer sur le cerde générateur d'une sphère Tare générateur d'une wne dont on connaît Tare et la hauteur.
9. Placer sur une sphère donnée une calotte sphérique dont Taire soit double de celle engendrée par la corde de Tare générateur de la calotte.
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Peocrahmb officiel : Fohane engendré par un triangle tour^ , nant autour d'un axe mené dans son plan par un de ses sommets. — Jpplicationau secteur polygonal régulier tour^ nant autour d'un axe mené dans son plan et par son cenrtre. — Folume du secteur sphérique, de la sphère.
DÉFINITIONS
496. Soient (fig'^^l) arABj le demi-cercle générateur d'une sphère et, dans ce demi-cercle, le secteur AOB dont la projection de la base AB sur xjr est ab. Pendant que la demi-
circonférence xABy engendre la surface sphérique» l'arc AB engendre une zone (486), et les rayons OA et OB qui limitent le secteur engendrent ( 440 ) les surfaces latérales de deux cônes de révolution ayant pour bases les cercles A a et B 6. La portion du volume de la sphère comprise entre les surfaces laté* raies de ces deux cdnes et la zone AB est le secteur sphérique correspondant au secteur circulaire AOB.
Un secteur sphérique est donc le volume engendré par la rotation d'un secteur circulaire autour d'un diamètre extérieur à sa surface; la zone engendrée par l'arc du secteur circulaire est la base du secteur sphérique.
THÉORÈBfE.
407. Lorsqu'un triangle tourne autour d'un axe situé dans son plan et passant par l'un de ses sommets sans traverser sa surface, il engendre un volume qui a pour mesure le produit de Vaire que décrit le côté opposé au sommet fixe, par le tiers de la hauteur relative à ce <Àté.
Soit le triangle ABC ayant son sommet A sur Taxe xjr et A£ pour hauteur relative à ce sommet : nous distinguerons trois cas.
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Supposons Tun des côtés AB du triangle AB€ confondu avec Taxe ajr. Suivant que la hauteur CD qui correspond au côté AB tombe à Tintérieur (/g. 288) ou à l'extérieur
Fig.a88. F^.a89.
289) du triangle ABC, le volume engendré par ce triangle est la somme ou la différence des cônes engendrés par les triangles rectangles ACD, BCD.
En même temps, le cylindre engendré par la rotation du rectangle ABB' A', qui a même base et même hauteur que le triangle donné ABC, est la somme {Jig» 288) ou la différence des cylindres engendrés par la rotation des rectangles ADCA', BDCB', dont le rectangle ABB'A' est lui-même la somme ou la différence. D'ailleurs, le cône ACD est le tiers du cylindre ADCA', etle cône BCD le tiers du cylindre BDGB' (4&3). Donc, dans Tun et l'autre cas, le volume engendré par le triangle ABC est le tiers du cylindre ABB' A% et Ton a
vol . ABC = i . AB = j TT CD . BC . AE.
En effet, CD . AB = BC . AE, car ces produits représentent tous deux le double de Taire du triangle donné. Or, ft.CD.BG ex« prime ( Taire latérale du cône BCD ou Taire de la surface engendrée par le côté BC dans la rotation du triangle ABC. Par suite,
vol,ABC=aireBC.^.
2« Supposons Uig. 290) que, le tàté AB du triangle n'ayant plus que le sommet A sur Taxe ay^, le côté BC prolongé vienne rencontrer Taxe au point D.
Le triangle ABC étant la différence des triangles ACD, ABD, le volume qu'il engendre est la différence des volumes engen-
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drés par ces triangles. On aura donc ( t*>)
vol . ABC = ( aire DG - aire DB ) ^ = aire BG . ^ <
Fig.a90.
3* Supposons enfin que le côté AB du triangle n'ayant plus que le sommet A sur Taxe xy, le cdté BG soit parallèle à cet
axe.
Le volume engendré par le triangle ABG est la somme {//^. 291) ou la dilïérence (^g. 292 ) des volumes engendrés
Fig. agi. Fig.399.
par les triangles ABE, ACE. Or, le volume engendré par le triangle ABE est les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle AB'B£» et le volume engendré parle triangle ACE les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle AC'GE (4^). Donc, dans l'un et l'autre cas, le volume engendré par le triangle ABG est les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle B'G'GB, somme {Jig. 291) ou différence {f g. 292) des rectangles AB'BE, ACCE; et Ton a encore
vol.ABG = I ttÂÊ' .BG=aire BC.
27r.AE.BC exprime en effet l'aire latérale du cylindre engendré par le rectangle B'C/CB ou l'aire de la surface décrite par le côté BC de ce rectangle.
THÉORÈME
498. Le volume engendré par un secteur polygonal régulier tournant autour d* un diamètre extérieur à sa iurface^ a pour
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mesure le produit île l'aire que (h^crit la ligne brisée qui lui sert de base, par le tiers de l'apothème de celle ligne brisée,
Fig. 393.
Soit ifig. 293) le secteur polygonal régulier (2G8) OABCD, tournant autour du diamètre xjr» Décomposons ce secteur en
triangles, en joignant au centre 0 les sommets de sa base ADCI), el appelons a l'apothème de celle base. Le volume engendré parle secieur sera la somme des volumes engendrés par les triangles qui le consiiiuent. Or ( 497 )
vol.AOB = aireAB.|.
T0l.B0C=aireBC.|9
vol.œD = aîreCD.|.
£n ajoutant ces égalités membre à membre, il vient
Tol.OABGD =(aire AB + aireBG + aire CD). |,
ou
vol.OABCD = aire AB€D. ^.
THÉORÈME
499. Le volume d'un secteur sphérique a pour mesure le produit de l'aire de la zone qui lui sert de base par le tiers du roroA de la sphère»
Le volume d'un secteur sphérique est la limite des volumes
engendrés par les secteurs polygonaux réguliers inscrits dans le secteur circulaire correspondant, quand on fait croître indéfiniment le nombre des côtés de leurs bases. D'après cela, soient v le volume engendré par un secteur polygonal régulier
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inscrit, 5 l'aire de la smfiice décrite par sa base, a son apothème; soient de même V le volume du secteur sphérique, S l'aire de la zone qui lui sert de base, K le rayon de la sphère. On a (498)
Mais lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés de la base du secteur polygonal, v tend vers Y, s vers S et a vers R. On a donc, à la limite,
COROLLAIBB.
500. Dans des sphères égales, deux secteurs sphériques sont entre eux comme les zones qui leur servent de bases et, par suite, doux secteurs sphériques dont les bases ont même hauteur sont équivalents.
THÉORÈME
501. Le volume de la sphère a pour mesure le produit de son aire par le tiers du ray on.
Car ce volume peut être considéré comme celui d'un secteur sphérique ayant pour secteur circulaire correspondant un demi-cercle ou pour base l'aire de la surface sphérique ellemême. D'ailleurs, le raisonnement fait pour le secteur sphé- « rique s'applique textuellement à ce cas particulier.
COROLLAIBBS.
502. V étant le volume d'une sphère de rayon K ou de diamètre D, on a
V = 47rR>.| = 1 7rR»= g7rD«.
503. Les volumes de deux sphères sont entre eux comme les cubes des rayons ou des diamètres,
Voici deux applications numériques
!• Trouver le volume du globe terrestre.
L'aire du globe est (495), à moins d'un myriamèlre carré.
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6092958 myriamètres carrés. Son ra)on est d'ailleurs
ou 6366 kilomètres, à un kilomètre près. Le volume du globe terrestre, égal au produit de son aire par le tiers du rayon, sera donc 1081000000 myriamètres cubes, à un million de myriamètres cubes près.
Si Ton prend le rayon du globe terrestre pour unité, le rayon du Soleil est représenté par io8,5. L'aire et le volume du Soleil sont donc environ 11800 fois et 1280000 fois l'aire et le volume de la Terre (4-94, 503).
a*» Trouver le rayon de la sphère dont le volume est un mètre cube.
La formule
1 7:R»= I donne R = 1/ =o"»,62o
à moins d'un millimètre.
Sgolib.
505. Les volumes de deux polyèdres circonscrits à la même sphère ou à des sphères égales, sont entre eux comme les aires de ces mêmes polyèdres*
Si l'on décompose, en effet, les polyèdres donnés en pyramides, en prenant pour centre de décomposition le centre de la sphère inscrite, la mesure du volume de chacun d'eux s'obtiendra en multipliant Taire de sa surface par le tiers du rayon de la sphère (408).
BXERaCES.
1. Le poids d'im décimètre cube de fonte étant 7*^,^, calculer avec la plus grande appraiimation possible le diamètre d'an boulet en fonte du poids de 94 kilogrammes.
2. Ayant mené la droite qui joint les milieux de deux côtés d*un triangle, on le fait tourner autour de son troisième côté pris pour axe ; quel est le rapport des volnmes engendrés par les deux parties du triangle?
8. On prolonge l'un des côtés a d'un triangle équilatéral d'une longueur é^le à a et, par l'extrémité obtenue, on élève une perpendiculaire à ce côté; calculer le volume engendré par le triangle équilatéral en tonnant autour de cette perpendiculaire.
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A. Le volume engendré par un triangle, tournant autour d'une droite do son plan qui lui est extérieure, a pour mesure le produit de son aire par la c ii ( onférence que décrit daoâie mouvement de rotation le point de rencontre de ses trois médianes.
5. Les volumes d'un cône de révolution , d'une sphère et d'un cylindre de révolution, de môme hauteur, sont proportionnels aux nombres i, 2, 3, lorsque le cône et le cylindre ont pour bases un grand cercle de la sphère.
6. L'aire totale ou le volume du cylindre équilatéral inscrit ou circonscrit à une sphère est moyenne proportionnelle entre l'aire ou le volume de cette sphère et l'aire totale ou le volume du c6ne équilatéral inacrit ou circonscrit.
7. On prend un point B but le prolongement du rayon OA d'un cercle donné, et l'on mène par ce point au cercle la tangente BT; chercher pour quelle position du point B les aires décrites par la droite BT et l'arc AT, lorsqu'on fait tourner la figure autour de l'axe OAB, sont dans un rapport donné; discussion.
8. Étant donné un triangle rectangle inscrit dans un demi-cercle, I trouver le rapport du volume ou de l'aire qu'il engendre, lorsque la figure
tourne autour du diamètre du demi-cercle, au volume ou à l'aire de la sphère engendrée par ce demi-cercle. — Cas où le triangle rectangle donné est isocèle*
QlJ£STIOIirS PROPOSÉES
SUB LB SBPnàHB LIVUC.
1. La hauteur d*im tronc de cône de révolution étant 3 mètres et ses bases ayant pour rayons a mètres et i mètre, partager son volume en trois parties proportionnelies aux nombres a, 3 et 7 par deux plans parallèles aux bases.
2. Soit ÂBCDEF un hexagone régulier drconscrit à un cercle de centre O et de rayon R. On mène la diagonale FG et les droites AC et BP qui se coupent en I sur le rayon OH perpendiculaire à FC, et l'on demande de calculer, en fonction de R, les volumes et les aires des cônes engendrés par les triangles lUA, lOF, en tournant autour de OU pris pour axe.
3. Calculer les rayons des bases d'un tronc de cône de révolution, connaissant sa hauteur, son côté et son aire ou son volume.
4. Quel est le volume maximum d'un cône de révolution dont le côté est donné?
St. Parmi tous les cylindres ou tous les cônes qui ont même aire totale, quel est le cylindre ou le cône de volume maximum? — Parmi tous les
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cylindres ou tous les cônes équivalents, quel est le cylindre ou le côné d'aire totale minimum?
6. Inscrire dans un cône donné un cylindre de volume donné ; discussion. — GirooDScrire à un cylindre donné un cône de volume donné; dis-
' cussion.
7. Mener dans une sphère donnée trois cordes perpendiculaires entre elles, qui passent par un point donné et qui soient proportionnelles à des nombres donnés. — Mener dans une sphère donnée trois plans perpendiculaires entre eux, qui passent par un point donné et qui déterminent trois cercles dont les aires soient proportionnelles à des nombres donnés.
8. Trouver le lieu des centres dos sphères qui coupent deux sphères données ou trois sphères données suivant des grands cercles.
Construire une sphère
De rayon donné, qui passe par trois points donnés;
1° De rayon donné, passant par deux points donnés et tangente à un plan ou à une sphère donnée;
3^ De rayon donné, passant par un point donné et tangente à deux plans ou à deux sphères données;
40 De rayon donné, tangente à trois plans ou à trois sphères données;
5** De rayon donné, passant par un point donné et tangente à un plan et i une sphère donnés;
6* De rayon donné, tangente à deux plans et à une sphère donnés;
Y* De rayon donné, tangente à un plan et à deux sphères donnés.
10. Un cylindre, inscrit dans une sphère d'un mètre de rayon, a pour «ire latérale la moitié de Faire d'un grand cercle de la sphère : calculer son volume.
11. L'aire totale d'une chaudière cylindrique terminée par deux hémisphères est de a* mètres carrés, toute section passant par Vaxe a un périmètre de b mètres : calculer la hauteur et le rayon de la partie cylmdriqoe 4e la chaudière; discnasion*
12. Calculer en fonction de leurs côtés les aires et les volumes engendrés par les polygones réguliers les plus simples, depuis le triangle jusq[u'à l'octogone, lorsqu'ils tournent autour d'un de leurs côtés pris pour axe. — Même question, en prenant pour axe de rotation une perpendiculaire menée à l'extrémité d'un des diamètres du cercle circonscrit, qui aboutit à un sommet du polygone considéré*
13. Inscrire ou droonscrire à une sphère donnée un cÔne on un cylindre dont l'aire totale ou le volume soit à Faire ou au volume de la sphère dans un rapport donné; discussion.
14. La longueur de l'axe d'une chaudière cylindrique terminée p ir deux hémisphères étant donnée, calculer les dimensions de la partie cy-
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lindrique de manière que la capacité de la chaudière ait une râleur donnée; discussion.
18. Étant donné le yolume d'un secteur apliérique appartonaut à une apbère de rayon chercher le maximum- de son aire totale.
16. On donne les volumes engendrés par un triangle en tournant succ<e8sivement autour de chacun de ses côtés; calculer les trois côtés du triangle.
17. Construire un triangle, connaissant deux côtés et sachant que le vohune engendré par ce triangle en tournant autour du troisième côté est Cj^al à la somme des volumes qu'il engendre en tournant successivement autour des deux côtés donnés.
18. Les rayons de la Lune, de la Terre et du Soleil étant proportion-
nels aux nombres ^9 i et 108, 5, troaver le rapport des distances du
centre de la Terre aux centres des deux autres astres, lorsqu'on suppose les centres de ces trois globes sur Taxe d*un cène de révolutioii qui leur est tangent; considérer le cas où les trois astres sont tangente à une même nappe, et celui où la Terre étant située dans une nappe, les deux autres astres sont dans la nappe, opposée.
« mm
COMPLÉMENT. 3ll
DES ÉLÉMENTS VÉ GÉOMÉTRIE
Proqbamvb officiel : Pôle de similitude de deux* polygones semblables et semhlablement placés,
506. Éiani donné un système quelconque A, B, C,*.., de points situés dans un plan {Jîg, 294 et 296), si , sur les rayons SA, SB, se,..., issus d'un poini S choisi arbitrairement dans
Fig. 394. Fig. 395.
le plan, on prend à partir de ce point des segments SA' , SB', SC',.., tels qu'on ait
SA' _ SB' _ se __
SA7sF~sc ^*
K étant un nombre quelconque, on dit que le nouveau système de points A', B', C',..., est homothétique au système primitif A, B, C,....
Le point S est dit le centre et le nombre K le rapport Who^ mot/iétie, Si les ])oiiils liomologues A et A', B et B',... sont d'un même côté du point S {/ig. 294), les deux systèmes ABC.,., A'B'C'..., sont dits honio(/irn'(jfit'.s directs ; on dit qu'ils sont homotliétiques inverses si les puinls homologues A et A', B et B',... sont de part et d'autre du point S [fig. :>95).
Quand deux systèmes sont liomoilictiques inverses, il suf fit évidemment, pour les rendre homothéliques directs, de Taire tourner l'un d'eux de 180 degrés autour du centre S.
3ia COHPLtHENT*
Suivant que les points du prenfiier système ABC... sont isolés ou forment des lignes continues, les poinis du système homothélique A'B'C... sont à leur tour isolés ou forment des lignes continues.
THÉOilÈME.
507. DoM deux système* homothétiques, la droite AB qui joint deux points quelconques du premier sjrstème, et ladroite , k'B* qui joint les points homologues du second sjrstème, sont parallèles et dans le rapport K {fig, 294 et sigS).
En effet/ les droites AB et A'B% divisant les rayons SA et SB dans le même rapport K, sont parallèles ( 170 ), et Ton a
en outre (170)
AB-ST
COROLLAIVBS.
508. Si trois points du premier système sont en ligne droite, il en est de même des trois points homologues du second système ; en d'autres termes, la figure homothélique d'une ligne droite est une ligne droite parallèle à la première; ces deux droites sont dites homologues. Si une droite passe par le centre d'homothétie, son homologue y passe égale* ment» et par suite coïncide avec elle. Réciproquement, si deux droites homologues colncldenl, elles passent par le centre d'horoothétie.
509. L'angle de deux droites est égal à celui de leurs droites homologues. Par suite, la figure homothélique d'un polygone est un polygone semblable au premier. Les rùiés du nouveau polygone sont parallèles aux côtés homologues du premier, et leur rapport de similitude est égal à K.
. 510. Les tangentes en deux points homologues de deux courbes homothétiques, sont parallèles comme limites de sécantes parallèles.
THÉORÈME
5il. Deux systèmes sont homothétiques s'il existe dans leur plan deux points 0 et 0' tels, que les droites qui joignent le point 0 aux divers points du premier système, et les droites qui /oignent le point O' aux divers points du second système, soient parallèles et dans un même rapport K ijig. 296 )•
ooMPLtennr. 3i3
En effet» si les droites OA et 0' A' sont parallèles et de •même sens» la droite AA' Ira couper le prolongement de 09 en un poiot S, tel que
SQ^ _0'A^ SV SO OA sa'
Le point S est donc le même, quel que soit le couple de
Fig. 996. . *
points homologues A et A' considéré; el, par suite, les deux systèmes sont homolhétiques directs, et ont le point S pour centre et le nombre K pour rapport d'homothétie.
Si les droites OA et O'A, sont parallèles et de sens contraires, la droite AA|. coupe 00' en un point Si, tel que .
S.O ~ OA ~" S. A
et les deux systèmes» alors homothétiques inverses, ont le point Si pour centre et le nombre K pour rapport d'Iiomothétie.
COROIX&IBU.
512. Deux polygones semblables ABG)E, A'WC'jyE'^qui ont leurs côtés pandlèles, sont homothétiques» Il résulte, en effet, des raisonnements faits au n* 186, que si, dans le pian du premier polygone, on prend un point 0 quelconque et que l'on détermine, conformément aux. indications données dans ce n° 186, le point 0' homologue de 0, les droites OA el O'A', OB et O'B', OC cl O'C',..., seront parallèles et dans le rapport K. Donc les polygones seront homolhétiques.
L'homothctie est directe {Jig. 294 ) ou inverse (//^'•. ■ïgS), suivant que les deux polygones ont leurs côtés parallèles, de même sens ou de sens contraires.
513. Deux circonférences quelconques sont homothétiques directes et homothétiques inverses [fig, s^gGj. '
3l4 COMPLÉMSNT.
En effet, le rapport -^r-r- de deux rayons parailcies et de
mém^ sens étant constant, les deux circonférences sont homothétiques directes, et elles ont un centre d'homotkétie directe S situé au delà de la ligne des centres, de telle sorte qu'on ait
SO K
R' et R étant les rayons des deux cercles.
De même, le rapport -jjj^ de deux ra^^ons parallèles el de
sens contraires étant constant, les deux circonférences sont aussi homothétiques inverses, et elles ont un centre d*homO' t/iétie inverte Si situé sur la ligne des centres, de telle sorte qu'on ait
S.(y _R' SiO ~ K*
On volt que les deux centres d*homothétie divisent harmo^ .niquement la ligne des centres OCy des deux cercles.
Les tangentes comnnines extérieure passent i>ar le centre d'homothétle directe, et les tangentes communes intérieures par le centre d'homothétle inverse. C'est sur cette propriété qu'est fondée la construciion du n" 217.
Lorsque les deux cercles sont langcnis, leur point de contact est un centre d'iiomoihélie, directe si le contact est intérieur, inverse si le conlact est extérieur,
SCOLIS.
51V. Pour étendre aux figures curvilignes la notion de la similitude, il faut prendre pour point de départ une propriété essentielle des polygones semblables qui soit immédiatement appréciable envers les courbes. Voici comment on parvient à faire cette généralisation :
Considérons deux polygones semblables.
Si ces polygones sont semblablement disposés par rapport à deux observateurs placés à l'intérieur de chacun d'eux, comme cela arrive pour les pol^'gones ABCDE, A'B'CD'E' (fig. 297), il est facile de voir que deux côtés homologues
.COMPLÉKEIIT.
quelconques fontr^oujours le même angle a. On amènera donc les deux polygones à avoir leurs côtés homologues parallèles» en faisant tourner l'un d'eux de l'angle a autour de l'un de ses sommets.
Si les polygones sopt Inversement disposés comme ABCDE» ÂtBiGiBiEi, il faudra 9 pour rendre leurs côtés homologuesparallèles» rabattre le second polygone autour d'une droite quelconque XY, puis faire tourner d'un angle a le polygone A'B'G'D'E' ainsi obtenu.
Ainsi deux polygones semblables P et P' étant donnés dans un plan, on peut toujours (soit par une rotation, soil par un rabattement et une rotation) amener le second à avoir ses côtés parallèles aux côtés homologues du premier.
Or, on a vu que deux polygones semblables qui ont les côtés parallèles sont homolhéliques (512). Deux polygones semblables peuvent donc, d'après cela, être rendus homotliétiques; et réciproquement, la ligure homothélique d'un polygone est un polygone semblable au premier (509).
Par suite, pour qu'un polygone P' soit semblable à un autro polygone P, il faut et il suffit que ce polygone F soit égal à l'un des homothétiques de P.
Voilà donc une propriété caractéristique des polygones semblables. D'ailleurs» la définition de l'homothétie est immédiatement applicable aux figures curvilignes (506). On est ainsi conduit à cette définition générale :
Fig. 397.
3l6 COMPLÉMENT.
On dit qu'ime figure est semblable à une autre, lorsqu'elle e$i égale à tune des figura homothétiques à cette autre.
On comprend d'après cela pourquoi on donne, en général, les noms de centres ou pôles de similitude et de rapport de similitude aux centres et au rapport d'homothétie.
Programme officiel : Construire un carré dont le rapport à un carré donné soit égal au rapport de deux lignes données. — Construire un rectangle équivalent à un carré donné et dont les côtés adjacents aient une somme ou une différence donnée» — Jpplication à la construction des racines des équations du second degré à une inconnue.
PROBLÈBIE.
515. Construire un poly gone semblahlè à un polygone donné ^ et dont Vaire soit à celle de ce polygone dans le rapport de deux droites données M N {fig,
Fig. 298.
Al — <
Ml •
Ht 1 ,
Supposons d'abord que le polygone donné soit un carré, et soit A son côté. Si X est le côté du carré cherché, on devra avoir (250)
La question est donc de construire un triangle rectangle tel, que le rapport des segments déterminés sur l'hypoténuse par la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit soit
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égal à (198), et que le côté agacent au segpnent qui correspond à N soit égal à A.
Or, en portant sur une droite indéfinie BG = M, CD = N, en décrivant une demi-circonférence sur BD comme diamètre et en menant à BD la perpendiculaire C£ jusqu'à la rencontre de cette demi-circonférence, on obtiendra un triangle rec^ tangle BED dans lequel les segments de l'hypoténuse présenteront le rapport demandé. Il en sera de même ( i9o ) pour tous les triangles rectangles semblables qu'on formera en menant entre les côtés de l'angle droit BED, prolongés ou non, une parallèle à l'hypoténuse BD. Parmi tous ces triangles, celui dont le côté, dirigé suivant £D, est égal à A, répond à la question. •
On portera donc sur ED la longueur EG = A ; par le point G, on mènera à BD la parallèle GF jusqu'à la rencontre de EB, et F£ représentera le côté du carré cherché. On a en effet (198,190) _^ _^
EF^ FH BC H'_M gg'^HG^CD' A* ~" N*
Soit maintenant un polygone quelconque P, soient p l'un de ses côtés et x le côté homologue du polygone cherché X. On devra avoir, d'après l'énoncé,
d'où
Le problème se trouve donc ramené à trouver le côté d'un carré qui soit à un carré donné dans le rapport de deux droites données, question que nous venons de résoudre. Quand on aura obtenu le côté a homologue de p, il restera à construire sur ce côté un polygone semblable au polygone P.
Dans le cas de deux cercles, en désignant par xe% r leurs rayons, on devra avoir
C'est encore le même problème*
3i8 COMPLÉMENT.
Si le rapport ~ était donné namériquement et égal
par exemple, à -9 on choisirait une certaine longueur pour
unité, et l'on rentrerait dans le cas précédent en prenant les droites BG et CD égales à cinq fois et à sept fois cette longueur.
PROBLÈME
517. Constfuire un rectangle équivalent à un carré donné et dont les côtés adjacents aient une somme ou une différence donnée.
Soient A le côté du carré donné et BC la somme donnée {Jig. 299). Sur BC comme diamètre, décrivez un demi-cercle; au point B, élevez BD perpendiculaire sur BC et égale à A; menez DEE' parallèle à BC, et projetez en F et F' sur BC les points E et E' où cette parallèle rencontre le cercle. Les deux côtés cherchés seront BF et FC ou, ce qui revient au mêmey BF' et F' G. En effet, on a d'abord
BF-h FC = BC,
et ensuite (199),
BF.FG = FË':= Bd' as
relation qui prouve l'équivalence du rectangle ayant pour dimensions BF et FG et du carré construit sur A.
Pour, que le problème soit possible, il faut et il sufût que la parallèle BEE' rencontre la demi-circonférence, c'est-à-dire que la droite BD ou A ne surpasse pas son rayon ou la moitié
de BG. Lorsque la quantité A atteint son maximum ^ BG, la
parallèle DEE^ tôuche le demi-cercle, les deux segments de BC sont OB et OC, et le rectangle cherche est un carré» De là cette proposition : De tous les rectangles de même périmé^ tre, le plus grand est le carré.
En représentant par ^ le côté du carré donné, et par p la somme donnée, on a
E0 = B0 = C0 = ^9 FE = BD = v^,
et, par suite,
BF = BO — 0F
CF = CO -h OF
Fl0. 199.
a° Soient A le côté du carré donné el EF la diiTérence donnée {Jîg, 3oo). Sur les côtés d'un angle droit, prenez une longueur BD égale à A et une longueur BO égaie à la moitié de la différence donnée. Du point 0 comme centre, avec BO pour rayon» décrivez un cercle; puis menez DO qui coupe la circonférence aux points E et F; D£ et DF seront les côtés cherchés. En effet, on a d'abord
DF = OD 4- OF
3ao
SCOUB
COMPLÉMBKT
518. Le problème précédent permet de construire les racines de toute équation du second degré à une inconnuet c'est-à-dire de toute équation de la forme
X* di px :±z q = o,
p etq étant des nombres positifs quelconques. En effet, des quatre t^ pes
x^-^-px — ^ = o, X* — px — ^ = o,
le premier se ramène au second, et le troisième au dernier, par le seul changement de en — x. Il sufût donc de construire les racines des équations
x^ — />j7H-y = o et x^ — px — g = o*
En mettant ces équations sous la forme
q^x(p — ar), qz:zx{x^p)^
on voit que, consiruire les racines de la première, c'est construire les deux côtés adjacents x et p — x d'un rectangle, connaissant la somme p de ces côtés et Taire q ou le c6té ^ du carré équivalent. De même, construire les racines de la seconde, c'est construire un rectangle équivalent à un carré donné q et dont les côtés x et x—p ont upe différence donnée p.
D'après cela, toutes les fois qu'une question de Géométrie, «traitée par l'Algèbre, conduira à une équation du second degré, on saura immédiatement construire la solution.
519. Le calcul algébrique est un utile auxiliaire dans les recherches géométriques; son emploi permet d'i^rriver directement à des formules que la Géométrie pure ne donnerait souvent que d'une manière pénible et détournée.
Voici un exemple :
Trouver l'aire dun triangle en fonction des côtés.
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Soient ABC le triangle; b, v, les longueurs des côtés rcspecliveniont opposi's ;ui\ angles A, B, C; S l'aire et /i la hauteur AD issue du soiiiinet A {Jig. i^o).
On a (255)
Poyr calculer A en fonction de a, 6, c, remarquons que des deux angles B et G, l'un au moins est aigu; supposons que ce soit l'angle G. Le triangle rectangle ADC donne (201 )
A« = ô» — Cd';
on a d'ailleurs dans le triangle ABC (202)
c>=a'-l-ô» — afl.CD, d'où GD = ^ ^* ~ ^
ex, par suite,
Donc
es _ 4«'^' — («' — c')»
_ (2a6 -ha'H- 6' — c')(aa^ — g» — ô'-hc') '
{a -h b -h c] {a -i- b — c){c -h a — b]{c — a-\- b) = TG
Or, si l'on désigne par p le demi-périmètre du triangle ACC, c'est-à-dire si l'on pose
on a
— a = 3|? — 2a = a(p — a), a-hc — 6 = a^ — 26 = 2(/> — é),
et enfin
S'=pip-a](p^b){p-~c).
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Par exemple, pour
on a
et
S'=56o, d'où S=23°"i,67, à moins de ^ décimètre carré.
III
Programme officiel : lie tour sur V inscription des polygones
réguliers. — Cas du décagone,
SâO. Nous avons, au § V du livre III, inscrit à l'aide de la règle et du compas les polygones réguliers de 4> 3, i6, 32,...
côié^ et ceux de 3, 6, 12, 24, . . côtés. Nous allons nous occuper ici des polygones réguliers de 5, 10, 20, 40,. . . côtés et de i5, 3o, 60, 120, .. . côtés. Mais quelques notions préliminaires sont indispensables.
Supposons la circonférence divisée en m parties égales; désignons par a la longueur de l'une des parties, et joignons les points de division de p en p, bi partir de l'un d'eux.
Si p est premier avec m, la circonférence ma et l'arc pa sous-tendu par chacune des cordes successives auront pour plus petit multiple commun pma, et l'on reviendra au point de départ après avoir parcouru p fois la circonférence ou m fois l'arc pa* On aura donc formé ainsi un polygone régulier de m côtés. Par exemple, dans la Jig. 3o2 où la circonférence est divisée en 10 parties égales, on obtient, en joignant les points de division de i en i, le décagone convexe, et en joignant ces points de 3 en 3 un décagone régulier éioilé.
Si p et m, au lieu d*être premiers entre eux, ont un plus grand commun diviseur B, le plus petit multiple commun de
l'arc pa et de la circonférence ma sera -^a. On reviendra alors au point de départ après avoir parcouru ^ fois la cir-
conférence ou ^ fois Varc pa; en d'autres termes, on aura
formé ainsi un polygone régulier de y côtés» et non plus de
m côtés.
Au premier abord, il semble résulter de là qu'il existe autant de polygones réguliers (convexes ou éloilés) de m côtés qu'il y a de nombres premiers à m dans la suite i , 2, . . . , m — I . Mais si l'on remarque qu'en joignant les points de division de p enp, p étant premier km, on obtient le même polygone qu'en les joignant de m— p en m^p,on voit qu'en réalité ie nombre det polygonet réffUien de m côtés est égal au nombre des enthrs premiers à m contenus dans la suite
D'après cela, il n'y a qu'un hexagone régulier; il y a deux pentagones réguliers, deux décagones, quatre pentédécagones,etc. L'inscription du décagone est fondée sur le problème suivant:
PROBLÈME
5S1. Diviser une droite en moyenne et extrême raison IJig. 3oi).
Fig. 3oi.
Ul- i-::^
On dit qu'un point divise une droite AB en moyenne et extrême raison, lorsque sa distance h Tune des extrémités A de cette droite est moyenne proportionnelle entre sa distance à l'autre extrémité B et la droite AB.
On voit à priori :
Que, einvQ A et B, il existe un point X et un seul jouis-
AB
sant de la propriété énoncée. Car, de A en B, le rapport
décroît d'une manière continue de rinûni à i» tandis que le XA
rapport ^ croit de zéro à l'infini; ainsi, quand le point X se
meut de A en B, le premier rapport diminue^ le second aug-
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mente, cl comme le premier, d'abord supérieur au second, finit par devenir moindre, il y aura entre A et B une position de X, et une seule, telle qu'on ait
(1) XÂ=AB.XB.
o.^ Que, sur le prolongement de AB à gauche du point A, il existe un point X' et un seul jouissant de la propriété énon-
AB
cée. Car, dans celle région, le rapport croii d'une maifière
continue de zéro à l'infini, tandis que le rapport décroît
de 1 à o; il y a donc i gauche de A une position de \', mais une seule, pour laquelle on aura
(2) ^""^ xrÂ = AB.X'B.
3<> Que sur le prolongement de AB à droite du point B, 'il ne peut exister aùcuit point jouissant de la propriété énoncée. Car la distance d'un point de cette région au point A, étant
plus grande que la distance du point considéré au point B et que la ligne AB, ne saurait être moyenne proporlionnelle entre ces deux longueurs.
Ainsi, sur la droite indéfinie qui unit les points A et B, il existe deux points X et X', et rien que deux, qui divisent la droite AB en moyenne et extrême raison : l'un X intérieur^ et les deux segments correspondants XA, XB, sont alors additifs; l'autre X' extérieur, et les deux segments correspon* danls X'A, X' B, sont alors âoustractifs.
Pour déterminer ces deux points X et X', il suffit de trouver AX et AX'. Or, d'une part» si Ton retranche la relation (i) de la relation (2), on a
X'A — XA = AB(X'B — XB)
ou
(X'A + XA)(X'A- XA) = AB(X'B — XB), c'est-à-dire
X'A-XA = AB
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D'autre part, la relation (i) donne
AB-hXA _ XA-t-XB X'A_AB AB XA AB *~XÂ'
c'est-à-dire
X'A.XA = Ab'.
Donc, la recherche des droites AX et AX' revient à construire deux lignes dont la dillérencc est égale à AB et dont le
produit est égal à AB ; c'est le problème du ôl7 (2<>), dans un cas particulier. De là cette construction :
Élevez sur AB, à son extrémité B, une perpendiculaire BG égale à la moitié de AB. Du point G comme centre, avec CB pour rayon, décrivez une circonférence; menez AC qui coupe cette circonférence en D et en D'; la droite AD sera l'Inconnue AX, et la droite AD' sera l'inconnue AX'. Deux arcs de cercles décrits de A comme centre, avec AD el AD' pour rayons, couperont la droite indéfinie AB aux points cherchés X etX'.
522. £n désignant par a la droite AB, et remplaçant dans la formule du n*» 517 (2<^) p par a et 9 par a\ on trouve
AX==^(v^— 1) et AX' = 2(\/5h-i).
PROBLÈJyiE.
Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en dix parties égales par les points A, B, G, D, £, F, G, H, K, I*
. En joignant les points de division consécutifs, on obtient le décagone régulier convexe ABCDEFGHKI; en joignant les points de division de trois en trois, on obtient le dé eu go ne ré* guller étoilé ADGIGFKBEH (520). H s'agit de construire les côtés AB et AD de ces deux décagones.
Or, en remarquant {Jig. 3o3) que le rayon BO prolongé passe par le sommet G, on voit que l'angle AMB, dont le sommet est à l'intérieur du cercle, a pour mesure la moitié de l'arc AB, plus la moitié de l'arc GD, c'est-à-dire deux divisions de la
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circonférence. D'ailleurs, l'angle inscrit ABG a pour mesure la moitié de l'arc AG, c'esi-à-dire encore deux divisions; l'angle
Fig.3oa. Fig.3o3.
au centre BOI) a aussi cette même mesure. Les deux triangles AMB, DM0, sont donc isocèles, et l'on a
ÂM = AB, MDrrOD ou AD^Alf=:OD.
D'un autre côté, les angles OMA, DO A, étant égaux comme ayant l'un ei l'autre pour mesure trois divisions, les droites OM et OD sont antiparallèles par rapport à l'angle OAD, et l'on a (197) _
ad.am=oa\
Les deux relations précédentes montrent que la recherche des côtés AD et AM=AB revient à celle de deux lignes dont la différence est égale au rayon et dont le produit est égal au carré du rayon ; on obtiendra donc ces deux côtés (521) en dwisant le re^n en moyenne et extrême raison f le plus grand seg^ ment additif sera le côté du décagone régulier convexe, et le plus petit segment soustractif sera le côté du décagone régu^ lier étoilé. Si R est le rayon du cercle, on aura (522)
AB = R.i^ et AD = B.i^.
Corollaires.
La circonférence étant divisée en dix parties égales, en joip:nant les poinis de division de deux en deux, on obtient le pentagone régulier convexe ACEGK; en les joignant de quatre en quatre, on trace le pentagone régulier éioilé AEkGG {^g. 3o4),
Pour calculer les côtés Fl) ci FB (^^. 3o5) du pentagone régulier convexe et du pentagone étoilé» il suffit de remarquer
Fig. 3o4. flg. 3o5.
que, si l'on mène le diamètre FA, les cordes AD et AB sont les côtés du décagone étoile et du décagone convexe. Or les triangles rectangles FAD, FAB, donnent
FD= V'4K'— ÂD , FB= V^41V-Âb';
d'où, en remplaçant AD et AB par leurs valeurs données au numéro qui précède, et réduisant,
FD=5 v'io— FB = 5 v^io4-2V5.
525. Du décagone convexe, on passe au polygone régulier de 20 côtés, puis à celui de 4^,..., et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-tendus par les côtés du polygone précédent.
PROBLÈMB.
536. Inscrire un pentédécagone régulier dans un cercle donné [fig* 3o6).
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en quinze parties égales par les points A, B» D, Ë,
En joignant les points de division de i en i, de 2 en 2, de 4
en 4> de 7 en 7, on obtient les côtés AB, AO, AE, AI, du pentédécagone convexe et des trois pentédécagones éloilés.
Considérons les cotés AB et A£; Q étant le milieu de Tare CD, on a
328 GOMPLÉKBNT.
Donc, pour construire AB ei AE, il suffit de porter, à partir du point A, une corde AQ égale au côté de l'hexagone, puis à partir de Q, et de part et d'autre de ce point, une corde QB = Q£ égale au côté du décagone convexe.
Pour calculer AB et AE, abaissons du point Q les perpendiculaires QS et QT sur ces côtés; l'égalité des triangles rectangles QAS et QAT, qui ont l'hypoténuse commune et un angle aigu égal QAS=:QAT, donne
AS = AT, QS = QT
puis, de l'égalité des triangles rectangles BQS, TQE, qui ont l'hypoténuse égale et un côté égal, on déduit
ET = BS.
On a donc
AB = AS— BS et AE = AT -h TE = AS 4- BS.
liais QS n'est autre que la moitié du côté du décagone convexe, puisque AQ est égal au rayon et que, Tare BQ étant le dixième de la circonférence, l'angle inscrit BAQ est la moitié de l'angle au centre du décagone convexe; on a donc
par suite,
AS = \/âQ — QS = I yTTÏTvS, BS = v/bq' - = 7 (v^ï5— V^).
On aum Qonc, d'après les relations ci-dessus,
AB=2 (Vio-t-2V5-*-v^ — /is),
AE=7 (VioH-av^ — ^-h/Ïô)-
On verra de même que X éunl le milieu de ML, ÀX est
le côié du décagone éloilé el XO=Xl le côlé deThexagone, ce qui permeiii a de consiruire el de calculer d'une manière analogue les cùiés AO et AI des deux autres peniédécagones étoilés. .On trouve
A0= T (v io — 2 v 5 — \/3 -h s/TE) ,
AI = I (V io-av'â -h >/3 4- v^) .
527. Du penlédécagone convexe, on passe au polygone de 3o côtés, puis à celui de 6o..,., et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-iendus par les côtés du polygone précédent.
IV
Prograhvb ofpicibi. : Calcul du rapport de la circonférence au diamètre par la méthode des isopérimètres»
528. De nos jours, les Mathématiques supérieures fournissent des séries qui permettent de calculer très-rapidement le rapport de la circonférence au diamètre. Il est cependant, utile de connaître les ressources que la Géométrie élémentaire offre à cet égard.
Les formules
dans lesquelles C et S désignent la circonférence et l'aire du cercle de rayon R, montrent que, pour avoir r, on peut:
Se donner le rayon K et calculer» soit la longueur C de la circonférence, soit l'aire S du cercle ;
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Ou se donner, soit la circonférence G, soit l'aire S, et calculer le rayon R.
De là quatre méthodes qui, présentées convenablement,
conduisent toutes à ce théorème remarquable :
Le nombre - est la limite vers laquelle tend la suite des
nombres obtenus en partant de o et et prenant alternativement la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entre le» deux qui précèdent»
Nous allons démontrer ce théorème en suivant la troisième des quatre méthodes indiquées ci-dessus; cette méthode, dite des isopérimètres, est celle qui conduit le plus directement à la proposition précédente. Elle est fondée sur le problème suivant :
PROBLÈME
529. Étant donnés le rayon r et l'apothème a d'un polygone régulier, calculer le rayon r' et l'apothème a' du polygone régulier qui aurait le même périmètre et un nombre de côtés double I fig, 307 )•
ng. 307.
Soient AB le côté et O le centre du polygone donnée en menant le rayon OGG perpendiculaire sur AB, on aura
OC = r, 06 = «.
Tirons CA et CB, et joignons les milieux D et £ de ces deux cordes. La droite D£, parallèle à AB et égale à sa moitié, sera le côté du polygone régulier qui a même périmètre et deux fols plus de côtés que le premier. D'ailleurs, l'angle DOE étant la moitié de l'angle au centre AOB du polygone primitif, le point 0 sera encore le centre du nouveau polygone, et l'on aura
OD = r', 0¥ = a\
Or, le point F est le milieu de CG; donc (i) 0F= -(OG-hOC) oa a' = i(a-4-r).
De plus» le triangle rectangle ODC donne (198)
(a) ÔÎ)=OC.OF ou r'=^7:iP.
Les relations (i) et (2) résoWent le problème proposé; la première penpet de calculera ; puis» 4i' étant connu, la seconde donne r'.
ScouB.
530. On voit sur la Ggure que OF est plus grand que OG et que OD est moindre que OC. Donc» quand on passe d'un po~ lygqne régulier au polygone régulier isopérimètre (tun nombre de edtês double y l'apothème augmente et le rayon diminue, de
sorte que la différence entre le rayon et l'apcihème va en décroissant. Le triangle AOG montre que cette différence OA — OG est moindre que AG, c'est-à-dire que la moitié du côté du polygone correspondant; or, le périmètre du polygone restant constant, la valeur de chacun des cotés tend vers zéro lorsqu'on double leur nombre indéfiniment; donc Vexcès du rayon sur l'apothème peut devenir aussi petit qu'on veut.
PUOBLÈME.
Calculer le rapport de la circonférence au diamètre
Prenons la circonférence G égale à 2; la formule 7; = — r
au
donne alors
îT == 5. ou - = U.
Le nombre - est donc la valeur du rayon de la circonférence
tr
égale à ?.. Par suite, rupoilu nie a et le rayon r de tout polygone régulier ayant un périiuèlre égal à 2, sont deux valeurs
a];j)[>rochées de -9 Tune par défaut» l'autre par excès; car» la
circonférence inscrite et la circonférence circonscrite à un tel polygone étant Tune moindre» l'autre plus grande que a» leurs
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rayons a et r doiveni comprendre le rayon R de la circonférence égale à 2 (237), c'est-à-dire le nombre
Cela posé, considérons le carré dont le côté est ^ \ son périmètre est 2, son apothème «i — ^ cl son rayon ri = ^y2. Puis, à l'aide des formules (529),
calculons successivement les rayons et les apothèmes Ot et r„ 0» et r„ a« et r4,... des polygones réguliers isopérimèlres de 8, 16, 32,. . côtés. Dans la série
ûi» Ti, <hf r», ^3, ri,,.,, Aj,, Ta,...,
dont cha(|ue ternie à partir du troisième est ultcrnalivemenl moyen arithmétique et moyen {,H''onu'nri(îue entre les deux qui précèdent, les termes de rangs impairs ai, a^, ^a,..., .
vont en croissant et restent inférieurs à tandis que les termes de rangs pairs ri, rs, r»,..., r.,..., vont en décroissant (530} et restent supérieurs à P'ailleurs, on sait (530)
que la différence — a* peut être rendue moindre que toute quantité donnée en prenant n assez grand; donc les termes de la suite
A, Ot, Tt, fls» ''s»
alternativement inférieurs et supérieurs au nombre ^) ont ce nombre pour limite.
Si l'on remarque en outre que = ^ moyenne arithmétique entre o et ^1 et que r, = ^ est la moyenne géométrique entre ^ et ^9 on arrive à la proposition annoncée (528) :
Le nombre ^ est la limite vert laquelle tend la suite des nom-*
bres obtenus en partant de o et et prenant alternativement
la mojrenne arithmétique et la moxenne géométrique entre let deux qui précèdent»
En prolongeant le calcul de ces moyennes juscju M ce que deux termes consécutifs aient m h- i décimales communes,
on aura - à moins d'une unité décimale de Tordre m h- i, et
par suite, en divisant i par le nombre ainsi trouvé, on aura t: à moins d'une unité du m'*"" ordre décimal. Car si l'on désigne respectivement par e' et e les erreurs correspondantes de ir et
de -, on é, en négligeant le produit Tree',
e! = tt' €, d'où €f <Cio€»
Voici le tableau des calculs jusqu'au polygone de 128 côtés :
Nombre de» côtés.
Apothème».
Rayons.
<li =:0,2500000
<Ij z=: 0,3 180542
On trouve ainsi pour - la valeur o,3i8 à moins d'un mll> *
lième, et même o,3i83 à moins d'un dix-millième; par suite, en divisant l'unité par ce dernier nombre, on obtient pour n la valeur 3,i4^ à moins d'un millième.
Nous indiqoMrons, pour les élèves de mathématiques spéciales, quelques iéveloppemaits nonveaiix qui permettait d'abréger beaucoup les calculs. La limite vers laquelle tend la suite des nombres obtenus en partant de et
de et prenant successiTement la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entre les deux qui précèdent, est une fonction homogène de et de r^^; car, si l'on multiplie fi^ et /-^ par ), on voit par la formule (i) du 531 que tous les termes de la suite a^,, r^,, a^^,, ^k^t*'"* ^^'^ ^^^^ limite, sont multipliés
pur X, La quantité ~ est donc égale an produit de par une fonction de ^{
de sorte que, si l'on pose
(a) Ii = i^u,
334 COMPLÉAIEM.
et si on développe en série la fonction de on e
(3) 1 isa^(AH-Bit-hC«*-H..O
PourAssjao» a. tend vers veni, et par eoite « ven léro, de sorte que
la relation précédente devient
— &s-«A, uou A = i.
Ponr déterminer le» autres coeiDciento B, G,..', nous observerons que, si Ton pose
on a» de même,
(5) i = «^,(A-|.B«'-hC«'*-i-...).
Or les relations (i), (a), (4) donnent
et eu portant ces valeurs dans (5), puis comparant les coeflicients des mêmes puissances de m dans (5 ) et (3), on trouve
Ou a donc
et par suite, d'après une propriété connue des séries à termes alternativemeut positifs et négatifs,
avec une erreur moindre que
— on que —
Supposons A asses grand pour que cette dernière quantité soit moindre que
l — , et désignons par a et <» des valeurs approchées de «l et de r. k moins
dej-J^; ^ diiférant de j («j-har^) de moins de j^^» et cette dernière
quantité diflerant à son tour de ^ {«.-*• à p) de moins de ^ on a, à
moins de -^9
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De là ce théorème • Si Toff prend k asses grand ponr que la quantité
soit inoindre que ^ ^'^^ , et si a, et p sont des valeurs approchées de a^ et de r^ à moins de — , f expression
est une valeur amprochée de - à moins de — — •
Par exemple, en •'arrêtant an polygone de 64 câtés, on a, d'après le tableau précédent,
a, ^a.io
On en déduit
a moins ^ vaS^,
à m<^ns de
lO*
ir s 3,141593,
Programme officiel : Angles trièdres. — Cas d'égalité et de symétrie. — Propriétés de l'angle trièdre supplémentaire. — Limites de la somme des angles dièdres d'un trièdre. — Analogies et différences entre les angles trièdres et les triangles rectilignes,
HOTIONS PlÉUmNAllBS.
533. Nous avons, dans le § V du livre V, défini les angles trièdres el polyèdres, les angles polyèdres symétriques, et démontré les deux théorèmes suivants :
Dans tout angle polyèdre, une face quelconque est moindre ' que la somme des autres.
Dans tout angle polyèdre convexe, la somme des faces est moindre que quatre angles droits.
Nous allons compléter ici l'étade des trièdres; mais avant d'aborder de nouvelles propriétés, il importe de revenir sur les trièdres symétriques et d'exposer quelques conséquences
fondamentales des deux propositions que nous venons, de rappeler.
534. Considérons deux angles irièdres symétriques SÂBG, SA'B'C 3o8), et supposons, pour fixer les idées, que l'arête SC soit en avant du plan ÂSB, et, par suite, que son prolongement 8C' soit en arrière du même plan.
Fig. 3o8. Plg-Sog. Fig. 3io.
Menons [fig. 3og) la bisseclrice :rSr de l'angle BS.V, et autour de celle droite, qui est située dans le plan ASB, faisons tourner le trièdre SA'B'C de i8o degrés dans le sens de la Ûècbe <p. L'arête SA' s'appliquera sur SB, l'arête SB' sur SA, et par suite la face A' SB' coïncidera avec BSA. De plus, l'arêie SC viendra bien en avant du plan ASB; mais la nouvelle position SC| de cette arête différera en général de SC ; car les dièdres suivant SA et SB étant en générai inégaux, il en sera de même des dièdres SB et SA', et par suite les plans CSB et Ci SB, éunt inégalement inclinés sur le plan ASB, ne coïncideront pas.
On voit cependant que la coïncidence aurait lieu si le trièdre SABC avait les deux angles dièdres SA et SB égaux entre eux. Car, dans cette hypothèse, les plans C.SB et CSB seraient également inclinés sur le plan ASB; ils tomberaient donc l'un sur l'autre; il en serait de même des plans C,SA et CSA, et par suite les arêtes SC etSCi se confondraient. Observons d'ailleurs que la face CSA', qui est égale à ASC, s'applique alors sur CSB, de sorie que l'égalité des deux angles dièdres SA et SB entraîne celle des faces CSB et CSA. Donc, en résumé, pour qu'un trièdre soit superposable à son symétrique, il faut et il suffit que ce trièdre ait deux angles dièdres égaux f et dans un tel trièdre» les faces opposées aux dièdres égaux sont égaies.
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535. Dans tout angle trièdre, à un plus grand angle dièdre est opposée une plus grande face,
Soii {fg. 3io ) le trièdre SABC dans lequel Tangle dièdre SC est plus grand que l'angle dièdre SB. On pourra mener dans le dièdre SC et par l'arête SC un plan CSD qui fasse, avec le plan CSB, un angle dièdre égal au dièdre SB. Le trièdre SBCD ayant deux dièdres égaux, les faces BSD, CSI), opposées à cesangles, seront égales (534). Or le trièdre SACD (353) donne
ASC < ASD -f- DSC ;
on aura donc, en remplaçant la face DSC par son égale DSB,
ASC<ASD-|-DSB ou ASC<ASB.
£n rapprochant ce théorème de celui qui a été démontré au dernier alinéa du n° 534, et en raisonnant comme au n° 36, on verra que : RÉcipaoQUEMEiHT, «1 un angle trièdre a deux faces égales, les dièdres opposés à ces faces sont égaux, et si un an§^ trièdre a deux faces inégales, à la plus grande face est opposé le plus grand dièdre.
536. Il résulte des deux théorèmes rappelés au commencement de ce paragraphe que, pour qu'on puisse Cormcr un angle trièdre avec trois faces données, z7/aw/ que la plus grande face soit inférieure à la somme des deux autres , et que la somme des trois faces soit moindre que quatre angles droits. Nous allons prouver que ces deux conditions sont suffisantes.
Soient {fig. 3ii) ASB la plus grande face, et ASC, B C, les deux autres rabattues dans le plan de la première, de part et d'autre de celle-ci; SC et SC' sont les deux droites provenant . du dédoublement de la troisième arête. '
Décrivons du point S comme centre un arc de cercle CC'. de rayon arbitraire; cet arc sera moindre qu'une circonférence, puisque la somme des trois faces données est inférieure à quatre angles droits. Oc? et CV étant les cordes menées des points C et C perpendiculairement aux arêtes SA et SB, les arcs AG et Acsont égaux entre eux, ainsi que les arcs BC et 'Bc'-j par suite, la relation
. arc AB <; arc AC -+- arc BC,
qui exprime que la plus grande face ASB est Inférieure à la
somme des deux autres, peut s'écrire
arc AB <C arc A<? H- arc Bc';
elle montre que le point c tombe entre B et c', que & tombe entre c et A, et par conséquent que les deux cordes Ce etC'c' se croisent en un point 0 intérieur au cercle CC.
Fig. 3ii.
Élevons au point 0 la perpendiculaire OM au plan iiSB, et dans le plan DOM décrivons du point D comme centre, avec un rayon égal à BC, un arc de cercle qui coupera nécessairement la perpendiculaire OM, puisque OD est moindre que DC. M étant le point d'intersection , menons SM, le trièdre SÂBM sera formé avec les trois faces données. En effet, si Ton tire MB et ME , ces droites seront respectivement perpendiculaires sur SA et SB, en vertu du théorème d^s trois perpendiculaires; dès lors les deux triangles SBM, SBC, sont égaux comme ayant un angle droit compris entre deux cMés égaux chacun à chacun; on en conclut d'abord que la face ASM est égale à la face donnée ASC, et que l'arête SM est égale à SC. Les deux triangles rectangles SME, SC'E, ont donc l'hypoténuse égale et un côté commun, et leur égalité prouve que la face MSB est égale à l'autre face donnée BSC.
THÉORÈME
$37. Si un angle trièdre SA'B'C est lé trièdre Mupplémenr' taire d*un angle trièdre donné SABC, réciproquement SXBC sera le trièdre supplémentaire de SA' lî'C [fig- 3i2 ).
Pour bien comprendre la définition du trièdre supplémentaire et l'objet du présent théorème, il convient de faire une remarque. Par un point 0 d'un plan P, menons une perpendiculaire M à ce plan et une oblique ON. Si les deux droites OM et ON sont d'un même côté du plan P, l'angle MON qu'elles forment est aigu {fig, 3ia ), car il est compris dans l'un des angles droits MOT ou MOT' que fait la perpendiculaire OM
avec la trace TOT' du plan MON sur le plan P. Si les doux droites OAÎ et ON sont situées de part et d'autre du plan P, l'angle MON est obtus [fig. 3i3), car il contienl Tun des an-
Fig.3i3.
Fig. 3i3.
Vf
Fig.3i4.
gles MOT ou MOT'. Donc, réciproquement, suivant que l'angle MON est aigu ou obtus, on peut aftirmer que la perpendiculaire OM et l'oblique ON sont d'un même côté du plan P ou de part et d'autre de ce plan,
Cela posé, on nomme trièdre supplémentaire d'un trièdre SABC ijig. 3i4) un nouveau trièdre SA'B'C formé de la manière suivante :
Par le sommet S, on élève une perpendiculaire SG' à la^face ASB, du même côté que 8G par rapport au plan de cette face; on mène SB' perpendiculaire à la face ÂSC, du même côté que SB par rapport au plan ASC, et l'on trace enfin SA' perpendiculaire à la face RSG et du même côté que SA par rapport au plan BSG.
11 s'agit maintenant de démontrer que le trièdre SABC résulte du trièdre SA'B'C, comme celui-ci du premier; ou, en d'autres termes, que l'arête SC, par exemple, est perpendiculaire à la face ^'SB' et du même côté que SC par rapport au plan de cette face. Or, par hypothèse, SA' est perpendiculaire au plan CSB et par suite à SC; de même, SB' est perpendiculaire à^; donc SC esi perpendiculaire au plan A'SB'. De plus, se ayant été mené perpendiculairement au plan ASB et du côté de SC, l'angle CSC' est aigu ; par suite» la perpendiculaire SC au plan A'SB' et l'oblique SC formant un angle aigu» ces deux droites sont situées d'un même côté par rapport à ce plan A'SB'.
THÉORÈME
sas. Si SABC et SA'B' C sont deux tnèdres supplémentaires, chaque angle dièdre dè l'un de ces trièdres est le supplément de la face opposée dans Vautre trièdre {Jig, 3 14 ).
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La démonstration est fondée sur la remarque suivante : Lorsque, par un point 0 pris sur t arête d'un angle dièdre 01, on élève sur la f axe lOA une perpendiculaire OA' du même côté du plan lOA que la face lOB, et sur la face lOB une pen^ pendiculaire OB' dit même côté du plan lOB que la face lOA» r angle A' OB' est le supplément de fangle plan AOB qui mesure le dièdre 01 {fg. 3i5 et 3i6}.
Fig. 3i4. Fig.3i5. Fig. 3i6.
Les quatre droites OA, OB, OA', OB', sont dans le plan perpendiculaire à 01 mené par 0 (319); d'ailleurs, OA' perpendiculaire au plan lOA doit être perpendiculaire à OA, et de même OB' doit être perpendiculaire sur OB; les angles AOB, A' OB', sont donc deux angles situés dans un même plan et ayant leurs côtés perpendiculaires chacun i chacun; pour prouver qu'ils sont supplémeptaires, il suffit (70) de prouver qu'ils sont toujours d'espèce différente, c'est-à-dire l'un aigu, l'autre obtus. Or cela résulte de la direction que l'énoncé impose aux perpendiculaires OA' et OB'. En effet, si l'angle AOB est aigu (fig. 3 1 5), l'angle A' OB' renferme l'angle droit AOA' et, par suite, est obtus ; si l'angle AOB estobtus {fig. 3i6), l'angle A'OB' est contenu dans Tangle droit AOA' et, par suite, est aigu.
Cela posé, revenons aux trièdres supplémentaires SABC, SA'B'C {Jîg. 3i4), et considérons, par exemple, le dièctre SC. La droite SB' est une perpendirulaire à la face CSA de ce dièdre du coté de SB, et par suite du rûlé de l'autre face CSB; de même, SA' est une perpendiculaire à la face CSB du dièdre, du côté de la face CSA; donc, l'angle A'SB' est le supplément de l'angle qui mesure le dièdre SC ou, plus brièvement, le supplément du dièdre SC. On procéderait de même pour les dièdres SA et SB.
Puisque les deux trièdres SABC, SA'fi'C, se déduisent l'un de l'autre par la- même construction (537), il est clair que la
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propriété qui vient d'être établie pour les dièdres du premier s'étend aux dièdres du second. D'ailleurs» la démonstration serait la même.
C'est en raison de cette double propriété que les deuxtrièdres ont été appelés supplémentaires,.
SCOLIE
539. Désignons par a, 6, les nombres qui mesurent les fiices, ei par A, B, G, les nombres qui mesurent les angles dièdres d'un angle Irlèdre, Tangle droit étant pris pour unité d'angle. Les nombres af, l/, e*, qui mesureront les faces, et ceux A% B^, C, qui mesureront les dièdres du trièdre supplémentaire, seront donnés par les formules
if = 1 — A, A' = 2 — a,
Si donc on connaît une propriété quelconque d'un angle trièdre, c'est-à-diré une relation entre les éléments a, b, e. A» de cette figure, en appliquant cette relation aux éléments a'» 6% cf, Af, B', Q, du trièdre supplémentaire, puis en remplaçant ces éléments par leurs valeurs tirées des formules précédentes, on aura une relation nouvelle entre a, b, A, B, G> c'est-à-dire une nouvelle propriété du trièdre primitif.
De mên^e» toute propriété relative à plusieurs trièdres conduira, par la considération des trièdres supplémentaires des proposés, à une propriété nouvelle de ee système de trièdres.
On conçoit par là l'importance du théorème précédent; Voici d'ailleurs quelques applications de la méthode générale que nous venons d'indiquer.
540. Nous avons vu (354) que la somme des faces d'un trièdre était toujours comprise entre zéro et quatre angles droits. Cherchons le théorème correspondant, ou, comme on dit, le théorème corrélatif. Considérons à cet effet le trièdre supplémentaire du proposé ; a', ^, c', étant ses faces, on a
Par suite A, B, C, étant les dièdres du trièdre proposé, on a o<(2 — A)-f-(2 — B)-h(a — C)<4, •
ou
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Ainsi, la proposition demandée est la suivante : Dans tout trièdre, la somme des angles dièdres est comprise entre deux droits et six droits.
Nous avons vu encore (353) que dans tout trièdre ia plus grande face est moindre que la somme des deux autres. Quel est le théorème corrélatif?
Soient a', b', d y les faces du trièdre supplémentaire du trièdre considéré, d étant la plus grande, on a
par suite» si A» B, G, sont les dièdres du trièdre proposé, on aura
2 — A<(a— B)-h(a — C), ou A-l-a>B-hC.
D'ailleurs, le supplcmcMii d'un angle diminuant quand cet angle augmente, A doit être le plus petit des dièdres A, B, G, puisque o! est la plus grande des faces a', h' , c' . Donc enfin la proposition demandée est la suivante : Dans tout trièdre ^ le plus petit mgle dièdre, augmenté de deux droits, €st plut grand que la somme des deux autres,
541. £n résumé (540), pour qu'on puisse former un angle trièdre avec trois dièdres donnés A, fi. G, il faut que leur somme soit comprise entre deux droits et six droits, et que le plus petit augmenté de deux droits soit supérieur à la somme des deux autres.
Ces conditions sont suffisantes; car, quand elles sont remplies, les suppléments a', 6', c^, des angles donnés A, B, G, satisfont aux deux conditions du n* 536. On peut donc, avec les trois faces a\ b', c\ construire un trièdre; par suite, en construisant le trièdre supplémentaire de celui-là, on aura un trièdre dunl les dièdres seront les aii^^les donnés A, B,C.
THÉORÈME
Deux angles tnèdres sont égaux
I* Lorsqu'ils ont une face égale adjacente à deux angles dièdres égaux chacun à chacun et senûtlMement disposés; 1° Lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux
faces égales chacune à chacune et semblablement disposées;
3° Lorsqu'ils ont leurs faces égales chacune à chacune et semblablement disposées
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4** Lorsqu'ils ont leurs angles dièdres égaux chacun à ctiacun et semblablement disposés.
!• Soient les deux irièdres SABC ei S'A' B' {fig. 817 ), Par hypothèse, la iàce ASB est égale à la face AfSfB', les angles dièdres SA et S'A' sont égaux entre eux, ainsi que les dièdres SB et S^B'. On suppose en outre que la disposition est la même, c'est-è-dire que si un observateur dont la téte est en ' S, le dos appuyé sur la face ASB, et le regard dirigé vers SC, a l'arête SA à sa gauche et Tarète SB à sa droite, un autre ob^ servateur, dont la tête serait en S', le dos appuyé sur la face A'S'B' ei le regard dirigé vers S'C, aurait l'arêle S' A' à sa gauche et l'arête S'B' à sa droite.
Fig. 317.
Dans ces conditions, les deux trièdres sont égaux, c'est-à-dire superposables. En effet, si Ton place la face A' S'B' sur son égale ASB, de façon que S'A' coïncide avec SA et S'B' avec SB, Tarête S' G' tombe, par rapport au plan ASB, du même côté que SG, sans quoi la disposition des éléments serait dif* férente dans les deux trièdres. Alors, les dièdres SA et S'A' étant égaux, le plan A' S' G' s'applique sur le plan ASG; de même, les dièdres SB et S'B' étant égaux, le plan B'S'G' s'applique sur le plan BSG ; donc enfin les arêtes S' C et SC se confondeni et les deux irièdres coïncident.
2° Le second cas résulte du précédent, dont il est corrélatif (540). En effet, les deux trièdres supplémentaires des proposés ont une face égale adjacente à deux dièdres respectivement égaux et bemblablcment disposés; ils sont donc superposables, et par suite il en est de même des trièdres primitifs.
D'ailleurs , la démonstration directe n'offre aucune difficulté; on voit, par un raisonnement analogue au précédent ( 1°), que la superposition est possible, si, conformément à l'hypo* thèse, la disposition des éléments est la même.
Pour le troisième cas, on pourrait suivre une marche ideo>
tique à celle de la Géométrie plane, c'est-à-dire démontrer ce théorème comme celui du n^SS (3"), en passant par les propositions qui sont les analogues de celle des n"* 32 el 33 (a**)* Voici une démonstration directe :
Soient SABG et S'A'B'C les deux trièdres; il suffit évidemment de démontrer l'égalité de deux dièdres homologues, des dièdres SA etS^A', par exemple.
Supposons d'abord que les deux faces ASB, ASC, qui comprennent le dièdre SA, soient deux angles aigus. En un point quelconque 0 de Taréte SA, formons {fig. 3i8) l'angle plan correspondant à Tangie dièdre SA ; en d'autres termes, élevons par le point 0 des perpendiculaires sur SA dans les plans ASB et
Fig. 3i8.
ASC ; les angles ASB et ASC étant aigus, ces perpendiculaires rencontreront les arêtes SB ei SG en deux points M et N que nous joindrons par une ligne droite. Prenons S'O' = SO et construisons de même en 0' Tangle plan M'O'N' du dièdre S'A'. Il s'agit de démontrer l'égalité des deux angles plans MON et M'O'N^ Or les deux triangles rectangles SOM. S'O'M', sont égaux comme ayant un côté égal adjacent è deux angles égaux: il en est de même des triangles* SON et S^O'N'; par suite, les deux triangles SMN, S'M'N', ont un angle ég»l compris entre deu^ côtés égaux, et enfin les deux triangles OMN, O'Bi'N', ont les trois côtés égaux chacun à chacun. L'égalité de ces derniers triangles entraîne celle des deux angles MON, M'O'N'.
Supposons en second lieu que les deux angles ASB et ASC, qui comprennent le dièdre SA, soient quelconques, et prenons six longueurs égales SA = SB = SC = S' A' = S' B' = S' G', à partir des sommets sur les arêtes des deux trièdres {/ig. 3 19).
Les triangles isocèles ASB et A'S'B', BSC et B'S'C, CSA et C'S'A', sont égaux deux à deux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux; par suite, les triangles ABC,
A'B'C, sont égaux comme ayant les trois cotés égaux chacun à cbacuD. D'après cela, les deux trièdres À et A' ont leurs
Fig. 3io.
faces respectivemieiit égales ; d'ailleurs les angles SA6, SAC» qui comprenent le dièdre AS, sont aigus comme angles à la base de triangles isocèles; donc, en vertu du raisonnement fait dans l'alinéa précédent, le dièdre AS est égal au dièdre A'S'.
4° Le dernier cas résulte du précédent dont il est le corrélatif. En effet, les deux trièdres supplémentaires des proposés ont leurs faces respectivement égales et semblablemcnt disposées ; ils sont donc supcrposables, et par suite il en est de même des trièdres primitifs.
SOOLIE.
5^3. Si, dans chacun des quatre cas examinés, la disposition des éléments égaux était différente dans les deux trièdres, il n'y aurait plus égalité, mais seulement syméirie. En effet, soient T et T les deux trièdres proposés, et Ti le symétrique de T, c'est-à-dire celui qu'on déduit de T en prolongeant ses arêtes au delà du sommet. Les trièdres T et T, ont leurs éléments égaux et inversement disposés ; par suite, comme T et V remplissent par hypothèse toutes les conditions de Tun des cas d'égalité sauf celle relative à la disposition des parties égales, les trièdres T et ï, satisferont à toutes les conditions de ce cas d'égalité; ils seront donc superposables; d'où l'on voit que T est superposablc au symétrique de T'.
5^4. Nous avons suffisamment signalé dans le courant de ce paragraphe l'analogie entre certaines propriétés des trièdres et des triangles rectilignes. 11 importe toutefois d'observer en terminant que si, à toute propriété des triangles répond une propriété des trièdres, la réciproque n'est pas vraie ; par exemple, tandis que l'égalité des angles dièdres de deux trièdres entraîne l'égalité de leurs faces, l'égalité des angles de deux triangles n'entratne que la proportionnalité des côtés.
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S VI
Programme officiel : De la symétrie dans les polyèdres ; plan de symétrie; centre de symétrie. — Comparaison des faces, des angles dièdres, des angles polyèdres homologues de deux polyèdres ^/métriques. — Équivedence de leurs volumes,
DÉFINITIONS
545. Deux points A el A' sont symétriques par rapport à un centre 0, lorsque ce centre 0 est le milieu de la droite AA'
{Jîg. 320).
Deux points A et A' sont symétriques par rapport à un axe xyijig. 32 1), ou à un plan P [fig. 322), lorsque cet axe ou ce plan est perpendiculaire au milieu de la droite ÀA'.
Fig. 3ao. Fig. 32i. Fig. 3aa.
Deux figures sont symétriques par rapport à un centre, à un axe ou à un plan, lorsque leurs points sont deux à deux symétriques par rapport à ce centre, à cet axe ou à ce plan. Les points symétriques des deux figures sont dits homologues,
546. Deux figures symétriques , par rapport à un axe, sont égales. Car une rotation de 180 degrés autour de l'axe, imprimée à l'une des deux ûgures, amène évidemment cette figure sur Pautre.
La symétrie, par rapport à un axe, n'offre donc rien de particulier. Aussi, dans la suite de ce paragraphe, ne sera-t-il question que de la symétrie relative à un point ou à un plan.
THÉORÈME
SW. Deux figures F' et ^métriques d'une même figure F petr rappàrt à deux centres différents 0' et (y, sont égales
ifig'^^^)r)'
(*) BaAVAis» Journal de Mathématiques, t«XIT.
Soient A un point quelconque de la figure F, A' son homologue dans ia figure F' et A'^ son homologue dans la figure F".
Fig.333.
0' étant le milieu de AA' et le milieu de AA", la droite A/A" est parallèle à O'O" et égale à 2 0'0". La ligure F'' n'est donc que la figure F' transportée parallèlement à la direction O'O'", d'une quantité égale à aO'CK,
Corollaire.
5^8. La position du centre de symétrie n'influe ni sur la forme ni même sur Vorientation de la figure symétrique d'une figure donnée.
THÉOBÈME.
5^p9. Si deux figures F et Y" sont symétriques par rapport à un plan P, on peut toujours les placer de telle sorte quelles soient symétriques par rapport à un centre 0' pris à volonté dans ce plan; el rcciproquemenl, si deux figures F et F' sont symétriques par rapport à un centre 0', on peut toujours les placer de telle sorte qu elles soient symétriques par rapport à \ un plan quelconque P passant par ce centre {fig. 323) (*). *
n suffit de faire tourner la figure F' dans le premier cas» la figure F' dans le second, de i8o degrés autour de la perpendiculaire O'CB élevée en O' au plan P.
En effet, considérons une figure F, un plan P, et un point quelconque 0' de ce plan; soient F' la figure symétrique de F par rapport au point 0', ei F" la ligure symétrique de F par rapport au plan P. Le théorème direct el sa réciproque seront démontrés à la fois, si l'on fait voir que les figures F' et F" sont symétriques par rapport à la perpendiculaire O'B élevée en 0' au plan P (54>6). Or, soient A, A', M\ trois points homo-
(*) BftATAM, Jounud de Uathénuuiçuet, t. XIV.
logues des figures F, F%F'', et le point oh la 'droite AA'' rencontre le plan P. (y étant le milieu de AA' et 0* le milieu de AA'f la droite A' A' est parallèle à O'O', et» par suite, per- ' pendiculaire sur CB. D'ailleurs, CB étant menée parallèlement à AA'' par le milieu de AA', pa6$e par le milieu C de A' A'^. Donc enfin, les points A' et A' sont symétriques par rapport à la droite O'B.
GoaOLLAIBES.
550. Deux figures symétriques d'une môme figure F, par ra{)pori à deux plans différents P et Q, ne sont autre chose, quant à \a forme, que la figure symétrique de F par rapport à un centre quelconque (547); elles sont donc supcrposables. Mais leur orientation dans l'espace n'est pas la même, à moins que les plans P et Q ne soient parallèles.
551. En résumé ( 547, 550 ), si l'on Tait abstraction de l'orientation pour n'avoir égard qu'à la forme, .on voit figure F
n'a qu'une seule figure symétrique. Toutes les figures obtenues en prenant la figure symétrique de F, par rapport à tel centre ou à tel plan qu'on veut, sont supcrposables.
SCOLIB.
552. Telle propriété de deux figures symétriques [Va^^] est plus ou moins aisée à démontrer, suivant que l'on considère la symétrie relative à un plan ou à un centre. Le théorème précédent (5V9) permet de choisir le mode de symétrie qui facilite le plus les raisonnements. C'est généralement la symétrie relative à un centre qui rend les démonstrations plus simples, parce qu'en déplaçant le centre de symétrie on n'altère pas même l'orientation de la figure symétrique* ( 548).
THÉORÈBfE.
'553. La figure sy métrique d^une ligne droite est une ligne droite.
Car, si l'on prend un point quelconque de la droite pour centre de symétrie, ce qui ne peut rien changer au résultat (548), on retrouve évidemment la droite elle-même pour figure symétrique.
COMPLtHBlT.
Corollaires.
554* La distance de deux points est égale à celle de leurs symétriques.
Car, si l'on prend pour centre de symétrie le milieu de la droite qui joint les deux points, on voit que ces deux points ne font que s'échanger.
555. L'angle de deux droites est égal à tangle de leurs symétriques.
Car, en prenant pour centre de symétrie le sommet de cet angle, on voit que les droites Sfymétriques forment l'angle qui lai est opposé par le sommet.
SCOLIB.
556. Il importe de se Ûgurer nettement la situation de deux droites symétriques par rapport à un centre ou par rapport à un plan.
Fig. 3s4.
Soil AH [ flg. 324) une droite dont on veut la droite symétrique par rajiporl à un rentre donné 0'. Prenons d'abord la droite symétri(jue de ÂB par ra[)port à son milieu 0 : le point A , aura son symétrique en B, et le point B son symétrique en A; de sorte que Ja droite symétrique de AB, par rapport à son milieu 0 pris pour centre, sera BA, Dès lors, pour passer du centre 0 au centre 0', il suffira f 547) de faire décrire aux points B et A des droites BA' et AB' parallèles à 00' et doubles de 00'. On trouve ainsi, pour symétrique de AB, la droite A'B' parallèle à AB, de sens contraire, et située à la même distance du centre (y de symétrie»
Soit OA (Jig, 325 ) une droite dont on veut la droite symétrique par rapport à un plan P qu'elle rencontre en 0. En prenant d'abord la droite symétrique de OA par rapport au point 0, on trouve son prolongement 0A% et il suffit (549) de faire
35o COMPLÉMENT.
tourner OA' de 180 degrés autour de la perpendiculaire OB au plan P pour avoir la droite OA" demandée. On voii que les deux droiteê OA et OA.", ^métriques par rapport au plan P, $ont également inclinées sur ce plan, qu* elles rencontrent bailleurs au même point 0,
THÉORÈBIB.
La figure symétrique d'un plan est un plan
Car, si l'on prend un point du plan pour centre de symétrie» on retrouve évidemment le plan lui-même pour^Ggure symétrique.
Corollaires.
558. La figure symétrique d'un polygone plan est un polygone égal au premier.
D'abord, c'est un polygone plan (557); il est ensuite égal au premier, parce qu'il a ses côtés et sos angles égaux aux côtés homologues et aux angles homologues de ce polygone (554, 555).
559. L'angle de deux plans est égal à Van§^e de leurs sy^ métriques.
Car, en prenant pour centre de symétrie un point de l'arête de l'angle dièdre donne, on voit que les plans symf'iriques de ses faces forment le dièdre qui lui est opposé par l'arête.
SoouB.
560. Deux plans symétriques par rapport à un centre sont parallèles et équidislants de ce cenlre.
Deux plans symétriques par rapport à un plan sont également inclinés sur ce plan» qu'ils coupent d'ailleurs suivant la même droite.
THÉORÈME
501 . Deux polyèdres symétriques ont : 1° leurs faces égales chacune à chacune; 1^ leurs angles dièdres homologues égaux; 3" leurs angles polyèdres homologues symétriques ( 352 ).
I* L'égalité des faces homologues résulte du n<* 558.
2* L'égalité des angles dièdres homologues résulte du n'559.
OOHFLtMENT. 35l
3<* Pour montrer clairement la relation- qui existe entre un angle polyèdre A de la première figure P et l'angle polyèdrë homologue A' de la seconde figure P', il suffît de construire la
figure symétrique de P (551) en prenant pour centre de symétrie le sommet A du premier angle polyèdre. On voit ainsi que l'angle polyèdre A' est l'angle polyèdre opposé par le sommet à l'angle polyèdre A.
THÉORÈME
56S. Deux polyèdres ^métriques P et V sont équivalents.
Si l'on décompose le polyèdre P en tétraèdres, à chacun de ces tétraèdres répondra un tétraèdre symétrique, et l'ensemble de ces tétraèdres symétriques formera le polyèdre F. Deux polyèdres symétriques P et F étant d'après cela composés d'un même nombre de tétraèdres symétriques deux à deux, il suffît de démontrer que deux tétraèdres symétriques sont équivalents.
Or, soit [fig- 326) SABC un tétraèdre quelconque. Formons son symétrique SA'TVC par rapport au point S. Les triangles ABC, A'B'C sont égaux (558), et leurs plans sont équiidistanis du point S (560). Par suite, les deux tétraèdres SABC, SA'B'C, ayant des bases et des hauteurs égales, sont équivalents.
Fig. 336.
ScOtlB.
563. Les deux prismes dans lescjucls un paralléiipipède est décomposé par mu plan diagonal ( 380) sont évidemment symétriques par rapport au cenlre 0 du paralléiipipède {fi^;. 229). C'est pourquoi ils sont équivalents (562); mais ils ne sont superposables que quand ils sont droits.
VU
Programme officiel : Pôle de similitude de deux polyèdres semblables et semblablement placés, '
561k. Étant donné un système de points A, B, . . situés d'une manière quelconque dans Tespace [fig. 294 et 295}, si, sur les rayons SA, SB, SG.. . issus d'un point S choisi à voionlé, on prend à partir de ce point des segnaenis SA', SB', se . . tels que
SA ~ SB ~ se — • —
k étant un nomtn^ quelconque, on djt que le nouveau système de points A', B', C',. . ., est homothétîque au système
primitif ABC Suivant que les points homologues A et A',
B et B', . . . , sont situés d'un môme côté ou de côtés différents par rapport au centre S d'homotli^tie, les deux systèmes ABC. . A'B'C . sont dits komotliétiques directs ou homo^ thétiques inverses.
La définition de l'homothétie est donc la même pour les figures de l'espace que pour les figures planes (506). Toutefois, il n'est plus vrai de dire ici, comme dans le plan, que l'homothétie inverse donne, abstraction faite de la position, les mêmes figures que Thomothétie directe; F étant une figure quelconque de l'espace, si Ton construit, à l'aide d'un centre S arbitraire, la figure homothétîque directe F' suivant le rapport Ar, et la figure homothétîque Inverse Fi suivant le même rapport, les deux figures F' et Fi seront symétriques par rapport au point S (5tô). Or, on ne peut plus ici faire coïncider deux pareilles figures (561), tandis que dans le plan une rotation de 180 degrés autour du point S entraînerait la coïncidence (506).
565. Le théorème du n<* 507 et sa démonstration subsistent. La figure homothétîque d'une droite est une droite parallèle à la première, et l'angle de deux droites est égal à celui de leurs droites homologues (508, 509).
La figure homothétîque d'un plan est un plan parallèle au
premier, car si Ton considère dans le plan donné une droite qui tourne autour d'un point A, dans chacune de ses positions cette droite aura pour homothétique une droite parallèle passant par un point fixe A' homothétique de A. 11 résulte de là :
qu'un pl€m qui passe par le centre d'homothétie est à luimême son homothétiqueg a** que l'angle de deux plans est égal à l'angle de leurs homothétiques.
Les tangentes en deux points homologues de deux courbes homotliétiques sont parallèles, comme limites de sécantes parallèles. Par suite, les plans tangents en deux points homO' logues de deux surfaces homothétiques sont parallèles.
Deux systèmes sont homothétiques, s'il existe dans l'espace deux points 0 et 0' tels, que les droites qui joignent le point 0 aux divers points du premier système, et les droites qui joignent le point 0' aux divers points du second système, soient parallèles et dans un même rapport /r; la démonstration est la même qu'au n° 511.
Il résuite de là que deux sphères quelconques sont à la fois homothétiques directes et homothétiques inverses (M3); les deux centres d'bomotbétie divisent harmoniquement la ligne des centres des deux sphères; ces centres sont en outre les sommets des deux cônes qu'on peut circonscrire aux deux sphères. Lorsque les deux sphères sont tangentes, leur point de contact est un centre d'bomothétie» directe si le contact est intérieur, inverse si le contact est extérieur.
La figure homothétique d'une sphère étant une sphère, et un cercle pouvant toujours être considéré comme l'intcrscctiun de deux sphères, on voit que la figure homothétique d'une circonférence par rapport à un point quelconque de l'espace est une circonférence.
Deux figures de l'espace sont semblables lorsque, par un déplacement convenable, on peut amener la seconde sur l'une des homothétiques directes de la première.
On comprend, d'après cela, pourquoi on donne, en géné* rai, les noms de centres ou pôles de similitude et de rapport de similitude aux centres et au rapport d'homothétie.
354 GOMniMERT.
§ VIIL
Phogbakmb officiel : Folume du tronc de prisme triangulaire.
THÉORÈME
566. Un tronc de prisme triangulaire est équivalent à la somme de trois pyramides ayant pour base commune la base inférieure du tronc, et pour sommets, ceux de la base supérieure,
Soil 327} le tronc de prisme triangulaire ABCDEF (376); soient £HyDK, FL« les perpendiculaires abaissées des sommets de la base supérieure sur le plan de la base ioférieure.
Fig. 337. Fig. 3a8.
En menant un plan par les trois sommets A, £, G, puis un autre plan par les trois sommets C, un partage le tronc en trois pyramides triangulaires EABC, EDCF, EDCA.
La pyramide EABC a pour base la base inférieure ABC du tronc, et pour hauteur EH.
En prenant pour sommets des pyramides EDCF, EABC, les points D et A, on voit que ces pyramides sont entre elles comme leurs bases ECF, ECB. D'ailleurs ces triangles, compris entre les parallèles EB, FC, ont même hauteur et sont entre eux comme leurs bases FG, EB. Donc, les pyramides EDCF, EABC, sont entre elles comme les arêtes FC et EB, ou, à cause de la similitude des triangles rectangles £BU, FCL, comme les liauteurs £H et FL.
Les deux pyramides £DCA, £DGF> ayant même hauteur, sont aussi entre elles comme leurs bases DCA, DGF; ou comme les arêtes DA et FG, puisque les triangles DGA, DGF, compris entre ■ es parallèles DA, FG, ont même hauteur; ou enOn, en vertu de la similitude des triangles rectangles DAK, FGL, comme les hauteurs DK et FL.
OOHPLtaBNT. * 355
Les trois pyramides EÂBC, EDCF, EDCA, étant proporiionnellcs aux liaiiieurs EH, FL, DK, et le volume de la première étant
ÂBC.EH
les volumes des deux autres sont respectivement
ABC.FL . ABC.DK
SCOLU.
567. Si le tronc considéré est un tronc de prisme droit, les hauteurs Eli, FL, DK, se confondent avec les arêtes laUM ales EB, FC, DA, et la base ABC avec la section droite du tronc. Le volume du corps tronqué a donc alors pour mesure le produit de sa section droite par la moy enne arithmétique de ses arêtes latérales.
On étend facilement cet énoncé au cas du tronc de prisme
oblique. Soit {/ig. 328) le tronc de prisme oblique ABCDEF.
Menons sa section droite MNP. Elle le partage en deux troncs de prisme MNPABC, MNPDEF, qui sont droits relativement à cette section considérée comme base. Le premier a pour mesure
le second, -
MNP (MD-KNE-HPFy
Le tronc de prisme obliciue ABCDEF, somme des deux troncs de prismes droits MNPABC, MNI^DËF, a donc pour mesure la somme de leurs mesures» c'est-à-dire
MNP {éE±f±^y
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IX
Prograihib officibl : Folume du segment sphérique.
THÉORÈME
568. Le volume engendré par un segment circulaire tour^ nant autour d'un diamètre exiéneur à sa surface, équivaut au sixième du cylindre qui a pour rayon la corde du segment et pour hauteur la projection de cette corde sur Vaxe.
Le segment ÂmB (yîg. 329) est la différence du secteur circulaire OAB et du triangle isocèle AOB ; la portion du volume de la sphère engendrée par la rotation de ce segment sera donc égale à la différence des volumes du secteur sphérique ÂOB et du triangle tournant ÂOB.
DF étant la projection de AB sur xy et 01 la hauteur du triangle AOB, on aura (W9, 497, 487)
sect. sph. AOB = zone AB . ~ = - irOA . DF,
01 a — 2 vol. AOB = îiire AB . ^ = ^ w. 01 . DF.
Par suite,
vol. AmB = I ir (ÔÂ'- Ôï*) .DF.
Le triangle rectangle OIA donnant
— î — j — I AD* OA -01 =A1
il vient en réduisant
vol.AinB = 2!*7rAB .DF,
ce qui vérifie l'énoncé.
Digitizod by Googl
COaPLÊMlMT.
THÉÛRËMË.
569. Le volume d'un segment sphérique équivaut au volume d'une sphère ayant pour diamètre la hauteur du segmenty augmenté de la demi^somme des volumes de deux cjr^ lindres ayant pour hauteur commune celle du segment, et,pour hases respectives les hases du segment.
On appelle segment sphérique la portion du volume de I9 sphère comprise entre deux plans sécants parallèles. Les cercles déterminés par ces plans sont les bases du segment spbé* rique» et leur distance en est la hauteur.
Lorsque Tun des plans parallèles devient tangent à la. sphère» le cercle correspondant se réduit à son pôle, et l'on a un segment sphérique à une hase.
Le trapèze mlxtiligne DAmBF (fig, 33o) engendre un segment sphérique en tournant autour du diamètre xy. Ce segment est compris entre les plans parallèles déterminés par la rotation des perpendiculaires KD, BF, autour de xy\ et il est
Fig. 33o. Fig. 33i.
la somme des volumes engendrés par le segment circulaire A/nB ei le trapèze rectangulaire DABF. On a d'abord (5G8)
vol. AmB = i itÂb'.DF.
Le trapèze DABF engendrant un tronc de cône de révolution, on a aussi (455)
vol. DABF =j 7: DF (5f'-*- ÂD% BF.AD).
Par suite,
vol. DAmBF = s7r.DF (Âb' -H 2bF'-i- 2X7)% 2JU . AJ>).
D'ailleurs, la corde AD est liée à la hauteur DF cl au\ rayons BF et AD des bases du segment sphérique par ia relation
Âb'= ÂËV b1*= 5f% (BF - AD)»
358 gompUmimt.
ou
Âb" = DF'-h 5f V Xd'- hBF.àD.
£n substituant cette valeur de ÂB* et en simplifiant» il vient
vol.DA«ïBF=:girDF (df'-i- 3BfV 3Âd'),
ce qu'on peut écrire
vol. DAmBF = ^ ttDF V - (ttBF^.DF h- wÂd'.DF),
de manière à vérifier Ténoncé (502, ^3i^).
Sî le segment considéré n'a qu'une base, c'est-à-dlrc si {Jîg. 33i) le point D vient occuper l'une des exlrémiles du diamètre xy, on a simplement
vol. DmBF = 2 7rî)F'-h - it.BF'.DF.
SCOLIB.
570. Quand le segment sphérique n'a qu'une base {fig. 33 1 on peut exprimer son volume Y en fonction de sa hauteur DF = A et du rayon R de la sphère. On a alors, d'après la formule précédente,
v=iit/i^-4-~7tJîj;\A.
D'ailleurs (199),
BF*=A(2U
d'où
ou, en simplifiant,
On peut trouver directement cette for](nu1e, en regardant le segment i une base comme la somme ou la différence du
secteur sphérique terminé à la même' calotte sphérique et du
cône de révolution qui, ayant la même base que le scf^ment, a son sommet au centre de la sphère. Le segment sphérique est la somme ou la différence des deux volumes indiqués, suivant qu'il est plus grand ou plus petit que la demi-sphère.
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Pbogbâhmb officbl : Angle de deux arcs de grand cercle. — Noiiofu iur le$ triangles sphériques; leur analogie parfaite avec les angles trièdres.
Propriétés du triangle polaire ou supplémentaire. — Aires du fuseau et du triangle sphérique. — Plus voui t clwnnii d'un point à un autre sur la sphère, (Mathémaiiques spéciales.)
DÉFINITIONS
571. On nomme angle de deux courbes passant par un même point de l'espace i'angle de leurs tangentes en ce point. L'ange de deux courbes tracées sur la sphère est donc égal à l'angle des plans menés respectivement par le centre de la sphère et par les tangentes à ces courbes au point commun ; car, ces tangentes étant perpendiculaires au rayon qui aboutit au point commun (M5)> leur angle mesure (3^0) le dièdre des deux plans considérés. En particulier, Vangle de deux arcs de grand cercle est égal à Vangle des plans de ces arcs.
572. On appelle polygone sphérique la portion de surface sphérique AB€DE comprise entre plusieurs arcs de grand cercle. Ces arcs ÂB, BG, CD, DE, EA, sont les côtés du polygone; les angles ABC, BGD,..., qu'ils forment, et les sommets B, G, • . • de ces angles sont les angles, et les sommets du polygone [fig. 332).
Fi0.33a.
Un polygone sphérique est dit convexe lorsque chaque côté prolongé laisse tout le polygone dans le même hémisphère.
Chaque côté d'un polygone sphérique convexe est moindre
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quune demi'circonférence de grand cercle* Car, si le côté AB, . par exemple, était plus grand qu'une demi-circonférence, on pourrait prendre sur AB, entre A et B, un point I tel, que AI
fût égal à une demi-circonférence; dès lors, le grand cercle auquel appartient le côté AE passerait par le ]^oint I (^^69), et le polygone ne serait pas loui entier dans l'un dies deux hémisphères déterminés par ce grand cercle AE.
Un polygone sphérique convexe ne peut être rencontré en plus de deux points par un arc de grand cercle (72}.
573. Le polygone sphérique le plus simple est le triangle êphériques c'est la portion ABC de la surface de la sphère comprise' entre trois arcs de grand cercle AB, BC, GA, qui sont chacun moindres qu'une demi-circonférence. D'après cela, un triangle sphérique est toujours convexe (Jig, 333).
Fiff. 333.
On pourrait admettre des côtés qui surpasseraient la demicirconférence, et appeler encore triangle sphérique la figure formée par des arcs tels que AB, AC, BDG, dont le dernfer est supérieur à une demi-circonférence. Mais d'abord cela serait
incommode, parce que ces nouvelles figures présenteraient
des angles tels que A qui surpasse deux angles droits; et ensuite cela est inutile, car la connaissance des éléments du triangle sphérique proprement dit ABC entraîne celle de tous les éléments de la ligure formée par les arcs AB, AC, BDC.
Un triangle sphérique est isocèle, équilatéral , rectangle, dans les mêmes circonstances qu'un triangle rectiligne (20 J.
574. En joignant les sommets d'un triangle sphérique ABC (fig. 335) au centre 0 de la sphère, on forme un angle trlèdre - OABG, dont les faces AOB, BOG, . . . , ont la même mesure (126 ) que les côtés correspondants AB, BC,. . ., du triangle sphérique, et dont les angles dièdres OA, OB,. . ., ont la même mesure (571) que les angles A; B,.. . . de ce triangle. La même
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remarque s'étend à un polygone sphcrique ABCD (^gf. 334) cl à l'angle polyèdre correspondant OABCD.
D'après cela, à chaque propriété des angles trit'dres ou polyèdres répond une propriété analogue des triangles ou polygones sphériques ; et pour énoncer celte propriété, il sunU c!e remplacer respcciivemenl les V[iO\s face angle dièdre par les mois côté ei angle, •
Fig. 334. FIg. 335.
575. Si on prolonge les arêtes de Tangle polyèdre OABCD {Jig. 334) au delà du sommet 0, on forme un angle polyèdre symétrique OA'B'C'D', qui détermine sur la surface de la sphère un polygone A' IV CD'. Les deux polygones AIÎCD, A'B'C'D', dont les sommets sont ainsi diamétralement opposés deux à deux, sont appelés polygones sphériques symétriques. Les considérations développées aux 352 et 534 conduisent aux propriétés suivantes *
1° Deux polygones symétriques ont leurs angles et leurs côtés égaux deux à deux; tp ces polygones ne sont pas en gé^ néral superposahles y attendu que les parties respectivement égales sont disposées dans un ordre inverse: 3** pour qu'un triangie sphérique soit superposable à son ^létrique, il faut et il suffit qu'il ait deux angles égaux, et dans un tel triante les côtés opposés aux angles égaux sont égaux: en d*autre$ termes, ce triangle est isocèle,
57C. Dans tout polygone sphérique^ un côté quelconque est moindre que la somme de tous les autres (353).
577, Dans tout triangle sphérique, à un plus grand angle
est opposé un plus grand côté. Si un triangle sphérique est
isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux, et si un triangle sphérique a deux côtés inégaux, au plus grand côté est opposé le plus grand angle (535).
36a cospiXhbrt.
Dans un polygone sphérique convexe, la somme des
côtés est moindre quune circonférence de grand cerc/e (354).
579. Dans tout triangle sphérique, la somme des angles est comprise entre deux et six angles droits, et le plus petit angle augmenté de deux droits surpasse la somme des deux au^ très (540). 11 résulte de là qu'un triangle sphérique peut avoir un, deux ou trois angles droits. Quand le triangle est bireotangle, le sommet de Tangle qui n'est pas droit est le pôle du côté opposé, et les côtés qui comprennent cet angle sont des quadrants. Dans le triangle sphérique trirectangle , tous les côtés sont des quadninis ; le triangle trirectangle est le huitième de la splière sur laquelle il est tracé : on le voit immédiatement en prolongeant les arcs de grand cercle qui forment les côtés du triangle.
580. Deux triangles sphériques tracés sur la même sphère ou sur des sphères égales sont égaux dans toutes leurs parties lorsqu'ils ont : i^un côté égal adjacent à deux angles égaux; s» un angle égal compris entre deux côtés égaux; les trois côtés égaux chacun à chacun; 4* trois angles égaux chacun à chacun. Il y a égalité ou symétrie suivant que les éléments donnés sont semblablement ou inversement disposés {ok'2, 5W).
Toutes ces propriétés résultent immédiatement (574) des propriétés correspondantes des angles trièdres et polyèdres démontrées aux numéros cités.
THÉORÈME
581. L'angle ÂPB de deux arcs de grand cercle PÂP> FBP', a pour mesure, soit l'are de grand cercle ÂB décrit de son sommet P comme pôle et compris entre ses côtés, soit le plus petit are de grand cercle pp^ qtd unit les pâles de ses côtés 336).
En effet :
1** Les arcs PA, PB, étant des quadrants, les angles POÂ , POB, sont droits, et Tangle ÂOB est l'angle plan qui mesure l'angle dièdre formé par les plans des deux grands cercles. Mais (571) cet angle dièdre est égal à l'angle APB des deux arcs de grands cercles, et l'angle au centre AOB a pour m^ure l'arc AB ; donc l'arc AB est aussi la mesure de l'angle APB.
9/ Prenons sur la circonférence ABC, à partir des points A et B, danx le même sens, deux arcs A.p et Bp^ , égaux à un quadrant ; l'arc pp^ est
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évidemment égal à l'arc ÀB, et pour justifier le second énoncé du ibéorème, il sufiBtde prouver que p et p^ sont les pôles des cercles PAP', PBP,. Or, la droite 0/>, perpendiculaire à OÂ, puisque Xp est un quadrant,
Fig. 336.
et perpendiculaire à OP, puisqu'elle est dans le plan ABC, est perpendiculaire au plan du grand cercle PAP' ; p est donc le pôle de ce grand cercle. De raème, est le pôle du grand cercle PBP'.
Nous avons dit que nous portions les arcs kp et B/^, dans le môme sens, à partir de leurs origines respectives A et B ; si on les portait l'un dans un sens et l'autre en sens contraire, l'arc pp^ seriiit le supplément de l'angle des deux grands cercles. Il y a donc une préc;iution à prendre dans l'application du second énoncé. Il faut considérer, pour l'un des grands cercles PAP', le pôle p qui est du même côté que le demi-cercle PBP', et, pour l'autre grand cercle PBP', le pôle p^ qui n'est pas du même côté que le demi-cerde PAP'.
Corollaires.
582. Pour que deux grands cercles se coupent à angle droit, il faut et il suffît que chacun d'eux renferme le pôle de l'autre.
{$83. Deux grands cercles APC, BPD, forment en se coupant an point P quatre angles APB, BFG, CPD, DPA; les angles adjacents ÂPB, fiPC, sont supplémentaires ; les angles opposés par le sommet APB, CPD, sont égaux.
S84. Si un triangle sphériqiic A'B'C est le triangle polaire d'un triangle sphérique dxnmé ABC, réciproquement ABC est le triangle polaire de A B C.
Pour bien comprendre la définition du triangle polaire et Tobjet du présent théorème, il convient de faire une remarque.
Soient BIP un grand cercle (^g. 337 ), P Pun de ses pôles, et M un point quelconque de la sphère. Si P et M sont d'un même côté du grand cercle EF, le plus petit arc de grand cercle qui va de Pen M est moindre qu'un quadrant PL Si P et M sont de part et d'autre du grand cercle EF, le plus petit arc de grand cercle allant de P en M est supérieur à un quadrant.
3G4 COHPLtSEKT.
Cela posé, on nomme triangle polaire d*un iriangfe sp/térique ABC un nouveau triansle AfWCf [fig. 338) dont les EommetB sont définis do la
manière suivante : A' est celui des deux pôles du griind eercle I3C qui est par rapport à ce grand cercle du même cùt6 que le sommet opposé A ; de même B' est le pôle de AC qui est situé par rapport k x\C du même côté que B, et C est le pôle de AB qui est placé par rapport à AB du môme côté que C.
Il s'agit de démontrer que, n'ciproquement, le triangle ABC est le triangle polaire de A'B'C. A cet effet, considérons l'un quelconque de ses Bommets, C par exemple ; A' étant le pôle de BC, l'arc de grand cercle qui joindrait C et Â' est un quadrant ; de même Tare de grand cerde CB' est un quadrant, puisque B' est le pôle de AC. Donc le point C (474) est le pôle de À'B'. De plus, puisque C' est le pôle de AB, qui se trouve par rapport à AB du mémo côté que C, le plus petit arc de grand cercle allant de C en C est moindre qu'un quadrant; par suite, C est le pôle de Â'B'* qui se trouve par rapport à A'B' du môme côté que C\
S85. D'après cela, le triangle polaire A'B'C d'un triangle donné ABC peut être considéré comme obtenu en décrivant des sommets A, B, C, pris successivement pour pôles, trois circonférences de grand cercle. Ces trois circonférences divisait la surface de la sphère 0%. 338) en huit triangles, dont Tun A'B'C est le triangle polaire de ABC. Cest celui qui est tel, que les sommets A et A' soient d'un même côlé par rapport à BC, les sommets B et B' d'un même côté par rapport à AC, et Ici sommets C et C d'un même côté par rapport à AB.
Les deux trièdres OABC, OA'B'C, qui répondent aux triangles polaires ABC, A'B'C'j sont suj)plémenlaires (îj37). En effet, d'après la construction du pointe, on voit que l'arête OC, par exemple, est perpendiculaire au plan AOB et située par rapport à ce plan du môme côté que OC : on raisonnerait do mùme pour les autres arêtes OB' et OA'. Chaque angle de l'un des triangles ABC, A'B'C, doit donc (îj38) ôtre le supplément du côlé opposé dans l'autre triangle. Mais cette propriété, en
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verta de laquelle deux triangles polaires sont aussi appelés triangles sup* ph'ftientaires, mérita d'être démontrée directement ; c'est là l'objet du théorème qm suit. '
THÊORÈBIE.
S86. Si ABC, A'B'C, soni deux triangles polaires , chaque angle (le i*un de ces triangles a pour mesure une demi-circonférence de grand eerrle, moins le c&té opposé dans Vautre triangle [fg. 339).
En effet, considérons, par eiemple, l'angle A, et prolongeons, s'il le faut, les côtés ÂB el AC jusqu'à la rencontre de l'arc B'C; puisque A est le pôle de B'C, l'angle A a pour mesure Tare DE (581) ; mais on a évidemment
DE = B'E + DC'-FC'.
D*8iUear8 B'E et DG' sont des quadrants, puisque B' est le pôlo de AC et a le pôle do AB. On a donc
DB = - cire, de grand cercle — B'C'.
On procéderait de la même manière pour les angles B et C.
Les triangles ABC et A'B'C résultant l'un do l'autre par la mémo c( nstruction (080), la propriété que nous venons de démontrer pour les angles A, B, C, du premier triangle convient aux angles A', B', C, du second.
Fi|^ 339. Fig. 340.
THÉORÈlkïE.
587. Deux triangles sphériques symétriques ABC, X'b'Cf sont éqt:i' valents {Jig. 3 40).
Prenons le pôle P du petit cercle qui passei ait par les points A, B, C, et menons les arcs de grand cercle PA, PB, PC, qui sont égaux entre eux {473). Traçons le diamètre POP' et les arcs de ï^rand cercle P'A', P'B', P'C. L'égalité des angles POA, P'OA', entraîne celle des arcs PA el P'A'; on voit de même (jue PB P'B', et PC = P'C; par suite, comme PA = PB-=PC, il faut qu'on ait P'A' = P'B' P'C. D'après cela, les triangles IWB, P'A'B', sont symétriciuos et isocèles; ils sont donc superposables. De même les triangles PAC, P'A'C, sont égaux entre eux, ainsi que les triangles PBC, P'B'C. Donc enfin, le triangle ABC,
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somme do PAB, PAC et PBC, est équivalent au Iriangle A'B'C, somme
de P'A'B', P'A'C et P'Ii'C.
Si le pôle P tombait à Tc xtérieur du triangle ÂBC, ce triangle ne serait plus une somme, mais une différence.
Fig. 341.
GoROLLAimE.
588. Si deux arcs de grand cercle k£!k\ BC'B', se coupent dans un même hémisphère C'ÂBA'B', Ut somme des triangles opposés ÂC'B, A'G'B', est égale au fuseau dont Vangîe est AG'B [fig. 34 1 ).
On nomiuQ jusemi la ]iorti(ni de surface spliéri(jue comprise entre deux i demi-sîrands cercles CAlV, CBC, qui se lerininenl à un diamètre commun COC'; l'angle ACli ou AC'B de ces deux arcs est dit \ angle du fuseau.
Cela étant, le fuseau compris entre GAG' et GBG' se compose dn triangle ABC' et du triangle ABC ; et, comme le triangle A'B'G' est évidemment le symétrique de ABC et que deux triangles symétriques sont équivalents, on voit que le fuseau dont Tangle est G' est égal à la somme des triangles opposés AG'B, A'G'B'.
THÉORÈME
889. & l'on prend pour unité d'angle Pangle droit et pour unité d*aire Paire du triangle trireetangle, un fuseau a potar mesure le double da nombre ^ifi mesure son angle»
On voit immédiatement que, sur la ifiéme sphère ou sur des sphères égales: deux fuseaux tleméme angle sont superposables^ 2* tut fuseau est égal à la somme de deux autres, si son angle est égal à la somme des angles de ces deux autres.
Il résulte de là (i2S) que deux fuseaux quelconques d'une même sphère sifnt entre eux comme leurs angles.
Cela étant, soient A et A' les nombres qui mesurent les angles de deux fuseaux d'une môme sphère, l'angle droit étant pris pour unité ; et soient F et F' les nombres qui mesurent ces fuseaux, le triangle trireetangle (579) 'étant pris pour unité d'aire; on aura
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Prenons Â'= i; le fuseau correspondant, ayant son angle droit, sera ég^ au quart de la sphère, c'est-à-dire au double du triangle trirectangle : on aura donc F' s= a, et par suite
d*où F=aA.
THÉORÈME
S{80. Si Von prend l'angle droit pour unité d'ange et le triangle tri' > rectangle pour unité d*aire, l'aire d'un triangle sphériquea pour mesure la somme des nombres qui mesurent ses an^es diminuée de 2.
Soit ABC le triangle propose; achevons le grand cerclo AB, et prolongeons les côtés AC, BC, jusqu'aux points A' et B' où ils rencontrent ce grand cercle. On aura évidemment
ABC-i-BCA'=ius.A, ABG + AGB'=fus.B,
et (58&)
ABC-hB'CV=fus.C,
La somme des premiers membres de ces trois égalités se compose de la demi-sphère et de deux fois Taire du triangle ABC. Gomme, dans le système d'unités adopté, la demi-sphère est mesurée par le nombre 4t Ton désigne par S, A, B, C, les nombres qui mesurent Taire et les angles du triangle, on aura (888)
d*où
SCOLIES
591. Soient R le rayon de la sphère évalué en mètres, o- l'nire du triangle en mètres carrés, et a, 6, y, les angles de ce triani^lo évalués en degrés ; ou aura, en observant que le triangle trirectangle est égal au huitième ^ ttR* de la' sphère,
90 90 90 irR»
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et par suite, en vertu de la relation (i),
(.) »= ^ ,rn«.
Par exemple, f/iwl'tf est, sur la sphère dont le rayon est a", 4» du triangle spherajue dont les angles sont de 61*37', 7^*'*'» 87*43'? La formule (2) donne, en réduisant en minutes,
(51 + 73+87 — i8o)6o-»-37H-iH-43 ,
^= îiJTÏÏS ''(^'^^
= t,o4o533ir = 3"',a689
à I conlirnùlro carré près. .
Les unités étant les mêmes qu'au n° 500, l*aire (dm polygone sphériqite de n côtés a pour mesure la somme des nombres qui mesurent ses angles, diminuée de a (/? — 2).
THÉORÈME
S93. Le plus court chemin d'un poi/it à un autre, sur la surface de ta sphère, est Varc de grand cercle, moindre qtj^ une demi-circonférence, qui foini ces deux points.
(") Nous croyons, en vue des examens, devoir donner de ce théorème uuc ■eeonâe démoiwtration, que nous empruntons textuellement aux Étémemta de Gémnétne de H. Briot.
Sur Tare de grand cercle, moindre qu'une demî-circonrërcnce, qui joint tes deux points donnés A et jirenons un point arbitraire ; je dis que lo plus court cliemin de A à b sur ia surface de la splière doit passer par le point C W'g' 3/|3).
Du point A comme pôle, avec U corde qui eotts-tond Tare AC pour rayon, décri* Tons un petit cerde ; du point B comme p61e, avec la corde qui soua-tend BC pour rayon, décrivons de même un petit eerde. 11 est aisé de roir que les deux calottes
Sphériqucs qui ont pour pôles A et B et qui sont limitées par les deux petits cercles dont nous venons de parler sont extérieures l'une ii l'autre. En efl'et, soit M un point quelconque du petit cercle dont K est le polo, joi[;iions ce point M uux deux points A et B par des arcs de grand cercle ; dans le triangle spkérique ABM, le côté AB est plus petit que la somme des deux autres AM-t- BM*; si Ton retranche de part et d'antre les ares égaux BC et BM, on toit que l'arc AG est plus petit ({ue AM ; l'arc AM étant plus grand que AC, il est clair que le point M est situé en dehors de la calotte si)htMique A; ainsi l:i calotte sphé- ' rique B est située tout entière en dchtM s de la calotte splieritiue A.
Cela poi>é, considérons un chemin tel que ADLH tracé sur la surface de la sphère et allant du point A au point B sans passer par le point C; ce cliemin eoopera néoesaairemwt les deux petits cercles, l'un en D, l'autre en E. Le cbumin ADEB se compose de trois parties, le chemin de A à D, celui de D à E, et enfin celui do E à B; mais (en vertu de la symétrie de la sphère par rapport an diamètre passant par A), le plus court chemin do A à D est le même que eelui
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On appelle ligne brisée sphérique toute ligne tracée sur une sphère et formée par une série d'arcs de grand cercle. La longueur d'une telle ligne offre un sens précis, puisqu'on a défini (227) la longueur d*on arc de cercle.
On appelle longueur d^un arc de courbe AB quelconque tracée sur la sphère la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée sphérique AEFGIB inscrite dans cet «rc, lorsque les côtés de cette ligne t* ndent vers zéro [Jig. 344)- On démontre [voir notre Tmitc de Gcomctrie) que cette limite existe et qu'elle ebt indépendante de la loi suivant laquelle les côtés tendent vers zéro.
Cela posé, il est facile de trouver le plus court chemin entre deux points A et B de la surface de la sphère.
Soient AUB l'arc de grand cercle» moindre qu'une demi-circonférence, qui unit les points A et B, et AEFGIB une courbe sphérique quelconque
Fig. 343. Fig.344.'
tracée entre ces deux points. AEFGIB étant une portion de polygone sphérique inscrite dans cette courbe, on aura (576)
AUB < AB + BP + Fa + GI -4- IB.
Or, si l'on fait tendre vers zéro les côtés du polygone inscrit, le second membre a pour limite la longueur de Tare de courbe AEFGIB. Donc, Tare de grand cercle AHB est moindre que toute autre courbe sphérique allant de A en B ; c'est le plus court chemin du point A au point B sur la sphère.
THÉORÈBfB. *
894. Si, d'un point 0 de la sphère, on mène sur un grnnd cercle AB l*arc de grand cercle 01 perpendiculaire et moindre quun quadrant, et plusieurs arcs de grand cercle obliques OC, OD, OE {Jîg, 345 ) :
de A à G; pareillement, le plus eourt ehemin de B à E est le même que eeloi de B à C; il en résulte que le ehemin ADEB est plus long qne le plus court chemin de A. à B passant per le p<^ni C. On conclut de là que le pins court chemin de A à B doit passer par un point quelconque C de l'arcde grand cercle AB; il cojiacide donc avec cet are de grgnd cercle.
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I* Vore pcrpcnàicuUdre 01 est moindre que tmt are oblique OC ;
a* Deux ares obliques OC et OE, dont les pieds C et E sont équidistants du /9fW I de Pare perpendiculaire, sont égaux;
3* De deux ares obliques OC et OD, ou OC et OB, celui dont le pied ^écarte le plus 'du pied I de rare perpendiculaire est le pkts long.
Observons d'abord que du point 0 on peut mener un grand cercle, et an seul, qui soit perpendiculaire à ÂB; c'est celui qui passe par le point 0 et par le pôle P du grand cercle ÂB (882). Par suite» du point 0 on peut mener dans l'hémisphère OÂB deux arcs de grand cercle perpendiculaires à ÂB : l'un (H mmndre qu'un quadrant, l'autre OPI' plus grand qu'un quadrant. C'est de Tare CI qu'il est question dans le théorème énoncé. La démonstration de ce théorème est d'ailleurs identique à celle du n" 40 de la Géométrie pUtne; nous avons même employé les mêmes lettres, afin que le texte de ce numéro pût servir; seulement, les triangles qui interviennent dans la démonstration sont ici symétriques au lieu d'être égaux.
FIg. 345. Fig. 346.
ConOLIAIBBB.
808. L*arc de grand cercle CI, moindre qiâun quadrant, mené du point 0 'à angle droit sur un grand eerde ÂB, est Ut ligne la plus courte que l'on * puisse tracer sur la spihère du point 0 au grand cercle ÂB; nous donnerons, d'après cela, à cet arc 01 le nom de distance qtkéïïique du point 0 au grand cerde ÂB,
L'arc OPr est le plus long de tous les arcs de grand cercle qui vont du point 0 au grand cercle ÂB, dans l'hémisphère OÂB.
Les réciproques des propositions précédentes sont vraies (43).
Le lieu géométrique des points de la sphère équidistants de deux points de cette surface, est le grand cercle perpendiculaire sur le milieu de l'are ik grand cercle qui unit les deux points {41),
Deux triangles sphériques rectangles sont égaux ou symétriques : 1** lorsqu'ils ont Vhypoténusc égale et un angle oblique égal; %" lorsqu'ils ont l' hypoténuse égale et un côté égal (49).
Varc de grand cercle bissecteur de Vangle de deux grands cercles est le lieu (les points de la splière équidistants des deux côtés de cet angle (52).
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THÉORÈME
596. Varc de, grand cercle BIT, tangent à un petit cercle, est perpen» dieulaire à r extrémité du rayon sphéHqm FM qui aboutit au point de
• coR/âCl 346 ).
On appelle arc de grand eerde tangent en un point M d'une courbe sphérique la limite des positions que prend le gnÂd cerete mené par M et un point Yoisin H', lorsque ce second point M' de la courbe tend Ters M.
Gela posé, par le point H et un point voisin M' menons Tare de grand oerde MM'S, et joignons par nn arc de grand cercle le mileu I de MM' au pôle P du petit cercle. Le point I venant en M en m6me temps que M', Tangle TMP est la limite de l'angle SI? ; mais ce dernier angle est toujours droit, puisque P et I sont l'un et l'autre équidistants de M et de H'; donc l'angle TMP est droit.
SCOUB.
597. Lorsque deux petits cercles dhine spJière se coupent^ Parc de grand cercle qui passe par leurs pôles est perjx ndiculairc sur le milieu de l'arc de grand cercle qui passe par leurs deux points d'intersection.
Lorsque deux petits cercles d'une sphère sont tangents, leur point de contact est sitÊié sur le grand eerde qui passe par leurs pôles, et l'arc de grand cercle mené par le point de contact à angle <Mf sur cebU qui wdt les pôles est tangent à chacun des deux petits cercles, ^
Les rayons sphériques R et r des deux petits cercles, et l'arc de grand cercle D, moindre qu'une demi-circonférence, qui passe par leurs pôles, satisfont aux mêmes relations que les rayons et la dislance des rentres de deux cercles situés dans un même plan. Les raisonnements sont d'ailleurs les mômes qu'aux n°' 114 et H5.
Il y a cependant une condition de plus à laquelle les quantités D, R et r, doivent satisfaire dans tons les cas. Quelle que soit la position relative des deux cercles, on a toujours
D-hR-hr<4,
en prenant le quart d'un grand cercle pour unité de longueur; en effét, D est toujours moindre que a, et R et r sont Tun et Tautre inférieurs à i. Ainsi la distance sphérique des deux jtôles et les rayons sp/icriques des deux cercles ont une somme moindre qi^une circonférence de grand cercle,
PROBLÈME
806. Tracer sur la sphère ttn grand cercle passant par deux points donnés Â 01 B \Jig^ 347). *
L'inconnue de la quostion est le pôle du cercle demandé. Or, la distarcc de ce jiôle P à chacun des points A et B e<t égale à la corde du quadnsnt { \ on l'i hliondra d<.'nc <'n déi rivant successivement deux arcs de cercle, des [ oinis A et li comme pôles, avec une distance polaire égale à la corde du quadrant.
Fijy. 347. Fiiî. 3.^3.
PROBLÈME
599. Mener par m point donné A sur la sphère un arc de grand cercle perpendiculaire à un grand cercle donné BP \Jig. 348).
LHnooDiiiie de la question est le pôle du cercle demandé. Or, ce pôle P doit se trouver sur le cercle BP (582), et être à une distance du point A égale à la corde du quadrant. On Tobtiendra donc en décrivant, du point A comme pôle, avec une distance polaire ^le à la corde du quadrant, un 2irc de cercle qui rencontre en P le cercle donné BP.
PROBLÈME
600. Mener un arc de grand cercle perpendiculaire sur un are de grand cercle dxmné ÂB^ en son milieu; ou, diviser un are de grand cercle AB en deux parties égales [fig, 349).
Il suffit de décrire des points A et B comme pôles, avec la même ouverture de compas, deux arcs qui se coupent en C et puis de faire passer un grand cercle par C et D.
Remarquons que ce grand cercle CD divise aussi en deux parties égales tous lea arcs de petit cercle dont les extrémités sont A et B.
Fig 349. Fig. 35o.
PROBLÈBIE.
601 . Trouver te pâle d'un petit cercle passan( par trois points donnés A, B, C, sur la sphère {fig. 35o).
Ce pôle P, étant équidisljint de A, B, C, est à rintersccliun des arcs de grand cercle (000) élevés perpendiculairement sur les milieux des arcs de grand cercle AB et BG.
Le pôle P une fois connu, on tracera le petit cercle avec une ouverture de compas égale à PA.
PROBLÈME
602. Pnr un point A pris sur un arc de grand cercle AB, mener un arc de grand cercle incliné d'un angle donné sur le premier [ Jîg. 35 1).
Sur une feuille de papier, on trace un angle rectiligne MON égal à l'angle donné, et de son sommet comme centre, avec un rayon égal à celui de la sphère, on décrit un arc de cercle HK ; cet arc HK sera la longueur de Tare de grand cercle qui mesure l'angle du grand cercle donné et du grand cercle inconnu.
Fig. 35 1.
Cela fait, du point A comme pôle, on décrira sur la sphère un grand cercle DE; puis, en prenant pour pôle le point B où ce cercle coii[)0 le grand cercle donné AB et en donnant au compas une ouverture égale à la corde HK, on décrira un petit arc de cercle coupant DE en C; il ne restera plus alors qu'à mener un grand cercle par les points C et Â, '
PROBLÈME
603. Construire un triangle sphéricjue, connaissant trois qutdconques de ses six éléments (angles ou côtés).
Ce problème offre six cas distincts; on peut donner : i" les trois côtés ou les trois angles ; a" deux côtés et l'angle compris, ou un côté et les deux angles adjacents ; 3° deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, ou deux angles et le côté opposé à 1 un d'eux.
Dans cette énumération, nous avons réuni chaque fois les deux cas corrélatifs, c'est-à-dire qui se ramènent l'un à l'autre par la considération du triangle polaire. Il n'y a donc que trois cas à traiter directement.
1° On donne les trois côtés a, b, c.
Supposons, pour fixer les idées, a>6>c. Traçons un grand cercle sur la sphère, et prenons sur ce grand cercle un arc BC égal â o ; du point B comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde de 6, traçons
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un arc de cercle, et du point G comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde de c, décrivons un second arc de cercle; À étant un point commun à ces deux arcs, le triangle sphérique ABC sera le triangle demandé.
Les deux arcs se coupei^t généralement en deux points Â et À'» situés
de part et d'autre du grand cercle BC; de là deux solutions, le triangle ABC et le triangle A'BC, symétrique du premier.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffît que les deux cercles se coupent, c'est-à-dire qu'on ait (597), en supposant a, 6, c, eiprimés en degrés,
La seconde condition est toujours remplie, puisque nous supposons a > 6 > c ; les conditious de possibilité se réduisent donc à
a<6+c et tf-h*4-c<36o*
Donc, pour qiCon puisse construira un triangle sphérique avec trois côtés donnéSy il faut et il suffit (pie le plus i^rand côté soit moindre que la somme des deux autres, et que la somme des trois côtés soit moindre qu'une circonférence de grand cercle. Nous savions déjà que ces conditions étaient nécessaires (576, 578).
Pour qu'on puisse construire un triangle sphérique avec trois angles donnés A, B, G, il feut et it suffit que son triangle polaire, dont les côtés sont i8o<*~ A, t8oo— B, i8o*— G, soit possible. Diaprés l'alinéa préoé- . dent, en supposant, pour fixer les idées,
A<B<C, d'où iSo"— A>i8o''~B>i8o*— C,
on doit donc avoir
et
iBo»— A -h iSo» — B -f- ïSo*— G < 36o»,
ou
AH-i8o°>Bh-G et A + B + G>i8o«.
Nous savions déjà (579) que ces conditions étaient nécessaires.
a** On donne deux côtés a et b et P angle compris G. Même solution qu'en Géométrie plane (145).
3* On donne deux côtés a et b et l'angle A opposé au côté a [fg. 35-2).
Construisons sur la sphère deux grands cercles formant un angle égal à A (G02). Prenons, à partir du sommet, sur l'un des côtés de cet angle, un arc AC égal à b, et du point G comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde de décrivons un arc de cercle \ B étant Tinter-
section de ce cercle ayec le second c^té de l'angle, le triangle ABC sera
le triangle demandé.
En discutant ce problème, on voit ais(^ment que si A et ^ sont do nature différente, le problème, s'il est possible, n'a qu'une solution; si A et a sont de même nature, le problème, s'il est possible, a une ou deux solutions (voir notre Traité de Géométrie).
7%. 353. Flg.353.
PROBLÈME
604. Par un point donné, mener un arc de grand cercle tangent à un petit cercle donné {fig. 353).
Si le point donné est sur le cercle, il suffit d*éleTer par ce point un arc de grand cercle perpendiculaire au rayon sphérique correspondant (596).
Supposons, en second lieu, que le point donné A soit extérieur au petit cercle donné, c'est>à-dire soit situé dans la plus grande des deux calottes
sphériques séparées par le petit cercle. Considérons le problème comme résolu; nommons P le jwMe du petit cercle donné, B le point do contact de l'arc BA, et prolongeons le rayon sphérique PB d'nne quantité BC = PB, Le pointe se trouve d'abord sur un cercle dé( rit du point P comme pôle avec une ouverture de compas égale à la corde d'un arc de grand cercle double du rayon sphérique r du petit cercle. Il se trouve en outre sur un second cercle décrit du point A pour pôle avec une ouverture de compas égale à la corde de Parc PA = D; car BA étant perpendiculaire sur le milieu de PBC, le point A est équidistant de P et de G (595).
Le point C une fois obtenu à l'aide de ces deux cercles auxiliaires, on mènera Parc de grand cercle PC qui coupera le petit cercle én B, et, en joignant B et A par un arc de grand cercle, on aura Parc tangent demandé.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les deux cercles auxiliaires se coupent, c'est-à-dire qu'on ait (897)
D<D4-ar, D>ar--D, D-f-D + ar < 4.
La première condition est toujours remplie, et les deux autres équivalent à
elles expriment précisément que le point A doit être situé hors de )a ca*
lotte sphérique PB.
Les cercles auxiliaires se coupent en deux points C et G'; de là deux *
solutions, AB et AB'.
La construction que nous venons d'indiquer s'apjilique au problème analogue de Géométrie plane j mais elle exige plus de place que celle du n" 156.
XI
Pbogramiib officiel : Définition de Vellipse par la propriété des foyen, — Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu. Jxes. — Sommets, — Rayons vecteurs, — Les
rayons vecteurs menés des foyers à un point de Vellipse font
avec la tangente en ce point, et d'un même côté de cette ligne, des angles égaux. — Mener la tangente à l'ellipse par un point pris sur la courbe, par un point extérieur, — Normale à l'ellipse,
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605. Vellipse est une courbe plane lelle, que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes de son plan est égale à une longueur constante. Ainsi (fig^ 354 les deux points fixes étant F et F' et la longueur donnée étant re* présentée par la droite KK', on a pour tout point M de l'ellipse
MF + 11?' = A A
D'apr«3S cela, pour décrire une ellipse d'w/i mouvement continu, on plante sur la feuille de dessin» en F et en F', deux
Fig. 354.
épingles qu'on entoure d'un fil sans fin (c'est-à-dire dont les deux bouts sont réunis) auquel on donne la longueur totale
compléîJent. 3^7
FF' -+- AA'. On lend consiarumenl ce fil à l'aide d'un crayon que l'on fait mouvoir sur le papier jusqu'à ce qu'on soil ramené au point de dépari. La pointe du crayon trace évidemment l'ellipse demandée; car, pour une position quelconque M de cette pointe, on a
FF + MF MF = FF -i- AA' ou MFh-MF = AA'.
Le procédé qu'on vient d'indiquer est surtout applicable sur le terrain : on remplace alors les épingles' par des piquets, le fil par une corde et le crayon par un jalon.
Les points F et F' sont les foyers de Tellipse, les droites MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M. La longueur constante AA' est ordinairement représentée par la, la dislance FF' ou distance focale est représentée par ic. L'existence du iriangle MFF' entraîne alors la condition 2c<^2a ou c <^a.
Le rapport ^ est VexceatricUé de l'ellipse. Cette excentricité peut varier de o à i. Pour c = o, elle est. nulle, les foyers se confondent et l'ellipse devient un cercle de rayon a. Pour c = a, rexcentrifiié est égale à i, et l'ellipse se réduit à la portion de droite FF'=: ia. Entre ces deux limites, l'ellipse se rapproche d'autant plus de la droite FF' que son excentricité est plus grànde. '
GOG. On peut aussi tracer l'ellipse par points. En effet, marquons {fi}^- 355) le milieu 0 de la distance focale FF' et, de part et d'autre du point 0, prenons
OA = 0A'=: rt; puis, un point quelconque K sur AA'. Si des points F et F' comme centres, avec des rayons respectivement égaux à AK et A'K, nous décrivons des arcs de cercle, leurs
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points d'intersection M et M' appartiendront à l'ellipse, puisqu'on aura
MF + MF = M' F -I- M' F' = AK H- A' K = îï a.
La distance des centres FF' étant toujours moindre que la somme 2a des rayons» il suffit, pour l'intersection des deux circonférences, que cette distance soit plus grande que la différence des rayons, c'est-à-dire qu'on ait
FF'>A'K — AK ou 2<?>2a — aAK.
La condition cherchée est donc AK a — e ou AK>> AF.
D'ailleurs on peut échanger les centres F et F' sans modlBer les rayons employés, de manière à obtenir pour chaque point K quatre points M et M', N et N', de l'ellipse. Les limites des positions du point K sont alors l'un des foyers F et le point 0.
Si le point K est en O, les points correspondants de l'ellipse sont en B et en sur la perpendiculaire élevée à la droite FP par son milieu. Si le point K est en F, les deux points correspondants de l'ellipse sont en A et en A'. Le rayon vecteur minimum est AF ou a — c, le rayon vecteur maximum est A'F ou a c.
THÉORÈJME.
607. L'ellipse a r \^ pour axes, la droite kk' qui passe par ses deux foyers, et la droite BB' perpendiculaire au milieu de la première; 2* pour centre, V intersection de ces deux droites*
On appelle axe d'une courbe toute droite par rapport à laquelle les divers points de cette courbe sont symétriques deux à deux ; on appelle centre d'une courbe tout point par rapport auquel les divers points de cette courbe sont symétriques deux k deux (5^5).
i"* Soit M un point de Tellipse {Jig. 356); on aura
MF H- MF' = 2a.
Supposons alors que le plan de la figure fasse une demi-révolution autour "^de AA'. Dans ce mouvement, les foyers restent fixes, le point M vient dans la position symétrique Mi et, comme le triangle MFF' ne se déforme pas, on a
M.f -i-MiF' = 3a,
covplCbdit. ^79
c'est-à-dire que le point M, appai lient à l'eîlîpse. Donc, à tout point M de l'ellipse correspond un point M,, symétrique de M par rapport à AA'.
Si le plan de lu lifxure fait de même une demi-révolution autour de BB', les foyers ne font que s'échanger, le point M vient dans la position symétrique Ms et, comme le triangle MF F' ne se déforme pas» on a encore
ce qui montre qu'à tout point M de l'ellipse correspond un autre point M> de la courbe, ^métrique de M par rapport
Fig.356. ng.357. •
2* Soient [fig. 357) M un point de l'ellipse et M' son symétrique par rapport à 0; menons les rayons vecteurs de ces points. Les diagonales MM' et FF' se coupant niuluellement en parties égales, le quadrilatère MFM'F' est un parallélogramme (8V, 4"), et le point M' appartient à l'ellipse en vertu de l'égalité des deux contours FMF' et FM' F'.
CoHOLLAimES.
608. On appelle longueurs des axes de l'ellipse les longueurs AA' et BB' interceptées sur res axes par la courbe [Jig^ 355). La longueur du premier axe AA' est donc (606) égale à 2a» la longueur du second BB' est représentée par ih.
La perpendiculaire BO (Jig, 355) étant moindre que l'oblique BF =: a, on a
AA' est dit alors le grand axe et BB' le petit axe de l'ellipse.
Les extrémités A et A', B et B', des deux axes sont appelées les sommets de la courbe.
Le triangle rectangle BOF [Jig, 355) donne a'= 6^-+- c', re-
38o COMPLtlCBNT.
latîon qui permet de déterminer l'une des trois quantités a,
by c, lorsqu'on connaît les deux autres.
Quand on donne les longueurs a et 6, il est facile de déterminer (^raphiquemcnl les foyers. On n'a qu'à décrire de l'ex- Irémilé B du petit axe comme centre [Jig- 355 j, avec un rayon égal à tty un arc de cercle qui coupe le grand axe aux deux foyers F et F'.
THÉORÈME
609. Suivant qu'un point est intérieur ou extérieur à l'ellipse, la somme de ses distances aux deux fojrers est plus pe^ tite ou plus grande que sa.
; if)
Soit d*abord {Jig. 358) un point N intérieur k l'ellipse. Joignons ce point aux deux foyers, prolongeons F'N jusqu'à la rencontre de la courbe en M, et menons MF. Un théorème connu (90) donne immédiatement
NFH-NF'<MF-hMF ou NF-f-NF'<2a.
Soit de même un point N' extérieur à l'ellipse. Joignons ce point aux deux foyers; N'F' coupant la courbe au point M, menons MF. En s'appuyant sur le même théorème, on aura ici
N'F-f-N'F>MF-i-MF' ou N'F -h N'F' > 2a.
Corollaire.
610. Suivant que la somme des distances d'un point aux deux foyers est supérieure, égale ou inférieure àia,ce point, est hors de la courbe, sur la courbe ou dans son intérieur,
THÉORÈBIE.
61 1 . La tanfçente à V ellipse fait des angles égaux avec les raj ons vecteurs du point de contact, extérieurement à leur angle.
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Prenons sur l'ellipse {fig. 3^9) deux points voisins M et M'; menons la sécante MM'S elles rayons vecteurs des deux points M et M'. Portons sur F' M une longueur F'D =: F' M' et sur FM une lonf:^ueur FC^^FM'. MD représente alors raugmeniaiion que subit le rayon vecteur mené du foyer F' quand on passe du point M au point M', MC la diminution que subit le rayon vecteur mené du fo^er F quand on passe du même point M au même point M';. comme la somme des rayons vecteurs d'an point de l'ellipse reste constante, MD est égal à MC.
Gela posé, d'un point quelconque G de la sécante MM'S, menons aux droites M'D et M'C des parallèles GI et GH jusqu'à la rencontre des rayons vecteurs du point M. Le quadrilatère GHMI étant semblable au quadrilatère M'CMD (185), régalité de MD et de MC entratne celle de MI et de MH.
Les droites GH et GI, étant parallèles aux bases M' G et M'D des triangles Isocèles CFM^ DF'M', sont perpendiculaires aux bissectrices de leurs angles au sommet. Mais à mesure que le point mobile M' se rapproche du puini fixe M, la sécante MM'S se rapproche de la tangente au point M. Les bissectrices des angles CFM', DF'M', ayant alors pour limites les rayons vecteurs FM, F'M, du point M, les droites GII et Gl ont ellesmêmes pour limites les perpendiculaires abaissées du point G sur ces rayons vecteurs. D'ailleurs, pendant ce mouvement, 'MH varie en restant toujours égal à Ml.
Fg. 359. Fig. 36o.
La tangente MT au point M ( Jig, 36o) doit donc être telle,
que si, d'un point quelconque G de cette droite, on abaisse des perpendiculaires GH et GI sur les rayons vecteurs MF et MF' du point M, on ait MH^^ MI. Les triangles rectangles MGU, MGI, sont alors égaux (49). et ii en est de même des
Diyitizea
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angles GMH, 010. La tangente à l'ellipse est donc bissectrice de l'angle formé par l'un des nvjrons vecteurs du point de contact et le prolongement de l'autre rayon*
L'angle F'HTt étant Topposé par le sommet de l'angle GMI, les deux angles 6MH ou FUT et F'HTi sont égaux, ce qui vérifie le premier énoncé du tliéorème.
COKOLLAIRSS.
613. Tous les points de la tangente MT, sauf le point M» sont extérieurs à l'ellipse , qui est par suite une courbe convexe.
Abaissons du foyer F [fig* 36i), sur la tangente MT au point M, une perpendiculaire FK qui vient rencontrer en cp le prolongement de F' M. La tangente étant bissectrice de l'angle FMcp, l'égalité des triangles rectangles FMK, ^MK (33, i**), donne FK=f c'est-^i-dire que le point 9 est le symétrique du foyer F par rapport à la tangente MT. L'égalité des mêmes triangles donne MF = M9 et, par suite,
F'<p = MF-hMF' = 2fl.
Cela posé» la tangente étant perpendiculaire sur le milieu
Fig. 36i. .
de Fcp, un point quelconque T, de cette droite est équldistant de F et de ^ . On a donc, d'après le triangle F'Ti9,
T,F-*-T,F' = T,q)-|-T,F' ou T,F4-T,F'>F'<p = aa.
COMrLÉHENT. 3fô
Tous les points de la tangente IffC» sauf le point M» sont donc extérieurs à l'ellipse (610).
La tangente a nécessairement (107) avec la courbe au moins un point commun de moins que les droites qui en ont le plus. Il résulte de là qu'une droite ne peut rencontrer l'ellipse en plus de deux points.
613. Si l'on mène au point M (fig* 36o) une perpendiculaire MN à la tangente MT, ^es deux angles FMN, F'MN, sont égaux comme compléments d'angles égaux. Donc« la normale à Vellipse est bissectrice de l'angle formé par les reejrons vee^ teurs du point de contact*
La normale en un sommet de l'ellipse se confond avec l'axe correspondant et la tangente est perpendiculaire à cet axe» de sorte que la courbe est inscrite dans le rectangle construit sur ses axes.
Les propriétés précédentes justifient la dénomination de foyer. L'angle d'incidence et l'angle de réflexion étant égaux d'après une loi physique, les rayons lumineux, sonores ou calorifiques, qui parlent de l'un des foyers F d'une ellipse, viennent, après leur réflexion sur la courbe, converger à l'autre
THÉORÈME
61i. Le lieu des points spnétriques 9 de l'un des foyers F de l'ellipse, par rapport aux tangentes, est un cercle décrit de l'autre foyer F* comme centre, avec la longueur aa du grand axe pour rayon {fig, 36 1).
Le premier alinéa du n" 612 renferme la démonstration de ce théorème. ^
On donne au cercle F' 9 le nom de cercle directeur relatif : au foyer F'. L'ellipse a deux cercles directeurs correspondant j à ses deux foyers.
SCOUB.
615. Le lieu des points éfjuidistants d'un cercle de centre F' et d'un point intérieur F est une ellipse dont les points F et F' sont les foyers et qui a pour cercle directeur relatif au foyer F' le cercle donné {fig, 36i).
En effet, soit H un point da lieu. En le joignant aux deux
points F et F' et en prolongeant F' M jusqu'à sa rencontre f avec la circonférence donnée» on a par hypothèse
M9 = MF, d'où MF*H-MF' = F'(p.
Pour construire le lieu, il suflit é\ ideinriient de joindre le • point F à un point quelconque cp de la circonférence donnée, et d'élever une perpendiculaire TTt sur le milieu K de. la droite Fq; cette perpendiculaire coupe le rayon F'o en un point M du lieu, eielle est la tangente en ce point (611). ' Il résulte de là que : Si d'un point F prU à l'intérieur d'un cercle F 9, on mène des droites aux divers points de sa circoi^ férencCf les perpendiculaires élevées à ces droites par leurs milieux touchent ou enveloppent une ellipse, qui a pour foyers Its points F et ¥' et pour grand axe le rayon F' 9.
THÉORÈME
616. Le lien des projections des foyers d'une ellipse sur ses
tangentes est la circonférence de cercle décrite sur le grand axe comme diamètre.
POP
Soient {fig. 362) F et F' les deux foyers, K la projection du foyer F sur une tangente quelconque TT,, et 9 le symétrique de F par rapport à celle tangente. Le côté F' 9 du triangle FF'9 étant égal à 2a (612), la droite OK qui joint les milieux des deux autres côtés est égale à a* Le point E appartient donc à la circonférence décrite sur le grand axe comme dia* mètre.
Réciproquement» tout point K de cette circonférence est la projection de l'un des foyers F sur une tangente. Car si l'on prolonge FK d'une quantité K9 = FK, on aura évidemment
Par suite» le point f appartient au cercle directeur relatif au foyer F% et la perpendiculaire élevée sur Ff par son milieu K est (615) une tangente à l'ellipse.
COMPLÉMUNT. 3Ô5
Le cercle OK est dit le cercle principal de l'ellipse.
11 résulte de là que : Si le sommet d'une équerre décrit le cercle principal d'une ellipse, pendant que l'un de ses côtés passe constamment par un foyer de la courbe, l'autre côté de ' l'équerre lui reste toujours tangent.
PROBLÈME
Mener une tanL^ente.à Vellipse par un point donné
\° Si le point donné M est sur la courbe^ ou le joint aux (Jeux fojers (Jig- 3(>o), et Ton mène la bisseflrice de l'angle FMI formé par l'un des rayons vecteurs MF el le prolongement Ml de l'autre rayon MF' (Gl 1 ).
2" Si le point donné P est extérieur à l'ellipse (Jig, 363), on remarque que la question serait résolue, si l'on connaissait le symétrique 9 de l'un des foyers F par rapport à la tangente\ cherchée; car on aurait dès lors cette tangente en abaissant de P une perpendiculaire TT, sur : la droite TT. couperait d'ailleurs F' 9 au point de contact M (G15). Or, le point 9 se
Fig. 363. Fig. 364-
trouve à la fois sur le cercle directeur relatif au foyer F' et sur
le corde de centre P et de rayon I*F.
Ces deux cercles se coupent toujours quand le point 1^ est extérieur à l'ellipse. En effet, PF' étant la dislance des centres, PF et 2a les deux rajons, le triangle PFF' donne
FF' < FF -h FF' et, à fortiori, PF'<PF + 2flr.
Le point P étant extérieur à la courbe, on peut avoir
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PF >- OU <; aa. Si PF est moindre que a a, on a
PF4-PF'>2fl, d'où PF'>2a — PF.
Si PF est plus grand que aa, le triangle PFF' permet de poser PF' > PF — FF' ei, à fortiori, PF' > PF — %a.
Ainsi, la conslruclion précédente réussit toujours quand le point P est exiérieur i\ la courhc; et comme les circonférences tracées se coupenl eu deux points 9 et 91, il y a deux solutions.
GOROLLAIIUBS.
618. Cherchons la condition pour que les deux tangentes menées du point P à l'ellipse soient à angle droit.
Si les deux tangentes TTi, T'T, , menées du point P, sont à angle droit {fig» 364 )> comme elles sont respectivement perpendiculaires sur le milieu des droites F 9, F 91, l'angle <pF(pt de ces deux droites doit être lui-même un angle droit. Cet angle étant inscrit dans la circonférence PF dont le centre est la droite 9<pt est un diamètre de cette circonférence, et P est le milieu de ce diamètre. .
Le lieu des points P est donc le lieu décrit par le milieu de la corde interceptée dans le cercle directeur relatif au foyer F', par un angle droit tournant autour de son sommet fixe F. Or, si l'on joint le point P aux foyers V cl F', on a V<^ - PF, et le triangle rectangle F'P(p donne alors
PF '4- P^'z:.: PF V Pf'= F>'=
La somme des carrés des distances du point P aux points F et F' étant constante, le lieu cherché est une circonférénce de cercle concentrique à l'ellipse et qui a pour rayon la médiane OP du triangle PFF' (206). Comme les sommets du rectangle construit sur les axes et circonscrit & Tellipse (613) font nécessairement partie du lieu, le rayon OP est égal à la
demi-diagonale de ce rectangle, c'est-à-dire à ^à*-\- 6'.
619. .Ze^ tangentes PH, PM', menées à r ellipse par un point extérieur P, font des angles égaux avec les droites qui vont du point P aux deux foyers; la droite qui va du point P à
l'un des foyers est bissectrice de l'ange formé par les rayons vecteurs qui vont de ce foyer aux deux points de contact U etW (fig, 365).
Fig. 365.
Menons les deux cercles directeurs de l'ellipse, cp étant le symétrique de F par rapport à la tangente PM et 9' le symétrique de F' par rapport à la tangente PM', les deux triangles PF9' et PF'cp sont égaux comme ayant leurs trois cotés égaux chacun à chacun. Les angles FP9' et F'p9 sont donc égaux. Si l'on enlève la partie commune FPF', les restes FP9, F'Pç', sont égaux, ainsi que leurs moitiés MPF, M' PF'. En second lieu, l'égalité des triangles PF<p', PF'9, entraîne
*angl<
j^HÉORÈME. .j /t</' ''^ - ^
620. Mener à l'ellipse une tangente parallèle à une droite donnée.
Tout revient encore 4 trouver le poîni symétrique 9 de l'un de^ foyers F par rapport à la tangente cherchée. Or, ce point est à rinterseclion du cercle directeur relatif au foyer F' (61 V) et de la perpendiculaire menée du foyer F sur la droite donnée DD' {fig, 366). Cette perpendiculaire coupe toujours le cercle F' en deux points 9 et 9,, puisque le point F est intérieur à ce cercle. Les perpendiculaires TT, et T' T'j élevées aux droites F 9 et F 9, par leurs milieux sont les tangentes demandées, et leurs points de contact sont à leurs rencontres respectives avec les rayons F'ç et F' 9, (615).
GOROLLAIRBS.
Les deux points de contact M et M' des deux tangentes
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parallèles TTi, T' T', , sont symétriques par rapport au centre 0 de l'ellipse.
En effet, les triangles i^'Mç, FM' 9,, «pF'cpi, sont des triangles
Fig. 366.
sorèles ayant tous un angle égal à la base; ils sont dès lors
somblablos dont leurs côtés parallèles. La figure MFM' F' élant
un parallélogramme, la diagonale MM' passe par le milieu 0 de la diagonale FF' et y est divisée en deux parties égales.
Inversement, les taui^eiites menées à l'ellipse en deux points symétriques par rapport au centra, sont parallèles comme limites de sécantes symétriques par rapport au centre, et, par conséquent (556), parallèles entre elles.
622. Les points K et K' {fig» 366) appartiennent au cercle principal de Fellipse (616). Les deux segments FK, FK', étant alors ceux d'une colrde quelconque de ce cercle passant par le foyer F, leur produit est constant. On peut donc dire que le
produit des distances d'un foyer à deux tangentes parallèles est constant. Si l'on mène par le IVtyerF' la corde LL' du cercle principal qui est parallèle à KK', on a évidenmicnl FK'=^ F'L. On peut donc dire aussi que le produit des distances des deux foyers à une même tangente est constant. Si l'on veut connaître cette constante, il sulTil de considérer la tangente à Tune des extrémités du petit axe, et l'on obtient immédiatement le carré du demi petit axe ou pour sa valeur.
COMPLtniNT. 389-
623. Les constructions des 617 et 620 n'exigent pas «tue la courbe soit tracée; il faut seulement qu'elle soit définie par ses deux foyers et la longueur du grand axe.
THÉORÈME
624. La projection t^une circonférence de cercle sur un plan est une ellipse.
Les projections d'une ligure sur (ieux plans parallèles vi^ul égales (370), on peut toujours transporterie plan de projection purallèlement à lui-même au centre du cercle.
Fig. 367.
Soient donc AA' le diamètre suivant lequel le plan de projection coupe le cercle donné ABA'B' {Jig. 367), eibOb' la projection du diamètre BB' perpendiculaire à AA'; cette droite bOl/ sera à angle droit sur AA' (322).
M étant un point quelconque du cercle, qui se projette en m, menons le diamètre MM'; prenons sur AA', 0F = 0F' = et abaissons des points F et F' les perpendiculaires FG, F' G', sur MM'. L'égalité des triangles rectangles FOG, F'OG^, donnera GF = Gt', OG = OG', el, par suite, MG'sM'G.
Cela posé, abaissons MP perpendiculaire sur AA' et menons mP qui sera aussi (322) perpendiculaire sur AA' ; les angles aigus B06, MP/n, étant égaux comme angles rccli lignes du dièdre formé par le plan du cercle et le plan de projection, les triangles rectangles ^Ob, MP//ï, sont semblables,
et Ton a
OOMPLÉMBIIT.
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On déduit delàMm=rFG.
Par suite» les triangles rectangles MF m, MFG, sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un côté égal, et Ton a mF = MG; de méme> l'égalité des triangles rectangles MF' m, MF' G', donne mF' = MG' = M' G. Donc enfin
m F 4- m F' MG -h M'G = MM' = AA'.
Ainsi la projection du cercle est une ellipse dont le grand axe est le diamètre AA' du cercle qui est situé dans le plan de projection (ou qui est parallèle à ce plan). Quant au petit axe, sa valeur dépend de l'inclinaison du plan du cercle sur le plan de projection; il peut prendre toutes les valeurs comprises entre zéro et A A'. B'oii l'on voit que toute ellipse peut être considérée comme fa projection de son cercle principal dont le plan aurait tourné d'un angle convenable autour du grand axe.
Kg. 368.
COROIXAiaBS.
625. La position d'un ])oint M dans un plan [fig. 368) est déierniinéc par ses dislances MP (H ^TQ à deux axes rectangulaires indéfinis .rOx', r Oj^', tracés dans ce plan. Le nombre q^ui mesure la distance MQ=:()P du point M à l'axe jOr', l^is avec le signe + ou avec le signe ~> suivant que le point
P tombe sur 0^ ou sur 0^', s'appelle V abscisse du point M ; on iioMimo ordonnée du poinl M le nombre qui mesur(* sa distance MP — OQ à l'a\c xOju', pris avec le signe -h ou avec le signe — , suivant que le point Q tombe sur Oi' ou sur ()>''. L'abscisse el l'ordonnée d'un poinl ronstilueiil <c^coordonnées. Les axes x'Ox, >^0/, sont les axes des coordonnées et leur inierseclion 0 en est V origine.
Quand un point appartient à une courbe, son ordonnée et son abscisse sont liées l'une à l'autre par une relation qui dépend de la nature de la courbe et qui caractérise cette courbe. Ainsi l'abscisse = OP et l'ordonnée x = MP d'un point quelconque d'une circonférence de cercle de rayon R, par rapport à deux axes rectangulaires x^Ox, yOy, passant par le centre» sont unies par la relation
et inversement, la courbe dont les coordonnées d'un point quelconque M satisfont à cette é<]^uation n'est autre que le cercle de rayon R ayant pour centre l'origine 0 ; car on a
ÔM*=jr»-l-^=R* d'où OM = R.
Le choix des axes coordonnés est arbitraire. Dans le cercle, on prend ordinairement deux diamètres perpendiculaires; dans l'ellipse, on adopte de préférence les deux axes de symétrie.
Il résulte de ces définitions et du théorème précédent que Vordonnée d'un point quelconque de Vellipse est à l'ordonnée du point du cercle principal qui a la même abscisse dans un rapport constant. En effet, le cercle ABA' {Jig' 367) peut èlrc considéré comme le cercle principal de l'ellipse A6 A', qu'on aurait fait tourner autour de AA' de l'angle />0K. Or, dans cette rotation, l'ordonnée MP du cercle ne change pas de grandeur, el l'on a par les triangles semblables JUPmj BU 6,
mP_06 m\* _b
MP ^ OB m" a
en appelant a et b les demi-axes de l'ellipse.
Ainsi, on passe du cercle principal d'une ellipse à cette ellipse, en diminuanl toutes les ordonnées dans le rapport dy petit axe au grand axe.
392 GOMPUMBMT.
^ 6S6w Cette manière de considérer l*ellipse conduit à des solutions simples pour un grand nombre de problèmes.
Veut-on, par exemj)l(% les points d'inicrseclion d'une droite LD et d'une ellipse non tracée dont on donne les axes AA' et BB' [fi^. 369)? On dilatera toute la figure perpendiculairement à AA' dans le rapport de OB à OA. L'ellipse deviendra .le cercle AB, A'; quant à la droite DL, son point L ne changera pas, et pour trouver sa nouvelle position, il suffit de chercher ce que devient l'un quelconque C de ses points; à cet effet, on joint BG qui coupe AA' en un certain point K; la droite BK devient évidemment B.K, et par suite le point C, est à l'intersection de BiK. et de la perpendiculaire menée par C sur AA'. Dès lors, en prenant les points M et M' où la droite Ld coupe le cercle, et ramenant ces points sur la droite LD par
, des perpendiculaires à AA', on obtient les points demandés m et m'.
€k)mme second exemple, voici un moyen très-simple de tracer par points une elUpse ilont on donne les deux axes
Fig. 369. • Fig. 370.
Soient 0 Je centre de Tellipse, O4? la direction du grand axe, celle du petit axe, et a et h les longueurs du demi grand axe et du demi petit axe. Sur le bord d'une bande- de
papier, on prendra trois points A, B, M, tels que AM = « et
B>1 — b \ puis, on déplacera la bande de telle sorte que le point A glisse sur le prolongement de 0>' et le point B sur ().r; on marquera avec un crayon sur le papier la position qu'occupe chaque l'ois le point M; le lieu de ces points sera l'ellipse demandée. £n effet, ABM étant une position quelconque de
COMPLÉMIOfT.
la bancie, menons ON parallèle à AH jusqu'à la rencontre de l'ordonnée MP du point M. On aura évideinnienl ON — AM"rt, de sorte que le lieu des points Nsera le cercle principal de l'ellipse cherchée. D'ailleurs, les triangles semblables OPN, BPM, donnent
MP BM _ b NP ~UN
L'ordonnée du point M n'étant que l'ordonnée du point N
contractée dans le rapport ^» le point M décrit bien l'ellipse demandée.
La considération de Tellipse comme projection da cercle conduit très-simplement à beaucoup d'autres propriétés
de l'ellipse, notamment aux propriétés des diamètres ( voir notre Traité de Géométrie). Mais pour ne pas sortir du cadre que nous nous sommes ini[)osé, nous nous bornerons à démontrer que les diamètres de l'ellipse sont des droites.
On appelle diamètre dans une coùrlje le lieu des milieux d'un système de cordes parallèles. Considérons donc dans l'ellipse un système de cordes parallèles; ces cordes seront les projections de cordes ^parallèles dans le cercle dont T^^llipse est la projection, et le milieu de chaque corde de l'ellipse sera la projection du milieu de la corde correspondante du cercle. Or, dans le cercle, le lieu du milieu du système de cordes parallèles est une droite; le diamètre dans Fellipse sera donc la projection de cette droite, c'est-à-dire une droite passant par le centre.
PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE L'HYPERBOLE
628. VAjryerbole est une courbe plane telle, que la différence des distances de chacan de ses points à deux points fiies de son plan est égale à une longueui' constante. Ainsi [Jrg. 371), les deux points fixes étant F et F' et la longueur donnée étant représentée par la droite AA', on aura pour tout point M de l'hyperbole
MF - MF' = =fcA A',
suivant que le point considéié sera plus éloigné du point F ou du point F'.
COMPLÉMBMT.
D'après cela, pour décrire un arc d'hyperbole d'un momement continu, on prend nne règle F'K dont on fixe Tune des extrémités an point F' [ fg. 371), de manière qu'elle puisse seulement tourner autour de ce point. Un fil, dont la longueur est moindre que celle de la règle de la constante ÀÂ', est fixé par Tune de ses extrémités au point F et par l'autre au point K. Si l'on tend alors constamment ce fil le long de la règle à l'aide d'un crayon , en faisant tourner la règle autour de F', la pointe du crayon trace un arc de l'hyperbole demandée; car, pour une position quelconque M de cette pointe, on a (dans le cas de la figure)
MF'~ MF = iMF'+ MK) - (MF H- MK) = AA'.
En prenant pour centre de rotation de la règle le point F, et en attachant la seconde extrémité du fil au point F', on obtient, la seconde partie de la courbe. Quand la règle est au-dessus de FF', le fil doit être tendu contre son arôte inférieure ; c'est l'inverse quand la règle est au-dessous de FF'.
On voit que l'hyperbole est formée de deux parties qui ne peuvent avoir aucun point commun, puis(|u'on a toujours, pour la partie droite do la figure, MF'>MF, et pour celle de gauche, IîïF>MF'. Clinqiic pîirtic est d'ailleurs composée de deux branches qui s'étendent indéfiniment iiiidessns et au-dessous de la droite FF'; rien ne limite en eiTet Téloignement des pdinls obtenus sur la courbe que la longueur môme de la règle et du fil em[)loyés. L'hyperbole est donc une courbe à branches infinies, aussi bien dans le sens FF' que dans le sens perpendiculaire.
Les points F et F' sont foyers do l'hyperbole, les droites MF et MF sont les rayons vecteurs du point M. La longueur AA' est ordinairement représentée par a a. La distance FF' se nomme distance focale, et on la représente par 24;. L'existence du triangle MFF' entraîne la condition* ac> 2rt ou c> a.
Fig.371.
Fig. 373.
Le rapport - e&t ïcxccntricitc de 1 hyperbole. Celte excentricité peut
C0KPI.Ê1IB1VT. 39$
varier de i à oo . Pour t ^ (i, elle est égale à i, et l'hyperbole se réduit aux deux portions de la droite FF' qui sont séparées par la distance FF'; pour a = o, elle est inGnie^ et l'hyperbole se réduit à la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF'. Entre ces deux Umites, Thyperbole se rapproche d'autant plus de la droite FF' que rexcentricilé est plus petite.
629. On peut tracer rh\ pcrbolc par points [Jig. ^ji). En effet, marquons le milieu 0 de la distance focale FF' et, de part et d'autre du point 0, prenons OA = OA' = r/, puis un point K (luelcoïKjuc sur le prolongement de OA. Si des jyoint^ F et F' comme centres, avec des rayons respectivement égaux à AK et à A'K, nous décrivons des arcs de cercle^ leurs points dMntersection H et H' appartiendront à l'hyperbole, car on aura
MF'- MF = M'F' - M'F = A'K - AK = a/i.
La distance des centres FF' étant toujours i>!us L'rande que la différence 2a des rayons, il suffit, ])Our l'intersection des deux circonférences, que cette distance soit moindre que la somme des rayons, c est-à-dire qu'on ait
FF'<AKh-A'K ou 2c<2AK-|-2rt.
La condition cherchée est donc
AK > c — a ou AK > AF.
Comme on peut échanger les centres sans modifier les rayons, chaque point K permet d'obtenir quatre points M et M', N et N', de l'hyperbole. Le point K doit seulement être au delà du point F, sans que rien limite
sa position à droite de ce point.
Si le point K est en F, les points correspondants de l'hyperbole sont les points A et A'. Le rayon vecteur minimum est r — a: il n"y a pas de rayon vecteur maximum, puisque les rayons vecteurs d'un point delà courbe peuvent croître jusqu'à l'infiiui.
THÉOKÈME.
630. J.^ hyperbole a : i" jjoiir axes, la droite A A' (jiii passe par ses deux foyers , et la droite WW perpeadienlaire nu fiiilieu de la première } 1° ])our eentre, r intersection 0 de ces deux droites (yî"^'. Bja).
Môme démonstration que pour l'ellipse (607), en considérant la différence des rayons vecteurs au lieu de leur somme.
COROLLAIBB.
631 . Des deux axes AA' et BB', le premier seul rencontre la courbe. L*axe AA' est dit Taxe tnutsverse de Fhyperbole, l'axe BB' est dit son axe non transverse. Les extrémités A et A' de Taxe transverse sont les sommets de la conrbe.
COM?L<HBMT
THÉORÈBIE.
632. Suivant gu^un point est intérieur ou extérieur à Vhj'perbole, la différence de ses distances aux deux foyers est pius grande ou plus petite que a a {Jig. 373).
Kg. 373
Le point N étant intérieur, joignons-le aux deux foyers. NF' coupant au point M la branche de courbe qui correspond au foyer F, on a
NF<MN + MF, d'où I^F — NF > NF - MN - MF, c'est-à-dire
NF' - NF > MF' - MF ou aa.
Le point N' étant extérieur, joignons-le aux deux foyers. F'N' prolongé coupant au point M la branche de courbe qui correspond au foyer F, on a .
N'F-i-MN'>MF, d*où MF'- NT-BIN'<MF'- MF,
c'est-à-dire
N'F'-N'F<atf.
Suivant (juc l<i différence des distd/K cs du point considère aux dcii.r fojc/'S est i/ijcrteure, r^ale ou supcrirure n ia, ce point est hors de lu courbe^ sur la cpurbc ou dans son intérieur.
THÉORÈME
633. La ta/igcn/c à l'/iypcrb'd<\ est la bissectrice de l a/igle Joriné pai les rayons vecteurs du point de contai t.
Mémo démonslration que pour Tellips^e (011). on romarquanl que dans Pellipse les rayons vecteurs d'un même point varient en sens contraires, tandis que dans lliyperbole ils varient dans le même sens.
COBOLLAIBES.
634. Tous les points de la tangente MT^ sauj le point M> sont cxté^ rieurs à VhypetMCf qui est, par suite, une courbe convexe.
GOMPLfiMBNT. 897
Même démonstration que pour Tellipse {612), en remplaçant la somme des rayons vecteurs par leur différence. 635. Si Ton mène au point M {fig. 874) une perpendiculaire MN à la
Fiç. 374.
tangente MT, les angles LMN, sont égaux comme compléments d'angles égaux. l>onc, la normale à Vfyperbole est la bissectrice de l'angle formé par l'un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l'autre rayon.
La normale en un sommet de Thypcrbole se confond avec l'axe transverse, et la tangente est perpendiculaire à cet axe.
Si une ellipse et une hypei bule ont les mêmes foyers ou sont cotifocales, elles se coupent à angle droit; car, en l'un quelconque des points d'intersection, la tangente de l'une est la normale de l'autre (6ii, 613).
théouLme.
636. Le lieu des points syniétritjucs «p de l'un des foyers ¥ par rnpjjort (dix tangentes est un cercle [directeur] décrit de Vautre foyer V avec
la h/i Loueur ia de Vaxe tra/t srer.se }>nur rayn/i [fg. 3;/, ).
Le lieu des points écjuidistauts d^ un cercle de centre F' et d un point extérieur F est une hyperbole dont les /(ffcrs sont les points F et F', et dont le cercle directeur relatif au foyer F' est le cercle donné.
Même démonstration que pour l'ellipse (Cli, Glo). en remphirant toujours la somme des rayons vcc leurs par leur diflërence. L'hyperbole a, comme l'ellipse, deux cercles directeurs.
THÉORÈME
637. Le lieu des projections des foyers d'une hyperbole sur ses tangentes est la circonjércnce décrite sur Vaxe transverse comme diamètre (Jig. 375).
Même démonstration que pour l'ellipse (616). Le cercle obtenu est dit cercle principal de l'hyperbole.
SgÔ compléuent.
COROLLAIBBS.
638. Soient (fig. 375) la tangente MT, les rayons vectènrs BIF, MF', de son point de contact, f le symétrique du foyer F par rapport à ta tangente HTf K la projection de ce foyer sur la tangente. Les rayons OK
FiB.375. Fig.376.
et F''^ du cercle principal cl du cercle directeur relatif au foyer F' restent toujours parallèles entre eux pendant que, le point ^ parcourant le cercle directeur, la droite Fy tourne autour du foyer V. Au moment ou cette droite devient tangente au cercle directeur, elle le devient donc aussi au cercle principal. Soient 0 et K ses points de contact avec ces deux cercles {f^.Z-j(}>). La tangente qui passe par le point K, étant perpendiculaire à F'j, n'est alors autre chose que le prolongement du rayon OK et devient parallèle au rayon F'f, de sorte que son point de contact M s'éloigne à l'infini (636). La droite OKM ainsi obtenue, qui touche la branche supérieure de la demi-hyperbole de droite à Tinfini, est appelée aspuptote de rbyperbole.
La seconde tangente commune menée au oerde principal et au cercle directeur F' par le foyer F donne une seconde asymptote OK'M', qui touche à rinfini la branche inférieure de la demi-hyberbole de droite.
Les droites OKM, OK'M', étant également inclinées de part et d'autre de Taxe transverse (i57), si l'on fait faire à l'hyperbole une demi-révolution autour de son axe non transverse, les foyers ne font que s'échanger, ainsi que les deux demi-hyperboles, de sorte que le prolongement OM, de la droite OKM est asymptote à la branche inférieure de la demihyperbole de gauche, tandis que le prolongement OM', de la droite OK'M' est asymptote à la branche supérieure de cette demi-hyperhole.
En résumé, rin/jcrbole <i jmur asMiiplotcs les deux droites indcfiincs tracées par son centre, pundlèlement <iux rayons du cercle directeur F' qui correspondent (utx tangentes coni/nunes menées du Joy er F au cercle F' et au cercle principal de la courbe. Ces droites sont d'un grand secours pour la construction de l'hyperbole, puisqu'elles font connaître les directions vers lesquelles tendent ses branches infinies.
639. Soiônt { //g. 377) les asymptotes ^j^'^xx'* de l'hyperbole dont les foyers sont F ei F' et les axes AA'et Bfi'. Menons au point Â la perpendiculaire ÂC à l'axe traosverse, jusqu'à la rencontre de l'asymptote xy'^
Rg. 377.
D'après co qui précède (6371. ^^i Ton ;tl);iis<o ;iussi FK |)erpentliculciire sur jy, on aura OK = a. Les deux trianii;k's rectangles OAC, OKF, sont dune égaux (i9), et OC = OF— c. On voit que a et ( étant donnés, ou en déduit AC; de même a et AC étant connus, on en déduit c
Achevons le rectangle CC'D'l). Par analogie avec l'ellipse (608), la longueur BB'— 2AC, ainsi déterminée, est aj>[)clée la longueur de Vaxe non tmnspersede l'hyperbole, el on la représente par 2^. Remarquons que le parallélogramme ÂBÂ'B' a ses côtés parallèles aux asymptotes.
Les trois longueurs a, 6, c, sont liées entre elles parla relation c^^a^-I-^** Elles sont liées dans l'ellipse par la relation c*=i^—ii'j qui ne diffère de la précédente que par le changement de b* en — 6'. Par suite, les propriétés de Vellipse et de Vkyperhole qui ne dépendent que des ion" gueurs de leurs axes, se déduisent les unes des autres par le simple diangement de\^ en ^b^,
640. Lorsqu'on donne les longueurs des axes de l'hyperbole, il est facile de déterminer graphiquement les foyers. On n'a qu'à élever à l'extrémité A de Taxe transverse une perpendiculaire AC = 6 {fg. 377), et à décrire du point 0 comme centre, avec OC pour rayon, une circonférence qui coupe l'axe transverse aux deux foyers F et F'. On trouva en même temps l'asymptote OC et sa symétrique OC' (C3S).
641. On appelle hyperbole ('■(juihitèrc une hyperbole dont les deux -axes ont la môme longueur. Le rectangle (X'l)'D (.An'- 377) devenant
alors un carré, on \oit que les (isyinjHutcs trune hjijcrbolc équilatère sont « angle droit l'une sur l'autre.
4oO COMPLÉMENT.
On entend par liyjn-rbolcs conjuguées deux hyperboles ijui, ayant les mêmes axes et. j ar suite, le môme centre, la môme distance focale et les mêmes asymptotes, sont situées par rappoi l à ces asvinptotes dans des angles ditîérents; c est-à-dire (pie l'axe transverse de 1 une ebl l'axe non transverse de l autre, et réciproquement \Jig, 377).
PROBLÈME
6i2. Mener une tangente à r hyperbole par un jtoint donné. Mêmes procédés qUe pour l'ellipse (Cl 7).
GOROLLAIBBS.
643. Le Heu des sommets des an g/es droits circonscrits à V hyperbole est une circonférettce concentrique à Ut courbe et (^ant pour rayon
La démoDStration directe est la même que pour l'ellipse. Seulement, la qoestioa revient ici à chercher le lieu des milieux des cordes interceptées dans le cercle directeur relatif su foyer F', par un aà^e droit dont le sommet F lui est extérieur. Le problème peut alors être impossible, et le lieu cesser d'exister si Ton a /i < 6.
644. Les tangentes FM, PM', menées à l'hyperbole par un point exté' rieur P, font des angles égaux. aœc les droites qui vont du point P aux deux foyers ; la droite qui va du point P «• l'un fies foyers est bissectrice de l'angle intérieur ou extérieur des rayons vecteurs fjui vont de ce foyer aux deux points de contact M et M', suivant que les tleux taU' genfes touchent V hyperbole dans la même région ou dans deux régions dtj/érentes,
Fig. 378.
PROBLÈBIE.
645. Mener à Vhyperbole une tangente parallèle à une droite donnée [Jig. 378).
COMPLÉMENT. ^Ol
Même procédé (|uo pour Fellipse (020). Seulement le problème n'est
pas toujours possible. Il faut que, si l'on mène par le centre de la courbe une parallèle à la droite donnée, elle ne tombe pas dans les angles des asymptotes qui renferment l'hyperbole.
GOROLLAHBS.
646. Les deux teutge/iies parallèles à une droite donnée ont leurs points de contact sfmétnqttes par rapport au centre (621 ),
647. Ja' produit des distancfs d^a/t Jtn rr à deux ta/is^cntf s pf/ni/^r/rs ou if produit des di.staïucs dcx deux Joycrs à u/u; mewc ta/igcuta, est constant (622).
Les constructions des n"* 642 et 6i5 n exigent pas que 1 hyperbole soit tracée.
§ xu.
Programme officiel : Véjiniiion de la parabole par la propriété du foyer et de la directrice. - - Tracé jiar points et d'un mouvement continu. — Axe. — Somnu t. — lun on vecteur. — La tangente j'ai t des ani^les éi^aiix avec la parallèle à l'axe et le rayon vecteur menés par le point de contact. — Mener la tangente à la parabole par un point pris sur la courbe, par un point extérieur. — Normale. — SouS" normale. — Helation entre le carré d'une ordonnée perpen^ diculaire à l'axe et la distance de cette ordonnée au som" met,
DÉFINITION ET TRACÉ DE LA CO0RBE
648. La parabole est une courbe plane telle, que chacuh dts ses points est équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe donnés dans son plan. Ainsi {fig, 379)» le point fixe étant F et la droite Ûxe DD', on aura, pour tout point M de la parabole, en abaissant MH perpendiculaire sur DD', MF = MH. Par sa déOnition même, la parabole est nécessairement située tout entière du même côté que le point Oxe par rapport à la droite Axe.
D*après ce qu'on vient de dire, pour décrire un arc de parabole d*un mouvement continu, on fait coïncider l'arête d'une
règle avec la droite DD', et l'on applique contre rente rèf^le le petit cùté Kll d'une équerre KHG. Un lil, égal en lunj^ueur au
4o2 COMPLÉM£KT.
grand côté HG de cette équerre, est fixé par ses deux extrémités, d'une part au point F, et de l'autre à l'extrémité G du côté HG. Si Ton tend alors constamment ce fil contre le grand eôté de Téquerre à Taide d'un crayon, et si l'on fait en même temps glisser l'équerre le long de la règle, la pointe du crayon décrit un arc de parabole. En effet, pour une position quelconque M de cette pointe» on a
GM -h MF = GH = GM + MH, d'où MF = MH.
En opérant de cette manière , on trace d'un mouvement continu l'arc BA, qui va du point B de la courbe dont la distance au point F est égale à GH, jusqu'au point A milieu de la perpendiculaire FL abaissée du point F sur la droite DIV.
Il faut ensuite retourner l'équerre, comme l'indique la figure, pour décrire l'arc AB'.
Oïl voit que la parabole s'étend indéfiniment, à partir du point A, au-dessus et au-dessous de la droite FL; car si l'on emploie une rèj^le, une équerre et un fil assez longs, rien ne limite l'éloignement des points obtenus sur la courbe.
Le point F est le foyer de la parabole» la droite DD' est sa directrice. La droite MF est le rayon vecteur du point M. La distance FL du foyer à la directrice se nomme le paramètre de la courbe, et on la représente par p,
Fig. 379. Fig. 38o.
61tô. On peut aussi tracer la parabole par points.
En effet, prenons (fig, 38o ) un point P quelconque sur la perpendiculaire FL abaissée du foyer sur la directrice. Par le point P, menons une perpendiculaire à FL ou une parallèle à la directrice, et du foyer F comme centre, avec PL pour rayon, décrivons une circonférence qui coupera celle parallèle en (leuv points M et M' apparlonaiii à la parabole, comme équidistaiils du foyer et de la directrice.
Pour que les points d'intersection M el M' existent, il suffit que le point P soil à rintérieur du cercle décrit du foyer F comme centre avec PL pour rayon , c'est-à-dire qu'on ait FP <C l'L. Celte condition sera toujours remplie lorsque le point P sera à' droite, du foyer F {dans le cas de la figure); mais elle exige, si le point I* est à gauche de F, qu'il reste à droite du point A, milieu de FL. Si l'on a dans ce cas. comme condition limite , * FP = PL , le point P se confond avec le point A, et les deux points M et M' se réunissent en ce point.
Le rayon vecteur minimum est donc AF ou il n'y a pas de
rayon vecteur maximum , rien ne limitant Téloignement du point P à droite du foyer F.
THÉORÈMB.
650. La parabole a pour axe la perpendiculaire menée du foy er sur la directrice (fig. 379).
Même démonstration (jue pour l'ellipse {607, 1°). Le point A, commun à la parabole et à son axe, est \q sommet de la courbe.
THÉORÈMB.
651 . Suivant qu'un point est intérieur ou extérieur à la parabole, sa distance au fo}er est moindre ou plus grande que sa dislance à la directrice (Jig, 38 1 ).
Soit d'abord un point N intérieur à la courbe. Menons la droite NF et la perpendiculaire NH à la directrice; cette perpendiculaire coupera la parabole au point!M(648). Le triangle NFM donne alors
NF<NM-4-MF ou NF<NH, puisque MF=:MH.
Soit de même un point N' extérieur à la courbe. Si le point
COMPLÉMEM.
N' et le foyer sont de côtés différents par rapport à la directrice, la proposition est évidente. Sinon, menons la droite N'F et la perpendiculaire N'H à la directrice; cette perpendi-
l-ig. 38i.
culaire prolongée coupera la parabole au point M. Le triangle N'FM donne alors
N'F>MF — MN' ou rsl<>N'H, puisque MFz^MH.
Il résulte de là que :
Suivant que la dislancc </' un point au foyer est égale, supéi ii'urt ou inférieure à sa distance à la direct ri ce, ce point est sur la courbe, hors de la courbe ou dans son intérieur.
TilÉORÈME.
652. La limite d^une ellipse {ou d'une hyperbole) dont un sommet et le fojrer voisin restent fixes, tandis que Vautre foyer s'en éloigne indéfiniment dans la direction du grand axe (ou de l'axe transverse), est une parabole qui a pour sommet et pour foyer le sommet et le foyer fixes {fg. 382 ).
En effet, le cercle directeur relatif au foyer mobile F' coupe toujours le grand axe à droite du foyer fixe F, en un même poipt L déterminé par la condition évidente ÂL = AF. A mesure que le centre F' de ce cercle s'éloigne dans la direction AA', son rayon crott indéfiniment, de sorte qu'il a pour limite la perpendiculaire DD' menée par le point L au grand axe AA'. D'ailleurs, tout point M de l'ellipse étant également distant du foyer F et du cercle directeur F' (615), on a constamment MF = MG, c'est-à-dire à la limite, quand, l'ellipse se
COMPLfiMEXT. 4^
déformant, le point M vient en M,, M,F = M,H,en désignant par MiU la perpendiculaire abaissée du point Mi sur la droite
Fîg. 382.
DD', limite du cercle F'. Le lieu des positions limites des points de l'ellipse donnée est donc une parabole ayant pour foyer et pour somniet les points F et A, et par suite la droite DB' pour directrice.
Corollaire.
C53. Le théorème précédent permet de prévoir et de démontrer les propriétés de la parabole, en les déduisant par voie de transformation des propriétés correspondantes de l'ellipse.
Si ces propriétés dépendent explicitement des axes a et 6 de l'ellipse et de son excentricité c, on substitue à a et à 6 leurs valeurs en fonction de v et du paramètre = 2 (a — c) de la parabole limite ; puis» en supposant c infini dans les formules obtenues, on passe des. propriétés de l'ellipse représentées par ces formules, aux propriétés correspondantes de la parabole exprimées en fonction du paramètre p.
THÉORÈME
05 V. La tangente à la parabole fait extérieurement des angles égaux avec le rayon vecteur du point de contact et avec Utjfarallèle menée à l'axe par le même point.
Prenons sur la parabole {Ji{^\ 383 ) deux points voisins M et
4o6 coMPLÉMCirr.
M' ; ineiioDs la S(''r;imo ^IM'S, abaissons des deux points consid<''rés les perpendiculaires M cp, sur la directric e DD',
et irac ons leurs rayons vecteurs. Portons sur FM une loni^ueur FC = FM', et sur 9M une longueur 9E = 9'M'. D'après la définition de ia parabole, MC est égal à MË.
D'un point G quelconque de la sécante MM' S, menons à M'C el à M'£, jusqu'à la rencontre de FM cl de 9 M, les parallèles GI et GH. Les deux quadrilatères GM'£M, IGHM, sont semblables (185), et l'égalité de MG et de ME entraîne celle de MI et de MH.
Fig. 383. Fig.38/,.
A mesure que le point M' se rapproche du point M, GH reste comme M'£ perpendiculaire à M 9, tandis que GI, perpendiculaire à la bissectrice de Tangle au sommet du triangle isocèle M'FC, tend à le devenir au rayon vecteur FM. On a de
plus constamment MI — MIL La tangente à la parabole(//g-. 384) doit donc être telle, que si, d'un point quelconque G pris sur cette droite, on abaisse des perpendiculaires GI et Gll sur le ravon vecteur du point de contact M et sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice, on ait MI — MIL Les triangles rectangles MOL MGIT , sont alors égaux (49), ainsi que les angles GMI, GMil. La tangente à la parabole est donc bissectrice de fangle formé par le rayon vecteur du point de contact et la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice.
Mais l'angle GMH étant l'opposé par le sommet de l'angle T,MO, les deux angles GMI ou TMF et TiMO sont égaux ; ce qui conduit à l'énoncé adopté.
co>n.teiirT.
COKOLI.AIRES.
(>55. Soit S le point où la sécante MM' S (fig, 383) coupe la directrice DIV. On a, à cause des parallèles,
MS _ My _ MF .
la droite SF est donc la bissectrice de Tangle extérieur en F du triangle MFM' (172). La droite qui joint le foy er d'une pambûle au point de rencontre d'une êécante quelconque avec la directrice est donc bissectrice de l'angle extérieur des rayons vec leurs des points d'intersection de la sécante avec la courbe.
A la limiie, quand la sécante devient tangente, c'esl-à-dire quand l'angle MFM' devient nul, la droite SF est remplacée { fig. 384 ) pa"* droite RF, bissectrice de l'angle supplémentaire. Par suite, la droite qui joint le foyer d'une parabole au point où une tangente quelconque rencontre la directricOf est perpendiculaire sur le rayon vecteur du point de contact,
656. Tous les points de la tangente MT, sauf le point de contact M, sont extérieurs à la parabole qui, dès lors (612), est une courbe convexe ijig. 385).
Ën effet, le triangle FM<p étant isocèle, et la tangente étant la bissectrice de son angle au sommet (65b), elle est perpendiculaire sur le milieu K de F9. Pour un point Ti quelconque de la tangente, on a donc, T|H étant la perpendiculaire abaissée
Fig. 385.
4o8 COHPLtHBNT.
d(î ce poiiii sur la direclrice, T, II <CTi9 ou T,H<1T|F. Le poinl Ti ébl donc exlciieur à la courbe (051).
657. Si Ton mène au poinl M (fig, 385) une perpendiculaire MN à la tangente MT, les deux angles FMN, OMN sont égaux comme compléments d'angles égaux (654). Donc, la normale à la parabole est bissectrice de l'angle formé par le rayon vecteur du point de contact et la parallèle menée à l'axe par ce point.
Au s()ii)in;H de In jiiHabolo, la iioi malo se confond avec l'axe, et la langenle est perpeiuliculaiio à col axe.
Soient T d N {fif^. 385) les jMiinis oîi la langenie et la normale rencoiilrenl l'axe. Les li ian^drs TMF, NMF, éiant év idemmenl isocèUîs, on a MF =^ VJ - FN. Le foyer V est donc à une distance, soit du pied de la tangente, soit du pied de la normale sur VaxCy égale au rayon vecteur du poinl de contact.
Dans le cas de la parabole, les rayons lumineux, sonores ou calorifiques, qui partent du foyer, deviennent tous parallèles à l'axe après leur réflexion sur la courbe. C'est pourquoi l'on emploie des réflecteurs paraboliques, lorsqu'on veut projeter au loin un faisceau de rayons lumineux parallèles (lanternes de voitures, phares). Réciproquement, tout rayon qui vient rencontrer la parabole parallèlement à son axe se réfléchit au foyer de la courbe. De là, par exemple, l'usage des réflecteurs paraboliques dans les télescopes, pour concentrer au fo^erles rajuns lumineux venant de l'astre observé.
THÉORÈME
658. Le lieu des points symétriques 9 du foyer F par rap^ { port aux diverses tangentes à la parabole est la directrice
(Jig, 385).
Celle proposition résulte du n" 014.
SCOLIES
()50. Liant donnés un point F et une droite DD' {^/Ig. 385), SI l 'on mène des droites aux différents points de la droite DD', les perpendiculaires élevées à ces droites par leurs milieux enveloppent une parabole qui a pour foyer le point F et pour direclrice la droite 1)D' ; les points de conlact de ces tan"
GOMFLtMBHT. 4^
génies êont à leurs rencontres avec les perpendiculaires menées à la directrice par les points o.
660. Les parallèles à l'axe de la parabole ne renconlrenl la courbe qu'en un seul point.
TliÉUUÈME.
661. Le lieu des projections du fojrer d'une parabole sur ses tangentes est la tangente au sommet.
Wt éiani la tangente à la courbe au point M {/ig, 386), et 9 le symétrique du fo^er F par rapport à celte tangente, le
Fig. 386.
point K où Fq coupe la langenle est le milieu de F9. D'ailleurs, le sommet A est le milieu de FL. Donc, dans le triangle FL<p, AK est parallèle à la directrice ou se confond avec la tangente au sommet (657 ). La projectioh K du foyer sur une tangente se trouve par suite sur la tangente au sommet.
Aéciproquement» K étant un point de la tangente au sommei, si Ton mène la droite le point 9 sera le symétrique du foyer F par rapport à la tangente qui passe par le point K (BSd); le point K sera donc la projection du foyer F sur cette tangente.
Il résulte de là que si Tun des côtés d'une équerre passe constamment par le foyer F, tandis que son sommet parcourt la tangente AK au sommet, l'autre coté de l'équerre reste constamment tangent à la parabole.
THÉORÈME
662. Dans la parabole : 1" la sous-tangcnle est double de V abscisse du point de contact; 2" la sôus-normale est constante et égale au paramètre (Jig* 387 ).
4lO OOVPLÉXBIIT.
Si Ton prend pour axes coordonnés Taxe Â4? de la courbe et la tangente au sommet ky, le point M aura MP pour ordonnée et AP pour abscisse. Menons la tangente M T et la normale . MN; la projection TP sur Taxe Ox de la portion de tangente MT comprise entre son point de contact M et son point de rencontre Tavoc l'axe s'appelle la sous-tangente, et l'on nomme sous-nornia/c la projection PN sur 0^ de la porlioii de normale comprise entre le point M et son point de rencontre N avec Ox. Cela posé :
T" Le triangle TFM élanl isocèle (G57), la projection K du foyer F sur la tangente MT est le milieu de MT. La tangente au sommet AKj étant parallèle à l'ordonnée MP, le sommet A est alors Je milieu de la sons-tangente TP, et TP = aAP.
Fig. 38;.
2* La normale MN et la droite F 9 sont parallèles comme perpendiculaires à la tangente MT. La flgure M<pFN est donc un parallélogramme, et 9F = MN. Les deux triangles rectangles MPN, (pLF, sont alors égaux ( 49). et l'on a PN LF =
Corollaire.
663. Le carré de l'ordonnée d'un point de la parabole est proportionnel à l'abscisse de ce point {Jig* 387 )•
Le triangle rectangle TMN donne
MP*=TP.PN
d'où, en désignant par x l'abscisse AP et par ;r l'ordonnée MP
du point M, et ayant égard au lliéorème précédent,
ou
COKPLfiKBNT.
PROBLÈME
664>. Mener une tangente à la parabole par un point donné,
i" Si le point donné M est sur la courbe [fig. 387 ), on mène le rayon vecteur MF et la perpendiculaire M 9 sur la directrice, puis la bissectrice de l'angle FM(p qui est la tangente demandée (654).
Il vaut mieux prendre sur l'axe, du coté du sommet, une longueur FT égale à MF; en joignant le point T ainsi obtenu au point donné M, on a (GG'2, 1°) la tangente deniantlée.
2" Si le point donné V est extérieur à la parabole, on remarque que la question serait résolue si l'on connaissait le symétrique 9 du foyer F par rapport à la tangente cherchée; car on aurait alors cette tangente en abaissant du point P une perpendiculaire PMT sur ¥<f(fig. 388). La droite PMT couperait d'ailleurs la parallèle menée à Taxe par le point 9» au point de contact M. Or, le point 9 se trouve à la fois sur la directrice DD' (658) et sur le cercle décrit du point P comme centre avec PF pour rayon.
Ce cercle el la directrice se coupent toujours, quand le point P est extérieur à la courbe; car il est alors plus près de la directrice que du foyer (651) : il y a donc deux solutions, qui se réduisent à une seule quand le point P est sur la parabole, ou disparaissent lorsqu'il ^st intérieur à la courbe.
COROLI AIRES.
665. Cherchons la condilion pour que les deux tangentes menées du point P à la parabole soient à angle droit.
Fig. 388.
Ces tangentes étant supposées à angle droit, comme elles sont respectivement perpendiculaires aux milieux des droites
F(p et F 9', Tangle <pF(p' est aussi droit. Par suite, 99' est un
diamclre do la circonférence PF, et le point P est sur la directrice. Le lieu des sommets des angles droits circoiisciiis à la parabole est donc la directrice.
Dans ce cas, l'angle PFM est droit ainsi que l'angle PFM' (655) : la corde des contacts MM' passe donc alors par le foyer et est perpendiculaire à PF.
Les tangentes PM^ PM', menées d*un point extérieur P
à une parabole y font des anp^les égaux avec la droite qui joint ce point au foyer et avec la parallèle menée à l axe par ce point; la droite qui va du foyer au point P est bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs, des points de contact M et M'.
Cette propriété est une conséquence immédiate des n«* 619 et 652.
PROBLÈUE.
()G7. Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite donnée.
Tout revient encore à trouver le point 9 symétrique du foyer F par rapport à la tangente cherchée. Or, ce point se trouvera à l'intersection de la direcirice et de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la droite donnée. Il y a toujours une solution, et une seule.
Les constructions des n*** 664 et 667 n'exigent pas que la courbe soit tracée; il suffit d'en connaître le foyer et la directrice.
L'ellipse, l'hyperbole et la parabole, sont les courbes qu'on
peutobu nir en coupant par un plan un cône à base circulaire. Aussi leur atlribue-t-on la dénomination commune de sections coniques [voir noire Traité de Géométrie),
COMPLÉUENT.
§ Xlil.
Programme officiel : Déjinilion de Vht'lice considérée comme résultant de V enroulement du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit à base circulaire. — Pns de i' hélice. — La tangente à V hélice fait avec raréte du cylindre un angle constant, — Construire la projection de l'hélice et de la tangente sur un plan perpendiculaire à la base du cylindre,
DÉFINITION ET TRACfi DE LA COURBE.
G08. Considérons un cylindre circulaire droit indéfini avant pour génératrice la droite GG' {Jîf^. 389). Si l'on enroule l'angle , indéfini BA« sur la surface cylindrique, de manière que le côlé Xa s'applique exactement sur la section droiie qui passe par le point À, la courbe que le côté AB trace ei^ s'appliquant sur la surface est une hélice,
Fig. 389.
Dans le niouvcmenl indiqué, les perpendic ulaires abaissées des différents points de A13 sur A a coïncident avec les différentes fîénératrices du cylindre. Si la longueur Aa est égale à celle de la circonférence de la section droite du cylindre, le point a venant rejoindre le point A, le point B vient se placer en B| sur la génératrice GG^ i une distance AB| du point A égale à Ba. On peut alors répéter pour le point B ce qu'on vient de dire pour le point A. Si la parallèle B^ à Aa lui est égale, le point G de la droite AB, qui se projette en |3 sur B^, viendra se placer en un point Ci de la génératrice OG', tel que l'on ail B, C, = C [î ^ AB„ etc.
Les portions égales de l'hélice qui correspondent ainsi aux divisions égales de la droite indéfinie AD, dont les projections sur le plan de la section droite du cylindre ont des longueurs égales à celle de la circonférence de cette section droite, s'ap* pellent spires, ,
Les longueurs égales ÀB„ B,Ci, etc., interceptées par deux spires successives sur une génératrice quelconque du cylindre, représcuienl le pas de l'hélice, (^iiangor, on edcl, la génératrice sur laquelle on mesure le pas, c'est prendre un nuire point de la surface; ryliudi i(|ue pour origine de l'hélice, sans rien changer aux conditions précédentes.
669. En remarquant que l'hélice se reproduit par spires identiques qui commencent et se terminent d'une manière continue sur une même génératrice, on peut concevoir autrement la génération de l'hélice.
Faisons glisser le triangle lU]^ sur BB, et amenons-le en B.C.li; amenons de même le triangle CDy en (',T).C,, etc. Si l'on enroule ces triangles sur la surlarc C}lindri(jue, les droites parallèles AB, B,C,, (-.Dj, etc., engendreront séparément les différentes spires de l'hélice.
En supposant donc le cylindre développé (i32) suivant le rectangle indéfini GG'G.G', {Jig. 389), en divisant à partir du point A la génératrice GG' en parties égales à Ba, en menant par les points B|, Ci, D,, . . . , ainsi obtenus, des parallèles à AB jusqu'à la rencontre de GiG'i, et en enroulant la figure formée sur le cjflindre, les droites distinctes AB, B.Cs, dD,,..., reproduiront l'hélice continue tracée par l'enroulement de la droite indéfinie ABCB
670. Si l'on considère un point quelconque M de la première spire de l'hélice {Jig. 389) et si Ton conçoit la génératrice MP qui passe par ce point et qui rencontre en P la section droite du cylindre menée par l'origine A de l'hélice, la longueur MP est Vordonnée y du point M et l'arc AP est son abscisse curviligne
Lorsque le point M appartient à une spire quelconque, son abscisse curviligne surpasse la circonférence AA'. Soit, par exemple [Jig. 389), le point \l situé sur la troisième spire et sur la même génératrice que le point M; il correspond au
point fti de la droite ABCD..., tel que Cr, — AP, = arc AP. Sod abscisse curviligne est donc égale à deux fois la circonférence de la section droite plus Tare ÂP, et son ordonnée à deux fois le pas Bot plus MP.
THÉORÈME
G71. L'ordonnée d'un point de l'hélice est proportionnelle à son abscisse curviligne {^/ig, Sbg).
Prenons un point quelconque p. sur l'hélice et menons son ordonnée fiP. Quand on déroulera le cylindre, le point viendra en fit sur la droite ABCD. . . ; les ordonnées pi P» et /xP
seront égales, ainsi que Tabscisse rectiligne APs et l'abscisse
ij. P
curviligne AA'QAA'QAP. Le rapport ^Tôr^taiit conslam-
ment égal au rapport = (en désignant par r le rayon du cylindre et par h le pas de l'hélice), il en est de même du rapport-'
RtciFROQuniBifT, si l'ordonnée d^une courbe tracée sur la surface d*un cylindre de révolution est proportionnelle à son
abscisse curvilignCf cette courbe est une hélice,
Soil en effet [fig' 390) la courbe AiMli,; lorsqu'on développe la surface du cyliiidre sur le plan langent suivant la génératrice AB, ), la circoniérence de la section droite en A
s'applique sur la droite Aa menée perpendiculairement à AB, dans ce plan, et les arcs AP et AP' sont rectifiés en AP, et AP^f Deux points quelconques M et M' de la courbe AMBi viennent se placer sur les perpendiculaires élevées à Aa par Pi et F,, en deux positions Mi et M', telles, que
M.P. = MP, m;p', = m'P'.
4l6 COMPLÉMENT.
MP M'P' Mais on a, par hypothèse, ~ ^Âp^' ^^^^
AP, AP
ei les points A, M,, M',, soiii <mi ligiu' tlioiie, de sorte que hi courbe AMBi rcsulie de i'cnrouieiuenl du triangle rectangle Afi(x.
THÉORÈME
()72. La SOUS' tangente en un point de i hélice est égale à l'abscisse cuivi ligne de ce point {Jig* 391).
Fig. 3yi.
La sous'tangente en un point M de l'hélice est la projection V9, sur le plan de la section droite, de la portion MO de tangente comprise entre son point de contact M et sa trace 0 sur le plan de la sertion dioile.
(Considérons sur la coui be les deux points voisins M et M', dont les ordonnées sont MP et M'P' et les abscisses curvilignes AA'AP et AA'AP'. Un a (071)
MP
AA' AP AA'AP
Prolongeons la corde MM' jusqu'au point T où elle rencontre
le proloni;enient de la corde PP' de la circonférence de base. Les deux triangles semblables MTP, M'ÏP', donnent
MP M'P' TP TF *
Par suite, en vertu de l'équation (i),
TP _ TF , . TP'— TP _ TF
ÂÂTSp- ÂTÂF' cest-à-dire
On peut écrire cette dernière égalité sous la forme
TF _ corde PP^ AA'AP'"" arcPF
Lorsque le point M' se rapproche indéfininient du point fixe M, le point F se rapproche indéfinimeni du point P. La sécante M'MT devient la lan^'enie MO -a l'hélice au point M, et la sécante P'PÏ devient la tangente en P au cercle de base. La
corde PP'
limite du rapport étant l'unité» on a finalement
arc MTjt
CoaOLLÀlEBS.
673. Le triangle MP0 restant toujours semblable à lui-même, la tangente à l'hélice fait un angle constant, aussi bien avec les génératrices du cylindre qu'avec le plan d'une section droite. Ces deux angles sont complémentaires.
Pour construire la tangente en un point M de l'bélice, il suffît, d'après le théorème précédent, de prendre sur la tangente à la base, à partir du point P, pied de l'ordonnée du point M, une longueur Pd égale à Parc AP rectifié, et de joindre le point $ au point M.
SCOLIE. ^
674>. Tout ce qui précède s'applique sans modifications aux cylindres droits à bases quelconques* Il fitut seulement s'a|H puyer sur ce théorème : La limite d'un arc de courbe iquel» conque à sa corde est Vunité, lorsque l'arc tend vers zéro»
PROBLÈME
675. Construire la projection de V hélice et de la tangente sur un plan perpendiculaire à la base du cylindre» ' {
Soient ac6</ la section droite du cylindre, et une droite
GOMPLfiMBNT.
tracée dans son plan parallèlement au diamètre ab qui passe par le point de départ a de l'hélice. Concevons par 47* un plan parallèle à l'axe du cylindre; c'est sur ce plan qu'il s'agit de projeter une spire de l'hélice.
Donnons au cylindre une hauteur égale au pas a^à' de l*h^-^
Flg. 393.
lice; la projection du cylindre sera alors le rectangle a! a!'h"b' .
Divisons l'arête dd* et la circonférence de base achd en un
même nombre de parties égales; sur la^^. 392, le nombre de
ces' parties a été pris égal à la. m étant l'un quelconque deà
points de division de la base, l'arête qui a son pied en m ren-^
contre Fhéllee en un point dont la hauteur au-dessus du plan
achd est au pas cStf de l'hélice comme l'arc acm est à la circon-
férence achd (671); ici l'arc acm étant les — de la circonfé-
rence» la hauteur du point considéré est les — de «a'. On obtiendra donc la projection m' de ce point en menant par le
Digjtized by
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point rt, cinquième division ûea'a", une parallèle à x^- jusqu'à la renconlre de la perpendiculaire à xj' menée par m. En opérant de même pour tous les points de division de la base, on obtiendra une série de points tels que m', qu'il suffira de joindre par un irait continu pour avoir la projection de l'hélice.
Pour avoir la projection 'de la tangente au point considéré, '
on prendra, sur la tangente mt au cercle de base, une longueur
mt égale à l'arc acm, c'est-à-dire ici aux — de la circonfé-
rence acbd; t sera la trace de la tangente sur le plan de la base (672). Ce point se projette au point que Ton obtient en Abaissant la perpendiculaire if sur xjr. Par suite, la droite i*m' est la projection de la tangente.
On reconnaît facilement d'après cela que la courbe obtenue touche l'arête af a" en a' et a" y l'arête b' b" en son milieu, et qu'elle est symétrique par rapport à la parallèle à menée par le milieu de b'b". Celte courbe est connue sous le nom de sinusoïde.
f^lJSSVlOA^S PROPOSÉES
sua LE COMPLÉMENT.
1. Deux systèmes homothétiques à un troisième sont homothétiques
entre eux, et les trois centres d'homolhétie correspondants sont sur une môme droite appelée nxe d'homotkétie, ,— Application au cas de itfàA
circonférences ou de trois sphères. »
2. Partager un quadrilatère quelconque en deux parties qui soient dans le rapport de deux droites donnéeSi par une parallèle ou une perpendiculaire à l'un de ses côtés.
Inscrire dans un carré un rectangle d'aire donnée
1. Troinrer sur l'hypoténufle d'un triangle rectangle un point tel, que le carré construit sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur Tun^des côtés de l'angle droit, soit équivalent au rectangle qui a pourdimenskMis les deux segments correspondants de l'hypoténuse.
8. Construire un triangle isocèle équivalent à un triangle donné. 6. Insorire dans un cerdè donné un triangle isocèle dtmt la somme de la base et de la hauteur soft égale à une droite donnée.
(430 COMPLÉMBNT.
^. La droite AB étanl divisée au point C en moyenne ei eitréme raison, démontrer que le rapport des segments AG et CB est incommensurable.
8, On partage une droite donnée en moyenne et eitréme raison ; pu^ le plus grand segment trouvé en moyenne et extrême raison, et ainsi de suite indéfiniment. Vers quelle limite tend la somme des plus grands mente ainsi obtenus?
9» ÂB est divisée au point C en moyenne et extrême raison; sur le ' plus grand segment CA prolongé, on prend AD = CA, et sur GA on prend AE = BC; démontrer que les droites BD et BE sont aussi divisées en moyenne et extrême raison aux points A et C.
10. Démontrer que la différence entre un arc moindre qu'une demicirconférence et sa corde, est plus petite que le cube de Tare divisé par seize fois le carré du rayon.
11. La somme des angles fornaés par les arêtes d'un angle trièdre avec les faces opposées, est comprise entre la somme dos faces et la moitié de cette somme.
12. Si, par un point pris dans l'intérieur d'un ani^'le polyèdre, on abaisse des perpendiculaires sur toutes ses faces, le nouvel angle polyèdre ainsi formé est supplémentaire du premier. ( ^oir les xf*" 537, 538.)
13. Dans tout angle polyèdre convexe de n faces, la somme des angles dièdres est comprise entre m ai in — ^ angles droits.
14. Démontrer (jue le volume d'un tronc île parallélipipède quelconque a pour mesure le produit de sa section droite par la moyenne arithmétique des quatre arêtes latérales.
15. On donne Tarète A d'un prisme triangulaire quelconque ; sur l'une
des arêtes, on prend à partir do la base une longueur x \ sur la seconde arête, on prend de même une longueur et sur la troisième une longueur h. Par les trois points ainsi déterminés, on fait passer un plan qui divise le prisme en deux parties; pour quelle valeur de x ces parties seront-elles équivalentes? .
16. Dans une sphère de rayon donné, mener un plan sécant AlB tel, que le rapport du segment à une base qu'il détermine, au secteur sphérique ayant pour base la même calotte sphérique, soit égal à m\ discussion.
17. Étant donné sur une sphère de rayon R un cercle de rayon r, mener un second cercle parallèle au premier tel, que le rapport du segment compris entre ces deux cercles au cône qui a pour base le second cercle, et qui a pour sommet le centre du premier, soit égal à /»; discussion.
18. D'un point B extérieur à une circonférence 0, on lui mène deux tangentes BA, BÇ, et l'on projette le. pdint de contact C sur ie rayon OA
COMPLÉMENT. ^'il
en D; démontrer que, si Ton fait tourner la figure autour de l'axe AOD, le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC est équivalent au cône engendré par le triangle rectangle BAD, et le segment sphériquo engendré par le triangle mixtiligne DÂC équivalent au volume engendré par le triangle BCD.
19. Connaissant les latitudes et les longitudes de deux lieux de la surface terrestre supposée parfaitement sphérique, trouver, à l'aide d'opérations exécutées sur un globe, la distance de ces deux lieux en degrés.
20. Construire un triangle sphérique, connaissant : 1" Un angle, un côté adjacent et la somme ou la diûérence deâ deuX'
autres côtés;
2** Un côté, un angle adjacent et la somme ou la dilléreuce des deux autres angles;
3** Deux côtés et la hauteur correspondante à Tun d'eux; 4" Un angle, un côté et la hauteur qui lui correspond; * 5^ Son aire, un angle et Vun des côtés adjacents.
. 21, Dans un losange sphérique, les diagonales se cou[)ent à angle droit.
22. Transformer un polygone sphérique en un triangle. spliénque équivalent.
23. Deux triangles sphériques sont équivaleni.s lorsque leurs triangles polaires ont même périiuèlre, et réciproquement.
21. Le lieu géométrique des sommets C des triangles sphériques de même base AB et de même aire, est un arc de pelit cercle passant par les points £ et D, diamétralement opposés aux extrémités A.el B de la base. ' ,
23. Quelle est la plus courte et la plus grande dislance du. centre .de l'ellipse à un point de la courbe?
26. Quel est le lieu du centre d'une ellipse qui glisse entre deux axés t
rectangulaires?
. 27. Quel est le lieu des points également distants de deux circonférences intérieures ou extérieures l'une à l'autre?
28. Quel est le lieu des centres dés. cercles tangents à deux cercles x donnés? — On examinera les différents, cas possibles.
29. Sur les deux tangentes PM, PM', à une ellipse* ou à une hyperbole dont les foyers sont F et F', on prend des longueurs PQ, PQ', respect!- — TSment égales à PF et à FF' ; démontrer que la droite QQ' est égale au grand axe de l'ellipse ou à l'axe transverse de l'hyperbole.
30. Le grand axe de l'ellipse, ou l'axe transrerse de Thypeirbole et une
tangente quelconque interceptent, sur les deux tangentes menées aux extrémités de Taxe de la courbe, des longueurs dont le produit est cônstânt.
31. Des cercles touchent une droite ÂB en un point fixe G, et des points
GOVPLAmrr.
fixes A et B on mène des tangentes à ces cercles; trouver le lieu des points d'intersection de ces tangentes.— Le point C peut être entre A el B ou sur AB prolongée.
32. Soient les deux tangentes menées à Tellipse ou à l'hyperbole par un point extérieur et une troisième tangente quelconque ; démontrer que la longueur interceptée sur cette troisième tangente par les deux premières, est vue de chaque foyer sous un angle constant.
33. Quels sont les lieux géométriques : i" des sommets; 2" des points de rencontre des côtés non parallèles; 3° des points d'intersection des diagonales, des trapèzes construits sur une base fixe, et dans 1ps(jup1s la longueur de l'autre base est donnée ainsi que la somme ou la différence des côtés non parallèles?
34. Construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant : i** ses foyers et un point; 1° ses foyers et une tangente; 3° un foyer, deux points et une tangente; 4° un foyer, un sommet et ime tangente; un foyer, deux tangentes et le point de contact de l'une d'elles; 6** un foyer et trois tangentes ; 7° le centre, deux tangentes et la longueur du grand axe ou de Taxe iransverse.
35. Trouver les points de rencontre d'une droite avec une ellipse ou une hyperbole dont on connaît seulement les foyers et la longueur du grand axe ou de l'axe transverse. — Même problème pour la parabole, connaissant son foyer et sa directrice.
36. Si deux cordes de la parabole ae coupent, les produits de leurs segments sont dans le rapport des rayons vecteurs des extrémités des diamètres qui leur sont conjugués.
37. La tangente en un point de la parabole rencontre la direotrioe et la corde menée par le foyer perpendiculairement à Taxe, en des points équidistants du ibyer.
38. Si d'un point pris sur une tangente à la parabole on mène une autre tangente à la courbe, l'angle compris entre cette tangente et la droite menée du même point au foyer est constant.
39. Si le diamètre de la parabole mené par le point M rencontre la directrice en K et la corde menée par le foyer parallèlement à la tangente MT en H, on a
IfK = Vil.
iO. Quel est le lieu du point d'intersection du diamètre mené en un point de la parabole, avec la corde tracée par le foyer parallèlement à la tangente au même point?
41. AB et AC étant deux droites rectangulaires, on mène la droite quelconque AR et la parallèle fixe GR à AB; puis on prend sur AJl un
point M tel, que son ordonnée MQ par rapport à AB soit ég^le à CR ; quel est le lieu du point M?
42. On considère dans un cercle un diamètre fixe AOB et un rayon quelconque OC ; D étant le milieu de la corde CE menée parallèlement au diamètre fixe, on demande le lieu du point d'intersection des droites OC et AD.
43. Le cercle déterminé par les points d'intersection de trois, tang^tas à la parabole, passe par le foyer.
44. Du sommet S, on mène deux droites rectangulaires qui viennent rencontrer la parabole aux points M et M'; le paramètre a/> est la moyenne proportionnelle des abscisses des points M et M'.
45. Quel est le lieu du centre du cercle inscrit dans le secteur circulaire AOB, dont l'un des rayons OÂ est fixe et dont l'autre OB est
mobile?
. 46. Sur une corde de la parabole comme diamètre, on décrit un cercle qui coupe la parabole en deux autres points; si Ton joint ces points, les deux cordes considérées interceptent sur l'axe de la courbe une longueur
égale au paramètre ip.
JUl, Si l'on tire par le sommet de la parabole dea cordas à angle droit Tune sur l'autre et qu'on construise -sur ces cordes un rectangle, «piel est le. lieu de son quatrième sommet?
48. Quel est le lieu des points également distants d'une droite et d'une circonférence données?
49. Quel est le lieu des points dont la somme ou la différence des dis> lances à un point fixe et à une droite fixe est constante?
SSO. Construire une parabole, connaissant : i* le foyer ou la directrice et deux points; a* le foyOr ou la directrice, un point et une tang»te; 3" le foyer ou la directrice, une tangente et son point de contsct; 4* lo foyer ou la directrice et deux tangentes; 5* trois tangentes, parmi les« quelles la tangente au sommet; 6* quatre tangentes.
M. Si une parabole roule sur une autre parabole égale, les sommets étant d'abord confondus, le foyer de chsque courbe trace la directrice de Tautre.
52. Si les tangentes PM, PM', à la parabole sont coupées en Q et en Q' par une troisième tangente, on a
PQ q;m;
QM PQ' '
53. Deux paraboles égales qui ont même foyer et leurs axes dirigés en sens contraires, se coupent à angle droit.
54. 0ee extrémités d'une corde focale de la pambole on abaisse des
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perpendiculaires sur une droite quelconque de son plan ; la somme des rupiK)rts de chaque ordonnée au rayon vecteur correspondant est constante.
55. Les carrés des perpendiculaires abaissées du foyer de la parabole sur deux tangentes, sont proportionnels aux rayons vecteurs des points de contact.
56. Si par le point de contact d'une tangente à la parabole on tire uno corde, puis qu'on trace une autre droite parallèle à l'axe, la portion de cette droite comprise entre la tangente et la corde sera divisée par son point de rencontre avec la courbe dans le même rapport que cette droite elle-même divise ta corde.
■57. Par deux points d'une surface cylindrique, on peut faire passer
une infinité d'hélices.
58. Deux hélices tracées sur un cylindre de révolution se coôpent orthogonalement; on donne le rayon du cylindre et le pas de l'une des hé<
lices, trouver le pas de Tautre.
59. Des extrémités Â et Â' d'un diamètre de la section droite d'un cylindre de révolution, partent deux hélices orthogonales dont le pr«siier point d'intersection est en M; trouver, en fonction du pas h de la première hélice et du rayon R du cylindre, l'aire mixliligne -\MA'. — Quel doit être le pas // pour que l'aire AMA' soit maximum? Le rayon du cylindre étant un décimètre, évaluer à un millimètre carré près cette aire maximum.
ENTRE ELLES
1. Dans le n* 117 nous avons 6X{»liqué comment on mesure une gran* denr commensurable avec l'unité; considérons maintenant une grandeur incommensurable avec Tunilé choisie. ^
Concevons Tunité décomposée en un nombre quelconque n de parties égales entre elles et moindres que la grandeur à mesurer G. En prenant I, a, 3, 4j • • •« de ces parties, on formera une série de grandeurs
(i) A,, Aj, Aj, A^,..*, A|,, A,(^,,*«.,
croissant au delà de toute limite et mesurées respectivement par les nombres
On trouvera donc, en allant assez loin dans la série (i), deux grandeurs consécutives A,^ et A^^^, qui comprendront la proposée G. En substituant à G soit A^, soit Aj^^ ,, on commeltni une erreur moindre que la différence Aj^,— A^, c'est-à-dire aussi faible qu'on voudra, puisque celte différence, qui ( Si la n'"'" partie de l'unité, peut être diminuée à volonté eu prenant // assez grand.
La grandeur G étant la limite commune des grandeurs commensurables A^ et A^^,, le nombre qui la mesure est, par définition, la limite cona-
mune des nombres - et — ^ qui mesurent Âj^ 6t.A|^, ; et en prenant soit soit ^*^' pour le nombre qui mesure G, on aura de ce nombre une
valeur, par défaut ou par excès, approchée à moins de^» c'est-à-dire une
valeur qu*on pourra, en faisant croître rendre aussi approchée qu'on voudra.
2. Un nombre est dit commenstmible ou incommensumble suivant que la grandeur dont il exprime la mesure est commensurable ou incommensurable avec l'unité adoptée. Les nombres commensurables sont les nombres entiers et les fractions.
Le résultat d'opérations à effectuer sur des nombres incommensurables peut être obtenu avec telle approximation qu'on veut, en substituant à ces nombres des valeurs commensurables sufBsamment approchées; en d'autres termes : ie résultat d'opérations à exécuter sur des nombres in-
ROTES
commensurables est la Umite det résultats obtenus en substituant à chacun d'eux des vtdmurs cômmensurtdfles de plus en fdus approchées*
3. Pour compléter la démoDStration du n* 119, il faut considérer lé cas où le rapport de A à B, c'est-à-dire (118) le nombre par lequel il fout mjiltiplier B pour avoir A, est incommensurable. Désignons-le parr, et appelons m le nombre qui mesure A, B étant pris pour unité. Soient
d'ailleurs ^ et — ~-- tieux valeurs approchées à moins de j l'une par
défaut, l'autre par excès, du rapport r. On aura alors (118)
* il «
Le nombre m qui mesure A sera donc compris entre les nombres^ et
^ ' qui mesurent les deux grandeurs B • - 1 B • ^ B étant l*unité.
Donc les nombres m et r, étant compris l'un et l'autre entre deux nombres^ et qui différent aussi peu qu'on veut pour n assez grand , ne sauraient avoir une diflérenee assignable.
4. Pour compléter la démonstration du n° 125, il faut considérer le.
cas où le rapport—, est Incommensurable. Soient - et deux valeurs
approchées de ce rapport à ^ près, Tune par défaut, l'autre par excès. On aura
d*où, en désignant par « la partie de a*,
i(a <a < (it-l- 1) « et af=ina.
Mais si 6 est la valeur de B qui cx)rrpspond i\ la valeur a do A, aux valeurs /•a, (X -f-i)a, //a, de A correspondront respectivement les valeurs (X 4- i) ç, «6, de B. On aura donc, puisque, d'après l'énoncé, à une plus grande valeur de A correspond nécessairement une plus grande valeur de B,
it6<^<(X4-i)6 et ^' = «6,
e*eBl-à-dire
n n n tr n
Par suite, les deux rapports pi étant compris entre deux nombres ^
et ^4-^ qui, pour n assez grand, diffèrent aussi peu qu'on veut, ne sauraient avoir aucune différence assignable.
NOTIONS SUR LE LEVÉ DES PLANS ET L*AEPENTAÛE
Pmgbammb officiel : £ei>é au mètre. ~ Levé au graphontètre, — Levé à Véquerre d'arpenteur, — Levé à la planchette, jiire approchée d^une figure plane Hmiiée par une tourbe queteonque» — Fhlume approché d'un solide limité par une surface quelconque,
Ob/et du levé des plans,
1. En un lieu quelconque, on appelle verticale la direction du fil à plomb, et plan horizontal tout plan perpendiculaire à la verticale.
La terre a sensiblement la forme d'une sphère dont le contre est le point de concours de toutes les verticales; mais comme il faut se déplacer de 7. kilomètres sur la surface de notre globe pour que l'angle des deux verticales atteigne une minute, on doit, dans les opérations ordinaires de la topographie, supposer parallèles toutes les verticales, et par suite tous les plans horizontaux, aux divers points du terrain que Ton se propose de représenter.
On nomme fdan d'un 'terrain la projection de ce terrain sur un plan horizontal, ou plutôt une figure semblable à cette projection horizontale. Lever lè plan d'un terrain, c'est exécuter toutes les opérations nécessaires pour tracer cette figure sur le papier.
Dewription des wstrunœnts employés,
2. Jalon. — Sur le terrain, on indique la direction d'une ligne droite par des jalons, bAlons ferrés à la partie inférieure, que l'on plante dans le sol, et qui portent à leur extrémité supérieure une fente dans laquelle on insère un morceau de papier blanc destiné à rendre le jalon visible de loin. Théoriquement, il suffit de placer un jalon à chacune des extrémités de la droite ; mais si ces points extrêmes sont trop éloignés, on place sur la droite un ou plusieurs jalons intermédiaires. Pour que trois jalons soient exactement en ligne droite, il faut que le second jalon cache le troisième à l'oeil d'un observateur placé près du premier.
3. Chaîne et'fichcs. — Pour mesurer les distances, on se sert d'une chaîne, de lo mètres de long, composée de cinquante diaînons B, C, . . . ou liges de fer assemblées par des anneaux de môme métal {f^- 393); l'intervalle compris entre les centres de deux anneaux consécutifs est de 2 décimètres ; les anneaux A placés de mètre en mètre sont en cuivre, et
odui qui occupe le milieu de la chaîne est muni d*an petit appendice E : ces distinctions entre les anneaux facilitent la lecture des fractions de décamètre. La cbatne est munie à 'chacune de ses extrémités d'une poignée A dont la longueur est prise surodle du chaînon adjacent B qui est plus court que les autres.
Concurremment avec la dlaiQ^ on emploie dix ficlies [fiff. 394 }t petites tiges en fil de Ter terminées d'un côté par.un anneau, de l'autre par une pointe. •
Fig, 393. . -
Fig. 394.
Pour mesurer la distance qui sépare «deux jalons P et Q, le cha^ne^r d'avant part du point P et se dirige vers le point Q, en tenant d'une main une poignée de la chaîne et de Vautre les dix fiches; puis,^ tandis que le duOneur arrière applique l'autre poignée contre le jalon j^, le chalnèur
d'avant tend la chaîne sur le sol, et, après avoir obéi aux signes que liii fait le chaineur d'arrière pour l'amener dans l'alignement PQ, il planté dans le sol une flche qui touche intérieurement Ip bord de la poignée. Les deux opérateurs se relèvent et s'avancent jusqu'à ce que le chaîneur d'arrière arrive près de la fiche, contre laquelle il applique le bord extérieur de la poignée, et l'opération recommence à partir de cette fiche comme à partir du jalon P; seulement, le chaineur d'arrière ramasse la fiche au moment où il quitte l'emplacement de cette fiche. Lorsque le chaineur d'avant plante sa dernière fiche, la distance parcourue est de 100 mètres. On porte alors encore une fois la chaîne au delà; le chaineur d'arrière ramasse la dixième fiche en plaçant avec soin le bord de la poignée au point même où se trouvait la fiche ; le chaineur d'avant, aban^ donnant la dialne sur le solj vient prendre les dix fiches, puis, retour^ nant à son poste, il tend la chaîne, plante une fiche, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'il reste moins de i décamètre pour atteindre le jaloii Q. Pour évaluer la fraction de décamètre, le chaineur d'avant place sa pmgnée contre le jalon Q, et le diaîneur d'arrière, abandonnant sa poignée^ tend hi chaîne entre lé jalon Q et la dernière fiche plantée; cela fait, il compte, à partir du jalon Q, les anneaux de cuivre, puis les anneaux de fer compris entre le dernier anneau de cuivre et la fiche, et il évalue à l'œil la fraction du dernier chaînon employé; il ramasse alors la dernière fiche et compte les fiches qui se trouvent à ce moment dans sa main. Si l'on a édiangé trois fois le paquet des dix fiches, si le chaineur d'arrière
lient à la fin sepi^fiches, et si entre la dernière fiche et le dernier jalon U a compté six anneaax de cuivre, deux chaînons et un quart de chai- • non, la distance mesurée est
L'erreur commise \vàv deux chaineurà exercés ne doit pas dépasser 1 décimètre par hectometro.
Nous avons suppost' le terrain horizontal : si l'on descendait une pente sensible, le chaîneur d'arrière tiendrait toujours sa poignée prèà du sol, mais le chaineur d'avant élèverait la sienne de manière à tendrp la chaîne à peu près horizontalement ; puis, à l'aide d'un fil à plomb, il déterminerait le point du sol où se projette l'extrémité de sa poignée et où le chaineur d'arrière doit placer la sienne dans l'opération suivante. De cette fisçon on mesure, non la distance des deux points, mais sa projection horizontale, qui est seule nécessaire, d'après ce que nous avons dit, pour lever le plan.
Fig. 395. Fig. 396. Fig. 397.
A. Équcrre (C arpenteur. — Cet instrument se compose d'une petite boîte en cuivre AA 396, 39O, 397 ) ayant la forme d'un prisme régulier à
Hom.
huit pans ; dans cette boite sont pratiquées quatre fentes suivant des génératrices diamétralenient q»po6ées deux à deux, de telle sorte que le plan de deux fentes opposées soit perpendiculaire au plan des deux autres.
Dans les équerres soignées, chaque fente est remplacée par une pinnule; on appelle ainsi une double ouverture composée d'une fente étroite ou œiBeton et d'une fenêtre plus large divisée en deux par un fil lendu dans le prolongement de la fente; deux pinnules opposées sont telles, que l'œilleton de chacune d'elles réponde à la fenêtre de l'autre. Cette boîte prismatique est vissée inférieurement sur une douille D ou tige creuse en cuivre, dans laquelle on engage l'extrémité supérieure du bâton ferré B qui porte 'rinstrument et qu'on plante vorticalemeni (hins le sol.
L'équerre sert à mener sur le terrain une perpendiculaire, par un point donné C, sur une droite donnée AB,
Si le pointe est sur la droite AB [fg. 398), on place l'instrument en ce point de manière que l'un des plans de visée coïncide avec celui des jalons A et B; il iaut pour cela qu'en plaçant Tœil successivement à l'un et à Vautre des deux oeilletons situés dans ce plan de visée, on voie le fil de la fenêtre opposée couvrir d'un côté le jalon A, de Tautie le jalon B. Cela étant, Tobservatenr se place à l'un des deux œilletons non encore employés, et il envoie, sur Talignement déterminé par cet œilleton et le fil opposé, un aide placer un jalon qui, avec la position actuelle de Téquerre, détermine la perpendiculaire demandée.
Si le point C est extérieur à la droite AB [fg. 399), on détermine approximativement et à vue le pied de la perpendicidaire, et l'on dispose réquerre en ce point de Diçon que Tun des plans de visée coïncide avec le plan des jalons A et B; puis, si par Toeilleton de Tautre plan de visée on aperçoit le fil opposé couvrir le jalon G, c'est qu'on a exactement le pied de la perpendiculaire. Sinon, si le jalon C apparaît, par eifflnple, à gauche du fil, c'est qu'on est trop à droite; on avance alors réquerre vers la gauche sur l'alignement^; si le jalon C ap})araît alors Il droite, c'est qu'on a trop avancé l'équerre ; on la recule en lui donnant une position intermédiaire, et ainsi de suite jusqu'à ce que le jalon C soit
Fig. 398.
Fie- 399-
couvert par le fil. Ce lâlonnement n'est pas long pour un observateur un peu exercé.
5. Graphowètre . — Le graphomètrc sert à mesurer les angles sur le terrain ; il se compose [Jîi;. 400) d'un demi- cercle en cuivre A dont le bord ou limbe est divisé en degrés et demi-degrés; autour du centre o pivote une règle ou alidade B portant à ses deux extrémités et perpendiculairement
Fijj. ^00.
à son plan deux pinnules b qui déterminent un plan de visée auquel on peut donner la direction d'un diamètre quelconque du limbe. Le diamètre qui termine le demi-cercle porte aussi à ses extrémités deux pinnules c fixes qui déterminent un plan de visée dirigé suivant la ligne o" -i8o".
ROTBS.
Tout le sysïème rapose sur une courte tige en cuivre tenninée par une sphère; cette sphère est prise entre deux mâchoires hémisphériques G que i*on peut serrer plus on moins à Taide d'une vis; ce support qui permet d'orienter à volonté le plan du limbe est connu sous le nom de genou à coquilles; il fait oorps avec une douille qu'on pose sur un pied à trois branches.
Pour mesurer un angle BAC, on place le centre de l'instrument au sommet A, et Ton amène le plan du limbe à contenir les points B et C, ce que l'on vérifie très-aisément en plaçant son œil près de ce plan; puis on dirige successivement l'alidade fixe vers le point B, l'alidade mobile vers le point C, et on lit sur la graduation la valeur de l'arc compris entre les deux lignes de visée. La manière de faire cette lecture exige quelques explications. L'alidade mobile porte à ses extrémités un jwrmer^ c'est'à-dire une petite graduation contenant qdnie divisions équivalentes à quatorze de celles qui, sur le limbe, indiquent des demh>degrés ; chaque di-
vision du vernier vaut donc i i e ) demi-degré, c'est-à-dire un demi-
degré moins 2 minutes. Gela étant, supposons que le zéro du vernier, qui correspond à la ligne de visée de Talidade mobile, .tombe entre 37* ^ et 38*, et que ce «oit la cinquième division du vernier qui coïncide exactement
avec une division du linibe ; le n** 4 du vernier dépassera alors de 2 minutes la division précédente du limbe, le n° 3 dépassera de 4 minutes la division * anté-précédente du limbe, et ainsi de suite, de sorte que le zéro du vernier dépassera de 10 minutes la division du limbe qui marque 37** \; l'angle mesuré vaudra donc 37"3o'-}- 10' ou 3"" 40' à 2 minutes près.
Dans le levé d'un terrain, ce n'est pas l'angle BAC qu'il faut mesurer, mais sa projection horizontale, c'est-à-dire l'angle rectiligne du dièdre formé par les plans verticaux qui passent par AB et AC. A cet etlet, le centre de rinslrument étant en A, au lieu d'amener le limbe à contenir les points B et C, on rend ce limbe horizontal à l'aide d'un niveau à bulle d air; pour que le demi-cercle soit horizontal, il suffit qu'en plaçant le niveau sur ce cercle, dans deux positions différentes, la bulle d'air vienne chaque fois au milieu du niveau, car le plan, ayant alors deux droites horizontales, est horizontal.
Si les différences de niveau du sommet A et des points B et C étaient alors trop fortes pour qu'on oessftt d'apercevoir à travers les pinnulee les jalons B et C, il fîudrait employer un graphomètre dans lequel les alidades à pinnules seraient remplacées par des alidades i lunettes plongeantes.
6. Planchette. — Cet instrument consiste dans une petite table carrée, en bois, A, sur laquelle on colle la feuille de papier qui doit recevoir le plan, et qui est reliée à un pied à trois branches par un genou à la Cugnot. Ce genou {^g. 401) est composé de deux cylindres dont les -nxes f et/' sont à angle droit, et autour desquels on peut faire tourner succès-
flivement la planchette; g et g' sont deux écrous qui, sui^nt qu'oa les serre ou qu'on les desserre, arrêtent ou laissent s'effectuer ces deux mouvements, qui permettent, à l'aide d'un niveau à bulle d'air, de rendre la planchette horizontale. La planchette A ne repose pas immédiatement sur le genou ; elle fait corps avec une seconde table C, qui peut tourner horizontalement autour de son centre en glissant sur un plateau circulaire D qui est fixé invariablement au genou à l'aide de deux collets H et H. Une vis de pression e permet, suivant qu'on la desserre ou qu'en la serre, de faire mouvoir la planchette horizontalement ou de la relier d'une manière inébranlable au plateau D.
Sur la planchetle, on pose une alidade à lunette ou à pinnules qu'on fait tourner autour de tel point qu'on veut à l'aide d'une épingle plantée en ce point et contre laquelle on maintient un de ses bords.
Fig.401.
Pour tracer sur la feuille de dessin 1 angle des deux plans verticaux déterminé par deux jalons B et C et un point A du terrain, on porte la planchetle au-dessus du sommet Â; on la rend horizontale, puis, en desserrant la vis on la lait tojirner jusqufà ce que le point du papier que Ton veut prendre pour sommet de «l'angle se projette au point Â du sol. On fixe une épingle en ce point du papier, et en faisant tourner le bord de l'alidade autour de cette épingle, on vise successivement les jalons B et C, en ayant soin, après chaque visée, de tracer au crayon un trait, le long du bord de l'alidade qui s'appuie sur l'épingle : ces deux traits figurent l'angle detnandé. Il n'est pas indispensable que l'épingle se projette très-exactement sur le point A du sol : une erreur de 3 ou 4 centimètres n'influe pas sensiblement sur les résultats, vu l'échelle à laquelle on opère ordinairement.
KOTBS.
Priiici^jcs (les iiiétiiodcs suivies dans le lève des phius.
7. Toutes les manières d'opérer dans le levé des plans se raltachent eti définitive à deux méthodes principales dites, l'une méthode par intersections, Faulre méthode de cheminement.
Soit, par exemple, à lever le plan d*an polygone ÂBCDB... (Jfg, 4o3).
Pour opérer par intersections, on choisit sur le terrain deux points M et N d'où Ton aperçoive tous les sommets A, B, C, D, E,. . . . En se plaçant en M, on mesure les angles que la droite MN fait avec les rayons visuels menés de H aux divers points A, C, D, E,. . puis on mesure MN, et arrivé en|N, on mesure les angles que la droite NM lait avec les rayons visuels menés de N aux sommets A, B, ,C, D, B,. . . . Un sommet quelconque du polygone A6CJ)E . . . , B par exemple, est alors déterminé de position par rapport à la Ifose MN, puisqu'il est rinlersection de deux droites MB, NB, qui font avec HfN des angles connus. La base MN doit avoir une étendue assez grande; elle j^eut être un côté ou une diagonale du polygone, ou une droite située dans le voisinage des points à lever.
Pour opérer par cheminement ^ on part do l'un dos sommets A et l'on mesure successivement les côtés et les angles du polygone; le polygone sera ainsi détermine, mais il importe à la fin de l'opération, lorsqu'on est revenu au j^oint de départ, de vérifier si la somme des angles mesurés tait autant de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins deux. Si cette vérification laissait une erreur notable, il iaudrait recommencer en tout ou en partie.
La méthode des intersections est très-expéditive : elle est avantageuse dans le cas des terrains découverts, pour la détermination des pointsinaocessibles, etc.; il faut avoir soin toutefois que les angles sous lesquels se coupent les deux droites qui déterminent chaque point ne soient pas trop petits.
La méthode de dieminement permet de suivre les sentiers, les clôtures, les cours d*eau ; elle est seule applicable aux terrains qui offrent des obstacles à la vue.
On emploie d'ailleurs souvent simultanément les deux méthodes dans un même levé, suivant les parties du terrain que Ton veut représentor..
8. Ces principes posés, voici la manière de mettre en œuvre les deux méthodes suivant les instruments qu'on emploie.
Levé aa mètre ou à la chettne. — On peut opérer avec la chaîne seule, et tout revient à expliquer comment on peut alors mesurer un angle. A partir du sommet, on mesure sur les côtés deux longueurs égales ou inégales; puis, la distante qui sépare les extrémités des deux longueurs ainsi mesurées sur les côtés. L'angle inconnu appartient- ainsi à un triangle dont on connaît les trois côtés.
On conçoit que ce procédé fort long ne doit être appliqué qu'aux levés de peu d'étendue; il est utile snrtoul dans le levé des bàliments, où Ton opère avec un décamètre en toile ou un nibnn métallique. Il sert aussi à rattacher certainâ détails aux lignes principales déjà levées par une autre méthode.
Levé à l^équcrrc (Varpcntvur. — On détermine à l'équerre [ft^. 4o'2), sur une base OX indiquée par deux jalons 0 etX, les pieds A, B, C, D, E. des perpendiculaires abaissées des sommets />, c, r/, f, du polyi,'onc à lever; puis on mesure à l aide de la chaîne les longueurs OE, EA, AD, DB^BC, et les perpendiculaires ka^ Bé, Ce, D^/, £e. U est clair que cette tnétbode n'est au fond que la méthode par intersections; car les perpendiculaireg sont les distances au point 0 des projections A', B', C\ D', £', des sommeis, sur un second axe OY perpendiculaire à OX,. et chaque sommet du polygone se trouve à Tintersection de deux droites, Tune perpendiculaire à OX, Tautre perpendiculaire à 0Y>
Ce procédé est utile pour rattacher certains- détails à une lig;ne principale déjà connue OX; il sert dans le tracé des routes, dans le relèvement -des rues, des boulevards, etc.
Levé au grapfwmètre. — Le levé à la chaîne et au graphomèlre est le plus précis ; il n'exige d'ailleurs aucune explication nouvelle : on peut opérer par cheminement ou par intersections.
Levé à la planchette, ~ Ce procédé est le plus expéditif, lorsqu'on opère par intersections; ïnais il est moins exact que le précédent.
Pour lever par intersections, à l'aide de la planchette, un polygone ÂBCD£... {Jig* 4o3), on mesure la base et on trace sur la planchette
une droite mn, qui représente la base MN \\ l échelle adoptée. Cela fait on met la planchette en stiition au poiiiî M, de manière (jue /// se projette en M, et que la droite w/< soit dirigée suivant MNj puis, avec l'alidade, on
trace \é& lignes mb\ me — , qui répondent aux rayons visuels MB, UC,.'..; on porte ensuite la planchette en N, de manière que n se projette sur N et que nm soit dirigée suivant NM, et à l'aide de l'alidade
on trace les droites nh, ne,,.., qui répondent aux rayons visuels NB, NC,.... En réunissant par des lignes droites les points b, r,..., obtenus, on a sur I0 feuille do papier le plan du ])nlygone à Téchelle voulue.
Nous n'avons rien à ajouter sur la marche à suivre pour opérer par cheminement. D'ailleurs la méthode de cheminement ne doit être appliquée à la planchette que dans les cas forcés, à cause des nombreuses mises en station qui exigent beaucoup de temps et entraînent des aecumulations d'erreur.
On peut, avec la planchette, suivre dans certains cas un troisième pro-* cédé dit jjar rdyonneiucnt et qui consiste à mettre l'instrument en stntion vers le centre du polygone et à diriger l'alidade vers tous les sommets. Apres avoir tracé au crayon les lignes correspondantes, on mesure sur le terrain les distances qm séparent la station des divers sommets du polygone, et en rapportant sur la feuille de dessin, à partir de l'épingle, ces longueurs à l'échelle adoptée, on obtient les divers sommets du polygone, qu'il ne reste plus qu*à joindre deux à deux par des droites.
Marche à sitivre pour lever un terrain; ievé du canews et des détaâs:
9. Lorsqu'on a un terrain à lever, on doit commencer pa^* choisir dans toute son étendue un certain nombre de points remarquables, convenablement espacés, et formant un polygone ou un assemblage de polygones contigus, auquel on donne le nom de canevas. On lève ce canevas, puis on rattache à ses divers côtés tous les détails qu on fait ligurer sur le plan. Cette séparation de Topéralion en deux parties évite l accumuiation des erreurs.
Le levé du canevas doit être fait avec un très-grand soin ; il conv'ent de l'exécuter au graphomètre et à la chaîne, soit par cheminement, soit par intersections, soit par ces deux méthodes combinées; on peut aussi reffectuer à la planchette, mais toujours un peu alors aux dépens de l'exactitude.
Quant aux détails, on peut les relever, soit au graphomètre, soit à l'équerre, soit au mètre, comme nous l'avons expliqué; mais le mieux et le plus court est d'employer» si Ton peut, la planchette, en opérant pat intersections et en prenant pour base de chaque levé partiel un côté du canevas.
. Lorsqu'on a terminé toutes les opérations sur le terrain, il ne reste plus qu'à dessiner, d'après tous ces documents, le plan du terrain sur une feuille de papier; cette opération n'exige aucune explication, et il nous suffît de renvoyer à tout ce que nous avons dit sur les constructions
graphiques dans ia Géométrie plane. Nous ajouterons seulement un mol sur les échelles employées. Les échelles prescrites dans le service des Fonts et Chaussées sont
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On emplDiB encore Téchelle ^ pour les plans des portions de villes ou villages traversées par des routes, l'échelle — pour les ouvrages d*art compliqués, et enfin les échelles irr* --9 pour certains détails relatifs
dO 10 V
«1 matériel des chemins de fer, à certains ouvrages en charpente, etc.
10. Varpentagc a pour objet la mesure de l'aire d'un. terrain; on suit pour cda k méthode indiquée pour le levé à Téquerre.
Si le térrain a la forme d'un polygone (7%. 4o4)« après avoir placé des jalons aux sommets, on prend pour base la plus grande diagonale, sur la-
quelle on détermine à Téquerre les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets du polygone; puis on mesure successivement à la chaîne les divers fragments de la base et les diverses perpendiculaires. On a donc tous les éléments nécessaires pour calculer les aires des trapèies rectangles et des quatre triangles extrêmes dans lesquels le terrain se trouve décomposé.
Si l'un des côtés du polygone est très-grand par rapport aux autres, on peut le prendre pour base.
Si le contour est curviligne [Jîg. 4o5), on inscrit dans ia courbe un polygone en faisant le tour du terrain et plantant des jalons assez rapprochés pour que les parties extérieures à ce polvîiune n'aient pas une étendue trop considérable. On mesure le polygone comme nous venons de l'expliquer, puis, pour évaluer les segments tels que A/;/B, on divise la corde AB en un nombre de parties égales assez grand pour qu'en élevant des perpendiculaires sur la corde, les [»ortions de courbe interceptées puissent être assimilées à des lignes droites. Connaissant la longueur d'une division de la corde et les diverses perpendiculaires, on calcule les
trapèzes -el les deux triangles extrêmes qu'on a formés. Ce procédé, connu sous le nom de méthode des trapèzes, est presque toujours suffisamment exact; nous donnerons d'ailleurs dans l'article suivant une%iéthode plus précise pour évaluer les aires terminées par des courbes.
Fig. 4o5. Fig. 4o6.
Enfin, si l'intérieur du terrain est inaccessible (^.406), on Pentours d'un rectangle, et l'on retranche de l'aire de ce rectangle Taire do la figure comprise entre le contour du terrain et les côtés de ce quadrilatère, après qu'on a évalué cette aire par décomposition en rectangles et trapèzes, à Taide de porpendiculairos abaisséesdes sommets du polygone - sur les côtés du rectangle extérieur.
Aire approchée d'une figure plane terminée par une courbe quelconque,
1 ) . R et B' désignant les bases d'un trapèze, B" la parallèle équidis^ tante de ces bases et h la demi-hauteur, on peut exprimer l'aire du trapèze par la formule
qui se réduit en efiet à la formule connue A (B -H B'), lorsqu'on y remplace B* par sa valeur ^(B + B').
Cela posé, soit à évaluer apjjioximdLivement l aire comprise entre un arc de courbe quelconque AB, une droite (ixe XY et les perpendiculaires AA', BB', abaissées sur cette droite par les extrémités de l'arc AB [Jig. 407).
Fig. 407.
X t> G~ V if T 0' ff V v'v r î Supposons d'abord que l'arc AB soit , dans toute son étendue, concave
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vers la droite XY. Divisons la base A'B' en un nombre pair de parties égaleSt en dix par exemple, et par les points de division C, IV, E', F, G', H', r, K', L', élevons des perpendiculaires à XY. Désignons respectivement par Xv /tt Xit""* Jii» 1^ perpendiculaires ou ordonnées kk!^ GC', DD',. . BB', et par h la distance constante de deux ordonnées conséeu- ^ tives. C, étant le point où la corde AD coupe GG', on aura pour l'aire^ du trapèze rectiligne ADD'A'
|(AA'-hDD'+4C.C');
mais ce trapèze est moindre que le trapèze curviligne AGDD'A', et il convient de l'augmenter; on est ainsi conduit ù remplacer G^G' par CC', et à prendre pour valeur approchée de l'aire du trapèze curviligne AGDD'A' Texpression .
En prenant de même
I (Jî+Z^H- 4 V,), -jt/^H- 4.r,.)
pour expressions des aires des trapèzes curvilignes DFK' D', FHH'F', HKK'H', KBB'K', et faisant la sonnno, un obtient pour valeur approchée de Taire demandée
On retiont aisément celle formule, altribuée à Simpson, en la mettant sous la forme
(?) S=|(E4.aI + 4P).
dans laquelle E désigne la somme des deux ordonnées exlrftmes, I la somme des autres ordonnées de rang impair, et P la somme de toutes les ! ordonnées de rang pair.
Si Tare AB était convexe dans toute son étendue vers la droite XY, une • marche analogue conduirait à la même formule. Si cet arc était en partie concave et ( n partie convexe, en faisant passer une perpendiculaire à XV parle point d'inflexion, on mesurerait, d'après la règle précédente, les aires situées de part et d'autre de cette perpendiculaire et on en ferait la somme.
Pour le quart de cercle de rayon i, on trouve, en divisant le rayon en
MOTES
dix parties égales,
= 0,995 Sso-'jSiS
Foàune approcfié d'un soUde limité par une surface quekonçue.
Nous démontrerons d'abord un. théorème préliminaire ;
12. Le volume de tout polyèdre ayant pour bases deux polygones quel" conques situés dans des plans parallèles, et pour faces laténUes des trapèzes ou des triangles^ est exprimé par la formule
dans loffucllc H désigne la dcnii-distance des deux plans parallèles y B la base inférieure du polyèdre, B' la base supérieure, et B" la section équidistante des deux bases.
En effet, soient L,M,N,P,Q, la section équidislanle des bases 408)
Fig. /|o8.
et S un point pris à volonté dans rintérieur de celle section. Le polyèdre peut être décomposé en pyramides ayant pour bases ses diverses faces et pour sommet commun le point S. Les volumes des deux pyramides
Bil
qui rcpoâenl sur les bases B et B' ont évidemment pour mesures-^» B'U
-g-î et il reste a évaluer les volumes des pyramides qui reposent sur les
faces latérales. Soit donc LMM'L' une quelconque de ces faces, par exemple celle qui répond au côté L,]M, du polygone L,M,N, P, Q, ; pour raisonner d'une manière générale, nous supposerons que celle face soil un Iraptie (si c'était un triangle, l'un ôo< rôtés païalléles LM ou L'M' serait nul). Abaissons du point S la perpendiculaire SU sur le plan de la face LMM'L';
ROTIS
dans ce plan, menoife par le point 0 la perpendiculaire TOI, à L,M, ; la droite SI, sera perpendiculaire à L, M, ; en6n, menons l'K^ perpendiculaire au plan de la section L, M, N, P, Q, : l'Ki sera la moitié de la distance H des bases du polyèdre. Gela poâé, la yramide SLMM'L' a pour mesure
L,M,.'2ri,.isO.
Or, le produit l'I, .SO peut être remplacé par le produit SI,.rK, qui, comme lui, exprime le double do Taire du triangle ri. S; on a donc, pour le vidome de la pyramide,
£îàL,M..SI, = ïï.4SL,M,.
Donc, pour avoir la somme des voluçies des pyramides qui reposent
sur les faces latérales du polyèdre, il faut moltipUer par quatre fois la
somme des triangles qui ont S pour sommet commun et pour bases les
côtés de la section L,M,N,P,Q„ c'est-à-dire multiplier par ^ quatre fois Taire B* de cette section.
f3. Voici une première application de ce théorèiie.
Les amas de pierres, les fossés ou cuvettes établies de distance en distance le long des routes, les tombereaux, etc., sont terminés haut et bas par deux rectangles parallèles LUNP, L'M'N'P', et latéralement par quatre trapèzes UOTU, UNN'H', NPFN', PLL'P'. Exprimons le volume d'un pareil corps en fonction de la distance h des plws des deux rectangles et des dimensions a et a' et b\ de ces rectangles (J!g, 409). .
Fig. 409.
La section L, M,P, Q, équidistante des bases est un rectangle dont les
^dimensions L| M|, L, P,i sont évidemment égales à ^ (a -h «' } et ^ -H b' ).
Le volume du corps est donc, en vertu du tbéorème précédent, donné par la formule
que Ton peut écrire de la manière suivante :
44? • NOTIg.
Pour hf = o, le volomb se réâwt à
et le corps a la forme qu'on donne dans les parcs d'artillerie aux piles de JMulets rectangulaires.
44. Comme seconde applioation, proposons-nous d'évaluer approximativement le volume compris entre une surfiice quelconque et deux sec»
tions latérales parallèles.
La formule (3) du n** i2 étant identique à la formule (i) du n^ 11, si l'on fait entre les sections extrêmes un nombre impair de sections parallèles équidistantes, et si l'on répèle pour les volumes le raisonnement qui nous a donné la formule de Simgeon pour les aires, on trouve
V=S(E-Hal + 4P),
11 désignant Tintorvalle de deux sections consécutives, E la somme des aires des deux sections extrêmes, I la somme des autres sections de rang ifl^pair, et P la somme de toutes les sections de rang pair.
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