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COURS COMPLET DE MATHEMATIQUES
A L'trSAGE DE l'ENSEIGNEJJENT SECONDAIRE ET DE DIVERS ENSEIGNEMENTS
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Professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, Professeur honoraire de Mathématiques Spéciales au lycée Saint-Loois.
Géométrie plane Géométrie dans l'espace
Contenant 762 Exercices
RÉDIGES CONFORMÉMENT AUX PROGRAMMES DE l'enseignement SECONDAIRE DES GARÇONS
jer ET 2« CYCLES
Classes de 4* el 3* A, de 2' et r" A cl B
ET DE l'enseignement SECONDAIRE DES JEUNES FILLES
o% 4* et 5* années.
CLASSE DE QUATRIÈME A
Usage de la règle, de l'équeire, du compas et du rapportcui .
Ligne droite et ptan. Angles.
Tiiangles. Triangle isocèle. Cas d'égalité des triangles.
Perpcndiculaii-e et obliques. Chs d'égalité des triangles rectangles.
Droites parallèles. Somme des angles d'un triangle, d'un polygone convete.
Parallélogramme. Rectanule. Losange. Carré.
Cercle. Cordes et arcs. Tangente.
Positions relatives de deux cercles.
Mesure des angles.
Constructions élémentaires sur la droite et le cercle.
CLASSE DE TROISIÈME A
Preblftmes et interrogations sur le programme de la classe précédente.
Points qui partagent une droite dans un rapport donné.
Lignes pioportionnelles.
Triangles semblables. Définitions du sinus, du cosinus, de la tangente et de la cotangcnte d'un angle.
Définition des figures homoth^tiques. Polygones semblables. Pantograplie.
Relations métriques dans un triangle rectangle. ■ Propriétés des sécantes dnns le cercle.
Constructions de la quatrième proportionnelle et de la moyenne proportionnelle.
Polygones réguliers, carré, hexagone et triangle équilatéral.
Mesure de la circonférence du cercle (énoncé).
Mesure des aires du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du trapèze, des polygones, du cercle.
Rappoft dès aires de deux polygones semblables.
PR06RAMMBS OFFICIELS
CLASSE DE PREMIÈRE A ET B
Mesure des angles. Figures planes semblables. Définition du sinus, du oosinus et de la tangente d'un angle compris entre et 2 droits.
Relations métriques dans le triangle et dans le cercle. Mesures des aires, planes.
Énoncé des règles relatives aux surfaces et aux volumes des prismes,, pyramides, cylindres, cônes et sphères.
INSTRUCTION SUR L'ENSEIGNEMENT DE LÀ GÉOMÉTRIE !•' cycle A et 2.» cycle A et B
L'enseignement des mathématiques dans ces cycles devra être donné au mâme point de vue que dans le !•' cycle B. Le peu de temps dont dispose le professeur ne lui permettant pas de développer longuement son cours, il devra surtout s'attacher à donner en géométrie une idée de la forme des corps et pourra laisser de côté, s'il le juge à propos, toute théorie un peu abstraite. Les exercices devront surtout consister en problèmes sur les aires et les volume^, en insistant sur le choix des unités et en faisant revoir sans cesse le système métrique; des constructions très simples, mais exécutées avec soin, pourroiit constituer d'excellents devoirs; ce ne pourra être que dans les classes ayant des élèves désireux de faire plus tard des sciences que l'on donnera à résoudre de véritables problèmes de géométrie -.théorèmes à démontrer, lieux géométriques.
Les démonstrations ne seront données qu'aulant qu'un nombre suffisant d'élèves seront en état de les comprendre; pour les volumfts, on se bornera au besoin aux énon :és des règles pratique^, ou, dans des cas simples, on justifiera ces règles en employant la méthode infinitésimale, sans, bien entendu, soulever à cet égard aucune difficulté.
Conférences facultatives. — Dans les conférences destinées aux élèves qui désirent faire des études scientifiques après avoir suivi les cours de 2* cycle A et B, la plus grande liberté est laissée au professeur ayant devant lui des élèves intelligents et travailleurs, il sera seul juge du développement qu'il peut donner à son cours; l'important est qu'il forme des élèves pouvant comprendre les mathématiques; qu'ils en sachent beaucoup n'est pas nécessaire; ce qui est ind spensable, c'est qu'ils aient compris les principes et soient habitués au raisonnement logique.
TROISIÈME ANNÉE
GÉOMÉTRIE PLANE
Des angles.
Triangles. Triangle isocèle. Triangle équilatéral. Cas d'égalité des triangles.
Perpendiculaires et obliques. Cas d'égalité des triangles rectangles.
Droites parallèles. Somme des angles d'un triangle et d'un polygone.
Du parallélogramme. RecCangle. Losange. Carré.
Cercle. Arcs et cordes. Tangente au cercle.
Mesure des angles.
Problèmes de construction.
Polygones réguliers : hexagone, carré. Exemples d'assemblages formé.-» avec des polygones réguliers
Longueur de la circonférence (Règle pratique).
Mesure des aires. Rectangle. Parallélogramme. Triangle. Trapèze. Polvîfone. Cercle.
Relation entre 1rs aires des carrés construits sur les trois côtés d'un triangle rectangle.
QUATRIÈME ANNÉE
GÉOMÉTRIE PLANE
Revision du cours de Troisième année; on ajoutera les questions suivantes :
Des lignes proportionnelles. Triangles et polygones semblables. Théorème relatif aux sécantes menées d'un même point à un cercle. Problèmes élémentaires sur les lignes proportionnelles. Polygones réguliers. Hexagone, triangle équilatéral, carré.
CINQUIÈME ANNÉE
GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
Du plan.
Droites et plans perpendiculaires. Droites et plans parallèles.
Angles dièdres. Plans perpendiculaires.
Angles polyèdres. Anjçles Irièdres.
(On se bornera à dém >ntrer les deux théorèmes concernant les faces.) Des polyèdres. Prismes. Parallélépipède. Pyramide. €orps ronds.
(On énoncera sans démonstration les théorèmes relatifs à la mesure de leur surface et à celle de leur volume.)
AVERTISSEMENT
Ce {folume ûf'Éléments de Géométrie s'adresse aux élèçes du Premier Cycle A et du Second Cycle À et B^ ainsi quà V Enseignement secondaire des jeunes filles.
Il est rédigé dans le m0me esprit et avec la même méthode que mon Cours abrégé de Géométrie.
Grâce au concours bienveillant d^un grand nombre de mes collègues de V Enseignement secondaire^ f ai pu ^ dès maintenant^ préparer d importantes corrections de détail qui seront faites dans la prochaine édition de mon Cours abrégé et que f ai mises à profit pour la rédaction de ces Elémenls.
Le succès de la nouvelle méthode dépend essentiellement de la façon dont les élèves ont compris les deux déplacements élémentaires : la translation rectiligne et la rotation. Le professeur devra longuement insister sur les débuts pour bien familiariser ses élèves avec ces notions j pour leur faire connaître à fond toutes les circonstances de ces déplacements. Pour faciliter sa tâche ^ fai développé le côté expérimental et réduit le côté théorique de cet exposé^ en suivant les indications qui m'ont été données par la pratique de renseignement.
Ce volume ne contient pas ^'Kxfrcices graphiques, cest-à^dire <r exercices qui seront exécutés au Dessin graphique sur du papier à épure; mais nous y avons
VI AVERTISSEMENT
Iais»é avec soin den Exercices pratiques nombreux que rélève exécutera en devoirs^ en se bornant à faire des figures au crayon, sur papier ordinaire, mais avec les instruments du dessin.
D'autre party pour rendre le choix plus aisé, les exercices relatifs à chatpie chapitre ont été soigneusement gradués et classés par paragraphes.
Comme toujours^ je serai très reconnaissant à ceux de mes collègues qui voudront bien me signaler les points défectueux ou les erreurs d'impression que pourrait contenir cet ouvrage.
Carlo Bourlet.
LES DÉPLACEMENTS ÉLÉMENTAIRES
§ t. — Définitions fondamentales.
1. — Point. — Un grain de poussière, l'extrémité d'un crayon bien pointu, la trace qu'il
laisse sur une feuille de papier lors- ^A .C
qu'on l'y pique, nou« fournissent la ^B
notion du point. Fi^ , _ p^i^^g
On nomme un point au moyen d'une lettre. Ainsi l'on dit (fîg. i) : Les points A, B, C.
2. — Ligne. — Un fil très fin, un trait tracé sur une feuille de papier, au crayon ou à la plume, nous fournissent une image de ce qu'on appelle une ligne.
Une ligne peut être considérée comme engendrée par un point qui se meut.
Lorsqu'à vee un crayon bien pointu on trace sur le papier une ligne, la pointe du crayon, qui est un point, enaendre la liçne.
Attachons une petite balle de plomb au bout d'un fil. Prenons l'autre extrémité du fil dans la main et faisons tourner le fil très rapidement
la manière d'une fronde : à cause de la persistance des impressions lumineuses sur la rétine, nous apercevrons une ligne engendrée par la balle.
3. — Ligne droite.— La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite dont un fil bien tendu nous donne une i<|ée suffisamment exacte.
BouRLET. — Éléments de géom. 1
Pour abréger le langage, on dit souvent, au lieu de. %ne droite, plus simplement, une droite.
Propriété caractéristique de la ligne droite
— Par deux points distincts il passé iine ligne droite et une seule.
De cette propriété il résulte que :
Deux lignes droites qui ont deux points communs coïncident dans toute leur étendue ; c'est-à-dire que tout point de l'une est situé sur f autre.
Pour nommer une ligne droite, il suffît donc de i^ommer deux de ses points.
Ainsi, lorsqu'on dit : la droite AB, cela signifie la droite (unique) qui passe par les points A et B (fig. a).
Fig. 2. — Ligne droite. .
Glissement d'une droite sur elle-même
Pour bien nous rendre compte de cette propriété capitale de la droite, faisons Texpérience suivante :
Prenons une feuille de carton dont nous relevons les deux bords comme l'indique la figure 3 ; ou mieux une
Fig. 3.
boite en bois; Dans les deux bords opposés, perçons deux trous A et B ; et, dans ces deux trous, faisons passer une longue aiguille à tricoter bien droite. Saisissons Tune des
extrémités entre le pouce et l'index et faisons-la glisser rapidement dans le sens dé la flèche f dans les trous A et B. Si le support est bien rigide et immobile, et si Faiguille est bien droite, la portion AB de la droite paraîtra immobile. Quoique Tàiguille se meuve, la portion AB occupe toujours la même position dans l'espace, c'est toujours la mems ligne.
' Cette expérience prouve qu'une droite peut glisser sur une autre droite avec laquelle elle coïncide.
Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que la droite glisse sur elle-même.
On peut varier à l'infini cette expérience. Par exemple, on peut faire glisser une aiguille à tricoter bien rectiliane à l'intérieur d'un tuyau de pipe également rectiligne. Le canal du tujau forme, en cretut, une ugne droite que l'aiguille remplit, en plein. Le canal et Faiguille forment la même ligne droite qui glisse sur elle-même.
Pivotement d'une ligne droite sur elle-même
— Reprenons l'expérience précédente de l'aiguille passant à travers deux trous A et B percés dans les deux montants d'un support.
Au lieu de faire glisser l'aiguille dans les trous, faisonsla tourner, pivoter entre le pouce et l'index. Si l'aiguille
n'est pas bien rectiligne (c'est-à-dire si ce n'est pas une di^te) et si nous la faisons pivoter assez vite, nous apercevrons, entre A et B (fîg. 4), au lieu d'une droite, une sorte de fuseau renflé.
Mais si l'aiguille est rectiligne, elle nous paraîtra encore
imm66i70. Quoique raigûille pivote, la portion AB occupe toujours la môme position dans l'espace, c'est toujours la même ligne.
Cette expérience prouve qu'une droite peut pivoter sur une autre droite avec laquelle elle coïncide. <
Nous dirons, pour abréger le langage, que h droite pivote sur elle-même, , ^
Ce double fait de pouvoir à la fois glisser et pivotei^ sur
elle-même est caractéristique dé la lijgne droite, qui est la
setf/e ligne jouissant de. cette double propriété.
Il y a d'autres lignes, telles que le cercle dont >nous parlerons plus loin, qui peuvent glisser sur elles-mêmes; il n'y en, a pas d'autres qui puissent' à la fois glisser et pivoter, •
7. — Tracé des lignes droites.; — Dans le dessin gèométrique on se sert, pour le tracé des lignes droites, des instruments principaux qui sont : la planche â dessin, \ë cf^ayon, Isl règle et le tire-lignes.
Planche. — Elle est faite d'un assemblage de
planchettes en bois blanc (peuplier par exemple), serrées
entre deux emboîturés en bois dur (hêtre).
' ' A la longue le bois
blanc subit un certain retrait, et les emboîturés dépassent le bois blanc (fig. 5) ; en outre la planche se gauchit souvent par Faction de l'humidité. ^ Ces inconvénients n'existent pas avec la planche à haguettei, dont l'usage ne saurait être trop recommandé.
Le format le pilus commode pour les travaux des élèves est i /S grand aigle, environ 36o x^8o. ' ■ ..
Fig. 5. — Planche à dessin.
C'est sur cette planche qu'on fixe la feuille de papier à dessin soit avec des punaises, soit mieux en la collant aux quatre coins par des bandes de papier gommé.
fi.; — Crayon. -^. On exnploiefun crayon durn^A; pn le
taille en pointe très allongée et iine. La pointe est maintenue
très aiguë, si l'on.. a soin de la frottera p/ai de temps en
temps sur le papier de verre. .
Ce crayon donné des lignes fines, bien nettes, ne s'écrasant pas sou^ le froUement des mains ou des vêtements.
Règle. — Elle est large et plate, et non carrée
comme une règle d'écolier. 11 faut s'assurer qu'elle
est bien droite. A
crayo/f ^
ftè^fe vue par un. bout-
, Plancha
wmm/mm///////m'////^^^^^^
Kiîf. 6. — Bonne tenue du crayon.
cet effet, utilisons
l'un des caractères
d'une droite (n" 4
et 5) :
La règlev étant
posée sur la feuille
de dessin, traçons une ligne en appuyant la pointe du
crayon contre l'arête de la règle qui est sur le papier ;
ceci exige que le crayon soit tenu comme le
' — ^' montre la fî-
Fig. 7.. fe'^re 6, et il
faut s^babituer
tout de suite à cette tenue. Retournons la règle en la fai-
Fig. 8.
sant pivoter autour du trait AB qui vient d'être tracé (fig. y); le crayon doit alors donner de même un second trait qui coïncide exactement avec A B.
En outre, la règle doit pouvoir s'appliquer exactement contre n'importe quelle partie de AB (fig. 8). (Glissement de la droite sur elle-même.)
il. — Tire-lignes. — Les lignes du dessin, d'abord au crayon n* 4, sont mises à l'encre de Chine au moyen du tire-lignes (fig. 9), qui existe en un ou deux exemplaires dans toute pochette de compas.
Ses deux lames doivent être exactement de même Ion-
Fip. 9. — Tire-lignes.
gueur^ légèrement arrondies, minces à l'extrémité, sans être coupantes.
On desserre la vis jusqu'à ce que les lames aient un demi-millimètre d'écart; tenant le tire-lignes vertical, la pointe en bas, on passe entre les lames une plume propre chargée d'encre de Chine, qui reste en grande pïirlie dans l'instrument.
On tourne la vis pour régler l'écartement des lames, selon la largeur que Ton veut donner au trait, et que Ton essaye sur la feuille même, hors des marges; jamais, sous prétexte de finesse, on ne doit serrer jusqu'à fermer le tire-lignes, car alors l'encre ne peut plus glisser. On marque à l'encre sur le bouton de vis un trait dans le sens des lames, pour retrouver le même écartement dans le cas où il faudrait incidemment desserrer le tire-lignes.
La règle étant tenue contre la ligne à tracer, à un demimillimètre de distance, on trace cette ligne, en tenant le tire-lignes perpendiculaire au plan du dessin, comme un ni à plomb par rapport à une table. 11 faut appuyer légè rement, surtout pour faire prendre l'encre sur le papier.
Si le fonctionnement s'arrête, c'est qu'un filament s'est introduit entre les lames, ou que l'encre y a séché. On
eDlève alors l'obstacle en passant dans le tire-lignes la même plume qui sert pour le charger d'encre; ce n'est qu'en cas d'insuccès qu'on desserre les lames pour un nettoyage complet, et alors la marque faite au début permet de retrouver la même force de trait.
Avant de ranger le tire-lignes, on le desserre et on . l'essuie en dedans et en dehors en se gardant de fausser cet instrument très délicat.
Le second tire-lignes de la pochette est employé quand on a besoin d'encres de couleur, ou quand on a deux grosseurs différentes de trait ; dans les deux cas, un seul tire-lignes peut évidemment suffire.
12. — Intersection des lignes. — Deux lignes peuvent avoir un ou plusieurs points communs ; ces points sont ce qu'on appelle les points d'intersection des deux lignes.
Ainsi la figure lo représente deux Urnes qui ont trois points _. n • » j. . *• j ^
d'interaction A, B et C. ^'^' '"• ^ Po^ntj.djntersect.on de deux
Deux lignes droites ne penvent avoir qu'un point commun, si elles ne coïncident pas.
Car, d'après la propriété fondamentale (n* 4), deux lignes droites qui ont deux points communs coïncident.
Par exemple, les deux droites de la figure 1 1 ont un point commun A qui est leur point d'in-
Fig. II. — Intersection de deux droites
Droites illimitées
— Un point qui se meut sur une droite peut la parcourir dan3 deux sens.
Ainsi le point M peut se déplacer sur la droite D'D (fig. la) soit dans le sens de la flèche /*,de gauche à droite,
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soit daQS le sens de la flèche /*', de droite a gauche.
Fig. 12.
Pour tracer cette droite, on peut, à volonté, faire aller ie crayon de gauche à droite ou de droite à gauche.
On conçoit, alors, qu'une droite t)eutêtre prolongée indéfiniment dans les deux sens.
Une droite est donc illimitée (fig. i3).
Fig. i3. — Droite illimitée.
Pratiquement, il est imj[K)ssible de figurer une droite illimitée ; car, si grande que soit la feuille de papier sur laquelle on la dessine, on peut toujours imaginer que la droite sorte des limites de la feuille. Nous devons donc, par la pensée, imaginer que la droite de la figure i3 est prolongée indénniment dans les deux sens hors de la page.
14.— Semi-droites. — Sur une droite indéfinie AB (fig. 1 4; marquons un point 0. Imaginons que l'on coupe la droite
Fig. i4.
en 0, comme un fil tendu qu'on couperait aux ciseaux. Nous sectionnerons ainsi la droite en deux portions que nous pourrons séparer, et nous obtiendrons ainsi deux semi-droites (Rg, i5) OA et O'B.
Un point mobile M se mouvant sur la semi-droite OA peut se déplacer indéfiniment vers la droite, car la semidroite est illimitée dans ce sens; mais il ne peut aller plus loin que O, vers la gauche, sans quitter la semi-droite.
Une semi-droite est donc limitée d'un seul côté. Le
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point qui la limite est ce qu'on appelle Vàrigine de la semi-droite.
Ainsi est Y origine de la semi-droite OA.
Une semi-droite a un senSy qui est celui dans lequel un
B 0' MA
Fijf. i5. — Semi-droites.
poiint se déplace pour l'engendrer en partant de Torigine.
Ainsi, pour tracer la semi-droite OA, on pose la pointe du crayon en et Ton fait aller le crayon de gauche à droite. Le sens dans lequel SQ déplace la pointe du crayon (sens de -l^ flèche f) est ce qu'on appelle le sens de la semi-droite OA.
15. — Segments rectilignes. — Sur une droite illimitée AB prenons deux points A et B et ne conservons que la portion de cette droite
qui est comprise entre A ■ ,"
et B. Nous obtenons ainsi
ce qu'on appelle un seg- Fig.xe- Segment recUIigne.
ment de droite ou segment rectiligne.
Les deux points A et B (fig. i6) qui limitent le segment AB sont appelés §es extrémités- Deux segments rectilignes AB et CD sont dits égaux si Von peut transporter Vun des segments CD sur Vautre AB, de façon à faire coïncider leurs extrémités ^ par exemple C avec A A B et D avec B. g q
Les deux segments AB et CD ^,^ ,; _ g^^^^^^^ ^^^^^ (fig. 17) étaht égaux, si Ton
transporte CD de façon que C vienne en A, et B en D, ces deux segments coïncideront dans toute leur étendue, puisque par deux points on ne peut faire passer qu'une droite.
Par exemple, les allumettes d'une morne boîte sont, à peu près, des segments rectilignes égaux. , ,
16. — Mesure d'un segment rectiligne. — Soient AB et CD (fig. i8) deux segments rectilignes. Imaginons qu'on prolonge AB dune longueur BE égale à CD, c'est-à-dire
Fig. i8
que BE est un segment égal au segment CD, et que les trois points A, B et E sont en ligne droite. Le segment AE, ainsi obtenu, est ce qu'on appelle la somme des deux segments AB et CD, et l'on écrit, comme en arithmétique,
AE = AB-hCD.
Inversement, le segment AB est, la différence entre les segments AE et CD, et on écrit :
AB = AE-CD
On peut évidemment répéter l'opération de l'addition de deux segments plusieurs fois, et ainsi faire la somme de plusieurs segments.
Considérons, par exemple, iro^ segments égaux AB, BC, CD (Vig. 19) placés bouta bout de façon à former leur
Fig. «9'
somme, nous obtenons ainsi un segment total AD, qui est égal à trois fois le segment AB ou qui est le triple du segment AB^
Inversement, le segment AB, étant contenu trois fois dans AD, AB est le tiers de AD.
On peut dire que le segment AB est obtenu en divisant AD en trois parties égales.
En opérant de la même manière, on pourra de môme former un segment égal à lo, ao fois AB, et inversement; AB sera le dixième, le vingtième des segments obtenus.
Pour mesurer les segments rectilignes, on prend comme unité un segment bien défini qu*on appelle le mètre, qu'on a appris à connaître en arithmétique, et ses multiples et sous-multiples.
On cherche combien de mètres, décimètres, centimètres, millimètres sont contenus dans le segment donné ; c^est- ^-dire qu'on cherche combien il faudrait placer bout à bout de mètres, décimètres, centimètres, millimètres, pour obtenir un segment égal au segment donné.
La mesura d'un segment est ce qu*on appelle sa lonifuenr.
Dire que la longueur d'un segment est de o'^aS cela veut dire qu'il est égal au segment obtenu en plaçant bout à bout a 5 segments égaux de !'• chacun.
17. — Double décimètre. — Dans le dessin géométrique, on se sert, pour mesurer les segments rectilignes, du double décimètre. Il doit porter, sur un bord biseauté, une division en millimètres, par des traits fins et non écaillés ; pour cela, l'instrument doit être en bois dur ou en os. •
18. — Surfaces. — Une feuille de papier, une plaque de tôle très mince (aussi mince qu'on puisse Fimaginer), donnent une idée de ce qu'on appelle une surface.
Toute portion de l'espace, tout objet matériel, est limité par sa surface.
19. — Le Plan. — La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont la surface d'une table, d'un mur bien dressé, d'une eau calme, nous donnent une idée très exacte.
20. — Propriété caractéristique du plan. — Toute droite qui joint deux points quelconques d'un plan est tout entière située dans ce plan.
1^ ÉLÉMENTS t)E GÉOMÉTRIE.
Si entre deux points d'une table bien plane on tend un fil, ce fil touchera la table en tous ses points. Une règle bien droite dont on pose le bord sur une table touche la surface de la table sur toute la longueur de son bord, quelle que soit Torienlâtion de la règle.- '
21.— Glissement d'un plan sur lui-même. — On peut fairiè coïncider deux plans quelconques dans toute leur étendue.
Ainsi, si l'on pose un livre sur une table, la couverture du livre touche la table en tous ses points. Une règle à dessin posée sur une planche touche la planche en tous les points de sa surface.
Lorsque deux plans coïncident, on peut faire glisser l'un des plans sur l'autre, sans qu'ils cessent de coïncider.
On peut, par exemple, faire glisser une règle sur une planche, un livre sur une table, etc.
Cette propriété, que possède le plan de pouvoir glisser sur un plan avec lequel il coïncide, est très importante. Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que le plan glisse sur lui-même,
Figures. — On donne le nom de figure géométrique
à tout ensemble de points, lignes ou surfaces.
On dit souvent, en abrégé, une figure^ au lieu de : une
figure géo métrique .
Une figure est dite plane lorsqu*elle se compose d'un ensemble de points ou de lignes situés dans un môme plan.
Nous allons rapidement définir les principales ligures planes.
23. — Angles. — On appelle angle la figure formée par deux semi -droites ayant même origine.
Les deux semi-droites sont appelées les eôtés de Vangle et leur origine commune le iioniniet.
Pour désigner un angle on met une lettre au sommet et une lettre à chacun d.çs côtés.
Fig. îo.
On énonce Tans^lc en énonçant ces trois lettres de façon que celle qui désigne le sommet sait la seconde.
Ainsi Tangle AOB (fig. 30) a pour A sommet le çoirtt et pour côtés les deux semi-droites OA et OB.
24. — Lignes brisées. — On appelle ligne brisée la figure obtenue en joignant successivement un certain nombre de points par des segments de droite, qu'on appelle les côtés F'Ç- ««• — Ligne brisée. de la ligne. Les extrémités des
côtés sont les sommets de la ligne brisée.
Ainsi la figure ABGD£ (fig. 20), formée par les segments de droite AB, BG» CD, DE!, est ime ligne brisée dont ces segments sont 1rs côtés,
25. — Lignes courbes. — Toute ligne qui n'est ni droite ni brisée est dite eourbe.
Une ligne est courbe lorsqu'aucune portion de cette ligne n'est un segment de droite, f'&- **• — i^'^"® courbe.
La figure au donne un exemple de ligne courbe.
26.— Lignes fermées. — Une ligne est dite tenssée lorsqu'un point mobile peut la parcourir tout entière^ une seule fois, sans jamais la quitter, et revenir au point de départ.
On peut tracer une telle ligne d'un seul trait de crayon, sans jamais lever le crayon, et en revenant au point de départ.
La figure a 3 est un exemple de ligne courbe fermée. En pla- p , 1 • » ^
çantia pointe du cravon en k et ^'8' *'- ^'«"«f^^™^^-
déplaçamt le crayon dans le sciivS des flèches, on peut la tracer tout entière d*un seul trait; et, lorsque
la courbe est tracée, la pointe du crayon est revenue en A.
Polygones
Un polygone est la figure obtenue en joignant successivement . un certain nombre de points par des segments de droite et en revenant au point de départ.
Un polygone est une ligne brisée fei^mée.
Les segments de droite qui constituent le polygone sont appelés ses côtés et les extrémités de ces segments sont les I
Fig. 24. — Polygone.
Pour nommer un polygone, on place des lettres aux sommets, et on énonce successivement ces lettres dans l'ordre de rencontre d'un point mobile qui parcourrait le polygone dans un certain sens.
Un polygone a toujours autant de sommets que de côtés.
On appelle périmètre d'un polygone la somme des longueurs de ses côtés.
Ainsi (fiff. a4) ABCDEFG est un polygone de sept côtés AB, BC, CD, DE, EF, FG, GA, qui a également sept sommets A,B,C,D,E,F et G.
TRIANGLES
Quelconque.
Un triangle est dit IstHséle lorsqu'il a deux côtés égaux. Un triangle est dit éqnllacéral lorsque ses trois côtés sont égaux.
Dans la figuie 2 5, ABC est un triangle quelconque ; DEF est un triangle isocèle, car les côtés DE et ËF sont égaux ; PQR est un imngle équilatéral, car les trois côtés PQ, QR et RP sont égaux.
29. — Quadrilatères. — Un quadrilatère est un polygone de quatre côtés.
Ainsi dans la figure 26 le polygone ABCD est un quadrilatère,
30. — Polygones ayant plus D C de quatre côtés. - Les polygo- ^.^ .6.- Quadrilatère, nés les plus usités ayant plus
de quatre côtés sont nommés de la façon suivante :
Un pentagone est un polygone de 5 côtés.
Un hexagone — 6 —
Un heptagone — 7 —
Un octogone — 8 —
Un nonagone — 9 —
Un décagone — 10 —
Un dodécagone — 12 —
Un pentédécagone — 15 -
31. — But de la Géométrie. — La géométrie a pour objet rétude des propriétés des figures, dites géométriques.
Nous avons déjà appris à connaître les figures géométriques : le point, les lignes, les surfaces.
32. — Proposition. — Une proposition est l'énoncé d'une vérité mathématique.
On distingue les propositions en deux grandes catégories, suivant qu'on peut les démontrer ou non.
33. — Axiomes et postulats. — On appelle axiome une proposition évidente par elle-même.
Exemple : Deux figures égales à une troisième sont égales entre elles.
On appelle post«lat une proposition que F on demande d* admettre sans démonstration.
Les axiomes et les postulats sont des propositions que Ton ne peut pas démontrer (à moins d'admettre d'autres axiomes). Ce sont des vérités fondamentales que nous devons considérer comme acquises par Texpérience et Tobservation.
34. — Théorèmes. — Un théorème est une proposition que Von peut démontrer.
En général, l'énoncé d'un théorème comprend deux parties :
Vhypotbèse, qui est la supposition que Ton fait ;
La conclusion y qui est ce que Ton veut démontrer, en supposant Thypothèse vraie.
LOi démonstration a pour but de montrer, par un raisonnement, comment la conclusion découle de Thypothèse.
Exemple. — L'énoncé suivant : Si dans un triangle il ^ a deux côté* égaux, il y a aussi deux angles égavx^ est un tbéorenàe.
L'hypothèse est que le triangle a deux côtés égaux : c'est ce que l'on suppose.
La conclusion est que le triangle a deux angles égaux.
La démonstration a alors poiu* but de prouver que si l'hypothèse est vraie, c'est-à-dire si dans un triangle il y » deux^ côtés égaux, la conclusion l'est aussi, c'est-à-dire qu'il y a aussi deux angles égaux.
3$. — Corollaireci. — On appelle c«»rollair« une proposition qui est une conséquence immédiate d'un ou de plusieurs théorèmes analogues.
36. — Lemmes. — On appelle lemme un théorème préliminaire destiné à faciliter la (démonstration d'un théorème plus important. ~
37.— Remarcpe. — Dans ce cours abrégé de géométrie; il arrivera fréquemment que nous, ne ferons pas la démonstration de certains théorèmes, soit parce que ces démonstrations sont:trop difficileis, soit parce qu'au contraire ces théorèmes sont si simples qu'une vérification expérimentale peut suffire à en assurer la vérité.
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Nous désignerons toujours ces théorèmes sous le nom de principe. Ainsi, chaque fois que, dans la suite, on trouvera le titre principe, on saura qu'il s'agit d'une proposition qui peut être démontrée, que nous démontrerons plus tard dans le cours complet, mais que nous nous contentons pour l'instant de vérifier expérimentalement.
§ S. — Translatioii. — Parallèles.
38. — Invariabilité des figures. — Déplacement. — Voici, une règle, un crayon ; je lés prends, et j'ai la notion bien nette que, tandis que je les déplace, ces objets conservent toujours la même forme et les mêmes dim,ensions.
En géométrie nous supposerons toujours que les figures sur lesquelles nous raisonnerons restent ainsi invariables lorsqu'elles se meuvent.
Le changement de situation (Fane figure invariable est ce qu'on appelle un dépiae«ment.
Lorsqu'on déplace un objet, une figure, cette figure ne change ni de forme, ni de grandeur, elle change simplement de situation par rapport aux objets environnants.
L'étude des propriétés des figures résulte de leur comparaison. Celte comparaison se fait généralement au moyen de déplacements, et c'est à cause de cela que ces déplacements jouent un rôle prépondérant dans la géométrie.
39. — Trajectoires. — Lorsqu'un point se meut, il décrit une ligne (n" 2). Cette ligne est ce qu'on appelle la trajectoire du point.
Les diverses positions d'un même point sur sa trajectoire seront ce que nous appellerons des points /wwiologuès.
Le T et Téquerre. — Nous étudierons d'abord
BOORLET. — ÉLÉHEKTt DE GifOM. 2
le plus simple des déplaceiuenls qui est la translation
recliligne. Pour en avoir une idée bien nette nous ferons quelques expériences avec deux instruments de dessin qui sont le T et Téquerre.
Le T se compose (fîg. 17) d'une règle, assemblée par un bout avec une plaquette plus épaisse ou traverse, La différence d'épaisseur entre la règle et la traverse ne se voit que sur une face.
L'équerre est une planchette triangulaire (fig. 28) munie d'un trou (œil de l'équerre) qui en facilite le maniement.
41. — Translation recliligne. — Première expérience. ~ Prenons une planche à dessin P (fîg. 29) et plaçons sur cette planche un T
de façon que la partie saillante de la traverse s'appuie sur le bord gauche D de la planche. Nous pouvons alors faire glisser le
T sur la plan- Fig.^S.- Équerres.
che de façon que la traverse glisse le long du bord D. Ce
THANSLATION. — PARALLÈLES. i»
mouvement du T est un mouvement de translation rectili-
gne.
Si Ton a dessiné une figure, un triangle par exemple, sur la règle du T, cette figure sera entraînée avec le T et,pour deux positions Tj et Ta de rinstrument, le triangle occupera deux positions successives Fj et Fj. Nous dirons que F, se déduit de F^ par une translation rectiligne de glissière D.
Seconde expérience. —
Fig. ag.^ Translation d'un J,
Sur une planché à dessin plaçons une règle plate que nous maintiendrons fixe à la maiti ; puis posons sur la plancha une équerre de façon que Vun de ses côtés soit appuyé sur Tun des bords D de la règle (fig. 3o).Nous pourrons alors faire glisser Téquerre le long de la règle et le mouvement réalisé sera encore un mouvement de translation rectiligne. Si nous découpons dans l'équerre une figure, elle sera en-
Fig. 3o. — Translation d'une équerre.
traînée avec Téquerre et, pour deux positions £i, E, de rinstrument, la figure, occupera deux positions F, et F,. Nous pourrons d'ailleurs avec un crayon tracer, à travers l'ouverture, les contours de ces deux figures sur la plan< che. Nous obtiendrons ainsi deux figures F| et F,, tracées sur la planche, et nous dirons encore que Tune se déduit de Tautre par translation.
Remarque. — Pour bien se familiariser avec le mouvement de translation, les élèves devront exécuter eux-mêmes les expériences
Srécédentes 11 est recommandé de leur faire construire, à cet effet e fausses équerres en carton ayant une forme triangulaire arbi- ' traire.
42. — Définition. — Dans les deux expériences précédentes nous avons eu affaire à :
1* Un plan fixe P (la planche à dessin) contenant une droite fixe D (le bord de la planche ou celui de la règle) ;
2° Un plan mobile p (la règle du T ou le plan de Téquerre), contenant une droite d tracée dans ce plan (la cannelure de la traverse ou le bord de Téquerre) et mobile avec lui.
Dans les deux cas le plan mobile p glisse sur le plan fixe P de telle sorte que la droite d glisse sur la droite fixe D. Ceci conduite la définition générale suivante :
Soit P un plan fixe et D une droite fixe tracée dans ce plan. Imaginons un second plan p et une droite d tracée dans ce plan. Plaçons le plan p sur le plan fixe P de façon que la droite d coïncide avec la droite D. Nous pourrons alors faire glisser le plan mobile p sur le plan fixe P de façon que la droite d, appelée gllsslén^ mobile, glisse sur la droite D, appelée glissière fixe ; nous réalisons ainsi un mouvement de translation reetlligne.
Considérons une figure f tracée dans le plan mobile p. Lorsque ce plan, passe successivement par deux positions, la figure f occupe successivement, dans le plan fixe P, deux positions F, et F^. Nous dirons, que F, &e déduit de Fj par une translation.
Nous dirons encore que Fj et F, sont deux figures homo-
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logues par translation et que les points qui sont les positions successives d'un même point sont àaspoints homologues. Dans la suite, pour abréger le langage, nous dirons toujours brièvement une translation^ ne sous-enlendant qu'il s'agit d'une translation rectiligne.
43. — Postulat de Méray. — Deux translations rectilignes successives peuvent être remplacées par une seule.
En d'autres termes, s'il existe une première translation qui fait passer une figure de la position F à la position F'
Fig. 3i. — Composition de deux translations.
(fîg. 3i), puis une seconde translation qui la fait passer de F' en F", il existe une troisième translation rectiligne qui fait passer directement la figure dé F en F".
On ne saurait trop insister sur ce postulat qu'il faut bien saisir, car il fait comprenare le mécanisme des translations et fait connaître une propriété importante qui a des applications pratiques constantes.
Exemple I. — Considérons (fig. 3 a) un T qui glisse le long d'une planche. Soit T, sa première position. Faisons-le glisser ensuite de
ÉmriîNTS DE GEOMÉTHIR.
më.
Fig. 32. —Translations successives d'un T.
sD»
Tj en T, par une première translation ; puis de T, en T, par une seconde translation, il est clair qu*on aurait pu le faire glisser d'un seul coup de T, en T5 par une seule translation.
Ici les trois translations ont la même glissière, qui est le bord D de la planche.
KxEMPLE H. — Considérons une équerrc E| (fier. 33) et faisons-la glisser le long de la glissière Dj, coïncidant avec un de ses côtés, jusqu'en E,.
Faisons ensuite glisser Téquerre de E, en E3 suivant la glissière D,, le long d'un second côté. On voit sans peine qu'on aurait pu amener directement l'équerre de Ej en E, par un seul glissement.
Dans le cas particulier de la figure, cette translation unique, qui remplace les deux premières, aurait pour glissière le troisième côté D, de l'équerre E,.
Fiff. 53. — Translations «uccessives dnine équerre.
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44. — Principe. — Dans tonte translation rectilignef un point du plan mobile (ou de la figure mobile) décrit une droite, et cette droite est une glissière.
Ainsi^ dans lafig. 3i, nous avons figuré en pointillé les segments de droite décrits par les sommets des polygones F et F' dans leurs diverses translations. Ce sont ce qu'on appelle les trajectoires des sommets.
Pour mettre ce principe en évidence expérimentalement, plaçons sur une planche une règle R (fig. 34) c^ue nous maintiendrons fixe; puis, à côté d'elle, une seconde règle R' identique. Traçons au crayon hi droite D suivant le côté libre G' de la règle R'. Faisons glisser la
: . W;.:v^:-/^<--:: ■ .. -.^ . ■■ . - :^^.)~iifi ■■■
Fig. 34.
règle R' le long de la règle R dans le sens de la flèche f. Nous constatons :
!• Qu'un point quelconque M du bord G' de la règle R décrit la droite D ;
a* Que la droite G' coïncide toujours avec D sur laquelle elle glisse. D est donc une glissière.
Ainsi on peut f^ire glisser sur une planche une règle mobile entre deux règles fixes. Il y a alors deux glissières. Mais on conçoit qu'il peut y avoir autant de glissières que Ton veut.
45. — Résumé important. ^ Lorsqu'un plan p glisse sur un plan P^ de façon qu'une droite d de p glisse sur une droite D de P, on dit que p est animé d'un mouvement de translation.: d est appelée glissière mobile et D glissière fixe.
Une figure f du plan p se déplace avec lui. Si, au commencement du mouvement, f occupe dans le
plan P la position F, et qu'à la fin elle occupe la position F, on dit que F' est l'homologue de F. Les deux figures F et F sont égales.
Si, par une première translation, /"passe de la position F à la position F', et que, par une seconde translation, elle passe de F' en F", il existe une translation qui permet d'amener directement /* de F en F".
Dans un mouvement de translation rectiligne tout point du plan mobile p se déplace sur une droite de P. Cette droite est une glissière, c'est-à-dire qu'il y a une droite de p qui, dans le mouvement, glisse sur elle.
n y a donc une infinité de glissières qui sont les Irajecfoires des points de p,
46. — Droites parallèles. — Définition. — Dbux droites, situées dans un même plan, sont dites |>arallèles lorsque Vune se déduit de Vautre par une translation.
De cette définition découlent immédiatement les deux tracés suivants des parallèles.
47. — Tracé au moyen du T. — Appuyons la traverse du T sur le côté gauche de la planche, de façon que la règle s'applique sur la planche elle-même.
Traçons une droite en appuyant le crayon le long de la règle du T. Ceci fait, faisons glisser le T et traçons une nouvelle droite :
Les deux droites ainsi obtenues sont parallèles.
48. — Tracé au moyen de Téquerre. — Posons une règle sur la planche et, de la main gauche, maintenons solidement cette règle fixe. Ceci posé, appuyons l'un des côtés d'une équerre (fig. 35) le long de la règle et traçons la droite AC en nous servant de l'un des autres côtés libres, comme guide. Maintenant la règle fixe, faisons glisser l'équerre le long de la règle. Dans cette nouvelle position, traçons, en nous servant du même côté libre comme guide, la droite DR.
Fig. 35. — Tracé des parallèles.
TRANSLATION. — PARALLÈLES
Les deux droites ainsi obtenues AC et BD sont parallèles. Pour obtenir toutes les parallèles à une droite, on appliquera donc (fig.
35) suivant cette droite CA Tun des trois côtés de l'équerre, de préférence le côté moyen ; contre un autre côté, de préférence le plus petit, on applique une règle qui sera maintenue fixe. Il ne reste plus qu'à faire glisser l'équerre le long de la règle.
49. — Principe. — Deux droites parallèles qui ont un point commnn coïncident.
Nous considérerons ce principe comme évident expérimentalement.
Il est clair, en effet, que si deux droites sont homologues par translation, c'est-à-dire se déduisent l'une de l'autre par le mouvement d'une équerre, elles coïncideront dès qu'elles auront un point commun, car dès que le bord de l'équerre passe par un point de l'une des droites, ce bord coïncide avec elle.
Remarque. — Il est bon d'insister sur ce fait que deux droites, qui se déduisent l'une de l'autre par translation, coïncident dès qu'elles ont un point commun. Il en résulte qu'il y à une infinité de translations qui amènent une droite D à coïncider avec sa parallèle D' ; car dès qu'un point de D est venu coïncider avec un autre point arbitraire de D', ces deux droites sont confondues.
50. — Thécrème. — Deux droites parallèles distinctes ne se rencontrent pas.
ÉLÉMENTS DE CÉOMÉTRÎE.
Car si elles avaient un point commun, elles coïncideraient (n" 49).
51. — Théorème. — Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles.
En effet, dire que les droites D' et D" (fîg. 36) sont parallèles à une troi- ^" sième D, c'est dire
n, que, par une trans-
• lalion, on peut
D ' amener D' en D, et
Fier. 36. que, par une autre
translation,onpeut amener D en D".' Par suite, en vertu du postulat du n" 43, il existe une translation qui amène directement D' en D" ; et ces deux droites sont parallèles.
52. — Théorème. — Par un point d'un plan on peut mener une parallèle à une droite de ce plan et une seule.
Soit (fig. 37) D une droite et O un point. Pour tracer une parallèle à D passant par O, opérons comme au n* 48.
Posons une équerre sur le plande façon que l'un des côtés AB coïncide avec D. Appliquons une règle le long ducôtéACdel'é- Pj^ 3^ querre et mainte-
nons fixe cette règle. Pour avoir la parallèle demandée, il suffit de faire
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glisser l'équerre le long de la règle jusqu'à ce qu'elle occupe une position A'B'C, telle que le côté A'B' passe par O. A'B' est alors la parallèle D' cherchée.
C'est d'ailleurs la seule, car s'il existait une autre parallèle à D, soit D", passant par O, les droites D' et D" étant parallèles à D seraient (n" 51) parallèles entre elles et comme elles ont un point commun 0, elles coïncideraient (n« 49).
53. — Théorème. ^— Lorsque deux droites sont parallèles, toute droite qui rencontre Vune rencontre Vautre,
Fig. 38.
En effet, soient (fîg. 38) D et D' deux droites parallèles et A une droite qui rencontre D en un point A. Si l'on fait une translation en prenant pour glissière A, la droite D se déplacera parallèlement à elle-même et on pourra l'amener à passer par un point O de D'. A ce moment elle coïncidera avec D',et le point A, en décrivant la glissière A, sera venu en A' sur D'.
Ce point A' sera commun à A et D'. Donc A rencontre D'.
Pratiquement, pour effectuer la translation de D, on peut imaginer qu'on ait construit une sorte d'équerre fausse E dont un côté coïncide avec D et l'autre avec A. 11 suffit de faire glisser réquerre E le long de A jusqu'à ce que, en E', le côté libre passe par 0. Le sommet A est bien alors venu en un point A' qui est à la fois sur D' et A.
Corollaire. — Deux droites respectivement parallèles
à deux droites qui se coupent, se rencontrent
Soient A et B (fîg.
39), deux droites qui se coupent en O. Soit A' une parallèle à A et soit B' une parallèle à B.
A rencontrant B, rencontre sa parallèle B'; mais alors B',
Fig. 39.
rencontrant A, rencontre sa parallèle A'. Donc A' et B' se coupent.
55. -— Théorème [Réciproque du n° 50]. — Deux droites d'un plan qui ne se rencontrent pas sont parallèles.
Soient, en effet (fig. 40), D et D' deux droites d'un plan qui ne se rencontrent pas. Elles sont parallèles; en effet, par un point de D' menons la parallèle A à D. Si D' ne
Fig. 40.
coïncidait pas avec A, D', rencontrant A en O, rencontrerait aussi (n° 53) la parallèle D à A, ce qui est contraire à notre hypothèse, ii faut donc que D' coïncide avec A, c'està-dire soit parallèle à D.
56. — Remai^que sur les Réciproques. — Deux théorèmes sont dits iréciprcMiues i'uji de l'autre lorsque la conclusion de Vun est l'hypothèse de Vautre et vice-versa.
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Ainsi les deux théorèmes des n" 50 et &6 sont réciproques l'un de l'autre.
Dans le premier (n* 50), l'hypothèse est : deux droites soiU parallèles ; et la conclusion : les deux droites ne se rencontrent pas.
Dans le second (n** 55), l'hypothèse est la conclusion du précédent car c'est : deux droites ne se rencontrent pas; tandis que la conclusion est l'hypothèse précédente, à savoir : les deux droites sont parallèles.
Il est bon de noter de suite*que lorsqu'un théorème est vrai, le théorème réciproque ne l'est pas nécessairement.
57. — Principe. — Dans une translation rectiUgne toutes les glissières sont parallèles entre elles.
Fis- U.
Ce principe est facile à vérifier expérimentalement. Traçons, sur une teuille de papier (fig. 40 une droite G à la règle, et laissons la règle en place, ^m la règle appuyons une équerre; et en un point de l'éauerre fixons un bout de crayon.
Si l on fait glisser Téquerre le long de la règle on réalise un mouvement de translation dont G est une glissière et le crayon décrit une droite G' qui est une seconde glissière.
En déplaçant sur l'équerre, on peut tracer autant de glissières que l'on voudra. On vérifie ensuite à l'équerre que ces glissières sont parallèles.
Réciproque. — Lorsque plusieurs droites sont parallèles, dans toute translation pour laquelle Vune d* elles est glissière, les autres le sont aussi.
r Application. — Trusquin — Cette propriété
Fig. 4*. — Trusquin.
des glissières dans le mouvement de translation est utilisée
par les menuisiers C dans le trusquin.
Cet appareil se compose d'une plaque de bois D (fig. 43) traversée par une pièce AB qui porte un traçoir T. On appuie la plaque D le long du bord d'une planche de façon que le traçoir T touche la planche. Lorsqu'on fait glisser le trusquin, le traçoir trace sur la planche une droite parallèle au bord.
En effet, le trusquin est animé d'un mouvement de translation dont le bord de la planche est une glissière. Le traçoir T trace une seconde glissière.
On peut enfoncer plus ou moins la pièce ÂB dans la plaque D dans laquelle elle est maintenue par une clef C. On peut ainsi faire varier la distance du traçoir au bord de la planche.
59. — Semi-droites parallèles. — Soient A6 et A'B (Vig. 43) deux droites indéfinies parallèles, un point de AB et 0' un point de A'B'. Si l'on effectue une translation de glissière 00' qui amène en 0', la droite AB viendra coïncider avec A'B'; par suite, la semi-droite OA
viendra coïncider
avec l'une des deux
semi-droites O'A'
ou O'B'. Suppo-
sons qu'elle vienne coïncider avec
O'A', les deux semi-
Fig. 43.
droites OA et O'A' sont alors dites
^^aratlèles et de même sens, tandis que les deux semi-
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droites OA et O'B' sont dites parallèles et de sem contraires. En résumé :
Deux semi-droites sont iiarallèles et de même sens si on
peut les faire coïncider par
translation ffig. 44) Q^ A'
Deux semi'drùites sont pm- * ralléles et de «ens eon-
traires si on peut les amener •JT""'^^^^^^™"^""^* en prolongement Vune de " '^
Vautre par translation (fîg. 44 Fig- 44- — Semi-droites parallèles
de même sens.
0' Af
Sens d'un segmçnt. — Étant
donné un segment de droite AB (fig. "^^^""""^"^""""^O^
45), désignons le
... „ 1^ Fig. 44 W«. — Semi-droites parallèles de sens
point A sous le contraires.
nom d'origine et le
point B sous le nom d'extrémité. Nous appellerons alors
sens du segment celui dans lequel se déplacerait un
point qui décrirait le segment en allant de rorigine A à
r extrémité B.
6i. - Segments égaux et parallèles. — Considérons deux droites indéfinies parallèles D et D' (fig. 45) et sur ces deux droites deux segments égaux AB et A'B'. Par une translatipn, amenons A en A', les deux droites indéfinies D et D' coïncideront. Si B vient se placer du même côté de A' que B', les deux segments égaux AB et A'B coïncideront (fig. 45) : nous dirons alors qu'ils sont de même sens. Dans le cas contraire, si B ne vient pas se placer du même côté de A' que B', B occupera une position B" telle que A' soit le milieu de B'B" (fig. 45 bis) : les deux segments égaux sont alors dits de sens contraires.
En résumé :
Deux segments égaux sont parallèles et de mente sens si
on peut les taire coïncider par la translation qui amène leurs origines en coïncidence (fîg. 4^)*
Deux segments égaux sont parallèles et de mtnm contraires si la translation qui tait coïncider leurs origines les place en prolongement Vun de Vautre (fîg. 45 bis).
Théorème. — Dans
r * 7 une translation recUligne tous
les points de la tigure mobile décrivent des segments rectilignes égaux, parallèles et de même sens.
Fig. 45.
.Soient A et B (fîg. 45) deux points de la figure mobile, A' et B' les homologues après la translation. Les deux
Fig. 4i bts,
segments AB et A'B' se déduisant l'un de l'autre par translation sont égaux, parallèles / . et de mène sens.
g ' ï) .1 oignons A A' e t B B '
I* AA' et BB' sont parallèles, car ce sont les trajectoires des points A et B (n'* 57).
2" AA' et BB' sont égaux et de même sens. En effet, comme AA' et BB' sont parallèles, on peut amener la droite indéfinie AA' à coïncider avec la droite indéfinie BB' par une translation de glissière AB qui amène A en B. Dans ce mouvement A' (n* 57) décrit la parallèle A'B' à AB; par conséquent, le point A' reste sur A'B', et comme il vient se placer sur BB', il tombe nécessairement en B' intersection de A'B' et BB'. Les deux segments AA et BB' décrits par deux points A et B sont donc parallèles, égaux et de même sens, puisqu'ils coïncident par translation.
Remarque — Le quadrilatère ABB'A' (fîg. 45) dont
les côtés opposés sont parallèles est ce qu'on appelle un parallélogramme,
W. — Exercice. — Soit ABC (fk. 46) an triangle ; par le milieu D de AB, menons la parallèle DE à BC qui coupe AG en E, et la parallèle DF à AC qui coupe BC en F. Joignons EF. f{
•Les trois tiiangles AEU, DFB et ECF sont égaux.
I* Faisons subir au triangle AED une translation de glissière AD qui amène A en D, D viendra en B puisque AD=DB. D'ailleurs AE viendra coïncider avec sa parallèle DF, et DE avec sa parallèle BF. Le triangle . AED est donc venu coïncider avec DFB. On en conclut que les deux segments DF et A£, qui coïncident l^iirtraftslation, F»8. 46.
sont égaux, parallèles et de même sens.
^' Faisons subir au triangle AED une translation de glissière AE qui amène A en E, le point D décrira le segment DF parallèle et égal à AE et de même sens. D viendra donc en F, et comme A est venu en E, AD est venu coïncider avec EF. De plus, DE viendra coïncider avec sa parallèle FC. Le triangle AED est alors venu coïncider avec ECF.
Oq en conclut que :
Dans un triangle, la droite qui joint les milieux de deux côtés est parallèle au troisième côté et est égale à sa moitié. Car, à cause des égalités des trois triangles :
AE = EC et CF = FB.
E est le milieu de AC, F est le milieu de BC. De plus, on a :
ED = CF = FB = — a
§ 3. — Mesure des an^^les. — Rotation autour d'un point. — Symétrie par rapport à. un point.
64. — Angles égaux. — Deux angles sont dits égaux lorsqu*on peut transporter Tun de façon aie faire coïncider avec l'autre, de telle sorte que les deux côtés du premier angle coïncident avec les deux côtés du second.
Par exemple, les deux angles AOB 'et .A'O'B' (fig. 47) soïit égaux
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SI ron peut transporter A'O'B' sur AOB de façon que O'A' coïncide avec OA et O'B' avec OB.
Fig. 47- — Angles épaux.
Angles adjacents. — Somme de deux angles
Deux angles AOB et BOC (fig. 48) sont dits adjacents lorsqu'ils ont môme sommet O, un côté commun OB et que les deux côtés non communs OA et OC $ont situés 4e part et d'autre du côté commun.
L'angle total AOC est ce qu'on appelle la somme des
deux angles adjacents AOB et
Fig. 48. — Angles adjacenls. BUC.
Lorsque les deux angles ne sont pas adjacents, on les transporte, pour faire leur somme, de façon qu'ils deviennent adjacents.
Mesure d un angle. — Considérons plusieurs
/x /^ /^ /\ angles egrawo?, de même sommet 0, AOB, BOC, COD, DOE,et
successivement adjacents (Rg. 49).
L'angle total AOE est la somme de 4 angles égaux à l'angle AOB.
L'angle AOE est donc égal à 4 foin l'angle AOB.
De la même façon, on pourrait former un angle égal à
5, 6, 10, 2o fois Tangle AOB. Jt,
/\ Inversement Tangle AOB est /\ le q^xart de Tangle AOË, et on
conçoit qu'on peut imaginer qu'un angle quelconque soit partagé en 5, 6, lo, 20 angles égaux dont il est la somme.
Fig. 49,
En d'autres termes, on conçoit l'existence d'un angle qui est le cinquième, le sixième, le dixième, le vingtième d'un angle donné.
Pour mesurer les angles on prend pour unité d'angle le degré.
Le degré est un angle tel que i80 degrés forment un angle dont les deux côtés sont en prolongement Vun de rautre.
Angle droit
1^21 angle de 90 degrés (ce qui s'écrit 9(P) est ce qu'on appelle un angle droit.
11 résulte de là que la somme de deux angles droits a pour mesure 180O, c'est-à-dire que deux angles droits adjacents ont les côtés non communs en prolongement l'un de l'autre.
Ainsi (fig. 5o) les deux angles ÂOB et BOC adjacents, égaux, et tels que les semi-droites OA et OC soient en prolongement Tune de l'autre, sont deux angles droits et ont chacun pour mesure 90®.
68. — Vérification d'une équerre. — Une équerre est un triangle rectangle^ c'est-à-dire un triangle dont l'un des angles est droit.
Cet instrument peut donc servir à tracer des angles
Fig. 5o.
Fig. 5i. — Équerre à 60 degrés.
droits ; mais à condition qu'il soit bien juste, ce qu'il faut
vérifier.
On vérifie l'exactitude de Tangle droit de la manière suivante, *° où Ton utilise
le caractère de l'angle droit, indiqué plus haut (n'' 67).
Appliquer contre la règle le plus petit côté AG de l'équerre(fig. 5i);
tracer au crayon , tenu comme dans l'usage de la règle, un trait AB, le long du côté de longueur moyenne; retourner Téquerre autour de ce trait
comme pivot.
Le _petit côté étant de nouveau contre la règle, en AC, le côté moyen doit pouvoir coïncider avec le trait AB.
Fig. 5a. — Équerre défectueuse.
Fig. 53. — Équerre défectueuse.
Les fig. Sa et 53 montrent deux éqnerres fausses ; pour la première, il V a utt angle trop grand à la place de Fangle droit ; pour la seconde, U y en a un trop petit.
Angles aigus et obtus.— Un angle est dit «Iffn
lorsqu^il est plus petit gu'un angle droit, c'est à-dire lorsque sa mesure est plus petite que 90^,
Angles aigus.
Fig. 54. — Angles obtus.
Un angle est dit ofetas lorsqu'il est plus grand qu'un angle droit, c'est-à-dire lorsque sa mesure, tout en étant moindre que 180^, est plus grande que 90^.
Ainsi (ûg. 54) les angles de 450 (demi-angle droit) et de 3o<^ (tiers d^angle drpit) sont aiçus. Les angles de l'i'i^ (3/a d'angle droit) et de i2o<> (4/3 d'angle droit) sont obtus.
70. — Angles complémentaires. — Deux angles sont dits eofliplémcntalres lorsque leur somme est égale à un angle droit, c'est-à-dire a pour mesure 9(P.
Ainsi les angles de 60® et 3o^ sont complémentaires, puisque
3oO + 6oOr=9o«.
Deux angles complémentaires sont toujours aigus.
71. — Angles supplémentaiires. — Deux angles sont dits ««pi^énieiitairés lorsque leur somme est égale à deux angles droits, c'est-à-dire a pour mesure iSO'^.
Par exemple les angles de 45® et de i35<> sont supplémentiires, puisque
De deux angles supplémentaires inégaux il y en a toujours un qui est aigu, tandis que l'autre est obtus. Deux angles supplémentaires égaux sont évidemment
droits puisque chacun d'eux vaut =90®. .
72. — Équerre ordinaire, équerré isocèle. — Deux équerres sont en usage.
L'une a environ 3oo millimètres pour le cô é moyen et 173--1/4 pour le petit; elle a l'aspect ABC (fig. 5i). Le triangle complet CBC a ses trois côtés égaux : c'est un triangle équilatéral.
Cette équerre est dite à 60 degrés; le plus grand des deux angles qui ne sont pas droits vaut en effet 60 degrés, c'est-à-dire qu'il est égal aux 2/3 d'un angle droit. L'équerre à 60 degrés est un demi-triangle équilatéral. Dans réquerre isocèle, les deux côtés de l'angle droit sont égaux (fig. 55); si on retournait Téquérre autour de son grand côté, la figure constituée par les deux positions du triangle serait un carré, c'est-à-dire un quadrilatère ayant les quatre côtés égaux et les quatre angles droits. (Voir n» 222).
^^_^_ L'équerre isocèle est un demi-carré,
Fig. 55. ^ Équerre ^^ l'appelle aussi équerre A 45 de-
isocèie. O'i"^''^, parce que chacun de ses angles,
autres que l'angle droit, est égal à la moitié d'un angle droit.
On vérifie l'angle droit comme pour Téquerre ordinaire ; et on s'assure de l'égalité de ses côtés; soit enfles mesurant, soit en appliquant sur l'un d'eux une bande de papier sur Jaqii.*Ue on a marqué la lon^ gueur de l'autre. -,.,.., ., „ .^„,v, . , _ . .
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73. — Le Cercle. — Le rerele est une ligne plane fermée dont tons les points sont à égale distance d'un point, nommé centre du cercle.
Le segment de droite qui joint le centre à un point quelconque du cercle est ce qu'on appelle un rayon au tercîe.
Par définition tous les rayons d'un cercle sont égaux.
On appelle dinmNre, dans un cercle y un segment de droite joignant deux points du cercle et passant par le centre.
Par exemple, la fig. 56 représente un cercle de centre ; OA, OB, OC sont des rayons. Ils sont égaux. DE est un diamètre.
Le diamètre d'un cercle est le double de son rayon. Car le diamè- ^''^' ^^- ~ ^'^^^'^•
Ire DE (fig. 56) se compose de deux rayons OD et OE, en prolongement Tun de Tautre.
Tous les diamètres d'un cercle sont égaux.
Un mre de eerele est une partie du cercle limitée en deux points.
Ainsi (fig. 56) si on considère la partie du cercle comprise entre les points A et B, on a l'arc de cercle AB.
Compas. — Pour tracer un cercle on se sert du compas
i" Le compas à pointes sèches sert pour reporter des dislances. Soit AB un segment de droite. Plaçons l'une des pointes du compas en A et ouvrons le compas jusqu'à ce que la seconde pointe soit exactement en B. La distance des deux pointes est égale à AB On peut alors reporter cette distance où Ton veut, sur une droite par exemple, en plaçant les deux pointes du compas sur cette droite.
a* Le compas à crayon où à tire-lignes sert à tracer des cercles. On place la pointe sèche (qui est souvent une aiguille) au centre du cercle. On ouvre le compas de façon
que la distance de la pointe du crayon (ou du tire-lignes) à la pointe sèche soit égale au rayon du cercle qu'on veut tracer.
La figure 5^ représente un compas à branches démontables. La
Mt
Fig, 57. — Compas.
pointe sèche peut être remplacée successivement par une branche porte-crayon ou une branche porte-tire-lignes.
Une rallonge permet, en outre, au besoin, d'allonger cette branche pour tracer de grands cercles.
Rotation d'une semi-droite. — Considérons dans un plan une semi-droile OA (Vig, 58) et faisons-la tourner dans ce plan autour de son origine 0, supposée fixe. Un point M de la semi-droite décrira évidemment un cercle de centre 0, puisque sa distance OM au point restera constante.
Si nous arrêtons la semidroite OA, dans sa rotation, en une position OB, elle aura décrit un angle AOB et.le
Fig.- 58.
Rotation d'une semidroite.
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point M aura. décrit uii arc de cercle MN correspondant.
Le sommet de Taiiglc AOB étant le «-entre du cercle, l'angle est dit un angle an centre du cerclo.
Pour avoir un exemple concret, il suffit d'assimiler le rayon OA à une'aiguillc de montre dont le c«n-le est le cadran.
76. — Rotation, aatour d'un point, d'un plan qui glisse sur un plan. — Considérons un plan fixe P et un point de ce plan. Plaçons sur ce plan P un second plan mobile ]9, qui peut glisser sur lui, et fixons le plan p en 0. Le plan mobile p pourra towncr autour de en glissant sur P.
Nous réaliserons ceci praliauement de la façon suivante : Sur unf" planche à dessin posons une feuille de papier et piquons une aiguille au centre de la feuille dans la planche. La feuille de papier sera le plan mobile p qui peut glisser, en tournant autour de raiguille, sur la planche P.
Cela étante imaginons une figure f tracée dans le plan p. Soit F| une première position de la figure f dans le plan P. Si nous faisons tourner le plan mobile p autour du point fixe O, chacun des points de la figure décrira (n" 75) un arc de cercle (fig. 69) et la figure f viendra „. ^ „ , ,. .,
. . . F ig. 59. — Rotation d'une
dans une nouvelle position Fg, Iigure plane autour d'un
Nous dirons que nous avons fait
tourner la figure F| autour du point O, ou encore
que la figure F, a effectué une ro/a^io/i autour de 0, de
FienFj.
^7. — -Théoràme.' ^ Dans une rcft&iioa autour de son centre, un cercle glisse sur lui-même, . -.
Considérons (fig. 60) un cercle de centre 0. Soit AB un arc de ce cercle. Si nous effectuons une rotation autour de 0, chaque point dé Tare AB reste sur le cercle {n" 76),
l'arc AB tout enlier reste sur le cercle et vient en une
nouvelle position A'B'.
Si, au lieu de considérer un arc AB,nous avions considéré le cercle tout entier, nous aurions également vu qu'il glisse sur fui même.
78. — Théorème. — Tout diamètre partage un cercle en deux parties égales.
Soit, en effet, AB un diamè-
Fig. 60. -notation d'un arc de cercle. ^^^ ^'uu cercle de Centre
(fig. 61). Les extrémités de ce diamètre partagent le cercle en deux arcs ACB et ADB. Ces arcs sont égaux ; car, si Ton fait tourner l'arc ACB autour de O, il reste toujours sur le cercle et lorsque A vient en B, B vient en A. Tout point M de Tare ACD vient se placer en un point M' de rare BDA. L'arc ACB est alors venu coïncider avec l'arc BDA.
Ces deux arcs sont donc égaux.
Théorème. — Dans une
rotation autour d'un point, toutes
les semi'droites issues du centre
'Q de rotation tournent toutes du
même angle dans le même sens,
: Soit O le centre de rotation ; OA, OB deux semi-droites issues de O (fig. 62). Effectuons une rotation autour de dans le sens de la
flèche /*. L'angle AOB viendra prendre une position A'OB' et l'on a :
Fig. 61. — Demi-cercle.
A'OB' = AOB.
Si aux deux membres de cette égalité on ajoute
SYMÉTRIE PAR RAPPORT A tlN POTNT.
A'OB, il vient:
A'OA
Fiij. 63.
L'angle B'OB, dont a tourné OB, est donc égal à Tangle
A'OA, dont a tourné OA'.
Si les deux angles AOB et A'OB' empiétaient l'un sur l'autre, il faudrait, pour la démonstration, retrancher A'OB au lieu de rajouter.
Bû. — Angle et sens d'une rotation. — Lorsqu'on fait tourner une figure plane autour d'un point dû plan, on appelle angle et sens de la rotation l'angle et le sens dans lequel tourne une semi-droite quelconque issue du centre de rotation.
De tout ce qui précède, il résulte que :
Dans une rotation, tous les points de la figure mobile décrivent des arcs de cercle ayant pour centre commun le centre de rotation ; toutes les semi-droites joignant le centre de rotation à un point de la figure mobile tournent du même angle, dans le même sens.
81. — Symétrie par rapport à un point. — Deux figures planes sont dites «Tiiiétriqiies par rapport à un point O du plan si Vune se déduit de Vautre par une rotation de i8(P autour de ce point 0.
Le point est appelé le centre de syméjirie,
82.— Points symétriques. — Soit A un point; son symétrique A' par rapport à O s'obtient en faisant tourner OA, autour de 0, de iSo®. OA' est donc dans le prolon-
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gement de OA et lui est égal. En d'autres termes O est
le milieu de AA' (fig. 6i).
Inversement si O est le milieu de AA' les points A et A' sont symétriques par rapport à O.
Donc pour obtenir le symétrique de A par rapport à O,
■'"'•*'• rTpi^Srt^ùrptlSY!""^' on trace OA qu'on prolonge
au delà de O et on marque A' tel que OA' = OA.
83.— Semi-droites symétriques. — Deux semi-droites symétriques par rapport à us point sont parallèles et de sens contraires.
Soient AX et A'X' (ûg. 64) deux semi-droites symétriques par rapport au centre 0. Menons par O la semi-droite Ox parallèle à AX et de même sens. Après la rotation de lôo® autour de 0, Oj^ést venu se placer en Oa?' dans son prolon-
Fig. 64. — Semi-droites symétriques.
gement. D'ailleurs Ox étant parallèle à AX et de même sens, Oa?'-est parallèle à A'X'-et de niême sens. Par translation on peut donc amener AX en O^r, et A'X' en Ox'; les deux- semi-droites AX et A'X' (n* 59) sont donc parai-
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lèles et de sens contraires, puisqu'elles peuvent être ame* nées en prolongement par translation.
S4. — Réciproquement. — Deux Bemi-droites parallèles et de sens contraires sont symétriques par rapport au milieu du segment qui joint leurs origines,
C'eçt évident, car si O est le milieu de AA', et si AX et A'X' sont parallèles et de sens contraires, la fîgure symétrique de AX par rapport à O est une semi-droite d'origine B' parallèle et de sens contraire à AX ; c'est donc A'X'.
85. — Segments symétriques. — Deux segments symétriques par rapport à un point sont égaux ^ parallèles et de s^ns contraires.
Soient ÀB,A'B' deux segments symétriques par rapport à O (fig. 65). Ils sont évidemment égaux, puisque ce sont deux positions du même segment» Ils sont parallèles et de sens contraires, car en vertu de ce qui précède fn' 83), les semi-droites AB et A'B' le sont aussi.
Réciproque B' ^' ment. — Deux seaments
„., ,*\ Fig. 6a. — begments symétriques par rapport
égaux parallèles et de sens à un point.
contraires sont symétriques par rapport au milieu de la droite qui joint leurs origines.
Soient AB et A'B' (fig. 65) deux segments égaux parah lèles et de sens contraires ; le milieu de AA'. Le segment symétrique de AB par rapport à O a pour origine A', il est parallèle à AB, égal et de sens contraire ; c'est donc A'B'.
Corollaire. -^Lorsque deux: segments sont êgaux
parallèles et de sens contraites^ les droites qui joignent les deux origines et les deux extrémités se coi^ent en leur milieu,
P est à la fois le milieu de kK et de BB' puisqu'il y a
symétrie par ^^ T^ rapport à ce
Il\ point (n* 86\
^ 88. - Théo-
^ rème. — Deux
\ figures planes
symétriques par rapport à un point du plan sont superposahles (égales).
Il suffit, en effet, par définition de la symétrie, de faire tourner Tune de j8o' autour du centre pour la faire coïncider avec l'autre.
Remarque. — Si on considère deux polygones symétriques par rapport à un point O (fig. 66), ils sont égaux.
Les droites qui joignent deux sommets homologues A et A' ont toutes pour milieu 0. Deux côtés homologues AB et A'B' sont égaux parallèles et de sens contraires.
89. — Centre. — On dit qu'une figure admet un point comme centre lorsqu'elle coïncide avec sa symétrique par rapport à ce point.
En d'autres termes, lorsqu'une figure a un centre, les points de cette figure sont deux à deux symétriques, par rapport au centre.
Exemple. — Un cercle coïncide bien avec son symétrique par rapport à son ceptre, car un cercle ne change pas lorsqu'on le fait tourner autour de son centre.
90. — Mesure d'un arc de cercle. — Degrés. — Considérons un cercle (fig: 6i)et menons d'abord iin diamètre
qui le partage en deux arcs égauxACBetADB. Partageons ensuite ces deux arcs chacun en i8o parties égales. Le cercle tout entier sera partagé en 36o arcs égaux. Chacun de ces arcs est ce qu'on appelle un degré d'arc, que Ton prend comme unité fondamentale pour mesurer les arcs.
Le degré d'are 08t la 360* partie du cercle auquel il ap^ parUent,
Le degré d'arc a deux sous-multiples : la minute et la
seconde, . ,
La mlniite d*are est' la SOr partie du degré, La seeende d'are est la 60* partie de la minute.
Pour mesurer un arc de cercle, on cherche combien il contient de degrés, minutes et secondes d'arc du cercle auquel il appartient.
En d'autres termes, on cherche combien il faut amener bout à bout, par rotation autour du centre, de degrés, minutes et secondes d'arc pour former un arc égal à l'arc donné.' .. c
On désigne les degrés, minutes et secondes par les signes
Ainsi un arc de a5 degrés i3 minutes 38 secondes s'écrit :
On donne le nom de quadrani à un quart de cercle. Le cercle entier contenant 36o degrés, chaque quadrant
contient --- = 90 degrés.
Un cercle entier comprend donc quatre quadçanls de
90 degrés chacun.
Mesure d'un arc de cercle. — Grades
Lors de la création du système métrique, Borda avait imaginé et mis en usage un système de mesure des arcs beaucoup plus commode pour les calculs pratiques et qui est actuellement usité dans le service géographique de
l'armée. Dans ce système le quadrant est divisé en loo parties égales, et chacune de ces parties est appelée un grade, qui est l'unité d'arc.
Le grade d*«rc est la 400" partie du cercle auquel il appartient.
Les soits-multiples du grade sont ses sous-multiples décimaux,
La minute de grade est la iOO^ partie du grade. La seconde de grade est la iOO^ partie de la minute. On écrit un nombre de grades comme un nombre décimal ordinaire.
Ainsi 370,7283 désigne 37 grades et 7383 dix millièmes de grade, ou 37 grades, 72 minutes, 83 secondes.
C'est là le grand avantage pratique de l'emploi du grade ; en revanche, dans ce système, le tiers d'angle droit a une mesure compliquée (33^,3333) tandis qu'il vaut,en degrés, 3o«.
92. — Changement d'unité. — Il est très facile de calculer la mesure d'un arc en grades, connaissant sa mesure en degrés et inversement.
Il suffit, en effet, de remarquer que puisque 90» valent ioo« on a
1"=— il-=Jl.
Ce qui permet de convertir des grades en degrés.
Exemple. — Convertir en grade i5' 24' 36''.
iS*» = 12 Xi5 = i6«,6666
a4' = ^ Xi4== OS4444
36" =^x36= osoiii * 34ao ■ *■
:. J^JV^' =^ I7^Ia2i '
Inversement puisque ioo« valent 90* on a :
Pour avoir le nombre des deyrés connaissant le nombre dea grades, il suffit de multiplier le nombre des grades par 0,9.
On obtient ainsi des degrés et fractions décimales de degrés.
11 restera à convertir ces fractions décimales de degrés en minutes et secondes en multipliant deux fois par 60.
Exemple. — Convertir en degrés i7'',iaai :
i7,iaai Xo,9= ^5,40989.
Il y a donc iS"", et la fraction décimale o*,4o989. I degré contenant 60 minutes : or, 40989 contient 0,40989X60 minutes. Or : 0,40989X60 = 14,5934.
n y a donc 34' et la fraction décimale o',S934. I minute contenant 60 secondes : 0^,5934 contiento, 593 ix6o secondes. Or : 0,5934 X 60 = 35,604.
TjC nombre des secondes est donc 36 (par excès).
L'arc est donc de i5"' 24' 36".
On trouve dans toutes les tables de logarithmes des tables spéciales qui facilitent ces conversions.
93. — Théorème. — Des angles au centre égaux interceptent sur le cercle des arcs égaux ;
Et réciproquement, des angles an centre qui interceptent sur le cercle des arcs égaux sont égaux.
Ceci est presque évident par rotation autour du centre. Soient, en effet, un cercle de centre (fig. 67) et deux
angles au centre égaux AOB et A'OB' qui interceptent sur le cercle des arcs AB et A'B'. Puisque ces angles sont égaux,
si l'on fait tourner Tangle AOB autour de jusqu'à ce que OA vienne coïncider avec OA', la semi-droite OB viendra nécessairement coïncider avec OB'. Or, dans la rotation, l'arc AB est resté sur le cercle et, comme A est venu en A' et B en B', AB coïncide avec A'B'. Les arcs A'B' et AB sont donc égaux.
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Inversomcnt, si les arcs AB et A'B' son.t égaux, on peut les amener en coïncidence par une rotation autour de O et les angles au centre cor- .
respondants AOB et / j
A'OB' viennent coïncider : ils sont donc égaux.
Considérons un demicercle divisé en i8o Fig. 67.
degrés,par exemple un
rapporteur (fig. 69). Joignons le centre du demi-cercle à tous les points de division. Nous formerons ainsi 180 angles de même sommet 0, successivement adjaœnts (n* 65) et qui sont tous égaux, puisque (n* 93) ils interceptent sur le cercle des arcs égaux. Chacun de ces angles vaut un degré d'angle^ puisque (n" 66) la somme de 180 de ces angles égaux forme un angle dont les côtés sont en prolongement.
Si, maintenant, on divise un degré d*arc en 66 parties égales, qui sont des minutes d^arc, et qu'on joigne les points de division au cenire, on divise ainsi chaque degré d'angle en 60 angles égaux qui sont chacun une minute d angle.
De même, à chaque seconde d'arc correspond un angle au centre qui est la seconde d'angle et qui est la 6o* partie de la minute d'angle.
Cela étant, considérons (fig. 68) un angle AOB. Décrivons de O comme centre avec un rayon arbitraire un arc de cercle limité en A et B aux côtés de Tangle.
Mesurons d'abord cet arc de cercle. Supposons, par exemple, qu'il contienne 18 degrés d'arc.
Fig. 68.
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Joignons lous les points de division aiî sommet O. Nous partageons ainsi
Tangle AOB en i8 angles égaux (n» 93) dont chacun vaut un degré dt angle. L'angle
AOB a donc pour
mesure iS^. L'angle
au centre contient
donc autant de degrés, minutes, secondes dtangle que
Tare de cercle intercepté contient de degrés, minutes,
secondes d'arc.
En d'autres termes :
Un angle au centre a même mesure que ïarc de cercle coinpris entre ses côtés.
Cet énoncé suppose évidemment que Ton prend, comme unité d'angle, Tangle au centre qui comprend entre ses côtés Funité d'arc.
Remarque. — Il est clair que- si on prend comme unité d'arc le grade^ l'unité d'angle correspondant sera le gi^ade d'angle^ tel qu'un angle droit vaut ioo<*.
Rapporteur. — Le rapporteur (fig. 69) est un
Fig 69 — Rapporteur.
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demi-cercle divisé en 180 d<»gré9, chaque degré étant quelquefois divisé en deux demi-degrés. De 5 en 5 degrés les lignes de division sont plus longues, ainsi que de 10 en 10. Le rapporteur a généralement deux graduations conceiitriques^ Tune, de o^ ix iSo^* dans un sens, Tautre de o^ à iSo'ï en sens contraire.
On le fait soit en corne ou en celluloïd transparent, soit en cuivre évidé.
96. — Emploi du rapporteur. — D'après ce qui précède, pour mesurer un angle AOB {ïig. 70) on transporte le rap-
Flg. 70. — Usage du rapporteur.
porteur sur Tangle de façon que le centre du demi-cercle tombe exactement au sommet de l'angle et que la ligne oo_i8oo coïncide avec le côté OA.
Il suffît alors de lire sur la graduation du rapporteur le nombre de degrés d*arc interceptés entre les deux côtés OAet OB de l'angle.
Sur la fio^ure 70 l'ande AOB est de 4^*^, car la droite OB pa.sse par la division 4u de la graduation.
Inversement, le rapporteur peut servira résoudre le problème suivant ' construire une semt-rfroife OB faisant avec
une semt-droite donnée OA un angle donnée d'un côté donné. Il suffit de placer le rapporteur de façon que le centre du rapporteur tombe en O el que QA soit dirigé suivant la ligne 0— o<*. On marque alors sur le papier, au crayon, l'extrémité de Tare AB donné et on joint OB.
Ainsi, s'il s'agit de construire un angle de 43" on marquera un point à la division 4a et, en le joignant à 0, on aura l'angle.
97. — Angles saillants et rentrants. — Considérons deux semi-droites OA et OB de même origine 0. Nous avons dit jusqu'ici qu'elles forment un angle. En réalité on peut dire qu'elles forment deux angles. Traçons en effet, de comme centre (Vig. 71), un cercle quelconque qui coupe les semi-droites en A et B. Ces points A et B partagent le cercle entier en deux arcs : l'un ACB plus petit qu'un demi-cercle, l'autre ADB plus grand qu'un demi-cercle. Si l'on fait tourner la semi droite OA autour de dans le sens de la flèche /*, le point A décrira l'arc ACB, et la semidroite OA, lorsqu'elle aura atteint la position OB, aura tourné d'un angle plus petit que 180® que nous appellerons angle '*^* ''*
saillant. Si, au contraire, on fait tourner OA dans le sens /*', le point A décrira l'arc ADB et la semi-droite aura décrit un angle plus grand que 180» que nous appellerons rentrant.
On peut mettre ces deux angles en évidence de la façon suivante : découpons le papier, sur lequel l'angle AOB est dessiné, suivant OA et OB; la feuille sera partagée en deux morceaux représentés sur la figure 73. L'un sera un angle saillant, l'autre un angle rentrant.
Vangle saUlant est plus petit que iSOP.
L angle rewktmwÈt est plus grand que i8(P, Dans la suite, nous ne considéreix^ns jamais^ sauf mention spéciale y que des angles saillants.
En reprenant Texemplc du n" 75, nous remarquerons que la
Angle reii liant.
Fig. 72.
Angle saillant.
grande aiguille d'une montre tourne d'un angle droit en un quart d'heure, de 180^ en une demi-heure, d'un angle saillant eh moins d'une demi-heure, d'un angle rentrant en plus d'une demi-heure.
§ 4. — Les ancien.
Théorème
Deux angles opposés par le sommet sont égaux.
C'est évident, car ils sont symétriques l'un de l'autre par rapport à leur sommet commun O
(fig. 73)-
Fig. 73. — Angles opposes par le sommet.
Fig. 74. — Angles adjacents.
L*angle ÀOB vient donc coïncider avec son opposé
A'OB' par une rotation de 180O autour de O.
Déf initions. -^ Rappelons (n** 65) que deux angirs
AOè et BOC sont dits adjacents lorsqu'ils ont même sommet O, un côté commun OB) et que les deux autres côtés sont de part et d'autre du côté commun (fig. 74).
D'une façon plus précise:
Deux angles de même sommet sont dits adijacents lorsqu'ils sont décrits suc-
cesaivement par une semi-droite qui tourne toujours dans le même sens.
Plus généralement;
Plusieurs angles de même sommet seront dits eonnéewktlim s'ils sont décrits consécutivement par une semi-droite qu tourne toujours dans le même sens.
Par exemple (fig. yS) les angles AOB, B'ob, C^, décrits consécutivement par le rayon OA tournant toujours dans le môme sens, sont des angles ronsécutifs.
104. — Théorème. — Deux an- F»g- 1-^- — Angles consëtutifs. gles adjacents^ dont les côtés
non communs sont en prolongement Vun de i'autre, sont supplémentaires.
Si, en effet (ifig, 76), les côtés OA et OB non communs,
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des angles adjacents AOC et COB,sont en prolongement,
la somme de ces deux angles est un angle AOB dont les côtés sont en prolongement et vaut
Fig. 76. — Angles adjacenls supplémentaires.
La somme de ces deux angles a même mesm'e qu'un demi-cercle.
Réciproquement, lorsque deux angles adjacents sont supplémentaires, leurs côtés non communs sont en ligne droite.
Car si les angles adjacenls AOC et BOC sont supplémentaires, le prolongement de OA fait avec OC lé même angle que OB et du même côté, donc il se confond avec OB.
102. — Grénéralisation. — Plus généralement la somme des angles consécutifs formés par des semi-droites de même origine, d'un même côté d*une droite indéfinie^ est égale à deux droiU (ou i80^).
Soit, en clTel, AB (fig. 77) une droite indéfinie, et OC, OD, OE des semi-droites issues d'un [ oint de AB, d'un
même côté de AB ; la somme des angles con-
secutifs AOC,
C0D,l50E,È0B est manifestement égale à i8oo,puisqu'elle à pour mesure un demi-cercle.
103. — Théorème. — La somme des angles consécaiits formés autour dun point par des semi-droites issues de ce poiat est égale à quatre droits ou 360^,
Soient OA, OB, OC, OD, OE (fig. 78) des semi-druiles issues de O. Faisons tourner OA autour de 0, toujours dans le même sens, et supposons qu^il rencontre les autres rayons dans Tordre précédent. Il décrira ainsi les angles
consécutifs AOB, BOC,
COb, DOE, EOA, pour revenir à la position initiale. Un point M de OA décrira, dans ce mouvement, un cercle complet qui a même mesure que la sonime des angles décrits. Cette somme est donc bien 36oO.
104. — Remarque. —, Les réciproques des théorèmes précédents sont manifestement vraies.
Angles droits. — Droites perpendiculaires
— Nous savons qu*on appelle angle droit un angle de 90®.
Deux angles droits sont évidemment égaux puisqu'ils ont même mesure, à savoir 90®.
Un angle droit est égal à son supplément.
Soit alors AOB (fig. 79), un angle droit. Prolongeons indé- Uniment les deux côtés de Tangle ; les deux droites indéfinies forment autour du point qucUre angles droits.
Fig. 79. — Droites perpendiculaires.
Un effet les angles COB et DOA sont droits comme, sup- XX • " /x ■
pléments de l'angle droit BOA et l'angle COD est égâleméht
droit puisqu'il est égal à son opposé par le sommet BQ A.
Les deux droites AC et BD, qui forment autour de' O quatre angles égaux, sont dites perpendiculaires l'une à l'autre.
Réciproquement, si deux droites forment autour de O
quatre angles égaux, la somme de ces angles étant égale
36o à 36oo, chacun d'eux vaut —-- 1=900.
Les quatre angles sont droits.
Si de comme centre on décrit un cercle, les quatre angles divisent ce cercle en quatre quadrants.
Deux droites indéfinies sont pcrpendlcnlalrca rnae *
l*aiitre, si elles forment autour de leur point d'intersection quatre angles égaux.
Ces angles égaux sont droits.
Deux droites qui se coupent, et qui ne sont pas perpendiculaires Vune à Vautre, sont dites obliques Vune par rapport à Vautre,
106. — Définition. — On appelle bisscciriee d'un angle une semi-droite, issue de son sommet, qui partage V angle
en deux parties égales.
Ainsi la semi-droito OC (fig, 80) est
bissectrice de l'angle AOB, si les an-
/^\ /X gles A0(1 et (!0B sont égaux.
107. — Théorème. — Les bissectrices de deux angles adjacents supplémentaires sont rectangu-
Bissecti-ice d'un angle, laires.
Soient AOB et BOC (fig. 81) deux angles adjacents sup-
plémentaires, OD et OE leurs bissectrices, on a :
Fig. 8i. — Bissectrices de deux angles adjacents supplémentaires.
' ^^ y^ /x AOB BOC 180O
108. -^ Théorème. — Les bissectrices des quatre angles formés par deux droites sécantes sont deux droites indéfinies perpendiculaires.
Soient AA' et BB'(fig. Si) deux droites qui se coupent en O. Remarquons d'abord que les bisseQtrices
/\ OC et OC des deux angles opposés par le sommet AOB
/\ et A'OB' sont en prolongement, car les deux angles sont
symétriques par rapport à 0, par suite, ils coïncident, ainsi que leurs bissectrices, par une rotation de 180»
autour de 0.
De même les deux bissectrices OD et OD' des
angles BOA' et
B'OA sont en prolongement.
D'ailleurs, comme, d'après le théorcmc prcccderit, l'aii-
Fitr. 8a.
bO
gle COD est droit, les droites indéfinies CC et DD' sont bien perpendiculaires.
109. — Théorème. — Deux angles qui ont les côtés respectivement parallèles et de même sens sont égaux.
/\ Soient AOB
et A'^B'
(fîg. 83) deux angles tels que OA et
Fig. 83. — Angles à côtés parallèles.
0'A',OBelO'B' soient parallèles et de même sens. Ils sont égaux, car par la définition même du parallélisme de deux semi-droites (n* 59) ils coïncident par une translation de glissière 00' qui amène en 0'.
ilÔ.— Remarque.— Lorsque deux angles AOB et A'O'B'
Vig. «4.
ont leurs côtés parallèles, il peut arriver trois cas.
r OA et O'A', OB et O'B' sont parallèles et de même sens (fig. 83).
Les angles sont égaux et coTnciclont par Iraiislatioii.
2* OA etO'X\ 08 ef O'B' sont parallèles et de sens con- Imires (fig. 84).
Les angles sont égaux. Par la translation qui amène
G en 0', AOB coïncide avec A"0'B", Topposé par le sommet de A' O'B'. Ou encore: les deux angles sont symétri-
Fig. 85.
ques par rapport au milieu I de 00' ; ils coïncident par une rotation de iSo® autour de I.
3».0Ae/ O'A' sont parallèles et de sens contraires^ OB et O'B' so7%t parallèles et de même sens (fig. 85,.
Les angles sont supplémentaires. Par la translation qui
amène O en O', AOB coïncide avec l'angle A"0'B' supplémentaire de A'O'B'.
ill. — Lorsque deux angles ont leurs côtés parallèles, ils sont ou bien égaux ou bien supplémentaires, et cela dépend du sens des côtés. Mais quelquefois les figures ne sont pas tracées, et on raisonne ainsi :
i" cas. — On a affaire à deux angles aigits. — On sait quUls sont égaux ou supplémentaires; or ils ne sont pas supplémentaires^ donc ils sont égaux.
2' cas. — On a affaire à deux angles obtus. — Ils ne sont pas supplémentaires, donc ils sont égaux.
3* cas. — On a affaire à un angle obtus eit à un angle aigu. — Ils ne sont pas égaux, donc ils sont supplémentaires.
En résumé, lorsque deux angles ont leurs côtés parallèles. Us sont égaux, s'ils sont de même espèce, — ils sont supplémentaires, s'ils sont d'espèces différentes.
Théorème. — Lorsque deux angles ont leurs côtés
Fig. 86.
respectivement perpendiculaires, ils sont égaux ou supplémentaires, suivant qu'Us sont de même nature ou non.
Soient AOB et A'O'B' (fig. 86) deux angles tels que D'A' soit perpendiculaire sur OA et O'B' perpendiculaire sur 08. Ces angles sont égaux ou supplémentaires, car, par une rotation de 90^ autour de 0', on amène Tangle A'O'B' en A"0'B" à avoir ses côtés parallèles à ceux de AOB.
Définition. — Étant données deux drôitesD et
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D' et. une sécante A qui les rencontre en A et B, celte s6cante forme avec ces^ deux droites, autour de A et B, huit angles (fig. 87).
Les quatre angles i, a, 7, 8 que D et D' forment avec la portion AB de
A comprise Fig. «7.
entre ces
deux droites sont dits internas. Les quatre angles 3, 4, 5» 6 que D et D' forment avec les parties extérieures de A sont dits externes.
Deux angles sont dits alternes s'ils sont Tun de sommet A, l'autre de sommet B et s'ils sont de part et d'autre de A.
D'après cela, i et 7, ainsi que 2 et 8 sont alternes intomes ; 5 et 3, ainsi que 4 et 6, sont alternes externes.
Deux angles situés d'un même côté de la sécante, l'un interne, l'autre externe, et non adjacents, sont dits correspondants. Ainsi : 1 et 5, 4 et 8, 3 et 7, a et 6 sont correspondants,
444^ Théorème. — Lorsque deux droites parallèles sont
coupées par une sécante :
les angles correspondants les angles alternes internes les angles alternes externes
sont égaux.
C'est un cas particulier du théorème du n* 113. Soient
D et D' deux droites parallèles coupées par la sécante AB (fîg. 88). Par une translation de glissière AB, qui amène
A en B, D vient coïncider avec D' et les angles correspondants coïncident.
Par une rotation de iSo» autour du milieu O de AB, les angles alternes internes et externes coïncident.
""'^ " 115. -Corollaire. —
Lorsque deux droites soBt parallèles y toute droite perpendiculaire à Vune est perpendiculaire à Vautre.
C'est le cas particulier du théorème précédent où Tun des angles considéré est droit (fig. 89). Tous les autres sont alors également droits.
""'^ ^^ 116. — Réciproque.
- Lorsque deux droites, coupées par une sécante, sont telles que
les angles correspondants ^
ou les angles alternes internes [ sont égaux,
ou les angles alternes externes ) les deux droites sont parallèles.
Soient en effet D et D' deux droites {fig, 88), coupées par
la sécante A en A et B. Supposons, par exemple, les angles correspondants 4 et 8 égaux. Si par B on mène la parallèle à D, elle forme avec A du même côté que la semidroite AD un angle égal à 8, d'après le théorème direct (n°114), par suite un angle égal à 4. Cette parallèle coïncide donc avec D', car il n'y a qu'une demi-droite issue do B faisant, d'un certain côté, un angle donné avec A. .
117. — Corollaire.— Deux droites perpendiculaires à une troisième sont parallèles.
C'est le cas particulier de la réciproque précédente où les deux angles égaux sont droits.
118. — Théorème. — La somme des angles d'un triangle est égale à deux droits (ou 180^).
Fig. 91. — Somme des angles d'un triangle.
Soit un triangle ABC (fig. 91). Prolongeons le côté AB
suivant AD et par A menons la semi-droite AE parallèle à
BC et de même sens que BC.
/\ y^ Les angles CBA et EAD sont égaux comme correspon-
dants. Les angles BCA et CAE sont égaux comme alternes
internes.
La somme des angles du triangle est donc égale à la /x y\ /\ somme des trois angles DAE, EAC, CAB formés autour de
A d'un môme côté de BD, elle est donc égale (n** 102) à deux
droits (ou iSo^).
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119. - Corollaire I. — Dans un triangle, il ne peut y avoir plus <ïun angle droit on obtus.
Car s'il y avait deux angles droits ou obtus, leur somme serait égale ou supérieure à i8o«, cequi nest pas possible, puisque cette somme est égale à iSo» diminuée du troisième angle.
120. - Corollaire II. — Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires.
Car la somme des trois angles étant égale à deux droits (i8o«j et l'un des angles étant droit, la somme des deux autres vaut un droit (9o«). Ils sont donc complémentaires (n« 70).
121. — Corollaire III. — Si dans un triangle les trois angles sont égaux, chacun d'eux vaut 6(P.
Car chacun d'eux vaut — ^ = 6o".
122. — Définition. — On appelle angle extérieur d'un triangle, Vangle formé par un côté et le prolongement d'un autre.
Ainsi dans le triangle ABC (fig. 91) l'angle CAD, formé par AC et le prolongement AD de AB,est un angle extérieur.
123. — Théorème. — Dans un triangle, un angle extérieur est égal à la somme des deux angles du triangle non adjacents.
Ce théorème est au fond identique à celui du n** 118. La
/^ démonstration est la môme. L'angle CAD (fig. 91) est égal
/\ /'\ à la somme des angles DAE et EAC, respectivement égaux
aux angles ABC et BCA.
Comme conséquence on en conclut que : L'angle extérieur au sommet d'un triangle isocèle est le double des angles à la base.
Définitions. — On appelle polygone convexe un
polygone tel quH soit situé tout entier d'un même oôté de Vun quelconque de ses côtés prolongé*
Ainsi le polygone P (fig. 92) est convexe, car il est toul l'iilier d'un même côté de l'un quelconque de ses côtés prolongé.
Polygone conveie.
Fig. 9>.
Polygone non convexe.
Le polygone P', au contraire, nest pas convexe. Car le côté A'B' prolongé le traverse.
Un triangle quelconque est toujours convexe.
125. — On appelle ansl® extérieur (f un polygone convexe V angle formé par un côté et le prolongement de Vun des
côtés adjacents.
/\ Ainsi (fig. 93) l'angle A'AB formé par le côté AB et le prolongement AA' du côté EA est un angle extérieur du polvgone ABCDE.
Théorème
— La somme des angles extérieurs d'nn polygone convexe, obtenus en prolongeant successivement ses côtés dans le même sens, est égale à quatre droits.
Soit, en effet, le polygone ABCDE (fig. 93).
Imaginons qu'un point le parcoure dans un
certain sens, et prolongeons successivement tous les côtés dans ce sens.
Fig. 93. — Somme des angles extérieurs d'un polygone convexe.
Les angles extérieurs ainsi obtenus, 1,2, 3,4, 5, ont pour somme quatre droits ou 36oo. Car, si par un point quelconque on mène des semi-droites parallèles aux divers côtés et de même sens, on forme des angles i',a',3',4',5' respectivement égaux aux précédents et dont la somme est bien quatre droits, puisque ce sont des angles consécutifs formés par des semi-droites issues de O (n" 103).
127. — Corollaire. — La somme des angles d*un polygone convexe est égale à autant de fois deux droits que le polygone a de sommetSj moins quatre droits.
En effet, considérons, en chaque sommet (fig. 93), Fangle
du polygone, BAE par exemple,et l'angle extérieur adjacent,
BAA'. Leur somme est égale à deux droits.
La somme totale des angles intérieurs et extérieurs est donc égale à autant de fois deux droits qu'il y a de sommets. Comme la somme des angles extérieurs est (n° 126) égale à quatre droits, on en conclut l'énoncé ci-dessus.
EXERCICES PRATiaUES
1. Tracer une droite de 6S millimètres; la diviser en 4 parties égales à l'aide du décimètre; voir ensuite si les 4 divisions sont bien égales, en prenant l'une d'elles au compas à pointes, et en la reportant sur les autres.
2. Tracer une droite indéfinie XY et marquer sur cette droite un point quelconque A. Prendre au compas à pointes une longueur de i5 millimètres, puis, posant une pointe en A, porter bout à bout sur XY 10 longueurs égales à i5, en faisant culbuter le compas alternativement autour de SCS deux pointes, pour qu'il ne quitte pas le papier. Voir si la longueur totale obtenue a i5o millimètres.
Reprendre le même exercice en prenant des longueurs de plus en plus petites et les portant bout à bout un nombre de fois de plus en plus grand.
3. Construire un quadrilatère convexe A B G D dont l'angle A est droit ; A B = 3o ; A D = 40 ; la diagonale A G a son milieu au point I où elle rencontre DB, et BI = 2/5 de DB. Donner à la figure la translation AC, qui l'amôno on AjB, CjDi ; amener A,B,C,D| en AaBgCjDa par la transla-
lion ID. YériUor que A|B| et k^]i^ sont parallèles ù AB^ B^Cj el B^C, parallèles à BC, etc.; que A As, BBg, CC^, DD, sont parallèles et égales.
4. Construire un triangle quelconque ABC ; marquer au décimètre, puis vérifier au compas à pointes, les milieux A' deBC, B'ile CA, C deAB. Vérifier que AB est parallèle à A'B' et double de A'B'; que A A' passe au milieu de B'C; et de même pour les deux autres côtés. Mener par chaque sommet de ABC une parallèle au côté opposé, pour avoir un triangle abc; vérifier que A' est le milieu de Aa, B' le milieu de Bb, C le milieu de Ce. Marquer les milieux des côtés des triangles BCa, CAfr, ABc, et voir les alignements que présente la figure.
5. Construire un quadrilatère quelconque ABCD, convexe ou non; prendre au décimètre, puis vérifier au compas à pointes sèches, les milieux E, F, G, H, I, K, deAB, BC, CD, D A, A C, D B. Yérifier^que les 3 droites de chacun des groupes suivants. :
AB,HK,IF; CD, IH, FK ; AD,IG,EK; BC, KG, El ; AC,EF,HG; DB, GF, HE sont parallèles, et que la première est égale au double de chacune des deux autres.
6. Construire un triangle quelconque ABC; joindre par une droite indéfinie le point A au milieu D de BC ; dessiner les positions successives que prend le triangle si on lui donne successivement cinq translations égales à la moitié de AD.
7. Construire un cercle 0, de 36 de rayon, et tracer en direction et en position quelconques un segment A B, de 54 de longueur ; donner à 1 2 points quelconques du cercle une translation égale à A B. Vérifier que les 12 points, dans leur nouvelle position, sont sur un cercle égal à 0, dont le centre 0| est la position que prend si on lui donne aussi la translation AB.
8. Construire un cercle de 20 de rayon; tracer par son centre une droite indéfinie XY; figurer les positions que prend le cercle si on lui donne successivement cinq translations égales à la moitié d'un rayon, le centre décrivant un segment porté par XY.
9. Construire un triangle quelconque A B C ; joindre chaque sommet au milieu du côté opposé, pour avoir les médianes kï), BE, CF; constater qu'elles passent par un même point, situé sur chacune d'elles au 2/5 de sa longueur à partir du sommet. Dessiner les positions AjBjCi, AjB^Cjquc prend le triangle s'il reçoit successivement les translations AD et BE, et entraîner les médianes dans ces translations. Yérificr qu'une troisième translation égale à CF ramène le triangle dans sa position initiale.
10. Construire un cercle de 20 de rayon et de centre A ; d'un \mni B de ce cercle, avec le même rayon, décrire un second cercle, qui coupe le précédent en deux points. Soit C l'un de ces points; du centre G, avec le même rayon, décrire un troisième cercle, qui passe par A, par B, et coupe une seconde fois le cercle A en A^. Donnera l'ensemble de ces trois cercles la translation AA|.
11*. Mêmes données qife dans l'exercice précédent, en prenant Ih translation égale à A C.
12. Mêmes données que dans l'exercice précédent, en déplaçant la figure par 2 translations succcssiTes, égales l'une à AAj, l'autre à AC.
EXERCICES THÉORiaUES
13. Une figure F, occupant d'abord dans son plan la position l\. reçoit une première translation qui l'amène en F^; une seconde translation lui donne la position Fj; une troisième translation la fait passer en F4, et ainsi de suile. Soit F« la 'position finale de F. Démontrer que F peut passer de Fj à (h par une seule translation.
U!iliscr le postulai.
14. Si une droite Dj se déduit «l'une autre droite D, par une translation qui amène le point Aj, pris sur D|, à coïncider avec un point A^ de
• la droite D^, démontrer que D^ se déduit aussi de D| par une translalion dont une glissière est la droite Bj B^ qui joint un point quelconque Bi, pris sur D4, à un point quelconque B^, pris sur D^. Considérer les translations successives B^ A,, A^ Ag, A^ B^.
15. La base d'un triangle glisse sur une droite donnée. Quelle est la trajectoire du Iroisième sommet?
16. Si l'origine A d'un segment rectiligne se déplace sur une dix»itc a, pendant que l'exlrémité B se déplace sur une droite p parallèle à a, le déplacement du segment A B e^t une translation.
17. Un triangle A BC se déplace de façon que les sommets B et C décrivent deux droites parallèles. Quelle est la trajectoire du sommet A?
18. Etant données deux droites parallèles Dj et D^^ et deux autres droites XY et D3 qui les rencontrent, construire un triangle équilatèral ayant un sommet sur cliacune des droites Df, D^, 1)3, de manière que le coté compris entre D| et Dj soit parallèle à XY.
19. Démontrer qu'un quadrilatère qui a deux côtés égaux et parallèles est un parallélogramme.
20. Démontrer que la droite qni joint les milieux de deux cotés op(K)sés d'un parallélogramme est parallèle aux deux autres côtés.
21. Si des parallèles en nombre quelconque interceptent sur une droite des segments égaux, ils mterceptent aussi des segments égaux sur toute autre droite qui les rencontre.
22. Mener par les sommets d'un triangle donné ABC trois droites parallèles qui interceptent sur une droite quelconque deux segments égaux.
Utiliser l'exercice 21.
23. Étartt données deux droites concourantes OX. OY, et une troisième droite D qui les rencontre toutes les deux, construire un segment de longueur donnée /, parallèle à D, et ayant une extrémité sur OX, l'autre sur OY.
24. On donne quatre droites quelconques Dj. D^, D3, D^; construire un
parallélogramme ayant un sommet A donné sur D|, un scimniel B donné sur D^, el les deux autres sommets respectivement sur D5 et sur î)^.
25. Elant donnes un cercle quelconque C, une droite X Y, et une droite D qui rencontre XY, construire un segment de longueur donnée /, qui soit parallèle à D, et qui ait une extrémité sur XY, l'autre sur le cercle C.
26. Par tous les |)oints d'un cercle, on mène des parallèles à une droite quelconque; sur ces parallèles on porte des longueurs égales et dirigées dans le même sens. Trouver une ligne sur laquelle soient placées les exi rémités de ces longueurs.
27. Etant donnés deux cercles C| et C^ et une droite D, construire un segment de longueur donnée /, qui soit parallèle à !), et qui ait une
extrémité sur le cercle Cj, l'autre sur le cercle C*.
28. Par un point A, mener une sécante telle que le segment compris sur cette sécanle entre deux droites parallèles soit égal à une longueur donnée.
29. Un parallélo^^ramme ABCD est arliculé on ses quatre sommets; on fixe le côté AB, et on déforme alors le parallélogramme. Déterminer la trajectoire d'un point quelconque de CI).
EXERCICES PRATiaUES
30. Calculer en grades les mesures des angles suivants donnés en degrés: i350; 60" 1 5'; i80 36'2'/' : i-jo"; ^'i^W^H".
31. Calculer en degrés^ futmitex el secondes les mesures des angles suivants donnés en grjides : 3oc ; 8uc,j5 ; ii5u,8487 ; locjOgi.
32. Marquer sur une droite 11 points équidislants de 8 millimètres, à l'aide du compas à [)ointes (Exercice 2); tracer par tous ces points des perpendiculaires à la droite, «outre laquelle on applique une règle, l'équerre glissant sur la règle. CoujMîr les 1 1 parallèles par une sécante qui lassiî avec l'une d'elles uu angle de 33®, et voir si les 10 segments obtenus sont égaux. (La somme de leurs longueurs doit être égale à go""", 4.)
33. Construire un triangle ABC, ayant A B = 3o, A C =r 5o, angle A = 1 20", et lui donner deux rotations successives de 120® chacune, et dans le même sens, autour du point A.
34. Mêmes données que dans l'exercice précétlenl, le triangle recevant cinq rotations successives de 60*^ chacune autour de A.
35. Construire un triangle ABC ayant AB=:3o, AC=:5o, angle A=r: 108®, et lui donner 4 rotations successives de 144® chacune, et dans le même sens, autour de A.
36. Construire un triangle quelconque ABC; faire tourner ce triangle dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre : i" autour de A et
bÎc
d'un angle égal à BAC pour l'amener en ABjCj,' 2" autour de Bj et d'un angle égal à CjB|A, pour l'amener en A^BjC^; 3« autour de Cj, et d'un
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angle égal à yj^Ç^Aj pour l'amener en AjEjC^. Comparer les direclions d'un même côté dans la position initiale et dans la position finale.
37. Construire un triangle équilatéral ABC, de 49 de côté; décrire de chaque sommet comme centre un arc joignant les deux autres sommets ; suivant les notations de l'exercice précédent, donner au triangle curviligne ABC successivement trois rotations de 60^ et de même sens autour de A, B„ Ca.
On obtient deux résultats différents, selon le sens dans lequel on tournerait autour d'un point intérieur au triangle pour rencontrer successivement les lettres A, B et C dans l'ordre alphabétique.
38. Construire un cercle 0, de 60 de rayon; tracer deux diamètres perpendiculaires A A' et BB'; du centre A, avec le rayon AO, «lécrirc l'arc OC, terminé en C sur le quadrant A B, et marquer du même coup de compas le point D sur le quadrant AB'. Du centre C, avec le rayon CO, décrire un arc OE, terminé en E sur le quadrant BA'. Du centre D, avec le rayon DC, décrire un arc CFA', limité en F à son intersection avec l'arc OE. Donner au contour curviligne OC F onze rotations successives, de 3o® chacune, et représenter les douze positions en supposant que le contour limite une feuille opaque, chaque position recouvrant la suivante, la dernière recouvrant la première.
EXERCICES THÉORiaUES
39. Deux droites parallèles XX' et Y Y' sont symétriques par rapport à un point 0: on trace deux droites quelconques AOB, A' OB' rencontrant XX' en AetA', el Y Y' en B et B'. Démontrer que les droites AB' et A'B sunt égales et parallèles.
40. On prolonge les côtés B A et CA d'un triangle ABC, de longueurs AB' = AB et AC'=:AC, puis on joint B'C. Démontrer ; i^que B'C'^^BC; 20 que la droite MM' joignant les milieux de BC et de B'C' passe par A; 3° que AM=:AM'.
41. Démontrer que les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leur milieu.
42. Démontrer que le parallélogramme est le seul quadrilatère dont les <liagonales se coupent en leur milieu.
43. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet sont en prolongement Tune de l'autre.
44. Si deux angles ont leurs cùîès parallèles ou perpendiculaires chacun à chacun, leurs bissectrices sont, ou parallèles, ou }>erpendiculaires.
45. Si par deux points A et B, diamétralement opposés sur un cercle, an mène deux cordes parallèles, AC et BD, ces cordes sont égales et la droite CD est un diamètre du cercle.
46. On joint un point P à un point M variable sur le cercle C et on prend le symétrique M' de M par rapport à P. Quelle est la trajectoire de M'?
Se servir tle celte trajectoire pour tracer par le point P une droite coupant deux cercles C et C en des points A et A' tels que : PA z=. VA'.
47. Si on joint les milieux des côtés d'un triangle deux à deux, on partage le triangle en quatre triangles égaux,
48. Les droites menées par les trois sommets d'un triangle parallèlement aux côtes opposés forment un triangle quadruple du premier.
49. Construire un triangle connaissant les milieux des trois côtés.
50. On donne un triangle équilatéral ABC inscrit dans un cercle. Montrer d'abord que ce triangle coïncide avec lui-même après une rotation de 120® autour du centre du cercle. On prend sur AB un point D entre A et B, et sur BC un point F tel que AD^nBF. On mène les droites AF et CD
qui se coupent en G. Démontrer que l'angle FGC est égal à l'un des angles du triangle ABC.
51. On donne un carré ABC D; on porte sur AB, BC, CD, DA des longueurs égales AA', BB', CC, Db\ Démontrer que la ligure A' B' C D' est un carré.
52. Démontrer que les milieux des côtés d'un quadrilatère quelconque sont les sommets d'un parallélogramme.
A quelles conditions doit satisfaire le quadrilatère pour que ce parallêlogrannue soit : i" un losange; a" un rectangle; 3"* un carré?
53. Construire un pentagone connaissant les milieux des cinq côtés.
54. Etant donné un triangle ABC, par le sommet A on élève des pi'rpeudiculaires aux côtés AB et AC ; sur ces perpendiculaires, on porte des
longueurs AE = AB et AF := AC, et de manière que les angles BAC et
FAE soient d'espèce différente. Démontrer que les droites BF et CE sont égales et perpendiculaires l'une sur l'autre.
EIŒRCICES PRATIQUES
55. Sur une droite indéfinie 0.r, marquer un point : placer le centre du rapporteur sur le point 0, le rayon-origine suivant Ox (le rayon-origine va du centre au point marqué zero^ -d'un côté ou de l'autre) ; marquer en Ij la division i5**, tracer OIi ; remettre le rayon-origine suivant 0I|,
pour construire de nouveau un angle I^ l^ de i5^. Voir si la somme de 6 angles consécutifs obtenus ainsi est égale aux 90® du rapporteur et à l'angle droit de l'équerre.
56. Construire un angle de i34^; mener sa bissectrice à l'aide du rapporteur et vérifier la figure, en trayant du sommet comme centre avec 80 de rayon un arc qui coupe les deux côtés de l'angle et la bissectrice, puis s'assurant que les deux portions de l'arc sont égales. Essay(;r la
vérificalion avec un arc de 5 de rayon ; voir pourquoi le grand rayon précédent doit être préféré.
57. Construire un angle de 5;** 3o' et mener sa bissectrice, le tout à l'aide du rapporteur, en appréciant à vue les fractions de degré que le rap|)orteur ne donne pas. Voir si la construction est exacte, en décrivant du sommet comme centre un arc de grand rayon, qui coupe les deux côtés de l'angle et la bissectrice.
, 58. Construire un triangle ABC, dans lequel AB = 8(», AC = 55, angle A= 57**. Mesurer les angles B et C, en évaluant à peu près les fractions de degré que le rapporteur ne donne pas, et voir si la somme des trois angles A, B, C est égale à 180®. Recommencer l<j même exercice avec les données suivantes.
AB=i2 ; AC=:7 ; angleA = .»oO ABm2 ; AC = 7 ; angle A = 5»
AB =: 12 ; AC = 7 ; angle A = 172** AB=i2 ; AC= 80 ; anglcAi=5oO AB = 1 2 ; AC = 80 ; angle A = :')»
AB=: 12 ; AC = 80 ; angle A = 1 72»
59. Construire arbitrairement deux droites indéfinies qui se cotipcitt. et vérilier au moyen du rapporteur que les angles opposés par le sommet sont égaux et que deux angles adjacents sont supplémentaires.
60. Construire un triangle quelconque A B G ; mesurer ses angles au moyen du rapporteur; vérifier que chaque angle extérieur est égal à la somme des deux autres angles intérieurs. Reprendre cet exercice plusieurs fois, en variant sensiblement les dimensions et les angles du triangle considéré.
Construire au rapporteur la hissecli'ice d'un angle compris entre deux côtés inégaux, et s'assurer i\\\elle ne passe pna par le milieu du côté Opposé.
61. Construire un triaugle isocèle ABCi, d'ailleurs quelconque, dans lequel AB = AC; tracer à l'aide «lu rapporteur les bissectrices des angles intérieur et extérieur en A ; vérilier que la première passe par le milieu de BC, qu'elle est perpendiculaire à BC, et que la seconde est parallèle à BC.
62. Construire arbitrairement deux droites parallèles coupées par une sécante, mesurer les 8 angles que présente la figure, et comparer leurs valeurs,
63. Construire un polygone convexe de cinq côtés, mesurer ses angles intérieurs et ses angles extérieurs; vérifier que ses angles intérieurs ont une somme égale à 54o®, et que la somme des angles extérieurs vaut !î6o<*.
64. Construire un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit ont 80 et 39; le triangle sera exact si l'hypoténuse a 89. Mesurer les angles aigus et vérifier qu'ils sont complémentaires.
Soit A le sommet de l'angle droit, BC l'hypoténuse. Au moyen de l'équerre, tracer AD perpendiculaire à BC, et vérifier l'égalité des angles
BAD et ACD, CAD et ABD.
EXERCICES THÉORIQUES
65. Quel est le polygone dans lequel la somme des angles est égale à 12 angles droits?
66. Dans un triangle ABC, dans lequel on suppose l'angle B supérieur à l'angle C, l'angle de la bissectrice et de Ja hauteur issues du sommet A est
égal a ■ .
67. L'angle des bissectrices intérieures des angles B et C d'un triangle ABC est égal à la moitié de l'angle A augmentée d'un angle droit. L'angle des bissectrices extérieures des mêmes angles est égal au complément de la moitié de l'angle A.
68. La différence des angles qu'une bissectrice intérieure forme avec le côté oppose d'un triangle est égale à la différence des angles à la base de ce triangle.
69. Les bissectrices des angles formés en prolongeant jusqu'à leur rencontre les côtés opposés d'un quadrilatère convexe se coupent sous un angle égal à la demi-somme de deux angles opposés du quadrilatère.
70. Un rayon lumineux SI tombe en I sur une droite (miroir) MN, se réfléchit pour arriver suivant 1 1' sur une seconde droite M'N, où il se niflôchit encore suivant la direction TS'. Sachant que le rayon réfléchi lait avec la perpendiculaire à la droite (miroir) un angle (angle de réflexion) égal à l'angle (angle d'incidence) du rayon direct avec la même per| endiculaire, montrer que l'angle des rayons SI et l'S' est double de l'angle des droites MN et M'N. ^Principe de l'inslrumoiit appelé sextant.)
CHAPITHE II LES FIGURES ÉLÉMEiNTAlRES
§ f . — Symétrie par rapport à une droite.
128. — Définition. — Une droite indéfinie partage un plan en deux parties que nous appellerons deux semi-plans.
On peut imaginer que Ton fasse tourner Tun de ces semi-plans autour de la droite comme une page d'un livre ou d'un carnet.
Soit F ffig. 94) une figure plane, et D une droite. Faisons . tourner le semi-plan qui contient F, autour de D comme charnière, jusqu'à ce qu'il vienne coïncider avec Vautre semi-plan. La figure F vient alors occuper une position F' dite symétrique de F par rapport à D.
La droite D est appelée axe de symé- _ n trie.
Par exemple , si l'on plie une " feuille de papier
en deux, si sur Tune des moitiés on dessine à
Fi},'. 9i. — Figures symétriques par rapport à une droite. ^ encre une llgm*e
et quon la r.i-
... , , . '^'"^^^e sur Tautre
moitié avant (jue le dessin ne soit sec, ce dessin s'imprimera sur la
seconde moitié et nous obtiendrons deux figures symétriques par
rapport au pli de la feuille.
Figures directement et inversement égales
- Considérons deux figures symétriques par rapport à une droite, par exemple (fîg. 95), des lettres : PLI. Cos deux figures sont égales et la superposition s'obtient en faisant pivoter le semi-plan de droite autour de D pour le rabattre sur celui de gauche.
Au lieu d'opérer ainsi, essayons de faire coïncider les deux figures en les faisant gUsset* dans le plan sans les sortir du plan.
Nous nous apercevrons sans peine que c'est en général impossible. Ainsi il est impossible de faire coïncider la lettre P avec sa symétrique ^ par un simple glissement dans le plan, comme cela aurait lieu pour la symétrie par rapport à un point.
Nous apercevons donc ici une différence essentielle entre les deux symétries planes.
Dans la symétrie par rapport à un point les figures symétriques peuvent être amenées en coïncidence par un simple glissement dans le p/an (rotation de i8o<^),sans sortir les figures du plan. "
Fig.
9Î). — Lettres symétriques par rapport ù une droite.
Dans la symétrie par rapport à une droite on ne peut faire coïncider Tune des figures symétriques avec Tautre qu'à condition de la sortir du plan et de la retourner dans l'espace avant de la replacer dans le plan. Ceci nous conduit à distinguer les figures planes égales en deux catégories :
Les figures directement égales qu'on peut faire coïncider par glissement dans leur plan ;
Les figures inversement égales qu'on ne peut faire coïncider qu'après retournement de l'une d'elles hors du plan.
Remarque I. — Dans ce qui précède nous supposons évidemment que nous considérons des figures tracées sur un seul côté du plan, c'est-à-dire tracées sur un plan opaque de façon que les figures ne soient pas visibles des deux côtés du plan.
Remarque 11. — Il y a des figures qui sont à la fois directement et inversement égales. Telle est, par exemple, la lettre 1 (figure gS) qui peut coïncider par glissement avec sa symétrique par rapport à la droite D.
Points symétriques. — Théorème. —Lorsque
deux points sont sy- ^ I métriques par rap-
port à une droite^ cette droite est perpendiculaire au mi- _. lieu de celle qui joint ^ - les deux points.
oT
Soient A et A'
(fig. 96) deuxpomts
hig. 96. — Pomls symélri(iues par rapport à une .. .
droite. symétriques par rap-
port à la droite D, et O le point d'intersection de AA' avec D. Lorsqu'on rabat le semi-plan supérieur autour de D sur le semi-plan inférieur, O ne bouge pas et A vient en A'. Les deux angles
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bOA et DCA' coïncident, ils sont donc égaux; d'ailleurs,
comme OA et OA' sont en prolongement, ces angles sont
aussi supplémentaires. Ils sont donc droits. De plus OA,
pouvant coïncider avec OA', lui est égale ; par suite O
est le milieu de AA'.
Réciproquement, si la droite D est perpendiculaire au milieu de A A', les points A et A' sontsymétHques parrajrporl dD.
Cela se vérifie sans peine.
132. — Théorème. — Par un point on peut mener une perpendiculaire à une droite et on n^en peut mener qu'une.
Soit une droite D et un point A.
i" Supposons d'abord le point A en dehors de D (fig. 96). Il suffit alors de joindre A au symétrique A' par rapport h D pour avoir la perpendiculaire cherchée AA'.
2" Si le point A est sur la droite (fig. 97), menons d'abord une perpendiculaire quelconque BB' à D, en joi-
•■•e- 91' ~ Perpendiculaire à une droite.
gnant deux points B et B' symétriques par rapport à D. La parallèle menée par A à BB' est bien perpendiculaire à D in» 115).
Il n'y en a d'ailleurs qu'une, car (n" 117) deux droites perpendiculaires à une troisième étant parallèles, si elles ont un point commun A elles coïncident (n* 49).
Rbmabque. — Le point C, pied de la perpendiculaire abaissée de B sur AD, est ce qu'on appciHe la projection
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de B sur AD, et la perpendiculaire BC prend le nom de projetante du point B.
133. — Droites symétriques. — Théorème. — Lorsque deux droites sont symétriques par rapport à une troisième, cet axe de symétrie est la bissectrice de leur angle.
Soit D l'axe de symétrie (fîg. 98) et OA une droite qui
le coupe en 0.
Si on fait tourner le plan autour de D, le point O ne bouge pas, la droite OA vient en la symétrique OA' et les angles
DOA et DOA'
Fig. 98. — Axe de symétrie d'un système de deux droites.
sont manifestement égaux, puisqu'ils coïncident par rotation autour de D. L'axe D
est donc bien la bissectrice de Tangle AOA'.
Remarque. — Une droite parallèle à Taxe de symétrie (c'est-à-dire qui ne le rencontre pas) a évidemment pour symétrique une autre parallèle à Taxe.
134. — Définitions. — Dans un triangle on appelle hauteur la perpendiculaire abaissée d'un sommet sur le côté opposé. Ce côté se nomme alors base.
Dans le triangle isocèle on réserve ordinairement le nom de base à celui des trois côtés qui n'est pas égal aux deux autres.
On appelle mérfiaDe d'un triangle une droite joignant un sommet au milieu du côté opposé.
SYMETRIE PAR RAPPORT A INE DROITE
133. — Théorème. — Dans un triangle isocèle : 1** La bissectrice de V angle formé par les deux côtés égaux est en même temps hauteur et médiane; i** Les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
Soit ABC {Cig. 99) un triangle isocrlo tel que AB = AC et soit AD la bissectrice de l'angle A du triangle.
Si Ton fait tourner le triangle ADB autour de AD comme charnière, la semi'droite AB viendra coïncider avec AC à cause de l'éga- Iité des angles DAB et DAC et le point B viendra se placer en C puisque
AB = AC
Ceci prouve que C est le symétrique de B par rapport à AD.
Par suite : AD est perpendiculaire au milieu de BC, c'est donc une ^' hauteur et une médiane du triangle.
De plus, dans le rabattement du triangle ADB sur ADC,
1 angle ABD vient coïncider avec l'angle ÀCD, ces angles sont donc égaux.
136. — Réciproque I. — Si dans un triangle deux angles sont égaux, les côtés opposés le sont aussi.
Soit, en effet, ABC (fig. 99) un triangle dans lequel nous supposons les angles en C et B égaux. Élevons la perpendiculaire DD' au milieu de BC. Les points B et C (n" 131) sont symétriques par rapport à DD'. Si donc nous faisons tourner l'angle DBA autour de DD' comme charnière, B vient en C et, à cause de l'égalité des angles DBA et DCA, BA vient prendre la direction CA.
Les droites BA et CA sont donc symétriques par rap-
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port à DD' ; leur point d'intersection A est sur l)D^
(n*» 133) et l'on a :
Corollaire. — Dans un triangle équilatéral les
180* trois angles sont égaux et chacun d'eux vaut ——-=60"; et
réciproquement, si dans un triangle les trois angles sont égaux, ce triangle est équilatéral.
139. — Lieux géométriques. — On dit qu'une figure est le lieu g^éométrlque des points jouissant d'une certaine propriété, lorsque tous les points de cette figure jouissent de cette propriété, et ceux-là seulement.
Lorsqu'on voudra donc démontrer qu'une figure estun lieu géométrique, il faudra prouver deux choses : l'Que tout point de la figure jouit de la propriété considérée; a" Que tout point qui jouit de la propriété est sur la figure, ou, ce qui revient au même, que tout point qui n'est pas sur' la figure ne jouit pas de la propriété.
140. — Théorème. — Le lieu géo- Lifii des points à métrique des points équidistants de deux
le distance de deux points donnés.
points donnés est la perpendiculaire au milieu de la droite qui les joint.
Soient A et B (fig. 100) deux points, et D la perpendiculaire au milieu de AB :
SYMÉTIUE PAU RAPPORT A UNK DROITE.
I"* Tout point M de D est à égale dislanco de A et li, car MA= MB, par symétrie par rapport à D;
2' Soit M un point équidistant de A et B. Le triangle MAB étant isocèle, la médiane MO est également hauteur; donc le point M est bien sur la droite D perpendiculaire en sur AB.
141. — Construction. — Élever la perpendiculaire en un point d'une droite.
Soit'O un point de la droite D (Vig. loi).
De comme centre avec un rayon arbitraire décrivons un cercle qui coupe D en A et
B. De A et B ;jvM
comme centres, /
avec un même '
rayon (plus grand /
que le précédent), /
décrivons deux \ ' \
cercles qui se /y* '^ Q < 'B
coupent en M et ^
La droite MM' \
passe par O, c'est "^ ^
lo, perperidicula ire 4 C 1^ '
cherchée.
En effet M et M'
SOntéauirlistants *''^' '°'~ ^Construction de la perpendiculaire en un " point d'une droite.
deAetB; ils sont
donc (n* 140) situés sur la perpendiculaire au milieii
de AB.
142. — Construction. — Abaisser d'un point extérieur nne perpendiculaire sur une droite.
tu point O comme centre avec un rayon arbitraire, mais
, suffisamment grand, traçons un cercle qui coupe la droite D en deux points A et B (fîg. loa).
De A et B comme centres, avec des rayons égaux, traçons deux arcs de cercle qui se coupent en M.
1vi
Fijr. I02- — Construction de la perpendiculaire abaii^sée d'un point sur une droite.
OM est la perpendiculaire cherchée.
Car O et M étant équidisftnts de A et B, la droite OM est perpendiculaire sur AB (en son milieu).
Construction
ment AB,
Construire le milieu d'un seg-
Des points Aet B comme centres (fig. loi) traçons deux cercles égaux qui se coupent en M et M'. La droite MM' est perpendiculaire au milieu de AB. Elle coupe donc AB au milieu cherché.
angle.
Construction. — Construire la bissectrice d'un
Soit AOB l'angle donné (fîg. io3). Du sommet O comme centre décrivons un arc de cercle qui coupe les côtés en A
et B. De A et B comme centres avec des rayons égaux traçons deux arcs de cercle qui se coupent en M.
OM est la bissectrice cherchée. .
Car O et M étant équidistants de A et de B, OM est per-
Fin. io3. ■
- Construction de la bissectrice d'un angle et du milieu d'nn arc de cercle.
pendiculaire au milieu de la droite (non tracée) AB. Les points A et B et par suite OA et OB sont symétriques par rapport à OM qui est donc (n" 133) la bissectrice de Tangle
AOB.
145. — Construction. — Construire le milieu d'un arc de cercle.
11 sufOt de construire (fîg. io3) la bissectrice OM de l'angle
au centre AOB correspondant.Cettebissectrice coupe Tare AB an milieu cherché C.
146. — Théorème. — Si deux côtés d'un triangle sont inégaux, au plus grand des deux côtés est opposé le plus grand angle.
Soit ABC (fig, io4) un triangle dans lequel nous supposons que le côté AB est plus petit que le côté BC. Nous
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allons montrer que TangleACB, opposé à AB, est plus petit
que l'angle CÂB opposé à BC. Prenons, en effet, sur le
. côté BC une longueur
BD égale à BA. Comme BA est plus petit que BClepointD tombera entre B et C. Joignons AD.
L'angle CAB est manifestement plus grand que l'angle
DAB qui est égal à
Tangle ADB, puisque le triangle ADBest isocèle. Or Fangle
ADB, étant extérieur au triangle CAD, est plus grand que
Tangle ACD non adjacent (nM23). En résumé on a /X /X /X /\
CB > AB
Car, si on avait CB = AB, les angles opposés seraient égaux, ce qui n'a pas lieu ; et si on avait CB < AB on
aurait, d'après ce qui précède, CAB <AGB, ce qui est également contraire à l'hypothèse. — Le côté CB ne pouvant être ni égal, ni inférieur à AB, est nécessairement plus grand que AB.
148. —Remarque. — Le raisonnement précédent est ce qu'on appelle un raisonnementpar/'rtftswïY/é?. Il consiste.
en efTet, à prouver la vérité de la proposition énoncée en démontrant qu'il est absurde de supposer qu'elle ne soit pas vraie.
149. — Corollaire. — Dans un triangle rectangle, le côté opposé à r angle droit est le plus grand des trois.
Car si un triangle a un angle droit, les deux autres angles sont aigus, donc plus petits que lui.
150. — Définition. — On appelle hypoténuse d*un triangle rectangle le côté opposé à l'angle droit.
D'après cela, le corollaire précédent s'énonce ainsi : Dans un triangle rectangle l'hypoténuse est le plus grand des trois côtés.
151. — Théorème. — Si dun point pris en dehors d'une droite on mène à cette droite la perpendiculaire et différentes obliques :
V La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;
T Deux obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire sont égales;
S° Deux obliques qui s'écartent inégalement sont inégales, et celle qui s'écarte le plus est la plus longue.
Soit A une droite et un point extérieur (fîg. io5).
I** De O abaissons la perpendiculaire OA et une oblique
Fig. io5. — Perpendiculaires et obliques.
OB. Comme OB est l'hypoténuse du triangle rectangle
OAB, elle est plus longue que la perpendiculaire OA.
u° Soient OB, OC deux obliques qui s'écartent également
du pied A de la perpendiculaire. A étant le milieu de BC, OC et OB sont symétriques par rapport à OA, donc égales.
3" Soient OB et OD deux obliques qui s'écartent inégalement du pied A de la perpendiculaire. Supposons AD > AB et B du même côté de A que D. Dans le triangle OBD, l'angle en B, étant obtus, est le plus grand des trois angles, donc (n" 146)
OD > OC
152. — Réciproques. — Si Von joint un point pris hors d'une droite à différents points de cette droite :
V La plus courte de toutes ces longueurs est la perpendi* culaire abaissée de ce point sur la droite;
2^ Deux obliques égales s'écartent également du pied de la perpendiculaire ;
3^ Deux obliques inégales s'écartent inégalement du pied de la perpendiculaire et la plus grande s^écarte le plus.
On raisonne par l'absurde.
r Si OA (fîg. io5) est le plus court des segments de droite joignant O à un point de la droite A, c'est la perpendiculaire abaissée de sur A, car, si elle ne l'était pas, la perpendiculaire serait plus courte qu'elle.
i" Deux obliques égales OB et OC s'écartent également du pied A de la perpendiculaire, car si elles s'écartaient inégalement elles seraient inégales.
3° De deux obliques OB et OD la plus longue OD s'écarte le plus du pied A. Car si on avait
AB > AD ou AB = AD, on aurait OB > OD ou OB = OD,
ce qui est contraire à l'hypothèse.
Définition. — On appelle distante d'an point à
DISTAÎiCES.
une droite la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite.
C'est le chemin rectiligne le plus court pour aller de ce point à la droite.
154. — Théorème. — Lorsque deux droites sont parallèles, tous les points de Vune sont à la même distance de Vautre.
Cette distance commune est ce qu^on appelle la dintanee des deux parallèles.
Soient D et D' (ï\g. io6) deux droites parallèles. De deux points A et C
de D' abaissons A ^ _"
les perpendiculaires AB et CE sur D. Les, droites AB et CE sont parallèles (n" 117).
Les deux dis-
Kig. io6. ~ Distance de deux parallèles.
tances AB et CE sont donc égales, car on les amène en coïncidence, par une translation de glissières D' et D qui amène A en C.
155. — Corollaire. — Le lieu géométrique des points à une distance donnée d'une droite donnée D se compose de
Fig. 107. — Lieu des points à une distance donnée d'une droite.
deux droites D' et D" parallèles à la droite donnée D, de part et d'autre de cette droite D (fîg. 107).
Les droites D' et D" sont symétriques par rapport à la droite D.
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156. — Théorème. — Dans un triangle un côté est plus petit que la somme des deux autres.
On peut considérer cette proposition comme évidente expérimentalement.
En voici d'ailleurs imo démonstration * :
Soll ABC (fif(. io8) lin triann^le. Prolong^oons le côté AB, au del?i de
A, d'une longueur Ah égale à AC. Joignons I)C. Le triangle AIK:
étant isocèle, les angles XX /^
ADC et ACD sont égaux.
Donc, dans le triangle
BDC, l'angle BCD est plus grand que l'angle
BDC, puisqu'il est égal à celui-ci augmenté de
l'angle ACB. U en résulte (n" 146) que
c'est-à-dire et, comme AD-^AC,
BC < BI), BC<BA + AI) BC<BA-f AC.
157. — Corollaire I. — Le segment de droite qui joint deux points est plus court que la longueur de toute ligne brisée joignant ces deux points.
Cette proposition est presque intuitive, car, en vertu du théorème précédent, chaque fois qu'on remplace T" le segment de droite ioignant deux pomts par deux
segments de droite, on allonge la ligne qui joint ces deux points.
1. On pourra réserver reUo démonslration ain^i (|ue colins ilps n" 457 à 461 |M>iir la rla^ise <le Troisième A.
Ainsi (fîg. 109), le segment de droite AB qui joint AàB est plus court que ACB. Si on remplace le segment CB par la ligne brisée CDB, on allonge le chemin total. Si on remplace encore DB par DEB, on allonge encore, et ainsi de suite. On a donc :
AB<ACB<ACDB<ACDEB. ,
158. — Corollaire. — Dans un triangle un côté quelconque est plus grand que la différence des deux autres.
Car, dans le triangle ABC (fîg. 108), on a :
ABfAOBC. (»)
Supposons BC plus grand que AB, on en conclut, en retranchant AB aux deux membres de l'inégalité (i),
AOBC — AB.
159. - Théorème. — Toute ligne brisée convexe joignant deux points est plus courte que toute autre ligne brisée joignant les deux mêmes points et qui Venveloppe.
Soit, en effet, ACDEFB une ligne brisée convexe (fig. 1 10) joignant les deux points A et B ; et soit AHIJKLMNB une ligne brisée quelconque qui l'enveloppe.
Prolongeons le côté AC jusqu'à sa rencontre P avec la ligne enveloppante. Si nous remplaçons la ligne AHP par la droite AP nous diminuons le contour enveloppant (n° 157).
Prolongeons ensuite CD jusqu'à sa rencontre Q avec le contour enveloppant. Si nous remplaçons encore le contour
Fig. 110.
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CPIJKLQ par la droite CQ, nous diminuerons encore le contour enveloppant. Et ainsi de suite. En continuant de la sorte nous parviendrons finalement, de diminution en diminution, au contour convexe ACDEFB qui est par suite manifestement plus petit que celui qui l'enveloppe.
Remarque
— Il est bon de remarquer que cette démonstration ne réussit que parce que le contour ACDEFB est convexe.
Si, par exemple (fîg. m), on considère un contour ACDEFIKLMNOPQB qui n'es^ \m8 convexe, il est fort possible qu'il soit plus long que le contour enveloppant ARSB. Il suffira d'essayer de recommencer dans ce cas la démonstration précédente pour voir pourquoi elle n'est plus possible.
161. — Application. — Nous avons vu (n* 140) que la droite D perpendiculaire au milieu O du segment AB est le lieu géométrique des points équidistants de A etB. Il en résulte que tout point M non situé sur D est inégalement distant de A et B. Il est intéressant de savoir duquel des points A ou B il est le plus près.
Si le point M est du même côté de D que A, il est plus près de A que de B (fîg. i la).
Joignons, en effet, MB et MA. Ces points M et B étant de part et d'autre de D, le segment MB rencontre D en urt point P, entre M et B. Joignons encore PA. Dans le triangle MPA on a :
(i) MA<MP-fPA.
Or, P étant sur D, on a aussi :
MA<MP+PB = MB
§ 3. — Lie Cercle.
162. — Rappel. — D'après la définition que nous en avons donnée (n* 73),
Le cerele est le lieu géométrique des pointa d'un plan qui Bont à égale distance d'un point de ce plan appelé centre.
Le segaient de droite qui joint le centre à un des points du cercle est un rayon.
Tous les rayons sont, par définition du cercle, éyauj-.
Nous avons vu (n* 77) que, lorsqu'on fait une rotation autour de son centre, le cercle glisse sur lui-même.
163. — Principe. — Une droite ne peut pas couper un cercle en plus de deux points.
Elle coupe le cercle en deux points si la distance du centre à la droite est plus petite que le rayon : {f\^. 1 13) OH < OA; la droite est dite sécante.
Elle ne rencontre le cercle qu'en un point lorsque la distance du centre à la droite est égale au rayon. La droite est dite tangente (fig. ii3).
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Elle na aucun lioint commun avec le cet^le lorsque la dis-
se canie au cercle.
Taiigeiile au cercle.
Fig. ii3.
iNon-sécante.
lance du centre à la droite est plus grande que le rayon : OH>OA (fig. ii3).
164. — Définition. — On appehe eorde, sous-tendant un arc de cercle, le segment de droite qui joint les deux extrémités de cet arc.
Un diamètre est une corde qui passe par le centre.
Tous les diamètres sont égaux ; chacun d'eux est le double du rayon (n" 73).
Un diamètre partage le cercle en deux parties égales (n" 78).
165. — Angles au centre. — Nous avons vu (n" 75) qu'on appelle an^/e au centre, dans un cercle, un angle dont le sommet est le centre du cercle.
Si Von prend comme imité d'angle Vangle au centre qui comprend entre ses côtés Vunité d'arc, l'angle au centre a même mesure que l'arc comptns entre ses côtés (n" 94).
Angles inscrits. — On appelle ande Inscrit
dans un cercle un angle formé par deux cordes issues d'un même point du cercle.
LK CEUCLE.
Fi^'. ii'i. — Anjjle inscrit.
Ainsi (iig. ii4) Tniigle BÂC, dont le sommet A est situé sm* le cercle, dont les côtés AB et AC sont deux cordes issues d'un même point, est un angle tnscn7 dans le cercle 0.
167. — Théorème. — Si Von prend comme unité d* angle V angle au centre qui comprend entre ses côtés Vunité d^arc, l'angle inscrit a même mesure que la moitié de Varc compris entre ses côtés.
Nous examinerons trois cas de figure :
i" Supposons que Tun des
côtés AC de Tangle inscrit BAC passe par le centre du cercle (fîg. ii5). Joignons OB. Le triangle OAB est isocèle, puisque OA = OB comme rayons du môme
cercle. Les angles BAO et ABO sont donc égaux (n" 135).
D'autre part l'angle BOC, étant extérieur au triangle OAB, est égal à la somme des deux angles intérieurs opposés (n** 123), et, par suite,
au double de l'un d'eux OAB
BOC = OAB -f 01bA == 2 BAX:.
BAC
est donc la l'angle au centre
Fig. ii6.
part et d'autre du centre
L'angle moitié de
BOC qui a même mesure que
l'arc BC ; par suite, BAC a même
mesure que la moitié de l'arc BC.
2° Supposons les deux côtés
AB et AC de l'angle B^ de
O (fig. iiG). Menons le dia-
mètre AOD; il partage Tangle BAC en deux angles BAD
et DAC qui, d'après le cas précédent, ont mêmes mesures
BD , DC
que les arcs — ^t — • L angle total inscrit BAC a donc
même mesure que la somme
, BD , DC des arcs — -j ou que
- arc BC.
3" Supposons enfin que le centre du cercle ne soit pas compris dans l'angle BAC (fig. 117).
Dans ce cas, l'angle BAC est la différence des angles BAD et CAD, qui ont respectivement même mesure que - arc BD et - arc CD
L'angle BAC a donc même mesure que
^-arc BD — -arc CD = i arc BC.
La proposition énoncée est donc vraie dans tous les cas.
168. — Corollaire. ~ L'angle inscrit dans un demicercle est un angle droit.
Car (fig. 118) si l'angle
Fig. 118.
ACB est inscrit dans un demi-cercle, c'est-à-dire si
AB est un diamètre, cet angle a même mesure que la ?rioi7îe d'un demi-cercle, c'est-à-dire qu'un quadrant (n* 90). L'angle ACB est donc droit.
Réciproque du Corollaire. — Le demi-cercle
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décrit sur rbypoténuse d'un triangle rectangle comme dia^ mètre passe par le sommet de V angle droit.
Eq effel, soit (fig. ii8) un triangle ACB rectangle en C. Si sur AB comme diamètre on décrit un cercle, ce cercle
coupera la droite AB en un point G' tel que Tangle ACB soit droit (d'après le corollaire précédent) ; c'est donc le pied de la perpendiculaire abaissée de B sur AC ; c'est donc nécessairement C, puisqu'il n'y a qu'une seule perpendiculaire abaissée de B sur AC.
170. — Conséquence. — Dans un triangle rectangle, la médiane issue du sommet de ïangle droit est égale à la moitié de rbypoténuse.
Et réciproquement, si dans un triangle une médiane est égale à la moitié du côté qu'elle partage en deux parties égales, ce triangle est rectangle.
Car si le triangle ABC est rectangle en C, OA, OB, OC sont des rayons du demi-cercle décrit sur AB comme diamètre, ils sont donc égaux.
Et, réciproquement, si OA = OB = OC, le cercle décrit de comme centre, avec OA pour rayon, passe par B et
C et Tangle ACB est droit.
11 résulte de là que la médiane OC partage le triangle rectangle en deux triangles isocèles ^AOC et BOC.
Nouvelle
Fi^. 119. — Construclion de la perpendiculaire construction de la en un point d'une droite.
perpendiculaire en
un point d'une droite. — Soit D la droite et A un point
de cette droite. D'un point quelconque O (lig. 1 njK décri-
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vons un cercle de rayon OA, qui coupe D en un second point B. Joignons BO qui coupe le cercle en C. AC est la peryendiculaire cherchée.
Car, BC étant un diamètre, l'angle BAC est droit.
172. — Théorème. — L'angle formé par deux cordes d'un cercle qui se coupent a même mesure que la demi-somme des arcs compris entre ses côtés.
Soient (fig. lao) BE et CD deux cordes d'un cercle qui se coupent en A. Joignons BD
L'angle DAE est extérieur au triangle ABD, il est donc égal (n*" 123) à la somme des deux
angles DBË et BDG qui ont respectivement pour mesures
(n" 167) -arc BC et- arc DE.
L'angle DAE a donc bien pour mesure :
lare BC -h -arc DE.
Fig.
173. — Théorème. — L'angle formé par deux sécantes à un cercle, qui se coupent en dehors du cercle, a même mesure que la demi-différence des arcs compris entre ses côtés.
Soient BC et DE, deux cordes d'un cercle dont les prolongements se coupent en A hors du cercle (fig. lai). Joignons CD. Dans le triangle
ACD, l'angle CDË, étant extérieur, est égal à la somme des angles intérieurs CAD
et ACD. On en conclut que l'angle CAD est égal à la difîérence entre les angles CDE et ACD qui ont respectivement mêmes mesures que - arc CE et - arc BD. Par
suite, l*angle CAD a même mesure que :
- arc CE — - arc BD.
174. — Segment capable. — D'après ce qui précède, si on considère (fîg. laa) un arc de cercle ACB, et si on joint un point quelconque M de Tare à ses extrémités A et
12». — Segment capable d'un angle donné.
B, Tangle AMB reste constant lorsque le point M se déplace sur Tare ACB, puisqu'il a toujours même mesure que la moitié de Tare ADB.
On appelle sci^ment de eercle
la portion du plan comprise entre nn arc de cercle et sa corde.
Étant donné un segment de cercle ACB (fîg. laa), soit a Tangle constant AMB ; le segment est alors appelé le segment capable de l'angle cl.
175. — Application. — Le lieu géométrique des points d'un plan d'oà Von voit un segment AB sous un angle donné se compose de deux arcs de cercle limitant les segments capables de cet angle ^ décrits sur AB,
Soit (fig. ia3) un segment rectiligne AB, et ACB le segment capable d'un angle « décrit sur AB. 11 est clair que le segment ACB symétrique par rapport à AB est également capable de Fangle a.
!• Tout point M situé sur l'arc ACB ou sur l'arc ACB
est un point de lieu, car l'angle BMA est égal à a (sa mesure est - arc BD A).
î»" Tout point non situé sur ces deux arcs ne fait pas partie du lieu.
Si on considère, en effet, un point M' situé à l'intérieur du segment ACB, l'angle AM'B est plus grand que a, car il a pour mesure
- arc BDA, augmenté de
- arc PQ ; et, si on considère un point M" situé à l'extérieur du segment, l'angle AM'B est plus petit que a, car sa mesure est
égale a - arc BDA diminué de -arc RS.
Fig. 123. — Lieu des points d'où l'on voit un ^
segment sous un angle donné. ^
Cas particulier. —
Lorsque l'angle donné a est droite les deux segments capables sont deux demi-cercles formant un cercle entier.
176. — Théorème. — Dans un môme cercle on dans des cercles égaux :
V Des arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales;
T Des arcs inégaux, plus petits qu'un demi-cercle, sont soustendus par des cordes inégales, et le plus grand arc est soustendu par la plus grande corde.
1" Soient AB et CD deux arcs égaux d'un cercle (fig. 124). <3S cordes sont évidcninicnt égales, car, par une rotation
Fig. 124. — Cordes égales.
autour du centre 0, on peut faire coïncider les deux arcs et par suite les deux cordes.
r Soient AA'B et CCD (fig.
laS) des arcs inégaux d'un même cercle, plus petits qu'un demi-cercle, et supposons
arc CCD > arc AA'B.
Faisons tourner l'arc CD autour de de manière à amener C en A, l'arc CCD prendra la position AA'E et le point B tombera entre A et E. Dans le triangle ABE, l'angle en B a alors même mesure que la moitié de l'arc ADEqui est plus grand qu'un demi-cercle ; il est donc obtus et, par suite, AE > AB.
Nous avons supposé que les arcs appartenaient à un même cercle. S'ils appartenaient à des cercles égaux, il suffirait, au préalable, de transporter l'un pour le faire coïncider avec l'autre.
177. — Réciproques. — Dans un même cercle ou dans des cercles égaux:
io Des cordes égales sons-tendent des arcs égaux;
2^ Des cordes inégales soustendent des arcs inégaux et la pins grande corde sous-tend le plus grand arc.
Tout cela résulte de suite de ce qui précède au moyen d'une démonstration par l'absurde.
17g. — Construction. — Construire sur une droite donnée un angle égal à un angle donné.
Soit AOB (fig. 126) un angle donné et O'A' une semidroite. De comme centre avec un rayon arbitraire décrivons un arc de cercle qui coupe les côtés de l'angle AOB en A et B. Du point 0' comme centre avec le même rayon
Fig. zs6. — Construction d'un angle égal à un angle donné.
(même ouverture de compas), décrivons un arc de cercle qui coupe O'A' en A'. Cela étant, prenons une ouverture de compas égale à AB et de A' comme centre décrivons un arc de cercle qui coupe l'arc tracé précédemment en B' :
L'angle B'O'A' est Vangte cherché.
En effet, les arcs A'B' et AB, appartenant à des cercles égaux, sont égaux puisque, par construction, les cordes AB et A'B' sont égales. Les angles au centre correspondants sont donc égaux.
179. — Remarque. — Le cercle décrit de A' comme centre coupe le premier, décrit de 0' comme centre, en deux points B' et B", de part et d'autre de A'. Il y a donc deux solutions au problème. Il n'y en aurait qu'une si on spécifiait par avance de quel côté de O'A' doit se trouver l'angle cherché.
180. — Théorème. — DevLx cordes égales d'un même cercle sont éqaidistantes du centre, et réciproquement deux_ ordes équidistantes du centre sont égales.
Soient AB et A'B' (fig. 127) deux cordes égales d'un même cercle, OH et OH' les perpendiculaires abaissées du centre sur elles. Les arcs AB et A'B' étant égaux (n'^lTô) on peut les amener à coïncider par une rotation autour du centre O.
Les cordes A'B' et AB coïncident alors et il en est de même des perpendiculaires OH et OH', puisque d*un point on ne peut abaisser qu'une perpendiculaire sur une droite. On a donc :
OH = OH
Pip. i«7.
Réciproquement, si OH = OH', et si on effectue la rotation qui fait coïncider OH' avec OH, la corde A'B' viendra coïncider avec AB puisqu'elle deviendra perpendiculaire à OH en H, et qu'il n'y a qu'une telle droite.
181. — Théorème. — Toul diamètre d'un cercle est un axe de symétrie de ce cercle et partage en deux C
parties égales les cordes - ^^ ^'^^M
qui lui sont perpendiculaires.
Soit un cercle de centre 0, et AB un diamètre. Si l'on fait tourner le demicercle ACB (fig. ia8) autour de AB comme charnière, tout point M de ce demi-cercle viendra prendre la position symétrique M' par rapport à AB et la droite OM viendra coïncider avec OM'. La longueur O M'
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est donc égale à OM» et M' est situé sur le demi-cercle ADB.
Le diamètre AB est donc un axe de symétrie puisque les points du cercle sont deux à deux symétriques par rapport à lui.
M et M' étant symétriques par rapporta AB, le diamètre AB est perpendiculaire au inilieu I de MM'.
D'ailleurs inversement les extrémités M et M' de toute corde perpendiculaire à AB sont évidemment symétriques, par rapport à AB, car elles coïncident dans le rabattement autour de AB comme charnière.
Le diamètre AB partage donc en deux parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires.
182. — Corollaire. — La perpendiculaire abaissée du centre sur une corde partage cette corde et les deux arcs qu'elle sous-tend en deux parties égales.
C'est une conséquence directe de ce qui précède car cette perpendiculaire 01 à la corde MM' est un diamètre, axe de symétrie.
Les arcs MB et M'B ainsi que les arcs MCA et M'DA
(fig. ia8) sont égaux comme symétriques.
183. — Théorème. — Deux sécantes parallèles interceptent sur un cercle des arcs égaux.
Soient AA' et BB' deux cordes parallèles d'un cercle (fig. 129). Le diamètre CD perpendiculaire à ces ^'^s- '^9. deux cordes est (n° 181) un
axe de symétrie de la figure.
Les deux arcs symétriques AB et A'B' sont donc égaux.
184. — Construction. — ConstruirCy sur un segnv*nt de droite AB, un segment capable d'un angle donné a.
AB
Tangle lOB a donc même mesure que Tare BC ou arc —
il est donc égal à Fangle inscrit AMB=a. L'angle ÔBl est le complément de a puisque le triangle OIB est rectangle en I.
D'où la construction suivante : au point B on construit une droite BO faisant avec BI fangle go'* — a (n" 178); on élève la perpendiculaire au milieu de AB (n" 143). Ces deux droites se coupent au centre du cercle cherché^ facile à tracer.
Si Fangle donné « est obtus, Tare AMB cherché est plus petit qu'un demi-cercle (V^g. i3r). Soit alors AM'B le second arc sous-enlendu par AB: Tangle inscrit AMfe a méroe mesure que - arc AM'B; l'angle inscrit AM'B a môme
mesure que - arc AMB. La somme de ces deux angles a donc même mesure qu'un demi-cercle, soit i8o^ Ces anerles sont supplémentaires. L'angle a donné étant obtus,
son supplément p est aîgu et on est ramené au casprécé-
Pig. i3i.
dent, car il suffit de construire sur AB le segment capable de Tangle p.
Remarque. — Nous avons démontré, en passant, que, dans un quadrilatère AMBM' inscrit dans un cercle ^ deuœ angles opposés sont supplémentaires,
185. — Théorème. — Le diamètre d'un cercle est la pins p grande de tontes les cordes.
^^ Denx cordes inégales sont
p en ordre inverse de lenrs dis-
tances au centre.
Imaginons, en effet, que dans un cercle (fig. i3a)une corde se déplace parallèlement à elle-même. Le milieu de la corde restera toujours sur le diamètre fixe AË perpendiculaire à la direction de la corde.
Lorsque la corde passe par le centre O, on a un diamètre CD. A mesure que la corde s'éloigne du centre. Tare
sous-tendu MBM' diminue et par suite la corde diminue.
Puisque arc CBD > arc MBM',
on a : cœ^de CD > corde MM'.
Le diamètre est plus grand qu'une corde.
Soient MM' et PP' deux cordes inégalement distantes deO:
OR
On a : arc MBM' > arc PBF,
donc corde MM' > corde PP'.
La corde la plus longue est celle qui est la plus rapprochée du centre.
1S6. — Tangente. — Soit M un point d'un cercle (fig. i33). Prenons sur ce cercle un autre point M', traçons la sécante MM' et
imaginons que le ^^^^^^^ T
point M' se déplace sur le cercle en se rapprochant de M.
La sécante M M ' tournera autour du point M et passera par des positions successives MM", MM'", etc., telles que Tare sous-tendu devienne de plus en plus petit. A la limite, lorsque le point M' sera venu se confondre avec M, la sécante MM' occupera une position extrême MT qu'on appelle la tangente en M au cercle.
En d'autres termes :
La teBKente en an point d'un cercle est la limite des positions d'une sécante passant par ce point, et dont les deux points d*intersecUon avec le cercle se rapprochent indéfiniment jusqu'à se confondre,.
Fig. i33. — Tangente au cercle.
Le point de la tangente, suivant lequel les deux points d'intersection de la sécante sont venus se confondre, est ce qu'on appelle le point de contact.
La tangente n'a qu'un point commun avec le cercle, qui est son point de contact.
187. — Théorème. — La tangente en un point d'un cercle est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact.
Soit, en effet, MM' une sécante qui coupe le cercle en M et M' (Vig. i34}.
Menons le diamètre MOP du point M. L'angle inscrit
PMM' a (n* 167) même mesure que la moitié de l'arc PM'. Lorsque le point M', en décrivant le cercle, vient se confondre avec M, la droite MM' a pour limite la tangente MT; l'angle PMlil' a
Fig i34.
pour limite l'angle PMT et i
sa mesure - arc PM' a pour
limite : - demi-cercle MM'P. L'angle PMT a donc même
mesure qu'un demi-demircercle ou qu'un quadrant ; il est donc droit.
Remarque. — Au lieu de faire pivoter la sécante autour d'un point M on peut supposer qu'elle se déplace parallèlement à elle-même.
Supposons, en effet, que la corde MM' (fig. i35) se déplace parallèlement à elle-même de façon que sa distance OP au centre augmente, la corde (n* 185) diminuera.
LE CEKCLE.
lut)
Le point P décrit le diamètre AB qui partage en deux parties égales les cordes MM'. Lorsque P se rapproche de A, les deux points M et M' se rapprochent et la corde MM' tend vers zéi^o. A la limite, lorsque P estàTextrémite A du diamètre, les deux points M et M' sont tous deux confondus en A, la sécante est devenue la tangente AT qui est perpendiculaire en A sur le rayon OA.
Fi«(. x35.
Construction.— Par
trois points non en ligne droite on peut faire passer un cercle et un seul. Construire ce cercle.
Supposons le problème résolu et soit O le centre d'un cercle passant par trois points A,6,C, non en ligne droite (fîg. ï36). Les trois rayons OA, OB, OC, sont égaux. Par suite, puisque OA =i OB, le point O est situé (n" 140} sur la
perpendiculaire au milieu H de AB. Ce même, puisque OB=OC, le point est sur la perpendiculaire au milieu K de BC. Donc, s'il existe un cercle passant par A, B, C, on obtient son centre par la construction suivante :
On élève les perpendiculaires (n* 143) aux milieux îl et K des côtés AB et BC. Ces perpendiculaires se coupent en un point O qui est le centre du cercle cherché.
En effet, étant sur la perpendiculaire au milieu deAB, on a :
OB = OC
Les trois segments OA, OB, OC sont donc égaux et le cercle décrit de O comme centre avec OA pour rayon passe par B et C. C'est d'ailleurs le seul.
191. — Conséquence. — Les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés d'un triangle concourent en un même point qui est le centre du cercle elrconscrlc à ce triangle.
En effet, soit le point d'intersection des perpendiculaires élevées aux milieux H et K des côtés AB et BC du triangle ABC(fig. i36j. Le point esta égale distance des trois sommets A, B,C, on a donc : .
et par suite est aussi situé sur la perpendiculaire élevée au milieu P de AC.
192. — Corollaire. — Deux cercles ne peuvent pas se couper en plus de deux points.
Car par trois points il ne passe qu'un cercle.
193. — Théorème. — Lorsque deux cercles se coupent, la droite qui joint les centres est perpendiculaire au milieu de la corde commune.
En effet, la droite 00' qui joint les centres (fîg. 137) est (n^ 181) un axe de symétrie commun aux deux cercles; les deux points d'intersection A et A' sont donc symétriques par rapport à 00'.
Positions
relatives de deux Fi<(. 137.— points d'intersection de deux cercles.
cercles. — Deux
cercles peuvent avoir Tun par rapport à l'autre cinq positions relatives.
I* Les deux cercles peuvent être extérieurs, c'est -à- dire (fig. i38) que tout point de l'un est extérieur à l'autre.
Dans ce cas, la dislance des centres est plus grande que la somme des rayon s.
C'est évident sur la (igure; carOO'est égale àOA + O'A' augmentée dcAA'.
2" Les deux cercles 'peuvent être tangents extérieurement , c'est à-dire (fig. .iBg) n'avoir qu'un point com-
, Fig. 139. —Cercles tangents extérieurement.
mun A et tous les
autres points de l'un à l'extérieur de l'autre.
Fig. i38. — Cercles extérieurs.
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Le point commun unique A, dit point de contact, est nécessairement sur la droite 00' des centres qui est un axe de symétrie.
La perpendiculaire AT en A sur 00' est tangente à ta
fois aux deux cercles puisqu'elle est perpendiculaire aux rayons OA et O'A.
Dans ce cas, la distance des centres est égale à la somme des rayons :
OA — O'A < 00' < OA + O'A
4" Les deux cercles peuvent être tangents intérieurement; c'est-à-dire que tous les points de l'un peuvent être à l'intérieur de l'autre, sauf un point qui est commun (fig. 141).
Ce point commun unique A, dit point de contact, est nécessairement situé sur la droite des centres 00' qui est un axe • de symétrie commun.
La perpendiculaire AT en A à la droite 00' est tangente à la fois «ux deux cercles.
Fig. 14 X. — Cercles tangents intérieurement.
Dans ce cas, la distance des centres est é(/ale à ht différence des rayons.
S"" Vun des cercles peut être intérieur à Vautre (fig. 14 a).
Dans ce cas, la distance des centres est plus petite que la différence des rayons.
Car 00' est égal à la différence OA - O'A' diminuée ^^^' "^^' " ^3'^l^e '"*^'*'"' * "" de AA'.
195. — RÉSUMÉ. — Désignons par d la distance des centres et par R et R' les rayons des deux cercles. On a :
extérieurs : d > R + R' ;
tangents extérieurement : d = R -f R' ;
Cercles ^ sécants : R — R' < rf < R -f R' ;
tangents intérieurement : d = R _ R' ;
Vun intérieur à Vautre : d < R — R'.
Les réciproques sontvraiesetsedémontrentparrabsurde.
En d'autres termes, on peut lire le tableau ci-dessus de
gauche à droite ou de ^ ^
droite à gauche.
Construction
-- Mener d'un point extérieur à un cercle des tangentes à ce cercle.
Soit AT une tangente en T au cercle et
passant par A. L'angle Flg. 143. — Construction des tangentes issues X\ d'un point à un cercle.
OTA (n» 187) étant droit
le cercle décrit sur OA comme diamètre (n* 169) passe par T. D'où la construction suivante (fîg. M^):
BouRLBT. — Éléments dk géom. ^
Sur OA comme diamètre, on décrit un cercle qui coupe le
cercle donné en deux points T et T'.
Les droites AT et AT' sont les tangentes cherchées, La figure entière étant symétrique par rapport à OA
les tangentes AT et AT' sont égales.
197 <. — Tangentes communes à deux cercles. —
Étant donnés deux cercles, il peut exister une droite tangente à la fois à ces deux cercles, cette droijte est alors une tangente commune.
i" Si les deux cercles (fig. i44) sont situés d'un même côté de la tangente, elle est dite tangente commune extérieure,
2» Si les deux cercles {{\g, 1 45) sont situés de part et d'autre de la tangente, elle est dite tangente commune intérieure.
198. — Construction. — Construire les tangentes communes à deux cercles.
i" Tangentes communes extérieures. — Supposons le pro- - A
Fig. i44. — Construction des tangentes connmunes extérieures à deux cercles.
blême résolu et soit AA' une tangente commune extérieure touchant les cercles de centres et O' en A et A'. Les rayons OA et O'A' sont parallèles, car ils sont tous deux perpendiculaires sur AA'.
OB = OA — AB = OA-0'A'=:R-B
R et R' étant les rayons des cercles. Or; O'B étant parallèle à AA' est perpendiculaire à OB et, par suite, tangente au cercle décrit de comme centre avec OB pour rayon.
D'où la construction :
De ccrnime centre y avec la différence R — R' des rayons des deux cercles comme rayon y on tra^e un cercle. De 0' on mène les tangentes O'B et O'C à ce cercle. Les rayons OB et OC prolongés coupent le cercle en A et D.
Les tangentes communes cherchées sont les parallèles AA' et DD' inenées par AetBà O'B et O'C.
Pour que la construction soit possible il faut que 0' soit extérieur au cercle auxiliaire, c'est-à-dire que
cela revient à dire (n* 195) que Tun des cercles n'est pas intérieur à l'autre.
a" Tangentes communes intérieures. — Soit A A' une tangente commune intérieure qui touche les cercles et O'en A et A' (fig. i45).
Les rayons OA et O'A' sont parallèles, mais de sens contraires. Une translation qui amène A' en A, amène O' en B sur le prolongement de OA. Les segments AB et A'O'sont parallèles et de même sens et, par suite,
OB=:OA-f AB = OA-t-0'A'=rR + R'.
La droite O'B est tangente au cercle décrit de comme centre avec la somme R -f R' des rayons des deux cercles pour rayon.
D'où la construction :
De O c(ym/me centre, avec la somme R -f R' des rayons des
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deux cercles, comme rayon, on décrit vn cercle auxiliaire, auquel on mène de O' les tangentes O'B et O'C. Les rayons OB et OC coupent le cercle O en X et D. Les tangentes cliercliées sont les parallèles à O'B et O'C menées par A et D.
Fig. liS. — Construction des tangentes communes intérieures à deux cercles.
Pour que la construction soit possible il faut que 0' soit extérieur au cercle auxiliaire, c'est-à-dire que
ce qui exprime (n* 195) que les cercles sont extérieurs.
199. — Remarque. — Quand les cercles sont tangents extérieurement ((ig, 139), il n'y a qu'une tangente commune intérieure AT.
Quand les cercles sont tangents intérieurement (fig. i4i), il n'y a pas de tangente commune intérieure et une seule tangente commune extérieure AT.
§ 4. — Ca9 d^én^alité des triann^les.
200. — Triangles. — Dans un triangle quelconque il y a six éléments : trois angles et trois côtés.
Les trois angles ne sont pas indépendants car (n* 118) leur mme est égale à deux angles droits^ ou i8o». Il en résulte
que, dès qu'on connaît deux angles, on connaît le troisième qui est le supplément de la somme des deux autres.
Les trois côtés sont indépendants. Toutefois : Vun quelconque d*entre eux est plus petit que la somme des deux autres (n» 156) et plus grand que leur différence (n* 158).
Nous allons montrer qu'un triangle est déterminé dès qu'on connaît trois de ses éléments dont au moins un côté, c'est-à-dire qu'on sait construire ce triangle.
201. — Théorème. — Premier cas d'égalité. — Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun.
Soient, en effet, deux triangles ABC et A'B'C (fig, 146). Par hypothèse on a :
B'C'=:BC
A'B'C = ABC, B'C'A' = BCA.
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC de
Fig. i46. — Triangles ôgaux.
façon que le côté B'C coïncide avec son égal BC, B' étant en B ot C en C, et de façon que le sommet A' tombe du même côté de BC que A. A cause de l'égalité des angles C'B'A' et CBA le côté B'A' prendra la direction BA, et, de même, à cause de l'égalité des angles A'CB' et ACB, le côté C'A' prendra la direction CA. Le point A', devant ainsi se trouver à la fois sur BA et CA, tombera sur leur point d'intersection A, et les dtux triangles coïncident.
202. — Corollaire. — Il n'y a qu'un seul triangle ayant un côté donné adjacent à deux angles donnés.
203. — Construction. — Construire un triangle connaissant un côté et les deux angles adjacents.
Soient (fîg. 147) l la longueur du côté donné, a et p les deux angles. Traçons un segment AB égal à /. Par A menons (n"i78) une semi-droite AC faisant avec AB l'angle a ;
Fig. 147. — Construction d'un triangle. — Premier cas.
puis, par B, une semi-droite BC, faisant avec BA, du même côté que AC, l'angle p. Le triangle est construit.
B'A'C^BAC, A'B' = AB, A'C'^AC
Portons le triangle A'B'C sur le triangle ABC de façon que le côté A'B' coïncide avec son égal AB, A' étant en A, B' en B et C du même côté de AB que C. A cause de Tégalité des angles B'A'C et BAC, A'C prendra la direction AC et, comme A'C' = AC, le point C tombera en C. Dès lors, les deux triangles coïncident, ils sont donc égaux.
205. — Corollaire. — Jl n'y a qu*un triangle ayant un angle donné compris entre deux côtés donnés.
206. — Construction. — Construire un triangle connaissant un angle et les deux côtés qui le comprennent.
Soient a l'angle donné (lig. 149), l et m les deux longueurs données.
Construisons d'abord un segment AB égal à /; puis
Fig. 14&. — ConstrucUon d'un triangle. — Second cas.
par A menons une semi-droite AC faisant avec AB l'angle donné a (n° 178) ; enfin, prenons sur cette semi-droite la longueur AC égale à m. Il suffît de joindre BC pour avoir le triangle cherché.
207. — Théorème. — Troisième cas d'égalité. — Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont les troia côtés égaux chacun à chacun.
Soient ABC et A'B'C deux triangles (fig. i5o). Par hypothèse on a :
BA = BA", CA = CA
Les points B et C sont donc équidistants de A et A" et, par suite, la droite BC est perpendiculaire au milieu de AA". Les deux triangles ABC et A"BC sont symétinques par
Fig. i5o. — Triangles égaux.
rappoi t à BC, donc (inversement) égaux. Il en est de même de ABC et A'B'C qui est identique à A"BC.
208. — Corollaire. — Il n'existe gu'un triangle ayant trois côtés donnés.
209. — Construction. — Construire un triangle connais" sant les trois côtés.
Soient a^bjC (fig. i5i) les trois longueurs données. Supposons que a soit la plus grande des trois. Traçons d'abord un segment BC égal à a. Puis, de B comme centre avec c pour rayon et de C comme centre avec 6 pour rayon,traçons deux cercles qui se coupent en A et A'. Le triangle ABC est le triangle cherché.
Le triangle A'BC répondrait aussi à la question, mais il st inversement égal au triangle ABC.
Pour que la construction soit possible il faut que les deux cercles se coupent. 11 faut donc que la distance des centres BC = a soit comprise entre la somme & H- c et la différence b — c des rayons (n* 233). Comme nous supposons que a est la plus grande des trois longueurs,
Fig. i5i. — CoDstruclion d'un triangle. — Troisième cas.
elle est certainement plus grande que b — c. La seule condition est donc
Il faut donc et il 'suffit que la plus grande des trois longueurs soit plus petite que la somme des deux autres.
Cette condition était à prévoir, puisque, dans un triangle, un côté est plus petit que la somme des deux autres (n" 156).
210. — Théorème ^ — Quand deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, si les angles compris sont inégaux, les côtés opposés le sont aussi, et au plus grand angle est opposé le plus grand côté.
Soient ABC et A'B'C deux triangles tels que
CAB>C'A'B
Transportons le triangle A'C'B' sur ACB, de façon que A' tombe en A, A'B' coïncide avec son égal AB et que A'C tombe en AD du même côté de AB que AC. L'angle
1. Réserver ce numéro pour la classe de Troisième À; et pour la Troisième Année des Lycées de jeunes filles.
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DAB (égal à C'A'B') étant, par hypothèse, plus petit que Fangle CAB, AD tombe à l'intérieur dé Tangle CAB. La bissectrice AE de Tangle CAD est (n* 133) un axe de
symétrie pour cet angle. Donc CE = ED comme symétriques. Or, dans le triangle DEB, on a :
DB<BE + ED ou, en remplaçant ED par son égal EC, DB<BE + EG = BC, B'C'<BC.
Réciproquement si B'C est plus petit que BC, on a
B'A'C' = BAC
les triangles seraient égaux (n* 207) et si on avait
B'AX:'>BAC on aurait, d'après le théorème direct, B'ORC.
B'C ne pouvant être ni égal ni supérieur à BC est nécessairement plus petit que BC.
211. — Triangles rectangles. — Nous savons (n** 119) qu'un triangle ne peut pas avoir plus d'un angle droit ; il est dit rectangle lorsqu'il a un angle droit. Le côté opposé à l'angle droit est appelé Vbypoténuse : c'est le plus grand dès trois côtés (n* 150).
Dans un triangle rectangle il y a cinq éléments variables : trois côtés et deux angles aigus.
Les deux angles aigus sont complémenlaires (n" 120). Dès qu'on connaît l'un on connaît l'autre.
Un triangle rectangle est déterminé dès qu'on en connaît deux éléments dont au moins un côté, car on a alors un triangle dont on connaît ^^'ois éléments, à savoir : les deux éléments donnés et l'angle droit.
Les cas d'égalité des triangles ordinaires s'appliquent évidemment aux triangles rectangles.
Ainsi : deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont les deux cotés de l'angle droit égaux chacun à chacun. C'est le cas particulier du second cas d'égalité (n** 204) lorsque l'angle compris est droit.
Mais il y a des cas d'égalité, spéciaux aux triangles rectangles, qui ne sont pas des cas particuliers des précédents, et que nous allons exposer.
212. — Théorème. — Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont ïhjpoténuse égale et un angle aigu égal.
Soient ABC, A' B'C (fig. i53) deux triangles, rectangles en A et A'.
Par hypothèse :
B'C'-=Be et ABC:=A^C'.
Portons le triangle A' B'C sur le triangle ABC de façon que B'C coïncide avec son égal BC, B' étant en B, C en
C et A' du même côté de B'C que A. A cause de l'égalité des angles A' B'C et ABC, la semi-droite B'A' prendra la
li'ig. i53. — Triangles rectangles égaux.
direction BA. La droite C'A' deviendra alors (C étant en C) la perpendiculaire abaissée de C sur AB. Comme il n*y a qu'une telle perpendiculaire, C'A' coïncidera avec CA. Les deux triangles sont donc superposables, c'est-à-dire , égaux.
213. — Corollaire. — Il n*y a qu'un triangle rectangle ayant une hypoténuse et un angle aigu donnés.
214. — Construction. — Construire un triangle rectangle connaissant Vbypoténuse et un angle aigu.
Soient a la longueur donnée et à l'angle aigu (lîg. i54).
Fig. i54. — Construction d'un triangle rectangle.
Traçons d'abord un segment BC égal à a et par B menons semi-droite BA faisant avec BC l'angle donné a
(n" 178). Pour avoir le triangle rectangle cherché ABC, il suffît d'abaisser de C la perpendiculaire CA sur BA (n* 142).
215. — Théorème. —Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont Vhypoténuse égale et un côté de V angle droit égal.
Fig. i55. >- Triangles rectangles égaux,
Soient ABC, A'B'C {^^. i55) deux triangles, rectangles en A et A'. Par hypothèse on a :
B'C' = BC , B'A'==BA
Portons le triangle A'B'C sur le triangle ABC de façon que A'B' coïncide avec son égal AB, A' étant en A, B' en B, et C du même côté de AB que C. A cause de l'égalité des angles C'A'B' et CAB, qui sont droits, A'C prendra la direction AC. Quant à B'C elle devient une oblique issue de B, égale à BC; elle s'écarte donc également du pied de la perpendiculaire A que BC(n"i52). On a donc A'C' = AC et le point C tombe en C.
Les deux triangles coïncident.
216. — Corollaire. — Il n'y a qu'un triangle rectangle ayant une hypoténuse et un côté de Vangle droit donnés,
217. — Construction. — Construire un triangle rectangle connaissant Vhypoténuse et un côté de Vangle droit.
Soient a l'hypoténuse et b le côté de l'angle droit
(fig. i56). Traçons d'abord un angle droit x\y. Sur Ay
prenons une longueur AC = 6. De C comme centre, avec a comme rayon, décrivons un arc de cercle qui coupe kx en B. Le triangle cherché est ABC.
Kig. i56. — ConstracMon d'un triangle rectangle.
Pour que la construction soit possible il faut que le cercle coupe la droite Xx. 11 faut donc que (n® 163) la distance CA =b du centre C du cercle à la droite soit plus petite que le rayon CB m a :
C'était à prévoir, car Thypoténuse a doit être plus grande que le côté b de Tangle droit.
218. — Théorème. — Les bissectrices d'un angle sont le lieu géométrique des points équidistants des côtés de cet angle.
Soient deux droites indéfinies BB'etCC qui se coupent en A (fig. 167), et soient x'x, y'y les bissectrices des quatre angles formés autour de A.
i** Soit M un point de l'une de ces bissectrices, Ao? par exemple. Abaissons de M les perpendiculaires MP et MQ sur les côtés AB et AC de Tangle.
Les triangles rectangles MAP et MAQ sont égaux comme ayant (n" 212) même hypoténuse AM et un angle aigu égal : PAM = QAM, puisque AM est bissectrice.
On en conclut :
MPi^MQ.
a» Inversement si M est un point tel que MPr=MQ, les
deux triangles rectangles AMP et AMQ sont égaux comme ayant même hypoténuse et un côté de Tangle droit égal,
Fig. 157. — Lieu des points A égale distance de deux droites.
(n» 215). Par suite, PAM = QAM; et AM est bissectrice de l'un des angles formés par les deux droites BB' et CC
Cercles incrlts et exlnscxits à un triangle
Un cercle est dit inscrit ou exinscrit à un triangle lorsqu'il est tangent aux trois côtés de ce triangle.
Il est inscmt lorsqu'il est à Vintérieur du triangle (fig. i58).
11 est eadnscrit lorsqu'il est à l'extérieur du triangle.
220. — Construction. — Construire les cercles inscrits et exinscrits à un triangle.
Soit ABC un triangle et O le centre du cercle inscrit (fig. i58), tangent aux côtés BC, AC et AB en D, E et F. Les segments de droite OD, OE, OF sont donc égaux comme rayons d'un même cercle et, comme ils sont perpendiculaires aux côtés, on en conclut que : le poini est à égale distance des trois côtés.
Donc : OE = OD, le point est à égale distance de AC et BC ; il est donc sur la bissectrice de l'angle BAÏ:: ; de
môme OF = OD, le point O est à égale distance de BA
et BC, il est donc sur la bissectrice de l'angle CBA.
Le centre du cercle est donc le point d'intersection des bissectrices des angles B et C du triangle.
Fig. i58. — Cercles inscrit et exinscrits à un triangle.
Il est d'ailleurs également sur la bissectrice de l'angle A, puisque OE==OF.
Les trois bissectrices intérieures d'un triangle concourent donc en un même point qui est le centre du cercle inscrit.
Si l'on prend le centre 0' d'un cercle exinscrit, on voit aisément qu'il est situé sur une bissectrice intérieure et deux bissectrices extérieures du triangle.
LES PâKALLËLOGRAMMES.
La bissectrice intérieure d'un angle d'un triangle et les deux bissectrices extérieures des antres angles concourent en un même point qui est le centre d'un cercle exinscrit.
Il y a ainsi trois cercles exinscrits (fîg. i58), de centres 0', 0" et 0'".
221. — Remarque. — Un problème dans lequel il faut construire un cercle tangent à une droite, n'est complètement résolu que si on construit en outre le point de contact du cercle et de la droite.
C'est ce qui a été fait dans la figure i58, où l'on a abaissé de chaque centre des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle.
g 5. — Lies parallélof^ramnies.
Définitions. — Un par«llél<»sraiiiiiie est un
quadrilatère dans lequel les deux couples de côtés opposés sont parallèles.
Carré.
Fig. i59-
Rectangle.
Un losange est un quadrilatère dont les quatre côtés sont
égaux (Vig. iS^).
BOURLET. — KLKVKnTS DE GKOM. '^
Un reeimngie est un quadrilatère qui a quatre angles droits (tig. 159).
Un carré est un quadrilatère qui a à la fois quatre côtés égaux et quatre angles droits (fîg. iSg).
On appelle diagonale d'un polygone une droite qui joint deux sommets non consécutifs.
Dans la figure iSg,' EFGH est un losange, car les quatre côtés EF, FG, GH, HE sont égaux ; PQRS est un rectangle, car les quatre angles sont droits ; enfin XYZT est un cairé.
Théorème. — Dans un parallélogramme ABCD
i"* Deux côtés opposés AB et DC sont des segments égaux (parallèles) et de même sens.
Car, à cause du
parallélisme des
p. ^ n ,.x. couples de côtés,
Fig. 160. — Parallélogramme. ^
DG coïncide avec
AB par une translation de glissière DA.
2"* Deux angles opposés sont égaux.
Car ils ont (n° 110, 2") les côtés respectivement parallèles et 'de sens contraires.
3*" Les diagonales se coupent en leur milieu.
Car les segments AB et CD sont égaux, parallèles et de sons contraires. Ils sont donc (n" 86) symétriques par rapport au milieu de la diagonale AC qui joint leurs origines. est donc aussi le milieu de BD.
Remarque. — Cette démonstration prouve que :
Le point d* intersection des diagonales d* un parallélogramme est un centre de sjméerle de ce parallélogramme.
224. — Réciproques. — Un quadrilatère ABCD est mz parallélogramme (fîg. 160):
1*" Si deux côtés opposés AB et DC sont égaux, parallèles et de même sens.
LES PARALLÉLOGRAMMES
Car ils se déduisent alors l'un de l'autre par une translation dont DA et CB sont des glissières qui, par suite, sont parallèles.
a"" S'il est convexe, et si en même temps les angles opposés sont égaux deux à deux.
Car la somme des quatre angles étant égale à quatre droits, si
A=C et B = D,
la somme des angles A et B vaut la moitié de quatre droits, c'est-à-dire detAx droits. Ces angles étant supplémentaires, les droites AD et BC sont parallèles (n"110). On prouverait de même que AB et CD sont parallèles.
3* S'il est convexe j et si en même temps les côtés opposés sont égaux deux à deux.
Car la diagonale AC partage le quadrilatère en deux triangles égaux comme ayant leurs trois côtés égaux : AC commun, AB=DC, BC— AD par hypothèse. Les
ACD étant égaux, les B
angles alternes internes CAB e droites AB et CD sont parallèles ; de même AD et BC.
4° Si les diagonales se coupent en leur milieu.
Car alors les côtés AB et CD sont égaux, parallèles et de sens contraires comme symétriques par rapport àO.
Théorème. — Un
losange est un parallélogramme
dont les diagonales sont :
I* Perpendiculaires Vune sur
l'autre; q
!• Bissectrices des angles oppo- ^. ^
^. Fig. i6x. — Losange.
Le losange ABCD (fi%. i6i) est un larallélogramme parce
qu'il est convexe et que les côtés opposés sont égaux.
De plus, puisque BA = BC et DA = DC, BD est perpendiculaire au milieu de AC.
Toute diagonale BD est un axe de symétHe.
BD est perpendiculaire sur AG et est la bissectrice des angles B et D.
226. — Réciproque. — Un parallélogramme est un losange lorsque :
i"" Ses diagonales sont perpendiculaires; a** Une des diagonales est bissectrice des angles dont elle joint les sommets.
En effet, dans les deux cas, puisque les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leur milieu, la condition exprime que l'une des diagonales AD (fig. i6i) est un axe de symétrie. On a donc :
AB = BC et AD = DC.
et, comme d'ailleurs,
BC = AD et GD = AB, comme côtés opposés d'un parallélogramme, les quatre côtés sont égaux.
227. — Théorème. — Un rectangle est un parallélo- . n gramme dont les dia- ^ gonales sont égales.
Le rectangle ABCD (fig. 162) est bien un parallélogramme puisque deux côtés D C opposés, AD et BC
Fiy. 162. — Rectangle. ,
par exemple, sont
parallèles comme perpendiculaires à un troisième AB.
La translation de glissière AB qui amène AD en BC fait
LES PAIULLËLOGHAMMES. ir»5
décrire au milieu F de AD la glissière FE parallèle à AB, perpendiculaire commuDe sur les milieux de AD et BC.
EF est donc un axe de symétrie pour la figure, et lès diagonales AG et BD sont égales par symétrie.
Bemarouf. - Cotte démonstration prouve que
Un rectangle a deux axes de symétrie qui sont les perpendiculaires élevées au milieu des côtés.
Ces deux axes se coupent au centre O.
229. — Réciproque. — Un parallélogramme qui a des diagonales égales est un rectangle.
Car ce parallélogramme admet comme axe de symétrie l'une des bissectrices EF de Tangle BOC formé par les diagonales.
230. — Théorème. — Un carré est un parallélogramme dont les diagonales sont égales, perpendiculaires entre elles et bissectrices des angles opposés.
Réciproque. — Un parallélogramme est un carré
i" Lorsque les diagonales sont perpendiculaires entre elles et égales;
2^* Lorsque les diagonales sont égales et que Vune est bissectrice des angles dont elle joint les sommets.
Ces propositions sont des conséquences évidentes des précédentes, puisqu'un carré est, à la fois, un losange et un rectangle.
232. — Définition. — On appelle trafiéze un quadrilatère ABCD (fig. i63) dans lequel deux côtés opposés AB et CD appelés bases sont parallèles.
Un parallélogramme est un trapèze convexe dont les bases sont égales.
Lorsque les deux côtés AD et BC sont égaux le trapèze est dit isocèle. Dans ce cas la perpendiculaire au milieu de Tune des bases est un axe de symétrie.
233. — Construction. — Construire un trapèze convexe connaissant les quatre côtés.
Soit ABGD un trapèze convexe (fîg. i63). Si on fait subir âàse B
âase £ Fig. i63. — Trapèze.
à la plus petite base AB une translation de glissière AD elle vient en DE sur Tautre :
i" On construit le triangle BEC dont on connaît les trois côtés, à savoir :
BE=:AD, BC, et EG = DC — AB.
2« On construit ensuite sans peine le parallélogramme ABED.
§ 6. — Liieux f^éoméiriques. Constructions ^
234. — Rappel. — Nous savons qu'un lieu géoméhnque est une ligne dont toUs les points (et ceux-là seulement) jouissent d'une propriété donnée.
Tous les points du lieu satisfont à une condition.
Précisons cette expression.
Nous dirons qu'un point vérifie une condition simple si cette condition se traduit par une seule égalité.
OM=:R
Nous allons d'abord résumer les principaux lieux géométriques que nous avons appris à connaître.
235. — Résumé. — i* Le lieu géométrique des points M situés à une distance donnée a d'une droite donnée D se cornpose de deux d/roites parallèles à D et équidistantes de D (n-» 155).
L'unique condition est ici,
ME = a.
a* Le lieu géométrique des points M situés à une distance donnée R d'un point donné est un cercle de centre 0.
Condition: OM = R.
3** Le lieu géométmque des points M situ£S à égale distance de deux points donnés A e/ B est la perpendiculaire au milieu de AB (nM39).
Condition : MA = MB.
4" Le lieu géométrique des points M situés à égale distance de deux droites est l'ensemble des deux bissectrices des angles formés par ces droites (n" 218).
Condition (fig. i54) : MP^MQ.
5' Le lieu géométrique des points M d'où l'on voit un segment donné AB sou^ un angle droit est le cercle décrit sur A t. comme diamètre (n" 175).
Condition : AMB = 9o".
6* Le lieu géométrique des points M d'oii l'on voit un segment donné AB sous un angle donné a est l'ensemble des deux seg-
ments capables de Pangle a décrits sur AB comme corde (n*175). Condition : AMB = a.
236. — Méthode des déplacements. — Il y a un grand nombre de lieux géométriques qui sont évidents lorsqu'on se sert des déplacements élémentaires.
Pour cela il faut bien se rappeler les faits essentiels des déplacements :
237. — Translation. — Dans une translation rectihgne tous les points de la figure mobile d*'cinvent des droites parallèles (glissières) (n**' Aà et 57) et de plus décrivent des segments égaux et de même sens.
Inversement :
Si une figure de forme invariable se meut de façon que' deux de ses points décrivent des droites parallèles, la figure est animée d'un mouvement de translation rectiligne et, par suite, tous ses autres points décrivent des droites parallèles aux précédentes.
Soient en effet A et B deux points d'une figure invariable F (fîg. 164) et supposons que A et B décrivent deux droites parallèles D et D'. Soient A' et B' deux nouvelles positions de A et B.
Dans le quadrilatère ABB'A' les %'^,.^ — ^ / côtés opposés A A'
et BB' sont parallèles et les côtés AB et A'B' sont égaux puisque ce sont deux positions d'une même droite.
LafigureABB'A' est donc ou un parallélogramme ou un trapèze isocèle. Or, il est clair que l'hypothèse du trapèze isocèle
Fig. i64.
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ABB'A' est à rejeter, car le point B ne pourrait aller de B' en B" (A' ne bougeant pas) sans quitter la droite D'.
La droite AB se déplace donc parallèlement à ellemême tandis que ses extrémités décrivent les deux glissières D et D'.
La figure F est donc bien animée d'un mouvement de translation rectiligne et tout point C décrit une droite.
238. — Rotation. — Dmis un mouvement de rotation dans un plan, autour d'un point, tous les points dune figure invariable décrivent des cercles concentriques et toutes les droites de la figure tomment du même angle {n" 80).
Inversement :
Si deuœ points d'une figure invariable décrivent deux cercles concentriques, la figure est animée d'un mouvement de rotation et, par suite, tous les autres points déanvent des cercles concentriques aicx premiers.
Car si deux points A et B (fig. i65) d'une figure invariable F décrivent deux cercles de même centre O, le triangle AOB dont les trois côtés AB, OA et OB conservent la même longueur reste (n" 207) invai^iable. Le point O étant fixe, ce triangle et, par suite, la figure F liée à AB, tournent autour de O.
239. — Exemples. — Ces deux remarques très importantes permettent, dans bien des cas, de voir immédiatement les lieux décrits par des points mobiles.
Ainsi :
Lorsque deux sommets d'un triangle invariable décrivent deux droites parallèles, le lieu du troisième sommet est une droite parallèle aux premières.
Flpr. i65.
Lorsque deux sommets d'un triangle invariable décrivent un même cercle, le lieu du troisième sommet est un cercle concentrique au premier.
240. — Autres méthodes. — Lorsqu'un déplacement élémentaire ne permet pas de suite de voir le lieu géométrique, on essaiera d'autres procédés.
Avant tout y il faut d'abord se rendre compte de la nature du lieu. On commencera donc d'abord par construire plusieurs points du lieu pour voir expérimentalement quel est le lieu. On verra donc, par expérience, si les points du lieu sont en ligne droite, s'ils sont sur un cercle ou non.
Lorsqu'on saura ce que c'est que le lieu, on cherchera une démonstration rigoureuse de l'exactitude du fait prévu expérimentalement.
Si le lieu prévu est une droite, on pourra chercher, par exemple, à prouver que la distance d'un point du lieu à une droite fixe est constante, ou encore que la droite qui joint un point quelconque du lieu à un point spécial du lieu fait un angle constant avec une droite fixe.
Si le lieu prévu est un cercle, et si on voit facilement la position de son centre, on essaiera de prouver que la distance d'un point du lieu à ce centre est constante, égale à une longueur fixe de la figure.
Si on n'aperçoit pas facilement le centre du cercle, et qu'on voie deux points A et B du lieu en évidence, on essaiera de prouver que l'angle AMB est constant.
241. — Constructions. — Méthode d'intersection des lieux géométriques. — Lorsqu'un point d'un plan satisfait à deiui^ conditions, c'est qu'il doit se trouver à la fois sur deux lioiix géométriques, il est donc à leur intersectioTK H est donc déterminé, ce qui veut dire qu'il n'y a ijuW ou un nombre limité de points (deux, trois, quatre) satisfaisant à ces deux conditions simultanées.
LIEUX GÉOMÉTRIQUES. CONSTRUCTIONS
Si les deux lieux en question sont des droites ou des cercles, il suffira de les construire pour avoir les points cherchés.
Ceci conduit à la méthode suivante :
Pour construire un point satisfaisant à deux conditions :
I* On construit le lieu géométrique des points satisfaisant à la première condition ;
2" On construit le lieu géométrique des points satisfaisant à la seconde condition.
Tout point satisfaisant, à la fois^ aux deux conditions est un point d* intersection de ces deux lieux.
Nous avons déjà appliqué maintes fois ce procédé.
Ainsi, construire le cercle circonscrit à un triangle ABC (n* 190), revient à trouver un point (centre du. cercle) à égale distance de A, Bet C.
i* Comme OA = OB, le point est sur la perpendiculaire au milieu de AB (premier lieu) ;
a» Comme 06:= OC, le point est sur la perpendiculaire au milieu de BC (second lieu).
Le point est donc à l'intersection de ces deux perpendiculaires.
Exemple : Conêtruire un point situé à la distance a du point A et el à la distance h du point B.
Soit M le point, il satisfait à deux conditions :
Première condition : MA=a.
Donc M est sur le cercle décrit de A comme centre, avec a pour rayon (premier lieu).
Deuxième condition : MB = è.
Donc M est siu* le cercle décrit de B comme centre, avec b pour rayon (second lieu).
M est donc un point commun aux deux cercles.
2Â2. — Constructions. — Méthode analytique. — Il arrive souvent que la méthode précédente n'est pas applicable simplement, parce que les lieux géométriques ne sont ni des cercles ni des droites.
D'autre part, on peut avoir à construire d'autres éléments géométriques que des points.
On peut alors — et on doit presque toujours — suivre la méthode analytique.
Cette méthode consiste à supposer la constt^uction effectuée et à examiner sur la figure^ supposée construite^ ses propriétés.
Par exemple, lorsque nous avons voulu construire une tangente issue d'un point à un cercle, nous avons supposé le problème résolu. Examinant alors la figure (n* 196), nous avons vu que le rayon OT qui aboutit au point de contact, étant perpendiculaire sur la tangente
AT, Tangle OTA est droit et, par suite, que T se trouve sur le cercle décrit sur OA comme diamètre.
D'ailleurs cette construction se rattache aussi à la précédente, car le point T de contact est l'intersection de deux lieux.
EXERCICES PRATIQUES
71. Découper un triangle n'ayant que des angles aigus, l'appliquer en ABC, sur une feuille de papier, puis lui faire faire un demi-tour autour de BC pour amener A en A'; reprendre ABC, le faire tourner autour de CA pour amener B en B'; amener de même C en C.
Recommencer l'opération avec deux autres triangles, dont l'un a un angle droit, l'autre un angle obtus.
Vérifier chaque fois que AA', BB', CC, sont perpendiculaires aux côlés du triangle, et qu'elles passent par un même point H, intérieur au triangle dans le premier cas, extérieur dans le troisième, confondu avec un sommet dans le second.
Prendre les symétriques Ifj, Hj, Hj de ce point 11 par rapport à BC, CA, AB, élever aux milieux de AB et de BC des perpendiculaires qui se coupent en 0, et TÔrifier que le cercle de centre et de rayon OA passe par A, B, i;. H,. Ma, li-.
72. f,t>n&tniirtî im rectangle ABCD dans lequel AB=:6o, ADnra;; prfndrp sou !5vmfHi-j4jiie AB' CD' par rapport à AC, puis le symétrique A" D' C^ \}' de Alî' CD' par rapport à B' D'. Vérifier que AC, DB, D' B' et A* C sojit ^galflB et concourent au même point, centre d'un cercle passant pnr A, Dj:, n, n% C, A'' et C.
73. Conâlruire tin quadrilatère convexe ABCD, dont les angles opposés ' ifX f; sont droits: ,Mt:=3o; AD = 40; le triangle BCD est i>ocMe.
Prolonger DA en AE, de manière que AE=:a2,5; mener par E la parallèle XY à DB, et construire la figure symétrique de ABCD par rapport a XY. On commencera par déterminer le symétrique du point B, et on achèvera la figure en ne se servant que de la règle et de l'cquerre.
74. Tracer un cercle de 3o de rayon, mener un diamètre A OD, élever au milieu de OD une perpendiculaire qui détermine la corde BC. Figurer les symétriques du cercle par rapport aux trois côtés du triangle ABC.
EXERCICES THÉORIQUES
75. Deux triangles égaux étant disposés arbitrairement dans un même plan, démontrer qu'on peut les mettre en coïncidence en rendant parallèles deux côtés égaux, par une rotation de l'un d'eux autour d'un sommet, puis en employant une translation, suivie peut-être d'une symétrie par rapport à* une droite.
Quelle doit être l'espèce de ces triangles égaux pour que cette dernière symétrie soit inutile dans4ous les cas?
76- Tout pomt M pris sur la bissectrice d'un angle XOY est également distant de deux points A et B pris l'un sur OX, l'autre sur OY, et tels que OAz^-OB.
77. On donne un angle XOY et sa bissectrice OD; on prend deux points quelconques A et B symétriques par rapport à OD. Démontrer que les perpendiculaires abaissées de A et B sur OX et OY sont égales.
78. Etant donné un angle XOY, on prend sur OX deux longueurs quelconques OA et OB, et sur OY deux longueurs OA', OB' respectivement égales àOA et OB. Démontrer que les droites AB' et A'B se coupent sur
la bissectrice de l'angle XOY.
79. Si, dans un triangle rectangle, l'un des angles aigus est double de l'autre, l'hypoténuse est double du plus petit côté. •
80. Deux cordes d'un cercle également inclinées sur le diamètre qui passe par leur point de concours sont égales.
81. On prend dans un même cercle deux cordes égales AB et CD. Montrer que les droites AC et BD se coupent sur le même diamètre que liîs tiroïie» AB et CD.
82. Étant donnés deux points M et >' d'un même côté d'une droite AB, trouver sur cette droite un point tel que les droites MO et NO fassent lies angles égaux avec la droite AB.
83. Un rayon lumineux tombe sur une droite (miroir) mobile autour du point d'incidence. Montrer que le rayon réfléchi tourne d'un angle double de Tangle de rotation de la droite.
84. D'un point A comme centre, pris à l'intérieur d'un cercle sur le diamètre EC, on décrit un second cercle avec AO pour rayon. Il coupo lo
premier en un point B que l'on joint à A ; BÂ rencontre le cercle en D.
Démontrer que l'angle DOE est égal au triple de l'angle BOC.
85. On prolonge une corde ÂB d'un cercle d'une longueur BC égale au
/\ rayon, et l'on trace le diamètre COE. Prouver que l'angle BOC est le tiers
de l'angle EOÂ.
86. Par un point quelconque M de la base BG d'un triangle isocèle ABG entre B et G, on mène des parallèles aux côtés égjiux. Démontrer que le périmètre du parallélogranmie obtenu est constant, quel que soit M.
87. On donne une droite AB et aux points A et B on construit des semi-droites AX et BY, d'un même côté de AB, de manière que les angles XN /\
XAB et YBA soient égaux; sur AX et BY on porte les longueurs égales
AC et BD. Démontrer que GD est parallèle à AB.
88. On considère un triangle ABG dans lequel l'angle B est aigu et double de l'angle G. On trace la hauteur AD et on porte, à partir de Bsur AB et dans le sens AB, une longueur BE = BD. La droite ED rencontre A G en F. On demande de démontrer :
i^ Que les triangles ABG et EAF ont leurs angles égaux chacwi à chacun; 2** Que le point F est à égale distance des trois points A. D, G; 3» Que le côté AB du triangle est égal à la différence DG — DB. Mener et prolonger la bissectrice de l'angle B, et construire le rectangle ADGH.
89. Lieu géométrique des centres des cercles passant par deux points.
90. Gonstruire un triangle isocèle, connaissant la iMise et la hauteur.
Gonstruire un carré connaissant sa diagonale
92. Gonstruire un triangle isocèle, connaissant l'un des angles égaux, et la somme de la base et de l'un des côtés égaux.
EXERCICES PRATIQUES
93. Gonstruire plusieurs points, situés à 3o millimètres d'une droite donnée XY; vériGcr que tous ces points appartiennent à l'une ou à l'autre de deux droites parallèles à XY.
94. Tracer deux droites indéfinies qui se coupent sous un angle de 6o degrés, déterminer les quatre points qui sont à ao millimètres de chacune de ces droites, et vérifier que chaque point appartient i la bissectrice de l'un des angles formés par les deux droites.
^5. Gonstruire un quadrilatère convexe quelconque ; comparer la somme des longueurs de deux côtés opposés avec la somme des longueurs des diagonales
96. Gonstruire un cercle de 3o millimètres de rayon; mener une per- >ndiculaire à rextrémité A du rayon A ; prendre, sur cette perpendicu-
laire, une longueur AB égale à 3o millimèlrcs. Distinguer par le trait sur le cercle les points qui sont plus près de B que de Â. /\
97. Construire un angle ÀOX de 45 degrés; sur un côte, prendre dans le même sens les longueurs OA et OB, égales respectivement à 40 et à i5 millimètres; construire le symétrique A' de A par rapport à OX; mener la droite BA' qui coupe OX en M.
Marquer sur OX, prolongée au besoin, les points P et Q, à3o millimètres de chaque côté de M, et comparer les chemins BQ + QA, BO-fOA, BM + MA,BP-i-PA. •
EXERCICES THEORIQUES
98. Dans un triangle, chaque médiane est équidistante des deux sommets qu'elle ne contient pas.
99. Mener par un point donné A une droite qui passe à égale distance de deux points donnés B et C.
100. Construire sur une droite un point équidistant de deux points donnés
101. Trouver sur un cercle deux points à égale distance d'un point, donné.
102. Si par les sommets d'un parallélogramme on mène des parallèles à une direction quelconque, la distance de deux parallèles passant par les extrémités d'un côté est égale à la distance des deux autres.
103. Lieu géométrique du milieu de la distance entre un point fixe et un point variable sur une droite fixe.
104. Trouver le lieu géométrique du milieu des sécantes comprises entre deux droites parallèles.
105. On donne un quart de cercle de centre 0, limité par les rayons OA et OB; mener par A une droite coupant le cercle en M et OB en P, de façon que MP = OA.
106. Étant donné un angle XOY, trouver sur OY un point M tel que si MF est la perpendiculaire abaissée de H sur OX on ait :
OM + MP
107. Etant donnés dans un plan une droite X Y et deux points A et B d'un même côté de cette droite, trouver sur XY un point M tel que la somme MA -{- MB soit la plus petite possible.
108. Par le sommet A d'un triangle ABC, on mène une droite indéGnie XY perpendiculaire à la bissectrice de l'angle A. Démontrer qu'en joignant un point M quelconque de XY aux points B et C, on forme un triangle MBC de périmètre plus grand que le périmètre de ABC.
109. Étant donnés dans un plan une droite XY et deux points A et B d'un même côté de cette droite, trouver sur XY un point M tel que la différence MA — MB soit la plus grande possible.
110. Une rivière dont le cours est rectiiigne passe entre deux localités A et B. En quel endroit doit-on construire un pont sur la rivière pour que le chemin parcouru pour aller de A en B en passant sur- le pont soit le plus court possible?
111. La somme des distances des trois sommets d'un triangle à un point intérieur c»t comprise entre le périmètre et le demi-périmètre du triangle.
112. Dans un triangle, au plus grand côté correspond la plus petite médiane.
On sail que les trois médianes passent par uu même poiul, silué ans deux tiers de la longueur de chacune d'elles à partir du sommet.
113. On donne trois droites OX, OY, OZ telles que les angles \0Y, YOZ
soient égaux à , d'angle droit. Par un point M pris dans l'angle XOY,'on
abaisse des perpendiculaires MP, MQ, MR sur ces trois droites. Démontrer que l'on a :
MP+MQ=:MR.
114. Trouver sur la droite A B un point équidistant d'im point donné A et d'une droite donnée BC.
EXERCICES PRATIQUES
115. Marquer deux points fixes A et B ; couper une feuille mince suivant deux droites se rencontrant en m sous un angle quelconque. Placer cet angle pour qu'un côte passe en A, l'autre en B, et marquer la position M que prend m ; cela est possible d'une infinité de manières, et on trouve une infinité de points M. Vérifier que leur lieu se compose de deux arcs de cercle passant en A et B, et symétriques par rapport à AB ; que si l'on prend sur l'autre arc AB du même cercle un point quelconque N, l'angle
ANB i^iiL k' i3Uf>pU'iiLi?nl de AMB.
116. Tiai:er un cercle de 5o de rayon; d'un point A du cercle, avec 6o de rayon, dt^trire un arc qui coupe le cercle en B, et Bj. On a ainsi 1 LOfdeft do Ho m il il mètres. Marquer leurs milieux. Répéter cette construction ytoxw INI gniitd nombre de points tels que A, et vérifier que le lieu lies Tnilionx drs ru ri les égales est un cercle de 40 de rayon, tangent à Umli's ces coidi*!?, Maiijucr un point à 48 millimètres du centre, et tracer jiar ti' point une sêtiinte qui détermine dans le cercle donné une corde de isQ miliimèiri'^.
117. Construire un cercle de 36 de rayon; par un point Aj du cercle men*^r la t^mgc nie, soit comme perpendiculaire au rayon, soit de préférence eut lime purallélc h îa corde PQ qui joindrait les extrémités des arcs égaux A|l* ri kjQ, d'ailU'urs arbitraires; porter de chaque côté de A^ sur la
ugante kiî imigueups A^Br^ AjE =r 36. Du jwint B, mener la seconde
tangente, et déterminer sen contact À, en ne se servant que du compas ei en ne traçant qu'une seule ligne ; même opération pour avoir la seconde tangente EA4 issue de E. Prolonger BAj et EA4 de AjC = A4D = 36. Véiifier que CD est tangente au cercle, et que BCDE est un carré; trouver simplement le point de contact A3 de CD.
118. Construire un triangle ABC, dans lequel AB = 6o, AC= 100, angle A= 120®; tracer les 3 hauteurs A A', BB', CC, et vérifier qu'elles passent par un même point H (extérieur au triangle à cause de l'angle obtus A) ; que le cercle décrit sur chaque côté comme diamètre passe par les pieds des hauteurs issues des extrémités de ce côté ; et que le cercle décrit sur chaque droite AH, BH, CH, comme diamètre passe par les pieds de a hauteurs.
119. Construire un quadrilatère convexe ABCD, dans lequel AB = 24, BC=:2o, angle A =: io5®, angle B=:i2o®, angle Cr=:75®. Vérifier que l'angle D a 60^, et que le cercle qui passe par A, B, D, passe aussi par C.
120. Construire par A, B, C, D les tangentes au cercle (exercice 119) pour avoir un nouveau quadrilatère convexe A'B'C'D'.
AB et CD se coupent en E, AD et BC en F, A'B' et CD' en E', A'D' et B'C en F' ; vérifier que E, F, E', F' sont sur une même ligne droite A ; que AC, BD, A'C, B'D' passent par un même point P; que OP est perpendiculaire à A ; que A'B' + CD' = A'D' + B'C ; et que les bissectrices des
angles AED, DFC sont rectangulaires.
EXERCICES THÉORIQUES
121. D'un point A, extérieur à un cercle de centre 0, on mène une tangente AB à ce cercle; sur AO, on prend, dans un sens ou dans l'autre, AC = AB, et on trace BC qui coupe le cercle en D. Démontrer que OD est perpendiculaire sur OA.
122. On prolonge le diamètre AB d'un cercle d'une longueur BC, égale au rayon du cercle. On mène la tangente au cercle au point B, et par un point quelconque M de cette tangente, on mène la seconde tangente
MB au cercle. Démontrer que l'angle BMC est le tiers de l'angle DMC.
123. Étant donnés un cercle et un diamètre AB, trouver sur ce diamètre un point M tel que si l'on mène les tangentes MC et MD, le triangle formé par ces tangentes et la corde de contact CD soit cquilatcral.
124. Lieu géométrique des centres des cercles tangents en un point donné à une droite ou à un cercle donné.
125. Lieu géométrique des centres des cercles tangents à deux droites données.
126. Lieu géométrique du centre d'un cercle de rayon donné tangent à une droite donnée.
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127. Lieu géométrique du centre d'un cercle de rayon donné tangent à un cercle donné.
128. Lieu géométrique des points tels que les deux tangentes menées de ces points à un cercle donné soient rectangulaires.
129. Lieu géométrique des milieux des cordes d'un cercle qui passent par un point fixe.
130. Lieu géométrique des points d'où l'on peut mener des tangentes /'finales à deux cercles donnés égaux.
131. Lieu géométrique des points tels que les tangentes menées de ces points à un cercle donné aient une longueur donnée.
132. On trace dans un cercle toutes les cordes ayant même longueur. Quel est le lieu géométrique de leurs milieux ?
133. Lieu des points d'où l'on peut mener à un cercle des tangentes faisant entre elles un angle égal à un angle donné.
134. Lieu des centres des cercles interceptant sur les côtés d'un angle donné des longueurs égales.
135. Un triangle isocèle ABC, dans lequel les côtés égaux sont AB et AC, a son côté AB fixe, et l'angle A variable. Quel est le lieu du milieu deBC?
136. Étant données deux droites rectangulaires OX et OY, on mène par un point P deux droites rectangulaires qui coupent l'une OX en A, l'autre
OY en B. Trouver le lieu du milieu M de AB quand l'angle APB tourne autour de son sommet.
137. Par l'extrémité A d'un diamètre fixe A B, on mène une corde A C, et on prend sur cette corde ou sur son prolongement les longueurs C M et CM' égales a CB. Trouver le lieu géométrique des points M et M' quand la corde AC tourne autour du point A.
138. On considère tous les triangles ayant même base BC et même angle au sommet. On demande :
I*» Le lieu géométrique du sommet A; .
2» Le lieu géométrique du point de concours des hauteurs.
139. Une droite AB de longueur constante se déplace de façon que ses
osttrémités A nt \\ ii^stftnt sur les côtés d'un angle XOY. Trouver le lieu du ceiitrn du CL'rt'î(3 circonscrit au triangle AOB.
140. En un point A dun cercle on mène la tangente, et d'un point quelconque C de celte tangente on mène la seconde tangente CB au cercle. DenioritciM' i]\w lo tiritre du cercle inscrit dans le triangle ABC se trouve l^ujouru sur U* l'iTi^h? O, quelle que soit la position du point C sur la tangente.
141. On donne lui eercle fixe de rayon OA et un cercle variable conetrnlriinie au prt^mirr, qui rencontre le diamètre BOA aux points C et C On mené 1 es perpe n (I it: Il laires en C et C au diamètre AB; elles rencontrent le cfffcli^ U respetlivL^nient aux points D, E et D', E'. Trouver le lieu géomé- I pique dfs puiiits de rencontre des rayons OD, OE, OD' et OE' avec le ivrcy variable.
<42. Par un point cquidistant de deux droites parallèles XX' et lin (mre deu\ (Imites rectangulaires AOB. A'OB' rencontrant XX' en
EXEUCICES. 147
A el A', et V \' eu li et li'. Trouver le lieu des projections M et M' du point sur les droites AB' et A'B quand AB tourne autour de 0.
143. Dans un triangle rectangle, la médiane et la hauteur issues du sommet de l'angle droit font entre elles un angle égal à la différence des angles aigus du triangle.
144. Dans un triangle rectangle, la bissectrice de l'angle droit est en môme temps bissectrice de l'angle de la médiane et de la hauteur issues lin sommet de l'angle droit.
145. Une droite de longueur constante se déplace de façon que sos extrémités s'appuient sur deux droites rectangulaires données. Quel est le lieu géométrique du milieu de cette droite?
146. On donne deux droites parallèles X et Y, une droite ÂC perpendiculaire à ces droites et une autre droite oblique AB. Par le point B on mène une droite BED qui coupe AG en E et AX en D, et telle que ED =: 2 AB.
Prouver que l'angle DBG est le tiers de l'angle ABG.
147. Dans un triangle équilatéral ABC, on prend sur les côtés A 6, BG,
C A, les points A', B', G' tels que A A' =: B B' — G G' = — . Démontrer que
les côtés du triangle A'B'G' sont perpendiculaires aux côtés du triangle ABG, et que le triangle A'B'G' est équilatéral.
148. Si par l'un des points d'intersection de deux cercles on mène une parallèle à la ligne des centres, la somme ou la différence des cordes interceptées sur cette parallèle par les deux cercles est double de la distance des centres.
149. On donne deux cercles concentriques 0, de rayons OA, OB, tels que OB=:aOA. D'un point P comme centre, extérieur au cercle OA, on décrit avec PO pour rayon un cercle rencontrant le cercle OB aux deux points G et D. Les droites OG, OD coupent le cercle OA aux points E et F. Démontrer que les droites PE, PF, sont tangentes au cercle OA. Déduire de là «ne construction permettant de tracer par un point une tangente à un cercle.
150. Les cordes de contact du cercle inscrit dans un triangle sont parallèles aux trois bissectrices extérieures des angles de ce triangle. Quelle est la propriété correspondante pour les cordes de contact des cercles exinscrits?
151. On considère deux cercles et 0' tangents extérieurement et tels que le rayon du premier soit le tiers du rayon de l'autre. On mène une tangente commune extérieure AA'. Démontrer que l'angle AOO'est égal à 6o<*.
152. Étant donnés deux cercles et 0' tangents extérieurement, le cercle décrit sur 00' comme diamètre est tangent aux deux tangentes communes extérieures aux deux cercles et 0'.
153. On donne un cercle 0,et la tangente en un point A de ce cercle; de part et d autre de A on prend sur cette tangente deux points B et G et on
mène les tangentes BD et GE. Démontrer que les angles DAE et BOG sont supplémentaires.
154. Trouver sur un demi-cercle de diamètre AB un point G tel qu'en menant la tangente en G au cercle, cette tangente rencontre AB au point D de manière que Ton ait AG = GD.
156i Étant donnés deux cercles et 0' tangents extérieurement au
point A, on mène une tangente commune BB' et la tangente commune en A, rencontrant BB' en C. Démontrer :
i*> Que le point C est le milieu de BB' ;
2" Que le triangle C 0' est rectangle ;
3» Que le triangle BAB' est rectangle.
156. Aux extrémités A et 6 d'un diamètre A6 d'un cercle 0, on mène
les tangentes, et on coupe ces tangentes en M et en N par une troisième
/X tangente au cercle. Démontrer que l'angle MON est droit.
157. Étant donné le triangle rectangle ABC, tracer un cercle tangent à l'hypoténuse BC, prolongée si l'on veut, passant par le sommet A de l'angle droit et ayant son centre sur la droite A B. (Nombre de solutions.)
158. La somme des diamètres des cercles inscrit dans un triangle rectangle et circonscrit au même triangle est égale à la somme des côtés de l'angle droit.
159. On joint l'un des points de rencontre de deux cercles aux deux centres; les droites obtenues coupent les cercles en deux autres points qui sont en ligne droite avec le second point d'intersection des deux cercles.
160. Par l'un des points d'intersection A de deux cercles, on trace une sécante BAC et on joint les points B et C au second point d'intersection D. Démontrer que l'angle BDC a une valeur constante quelle que soit' la corde BC, et qu'il est égal à l'angle sous lequel la distance des centres est vue du point D.
161. On mène la tangente en A au cercle circonscrit au triangle ABC. Démontrer que cette tangente coupe le côté BC au milieu du segment déterminé par les deux bissectrices de l'angle A.
162. Sur l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC, on prend un point D tel que AD = AB, et on abaisse la perpendiculaire CE sur AD, ainsi que la hauteur AH sur l'hypoténuse. Démontrer :
1*» Que CD est bissectrice de l'angle ACE ou de son supplément ; 2» Que l'on a AH = HE.
163. On donne un triangle isocèle ABC dans lequel AB =: AC, et le cercle circonscrit à ce triangle ; on joint le point A à un point quelconque M du cercle, et du point C on abaisse sur AM la perpendiculaire qui rencontre BM au point E. Démontrer que l'on a CMr^ME.
164. Si l'on coupe deux cordes AB, AC d'un cercle par une parallèle à la tangente en A, on obtient deux points qui sont situes avec B et C sur un même cercle.
165. On mène par l'un des points d'intersection de deux cercles une sécante, et on construit les tangentes à chaque cercle par. leurs seconds points de rencontre avec cette sécante. Démontrer que l'angle de ces tangentes est constant quelle que soit la sécante.
166. Par un point P pris à l'intérieur d'un cercle 0, on trace deux droites rectangulaires APB et CPD. On mène les tangentes au cercle aux points A, B, C, D et on forme ainsi un quadrilatère. Démontrer qu'on peut faire passer un cercle par les quatre sommets de ce quadrilatère.
167. Un cercle de centre 0' est tangent à une droite xy en un point B
de cette droite, et touche un cercle donné au point A. On joint BA qui coupe le cercle au point C. Démontrer :
!*> Que le diamètre COD est perpendiculaire à xy au point E;
2* Que les quatre points A, B, E, D sont sur un même cercle.
168. On mène les tangentes BT et CT au cercle circonscrit à un triangle ABC, et par le point T ou trace la parallèle à BA, rencontrant le cercle en D et E, et AC en F. Démontrer que le point F est le milieu de DE.
169. Les trois points symétriques du point de rencontre des hauteurs d'un triangle par rapport aux trois côtés sont sur le cercle circonscrit au triangle, et les trois sommets du triangle sont les milieux des arcs déterminés sur le cercle circonscrit par les trois points symétriques obtenus.
170. Étant donné un triangle ABC inscrit dans un cercle 0, on mène la bissectrice intérieure AD de l'angle A et la tangente AT'; AD et AT rencontrent la base BC aux points D et T. Démontrer que TA:=TD
171. Les trois hauteurs d'un triangle sont les bissectrices des angles du triangle déterminé par les pieds de ces hauteurs.
172. Construire un triangle connaissant les pieds des trois hauteurs.
173. On donne un cercle et un diamètre AB; par le centre on mène deux rayons rectangulaires OC, OD qui rencontrent en G et H les perpendiculaires à AB aux milieux E et F des rayons OA et OB. On trace les droites AG et BH qui se coupent en M. Démontrer :
I* Que le point M se trouve sur le cercle 0; •
a» Que les quatre points G, M, 0, H sont sur un même cercle.
174. Étant donnés un triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle, on considère le diamètre DE perpendiculaire à l'un des côtés BC du triangle. Des points D et E on abaisse des perpendiculaires DF. EG sur le côté AB. Démontrer que la distance FG comprise entre les pieds de ces perpendiculaires est égale à la longueur du troisième côté AC.
175. On considère deux diamètres rectangulaires AOB et OE d'un cercle 0. Par le point A on mène une sécante rencontrant OE en D, et le cercle en C. On mène la tangente en C; elle rencontre AB au point T, et enfin en ce point T dn élève sur AB la perpendiculaire qui rencontre AC en F. Démontrer que FB est perpendiculaire à BD.
176. On considère un diamètre AB d'un cercle donné 0. D'un point C de ce cercle comme centre, on décrit un cercle tangent à AB, et des points A et B on mène les autres tangentes à ce cercle C. Démontrer que ces tangentes sont parallèles quelle que soit la position du point C.
177. On donne deux cercles et 0' tangents intérieurement en C; on trace le diamètre ABC commun aux deux cercles, et par le milieu P de AB on élève la perpendiculaire PM à AB, rencontrant le cercle en M. On mène enfin MC qui rencontre le cercle 0' en D et l'on demande de démontrer que PD est tangente au cercle 0', et que l'on a PM := PD.
178. Si par le milieu A d'un arc BAC on mène deux cordes quelconques AD, AE qui coupent en F et G la corde BC, le quadrilatère DFGE est inscriptible.
179. Deux cercles sont tangents intérieurement en C. On mène au cercle intérieur une tangente APB en P ; elle rencontre l'autre cercle en A et B.
On mène CP qui coupe le cercle extérieur en Q. Démontrer que le point Q est le milieu de l'arc AB.
180. Si Ton mène par les deux points d'intersection A et B de deux cerclée qui se coupent deux sécantes parallèles ACD et BEF, les deux lenteurs CD et EF sont -égales.
181. Étant donnés un cercle de centre et un point A extérieur, mener par ce point A une sécante ABC rencontrant le cercle en B et G, et telle que
ABrrBC.
182. Étant donnés deux cercles concentriques et un pouit A sur le cercle extérieur, mener par ce point une sécante qui soit divisée en trois parties égales par les deux cercles.
183. Construire un triangle rectangle connaissant l'hypoténuse et l'un des côtés de l'angle droit.
184. Construire un triangle isocèle connaissant le rayon du cercle circonscrit et l'un des côtés égaux.
185. Construire un triangle isocèle connaissant la hauteur et l'un des angles égaux.
186. Construire un point tel que les tangentes menées de ce point à deux cercles donnes soient égales et égales à une longueur donnée.
Recommencer la construction plusieurs fois avec des longueurs différentes de tangentes égales. Constater que les divers points construits sont sur une ligne droite perpendiculaire à la ligne des centres des deux cercles.
187. Étant donnés un cercle et un point A à l'intérieur du cercle, mener par A une corde dont A soit le milieu.
188. Construire un triangle rectangle connaissant la médiane et la hauteur relatives à l'hypoténuse.
189. Mener par un point donné deux droites rectangulaires qui interceptent sur une droite donnée X\ un segment de longueur donnée.
190. Inscrire dans un carré un triangle équilatéral ayant un sommet en un sommet du carré.
191. Construire un triangle isocèle connaissant le rayon du cercle inscrit et l'un des angles égaux.
192. Construire un triangle équilatéral connaissant le rayon du cerelo nscrit.
193. Construire un tnangle rectangle connaissant l'un dos angles aigus et le rayon du cercle inscrit.
194. Construire un triangle connaissant deux côtés et la hauteur relative à l'un de ces côtés.
195. (Construire un triangle connaissant un côté et les deux hauteurs issues des extrémités de ce côté.
196. Construire un triangle connaissant un côté, l'angle opposé à ce côté et la hauteur relative à ce côté.
197. Construire un triangle connaissant un sommet et les pieds de deux hauteurs (deux cas).
198. Construire un carré connaissant la somme l du côté et de la diago-
199. Construire un triangle connaissant le rayon du cercle circonscrit et les angles.
200. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle A et les distances BH et Cil des deux sommets B et C au point de concours H des hauteurs.
201. Par un point du plan d'un cercle, tracer une sécante telle que le segment compris sur cette sécante entre ses deux points de rencontre avec le cercle soit égale à une longueur donnée /.
202. Étant donnés une direction XY et un cercle 0, tracer dans le cercle et parallèlement à XY une corde de longueur donnée /.
Quelle est l'espèce d'un parallélogramme inscriptible
EXERCICES THÉORiaUES.
204. Dans un triangle isocèle, la somme des distances d'un point de la base aux deux côtés égaux est constante, quelle que soit la position du point sur la base entre les sommets.
205. La somme des distances entre les trois côtés d'un triangle équilaléral et un point quelconque, intérieur à ce triangle, est égale à la hauteur.
Si un triangle a deux hauteurs égales, il est isocèle
207. On considère une corde BC d'un cercle et les tangentes BA, CA au cercle en B et C, telles que le triangle ABC soit équilatéral. On joint les points B et C à un point quelconque M de l'arc BC ; les droites obtenues rencontrent les côtés AC et AB aux points D et £. Démontrer que la somme AD-f-AE est constante, quel que soit le point H sur l'arc.
208. On donne un carré ABCD ; sur AB comme diamètre, on décrit à l'intérieur du carré un demi-cercle, et du point B comme centre, on décrit avec BAmBC pour rayon un quart de cercle aussi à l'intérieur du carré. Une droite menée par B rencontre le demi-cercle en Ë et le quart de cercle en P. De ce point P on abaisse la perpendiculaire PH sur AD. Démontrer que PH = PE.
209. Dans un quadrilatère ABCD, les côtés opposés AB et CD sont égaux et les diagonales AC et BD sont égales entre elles. Démontrer que ce quadrilatère est un' trapèze isocèle.
210. Construire un rectangle connaissant un coté et l'angle des diyjfonales.
211. Construire un triangle équilatéral connaissant la hauteur.
212. Construire un triangle connaissant deux côtés et une médiane (deux cas à distinguer).
213. Construire un triangle connaissant un côté et deux médianes (deux cas à distinguer).
Construire un triangle connaissant les trois médianes
215. Construire un parallélogramme connaissant un côté et les deux diagonales.
216. Construire un triangfic connaissant le rayon du cercle circonscrit, un côté et un angle adjacent.
217. Construire un triangle connaissant deux sommets et le point de concours des hauteurs.
218. Construire un triangle connaissant deux sommets et le point de concours des médianes.
EXERCICES PRATIQUES
Construire le carré dont le diagonale a 5o
220. Construire un losange dont un angle a 36^, et dont la diagonale issue du sommet de cet angle a 60"»™.
221. Construire im parallélogramme dont un côté a 60""", la hauteur correspondante étant égale à 72""", et l'un des angles ayant So^.
222. Construire un pallélogramme ayant un côté de So"™, et ses diagonales égales à 60 et à 80""".
223. Construire un trapèze dont les bases ont 80 et So"»"», et dont les deux autres côtés ont i5 et 25""».
224. Construire un trapèze isocèle dont les bases ont 60 et So™"; et dont une diagonale a 80°^.
225. Construire un trapèze isocèle dont les côtés égaux ont 74""", dont la hauteur a 70°"°, et dont la petite base a 24""".
EXERCICES THÉORiaUES.
226. Par un point M de la base BC d'un triangle ABC, on mène des parallèles aux deux autres côtés. Trouver le lieu géométrique du centre du parallélogramme ainsi obtenu quand le point M se déplace sur la base.
227. Quel est le lieu géométrique des centres des parallélogrammes qui ont la même base fixe AB et même hauteur?
228. On considère un triangle ABC rectangle en A et la hauteur AH; du point H on abaisse les perpendiculaires HD et HE sur AB et AC. Démontrer :
1° Que la droite DE est perpendiculaire à la médiane AM du triangle ABC.
/^ y\ 2° Que les angles BDE et ECB sont supplémentaires.
229. Dans un losange ABCD on joint un point de chaque diagonale aux deux extrémités de l'autre diagonale. Démontrer que les quatre droites ainsi tracées forment un quadrilatère inscriptible.
230. Quelle peut être l'espèce d'un quadrilatère qui a deux côtes égaux les deux autres côtés parallèles?
2 1. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux' des côtés opposés d'un quadrilatère est le milieu de la droite qui joint les milieux des diagonales de ce quadrilatère.
232. Inscrire dans un triangle un losange dont l'un des angles coïncide avec un angle du triangle.
233. Dans un triangle ABC, la bissectrice de l'angle A coupe BC au point F. La parallèle FE au côté AB rencontre AC au point E ; la parallèle ËD à BC coupe AB au point D. Démontrer que l'on a AE = BD.
234. Démontrer que les médianes d'un triangle quelconque passent par un même point, situé sur chacune d'elles aux deux tiers de sa longueur à partir du sommet.
235. On considère un parallélc^ramme ABCD dans lequel l'un des côtés
AB est double de l'autre (AB=:2BC). Du sommet A on abaisse la perpen^
diculaire AE sur le côté BC, et l'on joint le pied E de cette perpendiculaire
au milieu M du côté CD. Démontrer que l'angle DME est le triple de l'angle MEC.
236. Par le sommet A d'un triangle ABC, on mène les perpendiculaires aux côtés AB et AC, rencontrant le côté BC aux points H et K; on prolonge la médiane AM d'une longueur MA' égale à MA. Démontrer que les angles
ABA'et KAH sont égaux ou supplémentaires.
237. On joint les sommets opposés B et D d'un parallélogramme ABCD aux milieux F et E des côtés CD et AB. Démontrer que les droites BF et DE partagent la diagonale AC en trois parties égales.
238. Les bissectrices intérieures des angles d'un rectangle forment un carré.
239. Etant donné un angle XOY, on abaisse d'un point A pris sur OY
des perpendiculaires sur les bissectrices de l'angle. Dépiontrer que la droite qui joint les pieds de ces perpendiculaires est parallèle à OX et qu'elle coupe OA en son milieu.
240. Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un sommet sur les bissectrices intérieures et extérieures issues des deux autres sonunets d'un triangle sont quatre points en ligne droite.
241. Du centre du cercle circonscrit à un triangle ABC, on abaisse des perpendiculaires sur les côtés, et l'on prolonge chacune de ces perpendiculaires d'une longueur égale à la distance de au côté considéré, do l'aoon à obtenir les symétriques A', B', C, du point par rapport aux côtés du triangle ABC. Démontrer :
I» Que le triangle A'B'C est égal au triangle ABC ;
a*> Que les hauteurs du triangle A'B'C se coupent en 0.
242. Dans un trapèze, la droite qui joint les milieux des diagonales est égale à la demi-différence des bases du trapèze.
243. On prolonge un rayon OA* d'un cercle d'une longueur AB = 0A, et du point B on abaisse la perpendiculaire BD sur une tangente quelconque
/X au cercle. On demande de démontrer que l'angle OAD est égal au triple
/X de l'angle ADB.
244. Étant donnés deux cercles qui se coupent, on mène par l'un des points de rencontre A la sécante perpendiculaire à la droite joignant le point
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Â au milieu de la distance des centres. Démontrer que celte sécante est partagée par le point A en deux parties égales.
245. On considère le triangle A'B'C ayant pour sommets les pieds des hauteurs d'un triangle ABC. Des points B et C, on abaisse les perpendiculaires BD, CE sur B'C. Démontrer que l'on a :
C'DrnB'E
246. On donne un quadrilatère ABCD dont les angles B et D sont droits. Des sommets A et G on abaisse les perpendiculaires AE, GF sur la diagonale BD. Démontrer que l'on a :
BF=:DE
247. On donne deux droites concourantes OX, OY, jndéftnies, et un point A quelconque. Tracer par le point A une sécante qui coupe OX en B, OY en G, de manière que l'un des points A, B ou G soit le nîilieu de la distance entre les deux autres.
248. Construire un parallélogramme, connaissant les diagonales et un côté.
249. Gonstruirc un parallélogranune, connaissant deux côtés adjacents et une diagonale.
EXERCICES PRATIQUES
250. Tracer une droite D et marquer un point extérieur A ; joindre le pomt A à un point quelconque B de D, et prendre le milieu M de AB; taire cette construction pour beaucoup de points tels que B, pris sur D ; vérifîer que le lieu du point variable M est une droite D' parallèle à D, la distance entre A et D étant double de la distance entre D' etD.
251. Tracer un cercle de ao de rayon; marquer un point A à i4 du centre ; joindre le point A à un point quelconque B du cercle, et prolonger ABenBM de manière que BM=:AB. Faire cette construction pour un grand nombre de points tels que B, et vérifier que le lieu du point variable M est un cercle de 4o de rayon, dont le centre G est sur AO, de manière que AO = OG.
252. Construire un triangle OAB, dont l'angle à 3o®; 0A=:5o; OB := 2o. Prolonger indéfiniment OA et OB, et les couper par des droites parallèles à AB. En tout point tel que A, mener AM perpendiculaire à OA: mener de même BM perpendiculaire à OB. Vérifier que le lieu de M est une droite qui passe par 0, que tout angle AMB a 3o®, et que le cercle décrit sur toute droite OM comme diamètre passe par les points A et B qui ont donné ce point M.
253. Construire un rectangle, prolonger indéfiniment ses côtés et ses diagonales. Prendre plusieurs points sur les quatre côtés; abaisser, de chacun d'eux, des perpendiculaires sur les diagonales, et vérifier que la somme des deux perpendiculaires est constante ; que c'est leur dllférence qui est constante j)our un point pris sur le prolonîfemeiit d'un c«Mé; et
EXERCICES. ibo
que pour un point extérieur à chaque côté, ni ta somme ni la différence des deux perpendiculaires n'a la valeur qu'on vient de trouver. Conclure de là le lieu du point tel que la «onime ou la différence de ses distances à deux droites fixes soit constante, et construire ce lieu avec les données suivantes :
Angle X0Y = 6o^; somme ou différence constante = 40 millimètres.
254. Tracer deux droites indéfinies OK. OY, et une droite A qui les coupe toutes deux. Mener AB et A'B' parallèles à A, et d'ailleurs arbitraires et variables; elles rencontrent OX en A et A', OY en B et B'. Construire le lieu du point de rencontre des droites AB' et A'B.
EXERCICES THÉORiaUES.
255. On donne deux droites rectangulaires OX et OY ; on joint deux points A et B donnés sur OX à un point variable M sur OY. On mène de A la perpendiculaire à BM et de B la perpendiculaire à A M. Quel est le lieu du point d'intersection de ces deux perpendiculaires quand M décrit la droite OY?
256. D'un point M variable sur un cercle 0, ou abaisse la perpendiculaire MP sur le diamètre fixe AB. Sur le rayon OM, on prend une longueur OD égale à MP. Quel est le lieu géométrique du point D?
257. Un triangle rectangle se meut dans un plan de façon que les extrémités de l'hypoténuse glissent sur deux droites rectangulaires. Lieu du troisième sommet.
258. Étant données deux droites rectangulaires OX et OY, on mène par un point P deux droites rectangulaires qui coupent l'une OX en A, l'autre OY en B. Trouver le lieu géométrique du milieu M de AB quand l'angle APB tourne autour de son sommet.
259. Dans un cercle, A B est une corde fixe et C D une corde vai'iable de longueur constante. Lieu géométrique des points I et V d'intersection des droites AC et BD, AD et BC.
260. On donne un cercle et un point A ; ou joint le point A à un l>oint B du cercle, et on trace la corde BC perpendiculaire à AB; puis ou construit le rectangle ABCI). Trouver le lieu du point 1) quand B décrit le cercle.
261. Construire un point à une distance donnée a d'une droite A et ù une distance b d'une droite B.
11 y a en général quatre solutions.
262. Construire un point situe à une dislance a d'une droite A et à une distance r d'un point 0.
Il y a quatre solutions au maximum; dessiner les divers cas de figure.
263. Construire un point situé à égale distance do doux droites données I) et D' et à une distance donnée d'une droite A".
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264. Construire un point situé à égale distance de deux droites données D et D' et à une distance donnée d'un point 0.
265. Construire un point situé à égale distance de deux points donnés A et B et à une distance donnée d'un point D.
266. Construire un point situé à égale distance de deux points donnés A et B et à une distance donnée d'un point 0.
267. Construire un point situé à égale distance de deux droites données D et D', et situé à égale distance de deux points donnés A et B.
268. Déterminer sur une droite D des points d'oii l'on voie un segment AB sous un angle droit, ou sous un angle donné.
269. Délei-mincr sur un cercle les points d'où l'on voie un segment rectiligne AB sous un angle droit, ou sous un angle donné.
270. Déterminer les points d'où l'on voie deux cercles donnés sous des angles donnés.
271. Déterminer un point tel que la tangente menée de ce point à un cercle donné ait une longueur donnée, et qui soit situé à une distance donnée d'une droite donnée D.
272. Déterminer un point tel que la tangente menée de ce point à un cercle donné ait une longueur donnée, et qui soit situé à une distance donnée d'un point donné 0.
273. Construire un cercle tangent à deux droites AB et AC et ayant son centre sur une troisième.
274. Décrire un cercle de rayon donné tangent à deux droites données.
275. Décrire un corcle langent à deux droites et qui touche l'une d'elles en un point donné.
276. Étant données deux droites parallèles X et Y, tracer un cercle tangent à X et qui intercepte sur \ une corde de longueur donnée.
277. Tracer un cercle de rayon donné tangent à une droite donnée et passant par un point donné.
278. Tracer un cercle de rayon donné passant par un point donné et tangent à un cercle donné.
279. Tracer un cercle de rayon donné langent à une droite et à un cercle donnés.
280. Tracer un cercle de rayon donne tangent à deux cercles donnes.
281. Construire un cercle passant par un point et tangent à une droite en un point donné.
282. Construire un cercle passant par deux points donnés A et B, et tangent à une droite donnée XY, parallèle à AB.
283. Hoiiitruirc un cercle langent à un cercle donné et à une droite il(ri>iii^t% lo j>uinl lie contact étaut imposé sur la droite.
284 '^uuslruiri^ un circle langent à un cercle donné et à une droite duitnt^ei le pu^ul t^c contact étant imposé sur le cercle.
Grandeurs commensural
Considérons un segment rectiligne A en 5 parties égales : AE, EF, FG,
f ig. i66. — Longueurs commensurables.
veau segment rectiligne CD, partagé CI, IK, KD. D'après la définition m
nous savons que le segment CD est et, qu'inversement, le segment AB c
CD. Et on écrit
CD = |aB ou AB:
Les deux segments, ainsi obtenus, de même espèce qui ont ce qu'on a] me8ure\ceiie commune mesure est Tui qu'ils contiennent chacun un nombre
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On dit encore que le rapport de CD à AB est -= ou que
le rapport de AB à CD est ^- Et l'on écrit :
AB 5 CD'~T
Considérons encore un carré EFGH (fig. 167) formé par lassemblage de 9 carrés égaux plus petits que lui. Pre-
V'ig;. 167. — Aires com m ensura blés.
nous 8 de ces petits carrés et assemblons-les de façon à former le rectangle ABCD. Chacun des petits carrés est le neuvième du grand carré EFGH et le rectangle conte-
nant 8 de ces petits carrés est les - du carré EFGH. Inversement, chacun des petits carrés est le huitième du rectangle, et Je grand carré EFGH, contenant 9 petits carrés
pareils, est les | du rectangle.
Nous dirons encore que le rectangle et le carré sont
deux grandeurs de même espèce (deux surfaces) qui ont
une commune m£sy/re, qui est Tun des petits carrés égaux,
n'ils contiennent chacun un nombre entier de fois.
'^ous dirons également que le rapport du rectangle
LKiNES PROPORTIONNELLES. IM»
ABCD au carré EFGH est-» et que le rapport du carré EFGH au rectangle ABCD est |- Et on écrira :
ABCD _ 8 EFGH _ 9 EFGH <j ^" ABCD 8*
Ces exemples nous conduisent à la définition suivante :
Deux grandeurs de même espèce sont dites rable* entre elles lorsqu^il existe une troisième grandeur de même espèce, appelée eommiine mesure, contenue exactement un nombre entier de fois dans chacune des deux premières.
On appelle rapport de deux grandeurs commensurables entre elles le nombre entier ou fractionnaire qui indique comment on construit la première connaissant la seconde.
Ainsi, dire que le rapport d'un segment CD à un segment AB est 4r c'est dire que CD est obtenu en portant bout à bout 4 segments égaux à AB.
Dire que le rapport de CD à AB est -» c'est dire que le segment CD
est obtenu en diyisant AB en 3 parties égales et portant bout à bout a de ces parties.
244. — Grandeurs incommensurables entre elles. — Deux grandeurs de même espèce sont dites Ineommensnrabies entre elles lorsqu'elles n'ont pas de commune mesure, c'est-à-dire lorsqu'il n'existe pas une troisième grandeur de même espèce qui soit contenue exactement un nombre entier de fois dans chacune d'elles.
Considérons deux segments rectilignes AB et CD (fîg. i68). Pour trouver leur rapport, nous devons chercher s'ils ont une commune mesure. A cet effet, divisons l'un d'eux. AB par exemple, en un certain nombre de parties égales (nous apprendrons plus loin, n''248, à faire ce partage).
Supposons que nous ayons partagé AB en lo parties. Cherchons combien CD contient de ces parties. Pour cela, portons, avec le compas à pointes sèches, à partir de C,
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sur CD, des longueurs égales à Tun des dixièmes de AB. Nous constatons que CD ne contient pas exactement un nombre entier de ces parties.
/ jP s 4 5 e 7 s 9 tç
C ËD F
Fig. i68. — Recherche d'une commune mesure.
Il en contient 6, mais n'en contient pas 7: en d'autres
termes, le point D tombe entre les divisions 6 et 7.
Le segment CD est plus grand que le segment
CE=i: — AB et est plus petit que le segment CF = -^ AB.
Nous dirons que — = 0,6 est une valeur approchée par
défaut à — près du rapport x-j^- Ce qui veut dire que les
— de AB sont plus petits que CD, mais que CD ne contient
pas un dixième de plus.
CD En prenant comme valeur du rapport j^ le nombre 0,6,
nous commettons une erreur, car la longueur CE, qui est égale 0,6 AB,est plus petite que CD, et elle en diffère de la longueur ED. Nous commettons donc, sur l'évaluation de
CD, une erreur égale à ED, plus petite que — AB.
Essayons alors de diviser AB en un plus grand nombre de parties égales. Partageons, par exemple, AB (fig. 18a) eti itïo [^arlies égales, et cherchons de nouveau si CD Contient exactement un nombre entier de ces parties.
Remarquons d'abord que, puisque
CD, contenant 6 dixièmes de AB, contiendra aussi 60 centièmes de AB ; et, comme CD ne contient pas 7 dixièmes de AB, il ne contiendra pas non plus 70 centièmes de AB. Le nombre de centièmes de AB contenus dans CD sera donc sûrement compris entre 60 et 70. Nous constatons,
iO tO iO kO 90 60 70 &0 90 100
tO 20 JC iO 30 se ôàfli
Fig. 169.
en opérant comme plus haut (fig. 169), que CD contient (non exactement) 64 centièmes, mais qu*il n*en contient pas 65. En d'autres termes, le point D tombe entre les divisions 64 et 65.
Nous dirons alors que — =0,64 est une valeur approchée par défaut du rapport tt^ à — près.
Ceci veut dire que si Ton • construit la longueur qui
vaut-^ AB, on obtient une longueur un peu plus petite
que CD, mais que CD ne contient pas un centième de AB de plus.
En prenant 0,64 comme nouvelle valeur approchée du
rapport -™. nous commettons encore une erreur ; mais
cette .fois Terreur est beaucoup plus petite que précédemment.
fi/ La longueur qui vaut les — de AB, diffère beaucoup
moins de CD (fig. 169) que celle CE qui valait les ^ de
AB (fîg. 168).
Nous pourrions maintenant continuer de la sorte ; di- Ik>imi.RTi — Ki.émf:nts ok giîom, i |
viser, par exemple, AB en looo parties égales et chercher combien CD contient de ces parties ; puis diviser AB en loooo parties, et ainsi de suite.
Si les deux longueurs CD et AB sont incommensurables entré elles ^ on n'arrivera jamais^ en théorie, à trouver une partie aliquote de AB qui soit contenue exactement un nombre entier de fois dans CD».
245. — Évaluation pratiqué d'un rapport. — Pratiquement, il en est autrement. Ainsi, dans Texempleprécédent, nous avons imaginé théoriquement qu'on ait divisé le segment AB en looo parties égales, tandis qu'en fait cette division serait impossible, au moins dans le dessin ordinaire, parce que, d'une part, chacune des parties serait tellement petite qu'elle no serait pas visible à l'œil nu et que, d'autre part, on ne pourrait pas tracer des traits de division assez fins.
Lorsqu'on se sert, pour mesurer des longueurs, d'une certaine catégorie d'instruments, il y a une limite de précision que l'on ne peut dépasser. Ainsi, avec le double décimètre, dont on se sert en dessin, on ne peut pas évaluer la longueur d'un segment rectiligneà moins de 1/4 ou i/5 de millimètre près ; c'est-à-dire que, à Fœil nu et avec cet instrument, on ne peut pas apprécier la différence entre . deux longueurs qui ne diffèrent que de 1/4 de millimètre: ces deux longueurs paraissent égales.
En physique, avec des instruments spéciaux, beaucoup plus précis, et des microscopes, on arrive à apprécier des longueurs beaucoup plus petites: jusqu'au millionièms de millimètre ; mais, malgré cela, il y a cependant une limite, et deux longueurs djfférant entre elles d'un millionième de millimètre ne sont plus différenciables.
De tout ceci, il résulte que : étant domiées deux grandeurs de même espèce on peut toujours pratiquement les considérer comme eommensurables entre elles, pourvu qu'on évalue Jeur
rapport avec suffisamment de décimales pour que V erreur que ro7i peut commettre sur une des grandeurs, connaissant l'autre, soit inférieure à celle qu'on peut faire expérimentalement en mesurant celte grandeur.
Dans la suite, à moins que nous ne voulions expressément prouver le contraire, nous admettrons toujours dans nos démonstrations que les grandeurs que nous aurons à considérer sont commensurables entre elles.
Nous donnerons plus tard des exemples de grandeurs incommensurables entre elles. Leur rapport exact n'est ni un nombre entier ni un nombre fractionnaire ; c'est ce qu'on appelle un nombre irrationnel; un tel nombre est toujours, en pratique, remplacé par une de ses valeurs approchées.
246. — Théorème. — Lorsque deux sécantes sont coupées par des droites parallèles, si les segments interceptés par ces droites parallèles sur Vune des sécantes sont égaux, les segments correspondants interceptés sur Vautre sécante sont aussi égaux.
Soient A et A' (fig. 170) deux sécantes et quatre parallèles AA', BB', ce, DD' qui rencontrent A en A, B, C, D et A' en A', B', C, D'.
Supposons que Ton ait
AB = CD
nous allons Montrer que l'on a aussi
Fif. 170.
Menons, en effet, par A et C les parallèles AE et CF à A'.
Les deux triangles ABE et CDF sont évidemment égaux, car ils coïncident par une translation de glissière A qui fait coïncider CD avec AB. Les côtés AE et CF sont donc égaux ; il en est donc de même de A'B' et CD' qui
Fig. 171-
leur sont respectivement égaux comme côtés opposés des
parallélogrammes AA'B'E et CC'D'F.
AB = BC
on a aussi
Il s'applique également {ûg, 171) si les parallèles ne sont pas toutes du même côté du point d'intersection des droites A et A'.
248. — Construction. — Partager un segment recUligne en un certain nombre de parties égales.
Soit, par exemple, à partager le segment AB {ûg, 17a) en six parties égales. A cet effet, menons par le point A une semi-droite quelconque Aœ (faisant de préférence
avejc AB un angle aigu) et sur cette semi-droite portons, bout à bout, avec le compas à pointes sèches ou au décimètre, à partir de A, six segments égaux arbitraires. Soit C Textrémité du dernier. Joignons CB et, par les points de division i, a, 3, 4, 5, menons des parallèles à CB. Ces para/lèles partagent évidemment AB en 6 parties égales ; car, d'aprèsle théorème précédent, les segments A-i,i-a,2-3,etc., étantégaux, les segments correspondants A- 1', l'-a', 2'-3',etc. ur AB, le sont aussi;
Fig. 172. _ Division d'un segment en parties égales.
Théorème. — Étant donnés^ sur une droite indéfinie
deux points A et B, il existe sur cette droite deux points M,
MA et deux seulement, tels que le rapport rr^ ^'^ ^^^ valeur
Mo
donnée. L'un des deux points est compris entre A et B, Vautre
ne Veat pas,
i"Cherchons un point M compris entre A et B [fîg. 173, (I)]
tel que le rapport r?K soit égal à -•
Si ce point existe, c'est que^ par définition du rapport (n*'243), si on divise MB en ià parties égales, MA contient 3 de ces parties.
A MB
Fig. i^J
Mais alors AB = MA + MB contient 3 + a = 5 de ces parties. D'où la construction suivante :
On partage AB en 2 + 3 = 5 parties égaies; le seul pom^ M, compris entre A et B, qui répond à la question, est celui obtenu en prenant, à partir de A, 3 de ces parties.
Le point M existe donc, car nous savons le construire, et il n*y en a qu'un entre A et B .
a» Cherchons un point M', non compris entre A et B, et tel
que ^ soit égal à?.
Si ce point existe, c'est que, si on divise M'B en 2 parties égaleà, M'A contiendra [fîg. 173, (II)] 3 de ces parties. M'A est donc plus grand que M'B,ce qui exige d'abord que M'
soit à droite, sur le prolongement de AB du côté de B. De plus AB = M'A — M'B contient donc 3—2 = 1 partie.
Il suffit donc de pi^olonger AB de 2 fois sa longueur, au delà de B, en BM', pour avoir le point M' cherché,
Dans l'exemple précédent le rapport donné - était plus
grand que i. Cherchons maintenant un point M', non
M'A 3 compris entre A et B, tel que nrp = 5 [^êT- '7^) (HI)]- Ceci
veut dire que, si on divise M'B en 5 parties égales, M'A contient 3 de ces parties. Cette fois, c'est M'B qui est plus grand que M'A et le point M' doit être à gauche, sur le prolongement de AB, au delà de A. D'ailleurs, comme AB = M'B— M'A, c'est que le segment' AB contient 5 — 3 r= 2 de ces parties.
D'où la construction suivante :
On partage AB en 5 — 3 ^= a parties égales, et on porte 3 de ces parties en M'A, au delà de A. Le point M' ainsi obtenu repond à la question et c'est le seul.
250. — Bemarque. — En résumé : il y a toujours un point M et un seul compris entre A et B, et un point M' et un seul non compris entre A et B, tels que les rapports
égaux
MA _ M'A MB ~ M'B
aient une valeur donnée à l'avance.
On dit que M partage AB en segments additifs et que M' partage AB en segments soustractifs dans le rapport donné.
Il y a cependant exception lorsque la valeur donnée est i .
En effet, si rrT7= i» cela veut dire que MB
MA = MB.
Il y a bien un tel point entre A et B, c'est le milieu de
AB; mais il n'y en a pas en dehors de AB, car pour tout point M' à droite [fig. 178, II)] M'A est plus grand que M'B
et ip|r>i ; pour tout point M' à gauche [fig. 173, (III)] M'A
M'A est plus petit que M'B, et ^p^ < i . Pour aucune position de
M' on ne p^ut avoir M'A = M'B.
251. -^ Proportions. — Étant données deux grandeurs demém^ e§pèceet deux autres grandeurs aussi de même espèce, qui diffère ou non de la première, on dit que ces quatre grandeurs fppfn^Xit iineproiportkni si le rapport des deux premières est ég§l au rapport des deux secondes.
Ëtant données deux séries de grandeurs correspondantes d'espèce» différentes ou non, si le rapport de deux grandeurs d'^pe série est égal au rapport des deux grandeurs correspondantes de l'autre série, ces deux séries de grandeurs sont dites proportionnelles.
Nous avons rencontré fréquemment des exemples de grandeurs proportionnelles en arithmétique à propos de la Règle de trois.
Proportions de grandeurs de même e9péce
— Considérons quatre grandeurs de même espèce A, B, C, D, par exemple quatre longueurs. Elles forment une proportion, si Ton a :
A C B = D' La première et la quatrième, A et D, sont appelées les termes extrêmes ;
La seconde et la troisième, C et D, sont appelées les termes moyens de la proportion:
253. — Théorème^ — Étant donnée une proportion de quatre grandeurs de même espéee, on obtient une nouvelle proportion si, dans celle qui est donnée, on permute :
V les moyens ;
2* les extrêmes;
3^ à la fois les moyens et les extrêmes.
Soient À, B^ C, D, quatre grandeurs de même espèce formant une proportion :.
Supposons, par exemple que la valeur Commune des'' rapports égaux (i) soit^- Dire que k est ég&[ à r» c'est
ire que :
>e môme
Ceci posé, supposons que le rapport |c soit égal à ^» nous allons prouver que 77 est aussi égal à 5» Or, dire que
D~"8' c'est dire que
Remplaçons B par sa valeur ^ D dans Tégalité (a) et
nous aurons :
ou, en intervertissant les deux facteurs ■? et ^1
Cemme, en vertu de l'égalité (3), - D n'est autre chose
que C, cette dernière égalité (5) s'écrit :
Ce qui prouve bien que le rapport ^ est aussi égal à ^;
g il est donc égal à yr, et on a :
Cette égalité (6) se déduit de (i) en permutant les moyens B et C.
6n démontrerait; de même, qu'on peut permuter les extrêmes.
Enfin, en appliquant successivement les deux propositions i" eta% on en déduit la troisième.
254. — Résumé. — En résumé, lorsque quatre grandeurs de même espèce A, B, C, D forment une proportion, CD a simultanément les quatre égalités suivantes :
255. — Remarqu.e. — Nous avons déjà étudié en arithmétique le^ proportions de nombres. Nous savons que ces proportions jouissent des propriétés précédentes ; mais nous savons qu*en outre : lorsque quatre nombi^es forment une propmHiony le produit des moyens est égal au produit des extrêmes.
Nous ferons fréquemment usage de cette propriété, mais alors il faudra toujours supposer essentiellement qu'il ne s'agit pas de grandeurs, mais des nombres qui les mesurent.
256. — Théorème de Thsîiés.— Plusieurs droites parallèles interceptent sur des sécantes quelconques des segments proportionnels .
Soient deux droites A et à' (ûg. 174) coupées par les quatre parallèles AA', BB', CC, DD' qui rencontrent A en A, B, C, D et A' en A', B', G', D'.
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11 s'agit de montrer que Ton a :
AB
Supposons, en effet, que ttjv soit égal à-- Ceci revient à
dire que, si on partage CD en a parties égales, ÂB contient 3 de ces parties.
Par les points de division a, 6, i de ces deux segments en parties égales, menons des parallèles à AA'; elles rencontrent A' en o',6',i';et,d'après le théorème dun** 284, puisque
\a = ab — bB=zCi=iD,
on aura de même,
A'a' = a' 6' :=. 6' B' = Ci' = i' D'.
ce qui prouve que A' a' est une commune mesura contenue
2 foisduns CD' et
3 fois dans A' B'; on • a donc aussi
Les deux rap-
ports
AB ^^ CD
sont bien éçaux.
257. — Remarque I. — Cette démonstration est indépendante de la
figure. Elle s'applique dans tous les cas. En particulier,
elle s'applique à des segments consécutifs :
Fig. 174.
AB
'bc '
à des segments situés départ et d'autre du point d'intersection des droites A et A' :
A'B'"~AB^ au cas où l'une des parallèles pa^se par 0, qui est un point qui se correspond à lui-même sur les deux sécantes:
OB"~OB'' BC~"B'C
et ainsi de suite.
258. — Remarque II. — Pour bien mettre en évidence la proportionnalité des segments correspondants sur les deux droites A et A', il est bon d'écrire les rapports un peu différemment.
Considérons : i" Sur A^ les segments :
AB, CD, OA. EF, AE, etc. ;
2* Sur A' les segments respectivement correspondants aux précédents :
A'B', CD', OA', E'F', A'E', etc.
Prenons dans chacune des deux séries le rapport de chacun des segments au premier, nous aurons, d'après ce qui précède :
CD'^CD 0A;__0A E^ EF A'E' AE A'B'""AB* A'B'~AB' A'B'~~AB' A'B'"AB
Dans toutes ces proportions permutons les moyens et nous obtenons :
£d;_amb' oa/^_a;b; e'f'a'b' cd ~" ab ' oa"" ab ' ef ~ ab '
A'E' A'B' , _.=_., etc.
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Or, ces dernières égalités montrent que toti8 les rapports qu'elles contiennent sont égaux puisqu'ils sont tous
égaux à -
AB On a donc finalement :
Corollaire. — Toute parallèle à un côté d'an
triangle partage les deux autres côtés en segments proportionnels tous additifs ou tous soustractits.
Ce n'est qu'un cas particulier du théorème précédent; car soit ABC un triangle (fig. 175) et DE une parallèle à BC qui ^£/' coupe AB en D et AC en E ; si nous considérons, en outre, la parallèle AP menée par A à BC, les trois droites parallèles AP, DE et BC déterminent sur les deux côtés du triangle des segments proportionnels. On a donc :
AE AD . ,^ .^ AE AC
_=_,cequ,s'écnt:^=:_.
De plus si D est entre A et B, E est également entre A et C ; tandis que si D n'est pas situé entre A et B, E ne sera pas non plus entre A et C.
Fig. 17^.
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11 est bon d'ailleurs de remarquer que la proposition est vraie, quelle que soit la position de la • sécante. Ainsi elle s'applique lorsque la sécante a la position D'£' ou D"E" et rencontre les prolongements des côtés \B et AC.
260. — Réciproque da corollaire. — Si une sécsinte partage les deux côtés d'un triangle en segments proportionnels, soit additifs, soit soustractiîs, cette sécante est parallèle au troisième côté.
Soient ABC un triangle et une sécante DE qui rencontre les côtés AB et AC en D et E (fîg. 176), de telle sorte que AE_AD
AE, AD
(^ ce;=ïïd-
Les égalités (i) et (a) prouvent que les deux points E et Ej partagent tous deux le segment AC dans le rapport ktt*
Comme il n'y a qu'un point, compris entre A et C, partageant AC dans un rapport donné (n* 249), les points E et El coïncident : DE est donc Fig. X76.
bien parallèle à BC.
La démonstration serait la môme si D n'était pas compris entre A et B et si, en même temps, E n'était pas compris entre A et C.
261. —Remarque. — Le théorème ne s'appliquerait pas si, par exemple, D étant compris entre A et B, E n'était pas compris entre A et Ci
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262. — Construction. — Partager un segment dans le rapport de deux longueurs données.
Soient AB un segment donné et m et n deux longueurs données (fig. 177). Il s*agit de trouver sur AB un point M, tel que
AM
bm'
A cet effet, menons par A une droite quelconque Ax
(faisant de préférence avec AB un angle aigu, pas trop petit). Portons sur Aa?, bout à bout, AC=m,CD=n. Joignons BD et menons par C la parallèle à BD qui coupe AB au point M cherla parallèle CM à BD
Fig. 177.
ché, car, dans le triangle ABD, donne bien la proportion (1).
Construction
Fig. 178.— Division d'un segment en parties proportionnelles à des longueurs données.
Partager un segment en segments proportionnels à plusieurs longueurs données.
Soient AB un segment donné, m, n, p, Qy quatre longueurs {fig.i78).Sur une droite arbitraire
Ax, menée par A, portons, AG = m, CD = n,
bout à bout, BE=p, EF = q.
Joignons BF et menons par C^ D et E des parallèles h BF qui coupent AB en M, N et P. Les parallèles déterminent (n** 258) sur AB et Ax des segments proportionnels. On a donc bien
AM^MN_NP_PB m n p //
264. — Construction de la quatrième proportionnelle. — Étant donnée trois segments rectilignes a, 6, c, dans nn ordre déterminé^ on appelle ^umtr ^ ème proportion- ■elle à ces segments un quatrième segment qui est Van des extrêmes d'une proportion dont c est Vautre extrême et a et b les moyens.
Pour construire cette quatrième proportionnelle, traçons un angle quelconque xOy (ûg. 179). A partir de O, sur les deux .
côtés, portons ^
d'abord deux longueurs égales aux moyens 0A=a,0B = 6.
Puis, sur Tun des côtés à
partir de 0, par
exemple sur Oy, g -- Xô *B "^
P t s - p.g^ ^^^ __ Qmipième proportionnelle à trois longueurs.
gueur OC = c.
Joignons le point C ainsi obtenu au point B du côté Oa?, puis,
par A, menons la parallèle à BC. Cette parallèle coupe Ox en
un point X tel que OX est la quatrième proportionnelle
cherchée.
En effet, les droites BC et AX étant parallèles, on a :
OX^OB
OA oc'
OX b
eu — =^-«
265. — Troisième proportionnelle. — La troisième proportionnelle aux longuetira a et c est le quatrième terme d'une proportion dont les deux moyens sont égaux à a etVun des extrêmes à c.
C'est le cas particulier du précédent où a = 6. La construction est donc la même.
266. — Théorème. — Dans un triangle, la hissectrice d'un angle partage le côté opposé en segments proportionnels aux côtés adjacents,
La bissechnce intérieure partage en segments additifs.
La bissectiHce extérieure partage en segments soustractits.
!• Soit ABC un triangle et AD la bissectrice intérieure de l'angle A qui rencontre BC en D, entre B et C (fig. i8o).
Menons par C la parallèle CE à AD qui coupe le prolongement de BA en E.
Les angles AEC et ACE sont respectivement égaux
aux angles BAD et D AC comme correspondants et alternes internes; et, comme ces deux derniers angles sont égaux,
puisque AD est ^E bissectrice, il en est de même des deux première.
Le triangle ACE est donc isocèle et on a :
DB_AB DG~AC
ce qu'il fallait démontrer.
a" Soit ABC un triangle et AD' la bissectrice extérieure de l'angle A qui rencontre BC en D', à l'extérieur du segment BC (Vig.
i8i). Les deux segments soustractifs D'B et D'C sont aussi proportionnels à AB et AC.
La démonstration est iden- ^i^u6àla précédente. Par C on mène la parallèle CE' à AD'. Le triangle CAE' est isocèle: AE' =AC.
Dans le triangle BAD', CE', parallèle à AD', donne :
ETB^AB
D'G~AE'' et, en remplaçant AE' par AC, on a bien :
DBD'BAB DC~D'C""AC
les points D et D' sont les pieds des bissectrices de Vanffle A.
Cela résulte de ce que les pieds des bissectrices sont
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deux points remplissant ces conditions, et que, d'autre part (n* 249), il n'y a que deux points qui partagent un segment BC dans un rapport donné; il n'y en a donc pas d'autres que les pieds des bissectrices.
268. — Remarque. — Dans le cas particulier où le triangle ABC est isocèle, AB=:AC, la bissectrice intérieure AD passe par le milieu D de BC et est en même temps hauteur ; la bissectrice extérieure de l'angle A est parallèle à la base BC. Cela est bien conforme à l'exception signalée
BD au n** 250 ; car, dans ce cas, le rapport r^ est égal à i .
269. — Théorème. — Lorsque deux droites parallèles rencontrent deux droites concourantes, leurs longueurs sont proportionnelles aux segments qu'elles déterminent sur Vune
des droites concourantes, à partir de leur point de concours.
Soient A et à' (fig. i83) deux droites qui se coupent en 0; AA' et BB' deux parallèles qui coupent A en A et B, et A' en A' et B'. Menons par A la parallèle AA| à A' qui coupe BB' en A,.
On a (n» 294) :
B'A^OA FF "OB' or B'Ai = A'A, comme côtés opposés d'un parallélogramme; on en conclut donc :
AA'_OA/_OA'\ BB'"~0BV""0B
Fig. i83.
270. -^ Corollaire. — La droite qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié.
Car, si, dans le triangle OB'B (fig. i83). A' et A sont les
milieux de OB' et OB, AA' est parallèle à BB' (n« 260) et
on a :
AA\_OA I BB'""OB~â*
271. — Construction. — Construire les deux points qui partagent un segment donné dans un rapport donné.
Soit à construire les deux points M et M' qui partagent
le segment donné AB dans le rapport -r (ûg. 184). Menons
Fig. i84.
par B une droite BC sur laquelle nous portons 5 fois une longueur arbitraire jusqu'en G. Puis, par A, menons une parallèle à BG sur laquelle nous portons, à partir de A, dans les deux sens, 3 fois la longueur arbitraire, portée 5 fois en BC. Soient D et D' les deux points ainsi obtenus. CD coupe AB en M et CD' en M'.
M et M' sont les points cherchés, car, d'aptes le théorème précédent, les deux sécantes AB et CD, coupées par les parallèles BC et AD, donnent ;
AMAD 3 BM"~BC~5"
De même, les sécantes AB et CD', coupées parles mêmes
parallèles, donnent :
AM'_AD' ) BM'""BC
272. — Théorème. — Des droites concourantes déterminent sur deux parallèles des segments proportionnels.
Soient (fig. i85) OA, OB, OC, OD des droites concourantes coupées par deux parallèles en A, B, C, D, et A', B', C',D'.
Fig. i«5.
D'après le théorème précédent, on a :
a/b;_ob; bx;_ob;
rAB ~"0B ^^ BC ~0B*
On en conclut
A^_B'C' AB ~~BC
On verrait de même que
BC ~"Cd"
OC
chacun des deux rapports étant égal à^p •
On a donc bien :
AJB^_my_CD^ A B " B C ~ CD *
273. — Remarque. -— Il y a deux cas de figure possibles suivant que les deux parallèles sont d'un même côté de [fig. i85, (I)] ou de part et d'autre de [ûg, i85, (II)]. Ces deux cas de figure se distinguent par les sens des segments déterminés sur les parallèles.
Dans le premier cas (I) les segments correspondants
A'B'etAB, B'C'etBC, CD' et CD
sont tous de même sens.
Dans le second cas (II), les segments correspondants sont tous, deux à deux, de sens contraires.
274. — Réciproque. — Si deux séries de points correspondants A, B, C, D, et A', B', C'y D' déterminent sur deux droites parallèles des segments correspondants proportionnels et, deux à deux, tous de même sens ou tous de sens contraireSy les droites AA', BB', CC, ï)l>\ sont concourantes.
Supposons, par exemple [ûg. i85, (I)j, les segments A'B' et AB, B'C et BC, CD' et CD respectivement parallèles et de même sens, et supposons que
A'B' B'C.=:^ X BC
D'ailleurs, d'après l'égalité (i), on a aussi :
A'B' B'C=:::^XBC.
Les deux segments B'C, et B' C sont donc e^aiw? et, comme Us sont de m^me sens, Cj coïncide avec C. On prouverait de môme que OD passe par D'.
275. — Remarque. — Lorsque la valeur commune des rapports (i) est égale à i et qu'en outre les segments cor-
respondants sont de même sens, les droites AA', BB', ce, etc., sont parallèles, au lieu d*être concourantes.
C'est évident, car, dans ce cas, les segments correspondants tels que A' B' et AB sont égaux, parallèles et de même sens (n" 61).
Homothétie. — Similitude.
276. — Première notion de la similitude. — Nous avons, par Texpérience, une notion intuitive de la similitude. Voici (fîg. i86) ,deux dessins. Ils représentent manifestement le mêm£ chalet rustique, c'est le mém^ paysage
et cependant ces deux dessins ne sont pas identiques.
Fig. x86.
Cela tient à ce que ces deux dessins ont la même foi^me quoique n'ayant pas la même grandeur.
Si on les compare avec un peu d'attention, on constate que, dans les deux dessins :
i" Les angles correspondants sont égaux ;
2" Les lignes correspondantes sont propwHionnelle&,
Toute ligne du dessin de gauche est double de la ligne analogue du dessin de droite; et inversement toute ligne du dessin de droite est la moitié de la ligne analogue du dessin de gauche.
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Le petit dessin est la réduction à l'échelle i/a du grand dessin; et inversement le grand dessin est Vagrandissement à Féchelle double du petit dessin.
Ce sont là des figures semblables. L'un des procédés les plus simples pour obtenir une figure semblable à une figure donnée est Vhomothétie qui est un procédé de transformation analogue à celui de la projection, qu'on emploie pour effectuer les agrandissements en photographie.
277. — Définition de l'homothétie. — Étant donnée une figure (F) (fig. 187), un point O dit centre d'homothétic
Fig. 187. — Figures liomothétiques
et un nombre fixe
k appelé rapport éHhomothétie, si à
chaque point A
de la figure (F)
on fait corres-
/'pC
pondre un point
A' situé sur la
droite OA tel que
si, en outre, les
segments OA' et
OA sont de même sens, on ob-
Fig. 188. — Figures homothéiiques.
tient une figure
(F') dite homothétique directe de la
figure (F); si, au contraire (i\g. 188), les segments OA' et
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OA sont de sens contraires, on obtient une figure (F') dite homothétique inverse de la figure (F).
En d'autres termes :
Deux figures (F) et (F') sont dites bomotbétiques, si à tout
point A de (F) correspond un point A' de (F') tel que :
i^ La droite A A' passe par le centre d^bomotbétie ;
OA' 2^ Le rapport -^ soit égal au rapport k d'homothétie ;
39 Les segments OA' et OA soient de même sens si Vbomotbétie est directe, ou de sens contraires si rbomotbétie est inverse.
Les points A et A' qui se correspondent dans la transfœ*mation sont dits bomologues.
278. Remarque I. —Si (F') est la figure homothétique de (F) dans le rapport k, réciproquement (F) est la figure
homothétique de (F') dans le rapport p car, si
oa;_ob;_oc'_
OA —QB ~"0C ~ '
on a inversement :
OA _0B _0C _i OA'~OB''~"OC'~"F
' Si k est plus petit que i, (F') est une réduction de (F) dans le rapport k; alors r est plus grand que i, et (F) est un agrandissement de (F') dans le rapport t-
Ainsi dans les figures 187 et 188, le nombre k est égal k — (F') est une réduction de (F) dans le rapport i/a ; réciproquement (F) est un agrandissement de (F') dans le rapport -^-^ = a.
279. Remarque 11. — La symétrie n'est qu'un cas particulier de l-homothétie inverse, oii le rapport d'homothétie est 1 .
HOMOTHÉTIE. SIMILITUDE. 185
Car (fig. 187), si le rapport d^homothétie est i, on a : OA = OA', OB = OB', etc.; et les points A et A', B et B', etc., sont deux à deux symétriques par rapport à 0.
Deux figures homothétiques directes dans le rapport i coïncident évidemment,
280. Théorème. — La ùgnre bomotbétiqne d'un segment rectiligne est un autre segment rectiligne qui est :
i^ Parallèle an premier ;
2^ Dans un rapport^ avec le premier, égal au rapport d^bomotbétie ;
39 De même sens qjie le premier ou de sens contraire, suivant que rbomotbétie est directe'ou inverse.
Soit, en effet, AB un segment (fig. 189), O le centre d'homothétie et k le rapport d'homothétie. ^ A
Construisons d'à- A^
bord les homolo- ^^^ ^^-H
gués A' et B' des points A et B.
Par définition, on aura :
OA' OB' , Pifir- Ï89. — Segrm«nl8 homothéliques directement.
ÔÂ ""ôb"" ^'
11 en résulte d'abord que les droites A'B' et AB sont parallèles puisque (n* 260) A' et B' divisent OA et OB en segments proportionnels.
Soit alors M un point quelconque de AB ; joignons OM qui coupe A'B' en M'.
D'après le théorème du n* 259, on aura :
OM'_OA'_ ÏÏM ~0A~''-
M' est rhomologue de M. L'homologue de tout point de AB est donebien situé sur A'B', qui est parallèle à AB.
D'ailleurs, d'après le théorème du n** 269, A'B' OA' ,
Les deux segments A'B' et AB sont dans le rapport k d'homothétic.
Enfin, d'après la remarque du n" 273, A'B' et AB sont parallèles et de même sens si l'homothélie
Se^'raents liomolhétiqucs inverse- est directe (fig*. '89),
'"^" mais parallèles et de
sens contraires si l'homothétie est inverse (fig. 190).
281. Théorème. — La figure bomotbétique d'un cercle est un cercle.
Soit (fig. 191) un cercle de centre C, et Ole centre d'homothétie. Prenons un point quelconque M sur le cercle,
Fig. 191. — Centre d'homothétie directe de deux cercles.
et soient C et M' les homologues des points C et M. Les deux segments C/M' et CM sont parallèles et de plus : C'M'_ CM ~" C'est-à-dire :
C'M' = A;CM
Le point C étant fixe, C l'est aussi. D'autre part, lorsque M décrit le cercle do centre C, CM reste constant et ég«l
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au rayon R, donc CM' reste aussi constant et égal à /cR. Le point M' décrit donc un cercle de centre C et de rayon &R.
Les centres des deux cercles sont des points homologues.
Les rayons des deux cercles sont dans le rapport d'homothétie,
282. — Réciproque. — Réciproquement deux cercles quelconques sont bomoibétiquea.
Car, étant donnés deux cercles de centres C et C et de rayons R et R' (fîg. 191 et 19a), il existe (n" 249) sur la
Centre d'homothétie inverse de deux cercles.
droite CC deux points, Tun O non compris entre C et C, l'autre C compris entre C et C, tels que
OC~0'C""R
Si Ton prend la figure homothétique du cercle C,
R' avec l'un des deux centres ou 0' et dans le rapport-^.
cette figure est, d'après le théorème précédent, un cercle de centre C et de rayon R'. C'est donc le second cercle donné.
283. — Remarque. — La sécante OM (fig. 1 9 1 ou 1 9a) coupe le cercle (C) en deux points M et P, elle coupe le cercle (C) aux deux points homologues M' et P'. Si on fait tourner la sécante OM autour de de façon que les deux points M et P viennent se confondre, il en sera de même des deux
points homologues M' et P' et la sécante deviendra, à la fois, tangente aux deux cercles.
Les deux tangentes issues du centre d'homotbétie O à Tun des cercles sont donc tangentes à l'autre. Ce sont donc des ^ang^enfes communes, évidemment extérieures dans le cas de Thomothétie directe (fîg. 191) et intérieures dans le cas de rhomothctic inverse (fîg. 192).
Les deux tangentes œmmunes extérieures de deux cercles se coupent donc au centre d'homothétie directe ; les deux tangentes communes intérieures se coupent au centre dhomothétie inverse 0'.
Ces centres dhomothétie sont aussi appelés centres de similitude des deux cercles.
Il est bon de remarquer que ce qui précède n*a lieu qu'à condition que, de Tun des centres de similitude, on puisse mener deê tangentes à Tun des deux cercles. Or ceci n'a pas toujours lieu.
Les centres de similitude existent toujours; mais les tangentes communes n'existent pas toujours.
284. — Ifhéorème . — La figure homotbétiqne d'un poly^ gone est Utk polygone.
Deux polygones bomotbétiquea ont :
i** LeM angles homologues égaux ;
a** Le» côtés homologues proportionnels et dans le rapport d^homOthétie.
Cei^i une conséquence immédiate du théorème 280.
En effet, soit ABCDE (fîg. 193) un polygone, et un centre d'homothétie. La figure homothétique du segment Afi étant un segment parallèle A'B' dans le rapport k, le polygone ABCDE se transforme en un polygone A'B'C'D'E'
tel que: les angles homologues BAE et B'A'E' sont égaux comme ayant leurs côtés parallèles et de même sens, ou parallèles et tous deux de sens contraires (n* 110) ; les côtés homologues sont proportionnels :
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A'|B'_ B'C CD
AB
= Br = "CD="^"- = ^-
Fig. 193. — Polygones homothéliques.
285. — Théorème. — Deux triangles ayant leurs côtés respectivement parallèles sont bomotbétiqnea (fîg. 194).
Soient ABC et A' B'C deux triangles tels que AB et A'B', AC et A'C, BC et B'C soient deux à deux parallèles. Joignons AA' et BB' qui se coupent en 0.
Si Ton prend la figure homothétique de ABC avec
OA' pour centre et-rrr* pour rapport d'homothétie, on obtiendra
un triangle dont A'B' sera un côté et dont les deux autres
Fig. 194. — Triangles homothéliques.
côtés sont des parallèles à BC et AC menées par B' et A'. Cest donc le triangle A' B'C.
286. — Application. — Les médianes d'un triangle sont concourantes en un point situé au tiers de chacune d'elles à partir du côté correspondant (fig. igS).
Soit un lriangleABCetA',B', Clés milieux des côtés BC,
CA, ÀB. Le triangle A'B'C a ses côtés respectivement parallèles à ceux du triangle ABC ; il est donc son homothétique. Les droites AA', BB' et ce qui joignent les sommets^ et qui fi( B sont les média-
^'^^- '9^; nés du triangle
ABC, sont concourantes en un point 0,centre d*homothétie des deux triangles. Il en résulte :
OA_OB __QC_AB _i OA~"OB""OC~ AB '~l' OA', moitié de OA, est le tiers de la médiane entière AA'* Le point de concours O des médianes est appelé le centre de gravité du triangle ABC.
287. — Pantographe. — Le pantof^raphe est un instmment qui sert à agrandir on réduire des dessins.
Il construit mécaniquement la figure homothétique d'une figure donnée.
Principe de l'appareil. — Considérons un parallélogramme MPP'R (fig. 196) composé de tiges rigides articulées à leurs extrémités. Supposons les deux tiges P'P et FR prolongées en P'O et RM' de telle façon que :
OM'^OF OM~"OP
Si donc le point O est fixe, et si on fait décrire au
point M une figure (F), le parallélogramme se déformera,
mais de telle sorte que les conditions précédentes seront
toujours remplies, et le point M' décrira la figure (F')
OP' homothétique de (F) dans le rapport j^^-
288. — Description et emploi de l'appareil. — Le pantographe se compose de deux réglettes OP' et P'M' (fig- «97) articulées en P'. Au point les réglettes sont soutenues par un support Go très lourd qui assure la fixité de 0; en P' elles sont soutenues par une roulette p', et en M' est installé un crayon M' m'.
Deux autres réglettes PM et RM, articulées en M, sont reliées en P et R aux deux premières par des curseurs articulés que Ton peut déplacer sur les réglettes. En M est installé un traçoir Mm.
L'appareil ainsi monté sert pour les agrandissements.
On commence par fixer les curseurs P et R de façon
Fi^5^ ij»;. — Pan togia plie.
OP' que le rapport ^^ soit égal au rapport d'agrandissement
voulu a, 3, etc., et que la figure PMRP' soit un parallélogramme.
Pour faciliter cette opération, les réglettes sont munies de graduations qui indiquent où Ton doit fixer les curseurs pour un rapport voulu.
Ceci fait, on place le pantographe sur le dessin de façon que le support Oo soit dans le voisinage et à Vextérieur du dessin. Il suffit alors de conduire, à la main, le traçoir Mm de façon à lui faire suivre les contours du dessin, et le crayon M' m' tracera le dessin agrandi.
Lorsqu'on veut faire une réduction, on place le traçoir en M' m' et le crayon en Mm.
289. — Figures semblables. — Lorsque, par homothétie, on a obtenu l'agrandissement ou la réduction d'une figure et qu'on déplace la figure obtenue, on a ce qu'on appelle une figure semblable à la figure donnée.
Deux figures sont dites semblablea lorsque ïune est identique à Vune des bomotbétiqnes de Vautre,
L'homothétie n'est donc qu'un cas particulier de la similitude, où les figures semblables sont placées l'une par rapport à l'autre dans une situation particulière, de façon que les droites joignant les points homologues soient concourantes et que les segments homologues soient parallèles.
Remarque. — Deux cercles quelconques sont semblables
Car (n* 282) ils sont homothétiques.
291. — Triangles semblables. — Deux triangles semblables ont leurs angles respectivement égaux cbacun à cbacun et leurs côtés bomologues proportionnels.
Car (n* 284) cela a lieu pour deux triangles homothctïques, et cela subsiste lorsqu'on déplace Tun d'eux.
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Lorsque deux triangles ABC, A'B'C sont semblables, on a donc les quatre conditions :
AB ■" BC ~ CA
et, de plus, l'égalité de deux angles entraîne celle des troisièmes.
Ces quatre conditions ne sont pas nécessaires.
Nous allons montrer que, pour que deux triangles soient semblables, il suffit que deux de ces conditions soient remplies.
292. — Théorème. — Cas de similitude des triangles. — Deux triangles sont semblables :
i<* Lorsqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun;
2° Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre des côtés proportionnels ;
y Lorsqu'ils ont les trois côtés proportionnels.
Soient ABC et A'B'C (fîg. 198) deux triangles satisfaisant à l'une des trois conditions ci-dessus. Sur le côté AB prenons une longueur AD égale à A'B', et par D menons la parallèle DE à BG.
Le triangle ADE est homothétique au triangle ABC, le centre d'homothétie étant A.
BouKLET. — Éléments de géom. 13 .
11 suffît donc de démontrer que le triangle A'B'C est égal au triangle ADE pour avoir prouvé que les triangles ABC et A'B'C sont semblables. C'est ce que nous ferons dans chaque cas.
I* Supposons
Les deux triangles A'B'C et ADE sont alors égaux en vertu du premier cas d'égalité des triangles, car
DE_AE_AD
BC'~AC~AB'
Comme A'B'=AD, les derniers rapports (3) et (4) sont
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égaux. Il en est donc de même des autres. On en conclut, en comparant les deux premiers,
B'C' = DE; et, en comparant les deux seconds, A'C' = AE.
Les deux triangles A'B'C'etADE sont donc égaux en vertu du troisième cas d'égalité des triangles, car leurs trois côtés sont égaux chacun à chacun.
293. — Remarque. — On voit que ces trois cas de similitude de deux triangles correspondent respectivement aux trois cas d'égalité auxquels, au fond, ils se ramènent.
294. — Théorème. — Si d'un point du plan d'un cercle on mène une sécante, le produit des segments, ayant pour origine ce point et pour extrémités les points d'intersection de la sécante avec le cercle, reste constant lorsque la sécante tourne autour du point.
Soient OAB et OA'B' (fig. 199) deux sécantes issues de 0, qui coupent un cercle en A, B et A', B'.
Joignons AB' et BA'; les angles ABA' et AB'A' étant égaux comme ayant tous deux même mesure que la moitié de Tare AA', les deux triangles OA'B et OAB' sont semblables comme ayant deux angles égaux, car Tangle en est commun. Les côtés opposés aux angles égaux sont donc proportionnels, et on a
oa_ob;
0A'~0B' ce qui donne (n* 255) :
OAxOB — OA'XOF'.
Fig. 199-
Puissance d'un point par rapport à un cercle.
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Le produit OAxOB est donc le même pour deux sécantes quelconques; il est donc constoni quand la sécante pivote autour de -0.
Ce produit constant est ce qu'on appelle la pulssanee du point par rapport au cercle.
Il est clair que, dans cette proposition, il s'agit des nombres qui mesurent les segments OA, OB, OA' et OB' et non pas de ces segments eux-mêmes.
Corollaire
Fi^. aoo.
La puissance d'un point par rapport à un cercle est égale à la différence des carrés de la distance de ce point au centre du cercle et du rayon du cercle.
Menons, en efTel, la sécante OC qui passe par le centre C du cercle et coupe le cercle en A et B. Soient OG = d, et R le rayon du cercle. I" Si le point est extérieur au cercle (fig. aoo), on a : OAr=OG — CA = d-R, OB=:OG + GB = rf+R.
La puissance est donc :
OAxOB = (d-R) (d + R) = d»— R».
a" Si le point est à l'intérieur du cercle {Qg. aoi), on a :
OA = CA-OG = R-d,
OB = CB + OC = R + d.
La puissance est donc :
OAxOB=:(R — dj(R + cO^R« — d».
296. — Corollaire II. — Le carré de la tangente à un cercle, menée par un point extérieur, est égal à la puissance du point par rapport au cercle.
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D'un point (fig. aoo), extérieur à un cercle, menons une sécante quelconque OMM'. La puissance de par rapport au cercle est le produit :
OMxOM'.
Si Ton imagine que la sécante pivote autour de 0, de façon que les deux points M et M' viennent se confondre, elle devient la tangente OT. Les deux segments OM '''■ "'* et OM' deviennent égaux tous deux à OT et la puissance est
OTxOT=:ÔT'.
297. — Remarque. — En comparant les deux expressions de la puissance donnée par ces deux corollaires, on a :
OT'=(i' — R'=OC' — CT'.
On en conclut, dans le triangle rectangle OCT,
ôc*=ôt'+ct*.
C'est le théorème de Pythagore que nous retrouverons plus loin.
298. — Moyenne proportionnelle. •— Lorsque, dans une proportion, les deux extrêmes ou les deux moyens sont égaux, leur valeur commune est ce qu'on appelle la mo.^enne proportlfmnelle, ou encore la moyenne géométrique entre les deux autres termes.
Ainsi, œ
est moyenne proportionnelle entre a
et b
si on
on a :
ou, ce qui
revient au même, x~
On en conclut, dans les deux cas :
X* == aby
x=^ab'
Le carré de la moyenne géométrique de deux nombres est égal au produit de ces deux nombres;
ou encore :
La moyenne géométrique de deux nombres est la racine carrée de leur produit.
299. — Exemple. — Si d'un point extérieur à un cercle on mène la tangente et une sécante, la tangente est moyenne proportionnelle entre les deux segments ayant pour origine commune le point, et pour extrémités les points d*intersection de la sécante avec le cercle.
Car (fig. 200) on a : OT* = OMxOM'.
300. — Théorème. — Deux triangles qui ont leurs côtés respectivement parallèles ou perpendiculaires sont semblables.
Car : i" s'ils ont les côtés parallèles, ils sont homothétiques (n° 285), donc semblables;
a» S'ils ont leurs côtés perpendiculaires, une rotation de 90** de l'un d'eux dans son plan amène les triangles à avoir les côtés parallèles.
301. — Théorème. — Deux polygones semblables ont : i* les angles homologues égaux;
2^ les côtés homologues proportionnels.
Car cela a lieu pour deux polygones homothétiques (n" 284) et subsiste lorsqu'on les déplace.
302. — Résumé. — De tout ce qui précède, il résulte que les propriétés essentielles de la .transformation d'une figure par similitude, réduction ou agrandissement, sont les suivantes :
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Lorsqu'on transforme une figure par similitude : V Les angles de la figure se conservent; 2* Les rapports mutuels des lignes de la figure se conservent.
Car si AB, CD sont deux segments rectilignes de la figure F et A'B', CD' les segments homologues de la figure semblable F', on a :
Méthode d'agrandissement aux carreaux
Le procédé d'agrandissement au pantographe n'est applicable que lorsqu'on peut placer le dessin à agrandir sur la feuille même sur laquelle on veut dessiner l'agrandissement.
Il donne des figures homolhétiques et, par suite, placées dans une position particulière l'une par rapport à l'autre.
Or, il arrive souvent qu'on ne peut pas disposer ainsi la figure à reproduire.
Par exemple, un peintre qui veut exécuter un grand tableau avec plusieurs personnages étudie d'abord séparément chaque détail à une échelle quelconque; puis, lorsqu'il a arrêté complètement cette étude, il la reporte en place dans le tableau et à réchelle voulue.
A cet effet, il emploie le procédé dit des can^eauœ qui s'appuie sur la propriété fondamentale des figures semblables, à savoir, que les segments homologues sont proportionnels.
Considérons un dessin quelconque [fig. 202, (I)] et imaginons qu'il soit fait sur un papier quadrillé, ou recouvert
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d*un papier ' transparent quadrillé. Si on agrandit la figure complète formée par le dessin et les carrés, tous les carrés seront agrandis dans le même rapport, ainsi que tou-
tes les dimensions du dessin.
Supposons que nous voulions reproduire le dessin à l'échelle double.
tt [ I
ff
/o n iz
Fig. 202. — Méthode des carreaux.
Nous commencerons par dessiner un quadrillage (II) formé d autant de carrés que le quadrillage (I), disposés de la môme façon, mais de dimensions doubles. Soit a un point du dessin (I) situé sur le trait vertical 3, entre les traits horizontaux a et 3. Dans l'agrandissement (11), le point homologue A sera sur le trait vertical 3, également entre les traits horizontaux a et 3, et, en vertu de la similitude, on aura :
AB_a6 AC ac
II en sera de même pour tous les points de rencontre avec les traits du quadrillage.
On obtiendra donc l'agrandissement (II) en figurant un dessin dont les lignes passent dans les mêmes carreaux
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que (I) et coupent les côtés du quadrillage dans les mêmes rapports.
On se contentera d'ailleurs généralement d'apprécier à vue l'égalité des rapports.
Fig. 2o3. — Projection d'un segmenl sur une droite.
g 3. — Triang^les rectang^lest lig^nes trig^onométriques*
Projection. — On appelle projection orthoif^nale
ou plus brièvement projeetlon, d'un point sur une droite ^ le pied de la perpendiculaire abaissée de ce ^.**^B point sur la droite.
Ainsi (ûg, in>3),le pied A' de la perpendiculaire abaissée de A sur la droite xy est la projection de A sur xy.
On appelle projection d'un segment de droite sur une autre droite le segment qui a pour origine et pour extrémité les projections de ïorigine et de Vextrémité du segment donné.
Par exemple (fig. 2o3), A'B' est la projection du segment AB sur xy, si A' et B' sont les projections de A et B, c'est-à-dire si AA' et BB' sont perpendiculaires surxy.
303. — Remarque fondamentale. — Deux triangles rectangles qui ont un angle aigu égal sont semblables.
Car ces deux triangles ont les trois angles égaux, à savoir : un angle aigu par hypothèse, l'angle droit, et le second angle aigu comme complément du premier.
306. — Cela étant, considérons un triangle rectangle ABC et abaissons, du sommet A de l'angle droit, la hauteur AD sur l'hypoténuse BC (fig. 204).
La figure ainsi obtenue présente trois triangles rectangles
ABC, ADC, ABD
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qui, ayant deux à deux un angle aigu commun, sont semblables.
Eh écrivant les proportionnalités de deux côtés, on est conduit aux théorèmes suivants :
Théorème. — Dans tout triangle rectangle
i** La hauteur issue du sonunet de Vangle droit est moyenne proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur rhypoténuse ;
a» Un coté de Vangle droit est moyenne proportionnelle entre sa projection sur Vbypoténuse et Vhypoténuse entière ;
3" (Théorème de P yt h AGonE.) Le carré de Vbypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés.
Soit ABC un triangle rectangle en A, et AD la hauteur issue du sommet A de l'angle droit (fig. ao4).
i" Les deux triangles semblables ABD et ADC donnent, en écrivant la proportionnalité
Fig. 2o4.
des côtés opposés aux angles aigus, Ap_BD* DC~AD
AD est donc bien moyenne proportionnelle entre BD et DC:
AB* + AC' = BC (BD + DC
et, comme BD + DC = BC, on a finalement :
ÂB'H-ÂC*=rBC*. (4)
308. — Remarque. — Les égalités précédentes (i), (a), (3) et (4) sont des égalités numénq'»tes qui ont lieu entre les nombres qui représentent les longueurs des segments AB, AC, BD, etc., mesurés avec la même unité.
309. — Applications. — Le théorème de Pythagore permet de calculer Tun des côtés d'un triangle rectangle connaissant les deux autres.
Exemple I. — Calculer Vhypolénuse (Tun triangle rectangle dont les côtés sont 3- et 4".
Soit X cette hypoténuse. D'après le théorème de Pythagore, on a :
D'où
Exemple H. — Calculer un côté d'un triangle rectangle dont Vautre côté a 5",io et Vhypotéwuse i4",9o.
Soit X le côté inconnu. D'après le théorème de Pythagore, on a :
D'où
Wi
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Fig. soj. — Moyenne proportionnelle entre deux longueurs.
310. — Gonstraction. — Conxtrmre la moyenne géométrique de deux longueurs données, a et b.
Première construction. — Sur une droite (fîg. ^oS), ^ portons bout à bout les deux segments AB = a, BC = b.
Sur AC comme diamètre, décrivons un demi -cercle, et élevons en B la perpendiculaire sur AC qui coupe le demicercle en D. BD est la moyenne géoméhnque cherchée ; car le triangle ADC est rectangle en D. Donc BD est moyenne géométrique entre AB et BC. Deuxième construction. — A partir d'un même point A, portons, dans le même sens, sur une droite, les deux segments AB =.a,AC=6 (fig. ao6).
Sur le plus grand des deux segments AB, comme diamètre, décrivons un demicercle. Élevons la perpendicu- *^ l^.^Oi -.-->B
laire en C sur AB qui coupe le demi-cercle en D et joignons AD. AD est la mx)yenne géométrique cherchée] car, le triangle ADB étant rectangle / en D, AD est moyen-
ne géométrique entre sa projection AC sur l'hypoténuse et rhypoténuse AB.
Troisième construction.— Comme dans le cas précédent, portons, dans point A (fîg. .207),
Fig, 106. — Moyenne proporiionnelle entre deux longueurs.
Moyenne proportionnelle entre deux longueurs.
le même sens, à partir du même
TRIANGLES RECTANGLES, LIGNES TRIGONOMÉTRIQI'ES. 205 les sefirments AB = aet AG = 6. Sur BC comme diamètre décrivons un demi-cercle et menons de A la tangente AT au cercle.
AT est la moyenne géométrique ; car (n** 299) on a :
ÂT' = ACxAB.
Au lieu de tracer un demi-cercle, on pourrait tracer un cercle quelconque passant par A et B.
Celle troisième construction est moins jyrécise que les deux premières, au point de vue graphique.
Lignes trigonométriques d'un angle aigu
— Considérons un angle aigu quelconque aîOj/ (fig. 208). D'un point M d'un des côtés, Oy par exemple, abaissons la perpendiculaire MP sur l'autre côté Ox.
Nous formons ainsi un triangle rectangle
OMP dont xOy est 1 un des angles.
La définition des lignes trigonométriques de l'angle repose sur le fait fondamental que voici :
Les rappœ^ls, deux à deux, de deux côtés du triangle sont indépendants du choix du point M, et ne dépendent que de la
grandeur de V angle xOy.
En effet, si le point M se déplace sur xOy, en M', M", etc. . . les divers triangles rectangles obtenus sont semblables, puisquHls ont un angle aigu commun (n» 305). On a donc, par exemple :
Fig. ao8.
ÔM--ÔM'-~OM"-
MP
MP
Le rapport )r^ reste donc constant, il a toujours la même
valeur numérique lorsque M se déplace sur Oy.
Ce sont ces rapports des côtés du triangle MOP, pris deux à deux, que Ton appelle les lignes trigonométriques
de l'angle xOy.
312. — Définitions. — Étant donné un angle aigu a, on forme un triangle rectangle dont a est l'un des angles :
I* On appelle mimwuê de V angle a, et on désigne par la notation :
sina
le rapport du côté opposé à Vangle a à l'hypoténuse. Ainsi (fier. 3 08), par définition, on a :
MP
2" On appelle coslans de F angle a, et on désigne par la notation :
cosa
le rapport du côté de l'angle droit adjacent à Vangle a à V hypoténuse.
On a donc, par définition (fig. ao8),
OP
cosa = ^.
3** On appelle aut^ente de Vangle a, et on désigne par la notation :
iga
te rapport du côté de Vangle droit opposé à Vangle a à Vautre côté de Vangle droit.
On a donc, par définition (fig. 208),
MP
4** On appelle cotangenfe de Vangle a, et on désigne par la notation :
COtga
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le rapport du côté de V angle droit adjacent à V angle a. à Vautre côté de Vangle droit.
De cette définition il résulte (fig. 108) que
OP cotga=p.
Les quatres lignes trigonomélriques d'un an^le, ainsi définies, sont des nombrts qui dépendent uniquement de la valeur de l'angle et varient avec lui.
On trouvera, à la fin du volume, un tableau des valeurs de ces quatre lignes pour tous les angles de o» à 90», de degré en degré (page 376). Nous en préciserons l'emploi plus loin.
313. — Théorème. — Lorsque deux angles sont complémentaires, le sinus de l'un est égal au cosinus de Vautre, et la tangente de Vun est égale à la cotangente de Vautre.
Ceci résulte immédiatement des définitions précédentes et du fait que dans un triangle rectangle les angles aigus sont complémentaires.
En effet, si dans le triangle rectangle OM P {iig. 208) l'angle en est égal à a, l'angle en M est son complément
QO* — a.
MF D'après les définitions ci-dessus, le rapport tt^ est, à la
fois, le sinus de l'angle a opposé à MP et le cosinus de l'angle 90® — a adjacent à M P. On a donc :
sin a = cos(9o<^ — a).
De même, le rapport -rr^ donne :
cosa=sin(9o<> — a).
MP Le rapport tt^ est, par définition, égal, à la fois» à
tga=cotg(9oO — a); et le rapport ^rrp donne enfin :
COtga=tg(9oO— a).
314. — Remarque. — Les noms de cosinus et cotangente sont précisément formés dans le but de rappeler ce théorème : cosinus veut dire sinus du complément et cotangente signifie tangente du complément., co étant les deux premières lettres du mot complément.
315. — Relations entre les lignes trigonométriques d'un même angle. — Dès qu'on connaît une ligne trigonométrique d'un angle aigu, cet angle est déterminé'^ il en résulte que les trois autres lignes trigonométriques le sont aussi. On doit donc pouvoir calculer trois lignes tri-
^gonométriques d'un angle connaissant la quatrième. Ceci se fait au moyen des relations suivantes :
316. — Relation I. — La somme des carrés du sinus et du cosinus d'un angle est égale à i .
Soit, en effet (fîg. ao8), l'angle aigu a appartenant au triangle rectangle OMP. Par définition, on a :
MF
OP
COSa==gjj.
On en conclut :
... , MP' , ÔP* MP'-fÔP*
Sm* a + COS* a= ,==z + .=-,— =z — .
OM* OM* OM
Or, d'après le théorème de Pythagore(n°307), on a, dans le triangle rectangle OMP,
Mp* + op'=5m*.
La somme sin*a-|- cos*a est donc égale à une fraction dont les deux termes sont égaux, par suite elle est égale à I. On a donc bien :
(I) sin* a -f cos* a = I .
Remarque. — Nous écrivons, pour abréger, sin*a et cos*a au lieu de (sina)* et (cosa)*. sin* a se lit: sinus carré de a; et cos'a se lit: cosinus carré de a.
317. — Relation II. -— La tangente d'un angle est égale au quotient de son sinus par son cosinus. •
Car, par défÎDition (fîg. ao8), on a :
MP OP
d'où, en faisant le quotient des deux fractions,
8ina_MP OM_ MPxOM cosa~OM^OP""OMxOP'
Dans cette dernière fraction on peut supprimer haut et bas le facteur commun OM et il vient :
sin a MP
COSa
OP
Or, Y^p est, par définition, la tangente de Tangle «.
On a donc finalement
,,,, sin a .
(II = tga.
^ ' COSa ®
31g. _ Relation III. — La cotangente d'un angle est Vinverse de la tangente.
Par définition (ûg. ao8), on a :
MP
OP
^^* = ÔP ^^ ^^^^"^MP* Les deux fractions Çp «t jjp sont inverses l'une de Tautre On a donc bien :
IV
cotga=-
Fig. aog.
320. — Variations du sinus et du cosinus. — Considérons (fîg. aog) un angle irOy = a. Prenons sur Oy un point M et abaissons sur Ox la perpendiculaire MP.
Choisissons la longueur OM comme unité de longueur, de telle sorte que OM = I ; on aura alors, d'après les définitions précédentes, sina = MP, cosa = OP.
Imaginons que, la semidroite Ox restant fixe, la semi-droite Oy tourne autour de dans le sens 'de la flèche f. Le point M, restant Hxe sur Oy, décrira un cercle de centre 0.
Oy coïncidant d'abord avec Ox, l'angle a est nul ; M est en A sur Oa?, et on a : MP = o, OP = OA = i . Par suite,
sinoo=o, cosoO=i.
Lorsque Oy tourne dans le sens /*, l'angle « croît à partir de zéro, ainsi que l'arc AM et que l'arc MAM' double de AM.
La corde MM', qui sous-tend l'arc MM', croît avec lui (n* 223) ; il en est de même de sa moitié MP.
Par suite, sina croît en même temps que a.
Il part de la valeur o pour atteindre la valeur i, quand a = 900, car alors M est en B (fîg. 209) et on a : MP=OB = i.
D'autre part OP, distance de la corde MM' au centre, décroît quand l'arc MM' augmente (n" 185K
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Il part de la valeur i pour atteindre la valeur o pour a = 900, car alors, M étant en B, on a OP = o. En résumé :
Quand V angle a croît de o^ à qo^ :
Le sinus croît de o à i ; Le cosinus décroit de i à o.
Il est bon de remarquer que le sinu^ et le cosinus sont toujours des nombi^es inférieurs ou au plus égaux à \\ et que réciproquement tout nombre inférieur ou au plus égal à i est le sinus d'un angle et le cosinus d'un autre,
Variations de la tangente et de la cotangente
— Soit (fîg. aïo) l'angle xOy = a. Prenons surOo? une longueur OP égale à l'unité de longueur et élevons en P la perpendiculaire PQ qui coupe Oy en M. On a, par définition, puisque OP = i,
tg a = MP.
Imaginons alors que, la semi-droite Ox restant fixe, la semi-droite Oy tourne autour de dans le sens de la flèche /*.
Le point M se déplacera sur la droite PQ.
Oy coïncidant d^abord avec Oa?, M est en P, et on a : MP=o. Par suite,
tg 0<*=:0.
Lorsque Tangle « croît, la longueur MP croît; par suite, tg a croît en même temps que a.
A mesure que l'angle a s'approche de 900, le point M passe successivement par les positions M', M", etc. (fig. a 10),
et s'éloigne de plus en plus. L'angle OMF=:9oO —a, complémentaire de a, décroît et tend vers zéro.
Or, si Von mène en la perpendiculaire OB sur Oo?, parallèle à PxM, l'angle MOfe est égal à l'angle OMP =900— a,
comme alternes internes.
Lorsque M s'éloigne suivant M', M", etc., les angles OMP,
/\ /\ OM'P, OM"P, etc., diminuent et tendent vers zéro ; il en
est de même des angles égaux MOB, M'OB, M"OB, etc.
Par suite, lorsque M s'éloigne indéfiniment, le rayon Oy tend à prendre la position OB et l'angle a tend vers go®.
En d'autres termes, lorsque l'angle a tend vers 90°, le point M s'éloigne indéfiniment et tg a croît indéfiniment. On dit que la tangente de l'angle de 90** est infiniment grande et on indique cela par le symbole 00 (infini);
La cotangente, étant l'inverse de la tangente, varie en sens inverse.
En résumé :
Lorsque V angle a croît de o^ à 90^ :
tg a croît de o à Vintini ; cotga décroît de Vintini à o.
Lignes trigonométriques de quelques angles
— 1" Angle de 45<*. — L'angle de 45° étant égal à son complémentaire, on a :
sin 45*^ = cos 45*>.
Or, en vertu de la relation (I) (n'316), on a :
sin» 45° + cos* 45°= I.
On en conclut :
2 sin* 45®= I,
sin* 45®=-. sin 45« = cos 45® = "F= 0,707 1 * •
D'autre part :
sin 450 cotg45<'-tg45o=33^^.= ..
a° Angles de So» et 60». — Dans un triangle équilatéral ABC (fîg. an) les trois angles valent 600. Soit AD la hauteur issue de A qui partage le triangle en deux triangles rectangles égaux.
Dans le demi- triangle isocèle ACD, on a : A^
DAC = 3oo, ACD = 6oO.
D'ailleurs
CD=^AC. Fig.ail
. Par définition
sin 3oo = cos 60° = -r-^ = - = o, 5»
AC a
De la relation (I)
sin«3oO-|-cos-3oo=i, on tire :
cos* 3o® = I — sin* 3oo = i — - = •; ;
d'où
sin 60O = cos 3oO r= ÎL^ = o,866o3.
On en conclut
tg 60O = cotg 3oO = gLg = ^ ^ , ^,3,o5,
sin 3o" I cotg 60O = tg 3o« = J3^3^„ = ^ = 0,57735.
323. — Résumé. — Nous avons donc les valeurs principales que voici :
fid
gr
Tableau des lignes trigonométriques. — Par
des procédés que Ton apprendra plus tard en trigonométrie, on a calculé les valeurs des lignes trigonométriques de tous les angles aigus de o», o"i', 0*2', etc.. de minute en minute.
Dans les applications graphiques ordinaires il suffit de connaître l'angle à 1/2 degré près.
Nous donnons, à cet effet, à la fin du volume, un tableau des valeurs des lignes trigonométriques de 0% 1% 2°, 3% etc., de degré en degré.
Ce tableau a pu être réduit de moitié grâce à la remarque suivante :
Tout angle plus grand que 45° est le complémentaire d'un angle plus petit que 45" dont, par suite, le sinus, le cosinus, la
tangente et la cotangente sont respectivement égaux au cosinus, au sinus, à la cotangente et à la tangente de V angle donné.
On a donc d*abord dressé le tableau des quatre lignes trigonométriques de o" à 45* en quatre colonnes (page 376) en tête desquelles sont inscrits les noms des lignes trigonométriques et à gauche les angles correspondants en degrés.
Ceci fait, adroite, dans une colonne supplémentaire, on a inscrit les comp/emen^s des angles inscrits à gauche et, en 6as des colonnes, on a inscrit les noms des lignes interveiHies.
Effectivement, la première colonne des lignes contenant les smws des angles de gauche contient les cosinus des angles de droite, qui sont leurs compléments. De même pour les autres lignes.
Exemple I. — Quel est sin3i®?
Ce nombre se trouve dans la colonne en tête de laquelle est écrit sinus et dans la ligne à gauche de laquelle se trouve 31, on trouve:
sin3i® = o,5i5o4.
Exemple II. — Trouver tg 78**,
Comme 78<> > ^S^, ce nombre se trouve dans la colonne au bas de laquelle est écrit tanijenle dans la ligne à droite de laquelle est inscrit 78. C'est :
tg 780 = 4,70463.
Exemple IIL — Calculer l'angle x tel que sinx = 0,701 5a.
A cet effet nous cherchons dans les deux colonnes des sinus le plus grand nombre contenu dans 0,701 5 a. Nous trouvons que 0*0510,69466 qui est le sinus de 44"-
L*ahgle x cherché est donc plus grand que 44*^, mais plus petil que 45®.
La valeur approchée à i® près est :
Exemple IV. ^- Calculer un angle x tel que
cotga; =z o,3i5.
Nous cherchons dans les colonnes des cotangenles le nombre immédiatement supérieur à o,3i5. Nous trouvons que c'est o,3a49'i qui est la cotangente de 72*^. L'angle x est donc supérieiœ à 72® et inférieur à 730 puisque sa cotangente est comprise entre celles de ces deux angles. On a donc :
X = 7a®, à 1° près par défaut.
Dans la pratique on prend Tangle dont la ligne est la plus voisine de la valeur donnée soit au-dessus, soit au-dessous, sans se préoccuper du sens de l'approximation.
325. — Résolution de triangles rectangles. — Considérons (fig. a 12) un triangle rectangle ABC, A élant le sommet de l'angle droit.
Nous désignerons par a, b, c les longueurs des trois côtés, a étant l'hypoténuse et 6, c les côtés opposés aux sommets B et C.
Nous désignerons également par B et C les mesures en degrés des angles aigus du triangle, de telle sorte que
Les cas d'égalité des triangles rectangles (n** 212 et 215) nous ont montré qu'un triangle rectangle est parfaitement
déterminé lorsqu'on connaît deux des cinq éléments, a, 6, c, B et C, dont au moins un côté.
Il en résulte qu'on doit pouvoir calculer tous les éléments d'un triamjle rectangle quand on en connaît deux, dont au moins un côté.
C'est ce que l'on peut faire au moyen des théorèmes suivants, qui sont d'ailleurs des conséquences immédiates des définitions du n" 312.
326. — Théorème. — Dans un triangle rectangle un côté de Vangle droit est égal à Vbypoténuse multipliée par le sinus de Vangle opposé ou par le cosinus de Vangle aigu adjacent.
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on a :
AC
SinB = r^7r, =-•
BC a
On en tire :
6=:=asinB.
On a donc, dans le triangle ABC, les quatre relations suivantes :
C fe=asinB, b = a cosC, ^ c=asinC, c = a cosB.
327. — Théorème. — Dans un triangle rectangle un côté de Vangle droit est égal à Vautre côté, multiplié par la tangente de ï angle opposé au premier côté ou par la cotangente de Vangle aigu adjacent.
Car, par exemple, par définition de la tangente d'un angle, on a (fig. 212):
D'où l'on tire :
fe = c tgB.
On a donc, dans le triangle rectangle ABC, les quatre nouvelles relations :
(6 = ctgB, 6=:ccotgC,
( C = bigC, C=r:feC0tgB.
328. — Exercice. — Dans un triangle rectangle ABC on connaît : V hypoténuse a = ^"^,^5 et un angle aigu B = 3;®. Calculer les autres éléments»
On a (n- 326) :
6 = a sinB = 3,^5 x sin 37*^.
La table (page 376) donne
sin 370:=o,6oi8a.
Donc :
6 = 3,25 xo,6oi82== i^j^ô.
De même (n** 326)
c = a cos B = 3, a5 X cos 37O,
Enfin l'angle C est le complément de B :
329. — Exercice. — Dans un triangle rectangle ABC, on connaît les deux côtés de Vangle droit
Calculer les autres éléments.
L'angle B est donné par sa tangenle (n° 327)
Les tables donnent, à i* près par excès, B = 56o,
en prenant le nombre de la table le plus voisin de i,48o3, soit au-dessus, soit au-dessous.
On en conclut ;
L'hypoténuse a est donnée par :
6 = asinB, d'où on tire :
a=—. — îT=-: ?77i= s -=:0",02.
sin B sin 56» 0,82904 '
Remarque. — On aurait pu calculer l'hypoténuse a au moyen de la formule de Pythagore
Il est facile de voir que ce calcul serait beaucoup plus long que le précédent, car il exige deux multipUcations, une addition et une extraction de racine carrée.
330. — Projections orthogonales. — Théorème. — La projection orthogonale d'an segment sur une droite est égale au produit de ce segment par le cosinus de Vangle aigu qu^il tait avec la droite.
Soit AB un segment (fig. 21 3) et A'B' sa projection sur une droite xy. Menons par A la parallèle AC à xy qui coupe BB' en C.
L'angle CAB = a estTangle de AB avec xy. Dans le triangle rectangle ABC on a (n'» 326) :
AC=AB cosa;
D'autre part, AC et A'B' sont égaux comme côtés opposés d'un rectangle. On en
conclut :
A'B'=AB cosa.
331*.— Lignes trigonométriques d'un angle obtus.
— Nous supposerons ici que Von connaisse les nombres négatifs*.
Les valeurs des lignes trigonométriques d'un angle obtus résultent de la définition suivante :
Deux angles supplémentaires ont même sinus,et des cosinus^ tangentes et cotangentes respectivement opposés.
Ainsi les angles de 3oO et 1 5oo étant supplémentaires, on a :
Fig. «3.
sin iSo^ =sin So^ = -,
COS 1 5oO = — cos 3oO =: »
tgi5oO = - tg3oO = - -=, cotg iSo^ = — cotg 3oO = — y^.
1. Les n" 331 à 338 sont destinés aux élèves de Première A et B.
Voir nos Éléments ou notre Précis d'algèbre, Chapitre
332. — Théorème. — Dans un triangle quelconque le carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres
côtés, augmentée ou diminuée du double produit de Vun de ces côtés par la projection de Vautre sur luif suivant que Vangle opposé au premier côté est aigu ou obtus.
Fig. ai4.
!• Soit ABC un triangle quelconque et AD la hauteur issue de A. Supposons d'abord Tan gle C opposé au côté AB aigu. Le point D tombe alors (fig. 2i4) entre B et C.
Dans le triangle rectangle BAD, on a :
(i) ÂB'— BL)* + AD'.
D'autre part, dans le triangle rectangle ACD, on a :
(a) ÂD*=ÂC'-GD*
et, le point D étant entre B et C, on a aussi :
BD^BC — CD, d'où, en élevant au carré :
(3) BD* = BC' + CD* - uBC X CD.
En ajoutant, membres à membres, les égalités (a) et (3), on en conclut :
ÂD' + BD'=ÂC' - CD* + BG' + CD* - a BC X CD.
En simplifiant, et remplaçant AD*+BD* par sa valeur ÂB*, il vient :
ÂB'=AC* + BC — aBCxCD.
CD élant la projection du côté AC sur BC, cette égalité est bien conforme à l'énoncé.
a** Supposons (Vig. ai5) Tangle C obtus. Daas ce cas, le point D tombe quelquepart sur le prolongement de BC, au delà de C.
On a encore les deux éga- c
lilés : ^ /à
(i) AB*=Bir + AD' et B ^ C
(a) ÂD' = ÂG' — CD*. ^'is-^s-
Mais ici, C étant entre B et D, on a :
BD = BC + CD
d'où, en élevant au carré,
(5) BD'^Br + CD' + aBGxCD.
Ajoutant, membres à membres, les égalités (i), (a) et (5) et simplifîant,îl vient :
(6) ^ ÂB' = ÂC' + BC*-f-îBCxCD.
333. — Remarque. — Lorsqu'on se sert des lignes trigonométriques pour évaluer la projection CD, les deux théorèmes précédents se condensent en un seul, qui est le suivant.
334. — Théorème. — Dans un triangle quelconque, le carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres côtés diminuée du double produit de ces deux côtés par le cosinus de Vangle compris.
En effet, CD, étant la projection de AC sur BC, est égal au produit de AC par le cosinus de l'angle aigu que fait AC avec BC.
!• Si l'angle C du triangle est aigu (fig. »i4), on a :
CD = AC. cosC
Remplaçons CD par cette valeur dans l'égalité (4) et elle devient :
ÂB' = ÂC*^-BG'-2BG.AC. cosC.
2** Si Tangle C du triangle est obtus (fîg. 21 5), Tangle
aigu ACD que fait AC avec BC est le supplément de Tangle C du triangle. On a alors :
GD = AC cos (180O — C);
mais, par définition (n** 331),
cos (180O — C)=— cos G;
on en conclut :
GD- — AG. cosG,
et, en portant cette valeur de CD dans l'égalité (6), on obtient la même égalité que plus haut :
ÂB' = ÂC'4-BC*^2BG.AG. cos G.
335. — Formules. — Désignons par a, 6, c les longueurs des côtés du triangle ABG respectivement opposés aux sommets A, B, G, et par A, B, G les angles, évalués en degrés :
A + B + G=i8oO.
En appliquant successivement le théorème précédent aux trois côtés du triangle, on obtient les trois formules suivantes :
/ a* = 6*-fc' — 26c cos A, I 6* = c*-|-a« — 2ca cosB, / c« = a«-|-6« — 2a6 cosC.
Elles permettent de calculer le troisième côté d'un triangle connaissant les deux autres côtés et l'angle compris.
336. — Théorème. — Daas un triangle quelconque, les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.
Soit ABC un triangle et AD la hauteur issue du sommet A.
i' Supposons tous les angles du triangle aigus (fig. !ii4). Dans les triangles rectangles ABD et ACD on a alors (n« 326) :
(i) AD = AB.sinB,
(i) AD = AC.sinC.
2* Supposons Tangle C obtus (fig. ai 5). L'angle ACD du
triangle ACD est alors le supplément de l'angle C du
triangle. Dans les triangles rectangles ABD et ACD on a
alors :
AD = AB sinB,
AD = AC sin (i8oO — C) = AC sinC,
puisque deux angles supplémentaires ont, par définition, même sinus.
En résumé, dans les deux cas, on a les mêmes égalités (i) et (a). Égalons les deux valeurs de AD, on obtient :
AB sinB=AC sinB,
d'où Ton déduit :
BC _ AB
sin A sinC On a donc bien :
BC AC AB
sin A sin B sin C
337. — Formulée. — Désignant, comme plus haut, par a, 6, c les longueurs des côtés du triangle, on a :
sin A "~ sin B ~~ sin C
Elles permettent, connaissant un côté et deux angles, de calculer les autres côtés, car si on connaît a, B et G, on connaU de suite A=i8o<» — (B + G) et les formules ci-dessus donnent :
a sin B a sin C
sm A sm A
338. — Exercice. — Dans un triangle on connaU un côté az=37-,ï8 et deux angles: B = 38®, C = 73<». — Calculer les autres éléments du triangle.
Le troisième angle est :
A=i8oO — (38o+730) = 790.
La table (page 376) donne :
sin A = sin 790=0,98163, sin B = sin 38o = o,6i566, sin C = sin 730r=:o,9563o.
On a donc :
. a sin B 37, 18 x o,6i566 _ .^
^="inrx= o,98»63 =^'-^'-
a sin G 37,28 xo,9563o -_^ «^
smA 0,98163
g 4. — Polysfones rég^uiiers. — Circonférence du cercle.
339. — Définition. — Une ligne brisée convexe est dite régulière lorsque tous ses angles sont égaux ainsi que ses côtés.
Un polygone réculler convexe est une ligne brisée convexe régulière fermée. C^est un polygone qui a ses angles et ses côtés égaux.
340. — Théorème. — Toute ligne brisée régulière convexe est inscriptible dans un cercle.
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Soit, en eiïet, ABCDE (fîg. ai 6) une ligne brisée régulière convexe. On a :
ABC = BCD = CDE
Par les trois points A, B, C, il passe un cercle. Nous allons prouver que ce cercle passe également par les autres sommets D, E de la ligne. En effet, soit son centre et 01 la perpendiculaire au milieu de la corde BC. Si Ton fait tourner le quadrilatère OIBA autour de 01 comme charnière, le point B vient en son symétrique C.
A cause de Tégalité des angles
ABI et ICD, et comme AB l-'ig. "6. - Ligne brisée régulière
et CD sont du même côté de BC, la semi-droite BA prendra la direction CD. Enfin, puisque BA = CD, le point A tombera en D. Les deux segments OA et OD coïncident; on a donc :
OA=:OD
et le cercle passant par A, B et C passe aussi par D.
Cela revient à dire que le cercle passant par trois sommets consécutifs de la ligne passe par le suivant. Par suite, le cercle, passant par B, C et D, passe également par E; et ainsi de suite.
341. — Corollaire. — Tout polygone régulier convexe est inscriptible dans un cercle.
Car le polygone est une ligne brisée fermée.
BouRLET. — Éléments de gêom.
342. — Construction d'un polygone régulier convexe. — Soit ABCDE un polygone régulier convexe (fig. 217) et le centre du cercle circonscrit.
Les cordes AB, BC, CD, etc. étant égales, les arcs sous-
B tendus AB, BC, CD, etc. sont
^%^ aussi égaux.
>N^V II en résulte que les sommets
^N^C A, B,' C, D, E du polygone
-"" /] partagent le cercle en un cer-
\ \ /^\ / / tain nombre de parties égales.
\ \ / \ / / Inversement, imaginons qu'on
>\/ N^ ait partagé le cercle en un
^^^'***— -^"'^^'^ certain nombre de parties éga-
Fig..x,.^ Polygone régulier. ^^^ ^^ ^^.^^^ ^ g^ ç. ^ E
(Hg. ai7) les points de division. 'Si nous les joignons dans Tordre où ils se succèdent sur le cercle, nous obtenons un polygone régulier ABCDE car :
I* les côtés sont égaux comme cordes sous-tendant des arcs égaux ;
a» les angles sont égaux comme étant inscrits et ayant même mesure.
La construction d'un polygone régulier convexe de n côtés revient donc à partager le cercle en n parties égales.
343. — Remarque. — Joignons les sommets A, B,C, etc. au centre du cercle circonscrit, appelé aussi centre du
polygone-, les angles AOB, BOG, COD, etc. sont égaux comme ayant môme mesure.
Si n est le nombre des côtés du polygone, on a ainsi n angles égaux autour de 0. Leur somme vaut (n*103) 36o».
Chacun d'eux vaut
Vangle au centre d*un polygone régulier convexe de n côtés
36oO est égala •
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Si Ton fait tourner la figure (fig. a 1 7) autour du centre d'un angle égal à l'angle au centre du polygone, le cercle circonscrit glisse sur lui-même, le sommet A vient en B, B en C, C on D, etc. Le polygone coïncide avec lui-môme. CeU met bien en évidence qu'il est régulier.
344. — Théorème. — Deux polygones réguliers convexes d'un même nombre de côtés sont semblables.
Car si on les transporte de façon à être concentriques et à ce que les angles au centre (qui sont égaux) coïncident, les deux polygones sont homothétiques par rapport au centre commun.
345. — Carré. — Le polygone régulier de quatre côtés est le cai^^é.
D'après ce qui précède, pour construire un carré inscrit dans un cercle, il faut partager le cercle en quatre parties égales.
Il suffit, à cet effet, de construire deux diamètres AC et BD rectangulaires (fig. 218); ils partagent (n** 105) le cercle en 4 quadrants.
Fig. 218. — Carré.
346. — Calcul du côté. — Soit a le côté du carré ABCD inscrit dans le cercle de rayon R.
Dans le triangle rectangle isocèle OAB {ii%. 118) on a, en vertu du théorème de Pythagore,
âb'=ôâ'+ôb'
ou :
a» = R« + R« = aR».
En extrayant la racine carrée
a=Rv^î.
347. — Diagonale. — La diagonale du carré est le double <iu rayon. C'est donc :
D'ailleurs, directement, dans le triangle isocèle ABC,
on a : ^
AC* = AB* + BC'=a« + a« = 2aS
AC = av/â.
348. — Remarque. — Nous avons là un premier exemple de deux grandeurs incommensurables entre elles.
Le côté d'un can^é et sa diagonale sont deux segments incommensurables entre eux.
En effet, nous venons de prouver que le can^é du rap
AC port yr d® 1* diagonale au côté est égal à 2. Or, il n*y a
aucun nombre entier ou fractionnaire dont le carré soit
exactement égal à a. Le rapport -^ n'est égal ni à un nombre
entier ni à un nombre fractionnaire, il est dit ii^*ationnel. Pratiquement, comme nous l'avons vu (n" 245), on ne peut que calculer des valeurs approchées de ce rapport, mais on peut toujours calculer assez de décimales pour que l'erreur commise soit pratiquement négligeable. On aura ici les valeurs approchées en extrayant la racine carrée de 2, on aura donc :
-p^ =1,4142 ( a près )•
AB \ loooo'^ y
349. — Hexagone régulier. — Le côté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle est égal au rayon de ce cercle.
Soit ABCDEF (fig. 2 19) un hexagone régulier inscrit dans un cercle de centre 0.
/\ 36oO
L'angle au centre AOB vaut -^ =6o<>. Par suite, dans le
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chacun
Le triangle AOB est donc équilatéral puisque ses trois
angles sont égaux, et on a :
AB = OA
De là résulte immédiatement
la construction d'un hexagone
régulier inscrit :
On porte successivement^ 6 /bis, sur le cercle, une ouverture de compas égale au rayon, et Von revient ainsi au point de ^'^^ "9- - »«xago"e n^guiier. départ. Le cercle est divisé en 6 parties égales et, en joignant les points de division, on a V hexagone régulier inscrit.
350. — Triangle équilatéral. — Pour avoir le tnangle équilatéral inscrit dans un cercle, A.^^^"—"***'^^ D il suffit de partager le cercle en 6 parties égales et de joindre les points de division de deux en deux.
351. — Calcul du côté. — Soit a le côté du triangle équilatéral ABC (fig. aao) inscrit dans le cercle de rayon R.
D étant le milieu de l'arc AB, la figure OADB est un losange comme ayant les quatre côtés égaux.
Les diagonales AB et OD sont donc rectangulaires et se coupent en parties égales {n" 225).
Dans le triangle rectangle AOI on a
Fig. 220. - Hexagone régulier et triangle équilatéral.
Or:
Donc
et
Comme on en conclut
AO = R
oi=J?.
Al
_ Rv^3,
AB = 2AI, a = Rv/5:
Le rapport ^ du côté du triangle équilatéral au rayon
du cercle circonscrit est encore irrationnel. Ces deux longueurs sont incommensurables entre elles.
352. — Construction. — Connaissant un polygone régulier convexe inscrit dans un cercle, construire le polygone
régulier convexe d*un nombre double de côtés, inscrit dans le même cercle.
Soit ABCD un polygone régulier inscrit dans le cercle de centre 0. Pour avoir le polygone d'un nombre double de côtés, il suffît de partager les arcs AB, BC, etc. en deux parties égales. A cet effet, on mène la bissectrice AE
de l'angle au centre AOB (fig.aai) qui coupe l'arc AB en son milieu E. Il suffît alors de porter successivement à partir de A l'ouverture de compas égale à AE.
La fig. aai donne un octogone régulier obtenu en doublant le nombre des côtés d'un carré.
En partant du carré et doublant le nombre des côtés plusieurs fois de suite, on obtient ainsi les polygones réguliers de 8, i6, 3^, 64 côtés, etc. En doublant le nombre
Fig. 2 ai. — Carré et octogone régulier.
POLYGONES RÉGULIERS. CIRCONFÉRENCE DU CERCLE
des côtés de V hexagone régulier ^ plusieurs fois de suite, on obtient les polygones réguliers de la, a4, 48 côtés, etc.
353. — Pavage régulier. — On dit que Ton peut former un pavage régulier avec un polygone régulier s'il est possible de couvrir, sans laisser d'espace non couvert, une portion du plan avec des polygones réguliers égaux juxtaposés. • ^'^9' "»• - P»^8»« régulier.
Si un tel pavage est possible (fîg. aaa, aa3, 224), le som met A d'un des polygones est le centre d'une étoile régulière de rayons formés par les côtés des polygones qui y aboutissent. S'il y a p polygones aboutissant en A, les angles de ces p polygones forment autour de A une somme égale à 36oo. Comme ils sont égaux, chacun d'eux
vaut
Fig. aa3. — Pavage régulier.
Pour qu'on puisse faire un
pavage avec un polygone régulier ^ il faut donc que l'angle
de ce polygone ^ exprimé en degrés^ soit un diviseur de 36o.
Cela suffît évidemment.
Or, Tangle du triangle équilatéral est de 6oo =— •
On peut donc (fîg. aaa) former un pavage de triangles équilatéraux; et aut ur de chaque sommet A se groupent 6 triangles.
L'angle du carré est de 90°=
On peut donc faire un pavage de carrés (fi^. aa3); et autour de chaque sommet A il y a 4 carrés.
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L'angle de Thexagone régulier est de 120®=-^-
On peut donc aussi paver avec des hexagones réguliers (fig. 224); et autour dé chaque sommet A il y a 3 tels hexagones.
Les cas précédents sont d'ailleurs les seuls cas possibles de pavage avec le même polygone
Fig. «4. — Pavage régulier. régulier. ^
On peut faire des combinaisons de pavage avec des polygones différents.
354. — Longueur d'une courbe. — Si Ton imagine qu'une courbe soit formée d'un fil flexible et inextensible, et si on tend ce fil, on obtient un segment rectiligne dont la longueur est ce qu'on appelle la longueur de la courbe.
Lorsque la courbe est fei^mée, on appelle quelquefois la longueur totale de la courbe du nom de circonférence de la courbe fermée, quoique ce mot « circonférence > soit le plus souvent réservé au cercle.
La circonférence d*un cercle est la longueur totale de ce cercle.
355. — Principe. ~ Le rapport de la circonférence d*un cercle à son diamètre est un nombre constant que Von désigne par la lettre grecque tc.
En d'autres termes si les circonférences de divers cercles sont G, C, G", etc., et les longueurs de leurs diamètres D, D', D" etc., on a :
La valeur commune de ces rapports est le nombre ic (ce qui se prononce pi).
Ce principe résulte presque intuitivement du fait que deux cercles
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quelconques sont semblables (n"* 290). Par conséquent, le rapport =r
se conserve par similitude (n* 302).
Nombre ic. — Le nombre n est un nombre irrationnel
On ne peut donc en donner que des valeurs approchées.
Sa valeur approchée, par défaut, avec i4 décimales
exactes est :
Celle de son inverse est :
Dajis les calculs pratiques on se contente, de pi*endre
comme valeur approchée de u la valeur approchée par
excès :
TC = 3,i4i6,
et pour - la valeur approchée par défaut :
qui sont, en général, largement suffisantes.
Comme
D = 2R, on en conclut :
C = aitR.
La circonférence d'un cercle est égale au produit de son rayon par air.
359. — Rectification approchée du cercle. — Récit' fier une courbe c'est trouver un segment rectiligne de même longueur que cette courbe.
Nous avons vu (n" 351 et 345) que si R est le rayon d'un cercle, le côté du carré inscrit dans ce cercle est :
a=Rv^2, et le côté du triangle équilatéral inscrit est
6 = Ri/3.
Or,
On a donc :
^-f V^3=:3,i46 (trois décimales exactes).
On voit que y/â -}- y^3 est une valeur approchée par excès de 7c qui est égal à 3,i4i.
On en conclut que
est une valeur approchée par excès de la demi-circonférence du cercle.
La somme des côtés du carré et du triangle équilatéral inscrits dans un cercle est une valeur approchée par excès de la demi-circonférence de ce cercle.
Cette rectification approchée est très suffisante dans les applications du dessin graphique ordinaire.
En effet, on ne trouve guère, dans ces dessins, de cercle de plus de lo centimètres de diamètre.
La construction précédente fournit alors, pour la circonférence, la valeur approchée
3,i46xo'»,i = o'°,3i46, tandis que la valeur plus exacte est o'»,3i4i
L'erreur commise sur la circonférence d'un cercle de lo centimètres de rayon est donc d'environ 5/io"" ou i/a millimètre.
Calcul de la longueur d'un arc de cercle
— Le calcul de la longueur d'un arc de cercle se déduit de la circonférence par une application de la règle de trois.
Exemple. — Calculer, dans un cercle de 3" de rayon, la longuttir d'un arc de i5 degrés.
La circonférence du cercle est :
a ic X 3- = i8-,8496.
Cette circonférence contient 36o". Donc :
La longueur de 36o0 étant i8",8496
La longueur de !<> est '^>^49^
La longueur de i5o est 18,8496 x i5
36o La longueur cherchée est donc :
EXERCICES PRATIQUES
285. Sur une droite, porter AB = 48, BC=: 12, B entre A et C. Sur AC comme diamètre, décrire un cercle, et tracer la demi-corde BD perpendiculaire à AC. Vérifier que la moilié de BC est une commune mesure à AB, à BD et au rayon du cercle ; trouver d'autres communes mesures à BG et BD, à BD et à BA, à BD et au rayon.
286. Construire le triangle ABC, ayant AB=:48, AC = 3o, angle A = 60**, et voir si une longueur de 6 est commune mesure aux trois côtés du triangle.
287. Tracer une droite XY d'environ i85 de longueur : à une extrémité, marquer un point B; prendre, sur XY, BA = ;2.
Construire les points Cj et Dj (Cj entre A et B), tels qiie
CiB""DiB~"2'
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vérifier les positions de C| et D| en calculant C|B et D,B; vérifier aussi qu'en désignant par I le milieu de AB, on a
ICiXlDi = ia96.
Décrire un cercle sur G| D| comme diamètre.
Déterminer de même les points :
Gg et D^ correspondant au rapport > C, et D, - . i
C» et Dj — l
Ce et De — 1,
Vérifier aussi par le calcul les positions de tous ces points, en cliercliant les mesures de C«B et D«B ( «z= i, 2,.... 6), et voir si IC«XlDn est égal chaque fois à 1296.
Décrire les cercles sur tous les diamètres C«Dm, les couper par le cercle de diamètre AB, et voir que la droite joignant le point I à un point de rencontre est tangente au cercle C«Dh.
288. Construire le quadrilatère convexe ABGD ; AB = 62 ; AD := 54 ; BG = 16; angle A = 5o® ; angle B = io3<*. Prolonger AB et DG jusqu'à leur inlersection E, et de même AD et BG jusqu'en F. Mener AG, DB, EF ; AG coupe DB en G, EF en H ; EF coupe DB en K.
Vérifier les égalités :
GC_HG GA~HA GB_KB GD~KD HE_KE HF^KF
289. Soit AB un segment de 90 millimètres. Partager ce segment en parties proportionnelles aux nombres 3, 5, 7, 9, 12.
Opérer selon les indications du cours ; ou mieux, tracer A A à peu près ' perpendiculaire à AB; puis, observant que les nombres donnés fournissent successivement les sommes
mettre le zéro du décimètre en B, et apporter sur AA un trait de division numéroté par un multiple du dernier nombre, 36 ; par exemple 4 fois 36. Le décimètre représentera la droite AF de la figure 191 ; il est inutile de tracer celte droite : il suffit de marquer les points numérotés par
4 fois 3, 4 fois 8,.. .. 4 fois 36,
et de mener par ces points des parallèles à A A. Inutile de tracer ces parallèles; marquer seulement leurs rencontres C, D, E, F avec AB.
Mesurer directement AC, CD, DE, EF, et voir si les résultats concordent avec ceux que donne le calcul (partage en parties proportionnelles). Yérilier que
CD + DE = FB
OC = 35; OD
Yoir si AC et BD sont parallèles. Sinon, modifier par construction la po?ition du point D, et calculer la mesure exacte du nouveau segment OD'.
293. Tracer le cercle 0, de 40 de rayon ; du centre 0', à 60 de 0, tracer un second cercle de 5o de rayon, coupant le premier en A. Mener par A une sécante qui coupe une seconde fois le cercle en C, le cercle O'en D, et de manière que
^ = 12 AD n*
Observer pour cela qu'en projetant et 0' en Oj et 0\ sur CD, on a aussi
AO^ _ 19 A
et qu'en menant AE parallèle à 00|, c'est-à-dire perpendiculaire à CD, jusqu'à sa rencontre E avec 00', on a encore
E0^_2? EO'~ii*
Employer de même le point E' tel que
ro _^
E'0'~ii*
294. Soit XOY un angle quelconque ; prendre sur OX et dans le même sens :
Couper OY en D et G par AD et BG parallèles à une direction quelconque; couper OX en E par CE parallèle à DB. Mesurer AE.
Voir et démontrer que OB est moyenne proportionnelle à OA et OE.
295. Construire et calculer une quatrième proportionnelle à 3 longueurs, qui ont 36, 42, 24. Voir que, si on change l'ordre dans lequel ces longueurs sont données, on trouve trois résultats difTcrents, dont le produit est égal au produit des trois longueurs données.
296. Construire le triangle ABC, ayant AB = 4o, BC = 63, CA = 72; tracer le cercle circonscrit, et prendre ses intersections E et F avec la perpendiculaire à BV. en son milieu, pour avoir les bissectrices intérieure et extérieure AE et AF de l'angle A. Mesurer les segments DB et J)C, D'B et D'C que ces bissccti-ices déterminent sur la droite BC, et vérifier que
DC — D'C^Q* (On doit trouver :DB=: 22, 5; DC = 4o,5; D'B = 78,76; D'C =141,75.) Vérifier en outre que le cercle décrit sur DD' comme diamètre est le
MB 5
lieu des points M tels que — - = -.
MC
297. Marquer un point vers l'un des bords de la feuille de dessin ; supposer qu'une droite D, parallèle à ce même bord, soit à 2 mètres du point 0. Tracer par le point des droites qui, si on pouvait les -prolonger assez loin, rencontreraient D en des points équidistants, avec intervalles de I mètre.
298. Tracer deux droites parallèles A' et A, à 55 l'une de l'autre ; marquer sur à les points A, B, C, D, E, le premier arbitraire, les autres en allant à droite de A, de manière que
AB = 3o; BC = 36; CD = 42; DE=i2;
marquer de même sur A' les points A', B', C, D', E', en prenant arbitrairement A', les suivants à gauche de A', de manière que
Vérifier que AA', BB' , EE' passent par un même point 0, à 3ode A,
à 25 de A'.
299. Reprendre la même construction, en portant B', C, D', E' à droite de A', de manière que
A'B'=io; B'C'=i2; C'D'=i4; D'E' = 4.
On aura un point 0' à 27,5 de A'.
EXERCICES THËORiaUES.
300. Si par le milieu E du côté ÂC on mène la parallèle à la bissectrice BD de l'angle B d'un triangle ABC, cette parallèle rencontre les côtés AB et BC en F et G tels que AF = CG.
301. Construire un triangle connaissant deux côtes et la bissectrice de l'angfle formé par ces côtés.
302. Le point de concours des diagonales d'un trapèze divise ces lignes en parties proportionnelles aux bases.
303. La parallèle aux bases d'un trapèze, limitée aux côtés non parallèles et menée par le point de concours des diagonales, est divisée en deux parties égales par ce point.
304. Par un point quelconque P de la base BC d'un triangle ABC, on mène la parallèle à la médiane AD ; elle rencontre les côtés AB et AC aux points M et N. Démontrer que la somme PM + PN est constante quelle que soit la position du point P entre les sommets B et C.
305. Tracer dans le plan d'un triangle une droite telle que les distances des trois commets à cette droite soient proportionnelles à 3, 4 et 5.
306. On donne trois droites concourantes OX, OY, OZ et un point A; par ce pomt on mène la droite ËF, parallèle à OX, coupant OZ en E et OY en F; puis une droite quelconque BAD rencontrant OZ eh B, OY en C et OX en D. Montrer que, quelle que soit cette droite, on a toujours :
BD CE_
da"^ea~"^*
308. Parlesonunet A d'un parallélogramme ABCD, on mène une droite quelconque rencontrant BC en M et CD en N. Démontrer que le produit
BMXDN
est constant.
309. Par le sommet C d'un parallélogramme ABCD, on mène une sécante qui rencontre la diagonale BD en M et les côtés AD et AB respectivement en F et E. Démontrer que l'on a :
1IC* = MEXMF.
EXERCICES PRATiaUES.
310. Soit D une droite, un point à 48 de D. Construire les figures
directement iiomotliéliques à D par rapport au point 0, avec le rapport - 1
puis avec le rapport — • Construire aussi la figure inversement homotlié-
tique à D par rapport à avec le rapport —•
311. Soit un triangle ABC, rectangle en A, avecAB = 4o, AC = .'»4; construire A'B'C directement liomothéti(|ue à ABC par rapport à G, avec le
rapport - ; construire A'B'C* inversement homothétique à A'B'C par rapport
à B' avec le rapport -• Voir que ABC et A'B'C* sont inversement bomo-
tliétiques, construire leur centre d'homothétie, et déterminer leur rapport d'iiomothclie.
312 Construire le pentagone non convexe ABCDE, nyant AB = 6o; angle B = 100O; BC = 5o; angle G=:650; CD=:4o; D et A d'un même côlé de BC; angle D = 8o^; Ë sur le prolongement de CB, B entre E et C.
Construire l'inversement homothétique A'B'C'D'E' de ce polygone par
OB rapport au point de concours de AC et de DB, avec le rapport ~ ; vérifier
que C\ B', E' sont sur une même droite parallèle à BC.
313. Soient et 0' deux points dont la distance est 6o; décrire les cercles et 0', de rayons 3o et i8, construire leurs centres d'homothétie directe et inverse S et T, mesurer SO, SO', TO, TO', et comparer les résultats de la mesure avec ceux du calcul.
Mener les 4 tangentes communes aux deux cercles.
314. Soit un cercle de 5o de rayon, 0' un de ses points pris pour centre d'un cercle de 3o de rayon ; ces deux cercles se coupent en 0" centre d'un cercle de ao de rayon. Construire les centres d'homothétie directe S, S', S' de 0' et 0", 0" et 0, et 0'; puis leurs centres d'homothétie inverse T, T', T".
Mesurer les distances SO' et SO", TO' et TO", etc., et comparer les résultats de la mesure à ceux du calcul.
Vérifier que S. S', S* sont sur une même droite, que S, T', T* sont sur une seconde droite, S', T*, T sur une troisième. S", T, T' sur une quatrième. (Les quatre tuxes d'homothétie de trois cercles.)
315. ReprendrelepolygoneABCÛË de l'exercice 312 et construire le polygone semblable à Téchelle - :
i« Par les angles égaux et les côtes homologues proportionnels ;
2» En craticulant le modèle (couvrir le modèle par un réseau de carrés égaux) par des carrés de lo de côté ayant un côté parallèle à BC.
316. Tracer au hasard une ligne courbe quelconque, et construire une ligne semblable, non homuthétique, en agrandissant le modèle dans le
rapport- (méthode des carreaux).
317. Sur une droite indéfinie, prendre 3 points A, B, C; B entre A et C; AB = 5o, AC=:90. Par A et B faire passer plusieurs cercles différents en interrompant les traits à leur passage en A et en B pour conserver ces points. De C mener des tangentes à tous ces cercles, voir qu'elles sont égales, mesurer et calculer leur longueur commune.
Prolonger AC de CD = 4o=:CB; décrire le cercle sur AD comme diamètret et voir que la demi-corde CE, perpendiculaire en C sur AD, est égale à l'une des tangentes.
Décrire le cercle sur AC comme diamètre, mener la demi-corde BF perpendiculaire à AC, et voir que BF = C£.
318. En un point I d'une droite indéfinie XY, construire l'angle YIB égal à 73®, et porter dans un même sens :
IA = 7, IB = 5o.
Construire le cercle (deux déterminations) qui passe par A et B et qui touche XY.
A cet effet, prendre la moyenne proportionnelle à lA et IB, en prolongeant BI de IG = IA, décrivant le cercle de diamètre BC, élevant en I la demi-corde ID perpendiculaire à BC, et rabattant ID sur XY en lE et lE'. Les points E et E' sont les contacts de XY avec les cercles inconnus, dont les centres sont déjà sur la perpendiculaire à AB en sou milieu.
319. Soit XOY un angle de 6o<*; sur sa bissectrice, prendre OH = 40: mener HA:= i4 perpendiculairement à OH. Construire le cercle (2 déterminations) langent à OX, OY et passant par A. Ce cercle ayant son centre sur OH, OH est un axe de symétrie, de sorte que le cercle passe par B symétrique de A par rapport à OH. On est- ramené à l'exercice précédent.
EXERCICES THÉORiaUES.
320. Par le point de contact de deux cercles tangents intérieurement ou extérieurement, on mène deux sécantes, et on joint leurs points de rencontre avec le même cercle. Démontrer que les cordes obtenues sont parallèles.
321. Par le point de contact de deux cercles tangents, on mène une sécante quelconque, et on construit les tangentes aux points où cette sécante rencontre les deux cercles. Démontrer que ces tangentes sont parallèles.
322. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances à deux droites fixes sont dans un rapport constant, égal à un nombre donné.
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323. Par le point de rencontre I des diagonales d'un quadrilatère ABCD, on mène les droites IM et IN respectivement parallèles à BC et à CD, et rencontrant AB en M et AD en N. Démontrer que MN est parallèle à BD.
[Arts et Métiers),
324. Étant donnés un point A et deux droites MN et PQ, mener par A une droite rencontrant MN en B et PQ en C, de manière que le rapport
— soit égal à un rapport donné ^« ALi (f
325. Toutes les parallèles à la base d'un triangle et limitées aux deux côtés ont leur milieu sur la médiane relative à la base.
326. D'un point donné C comme centre, décrire un cercle coupant les côtés d'un angle xOy de manière que la droite passant par deux des points d'intersection soit parallèle à une droite donnée.
327. Par le point de rencontre I des médianes BM et GN du triangle ABC, on mène la parallèle à BG ; elle rencontre AB en P et AG en Q. Démontrer que le point I est le milieu de PQ, et que la droite Al passe par les milieux de MN et de BG (Arts et Métiers).
328. Par le sommet A d'un triangle isocèle ABC inscrit dans un cercle 0, on mène une droite rencontrant la base BC en D et le cercle en E. Démontrer que le côté AB est moyen proportioimel entre AD et AE.
329. Dans un triangle rectangle isocèle ABC de base BG, on mène la médiane BD qui coupe en E le cercle circonscrit, et on abaisse la perpendi* eulaire EF sur AG. Démontrer que l'on a :
AF=:3EF
330. On donne trois points A, B, G en ligne droite. Par les deux points A et B on peut faire passer une iniinité de cercles ayant leur centre sur la perpendiculaire élevée en I, milieu de AB, à AB. On joint le point C aux points P et P' d'intersection de l'un de ces cercles avec la perpendiculaire 01 à AB. Trouver le lieu géométrique des points de rencontre M et M' de ce cercle avec les droites CP et GP' quand le point se déplace.
331. Les hauteurs d'un triangle sont inversement proportionnelles aux côtés sur lesquels elles sont peipendiculaires.
332. On considère un cercle 0, un diamètre AB et une cordft CD perpendiculaire à AB. Par le point A on trace une droite rencontrant CD en P et le cercle en Q. Démontrer que, quelle que soit cette droite, le produit
APXAQ est constant.
333. D'un point M extérieur a un cercle, on mène les deux tangentes MA, MB et une sécante quelconque MCD. Prouver que, quelle que soit cette sécante, on a :
ACXBD = ADXBC.
334. On donne un cercle et un trapèze circonscrit ABDC. On mène la corde de contact MN des côtés non parallèles AG et BD avec le cercle et les perpendiculaires OH et DI à MN.
Démontrer que les deux triangles OMH et DIN sont semblables.
(Arts et Métiers.)
335. Sur les côtés AB et Au dun carré ABCD, à partir du sommet A, on porte deux longueurs égales AB' et AD', de manière que si A est ou n'est pas entre B et B', de même A est ou n'est pas entre D et b' : puis on construit le carré AB'C/D'. La droite CB' coupe AD en E, et la droite DC coupe AB en F. Démontrer que Ton a toujours :
AF = AE
336. Dans un triangle quelconque, la distance d'un sommet au point de concours des hauteurs est double de la distance du côté opposé au centre du cercle circonscrit.
337. Dans un triangle, le centre du cercle circonscrit, le point de rencontre des hauteurs et le point de rencontre des médianes sont en ligne droite.
338. Étant donne un rectangle ABCD dans lequel BC = a AB, on joint le point A au point E situé au quart de BC, et on mène la diagonale BD. Démontrer que le point de rencontre M des droites AE et BD appartient âu cercle décrit sur AD comme diamètre.
339. Soit ABC un triangle; 1 et V les centres des cercles inscrit et exinscrit dans l'angle A. Démontrer que l'on a :
AIxAl' = ABxAC.
340. Le produit des distances du pied d'une hauteur d'un triangle aux extrémités du côté correspondant est égal au produit de ses distances aux pieds des deux autres hauteurs.
341. Les diagonales AC, BD d'un quadrilatère inscrit ABCD se coupent en E. Démontrer la relation :
EA_ABXAD
ec""cdxcb'
342. On considère deux tangentes AB, AC à un cercle 0, et la corde BC. Démontrer que si l'on prend un point M sur le cercle, on a, en(r«> les distances MP| MU) MR à la corde BC et aux deux tangentes, la relation :
Sp'=mqxmr.
343. D'un point M on mène une tangente MA à un cercle et une sécante IIBC. Démontrer que les segments MB et MC sont proportionnels aux carrés des cordes AB et AC.
344. La bissectrice AD de l'angle A d'un triangle ABC rencontrant le côté BG en D et le cercle circonscrit à ABC en E, démontrer la relation :
ÊB* = EAXED.
345. On mène la bissectrice AD de l'angle A d'un triangle ABC, et on trace le cercle passant par A et tangent au côté BC en D ; ce cercle rencontre les côtés AB et AC en E et F.
Démontrer que ËF est parallèle à AB, et qjiie l'on a :
aexac = afxab = âd'.
346. On considère le diamètre AD d'un cercle 0; ou joint le point A à uu point quelconque C du cercle et on prolonge AC d'une longueur GD=:AG. On joint BG et OD et on demande le lieu du point de rencontre M de ces deux droites quand le point G décrit le cercle.
347. On donne un ceivle et deux points P et Q. Par P, on mène une sécante qui coupe le cercle en A et B. Trouver le lieu du point de concours des méi lianes du triangle QAB quand AB tourne autour du p^int P.
348. On donne un cercle et dcdx points A et B dans son plan; on considère un point quelconque M du cercle, et on demande le lieu du point de rencontre des médianes du triangle MAB quand le point M décrit le cercle.
349. Dans. un cercle 0, on considère un diamètre fixe AB et le point I milieu de AO. On joint un point M du cercle au point 1, et on mène du centre la perpendiculaire à AM; elle coupe IM en P. Trouver le lieu de P quand M décrit le cercle.
350. Les sommets A et B d'un triangle sont fixes, et le côté AG a une longueur constante. Trouver le lieu géométrique du pied de la bissectrice de l'angle A.
351. On donne deux cercles et 0' tangents en N, et une tangente quelconque MT à 0', touchant ce cercle en M. Montrer que la droite MN rencontre la perpendiculaire OG abaissée du point ,0 sur NT en un point A du cercle 0. Si B est le point diamétralement opposé à A sur le cercle 0, démontrer que le quadrilatère BGMN est inscriptible.
352. Étant donnés trois points en ligne di*oite, on fait passer un cercle de rayon quelconque par deux de ces points et l'on mène par le troisième une tangente à ce cercle Quel est le lieu du point de contact?
353. Dans uu triangle ABC, trouver sur la base BG un point D, tel que 'on ait : _
AD*=:BDXDG.
(Arts et Métiers.)
354. Gonstruirc un cercle passant par deux points et tangent à une droite donnée (Exercice 318).
355. Construire un cercle passant par un point donné, tangent à une droite donnée, et ayant son centre sur une autre droite donnée.
356. On donne un cercle et deux points A et P ; par A ou mène une sécante quelconque qui rencontre le cercle aux points B et G. Quel est le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle PBG . quand la sécante ABC tourne autour du point A?
357. Dans un triangle quelconque ABC, on trace les hauteurs ADetBE. Prouver la relation :
ÂB* = AE.AC + BD.BG
358. Par les extrémités A et B d'un diamètre d'un demi-cercle, on trace deux cordes quelconques AC, BD qui se coupent en P. Démontrer que l'on a :
XB' = AP.AC-f BP.BD.
359. Dans un triangle ABC on mène la bissectrice BD, et on trace les
cercles circonscrits aux triangles ÂBD et BDC ; ils rencontrent respectivement BC en P et AB en Q. Démontrer que l'on a :
AQ = PC
360. Par le sommet A d'un triangle ABC et par les pieds M et D de la médiane et de la bissectrice issues de A, on fait passer un cercle rencontrant AB en P et AC en Q. Démontrer que Ion a :
BP = CQ.
361. On donne un cercle et le rayon OA; trouver sur ce rayon un point M tel que la tangente MB au cercle soit double de MA.
362. Étant donné un cercle 0, mener par un point extérieur A unç sécante déterminant la corde MN telle que le cercle décrit sur MN comme diamètre soit tangent à la droite AO.
363. Les hauteurs AH, BK, CL, d'un triangle ABC se coupant en M, démontrer les relations :
MA.MH=:MB.MK = MC.ML.
364. On décrit sur le côté BC d*un triangh^ ABC un domi-cercle rencontrant la hauteur AA' en I. Si H est le point de rencontre des hauteurs, démontrer que l'on a :
ÏV' = AA'XHA'.
365. Par un point A donne à l'intérieur d'un cercle 0, on mène une corde quelconque BAC. Démontrer que l'expression
AB-AC-fÂÔ'
est constante, quelle que soit la corde BC.
366. On donne un demi-cercle de diamètre AB. Construire un carré ayant d«ux sommets sur AB et les deux autres sur le cercle.
367. On donne un triangle quelconque ABC. Construire un rectangle ayant deux sommets sur le côté BC, les deux autres sommets sur AB et sur AC, de manière que le rap|)ort des côtés du rectangle soit égal à un nombre donné. Les côtés du triangle sont regardés comme des droites imlélipies.
368. Construire un triangle isocôie AB(i, connaissant le rayon du cercle circonscrit et la somme de la base BC et de la hauteur AD.
EXERCICES PRATiatJES.
369. Prendre au rapporteur, dans un cercle de loo de rayon, des arcs de 15. 3o, 4.'>, 6o, 7*1 degrés; mesurer les longueurs qui servent à définir leurs lignes trigonomé triques, et comparer les résultats avec les nombres que donne la table [page 37'>].
370. Construire l'angle dont le cosinus est o,43 ; prendre sa mesure au
rapporteur, cl comparer le résultat avec celui que donne la table, soit euctcnncnt, soit à peu prés. Employer pour cet exercice un cercle de loo de rayon.
Mesurer nn même temps les 3 autres lignes de cet angle, voir si elles s'ai-cordent aussi avec les données de la table, et si elles vérifient les relations fondamentales.
371. Construire un angle de H'j^ sans employer le rapporteur; prendre sa tangente dans la table, et opérer avec un corde de loo de rayon.
Vérifier au rapporteur.
372. Construire les a angles supplémentaires dont le sinus est - ; employer un cercle de 99 de rayon.
373. Construire l'angle dont la tangente est — '-; voir sa mesure dans
la table, et vérifier à Taide du rapporteur.
Vérifier la relation des sinus
sur un triangle rectangle dont les côtés ont 3o, 40, 5o, puis sur un triangle quelconque dont les côtés ont 40, 5o, 60.
375. Construire un triangle rectangle dont l'Iiypoténuse a 97 et un côté H5. Mesurer le troisième côté, les angles, puis vérifier le théorème de Pythagore, la relation des sinus, et la relation 6 = ctgB.
376. Calculer le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle exinscrit tangent à la base dans un triangle isocèle dont la base a 2 millimètres et dont l'un des angles a \o9.
377. Même question pour un triangle isocèle dont la hauteur a 100 mètres et l'angle au sommet tiO^.
378. Calculer le rayon du cercle exinscrit tangent à l'un des côtés égaux dans chacun des triangles isocèles définis aux exercices 376 et 377.
379. Dans un cercle de rayon R, on donne un point dont la distance au
centre est V- Mener par ce point la corde qui fasse avec la tangente à l'une
de ses extrémités le plus pelil angle aigu possible ; calculer la longueur de cette corde et la mesure de cet angle.
On observera qu'im angle aigu varie dans le même sens que son sinus.
3S0. Dans un cercle 0, on mône un diamètre COB sur lequel on marque le point A, tel que BA =z 5o mètres: B se trouve entre A et O. Les tangentes menées du point A au cercle font un angle de 24^. Calculer le rayon du cercle.
381. Un point A est à 100 millimètres du centre d'un cercle de 40 millimètres de rayon. Calculer, soit exactement, soit le mieux possible, la mrsurc que doit avoir l'angle OAB si l'on veut que la sécante AB détermine dans le cercle une corde de 40 millimètres. Calculer en outre la distance entre le centre et cette corde.
382. Deux cercles et 0' se coupent orthogonalement, c'est-à-dire que
leurs tan°^entes par l'un de leurs points communs Â Tont un anprie droit; leurs rayons ont 83 millimètres ot i^n millimètres. Calculer la distance de leurs centres, et les angb's AOO' et AO'O.
Vérifier les résultats par une construction graphique.
353. Reprendre les cercle^ de l'exercice 382, et calculer la longueur de leur corde commune, ainsi que les angles qu'elle fait avec OA et avec O'A, et vérifier les résultats à l'aide d'une figure.
354. Dans un triangle ABC, rectangle en A, l'hypoténuse a 167 millimètres, un côté de l'angle droit a i32 millimètres. Calculer le rayon du cercle inscrit et les rayons des trois cercles exinscrits.
385. Dans un triangle ABC, on a BC = ioo millimètres, ABC = 5o®;
aCB = 36**. Calculer, au moyen de la relation des sinus, les distances entre le centre du cercle inscrit et chacun des sommets B et C ; calculer ensuite le rayon de ce cercle.
386. Un observateur en station sur un sol horizoutal se trouve à 5o mètres d'un mât vertical ; le rayon visuel relatif au sommet du mât et le rayon visuel horizontal font un angle de x8^. Quelle est la hauteur du mât, sachant que l'œil de l'observateur esl à i'",5o au-dessus du sol?
387. Soient D| et D, deux droites parallèles, A un point situé entre les deux, à 40 millimètres de l'une et à 60 millimètres de l'autre. Dans quelle direction faut-il mener une droite par le point A pour que le segment BAC limité sur cette droite entre les deux parallèles ait une longueur de a5o millimètres?
388. Un ingénieur fait le tracé d'un chemin de fer rectil igné pour lequel il faudra faire une tranchée dans une butte qui interrompt la ligne droite entre les points A et B. Il marque sur BA prolongée au delà de A un point C quelconque, trace sur le sol horizontal une droite CD qui passe à côté de la butte, en faisant l'angle ACD égal à 36^, prend la longueur CD égale à 3oo mètres, et enfin élève DE perpendiculaire à CD.
Quelle longueur doit-il donner à DE pour que le point E appartienne i
la droite CABEF, et quel angle DEF doit-il construire pour avoir en EF le prolongement de la ligne droite AB?
389. Sur un cercle de 100 millimètres de diamètre, tangent en A à une droite AP, on marque un point M dont la distance MP à h tangente est égale à 90 millimètres. Calculer la distance AP et l'angle que font les droites OM et A P.
390. Calculer les angles d'un triangle rectangle dont un côté de l'angle droit est double de l'autre.
391. Les rayons de deux cercles extérieurs ont 5o millimètres et 80 millimètres, et la distance de leurs centres ost 200 millimètres. Calculer la lonuueur d'une tangente commime extérieure, celle d'une tangente commune intérieure, et les angles que fait la ligne des centres avec ces tangentes et avec leurs rayons de contact.
Déduire de là le moyen de calculer la longueur d'une courroie, croisée ou non. servant à communiquer la rotation d'une poulie à une autre.
392. Dans le triangle ABC, l'angle A vaut 6o^ AB=:5o millimètres.
AG =r 80 millimètres. Calculer le c6té BC, les segments déterminés sur ce côté par la bissectrice de l'angle A, la longueur de cette liissectrice, les angles B et G, et les trois hauteurs.
393. Par un point A situé à 10 millimètres du centre d'un cercle de 5o millimètres dé rayon, on mène deux sécantes perpendiculaires BAC,
DAE. Calculer les côtés du quadrilatère BECD, sachant que l'angle OAD a 120^, et vérifier les résultats à l'aide d'une construction graphique.
394. Étant donnés deux cercles concentriques, de rayons 10 mètres et 8 mètres, calculer la longueur d'une corde détei-minée danâJe grand cercle par une tangente au petit.
396. Dans un triangle isocèle ABC, les angles B et G valent chacun 45 degrés, les côtés AB et AC ont chacun 70 mètres. Calculer la base et la hauteur de ce triangle.
396. Les côtés égaux d'un trapèze isocèle ont chacun 3o3 mètres; les bases ont respeclivement 738 et 548 mètres. Calculer les diagonales.
397. Dans un cercle de 5 mètres de rayon, on donne un arc dont la corde a 6 mètres de longueur. Calculer la longueur de la corde qui soustend l'arc double de l'arc donné.
398. Dans un cercle de ih mètres de rayon, une corde a pour longueur 18 mètres. Calculer les longueurs des cordes qui sous-tendent les moitiés des arcs sous-tendus par la première.
EXERCICES THÉORiaUES.
399. Étant donnés trois points A, B, G d'un cercle 0, on projette A en H sur BC et les points B et G en M et N sur le diamètre AOA'. Démontrer que l'on a :
AH*=AMXAÎ*.
400. Le triangle équilatéral ABC étant inscrit dans un cercle, on joint le milieu D de l'arc AC au point H, milieu du côté BC, vi on prolonge DU jusqu'au cercle en M.
Calculer DM et les segments DH et IIM en fonction du rayon R du cercle. (Examens des élèves mécaniciens de la marine.)
Les* trois médianes
412. La projection du milieu d'un côté d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse détermine sur cette ligne deux segments dont la différence des carrés est égale au carré du troisième côté.
413. Dans un triangle ABC, rectangle en A, on mène la hauteur AH; si l on désigne par r, r', r" les rayons des cercles inscrits dans les triangles ABC, ABH et ACH, démontrer que l'on a :
(Arts et Métiers.)
414. On considère deux rayons rectangulaires OA, OB d'un cercle et la bissectrice OF de l'angle AOB. Par un point quelconque C de Tare AB on abaisse la perpendiculaire CD sur OA; elle rencontre OF en E. Démontrer qu'on peut construire un triangle rectangle avec les trois droites OA, DC, DE.
415- Soit BC la base d'un triangle isocèle ABC et BD la hauteur; montrer que l'on a :
ÏÏC' = 2AC. DC.
416. Deux cercles de rayons donnes sont tangents extérieurement ; calculer la portion de tangente commune extérieure comprise entre les points de contact.
417. Deux cordes rectangulaires AB et CD d'un cercle se coupent en E; la somme des carrés des quatre segments EA, EB, EC, ED est constante, quel que soit le point E.
418. On donne deux cercles concentriques cl un point P sur l'un d'eux. On mène par le point P dans les deux cercles les cordes rectangulaires PA et PBC. Ces cordes tournant autour du point P, démontrer que :
PÂ'-fPP + PG* est une somme constante, et que la somme des carres des côtés du triangle ABC est aussi constante.
419. Un quadrilatère inscri|)tible ABCD est circonscrit à un cercle de rayon R. L'une AC de ses diagonales passe par le centre du cercle, et on sait que AO = aR. On demande de calculer les angles, les côt«'s et les diagonales du quadrilatère.
420. Dans un triangle isocèle ABC, on abaisse la hauteur CD sur l'un des C'Més égaux AB. Montrer que la somme des carrés des côtés du triangle est égale à
Bb' + 2DÂ* + 3CD*.
421. Étant donné un rectangle A6GD, si par un point P de la diagonale BD on mène sur AP une perpendiculaire qui rencontre BC en Q et CD en R, démontrer que l'on a :
PQ . PR = ÂP',
422. Si on prend un point quelconque M sur la base BC d'un triangle isocèle ABC, on a la relation :
ïb'--Âm'=mb.mc.
423. Étant donné un demi-cercle de diamètre AB, on décrit sur les rayons OA et OB comme diamètre deux demi-cercles, et on considère le cercle C tangent aux trois demi-cercles. Calculer :
I® Le rayon du cercle C.
a^ Les côtés du triangle formé par les points de contact.
424. Par un point quelconque P d'une corde fixe AB d'un cercle, on trace une corde arbitraire MN; en désignant par C le milieu de AB, démontrer que l'expression
CP*H-PM.PN
a une valeur constante si le point P est pris entre A et B. Quand le point P est extérieur au cercle, l'expression
CP« — PM.PN est constante.
425. Les perpendiculaires OL, OM, ON abaissées d'un même ymui Osur les trois cotés BC, CA, AB d'un triangle déterminent six segments tels que la somme des carrés de trois d'entre eux AM, BN, CL, non consécutifs, est égale à la somme des carrés des trois autres.
426. On considère un losange ABCD, et sur la diagonale BD on prend un point M. Démontrer la relation :
mb.md = mI' — ÂB*.
427. On inscrit dans un demi-cercle de diamètre BC un triangle isocèle BAC ; on trace les bissectrices des angles B et C; elles rencontrent le cercle en M et N et elles se coupent en 0', centre du cercle inscrit Si R et r sont les rayons des cercles circonscrit et inscrit à BAC, démontrer que :
i® La droite MN passe par les points de contact T et Y du cercle inscrit avec les côtés AB et AC.
2» AT = AV = r;
4» 0'BxO'M = 2Rr.
[Examens des élèves mécaniciens de la marine,)
428. On donne un carré ABCD de 6<"» de côté. Sur le côté BC comme diamètre on docrit un cercle 0.
i** Tracer avec la règle et le compas un cercle 0' tangent au côté AD en r> et tangent au cercle 0.
2* Calculer le ravon CD de ce cercle.
429. Si l'on mène les hauteurs AA', BB', CC d'un triangle ABC, qui se coupent au point H, on a les relations :
Âlî* -f BC' = BH* + ÂC'= CÎÎ' H-ÂB*.
430. Démontrer que la valeur commune des quotients •: — r» -t—t;» -:— k
^ smA smB smC
dans un triangle quelconque est égale au diamètre du cercle circonscrit.
EXERGICÇS PRATiaUl^S.
431. Comparer le côté du (riangle équilatéral mscrit à un cercle et le côlé du triangle équilatéral circonscrit au même cercle.
432. Étudier la méthode suivante pour construire un hexagone régulier à main levée : tracer un diamètre AOB et mener des perpendiculaires aux milieux de OA et de OB. Si on n'en construit qu'une, on a un triangle équilatéral.
Si on fait la même construction sur deux diamètres rectangulaires, on a le dodécagone régulier. Joindre ses sommets de 5 en 5 pour avoir le dodécagone régulier étoile, tracer ses 6 diamètres dont chacun passera par 4 intersections de cotés.
Grouper convenablement les cAtés pour avoir, soit 3 carrés enchevêtrés formant autour du centre un contour étoile, soit 4 triangles équilatéraux dessinant également une autre étoile régulière.
433. En dessinant une rosace hexagonale, vérifier que l'hexagone régulier a son côté égal au rayon; du point quelconque A sur le cercle, avec le rayon même du cercle, tr«cer un arc rencontrant le cercle en B et F; de B avec le même rayon, arc AC, etc. L'arc de centre E doit passer juste en F; après quoi l'arc F passe évidemment en E et en A.
434. Constituer un pavage non régulier avec des hexagones réguliers et des triangles équilatéraux; avec des octogones réguliers et des carrés; avec des carrés et des losanges ayant un angle de 6(K*.
435. Quel est le rayon d'un cercle dans lequel le côté du carré inscrit est égal à 1"?
436. Quelle est la circonférence d'un cercle dont le diamètre est de 7", 45?
437. Quel doit être le rayon d'une piste circulaire pour que la circonférence soit égale à i*"?
438. Quel est le rayon d'une tour circulaire qui a 70"»,95 de circonférence?
439. La longueur du mètre étant la dix-millionième partie du quart du
méridien terrestre, et en supposant ce méridien exactement circnlairc, quelle est la longueur du rayon terrestre?
440. En pariant de la définition du mètre et en supposant le méridien exactement circulaire, quelle est la longueur de l'arc du méridien compris entre Pans et l'équateur ierreqjlre, la latitude de Paris étant supposée égale à 48<>5o'?
441. Le mille marin n'est autre chose que la minute terrestre. Quelle est en mètres la valeur du mille marin?
442. Quelle est la longueur d'un arc de 35® 40' sur un cercle de 10™ de rayon?
443. Dans un cercle, un arc de 8® 17' a 3", 80 de longueur. Quel est le rayon du cercle?
444. Un arc de lo*" de rayon a une longueur de S^; quel est le nombre de degrés, minutes et secondes de cet arc?
445. Trouver le nombre de degrés de l'arc dont la lon<rueur est égale au rayon. Donner en grades la mesure de ce même arc.
446 Dans un cercle de 100 millimètres de rayon, quelle est la longueur d'un arc de 300.8484, et quelle est en grades la mesure d'un arc ayant 3o millimètres de longueur?
447. Un arc de iSo^ ayant 60 millimètres de longueur, quel est le rayon de cet arc?
448. Calculer le rayon d'un cercle dans lequel la ditlérence entre la demi-circonférence et le diamètre est égale à iU^^îIÔ.
EXERCICES THÉORiaUES.
449. En prolongeant de deux en deux les côtés d'un hexagone régulier, on obtient un triangle équilatéral.
450. On construit un carré extérieur sur chaque côté d'un hexagone régulier, et on joint les sommets consécutifs des carrés voisins. Démontrer quH le dodécagone obtenu est régulier,
451. Le périmètre d'un triangle équilatéral circonscrit est le double de celui du triangle équilatéral inscrit.
452. On donne deux cercles sécanis de centres et 0', tels que la distance des centres 00' soit double du rayon du cercle 0, et que les rayons OA et O'A aboutissanl à l'un des points communs soient rectangulaires. Démon (rer que la corde commune à ces deux cercles est le côté de l'hexagone insciit . dans l'un et le côié du triangle équilatéral inscrit dans l'autre.
453. L'apothème de l'hexagone régulier inscrit est égîàl à la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit dans le même cercle.
454. Dans un cercle de r«yon R, on inscrit un triangle équilatéral ABC et on joint le milieu D de l'arc AC au milieu F du côté BC. La droite DF rencontre le cercle en G. Calculer DF et FG.
455. ÉUut donné un triangle équilatéral ABC de côlé a, on élève eu B la perpendiculaire à fiC, sur laquelle on prend BD = AB. Calculer les angles du triangle ABD et la longueur du côté AD.
456. Étant donné un triangle équilatéral ABC de côté a, on décrit un arc de cercle BDC tangent aux côtés AB et AC en B et C, et un autre arc de cercle BFC tangent en B et C aux bissectrices des angles B et C.
I* Calculer les rayons de ces ares de cercle ; a* Évaluer en degrés les arcs BDC et BFC.
CHAPITRE IV LES AIRES
g f • — Aires des polyg^ones.
361. — Définitions. —Toute ligne fermée plane limite une portion du plan.
Pour mesurer une telle surface plane on la compare à une surface plane prise pour unité.
Nous avons appris en arithmétique que :
L'unité de sur/ace est le métré earré gui est un carré ayant i mètre de côté.
Le mètre carré a des sous-multiples :
Le décimètre carré qui est un carré de i^"" de côté, Le centimètre earré — i«» _i-
Le millimétré earré — i"" —
Nous savons également que :
le mètre carré contient loo décimètres carrés,
le décimètre carré contient loo centimètres carrés,
le centimètre carré contient loo millimètres carrés.
Ceci posé, pour mesurer une surface plane, on cherche combien elle contient de mètres carrés, décimètres carrés, centimètres carrés et millimètres carrés.
La mesure d'une surface est ce qu'on appelle son aire.
L'aire d'un polygone, l'aire d'une courbe fermée est la mesure de la surface plane limitée par ce polygone ou cette ^ourbe.
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Deux surfaces de même aire sont dites équivalentes.
Il y a des surfaces planes dont il est très aisé de trouver Taire, car on peut facilement les découper eh carrés ; mais il arrive le plus souvent qu'il n'est pas possible de procéder ainsi. On cherche alors à découper la surface en morceaux ô!aire connue. Par exemple, si on découpe un carré en deux triangles rectangles isocèles suivant une diagonale, ces deux triangles étant égaux, chacun d'eux a pour aire la moitié de l'aire du carré.
362. -^ Aire d'un rectangle. -^ L'aire d'un rectangle est égale au produit de ses deux dimensions.
Soit, en effet, ABCD un rectangle (fig. aaS); mesurons ses deux dimensions AB et CD, c'est-à-dire cherchons combien elles contiennent de mètres, décimètres, centimètres, millimètres.
Nous pouvons toujours supposer, pratiquement,
qu'on ait poussé cette mesure assez loin, avec une unité assez petite, pour que les deux côtés soient commensurables entre eux (n* 245), c'est-à-dire contiennent tous deux exactement un nombre entier d'unités (ou sous-multiples).
Admettons, par exemple, que les deux dimensions contiennent un nombre exact de centimètres :
AB = 5''"; AD
Partageons AB et AD en centimètres et, par les points de division de AD, menons des parallèles à AB. Nous parta-
■-^.fJTl.
Fig. 225. — Mesure du rectangle.
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geons ainsi le rectangle en 3 bandes rectangulaires de 5'" de long et i** de Jiaut. Par les points de division de AB, menons ensuite des parallèles à AD; elles partagent chacune des 3 bandes en 5 carrés de i— ^ chacun. Le rectangle contient donc
L'aire du rectangle, ea^pinmée en centimètres cai^^és, est égale au produit de ses deux dimensions évaluées en centimètres,
La même démonstration s'appliquerait si les deux dimensions contenaient toutes deux un nombre entier de millimètres, ou de dixièmes de millimètre, etc.
363. — Remarque importante. — L'énoncé du théorème précédent suppose essentiellement qu'on a pris des unités de longueur et de surface correspondantes.
Si l'unité de longueur est le mètre, l'aire du rectangle sera exprimée en rnètres carrés.
Si l'unité de longueur est le décimètre, l'aire du rectangle sera exprimée en décimètres carrés.
Dans tous les énoncés qui suivront^ nous supposerons toujours implicitement que les longueurs et les surfaces sont mesurées avec des unités correspondantes.
364. — Aire du parallélogramme. — L'aire d'un parallélogramme est égale au produit de sa base par sa hauteur.
On appelle bases d'un parallélogramme deux côtés parallèles; on appelle hauteur la distance de ces deux bases.
Soit ABCD (tig. 226) un parallélogramme. Prenons pour base le côté AB. De A et B menons les perpendiculaires AF et BE sur l'autre base DC.
Les deux triangles rectangles AFD et BEC sont égaux, car ils coïncident par une translation de glissière AB.
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Le parallélogramme ABCD et le rectangle ABEF ont donc même 'aire puisqu'ils sont composés tous deux du trapèze commun ABED auquel on ajoute le même triangle, à savoir : BEC pour obtenir le parallélogramme, et AFD A ^^^ pour obtenir le
Fig. 226. — Mesure du parallélogramnie.
rectangle.
L'aire du parallélogramme est donc égale à celle du reclangle, c'est-à-dire à :
ABxBE,
produit de la base par la hauteur.
365. — Corollaire. — Benx parallélogrammes de même base et de même hauteur sont équivalents.
366. — Aire du triangle. — Vaire d'un triangle est égale au demi produit de sa base par sa hauteur.
On donne le nom de base, dans un triangle, à l'un quelconque des côtés.
La hauteur est la distance du sommet opposé à ce côté.
Soit ABC (fig. 227) un triangle. Par A menons *^ r ^%A
une parallèle AD à BC et par B une parallèle BD à AC. Nous formons ainsi un parallélogramme ACBD dont le triangle ABC est la moitié, car la diagonale AB partage ce parallélogramme en deux triangles égaux ABC et ABD, comme symétriques par
BOURLET. — ÉLÉMENT!» PE GÉOM
B àase H C
Fig. 227. —Mesure du triangle.
Fip^. 228. — Transformation d'un triangle en un rectangle équivalent.
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rapport au milieu O de AB, centre du parallélogramme. On a donc :
aire ABC = - aire ACBD = - BC x AH.
367. — Remarque. — Il est intéressant de montrer comment on peut découper un triangle en morceaux avec
lesquels on peut reformer un rectangle équivalent.
A cet effet, dans le triangle ABC(fîg.îi8), joignons les milieux D et E des côtés AB et AC; puis de A abaissons la perpendiculaire AH sur DE.
Le triangle ABC est ainsi découpé en trois morceaux :ADH,AHE et DECB. Si Ton fait tourner de 180® le triangle DAH autour de l) en DIB et, de même, si on fait tourner de i8o<> le triangle AEH, autour de K, en EKC,on obtient le rectangle BIKC, équivalent au triangle, ayant même base et une hauteur moitié de celle du triangle.
368. — Corollaire I. — Deux triangles de même basé et de p même ba uteur sont éqni-
0,^ valenU.
Corollaire II
— Deux triangles de même base et dont les sommets opposés à Is base sont sur une parallèle à cette base sont équivalents.
En effet, les deux triangles ACB et ADB (fig. aag), ayant même base AB et tels que CD soit parallèle à'AB, ont
ru ^ c
Fi(r. 229. — Triangles équivalents.
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aussi même hauteur, qui est la distance des deux parallèles CD et AB.
370. — Corollaire III. — L'aire d'un triangle rectangle est la moitié du produit des deux c^tés de Vangle droit.
Car, si l'on prend Tun des côtés pour base, l'autre est la hauteur.
371, — Aire du trapèze. — L'aire d'un trapèze est égale au produit de la hauteur par la demi- D somme des bases.
En effet, la diagonale AC partage le trapèze ABCD (fig. 23o) en deux triangles ABC et ACD ayant même hauteur CH que le trapèze et ayant respectivement pour bases les bases AB et CD du trapèze On a donc:
aire ABCD = aiVe ABC + aire ADC
= iAB X CH + icDxCH a a
= -(AB + CD)xCH.
Fiç. 23o. — Mesure du trapèze.
372. — Remarque. — La droite FE (fîg. a3o) qui joint les milieux des côtés non parallèles du trapèze est ce qu'on appelle quelquefois la base moyenne. Il est aisé de montrer qu'elle est égale à la demi-somme des bases :
EF = -(AB-f CD).
Par suite
L'aire du trapèze est égale au produit de la base moyenne par la hauteur.
Ceci se voit d'ailleurs aisément d'une autre manière qui montre comment on peut découper le trapèze en morceaux avec lesquels on peut former un rectangle équivalent.
En effet, si de F et E (iig. a3i) on abaisse les perpendiculaires FK et El
P C M sur AB, et si Ton
^ "'■"'''"' -'■""■-■^^-^^^p|b1 fait tourner de iSo»
-.-.— „..^^£\ autour de leurs
3b^ sommets Fet E les • il triangles AFK et
^ ^ , ' ^ BEI pour les
Fig. i5i. — transformation d'un trapèze en un «mpnpr Pn FPn pf rectangle équivalent. amener en r fu ei
CE M, on forme le rectangle KPMI, équivalent au trapèze, et qui a pour base FE et pour hauteur MI.
373. — Aire d'un polygone quelconque. — Pour évaluer Taire d'un polygone quelconque, on le décompose en triangles ou en trapèzes et on évalue séparément l'aire de chacun des morceaux. Il ne reste plus qu'à faire la somme des aires ainsi calculées.
On peut d'ailleurs construire un triangle équivalent à un polygone donné. Puis, en construisant (n* 367) un rectangle équivalent au triangle, on obtient ainsi un rectangle équivalent au polygone.
374. — Problème. — Construire un triangle équivalent à un polygone donné.
Soit ABCDE le polygone (fig. a3a). D'un sommet D menons les diagonales DA et DB qui partagent la surface du polygone en trois triangles. Par E menons une parallèle EF à AD qui coupe le prolongement de AB en F. Les triangles AFD et AED ayant même base AD et leurs sommets E et F sur une parallèle à cette base sont équiva-
AIKES DES POLYGONES.
lents. Menons, de même, CK parallèle à DB qui coupe AB en K. Les triangles BDC et BDK sont également équivalents. Le triangle total FDK est donc équivalent au polygone ABCDE comme composé des trois triangles FAD, ABD et BDK respectivement équivalents aux trois triangles EAD, ABD et BDC qui composent le polygone.
. 375. — Problème. —
Construire un carré équivalent à un polygone donné.
Fig. alî;. — Tniiisiromiiilion d'im iJt»h{^'one p n un Ui^ingle iVjui^iiJenU*
1" On construit un triangle équivalent à ce polygone (n' 374).
a" On construit un rectangle équivalent au triangle (n* 367).
3" Soient a et 6 les deux dimen^^ioiis liu rpctaugle ainsi trouvé. Désignons par x le côté Un carré cherché, I/aire du carré est a?xa?^a?«, celle du iTCtangle est att. On doit donc avoir :
Cette égalité prouve que le cOlc a- tla cai'ré cherché est moyenne géométrique entre les deux dimensions a et 6 du rectangle. Nous savons donc le construire (n" 310).
376. — Méthode des trapèzes. — En pratique, sur le terrain, on n'emploie pas des moyens compliqués comme les précédents.
Soit (Vig. 233) un polygone AUCDliFG. Tracions uiiu
Kit,M3!.
diagonale AE (de préférence la plus longue) et projetons les autres sommets B,C,D, F et G en h^c,d,f ei g sur cette diagonale.
Nous décomposons ainsi Taire du polygone en triangles rectangles et trapèzes rectangles dont il est facile d'avoir les aires :
aire AB6:i^- A6xB6,
aire BCc6 = - (B6 + Ce) X 6c,
et ainsi de suite.
La somme donne Taire du polygone. C'est là le procédé usité dans l'arpentage.
— Aires des polyg^ones réguliers et dlu cercle.
Apothème d'un polygone régulier. — Les
côtés AB, BC, CD, etc., d'un polygone régulier ABCDEF (fig. 234) étant des cordes égales d'un même cercle, leurs distances OH, OK, 01, etc., au centre O sont égales (n**180).
Cette distance commune est ce qu'on appelle Vapotbème du polygone régulier,
378 — Calcul de l'apothème.
— Soit a {ï\^. 234) le côté AB d'un polygone régulier et R son rayon. Abaissons du centre la perpendiculaire OH sur AB : nous savons que H est le milieu de AB (n* 182). Dans le triangle rectangle AOH on a:
ÔH* = ÔÂ*-ÂH*.
Fig. 234.
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donc: 011' = R« -T»
OH
379. — Aire d'un polygone régulier. — L'aire dun polygone régulier est égale au produit de son périmètre par la moitié de son apothème.
Soit ABCDEF (fig. 234) un polygone régulier. Joignons le centre aux sommets. Nous décomposons ainsi le polygone en autant de triangles isocèles OAB, OBC, OCD, etc., qu'il y a de côtés. Ces triangles isocèles sont d'ailleurs tous égaux, car on peut faire coïncider deux quelconques d'entre eux par rotation autour de 0.
L'aire du polygone est donc égale à autant de fois l'aire du triangle OAB qu'il y a de côtés. Soient n le nombre des côtés, S l'aire du polygone, a la longueur du côté AB du polygone, h l'apothème.
On a :
S = H X aire AOB = }ix — >
ce qui s'écrit :
(i) S = -xna.
Or, na est le périmètre P du polygone. La formule (i) s'écrit donc :
380. — Rkmaroue. — Nous avons calculé lapothème h (n'* 378) et nous avons trouvé
h On en conclut :
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AD
.av^3.
On en conclut
382. — Aire de Thexagone régulier. — Soit ABCDEF (iig. 219) un hexagone régulier de côté AB = a. Son périmètre est :
Son apothème est.
car le rayon R est égal à a (n* 349).
On en conclut (n" 379) que l'aire S de l'hexagone est :
383. — Aire du cercle. — Vaire d'un cercle est égale au *iroduit de sa circonférence par la moitié de son rayon.
ous admettrons celte proposition sans démonslralion.
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Un peut avoir une idée de son exactitude en remaix|uant que, si on inscrit dans le cercle un polygone régulier d'un très grand nombre de cotés, de façon que chacun de ces côtés soit très petit, le périmètre P du polygone se confondra sensiblement avec la circonférence du cercle, Tipothème /* sera sensiblement égal au rayon, et l'aire du polygone qui est égale au produit de P (circonférence) par la moitié de Tapothème (rayon) est très sensiblement égale à Taire du cercle.
On pourra, par exemple, construire (n* 352) le polygone régulier de 96 côtés (car 96 = 6X2X1X2X2) inscrit dans un cercle de 5 centimètres de rayon, et on constatera qu*il est presque impossible, à Toeil nu, de distinguer le polygone d'avec le cercle circonscrit.
R étant le rayon du cercle, sa circonférence est aitR. Son aire est donc *.
S = 2irRx?
OU, en simplifîant,
S = icR«.
L'aire d'un cercle est égale au produit du carré de son rayon par le nombre r.,.
Exemple. — Calculer Vaire d^un cercle de 5 cenUmèires de rayon,
(Ictte aire est :
384. — Aire du secteur circulaire. — On appelle secienr circulaire ia surface compriseentre un arc de cercle et les deux rayons qui aboutissent à ses extrémités (fig. 236).
Deux secleurs circulaires d'un même cercle et de môme ouverture angulaire sont évidemment superposa blés par rotation autour du centre, par suite égaux.
,, - • 1 • j i Fig. 236. — bccteur circulaire.
Un secteur circulaire dont l'ouverture d*angle est de 3^», par exemple, se compose donc de 32 secteurs circulaires égaux de 1*^ d'ouverture chacun.
L*aire du cercle entier comprend 36o secteurs circulaires égaux de i*. L*aire du secteur de i® est donc la 36o' partie de Taire du cercle :
aire du secteur de i®= :^ ioo
L'aire dun secteur dun nombre quelconque de degrés s'obtient en muUiplant l'aire du secteur de i^ par le nonibi*e des degrés douvei^ture du secteur.
Ainsi l'aire du secteur de 3i® sera
3ïtcR* ~3«o
385. — Aire du segment de cercle. ~ On appelle segment de eerele la surface comprise entre un arc de cercle et sa corde.
On voit immédiatement que l'aire d'un segment de cercle AMB (fig. 23;) est la différence entre Taire du secteur circulaire OAMB et du triangle OAB.
Fig. 237.
Comparaison des aires.
386. — Théorème. — Le rapport des aires de deux triangles semblables est égal au carré de leur rapport de similitude.
Soient en effet (fig. 338) deux triangles semblables ABC, ABC et AU, A'H' leurs hauteurs. On a :
alreA'B'C=^'^B'C'xA'iV, aire ABC = -BCxAH.
D'où, en divisant membre à membre,
aiVe A^B^C^ _B^C AIT ^'^ aire ABvJ "~ BC ^ AH '
BC_A'H'_
'BC~ÂH-"^-
L'égalité (i) devient alors :
atVe A^B^C _ aire ABC
k.k = kK
387. — Théorème. — Le rapport des aires de deux polygones semblables quelconques est égal au carré de leur rapport de similitude.
Soient ABCDEF, A'B'C'D'ET' {iig. 239) deux polygones semblables dans le rapport de similitude k.
Soient S et S' leurs aires.
Du sommet A menons les diagonales AC, AD, AE qui
Fig. 239.
partagent le polygone ABCDEF en quatre triangles d'aires T., T„ T3, T,.
Faisons de même dans le second polygone en menant
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du sommet A', homologue de A^ les diagonales A'C , AD', A'E' qui partagent le polygone A'B'C'D'EF en quatre triangles respectivement semblables aux précédents dans le rapport /r, puisque, les deux figures pouvant être amenées à être homothétiques dans le rapport k, toutes les parties homologues sont semblables dans le rapport k. Soient Tj, T'j, T,, T\ les aires de ces quatre triangles.
D'après le théorème précédent on a :
ou :
T\=.k^T^, Ajoutons ces égalités membres à membres et il vient :
T\ + T\ + T, + T\=k^ (Tj + T, + T3 + T4).
Or, on a évidemment :
T. + T, + T3 + T4=S, et, par suile,
ou :
338. — Grénéralisation. — Le rapport des aires de deux figures planes semblables est égal au carré de leur rapport de similitude.
Celte proposition peut encore être vérifiée pour les cercles. Deux cercles quelconques sont semblables, et leur nipport de simi- 'itude est celui de leurs ravons.
S~ R8""VR
Le rapport des aires de deux cercles est le carré du rapport des rayons,
389. — Remarciae. — Le fait que les unités de surface du système décimal vont de loo en loo n'est qu'un cas particulier de ce qui précède.
En effet, le mètre carré et le décimètre carré sont deux polygones semblables dans le rapport de similitude lo. Le rapport de Jeurs aires est donc io*= loo.
3^0. — Construction. — Construire un carré qui soit à un carré donné dans un rapport donné.
Soit a le côté du carré donné et a? le côté d'un carré inconnu, tel que le rapport de son aire à celle du premier soit égal au
ïïi rapport — de deux longueurs
données.
Pour traiter la question, nous remarquerons que : Le rapport des carrés des deux cotés de V angle droit dun
triangle rectangle est égal au rapport de leurs projections sur
Chypoténuse,
Car dans le triangle rectangle ABC {Vig. 2^0)^ dont AD est la hauteur, on a (n* 307) :
ÂB'=BDxBC, AC*=CDxBC.
Fig. i4i
D'où, en divisant membre à membre :
ÂF BD
Cela étant, sur une droite indéfinie (fig. 241), portons
bout à bout deux longueurs.
AB=m, BC = n.
Sur AC comme diamètre, décrivons un demi-cercle et élevons en B la perpendiculaire à AC qui coupe le demi-cercle en D.
Joignons AD et CD, et, sur CD, à partir de D prenons une longueur DE=a. EnOn, par E, menons la parallèle EX à AC qui coupe AD en X.
DX est le côté cherché x.
En effet, EX et AC étant parallèles, on a :
DX__AD DE ""CD ou
(gAD, â~"CD' et, en élevant au carré,
a«"cD'*
Or, dans le triangle rectangle ACD, on a, d'après ce qui précède :
ÂD* AB_m CD'"~BC-"n
On en conclut
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391. — Théorème de Psrthagore. — Le carré constrait sur r hypoténuse d'un triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés construits sur les deux côtés de Vangle droit.
Nous avions fait (n* 307) une démonstration numMqve de cette belle proposition. Nous allons maintenant la montrer géométr i queraent^ sans calcul.
Soit ABC le trianglerectangle en A et BCED, ACFH, BAIK, les carrés construits sur ses trois côtés (flg. li'i). Joignons IH et construisons le triangle DEM symétrique du triangle ABC par rapport au centre du carré BCED.
Fig. a4>. — Théorème de Pythagore.
L'hexagone BCFHIK se compose de deux triangles égaux à ABC et des deux carrés ACFH et ABKI.
L'hexagone ACEMDB se compose de deux triangles égaux à ABC et du carré BCED.
Le théorème sera donc démontré si Ton prouve que ces deux hexagones sont équivalents.
Or, ceci est évident, car la diagonale KAF partage le premier hexagone en deux quadrilatères égaux comme symétriques par rapporta KF, et la diagonale AM partage le second hexagone en deux quadrilatères égaux comme
symétriques par rapport a O. D'ailleurs, les drux quadrilatères ACEM et KBCF sont égaux, car ils sont superposahles par une rotation de qqo autour de C.
Les deux hexagones sont donc équivalents comme ayant des aires doubles de celles de ces deux quadrilatères égaux.
EXERCICES PRATiaUES
457. Les dimensions d'un rectangle sont 4 mètres et 6 mètres. Partager ce rectangle en 8 parties égales, chaque partie étant un polygone non cativexe n'ayant que des angles droits» les côtés devant avoir les uns 2 mètres, les autres 1 mètre.
458. Construire un triangle dont les côtés ont 89, 80, 89; vérifier qu'il est rectangle, et le transformer en un triangle isocèle équivalent, ayant pour base le côté moyen. Évaluer l'aire de la partie commune aux deux triangles.
459. Diviser en 5 parties équivalentes le triangle construit dans l'exercice précédent, au moyen de droites parlant du sommet de l'angle droit.
460. Marquer sur une diagonale d'un carré le point tel, qu'en le joignant à 3 sommets on ait 3 droites divisant le carre en parties équivalentes.
461. Construire Tin triangle ABC ayant A.B = 48, BC = 24, angle B = 3oO. Prendre sur AB entre A et B le point D tel que AD = 36. Déterminer sur AC le point E|X)ur que le triangle EAD soit la moitié de ABC.
462. Deux champs, compris entre les chemins non parallèles AB et CD, sont séparés par la ligne droite EF. Soit I un point quelconque de AB. Remplacer la séparation rcctiligne EF par une autre parlant de I pour que les superficies des deux champs ne soient pas changées. (Mener par le point E une parallèle à IF.)
Soit xOy un angle de i5^. Sur Ox, on prend
OAmoo; 0B=ii5; OC=:iao; 0Dr=i5o.
Sur Oy, on prend :
0E = 6o; OF=iio; 0Gr=i2o; 0H=:i6o;
On mène BE qui coupe AU en I ; AH coupe CG en K; CG coupe DF en L.
On considère deux champs compris entre les chemins Ox et Oy, et séparés par la ligne brisée BIKLF. Remplacer cette séparation par une ligne droite sans changer les contenances des deux champs.
(Mener FK; sa parallèle LM coupe Kl en M; la ligne brisée -FMIB a un côté de moins que l'ancienne, et pourrait servir de séparation sans changement de contenance; ainsi de suite.)
La ligne di*oite obtenue pourra être modifiée selon les indicaliuus de l'exercice précédent. ^
464. Marquer sur une droite, en allant toujours dans le même sens :
A'C=:2o; CG =8; G'B'^ia; B'D' = 4o; D'E = !i4; EF'zriS.
D'un côté de la droite, élever la perpendiculaire D'D égale à a4. De l'autre côté, porter sur des perpendiculaires à cette droite :
Construire le polygone ABCDEFG, évaluer son aire, le transFurmer graphiquement en un triangle équivalent. Calculer le côté d'un carré, puis celui d*un triangle équilatéral équivalents à ce polygone.
465. Quelle est l'aire d'un triangle rectangle isocèle dont l'hypoténuse a 5o mètres?^
466. Construire un trapèze isocèle dont la grande hase est triple de la petite, quiaao millimètres, et dont un angle aigu a ih^\ calculer mentalement son aire et les dimensions d'un rectangle équivalent, de môme hauteur.
467. Un jardin rectangulaire a 8o mètres de long et -iS mètres de large ; on l'entoure d'un mur de 40 centimètres d'épaisseur, dont les fondations sont prises dans le rectangle. Quelles sont les dimensions el quelle est la superficie du terrain disponible?
L'aire d'un carré est 232»,56a5. Calculer son côté
469. Quelle est l'aire d'un rectangle dont la diagonale a 100 mètres et dont les côtés sont dans le rapport de 2 à 5 ?
470. Une plaque de carton rectangulaire a 10 centimètres de long et 6 centimètres de large ; on enlève eu chacun de ses c<»ins un carré de 2 centimètres de côté, puis, pour obtenir une boîte, on relève les rectangles qui débordent. Quelle est la surface totale des parois et du fond de la boîte ?
471. Sur un côté BC d'un triangle ABC, on construit du côté où ne se trouve pas A (ou du côté de A) un carré BCDE ; AD et AE rencontrent BC en F et G; FH et HI, perpendiculaires à BC, rencontrent AC et ABen 11 et I, et la figure IGFH est un carré homothétique à BCDE par rapport à A.
Calculer l'aire de ce carré si ABC est équilatéral avec 3 centimètres de côté.
472. Calculer l'aire d'un triangle isocèle dont la base a 2 millimètres et dont l'un des angles égaux a 12^.
473. Calculer Taire d'un triangle isocèle dont la hauteur a 100 mètres et dont l'angle au sommet a 20^.
474. Calculer l'aire d'un triangle isocèle dont l'un des côtés égaux a 100 mètres et dont l'angle au sommet a i36®.
Dans le trapèze ABCD, la base AB a 100 millimètres, le
côté AD a 90 millimètres, l'angle ABC a 60^, l'angle DAB a 160®. Calculer la seconde base, et calculer l'aire du trapèze.
476. La petite diagonale d'un losange est de 3«>,2 et le côté du losange
vaut les ^ de la grande diagonale. Quelle est l'aire de ce losange et quelle est la longueur de son côté?
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477. l'un des cùlés de l'angle droit d'un triangle reclangic est égal à i8 mètres et la perpendiculaire abaissée du sommet sur l'iiypotcirnse a une longueur de 9 mètres. Calculer l'aire du triangle.
478. Un trapèze A UCD a pour bases AB = 330 mètres et CD = 1 5o mètres ; l'angle DAB vaut 45® et le côté AD est égal à 80 mètres. Calculer l'aire du trapèxe et le côté BC.
479. Les bases d'un trapèze isocèle ont pour longueur iG mètres et 10 mètres et les côtes non parallèles 7 mètres. Calculer l'aire de ce trapèze.
EXERCICES THËORiaUES
480. ÎAi carré construit sur la somme de deux droites est équivalent à la somme des carrés construits sur chacune^de ces droites et du double du rectangle ayai^ ces deux droites comme côtés.
481. Comment faut-il modifier l'énoncé précédent pour le carré coii-' slruit sur la différence de deux droites?
482. Le carré qui a pour côté la diagonale d'un autre carré a une aire double de celle de ce carre.
483. Sur les trois côtes d'un triangle rectangle on construit des carres. Évaluer, en Tonction des côtes de l'angle droit du triangle donné, l'aire do l'hexagone formé en joignant les sommets consécutifs des trois carres.
484. Sur les trois côtés d'un triangle équilatéral ABC. on construit des carrés extérieurement à ce triangle. Calculer en fonction du côté du triangle ABC l'aire de l'hexagone obtenu en joignant les sommets voisins de ces carrés.
485. Exprimer la surface d'un triangle équilatéral en fonction de la hauteur.
486. Si l'on joint les quatre sommets d'un parallélogramme ABCD à un point pris i l'extérieur, le triangle qui a pour sommet ce point Oet pour base une diagonale équivaut à la somme des triangles qui ont pour sommet commun le point et pour bases respectives les deux côtés adjacents qui aboutissent à l'une des extrémités de la diagonale considérée.
487. La somme des aires des triangles ayant pour bases deux côtés op|iosés d'un parallélogramme et pour sommet commun un point ({uelconque, pris à riutérieur du parallélogramme, est égale à la somme des aires des deux triangles ayant pour sommet commun le môme point et pour bases les deux autres côtés.
488. La surlacc d'un triangle rectangle a pour mesure le produit des deux segments déterminés sur l'hypoténuse par le point de contact du cercle inscrit dans le triangle.
489. Ou donne un triangle ABC dans lequel l'angle A vaut 120® et dont
le eôlé AB est double de AC. On construit des carrés sur les trois côtés de ce triangle et extérieurement, puis on joint les sommets voisins de ces carrés. Évaluer en l'onction du côté AC= a l'aire de l'hexagone ainsi obtenu
490. Dans un losange, l'une des diagonales est égale à la moitié du côté et l'autre diagonale a une longueur donnée d. Calculer l'aire du losange.
491. Étant donnés trois points A, B, C en ligne droite, B entre A et C, et tels que AB=ra et BC =zb, on construit sur AB et BC deux triangles équilatéraux jiu-dessus de AC, ABD et BCE. Calculer l'aire du quadrilatère ADEC en tonclion de a et de 6. Application numérique : a=:a mètres; 6 = 4 mètres.
CA
AB = c
AB + BC-hCA = 2;?.
Ou désigne par r le rayon du cercle inscrit ï, par r' le rayon du cercle exinscrit I' qui a son centre sur la bissectrice intérieure en A, et par S la surface. Soient D, E, F les contacts de BC, CA, AB avec le cercle I ; G, Il , K les contacts de ces côtés avec le cercle T.
On sait que
AK = AU=p
AE = A¥=p^a
BV = Bb=p — b
CE=:CD
et que Démontrer que
CG = CH=r^ — 6.
^ = {p — a]r' d'où S* := j? [j) — a) r r'.
Remplacer rr' par un praduil éc^uivalent au moyen des triangles semblables CID, CrC, et démontrer que
493. Calculer l'aire d'un trapèze en fonction des quatre côtés : les deux bases ont 45 mètres et 3o mètres et les côtés non parallèles 17 mètres ut 25 mètres.
494. On prend les milieux M et N des médianes BD et CE du triangle ABC. Calculer la surface BMNC en fonction de la surface du triangle ABC.
495. Sur la bissectrice d'un angle droit XOY, on prend trois points équidistants A, B, C. Des points A et C on mène des parallèles à OX, rencontrant OY en A' et C, et par le point milieu B on élève la pcrpcndi-
culaire à OC, coupant OX en B'. Démontrer que l'aire i}u triangle AB'C est égain à i'aire du trapèze AA'CC
496. Le parallélogramme qui a pour sommets les milieux des côtés d'un quadrilatère quelconque est la moilié de ce quadrilatère.
497. Montrer que l'aire d'un trapèze est égale au produit de Tun des côtés non parallèles par sa distance au milieu du côté op|M>sé.
EXERCICES PRATIQUES
498. Construire un hexagone régulier de 5o de côté; calculer le rayon d'un cercle équivalent; construire ce cercle concentriquement a l'iiexagone ; comparer son rayon à l'apothème et au rayon de l'hexagone.
On prendra pour - la valeur o,3i83.
Reclifier ce cercle, et comparer sa longueur avec le périmètre de l'hexagone.
499. Constiiiire un carré ayant 40 de côté, et prolonger les côtés. Marquer les intersections de ces prolongements avec les cercles concentriques aux sommets, ayant pour rayon une demi-diagonale. Démontrer que les points obtenus sont les sommets d'un octogone régulier. Evaluer l'aire de cet octogone, en utilisant la décomposition en un carre, 4 rectangles, et 4 triangles rectangles isocèles dont la somme équivaut au carré.
500. Admettant pour n la valeur y'a 1" V^>et par suite pour ttU* la valeur rV^ "•" ^V^» c(»nstruire :
1» Les longueurs Ry^a et Ryl (côté du carré et côté du triangle équilatéral inscrits dans le cercle de rayon R) ;
a» Les rectangles dont les aires soient rV'-» et R*y/Î ;
3» Les carrés équivalents à ces rectangles ;
4® Le cirrc équivalent à leur somme.
Conclure que ce carré réalise approximativement la quadrature du cercle.
EXERCICES THÉORIQUES
501. De chaque sommet d'un triangle cquilatéral comme centre, on décrit avec le côté a pour rayon un arc de cercle limité aux deux autres sommets. Gilculer l'aire du triangle curviligne ainsi obtenu. Application numérique : a z=: lo*"».
502.. D'un point quelconque C d'un demi-cercle on abaisse la perpendiculaire CD sur le diimctre AB et on décrit des demi-cercles sur les segments
AD et BD comme diamètres. Quelle est la mesure de l'aire comprise entre les trois demi-cercles ?
503. Calculer la portion de surface d'un cercle de rayon R limitée par deux cordes égales et parallèles ayant pour dislance R.
504. On donne un quart de cercle limité par les rayons rectangulaires OA, OB. On décrit sur OA et OB comme diamètres des demi-cercles à l'intérieur de OAB. Évaluer les surfaces des dilVérentcs régions déterminées dans le quart de cercle.
505. Deux cercles Oet 0' de rayons R et-^ sont tangents extérieurement
en B. On mène la tangente commune extérieure AA'. Calculer en fonction de R l'aire comprise entre AA' et les arcs AB et A'B. Application : R r= 9 centimètres.
506. Le cercle inscrit dans un triangle rectangle est équivalent à la somme des cercles inscrits dans les deux triangles rectangles déterminés par la hauteur issue du sommet de l'angle droit et par riiy|>olénuse.
EXERCICES PRATiaUES.
507. Construire un triangle dont les côtés ont 64, 76, 100. Diviser chaque côté en 4 (larties égales, et, par chaque point de division sur un côté, mener des parallèles aux deux autres côtés; observer que le triangle est alors partagé en 16 triangles égaux. Quel est le théorème que véritie cet exercice?
508. Etant donné un triangle équilatcral de 60 de côté, construire un autre triangle équilatéral dont l'aire soit moitié moindre; calculer son côté pour vérifier la construction.
509. Soit ABC un triangle isocèle rectangle en A, ayant AB=:3o. On construit CD = 3o perpendiculairement à BC ; DE r= 3o perpendiculairement à BD; EF = 3o perpendiculairement à BE. Ainsi de suite. Voir suivant quelle règle se succèdent les aires des carrés construits sur BC, BD, BE, etc., et suivant quelle règle se surcèdent les aires des triangles ABC, ABD, ABE,
510. Con>truirc le triangle rectangle ABC, quelconque; par exemple, AB = 56: AC = 9o, d'où résultera BC=: 106.
Sur BC, et du même côté que A, construire le carré BCDË.
Sur AC, construire le carré ACKG, dont le côté FG passe par D, AG coupant DE en L.
Sur AB, construire le carré ABHK, du côte où se trouve C; HK coupe BC en M.
E se projette sur AG en N.
Observer que le quadrilatère ACDL est commun aux carrés ACFG, BCDE ; que ABMK est commun à ABHK et à BCDE; que les triangles CFD et BEN sont égaux, ainsi que MCK et DLG, et que ENL et BMIl.
Découper ces dilVérents polygones pour les assembler comme le montre la figure, soit {)Our constituer les deux carrés ACFG et ABHK, soit jiour
constituer le cârrc BGDE, et pour obtenir ainsi une flémonfitration pratique du théorème de Pytbagore.
511. Gonstniire le triangle ATtC, ayant AB = .îIq, BC=:6o, CA=:7o; porter sur CA la longueur CI) égale au eùté du carfé dont G A est la diagonale ; mener DE parallèle à AB. Démontrer que H^ divise le triangle en deux parties équivalentes.
Tracer la hauteur GF relative à AB; elle coupe Q^ en H. Vérifier que le carré dont le cAlé est Cil a sa diagonale égale à GF.
512. Reprendre le triangle ABC de l'exercice pppcédcnt. Diviser AC en
5 parties égnles. Soit AD = s de AG. Décrire le d^jmi-cercle de diamètre
AC, élever perpendiculairement h AC la demi-corde DE, rabattre AE en AF sur AG, et mener FH parallèle à GB. Démontrer que le triangle AFII
est les - du triangle ABC. Conclure le moyen de pqrlagcr le triangle ABC
en 5 parties équivalentes par des parallèles à BG.
513. Construire deux carrés, l'un de 20 millimètres de côté, l'autre de 60. Diviser le second en carrés égaux au premier, compter les carres obtenus, o\ voir quel est le théorème vérifié par cet exercice.
514. Même exercice, en prenant 40 et 70 pour les de^x carrés à consiruire, qui seront partagés en centimètres carrés, pour voir qye, si Ton rend 7 fois plus grand le côté d'un carré, son aire est rendue 7* ou 4«) fois plus grande ; et que le rapport des aires des deux carrés est égal au carré du rap^iort des côtés.
EXERCICES THÉORiaUES.
515. Les trois triangles ayant pour base chacun des trois côtés d'un triangle et pour sommet commun le point de concours des médianes de ce triangle sont équivalents.
516. Si les deux triangles ABC, A'B'G' ont les anules A et A' égaux ou
supplémentaires, le rapport de leurs aires est égal au rap()orl jj—-, — ^,-
517. Diviser un triangle en deux paitics équivalentes par une per|»endiculaire à un côté.
518. Étant donné un triangle T, on construit un anire triangle T' dont les côtés sont égaux respectivement aux médianes du triangle T. Démontrer
que le rapport des aires des triangles T' et T est égal à —
519. Dans le trapèze ABCD, les côtés non parallèles AD et BG se coupent en E, et les diagonales se conpent en F. Exprimer, en fonction de AB = fc et de CD = 6' le rapport des aires des triangles EAB et FAB.
520. Construire un polygone semblable à un polygone donné, et dont
l'aire soit égale aux - de l'aire de ce polygone.
LES DÉPLACEMENTS ÉLÉMENTAIRES DROITES ET PLANS
§ 1 • — Détermination et intersection de droite» et plans.
392. — Le plan. — La plus simple de toutes les surfaces est le plauy dont la surface d'une table, d*un mur bien dressé, d'une eau calme, nous donne une idée très exacte.
393. — Propriété caractéristique du plan. — Toute droite gai joint deux pointe qneleoaqnes d^nn ^an est située tont entière dans ce plan.
Si entre deux points d'une bible bien plane on tend ua Til, co fil touchera la table en tous ses points.
394. — Glissement d'un plan sur lui-même. — On peut faire coïncider deux plans quelconques dans toute leur étendue.
Ainsi, si l'on pose un livre sur une table, la couverture du livre touche la table en tous ses points. Une règle à dessin posée sur une planche touche la planche en tous les points de sa surface.
Lorsque deux plans coïncident, on peut faire glisser l'un des plans sur l'autre, sans qu'ils cessent de coïncider.
On peut, par exemple, faire glisser une règle sur une planche, im livre sur une table.
Cette propriété que possède le plan de pouvoir glisser sur un plan avec lequel il coïncide est très importante.
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Nous dirons souvent, pour abréger le langage, que le plan glisse siiv lui-même,
Côtés du plan. — Le plan est une surface illimitée
On (loil considtTer un plan quolconqiie comme n*ayant nueun horrl, comme prolongé indéfiniment dans tous sens.
11 ne serait pas possible de figurer un plan tout entier, aussi, dans la pratique, se contente-t-on d'en figurer une portion.
Dans la suite, jwur figurer un plan, nous représenterons toujours
une portion rectangulaire de ce plan. Ainsi la figure î»43, qui représente une sorte de carte, comme une carte de visite, nous servira à figurer un plan; mais il est bien p / entendu que ce n'est là qu'une por-
— tion du plan et que, par la pensée,
FIg. 143.'— Plan. o" ^^^^ se figurer ce plan prolongé
en tous sens au delà des bords, aussi loin qu*il est nécessaire.
11 y a d'ailleurs une grande diiïérence entre les ligures que nous allons employer dans la Géométrie dansTEspace et celles de la Géométrie plane. En effet» les figures planes sont représentées en grandeur réelle sur la page qui constitue leur plan ; tandis que les figures de l'espace sont représentées e/i pers/?6dit>e, telles qu'on les voit. '
Un plan illimité partage ïespace en deux régions que l'on appelle les deux côtés du plan.
Une ligne quelconque (fig. 244) allant d'un point A, situé d'un certain côté d'un plan P, à un autre point B, situé de l'autre côté, traverse nécessairement le plan P en au moins un point iï intersection C.
Lorsque nous considérerons un plan
comme horizontal ^ c'est-à-dire comme
Fig. a44. ayant la situation de la surface d'une eau
tranquille, nous distlno^erons les deux côtes
plan en disant qu'ils sont le dessous et le dessus du plan.
UKTERMIXATION ET INTERSECTION OE I)I\01TES ET PI,ANS
396. — Semi-plans. — Une droite indéfînie située dans un plan illimité parlage ce plan en deux parties que l'on nomme sêmi-plans.
Ainsi h\ droite D partage le plan P (fig. 245) en deux semi-plans
V et r.
Deux semi- plans formant ensemble un plan illimité sont dits en prolongement Cun de Vautre. On peut rabattre l'un de ces deux semi-plans sur l'autre par rotation autour de la droite qui les sépare. Fig. 245. — Semi-planîi.
Ainsi (fîg. a45), en faisant tourner le plan 1*" autour de D comme charnière, de même qu'on fait tourner une page d*un livre, on peut le rabattre sur 1^, c'est-îi-dire, le faire coïncider avec le semi-plan F.
397. — Détermination du plan. — II est clair que par une droite D on peut toujours faire passer au moins un plan, car il suffit d'amener un plan à contenir deux points de la droite.
Il y a d'ailleurs une infinité de plans passant par D, car dès qu'on en a un, il suffit de le faire tourner autour de D pour en avoir d'autres.
Soient D une droite et P un plan indéfini passant j)ar cette droite {ûg. 246). Soit A un point quelconque de l'es pace non situé sur la droite D. Si l'on fait tourner le plan P autour de D comme axe, les deux semi-plans P' et P" balaient tout l'espace et il arrivera un moment où l'un ou l'autre de ces deux semi-plans contiendra le point A.
A ce moment, le plan P contiendra à la fois le point A et la droite D.
11 y a deux manières de faire passer le plan P par A : soit en amenant le semi-plan P", soit en amenant le semiplan P' à contenir A. Mais dans les deux cas on obtient le même plan indéfini passant par A et D. En résumé :
Par une droite et un point non situé sur cette droite passe un plan et ub «eut.
On dit encore que la A^ droite et le point déterminent
/^\ un plan.
■' ' * ^^ Soient A, B,C, trois points
non en ligne droite. Tout plan contenant les points B et C contient tout entière la droite D(fig. 246) qui joint ces deux points (n** 393). Parsuite, tout plan passant par A, B et C passe par la droite D et le point A; et réciproquement tout plan passant par
Flg. i46. — I>étprmi nation d'un plan. D et A contient les trois
points A, B, G.
Par trois points non en ligne droite passe un plan et ub »enl.
Soient D et D'(fîg. Î147) deux droites qui se coupent en un point O. Prenons sur D' un point A distinct de 0. Tout plan passant par D et le point A, contiendra D', car il contiendra les deux points A et de cette droite.
Par deux droites qui se coupent passe un plan et ub seul.
En résumé :
Un plan est déterminé :
Soit par une droite et un point non situé sur elle; Soit par trois points non en ligne droite; Soit par deux droites qui se coupent.
398. — Génération du plan. — Soient D une droite (Vig. î»4^) et A un point non situé sur elle. Nous savons qu'il
DÉTERMINATION ET INTERSECTION DE DROITES ET PLANS
existe un plan P et un seul qui passe, à la fois, par la droite D et le point A.
Considérons une droite mobile A passant par A et rencontrant D en un point M.
Cette droite ayant deux points, A et M, situés dans le plan P, est 'située tout entière dans ce plan. Si maintenant nous
imaginons que A tourne au- pi^. ,4«. _ cv.ération dn plan. tour de A tout en rencontrant
toujours la droite D, elle restera toujours, dans ses positions successives, A, A', a", A"', etc., située dans le plan P. Elle balaiera tout le plan. Nous pouvons dire qu'elle engendre le plan.
Nous dirons encore que le plan P est le lieu géométrique des positions de la droile mobile A.
On peut imaginer ainsi une infinité de manières d'engendrer un plan par une droite mobile. En voici un autre exemple.
Deux droites D et D' qui se coupent (fig. 249) déterminent un plan P. Toute droite A rencontrant, à la fois, les deux droites D et D' {s'appuyant sur ces deux droites), est sitiiée tout entière dans le plan P puisqu'elle y a deux points, h savoir, les deux points de rencontre avec D et D'. I>ar pig. .ig.-G^néraiion a,, pian. suite, lorsque la droite A se
déplace en s'appuyant sans cesse sur les deux droites D et D', elle reste, dans toutes ses positions A, A', A", A'", etc., située dans le plan P ; elle engendre ce plan.
D;ins le premier cas (fig. 2.48), In droite A pivote autour d'un point fixe A, le plan P est engendré par la rotation d'une droite. Dans le second cas (fig. •i48), on peut sup|)oser que la droite A se déplace parai-
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IMrment ;i ollo-mème, le plan est alors engendré par un mouvement de iroHshlion d*une droite.
(iCtle génération du plan est eourante dans la pratique. Prenons uni; boîte pleine de sable dont le sable déborde bien au-dessus des
bords (fig. a5o). Avec une latte de bois bien rectiligne, appelée rafle, abattons le sable en excès. Le bord de la rafle est une droite mobile rpii s*appuie sur deux droites fixes qui sont les bords de la boîte : elle engendre un plan. De telle sorte que, lorsque la rafle a abattu le sable en excès, la surface du sable est exactement un plan déterminé par les bords de la boîte.
Fig. 25o. — Rafle. Le fil de fer dont on se sert
dans les épiceries pour couper le beurre ou le fromage engendre une surface plane s'il est bien guidé. Le bord tranchant d'un couteau qui coupe un morceau de bois est une droite qui engen(U*e un plan SI la lame du couteau reste bien à plat sur la parte tranchée. Ici on a IVxemple d'un plan (la lame du couteau) qui glisse sur un autre plan qu'il engendre (la surface de la section).
Interseotion d'une ligne et d'une surface
Une ligne donl tous les points ne sont pas situés sur une surface peut cep(»ndant avoir un certain nombre de pojnts communs avec Cette surface. Ces points sont appelés les points d'intersection de la ligne et de la surface.
Ainsi, comme nous l'avons dit plus haut (n" 395), une liçne, joignant deux points situé?; de part et d'autre d'un plan, a au moms un |H)int d'intersection avec ce plan.
400. — Intersection d'une droite et d'un plan. — Théorème — Une droite non située dans un plan ne peut pas le rencontrer en plus d'un point.
Car si la droite avait deux points communs avec le plan elle serait située tout entière dans le plan (n" 393).
401. — Positions relatives d'une droite et d'un plan. — D'après ce qui précède, étant donnés une droite et un plan, il ne peut se présenter que les trois cas suivants :
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i** La droite a au moins deux points dans le plan; elle y est située tout entière.
2° La droite a un seul point d'intersection avec le plan; on dit qu'elle roupe ce plan,
3* La droite n'a aucun point commun avec le plan.
402. — Intersection de deux surfaces. — Deux surfaces qui ne coïncident pas et qui ont ties poinis communs, onl en général une inlinité de poinis communs qui forment une ligne; cette ligne est appelée la ligne d'intersection ou simplement ïintersection des deux surfaces.
Intersection de deux plans. — Théorème
La ligne d'intersection de deux plans, qui ont au moins un point commun et ne coïncident pas, est une droite.
Soient P et P' deux plans ayant un point commun A et ne coïncidant pas {fig. iSi). Il est clair qu'on peut mener dans le plan P' une droite passant par A et non située dans P. Prenons sur cette droite, de part et d'autre de A, deux points B et C; ces deux poinis seront aussi de part et d'autre de P. Toute ligne allant de B en G et située dans le plan P' rencontrera le plan P en au moins un point A'. Ce point A' sera commun aux deux plans P et F. La droite A A' ayant à la fois deux de ses points dans les deux plans P et P' est située tout entière dans ces deux plans. Les deux plans ont donc en commun la droite AA' tout entière.
Ils ne peuvent pas avoir en commun de point en dehors de cette droite, car sans cela ils coïncideraient, puisque
FifeM5i.
- Intersection de deux plans.
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(n" 397), par une droite et un point en dehors il ne passe quiin pl.in.
La droite A A' est donc bien Tinte rseclion entière des deux plans.
Ainsi, (l.-ms unt; chambre, les lif^nes crinlci'seclion des murs entre eux, des murs avec le pkmcher et le plafond, sont des droites.
Position relative de deux plans. — De ce qui
précède il résulte que deux plans peuvent avoir les trois positions relatives suivantes :
V Les deux plans ont au moins trois points communs non en ligne droite : ils coïncident,
2^ Les deux plans se coupent suivant une droite : ils sont sécants.
3^ Les deux plans n'ont aucun point commun.
§ !2. — Translations. Droites et plans parallèles.
405. — Translation rectiligne. — Nous avons déjà défini en géométrie plane (n" 42) le mouvement de translalioii rectiligne. Cette notion peut s'étendre à Vespace.
Considérons un plan lixe P, appelé plan de glissetnent, contenant une droite lixe D, appelée glissière fixe. Soit p un plan mobile contenant une droite d, appelée glissièi^ mobile. Plaçons le plan p sur le plan P de façon que la droite d coïncide avec la droite D. Nous savons que si l'on fait glisser le plan mobilep sur le plan fixe P de façon que la glissière mobile d glisse sur la glissière fixe D, le plan p est animé d'un mouvement de translation rectiligne.
Si maintenant on imagine une figure de Tespace, liée invariablement au plan p et entraînée avec lui, cette figure sera également animée d'un mouvement de translation rectiligne.
Exemple I. — Sur une planchette P (fig. 2 5 a) maintenons fixe une règle plate le long de laquelle nous faisons glisser une équerrc p. In
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objet quelconque placé sur Téquerre sera enlrainé avec elle et sera, par suite, animé aun mouvement de translation rectiligue.
ExEMPiË \L — Le mouvement du tiroir est un des exemples les plus simples d'un mouvement de tntnslation rectiligne.
Le fond du tiroir est le plan mobile p qui glisse sur un plan fixe P.
Le tiroir tout entier, tous les objets qu'il contient, sont entraînés avec le fond p et sont animés d'un mouvement de translation.
ExbmpleIU.— Un train qui se meut dans une partie de la voie ferrée où les rails sont bien rectilignes est animé d'un mouvement de translation (abstraction faite du mouvement de rotation des roues).
406. — Postulat de Méray. — Deux translations rectilignes successives peuvent être remplacées par une seule.
Nous avons déjà énoncé et longuement expliqué ce postulai en géométrie plane (n" 43).
Fig. i5a. — Translation rectiligne.
4Q7 — Principe. — Dans toute translation rectiligne: V La trajectoire d'un point mobile est un segment de droite et cette droite est une glissière.
2^ Tout plan passant par une glissière est un plan de glissement,
11 faut bien se pénétrer des diverses circonstances énoncées ci-dessus pour avoir une idée bien nette de ce que c'est qu'un mouvement de translation cUins son ensemble.
Ainsi, si nous reprenons l'Exemple 1, plusbaut, un point M (fig. 1S2) d'un objet, placé sur l'équerre, décrit dans l'espace une droite. Tous les points M, R, S, N, etc. de l'ensemble mobile décrivent des droites MM', RR', SS', NN', etc. Ces droites sont des glissières, c'est-à-dire qu'elles glissent sur elles-mêmes dans le mouvement de translation.
Dans le mouvement du tiroir, les quatre arêtes longitudinales du
tiit)ir sonl quatre glissières, les quatre faces du tiroir sont quatre plans de glissement.
408. — En résumé, dans un mouvement de translation rectiligne :
I* H jf a une infinité de glissières.
Par tout point passe une glissière qui est la trajectoire de ce point.
a* Il y a une infinité de plans de glissement.
Tout plan passant par une glissière est un plan de glissement, c'est-à-dire glisse sur lui-même.
Par une glissière passe une infinité de plans de glissement.
Un mouvement de translation rectiligne est parfaitement défini dès qu'on connaît deux points homologues A et A'. La glissière est la droite AA' et un plan quelconque passant par AA' est un plan de glissement.
409. —Droites parallèles. — Définition. — Deux droite^ de Vespace sont dites fMirallèles lorsque l'une se déduit de Vautre par une translation rectiligne,
410. — Théorème. — Deux droites parallèles qui ont un point commun coïncident*.
* Soient en effet D et D' deux droites parallèles (fig. iSI) ay;inl un point commun Â. D' se déduit cTe D par
D' A! ""® translation. Celle translat'on trans-
Q '/\ ' porte le point A de D en un point A.' de
D'. AA' est donc une glissière. Or, A et
Fig. *53. A' étant tous deux sur D', cela revient
à dire que D' est une dissière, qui glisse
sur elle-mcme dans la translation; donc elle coïncide avec D.
411. — Théorème. — Deux droites parallèles distinctes D et D' sont dans un même plan et ne se rencontrent pas.
Il est d'abord évident qu'elles ne se rencontrent pas, car
1- Cette déinonstratioii est celle du princi|)e du n* 49. On pourra dans une première lecture la passer ainsi que toutes celles marquées d'une asléi4sque dans la suite.
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sans cela elles coïncideraient en vertu du théorème précédent.
Soit alors A' (fig. a54) le point de D' où vient se placer le point A de D après la translation qui amène D en D'. La droite AA' est une glissière.
Donc le plan P passant par Fig. a5i.
D et AA' est un plan de glissement et par suite, la droite D, dans la translation, rcsle dans ce plan qui contient donc D'.
412. — Théorème. — Deux droites parallèles à une troi'sième sont parallèles entre elles.
En effet, dire que les droi- — _— — —
les D' et D" (fig. ^55) sont pa-
rallèlcs à D, c'est dire qu'il D'
existe une translation qui q^ ^
amène D' en D, puis une au- — ^— — ^— — — - Ire qui amène D en D". Ces ^'^s- '''' " ^'^''^^ fnraiièios. deux translations peuvent
être remplacées par une seule qui amène D' en D" (n"* 406); ces deux droites sont donc parallèles.
Théorème. — Par tout point de l'espace on peut
mener une parallèle à une droite donnée D et on ne peut en mener gu'nne.
Soit, en effet, A un point de D (fig. î»56). La translation de glissière AO, qui amène A en O, amène D en D', parallèle passant par 0.
Cette droite D' est d'ailleurs la seule parallèle à D Fig. 256.
passant par 0, car toute autre parallèle à D passant par sera aussi parallèle à D'
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et par suite coïncidera avec D', puisqu'elle la rencontre en (n« 410).
AU. — Remarque. — 11 est bon de remarquer ici qu'il y a une infinité de translations qui transportent D en D', car on peut prendre abitrairement A sur D.
Il y a donc une infinité de glissières telles que AO.
Mais toutes ces translations ne fournissent q\ïune seule parallèle D' à D.
415. — Principe. — Dans une translation rectiligne toutes les glissières sont parallèles entre elles.
Par exemple dans le mouvement de translation d'une équerre sur une planche (fig. i5a) les trajectoires MM', RR\ SS', iNN',elc...,des divers i)o.nts entraînés avec Féquerre, sont des jilissières et sont parallèles à la glissière D le long de laquelle glisse Féquerre.
Dans un tiroir, les quatre arêtes du tiroir sont quatre glissières parallèles.
416. — Corollaire. — Deux glissières quelconques sont dans un même plan et ce plan est un plan de glissement.
Ainsi (fig. u5a) les deux droites parallèles MM' et RR' sont dans un même plan et ce plan glisse sur lui-même dans la translation.
Dans un tiroir, les quatre faces du tiroir sont des plans de glissement contenant chacun deux glissières.
417. — Réciproque. — Lorsque plusieurs droites sont parallèles j dans toute translation jfour laquelle Vune d'elles est glissière j les autres le sont aussi.
418. — Théorème. — Dans une translation rectiligne tous les points de la figure mobile décrivent des segments rectiligneSy égaux, parallèles et de même sens.
Cette proposition a été démontrée en géométrie plane (n''* 60 à t2).
419. — Positions relatives de deux droites. — Étant données deux droites dans l'espace il peut arriver que :
1* Elles soient dans un même plan. Dans ce cas : ou bien elles se coupent, ou bien elles ne se rencontrent pas,
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et alors, en vertu de la réciproque au ii* 411, détiiuritréc en géométrie plane (n" 55), elles sont parallèles.
•j"* Elles ne soient pas dans un même plan; dans ce eus elles ne peuvent pas se rencontrer, car si elles avaiejiL un point commun, elles détermineraient un plan (|ul les contiendrait (n*» 397).
En résumé :
Deux droites de V espace peuvent :
!• Coïncider, lorsqu'elles ont âu moins deux points communs;
2k» Être sécanUM, lorsqu'elles oui un point commun. Elles déterminent alors un plan;
y Être parallèles, lorsqu'elles sont dans an même plan et ne se rencontrent pas ;
4» Ke pas être dans un même plan ; dans ce cas elles ne sont pas parallèles et ne se rencontrent pas.
Par exemple si nous considérons la boile de la figure 257, p les deux droites AB et AC sont sécantes, elles sont dans le plan ABDC.
Les deux droites AC et BD sont parallèLs ; elles sont dans le même plan ABDC.
Les deux droites AC et EF ne sont pas dans un même plan ; elles ne se rencontrent pas, si loin qu'on les prolonge.
Fifi;. 1&7.
420. — Plans parallèles. — Définition. - Deux plans sont dits parallèles lorsque Vun se déduit de Vautre par une translation rectiligne,
421 . — Théorème . — Deux plans parallèles qui ontunp oin t commun coïncident,
♦Soient P et I*' deux plans parallèles ayant un point conunun A (fig. a58). F se déduit de P par une translation. Cette translation transporte le point A de P en un certain point A' de F. A A' est donc une glissière. Or, A et A' étant tous dcu\ i\\\\\s V\ le phin I'' iM n\\
{flan de giissementf puis(ju'ii contient la glissière A.V. 11 glisse sur ui-méme dans la translation, donc il coincide avec I*.
422. — Théorème. — Deux plans parallèles distincts n'ont aucun point commun .
Car s'ils en avaient un ils coïncideraient.
Théorème. — Deux plans parallèles à un troisième sont parallèles entre eux.
Dire, en effet, que les plans P' et P" {Vig. aSg) sont parallèles au plan P, c'est dire qu'il existe une translation qui amène P' en P, puis une autre qui amène P en P". Ces deux translations peuvent être remplacées par une seule qui amène F en P". Ces deux aSg. — Plans parallèles. plans sont donc parallèles.
424. — Théorème. — Par tout point de l'espace on peut mener un plan parallèle à un plan donné P, et un seul.
Soit A un point de P (fig. a6o). La translation de glissière AO, qui amène A en 0, amène évidemment le plan P eu une position P' parallèle à P et passant par 0.
Ce plan P' est d'ailleurs le seul qui convienne, car tout plan parallèle à P et passant par est aussi parallèle à P' et par suite coïncide avec lui, puisqu'il le rencontre en 0.
425. — Théorème. — Lorsque deux plans sont parallèles, toute droite qui rencontre Fun rencontre Vautre.
Fig. 260.
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On peut se rendi'e compte de l'exactitude de cette proposition de h façon suivante. Soient P et P' (fig. tx6i) deux plans parallèles et A une droite qui coupe le plan P en A. Si Ton effeclue une translation de glissière A le p'an P balaiera tout IVspaco et il arrivera un moment où il passera par un point de P'.
A ce moment; il coïncidera avec P', et le \mn{ A, qui s*est déplacé sur la glissière A, occupera une position A' à la fois sur A et dans P',
426. — Théorème. — Lorsque deux plans sont parallèles, tout plan qui rencontre l'un rencontre Vautre, et les deux droites d'intersection sont parallèles.
Soient P et P' (fig. aôî) deux plans parallèles et II un plan qui coupe le plan P suivant la droile D. Menons par un point de D, dans le plan II, une droite A distincte de D. Elle coupera P' en un certain point 0'. Si Ton effectue la translation de glissière A qui amène en O'ie plan P viendra coïncider avec P'; le plan n étant un plan de glissement, la droite D se déplacera dans ce plan et viendra en une position D', parallèle à D, passant par 0', située à la fois dans n et dans P'. Le plan n coupe donc à la fois les deux plans P et P' suiv&nt deux droites D et D' qui sont parallèles puisqu'elles se déduisent l'une de l'autre par translation.
Fig. 36a.
Intersection de deux plans parallèles par un troisième.
Théorème
mun sont parallèles.
- Deux plans qui n*ont aucun point corn-
Soient P et P' deux plans qui n'ont aucun point commun (fig. a63). Menons par un point O de P' un plan n parallèle à P : il coïncide avec P', car^ s'il n'en était pas ainsi, F coupant n couperait le plan parallèle P, ce qui est contraire à rhypothèse.
Fig. »63.
428. — Droite et plan parallèles. — Définition. — Une droite et un plan sont parallèles s'il existé une translation qui amène la droite à être
contenue dans le plan, ou, ce qui levient au même, s'il existe une translation qui amène le plan à passer par la droite.
429. — Conséquence I. — Lorsqu'une droite D est parallèle à une droite D' d'un plan P, la droite D est parallèle au plan P.
Car (fig. a64) la translation qui amène D à coïncider avec
D' amène aussi D à être située dans P.
Fig. a64.
430. — Conséquence II. — Lorsque deux plans sont parallèles toute droite contenue dans Vun est parallèle à Vautre.
Car si les deux plans P et P'sont parallèles (Vig. a65), la translation qui amène P' à coïncider
Fig. 265. ^^ , . ^, ,
avec P, amène aussi P a passer par toute droite D du plan P ; donc D est parallèle à P'.
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431. — Théorème. — Lorsqu'une droite parallèle à un plan a un point commun avec ce plan, elle y est située tout entière.
*Soit D une droite parallèle a un plan P et ayant un point A dans ce plan (fig. a66). La translation qui amène le plan P à passer par D amène le point A en A et le plan P en •F passant par D. Ce plan P' contient A' et aussi A, puiscpi'il contient D. Comme A A' est une glissière, le plan V est un plan de glissement; il coïncide donc avec P, Fig. a66.
qui par suite passe par D.
432. — Théorème. — Toute droite parallèle à un plan et non située dans ce plan n'a aucun point commun avec ce plan.
Car si elle en avait un, elle serait, d'après le théorème précédent, tout entière dans le plan.
433. — Théorème. — Lorsque deux droites sont parallèles , tout plan parallèle à Vune est
parallèle à Vautre. q^
Dire que D' (fig. 267) est pa- q —
rallèle à D revient à dire qu'il existe une translation qui amène D' en D. De même si D est parallèle au plan P, il existe une translation qui
^ Fig. 267.
amène D dans le plan P. Ces
deux translations peuvent être remplacées par une seule
qui amène D' à être située dans le plan P.
434. — Corollaire. — Si par un point d^un plan P on mène une droite D' parallèle à une autre droite D parallèle au plan, la droite D' est tout entière située dans le plan P.
Car D' est parallèle au plan P (ûg. 264) et a un point commun avec ce plan.
435. — Théorème. — Tonte droite parallèle à deux plans qui se coupent est parallèle à leur intersection ; et récipro-
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qnemeat toute droite parallèle à V intersection de deux plans est parallèle à ces deux plans.
Soient P et F deux plans et D une droite qui leur est parallèle (fig. 268).
Par un point de Tinterseclion des deux plans Aienons la parallèle A à D.
D'après le corollaire précédent, A s(?ra siluée à la fois dans les deux plans P et P'; c'est donc leur iutersection.
Réciproquement, si D est parallèle
à \ elle est (n° 429) parallèle aux deux plans P et P' qui
contiennent A.
Fiff. a68.
Fij?. 169-
Corollaire. — Si une droite D est parallèle à un
plan P, tout plan U passant par D, qui coupe P, le coupe suivant une droite D' parallèle
Car D est parallèle à la fois aux plans P etn; donc elle est parallèle à leur intersection D' (fig. 269).
437. — Théorème. — Lorsque deux plans sont parallèles, touto droite parallèle à l'un est
parallèle à Vautre.
Dire que le plan P (fig. 270) est parallèle au plan P', c'est dire qu*il existe une transla tion qui amène P en P'. De même, dire que la droite D est parallèle au plan P', c'est dire qu'il existe une Pi^ ^^„ translation qui amène P'
à passer par D. Ces deux translations peuvent être remplacées par une seule
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qui amène P à passer par D; donc D est parallèle à I'.
438. — Théorème. — Psir tout point de Vespace, on peut mener une infinité de droites
parallèles à un plan P.
Le lieu géométrique de ces droites est le plan P' parallèle à P passant par 0.
Car toute droite passant par (fig. Î71) et située dans P' est (n" 430) parallèle à P. Inversement toute droite parallèle à P passant par est aussi parallèle à F el, par suite, est située dans P' puisqu'elle y a un point 0.
439. — Théorème. — Toute droite qui ne rencontre pas un plan est parallèle à ce plan.
Soit D une droite qui ne coupe pas le plan P (fig. 271).
Menons par un point de D un plan P' parallèle à P. La droite D est située dans le plan P' car, s'il n'en était pas ainsi, la droite D coupant F rencontrerait le plan parallèle P, ce qui est contraire à rhypolhèse.
Fig. 171.
Fig. 272.
440. — Théorème. — Lorsque deux angles ont leurs côtés respectivement parallèles et de même sens :
V Les deux angles sont égaux; 2" Leurs plans sont parallèles.
Soient BAC et B'A'C (fig. 273) deux angles tels que AB et A'B', AGet A'C soient parallèles et de même sens. La trans-
lation de glissière AA' qui amène A en A' fait coïncider les deux angles et leurs plans.
Remarque. — Lorsque Ton sait de deux angles qu'ils ont leurs côtés respectivement parallèles, sans rien savoir sur les sens, on peut seulement dire que ces deux angles sont égaux ou svpplémentaires [n~ 109, 110 et 111].
441. — Angle de deux droites. — Définition. — On appelle angle de deux droites de V espace, Vangle formé par les parallèles menées à ces deux droites par un point arbitraire de l'espace,
Cetle définition est bien légitime, car, d'aprèsle théorème précédent, Tangle ainsi défini est toujours le même quel que soit le point par lequel on mène les parallèles.
Remarque. — Deux droites indéfinies forment quatre angles deux à deux égaux.
Deux droites illimitées forment donc entre elles deux angles, l'un aigu,rautre obtus.
Soient alors D et D' deux droites de l'espace (fig. 2174).
Par un point menons les parallèles A et A' à ces deux F'ff. 274. droites. L'angle des droites D
et D' sera l'un des deux angles formés par A avec A'; généralement on prend rangle aigu AOA'.
442. — Angle de deux semi-droites. — L'ambiguïté précédente n'existe pas si l'on a affaire à des semi-droites
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Soient en effet D et D' (fig. ajS) deux droites sur lesquelles nous choisissons des sens de parcours marqués par les flèches. Par un point O de l'espace, menons les semi-droites A et A' respectivement parallèles aux droites D et D' et de même sens.
Nous obtenons ainsi un an-
gle AOA' bien déterminé.
443. — Droites rectangulaires. — Deux droites de Vespace (qui peuvent ne pas se rencontrer) sont dites reetangnlair^s ou perpendienlaires entre eUemsi leur angle est droit.
11 résulte immédiatement de cçtte définition que : Si plusieurs droites sont parallèles.^ toute droite pei^endiculaire à Cune d'elles est pei^endiculaire aux autres.
444. — Remarque. — Lorsque deux droites D et D' sont parallèles, les parallèles A et A' menées à D et D' par un point coïncident. L'angle de A et A' est nul. On est donc conduit à dire que deux droites parallèles font entre elles un angle nul.
§ 3. — Annules dièdres. Rotations. Plans et droites perpendiculaires.
445. — Angle dièdre. — Définition. ~ On appelle angle diéilre la figure formée par deux semi-plans isBUS de la même droite.
Les deux semi-plans sont appelés les faces du dièdre; leur droite commune est appelée Varête du dièdre.
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Pour désigner un dièdre, on place deux lettres sur
l'arête et une lettre dans chaque face, et on énonce les deux lettres de l'arête entre celles qui désignent les faces.
Ainsi ]i\ (H(\hv. AHCD ost celui qui a pour fnces A ot D et pour arête BC (fig. 276).
Fijî. >76.
Di^d^o.
Fig. 177.'— Angles dièdres égaux.
446. — Angles dièdres égaux. — Deux angles dièdres sont dits égaux lorsqu'on peut transporter l'un de façon à le faire coïncider avec l'autre, de telle sorte que les deux faces du premier coïncident avec les deux faces du second.
Exemple. — Deux angles dièdres, dont les faces sont des semi-plans respectivement parallèles et de même sens^ sont égaux.
En effet si (fig. 277) les
dièdres ABCD et A'B'C'D' sont tels que les semi-plans A et A', D et D' soient respectivement parallèles et de même sens, la translation qui amène C en un point quelconque de B'C fait coïncider A avec A', D avec D et par suite les deux dièdres.
Angles dièdres adjacents
— Somme de deux angles dièdres. — Deux dièdres ADEB et BDEC rfig. ^78) sont dits adjacents lorsqu'ils ont même arête DE, une face commune BDE, et que les faces
non communes ADE et CDE sont de part et d'autre de la
face commune.
Fig.278. — Dièdres adjacents.
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L'angle dièdre total ADEG est ce qu'on appelle la somme des deux dièdres adjacents ADEB et BDETC.
Loi-sque deux, dièdres ne sont pas adjacents on les transporte, pour faire leur somme, de façon qu'ils deviennent adjacents.
448. — Mesure d'un axigle dièdre. — Considérons {fig. 379) plusieurs angles dièdres égaux de même arête XY, AXYB, BXYC, CXYD, DXYE et successivement adjacenis. Le dièdre total AXYE est la somme de 4 dièdres égaux au dièdre AXYB; le dièdre AXYE est donc égal à 4 fois le dièdre AXYB.
De la même façon on pourra former un dièdre égal à 5, 6, 8, 10, 20, 180 fois un angle dièdre donné.
Inversement le dièdre AXYB est le quart du dièdre AXYE, et q on peut imaginer qu'un dièdre ^ quelconque soit partagé en 5, 6, 8, 10, 20, 180 dièdres égaux dont il est la somme. En d'autres termes on conçoit l'existence d'un dièdre qui est le cinquième, le sixième, le dixième, etc., d'un dièdre donné. '^* "'^*
Pour mesurer les angles dièdres on prend comme unité d'angle dièdre le degré.
Le degré d'angle dièdre est tel que 180 degrés forment un dièdre dont les deux faces sont en prolongement l'une de Vautre.
Chaque degré d'angle dièdre comprend 60 minuCes, et chaque minute comprend 60 secondes d'angle dièdre.
La mesure d'un angle dièdre est le nombre de degrés, minutesy secondes et fractions de secondes quil contient.
On peut également prendre comme unité le cjrade qui est un angle dièdre tel que aoo grades valent 180 degrés.
449. — Angle dièdre droit. — Un angle dièdre de 90 degrés est dit droK.
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Il en résulte que la somme de deux dièdres droits a
pour mesure 180 degrés, c'està-dire que deux angles dièdres droits adjacents AXYB et BXYC (fig. ï8o) ont les faces non communes AXY et CXY en prolongement l'une de Tautre.
Fig. 280. — Angles dièdres droits.
450. — Rotation. — On appelle roCatioB tout déplacement d'une figure invariable dans lequel tous les points d'une certaine droite, appelée axe de rotation, restent fixes.
Le inouvement d'une poite autour de ses gonds est une rolalion. La lig:ue des gonds est Tuxe de rotation.
Le mouvement d'une roue autour de son essieu, celui d'une manivelle, d'une girouette, etc., sont des mouvements de rotation.
451. — Théorème. — Dans une rotation, tous les semi-plans issus de Vaxe tournent du même angle dièdre qu'on appelle i'angle de la rotation.
Soit XY l'axe de rotation (fig. iSi), et P et P' deux seraiplans issus de XY. Effectuons une rotation de Tensemble autour de XY.
Les deux semi-plans P et P' viendront en P4 et P', et l'angle dièdre PjXYP', est égal à l'angle dièdre PXYP', puisqu'il en est déduit par rotation. Si à ces deux angles dièdres égaux on ajoute (ou retranche) l'angle dièdre P'XYP,, on conclut que les deux dièdres PXYP^ et P'XYPi, dont ont tourné les deux semi-plans P et P', sont égaux. Ainsi deux semî-plans quelconques tournent du même angle dièdre.
Gonsé^iuence. — Si l'angle de rotation est de
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453. — Symétrie par rapport à une droite. — Deux figures sont dites symétriques par rapport à une droite lorsque l'une se déduit de Vautre par une rotation de i8(P autour de la droite.
Deux figures symétriques par rapport à une droite sont évidemment égales, puisqu'elles coïncident après une rotation de 180O autour de l'axe.
En particulier :
Deux dièdres opposés par Varêle sont égaux, car ils sont symétriques par rapport à l'arête commune.
454. — Théorème. — Lorsqu'on fait tourner un semi-plan autour de son arête ^ toute perpendiculaire tracée dans ce semiplan sur cette arête engendre un plan.
Soit XY l'axe de rotation (fig. 282) et AXY un semi-plan issu de XY. Menons dans ce semi-plan la perpendiculaire OA à XY. Faisons tourner ce plan d'un angle quelconque pour l'amener en BXY ; la perpendiculaire OA viendra en OB. Les deux droites OA et OB déterminent un plan P. Soit OC la droite d'intersection de ce plan P avec un semi - plan quelconque issu de XY. Il suffît de prouver que OC est perpendiculaire sur XY. Or, une rotation de 180O autour de XY
amène les trois semi-plans A, B, G en A', B', C suivant leur prolongement. Comme OA et OB sont perpendiculaires à XY, elles se placeront suivant leurs prolongements OA' et OB' et, par suite, dans /ep/an P. La droite OC
Fig. a8a.
viendra se placer en OC dans le plan B'OA', donc dans le plan P. Les droites OC et OC sont donc en prolongement suivant l'intersection de P et du plan CXYC, et comme
les angles COX et COX sont égaux (puisqu'ils coïncident par rotation de iSo»), on conclut qu'ils sont droits.
Tous les semi-plans passant par XY coupent donc le plan P suivant une perpendiculaire à XY.
Droite et plan perpendiculaires. —Définition
— Des théorèmes précédents, il résulte que :
Le lieu géométrique des droites perpendiculaires à une droite donnée en un point de cette droite est un plan.
Ce plan est dit perpendiculaire ii lit droite en ce point, et réciproquement la droite est dite perpendlenlalre au plan.
On peut donc dire que :
Une droite est perpendiculaire à un plan lorsqu'elle est perpendiculaire à deux droites passant par son pied dans le plan; elle est, dans ce cas, perpendiculaire à toutes les droites passant par son pied dans le plan.
On peut aussi énoncer le théorème suivant :
Théorème
— En un point d'un plan on peut élever une perpendiculaire à ce plan et une seule.
Soit un plan P et un point de ce plan (fîg. 283). Prenons une droite quelconque D', et, en un point 0' de celte
Fig. 283.
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La droite D' viendra occuper la position D perpendiculaire à P en 0.
Cette .droite D est d'ailleurs la seule perpendiculaire à P en O; car soit D, une autre droite passant par 0. Le plan DOD, coupe le plan P suivant une droite A et, dans ce plan, D étant perpendiculaire à A, D, ne l'est pas.
La droite D, n'étant pas perpendiculaire à A n'est pas perpendiculaire au plan.
458. — Circonstances générales du mouvement de rotation. — De ce qui précède, il résulte que :
Dans un mouvement de rotation autour d'un axe:
V II existe une infinité de plans (perpendiculaires à Vaxe) qui glissent sur eux-mêmes dans le mouvement de rotation;
2° Tout point lié invariablement à Vaxe décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre est sur Vaxe.
Soit, en effet, XY l'axe (fig. a84) et M un point lié invariablement à cet axe. Dans le plan déterminé par XY et M, abaissons de M la perpendiculaire MO sur l'axe. Dans la rotation autour de XY, le point O reste fixe, la droite OM, perpendiculaire à XY, décrit {n" 454) le plan P per- | Y
pendiculaire en à XY, et Fig. asi. — Rotation.
comme la distance OM est
constante, le point M décrit, dans le plan P, un cercle de centre O et de rayon OM.
11 est clair, d'ailleurs, qu'il n'y a pas d'autres plans glissant sur eux-mêmes que ceux qui sont perpendiculaires à Taxe ; car, si un plan P (Vig. 283) glisse sur lui-même une rotation de i8o« amène une droite OM en son prolongement
BouRLET. — Éléments de géom. 20
Fig. a85.
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OM',et les deux angles.MO)C et M'OX, étant égaux et sup plémentaires, sont droits. L'axe XY est donc bien perpendiculaire à toute droite OM passant par son pied O dans le plan P.
Théorème. — Lorsqu'une droite est perpendiculaire
à un plan, elle est perpendiculaire à toutes les droites de ce plan (même celles qui ne passent pas par son pied).
Soit D une droite perpendiculaire à un plan P au point O {fig. 285). Soit D' une droite du plan P. Menons par O une parallèle A à D'; elle sera située dans le plan P, et l'angle Aob est (n" 441) l'angle des
deux droites D et D'. Or cet angle est droit, puisque D est
perpendiculaire à P.
460. — Théorème. — Lorsqu'une droite est rectangulaire avec deux droites non parallèles d'un planj elle est perpendiculaire à ce plan.
Soit D une droite rectangulaire avec deux droites D' et
D' d'un plan P (fig. 186). D abord D ne peut pas être parallèle au plan P, sans cela une parallèle à 1> tracée dans le plan serait perpendiculaire à la fois sur D' et D", ce qui est impossible. Soit alors O le point où D coupe le plan P.
Les parallèles A' et A" à D' et D" menées par sont perpendiculaires à D, d'après Thypothèse; le plan P est donc perpendiculaire à D.
Fig. 281
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461. — Théorème. — Deux plans perpendiculaires à nne droite sont parallèles.
Soient P et F deux plans perpendiculaires à la droite D en O et O' {fig. 287). Menons par D deux semi-plans quelconques qui coupent les plans P et P' suivant OA, OB et O'A', O'B'. Les droites OA et O'A' sont parallèles comme étant perpendiculaires à D dans un même plan. De môme 08 et O'B sont parallèles.
Les plans P et F des deux angles AOB et A'O'B' sont donc parallèles (n" 440).
462. — Théorème. — Lorsque deux plans sont parallèles, toute droite perpendiculaire à Vun est perpendiculaire à Vautre.
Soient P et P' (fig. 287) ^''^' ^^^'
deux plans parallèles et D
une droite perpendiculaire à P. Dans toute rotation autour de D, le plan P glisse sur lui-même. Le plan P' reste parallèle à P, donc à lui-même et, comme le point 0' où il coupe D reste fixe, il coïncide avec lui-même dans le mouvement.
463. — Théorème. — Lorsque deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à Vune est perpendiculaire à Vautre,
Fig. a88.
Soient D et D' {ùg. 288) deux droites parallèles et P un plan perpendiculaire à D en 0, qui coupe D' en O'. Dans
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la translation do glissière 00' qui amène O en O', le plan P glisse sur lui-même, et D vient coïncider avec D'. DoncD' est aussi perpendiculaire à P.
464. — Théorème (Réciproque du précédent). - Deux droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles.
Soient D et D' (Vxg. aSc)), deux droites perpendiculaires au plan P en et O'. Dans la translation de glissière 00' le plan P glisse sur lui-même. Le point vient en O' et la droite D devient la perpendiculaire élevée en O'au plan P.
Elle coïncide donc avec D', puisqu*en 0' on ne peut élever qu'une perpendiculaire à P (n- 457).
465. — Problème. — Par un point extérieur à un plan, abaisser une perpendiculaire sur ce plan.
Soient P le plan et le (fig. 289). En un point quelconque O' du plan P, élevons une perpendiculaire D' au plan P (n* 457). La perpendiculaire cherchée est la parallèle D à D^ menée par O. Cest d'ailleurs la seule puisqu'il n'y a qu'une parallèle à D' passant par O.
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le plan P' perpendiculaire à D (n* 455). Le plan cherché est le pian P parallèle à P' passant par O. C'est d'ailleurs le seul puisqu'il n'y a qu'un plan parallèle à P' passant par O.
467. — Angle plan d'un dièdre appelle ansle plan ou angle reetllii^e d'un angle dièdre T angle formé par les deux semidroites d'intersection de ce dièdre par un plan perpendiculaire à son arête.
Ainsi coupons le dièdre ACDB (fi^. 29 1) par le plan P perpendiculaire à son arête CD. Les deux semi-droites d'intersection OA et OB avec les faces du dièdre sont perpendiculaires en à Tarète CD. L*angle AOB est l'angle plan ou rectiligne du dièdre.
Définition. — On
Fig. 191. — Uecliligne d'un dièdre.
468. — Théorème. — Les rectilignes de deux dièdres égaux sont égaux, et réciproquement ; deux dièdres sont égaux lorsque leurs rectilignes sont égaux.
Soient ACDB et A'C'D'B' deux dièdres (fig. 292); AOB et
A'O'B' leurs rectilignes.
i" Si CCS deux dièdres sont égaux et qu'on les fasse coïncider de façon que O' coïncide avec 0, les rectilignes coïncident évidcniment.
:i* Si les rectilignes sont égaux, transpor-
tons l'angle A'O'B' sur l'angle égal AOB, la droite CD' perpendiculaire au plan A'O'IV viendra se placer suivant la perpendiculaire en O au plan AOB, et par suite coïncidera avec CD. Les deux dièdre;* coïncident; ils sont donc égaux.
Fig. 292.
469. — Mesure d'un angle dièdre. — Théorème. — Un angle dièdre a même mesure que son reciiligne.
Remarquons d'abord que le rectiligne de Tangle dièdre de I® est un angle plan de i®, car i8o angles dièdres, égaux à I^ ont pour somme un dièdre dont les faces sont en prolongement; si Ton coupe tous ces dièdres par un plan perpendiculaire à leur arête commune, leurs rectilignes sont i8o angles plans égaux dont la somme est un angle dont les côtés sont en prolongement. Chacun de ces rectilignes vaut donc i® d'angle. Ceci posé, il est clair qu'un angle dièdre contiendra autant de degrés d'angle dièdre que son rectiligne contiendra de degrés d'angle plan.
Considérons par exemple (fig. ag'î) un angle dièdre AOO'B de 8 degrés dièdres.
Menons par Taréte 00' les sept semi-plans qui parUigent le dièdre en 8 dièdres, égaux chacun à i®. Si nous couj>ons la figure par le plan perpendiculaire en
à 00', ce »lan coupe le dièdre suivant son rectiligne AOB et les semi-droites a'interseclion avec les semi-plans de partage divisent l'angle plan AOB en 8 angles plans, égaux chacun à i». L'angle AOB vaut donc S^ d'angle.
Si l'on fait tourner la face OAO' autour de 00' pour l'amener en coïncidence avec la face OBO', un point M de cette face décrit (n" 458) un arc de cercle MM' dans un plan per})endiculaire à 00', et cet arc a
même mesure que le rectiligne AOB du dièdre, et par suite même mesure que le dièdre.
470. — Propriétés des angles dièdres. — Tout ce que nous avons dit en géométrie plane relativement aux angles plans de môme sommet s'applique alors immédiatement aux angles dièdres de môme arête.
Il nous suffira d'énoncer ces définitions et propositions.
Un dièdre plus petit que 90° est dit aigu.
Fiff. 293.
Alesure d'un dièdre.
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Un dièdre plus grand que 90» est dit obtus.
Deux dièdres sont complémentaires lorsque leur somme est égale à 90**; ils sont dits supplémentaires lorsque leur somme est égale à ï8o®.
Deux dièdres adjacents dont les faces non communes sont en prolongement sont supplémentaires,
La som.me des angles dièdres consécutifs f marnés par des semi-plans issus d'une même droite est égale à 36o*>.
Les plans bissecteurs de deux dièdres adjacents supplémentaires forment entre eux un angle dièdre droit.
Considérons
Fig. 294. — Plans perpendiculaires.
Plans perpendiculaires
(fig. 394), un angle dièdre droit AOO'B. Prolongeons les deiix faces au delà de Taréle. Nous formons ainsi quatre dièdres i, a, 3, 4 qui sont tous droits. Car i et 3 sont égaux comme opposés par l'arête (n" 453) ; 4 et 2 sont droits comme suppléments de l'angle droit i.
Les deux plans AA' et BB' qui forment autour de leur intersection quatre dièdres droits sont dits perpendiculaires.
Deux plans sont dits perpendiculalr<»i lorsqu'ils forment autour de leur intersection quatre angles dièdres droits. Il suffit pour cela que i*an des quatre dièdres soit droit.
472. — Théorème. — Lorsqu'une droite D est perpendiculaire à un plan P, tout plan Q passant par D est perpendiculaire au plan P.
Soit 00' la droite d'intersection [fig. 295) des plans Q et P. Dans le plan P, par le pied O de D, menons la perpendicu-
laire OA à 00'. L'angle DOA est droit puisque OD est
3lt!
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Fiff. 295.
perpendiculaire sur le plan P. C'est d'ailleurs le rectiligne
du dièdre POO'Q, qui est donc droit. Les deux plans P et Q sont perpendiculaires.
473. — Théorème. — Lorsque deux plans sont perpendiculaires, toute perpendiculaire menée dans Vun d'eux à leur intersection est perpendiculaire à Vautre.
Soient P et Q (fig. 195) deux plans perpendiculaires et D une droite du plan Q perpendiculaire à rinlerseclion 00' des deux plans. Menons, dans le plan P, la perpendiculaire OA à 00'. L'angle DOa, étant le rectiligne du dièdre POO'Q, est droit. La droite OD est donc perpendiculaire sur OA; comme elle est aussi perpendiculaire à 00', elle est perpendiculaire à deux droites du plan P, donc perpendiculaire à ce plan.
474. — Théorème. — Lorsque deux plansP et Q sont rectangulaires, si d'un point A de Q on abaisse une perpendiculaire sur le plan P, elle est située tout entière dans le plan Q.
Soit D la perpendiculaire abaissée de A sur P (fig, 295). Abaissons de A. dans le planQ, la perpendiculaire AO sur
l'intersection 00' des deux plans. D'après le théorème précédent, AO est perpendiculaire au plan P, donc elle se confond avec D, qui, par suite, est située dans le plan Q.
475. — Théorème. — L'jjitersection de deux plans perpendiculaires à un troisième ' perpendiculaire à ce troisième.
Fig. 29G.
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Soient P et Q deux plans perpendiculaires au plan R (Hg. 096). Si par un point A de leur intersection on abaisse la perpendiculaire AO sur le plan R, elle est (n" 474) contenue tout entière dans chacun des plans P et Q ; c'est donc leur intersection.
476. — Angles polyèdres. — Définition angle poljédre la figure formée par plusieurs plans passant par un même point, appelé sommet, chaque plan étant limité à ses deux intersections avec deux autres.
Ces intersections sont les arêtes de Tangle polyèdre. Les portions des plans Hrailés aux arêtes sont les faces.
On appelle
fig- ^01-— Angle polyèdre.
Ainsi la figure SABCD (fig. 297) est un angie polyèdre de sommet S, à' arêtes SA, SB, SC, SD, et dont les faces sont les angles ASB, BS(], CSD, DSA.
477. — Trièdres. — Un trièdre est un angle polyèdre qui a trois faces.
Dans un trièdre il y a donc trois
arêtes, issues d'un même sommet, et
trois faces.
Ainsi (fig. 298) le trièdre SABC a trois arêtes SA, SB, S(^ et trois faces qui sont les
/\ /\ /^ angles ASB, BSC, CSA.
Trièdre trirectangle
Soit ASR (fig. 299) un angle droit et SC la perpendiculaire au plan ASB.
La ligure SABC est un trièdre dit trirectangle, car ses trois faces ASB, BSC et ASC sont trois angles droits.
Les trois dièdres suivants SA, SB, SC sont aussi droits.
Fi{,'. 398. — Triôdro.
ÔÏ4
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car chacun d'eux a pour rectiligne l'angle formé par les deux autres arêtes.
Ainsi, e rectiligne du dièdre d'arête SA est l'angle BSC.
Chacune des arêtes est perpendiculaire au plan de la face opposée.
Ainsi SA est perpendiculaire au plan BSC parce qu'elle est perpendiculaire Fig-299.— Trièdretrirectangle sur SB et SC.
479. — Théorème*. — Dans un trièdre une face est plus petite que la somme des deux autres.
Le théorème est évident si les trois faces sont égales.
Lorsque les faces sont iné- S gales, la proposition est éga-
lement manifeste si la face considérée n'est pas la plus grande.
Soit alors (fig. 3oo) SABC un trièdre et ASC, la plus
A X l iP \C êPï^sinde face. Dans le plan
ASC, du même côté de SA que SC, menons une semidroite SD telle que
Fig. 3oo.
ASD = ASB,
et traçons une sécante ADC qui coupe SA, SD et SC respectivement en A, D et C. Prenons enfin sur SB une longueur SB égale à SD. La droite AC et le point B déterminent un plan qui coupe le trièdre suivant le triangle ABC.
I. Ce Ihéomiie et le snivani sont spéeiulciiicnt ilestiucs aux élèves de 5" année des lycées tle jeunes lllles.
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Les deux triangles ASD et ASB sont égaux comme
ayant un angle égal, ASD = ASB, compris entre côtés
égaux : AS commun, SB = SD. Par suite les troisièmes
côtés sont égaux :
AD = AB
Dans le triangle ABC, on a (n" 156) •
AC = AD + DC < AB + BC et, par suite, puisque AD = AB, DC<BC.
Les deux triangles SDC et SBC ont donc deux côtés égaux (SC commun, SB = SD) et les troisièmes côtés inégaux; par suite, les angles opposés sont inégaux et au plus grand côté est opposé le plus grand angle (n" 210, Réciproque),
DSCKBSC.
On en conclut, puisque ASD = ASB,
ou, enfin.
/x /\ /\ x\ ASD+ DSC < ASB + BSC
ASC<ASB + BSC.
480. — Théorème. — La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est plus petite que quatre droits.
Un angle polyèdre est dit convexe si sa section par un plan quelconque est un polygone convexe.
Soit alors SABCDE un angle polyèdre convexe (dg. 3oi) et ABCDE sa section par un plan.
Chacun des sommets de ce polygone est le sommet d'un angle Irièdre (ASBE, BSAC, etc.). En appliquant lo théorème précédent à ces trièdres, on a :
B AE < BAS + EAS
ABC<ABS + CBS
< BCS + DCS,
CDE<CDS + EDS,
/x x\ /^ r)EA<DES + SEA.
Fig. 3oi.
des triangles ASB, BSC, etc.
somme. On a alors :
Ajoutons toutes ces inégalités, membres à membres. Dans le premier membre nous avons la somme des angles du polygone ABCDE. Celte somme (n* 127) est égale à an — 4 droits, n étant le nombre des côtés du polygone.
Dans le second membre nous aurons la somme des angles à la base Désignons par S' cette
'xn dr — 4 dr < S'
(i) 2Mdr— S'<4rfr.
Or si S est la somme des faces de l'angle polyèdre, la somme S -}- S' est la somme des angles des n triangles SAB, SBC, etc. Cette somme est donc éj?ale à autant de fois a droits qu'il y a de triangles :
S -I- S' = -xn dr.
On en conclut
S = 2)1 dr — S'
et, par suite, Tinégalité (i) s'écrit S < 4 dr.
DISTANCES. PROJECTIONS
481. — Application. — Si on désigne par a, 6, c les mesures des faces d'un angle trièdre en degrés. On a :
a < 6 + 6-, b<a-i-Cy c<.a-i- b,
§ 4. — Distances. — Projections.
482. — Théorème. — Si d'un point extérieur à un plan P on mène à ce plan la perpendiculaire OH et diverseê obliques :
V La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;
2^ Deux obliques qui s'écartent également du pied H de la perpendiculaire sont égales ;
3^ De deux obliques qui s'écartent inégalement du pied H de la perpendiculaire, celle qui s'en écarte le plus est la plus longue,
i" La perpendiculaire OH est plus courte que Toblique OA (fîg. 3oi) car, dans le triangle OAH, le côté OH de l'angle droit est plus petit que rhypolénuse OA.
a'» Soient OA, OB deux obliques telles que
HA=HB.
Fig. 3o2. — Perpendiculaire et obliques.
Dans la rotation autour de OH le point A décrit dans le plan P (n" 458j un cercle de centre H qui passe par B. Les deux triangles OHA et OHB peuvent donc coïncider par une telle rotation et
OA = OD<OC
483. — Réciproque. — Inversement, si on joint un point extérieur à un plan P à divers points de ce plan par des segments de droite :
V La ligne la plus courte est la perpendiculaire OH;
T Deux obliques égales s'écartent également du pied H de la perpendiculaire;
3^ De deux obliques inégales la plus longue est celle qui s'écarte le plus du pied H de la perpendiculaire.
Ces réciproques se démontrent par ïabsurd>e comme en géométrie plane.
iSA. — Distance d'un point à un plan. — Définition. — On appelle distance d'an point h un plan la longueur delà perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.
C'est le plus court des segments de droite allant de ce point à un point du plan.
^5. — Théorème. -—
Fig. 3o3. — Distance de deux plans parallèles.
Lorsque deux plans sont parai- .lèleSy tous les points de l'un sont à la même distance de Vautre.
Cette distance commune est ce qu'on appelle la distance des deux plans.
Soient P et P' (fig. 3o3) deux plans parallèles, A et B deux points quelconques du plan P, AA' et BB' les perpendiculaires abaissées de ces points sur le plan F.
Les droites AB et A'B' sont parallèles comme intersec-
DISTANCES. PHOJECTIONS. 519
lions du plan des droites AA' et BB avec les deux plans parallèles P et F (n« A2^). La figure ABB'A' est un rectangle; les côtés opposés AA' et BB sont égaux.
Remarque. — Les perpendiculaires telles que AA'et BB sont perpendiculaires à la fois aux deux plans P et F; ce sont des perpendiculaires communes,
La distance de deux plans parallèles est la longueur de leur perpendiculaire commune limitée aux deux plans.
ASS. — Corollaire. — Le lieu géométrique des points à une distance donnée d*un plan donné est un système de deux plans parallèles au plan donné et situés de part et d*autre de ce plan.
Le théorème précédent n'est ci qui se démontre d'ailleurs
W. — Généralisation. — qu'un cas particulier de celui de la même façon.
Deux plans parallèles interceptent sur des droites parallèles des segments égaux,
488..— Théorème. — Pinsieurs plans parallèles interceptent sur deux sécantes des segments proportionnels.
Soient P, P', P" trois plans parallèles (fig. 3o4), coupés par des sécantes en A, A' A" et B, B', B ". Menons par B" une parallèle à AA' qui coupe P et P' en C et C. On a :
AA'=CC' et A'A" = C'B'',
comme portions de parallèles comprises entre plans parallèles (n* 487). Or, dans le plan CBB", les deux droites
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en elC H' sont parallèles comme intersections de ce plan par deux plans parallèles. Par suite, dans le triangle B"CB la parallèle B'C à la base BC partage les côtés en parties proportionnelles, On a donc :
BB^ _ CG^ _ AA^ B'B'~"C'B'""A'A
Bkmarque. — On peut supposer que Tune des deux droites est perpendiculaire commune aux plans parallèles ; dans ce cas, les segments comptés sur elle sont les dislances des plans parallèles deux à deux. On peut donc dire que :
Des plans parallèles interceptent sur nne sécante quelconque des segments proportionnels à leurs distances mutuelles.
489. — Projection d'un point. — Définition. — On appelle projection orthogonale d'un point sur un plan le 'pied de la perpendiculaire abaisaée de ce point sur le plan.
Dans la suite, comme il ne s'agira que de projections orthogonales, nous nous contenterons de dire projection^ sans plus.
Le plan est appelé plan de projection, La perpendiculaire abaissée du point sur le plan est la projetante du point.
Projection d'une ligne. — Définition. — On
appelle projection d'une ligne sur un plan la ligne plane formée par les projections de tous les points de la ligne donnée dans V espace.
Soit, par exemple (fig. 3o5),la ligne AB et le plan P. De tous les points A, M, N, B, etc. de la ligne menons les projetantes Ad, Mw, Nm, B^, etc. Le lieu géométrique des points a^niy n, bf etc.
est une ligne ab du plan P qui est la projection de la ligne AB.
Fig. 3o5. — Projection d'une ligne.
DISTANCES. PROJECTIONS
Fig. 3o6. — Projection d'une droite.
A9i. — Problème. — Mener par une droite D un plan perpendiculaire à un plan P.
!• Si la droite D est perpendiculaire à P, tout plan passant par D est perpendiculaire au plan P (n" A12). Il y a donc une infinité de plans répondant à la question.
a" SoitD unedroite (fig.3o6) non perpendiculaire au plan P. D'un point A de la droite, abaissons la perpendiculaire Aa sur le plan P. Les deux droites Aa et D étant distinctes déterminent un plan qui est perpendiculaire
à P, puisqu'il contient Aa. C'est d'ailleurs le seul plan répondant à la question, car tout plan perpendiculaire à P et passant par D contient (n" 474) la perpendiculaire Aa puisqu'il contient A.
492. — Projection d'une droite. — Toute droite perpendiculaire au plan de projection se projette suivant an point.
Car si la droite D (fig. 3o7) est perpendiculaire au plan P, la projetante de tout point M de la droite se confond avec la droite D et la projection de M sur le plan est le pied de la perpendiculaire D.
Tous les points de la droite D se projettent en son pied O : Ce point est la projection de la droite.
Toute droite non perpendiculaire an plan de projection Fig. 307.
se projette suivant une droite.
Soit D (ïig. 3o6) une droite non perpendiculaire au plan BouRLET. — Éléments de géoh. 21
Fig. 3o8. — Projection d'un poly^'one.
de projection P. Menons le plan passant par D et perpendiculaire au plan P (n« 491). 11 coupe le plan P suivant une droite d. Les projetantes Aa, Mm de tous les points de D sont situées dans ce plan qu*on appelle le plan projetant la droite D. Les projections a, m, de tous les points de D sont donc situées sur la droite d, qui est la projection de D. Si la droite D n'est pas parallèle au plan P, elle le coupe
en un point situé sur d qui est à lui-môme sa proi|C jection.
493. — Conséquences. — La projection d'une ligne brisée est une ligne brisée.
La projection d'un polygone est un polygone plan.
Soit ABGDE un polygone dans Tespace (fig. 3o8). Projetons ses sommets en a, h, c, d, e sur le
plan P. La droite AB se projette en ab, BC en hc, etc. La projection
du polygone ABCDE est donc le polygone abcde.
A9A. ~ Théorème. — Les projections de deux droites parallèles, non perpendiculaires au plan de projection y sont deux droites parallèles.
Soient AB et CD deux droites parallèles (fig. Sog) non perpendiculaires au plan de projection P. Les deux plans, aAB et cCD, projetant les droites, sont parallèles comme plans de deux angles ayant leurs côté^ parallèles (n» HO). Leurs intersections ab et cd avec le plan P sont donc parallèles.
Fig. 3o9.
495. — Conséquences. — projection d'un parallélogramme est un parallélogramme.
Soit abcd (fig. 3ïo) la projection du parallélogramme ABCD. AB et CD étant parallèles, ab et cd le sont aussi.
De même ad et cb sont également parallèles. La figure abcd est donc bien un parallélogramme.
Deux Eegznents rectilignes égaux et parallèles se projettent suivant des segments égaux et parallèles, Fig. 3io. — Projection d'un
parallélogramme.
Car si les deux segments AB et DC (fig. 3io) sont égaux et parallèles, la figure ABCD est un parallélogramme; la projection abcd est aussi un parallélogramme, donc ab et de sont égaux et parallèles.
EXERCICES THÉORIQUES
521. Pourquoi les artisans qui veulent dresser une surface, c'est-à-dire la travailler de manière qu'elle devienne plane (planche, parquet, dallage), appliquent-ils de temps en temps l'arête d'une règle ou d'un rabot sur la surface?
522. Montrer que pour déterminer l'intersection d'une droite D et d'un plan P, on peut faire pasécr par la droite D un plan quelconque P' dont on sait construire l'intersection A avec le plan P, et prendre le point de remcontre de D et de A. Comment se déplace la droite A quand on fait tourner le plan P' autour de D?
Voir si cette méthode est applicable pour construire l'intersection d'une courbe plane C et d'un plan P.
523. Prendre un point quelconque dans un plan donné, c'est-à-dire construire un point quelconque dans un plan déterminé par deux droites qui se coupent ; — par une droite et un point extérieur ; — par trois points formant triangle ; — par une figure plane quelconque.
Mener d'abord une droite quelconque dans le plan.
524. Étant donnés un point quelconque A et deux droites concourantes D| et Dj, par quelle construction théorique peut-on rechercher si le point A appartient ou non au plan P déterminé par Dj et Dj?
Même question si le plnn P était déterminé par une figure plane quelconque.
Joindre A à un point quelconque de D^ .
525. Étant donnés deux droites quelconques D| et D,, et un point A extérieur à chacune d'elles, construire théoriquement une droite A passant par le point A, et rencontrant D, et D,. Discuter.
526. Construire théoriquement une droite A rencontrant trois droites quelconques Df, D^ et Dj. Montrer que le problème a une innnilé de solutions. Discuter.
527. Soient Dj et D, deux droites quelconques, P un plan variable qui passe par D| et par un point A quelconque pris sur D^. Démontrer que si dans l'une quelconque de ses positions, le pian P ne contient pas D^, il ne la contiendra pas non plus quand on fera varier le point A sur D^.
528. Soient A, B, C, D, quatre points qui n'appartiennent pas à un même plan. On fait passer un plan par trois de ces points, et un second plan par trois autres de ces mêmes points. Quelle est leur intersection? De combien de manières ces deux plans peuvent-ils être choisis?
529. De tous les points d'une droite D^, on abaisse des perpendiculaires sur une autre droite Dj, et on trouve que toutes ces per|)endiculaires sont dans un même plan. Comment sont disposées les droites D| et D^?
530. On considère des droites concourantes OA, OB, OC,... en nombre quelconque, et situées ou non dans le même plan.
Chacune d'elles détermine un plan avec un point donné M, qui n'appartient à aucune de ces droites. Quels sont les points communs à tous ces plans ?
531. Les plans considérés dans l'exercice 530 coupant un plan fixe II, qui rencontre DM, quelle particularité présentent leurs intersections avec ce plan?
532. On donne deux droites concourantes D^ et D^ et une troisième droite quelconque A qui ne les remontre pas. Quel est le lieu de la droite suivant laquelle se rencontrent les plans MJ)| et MD^, M étant un point variable sur A?
533. Si les droites D^ et D, ne sont pas dans un même plan, démontrer qu'on ne peut pas construire deux droites parallèles rencontrant en même temps Di et D^.
534. Etant donnés quatre points A, B, C, D non dans un même plan, on joint chacun d'eux au point de concours des médianes du triangle formé par les trois autres.
Démontrer que les quatre droites obtenues passent par un même point, situé sur chacune d'elles aux trois quarts de sa longueur à partir du point considéré.
535. Soit ABCD un quadrilatère gauche, c'est-à-dire dont les quatre sommets ne sont pas dans un même plan. Sur AB, BC, CD ou sur leurs prolongements, on marque les points quelconques E, F, H. Construire l'intersection du plan EFH et des droites DA, AC, DB. ■
536. Soient SA, SB, SC trois droites indéfinies, D un point quelconque
du plan ASB, E un point quelconque du plan BSC. Construire l'intersection de la droite DE et du plan CSA. '
537. Soit ABCD un quadrilatère plan, d'ailleurs quelconque, S un point extérieur à son plan. Dans le plan ADCD, on mène la droite quelconque AE, et dans le plan ASD, la droite quelconque AF. Construire les intersections du plan EAF avec les plans ASB, BSC, CSD.
EXERCICES THÉORIQUES
538. On donne deux droites parallèles D, et Dg, et une droite quelconque A. Construire une droite qui rencontre A, et qui coupe à angle droit Di et D^.
539. Soient D^ et D^ deux droites parallèles, A et A' deux droites quelconques. Construire une droite qui rencontre Dj, Dj, A et A'.
540. Dans le quadrilatère gauche ABCD, on joint le point A à un point quelconque E de DB; sur AE, on marque le point quelconque F, et par le point F on mène la droite L parallèle à AC. Construire le point d'intersection de L et du plan BCD.
541. Soit ABCDE un pentagone plan, d'ailleurs quelconque, S un point extt^rieur à son plan, F un point quelconque de AB. Sur SF, on prend le point quelconque H, et sur CF, on prend le point quelconque I. Construire les points d'intersection de la droite indéfinie IH et des plans BSC, CSD, DSE, ESA.
Même question, en remplacent IH par HK parallèle à CE
543. Même question, en remplaçant IH par HL parallèle à SD; trouver en outre l'intersection de HL et du plan ABCDE.
544. Soient SA, SB, SC, SD, SE, SF des droites indéfinies, a, rf, e, trois points quelconques pris sur SA, SD, SE. Construire les points de rencontre du plan a d e et des droites SB, SC, SF.
545. Soit ABC...L un polygone plan quelconque, S un point extérieur à son plan. On considère les plans ASB, BSC,..., LSA, et on les coupe par un plan quelconque, qui les rencontre respectivement suivant A'B', B'C',..., L'A'. Démontrer que le lieu du point de rencontre de AB et'A'B', BC et B'C^..., LA et L'A' est une droite.
Le théorème subsiste si l'on remplace les concourantes AS; BS,..., LS par des droites parallèles à une droite donnée, ce qui revient à éloigner indéfiniment le point S sur une parallèle à cette même droite.
546. Des fils rigides de diamètre négligeable sont enchevêtrés comme pour former un filet dont les mailles sontégalesou non, mais de manière à être parallèles à Tune ou à l'autre de deux droites données A et A'. Ce filet est éclairé par un point lumineux, et ses lignes portent ombre sur un plan. Démontrer que les ombres portées sont des droites qui passent par l'un ou par l'autre de deux points fixes F et F'.
547. Par un point donné 0, faire passer un plan parallèle à une droite donnée D. Combien de solutions?
548. On donne un point et des droites parallèles Dj, D,,.... en nombre quelconque. I^s plans ODj, ODg.... rencontrant un plan fixe, quelle partieularitè présenteront les droites d'intersection?
549. Par un point donné, mener un plan parallèle à deux droites données.
550. Étant données deux droites quelconques D| et D^, mener par chacune d'elles un plan parallèle à l'autre. Quelle est la disposition des deux plans obtenus?
551. Étant donnés un point et deux droites quelconques Dj et D^, mener par une droite qui ne rencontre ni Dj ni Dj.
552. Étant donnés un point et deux plans quelconques Pj et Pj, mener par une droite qui ne rencontre ni P, ni P,.
553. Soient Dj, Dj, D, trois droites données quelconques. Mener par Dj un plan P^ et par D^ un plan P^, de manière que Pj et P, se coupent suivant une parallèle à D5.
554. Soient Dj, Dj,... D„ des droites parallèles, 04,0j,...0, des points quelconques. On suppose que chacun des plans Oj Dj, OjDj,... 0»Dh rencontre tous les autres, et on demande quel est le nombre et quelle est la disposition des lignes d'intersection.
555. Étant donnés deux plans P^ et Pj, et un point dans le plan Pj, mener dans ce plan par le point yne droite qui soit parallèle au plan Va..
556. Par une droite donnée D, mener un plan P qui coupe deux plans donnés P^ et P^ suivant deux droites parallèles.
557. Étant donnés un point 0, un plan P et une droite D, mener par le point une droite qui rencontre la droite D et qui. ne rencontre pas le plan P.
558. Constuire une droite D, parallèle à un plan P, et rencontrant deux droites données .Aj et A^.
La droite demandée ayant une infînité de déterminations, construire celle qui est en même temps parallèle à un second plan donné Q.
(Si A^ A. est une droite répondant à la question, et |coupant \ en A^ et A, en Aj, mener A^ B^ parallèlement à A, jusqu'au plan P et voir le lieu du point BJ.
559. Soient Pj et Pj deux plans fixes, D une droite fixe. Par un point M, variable sur D, on mène deux plans dont l'un est parallèle à Pj, l'autre parallèle à P^. Quel est le lieu de l'intersection de ces deux plans?
560. On donne trois droites quelconques Dj, Dj, D5. Construire (théoriquement) une droite parallèle à Dg, et rencontrant D^ et Dj.
561. SoitABCD un quadrilatère gauche, c'est-à-dire dont les quatre sommets ne sont pas dans un même plan.
Démontrer que les milieux de ses côtés sont les sommets d'un parallélogramme. Que devient le plan de ce parallélogramme quand on fixe les sommets A, B et C, le sommet D se déplaçant sur la droite indéfinie DB? Quel est alors le lieu du centre du parallélogramme, et quel est le lieu de la trace M de la droite DO dans le plan ABC?
562. Étant donnés quatre points A, B, G, D, non dans un même*plan, les
droites qui joignent les milieux de AB et CD, BC et AD, CA Qt BD passent par un même point, qui est le milieu de chacune d'elles.
563. Parmi toutes les droites considérées dans l'exercice 558, construire celle pour laquelle le serment AB a une longueur donnée.
Minimum de cette longueur.
Si cette longueur croit sans limite, que devient la direction et que devient a position de la droite correspondante ?
564. ABCD étant un qualrilatère gauche, on mène ses diagonales AC et BD. Soient E le milieu de AB, F le milieu de DE, H le milieu de EF. Par le point H, on mène le plan parallèle à AB et à CF. Construire les points de rencontre de ce plan et des droites AC, AD, BC, BD. Démontrer que ces points sont les sommets d'un trapèze, et déterminer le rapport des bases.
565. Soit ABCDE un pentagone plan, d'ailleurs quelconque, S un point extérieur à son plan. Par un point quelconque F du plan de la base, on mène le plan parallèle aux droites AB et SD. Construire les intersections de ce plan avec les plans ASB, BSC, CSD, DSË, ESA.
566. Lieu du point qui divise dans un rapport donné les segments compris entre un point fixe A, extérieur à un plan tixe P, et lAi point variable B du plan P.
567. Soient D^ et D^ deux droites quelconques qui coupent un plan P
en Al et A^; si B^ B^ est une droite qui rencontre D^ et D^ et qui est
parallèle au plan P, démontrer que le lieu du point M qui divise B^ B^
dans un rapport donné (et qui est toujours entre B| et B^ ou toujours sur le
prolongement de B| B^) est une droite, et que cette droite reste parallèle
MR à un plan fixe quand on change la valeur du rapport —— î .
MBjj
Mener B,C parallèle à D^ jusqu'à son intersection C avec le plan P; lieu du point G quand B, varie sur D, ; mentir de même MM' parallèle à D^ jusqu'à sa trace M' dans le plan P ; lien de M'. Si E est le point du lieu situé sur A, A^, \p. triangle MEM' est semblable à un triangle fixe.
568. Dans un plan P, on donne deux droites A et D^ ; extérieurement au plan, une droite Dj est parallèle à Dj. Sur Dj on fixe un segment AB ; sur Dj oni place un segment CD, de longueur constante, que l'on déplace en translation de glissière A. AC et BD se coupent en I ; AD et BC se coupent en K. Déterminer le lieu du point I et le lieu du point K.
EXERCICES THÉORIQUES
569. Si deux plans parallèles sont coupés par un troisième, la figure contient des dièdres alternes-internes égaux, alternes-externes égaux, correspondants égaux. La réciproque n'est pas vraie.
570. Si une droite tourne autour d'un axe qui lui est parallèle, deux positions quelconques de cette droite sont parallèles.
52g ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE.
571. Si un plan tourne autour d'un axe qui lui est parailèle, deux quelconques de ses positions se coupent suivant une droite parallèle à une droite fixe.
572. Etant donné un quadrilat6rc plan quelconque ABCD, on joint ses sommets à un point S, extérieur à son pian. Démontrer que si E et F sont les points de concours des côtés opposés du quadrilatère ABCD, tout plan parallèle k SEK rencontre SA, SB, SC, SD, en des points qui sont les sommets d'un parallélogramme.
Condition pour que ce parallélogramme soit un rectangle.
573. Lieu du milieu d'un segment compris entre les deux faces d'un dièdre, et porté par une parallèle à une droite fixe.
574. Etant données deux droites parallèles fixes Z^ et Z^, un point M reçoit par rapport à Z| une symétrie qui le place en M^; M^ reçoit par rapport à Zj une symétrie qui l'amène en Mj. Démontrer que M peut venir directement en Mg par une translation, double d'une certaine translation qui amènerait Zi sur Z«.
Hemplacer le point M par une figure quelconque, et voir si la conclusion subsiste. Chercher si M viendrait tout de même en Mj en intervertissant l'ordre des deux symétries.
575. Étant donnés deux points A^ et A^, construire une droite Z telle qu'en donnant une symétrie à Aj p-r rapport à Z. Aj vienne en A^. Le problème a une infinité de solutions; quel est le lieu des droites Z?
576. Si un plan P est parallèle à une droite D, le symétrique de P par rapport à D est un plan P, parallèle au plan E^.
577- Etant donnés deux plans parallèles, construire une droite Z telle qu'une symétrie donnée à l'un des deux plans par rapport à Z le mette en coïncidence avec l'autre. Lieu des droites Z répondant- à la question.
578. A quelle condition peut-on déplacer une droite de manière qu'elle reste à la fois parallèle à un plan fixe et perpendiculaire à une droite fixe?
579. Construire une droite qui rencontre deux droites D, et Dj, et qui soit perpendiculaire à deux autres droites A| et Ag.
580. Si une droite et un plan sont perpendiculaires à une même droite, ils sont parallèles.
581. Mener par un point donné une droite qui soit perpendiculaire à deux droites données.
582. Construire une droite qui passe par un point A, qui soit parallèle à un plan P, et qui soit perpendiculaire à une droite D.
583. Si Ton peut construire une droite A qui soit perpendiculaire à trois droites données Dj, Dj, D3, ces trois droites sont parallèles à un même plan.
584. Soit H le point de concours des hauteurs d'un triangle ABC. On mène par H une perpendiculaire HD au plan du triangle, et on fixe sur cette perpendiculaire un point quelconque D, que l'on joint aux points A, B et C. Les six droites AB, HC, CA, DC, DB, DA forment tmis groupes de deux droites, AB et CD, BC et AD, CA et DB, qui ne sont pas dans un même plan. Démontrer :
i<* Que les deux droites de chaque couple sont perpendiculaires.
si*> Que .le pied de la perpendiculaire abaissée de chacun des points
A, B, C, D, sur le plan des trois autres est le point de concours des hauteurs du triangle formé par ces trois autres ;
3» Que les quatre perpendiculaires passent par un. même point.
Construire, en outre, la droite qui coupe orthogonalement les deux droites de chaque couple.
585. Si quatre points A, B, C, D, non dans un même plan, sont tels que les droites AB et CD soient rectangulaires, ainsi que BC et AD, les droites CA et DB. sont aussi rectangulaires, et la figure est identique à celle qui fait l'objet de l'cxerciee précédent.
586. On donne une droite D, un plan P et un point dans ce plan. Mener par dans le plan P une droite qui soit perpendiculaire à D.
587. Soit OA perpendiculaire en sur un plan P, B le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur une droite quelconque BG du plan P.
Démontrer que l'angle OBC est droit.
588. On donne un plan P, un point dans ce plan, et deux points A et B extérieurs au plan. Mener dans le plan P par le point une droite sur laquelle A et B se projettent en un même point.
689. Quelle condition doivent remplir deux droites pour que l'on puisse mener par Tune d'elles un plan perpendiculaire à l'autre? Construire ce plan et déterminer le segment minimum ayant une extrémité sur chaque droite.
590. D'un point de l'espace, abaisser une perpendiculaire sur une droite d'un plan. Lieu du pied de cette perpendiculaire quand la droite tourne autour d'un de ses points de manière à rester dans le plan.
591. Soit D une droite fixe, A un point fixe, P un plan variable qui passe par D . Quel est le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur le plan P ?
592. Une droite perpendiculaire au bissecteur d'un dièdre coupe les faces en A et B, le bissecteur en C. Démontrer que le point C est le milieu de AB.
593. Un plan tourne autour d'une de ses droites qui est perpendiculaire au bissecteur d'un dièdre ; il coupe l'arête du dièdre en 0, les faces suivant OA et OB, le bissecteur suivant OC. Démontrer que OC est la bissectrice de l'angle AOB.
594. Soit D une droite perpendiculaire au bissecteur d'un dièdre en un point qui se projette en sur l'arête. Si A et B sont les traces de D dans
les deux faces, et si M est un pomt variable de l'arête, l'angle AMB décroît à mesure que M s'éloigne de 0.
595. Par un point de l'arête d'un dièdre, on mène dans l'une des faces une droite quelconque OA. Mener dans l'autre face une droite OB telle que AOB soit un angle droit.
596. Une semi-droite OD coupe en l'arête d'un dièdre, et se trouve i l'intérieur de ce dièdre. Mener par 01) un plan coupant le dièdre suivant un angle AOB dont la bissectrice soit OD.
Considérer un triangle isocèle AOB, dont la base AB rencontre OD à angle droit en D; elle appartient au plan perpendiculaire à OD par le point D, lequel plan coupe en général le dièdre suivant l'angle AOB. On est ramené à construire par D une droite AB limitée dans l'angle connu ACB, et ayant son milieu en D.
597. Élant donnés deux droites quelconques D| et D^, et un plan P perpendiculaire à D|, on mène par D| un plan variable Q^, et par D^ un plan Q, perpendiculaire à Q|. Lieu du point en lequel l'intersection de ces deux plans rencontre le plan P .
598. Si deux plans sont perpendiculaires, et si une droite de l'un est perpendiculaire à une droite de l'autre, l'une au moins de ces deux droites est perpendiculaire à l'intersection des deux plans.
599. Si un plan Q est perpendiculaire à une droite D parallèle à un plan P ou contenue dans ce plan P, les deux plans P et Q sont perpendiculaires.
600. Si une droite et un plan Q sont perpendiculaires à un plan P, la droite D est parallèle au plan Q.
601. Par le sommet d'un angle quelconque, on mène une semi-droite perpendiculaire au plan de l'angle ; on obtient ainsi un dièdre birectangle. Etudier les grandeurs des faces et celles des dièdres de ce trièdre.
602. Par chaque arête d'un trièdre et la bissectrice de la face opposée, on fait passer un plan. Démontrer que les (rois plans obtenus passent par une même droite.
Employer le triangle ABC, obtenu en prenant sur les arêtes du trièdre des longueurs égales SA, SB, SC.
603. Par chaque arête d'un trièdre, on fait passer un plan perpendiculaire à la face opposée. Démontrer que les trois plans obtenus passent par une même droite.
Utiliser la figure qui a servi pour l'exercice 584.
604. Par le sommet d'un trièdre, on mène dans chaque face une droite perpendiculaire à l'arête qui n'est pas dans celte face. Les. trois droites obtenues sont dans le même plan.
Utiliser l'exercice précédent.
605. Étant donné un triangle qui n'a que des angles aigus, on mène la perpendiculaire à son plan par le point de concours des hauteurs. Déterminer sur cette perpendiculaire un point qui soit le sommet d'un trièdre Irirectanglc dont les arêtes passent par les sommets du triangle donné.
606. Appliquer l'exercice 605 à la recherche du problème suivant : Couper un trièdre trirectangle par un plan de manière que la section soit égaie à un triangle donné.
607. Dj, Dj,...D„ étant des droites parallèles, on mène par chacune d'elles un plan perpendiculaire à un plan donne. Démontrer que tous les plans obtenus sont parallèles.
608. ABCD est un carré de côté 3 a ; CE est perpendiculaire à son plan, et sa longueur est 4 a. Démontrer que par la droite DB on peut mener un plan perpendiculaire sur AE au point F, et calculer AF.
609. Soit G le centre d'un triangle équilatéral ABC de côté a, GS perpendiculaire à son plan.
i» Calculer la longueur de GS pour que l'angle ASB soit droit.
2° Par la droite qui joint les milieux de SA et de SB, on fait passer le plan perpendiculaire à ASB. Construire l'intersection de ce plan et du plan ABC.
610. Par une droite, mener un plan tel que l'un des dièdres qu'il détermine avec un plan donné soit égal à un dièdre donné.
611. Étant donné un dièdre AXYB, et un point B dans l'une des faces, mener dans cette face la droite BC, coupant XY au point C, et de manière que si B' est le pied de la perpendiculaire abaissée du point B sur le plan AXY, l'angle BCB' soit égal à un angle donné.
612. Mener par un point une semi-droite qui fasse des angles égaux avec deux semi- droites données. Lieu des semi-droites en nombre infini qui répondent à la question.
613. Soit A un point extérieur à un plan P, BC une droite quelconque du plan P, AB perpendiculaire à BC, BE menée perpendiculairement à BC dans le plan P, AE perpendiculaire à BE. Démontrer que AE est perpendiculaire au plan P.
614. Un plan P rencontre une droite D ; on lui donne une symétrie par rapport à D, et il vient en P'. Démontrer que les plans P et P' se coupent suivant une perpendiculaire à D.
615. Quel est le lieu d'une droite mobile assujettie à rencontrer une droite fixe D^, à être perpendiculaire à une autre droite fixe Dg, et à être parallèle à un plan fixe P?
616. Dans la face SAB d'un trièdre SABC, on trace une droite AB, autour de laquelle on fait tourner un plan. Ce plan coupe l'arête SC en un point variable E. Quel est le lieu du point de concours des médianes du triangle ABE?
617. Même question en fixant le point E et en faisant tourner le plan autour d'une parallèle au plan ASB par le point E.
EXERCICES THÉORiaUES
618. Si une droite fait des angles égaux avec trois droites parallèles à un plan, et dont deux quelconques ne sont pas parallèles entre elles, la droite est perpendiculaire au plan.
. 619. Soit le centre d'un carré ABCD de côté a, OS perpendiculaire au
plan ABCD. Si 0S= -r» calculer la distance du point au plan SAB. ■
620. Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et de centre 0, S un point extérieur à son plan, et tel que les distances SA, SB, SC soient égales à
— de OA. Calculer la distance du point S au plan ABC.
621. Soit ABCDEF un hexagone régulier de côté a et de centre 0, OS perpendiculaire à son plan. On détermine le point S pour que le dièdre SABO soit de 6o<*, et on demande de calculer la distance du point S au plan ABO, et la dislance du point au plan ABS.
622. Le lieu des points également distants de deux points donnée est le plan perpendiculaire en son milieu à la droite qui joint ces deux points.
623. Soit D une droite quelconque d'un plan P. Lieu du point tel que le rapport de ses distances au plan P et à la droite D soit constamment égal à un nombre donné m.
624. Lieu des points de l'espace également distants de deux droites parallèles.
625. Lieu des points également distants de deux droites concourantes.
626. Lieu des points également distants de tous les points d'un cercle.
627. Los plans perpendiculaires aux côtés d'un triangle par leurs milieux passent par une même droite. Propriété commune à tous les points de cette droite.
Quelle condition doit remplir un polygone plan pour que ce théorème lui soit applicable?
628. Les plans perpendiculaires aux faces d'un trièdre et passant par les bissectrices de ces faces ont une droite commune, également inclinée sur les trois arêtes du trièdre. Propriété de tout point de cette droite.
629. Déterminer dans un plan donné un point également distant de deux points donnés, et également distant de deux droites données.
630. Soient A et B deux points extérieurs à un plan P. Déterminer dans ce plan le lieu des points d'où la distance ÂB est vue sous un angle droit.
631. Soit P un plan, A et B deux points extérieurs à ce plan et d'un même côté. Déterminer dans le plan le point G, tel que si M est un point quelconque du plan P, on ait
GA-hGB<MA-fMB.
632. Soit P un plan, A et B deux points extérieurs à ce plan et de côtés dififérents. Déterminer dans ce plan :
i*> Le point G, tel que si M est un point quelconque du plan P, on ait
GA— GB>MA— MB
2" Les points tels que la différence de leurs distances aux points A et B soit minima;
3° La région dont tous les points sont plus près de A que de B.
633. Étant donnés deux points A et B à l'mtéricur d'un dièdre, déterminer la ligne brisée ADGB, ayant un sommet G dans l'une des l'aces, un sommet D dans l'autre, et de manière que son périmètre soit minimum.
634. Lieu du point tel que la somme ou la différence de ses distances à deux plans qui se coupent soit constamment égale à une longueur donnée.
635. Lieu du point tel que la somme de ses distances à deux plans parallèles ait une valeur constante donnée, supérieure au double de la distance des deux plans.
636. Lieu du point tel que la différence de ses distances à deux plans parallèles ait une valeur constante donnée, infériejure à la distance des deux plans. ,
637. Trouver dans un plan Q un point qui soit à 2 m. d'un plan P| et à 3 m. d'un plan P,.
638*. Lieu du point tel que le rapport de ses distances k deux plans fixes allèles soit égal à un nombre donné.
639. Soient P| et P, deux plans parallèles, un point du plan P|. Déterminer dans ce plan P^ le lieu du point également distant du plan P, et du point 0.
640. Lieu du point également distant de deux plans parallèles.
641. Lieu du point également distant de deux plans qui se coupent.
642. Les plans bissecteurs des trois dièdres d'un trièdre ont une droite commune, dont tout point est équidistant des trois faces du trièdre.
643. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'une figure plane se projette sur un plan suivant une droite?
644. Démontrer que si une droite de l'espace porte une division quelconque, c'est-à-dire si l'on a marqué sur cette droite des points A, B, C..., L, la projection de la droite porte une division semblable à celle de l'espace, c'est-à-dire que l'on a :
ab bc ac la
ÂB~BC"~ÂC~" LA*
En particulier, le milieu d'un segment se projette au milieu de la projection du segment.
645. Connaissant la projection d'un parallélogramme, construire la projection du centre de ce parallélogramme.
646. Connaissant la projection d'un triangle, construire la projection d'une médiane de ce triangle. .
647. Démontrer que les projections de deux figures homothétiques sont des figures homolhètiqucs.
648. Un parallélogramme étant donné comme projection d'un rectangle, construire la projection d'un second rectangle bomothétique au premier par
rapport à son centre avec le rapport —
649*. Un angle droit qui a un côté parallèle à un plan se projette sur ce plan suivant un angle droit.
Réciproquement, un angle droit qui se projette sur un plan suivant un angle droit a au moins un côté parallèle à ce plan.
La plupart des exercices suivants, notamment ceux des n** 650 à 654, sont des applications de cette double proposition.
650*. Démontrer que, si un triangle n'a pas son plan parallèle au plan de projection, il est impossible que les hauteurs du triangle de l'espace se projettent suivant les hauteurs du triangle-projection. Pour combien de hauteurs au plus peut-il y avoir exception?
651*. Démontrer que la bissectrice d'un angle ne se projette suivant la bissectrice de l'angle-projection que si la bissectrice de l'angle de l'espace est une ligne de plus grande pente dans le plan de l'angle, uu si elle est parallèle au plan de projection.
652 *. Les bissectrices des angles d'un triangle ne se projettent pas suivant les bissectrices des angles du triangle-projection. Pour combien de bissectrices au plus peut-il y avoir exception?
653*. Le centre du cercle circonscrit à un triangle ne se projette jamais au centre du cercle circonscrit au triangle-projection, sauf dans un cas.
654*. Construire une droite qui rencontre à angle droit deux droites donnéeSf et déduire de là toutes les droites perpendiculaires i deux droites données (perpendiculaire commune à deux droites). A cet effet, projeter la ligure sur un plan perpendiculaire à Tune des droites données.
Démontrer que le segment obtenu est plus court que tout autre segment ayant une extrémité sur chaque droite (plus courte distance de deux droites) .
655*. Quel doit être l'angle d'une droite avec le plan de projection pour que celte droite se projette en demi-grandeur?
656*. Étant donné un triangle ABC qui n'a que des angles aigus, détcr-
xs miner un plan parallèle à BCde manière que l'angle BAC se projette sur ce plan suivant un angle droit.
657*. Étant donné un triangle quelconque A B C, déterminer un plan par la condition que les projections de AB et de AC sur ce plan soient égales.
La médiane AD devra se projeter suivant une hauteur du Iriangle-projec-
tion ; l'angle aigu ADC devra se projeter suivant un angle droit. On est ramené au problème précédent.
658 *. Soient D et Z deux droites quelconques. On donne une symétrie à D par rapport à Z, jwur l'amener en D'. Démontrer qu'il existe une droite coupant ortliogonalement D, Z et D' (voir exercice 654).
659*. Soient Z et Z' deux droites parallèles, D une droite quelconque. Une symétrie par rapport à Z amène D en D^ ; une symétrie par rapport à V amène Dj en D'.
Démontrer que D et D' sont parallèles.
Projeter sur un plan perpendiculaire à Z.
660*. Si une droite D et un plan Q sont perpendiculaires, la projection de la droite D sur un plan P est perpendiculaire à l'intersection des plans P et Q.
661*. Soient deux plans P et Q se rencontrant suivant une droite XY. On projette un point A en Aj sur le plan P, en A" sur le plan Q, puis on rabat le plan Q sur le plan P autour de X Y, ce qui amène A'' en Ag.
Démontrer que la droite AjAj est perpendiculaire à XY.
662*. Soient P et Q deux plans qui se coupent suivant la droite XY. Déterminer une figure de l'espace par la condition qu'elle se projette suivant une droite sur chacun des plans P et Q.
663*. Lieu du milieu d'un segment de longueur constante dont les extrémités glissent sur deux droites rectangulaires non situées dans le même plan.
Projeter sur un plan perpendiculaire à l'une des deux droites et passant par l'autre.
664*. Étant données deux droites rectangulaires non situées dans le même plan, construire un segment de longueur donnée, ayant une extrémité sur chaque droite, et taisant avec l'une d'elles un angle égal à un angle donné.
665*. On donne trois droites Dj, Dj, Dj, dont deux quelconques ne sont pas dans un même plan.
Construire une quatrième droite A qui les rencontre en A, B, G, de manière que l'un des points de rencontre soit le milieu de la distance entre les deux autres.
Généraliser, en construisant A pour que le rapport^ soit égal à un nombre donné k.
Projeter la figure sur un plan perpendiculaire à D|.
666*. Si deux plans P et Q se coupent suivant XY, et si une ligure F se projette sur chacun d'eux suivant une ligne droite, non perpendiculaire à XY, la figure F est une ligne droite.
667^. Un rectangle étant donné comme projection d'un carré, construire le recliligne du dièdre que fait le plan du carré avec le plan de projection.
Considérant en outre le cercle inscrit dans le carré de l'espace, et ses tangentes par les points où il coupe les diagonales, construire les projections de ces tangentes.
Diviser chaque demi-diagonale du rectangle dans le rapport de 1 à v/2.
668*. On considère deux droites D, et D, qui ne sont pas dans un même plan, et dont les projections sont parallèles. Démontrer que toutes les droites qui rencontrent D| et D^, et qui sont parallèles au plan de projection, s'appuient sur une même droite perpendiculaire à ce plan.
669*. Déterminer une figure de l'espace, sachant que si on la projette successivement sur les trois faces d'un trièdre trirect angle OXYZ, on trouve :
Sur le plan OXY, une droite perpendiculaire à* OX;
Sur le plan OYZ, un cercle;
Sur le plan OZX, une droite perpendiculaire à OX.
Montrer que cette troisième donnée n'est pas complète, et que si on la complétait, elle deviendrait alors une conséquence de la première, et que par suite elle pourrait être supprimée.
CHAPITRE VI LES POLYÈDRES
§ t. — Prismes et Pyramides.
496. — Définition. — On appelle polyèdre un solide limité par des polygones plans ayant deux à deux un côté commun.
Les polygones plans sont appelés les faces du polyèdre. Les côtés de ces polygones sont appelés arêtes, et les sommets des polygones sont les sommets du polyèdre.
Chaque arêt$ est commune à deux faces qui forment un angle dièdre. En chaque sommet aboutissent au moins trois faces et au moins trois arêtes qui forment un angle polyèdre .
On appelle diagonale d*un polyèdre une droite qui joint deux sommets non- situés dans la
- ' même face.
497. — Prismes.— Soit(fig.3ii) ABCD un polygone. Faisons-lui subir une translation rectiligne.
Ses sommets décriront des segments parallèles et de même sens AA', BB', ce et DD', et le polygone engendrera un solide
ABCDA'B'C'D' appelé prisme.
Fig. 3ii. — Prisme. ^^ prisme est un solide limité
par deux polygones égaux et parallèles, appelés bases, et par des parallélogrammes, appelés faces latérales.
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Ainsi, dans le prisme ABGDA'B'G'D^ les ^a«e«sont les deux polygones ABCD et A'B'C'iy, les faces latérales sont les parallélogrammes ABB'A', BCC'B', CDD'C, ADD'A'.
On appelle haatenr d'un prisme la distaace des plans de base.
Un prisme est dit triangulaire^ quadrangulaire, pentagonaly etc., suivant que les bases sont des triangles, des quadrilatères, des pentagones, etc.
Un prisme est dit droit lorsque les arêtes latérales sont perpendiculaires aux plans des bases; dans le cas contraire il est dit oblique.
Plus généralement imaginons qu'un polygone ABCDE (fig. 3iî») se déplace d'un mouvement de translation indéfini . Ses sommets décriront des droites parallèles indéfinies A'A", B'B", C'C", etc.
Ses côtés engendreront fig. li%.- Surface prismatique.
des portions de plans comprises entre deux parallèles, des bandes planes A'A"B'B", B'B"C'C", etc. Nous obtiendrons ainsi une surface indéfinie, ayant la forme d'un long tube, que nous nommerons prisme indéfini ou surface prismatique.
498. — Théorème. — Les sections planes d^un prisme par des plans parallèles sont égales entre elles.
C'est évident, car elles se déduisent les unes des autres par une translation dont les glissières sont les arêtes latérales.
499. — Définition. — On appelle sec^'on droite d'un prisme la section faite par un plan perpendiculaire aux arêtes latérales.
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Toutes les sections droites d'un prisme sont égales entre elles (n* 498).
Parallélépipède.— On appelle parallélépipède an
prisme dont les bases sont des parallélogrammes.
De la définition môme, il résulte qu'un parallélépipède a «ta? faces qui sont toutes des parallélogrammes. Deux faces opposées jsont des parallélogrammes égaux. Il en résulte que chaque face du parallélépipède peut être prise pour base.
Ainsi dans le parallélépipède ABCDA'B'C'D' (fig. 3i3) les six faces sont des parallélogrammes. Deux faces quelconques opposées BGC'B' et ADD'A' sont égales et parallèles, car, les segments AB, DC, D'C et A'B '
étant égaux et parallèles, les deux faces se déduisent Tune de l'autre par translation. On peut considérer le parallélépipède conmie étant un prisme de trois manières.
1° Si Ton prend pour bases ABCD et A'B'C'iy, les arêtes latérales ont AA', BB', CC, m, •j" Si Ton prend pour bases
Fig. 3i3. - Parallélépipède. ^^f^ ^^ ^^'^/J^L^i^^^^ *«^^-
raies sont AB, A'B', D'C et DC.
3* Si Ton prend pour bases ABB'V et DCOT, les arêtes latérales sont AD, A'D\ B'C et BC.
501. — Théorème. — Les diagonales d'un parallélépipède se coupent en un môme point qui est le milieu de chacune d'elles.
Le parallélépipède ABCDA'B'C'D' (fig. 3 14) a huit sommets deux à deux opposés. Ainsi, étant donné le sommet A, il n'y a qu'un seul somniet qui ne soit pas dans une même face avec A, c'est le sommet C. Il y a, par suite, quatre diagonales AC, BD', CA', et DB'.
Deux d'entre elles, par exemple AC et BD', joignent les extrémités de deux segments AB et CD' égaux, parallèles et de sens contraires. Par suite, elles se coupent en leur milieu O (Géom. plane : n" 86 et 87). On prouverait de même que les diagonales CA' et DB' passent par le milieu
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O de AC. II en résulte que les trois diagonales BD', CA', DB' passent par le milieu de AC, et que ce ^ C
point est aussi leuj^ milieu.
Les sommets du parallélépipède sont deux à deux symétriques par rapport au point 0, qu'on nomme le centre du parallélépipède. Fîg. sa.
Un parallélépî-
Parallélépipède rectangle.
Parallélépipède rectangle
yède est dit reetaniçle lorsqn^il est droit et que ses bases sont des rectangles.
Les six faces d'un parallélépipède rectangle sont des rectangles. Les trois arêtes aboutissant en un même sommet forment un trièdre trirectangle.
Ainsi dans le parallélépipède rectangle ABCDA'BW (fig.3i5) les bases ABCD et A'B'C'D' sont des rectandes, les faces latérales, telles que AA EKD, sont aussi des rectangles, car les arêtes AA' et DU étant perpendiculaires aux plans des bases sont perpendiculaires sur AD et A'D'. Le trièdre ADA'B est trirectangle.
Une boîte, une caisse, une chambre, une règle, etc., sont des parallélépipèdes rectangles.
503. — Cube. — Lorsque les bases d'un parallélépipède rectangle sont des carrés et lorsqu'en outre les arêtes latérales ont pour longueur la lon-
Fig. 3i6. — Cube.
gueur des côtés de ce carré, les six faces du parallélépipède sont des carrés égaux. Le parallélépipède est alors appelé cube (fîg. 3i6).
Un cabe est un parallélépipède rectangle dont les six faces sont des carrés égaux.
Les douze arêtes d'un cube sont égales.
Fig. 317; — Pyramide.
504. — Définition. — Soit ABCD un polygone plan et S un point extérieur au plan de ce polygone (fîg. 317). Joignons S aux sommets du polygone. Nous formons ainsi un polyèdre limité par la face ABCD, appelée base, et par les triangles SAB, SBC, SCD, SDA.
Ce polyèdre est une pyramide.
Une pyramide est un solide
limité par une face polygonale
quelconque, appelée base, et par
des faces triangulaires adjacentes, appelées faees latérales,
ayant un sommet commun, appelé somniet de la pyramide.
La hauteur d'une pyramide est la distance de son sommet à la base.
Une pyramide est dite triangulaire, quadrangulaire, pentagonale, etc., suivant que sa base est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc.
Une pyramide triangulaire (fîg. 3 18) a quatre faces qui sont quatre triangles. On rappelle aussi, à cause de cela, tétraèdre.
Elle peut être considérée de quatre manières différentes comme étant une pyramide, car on peut prendre pour base une quelconque des quatre faces.
Fig. 3 18. — Tétraèdre.
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Ainsi dans le tétraèdre ABCD (fig. 3i8) on peut considérer BCD coiïiime étant la base et A le sommet, ou ABC comme base et D comme sommet, etc.
Plus généralement, si l'on considère une semi- droite mobile issue d'un point fixe S, et qui se meut en s'appuyant (fig. 3 19) sur le contour d'un polygone ABCDE, cette semi-droite engendre (n** 476) un angle polyèdre que l'on nomme aussi parfois pyramide indéfinie, car c'est la /?\p-i \^
figure obtenue en prolongeant indéfiniment les faces latérales d'une pyramide au delà de sa base.
Fig. 319. — Angle polyèdre.
505. — Théorème ^ — Les sections planes d'une pyramide par deux plans parallèles sont des polygones semblables, le rapport de similitude étant égal au rapport des distances des pians sécants au sommet de la pyramide.
Soient ABCD et A'B'C'IV les sections planes d*une pyramide par deux plans parallèles (ug. 3 -20). Menons par le sommet S une droite quelconque qui coupe les plans en et 0'.
Si nous effectuons une translation de glissière 00' qui amène 0' en 0, les sommets de la section A'B'C'D' décrivent des parallèles à 00', dans les plans déterminés par SO et les arêtes de la pvramide. La ' section A'B'C'D viendra se
1. On passera ce théorème si on ne veut pas lire les démoustralions des n"* 521 à 523.
placer en abcd dans le plan ABGD de façon à être homolhétique de ABCD par rapport au point 0. Les deux sections sont donc semblables.
Le rapport de similitude est égal à rr-r« qui est égal à -^ puisque A'a
SO' est parallèle à SO, ou à ^ (n* 488). Or, on peut supposer que SO est
perpendiculaire sur les plans des deux sections. Le rapport de siniili-
tude est donc égal au rapport -^ des distances de S aux deux plans.
§ 2. — Aires et volumes.
506. — Définition. — On appelle aire latérale d'un prisme ou d'une pyramide la somme des aires de ses faces latérales.
On appelle aire totale d'un prisme ou d'une pyramide la somme de Vaire latérale et des aires des bases.
Les faces d'un prisme ou d'une pyramide étant des polygones plans, il est facile d'évaluer leurs aires.
Aire latérale d'un prisme droit. — Les
laces latérales d'un prisme droit sont des rectangles ayant pour bases les côtés de la base et pour hauteur la hauteur du prisme.
L'aire latérale est égale au périmètre de la base multiplié par la hauteur.
Exemple. — Quelle surface de fer-blanc faut-il pour faire une boîte parallélépipédique rectangle de ao centimètres de long, lo centimètres de large et 8 centimètres de haut, sans couvercle?
Aires des faces latérales \ ^^
Aire du fond de la boîte : ^ox lo =
îio X 8 z= i (Spe»* X8 = 8o«-* i/i aire latérale Aire latérale Aire totale
508. — Aire latérale d'un prisme oblique. — L'aire latérale d'un prisme oblique est égale au produit du périmètre de sa section droite par la longueur commune des arêtes latérales.
Soit ABCDA'B'C'D' un prisme oblique (fig. 3ai). Coupons-le par un plan perpendiculaire aux arêtes latérales, et soit abcd la section. Les arêtes latérales étant perpendiculaires sur ce plan sont perpendiculaires sur tous les côtés de la section. Ainsi, par exemple, ab est perpendiculaire commune à AA' et BB'; c'est la hauteur du parallélogramme AA'B'B. On a donc :
Aire AA'B'B = AA' X ab,
Aire BB'C'C = BB' x 6c,
Aire CC'D'D = CC X cd,
Aire DD'A'A = AA' x da.
Comme AA' = BB' = CC, on a, en ajoutant et mettant A A' en facteur :
Aire latérale = AA' (ab -\- bc + cd + da).
509. —Aire latérale d'une pyramide régulière. — Une pyramide est dite régulière, lorsque sa base est un polygone régulier et que son sommet est situé sur la perpendiculaire élevée au centre de la base ^ur le plan de cette base.
Les faces latérales d'une ^ pyramide régulière sont des triangles isocèles égaux qui, par suite, ont tous môme hauteur. Cette hauteur commune est appelée apothème.
Fig. 3aa.
Vairé latérale d'une pyramide régulière est égale au produit du demi'périmètre de la base par Vapothèmè.
Exemple. — Une pyramide régulière a pour base un carré de
3 décimètres de côté et 5"^ centimètres de hauteur. Calculer son aire latérale.
Soit SABGD la pyramide, 80 sa hauteur, SH Tapothèine (fig. 3a a). Dans le triangle rectangle SOH, on a :
SiP="SÔ'-fÔH*.
OH est égal h la moitié du côté du carré, donc égal à i5 centimètres.
m^ ="53* -fT?* = 3o34 ,
SH
Uaire latérale est :
ix 4 X 3o X 55 = 33oo"»* = 33*-»*.
Uaire de la base est : 3x3= 9^»»*.
Laire totale est : 4 a*'"'*.
510. — Unités de volume. — Nous avons appris en arithmétique, dans Tétude du système métrique, que l'unité de volume est le mètre cube^ c'est-à-dire le volume d'un cube ayant i mètre de côté.
Les unités secondaires sont les sous-mulliples du mètre cube, le décimètre cube^ le centimètre cube., le m/iUimètre cube.
Trouver le volume d'un corps solide, c'est trouver combien il contient de mètres cubes, décimètres cubes, centimètres cubes, etc.
Deux solides sont dits équivalents lorsqu'ils ont même volume.
Volume du parallélépipède rectangle
Le volume d'un parallélépipède rectangle est égal au produit des mesures de ses trois dimensions.
Soit (fig. 3a3) ABCDA'B'CD' un parallélépipède rectangle. Mesurons ses trois arêtes avec une unité assez petite pour qu'elle soit contenue un nombre entier de fois dans chacune d'elles. Supposons, par exemple, qu'on ait : AB = 5 •-, AD = 3 «", AA = 4 "».
Divisons alors AB en 5 centimètres, et par les points de division (fig. 3a3, I) menons des parallèles à AD. De même partageons AD en 3 centimètres, et par les points de division menons des parallèles à AB. Nous partageons ainsi la base ABCD en 5 x 3 :t= 1 5 centimètres carrés. Cela étant, sur chacun de ces centimètres carrés, posons un cube de 1 centimètre de côté. Nous pavons ainsi la base de i5 cubes qui forment une couche de i centimètre de haut
SP
Fig. 323.
(fîg. 323,11). Comme le parallélépipède a 4 centimètres de hauteur, nous le remplirons au moyen de quatre couches semblables superposées. En résumé le parallélépipède contient 4 fois i5 centimètres cubes ou :
Le nombre des centimètres cubes est égal au produitdes mesures, 5,. 3, 4, des trois dimensions.
512. — Le volume d^un parallélépipède rectangle est égal au produit de Faire de sa base par sa hauteur.
La première couche qui couvre le fond du parallélépipède (fîg. 323) contient autant de centimètres cubes que la base contient de centimètres carrés. Le volume de cette couche s'exprime donc par le même nombre que l'aire de la base, soit i5. Le volume total s'obtient en multipliant le précédent par la hauteur 4. Ce volume est donc : 1 5 X 4 = aire de la base X hauteur.
513. — Remarque importante. — Les énoncés précédents et ceux qui suivent supposent essentiellement que Ton a pris des unités correspondantes.
Ainsi, si l'unité de longueur est le décimètre, Tunité d'aire sera le décimètre carré et celle de volume sera le décimètre cube.
514. — Volume du parallélépipède droit. — Le volume d'un parallélépipède droit est égal an produit de sa base par sa hauteur.
Soit ABCDA'B'CD' (fig. 3a4) un parallélépipède droit, dans lequel la base ABCD est un parallélogramme quelconque, et les arêtes laté-
Fig. 324.
raies AA', BB', etc., sont perpendiculaires au plan de la base.
Par BB', menons le plan de section droite BB'E'E perpendiculaire à AB. Ce plan partage le parallélépipède en deux parties,
ABEDA'B'E'D' et BCEB'C'E'. Faisons subir à la seconde, BCEB'C'E', une translation de glissière AB; elle viendra se placer en ADFA'D'F', de façon à former avec la première un parallélépipède rectangle ABEFA'B'E'F', évidemment équivalent au parallélépipède donné. Le volume V est alors :
V=:AB X BExBB'.
Or, BE étant la hauteur du parallélogramme ABCD, AB X BE est Taire de la base, et BB' est la hauteur. Donc : V = aire de la base x hauteur.
515. — Théorème. — Un prisme oblique est équivalent au prisme droit ayant pour base sa section droite et ayant même longueur d'arêtes latérales.
Soit ABCDEA'B'C'D'E' (fig. SaS) un prisme oblique et alh'c'd'e' sa section droite. Cette section partage le prisme en deux portions Vj et Vg. Faisons subir à la portion V,, a'6VdVA'B'C'D'E', une translation de glissière A'A. La face A'B'C'D'E' viendra coïncider avec ABCDE,etle volume V, viendra en V, de façon à former avec V| un prisme droit ahcdea'b'c'd'e' évi- £'
demment équivalent au prisme donné et de même longueur d'arête ; car a! a = A'A, comme décrits dans la même translation.
Corollaire
— Deux prismes ayant môme section droite et môme longueur d'arôtes latérales sont équivalents.
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Fig. 3i5.
517. — Volume du parallélépipède. — Le volume d'un parallélépipède est égal au produit de Vaire de sa base par sa hauteur.
Le théorème étant vrai pour un parallélépipède droit, soit ABCDA'B'C'D' (fig. Saô) un parallélépipède oblique.
Soit IH sa hauteur. Par H menons, dans le plan ABCD, la perpendiculaire
KL à AB et CD. Le C>r tTè TSP'
plan déterminé par IH etKL est un plan de section droite, car AB étant rectangulaire à la fois avec IH et KL est perpendiculaire sur leur plan. Le parallélépipède en question est donc équiva-
¥ig. 326.
lent au parallélépipède droit de base IMLK et de hauteur
AB. Son volume est donc
V = IHxKLxAB.
Mais KLxAB est Taire du parallélogramme ABCD. On a
donc :
V=:IHX aire ABCD.
518. — Volume du prisme. — Le volume d'un prisme est égal au produit de Vaire de sa base par sa hauteur.
Nous admettrons cette proposition sans démonstration.
Voici d'ailleurs, pour les élèves studieux, la démonstration en question.
I" Prisme triangulaire. — Soil ABCA'B'C un prisme triangulaire 337). Par AA' et CC menons ; plans parallèles aux faces oppos. Nous formons ainsi un parallélépipède ABCDA'B'C'D partagé en deux prismes triangulaires par le plan AA'CC Ces deux prismes sont équivalents car ils ont (n" 516) des sections droites égales abc et acd, conrnie moitiés d'un parallélogramme abcd, et même longueur d'arête. Le volume du prisme ^CA'B'C est donc Fig. 327. la moitié du volume du parallélépi-
pède.
V-= -aire ABGDXHH
Or
aire ABCD = aire ABC.
On a donc bien :
V traire ABC XHH'.
îi* Cas général. — Soit ABCDEA'B'CD'E' un prisme quelconque {ûg, 3 a 8).
Les plans diagonaux AA'C'C et Fig. 328. AA'D'D partagent le prisme en
trois prismes triangulaires de même hauteur h, pour lesquels on a :
vol. ABCA'B'C = aire ABC X K voL ACDA'C'D' = aire ACD X /i, vol. ADEA'D'E' = aire ADE X h.
Le volume V du prisme est la somme des volumes des trois prismes triangulaires. On a donc, en additionnant :
V = (aire ABC + aire ACD + aire ADE) h ou
V = fltVeABCDEx/i.
519. — Corollaire. — Deux prismes qui ont des bases équivalentes et môme hauteur sont équivalents.
Car les bases ont même aire.
520. — Volume d'une pyramide. — Le volume d'une pyramide est égal au tiers du produit de Vaire de sa base par sa hauteur.
Nous admettrons cette proposition sans démonstration.
Nous donnons d'ailleurs cette démonstration pour les élèves studieux, dans les n*' 521 à 523 ci-après.
521. — Théorème. — Deux pyramides qui ont des bases équivalentes et même hauteur sont équivalentes.
Soient (fig. 3^9) deux pyramides SABC eiTDEFa^Sini même hauteur et des bases équivalentes
aire ABC = aire DEF.
Supposons qu'elles reposent toutes deux sur un plan II. Si on les coupe alors toutes deux par un plan jparallèle à II, les deux sections sont équivalentes, car elles sont semnlables aux bases (n"" 505) et dans le même rapport.
Ceci posé, partageons SA en un certain nombre de parties égales, 4 par exemple, et par les points de division A,, A,, Ag, menons des plans parallèles à II qui coupent les deux pyramides suivant les sections A, Bt Cl, A, Bj Ca, As B, C3 et D^ Ej Fj, D, E, Fj, D, E3 F3, respectivement équivalentes aux trois premières. Sur chacune des sections Al 84 Cl, Aa Bj Cj, A3 B3 C3, construisons deux prismes d'arêtes latérales égales et parallèles à AA,, nous formons ainsi trois prismes P'j, P»,?',, tous les trois à Vintérieur de la pyramide et quatre prismes P, P,, Pj, P3 débordant sur la pyramide, le prisme P étant construit sur ABC.
Posons
S = »o/ P + »o/ Pi + vo/ P, + vo/ Pa, S' = vol P'i + vol P'a + vol P'5.
Les prismes de même base sont égaux, on a donc volP\=vol?i,
et, par suite :
Fig..3a9.
Or a est manifeste que le volume V de la pyramide SABC est plus grand que b' et plus petit que S : ^
Opérons de même sur la pyramide TDEF.
Construisons, sur les sections, des prismes Q,Qi,Qa,Q, et Q', Q' Q' Les deux prismes P et Q, ayant même hauteur et des bases éguhalentes, sont équivalents. On a donc :
volQzzzvol?; de même
vo/Q, = vo/P4, vol Q\ = vol?\, etc. volQs = volP^.
On en conclut
vol Q\ -^ vol Q'3 + vol Q'g = S'.
Le volume Y de la seconde pyramide est évidemment aussi compris entre S' et S :
Les volumes V et Y des deux pyramides étant tous deux compris entre les sommes S et S' des volumes des prismes, on en conclut que
Y'--V<S' — S, Y'_V<tJo/P.
c'est-à-dire
Il en résulte que la différence Y — \ est rigoureusement nulle.
En effet, si, au lieu de diviser SA en 4 parties égales, oh Tavait-divisé en lo, loo, looo parties, etc., le raisonnement précédent subsisterait, etrinégalité(i) aurait toujours lieu. . , u . ^
Or, lorsque le nombre des divisions de SA augmente, la hauteur du prism'e P diminue et tend vers zéro. Le prisme 9 s' aplatit y son roimae tend vers zéro et peut être aussi petit qu'on voudra.
L'inégalité (i) prouve donc que la différence V — V est un nombre fixe plus petit que n'importe quel nombre, aussi petit qu'on voudra. V'._V est donc égale à «éro.
Les deux pyramides sont équivalentes.
522. — Corollaire. — Deux pyramides ayant même hase et leurs sommets sur une parallèle au plan de la base commune sont équivalentes.
Car elles ont même hauteur qui est la distance de la droite des sommets au plan de base.
523 — Volume d'une pyramide
pyramide est égal au
tiers du produit de sa A
base par sa hauteur.
1° TÉTRAÈDRE. — Soit Un
tétraèdre ABCD (fig. 33o), et BCDAFE le prisme triangulaire de base BCD et d'arête latérale AB. Joignons CE. Les deux plans ACD et ACE partagent le prisme en trois tétraèdres ABCD, CAFE et CAED, qui sont équivalents.
En effet :
vol ABCD = vol CAEF, Fig. 33o.
car ces deux tétraèdres ont des bases égales BGD et AEF et même hauteur. De plus,
vol CAED = vol FAED,
car ces deux tétraèdres ont même base AED et leurs soomiets sur une
parallèle FC au plan de la base (n" 522). D'ailleurs, comme le tétraèdre FAED a même base AFE et même hauteur que G AEF, on a aussi :
vo/CAED = t;o/CAEF.
Les trois tétraèdres étant équivalents, le volume de l'un d'eux AfiCD est le tien du volume du prisme :
vol ABCD = ^ aire BCD X AH.
Fig. 33i. ^
a* Pyramide quelconque. — Soit SABCDE (fig. 33 1) une pyramide quelconque.
Les plans diagonaux ASD et ASC partagent cette pyramide en trois tétraèdres de même hauteur SH ; et on a :
vol SABC = - aire ABCxSH,
vol SACD = ^ aire ACD x SH,
vol SADE = j aire ADE X SH.
Le volume V de la pyramide est la somme des volumes des tétraèdres.
V = ^ (aire ABC + aire ACD + aire ADE) SH,
V = jfliieABCDExSH.
Exemple. — Volume d'un tétraèdre régulier d'arête a
Un tétraèdre régulier (fig. 33a) a quatre faces qui sont quatre triangles équilatéraux égaux.
Soient BE, DE les hauteurs des deux faces ABC et ÀDC. La perpendiculaire DH sur BE est la hauteur du tétraèdre. D'ailleurs H est le point de concours des médianes et hauteurs de ABC.
On a:
BE
BH=:5BE=fp.
DH
= y DB* — BH* = \Ja^ - Ç
DH
Le volume est :
y=^aire ABCxDH,
V = iACxBExDH, o
- I a\l^ ax/i
Pour fl = i", on a : V = o"''^,ii785i.
EXERCICES THÉORiaUES
670. Déterminer les reclilignes de tous les dièdres qui se Irouyent dans un prisme droit à base quelconque.
671. Démontrer que toute section d'un parallélépipède par un plan qui rencontre au moins quatre arêtes est un polygone qui a ses côtés upposés parallèles.
672. Ayant figuré un parallélépipède, on y considère trois arêtes consécutives non dans un même plan, et on fjiit passer un plan par leurs milieux. Construire la section du solide par ce plan ; démontrer que cette section est un hexagone dont les côtés opposés sont égaux et parallèles, et que le plan sécant passe par Je centre du parallélépipède.
BouRLET. — Eléments de géom. 23
673. &>nstruire un parallélépipède de manière que trois de ses arêtes soient appliquées sur trois droites D|, D^, D,, dont deux quelconques ne sont pas dans un même plan.
674. Le segment limité par deux faces opposées d'un parallélépipède sur une droite qui passe par le point de concours des diagonales a son milieu en ce point (centre du parallélépipède).
675. Dans tout parallélépipède rectangle, les quatre diagonales sont égales, et le carré de chacune d'elles est égal à la somme des carrés de trois arêtes issues d'un même sommet (dimensions du parallélépipède).
676. L'arête d'un cube étant égale à a, quelle est la longueur de la diagonale?
677. Le plan qui passe par les extrémités de trois arêtes issues d'un même sommet A d'un parallélépipède coupe le solide suivant un triangle dont les médianes se rencontrent sur la diagonale issue de A, au tiers de cette diagonale à partir de A.
678*. Dans un prisme ayant pour base un triangle équilaléral ABC de centre 0, l'arête AA' se projette en demi-grandeur suivant AO sur le plan de la base. Calculer à un demi-degré près les rectiligties des dièdres AB, BG, CA.
679*. Un parallélépipède ABGDA'B'C'D' a pour base un losange ABCÎ) dont l'angle A a 6o® ; la face ABB'A' se rabat exactement sur la base autour de AB ; la face ADD'A' se rabat de même sur la base autour de AD. Calculer la hauteur du parallélépipède (rhomboèdre) en fonction de AB = a, et le rectiligne du dièdre AA'.
680. Si les quatre diagonales d'un parallélépipède sont égales, le parallélépipède est rectangle.
681. Un prisme ABCDA'B'G'D' a pour base un quadrilatère inscriptible
ABGD, symétrique par rapport à la diagonale DB. L'angle ADC a 6o<' ; la face ABB'A' est un carré, et le dièdre AB a So». Calculer la hauteur du prisme, sachant que DB = loo mm.
682. Soit SABC un tétraèdre quelconque, DEP sa section par un plan parallèle à ABC et rencontrant SA en D, SB en E, SC en F. Construire l'intersection des plans AEF et BFD, et la trace de cette intersectiou dans le plan CDE.
Couper ces trois plans par le plan ABC.
Quel est le lieu de celte trace quand le plan DEF se déplace en translation, le plan ABC étant lui-même fixé ou mobile en translation ?
683. Étant donnée une pyramide quelconque, marquer sur une arête latérale un point tel qu'en menant par ce point un plan parallèle à la base, l'aire de la section soit égale à la moitié de l'aire de la base.
684. Une pyramide régulière a pour base un hexagone régulier ABCDE F. On détermine un plan par la droite AB et par le milieu de SD. Construire la section de la pyramide par ce plan, et le point de rencontre de ce plan avec la hauteur.
685. Tout plan parallèle à deux arêtes opposées d'un tétraèdre coupe les quatre autres arêtes en des points qui sont les sommets d'un parallélogramme. Voir comment varie l'aire de ce parallélogramme quand le plan sécant se déplace en translation.
686. Quel est le polyèdre que l'on construit en menant par chaque arête d'un tétraèdre un plan parallèle à l'arête opposée ?
687. Deux triangles équilatéraux ABC et abc coïncident. Soient et o leurs centres confondus. On donne à abc une translation 00' perpendiculaire au plan ÂBC, puis une symétrie par rapport à 00' ; le triangle abc est alors devenu A'B'C
On considère le .polyèdre limité par les triangles ABC, A'B'C, A'BC, CA'B', B'CA, AB'C, C'AB, BC'A'.
Démontrer que l'on peut, de trois manières identiques, partager ce solide en deux pyramides à base rectangle, que ces deux pyramides sont symétriques l'une de l'autre par rapport à un certain axe, et calculer 00' pour que AG'B soit un triangle équilalcral.
Projeter sur le plan ABC.
688. Les plans perpendiculaires aux six arêtes d'un tétraèdre en leurs milieux passent par un même point, qui est équidistant des quatre sommets.
689. Les plans bissecteurs des six dièdres d'un tétraèdre passant par un même point, équidistant des quatre faces.
690*. Dans tout tétraèdre ABCD, le plan bissecteur du dièdre AB coupe l'arête CD en deux segments proportionnels aux aires des faces CAB, DAB.
Ils sont proportionnels aux hauteurs issues de C et de D dans ces faces. Couper le tétraèdre par deux plans perpendiculaires à ÂB, l'un par C, l'autre par D.
691*. Si le plan bissecteur du dièdre AB dans un tétraèdre ABCD coupe
la face CAD suivant la bissectrice de l'angle A, les angles CAB, DAB sont égaux, et le bissecteur considéré est perpendiculaire au plan CAD.
692. Le côté de la base d'une pyramide hexagonale régulière est donné, égal à a. Calculer la hauteur de la pyramide, sachant que le dièdre formé par cette base avec une face latérale a i^^'*.
693*. Soit ABCD un quadrilatère plan quelconque, dont les côtés opposés se coupent en E et en F. Le quadrilatère est éclairé par un point 0. Démontrer que l'ombre qu'il porte sur un plan parallèle à OEFest un parallélogramme. Condition pour que ce parallélogramme soit un rectangle.
EXERCICES PRATiaUES
694. La somme des aires des faces d'un parallélépipède rectangle est égale à 700 cm', et ses trois dimensions sont entre elles comme i, 2, 4. Calculer ces dimeubions.
695. Une pyramide régulière à base carrée a toutes ses arêtes égales à 40 mm. ; on en détache la pyramide comprise entre le sommet et un plan parallèle à la base, passant au milieu de la hauteur. Calculer la somme des aires des faces du polyèdre restant.
696. Le côté de la base d'une pyramide triangulaire régulière est égal à 20 mm., et Taire latérale est égale à la cm'. Calculer la hauteur de la pyramide.
697. Un prisme a pour base un carré de 3 cm. de côté ; une face latérale est aussi un carré ; une aOlre est un losange ayant un angle de 60^. Calculer l'aire totale du prisme.
698. On construit un tuyau ayant U figure d'un prisme carré réguliqr. On assemble pour cela quatre planches rectangulaires égales, de 3 m. de longueur, sio cm. de largeur et 8 mm. d'épaisseur. De quelle manière faut-il disposer les quatre planches, et quelle est alors la surface extérieure du tuyau?
699. Un blutoir est un tuyau ouvert aux deux bouts, ayant la figure d'un prisme hexagonal régulier; ses parois sont des panneaux en tissu de soie tendu sur des règles qui représentent les anHes latérales, et logées à l'intérieur du tuyau. Le tissu devant coûter 10 francs le mètre carré, combien coûte la soie nécessaire à la construction d'un blutoir qui a 4 mètres de longueur et 3-3 centimètres de largeur pour chnque face?
700. Calculer l'arête d'un cube dont l'aire totale soit équivalente à Taire totale d'une pyramide régulière à base carrée dont la hauteur a 35 centimètres et le côté de la base 4^ centimètres. «
701. Calculer le volume d'un cube dont Tarôte a 4 centimètres et demi.
702. Calculer Tarêted'un cube dont le volume a 5i2 centimètres cubes.
703. Calculer la capacité d'une boîte parallélépipède rectangle dont les dimensions sont 7 centimètres, 10 centimètres, iii<"",5.
704. Quelle est la contenance d'un bassin dont la profondeur est i",2o, et dont le pourtour est un dodécagone régulier de 20 mètres de rayon?
705. Une pièce de boisa la figure d'un prisme droit carré de 25 centimètres de côté et de 6 mètres d'arête. Dans une face latérale, on trace AB perpendiculaire aux arêtes à 2 mètres d'un bout ; dans la face opposée, on trace CD perpendiculaire aux arêtes à 3™,6o de l'autre bout.
On scie la pièce en faisant passer le trait de scie par les droites AD et BC. Quel est le rapport des volumes des deux parties de la pièce de bois !
706. Un coin en fer est un prisme triangulaire droit dont la base est un triangle isocèle; les côtés de cette base ont 315 millimètres, 55 millimètres, 3i5 millimètres; l'arête latérale a 5o millimètres. Calculer le poids de cet objet, sachant qu'un décimètre cube de fer pèse 7800 grammes.
707. On donne comme base d'un prisme droit un polygone qui est la somme d'un rectangle et d'un hexagone, juxtaposés par un côté AB qui a 5o centimètres de longueur; Tautrecôlédu rectangle a 20 centimètres. Dans l'hexagone, la perpendiculaire à AB en son milieu est un axe de symétrie; les col es opposés sont parallèles, les angles adjacents à AB ont i350 et les six côtés sont égaux. Calculer le volume du prisme, dont Tarête latérale a 40 centimètres.
Calculer son poids, si la substance dont il est construit pèse 2Ô00 Kg par mètre cube.
EXERCICES THËORiaUES.
708. Un prisme carré régulier a son arête latérale double du côté de sa base; son aire latérale est double de l'aire d'un carré de côté donné a. Calculer les dimensions du prisme.
709. Exprimer l'aire totale d'un tétraèdre régulier en fonction de sa hauteur.
710. Le volume d'un prisme triangulaire quelconque a pour mesure le demi-produit de T^iirc d'une face latérale par la distance de son plan à l'arête opposée (615).
711. Soit AA' une arête d'un parallélépipède dont la base est ÀBCD. Quel est le rapport entre le volume de ce polyèdre et celui du tétraèdre A'ABC V
712. On coupe une pyramide par un plan parallèle à la base, et rencontrant une arête latérale aux trois quarts de sa longueur à partir du sommet. Calculer le rapport des volumes des deux polyèdres en lesquels ce plan partage la pyramide.
713. Étant données trois droites parallèles, on porte sur chacune d'elles un segment égal à un segment fixé; on obtient les arêtes d'un prisme tri* angulaire, qui varie de forme quand on change les dispositions relatives des trois segments.
Démontrer que le volume de ce prisme est constant.
714. Partager un tétraèdre en trois parties équivalentes par un plan qui passe par une arête.
715. Soit ABCD un tétraèdre quelconque, E le point de concours des médianes du triangle BCD, G le point situé sur AE fntre A et Ë de
manière que AG = - de AE. Démontrer que le tétraèdre qui a pour som-
met le point G et pour base l'une quelconque des faces de ABCD équivaut au quart de ABCD.
716. On marque les milieux des douze arêtes d'un cube, et on détache huit pyramides par les plans qui passent par les milieux de trois arêtes issues d'un même sommet.
Exprimer, en fonction de l'arête a du cube, le volume et l'aire totale du polyèdre restant.
717. Dans un cube, les centres de trois faces qui passent par un sommet sont les sommets d'un triangle. Exprimer en fonction de l'arête a du cube la surface totale et le volume du polyèdre dont les faces sont les triangles ainsi définis (or /aèrfre régulier).
718. Même question, en remplaçant le cube par un prisme droit carré.
719. Même question en remplaçant le prisme droit carré par un parallélépipède rectangle.
720. On fixe la base d'un tétraèdre. Comment peut-on faire varier la position du sommet si l'on veut que le volume du solide reste constant?
721. Par chaque sommet duo tétraèdre on mène un plan parallèle à la face opposée. Construire les arêtes du solide limité jMir les plans ainsi déGnis, et comparer son volume à celui du tétraèdre.
722. On prend à Vintérteur d'un prisme un point quelconque S. Démontrer que la somme des pyramides qui ont ce point pour i^ommet, et pour bases les faces latérales du prisme, est indépendante de la position du point S.
723. Soit a un segment donné. Trois droites parallèles fixes étant données, on porte sur l'une d'elles un segment AB égal à a, et on marque arbitrairement sur les deux autres les points C et D. Démontrer que le Tolume du tétraèdre ÂBGD est coustant quand on fait mouvoir G et D sur les droites qui les portent, et qu'il est indépendant de celle des trois parallèles sur laquelle on prend le segment AB.
724. Étant donné le polyèdre défini dans l'exercice 687, on prend la translation 00' égale à la diagonale du carré construit sur le rayoo du triangle équi latéral ABC. Évaluer en fonction de AB=a le volume du polyèdre.
725. AA', BB', CC, DD' étant quatre arêtes parallèles dans un cube dont une face est ABCD, on coupe le cube par le plan qui passe par A, D', et par le milieu de BB'. Calculer le rapport des volumes des deux solid(^ en lesquels ce plan partage le cube.
726. Un segment EF, parallèle au plan d'un rectangle ABGD, se projette sur le plan du rectangle suivant un segment parallèle à AB ayant son milieu au centre du rectangle. Connaissant AB = a, BG =6, EF ==^, et la distance A de EF à sa projection, évaluer le volume du polyèdre (appelé comble) limité par le rectangle ABGD, les triangles EAD, FBC, cl les trapèzes AEFB, GFED.
CHAPITHE VU LES CORPS RONDS
§ t. — Cylindres et Cônes.
525. — Cylindre de révolution. — Définition. — On appelle cylindre de révolotion, ou encore cylindre circulaire droit, ie solide engendré par la rotation d'un rec^ tangle autour de ïun de ses côtés.
Soit (fig. 333) un rectangle OAA'O' que nous ferons tourner autour de 00' comme axe.
Les droites OA et O'A' engendreront deux plans perpendiculaires à Taxe en et 0', et les points A et A' décriront dans ces plans (n° 458) deux cercles de centres et 0'. Ces deux cercles sont appelés les bases du cylindre.
La droite AA' en tournant autour de 00' engendre une surface courbe, appelée surface latérale du cylindre, et les diverses positions de AA' sont appelées les génératrices.
On appelle hauteur du cylindre la distance 00' des deux bases.
526. — Autre mode de génération. — Dans la rotation du rectangle OO'A'A autour de 00', tout point M de la génératrice AA' (n" 458) engendre un cercle dont le plan est perpendiculaire à Taxe et dont le centre C est
Fig. 333. — Cylindre de révolution.
sur Taxe. Ce cercle est évidemment tracé sur la surface latérale du cylindre. On en conclut que :
Tout plan perpendiculaire à Taxe du cylindre le coupe suivant un cercle f que Von nomme an parallèle de la surface.
Tous les parallèles sont des cercles égaux aux deux bases; car, dans une translation d'axe 00', les divers points du cercle C (fig. 333) décrivent les génératrices de la surface, et Ton peut amener ce cercle à coïncider avec Tune des deux bases.
Ce qui précède montre qu'on peut encore considérer le cylindre comme engendré de la façon suivante :
Un cylindre de révolution est engendré par un cercle mobile de grandeur invariable dont le centre décrit une droite, appelée axe du cylindre, et dont le plan reste perpendiculaire à cet axe.
Le mouvement de translation du cercle C est le même que celui d'un piston d'une machine à vapeur dans son cylindre.
Le piston est un cylindre plein, de faible hauteur, qui glisse à l'intérieur d'un cylindre creux.
Généralisation. — D'une façon plus générale
022 appelle surface cylindrique ou cylindre
la surface engendrée par une droite mobile G (fig. 334) qui se déplace en rencontrant une courbe fixe D et en restant parallèle à une direction fixe.
Il est clair que les sections d'une surface cylindrique par des plans parallèles sont identiques; car soient C et C ses sections (fig.334) pardeuxsplans parallèles P et P'. Dans une translation de glissière G,
Fig. 331.— Surface cylindrique.
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tout point M de C décrit la génératrice qui y passe et vient coïncider avec le point M' de CJ situé sur cette génératrice. On peut donc dire encore que :
Vne surface cylindrique est engendrée par une courbe de grandeur invariable animée d'un mouvement de translation rectiligne.
On appelle section droite d'wn cylindre, sa section par un plan perpendiculaire aux génératrices.
Généralement on réserve le nom de cylindre au solide limité par une surface cylindrique et deux plans parallèles qu'on appelle les deux bases du cylindre.
Le cylindre qu'on rencontre le plus fréquemment est le cylindre à hase circulaire, dont la base est un cercle. Le cylindre de révolution est le cas particulier où les génératrices sont perpendiculaires au plan de la base; c'est le cylindre droit à base circulaire.
Remarque. — Un prisme n'est qu'un cas parliculierd'un cylindre dans lequel la base, au lieu d'être une courbe, est un polygone.
Aire latérale et volume d'un cylindre droit
— Considérons un cylindre droit, c'est-à-dire un cylindre dans lequel les génératrices sont perpendiculaires au plan des bases. Dans l'une des bases, inscrivons [fig. 334) un polygone convexe d'un très grand nombre de côtés tous très petits, et par Tes sommets de ce polygone menons les génératrices du cylindre; nous formons ainsi un prisme inscrit dans le cylmdre.
On se rend compte sans peine que, lorsque l'on augmente le nombrs des côtés des bases du prisme de façon que chacun de ces côtés tende vers zéro, les périmètres et les aires des deux bases du prisme diffèrent de moins en moins des circonférences
Fig. 335.
et des aires des bases du cylindre qu'ils ont pour limites.
La surface latérale et le volume du prisme ont pour limites la surface latérale et le volume du cylindre. Or, la surface latérale du prisme est égale au produit du périmètre de sa base par sa hauteur; on en conclut que :
Uaire latérale d'un cylindre droit est égale au produit de la circonférence de sa base par sa hauteur.
De même, le volume du prisme est égal au produit de Taire de sa base par sa hauteur, donc :
Le volume d'un cylindre droit est égal au produit de ïaire de sa base par sa hauteur.
Le raisonnement précédent ne suppose rien sur la forme de la base; les propositions précédentes s'appliquent par suite à tout cylindre droit.
Cas particui.ikr. — Cylindre de révolution. — Soit R le rayon de la base circulaire d'un cylindre de révolution, h sa hauteur. La circonférence de la base est aicR, son aire est icR*. L'aire latérale du cylindre est donc :
S=aTtR/i;
Le volume du cylindre est :
529. — Volume d'un cylindre oblique. — Le raisonnement précédent ne s'applique plus à^ l'aire latérale d'un cylindre oblique, mais il s' applique encore à son volume. On en conclut que :
Le volume d'un cylindre oblique est égal au produit de Vaire de sa base par sa hauteur.
530. — Développement d'un cylindre. — Supposons que la surface latérale d'un cylindre soit formée d'une feuille flexible, par exemple, en papier fort, en carton, en fer-blanc. Coupons la surface suivant une génératrice; on pourra alors la dérouler et la rendre plane en l'appliquant sur un plan. C'est ce qu'on appelle développer la surface latérale du cylindre. Les génératrices se déve-
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loppent suivant des droites parallèles et toute section droite se développe suivant une ligne perpendiculaire à toutes ces droites, c'est-à-dire suivant une rfrot/e perpendiculaire aux développements des génératrices.
Par exemple, la surface latérale d'un cylindre droit se développe suivant un rectangle ayant pour longueur la circonférence de base du cylindre et pour hauteur la hauteur du cylindre.
531. — Cône de révolution. — Définition. — On appelle cône de révolution on encore cône droit * hase circulaire, le solide engendré par la rotation d'un triangle rectangle autour de Vun des côtés de V angle droit.
Soit (fîg. 336) un triangle rectangle SOA que nous ferons tourner autour de SO comme axe. La droite OA reste dans le plan perpendiculaire en à SO, et le point A décrit dans ce plan un cercle de cen- q
tre qu'on appelle la base du cône. /jV
La droite SA, en tournant autour X ivv
de SO, engendre une surface courbe. // i \\
/'Ki!\ \\
appelée surface latérale du cône, et /*^ 'C W
les diverses positions de AS sontap- /j* tv^
pelées les génératrices. /''a^^^ ^ ri \ \
Le point S est le sommet du cône. C ^"*-\x
La distance SO du sommet au plan ^
de la base est la hauteur du cône. Fi-. 336. - Cône.
Soit SOA une position du triangle mobile; lorsqu'il a tourné de iSo», il se trouve en SOA', dételle sorte que OA' est le prolongement de OA. La figure SAA' est un triangle isocèle qui est l'intersection du cône par un plan passant par Taxe SO. L'angle ASA' des deux génératrices d'intersection par un plan passant par l'axe est ce qu'on appelle V angle au sommet dm cône de révolution; c'est le double de
l'angle aigu OSA de la génératrice SA avec l'axe. Cet angle aigu est V angle générateur du cône.
Dans la rotation du triangle SOA autour de l'axe SO, tout point M de SA (fig.336) décrit (n* 468) un cercle dont le plan est perpendiculaire à Taxe et dont le centre C est sur Taxe. Ce cercle est ce qu'on appelle un parallèle du cône. On en conclut que ;
Tout plan perpendiculaire à Vaxe coupe un cône de révolution suivant un cercle ayant son centre sur Vaxe.
Généralisation. — D'une façon plus générale
On appelle snrfaée eoniqae ou cône la surface engendrée par une droite mobile passant par un point fixe, appelé sommet du cône et s' appuyant sur une courbe fixe, appelée base lorsqu'eUe est plane.
Ainsi, soient S un point (f\g. 337) et C une courbe. La surface engendrée par une droite SM pivotant autour de S
et rencontrant la courbe C est une surface conique.
On réserve généralement le nom de cône au solide limité par une surface conique et une base plane.
Le cône qu'on rencontre le plus fréquemment est le cône à base circulaire, dont la base est un cercle. Le cône de révolution n'est que le cas particulier où le sommet du cône est situé sur la perpendiculaire élevée au centre du cercl»î sur le plan de base.
Remarque. — Une pyramide
n'est qu'un cas particulier d'un cône dans lequel la base,
au lieu d'être une courbe, est un polygone.
533. — Aire latérale et volume d'un cône droit à base circulaire. — Soit S un cône droit à base circulaire. Dans le cercle de base (fig. 338) inscrivons un polygone régulier convexe d'un grand nombre de côtés et joignons les sommets de ce polygone au sommet du cône. Nous
Fig. 337. — Surface conique.
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Fi '.338.
formons ainsi une pyramide régulière inscHte dans le cône.
Si Ton imagine qu'on augmente indéfiniment le nombre des côtés du polygone, le périmètre et Taire de ce polygone auront pour limites la circonférence et Taire du cercle de base du cône. La sur face latérale et le volume de la pyramide auront pour limites la surface latérale et le volume du cône.
Gomme Taire de la surface latérale de là pyramide régulière est égale (n** 509) au produit du demi-périmètre de la base par Tapolhème SH, on en conclut que :
L*aire latérale d'un cône droit à base circulaire est égale au produit de la demi-circonférence de la base par la longueur SA de la génératrice.
En effet, quand le côté AB (fîg. 338) tend vers zéro, la
hauteur SH a pour limite SA.
Si donc on désigne par R le rayon de la base et pur a la longueur de la généralrice, on a :
Uairc totale est :
iiRfl -f i:R*.
De même, comme le volume de la pyramide est égal au tiers du produit de Taire de sa base par sa hauteur, on en conclut que :
Le Yolume d'un cône droit à base circulaire est égal au tiers du produit de Vaire de sa base par sa hauteur.
Soit R le rayon de base, h la hauteur, le volume V sera :
V = li:R»/i.
534. — Volume cTun cône quelconque. — Le raisonnement précédent ne s'applique pas à Taire latérale d'un
cône quelconque, car il suppose essentiellement, pour Vaire, que la pyramide soit régulière.
Au contraire, le raisonnement s'applique sans modification au volume d'un cône quelconque, car, pour le volume^ il n'est pas nécessaire que la pyramide soit régulière. Par suite :
Le volume d'un cône quelconque est égal au tiers du produit de Faire de sa base par sa hauteur.
§ !S. - L.a sphère.
535. — Surfaces de révolution. — Définition. — On appelle murtmee de révolution une surface engendrée par la rotation d'une ligne autour d'un axe auquel elle est liée invariablement.
De cette définition, il résulte qu'une surface de révolution glisse sur elle-même dans une rotation autour de son axe ; car tout point M de la surface reste sur la surface dans la rotation, puisqu'il V engendre.
Réciproquement, toute surface qui glisse sur elle-même dans une rotation autour d'un axe XY est de révolution autour de cet axe. Car toute ligne L tracée sur la surface (fîg. 339)reste sur cette surface pendant la rotation et, par suile, l'engendre.
Nous avons déjà rencontré deux surfaces de révolution : le cylindre de révolution engendré par une droite parallèle à l'axe de rotation ; le cône de révolution engendré par une droite qui rencontre Faxe de révolution.
Les exemples de surfaces de révolution sont très fréquents. Tous les objets faits au tour, pieds de tables, bâtons, colonnes, manches, etc., sont de révolution. En effet, le tour fait tourner, par exemple, une pièce de bois, et le bord tranchant de l'outil conslitùe la ligne qui en entaillant le bois engendre la surface,
536. — Parallèles. — Soit une surface de révolution engendrée par la rotation de la ligne L (fîg. 338), autour de l'axe XY, auquel elle est liée invariablement. Tout point M de la ligne génératrice L décrit (n" 458) un cercle dont
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le plan est perpendiculaire à Taxe et dont le centre est sur l'axe. Ce cercle est ce qu'on appelle un parallèle, et on peut énoncer la proposition suivante :
Les sections d'une surface de révolution par des plans perpendiculaires à Taxe sont des cercles ayant leurs centres sur Vaxe. Ces cercles sont appelés les parallèles de la surface.
Lorsque, dans une surface de révolution, il y a un parallèle de rayon maximum on lui donne le nom d*équateur.
Ainsi le parallèle D (fig. 339) est un équateur.
Lorsqu'il y a un parallèle de rayon minimum on le nomme cercle de gorge.
Ainsi le parallèle G (fig. 339) est un cercle de gorge.
537. — Méridienne. — On appelle plan méridien d'une surface de révolution un plan passant par Vaxe. Une méridienne est la courbe d'intersection de la surface par un plan méridien.
Toutes les méridiennes d'une surface de révolution sont égales.
Car (fig. 340) dans une rotation autour de Taxe XY, la surface glisse sur elle-même ; par suite, une rotation qui amène les plans méridiens en coïncidence amène aussi les méridiennes M et M' en coïncidence.
Fig, 339. — Surface de révolution.
Fig. 340. -
Méridiennes.
La méridienne complète d'une surface de révolution admet Vaxe de la surface comm^ axe de sym^hne.
Car cette méridienne coïncide avec elle-même par une rotation de i8o' autour de Taxe.
538. — La sphère. — - Définition. — On appelle sphère la surface lieu géométrique des points de Vespace situés à égale distance d*un point appelé centre.
La distance constante OM du centre à un point quelconque M de la sphère (fîg. 3îi) est appelée le rayon; on donne aussi ce nom au segment de droite OM.
Une corde est le segment de droite qui joint deux points de la sphère.
Toute corde MM' qui passe par le centre est un diam,ètre,
La longueur d'un diamètre est double de celle du rayon.
Fig. 3 4 1 . — Sphère.
539. — Propriété caractéristique. — Oans tout déplacement qui laisse son centre fixe, une sphère glisse sur elle-même.
Cela résulte de la définition môme. Soient S et S deux sphères coïncidantes, concentriques, de même rayon. Si l'on imagine que, la sphère S restant ûxey la sphère S se meuve, mais de façon que son centre reste fixe, tout point M de S reste à la même distance R du point fixe O et, par suite, reste situé sur la sphère S. La sphère mobile S glisse sur la sphère fixe S. Nous dirons aussi que la sphère S glisse sur elle-même.
Par exemple, une sphère pleine peut tourner en tous sens à Tin térieur d'une sphère creuse de même rayon.
540. — Conséquence. — Une sphère est une surface de révolution autour de n'importe qvel diamètre.
Car dans la rotation autour du diamètre MM' (ûg. 34 1), le centre ne bouge pas, donc la sphère glisse sur ellemême. Elle est donc de révolution autour de MM' (n" 535;.
Kig. 3-ia. — Sections planes d'une sphère.
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541. — Théorème. — Tout plan qui rencontre une sphère la coupe suivant un cercle.
Soit n le plan sécant. Menons le diamètre PP' perpendiculaire au plan n {(\g. 34a). La sphère étant de révolution autour de PP', la section par le plan n perpendiculaire à l'axe est un cercle y ayant son centre w sur PP'.
Les extrémités P et P' du diamètre perpendiculaire au plan du cercle sont appelés les pôles du cercle.
Lorsque le plan du cercle passe par le centre de la sphère, le point est le centre du cercle dont le rayon est égal au rayon de la sphère.
Dans tout autre cas, le rayon wM du cercle est plus petit que celui de la sphère, car c'est un côté de l'angle droit d'un triangle rectangle dont OM est l'hypoténuse.
C'est à cause de cela qu'on nomme grand cercle tout cercle G tracé sur la sphère et dont le centre est celui de la sphère, et petit cercle tout cercle y de la sphère dont le centre ne coïncide pas avec celui de la sphère.
542. — Tangente à une surface. — Définition générale. — On appelle tangente en ^ , ^ T
un point M d'une surface la limite des positions d'une sécante passant par le point M lorsqu'un second point W d'intersection de la sécante avec la surface vient se confondre avec M.
Soit MM' une sécante à la Fig. 343. -Tangente,
surface S (fîg. 343), qui conpe la surface en M et M'. Supposons que, M restant fixe, le point M' se déplace sur la surface S et vienne se rapprochf*r de M. La sécante MM' pivotera autour de M et, quand M' sera confondu avec M, BouRLET. — Éléments de géom. 24
elle aura une position limite MT qui est dite tangente en M à la surface S.
Le point M', en se rapprochant de M, décrira, sur la surface S, une certaine courbe C.La tangente MT est aussi tangente à cette courbe C.
Toute tangente en un point M, à une courbe C tracée sur une surface S et passant par M, est tangente à S en ce point M.
En un point M d'une surface il y a une infinité de courbes tracées sur la surface et passant par ce point, il y a donc aussi une infinité de tangentes.
Toutes les tangentes en un point M à une surface S sont en général situées dans un plan que ïon appelle le plan tancent en M à la surface S.
Nous démontrerons cette proposition pour la sphère.
Intersection d'une droite et d'une sphère
— Soit D une droite et le centre de la sphère. Par la droite D et le point faisons passer un plan P (fig. 344) qui coupe la sphère suivant un grand cercle C. Les points d'intersection de la droite et de la sphère sont les mêmes que ceux de la droite et du cercle C. Donc :
i" Si la distance du centre à la droite est plus grande que
le rayon Ja droite ne coupe pas la sphère.
Car elle ne coupe pas le cercle puisque OHi'^est super rieur au rayon du cercle..
Fig. 344.
, a* Si la distance du centre à la droite est égale au rdifon^ la droite est tangente à la sphère, Cai* elle est tangente au cercle, puisque OH9 est égal au
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rayon. La droite étant tangente à une courbe tracée sur la sphère ef^i tangente à la sphère (n* 542).
3" Si la didance du centre à la, droite est plus petite que le rayon, la droile coupe la sphère en deux points.
Car elle coupe le cercle en deux points.
Remarque. — Lorsque la droite D, est tangente à la sphère, elle est perpendiculaire au rayon OH^ du point de contact, car elle est tangente en Hj au grand cercle C.
bAA. — Plan tangent à la sphère. — Théorème. — Toutes les tangentes en un point ^^^^^ d'une sphère sont situées dans V**"**^****,^^^ un plan appelé plan tangent à la \ .^!7***'*^^*«*v,^ sphère en ce point. \ ••..^*\
En effet (fig. 345) toute tan- / ^*-<^ V \ gente MT au point M à la / / ^^^^'A-^.^
sphère S est perpendiculaire I ^O 1
au rayon OM; elle est donc \ /
située dans le plan passant \ y
par M et perpendiculaire. à OM. ^s^ ^ _^ ^y^
Le plan tangent est le plan ^ig. 345. - Plan tangent. perpendiculaire à l'extrémité du rayon du point de contact.
545. — Aire de la sphère. — L'aire de la surface d'une sphère est égale à quatre fois Faire de Vun de ses grands cercles.
Nous admettrons cette proposition sans démonstration. Soit R le rayori de la sphère. L'aire d'un grand cercle est égale à 1: R*.
Vaire de la sphère est donc :
S = 4itR«.
Exemple. — L'aire de la surface d'une sphère de i mètre de rayon
est :
4ic = i2'»',5664.
546. — Volume de la sphère. — Le volume d'une sphère est égal au produit de Faire de sa surface par le tiers de son rayon.
Nous ne démontrerons pas celte proposition. • Le volume d'une sphère de rayon R est donc :
ou :
Exemple. — Le volume d'une sphère de 5 centimètres de ravon est :
V = l3,i4i6Xi25.
C'est un volume d'environ un demi-htre.
EXERCICES THÉORIQUES
727. Démontrer que deux cylindres de révolution dont les axes sont parallèles peuvent avoir deux génératrices communes, ou une seule génératrice commune, ou n'avoir aucun point commun.
728. Lieu du point dont la distance à une droite donnée est égale à une longueur donnée.
729. Quelles peuvent être les lignes communes à une surface cylindrique et à un plan parallèle aux génératrices de celte surface?
730. Etant donné un cylindre de révolution reposant par sa base sur un plan P, on marque sur une de ses génératrices un point quelconque A, et on prend dans le plan P un point quelconque T. Construire les points communs à la droite TA et à la surface cylindrique donnée.
731. Construire (théoriquem«'nt) les points communs à une droite indcfmie et à une surface cylindrique, celle surface étant déterminée par sa directrice donnée dans un plan, et par la direction de ses génératrices.
Mener par la droite un pi m parallèle aux géaératiices.
732. Soient a et 6 les dimensions d'un rectangle, que l'on fait tourner successivement autour de deux côtés adjacenls. Exprimer le rapport des aires latérales, celui des aires totales, et celui des volumes des deux cyliudres engendrés.
733. Deux cylindres de ré\olution de même hauteur h ont leurs bases dans le même phn; l'aste de chacun d'eux est une frénéralrice de l'autre. Exprimer le volume du solide commun aux deux cylindres, sachant que la distance des deux axes est R.
734. ( alculiT le volume de l'anneau engendré par un rectangle tournant autour d'une parallèle à l'un de ses côtés; on doime la longueur h de ce côté, la longueur sa de l'autre, et la distance R entre le centre du rectangle et l'axe de rotation.
735. Un cône de révolution repose par sa base sur un plan donné. On joint un point T de ce plan à un point A pris ^ur une génératrice du cône, et on demande de construire les points communs à la droite TA et à Ja surface conique.
736. Quelles peuvent être les lignes communes à une surlace conique et à un plan qui passe par le sommet de celte surface?
737. Con^truire (théoriquement) les points d'intersection d'une droite et d'une surface conique de révolution.
Faire passer un plan par la droite et par le sommet du cône.
738. On donne une génératrice sur un cône de révolution ; on demande de construire une seconde génératrice faisant avec la première iiu angle égal à un angle donné.
739. Lieu de Taxe d'un cône de révolution admettant comme génératrices deux droites données.
740. Construire un cône de révolution passant par trois «emi-droites données.
741. Comment se compose le solide engendré par un triangle quelconque tournant autour d'un de ses côtés?
742. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéral tournant autour d'un de ses côtés, dont la longueur a est donnée.
743. C&lculer le volume engendré par un trapèze isocèle dans lequel on connaît une base &, un angle adjacent a, et la longueur c des côtés non parallèles, le trapèze tournant : i" autour de la base b\ 2° autour de l'autre base ; 3<> autour d'un côté c.
744. Dans un triangle quelconque ABC, on joint, les milieux D et Ë de CA et de CB, et on fait tourner la figure autour de AB. Démontrer que le volume engendré par Iç trapèze ADEB équivaut à la moitié du volume engendré par le triangle ABC.
745. Un triangle rectangle tourne successivement autour de ses trois côtés, fiémontrer que les volumes qu'il engendre sont proportionnels à la hauteur et aux côtés de l'angle droit.
746. Exprimer l'aire de la surface engendrée par les côtés d'un demihexagone régulier tournant autour d'un diamètre.
747. Ayant mené la hauteur h d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est a, on fait tourner autour de la hauteur les deux parties du triangle. Démontrer que la somme des volumes obtenus a pour expression
i7iA(a* — 2A*).
748* Soient 6 et c les côtes de l'angle droit d'un triangle reetangle^A la hauteur relative à riiypoténusc. On sait que
ht 6*^c*
Soient a, 6* y les volumes engendrés par ce triangle tournant, autour de l'hypoténuse a et des côtés b et c. Démontrer que
EXERCICES THÉORiaUES
749. Quel est le lieu des points de l'espace d'où la distance de deux points (ixes est vue sous un angle droit?
750. Déterminer, dans un plan, le lieu des points d'où la distance de deux points donnés de l'espace soit vue sous un angle droit.
751. Étant donnés deux droites parallèles D^ et D, et un point A, déterminer un point qui soit à la distance /|^ de D^, à la distance /,,de D^, et à la distance a de A.
752. Lieu de la projection d'un point A sur tous les plans qui passent par un point (ixe 0.
Lieu du centre d'une sphère passant par trois points
755. Quel est le lieu des centres des sphères passant par un cercle donné?
756. Construire une sphère de rayon donné passant par un cercle donné.
757. Faire passer une sphère par les quatre sommets d'un tétraèdre, et calculer son rayon dans le cas où le tétraèdre est régulier.
758. Quelles peuvent être les positions relatives de deux sphères? Déterminer l'intersection de deux sphères, quand elle existe.
759. Quelle est la surface engendrée par un segment de longueur constante qui se déplace en restant parallèle à une droite fixe, et de manière que ses extrémités s'appuient constamment sur deux sphères données?
Lieu du centre d'une sphère tangente à deux plans
761. Lieu du centre d'une sphère de rayon donné tangente à deux plans.
762. Lieu du centre d'une sphère tangente à deux droites concourantes.
763. Lieu du centre d'une sphère tangente aux trois faces d'un trièdre.
764. Lieu du centre d'une sphère tangente aux trois côtés d'un triangle.
765. Lieu du centre d'une sphère tangente aux trois arêtes d'un trièdre.
766. Que deviennent l'aire et le volume d'une sphère quand on double son rayon?
767. Une chaudière est formée d'un cylindre sur les bases duquel sont appliquées deux demi-sphères. La section méridienne du cylindre est un rectangle dont la dimension parallèle à l'axe est double de l'a e. La Ion-
gueur totale de la chaudière étant /, calculer le volume de la cliau* dière.
768. Calculer le côté d'un cube inscrit dans une sphère de rayon donné R.
769. Calculer le volume de la sphère inscrite dans un tétraèdre régulier dont larête «est donnée. — -
770*. Deux pyramides régulières à bases carrées égales ont pour faces latérales des triangles équilatéraux. On les juxtapose par leurs bases pour former un octaèdre régulier. Démontrer que ce polyèdre est inscriptible dans une sphère et circonscriptible à une autre, et calculer les rayons de ces deux sphères en fonction de l'arête a de l'octaèdre.
771. Déterminer sur une sphère un point B, de manière qu'en le joignant à un point donné A on obtienne un segment ÂB égal à un segment donné.
772. Dans un cornet conique renversé, dont l'angle au sommet à 60 degrés, on laisse tomber une boule de 3o millimètres de rayon; elle s'applique contre la surface interne du cornet par tous les points d'un cercle. Calculer le rayon de ce cercle, et calculer la distance entre le sommet du cône et le centre de la sphère.
773. Une boule de jardin est posée sur un anneau horizontal de 20 centimètres de diamètre; on pose sur la boule une plaque horizontale qui se trouve alors à 16 centimètres au-dessus de l'anneau. Calculer le volume de la boule.
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