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PRÉFACE
Cet ouvrage expose les connaissances géométriques exigées pour le brevet complet d'instruction primaire , pour le baccalauréat ès sciences, et pour le diplôme de fin d'études.
Quatre livres sont consacrés à la Géométrie plane; trois à la Géométrie dans l’espace, et un huitième aux courbes usuelles. Le livre IIL a été réservé à l'étude des figures semblables, et le livre IV à l'étude des surfaces. Les polygones réguliers ont leurs questions fondamentales à la fin du second livre et sont complétés au livre IE.
Chaque livre est terminé par un nombre suffisant d'exercices choisis, comprenant des théorèmes à démontrer, des lieux géo métriques à trouver, et des problèmes à résoudre. Ce choix a été fait de manière à satisfaire les lecteurs qui désirent de nombreuses applications.
Quelques questions qui ne sont relatives qu'à l’enseignement secondaire spécial, sont traitées dans un appendice, où nous parlons également des sections coniques , du théorème de Guldin,
du tronc cylindrique à base quelconque, et des formules de Simpson et de Poncelet, Bien que ces questions soient en dehors des programmes officiels, elles n'en constituent pas moins une
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des parties les plus utiles et les plus réclamées par les exigences de la pratique.
La question des volumes des hyperboloïdes avait été regardée jusqu'à présent comme ne pouvant être traitée d'une manière élémentaire : dans l’appendice, nous donnons deux méthodes pour l'évaluation des surfaces et des volumes. La première est tout à fait générale, et quelques auteurs l'ont déjà appliquée au volume de la pyramide et à l'aire du segment parabolique ; sans exiger d'autre connaissance préalable que celle des volumes du prisme et du cylindre, elle permet de calculer les volumes de tous les corps que l'on considère en Géométrie élémentaire, ainsi que les volumes des ellipsoïdes, hyperboloïdes et paraboloïdes.
La seconde méthode est moins générale que la première, dont elle peut être regardée comme une modification, mais lorsqu'on connait le volume du cône, elle permet d'éviter la sommation des carrés, et elle s'applique d'ailleurs d'une manière très-simple aux ellipsoïdes et aux hyperboloïdes
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Un axiome est une vérité évidente par elle-même
ExewrLes. Deuc grandeurs égales chacune à une troisième sont égales entre elles. — Si l'on fait une même opération sur deux quantités égales, les résultats sont égaux,
2, Un théorème est l'énoncé d’une vérité qui a besoin d'une démonstration, — ExemPe, La somme des angles d’un triangle est égale à deux angles droits.
On nomme postulatum ou demande l'énoncé d’un théorème admis
sans démonstration, Un lemme est un théorème préparatoire à la démonstration d'un
autre théorème, ou à la résolution d’un problème.
Un problème est une question à résoudre
La solution d'un problème est l'indication de la méthode à suivre pour arriver à la réponse.
4. On appelle proposition tout énoncé d'un axiome, d’un théorème ou d’un nroblème.
5, Une hypothèse est une supposition; un corollaire est une conséquence, et un scolie une remarque.
$ II. — De l'étendue.
G. La Géométrie est la science de l'étendue.
L'étendue d’un corps est la portion de l’espace occupée par ce corps. Dans l'étendue d’un corps or considère ordinairement trois dimensions ou trois sens différents, savoir : la longueur, la largeur et la hauteur, nommée aussi quelquefois épaisseur ou profondeur. Î
On appelle volume l'étendue c PI
onsidérée sous les trois dimensions :
surface, l'étendue considérée
sous deux dimensions, et ligne, l'une des F
dimensions considérée isolément, ; On peut définir le point, l'intersection de deux lignes; la ligne, 16 l'intersection de deux surfaces, et la surface d'un Corps, la limite qui tion le sépare de l’espace environnant, la R 8. Un point qui se déplace engendre une ligne, une ligne qui se È déplace engendre une surface, et une surface qui se déplace engendre 17 un volume, Li figu
S IL. — Des lignes et des surfaces. figu
9%, Une ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre, 18 Un fil bien tendu nous en offre l'image, en p 10, Une ligne brisée ou polygonale est une ligne formée de plusieurs 0: droites différentes, Li :
Une ligne courbe est une ligne qui n'est droite en aucune de ses parties. Néanmoins on considère souvent la ligne courbe comme une ligne brisée formée d'éléments droits infiniment petits,
Axiomes. 1° D'un point à un seule ligne droite
2 Une droite quelconque e Où courbe, qui a les même
aulrc, on ne peul mener qu'une
St plus courte que toute autre ligne, brisée s eœlrémités, 12. On appelle plan où surface
plane une surface qui contient en entier la droite menée entre de
ux quelconques de ses points, 13. Une surface polyédrique où brisée plusieurs portions de plans différents.
Une surface courbe est une surface qui n’est plane en aucune de ses Parties. Néanmoins on considère souvent la surface courbe comme une surface polyédrique formée d'éléments plans infiniment petits,
est une surface formée de
$ IV. — Des figures géométriques.
1%. On appelle figure géométrique toute re lignes, surfaces ou volumes,
Le triangle, figure limitée par trois lignes droites
lante des figures g‘ométriques,
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Equivalentes quand elles ont même grandeur sans avoir même a ms ! ps , ans avoir même grandeur.
Semblables quand elles ont même forme sans avoir même grandi
16, Axiome. Deux figures égales peuvent coïncider par M au A . w { n { is . sl sk tion, c'est-à-dire qu’on peut les concevoir comme occupantexactemer R L ne sd de la même place; | es Lu rien , deux figures qui peuvent coïncider sont égales, 47, Une figure plane est une figure que l'on peut tracer sur mer G | rti éomélrie qui € lc La Géométrie plane est la partie de la Géométrie qu ù $ ke ir 'C i ar LUC ICS figures planes; et la Géométrie dans l’espace, do qui éludi figures dont les éléments ne sont pas dans un même plan, i ! i , i U » ‘ot TN 48, On appelle ligne convexe une ligne plane qui ne peut ètre cou} : ar une droite, en plus de deux points pi — . nr On appelle surface convere une surface qui ne peut ètre trav en plus de deux points par une droite.
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Un angle est l'ouverture comprise entre deux droites
contrent, Ces deux lignes sont les cé gle, et leur intersection en est le so
Les deux droites AB et AC form BAC ou l'angle À.
La grandeur d’un angle dé
————ÿ de louverture comprise entr
de leur longueur, 20. On appelle angles adjacents deux angle et qui sont situés de part et d'autre d’un côté On peut aussi considérer une série d’angles
qui se rentés de l’anmel.
ent l’angle
pend uniquement e les côtés, et non
S qui ont même sommet, commun.
adjacents deux à deux.
B mn C A
(RS D 21. Une droite est perpendiculaire à une autre, lorsqu'elle forme avec celle-ci des angles adjacents égaux; elle est oblique, lorsque les angles adjacents sont inégaux.
On appelle angle droit tou
t'angle dont un côté est perpendiculaire à l’autre,
Proposition Æ, — Théorème.
22. Par un point Pris sur une droite, on peul mener une perpendi- Culaire à cette droite, et on n’en peul mener qu'une. Soil le point A pris sur la droite CD, 1° Une oblique quelconque AB peut tourner L'angie n, d’abord plus petit que l'angle m, tandis que l'angle adjacent » diminuer
autour du point À.
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peut el 07
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LIVRE I, — LA DROITE ET LES ANGLES ÿ
comme cetle variation se fait par degrés insensibles, il y aura une certaine position AB’ pour laquelle les angles m et n seront égaux ; alors AB’ sera perpendiculaire sur CD.
2 D'autre part, si AB' s’écarte de cette position, les deux angles cessent d’être égaux, et la droite est oblique.
Donc par un point pris sur une droite, on peut mener unc perpendiculaire à cette droite, et on n’en peut mener qu'une.
Proposition II. — Théorème,
23, Tous les angles droits sont égaux.
Soient les angles droits m,n,m'etn'.
Transporlons la première figure sur la seconde, de manière que CD s'applique m sur GH, et que le point A (à D D —f E H tombe en E.
AB prend la direction EF, car, par le point E, il ne peut y avoir qu'une perpendiculaire à GH {n° 22); donc les deux figures coïncident, t les angles sont égaux.
Donc tous les angles droits sont égaux.
Définitions.
24. On appelle bissectrice d’un angle la droite qui divise cet angle en deux parlies égales.
25. On appelle angle aigu tout angle plus petit que l'angle droit, el angle obtus tout angle plus grand que l'angle droit.
L'angle d’un degré est la 90e partie de l'angle droit. Le degré se divise en 60 minutes, et la minute en 60 secondes. Un angle de 23 degrés 27 minutes 25 secondes s'écrit 23° 27! 25",
26. Deux angles sont complémentaires quand leur somme égale un angle droit; et ils sont supplémentaires quand leur somme égale deux droits.
On appelle complément d'un angle ce qui lui manque pour égaler un angle droit, et supplément ce qui lui manque pour égaler deux droits.
27. Axiome, Deux angles égaux ont des compléments égaux et des suppléments égaux ;
Réciproquement , deux angles qui ont des compléments égaux ou des suppléments égaux sont égaux.
28. On appelle angles opposés par le sommet, deux angles tels que les côtés de l’un sont les prolongements des côtés de l’autre.
Proposition II, — Théorème.
29. Deux angles adjacents dont les côtés extérieurs forment une même ligne droite sont supplémentaires.
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Soient BAC ou m ; CL BAD ou n, deux angles adjacents dont les côtés exléricurs AC et AD sont en ligne droite,
Si l'on mène AE Pérpendiculaire à CD, les deux angles EAC et EAD SonL droils (no 91 }4
ne el l’on a : ma Mm==1 droit + 3 re (1 _——— n—1 droil — ; t
D'où en additionnant..….. mm +n =? droits.
Donc deux angles adjacents dont tes...
90, Corollaires, 1° Pour obtenir le supplément d'un angle donné, il suffil de prolonger l’un des cotés au delà du
B somnnel.
: / 2 La somme des «ngles adjacents que l'on & peul former d'un méme côté d'une droile est DT. “gale à deux angles droits: car les deux an- —MNYT : gles droits BAC et BAD, comprennent les an- (à 4 D gles adjacents m, n, 7, el réciproquement.
d% La somme de tous les angles que l'on peut former autour d'un méme point sur un plan est égale à 4 angles droits: car si l'on prolonge AO, on aura deux angles droits
€ PS a — oO l — à OL li À “17 B | Î | | D
pour la somme des angles adjacents formés au-dessus de AB, et deux droits pour la somme des angles adjacents formés au-dessous, 4° Lorsque deux droites se coupent de manière angles soit droit, les trois autres le sont aussi. d° Si une première droite est perpendiculaire à une seconde, celle-ci eSE aussi perpendiculaire à la première,
que l'un des quatre
Proposition IV, — Théorème,
31. Réciproquement : si deux angles adjacents sont supplémenlaires , leurs côtés extérieurs sont en ligne droite.
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LIVRE 1, — LA DROITE ET LES ANGLES 7 n° 30), et par suile égal à BAD, Ainsi la droite AD se confond avec le prolongement de CA,
Donc si deux angles adjacents...
92. Corollaire, Si plusieurs angles adjacents, on, n, », valent on semble deux ungles droils, leurs côtés extérieurs AC et AD sont en ligne droile.
Proposition V. — Théorème.
33. Deux angles opposés par le sommet sont égaux, Soient m el n deux angles opposés par
le sommet. = U AB étant une ligne droite, l'angle m a vf =: D : 9 Te — 11228, E 1) pour supplément s (n° 29); CD étant rl
aussi une ligne droite, l'angle n a pour ; supplément s; donc les deux angles m et n sont égaux (n° 27).
De même les angles opposés s et { sont égaux, comme ayant chacun pour Supplément l'angle n.
Donc deuæ angles opposés...
S I. — PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES
Proposition VI. — Lemme.
34, Une ligne polygonale convexe est plus pelile que toute ligne enveloppante terminée aux mêmes extrémités.
Soit ABCD une ligne convexe cn-
veloppée par AEFGD. Prolongeons AB et BG; on a (n° 11,2): F NX AB+BF<AE+ EE ; BC + CG<BE+FG Pie — (E * Tee Æ CD &CG + GD Le
En ajoutant membre à membre ces , trois inégalités, il vient :
AB + BEF + BC+4 CG + CD <AE+HEF + BE + EG +4 CG 4 GD,. D'où, en retranchant de part et d'autre BE et CG : AB + BC + CD <AE+EF + FG + 0GD, Donc une ligne polygonale convexe est plus petile...
Proposition VII. — Théorème.
autres et plus grand que leur différence, Soit ABC un triangle quelconque, et soit CB ou a le plus grand côté.
35. Chaque côté d'un triangle est plus petit que la somme des deux
Bi À
Dre ton des D
D mn
Perpendiculaire e différentes
perpendiculaire son le plus du pied de la)
férentes obliques,
ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE I La ligne droite CB est plus courte «
(n° 11, >); on a donc a<b+e, A La même propriété est évidente pour # chacun des deux autres côtés, LT c 2 L’inégalité précédente revient à Ed celle-ci... b+c> a d'où, en relranchant b aux deux membres... Cc>œa—bh , On retranchant ec...
côté d'un lriangle est.
On aurait de même
b>a—e, Donc chaque
Proposition VIII, — Théorème.
936, D'un point pris hor
s d'une droite, on peul mener diculaire à cette droite
» CÜOn n’en peut mener qu'une.
Soil À le point donné.
4 Menons une droite quelconque AD; faisons l'angle m’ égal à m; portons DA en DA’, et menons la droite AA’, 1° Si l’on fait tourner la partie supérieure de la figure autour de BC, l'angle m Coïncidera avec son égal m', et la droite DA avec son égale DA'; et comme le point E est fixe, la droite EA coïncidera avec EA', et l'angle n avec n', Ainsi ces deux angles sont égaux; BC est donc perpendiculaire sur AA’ (n° 21), et par suile AA’ l'est sur BC (no 30, bo), 2 AË étant perpendiculaire à BC, toute autre droite AD sera oblique; car si l'on SUPposait AD perpendiculaire à BC, l'angle m serait droit, ainsi que son égal m', la somme M+m' égalerait deux droits, et les cotés extérieurs DA et DA’ seraient en ligne droite (n°31); il y aurait donc deux droites différentes de À en A’, ce qui est impossible Ens 1), Donc d'un point pris hors
une perpen-
LA
= un
d'une droite...
Proposition IX, — Théorème.
37. Si, d'un Point pris hors d'une droite obliques, 4 La Perpendiculaire est plus courte 2 Deux obliques dont
> On Mêne à celte droite une
que toute oblique :
les pieds s'écartent également du pied de tn légales ;
3 De deux obliques, la plus longue est celle dont le
‘‘rpendiculaire,
Soit À le point donné, AB une perpendiculaire, AC, AD, AE, dif- Perpendiculaire AB d'une longueur
Pied s'écarte
Prolongeons Ja
BA égale à BA, ot menons CA' et DA’,
1° À cause deg angles droits m et m', si l’on fait tourner autour
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de D BA, CA’,
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LIVRE I. — LA DROITE ET LES ANGLES
de DE la partie supérieure de la figure, la droite BA coïncidera avec BA', et il en sera de même pour CA et CA’, DA et DA,
La ligne droite ABA' étant plus courte que la ligne brisée AC-+ CA (n° 11, 2), on a AB, moitié de AA’, AC, moitié de
AC + CA’. | 2 Si la distance BE est égale à BC, — les angles » et n étant droits, la partie NRENE 1P E ABE de la figure peut tourner autour de Re CP AB, et coïncider avec la partie ABC; NE donc AE = AC. Ki ge La ligne convexe AG + CA est plus Si
courte que la ligne enveloppante AD + DA’ {n° 34); on a donc, en prenant la moitié de part et d'autre: AC < AD,
Donc, si d'un point pris hors d’une droile.….
38. Corollaires. 1° Si deux obliques parlant d’un méme point sont \ 4 égales, leurs pieds sont également distants du pied de la perpendiculaire ; -
2 Si deux obliques partant d'un même point sont inégales, le pied de la plus longue est le plus éloigné du pied de la perpendiculaire.
30 D'un point à une droile, on ne peut mener que deux obliques égales, et ces deux obliques sont situées de part et d'autre de la perpendiculaire ;
4° Deux obliques égales qui partent d'un même point font des angles ‘hi égaux avec la perpendiculaire abaissée de ce même point. 11 1
bo La distance d'un point à une droile est donnée par la longueur 1 de lu perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite; car cette perpendiculaire est le plus court chemin du point à la droite.
6 La plus courte ligne possible d'un point à une droite est perpendiculaire à cette droite.
Proposition X. — Théorème.
39. Tout point de la perpendiculaire élevée au milieu d'une droite est également distant des extrémités de celte droite,
Réciproquement, toul point équidistant des |A deux eætrémités d'une droile appartient à la perpendiculaire élevée au milieu de cette droile.
1° Soit À un point quelconque de la perpendiculaire élevée au milieu de CD. Puisque l’on a BG— BD, les obliques AC et AD sont égales (no 37, 2), et le point À est également distant des extrémites de la droite CD.
Donc tout point de la perpendiculaire.
2 Soit À un point équidistant des extrémités C et D, de sorte que
10 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE l’on ait AC— AD, Menons Al perpendicul AC et AD étant é £ mentdistants du pied de |
ainsi BC RD, au milieu de CD,
milés…..
pendiculaire élevée au
6 # p inégalement distant des droile, — Car s'il était équidistant, il app laire (n° 39, 2),
Al. Définition, On appelle lieu géomét qui jouissent d’une même propriété,
La perpendiculaire indéfinie mnence par le milie le lieu géométrique des Points équidistants des cette droite.
rique l’ensemble des points
uw d'une droite est deux extrémités de
Un triangle est une fi en sont les côtés
Il y a six éléme angles et trois côtés.
Le périmètre d'un triangle est la somme des trois côtés.
On désigne ordinairement les trois angles d’un triangle par trois lettres majuscules, À, B, C, par exemple, et les côlés Opposés par les mêmes lettres minuscules, a, b,e, Pour éviler ja confusion, on dit, s’il est besoin, grand À, grand B, petit a, pelit b.
45, Un triangle est reclangle lorsqu'il a un angle droit, oblusangle lorsqu'il a un angle obtus, et ac
gure plane limitée par trois droites, qui
nls à considérer dans un triangle, savoir : trois
utangle lorsque tous ses angles sont aigus.
On appelle hypoténuse le côté opposé à l'angle droit d'un triangle rectangle,
4%. Un triangle est isocèle lor latéral quand ses trois côté côlés sont inégaux,
squ'il a deux côtés égaux; il est 6
qui- S Sont égaux, et scalène
> Quand ses trois 45, La base d’un triangle est le côté le sommet est le point de rencontre des deux autres côlés. On peut prendre pour base d’un triangle l’un quelconque des côtés. Dans un triangle isocèle, on nomme Spécialement sommet le point de rencontre des deux CÔLÉS égaux, el base le côté opposé au sommet, 46. On appelle hauteur d'un triangle la perpendiculaire abaissée de l’un des sommets sur le côté opposé ou sur son prolongement ;
Et médiane, la droite qui joint l’un des sommets au milieu du côté opposé,
sur lequel il est censé )0Sé, et ,
aire à CD; les deux obliques gales, leurs pieds sont égale-
a perpendiculaire (no 38); et la perpendiculaire AB tombe
Donc {out point équidistant des deux extré-
40. Corollaire. Tout point pris hors de la permilieu d'une droite est deux extrémités de cette artiendrait à la perpendicu-
éqau men 9° éqau coté Cég Tr cond son côlé lang la di C'A, A',el angl pecti Tr cond son égal donc lrian les { Fa en fi B'C':
Or poin la p (n° ; laire mêm pend les a angl Ai
les deux obliques pieds sont égalendiculaire (ne 38:
ulaire AB tombe
des deux extré-
hors de la perd’une droite est trémilés de celte à la perpendicu-
nble des points
l'une droite est
> exælrémilés de
JS droites, qui
Savoir : {rois is, ngle par trois S Opposés par confusion , on
L, obtusangle + angles sont
d'un triangle
; il est équiand ses trois
ensé posé, et )e
ie des côtés, met le point au sommet.
'abaissée de nent;
lieu du côté
Deux triangles sont éqaux
1e Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à des angles respectivement
éqaux ;
2 Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre des côtés respective-
ment éqauæ ;
Je Lorsqu'ils ont les trois côtés respectivement éqaur.
1° Soient les deux triangles T et T', ayant le coté BC égal à B'C', l'angle B égal à B', et l'angle C égal à C’,
Transportons le premier triangle sur le second, de manière que le côté BC coïncide avec son égal B'C', L'angle B étant égal à B', le côté BA prendra la direction B'A'; de mème, l'angle GC étant égal à C’, le côté CA prendra
C'A', tombe nécessairement sur l'intersection A',et les deuxtriangles coïncident; donc ils sont égaux (n° 16, 2°).
2 Soient les deux triangles T et T', ayant les angles A et A’ égaux, les côtés AB et AC respectivement égaux aux côtés A'B' et A'C'.
Transportons le premier triangle sur le second, de manière que l'angle A coïncide avec son égal A”. Le côlé AB coïncide avec son égal A'B', et le côté AG avec son égal A'C'; donc le troisième côté BC coïncide avec B'C' triangles sont égaux.
3 Soient les deux triangles T et T', ayant les trois côlés respectivement égaux.
Faisons occuper au triangle T la position T”, en faisant coïncider le côté BC avec son égal B'C'; et menons A'A”,
On a B'A’=B'A", C'A'=C'A"; donc les points B' et C’ appartiennent l’un et l’autre à la perpendiculaire élevée au milieu de A'A" {no 39, 2); donc B'C' est celle perpendiculaire. Or deux obliques égales qui pertent d'un même point font des angles égaux avec la perpendiculaire menée de ce point {ne 38, 4); donc les angles en B’ sont égaux, aussi bien que les angles en C’.
la direction C'A”. Le point A devant se trouver à la fois sur B'A’ et sur A
ne
(n° 11), et les deux
Paie B
Ainsi les triangles T' et T” sont égaux comme ayant un côté égal
Em me ge ar Les
F À he À
12 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE adjacent à des angles re n'est autre chose égal à 1",
Donc deux triangles sont égaux : 40 Lorsqu'ils ont.
48. Scolie, Dans deux triangles égaux, les six éléments sont respectivement égaux, et les côtés égaux sont OPposés aux angles égaux,
Proposition XII, — Théorème, 49. Deux {riangles rectan 1° Lorsqu'ils ont l'hypoté 2 Lorsqu'ils ont l'hypoté
speclivement égaux {no
47, 1°); et comme 1 que le triangle T transporté et relourné, T est aussi
gles sont égaux :
nuse égale el un autre côté égal ; nuse égale el un angle aigu égal.
B 1 Soient Jes triangles reclangles T et Le .. ayant lhypoténuse BC égale à B'C', et le côté AB égal à AP!
Transportons Je premier triangle sur le ge- A C cond, de manière que le côté AB coïncide avec son égal A'B', Les angles droits A et A’ coïn- B' cidant, le côté AC prend la direction A’C’, Les | ; hypoténuses BC et B'c sont deux obliques Te égales partant d'un même point B'; leurs pieds A' f” sont donc à égale distance du pied de Ja perpendiculaire B'A' (n°38); donc le point C tombe en C’, et les deux triangles coïncidert et sont égaux. 2 Soient les deux triangles rectangles T el B T', ayant l'hypoténuse BC egale à B'C', et l'angle } aigu C égal à C, Transportons le premier triangle sur le se- A q cond, de manière que l'angle C coïncide avec son égal C, L'hypoténuse CB coïncide avec B' son égale C'B'; le côté CA prend la direction : C'A’, et les deux côtés BA et B'A’ sont deux perpendiculaires abaissées du même À ce Sur la même droite C'A'; donc ce confondent (n° 36), et le Donc deux triangles rectangles sont égaux.
point B' s deux lignes se S triangles sont égaux,
Proposition XIII, — Théorème.
50, Lorsque deux lriangles ont deux côtés respectivement égaux et° B que les angles Compris par ces côtés sont inégiuæ, les troisièmes côtés sont pareillement inégaux , et au plus pelil angle correspond le plus petit côté, Soient les deux triangles ABC et €’ ABC’ ayant les côtés BA et BC respectivement égaux à BA et BC'; et soit l'angle ABC du premier plus petit que l'angle ABC’ du second,
i base
pect
*); et comme T'” rné, T est aussi
nents sont res- X angles égaux,
égal ; L égal.
ngles T et 1”, B'C, et le côté
igle sur le ge- 3 coïncide avec A et A' coïntion A'C'. Les leux obliques B'; leurs pieds ied de la perpoint C tombe
Clangles T el 'C', et l'angle
le sur le seoïncide avec incide avec la direction \’ sont deux ne point B' ux lignes se sont égaux,
ul égaux el 17 Ces côtés 8 cûlés sont au plus plus petit
> ABC et t BC reset BC'; et mier plus second.
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Supposons ces deux triangles placés l'un sur l’autre d’un même côté de AB. L'angle CBC' est la différence entre les deux angles ABC et ABC’ des deux triangles; dans cet angle CBC’ menons la bissectrice BD, et la droite CD,
Les deux triangles BDG et BDC’ sont égaux, comme ayant un angle égal en B, un côté commun BD, et le côté BC égal à BC (n° 47, 20); done DC égale DC (no 48),
Dans le triangle ACD on a (n° 0}: AC<AD<DC et en remplaçant DC par DC’ AC<AD + DC!
ou AG < AC
Donc, lorsque deux triangles ont.
81. Réciproquement, lorsque deux triangles ont deux côtés respeclivement égaux, et que les troisièmes côtés sont inéqaux, les angles opposés à ces troisièmes côtés sont pareillement inégauæ, el au plus petit côlé se trouve opposé le plus petil angle.
Soient les deux triangles ABC et A'B'C/ ayant le côté AB égal à A’B',BC égal à h
B'C', et AC plus petit que A'C. es :
Si l’on supposait l'angle B égal à B',les B C
triangles seraient égaux comme ayant un A angle égal compris entre des côtés respeclivement égaux, et il en résulterait AC égal à AC’, ce qui est contraire à l'hypothèse, Si l’on supposait l'angle B plus grand que B: NT B', on aurait aussi, en vertu du théorème direct {ne 50), AC > A'C, ce qui est encore contraire à l'hypothèse, Ainsi l'angle B est plus petit que B'.
Donc, lorsque deux triangles ont deux côtés.
Proposition XIV. — Théorème.
52. Dans un triangle isocèle, les angles opposés aux côtés éqauæ sont égaux.
Soit ABC un triangle isocèle, et soient AB et AC les deux côtés égaux.
Menons la droite AD, du sommet au milieu de la base, Les deux triangles ADB et ADC sont égaux comme ayant les trois côtés res pectivement égaux (n° 47, de); donc l'angle B opposé au côté AD de l’un, égale l'angle C, opposé au côté AD de l’autre,
Donc, dans un triangle isocèle….
33, Réciproquement : Si deux angles d’un triangle sont égaux, les côtés opposés à ces angles sont aussi égaux. Soit le triangle ABC dans lequel les deux angles B et C sont égaux. Il s’agit de prouver que le côté AB égale AC. Si l’on supposait que AB est plus petit que AC, on porterait la lon-
gueur CA’ égale à BA, el on mènerait BA’; les deux triangles ARC et A'CB auraient un angle égal compris entre des côtés respectivement égaux, et ces deux triangles seraient égaux, ce qui est impossible, Donc si deux angles d'un triangle...
54, Corollaire, Un triangle équilatéral est équiangle, et réciproquement.
55, Scolie, Dans un triangle isocèle, la droite qui joint le sommet au milieu de la base remplit quatre conditions, dont deux suffisent pour la déterminer; de là découlent quatre propositions qui se trouvent toutes démontrées par l'une quelconque d'entre elles, et que l'on peul d'ailleurs établir séparément :
Ü6, Dans tout triangle isocèle :
1° La droite qui joint te Sommel au milieu de la base e diculaire à la base et bissectrice de l'angle du sommet ;
2 La perpendiculaire abuissée du sommet sur la base est bis de l'angle du sommet et divise la base en deux parties égales ;
3 La bissectrice de l'angle du sommet est Perpendiculaire au milieu de la base ;
1° La perpendiculaire élevée sur le milieu de la ba du sommet en deux parties égales,
st perpen-
sectrice
se divise l'angle
Proposition XV, — Théorème,
57. Dans un triangle quelconque, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté.
Soit le triangle ABC , dans lequel l'angle ABC est plus grand que l'angle C,
Si l’on fait l'angle m égal à C, on aura DB = DC (n° 53),
Le triangle ABD donne AB <AD + DB ; remplacons le côté DB par son égal DC, on aura AB < AD + DC ou AB NC, Donc dans un triangle quelconque...
58, Réciproquement : A un plus grand côté d'un L'iangle est opposé un plus grand angle.
Soit, dans le triangle ABC, le cûté b plus
A grand que le côté e; il faut prouver que l’an-
gle B est plus grand que l'angle C, En effet, si
l'on supposait l'angle B égal à l'angle C, les
e Q côtés b et c seraient égaux (n° 53), ce qui est contraire à l'hypothèse,
B C Si l'on supposait l'angle B plus petit que
l'angle €, on aurait, en vertu du théorème di-
recl (n° 57): b plus petit que c, ce qui est encore contraire à l'hypothèse,
égra el ain gle, Gl ang tan,
rh
triangles ARC respectivement ‘alent égaux, ce
angle...
équilatéral est
ocèle, la droite e la base remsuffisent pour uatre proposiémontrées par urs établir sé-
e sl perpen-
est bissectrice Sqales ; ulaire au mi-
divise l'angle
le est opposé
quel l'angle
on aura DB
< AD + DB ; sal DC, on
le est Opposé
cèté b plus 7 que l'an- En effet, si igle C, les Ce qui est
petit que éorème dihypothèse,
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Ainsi l'angle B est plus grand que l'angle C, Donc à un plus grand côlé d'un triangle...
Proposition XVI. — Théorème,
99. Tout point de la bissectrice d'un angle est équidistant des deux côtés de cet angle.
Soit D un point quelconque pris sur la bissectrice de l'angle À. Les distances de ce point aux deux côtés de l'angle sont données par les perpendiculaires DB et DC (n° 38, bo).
Les triangles rectangles ADB et ADC sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale AD el un angle aigu égal en A (n° #9, 2}; ainsi DB égale DC.
Donc tout point de la bissectrice d'un angles…
60, Réciproquement : Tout point équidistant des deux côtés d'un angle appartient à lu bissectrice de cet angle.
Car si le point D est tel que l'on ait DB = DC, les triangles rec tangles ADB et ADC sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale AD, et un autre côté égal (n° 49); donc les angles en À sont égaux, et AD est la bissectrice de l'angle A,
Donc tout point équidistant des deux côtés...
61. Corollaires. 1° Tout point pris hors de la bissertrice d’un angle est inégalement distant des deux côtés de cet angle; car si ce point élait équidistant des deux côtés, il appartiendrait à la bissectrice (n° 60);
2 La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des points équidistants des deux cûlés de cet angle.
IV. — DES PARALLÈLES
Définition.
62. On appelle parallèles des droites situées dans un même plan, et Dee (e D
nn."
qui ne peuvent se rencontrer, à quelque distance qu’on les prolonge. — Telles sont les droites AB, CD, EF.
63. Une parallèle AF, inenée par un point À, à une droite BC,
peut êlre considérée comme la limite des positions successives que
mm +
H pl.
16 CLÉMENTS DE GÉOMÉTIIE prend une oblique AE
qui part de ce point A, et dont le pied s'éloigne indéfiniment du pied
de la perpendiculaire AB.
Pendant le mouvement de l'oblique AË, l'angle aigu E diminue, et tend vers séro ; à la limite, cet angle est nul,
En même temps, l'angle que l'oblique AE forme en À, avec la perpendiculaire , augmente de plus en plus, et tend vers l'angle droit ; à la limite, cet angle est droit,
Donc les deux parallèles AF et BC sont perpendicul droite AB,
aires à la même
Proposition XVII, — Théorème, 6%. Deux droites Perpendiculaires à une troisième sont parallèles,
Soient AB et CD deux pérpendiculaires à la même droite AC.
Si les droites AP et CD se rencontraient en O, par exemple, il y aurait, de ce point, deux perpendiculaires OA et OC abaissées sur la même droite AC ce qui est impossible (n° 36)
Donc deux droites Perpendiculaires.
65. Corollaire. Pour mener par un A D point donné A, une parallèle à une Pa —— , DA à j droite donnée BC, on mène AB perpen- | diculaire à BC, puis AD perpendiculaire ! à AB. Les deux droites AD et BC sont D ee parallèles comme perpendiculaires à la même droite AB, Proposition XVIII, — Postulatum.
66. Par un point donné, on ne Peut mener qu'une seule parallèle à une droite donnée.
On admet cette Proposition comme évidente.
Corollaires, 1° Si deux droites AB et CD sont D
aral ‘oule SR. id EE B a La —— C nee mm [) ar ER EE: =
“eite AË qui rencontre l’
une d'elles rencontre aussi l'autre, = Car
à 2 Fer SCatrait pas CD, il y aurait, par le point À, deux paralles #4 CD ne 62), ce qui est impossible (ne 66).
Vaste à
sont aurt imp.
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En
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nt parallèles, :D deux per- | même droite
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2° Deux droites AB et CD parallèles chacune à une troisième EF sont parallèles entre elles, = Car si AB et CD se rencontraient, il y aurait, par leur point de rencontre, deux parallèles à EF, ce qui est impossible, Proposition XIX, — Théorème.
68. ST deux droites sont parallèles, toute droite perpendiculaire à lune est aussi perpendiculaire à l'autre.
Soient AB et CD deux parallèles, et soit AC perpendiculaire sur AB,
&i l'on mène CE perpendiculaire sur AC, A les deux droites AB et CE seront parallèles, comme perpendiculaires à la même droite AC
n° 64); or CD est donnée parallèle à AB; donc CD se confond avec CE {n° 66); par conséquent CD est perpendiculaire à AG, et réciproquement AC est perpendiculaire à CD.
Donc si deux droites sont parallèles...
69. Définitions. Lorsque deux droites quelconques AB et CD sont coupées par une sécante ou transversale EF, les huit angles formés, étant F pris deux à deux, recoivent différentes dénominations, selon leurs positions re- TT >< latives, B B
m et n sont appelés angles alternesinternes, ainsi que Het; C
o et » sont appelés angles alterneseælernes, ainsi que G et K; RE
o et n sont appelés angles correspondants, ainsi que met r,Get1, Het K;
H et n sont appelés angles intérieurs d'un même côté, ainsi que m et ];
o et K sont appelés angles extérieurs d’un même côté, ainsi que G et r,
Proposition XX. — Théorème.
70. Lorsque deux droites parallèles sont coupées par une sécante ou transversale quelconque, ces droites forment huit angles, F dont quatre aigus, égaux entre eux, el quatre oblus, aussi A égaux entre eux.
Soient les parailèles AB el CD, coupées par la sécante EF, Par le point O, milieu de GK, menons la droite TM per- [ pendiculaire à AB et à CD Ç ZX M D (n° 68).
Les triangles rectangles OTG
Dee ee
ie a HE ES
Er ee M RS mn
se
lèles est coupé par aiqus formés auæ rencontres obus, et ces dernier
rallèles, lorsqu'elles forment :
ct OMK sont égaux, comme .a aigu égal en O: donc l'angle m
Or, les angles » et à ainsi que n el r; donc le [l'en est de même des qu sont les suppléments d’
Donc, lorsque deux
Yant l'hypoténuse o de l’un égale n de SOnl égaux comnr S quatre angles aigus mn, n alre angles oblus, G, 15 (IL angles écaux.
droites parallèles...
l’autre,
Corollaire, 4° Lorsque deux une sécante
Les angles allernes-internes Sont égaur :
Les angles alle égaux ;
Les angles égaux,
droites Parallèles sont coupées par
FneS—erlernes sont
Coirespondants sont
Les angles intérieurs d'un clé sont Supplémentaires.
Les angles ealérieurs d'un Côté sont Supplémentaires.
20 Si un faisceau de droites para l- Un aulre fuisceuu de parallèles, sont égaux, "S sont les Suppléments di
méme
méme
tous les «ngles dinSÈ que tous les angles S angles aiqus,
Proposition XXI, — Théorème,
72. Réciproquement : Deux droites coupées par une sécante sont pa- Des angles allernes-internes égaux ,
Ou des angles allernes-externes égaux, Où des angles Correspondants égaux, Ou des angles intérieurs d'un même cité, Supplémentaires
Ou des angles extérieurs d'un même cûlé, supplémentaires.
Soient les deux droites AR M et CD faisant, avec Ja sécante £ MN, des angles alternes-internes
Égaux, m et n,
Menons la droite FG parallèle à AB; en vertu du théorème direct, l'angle EFG égale m, lequel est donné égal à EFD, Donc Ja droite ED se confond avec FG, qui est parallèle à AB,
Les quatre autres cas menlionnés dans l'énoncé peuvent démontré {mn =); par exemple, Supplémentaires, on a aussi n et Supplémen-
Famencr à celui qui vient d'être si l’on donne « et F
gale et un angle
> opposés par le Sommet.
4, # Sont évaux, K, car ces angles
{aire opp(
con alle) ou b colé
lun droi
le de n pour
m e terne les €
Do
ere
disla ACe
droit et di
*=C l'on «€
gale et un angle l'autre, =
S par le sommet.
4, » Sont égaux, K, car ces angles
ont coupées par
S—-erlernes sont Spondants sont
PS d'un méme tires, os d'un méme tires, » droites paral- OuS les angles tous les angles tyus,
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iires .
aires.
droites AB © la sécante rnes-internes
FG parallèle lu théorème G égale m, gal à EFD.
se confond parallèle à
s Cas men- C0 peuvent a exemple,
supplémen-
LIVRE 1. — LA DROITE ET LES ANGLES 19 taires; donc an ; d'ailleurs les angles « et m sont opposés par le sommet; ainsi m—n..
Donc, deux droites coupées par une sécante
igaux comme
73. Corollaires. 1° Deux droites situées dans un même plan se rencontrent lorsqu'elles font, avec une sécante quelconque, des angles allernes-internes, ou altemnes-externes, ou correspondant ou bien des angles intérieurs d'un méme côté, ou extérieur colé, non supplémentaires * ;
20 Deux droites situées dans un même plan se rencontrent lorsque l'une d'elles esl perpendiculaire, et l'autre oblique, sur une troisième droile.
Remarque. La théorie des parallèles une fois établie, il est d'usage de n’employer les mots correspondants, allernes-internes, ete., que pour les angles formés par deux parallèles et une sécante.
S, iMéqaur ; s d’un même
Proposition XXII. — Théorème.
71. Les parties de droites parallèles comprises entre deux autres parallèles sont égales.
Soient AB et CD, deux parallèles comprises entre deux autres parallèles AC À C et BD.
Si l’on mène la droite BC, les angles m et n sont égaux comme alternes-internes, ainsi que les angles o et»; donc R D les deux triangles ABC et BCD sont égaux (n° 47, 1), et AB égale CD, — De même AC = BD. Donc les parties de droiles parallèles
75. Gorollaires, 1° Deux droites parallèles sont partout également
A C Pt
B D distantes; car les droites AB et CD perpendiculaires aux parallèles AC et BD, sont elles-mêmes parallèles et égales entre elles (ns 64 et 74); 2 Le lieu géométrique des points siluës à une distance d d'une
LE à
Domi te
droite AB, est l’ensemble des deux droites CD et EF menées de part autre parallèlement à la droite donnée, et à tu distance donnée,
* C'est cet énoncé, appliqué au cas des angles intérieurs d'un même côté, que l'on désigne ordinairement sous le nom de postulatum d'Euclide,
, premi 76. Scolie, Élant données deux droites AB et CD qui se coupent, À on Lt il existe quatre points, E, F,G, H, silués à une distance donnée 4 de ces deux droiles; ces points sont les interseclions des lieux géomélriques tracés Pour ces mêmes droites. Do € 2 placés Proposition XXIII, — Théorème, E, ces: de 77. Deux angles qui ont les côtés parallèles où perpendiculaires chacun à chacun sont égaux, où suppléj AE mentaires, FR 1° Soient a et e deux angles qui ont les | a CÔLÉS parallèles chacun à chacun. Si l’on L 2e (D prolonge jusqu’à leur rencontre deux côtés 0, WA non parallèles, les angles a et n sont égaux doi Ÿ LL MAC comme allernes-internes, ainsi que ec et fée AE n; donc EAN les nt A+ Si l’on considère les deux angles a et ONE URI m, les angles m el c étant Supplémentaires , m et a le sont aussi. ee . 44 2 Soient « et ec deux angles qui ont nn A+: les côtés perpendiculaires chacun à de let à chacun.
tt Menons OD’ et OE' respectivement 80.
Ta perpendiculaires sur OD et sur OE. On EURE! qe a a+n=1lrel a'+n— ur, d'où aa, être c De plus, les droites OD' et AF sont pa- ligne rallèles, comme perpendiculaires à Ja Un même droite OD:; il en est de même des plus | re —+* droites OE' et AG ; ainsi les angles a’ angle: —g ‘tesont égaux comme ayant leurs côtés 81. parallèles ; donc aussi ae. il est Les angles m et c étant supplémen- On laires, m et a le sont aussi. égaux liemarque, Le théorème pourrait s'énoncer ainsi : Deur angles de Un même espèce (aigus ou oblus) qui ont les cotés respectivement paral- 82. lêles où perpendiculaires Sont égaux; si ces angles sont d'espèce dif- sent férente, ils sont supplémentaires. =.
78, Scolie, 1° Les perpendiculaires abaissées d’un point quelconque M un Cù
extérieur à un angle sur les deux côtés, forment un angle égal au
marmrnmmn —
qui se coupent,
ance donnée 4 s lieux géomé-
rpendiculaires 2, Ou supplé-
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premier; si le point M est pris dans l’angle ou dans son opposé par le sommet, le nouvel angle est supplémentaire du premier;
20 Si un angle aigu a et un angle obtus À ont même sommet et sont placés l’un dans l’autre avec Les côlés respectivement perpendiculuires, ces deux angles sont supplémentaires,
S V.— LES POLYGONES
Définitions.
79. On appelle polygone toute figure plane limitée par des lignes droites; ces lignes sont les côtés du polygone.
Le triangle est le plus simple des polygones. Les polygones prennent les noms de quadrilatère, pentagone, heæagone, heptagone, octo gone, ennéagone, décagone, undécagone, dodécagone, suivant qu'ils ont, quatre, cinq, six..., douze côtés. Un pentédécagone, est un polygone de quinze côtés; les autres polygones se désignent par le nombre de leurs côtis,
FE
80. Un polygone convexe est un polygone dont le contour ou périmètre ne peut être coupé en plus de deux points par une ligne droite, B Un polygone non convexe a des angles plus grands que deux angles droits, Ces angles sont appelés angles rentrants.
es
81. Un polygone est équiangle lorsque tous ses angles sont égaux : il est équilatéral lorsque tous ses côtés sont égaux,
On appelle polygone régulier tout polygone qui a tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux.
Un polygone régulier est à la fois équilatéral et équiangle,
82. On appelle diagonale d'un polygone toute droite qui joint deux sommets non conséculifs.
83. On appelle angle extérieur d'un polygone tout anglo formé par un côté quelconque, et le prolongement du côté adjacent,
29 ELEMENTS DE GÉOMÉTRIE Chaque angle extérie
ur d'un polygone est le Supplément de l'angle Si intérieur adjacent, 2 ou Proposition XXIV, — Théorème, À 81, La somme des angles d'un triangle quelconque est égale à deux Ë ne angles droits. 4 chag B Soit ABC un triangle quelconque : 2 , E prolongeons CA, el menons AE pa- autre re rallèle à CB, É 90 da Les angles b et p sont écaux : d'un C 7 D comme allernes-internes, cet c’ sont E ang le égaux comme Correspondants; ainsi des c la somme 44h40 égale a+ b'+c'; 0r cette dernière somme est égale tant : à deux angles droits (n° 30, 2), fois 2 Donc {« somme des angles... de « À 85. Corollaires. 4° L'angle extérieur BAD d'un triangle égale la 4 2 nir à somme des deux angles intérieurs opposés b et C; L angle M 2 Chaque angle d'un lr'iangle est le supplément de la somme des | des à Là deux autres : | “ d0 Si deux Lriangles ont deux angles respectivement égaux, le troi- Ë ke sème angle de L'un est aussi égal au troisième de l'autre ; | 89 "| 1 Un triangle Guelconque à toujours au moins deux angles aiqus ; Ù #2 j: où Les deux angles aigus d'un triangle rectangle soni complémen- è dons J" laires ; : gure 6 Chaque angle d'un triangle équilatéral égale les 2/3 d'un angle tu droit, ee Proposition XXV, — Théorème. Un 86, La somme des «ngles intérieurs d'un polygone quelconque égale Û côlés autant de fois deux angles droits que ce polygone a de côtés moins : Un deux, cRRUS Soit ABCDE un polygone quelconque. Si l’on Joint le sommet E U'est LU SOMmets non adjacents, par les droites et rec À EB et EC, chaque coté du polygone sert .Un p ‘de base à un triangle, à l'exception des chLes deux côtés qui forment l'angle E. du tr Or les angles de ces triangles sont tous Un formés des angles du polygone donné; donc côtes la somme de ces angles égale autant de fois bases ç deux angles droits qu'il y à de triangles, Un c'est-à-dire autant de fois 2% que le poly- parall gone à le côtés moins deux, Donc {a somme des angles...
87, Soolie, Si l'on appelle n le nombre des côtés d’un polygone, le 00. nombre de triangles donnés par les diagonales partant d'un même Fe à sommet, sora (n—2}, et la somme des angles sera (n —2) x 24 où Soi 2 Nür — ur,
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88. Corollaires, 1° La somme des angles d'un quadrilatère quelconque égale quatre angles droits; et si le quadrilatère est équiangle,
chaque angle est droil ;
2° Si deur angles d'un quadrilatère sont supplémentaires, les deux
autres angles le sont aussi:
3 La somme des angles extérieurs d'un polygone quelconque égale quatre angles droits. Car n élant le nombre des côtés, la somme de tous les angles, tant intérieurs qu'extérieurs, égale n fois 2 droits, ou 2 nr; si l’on retranche de celle somme 4 droits, on aura 2ndr— 4, ce qui est la somme des
angles intérieurs (n° 87); donc ces quatre angles droits sont la valeur
des angles extérieurs.
Définitions.
S9, Un parallélogramme est un quadrilatère dont les côtés opposés sont parallèles, — Figure À.
Uu reclangle est un quadrilatère dont tous angles sont égaux, et par suite droits {n° 88). — Figure B.
Un losange est un quadrilaière dont tous les côlés sont égaux. — Figure C.
Un carré est un quadrilatère qui a ses côtés
gaux et ses angles égaux, — Figure D. — C'est le quadrilatère régulier, à la fois losange el rectangle,
Un trapèse est un quadrilatère qui a deux côlés parallèles ; ces deux côtés sont les bases du trapèse, — Figure E.
Un trapèze est rectangle lorsque l'un des
côtés non parallèles est perpendiculaire aux
bases, — Figure F.
Un trapèze est isocèle lorsque les côtés non parallèles sont égaux.
Preposition XXVI. — Théorème.
90, Les côlés opposés d’un parallélogramme sont égaux, ainsi que
les angles opposés.
DES
ET Et 2
m et m' sont égaux, ainsi que n et n', comme alternes-internes; donc . les deux triangles ABD et BCD sont égaux D C (ne 47,10), et les côtés AB et CD, opposés aux angles égaux m et m' sont égaux (n° 48); de même AD = BC, De plus, les angles À et C sont é comme opposés au côté commun B[ l’angle total B est égal à l'angle total D.
Donc les côtés opposés d'un parallélogramme... 91. Réciproquement : Tout quadrilalère qui a ses cotés Opposés égaux, ou ses angles opposés égaux, est un parallélogramme. 1° Soit le quadrilatère ABCD, dans le- D © quel on a AB=CD, AD=RC.
En menant la diagonale BD, on a deux triangles, ABD et BCD égaux comme A B ayant les côtés respectivement égaux; donc l'angle m de l’un égale m' de autre ; et les droites AD et BC sont parallèles, comme faisant avec la sécante Bl) des angles alternes-internes égaux: de même les angles » et n' sonl égaux, et les droites AB et CD qui forment ces angles sont parallèles (no 72).
Ainsi le quadrilatère ABCD est un parallélogramme (no 89). 2 Soit le quadrilatère ABCD, dans le- ) C quel on a AC et B=—D, La somme de ces quatre angles peut être représentée par 2A +9B, et comme cette à Somme égale quatre angles droits (no 88), on a 2A +92B=4 droits, d'où A+ B=—2 droits:
donc les droites AD et BC sont parallèles (no 72), On peut poser également 2A +2D=—4 droits, d'où A+ D—9 droits ; donc les droites AB et CD sont parallèles; et le quadrilatère ABCD est un parallélogramme,
Donc {out quadrilatère qui a ses côtés opposés égaux...
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Proposition XXVII, — Théorème, 93. Tout quadrilatère qui à deux côtés Opposés égaux et parallèles est un parallélogramme.
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LIVRE I, — LA DROITE ET LES ANGLES
égaux AB et CD sont égaux, les droites AD et BC qui forment ces angles sont parallèles, et la figure ABCD est un parallélogramme, Donc tout quadrilatère qui a.
Proposition XXVIII. — Théorème.
9%. Les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leurs milieux,
Soit ABCD un parallélogramme quelconque, et soient AC et BD ses diagonales,
Les côtés AB et CD sont égaux comme côlés opposés d’un parallélogramme; les angles À ct B du triangle AOB sont respectivement égaux aux angles C et D du triangle COD, comme alternes- internes.
Donc les triangles AOB et COD sont égaux (ne 47, 1°), le côté OA de l'un égale OC de l’autre, OB du premier égale OD du second; ainsi le point O est le milieu des deux diagonales,
Donc les diagonales d’un parallélogramme.….
95. Réciproquement : Tout quadrilatère dont les diagonales se coupent en leurs milieux est un parallélogramme.
Soit ABCD un quadrilatère dont les diagonales AC et BD se coupent en leurs milieux,
Les triangles opposés AOB et COD sont égaux comme ayant en O un angle égal compris entre des côtés respeclivement égaux ; donc l'angle » de l’un égale m' de l’autre; et les droites AB et CD qui forment ces angles sont parallèles.
De même le triangle AOD —COB; l'angle n =", et les droites AD et CB sont parallèles. Ainsi le quadrilatère ABCD est un parallélogramme,
Donc tout quadrilatère dont les diagonales….
96, Scolie. 1° Les diagonales d'un losange se coupent à angle droit.
Soit le losange ABCD; cette figure élant un parallélogramme, le point O estle milieu des deux diagonales, etles triangles DOA et DOC sont égaux comme ayant les trois côtés respectivement égaux; donc leurs angles en O sont égaux comme opposés aux côlés égaux DA et JC, et ces angles sont droits;
2° Les diagonales d'un rectangle sont égales. En effet, dans les
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triangles rectangles ABC et BCD, les angles droits B et C sont com pris entre des côtés respectivement égaux, donc ces l'iangles sont égaux, et leurs hypoténuses sont égales,
de Dans un carré, les diagonales sont égales, el elles se coupent en
; { { leurs milieux el à angle droit: car le carré est à la fois un rectanele ÿ $
el un losange,
EXERCICES SUR LE LIVRE I
Théorèmes à démontrer.
Les angles, — 1, Si deux angles adjacents sont supplémentaires, leurs bisscctrices sont perpendiculaires l’une à l'autre, et réciproquement,
2. Si l'angle des bissectrices de deux angles adjacents n'est pas droit, les côtés extérieurs ne sont pas en ligne droite,
3. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet sont en ligne droite,
4. Lorsque deux droites se croisent , les bissectrices des quatre angles forment deux droites perpendiculaires entre elles.
5. La distance du milieu d'une droite à un point quelconque pris sur cette droite, égale la demi-différence des distances de ce point aux extrémités de la droite.
6, La distance du milieu d'une droite à un point quelconque pris sur le prolongement de cette droite, égale la demi-somme des distances de ce point aux extrémités de la droite.
7. L'angle formé par la bissectrice d’un angle et une droite quelconque menée dans cet angle par le sommet, égale la demi - différence des angles partiels que cette droite détermine dans l'angle primitif,
8. L’angle formé par la bissectrice d'un angle et une droite quelconque menée hors de cet angle par le sommet, égale la demi-somme des angles que forme cette droite avec les côtés de l'angle primitif,
Perpendiculaires et obliques,— 9, Si l'on joint lestrois sommets d’untriangle à un point quelconque pris à l'intérieur, la somme des trois lignes intérieures ainsi tracées est comprise entre la somme et la demi-somme des trois côtés.
10. Démontrer directement que tout point pris en dehors de la perpendiculaire élevée au milieu d'une droite est inégalement distant des extrémités de cette droite,
Triangles, — 11, La hauteur d'un triangle est moindre que la demi-somme des deux côtés qui partent du même sommet.
12. La somme des trois hauteurs d’un triangle est moindre que la somme des trois côtés,
13, Une médiane quelconque d'un triangle est plus petite que la demi-somme des deux côtés adjacents,
14. La somme des trois médianes d'un triangle est comprise entre le périmètre et le demi -périmètre de ce triangle,
15. Les perpendiculaires mences aux deux côtés d'un angle, à des distances égales du sommet, se rencontrent sur la bissectrice,
16. Toute perpendiculaire à la bissectrice d'un angle rencontre les côtés à des distances égales du sommet.
17. Un triangle est isoctle lorsqu'une même droite y est à la fois médiane et hauteur, — ou bien bissectrice et hauteur, — ou bien bissectrice ct médiane,
13, — Ki deux côtés d'un triangle sont inégaux, la bissectrice ct la médiane
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LIVRE 1, — LA DROITE ET LES ANGLES
comprises sont l'une ct l'autre plus grande que la hauteur qui part du même sommet,
19. Étant donné un angle quelconque A, si l'on porte sur les côtes, des distances égales AB et AD, AC et AE, les droites BE et CD menées en croix sont égales, et se rencontrent sur la bissectrice,
20, Un triangle isocèle a deux hauteurs éga'es, deux bissectrices égales, et deux médianes égales ; les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés égaux ct terminées aux côtés opposés sont aussi égales.
21. Un triangle est isocèle lorsqu'il a deux hauteurs égales, ou deux médianes égales; il en est de même lorsque deux des perpendiculaires élevées sur les milicux des côtés et terminées aux côtés opposés sont égales,
22. Démontrer directement que tout point pris hors de la bissectrice d'un angle est inégalement distant des deux côtés de cet angle,
Parallèles, — 23, Si deux angles ont les côtés parallèles, leurs bissectrices sont parallèles ou perpendiculaires.
24, Si deux angles ont les côtés respectivement perpendiculaires, leurs bissectrices sont perpendiculaires ou parallèles,
Polygones. — 25, Dans un triangle isocèle la somme des distances d'un * int quelconque de la base aux deux côtés égaux est constante.
26. Pour un point quelconque pris sur le prolongement de la base d'un triangle isocèle, la différence des distances aux deux autres côtés est constante.
27. Pour un point quelconque pris à l'intérieur d'un triangle équilatéral, la somme des distances aux trois côtés est égale à la hauteur du triangle.
28. La droite qui joint les milieux de deux côtés d’un triangle est parallèle au troisième côté, et égale à sa moitié.
29, Les parallèles mentes par les sommets d'un triangle aux côtés opposés , forment un nouveau triangle qui a les sommets primitifs pour milieux de ses côtés,
30. En joignant par des droites’ les milieux des côtés d'un triangle, on partage ce triangle en quatre triangles égaux.
31. Les trois perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d’un triangle se rencontrent en un même point, et ce point est équidistant des trois sommets.
32. Les trois bissectrices d'un triangle se rencontrent en un même point, ct ce point est équidistant des trois côtés.
33. Les trois médianes d’un triangle se rencontrent en un même point, et ce point est situé aux 2/3 de chaque médiane en partant des sommets,
34. Les trois hauteurs d'un triangle se rencontrent en un même point.
35. Les milieux des côtés d'un quadrilatère quelconque sont les sommets d’un parallélogramme,
86. Dans un quadrilatère quelconque, les droites qui joignent les milieux des côtés opposés se coupent en leurs milieux.
37. Les bissectrices intérieures d’un parallélogramme se rencontrent de manière à former entre elles un rectangle,
38, Les bissectrices intérieures d’un quadrilatère quelconque se rencontrent de manière à former un nouveau quadrilatère dont les angles opposés sont supplémentaires,
39, Les bissectrices intérieures d'un rectangle se rencontrent en formant un carré,
40, La médiane qui tombe sur l’hypoténuse d'un triangle rectangle est moitié de cette hypoténuse.
#1. Si une médiane d'un triangle est moitié An côté sur lequel elle tombe, le triangle est rectangle.
42, Si un côté de l'angle droit d'un triangle rectangle est moitié de l'hypoténuse, l'angle opposé à ce côté égale {/2 de droit, et réciproquement,
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43, Toute droite menée dans un parallélogramme par le point de rencontre dos diagonales, a ce point pour milieu; et c'est pourquoi ce point est nommé centre du parallélogramme,
44, Deux narallélogrammes sont égaux : 19 lorsqu'ils ont nn angle égal com. pris entre des côtés respectivement égaux; — 20 lorsqu'ils ont deux côtés adjacents respectivement égaux, et une diagonale égale et de même position ; — 30 lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent sous un même angle,
45, Dans un trapèze, la droite qui jo'nt les milieux des côtés non parallèles est parallèle aux bases et égale à leur derui-somme; et la partie de cette droite comprise entre les deux diagonales est égale à la demi-différence des bases.
46, Dans un quadrilatère convexe, la somme des diagonales est comprise entre le périmétre et le demi-périmütre,
47, Deux quadrilatères sont égaux : 10 lorsqu'ils ont trois côtés et les deux angles compris respectivement Égaux; — 20 lorsqu'ils ont deux côtés consé. cutifs et les trois angles adjacents respectivement égaux; — 9 lorsqu'ils ont un angle égal et les quatre côtés respectivement égaux et placés dans Je même ordre.
48, Dans un triangle rectangle, la médiane et la hauteur qui pariant du sommet de l'angle droit font entre elles un angle égal à la différene des angles aigus,
49, À un plus grand côté d'un triangle correspond une plus petite iaé“diane,
50. La somme des trois médianes d'un trlangle est plus grande que les 3/4 du périmètre,
51. Dans un quadrilatère quelconque, les droites qui joignent les milieux des côtés opposés se rencontrent au milieu de la droite qui joint les milieux des diagonales,
52. Si par le point de concours des bissectrices d'un triangle, on mène une parallèle à l’un des côtés, cette ligne égale la somme des segments déterminés sur les deux autres côtés, et compris entre les para tèles,
Lieux géométriques à trouver.
1. Lieu des points également distants de deux droites parallèles,
2. Lieu des sommets des triangles qui ont même base et même hauteur,
3. Lieu des centres des parallélogrammes qui ont la même base et la même hauteur,
4, Lieu des milieux des droites menées d’un point donné à une droite donnée,
5. Lieu des points tels que la somme des distances de chacun d'eux à deux droites données soit égale à une ligne donnée,
6. Lieu des points tels que la différence des distances de chacun d'eux à deux droites données soit égale à une ligne donnée,
Problèmes.
1. Est-il toujours vrai qu’un point en mouvement engendre une ligne, qu'une ligne en mouvement engendre une surface, ct qu'une su ‘ce en mouvement engendre un volume ?
2. Quel angle font les deux aiguilles d'une horloge à 1 heure, à 2 heures, à 3 heures, à 4 heures, et à 5 heures ?
3. Quel angle font les deux aiguilles d’une horloge quand il est 2 heures moins 12 minutes ?
4. Quel est 1e complément d'un angle de 930 27 95/9 — Quel cst le supplément de ce même angle ?
5, Quel cst l'angle qui a pour supplément 470 45/?
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7, Calculer la valeur angulaire égale à 7 fois 1280 34/ 17/ 1/3?
8. Deux angles adjacents ont ensemble 1530 48’; quel est l'angle des deux bissectrices ?
9, Dans quel cas l'angle des bissectrices de deux angles adjacents est-il aigu ? — Dans quel cas est-il obtus?
10, Que faut-il faire pour trouver un point équidistant do trois points donnés ?
11, Que faut-il faire pour trouver un point équidistant de trois droites données ?
12. Quel est le nombre des côtés d’un polygone dont les angles valent ensemble 36 angles droits ?
13. Combien un polygone régulier a-t-il de côtés, si son angle intérieur vaut 1 droit 5/3 ?
14, Peut-on faire un carrelage avec des carreaux talllés en triangles équilatéraux égaux ? — Avec des carrés égaux? — Avec des pent. zones réguliers égaux ? Avec des hexagones réguliers égaux ?
15, Quelle heure est-il lorsque la petite aiguille d'une horloge se trouve entre 2 et 8 heures, et que l'angle des deux aiguilles est 60 degrés ?
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I. — ARCS ET CORDES
Définitions.
97, La circonférence est une courbe plane et fermée dont tous les points sont équidistants d’un point intérieur qu’on nomme centre, On appelle rayon toute droite qui joint le centre
E F à un point quelconque de la circonférence, — Exemple OA.
D Un «rc est une partie quelconque de la cir- B C conférence, — Exemple DEF,
Une corde est une droite qui joint deux points A quelconques de la circonférence, — Telle est DF, Un diamètre est une corde qui passe par le centre. — Exemple BC, On nomme sécante loute droite qui traverse la circonférence; la sécante n’est qu'une corde prolongée, Un angle au centre est un angle formé par deux rayons, — Exemple : l'angle AOC.
98, Le cercle est la surface plane limitée par la circonférence. Un secteur circulaire est la surface comprise entre deux rayons et l'arc qu'ils déterminent, — Exemple AOC.
Un segment cireulaire est la surface comprise entre une corde et l'arc qu’elle sous-tend, — Exemple DFE.
99, Remarque. 1° Tous les rayons d'un même cercle sont éqaux, ainsi que tous les diamètres; le diamètre vaut deux rayons; 2° Deux cercles de même rayon sont égaux, el réciproquement ; d La circonférence est le lieu géométrique des points dont la distance au centre est égale au rayon ; 4 Pour faire coïncider deux cercles égaux, il suffit de les placer dans le même plan, centre sur centre.
Proposition E. — Théorème,
100. Une ligne droite ne peul rencontrer une circonférence en plus de deux points.
Ca G,d!
une !
à cel QC,
Do:
lies é En de la quelc jours point hors « Les qu'ell Dor
102, mètre En.
est pli laque] Don
pitrlie est int est ext
4 & AC u point
En 1 ou, er
et en :
2S qui joi inenée } de la c
En 1 d'où, € Donc
dont tous les ne centre.
joint le centre onférence, — ue de la cirit deux points Telle est DF, passe par le
érence; la sé-
— Exemple:
férence.
>ux rayons el
une corde el
sont égaux , ons ; quement ; dont la dis-
de les placer
ence en plus
LIVRE I, == LA CIRCONFÉRENCE
101, Tout diamètre divise le cercle et la cireonférence en deux )ar-
lies égales,
En effet, si l'on fait tourner la partie AMB de la figure autour du diamètre AB, un point quelconque M de l'arc supérieur restera tou- Jours à la même distance du centre; done ce point ne pourra lomber ni en dedans ni en dehors de l'arc inférieur ANB {n° 99, %),
Les deux parties de la figure sont égales, puisqu'elles coïncident,
Donc {out diamètre...
Proposition III, — Théorème.
102, Toute cecrde est plus pelite que le diumètre du même 2rele.
En effet, la corde AB étant une ligne droite, est plus courte que la ligne brisée AO +0B, laquelle est égale au d'amètre CD,
Donc toule corde...
Proposition IV. — Théorème.
103, La plus courte distance d'un point à une circonférence est la partie du rayon comprise entre ce point et la cireonférence si le point est intérieur; c'est le prolongement du rayon mené vers ce point, s'il
esl extérieur au cercle.
1° Soit À un point intérieur, OAB le rayon mené par ce point, et
AC une droite menée de ce même point à un point quelconque de la circonférence.
En menant le rayon OC, on a OÙ <OA:, AC, ou, en remplacant OC par OA + AB
OA+AB<OA+AC et en retranchant OA de part et d'autre AB <AC.
2 Soit A’ un point extérieur, OA la droite qui joint ce point au centre, et A'C’ une droite menée de ce même point à un point quelconque de la circonférence.
En menant le rayon OC’, on a AB" +
d'où, en retranchant les rayons BO et CO, Donc la plus courte distance d'un point.
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Corollaires. 1° La droite AB donne
la vraie distance du point A à la circonfi- ns rence, an 2 Le lieu géométrique des points si- à (n a) tués à une distance donnée a d'une circon- l ég férence de rayon r, se compose de deux É pr autres circonférences concentriques à la ( première, el ayant pour rayons, l’une dé r+a, el l'autre r— a, | l’a Proposition V. — Lemme. C 105. Dans un méme cercle ou dans des cercles éqauc : LE l° Deux angles au centre égaux interceptent des arcs égaux ; ue 2 Un plus grand angle au centre embrasse un plus grand are. k 4 Soit l'angle ABC égal à on DEF, On peut superposer les deux cercles de manière que 1 le rayon BA s'applique sur ge son égal ED; les deux cer- 1 cles coïncideront ; l'angle éta ABC s’appliquera sur son 9 égal DEF, et l’are AC se arc confondra avec DF; donc arc ces arcs sont égaux. que 2° Soit l'angle ABC plus petit que DEG. Posons le premier cercle ñ sur le second de manière que les rayons BA et ED coïncident,. L'angle À ABC ne couvrira qu’une partie de l’angle DEG, et l'arc AC une partie LE seulement de l’arc DG. On a donc AC <DFG. sie Donc, dans un même cercle ou dans.
106. Réciproquement : À des ares égaux correspondent des angles au centre égaux, el à un plus grand arc correspond un plus grand l angle. (Mêmes figures.) l'ar 1° Soit l'arc AC égal à DF. Il en résulte que l'angle ABC égale S DEF, car si ces angles élaient inégaux, les arcs interceptés le seraient cor aussi {ne 105, 2e), et le 2 Soit l'arc AC plus petit que DG. Il en résulte que l’angle ABC 19 est aussi plus petit que DEG; car si ces angles étaient égaux, les arcs r'ayc interceptés le seraient aussi {ne 105, 1); et si l'angle ABC était plus | don grand que DEG, l'arc AC serait aussi plus grand que DG, ce qui est | du f contraire aux données... al Donc, à des ares égaux correspondent... ÿ 29 leur Proposition VI. — Théorème. cord Æ (n° :
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1° Soient AMB et CND deux arcs égaux; menons les rayons OA, OB, OC, OD.
Les deux ares AMB et CND étant égaux, les angles au centre AOB et COD le sont aussi (n° 106); donc les triangles AOB et COD sont égaux comme ayart un angle égal en O, compris entre des côtés égaux: ainsi AB égale CD,
29 Soit l'arc AMB plus grand que CND; menons les rayons OA, OB, OC, OD.
Puisque l'arc AMB est plus grand que CND, l'angle au centre AOB cest aussi plus grand que COD (n° 106); ainsi les deux triangles AOB et COD ont deux côtés respectivement égaux, et l'angle compris AOB plus grand que COD ; donc le troisième côté AB est plus grand que CD (no 50).
Donc, dans un même cercle ou dans.
108. Réciproquement : Dans un méme cercle où dans des cercles égaux :
1° Deux cordes égales sous-tendent des ares égaux; car si ces arcs élaient inégaux, les cordes seraient aussi inégales (n° 107, 2),
2 Une plus grande corde sous-tend un plus grand arc; car si les arcs élaient égaux, les cordes seraient aussi égales ; et si le premier arc était plus petit que le second, la première corde serait plus petite que la seconde, ce qui est contraire à l'hypothèse...
109. Scolie, Dans toutes ces relations, il ne faut considérer que des arcs moindres que la demi-circonférence : si un arc dépasse la demicirconférence, à mesure qu'il augmente, sa corde diminue.
Proposition VII. — Théorème.
110, Tout rayon perpendiculuire à une corde divise celte corde et l'arc sous-tendu en deux parties égales.
Soit le rayon OD perpendiculaire à la corde AB; menons les rayons OA et OB, et les cordes DA et DB.
1° Par rapport à la droite AB, les rayons OA et OB sont des obliques égales ; donc leurs pieds A et B sont équidistants du pied © de la perpendiculaire (ne 38), et l'on a CA —CB.
2 Les cordes DA et DB sont deux obliques égales, comme ayant leurs pieds équidistants du pied de la perpendiculaire {n° 37, 2); ces cordes étant égales, les arcs sous-tendus DA et DB sont écaux (n° 108). =
Donc tout rayon perpendiculaire...
111, Scolie, La droite OD remplit quatre conditions, dont deux suf-
di Pi 2,448 ‘il si LE
fisent pour la déterminer; et cette remarque fournit six propositions, que l'on peut établir séparément, mais qui se trouvent toutes démon- {ées par l’une quelconque d’entre elles :
4 Tout rayon perpendiculaire à une corde divise celle corde et l'arc sous-lendu en deux parties égales ;
2 Toute perpendiculaire menée par le milieu d'une corde passe par le centre et par le milieu de l’ure sous-lendu ;
3 Toute perpendiculaire abaissée du milieu d'un are sur la corde, passe au milieu de cette corde el au centre du cercle;
4 Tout rayon mené par le milieu d'une corde, passe aussi par le milieu de l'arc sous-lendu, et est perpendiculaire à la corde ;
Bo Toul rayon mené par le milieu d'un arc est perpendiculaire au milieu de la corde qui sous-lend cel arc;
Ge Toule droite menée par les milieux d’une corde et de l'arc soustendu, passe aussi par le centre el est perpendiculaire à la corde.
Ces propriétés sont vraies pour les deux ares que sous-tend une même corde.
C 112. Corollaires. 1° Pour diviser un arc | donné en deux parties égales, il suffit d'élever une perpendiculaire au milieu de la corde qui sous-tend cet arc;
20 La perpendiculaire indéfinie CD menée par le milieu d’une droite AB, est le lieu des centres des circonférences qui passent par les extrémités À el B de celle droite.
Proposition VIII. — Théorème.
113. Par trois points donnés non en ligne droile, on peul faire passer une circonférence, el on ne peut en faire passer qu'une.
Soient À, B, G, trois points donnés non en ligne droite. Il s’agit de prouver qu’il existe un point équidistant de ces trois points, et qu'il n’y en a qu’un seul, Menons DE perpendiculaire au milieu de AB, FG perpendiculaire au milieu de BC, puis la droite DF.
L'angle m est aigu, comme étant moindre que l'angle droit EDB; il en est de même de l'angle n.
La somme des deux angles intérieurs m et n est donc moindre que deux angles droits, et les droites DE et FG se rencontrent (n° 73).
4° Le point commun O appartenant à la première droite DE, est équidistant de A et de B (n° 39); ce même point O appartenant à la seconde droite FG, est équidistant de B et de C. Ainsi les trois distances OA, OB, OC, sont égales; et la circonférence décrite du point O comme centre, avec OA pour rayon, passera par les trois points À, B, C (n° 9), æ),
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LIVRE I, — LA CIRCONFÉRENCE
2° Toute circonférence qui passera par les points À ot [3 aura nécessairement son centre sur la droite indéfinie DE {ne 419, 2); et toute circonférence qui passera par les points B et { ment son centre sur la droite indéfinie férence passant par les trois points lois sur DE sur FG, et par consé contre de ces deux droites.
Donc par trois points donnés...
‘ aura n'cossnire- FG, Ainsi pour foule circon- A,B,C, le centre doit être à la
quent en O, unique point de ren
114. Scolie, 1° Pour trouver le centre d’un arc donné ABC, il suffit de tracer deux cordes quelconques AB et BC, et d'élever dog perpendiculaires en leurs milieux ;
2° Si l'on fait passer une circonférence triangle, celle circonférence est cire est inscrit à la circonférence ;
3 Les perpendiculaires élevées sur les triangle concourent en un méme point ; cercle circonscrit au triangle.
par les Lrois sommets d'un onscrile au Lriangle, et lo triangle milieux des trois côtés d'un el ce point est le centre du
Proposition IX, — Théorème,
115. Dans un méme cercle où dans de égales sont également éloignées du centr est plus rapprochée du centre.
1° Soient AB et CD deux cordes égales, OE et OF les perpendiculaires qui représentent les ee —— distances de ces cordes au centre O, Les points E et F sont les milieux des cordes AB et CD (n° 110); el comme ces cordes sont égales, leurs moiliés AE et CF le sont aussi.
Si l’on mène les rayons OA et OC, les triangles rectangles OEA et OFC sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un autre côté Cyal (AË= CF) ; donc le troisième côté OE de l'un é OF de l'autre,
2 Soit la corde AB plus petite que CD, et soient OF et OG les distances de ces cordes au centre À,
L'arc AMB, est plus petit que CND (no108$, 2°); done si l'on porte le premier are en ONE, la corde CE, égale à AB, se trouvera dans le segment CDN; la distance OH, égale à OF,
coupera donc la corde CD, et sera par conséquent plus grande que OG.
Donc, dans un méme cercle ou dans des cercles éqauar,,,
s cercles égaux, deux cordes e, l'une plus grande corde
sale le troisième côté
116, Réciproquement : fe Deux cordes également éloignées du centre sont égales; car si ces cordes étaient inégales, leurs distances au centre seraient ausssi inégales ;
20 Une corde plus rapprochée du centre est plus grande; car si le
cordes élaient égales, elles seraient également éloignées du centre; el si la première corde était la plus petite, sa distance au centre serail plus grande, ce qui est contraire à l'hypothèse.
II. — TANGENTES
Définitions.
417, On appelle tangente toute droite indéfinie qui n’a qu’un point commun avec la circonférence. Ce point commun est nommé point de contact,
Lorsqu'une droite est tangente à une circonférence, la circonférence est elle-même tangente à la droite.
118, Une tangente AB peut être considérée : 1° Comme la limite des posilions que prend une sécante DE qui se meut parallèlement à elle-même en s’éloignant du centre, jusqu’à ce que les deux points d'intersection Det E se confondent en un seul ;
20 Comme la limile des positions que prend une sécante CD qui tourne autour du point G, jusqu'à ce que le second point d’intersection se confonde avec le premier,
Proposition X. — Théorème.
119. Toute droite perpendiculaire à l'extrémité d’un rayon est tangente à la civcon/férence.
Soit la droite AB perpendiculaire à l'extrémité du rayon OC. Ce rayon OC sera lui-même perpendiculaire sur AB, et toute autre droite OD sera oblique, et par conséquent plus longue que le rayon OC.
Ainsi la droite AB n’a que le point C
—— Commun avec la circonférence.
b Donc toule droite perpendiculaire...
120. Réciproquement : Toule droile tangente à une circonférence est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact. {(Mème figure.) Soit OG le rayon mené au point de contact de la tangente AB. À l’exceplion du point GC, tous les autres points de AB sont hors du cercle; OC est donc la plus courte ligne que l’on puisse mener du
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LIVRE 11, — LA CIRCONFÉRENCE
point O à la droite AB. Ainsi cette ligne OC est perpendiculaire à AB,
el réciproquement la langente AB est perpendiculaire au rayon OC. Donc loute droite tangente à une circonférence,..
121. Corollaires. 1° Pour mener une langente en un point donné d'une circonférence, on élève une perpendiculaire à l'extrémité du rayon qui aboulil à ce point;
2 Par lout point donné sur une circonférence, on peul mener une tangente, el une seule ;
d La perpendiculaire abaïissée du centre Sur une langente aboutit au point de contact ;
4 Le lieu des centres des circonférences décrites avic un rayon donné a langentiellement à une droite donnée AB, se compose de deux droites parallèles à AB, et situées de part et d'autre à une distance égale au rayon donné.
Définitions.
122. Une droite est normale en un point d'une courbe, lorsqu'elle est perpendiculaire à la langente menée par ce même point.
Une droite est oblique on un point d'une courbe, lorsqu'elle est oblique à la langente menée par ce même point,
En chaque point d'une circonférence, on peut mener une normale, el on n'en peut mener qu'une; el celle normale passe par le centre.
La distance d’un point quelconque à une rirconférence est repr'é— sentée par une droile normale à cette circonférence (n° 103 et 104).
Proposition XI. — Théorème.
123. Deux droites parallèles interceplent sur la circonférence des arcs C{AuUr,
1 Soient les parallèles AB et CD. E I F Menons le rayon OI perpendiculaire à AB, et par suite à CD {n° 68). Le point l sera le milieu de l'arc AIB, et en même lemps le milieu de lare CID (no 110), on a donc : IA —1B
d'où en retranchant membre à membre AC= BD.
2 Soit la corde CD parallèle à la tangente EF, Le rayon OI men“ au point de contact est perpendiculaire à la tangente EF (ne 120), et par suile à CD; il divise donc l'arc sous-tendu CID en deux parties égales ; % Soil enfin le cas de deux tangentes parallèles EF et GH. Me-
DE Ed éte rn R Re
FR Ur re
Em CEE LE
nons une corde quelconque AB parallèle à EF, et par suite aussi à
GH. En vertu de ce qui vient d'être démontré, on a : IA —1B MA—MB d'où, en addilionnant membre à membre [AM —1JBM.
Donc deux droites parallèles interceptent…
124. Scolie. Si deux tangentes EF et GH sont parallèles, les rayons OT et OM menés aux points de contact sont en ligne droite, Car le rayon OT, perpendiculaire à EF, est aussi perpendiculaire à GH, et se confond par conséquent avec OM (ne 56).
125. Définitions. Deux circonférences sont fangentes lorsqu'elles se touchent en un seul point. Quand elles se coupent, elles sont sécantes.
Proposition XII. — Théorème.
126. Si deux circonférences ont un point commun en dehors de la ligne des centres, elles ont aussi un autre point commun symétrique du premier *,
Soient O et C les centres de deux circonférences, et soit A un point commun, en dehors de la ligne des centres. Menons AA’ perpendiculaire à OC, et faisons DA'= DA. Il s'agit de prouver que le point A', symétrique de À par rapport à OC, est commun aux deux circonférences.
Menons OA, OA', CA, CA’. Par suite des constructions, la droite OC est perpendiculaire au milieu de AA'; donc (n° 39) OA’ égale OA, rayon de la première circonférence; de même CA’ égale CA, rayon de la deuxième circonférence, Ainsi le point A appartient aux deux circonférences (n° 99, 3)
Donc si deux circonférences ont un point
127. Corollaires. 1° Si deux circonférences se coupent, la distance des centres est plus petite que la somme des rayons, el plus grande que leur différence. Car, dans ce cas, on peut construire un triangle AOC avec les deux rayons et la ligne des centres (ne 30);
2 Si deux circonférences sont tangentes, le point de contact est sur lt ligne des centres. Car s’il était en dehors de cette ligne, il y aurait un autre point commun symétrique du premier, et les deux circonférences seraient sécantes ;
3° Si deux circonférences sont langentes, la perpendiculaire élevée sur la ligne des centres par le point de contact es! une tangente commune auz deux circonférences.
128. Scolie. Deux circonférences peuvent occuper, l’une par rapport à l’autre, cinq positions différentes :
* Deux points sont symétriques par ‘apport à une droite lorsque cette droite est perpendiculaire au milieu de la ligne qui joint les deux points.
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1° Elles peuvent être extérieures l'une à l’autre; alors la distance des centres est plus grande que la somme des rayons: d={(r+r)+e; 2° Elles peuvent être tungentes extérieurement : dans ce cas la dis-
tance des centres est égale à la somme des rayons! d=r+";
3° Elles peuvent être sécuntes ; alors la distance des centres est comprise entre la somme et la différence des rayons : (r+)>d>(r—7r)
4° Elles peuvent être {ungentes intérieurement; et dans ce cas la distance des centres égale la différence des rayons: d—r—3";
BA.7 CA.» BA» BC
CA’ AAÂ’e:
% Enfin, elles peuvent être intérieures l'une à l’autre : alors la dislance des centres est moindre que la différence des rayons :
Deux circonférences intérieures peuvent être concentriques, c'eslà-dire avoir le même centre; l'espace compris entre les deux circon— lérences porte alors le nom de couronne.
129. Les cinq énoncés relalifs aux positions respectives de deux circonférences donnent lieu à cinq proposilions réciproques, qui se démontrent par réduction à Fabsurde. Par exemple, si l'on donne la distance des centres égale à la différence des rayons, les circonférences ne peuvent êlre extérieures, ni intérieures, ni sécantes, nitangentes extéricurement ; elles sont donc tangentes inléricurement.
130. Gorollaires, Le lieu des centres des circonférences décrites avec un rayon donné a, tangentiellement à un are donné AB, se compose de deux arcs CD et EF, concentriques au
j Jt : premier, et décrits l’un avec la:somme r+a, et l’autre avec la difé- Le rence r — a des rayons. égal l tien $S III. — MESURE DES ANGLES l'an . l'an Définitions. ou es 131, Mesurer un angle, c’est chercher son rapport à l’angle choisi 14 comme unité, ang Dans la mesure des angles, on emploie deux unités principales, sa- au ! voir : l'angle droil et l'angle d’un degré. leur 432. Outre les degrés angulaires, on considère aussi des degrés . d’'ares : un are d'un degré est la 860e partie de la circonférence, ae L’arc d'un degré est plus ou moins grand, selon que la circonfé- D: rence est elle-même plus ou moins grande.
| Un arc de 180 degrés est une demi-circonférence; un arc de 90 de- 13 grés est un quart de circonférence; c’est ce que l’on nomme quelquefois l'are un quadrant. Deux rayons perpendiculaires embrassent un quadrant. 29 Un arc de 120 degrés est le Liers de la Er un are de PES 9 £ 60 degrés en est la sixième partie; un arc de 72 degrés en est les Br quel 1 or, : prim 1h ou le 5) et, en général, un are de n degrés est les un de la cir- (> conférence. Un 133, Remarque. Si, dans un cercle quelconque, on conçoit deux dia- décr mètres perpendiculaires AB et CD, chaque angle droit divisé en 90 angles égaux, les arcs intercpelés sur la circon- 13 férence sont tous égaux entre eux. Chaque cire( angle au centre est un angle d'un degré, Or et chaque arc interceplé est un arc d'un conf degré. Ur ‘ D'où il suit que si l’on considère un met angle au centre quelconque EOB , autant 1 mité d'angles d'un degré il y aura dans cet an- à vle, autant d'ares d'un degré il y aura dans l'arc intercepté BE. Proposition XIII. — Théorème, 13 134 Deux angles quelconques sont entre eux comme les arcs com ur pris entre leurs côtés, et décrits de leurs sommets avec un même rayon. ags Soient A et B deux angles quelconques, CD et EF les s com- Fe F. pris entre leurs côtés. ee.
Admettons que les ares CD et EF aient une commune mesure, qui LLs soit contenue 3 fois exactement dans CD, et 5 fois dans EF; ces arcs AL = arcCD 3 inter sont entre eux comme les nombres 3 et 5, et l’on Ta ea: ; A esl mesu
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Joignons les centres A et B aux points de division des deux arcs ; les arcs pa:tiels élant égaux, ils délerminent aux centres des angles égaux (n° 106); l'angle A conüent 3 de ces angles égaux, el A l'angle B en contient 5; donc l'angle À est à l'angle B comme
est AU: =, Ainsi les deux
angles donnés sont entre eux comme les arcs compris entre leurs côlés,
Cetle démonstration est applicable à tous les cas, quel que soil le rapport que l’on supposera entre les arcs.
Donc deux angles quelconques sont entre euæ …
135. Corollaires, 1° Un angle quelconque est à l'angle droil, comme l'arc compris entre les côtés de cet angle est au quadtrant ;
2° Un angle quelconque est à l'angle d'un degré, comme l'arc compris entre les côtés de cet angle est à l'arc d'un degré.
En d’autres termes, le nombre qui exprime le rapport d'un angle quelconque à l'angle d'un degré, est le même que le nombre qui exprime le rapport de l'arc compris à l'arc d’un degré,
Cest ce que l'on formule ordinairement par la proposition suivante : Un angle quelconque « pour mesure l'arc compris entre ses côlés, el décrit de son sommet avec un rayon quelconque.
Définitions.
136. On appelle angle inscrit tout angle qui a son sommet sur la circonférence, et qui est formé par deux cordes.
On appelle angle du segment un angle qui a son sommet à la circonférence, et qui est formé par une corde et une tangente.
Un angle est inscril dans un segment (n° 98) lorsqu'il a son sommet sur l'arc de ce segment, et que ses côlés passent par les extrémités de ce même arc. Le segment est alors circonserit à l'angle.
Proposition XIV. — Théorème.
137. L'angle inscrit a pour mesure la moitié de d'arc compris entre ses côtés.
Nous considèrerons trois cas :
1» Soit À un angle inscrit dont un côté AB passe par le centre. Si l'on mène le rayon OC, le triangle AOC est isocèle (n° Y)), et les angles ‘À et C sont égaux (n° 52). L'angle s, extérieur au triangle AUC, égale la somme des angles intérieurs opposés, A el C (n° 85); ainsi l'angle A esl la moité de l'angle s. Mais l’angle s a pour mesure l'arc BC; donc l'angle A a pour mesure la moitié de l'arc BC.
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939 Enfin, si le centre est
| € / Ü en dehors de l'angle donné | 2. BAC, on mène encore le dia- :
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Soit ACB un angle du segment; menons le diamètre AD, L'angle BAC égale l'angle droit CAD, moins l'angle inscrit BAD on à; donc la mesure de l'angle BAC égale la moitié de Ia demi-circonférence ABD, moins la moitié de l’are BD, c'est-à-dire la moitié de Parc AGB.
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Scolie, 1° Si l’on considère l'angle obtus BAE, qui se compors de l'angle droit EAD plus de l'anglei, sa mesure égale 1/9 AND + 1/9 BD, c'est-à-dire 1/3 ANDB.
2° On arrive autrement à la mesure de sangle du segment BAC, en le considérant comme la limite vers laquelle tend l'angle inscrit BAF, lorsque le côté BA restant fixe, le côté AF tourne autour du point À de manière que le point G se rapproche indéfiniment du point A.
Proposition XVI. — Théorème,
11, L'angle qui a son sommet entre le centre et la circonférence a pour mesure la demi-somme des ares compris entre ses côtés el entre leurs prolongements.
Soil l’angle BOC ou a; prolongeons les côtés BO et CO, et menons BD,
L'angle a, extérieur au triangle BOD, égale Ja somme des deux angles intérieurs opposés » et à (n° 85); ces deux angles étant inscrits, le premier a pour mesure 1/9 BC, et le second 1/9 DE; ainsi l'angle & a pour mesure 1/9 BC + 1/9 DE,
Donc l'angle sui a son sommet entre le centre...
Proposition XVII. — Théorème,
142. L'angle formé par deux sérantes qui se rencontrent en dehors du cercle a pour mesure la demi-différence des ares compris entre ses côlés.
Soit l'angle BAC ou A; menons la corde BD. L'angle e, extérieur au triangle BAD, égale A+ B; donc l'angle A—e—B. Or ces deux derniers angles sont inscrits, et ont respectivement pour mesure 1/, BC et 1/3 DE; ainsi l'angle A a pour mesure 1/9 BC —1/» DF.
Donc l'angle formé par deux sécantes.….
Scolie, La démonstration est applicable au cas où les sécantes de-
ETS viennent des tangentes ; alors les angles B et e deviennent des angles du segment.
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143, Corollaires des quatre théorèmes précé-
dents, 1° L'are AMB d'un segment est le lieu des sommels des angles inscrits qui ont pour mesure la moilié de l'arc opposé ACB; car pour tout angle dont le sommet serait en dedans ou en dehors du segment, la mesure serait plus à F grande ou plus petite que la moitié de l'arc ACB.
2 Pour les angles égaux appuyés sur une même corde AB, le lieu des sommets est donné . par deuæ ares symétriques AMB et ANB.
N Proposition XVIII. — Théorème.
144, Dans tout quadrilutère inscrit, les angles opposés sont supplémentaires.
Soit ABCD un quadrilatère dont tous les sommets sont sur la circonférence, Tous les angles sont inscrils; et deux angles opposés, tels que A et C, ont ensemble pour mesure 1/5 BCD + 1/9 BAD, c'est-à dire la moitié de Ja circonférence ; ainsi ces angles sont supplémentaires,
Donc, dans tout quadrilatère inscrit.
115, Réciproquement: Tout quadrilalère qui a deux angles opposés supplémentaires est inscriplible,
A Soit ABCD un quadrilatère dont les angles opposés À et C sont supplémentaires, Si l'on fait passer une circonférence par les trois points B, À, D, l'angle A sera inscrit, et aura pour mesure la moitié de l'arc BMD. L’angle C, supplément de À, aura une mesure égale à la moilié de l'arc restant BAD; et ainsi le point C est nécessairement sur l'arc BMD {ne 143).
Donc, toul quad ilatère qui a deux angles.
IV. — POLYGONES RÉGULIERS
Définitions.
146. Un polygone régulier est un polygone qui a tous ses côlés égaux et lous ses angies égaux.
Le triangle équilatéral et le carré sont des polygones réguliers.
Un polygone est inscrit lorsque tous ses sommets sont sur une même
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circonférence, et rirconscrit, lorsque tous ses côtés sont tangents à une même circonférence,
Une circonférence est cireonserile à un polygone lorsqu'elle passe par tous les sommets; elle est inscrite lorsqu'elle est langente à Lous les côlés,
Proposition XIX, — Théorème.
147, Lorsqu'une circonférence est divisée en un nombre quelconque de parties égales, les cordes qui joignent consécutivement les points de division forment un polygone régulier inscrit,
Soit, par exemple, une circonférence divisée en ÿ parties égales; aux points À, B, C, D, E.
Les arcs AB, BC, CD... élant égaux, les cordes AB, BC, CD.., qui les sous-tendent, sont B égales (n° 107), D'ailleurs, chacun des angles Î A, B, C.. est inserit, et comprend entre ses côtés les 3/; de la circonférence ; ainsi tous ces angles sont égaux, et le polygone inscrit est régulier,
Donc, lorsqu'une circonférenve est divisée
Proposition XX, — Théorème.
118. Lorsqu'une circonférence est divisée en un nombre quelconque de parties égales, les tangentes menées par les points de division forment un polygone régulier circonsesit
Soit, par exemple, une ci rence divisée en 5 parties égales, aux points A, B, C, D,E, et soit FGHIK le polvgone circonscrit for par les langentes menées aux points d in. Menons les cordes AB, BC, CD...; ces cordes sont égales comme sous-tentl des arcs égaux. Dans les triangles ABF, BCG, CDH..., les angles en À,B, C..., sol égaux comme angles du segment comprenant des arcs égaux (n° 140) ;
ainsi ces triangles sont égaux (n° 47), et cha- A cun d'eux est isocèle (n° 53), H De là résulte l'égalité des angles F, G, H, I, K,et celle de tés AF,
FB, BG, GC, CH... On a donc aussi FO —GH—HM IR —KF. Ainsi le polygone FGHIK est régulier, puisqu'il a tous ses côlés égaux el lous ses angles égaux,
Donc, lorsqu'une circonférence est divisée.
Scolie, Le problème de la construction des polygones réguhers se confond avec le probième de la division de la circonlérence en parties égales; et l'on peut circonscrire à la circonférence autant de polygones réguliers que l’on peut en inscrire.
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Proposition XXI. — Théorème.
149, À tout polygone régulier, on prul circonserire une circonfé--
rence.
Soit ABCDE un polygone régulier, Faisons passer une circonfé-
rence par les trois sommets À, B, GC; nous allons prouver que celle circonférence passe aussi par les autres sommets.
Menons OA et OD, puis ON perpendiculaire à la corde BC, ct supposons que le quadrilatère OHBA Lourne autour de OI pour s’appliquer sur le quadrilatère OHCD, Les angles droits en H coïncident; et comme le point H est le milieu de la corde BC {n° 110), le point B tombe en C:les angles égaux B et G coïnci-
dent, et le côté BA se confond avec son égal CD (n° 146).
La coïncidence des deux quadrilalères élant complète, la droite OD égale le rayon OA; et ainsi la circonférence qui passe déjà par les trois sommets À, B, C, passe aussi par le sommet D, On démontrerait de même que cette circonférence passe aussi en E,
Donc, à tout polygone régulier, on peut...
Proposition XXII. — Théorème.
150. Dans tout polygone régulier, on peul inscrire une circonfé-
rence,
Soit ABCDE un polygone régulier. Décrivons la circonférence cir-
conscrite (n° 149), et menons, du centre 0, les perpendiculaires OF, OG, OH...
Les côtés AB, BG, CD..., sont des cordes égales, et par suite également élaïgaces au centre {n° 115); donc les perpenaiculaires OF, OG, OH..., sont égales, la circonférence décrile avec OF comme rayon passe par les points G, I, 1... el les côtés AB, BC, CD... sont tangents à celte circonférence, comme étant perpendiculaires à l'extrémité des rayons OF, OG, OI...
Donc, dans tout polygone régulier, on peut inscrire...
Définitions.
151. On appelle centre d’un polygone régulier le centre commun des circonférences inscrite el circonscrile,
Ce n’est toutefois que dans le cas où le nombre des côtés du polygone est pair, que ce point est un vrai centre de figure, servant de milieu à Loutes les droiles menées dans la figure par ce point.
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rence circonscrile à ce polygone, et apothème le rayon de la circonférence inscrite,
Les rayons d’un polygone régulier divisent ce polygone en triangles isocèles égaux.
Chaque rayon d'un polygone régulier est bissecteur de l'angle au sommet duquel il aboutit.
Les apothèmes sont bissecteurs des angles formés par les rayons, et les rayons sont bissecteurs des angles formés par les apothèmes.
V. — CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES
152. Les principaux instrumc: employés pour tracer les figures géométriques sont : la règle, le c.. pas, l'équerre et le rapporleur.
La règle sert à tracer des lignes droites, le compas à tracer des circonférences ou des arcs, l’équerre à construire des angles droits et des perpendiculaires, et le rapporteur à mesurer et à construire des angles quelconques.
On vérifie la règle par un double tracé fait entre deux points, en relournant la règle,
On vérifie l’équerre par une double pose le long d’une règle; si l’équerre est défectueuse, la moyenne des deux positions donne la vraie direction de la perpendiculaire.
Quelques règles, taillées en biseau, portent des divisions métriques en centimètres et millimètres, très-utiles pour le dessin des figures. l'els sont les doubles décimètres et les règles à calcul.
Problème 1
56. Par un point donné À, mener une A perpendiculaire à une droite donnée CD.
1° Avec le compas.
Si le point A est donné sur la droite, on porte des dislances égales AC et AD; des points C et D, avec un même rayon, on décril des arcs se coupant en B,
La droite AB est perpendiculaire à CD.— Car le point À est le mi-
F HO
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lieu de CD, et le point B est équidistant des points C et D. AB est donc perpendiculaire au milieu de CD {no 41),
Si le point A est donné hors de la droite, on décrit, de ce point comme centre, un arc qui coupe la droite en deux points G et D; de ces points C et D, avec un même rayon,on décrit des arcs qui se coupent en B; AB est la perpendiculaire demandée, — Car le point A est équidislant des points & et D, et il en est de même du point B; donc AB est perpendiculaire au milieu de CD (no 41),
2 Avec l’équerre. On applique la règle le long de la droite donnée; on fait glisser l’équerre le long de la règle, jusqu'auprès du point donné A, et l'on trace AB, qui est la perpendiculaire demandée, car l'angle ABC est droit.
3° Avec le rapporteur, Si le point A est donné sur la droite, on place le rapporteur de manière que son diamètre soit sur la droite CD, et son centre sur le point donné; on marque un angle de 90 degrés, et la ligne AB qui donne cet angle est la perpendiculaire demandée.
Si le point À est donné hors de la droite CD, on trace une oblique quelconque AC ; on mesure l'angle aigu ACD, et on construit en A l'angle CAB égal au complément de l'angle G.— Dans ie triangle ABC, les deux angles aigus A et G égalent ensemble un angle droit; done l'angle B est droit (ne 84), et la droite AB est perpendiculaire à CD.
Problème II.
154. Mener une perpendiculaire au milieu d'une droile donnée AB.
“Ve — Diviser une droite donnée AB en deux parties égales.
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Des extrémités A et B, avec un même rayon, on décrit des ares qui se coupent en C et en D, et l'on trace la droite CD, qui remplit Ia condilion demandée. Car le point G étant équidistant de À et de B, apparlient à la perpendiculaire élevée au milieu de AB; et il en est de même du point D {no 41),
Si la droite donnte est très-longue, on porte, à partir des extrémités, des longueurs égales : AA, A'A", BB, B'B", ot l'on effectue la construction sur AB".
Scolie. En répétant la construction sur chaque partie oble
nue, on divise la droile successivement en 4,8, 16,
92... parties évalos, Problème III, 155. En un point donné D d’une droite DE, construire nn angle égal à un angle donné A.
ler moyen, avec le compas. Des points À et D comme centres, avec un même rayon, on décril les arcs BC et EF;
Te” du point E comme cen- = À tre, et avec une ouverture à — W de compas àladis- < nn f— es tance BC ipe l'arc :
EF, el or: à; ace ia droite DF, L'angle D est égal à l'angle A, Car ces angles ont pour mesures les arcs BC et [OT Où égaux comme élant sous-lendus par des égaux, 2° moyen, avec l'équerre, A l’aide d'une règle divisée on marque des longueurs égales AB et DE; on élève les per—
; CL Ces ares sont cordes égales dans des cercles
: C Fe" pendiculaires BC et EF; 7 on porte la longueur BC : 7 | sur EF, et l’ontrace DF, PE) ce qui donne en Dun B | ss à
angle égal à l'angle A.
Car les triangles ABC et DEF sont égaux ec égal (B=E) compris entre des côtés respective les angles À et D sont égaux.
Je moyen, avec le rapporteur, On place le rapporteur sur l'angle A pour mesurer cet angle; on le pose ensuite en D pour marquer un angle égal, que l’on achève par la droite DF.
omme ayant un angle ment égaux, et ainsi
A B D E Pour relever et reproduire les angles, les ouvriers emploient souvent la fausse équerre,
Sur le terrain on emploie le graphomèlre, le pantomètre ou 1n boue. sole. Ù
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Problème IV. Sc 4 156, Par un point donné À, mener une parallèle à une droite don- lérer née CD.
E B__ 1rmoyen, avec le compas. Du point À, LES f on décrit un are quelconque DB; du point be s —_ j D, avec le même rayon, on décrit l'arc S'; à DSi AC; on prend l'arc DB égal à AC, et l'on Se vh D trace AB, qui est la parallèle demandée. aù . 4 Car les ares AC et DB sont égaux comme : ai] 4 sous-tendus par des cordes égales dans des cercles égaux; ainsi les ee j angles » el à sont égaux, et comme ces angles ont la position d’alternes- des P 1e internes, les droites AB et CD sont déeril 4 parallèles (ne 72). hace is 2e moyen, avec l'équerre. On pose la al6 À f règle et l'équerre l’une contre l'autre, DC. | 4 de manière que l’un des côtés de Pé- ue à querre coïncide avec la droite donnée te rt CD, alors on fait glisser l'équerre le D & long de la règle, jusqu'à ce qu’on alk teigne le point donné A, et l’on trace [PBQ la droite AB, qui est la parallèle de- divise L mandée, — Car les deux droites AB
“ et CD font avec EF des angles correspondants égaux {n° 72). = 1 3e moyen, avec le rapporteur, On trace M , 159. 4 une sécante quelconque AD, et l'on fait CD, s
; l'angle DAB égal à l'angle ADC. — Ces 1
À deux angles égaux ayant la position d'an- cante gles alternes-internes, les droites AB et bissec! À CD sont parallèles (n° 72). des qu J enfin | Problème V. + Ja con
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, une droite don-
as. Du point À, ue DB; du point , on décrit l'arc gal à AC, et l'on llèle demandée.
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Diviser en deux donné BEC
S'il s'agit d'un arc BEC, on de la corde BC; cette perpendiculaire passe au milieu de l'are {n° 411, 29),
S'il s’agit d'un angle BAC, de son sommet, avec Un rayon arbitraire, on décrit l’are BEC; des points B et C, avec un même rayon, on décrit des arcs qui se coupent en D, et l'on trace la droite AD, qui est bissectrice de l’angle A. — Car si l'on mène les droites DB et DC, les triangles ADB et ADC sont évaux comme ayant les trois côtés respectivement égaux; donc leurs angles en À sont égaux comme opposés aux côlés égaux DB et DC.
Scolie. En répélant la construction sur chaque partie obtenue, on divise l'arc ou l'angle successivement en 4, 8, 16, 32... parties égales,
Parties égales un angle donné À, où un arc
mène une perpendiculaire au milieu
Problème VII,
159. Tracer la bissectrice de l'angle de deux droites données AB et CD, sans recourir au sommet de cet angle.
l moyen. On trace une sé cante quelconque EF, puis les bissectrices EG, FG, EH, FH, des quatre angles intérieurs, et enfin la droite GH, qui remplit la condition demandée,
Car le point G, appartenant à la bissectrice EG, est équidistant des droites AB et EF (no 59); ce même point G, appartenant à Ja bissectrice FG, est équidistant des droites EF et CD. Ainsi ce point est à égale distance des deux droites données AB et CD, et, par suite, il appartient à la bissecice de leur angle (no 60).
Il en est de même du point H, Et comme deux points suffisent pour déterminer la position d’une droite, GH est la ligne demandie,
2 moyen. Deux droites I et KH, menées parallèlement aux deux droites
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données, à des distances égales de ces mêmes droites, donnent en II un point équidislant de AB et de CD; un autre point G, obtenu de la même manière, achève de déterminer la bissectrice GH. — Celle construction peut se faire sans le secours du compas.
Corollaire, Étant donnée une ligne brisée convexe ABCD, formée de trois éléments, si l’on mène lus bissectrices des deux angles B et G, le point de rencontre O est équidistant des trois droites AB, BG et CD.
Scolie. Trois droites telles que AB, CD et GH, qui, prolongées convenablement, se rencontreraient en un même point, sont appelées droites concourantes. Entre deux droites données AB et CD, on peut tracer autant de droites concourantes que l’on veut; car la construc- Lion qui a donné GH peut se répéter entre AB et GIF, entre GH et CD, puis dans les nouveaux angles indéfiniment,
Les lignes ainsi oblenues div'seraient l'angle primitif en 2, 4, 8, 16, 32..., 2 parties égales, C'est le seul système de division de l'angle que
l’on puisse faire mathématiquement avec la règle et le compas. Problème VIII.
160. Trouver le chemin minimum pour aller d'un point À à un autre B en touchant une droile donnée MN. On suppose les deux points situés d'un même côlé de la droite,
Menons AA' perpendiculaire sur MN; portons DA'=DA, et menons les droites A'B et AC; la ligne brisée ACB est le chemin demandé, Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce chemin est plus court que tout autre, AEB, par exemple.
MN est perpendiculaire au milieu de AA'; donc CA=CA',et EA=EA (n° 39); par conséquent la ligne ACB égale en longueur A'CB, et AEB équivaut à A'EB.
Mais A'CB <A'EB; donc aussi ACB <'AEB...
Scolie. À cause de MN perpendiculaire au milieu de AA, les deux parties CDA et CDA' de la figure pourraient coïncider ; donc l'angle m==r—n, Ainsi les deux parties GA et CB du chemin minimun font avec la droite MN des angles égaux. Pour lout autre chemin, AEB par exemple, les angles seraient inégaux.
Problème IX.
161. Construire un triangle dont on donne trois éléments, parmi
lesquels au moins un côlé.
Aer Cas : Étant donné un côlé a et les deux angles adjacents B et C.
(8) Be A'T mar
R des doit angl
on | som!
Ot un a donn cet égal et l’o mine
Re que + ge
On égale nés , point rayon ment des a en A’ Ren le plu autres 4e C
lanel l'angli sur là de cel porlet \'C' é DE comm peul c deux t blème,
es, donnent en Il t G, obtenu de la GH.— Celle conans le secours du
ée une ligne brimée de trois élé- 3 bissectrices des point de rencontre rois droites AB,
i, prolongées conut, sont appelées B et CD, on peut ; car la conslruc-
, entre GH et CD,
itif en 2, 4, 8, 16, sion de l'angle que | le compas,
un point À à un ose les deux points
rpendiculaire sur — DA, et menons AC; la ligne brichemin demandé.
suffit de faire voir st plus court que par exemple.
iculaire au milieu = CA',et EA=EA ueur A'CB, et ALB
u de AA, les deux ider; donc l'angle chemin minimum out autre chemin,
ïs éléments, parmi
s adjacents B et C.
On trace une droite B'C’ égale 3 en B',et l'angle C en (?.
AB" C'est le triangle de-
mandé, ee } Remarques. 1° La somme B< C
des deux angles donnés nn poeees
doil être moindre que deux -
angles droits (n° 84),
2° Si les deux angles donnés ne sont pas adjacents au côté donné, on peut trouver Ie troisième
angle, puisqu'il est le supplément de la somme des deux autres, el on rentre ainsi dans le cas ci-dessus,
2e Cas : Étant donnés deux côtés a et b el l'angle compris C.
Où construit d'abord un angle C’ égal à l'angle \ donné C; sur les côtés de À c cel angle, on porte C'B' égal à a, el C'A' égal à b, et l'on mène A'B', qui ter- ä mine le triangle demandé,
Remarque. Dans ce Cas, le problème que soient les données,
3e Cas. £lant donnés les trois «
On trace une droite LB’ €’ égale à l’un des côt's donnés, & par exemple; des à points B' et C', avec des à rayons égaux respectivement à € et b, on décrit des arcs dont la rencontre en À’ détermine le troisième sommet du triangle,
Remarque. Pour que le problème soil possible, il faut et il le plus grand des côtés donnés soit moindre que 1 autres {n° 35),
4e Cas: Étant donnés deux côtés aet b
On construit
l'angle A’ égal à l’angle donné A:
sur l’un des côtés de cet angle, on porte une longueur \'C' égale au côté b; du point C' comme centre, avec un rayon égal au côté a, on décrit un arc, qui peul couper le côté opposé en deux points B' et B”. Il y aurail ainsi ee triangles A’B'C' et AB C', remplissant les conditions du proème,
au côlé donné a; on reproduit l'angle
est Loujours possible, quelles ôlés : a, b, ec.
mn haferemiante
ns Le CES B'
suffit que a somme des deux
el l'angle À opposé au côté a.
162, Remarque, 1 n°y aurait qu'une solution, si l’are décrit du point
LIVRE II, — LA CIRCONFÉRENCE
ee
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C' avec un rayon égal à a se trouvait tangent au côté A'B'. Le problème serait impossible si a était plus petit que la perpendiculaire CD, Si l'on fait croître a, les points Bet B" s'écartent de plus en plus: et lorsque a devient égal à b, la solution A'B"C! disparaît; l'autre triangle A'B'C' reste toujours possible, quelque grand que soit a.
I ne peut y avoir double solution que dans le cas où l'angle donné A est aigu.
Si l'angle donné À est droit ou obtus, il faut et il suffit que le côté qui doit lui être opposé soit le plus grand des deux clés donnés (n° 85, 4; n°57)
Problème X.
163, Imscrire une circonférence à un triangle donné ABC.
On mène les bissectrices de deux angles A et B de ce triangle; le point de rencontre O est équidistant des deux côtés de l'angle À, et aussi des deux côtés de l'angle B. Ainsi les perpendiculaires OD, OË, OF, sont égales; donc la circonférence décrite du point O comme centré avec OD pour rayon, passera par les trois points D,E,F. Le triangle ABC sera circonscrit à celte circonférence, puisque les côtés sont perpendiculaires aux extrémités des rayons OD, OE, OF {ne 419),
164. Scolie. Le point de concours des deux bissectrices AO et BO appartient à la bissectrice du troisième angle C, car ce point est équidistant des deux côtés de cet angle {ne 60). Ainsi les {rois bissectrices des angles d’un triangle concourent en un méme point, et ce point est le centre du cercle inscrit au triangle.
Problème XI.
165. Par un point À donné hors d'un cercle O, mener une tangente à ce cercle,
Sur OA comme diamètre, on décrit une circonférence, ou simplement l'arc BOC, qui détermine les points de contact B et C; et l’on trace les droites AB et AC, qui -ont tangentes à la circon— férence O0.
En effet, l'angle ABO est droit comme inscrit dans le demi-cercle OAMB; ainsi AB est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OB; donc celte ligne AB est langente à la circonférence O.—1Il en est de même de AC.
166. Scolie. 1° Les deux triangles rectangles AOB et AOC sont égaux, comme ayant l'hypoténuse égale AO, et un autre côté égal (0B = OC) Ainsi AB= AC, et les angles en A sont égaux aussi bien que les angles en 0,
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Problème XII.
167, Mener ur et P, Avec un rayon OC égal à]
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(n° 165); on mène les droites PD et OBC qui détermine en B et D les points de con En eñlet, les droites PD et CB sont égales Par construction, et pa- 'pendiculaires à la même droite PC (n°64); ainsi le
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Problème XIII, 169. Décrire une circonférence qui passe par un point donné À, el
qui soil tangente à une ligne donnée CD, droits ou circulaire, en un point donné D.
Le centre inconnu doit se trouver sur une droile DT perpendiculaire ou normale à la ligne donnée CD; d'autre part, la droite DA sera une corde de la circonférence demandée; el ainsi, une perpendiculaire menée par le milieu de DA achèvera la délerminalion du centre,
Problème XIV.
470, Décrire une circonférence langente à deux lignes données CD el EF droites ou circulaires, l’un des points de contact étant donné en D.
1° Si les deux lignes données sont droites, le centre cherché doit se
e9 Fig. Mat F
trouver à la fois sur la perpendiculaire DI et sur la bissectrice OT... 2 Si le point de contact D est donné sur un arc CD, on mène la tangente DO, ce qui ramène au premier cas du problème,
3, 4, Si la seconde ligne ligne donnée EF est courbe, on trace
d'ab.
DN € dicul On a
Re:
corde
capal
On donné mène AE, point une € est le.
Car ment l'arc A n° 140
172, deux d entre d
Le pr pour tro nés : on possible : reste pré reste,
La der sert à ét dans je:
chiffre 1,
grande b,
joint donné À, el circulaire, en un
I perpendiculaire roite DA sera une ‘pendiculaire meu centre.
qnes données CI) tacl élant donné
e cherché doit se
bissectrice OF...
CD, on mène la ème,
ourbe, on trace
d'abord la perpendiculaire DN égal au rayon EM de | diculaire au milieu de MN
ou normale DT, que l'on prolonge :
à courbe EF ; on trace MN , puis , Ce qui détermine en 1 le co Un à en effet : IM — IN, EM = DN; d'où » Par Souslraction :1E = 1D.
Remarque, Les deux problèmes qui précèdent serv cordement des lignes.
Problème XV.
171, Sur une droite CD donnée capable d'un angle donné A (no 139),
Un prend, sur un des côtés de l'angle donné, une longueur AE égale à CD; on mène HO perpendiculaire au milieu de AË, et AO perpendiculaire à AF, Du point O, avec OA pour rayon, on décrit une circonférence, dans laquelle AEM est le segment demandé.
Car tout angle inscrit dans ce segment aura pour mesure la moitié de l'arc AE {no 137), ce qui est aussi | n°140),
= D ns,
à mesure de l'angle donné A
Problème XVI.
172, Trouver la commune mesure
deux droites données à et b, entre deux angles donnés.
la plus
grande possible entre Où entre deu
arcs de méme rayon, où
UT
! ee ; ee
# 11 à) We .
= EE 0 all ut 43)
- Re CP
Le procédé est analogue à celui que Pour trouver le plus grand commun divi HN nés: on porte la pelite ligne & sur la gr # possible; le reste se porte sur la petite 'esle précédent, et ainsi de suite, reste,
La dernière ligne ainsi portée est la commune mesure cherchée. Elle sert à établir le rapport qu'il y a entre les deux lignes ; par exemple, dans je cas ci-dessus, cette commune mesure, qui est marquée du chiffre 4, est contenue 19 fois dans la petite ligne «, et 43 fois dans la
{ grande b. On peut donc dire que a est les E de 6,
l’on emploie en arithmétique seur entre deux nombres don- ‘ande b autant de fois qu'il esl ligne; le nouveau reste sur le jusqu'à ce qu'on ne trouve plus de
FES
ER Tes
Lorsqu'il s'agit d'ares de méme rayon, on les porte l'un sur l'autre à l’aide du compas : en portant des cordes égales, on détermine des arcs égaux (n° 108),
Si ce sont deux angles qui sont donnés, on décrit, avec un même rayon, des arcs qui leur servent de mesure, et c'est sur ces arcs que l'on opère : le rapport que l'on trouve entre les deux arcs existe aussi entre les deux angles (n° 134); et l'angle qui correspond au derniu arc porté, est la commune mesure entre les deux angles,
173. Scolie. 1° L'opération indiquée dans ce problème permet de lrouver le nombre des degrés d’un arc donné ou d'un angle donné : il
suflit de comparer l'arc au quadrant (n° 132). Par exemple, si l'arc EE 19 : = 1 :
considéré élait les ,;; du quadrant, il serait les 7 de 90 degrés, [ni .
ce qui donne environ 39° 46,
2° Pour établir le rapport de deux droites données, on peut les mesurer en les rapportant à une même unité, et écrire le rapport des deux nombres qui expriment leurs lon-
Be —————— .
gueurs, Par exemple, si les droites b! — = * BY on a et b ont respectivement 28 et 36 é 28 millimètres, leur rapport est 22 où il I PI st 5x où 7 + 7 ÿ: La droite à est donc les ÿ de b.
EXERCICES SUR LE LIVRE II
Théorèmes à démontrer.
Arcs et cordes, — 1, Toute droite qui partage la circonférence en deux parties égales est un diamètre,
2. La plus grande ligne droite que l'on puisse mener d'un point à une circonférence donnée, est la droite qui part de ce point, passe au centre, et va se terminer à la circonférence,
3, Lorsque deux circonférences n'ont aucun point commun, leurs points les plus rapprochés sont sur la direction des centres.
4. Quelle que soit la position respective de deux circonférences, la plus grande sécante que l’on puisse mener de l’une à l'autre est dans la direction des centres,
5, La plus grande et la plus petite corde que l’on puisse mener par un point donné dans un cercle sont perpendiculaires l'une à l’autre, et l’une d'elles est un diamètre.
6. Si deux circonférences se coupent, deux sécantes parallèles menées par les points d’intersection sont égales.
7. De toutes les sécantes que l'on peut mener par l’un des points d'intersection de deux circonférences, la plus grande est celle qui est parallèle à la ligne des centres,
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Tangentes, — 8, Deux droites sécantes ou tange
Interceptent sur une même circonférence de 9, La tangente mence
sous-tend cet arc,
10, Los tangentes extérieures Communes à de sur la direction dos centres; etilene S intérieures,
11, SI l'on mène les trois tangentoes Communes à deux cercles tangents l'un à l'autre, la tangente interne rencontre chacune des doux autres à égale distance des points de Contact,
12, Les rencontres des bissectrices extérieures d'un
centres à des cercles tängents aux trois côté 13, Les bissectricos de
ntes, qui, sans se Couper,
EAUX, sont parallèles, urc est parallèle à la
s arcs Par 10 milieu d'un corde qui
UX Circonférences se
rencontrent st de inôme dos tangente
triangle servent de s (on les nomme cercles ex-inscrils), S angles extéricurs Ton triangle forment entre elles Un nouveau triangle dont les hauteurs Contcudent avec les bissectricos intérieures qu premier triangle,
14, Les trois hauteurs d'un tri pour sommets les pieds de
15, Dans tout quadri] égale à la somme tére est tel que 1 autres côté
angle ss'vent de bis Ces Môêmes ha 1te:
aätore Circonscrit, la somme des deux autres côtés, Î ä somme de deux cô S, Ce quadrilatère « 16, La circonférence inscrite à un triangle décompose le segments égaux deux à deux; et chaque segment ége minué du côté non-adjacent.
17, Dans un triangle rectangle, somme des diamétres des
‘rices au triangle qui a
deux côtés opposés est ‘“quement, si un quadrila-
tés oppo s soit égale à la somme des deux st Circonscriptible,
Périmètre en 6 ile le demi-périmètre d1.
la somme des côtés de 1
‘angle droit égale la deux circonférence
S inscrite et circonscrite,
Mesure des angles, — 18, Si deux circonférence des points d'intersectton on mène un diamètre qui joint les extrémités de ces diamètres passe des deux Circonférences, et cette droite est
19. Toute sécante menée par langentes détermine des semblables },
20, Si deux séc:
tangentes
8 se Conpent, et si par l'un de part et d'autre, la droite par le second point d'intersection double de ja distance des centres, le point de Contact de denx circonférences arcs opposés d'un Même nombre de degrés (ares
intes se croisent » leS cordes qui joig 21, Si deux circonfére tion,
au point de contac NENT icürs extrémités so nces se coupent » CE Si, par l'un des points d'intersecon mène une sécante Mobile, la somme des arcs situés d'un même côté de cette sécanto est Constante, quant au nombre de degrés,
22. Une sécante mobile étant menée par deux Circonférences, les droites qui joignent l'autre point d’interseetic deux extrémités de Ja sécante forment entre elles un angle Constant.
23. Si deux sécantes se Coupent en l’un des points d'intersection de de Conférences , les cordes
S qui joignent leurs extrémités forment , gements,
t de deux Circonférences it parallèles,
l'un des points d'intersection de
nn aux
uXx cirpar Icurs prolonun angle Constant, 24, Dans un même cercle, bales d'un trapèze isocèle, 25, Dans un môê côtés non-paratié
deux cordes égales qui se coupent sont les diagome cercle, deux Cordes égales qui ne se coupent pa les d'un trapèze isocèle, 26, Les Circonférences décrites des tr les points de contact qu cercle inscrit 27, Tout pParallélogramme inscrit à un cercle est un rectangle, 28, Tout trapèze isocéle st insCriptible.
29, Si du Milieu de l'arc SOUS-tendu par une Corde on mène & si l’on joint leurs extrémités, et un Quadrilatère inscriptible,
S sont les
ois sommets d'un triangle et passant par sont tangentes deux à deux,
deux autres cordes on forme deux triangles
LA CIRCONFÉRENCE bg
80. Un angle quelconque étant: formé par deux tangentes à une même circonférence, si l’on mène une troisième tangente mobile du côté du sommet, le triangle ainsi formé a un périmètre constant, — Et l'angle au centre sous lequel sera vue cette troisième tangente sera constant, —- Examiner le cas où l'on ménerait la tangente à l'opposé du sommet,
31, Si l'on prolonge un côté quelconque d'un triangle de ce qui lui manque pour égaler le demi-périmètre, l'extrémité du prolongement est le point de contact de l'un des cercles ex-inscrits,
32, Si l'on mène une sécante commune par le point de contact de deux circonférences tangentes, les tangentes menées par les extrémités de cette sécante sont parallèles,
33, Si l'on mêne une sécante mobile par l'un des points d'intersection de deux circonférences sécantes, les tangentes menées par les extrémités de la sécante mobile font entre elles un angle constant,
34. Étant donné un quadrilatère, si l'on mène des circonférences tangentcs aux côtés pris trois à trois, les quatre centres ainsi obtenus sont les sommets d’un quadrilatère inscriptible,
35, Si un cercle se meut tangentiellement à l’intérieur d'une circonférence dc rayon double, un point quelconque de la circonférence mobile décrit un diamètre de grand cercle,
36, Théorème de Bobilier et Chaste, Si une figure plane se déplace d'une manière quelconque dans son plan, elle peut être amenée d'une position à l’autre par une rotation autour d'un centre convenablement choisi sur ce plan.
Lieux géométriques à trouver.
1. Lieu des centres des circonférences tangentes en un point donné d’une droite ou d’une circonférence,
2, Lieu des centres des circonférences tangentes à deux droites qui se coupent,
3, Une corde d’une longueur donnée se meut dans un cercle; quel est le lieu décrit par son milieu ?
4, Lieu des points d'où une droite donnée est vue sous un angle donné,
5. Une droite d'une longueur donnée se meut parallèlement à elle-même, en conservant l’une de ses extrémités sur une circonférence donnée, où sur un polygone donné; quel est le lieu décrit par l’autre extrémité ?
6. Lieu des milieux des cordes qui concourent en un même point,
7. Lieu des points d’où les tangentes menées à une circonférence donnée sont d'une longueur donnée,
S. Lieu des points d'où un cercle est vu sous un angle donné,
9, Lieu décrit par le milieu d’une droite finie, qui se meut dans un angle droit, de manière que ses extrémités glissent sur les côtés de l'angie.
10, Un triangle a pour base une corde fixe d'un cercle, et le troisième sonimet se meut sur l'arc sous-tendu; quel est le lieu décrit par le point de concours des bissectrices du triangle mobile? — Quel est le lieu du point de concours des hauteurs de ce r'ême triangie ?
11, Lieu des centres des circonférences décrites avec un rayon donné, et qui interceptent sur une droite donnée des cordes d'une longueur donnée,
12, Lieu des points tels que la somme des distances de chacun d'eux aux trois côtés d’un triangle équilatéral soit égale à une longueur donnée,
Probièmes,
1, Par un point donné, mener une droite qui passe à égale distange de doux pu üts donnés.
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point pour milien,
7. Mener, à l'un des côtés d'un triangle, somme où à la différence des segme entre les deux parallèles,
8. Diviser un angle en deux parties égales sans le secours du compas,
9. Un point étant donné sur l’un des côtés d'un angle, trouver sur ce même côté un point équidistant du point donné et de l'autre côté de l'angle,
10, Par l'un des points d'interscetion de deux circonférences ccante qui ait ce point pour milieu,
11. Par l'un des joints d’intersectio sécante qui soit d'une longueur donnée,
12. Par l'un des points d'intersection de la sécant2 la plus courte possible,
18, Avec un rayon donné, décrire une circonférence qui passe à égale distance de trois points donnés non en ligne droite,
14, Décrire une circonférence qui passe à ég non en ligne droite,
15. Décrire une circonférence qui intercepte sur trois droites données des
cordes égales, et d’une longueur donnée, 16. Avec un rayon donné, décrire une circonférence qui intercepte sur une circonférence donnée une Corde parallèle et égale à une droite donnée,
17. Avec un rayon donné, décrire une circonférence qui intercepte sur deux droites données des longucurs données, 18, Avec un rayon donné, décrire donné, et dont la plus courte distance
longueur donnée.
19, Un chemin de fer MN passe en ligne droite à une certaine distance de deux villages À et 3, qui doivent être desservis par une Station équidistante de l’un et de l'autre, Déterminer la position de cette station, ”
20, Deux murs OC et OD forment un angle quelconque; deux personnes placées en À et B dans cet angle, sont tournées l’une vers le mur OC, l'autre vers le mur OD, On demande où il faut placer denx miroirs C et D appliqués aux murs pour que ces deux personnes puissent se voir l’une l'autre,
21. En se basant sur la propriété de l'angle inscrit, mener une perpendiculaire à l'extrémité d’une droite qu'on ne peut prolonger,
22. Construire un triangle, connaissant : 10 deux côtés et la médiane qui tombe sur l’un d'eux ; 2° deux côtés et la médiane comprise; — 3° un Côté et les deux médianes qui partent de ses CXtrémités; — 40 deux médianes CU le côté sur lequel tombe l'une d'elies; — 5o les trois médianes.
23, Construire un triangle, connaissant les milieux des trois côtés,
24 Construire un triangié Connaissant un côté, un angle adjacent, et la Somme ou la différence des deux autres côtés,
25, Construire un triangle, connaiss
26. Construire un triangle isocéle, 2° la base et l'anclo adjacent :
une parallèle qui soit égale à la nts déterminés sur les deux autres côtés,
mener une n de deux circonférences, mener une
deux circonférences sécantes, mener
ale distance de quatre points donnés
une circonférence qui passe par un point e à une circonférence donnce soit d'une
ant le périmètre et les angles, connaissant : 10 la base et la hauteur ; 39 la base et l'angle au sommet; — 40 ]à
PES
base et le rayon du cercle inscrit; — 5° la base et le rayon du cercle circon-
scrit; — 6° la hauteur et l’un des angles égaux,
27. Construire un triangle connaissant : 1° deux côtés et la hauteur qui
tombe sur l'un d'eux; — 2° deux côtés et la hauteur comprise ; — 30 un côté
et les deux hauteurs qui partent de ses extrémités; — 40 deux hauteurs et le
côté sur lequel tombe l'une d'elles.
28. Construire un triangle connaiss : 19 un angle, un côté de cet angle,
et la hauteur qui tombe sur ce côté; — 2° un angle, un côté de cet angle,
et la hauteur qui part du sommet de ce même angle; — 3° un angle et les
deux hauteurs opposées; — 4° un angle, la hauteur qui tombe sur le côté
opposé, et l'une des deux autres hauteurs.
29. Construire un triangle connaissant : 19 un côté, un angle adjacent, et la
médiane qui tombe sur ce côté; — 20 un côté, un angle adjacent, et la médiane
qui tombe sur l’autre côté de cet angle,
— 30, Construire un triangle, connaissant les centres des cercles ex-inscrits,
#1. Construire un triangle, connaissant les pieds des trois hauteurs,
32. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle opposé et la somme
ou la différence des deux autres côtés.
83, Construire un triangle rectangle, connaissant : 1° les rayons des cercles
inscrit et circonscrit; — 20 l’un des angles aigus ct le rayon du cercle inscrit ;
— 3° un côté de l'angle droit et le rayon du cercle inscrit; 4° la somme des
côtés de l'angle droit et le rayon du cercle inscrit,
34, Construire un triangle rectangle connaissant : 10 un côté de l'angle droit
et la hauteur qui tombe sur l'hypoténuse; —- 2° l’un des angles aigus, et la
somme ou la différence des côtés de l'angle droit; — 3° la médiane et la hauteur
qui tombent sur l’hypoténuse.
35, Construire un triangle équilatéral, connaissant : 1° la hauteur; — 20 le
rayon du cercle inscrit ; —- 30 le rayon du cercle circonscrit,
86. Construire un quadrilatère, connaissant les milieux de trois côtés, et une
droite parallèle et égale au quatrième côté.
37. Construire un pentagone, connaissant les milieux des côtés.
38. Construire un parallélogramme, connaissant : 1° un côté et les deux dia-
gonales; — 20 deux côtés, et l’une des diagonales ; — 3° deux côtés adjacents et
leur angle; — 4° les diagonales et leur angle,
39, Construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés, et l'une des
droites qui joignent les milieux des côtés opposés,
40, Trois points, A, B, C, étant donnés, trouver un point d’où les distances
AB et BC soient vues sous des angles donnés + et 8.
41. Raccorder deux lignes données, droites ou circulaires, par un arc d'un
rayon donné,
42, Raccorder deux lignes données CDet EF, en deux points donnés Det E
par deux ares de cercles, l’un des rayons étant donné, et la courbe devant passer
par un point donné,
43, Tracer une scotie entre deux parallèles données, les points de raccor-
dement étant donnés, ainsi que la profondeur de la moulure,
44, Étant donnés des pieds-droits CD et EF, les raccorder aux points Det F,
par un arc rampant, qui touche une ligne. donnée AG en un point donné B, 45, Tracer la scotie ou l'arc rampant par deux quarts de circonférence, les
points de raccordement étant donnés,
46, Trouver un point d'où deux cercles donnés sont vus sous un angle
donné,
47, Un angie de 47 degrés est formé par deux tangentes à une mêmx
circonférence; quel est le nombre des degrés du petit arc compris entre ses
côtés ?
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LIGNES PROPORTIONNELLES
} | : À 174, On appelle lignes proportionnelles des lignes dont los lonsueurs, comparées deux à deux
Par exemple, gi 1 , donnent des apports égarur, € Us À es
quatre lignes a, b,e, d,
ont respectivement pour longueurs 8, 12,10,15 # ce d millimètres, la première est les 2 3 de la deuxième | et la troisième est aussi Les 2/3 de la quatrième : on peut donc poser la proportion : *—°. = O4 Proposition I. -— Lemme.
175. Lorsqu'un point se meut d'une donnée, le rapport du Premier FRS » CN Passant par toutes les valeurs inlermédiui
Soit AB la droite donnée, que nous supposerons avoir une longueur de 30 milli- M
Fe) 1 et
mètres ; et soit M un point quise meut de 7%
À vers B. B
TON * e ertrémité à l'autre d une dyoile segment au second varie de &cro à
UTP
À l'origine du Mouvement, le segment MA est nul, et M1 : £ L ; ù Ê
MA
MB
limètres; le rapport 222 égale sd D]
Lorsque le point M s'éloigne de A
10) mil-
MA
Quand le point mobile sera en B 1Y}et \ii &i Vichdpa 1) oil
, le rapport l'infini, que l'on représente par æ,
Donc, lorsqu'un point se meut.….
64 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE 176, Scolie, 1° Il y a toujours, su: la droite AB, une position du point mobile, et une seule, pour laquelle le rapport NB est égal à
un nombre donné, Car dès que l’on déplacera le point M, l'un des Lermes du rapport augmentera et l’autre diminuera...
CES M EE ; Fraction.…...…....…. 0... .Fraction.. 1.
20 Si le point M continue son mouvement au delà du pe‘nt B, la distance MA variera de 30 à l’infini, et la distance MB de zéro à l’in-
— MA Te fini, Le rapport DIFÉ partant de l'infini, diminuera, et tendra vers ir »
l'unité, Si le point M allait indéfiniment sur la gauche du point À, la dislance MA croîtrait de zéro à l'infini, et la distance MB, de 30 à l’in-
en MA ; fini, Le rapport NiG> Partant de zéro, augmenterait, et tendrait vers l'unité,
30 JU y a toujours deux posilions du point mobile, et deux seule-
ment, pour lesqueiles le rapport est égal à un nombre donné.
MA MB
Si le nombre donné est inférieur à l'unité, les deux positions du point mobile sont à gauche du milieu de la ligne donnée, et si le nombre donné est supérieur à l'unité, les deux positions du point mo-
bile sont à droite du milieu de la ligne donnée,
N M varsses dmmmmm à eee mans mer mm srtacpenmsssassssens
Par exemple, la droite AB étant supposée de 30 millrnètres, si le point mobile est considéré dans les deux positions M et N, telles que MA égale 9, st que NA égale 221 2, On aura
MA V0 l NA__%1h 45 3 7 — =; e TT FOTT = TT F5 MB 21 7? NB 521) 105 7
fe . MA NA
D'où la proportion NE = N° que l’on traduit par l'énoncé suivant :
Les distances du point M aux deux points À et B sont entre elles comme les distances du point N aux mêmes points À et B.
Toutes les fois que l'on a cette relation remarquable, on dit que les points M ct N divisent harmoniquement la droite AB; on dit aussi que les points M et N sont conjugués harmoniques par rapport au points À el B,
l 4 4 À \, LE . T a proportion Hn= Re peut s'ecrire : a =
ee.
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LIVRE Il, — FIGURES SEMBLABLES
Ainsi les distances du point À au elles comme les distance points À et B dinise
nl harmoniquement la droite MN, A etB sont conjuqu
és À trmoniques Les mêmes considérations peu
érieur à l'unité, Par exemple, si l’on prend le point M Î
mètres du point À, el le point N à 221/, a 7
2 au delà de B, on aura :
on aura aussi :
Done, MS NA et AM__BM ME=NT: S AN BEN
Proposition II. — Lemme.
177. Les parallèles qui déterminent des Partie tante quelconque déterminent au sécante,
Soient AB, CD, EF, GH, IK, des parallèles qui déterminent sur AI des parties égales, et soit BK une autre sé- Cante quelconque.
Si l’on mène parallèlement à AI les droites BL, DM, etc., toutes ces droites sont égales respectivement aux segments AC, CE, etc. (n° 90), et par conséquent égales entre elles.
Donc les triangles BLD, DMF', etc.
sont égaux comme ayant un côlé égal adjacent à des angles respectivement égaux {nos 71 et 77). Ainsi l'on a
BD=DF=FH=HK
Donc, les parallèles qui délerninent…
8 égales sur une séssi des parties égales sur toute autre
178, Corollaire, Pour diviser une droite donnée AB en quelconque de exemple en 5
un nombre Parlies égales, par ,» On trace une droite indéfinie AC, sur laquelle on porte 5 parties quelconques égales entre elles, on mène CB, puis, par les points de division, des paralièles à CB,
æ deux points M et N sont entre S du point B aux mêmes points M et N; les
el ces points Par rapport aux points M et N.
vent s'appliquer si Le l'apport est su-
à 21 milli-
; ti (+ | BA 4 A { F4, L' 4 D ' À ' *
Proposition III. — Théorème.
179. Toute parallèle à l’un des côlés d'un triangle divise dans un méme rapport les eu autres côtés de ce triangle.
Soit ABC un triangle quelconque, el soit DE une parallèle au côté BC, Il s'agit de prouver que si le paint D est, par exemple, aux * 4 de la longueur AB, le point E sera aussi aux 7/49 de la longueur AC,
Si l’on divise AB en 10 parties écales 7 de ces parties sa (trouveront sur AD, et 5 sur DB. Par tous les points de division.
menons des parallèles à BC; le coté AC sera divisé en 10 parties égales, dont 7 sur AE et 3 sur EC (n° 177), Ainsi AE sera les 7/10 de AC, comme AD est les 7/19 de AB.
-e théorème est toujours vrai, quelle que soit la position du point D
sur lé couté AB.
Les
Donc, ioule parallèle à l’un des côtés d'un triangle...
180. Scolie. 1° En appliquant les propriétés connues des proportions, on a les trois relations suivantes, que l’on peut d’ailleurs, trouver immédiatement sur la figure :
AD AE DB_EC AD _AE
AB AC AB AC DB EC 20 Les trois proportions qui précèdent donnent aussi : AD_DB AB
AË EC AC 30 La parallèle DE peut être menée en dehors du triangle, soit au delà de la base, soit au delà du sommet. Le théorème est toujours
vrai, et peut se démontrer comme dans le cas ci-dessus;
40 Si der» droiles quelconques OA et Q° son raversées par une
point Soi
le divise dans un
2 quelconque, et côté BC. I s’agit L D est, par exemueur AB, le point la longueur AC.
10 parties égales, ront sur AD, et ÿ ints de division, BC; le coté AC égales, dont 7 sur Ainsi AE sera les est les 7/10 de AB.
osition du point D
Le...
nues des proporat d’ailleurs, trou-
| triangle, soit au rème est toujours
ssUS ;
iversées par une
point, qui est aux 2 3 de chacune d'elles
séme de parallèles, AB droile sont tous dans u dants de la seconde. 1
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Proposition IV. — Théorème.
181. Toute droite qui coupe dans un même ra} rianale est parallèle au lroisième côté,
Soit DE une droite qui coupe dans un même rapport les deux côtés AB et AC du triangle A
ABC, de sorte que l'on ait DR = AE Si par le point D on menait une parallèle
à BC, cette parallèle diviscrait AC dans un
rapport égal à 1e: Or il n'ya, entre À D E
et C, qu'un seul point pour lequel le
rapport des distances aux deux points A
et C soit
: - DA Da égal au rapport Da (1° 176); donc la paral- > lèle passera nécessairement en E, et se
confondra avec DE.
Donc, toute droite qui coupe...
Scolie, La droite DE peut être
à Pintérieur ou à l'extérieur du triangle (voir no 180, 3)
Proposition V. — Théorème.
182, La droite qui joint les milieux de parallèle au troisième cûté ; Cl égale à sa moitié.
Soit DE joignant les milieux des deux côtés À AB et AC.
10 Cette droite Coupe dans un même rapport les deux côtés AB et AC: donc eHe est parallèle au Wroisième côté BC {no 181)
2° Menons EF parallèle CA et CB sont Coupés dans un même rapport (no 179); et Puisque le point E est le milieu 5 de CA, le point F est aussi le milieu de CB, Mais les droites DE et BF sont égales comme côtés opposés
S d'un parallélogramme (nos 89 et 90).
Donc, la droite qui joint les milieux...
deux côtés d'un triangle est
à AB; les deux côtés ,
Proposition VI, — Théorème, 183. Les trois médianes d'un triangle se rencontrent en un méme
> CR parlant des sommets.
Soit le triangle ABC: Considérons d’abord deux médianes BE et CD. U
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES
de la première gments Correspon-
port deux côlés d’un
Dans le triangle OBC, si l'on mène la droite GF par les milieu, des côtés OB et OC, cette droite sera parallèle au côté BC, et égale à ga moilié {no 182),
De même, dans le triangle ABC, la droite DE est parallèle au côté BC, et égale à sa moitié, Donc le quadrilatère DEFG est un parallélogramme, comme ayant deux côtés égaux el parallèles, Or les diagonales d'un pérallélogramme se coupent en leurs milieux; on a donc OD = OF — FC; de même OE=O0G—=GB.
Ainsi le point O est aux 2/3 de chacune des médianes BE et CD; et la médiane qui partirait du sommet À rencontrerail aussi la médiane BE aux ?/, de cette dernière, c'est-à-dire en O.
Donc, les (rois médianes.….
Proposition VII. — Théorème.
184 La bissectrice d’un angle intérieur d’un triangle divise le côté opposé en deux parties proportionnelles auæ deux autres côtés, Soil ABC un triangle quelcon-
E que, el CM la bissectrice de l’an-
A * , .."%# gleC. Il s’agit de prouver que HT MA CA
NB CB Prolongeons AC, et menons BE parallèle à CM. Les angles e et » sont égaux comme correspondants, » el s par hypothèse, s et à comme allernes-internes ; donc e=i, le triangle BCE est
isocèle, et CB—CE.
: . = e MA CC
Or, les parallèles CM et BE donnent (n° 179): ME CE; °nrem- MA CA
plaçant CE par CB, on a MB = Cp qu'il fallait démontrer. = L > 4
Donc, la bissectrice d'un angle intérieur.
185. Scolie. Réciproquement , si l’on donne la proporlion == =
la droite CM est bissectrice de l'angle C. Car entre A et B, il n'existe qu'un point dont les distances aux deux points À et B soient entre
CA à ES
elles dans le rapport K5; et la bissectrice de l'angle C aboutit à ce 41)
point (no 176).
Proposition VIII. — Théorème.
186. La bissectrice d'un angle extérieur d'un triangle détermine, sur le prolongement du côté opposé, un point dont les distances aur
angle l'appo
On qui so
On des cô
Deu respec côlés ]
189, second
Soit Il s’agi respecl
ir les milieu, des 3C, et égale à sa
e ABC, la droite C, el égale à sa e DEFG est un yant deux côlés diagonales d'un it en leurs mi- = FC; de même
BE et CD; et la si la médiane BE
gle divise le côté ultres cûlés, ‘angle quelconséctrice de l’anprouver que CA
CB
\C, et menons M. Les angles e comme correspar hypothèse, ernes-internes ; angle BCE est 1E.
; en rem-
lémontrer,
MA CA MB CB’ et B, il n'existe B soient entre
lion
C aboutit à ce
gle détermine, s distances aur
extrémités de ce côté sont entre elle triangle.
Soit ABC un triangle quelconque, et CN la bissectrice de l'angle extérieur BCF. 11 s’agit de prouver que
NA __CA NB Ch.
Menons BE parallèle à CN.
Les angles e et » sont éga thèse, s eu à comme alte est isocèle, et CB=CE,
UX Comme correspondants, » et s par hypo rnes-internes ; donc e— ', le triangle BCE
Or, les parallèles CN et BE donnent (no 180) : Rn= CA; en rem-
plaçant CE par CB, on a Np= 504, ce qu'il fallait démontrer,
Donc, la bissectrice d'un angle extérieur...
NA_CA NB CB’ la droite CN est bissectrice de l'angle extérieur BCF. Car, à droite de la ligne AB, il n'existe qu'un point dont les distances aux deux points
S IL. — POLYGONES SEMBLABLES
Définitions.
188. On appelle polygones semblables angles respectivement égaux , et les côté rapport,
On appelle côtés homologues, dans les figures semblables, les côtés qui sont adjacents aux angles respectivement égaux.
On appelle rapport de similitude le des côlés homologues.
Deux polygones sont équiangles entre eux lorsqu'ils ont les angles respectivement égaux; — équilaléraux entre eux lorsqu'ils ont les côlés respectivement égaux,
des polygones qui ont les s homologues dans un même
nombre qui exprime le rapport
Proposition IX, — Théorème.
189. Toute parallèle menée à un côté d'un tr Second triangle semblable uu premier.
[ * quelconque, et DE une parallèle au côté RC.
iangle détermine un
Soit ABC un trianol
Il s’agit de prouver Ge les deux triangles ADE et ABC ont les angles respectivement égaux les côtés homologues dans un même rapport.
Deux triangles sont semblables
10 Lorsqu'ils ont deux angles respectivement égaux ;
20 Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre des côté lionnels ;
90 Lorsqu'ils ont les trois côtés pProportionnels.
S propor-
1° Cas, Soient les deux triangles ABC et DEF, qui ont l'ausle À égal à D, et l'angle B égal à E. Prenons Dü=—AB, et menons GI parallèle à EF, Le triangle DGH est sembla à DEF (no 189), et il suffit de prouver l'égalité des deux triangles ARC et DGH.,
Les angles B et E sont égaux par hypothèse; E et G sont égaux comme Correspondants; ainsi B=G; d’ail- : les deux triangles ABC et DGH sont adjacent à des angles respectivement
leurs A— 1 par hypothèse: di égaux comme ayant un côté ( égaux,
2 Cas, Soient les deux triangles ABC et DEF. te D AB AC
et = —"", Prenons È DE DE
ls que l’on ait :
DG= AB, et menons GH parallèle à
EF. Le triangie DGH est semblable à DEF, et il suffit de prouver
l'égalité des deux triangles ABC et DCI.
ee. = DG __DH Les parallèles GH et EF connent DE = DF: 9", comme DG— A et,que, par hypothèse, « en déduit AC “ « . DE DE d'où AC=—DH. Donc le ux (rangles ABC et BGH sont égaux comme ayant un angle égal compris entre des côt especlivement
égaux.
| Or, que Coat ven AC =
com!
entre CUS C {i le.
donn
triang peeli pect suffi équian Deu:
parallé chacu suppléi on a do
SRE
Et si
yo
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Donc,
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angles des deux lriangles: 1
Perpendiculaires entre eux.
FIGURES SEMBLABLES
triangles ARC ot DEF, tels que l'on ‘ el menons GH parallèle - triangle DGH est semblable à DEF, é des deux triangles ABC et DO,
La similitude de
et il suffit de prouver
S triangles DGH et DEF donne 21 = DU = “u£ Or, comme DG= AB, le premier ‘st le même que le premier dos lois rapports don apports sont égaux de part e urs sont respecti- Vement égaux dans lue deux suiles, les Nümnérateurs le sont aussi : AC= DH, BC GH, Donc les deux triangles ABC el DüH sont égaux comme ayant les trois côtés respectivement égaux.
191. Scolie, Les {rois vas de similitude qui viennent d'être élablis entre les trian les, présentent une analogie remarquable avec les trois eus d'égalité {no 17). Daus la démonstration de chaque cas de similitude, le cas d'égalité correspondant a été appliqué entre le triangle donné ABC et le triangle auxiliaire DGH,
de ces trois rapports « ints; donc les autres r L d'autre ; et Puisque les dénominate
Proposition XI, — Théorème,
192. Deux ! angles qui ont 8 cûlés respeclivement para l- (les ou respectivement perpen- «laires il semblables.
Duiont ABC et A'B'C' deux triangles: qui ont les c. 8 respeeli\ ent parallèles ou res-
pecti ment pe suilit de pr équiangles en
Deux angles qui parallèles ou
ndiculaires, Il qu'ils sont IX (no 190),
on les côtés Perpendiculaires chacun à chacun sont égaux, ou supplémentaires F0977:); On a donc A — A'
ou bin A
B=B" où bi h
—9 droits,
= C’ ou bien C+C'—9
= 2 droits.
is hypothèses suivantes :
=2 droits, (
Et si l’on ne peut faire que l’une des tro 10 A + A' lroits, B + B'
+ C=9 droits:
20 A —=A B+B = 2 droits, C+C'=—2 droits:
B = B, d'où résulte C = ( 1e donnerait 6 droits pour la son ; la seconde donnera ible,
» deux triangles qui ont le
ime de it plus de 4 droits; la
s côlés, .
Scolie, Dans ces triangles, Les côtés moiogues sont parallèles où
ÉLÉMENTS DE GlOMÉTRIE
ji Proposition XII, — Théorème,
; 193. Deux polygones réguliers d'un méme nombre de côtés sont sem-
blables,
“is
ee
1: Soient P et P' deux polygones réguliers de n côtés, N s'agit de LEE | ‘ prouver que les angles sont DE respectivement égaux, et que | Pin | les côlés homologues sont KO dans un même rapport, | ak 19 Dans chacun de ces po- { RE à lygones, la somme des angles e a dépend du nombre n des côtés I Li {| (n° 86), et celle somme égale GE (n—2)2 droits; et comme I VE tous les angles de chaque polygone sont égaux, chacun de ces angles à égale (N—2) 2 droits, L F 20 Les côtés a, b, e,.… du premier polygone élant égaux entre F À eux, aussi bien que les cûlés 4, b', c'.. du second, on a identique- tr (22 b C œt ment: -=;= 7, a b 0 Donc, deux polygones réguliers...
194. Corollaire, Deux cercles quelconques sont deux fiqures sem da blables, Car ces cercles sont les limites vers lesquelles tendent deux 80 polygones réguliers semblables, | dans lesquels le nombre des F" côtés augmente indéfiniment. — Ne : Et les cercles eux-mêmes peu- vel ‘n vent êlre considérés comme des | 1 15m polygones réguliers d'un nomn- ! B - M à bre indéfini de cütés. ÿ r' je" Pour justifier cette considé | el ralion, concevons un polygone Î 2 à. régulier de 860 côtés dans un cercle de 1 000 mètres de rayon ; le côté Re «| du polygone aura pour longueur 17" 459 07, et l'arc sous-tendu fé les JIEN aura 17% 453 29; ainsi ces deux longueurs ne diffèrent que de 22 cen- [M Ka] lièmes de millimètre les | s Dans deux cercles quelconques, on appelle ares semblables, ser y 4 teurs semblables, segments semblables, des arcs, secteurs ou segments, À el, . id qui correspondent à des angles au centre égaux. :
ù Proposition XIII. — Théorème. ains EX 195. Deux polygones semblables peuvent élre décomposés en un mêém 3 même nombre de triangles semblables chacun à chacun, et sembla- À Do “ blement disposés. 19° Soient P ct P' deux polygones semblables. De deux sommets ho- pelle
é: mologues A et A’, menons les diagonales AC, AD, A'C', A'D'. II faut
re de côtés sont sem-
côlés, IE s'agit de ue les angles sont ment égaux, et que
homologues sont ième rapport, chacun de ces poa somme des angles nombre n des côlés L celle somme égale droils; et comme hacun de ces angles
élant égaux entre id, on a identique-
deux fiqures sem uclles tendent deux œuliers semblables, ls le nombre des nte indéfiniment, — s eux-mêmes pertisidérés comme des iquliers d'un nonde côtés.
fier cette considé evons un polygone s de ravon ; le côte l'arc sous - tendu ent que de 22 cen-
s semblables, secleurs ou segments,
lécomposés en un acun, et semblu-
[eux sommets ho- A'C', A'D". II faut
Pr Ha rt
prouver que les triangles F F", G', H' Les deux polvgones étant
E’ semblables, leurs angles sont b respectivement égaux, el
leurs côtés homologues sont A .
dans un même rapport (n° 188); donc les deux triangles F et F' sont sem- b v B’ blables comme ayant un angle égal (B=B") compris entre des côtés et il en est de même des triangles H et H', militude des triangles G et (x.
Les triangles F et pr étant semblables, l'angle #2 l'angle total C — ‘, il en résulte s=s', Ces même
blables F et F’ donnent la proportion AB AC
AP AT; ct les polygones
> at D’ 5 AB CD AC __ CD P et P' donnent AB = CD; d'où AC = ED:
triangles G et G' sont semblables comm compris entre des côtés Proportionnels, Donc deux polygones semblables peuvent...
196. Réciproquement : Deux de triangles semblables chacu sont semblables.
Soient P et P' deux polygones composés des triangles F, G, H, F", G', H', semblables chacun à chacun, et semblablement disposés, Nous allons prouver que ces deux polygones ont les angles respectivement égaux, et les cotés homologues dans un même rapport,
1 De la similitude respective des triangles, il résulte que l'angle =D, n,8= 6: d'où »+s ou C égale (i ivalité des angles Det D', A et A’.
donnent SE. BC AC,
: 7: es Us eu
AO CD 245 À CODE #TD ; , AD __ DE \E les triangles H e Tr = = Le es triangles H et II AD DE =ŸE $ rapports communs, on a
AB _ BC _ CD «DE DA
SE Bt CD D'EÉ —EÀ ainsi les deux polygones P et P' même rapport.
Ainsi les deux
€ ayant un angle égal, 8; 8,
polygones composés d'un mêmenombre ? à chacun et semblablement disposés
tque EE"; on a aussi »
+s’ou C'; on prouverail de même l«
2° Les triangles F et Fr
les triangles G et G'
el, à cause de
ont leurs côtés homologues dans un
Donc deux polygones composés d'u née nombre... 197, Définitions. Relalivement
à deux polygones semblables, on appelle points homologues des poi , ° .
nts qui peuvent être rattachés à des
LIVRE LI, — YIGURES SEMBLABLES
» G, H, sont respectivement semblables à
proportionnels (no 190, 20); Il reste à prouver la gi.
="; el puisque 8 triangles sem
a k | à QFtE L] È 1 } L, ‘ j ts ; b0 GE 1 P * : d y 24 HP H i 5 L) Î \É “ è CN U ' |
côtés homologues par des triangles semblables et semblablement placés. On nnmme droites homologues des droites qui joignent deux points homologues; par exemple, les diagonales qui joignent les sommets homologues sont des droites homologues.
Proposition XIV. — Théorème.
198. Dans deux polygones semblables, toutes les lignes homologues
sont dans un méme rapport,
qui est le rapport de similitude (n° 188).
Soient P et P' deux poly-
nn - le
gones semblables, et soit .
rapport de similitude.
1° Deux diagonales homologues AD et A'D' appartiennent à des triangles semblables ADE et A'D'E’ (no 495); on a donc
AD __ AE Om AD AE n»
29 Les points F et F', pris de manière à diviser dans un même rapport les deux diagonales AD et A'D)', sont des points homologues (n°197); car les triangles AEF et A'E'F" sont semblables comme égal (i=1) compris entre des côtés proportionnels,
Soient G et G' deux autres points homologues, déterminés par les triangles semblables ABG et AB ‘, les droites FG et F'G' seront deux lignes homologues (no 197) ; il faut donc prouver que leur rapport est le même que celui des côtés,
ayant un angle
: : Fe AG AB _m Les triangles semblables ABG et A'B G' donnent =, = AG AB n L'angle s=s'; et comme l'angle total À — A’, si l'on retranche i et s du premier, à ets’ du second, les angles restants r et >’ seront égaux. Donc
les triangles AFG et A'F'G' sont semblable comme ayant un angle éval . re É [OUR AG in compris entre des côtés proporlionnels; et Pon a - =
OA
qu'il fallait démontrer.
Donc dans deur polygones semblables...
199, Gorollaire, Dans deu polygqones réguliers d'un
de côtés, les rayons et les apothèmes sont dans le les côtés,
méme nombre inéme rapport que
200. Scolie, Dans deux cercles quelconques, deux points isolés sont homologues lorsque, joints aux centres. ils divisent les rayons dans un même rapport, Ils peuvent être dans le cercle, comme A et À ° ou hors du cercle, comme B et 1}.
Deux droites AB et A'B' sont homologues par rapport à deux cercles, lorsqu'elles partent de deux points homologues A et A', et qu'en joi-
SC
où € logu Le
con
sum}
d'où Doi 202,
de coli
les ap
ablement placés, ent deux points nt les sommets
nes homologues méme rapport, rt de similitude
P' deux poly-
ni
s, el soit le
lilude.
onales homolo-
lables ADE et
un même raplogues (n° 197); ayant un angle
rminés par les "G' seront deux ur rapport est
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES
gnant leurs extrémités aux centres O0 e
semblables, Deux droites AB e A'B,
t 0, on obtient de
homologues PAT rapport à deux cercles,
Sont entre elles comme les l'ayons de ces mêmes cercles. Car les triangles
semblables ABO el A'B'O' donnent XD =; ct puisque les points ’ de a US. (00. Nb O0 A et A’ sont homologues, on a OX — Ye; donc AB OC:
Les lignes homologues les plus remarquables dans deux D cercles sont les cordes homo- <—— logues (AB, A'B'), les tangentes homologues (CD, C'D'), les sécantes homologues (OD, O'D'}.
Par les trianoles semblables AOB et A'O'B', OCDet O'C'D", On prouve directement que ces lignes sont entre
elles comme les rayo
ns des deux cercles,
Proposition AV. — Théorème.
Les périmètres de deu
‘Ottmne deur cotés homologues, OÙ conne deux lignes homologues quelconques,
poliygones semblables sont entre eu
æ Les polygones P et P’ élant semblables, on a a ce ge rs EL P Le (22 b C d E @ + b+c+d (4 d'où
d'+b' Lcd Tue nv
Donc {es périmètres de deux polygones...
202, Corollaire, Juns dors
de colés, les Pérümètres sont e les apothèmes:
Polygunes réguliers d'u ire eux comme car cès polygones sont sembla
me nombre
les rayons Où COMmine bles {no 493).
S triangles
us
Ds er" : £ :
METZ = cméhn pin Hat m
76 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE Proposition XVI. — Théorème.
208. Deux circonférences queléonques sont entre elles comme leurs rayons ou comme leurs diamètres.
En effet, deux circonférences quelconques G et C’ sont les limites vers lesquelles tendent les périmètres des polygones réguliers semblables que l’on peut inscrire dans l’une et dans l’autre, lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment. Et ces circonférences ellesmêmes peuvent être considérées comme les périmètres de deux polygones réguliers d’un nombre indéfini de côtés. On a donc, en appli-
— = Te CE mn =2n quant la propriété des polygones réguliers : C=r= one Donc deux circonférences quelconques...
204. Corollaire. Le rapport d'une circonférence à son diamètre est
un nombre constant. Car l'égalité C' donne 9 —0pe
=, Ce rapport constant est 3, 141 592 653 589 793 238 462 643...
On le représente ordinairement par la lettre grecque x (pi).
ar OO : , Fa ’égalité -——#+, on tire circ.=9wr. Ainsi la
or
205, Scolie. De 1
longueur de la circonférence est exprimée par 2#r. Le diamètre égale la circonférence divisée par #, où multipliée par
son inverse es ou 0, 318 309 886 183 790 671 537 768...
fl
EE cire, ; 1 Diamètre dd" —cire, —.
vi ris
Proposition XVII. — Théorème des droites concourantes.
206. Si un fuisceau de droites issues d'un méme point est traverse
DCR 4 par deux parallèles, ces der ) ‘ Tr
mères lignes sont coupées en
) \ ] : L + Kit 7 parties proportionnelles.
Soient AD et A'D' deux pa rallèles coupées par un fais-
ceau de droites issues du point O.
Les triangles OAB, OBC, OCD, sont respectivement semblables aux triangles OAB, OB'C', OCD', et l’on a :
OA __AB _OB OB BG _OC QË. CD -OÙ OL" LP O0 Of EC OC’ OC "ED" OU)
s comme leurs
circonférences sont les limites lent les périr'éculiers semt'inscrire dans re, lorsque le gmente indéfiiférences ellesde deux polyonc, en appli- 2r
à diamètre est
Dr *
x (pi).
27». Ainsi la
mullipliée par
Bt:
courantes.
int est traverse lèles, ces derml coupées en ionnelles.
A'D' deux pa
S par un faises issues du
; OAB, OBC, clivement semaugles OA'B,
L l’on a :
sur les deux parallèles se trouve entre le
parallèles (1re ligure), le parallèles, et si l’on Sup} point de concours s'éloig 1, les qua drilatères AB’, BC, CD), sont d e
rencontre entre les gée à une distance infinie,
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES
Ces proportions ayant deux à deux un rapport commun, tous les , ; AB BC CD rapports sont égaux, et l'on a
AB BC Cp C6 qu'il fallait dé- - montrer,
Donc si un faisceau de droites...
Scolie. La valeur des rapports ci-dessus est Ja même que celle des OA OB OC Op rapports ==, 5, == Oh; et Comme on pe PPOTE OA? OB> OÙ? Op:
une sécante perpendiculaire aux deux parallèles, leg viennent d'être considérés sont égaux au rapport des point O aux deux parallèles,
ut toujours supposer
rapports qui distances du
207. Réciproquement, St plusieurs lement deux droites parallèles, point.
Soient les parallèles AD e CC' DD’, de telle sorte
sécantes coupent
Proporlionnelces sécantes ConcCoure)
et um méme t A'D' coupées par leg que l’on ait :
AB BC CD AB" BC CD Appelons k la valeur commune Soit O le point de rencontre des deux sécantes AA le point de rencontre des deux sécantes BB et CC,
Les triangles OAB et OA'B' sont semblables OB'C'; on a donc
“éCantes AA’, BB,
de ces rapports,
6 BB'et soit O' » dinsi que Q'BG et
OB_ Rc
OP ht
=, Or sur la direction BB’, il n'y a que deux positions du point Q pour lesquelles Je rapport nombre k (no 176, 3), savoir une en dehors (1e figure), et une entre ces mêmes parallèles { deux points O et O' se confondent, dans la seconde,
OB noit égal jp NOil égal au
des deux parallèles 2 figure), Donc les tant dans la premitre liyure que
On prouverait de même que 1
a sécante DD’ passe bi Donc si plusieurs sécantes.….,
w 16 point O, 208. Scolie, 10 Si les Sc8Ments sont disposés d'une m (2e figure), le point de 8 deux parallèles, ments sont disposés d
fniôre inverse Concours des gécantes 20 Si les seu e la même manitre sur les deux point de concours est en dehors de ces deux 2086 que le rapport £ tend veu l'unité, le ne indéfiniment: gi l'on fait / Bt aCs paraliéiowr
ammes, ji n'4 anles, ou bien l'on dit
ü plus de que la rencontre à lieu
LA AE ui à a
DANS LES TRIANGLES
Définitions.
209, On appelle carré d'une ligne le carré du nombre qui exprime la longueur de cette ligne.
On appelle somme, différence, produit, quotient ou rapport de deux lignes, la somme, la différence, le produit, le quotient ou r'apport, des nombres qui expriment les longueurs de ces lignes.
210, On appelle projection d’une droite AB sur une autre CD, la
partie AT’ de cette dernière comprise entre les perpendiculaires abaissées des deux extrémités de la première droite sur la seconde,
La projection A'B' est d’autant moindre par rapport à la droite AB, que l'angle de cette droite avec sa projection est plus grand.
Si une droite AB ou m ‘et sa projection AC ou m»’ sont réunies dans un triangle rectangle ARC,
m' , : Le rapport est appelé cosinus de l’angle À, n à
Le rapport e sinus de l'angle À, mn
Le rapport Ps tangente de l'angle A.
Nous donnons à la fin du présent volume une table de ces rapports pour les diverses valeurs que peut avoir l'angle A. 211, Dans l'étude des relations numériques, on fait souvent usage des formules algébriques suivantes :
(a+ b} = a + b + 9ab (a— db} = a + be — 94b (a+4-b) (a—b)=— a — be
Les symboles à et b pouvant représenter des lignes, les formules
suit
ci-desaus peuvent âlre énonctes comme 1
19 Le carré de la somme de deux lignes égale le carré de la pre-
SOom
IGNES
> qui exprime
1 rapport de tient ou rapignes,
autre CD, la
ulaires abaisemière droite moindre par ngle de cette grand,
rojection AC angle rectan-
ces rapports
uvent usage
les formules
vé de la pre-
ténuse, mullipliée
droit sur lhypoténuse égale le Penaiculaire détermine sur
somme des carrés des cotés de
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES 79 mière, plus le carré de 1 deux lignes :
20 Le carré de la différence de de mière, plus le carré de la seconde deux lignes :
30 La somme de deux le carré de la première li
a seconde, plus deux fois le produit de ces
u® lignes égale le carré de la pre- , Moins deux fois le produit de ces
lignes multipliée par le
ur différence, égale gne, moins le carré de 1]
a seconde, Proposition XVIII, — Théorème,
Dans tout triangle rectangle
1° Chaque côté de l’angle droit est MOyen proportionnel entre sa Projection sur l’hypoténuse et l’hypoténuse entière ;
2 La perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hy- Polénuse, est moyenne Proportionnelle entre les deux segments qu’elle délermine sur l’hypoténuse.
Soit ABC un triangle rectangle, et soit AD la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse,
1° Les deux triangles rectangles ACD et ABC sont semblables comme ayant un angle aigu Commun; donc les côtés m et b du premier sont entre eux comme
Age 3 7 j les côtés homologues & et a du second, et l'ona *—b
GE artiel ADB et le triangle total ABC sont semblables, et l'ona ?—°
2° Les triangles ADC et
Pour la même raison, le triangle P
a ADB, semblables chacun à ABC, sont sem-
blables entre eux, et donnent. F=é, Donc dans tout triangle rectangle...
Scolie #1. Si l'on additionne membre à membre
es deux égalités.. b2 = ONY (1) el... C=an (2) il vient. UE + = a { MAN) == pi — je
Donc le carré de l’hypoténuse d'un triangle rectangle égale la l’angle droit.
215, Scolie 111, En divisant membre à membre les relations (1) et (2),
on à Fm nn, €? an n
Donc les cawrés des côtés de l'angle droit sont entre eux comme les projections de es mêmes côtés sur l'hypolénuse.
En divisant les deux membres des égalités (4) ct (2) par a, on obtient.
bs_am __m ee _an _n
a? au (27 da? aa (47 Donc le carré d'un côté de l'angle droit est au carré de l'hypoténuse, comme la projection de ce côté sur l'hypoténuse est à l’hypoténuse entière, Proposition XIX. — Théorème,
216. Dans un triangle quelconque, le carré d’un côté opposé à un B «ngle oblus ou aigu égale la somme des carrés des deux autres côtés, plus ou moins deux fois le produit du second ‘À côté par la projection du troisième sur le second.
le cas, l'angle considéré A étant ob- D tus,ona:m—b+n — fo mi= b24 ne +92 bn Ajoutons A: aux deux membres... h2+ m°—h3+b+ m+2bn ou bien (n° 214)...
CEE SERRES Lens LORS
2e cas, l'angle considéré A étant aigu, ona m—b—n, ou n—b
selon la figure; d’où... m=bi+nm—92bn Ajoutons h? aux deux membres... h?+ m2 h2+ be + m2 —9 bn ou bien (n° 214)... æœ=b+c-9bn
Donc le carré d'un côlé opposé.
217. Scolie. Un triangle est rectangle, oblusangle ou acutangle, selon que le carré du plus grand côté est égal, supérieur ou inférieur à la somme des carrés des deux autres côlés.
Proposition XX. — Théorème.
218. La somme des carrés de deux côtés quelconques d'un trianale
égale deux fois le carré de la médiane du troisième côlé, plus deux fois le carré de la moitié de ce même côte.
a ai
Men obtus ;
D'où, | Dont
Rem et la p
Scoli dessus, deux c compri
219, 7 sur le d qu'elle «
Soit point de
Si l'or BAC ser sera recl abaissée
poténuse
qu'il falle
Done
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Soit ABC un triangle AB.
4 SD (ÉTIT SE (UT RENTE Ke, LLC CPE Con. >
Menons la hauteur CH. Les obus; on a donc (n° 216):
Dans le triangle CDB...
angles en D sont l’un aigu et l’
= + me +2 mn (1) Dans le triangle CDA... B= ds + m9 mn (2) D'où, en additionnant… M + be = 9 ds +9 ya
Donc la somme des carrés
Remarque. Si l'on avait CA = CB, les angles en D seraient droits, et la projection n serait nulle; le théorème serait encore vrai.
Scolie, Si l’on soustrait membre à membre les égalités (1) et (2) cidessus, on a: ab —4mn —2en. Donc {4 différence des carrés de deux côtés quelconques d'un triangle, égale deux fois là médiane comprise mullipliée par sa Projection sur le troisième côlé,
DANS LE CERCLE
Proposition XXI. — Théorème.
219. Toute perpendiculaire abaissée d'un point de la circonférence sur le diamètre, est Moyenne proportionnelle entre l qu'elle détermine sur ce diamètre,
Soit AD une perpendiculaire point de la circonférence sur le diamètre BC.
Si l’on mène les droites AB et AC, l'angle BAC sera droit {no 138, 2); le triangle ABC, sera reclangle, el AD sera la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit sur l'hy-
à, trè d
es deux segments
abaissée d’un
poténuse, On aura done
qu'il fallait démontrer.
Done touts érpendicuiaire abaissée.…..
220. Gorollaire De cette Proportion, on tire d = mn: donc le carré le la perpendiculaire abaissée d'un
point de la circonférence sur un
PA
PER PPT
EP RE TI 0001 Sn ur rie Pa
png.
diamètre "égale le produit des deux segments qu’elle détermine sur ce diamètre.
221. Scolie. Soit b une corde quelconque menée par une extrémité d'un diamètre, et soit b la projection de cette corde sur le dia
À j b'_b mètre 2». Le triangle rectangle ABC donne pe (0419; 1%} d'où b1=9 rb'!.
Donc : 1° le carré d’une corde menée par une extrémité d'un diamèlre égale sa projection sur ce diamètre mullipliée par le diamètre entier ;
20 Les carrés des cordes menées par une extrémité d’un diamètre sont entre eux comme les projections de ces mêmes cordes sur le diamètre. Car si l’on appelle «’, b', c', d', les projections des cordes «&, b, e, d, sur le diamètre 2r, les carrés a, b2, «2, d:, sont entre eux comme 2ra', 2rb', 2rc', 2rd', ou simplement comme à’, b', c', d’,
3e Le carré d'une corde menée par l'extrémité d'un diamètre est au carré du diamètre, comme la projection de cette corde sur le diamètre
a? 2ra' a
est au diamètre entier. Car on a Tr} Es mi:
Proposition XXII. — Théorème,
222. Lorsque deux cordes se coupent , le produit des deux segments de l’une égale le produit des deux segments de l’autre.
Soient AB et CD deux cordes qui se coupent en O. Menons les droites AC et BD.
Les triangles AOC et BOD ont les angles A et D égaux, comme ayant même mesure.
1/9 BC; B—C pour la même raison: donc ces triangles sont semblables, et donnent la proportion : = d'où mn—rs.
Donc lorsque deux cordes se coupent.
Proposition XXIII, — Théorème.
223. Si deux sécantes partent d’un même point hors d'un cercle, le produit de la première sécante par sa partie extérieure , égale le produit de la seconde par sa partie extériewre,
détermine sur ce
1r une extrémité rde sur le dia- - (ne 242, 4°);
émilé d’un diapar le diamètre
d’un diamètre
rdes sur le dia-
des cordes «, b,
ntre eux Comme d’,
diamètre est au
sur le diamètre
deux segments qui se coupent ont les angles même mesure, ison; donc ces nent la propor-
upent.….
d'un cercle, le ieure, égale le
Soient les deux sécantes ‘1 *t OD. Menons
Les triangles AOC et Bo ont l'angle O commun, et les angles À et D égaux comme ayant même mesure, 1/2 BC; donc ces triangles sont semblables et donnent la Proportion:
a _ , d'où OA xO0B= OC x OD.
les droites AC et BD,
Donc si deux sécantes partent...
Si)
* Scolie, 1° La proportion ci-dessus OA OC; , donne OD “OH donc les sécantes sont entre
elles inversement comme leurs parties extérieures.
29 Si la sécante OD, tournant autour du point O, s'éloigne de plus en plus du centre, les points d’intersection C et D se rapprochent, et finissent par se confondre ; la partie extérieure devient égale à la sé Cane entière, qui est alors une tangente, Donc si une tangente et une sécante partent d’un même point hors d’un cercle, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie eætérieure; — et le carré de la langente égale le produit de la sécante enlière par sa partie extérieure,
30 Les deux théorèmes précédents peuvent être réunis en un seul énoncé : Si d’un point lite pris dans le plan d'un cercle, on mène à ce cercle une sécante quelconque , le produit des distances du point
fire aux deux points d'intersection est Constant, quelle que soit la direction de la sécante.
Proposition XXIV., — Théorème.
225. Le produit de deux côtés quelconques d'un triangle égale le carré de la bissectrice de l'angle Compris, plus le produit des deux segments que cette bissectrice détermine sur le troisième côté.
Soit ABC un triangle quelconque, et CD la bissectrice de l'angle C. Il s'agit de prouver que ab = d + mn. Circonscrivons un cercle au triangle; prolongeons la bis sectrice CD jusqu’en E, et menons AE.
Les triangles CDB et CAE sont semblables, car leurs angles en C sont égaux par B hypothèse, et les angles B et E ont même mesure, 1/2 AC. On a donc
q — fe d'où ab=d+ de.
. Mais à cause des deux cordes AB et CE qui se coupent, le produit de peut être remplacé par son égal mn (n° 222), et l’on aura ab = d: + mn Donc le produit des deux côtés queleonques...
SAS
H RCE Li À à
226. Scolie. On peut considérer la bissectrice extérieure CD. Par une construction analogue à la précédente, on obtient deux triangles
semblables CDB et CAE, qui donnent : 9= ‘4, d'où ab=de— (2,
Puis, à cause des sécantes DB et DE, le produit de peut être remplacé par son égal mn (n° 223), et l'on a ab mn — de,
Proposition XXV. — Théorème,
227. Le produit de deux côtés quelconques d'un triangle égale la hauteur relative au troisième côté, multipliée par le diamètre du cercle circonserit.
Soit le triangle ABC, CD ou À l’une des hauteurs, et AE ou 2r le diamètre du cercle circonscrit. Il faut prouver que ab—2rh.
Menons CE. Les deux triangles CDB et ACE sont semblables, car l’un est rectangle en D, et l’autre en C (ne 138, 2), et les angles Bet E ont même mesure, 1/) AG.
On à donc :
A+ d'où ab—=92rh,
Donc le produit de deux côtés quelconques...
Proposition XXVI. —- Problème.
228. Diviser une droite donnée en moyenne el ectrême raison (c'eslà-dire en deux parties telles que l4 plus grande soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et la petite partie).
Soit AB la droite donnée; on construit le triangle rectangle ABC, en prenant BC égal à la moitié de AB; du point C on décrit l'arc BG, et du point A l'arc GD. Le point D divisera la droite AB en moyenne AB _ AD AD AB = En effet, prolongeons la droite AC et l'arc GB jusqu’à leur ren-
et extrême raison: et on aura
cor
Or
el A
struc
Le tr ou
En
Ain:
L’au autre } doit êt point /
si on 1:
En el
Or A
rieure CD, Par t deux triangles
Ül ab=de— di,
eut être rema
angle égale la » diamètre du
ou À l’une des nètre du cercle 1e ab —92rh,
ngles CDB et 1 est rectangle 8, 2), et les sure, 1/2 AC.
raison (c’eslenne propor-
tangle ABC,
crit l’arc BG, en moyenne
’à leur ren-
contre en E, La tangente AB et]
ABLAB, à, AE—AB AB— AG AB AG; (( | nn
Or, par Construction, AB ==GE; ainsi AE — AB égale AG ou AD; asie EtPona: AD. DB AB __AN el AB — AG égale DB, Et l'on à : AB “XD; d'o AD =DE:
229, Scolie, Désignons AB par a, AG ou AD struction, CG — BC=S.
par æ; d’après la con-
Le triangle rectangle ABC donne AC°—AB'+ BC*
a \: COTE
ou T+S de + PACS a _ «a re ; es a dt jg (24 y. pd D'où +5 tive et Dm TES VE =5(—1+y5)
En effectuant les calculs, on trouve Pour x les deux valeurs :
a (0, 618...) a(—1,618...) Ainsi AD égale environ les 0,618 de a.
L'autre valeur a (— 1,618...) ou — 1,618 a, indique qu'il existe un e autre point satisfaisant à la Condition, et dont la distance au point A doit être prise en sens inverse de AD, c’est-à-dire sur la gauche du point A; cette distance est représentée par la sécante entière AE; et AB AD : ! pr nes. ru Si On la porte en AD' on aura AD =DE - = - , AB AG AB+AG En effet, la figure donne AD AD Ah Or AB+ AG égale AE ou AD’, et AE + AB égale D'B; on a donc :
DANS LES POLYGONES RÉGULIERS
Proposition XXVII. — Problème.
230, Inscrire un carré dans un cercle donné.
On trace deux diamètres AC et BD perpendiculaires l’un à l’autre; les quatre angles au centre ainsi formés étant droits, la circonférence se trouve divisée en quatre parties égales (n° 105), et le polygone ABCD est un quadrilatère régulier, c’est-àdire un carré, inscrit dans le cercle donné (no 147).
931, Scolie, 1° Appelons » le rayon du cercle, et c le côté du carré inscrit; le triangle rectangle AOB donne œ—7r+7r—92»; d'où c=2r V2 =7r(1,41421...);
2 On Fu subdiviser les arcs AB, BC... en 2,4, 8, 16... parties
égales, ce qui permet d'inscrire les polygones ré-
Â guliers de 8, 16, 32, ou 2, 2, 2:, et en général 2»
côtés, c'est-à- dire tout polygone régulier ayant [un nombre de côtés indiqué par une puissance
ae de 2.
3 On peut également circonscrire le carré, et tout polygone réguier ayant un nombre de cûtés
B a “ç exprimé par 2 (n° 148).
& Le triangle rectangle ABC donne d=a+a—2u; d'où d—ay2 —a(1,:1421...)
Proposition XXVIII. — Théorème.
999, Le côté de l'heæagonc régulier inscrit est égal au peu du cercle circonscrit.
Soit ABCDEF un hexagone régulier inscrit; menons les rayons OA et OB. Il faut prouver que le triangle AOB est équilatéral.
L'angle AOB égale le 1/4 de 4 droits, ou 2/3 d'angle droit; donc les deux autres angles égaient ensemble 4/3 d'angle droit, et comme ils sont égaux entre eux, chacun d’eux égale 2/3 d'angle droit; donc Je triangle AOB esi équilaiéral.
233. Corollaire, 4° Pour inscrire dans un cercle donné un hexagone
CRU cut Ne LEE | cure
ES LIGNES
me.
ré dans un cercle
tres AC et BD perutre; les quatre anmés étant droits, la : divisée en quatre )}, et le polygone re régulier, c'est-àlans le cercle donné
et c le côté du carré + 2r; d'où
),4, 8, 16... parties re les polygones ré- ,2,eten général On gone régulier ayant par une puissance
onscrire le carré, el un nombre de cètés
BC donne V2 —=a(1,1421...)
ème.
t égal au rayon du
_ hexagone régulier rayons OA et OB. Il ‘angle AOB est équi-
> le 1/4 de 4 droits, donc les deux autres ble 4/3 d'angle droit, ux entre eux, chacun le droit; donc Je triaiéral,
> donné un hexagone
AD | er idees date tab
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES 87 régulier, on porte le ra consécutifs,
2 Si l'on joint de deux en deux les sommets de lier, on obtient Je triangle équilatéral inscrit ACE,.
3 En subdivisant les arcs AB, BC, CD égales, on peut construire les polygones côtés.
4 On peut inscrire et ayant un nombre de côté
yon six fois comme corde, et on joint les points
l'hexagone régu-
en 2, 4, 8, 16. parties réguliers de 12, 24, 48...
circonscrire au cercle to S représenté par 3 X 9n,
234. Scolie, 1° Le triangle ABE, rectangle en À (ne 138, 2), donne (fig. ci-dessus) :
AE = BE" AB = (9792 qe = ÿye_ po — 9e d'où AE = »ÿ3 = y (1,732 05...)
ut polygone régulier
grand segment du
2 Le triangle rectangle ADC donne hs a 3a?
d'où k— SVT = a (0,866 02)
Proposition XXIX, — Théorème,
235, Le côté du décagone régulier inscrit égale le rayon divisé en moyenne et ectréme raison.
Soit AB le côté du décagone régulier inscrit. Menons les rayons OA et OB; puis BM bissectrice de l'angle ABO.
Dans le triangle isocèle AOB, l'angle O égale sols ou 2/5 d'angle droit; donc les deux autres angles À et B égalent chacun 4/, d'angle droit; et chaque moitié de l'angle B égale 2/5 d'angle droit,
L'angle AMB, extérieur au triangle OMB, égale 4/, d'angle droit ; ainsi le triangle ABM est isocèle ; il en est de même du triangle OMB,et l'on a : AB = BM = OM.
Dans le triangle ABO, la bissectrice BM donne (n° 184) :
__ MO OA __OM BA MA % Om MA
Donc le côté du décagone régulier inscrit égale le grand segment du rayon divisé en Moyenne et extrême raison.
236, Scolie, 1° En joignant les sommets de deux en deux, on obtient le pentagone régulier inscrit,
2° En subdivisant les arcs AP, BC, CD... en 2,4,8, 16.. égales, on obtient les polyg
. parties ones réguliers de 20, 40, 80... côtés. Dans
cette série de polygones, le nombre des côtés a pour expression générale 5 x 2», 3 Le côté du décagone régulier inscrit a pour expression
5(—1+V5 ‘) ou r(0,618 03...) (voir ne 229).
Proposition XXX. — Problème.
237. Inscrire dans un cercle donné un pentédécagone régulier, ou polygone régulier de 15 côtés.
Soit OF le rayon du cercle donné.Divisonscerayon en moyenne et extrême raison, et soit G le point de division. Du point F comme centre, avec des rayons égaux à FO et à FG, décrivons les arcs OB et GA.
L'arc FB est le 1/4 de la circonférence (n° 232), et l’arc FA en est le 1/10: Ainsi l'arc AB égale 1/g— 1/10 ou 1/3 de la circonférence. La corde AB est donc le côté du pentédécagone régulier inscrit.
238. Scolie. En subdivisant les arcs AB, BC, etc., en 2, 4, 8... parties égales, on obtient les polygones réguliers de 30, 60, 120... côtés. Ces nombres ont pour expression générale 5 x 3 x 2n,
Remarque. Le géomètre Gauss a démontré que l’on peut construire géométriquement tout polygone régulier ayant un nombre de côtés représenté par (2n+1)2n, si 2n+1 est un nombre nvemier; ainsi, indépendamment des quatre séries de polygones dot. été question ci-dessus, on peut encore inscrire les polygones 4 tés, de 257 côtés, etc., avec ceux qui en dérivent; mais les constructions sont trop laborieuses pour trouver place dans un cours élémentaire,
Proposition XXXI. — Problème,
239, Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit, et le rayon du cercle circonscrit, calculer le côté du polygone régulier inscrit d’un nombre double de côtés.
Soit AB ou a le côté donné, et »
le rayon du cercle. Si l’on mène le diamètre CG perpendiculaire à la corde AB, AC ou a’ sera le côté demandé, Il s’agit d'exprimer a’ en fonction de a et de r.
Le carré do la corde AC égale sa projection CD sur le diamètre, multipliée par le diamètre CG (ne 221 ):
réqu calc!
de c« 4o mélh laqu que rayol de lc 32, 6 circoi Si rence rimèt
ur expression géné-
xpression
:afgone régulier, ou er de 15 côtés.
rayon du cercle cerayon en moyenne n, etsoit G le point u point F , comme >s rayons égaux à crivons les arcs OB
le 1/4 de la circon- , et l'arc FA en est cABégale 1/6 —1/10 circonférence. La nc le côté du penlier inscrit.
.,en2,4, 8... par- 0, 60, 120... côtés.
4 Jn,
on peut construire n nombre de côtés re Premier; ainsi, L été question k dtés, de 257 constructions sont ilémentaire.
KI. — Problème,
w le côté d’un poascrit, et le rayon it, calculer le côté ulier inscrit d’un côlés.
e côlé donné, et »
e. Si l’on mène le pendiculaire à la a’ sera le côté ded'exprimer a' en r, corde AC égale sa le diamètre, mulètre CG (ne 221):
LIVRE III, — FIGURES SEMBLABLES aa = nt = 2r(r—5) = 272 9pg d'où a'=yÿ2r 373 Le triangle rectangle ADO donne 5 — DT ae d'où s— É Vars — as En mettant cette valeur de s dans l'expression de a’, or obtient : Et 210. Scolte. 1e Cette relation est v corde quelconque.
2° Si on suppose le rayonr égal à l'unité,
raie, même lorsque AB est une
la formule ci-dessus devient =V2— VA— a:
3 Étant donnés le rayon d'un cercle et le périmètre d'un polygone régulier inscrit dans ce cercle, ainsi que le nombre des côtés » ON peut calculer le périmèt-e du Dolygone régulier inscrit d'un nombre double de côtés.
4 Ce problème peut être appliqué au calcul du nombre x par la méthode dite des périmètres. Car la circonférence est la limite vers laquelle tendent les périmètres des polygones réguliers inscrits, lorsque le nombre des côtés croit indéfiniment. On peut donc, pour un rayon al à l'unité, calculer le périmètre du carré inscrit, puis celui de l’octogone régulier inscrit, puis ceux des polygones réguliers de 16, 32, 64... côtés, jusqu’à ce que le périrnètre puisse être pris pour la circonférence.
Si le rayon est 1, la circonférence égale rence égale x; c’est pourquoi on se contente rimètres des polygones.
2r, et la demi- circonféde calculer les demi-pé-
Calcul du nombre »
Par la méthode des périmètres. (Méthode d’Archimède.)
(Rayon r =1 ; demi -Circonférence tr — nr.)
Nombre des côtés. Demi- périmètres,
ÉLÉMEN1S DE GÉOMÉTRIE
Proposition XXXII. — Problème.
241. Connaissant le rayon du cercle et le côté d’un polygone réqulier inscrit, calculer le côté du polygone circonserit semblable.
Soit AB ou à le côté donné, et »
le rayon OA —OB. Par le point (, milieu de l'arc ACB, menons Ja tangente EF, limitée par les prolongements des rayons OA et OP.
Le rayon OC est perpendiculaire à la tangente EF et à la corde AB (nos 120, et 111, °); ainsi ces deux droites AB et EF sont parallèles, et la droite EF ou a’ est le côté qu'il s’agit de calculer.
Les triangles EFO et ABO étan semblables, on a
(47 Gal D —=-,; d'où a = 0 S
(42 Or ss — y» a _1 &r2 — a?) d'où sn VTT as 0 T3
; ar —__ von
Don = in ps L : 1JoVar—a YAr—a
242, Scolie, 1° Cette relation est vraie, même lorsque AB est une corde quelconque.
2 Si l’on suppose le rayon r égal à l'unité, la formule ci - dessus
devient d'= ———— Vi—ca
3 Etant donnés le rayon d’un cercle et le périmètre d'un polygone régulier inscrit, ainsi que le nombre des côtés, on peut caleuler le périmètre du polygone circonserit semblable.
243, Définition. On appelle figures isopérimètres des figures dont les contours ont la même longueur, quelle que soit d’ailleurs leur forme. Un triangle, un carré, un cercle peuvent être isopérimètres.
Proposition XXXIII. — Théorème.
244, Connaissant l'apothème et le rayon d'un polygone régulier quelconque, on peut calculer l’apothème et le rayon du polygone régulier isopérimètre d'un nombre double de côtés.
Soient OH et OA l’apothème et le rayon donnés, Décrivons avec OA la circonférence circonscrite au polygone considéré, dont AB est le côté. AOB est l'angle au centre de ce polygone,
Do thème
Dar ou 7”:
Ain
nouve
Don
245, donné voit st
2 L des po d'un n SuCCegs côtés, a 8e Co ce que une ap 4 mètre
Alors le doub lui-mû
ème,
d'un polygone réquuleuler le côté du poserit semblable, a le côté donné, et »
= OB. Par le point (, re ACB, menons Ja limitée par les pros rayons OA et OB, est perpendiculaire à F'et à la corde AB 1, 5°); ainsi ces deux EF sont parallèles, ou a’ est le côté qu'il ler.
s EFO et ABO étant à a
A ar d'où d=—
lorsque AB est une
a formule ci-dessus
nètre d’un polygone on peut caleuler le
des figures dont les ailleurs leur forme, sopérimètres.
me.
» polygone régulier on du polygone ré-
. Décrivons avec OA ré, dont AB est le
LIVRE IN, — FIGURES SEMBLABLES
Prolongeons l'apothème HO jus perpendiculaire .: GA, et enfin DE parallèle à AB, Le Re ae milieu de la corde AG (n°110); ainsi ie :
le triangle GDE, semblable à GAB, a loutes ses dimensions moitiés de leurs homologues dans GAB; donc DE=1/ AB, et GF— 1/2 GH ; de plus l'angle inscrit AGB est moitié de l'angle au centre AOB,. Ainsi DE est le côté du polygone demandé; et DGE est l'angle au centre de ce polygone; GF ou a'en est l’apothème, et GD ou »’ en est Je rayon.
il s’agit d'exprimer a! et ren fonction de a et de »,
qu'en G; menons GA et GB, OD
Or GF=1/GH:=1, (GO+0H)
_a--r ou «a — D)
Donc le nouvel apothème est une Moyenne arilhmétique entre l'apothème et le rayon Précédents.
Dans le triangle rectangle ODG, on a : GD°=G0 GF, OU r=ar; d'où r'— Var,
YON est une moyenne géométrique entre le nouvel apothème et le rayon précédent.
Donc connaissant l’apothème et le rayon...
Scolie. 1° Le nouvel apothème est
donné, et le nouveau rayon est plus petit voit sur la figure.
plus grand que l’apothème que le rayon donné; cela se
2 Le nombre * peut être calculé par les apothèmes et les rayons des polygones réguliers isopérimètres. Car gi l’on considère un carré d'un mètre de côté ou de 4 mètres de Contour, et si on le transforme successivement en polygones réguliers isopérimètres de 8, 16, 32, 64... côtés, le polygone tend vers le cercle, l'apothème et Je rayon tendent à se confondre; et si l'on calcule les apothèies et les rayons jusqu'à ce que ces lignes diffèrent d'aussi peu que l’on voudra, on aura, avec une approximation correspondante, fe rayon d'une circonférence de 4 mètres.
Alors on obtiendra le nombre + en divisant la circonférence 4 par
le double äu rayon trouvé, ou la demi-circonférence 2 Par ce rayon lui-même,
mit comes Le Th ane de
Voici les résultats que l’on obtient : en | Calcul du nombre x exer par la méthode des isopérimètres. (Méthode de Schwab.) a (Périmètre constant : 4m, Polygone de départ : le carré.) droit Nombre des côtés, Apothèmes, Rayons. les ] 4 0, 500 000 0 0, 707 106 8 trace 8 0, 603 553 4 0, 683 281 5 les di 16 0, 628 417 4 0, 640 728 9 Si 32 0, 634 573 1 0, 637 643 5 donn 64 0, 636 108 3 0, 636 875 4 propo ‘128 0, 636 491 9 0, 636 683 6 256 0, 636 587 8 0, 636 635 7 512 0, 636 611 7 0, 636 623 7 248 1 024 0, 636 6177 0, 636 620 7 a, b, 2 048 0, 636 619 2 0, 636 619 9 On 4 096 0, 636 619 5 0, 636 619 7 sur le 8192 : 0, 636 619 6 0, 636 €19 6 égal à 2 11 592 on tra T = 0,636 619 8 = 3,141 592... La dr = propor $ VI. — CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES a:
OB Problème I. Scol:
246. Sur une droite donnée a', construire un polygone semblable à donnée un polygone donné P, la droile donnée a’ devant étre l’homoloque d’une ligne désignée a. ab, On décompose en triangles le polygone donné P. Sur a’ on construit un triangle A’B'C’ semblable à ABC, en reproduisant en L' nées à « ter po et C’ les angles B et C; puis sur A'C’ on construit un triangle A'C'D' semblable à ACD, et enfin sur A'D' un triangle A'D'E’ semblable à ADE. Les deux polygones sont semblables, puisqu'ils sont composés d’un même nombre de triangles semblables chacun à chacun, et semblablement disposés. OA = 4
circonfér
Remarque. Les droites &« et a’ pourraient être des diagonales, ou demandé
des lignes homologues quelconques.
Problème II.
247. Diviser une droile donnée AB en parties proporlionnelles à
Car on
de de Schwab.)
art : lo carré.)
Rayons,
>HIQUES
olygone semblable à int étre l'homologue
é P. Sur a’ on conreproduisant en R'
t un triangle A'CD' > A'D'E’ semblable à qu’ils sont composés n à chacun, et sem-
des diagonales, ou
* proporlionnelles à
LIVRE II. — FIGURES SEMBLABLES des longueurs données m;,n,r, où à
des nombres donnés 12, 8, 10, par PP bnmmmmmt exemple.
On trace une droite AC faisant avec AB un angle quelconque; sur cette A droite AC, on porte consécutivement les longueurs données, m, n,r;on trace CB, puis des parallèles à CR par les divers points de division (n°180, 40).
Si ce sont des nombres qui sont F donnés, on porte sur AC des longueurs proportionnelles à ces nombres, par exemple 12,
8, 10 millimètres,
Problème III,
248. Trouver une quatrième Proportionnelle à trois droite a,b,c.
On trace un angle quelconque O, sur les côtés duquel on porte OA B égal à a, OB égal à b, OC égal à e;
On trace AB, puis CX parallèle à AB, La droite OX ou + est la quatrième (6
* données
proportionnelle demandée; car on a rc S > : =, = QC ou 5=S (no 179), a
Scolie. Si l’on demande une troisième Proporlionnelle à deux droites données a et b, on cherche une quatrième proportionnelle aux droites
: . ab a, b,b, de manière à obtenir la proportion =
Problème IV.
249. Trouver une moyenne proportionnelle entre deux nées à et b,
le procédé, On trace une droite indéfinie AB, sur laquelle
droites don-
on porte
VA =«, et OB=4b; sur AB comme diamètre, on déc clrconférence, et l’on mène la perpendiculaire OX demandée.
rit une demi- » qui est la ligne
2 (12 X ou
Car on a GR 3=5 (ne 219),
Pico
FRE
2 procédé, On porte l'une sur l'autre les deux longueurs OA et Oh, ou & et b; sur OB an décrit une demi-circonférence ; on mène la perpendiculaire AX, puis la corde OX qui est Ja ligne demandée.
; OA __OX CET EE Car on a OX “OB © à=5p (no 221).
3 procédé, Ayant porté l’une sur l'autre les deux longueurs OA et OB (2e figure), on décrit sur AB une demi-circonférence, à laquelle on mène la tangente OD qui est la droite demandée,
d On a en effet OD= 90 ou He (ne 224, 2),
Scolie. Dans le triangle rectangle OCD (2e figure), l'hypoténuse OC est la moyenne arithmétique où la demi - somme des deux lignes « et b; CD est la demi-différence de ces mêmes lignes, et OD est leur Moyenne proportionnelle ou moyenne géomélrique, c'est-à-dire la racine carrée de leur produit, On voit que la moyenne géométrique est moindre que la moyenne arithmétique,
Problème V.
Par un point O donné duns un angle quelconque À, mener
une droite qui soit divisée pur ee B :
point O dans un rapport donné, 3/2 par exemple,
On trace OB parallèle à l’un des côtés de l'angle, à AC, par exemple; on divise AB en 3 parties égales:
on porte 2 de ces parties en BD, et l'on trace DOC, qui est la droite demandée, Car les parallèles BO et AC donnent la proportion
AB. CO AB
BD O0D- Fe"
Problème VI,
261. Connaissant une corde AB et sa lèche CD, trouver le rayon ou te diumètre du cercle,
La flèche CD est une partie du rayon perpendiculaire à la corde, Les points À et D appartenant à l'arc, AD est une corde, et le centre doit se trouver sur la perpendiculaire FO menée par le milieu de cetle corde; donc il se trouve à l'intersection O de cette perpendiculaire avec la flèche prolongéc; par suite, QD est le rayon.
Li; finies qui tr
de] vont & le mil
8, conqu côtés,
4, L d'un t
cette 1 Pol; point inverse 6, E prend « puis CA meut st 7. Et point q autres ç prise en la ligne triangle 8, Et:
conçoit l'autre, en un m 9, Tor 10, Da la base, I diane de
Relati point , et deux ant:
12, Si à des distan quelconqu
13, Dan des carrés
14, Thé côtés égal droite qui
15, Dan diamètre A W'er que le
longueurs OA et OB, nce; on mène la perne demandée,
ji
deux longueurs OA circonférence, à lademandée,
€), l'hypoténuse OC e des deux lignes « nes, et OD est leur ue, c'est-à-dire la oyenne géométrique
elconque À, mener soit divisée pur ve un rapport donné,
C, parallèle à l’un des à AC, par exemple; n 3 parties égales; ces parties en BD, C, qui est la droite les parallèles BO
la proportion
EXERCICES SUR LE LIVRE III
Théorèmes à démonirer,
Lignes Proportionnelles, — 1, D'un point O on mène quatre droites indé-
fiuies faisant entre clles des angles de 45 degrés; démontrer que toute droite qui traverse ce faisceau y est diviséo harmoniquement,
2. Par le milieu d’une droite et par ses extrémités, on mène des parallèles qui vont s'arrêter à une autre droite donnée ; démontrer que la parallèle menée par le milieu est égale à la demi-somme des deux autres,
3. La somme des distances des sommets d'un triangle à une droite quelconque égale la somme des distances de cette même droite aux milieux des trois côtés, Extension à un polygone quelconque,
4. La distance d'une droite Auelconque au point de concours des médianes
d'un triangle est la moyenne arithmétique des distances des trois sommets à cette même droite,
Polygones semblables, — 5. Dans un parallélogramme, les distances d’un point quelconque d’une diagonale aux deux côtés adjacents sont entre elles inversement comme ces côtés,
6. Étant donnés une circonférence et un diamètre MN que l'on prolonge, on prend sur cette circonférence un point C quelconque, et l'on mène la droite CM , puis CA et CB faisant avec CM des angles égaux, Démontrer que si le point C se meut sur la circonférence, le rapport des distances CA et CB est constant,
7. Étant donné un triangle rectangle Inscrit dans un cercle, on élève en un polut quelconque an diamètre une Perpendiculaire allant rencontrer les deux autres côtés du triangle, Démontrer que la partie de cette perpendiculaire comprise entre le diamètre ct la circonférence est moyenne proportionnelle entre la ligne entière et la partie de cette même ligne comprise à l’intérieur qu triangle,
8. Étant donnés en grandeur et en position deux cercles quelconques, si l’on conçoit deux rayons qui se meuvent en restant constamment parallèles l’un à
l'autre, les droites menées par leurs extrémités rencontrent la ligne des centres tn un même point,
9%, Toute parallèle à la base d'un triangle a son mi!
10, Dans un triangle quelconque la base, Démontrer que les di diane de ce triangle,
x sur la médiane, ; ON forme des t: ‘es par des paralléles à agonales dè ces trapèzes sc rencontrent sur la mé-
Relations numériques, — 11, Si trois droites indéfinies passent par un même point, et si un point se ment sur l'une d'elles, les distances de ce point aux ‘deux autres droites sont dans Un rapport constant,
12, Si deux circonférences quelconques sont Concentriques, la somme des carrés
des distances d'un Point quelconque de l’une aux deux extrémités d’un diamètre duelconque de l’autre est constante,
Dans tout Parallélogramme des carrés des diagonales
14. Théorème d'Euler, — Dans tout «€ C0tés égale la somme des carrés des dis droite qui joint les milieux des dlagonaics,
15, Dans un cercle quelconque, on mène une corde CD perpendiculaire au
diamètre AB : Par un point M mobile sur CD, on mène une corde AME, Démonter que le produit AM X%< AE est Constant,
» la somme des carrés des côtés égale la somme
iuadrilatère, la somme des carrés des igonales, plus quatre fois le carré de la
LIVRE III, = FIGURES SEMBLABLES
16, 1er T'hdorème de Ptolémée, — Dans tout quadrilatère Inscrit, le produit des diagonales égale la somme des produits des côtés opposés,
17, 2m0 TJ'hdorème de Ptolémée, — Dans tout quadrilatère non-inseriptible, le produit des diagonales est moindre que la somme des produits des côtés opposés,
18, 3me Théorème de Ptolémée, — Los diagonales d'un quadrilatére inscrit sont entre elles comme les sommes des produits des côtés qui aboutissent à leurs
: m ab +- cd y se UT un 2 0 extrémités : rat LE
19, Dans un trapèze quelconque, la somme des carrés des dlagonales égale la somme des carrés des côtés non-parallèles, plus deux fois le produit des bases,
20. Dans un quadrilatre quelconque, la somme des carrés des diagonales est double de la somme des carrés des deux droites qui joignent les milieux des côtés opposés,
21. Dans un triangle équilatéral inscrit, la distance de l'un des sommets à un point quelconque de l'arc opposé égale la somme des distances des deux autres sommets à ce même point de l'arc.
22. Le produit des distances d'un point quelconque d'une circonférence à deux côtés opposés d’un quadrilatère inscrit égale le produit des distances de ce même point aux deux autres côtés,
23. SI d'un point donné on mène à une cirer.férence donnée deux sécantes quelconques perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des parties inté. rieures de ces sécantes est constante.
24. Lorsque trois cercles se coupent, les trois cordes d'intersection se ren. contrent en un même point,
25. La somme de deux côtés quelconques d'un triangle, multipliée par leur différence, égale la somme de leurs projections sur le troisième côté, multiplie par la différence de ces mêmes projections,
26. La différence des carrés de deux côtés quelconques d’un triangle égale la différence des carrés de leurs projections sur le troisième côté,
27. Deux côtés quelconques d'un triangle sont entre eux comme leurs projections l’un sur l'autre,
28. Dans un triangle quelconque, on joint les pieds des hauteurs, Démontrer que les trois triangles ainsi formés vers les sommets sont semblables au triangle primitif, — Conclure de là que les hauteurs sont les bissectrices du triangle qui a pour sommets les pieds de ces mêmes hauteurs.
29. La projection d'une ligne polygonale ABCD sur un axe, égale la projection de la droite AD qui joint les extrémités de cette même ligne polygonale
80, La diagonale et le côté d'un carré sont deux lignes incommensurables, c’est-à-dire n’ayant-pas de commune mesure.
Ex
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Lieux géométriques à trouver.
1. Lieu des points dont les distances à deux droites données sont dans un rapport donné.
2. Lieu des points dont les distances à deux points donnés sont dans un rapport donné,
3. Lieu des points tels que la somme ou la différence des arrés de leurs distances à deux points donnés soit égale au carré d'une ligne donnée,
4, Lieu des points tels que la somme des carrés de leurs distances à deux droites rectangulaires données soit égale au carré d’une ligne donnée,
5. Lieu des points tels que, pour chacun d'eux, les tangentes menées à deux cercles donnés soient égales,
6. Licu des points tels que, de chacun d'eux, deux cercles donnés soient vus sous un même angle,
côté l'aut 2, somn porte paral 3, diami de7c 4, :
Calcul 5, ( qui to 6, I Calcul bissect 7 I 32 mèt 8. Li côtés 14
un poin
itère Inscrit, le produit osés,
tère non-Inscriptible, le des produits des côtés
un quadrilatère inscrit , qui aboutissent à leurs
des dlagonales égale la le produit des bases,
rrés des diagonales est nt les milieux des côtés
de l'un des sommets à les distances des deux
1e circonférence à deux t des distances de ce
donnée deux sécantes Jarrés des parties inté-
s d'intersection se ren-
e, multipliée par leur sième côté, multipliée
d'un triangle égale la côté, x comme leurs projec-
; hauteurs, Démontrer semblables au triangle ctrices du triangle qui
axe, égale la projecîme ligne polygonale es incommensurables,
onnées sont dans un nés sont dans un rap-
des carrés de leurs gne donnée, urs distances à deux gne donnée, gentes menées à deux
les donnés soient vus
Mons
LIVRE Li, — PIGURES SEMBLADLES
7. Une droite d'une longueur Varlable part d'une extrémité fixe, et l'autre extrémité se meout sur une circonférence on sur une droite donnée; un second
Point se meut sur la droite mobile, de Manière que le produit des distances du point fixe aux deux points Mobiles soit égal au carré d'une ligne dounée, On demande le Heu Parcouru par le second point mobile,
8, Une sécante à un cercle donné se meut autour d'un point fixe; aux deux points d'intersection avec la circonférence , on mène des tangentes, On demande le lieu des Points de concours de ces couples de tangentes,
9, Un angle d'une ouverture constante se Meut autour de son sommet ; ses côtés varient de longueur, mais en restant toujours dans le même rapport, ou bien en donnant toujours le même produit; l'un de ces côtés promène son extrémité mobile sur une droite donnée , où sur une circonférence, On demande le lieu décrit Par l'extrémité de l'autre côté,
10, Le sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle se meut sur la cir. conférence décrite sur l'hypoténuse, cette dernière ligne restant fixe, on pro: longe l'un des côtés de l'angle droit de sa propre longueur, au delà du sommet Mobile, et l'on Joint le centre à l'extrémité qu prolongement, On demande Je lieu de la rencontre de la dernière ligne tracée avec l’autre côté de l'angle droit,
11, Lieu des sommets des triangles qui ont même base, et mûômes segments déterminés sur cette base par les bissectrices intérieure et extérieure,
12, Une droite AB étant donnée comme base d'un triangle, et un point M comme étant sur cette base le pied d'une bissectrice intérieure, trouver le lieu du troisième sommet du triangle,
13, Étant donnés Un point A et une droite iIndéfinie CD, on mène du point à
la droîte une sécante mobile AM, et en Chaque position » ON Marque un point N tel que l'on ait AM X AN = 72, Trouver le lieu des points N,
Problèmes,
à un côté d'un triangle détermine sur un second t de 7 nôtres, Quels Sont les segments déterminés sur ur totale est de 30 mètres ?
gle ont respectivement 158 et 176 mètres, à Partir du sommet commun ; on porte 120 mètres sur le premier côté, Quelle longueur faut-11
porter sur le second, pour que la ligne menée sur les deux points obtenus soit parallèle au troisième côté ?
3, Calculer la perpendiculaire abaissée d’un point de la circonférence sur le diamètre, si les segments qu'elle
détermine sur ce diamètre sont respectivement de 7 et de 9 môtres,
4, Les trois côtés d'un triangle * ont respectiveme Calculer les segments déterminés sur ces côtés
5, Construire un triangle connaissant de qui tombe sur l'un d'eux,
6, Les trois côtés d'un triangle ont r Calculer de combien il faut prolon bissectrice de l'angle extérieur.
7. Deux côtés adjacents d'un parallélogramme ont respectivement 17 et 32 mètres, et l’une des diagonales en à 43. Calculer l’autre diagonale,
8. Les deux diagonales d’un parallélogramme ont 25 et 40 mètres, et l'un des CÔtÉS 18, Quel est le périmètre de ce Parallélogramme ?
9%, Les côtés d'un quadrilatère ont 20, 30, 35 et 8 mètres, et les diagonales 25 ct 36 mètres. Calculer la droite qui joint les milieux des diagonales,
10. Sur une droite tndéfinie ÂN, on donne AM = ]15,et AB — 23. Calculer
y Un point N tel que l'on ait NA__MA
1. Une droite parallèle côté deux segments de 18 0 l'autre côté, dont la longue
Deux côcés d'un trian
nt 18, 30 et 36 mètres, par les trois bissectrices, uX côtés et le Pied de la bissectrice
espectivement 8"50, 6m30 et 4mgn, ger le grand côté pour arriver au pied de la
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11. L’hypoténuse d’un triangle rectangle a 30 mètres, et l’un des segments déterminés par la hauteur sur l’hypoténuse a 20 mètres, Calculer cette hauteur et les deux côtés de l'angle droit,
12, Dans un cercle de 8 mètres de rayon, on trace un diamètre, et par une de ses extrémités, une corde de 12 mètres. Calculer la projection de cette corde sur le diamètre,
13. Construire un triangle connaissant deux côtés & et b, et la projection » du troisième côté sur le second,
14. Deux côtés d’un triangle ont 17 et 21 mètres, et la projection du troisième côté sur le second est de 11 mètres, Calculer le troisième côté, et la hauteur qui tombe sur le second,
15. Les trois côtés &, b, c, d’un triangle ont 52, 51 et 25 mètres. Calculer les projections L’ et c' des côtés b et csur a. Calculer ensuite la hauteur X qui tombe sur ce même côté a.
16, Deux cordes se coupent; on donne les deux segments »m et n de l’une, et un segment p de l’autre. Trouver l’autre segment de la seconde corde.
17. Deux cordes se coupent, les deux segments de l’une ont 15 et 10 mètres. Calculer les deux segments de l’autre corde, dont la longueur totale est de 28 mètres,
18. Dans un cercle de 17 mètres de rayon, deux cordes se coupent, et le produit des deux segments de chacune d'elles est 145, Calculer la distance du centre au point d’intersection,
19. Deux sécantes partent d’un même point hors d’un cercle; on donne les parties extérieure et intérieure « et b de l'une, avec la partie extérieure çc de l'autre, Trouver la partie intérieure de cette dernière.
20. Deux sécantes partent d’un même point; les deux parties extérieure et intérieure de l’une ont 1° et 23 mètres, et la partie extérieure de la seconde 17 mètres, Calculer sa partie intérieure,
21. Une tangente et une sécante partent d’un même point; la tangente a 18 mètres, et la partie intérieure de la sécante 23 mètres, Calculer la partie extérieure de cette sécante,
22. Le diamètre d’un cercle a 82m50, on le prolonge de 450, Calculer la longueur de la tangente menée du point obtenu.
23, Le diamètre d’un cercle a 2540, De combien faut-il le prolonger pour que la tangente menée du point obtenu soit de 12 mètres ?
24. Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés, et qui soit tangente à une droite donnée,
25. Les trois côtés d’un triangle ont respectivement 11 , 18 ct 20 mètres, Calculer les trois médianes, les trois bissectrices, les trois hauteurs, et les distances des trois côtés au centre du cercle circonserit, — Généraliser, en expri- “ant Ces diverses lignes en fonction des trois côtés a,b, c.
26, Les quatre côtés d'un quadrilatère ont 15, 18, 20et23 métres; l’une des diagonales a 30 mètres, et la droite qui joint les milieux des diagonales à 4m50, Calculer l'autre diagonale,
27. Calculer directement le partage d'une ligne de 1 mètre en moyenne et extrême raison.
28. Un arceau en arc de cercle a 3m50 d'ouverture et 0m70 de flèche, Trouver son raÿon par une Construction graphique, puis par le calcul,
29, Dans un cercle de 2»25 de rayon, on donne une corde de 3 mètres, Calcuier la corde qui sous-tend l'arc moitié, ainsi que la corde qui sous-tend l'arc double,
30, À quelle distance du centre se trouve une corde de 2m72, dans un cercle de 3665 de rayon ?
31. Quel rayon faut-il prendre pour que la circonférence décrite ait 1 mètre de longueur ?
donne 49, donné 50, donné ôl, 52, | l'un i p'et} côtés, 53, / Partant!
et l’un des segments , Calculer cette hau-
liamètre, et par une jection de cette corde
et la projection » du
rojection du troisième é, et la hauteur qui
mètres. Calculer les hauteur Z qui tombe
ts m et n de l’une, seconde corde,
ont 15 et 10 mètres, gueur totale est de
e coupent , et le prola distance du centre
cercle; on donne les rtie extérieure c de
parties extérieure et rieure de la seconde
joint; la tangente à . Calculer la partie
e 4m50, Calculer la 1 le prolonger pour donnés, et qui soit 8 ct 20 mètres, Calauteurs, et les disénéraliser, en expri-
3 mütres; l’une des 3 diagonales à 4m60,
ètre en moyenne et
de flèche, Trouver de 8 mètres, Calqui sous-tend l'arc
72, dans un cercle
TE ereemepaean een
détrite ait 1 mètre
LIVRE II, — FIGURES SEMBLABLES 99 82. Quelle cost la longueur absolne d'un arc de
40 degrés 1/9 dans une ctr.
conférence de 14m95 de rayon ?
33. Combien y a.t.1] de degrés dans l'arc qui aurait la même longueur que le rayon ?
84, Dans un cercle de 1 mètre de rayon, le polygone régulier Inscrit de 16 côtés à 0m390 180 6... pour longueur du côté, Calculer les côtés des polygones réguliers inscrits de 32, 64, 128... côtés, et déduire de ces calculs une valeur rapprochée du nombre ñ.
35. Dans un hexagone régulier de 1 mètre de côté, le r et l’apothème de Om866 025. Calculer le rayon et l’apothé guliers isopérimétres de 12, 24 48, 96.
Valeur approchce du nombre *,
36, Construire un Carré, Connaissant In somme ou la différence du côté et de la diagonale,
37. Quel est le côté d'un carré, si la diagonale et le côté ont ensemble 5m80 »
38. Quel est le côté d’un carré, si la différence entre :4 côté et la diagonale est 5m80 ?
89. Étant données deux circonférences sécantes, nr d’intersection » Une sécante qui soit divisée
40. Étant données deux circonférences, trouver un poi menées à l’une et à l’autre soient égales
41, Construire un triangle, des deux autres côtés.
42, Par un point donné, mener une droite qui concoure avec deux antres droites données, sans recourir au point de rencontre,
43, Construire un triangle semblable à un triangle donné, et dont les som-
mets se trouvent sur trois parallèles données, ou sur trois Circonférences concentriques données,
44, Par un point donné dans l'intérieur dq’ que le produit de ses deux segments soit égal
45, Parun point donné dans le plan d’un cercle, mener une sécante telle que les distances qu point donné aux deux int
aÿon est de 1 mètre ;
me des polygones ré- … Côtés, et déduire de ces Calculs une
un angle, mener une droîte telle
ersections soient dans un rapport donné
46. Décrire une circonférence tangente à une circonférence donnée, et qni passe par deux points donnés,
47, Décrire une circonfér Passe par un point donné.
48. Décrire une circonférence tangente à une Circonférence et à une droite données, et qui Passe par un point donné,
49. Décrire une circonférence tangente à deux droites et données,
50, Décrire une circonférence t données,
51, Décrire une circonférence tangente à trois
52. Étant donnés les périmètres p et P de deux polygones réguliers semblables, l'an inscrit et l’autre circonscrit à un même cercle, exprimer Jes périmètres
p' et P' des polÿgones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre double de côtés,
53, Appliquer an Calcul du nombre x les Partant des carrés inscrit et Circonscrit à ur
ence tangente à deux circonférences données, et qui
à une circonférence
angente à une droite et à deux circonférences
circonférences données,
formules au problème précédent, en 1 cercle de 1 mètre de rayon,
——_—_———— mn,
LIVRE IV
SURFACES $ I. — ÉVALUATION DES SURFACES ; Définitions. L 252. Une surface est une étendue considérée sous deux dimensions : ca longueur et largeur. Le Pour évaluer les surfaces, on les compare à la surface choisie comme pa unilé de mesure, laquelle est généralement le mètre carré. On appelle aire d'une figure le nombre qui exprime le rapport de : celte figure à l’unité de surface. Fe:
On emploie indifféremment les mots aire et surface. a Deux surfaces sont égales lorsqu'elles peuvent coïncider par super- ( position. ès Elles sont équivalentes lorsqu'elles ont la même étendue, la même ae aire, sans avoir la même forme. pa, Proposition I. — Théorème. Le son 253. L'aire d'un rectangle égale le produit de sa base par sa hau- tria: | teur. égat # 1° Considérons d’abord le cas où l'unité linéaire serait contenue au 4 exactement dans la base et dans la hauteur. rect: À 7 B Soit, par exemple, le rectangle ABCD ayant recls css 7 mètres de base et 4 de hauteur. Il s’agit de 4 D prouver que le nombre de mètres carrés con- Fe _[ tenus dans ce rectangle est exprimé par Eur a , D b C Cette figure peut être décomposée en 4 vue rectangles de 7 mètres de longueur sur 1 Du mètre de largeur; et chaque rectangle partiel peut être divisé en 7 = d parties égales, dont chacune est un mètre carré. Le rectangle contient FrRR donc 4 fois 7 mètres carrés ou 28 mètres carrés. ’ es | Pour généraliser, si l'on appelle b la base et À la hauteur du rec- si tangle, la surface sera exprimée par is produit bh. aus 20 Supposons les dimensions fractionnaires, et soit b—7m3 et . h=—4"2, Le nombre de mètres carrés contenus dans le rectangle sera SEUL ! 7,3 X< 4,2 ou 30,66. En effet, le rectangle considéré pout être décomposé en 42 rectangles contenant chacun 73 décimètres carrés ; et ainsi la surface sera 42 fois 73 ou 3066 décimètres carrés, ou 30m266, 201,
sa han
ACES
deux dimensions :
face choisie comme e carré, ime le rapport de
ce,
Incider par super-
étendue, la même
base par sa hau-
e serait contenue t dans la hauteur. ngle ABCD ayant tuteur. Il s’agit de mètres carrés conest exprimé par décomposée en 4 > longueur sur 1 t être divisé en 7 rectangle contient
a hauteur du rec-
t soit b—7n3 el s le rectangle sera pout être décom- ‘es carrés ; et ainsi , où 30m: 66,
quelconque; et la hauteur est la distance
sa hauteur.
LIVRE 1V, — SURFACES
Ce raisonnement Peut d’ailleurs se tion du mètre à laquelle s'arrête le théorème est vrai dans tous les cas,
Donc l'aire d’un reclangle égale...
répéter, quelle que soit la fracxpression des dimensions ; ainsi le
254. Scolie, 1° Deux rectangles quelconques les produits des bases par les hauteurs :
R _bh
2 Deux rectangles de même buse sont e leurs, et deux rectangles de même haute bases.
3 L'aire d'un carré égale le produit du cûté carré est un reclangle dont les deux dime vient l'usage d'appeler carré d’un nombre par lui-même.
Sont entre eux comme
nlre eux comme les hau- Ur sont entre eux comme les
Par lui-même; car le nSIOnS sont égales, De Jà le produit de ce nombre
Proposition II. — Théorème,
259. L'aire d’un arallélos ramme égale le roduil de (, { hauteur.
Soit le parallélogramme ABCD.
Construisons le rectangle ABEF, qui a même base b, et même bauteur À que le F parallélogramme.
AD ct BC sont égaux comme côtés Opposés d’un parallélogramme, AF et BE sont égaux pour la même raison; donc les triangles rectangles ADF et BCE sont 4 égaux comme ayant l’hypoténuse égale et un autre côté égal. Ainsi le parallélogramme ABCD équivaut au rectangle ABEF, et l'aire du Parallélogramme égale, comme celle du reclangle, le produit de la base b bar la hauteur },
256. Corollaires, 1° Deux parallé même hauteur sont équivalents.
2 La base Supérieure d'un Parallélogramme peut se mouvoir suivant sa propre direction, sans que l'aire du Parallélogramme soit altérée,
3 Deux parallélogrammes quelcon Produits des bases Par les hauteurs.
4 Deux Parallélogrammes de méme ba hauteurs, et deux parallélogh comme les bases,
Remarque. Dans un parallélogramme, on pre
sa base par sa
logrammes de même base et de
ques Sont entre eux comme les
se sont entre eux comme les ‘aämmes de même hauteur sont entre eux
nd pour base un côté de la base au côté opposé, Proposition XII, — Théorème.
257. L'aire d'un lriangle égale la moitié du produit de sa base par
Soit le triangle ABC.
Menons BE parallèle à AC et CE parallèle à AB. La figure ABEC est un parallélogramme de même base et de même
hauteur que le triangle donné.
| Les deux triangles ABC et BCE sont N' égaux comme ayant les côtés respective- Li ment égaux {n° 90); donc l'aire du triangle ABC égale la moitié de E l'aire du parallélogramme AE, et par conséquent la moitié du pro- } duit de la base b par la hauteur h.
258. Gorollaires. 1° Un triangle quelconque est la moitié du rectangle qui a même base et même hauteur.
2 Deux triangles de même base et de même hauteur sont équiva- N lents.
e sommet d'un triangle peut se mouvoir parallèlement à la base, sans que l'aire du triangle soit allérée,
4° Deux triangles quelconques sont entre eux comme les produils des, bases par les hauteurs.
5° Deux triangles de même base sont entre eux comme les hauteurs, et deux triangles de même hauteur sont entre eux comme les bases.
Go Les trois hauteurs d'un triangle sont inversement proportionnelles aux bases correspondantes; car si l'on appelle a, b, e les trois côtés, è a", L', c' les hauteurs correspondantes, on a
aa = bb'= cc (le double de la surface); donc si
a—=b, il en résulte a'=D': si a=2b, «' égalera 1/0’; si a = mb, Q
a' égalera i br, |
in ci
i 239. Scolie. L'aire d'un triangle quelconque égale la moitié du pra- co {K duit du périmètre par le rayon du cerele inscril ; pc lié EU il en est de même pour tout polygone circonscrit à un cercle, a À
Car ces figures sont décomposables on triangles ayant tous pour nên
hauteur le rayon du cercle inscrit, et pour bases les divers côtés. obti
proc
e à AC et CE paral- ABEC est un paral- : base et de même le donné.
ABC et BCE sont es côtés respective- : égale la moitié de t la moitié du pro-
a moitié du rectan- Luleur sont équivaarallèlement à la omme les produits
base sont entre eux tmangles de même Le les bases.
triangle sont in- «x bases corresponb,e les trois côtés, :spondantes, on a a surface); donc si | 1j; si a=mb,
la moilié du pra-
crit à un cercle.
ayant tous pour divers côtés.
Proposition IV, — Théorème,
L'aire d’un tra Somme des bases
Soit le trapèze ABCD. Prolongeons l'une des bases, AB, par exemple, d'une longueur BE égale à l’autre base CD, et menons DE.
Les triangles FBE et FCD sont égaux comme ayant un côté égal adjacent à des angles respective.
ment égaux (no 71); donc le trapèze ABCD équivaut au triangle ADE, et l'aire du trapèze égale la moitié du soit le produit de la hauteur Par la de
Produit de DH Par AE, Mi-somme des bases.
261. Scolie, L'égalité des deux triangles FBE et FCD montre que le point F est le milieu de BC et de DE. Et si l’on mène F'G parallèle à
AË, le triangle DGF sera semblable à DAE, et ses dimensions seront moitié de celles du grand triangle: ainsi FG égale la moitié de AE, ou la demi-somme des bases du trapèze.
Donc l'aire d'un lrapèse égale le Produil de
la hauteur Par la droite qui joint les milieux des COléS non parallè
les.
Proposition V, — Théorème,
262. L'aire d’un Polygone ré son périmètre par l’apothème, Soit P un polygone régulier quelconque; côté, et n le nombre des côtés, Le périmètre Si l’on mène les rayons OA, OB, OC... le polygone se trouve décomposé en n triangles ayant tous un côté ç Pour base, et l’apothème a donc exprimée Par à fois
gulier égale la Moilié du produit de
soient a l’apothème, c le sera cn. -
ac 1 “5; Où par 5 en.
Donc l'aire d'un Polygone régulier égale...
263. Scolie. Si l'on Porte des cordes égales AB, BC, CD même arc, et si l’on Joint le centre obtient un secteur polygonal régulier,
l dont l'aire égale la moitié du produit de l’apothème OH par la !
igne polygonale régulière ABCD.
RE. RUES
ut s Pt
Proposition VI. — Théorème,
264. L'aire du cercle égale la moitié du produit de la circonférence i par le rayon.
{ En effet, le cercle est la limite du polygone “ia régulier inscrit, dont le nombre des côtés aug-
mente indéfiniment ; l'apothème tend vers le rayon du cercle, et le périmètre vers la circonférence.
En appliquant à la limite la propriété du polygone, on conclut que l’aire du cercle égale la moitié du produit du rayon par la circonférence.
265. Scolie. 1° On arrive directement à la formule de l'aire du cercle en le considérant comme un polygone régulier d'un nombre indéfini de côtés; à ce point de vue, le cercle est décomposable en triangles infiniment pelits, ayant tous le rayon pour hauteur,
2 La circonférence ayant pour expression 2#r, l'aire du cercle sera {/or.2nr où mr; ainsi l'aire du cercle s’oblient en multipliant le nombre x par le carré du rayon.
Si l'on appelle d le diamètre, on a r—#, =, ot l'aire du
cercle est x. 7
Ls , L4 C .
3° Appelons C la circonférence; le rayon sera 5e, © l'aire du
cercle sera 5 C x Ci cercle égale le nombre inverse de =, ou 0, 318 21, mulliplié par le carré de la demi-circonférence.
4 L'aire d’un secteur circulaire égale la moitié du produit de l’are par le rayon. Car le secteur circulaire est la limite vers laquelle tend le secteur polygonal régulier inscrit, dont le nombre des côtés aug-
f | ; mente indéfiniment; et le secteur circulaire peut lui-même être conf Hi Î ?
ou 2 xd.
C2 C 1} 1 LI) Où je Où (GS) <£; donc l'aire du
sidéré comme un secteur polygonal régulier d’un nombre indéfini de côtés.
} 5° Soit » le nombre des degrés de l'arc d’un secteur; l’aire du cercle
j étant mr, l'aire du secteur d’un degré est à mr, el l'aire du secteur = DUuU
Je» n considéré est = 2.
recta:
e la circonférence
mite du polygone e des côtés augme tend vers le re vers la circon-
propriélé du polu cercle égale la * la circonférence.
de l’aire du cercle nombre indéfini able en triangles
_ l'aire du cercle t'en mullipliant
e et l’aire du
Le et l’aire du 27?
donc l'aire du nulliplié par le produit de l'arc ers laquelle tend e des côtés aug- -même être conmbre indéfini de
l’aire du cercle
aire du secteur
LIVRE IV, — SURFACES 105 Go L'aire d'un segment circulaire ABC AOBC moins l'aire du triangle AOB q tés de la corde et le centre de l'arc.
égale l'aire du secteur entier ui à pour sommets les extrémi-
S IT, — RELATIONS ENTRE LES SURFACES
266. Remarque. Puisque l'aire d'un rect ses deux dimensions, et qu par lui-même,
Réciproquement : Le nombre que l’on appelle produit de deux lignes exprime l'aire du rectangle qui a Pour dimensions ces deux mêmes lignes ;
Et le nombre que l'on appelle carré d'une ligne exprime l'aire du carré construit sur celle méme ligne.
D'où il suit que toutes le est question de carrés ou d gnes, donnent lieu à une { faces. Exemples :
Le carré construit sur la somme ou sur la
différence de deux lignes, égale la somme des carrés construits sur ces de
uæ lignes, plus où moins deux fois Le reclangle construit avec ces mêmes lignes :
(a+b)2 = E+b+9ab
angle égale Je produit de e l'aire du carré égale le Produit du côté £ Il
8 propriétés où il © produits de liraduction en sur-
Le rectangle Construit avec la somme et la différence de deux lignes, égale la différence des carrés construits sur ces mêmes lignes :
(a+b}(anp)= 8 pe
Le carré constr
uit sur la hauteur d'un triangle reclangle égale le rectangle const»
uit avec les deux Ségments de l'hypoténuse :
= mn
| «rt \re ES)
Le carré construit sur un côté de l'angle droit d'un triangle rec-
langlè, égale le rectangle construit avec la projeclion de ce côlé sur l'hypoténuse, et l'hypoténuse entière :
= an
Lorsque deux cordes se coupent dans un cercle, lerectangle construit
avec les deux segments de l'une égale le rectangle construit avec les deux seyments de l'autre.
Lorsque deux sécantes partent d'un même point hors d'un cercle, le rectangle construit avec la première sécante et sa partie extérieure
EI nr bee gere
Fe Ps
égale le rectangle construit avec la seconde sécante el sa partie extérieure.
Si une langente el une sécante partent d'un même point, le carré
. É D cn Dee oct me a en DO
Construit sur la tangente égale le rectangle construit avec la sécante entière el sa partie extérieure,
a été trian Or relati cure somn deux colé
209, sont e Comp
Dole gle A
Si l deux { ils sont
d'un triangle recclion de ce côlé sur
reclangle construit
» construil avec les
hors d'un cercle, a partie exlérieure
el sa partie exté-
re point, le carré
{ avec la sécante
Proposition VII, — Théorème de Pythagore,
267. Le carré contruit sur l'hypoténuse d'un égale la somme ces carrés construits sur les deux
Soit le triangle rectangle
ABC ; et soient M,PetQ, les I
carrés construits sur les trois << \
côtés, Menons ADI perpendi- «
culaire à CB; menons aussi BI H
et AE, et considérons les deux ANS
triangles ACE et BCH.
Dans l'un et dans l'autre, l'angle en C $e compose de l'angle n augmenté d'un angle droit; les côtés CA et CE du premier triangle égalent l'ESpeC= tivement CH et CB du second, Comme côtés des carrés P et M, Donc ces triangles sont égaux.
Le premier triangle ACE est la moitié du rectangle CEFD où R qui a même base CE et même hauteur CD; le second triangle BCH est Ja Moilié du carré P, qui a même base CH et même hauteur CA.
Donc le reclangle R et le carré P sont équivalents, Comme ayant des moitiés égales, On prouverait de même que le rectangle S est équivalent au carré Q. On a donc R+S où M = P +0,
Donc le carré construit sur l'hypoténuse...
268. Ce théorème est une {raduction en surfaces de la relation qui à élé établie, par les triangles semblables, entre los trois côtés du triangle rectangle (n° 214),
On peut aussi traduire en surfaces les (héorèmes Qui expriment Ja relation entre les trois côlés d’un triangle quelconque (nv 216) : Le carré construil sur un coté opposé à un ctgle oblus ou “tique, égale lu somme des carrés construits surles dei aubres cotés, plus ou Moins deux fois le reclangle construit ave le second coté el la projection du troisième sur le secont.
triangle rectangle autres cotés,
ll I = 0
Proposition VIII, — Théorème.
209. Deux Lriangles qui ont un angle équl Sont entre eux comme les produits des cotés COmnprennent l'angle égal,
Soient ABC et ADF deux triangles ayant l'angle À commun, Menons CF,
Si l'on prend les bases sur la ligne AF, les deux triangles ABC et ACF ont même hauteur:
ils sont donc entre eux comme leurs bases, et l’on a ABC RE AB ACF — 4F
qui
F HEART
à HE at
ne
area
qe msn
Si l’on prend les bases sur AD, les deux triangles ACF et ADF ont ACF AC ADF ” AD En multipliant membre à membre les deux égalités, on a FE RE mn ES se, ou, en simplifiant le premier membre, 4 2 4 ABC = AB x AC ADF AFxAD’
Donc deux triangles qui ont un angle égal...
Proposition IX. — Théorème.
même hauteur; et donnent la relation
ce qu’il fallait démontrer,
270. Deux triangles semblables sont entre eux comme les carrés des côtés ou des lignes homologues.
T Soient T et T’ deux triangles semblables,
Menons les hauteurs homologues À et k'!.
— Toutes les dimensions homologues sont dans L b
A ST (47 un même rapport; ainsi l'on a da
à a h et de même -, = a h
Mullipliant membre à membre ces deux CZ égalités, il vient a __bh _1/obh TT a Oh 1e | Donc deux triangles semblables sont entre eux.
Proposition X. — Théorème.
271. Deux polygones semblables sont entre eux comme les carrés des lignes homologues.
Soient P et P' deux polygones semblables. Décomposons ces deux polygones en triangles respectivement semblables, S et S' T et T', U et U’.
Les triangles semblables étant entre eux comme les carrés des côlés homologues, on a :
du _S me T
Donc
— œoù as SÆETHEU
Ainsi les deux polygones P et P’ sont entre eux comme les carrés de deux côtés homologues «a et a; d’ailleurs, toutes les dimensions homologues étant dans un même rapport, il en est de même de leurs carrés.
Donc deux polygones semblables...
que |
Cr
un r'e
s ACF et ADF ont
tés, on a
premier membre,
comme les carrés oloques.
gles semblables, nologues À et h', 1ologues sont dans
a b 7 = b' | a h me = 77
nembre ces deux
comme les carrés loques.
P' deux polygo- Décomposons ces en triangles resnblables, $ et S' brie étant ne les carrés des , On à :
comme les caroutes les dimenest de même de
LIVRE IV, — SURFACES
du rapport de similitude me
loutes les surfaces partielles l'apport, qui est le Carré du rapport
272, Scolie, 1° Le rapport
2 Dans deux homologues sont
de similitude,
da , “7 C8l le carré au
polygones semblables,
dans un méme
273, Corollaire, côtés sont entre des apolhèmes: e
1° Deux polygones réguliers d'un même nombre de EUX comme les carrés des rayons ou c ar ces polygones sont semblables {no 193),
Deux cercles quelconques sont entre eux comme les Carrés des laÿons, où comme les Carrés des diamètres : car on peut appliquer aux cercles les Propriétés dos polygones réguliers, On a d'ailleurs
identiquement » CN appelant C et C’ deux cercles ayant pour rayons » et »"
omme les carrés
( Ti" el
Tia =
S II, — CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES
Problème I.
274. Transformer Un polygone donné P Par une diagonale CE, on isole un triangle OCDE ; D'. D on mène DD' parallèle à la diagonale CE » et on transporte le sommet D en D”, Le triangle CDE esl rem- Placé par le triangle équivalent GD'E (nv 258, 90 et d), et le polygone On répète cette 0
| lrois côtés, Dans le cas d'un angle rentrant, ç que l’on remplace par CD'E,
EUR triangle équivalent.
a Un côté de moins.
péralion jusqu'à ce que le polygone n'ait plus que
est un triangle extérieur CDE
Problème II.
27, Sur une droite donnée M, Construire un rec
langle équivalent à un reclangle donné ab.
CL Se CELLAILLLL]
2 la dimension inconnue, On doit avoir Mme = ab; d'où m b
\ppelons
RARE PT
D 2-2 don A
Pr es
Are es
Se mr cr PSI
110 ÉLÉM'NTS DE CLOMÉTRIE
La hauteur inconnue + est donc une quatrième proportionnelle aux lrois droites m, a, b,
Si la figure donnée était un earré a+, on chercherait une troisième roportionnelle aux deux droite” m et a,
Problème III.
276. Construtre un carré équivalent à une figure donnée P, 1° Si la figure donnée est un rectangle ab, le côté & du carré équi-
valent doit être tel que l'on ait = «ab, ou T' Il suffit donc de
chercher une moyenne proportionnelle entre les deux dimensions « et b,
2 Quelle que soit la figure donnée, c'est toujours une moyenne proporlionnelle qu'il faut prendre entre les deux lignes dont le produit donne l'aire de la figure, savoir :
Pour un parallélogramme, entre Ia base et la hauteur;
Pour un {riangle, entre la base et la demi-hauteur, ou bien entre la hauteur et la demi-base;
Pour un frapèse, entre la hauteur et la base moyenne;
Pour un polygone régulier ou pour un polygone circonscril, entre l'apothème et le demi-périmètre ;
Pour un cercle, entre le rayon et la demi-circonférence,
3 S'il s'agit d'un polygone quelconque, on le transforme en un triangle équivalent (n° 274), et on est ainsi ramené à an cas déjà mentionné.
Problème IV.
277. Transformer un carré donné a en un rectangle équivalent , et lel que la somme des deux dimensions soil égale à une ligne donnée AB.
Sur cette droite AB, on décrit une demi-circonférence; où mere on un point qu aque de cette droite uue perpendiculaire GH égale au côté du carré donné ; on trace ensuite HD parallèle à AB, et DC perpendiculaire à AB.
Le point C détermine les deux dimensions CA et CB, ou x et y. Hu
%, d'où x: L° — = — ŒUu = 0", a 1? y
Cu 2 nes 919, 220) :
2%, Seclia, Le problème peut aussi être résolu par le calcul. Par
sen
lan
Pre ab [ ed l
Ain nelle ,
quelco duit dc langle
>portionnelle aux
it une troisième
onnée P, | v du carré équi-
Il suftit donc de
» proportionnelle
sions « el b,
à figure donnée ,
oyenne propor-
rendre entre les produit donne or :
‘amme, entre la
ntre la base et base;
ne ;
irconscril, entre
‘ence, anslforme en un 5 à an cas déjà
igle équivalent, > la somme des mensions ne ligne donnée
soil
te droite AB, Ut demi-cire; où mere en lé uuc perpen- 1H égale au cûlé t DC perpendi-
:B, où æ et y.
* le calcul. Par
nombres demandé D — 30 @ + 144 = 0,
Réciproquement, graphiqueme logue peut
219, Transformer un Carré el Lel que la différence r mensions soit égale à | donnée AB,
Un prolonge le côté MA du donné, d'une longueur égale
une
diamètre, on décrit une rence; par le point De On mène la sécante D( base du rectangle dem tie extérieure DI e leur,
Car on a :
280, Trouver deux langles donnés ab et cd,
Prenons « pour l'une des de ab a b dd
= -, ou = cd x CC æ
Ainsi la deuxième ligne
nelle aux trois lignes b, c, d.….
281. Scolie. Le même quelconques ; il suffit duit donne l'aire de chaque figure langle équivalent,
LIVRE exemple, si a = 1/44 ot si AB = 30 dont la somme soit 90, et le 8 sont les racines de lesquelles racine l'équation 2 — 30 » +1 Ut par la construction ci-dessus :
tre résolue de même,
Problème V,
des deux di-
ligne donnée AB; sur AB comme circonfé- Lpar le centre, 4E, qui sera la andé; la parn sera la hau—
Problème VI,
droiles qui soient entre elles c
nr
ux droites demandées :
demandée sera
problème peut être ic coüsidérer les de
IV, — $ RFACES
deux nombres ha ot l'on sait que les deux l'équation du second degré...
$ Sont 24 et 6,
» il s'agit de trouver produit 144,
4 =0 se trouve résolue
; El loute équation ana-
donné «2 en un r
eclangle équivalent .
ligne G carré à la
AD
omme deux rec-
; On doit avoir
Une quatrième proportion-
posé pour doux figures UX dimensions dont le pro- » Comme élant les côtés d'un r'ec-
Problème VII,
hi 282. Trouver deux droites qui soient entre elles comme deux carrés pi donnés a el b?.
il La solution déjà indiquée pour deux rectangles est applicable au Li cas de deux carrés,
N Mais on résout le problème d'une manière plus directe en disposant
hi
à angles droits les côtés « et b, et en menant l'hypoténuse AB, puis la hauteur OC. Les segments » et n sont entre eux comme les carrés a? et be: (ne 215).
Problème VIII, ’ 283. Construire un carré qui soil à un carré donné à dans un , m rapport donné —, Li 11 fi Sur une même droite MN , on porte des longueurs CM et CN égales le é K - É dé Lol 1 SA, 11 ere] $0 "| M rt C It N æœ > H tri ÿ tj aux droites données » et n; sur MN comme diamètre on décrit une de H demi-circonférence; on mène CO perpendiculaire à MN, puis OM et ire fl ON; on porte OA égal au côté du carré donné, et l’on mène AX paral- c \ ji lèle à MN. La longueur OX est le côté du carré demandé. Fe "0 RE 7 / ui : OX OM ne Qie j On a,en ele: > = — - Jai Da Ne 7 EF 284. Scolie. La même construction s'applique au problème général : L Construire une figure semblable à une figure donnée, et qui soil à celle figure dans un rapport donné. Car les figures semblables sont entre elles comme les carrés des dimensions homologues. s Sc Problème IX. nièr 289, Construire un curré égal à la somme ou à lu différence de com deux carrés donnés & et b°. pren
où at
nnme deux carrés est applicable au recte en disposant
B Der
ténuse AB, puis comme les carrés
onné a: dans un
CM et CN égales
tre on décrit une
MN, puis OM et mène AX paralndé,
roblème général :
de, el qui soit à semblables sont JUes.
lu différence de
LIVRE IV, — SURFACES
el D pour côtés de arré égal à la somme des
1° On construit un l'angle droit : l'hypoté carrés donnés ; 2° On construit un triangle
triangle rectangle ayant « nuse æ est le côté du ce Car = qu + be,
rectangle
aVant « pour hyYpoténuse , et
\ pe Ve
b pour l’un des côtés de l'angle droit; lautr Carré égal à la différence des Carrés donné
286, Scolie. La même constr ral: Etant donn figure semblable leur différence.
Carrés des dime
e côlé y est le coté du 85 CAT 72 = us — a,
uction s'applique au problème généées deux figures semblables, Construire une aur deux Premières, Car les figures sembl] nsions homologues,
lroisième el égale à leur somme ou à ables sont entre elles comme les
Problème X.
*287. Par une Parallé déterminer un soi dans un triangle donné.
Supposons que le triangle partiel T' doive être, par exemple, les 2/, du triangle donné.
Sur le côté AC, on décri une demicirconférence ; par le point D, pris aux 2/; de AC, on mène DE Perpendiculaire sur AC: qu point À ,on décrit l’arc EF, et l’on mène FG parallèle à BC,
Le triangle AFG est les 2},
le à l'un des cülés d'un nouveau triangle qui Fapport donné avec le À,
lriangle ABC ou 1
de ABC; car on a:
Re AD OR An. ) 2 m—= \ = \ s a S ATT (nos 270, 221 — 30), AC = 9
andait deux parallèles à ]
Scolie, Si l’on dem a base, menées de manière à diviser lo triangle en trois Parties qui fussent entre elles comme {rois nombres quelconques, 5,3, 7, par exemple, on ferait une première Construction, pour avoir un triangle partiel égal aux 5/ Où au 1/3 du triangle Lotal ; puis une seconde c
Onstruction, indépen-
dante de la première, pour obtenir un triangle partiel égal aux 8/;; du triangle donné.
Problème XI,
288. Exprimer l'aire d'un triangle en fonction des trois côtés, a, b,c AC:
AT
1° Posons.… a+b+c=2p.
Si l'on’ retranche 2c, il vient a+b—e— 2p—2c—92(p—c) De même a—b+c=2(p—b) Et —a4+b+c=2 (p—a) S % 2, On a la relation {n° 216) Be a+e—9 an < = a + ce — b: (a+ ce—b)2 De là ontire n=——— et n='— + y48/ Aa APE / c se) > AOC? — | AE + C2 — b: 2 4 On a aussi h?= ce? — n? — Fi 1:
MK 3 L’aire du triangle a pour expression... S —1/ ah, i d'où 2S=ah, AS=ah:, et 16$ = /Aahe.
Eh Fu Si l’on remplace + par l'expression trouvée plus haut, il vient :
16 S: — (2ac)2— {a + ce — tb):
à = (2ac+a+e—tbr)(2ae—a—ce +1)
= {(a+e}—b]{b—{(a—c}] =(a+c+b)}{(a+ce—b)(b+a—e)(b—a+e) =2p. 2{p—b).2{(p—c).2/p—a)
as Divisons par 16 de part et d’autre, il vient :
Lil S=p(p—a)(p—b{p—e); d'où S=yp{p—a)(p=b) pce) fé Les diverses transformalions qui viennent de se présenter sont des |; applicalions faites à propos, des formules relatives au carré d'une f somme ou d’une différence, et au produit de la somme de deux quan-
Lités par leur différence (211).
a Scolie. 1° Si le triangle est équilatéral, on a 2p=3u, d'où p="
4 , tr = JA [as RE æœ p—a=pb=p—e=;; et S=(/ (5) = 1 =; V3
2 L’aire de l'hexagone régulier en fonclion du côté a est
à Gas = da = 4 S= 7 VI=T- V3
el égal aux 8/;; du
des trois côtés, a,
ah,
s haut, il vient :
| p—c) résenter sont des s au Carré d'une ne de deux quan-
ou 34, d'où p = 9 QT = = . V3 16 4 é à est
EXERCICES SUR LE LIVRE 1Y
Théorèmes à démontrer,
Évaluation des surfaces, — 1. L’aire d'un trapèze égale le Produit de l'an des côtés non parallèles Par sa distance au milieu du côté opposé,
2. L'aire d'un quadrilatère quelconque égale le produit d’une di demi-somme des Perpendiculaires abaissées des sommets Opposés, 8. L’aire d'une couronne polygonale régulière égale Ja demi-somme des deux périmètres multipliée par la différence des deux apothèmes,
L'aire d’une couronne circulaire êge
ale la demi-somme des deux circonférences multipliée par la différence des deux rayons,
5, L'aire d'une couronne circulaire égale l'aire du cercle qui à pour diamètre la corde menée dans le grand cercle tangentiellement au petit.
6, L'aire d'un secteur régulier de couronne polygonale égale la demi-somme des lignes brisées multipliée par la différence des deux apothèmes,
7. L'aire d'un secteur de Couronne circulaire égale la demi-somme des deux arcs multipliée par la différence des rayons,
8. Démontrer directement que deux rec eux Comme leurs bases. En conclure la formule de l’aire du rectangle,
9, Toute droite menée d’une base à l'autre d'un trapèze par le Milieu de la base moyenne, divise la figure en deux trapèzes équivalents,
10. Établir la formule de l'aire du trapèze en le Considérant comme la différence de deux triangles,
11. La droite indéfinie menée par les milieux des b point de concours des côtés non parallèles,
12, Le Parallélogramme qui a pour sommets les mil latère quelconque, est la moitié de ce quadrilatère,
13. Les droites menées des sommets d'un triangle au point de concours des médianes, divisent ce triangle en trois triangles équivalents,
Relations entre les surfaces, — 14, Par un point O pris à volonté dans un triangle quelconque ABC, on méêne des droites AOD, BOE, COF, passant par ee rer que l'on a : D. 0E_ OP les sommets, Démontrer que l’on a : Ant BR CF = |, Onstruits sur les trois côtés d'un triangle recangles que l'on obtient en joignant les sommets lent au triangle rectangle primitif ; 20 Ja somme ôtés de l'hexagone obtenu égale huit fois le carré de l'hypo-
agonale par la
tangles de même hauteur sont entre
ases d’un trapèze passe au
ieux des côtés d’un quadri-
15, P, Q,R, étant des carrés c tangle : 1° chacun des trois tri extérieurs des carrés est équiva des carrés des c thénuse,
16, Lunules d'Hippocrate, — Si, sur les trois côtés d'un triangle rectangle pris comme diamètres, on décrit des demi-circonférences, la somme des surfaces
des deux croissants compris entre les demi-circonférences est équivalente à la surface du triangle rectangle,
17, On donne un demi-cercle ayant AB pour diamètre; d'un point C, pris sur ce diamètre, on élève une perpendiculaire CM jusqu'à la circonférence, et on décrit deux demi-circonférences ayant AC et CB pour diamètres, Démontrer que le demi-cercle AB diminué des demi-cercles AC et CB, égale la surface du cercle äÿant CM pour diamètre,
18, On prend un point C au tiers du diamètre AB d'un cercle , et l'on décrit sur AC et CB comme dianiètres, des demi-circonférences situées de côtés difrérents du diamètre AB, Démontrer que la courbe ACB divise le cercle primitif
RTE
dt LS *
es re ge Br me
PR
ER 1 rte D de Den
RE NT je
en deux parties qui sont dans le ‘apport de 1 à 2, Démontrer que si le point C divisait le diamètre en moyenne et extrême raison, le cercle primitif serait lni. même divisé en moyenne et extrôme raison,
19, La projection d’une droite sur un axe égalc la longueur absolne de cette droite multipliée par le cosinus de l'angle que fait cette droite avec l'axe,
20. L’aire d’un triangle égale la moitié du produit de deux côtés quelconques et du sinus de l'angle compris,
21. Dans un triangle rectangle, 19 un côté quelconque de l'angle droit égale l'hypoténuse multipliée par le sinus de l'angle aigu adjacent; 2° un côté quelconque de l’angle droit égale l'autre côté multiplié par la tangente de l'angle opposé, ou par la cotangente de l'angle aigu,
22. Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux comme les côtés opposés,
23. Le carré d'un côté quelconque d'un triangle égale la somme des carrés ‘des deux autres côtés moins deux fois le produit de ces deux côtés, et du cosinus de l'angle qu’ils comprennent.
24, Dans un triangle, la somme de deux côtés quelconques est à leur diffé. rence, comme la tangente de la demi-somme des angles opposés à ces côtés est à la tangente de la demi-différence de ces mêmes angles,
25. Théorème de Varignon, — Si l’on considère deux côtés consécutifs ABcetAD d'un parallélogramme, la diagonale comprise AC, et un point quelconque © pris dans le plan du parallélograrame, le produit de la diagonale par sa distance au point O, égale la somme des produits des deux côtés AB et AD par leurs distances respectives à ce même point O.
26. Le produit des trois côtés d’un triangle égale sa surface multipliée par le double du diamètre du cercle circonscrit.
27. Deux polygones quelconques circonscrits à un môme cercle sont entre enx comme leurs périmètres,
Problèmes,
1. Quel côté faut-il donner à une table carrée pour que sa surface soit égale à celle d'une autre table qui à 2m25, sur Om80 ?
2. Les deux dimensions d'un champ rectangulaire sont entre elles comme les nombres 2 et5, et la surface est de 4 ares 225, Quelle sont ces dimensions ?
3. Construire un rectangle tel que la différence entre la base ct la hauteur soit de 1 mètre, et la surface de 1 mètre carré,
4. L'aire d'un trapèze est de 144 mètres Carrés; la hauteur est de 8 mètres, et la droite qui joint les milieux des diagonales a 2 mètres, Quelles sont les deux bases ?
5. Calculer l'aire d'un hexagone régulier de 1 mètre de côté,
6. Quel côté faut-il donner à un bassin hexagonal régulier pour que sa surface soit de 100 mètres carrés ?
7. Calculer l'aire du carré inscrit dans un cercle de 1 mètre carré de surface,
8. Quel est le côté du carré inscrit dans un cercle de 1 mètre de circonférence ?
9. Calculer l'aire d'un terrain triangulaire dont les côtés ont respectivement 120m, 98m, et 75 mètres.
10. Étant donné un cercle de 1 mètre de rayon, quel nouveau rayon faut-il prendre pour que la circonférence décrite du même centre divise le premier cercle en deux parties équivalentes ? Quel rayon faudrait-il prendre si l’on voulait que ce premier cercle fût divisé en moyenne et extrême raison ?
11. Quel est le rayon d’un secteur de 180, si la surface est de 18 centimètres carrés ?
12. L'aire d'un secteur est de 12 mètres carrés, et le rayon de 4m60, On demande le nombre de degrés de l'arc,
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Quelle est l'aire du cercle
18. Deux cercles Concentrique Quelle est l'aire de la couronne
19, La surface d'une couronne Circulaire est de 1 môtre Carré, et 1] deux circonférences est de Om95, Quels sont les rayons des deux c
20, Le plan d'une Propriété est dessiné à l'échelle de 1 milli Que sont les surfaces du dessin Par rapport aux surfaces réelles 2
21. Dans un cercle de 1 mètre de rayon On veut transformer ce secteur hauteur, Quelle sera 1a base de ce triangle »
22, Construire une figure qui donne les côtés 3 fois, 4 fois, etc.….., un carré donné,
23. Deux carrés ont respectivement 3 mé côté du carré égal à leur somme, et c
24. Le côté d'un hexagone régulier est de 9 mètres, Quel sera le côté d'an autre hexagone régulier dont l'aire doit être les 4 9 de l'aire du premier ?
25, L'aire d'un terrain rectangulaire est de 58 ares 835, et son périmètre est de 365 mètres, Quelles sont ses dimensions ?
26, Un terrain rectangulaire de 17 ares à 4 largeur, Quelles sont ses dimensions ?
27. Dans les débris d'une enceinte Circulaire, on a mesuré une corde de 12m50, et sa flèche de 275, Quelle était la surface du cercle entier ?
28. Sur un des côtés d'un angle que 1 centimètre que l’on prend pour unit OA représentant un nombre que
Élysées, à Paris, a 55 mètres de
le qui a 1 mètre Carré de surface ?
qui à 1 mètre de Circonférence 2
S ont respectivement pour rayons 6 et 10 mètres, comprise 2 a distance des irconférences ?
mètre pour mètre.
+ On dessine un secteur de 60 degrés, en un triangle équivalent ayant 1 mètre de
des carrés équivalents à 2 fois,
tres et 4 mètres de côté, Calculer le elui du carré égal à leur différence,
3 mètres de plus en longueur qu'en
lconque ©, on porte une longueur OÙ de é. On porte sur l'autre côté une longueur IConque &, On trace UA et l'on reproduit l'angle OUA en OAB par la droite AB qui rencontre l’autre côté en B; à ce point on
fait encore un angle égal à l'angle U, et ainsi de suite, On demande d'exprimer les longueurs OB, OC, OD, OE.... en fonction du nombre «,
29, Les trois hauteurs d'un triangle ont respectivement 12,1 Calculer l'aire de ce triangle, 50, Exprimer l'aire d'un triangle en fonction des trois hauteurs, 31, Construire un triangle, Connaissant les trois hauteurs,
32, Construire un carré, connaissant la somme ou la différence du côté et de la diagonale.
33, Par un point donné dans un cercle, Correspondant à l'arc Sous-tendu soit les 5/19 du cercle entier, , 34, Construire un triangle, connaissant ses angles et sa surface,
35, Inscrire un Carré dans un triangle équilatéral,
36, Le côté d'un triangle équilatéral est a. Exprimer en fonction de « 1 face du carré inscrit dans ce triangle,
37. Sur une droite quelconque on marque deux points A et B distants de 12 mètres, Décrire deux cercles tangents à la droite en A et B,et tangents entre EUX, ct tels que la somme des aires de ces cercles soit de 2: 2m250,
38, Calculer l'aire d'un trapèze en fonction des quatre côtés,
39, La grande diagonale d'un losange à 190 et la petite diagonale es a Côté, On demande l'aire du losange,
10, Etant donné un Carton carré d’un mètre de côté. quatre coins Pour obtenir un octogone régulier ?
41, Quel est Je côté d'un octogone régulier d’un mètre carré de surface ?
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42, Les trois côtés d'untriangle sont donnés : « — 26m, b = 170, ç = 19m, Calculer l'aire d'un triangle qui aurait pour côtés les trois hauteurs de ce triangle, ou les trois médianes, ou les trois bissectrices, ou les trois distances des côtés au centre du cercle circonscrit,
43. Exprimer en fonction du côté les aires des polygones réguliers de 6, 12,8, 10, 5 et 15 côtés.
44. Exprimer en fonction du rayon les aires des polygones réguliers de 6, 12, 8, 10, 5 et 15 côtés.
43, Diviser en parties équivalentes on dans un rapport donné : 10 un triangle par des droites partant du sommet; — 20 un parallélogramme par des parallèles aux côtés; — un trapèze par des droites joignant les deux bases.
46, Par des parallèles à l’un des côtés d'un triangle , diviser ce triangle en trois parties qui soient entre elles comme les nombres 2 05e
47, Aux bases d’un trapèze, mener une parallèle qui divise ce trapèze dans un rap,cort donné.
48. Par un point donné sur le périmètre d'un triangle, mener une droite qui divise ce triangle en deux parties équivalentes,
49. Diviser un triangle en trois parties équivalentes par des droites partant de deux points donnés sur le périmètre.
50, Divisen un quadrilatère en deux parties équivalentes par une droite partant d’un point donné sur le périmètre,
51. Diviser un polygone quelconque en deux parties équivalentes, ou dans un rapport donné, par une droite partant d'un point donné sur le périmètre.
52. D'un point P donné dans une figure quelconque, mener des droites qui divisent cette figure en deux parties équivalentes, où en deux parties qui soient dans un rapport donné,
53, D'un point P donné dans une figure quelconque, mener des droites qui divisent cette figure en 3,4, 5... parties équivalentes, ou en parties qui soient dans un rapport donné,
54, Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une droite perpendiculaire à la base,
55. Diviser un trapèze donné en trois parties équivalentes par des droites parallèles à l’un des côtés non parallèles,
56. Étant donné un point dans l'ouverture d'un angle aigu, construire un triangle ayant l'un des sommets au point donné, et les deux autres sommets sur les deux côtés de l'angle, de manière que le périmètre du triangle soit minimum,
57. On prolonge deux côtés d'un triangle donné au-dessous de la base, de manière que la somme des prolongements soit égale à cette base. Dans quel cas la droite qui joindra les extrémités du prolongement sera-t-elle un minimum ?
58. Étant donné un triangle, trouver sur l'un des côtés le point pour lequel la somme des distances aux deux autres côtés est un minimum.
59. Si un point M se meut sur le diamètre d’un cercle, les deux segments qu'il détermine font une somme constante ; mais le produit de ces deux segments varie, Quand est-ce que ce produit sera maximum ?
60. Si une corde MN tourne autour d’un point fixe O, la longueur de cette corde varie, mais le produit des deux segments OM et ON est constant, Quand est-ce que cette corde mobile est au maximum de sa longueur ? Quand est-elle au minimum ?
61. Démontrer que toute figure non convexe peut être transformée en une autre isopérimètre ct de surface plus grande,
62. De tous les rectangles isopérimètres, quel est le plus grand ?
63. De tous les rectangles équivalents, quel est celui qui a le plus petit périmètre ?
LIVRE IV, — SURFACES
b—=17M, c = 12m, trois hauteurs de ce u les trois distances
64, De tous les triangles isopérimètres, que 4 65, De tous les triangles ayant même surf petit périmètre ?
66, De tous les polygones réguliers isopérimètres côtés, quel est le plus grand? Conclure polygone régulier isopérimètre,
67. De deux polygones réguliers équivalents, mais d'un nombre inégal de côtés, quel est celui qui a le plus petit périmètre ?
68, De tous les triangles formés avec deux côté à volonté, quel est le plus grand ?
69, A un triangle donné, circonscrire le triangle équilatéral maximum,
70, Quel est le plus grand des triangles qui ont même base et même angle opposé à cette base ?
71, Inscrire dans un cercle le rectangle maximum.
72. Construire une figure semblable à une figure donnée une autre figurc donnée,
73. Étant donnés le rayon » d'un cercle, et le côté a d’un polygone régulier de
n côtés, exprimer l'aire de ce polygone, puis l'aire du polygone régulier inscrit de 2n côtés, Appliquer les formules au cas den = 6,
74, Exprimer le côté, le périmètre et la surface de l'hexagone régulier cir- Conscrit à un cercle dont le rayon est r}; puis le côté, le périmètre et la surface du dodécagone régulier circonscrit au même cercle.
75. Étant données les aires » et P de deux polygones réguliers semblables, l'un inscrit et l'autre Circonscrit à un même cercle, exprimer les aires des deux polygones réguliers inscrit et Circonscrit d'un nombre double de côtés,
76, Appliquer au calcul du nombre T les formules du problème précédent, en partant des carrés inscrit et Circonscerit à un cercle de 1 mètre de rayon,
77. Étant donnés l'apothème a et le rayon r d'un polygone régulier quelconque, exprimer l’apothème «° et le rayon r du polygone régulier équivalent, qui a un nombre double de côtés.
78. Appliquer au calcul du nombre + le Partant du carré qui a 1 mètre de côté.
l'est le plus grand en surface ?
ace, quel est celni qui a le plus
, Mais d’un nombre inégal de
réguliers de 6,12,8 que le cercle est plus grand que tout , ad |
s réguliers de 6, 12,
nné : 10 un triangle me par des parallèles bases,
r ce triangle en trois
8 donnés et nn troisième pris
se ce trapèze dans un
, et équivalente à ener une droite qui
+ droites partant de par une droite partivalentes, ou dans né sur le périmètre.
ner des droites qui
IX parties qui soient
ner des droites qui n parties qui soient
une droite perpen-
8 formules du problème précédent, en tes par des droites
igu, construire un 'ux autres sommets ‘e du triangle soit
us de la base, de te base, Dans quel sera-t-elle un mi-
> point pour lequel im. , ieux segments qu’il eux segments varie,
longueur de cette t constant. Quand ir? Quand est-elle
ansformée en une
and ?
le plus petit péri-
va
ser RES
pe
cor don à
ne P
PNR CHARS a LE
L. — DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES
289. Axiome. On peut concevoir une infinilé de plans passant par un point donné dans l'espace, ou par deux points, où par une droite : une porté qui tourne sur ses gonds peut occuper une infinité de posilions,
Proposition I, — Théorème.
290. Par deux droites qui se coupent, on peut l'aire passer un plan, el un seul,
Soient AB et CD deux droites qui se coupeént au point O,
Par la droite AB, on conçoil un plan mobile, pouvant lourner autour de cette droite. Parmi toutes les positions que ce plan peut occuper, il ÿ en a une, et une seule évidemment, dans laquelle ce plan passera par un point quelconque D, pris sur la seconde droite en dehors du point O.
La droite CD, ayant alors deux de ses points dans le plan, y sera lout entière, et les deux droites délerminent le plan. Donc.
GCorollaire, Un plan est déterminé
l° Par deux droites qui se coupent {n° 290) ;
2 Par une droite et un point pris hors de celte droite :
3 Par trois points non en ligne droite, ou par un triangle ; 4° Par deux parallèles (n° 62).
Les lrois derniers cas se déduisent du premier,
Proposition II. — Théorème,
292. L'intersection de deux plans ne peut étre qu'une ligne droite,
En effet, par trois points non en ligne droite on ne peut faire passer qu'un plan; ainsi deux plans distincts ne peuvent se rencontrer que suivant une ligne droite.
293, Définitions, Une droite est perpendiculaire à un plan lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites que l’on peut mener par son pied dans ce plan.
Alors le plan est perpendiculaire à la droite.
Une oblique à un plan est une droite quelconque qui rencontre ce plan sans lui être perpendiculaire,
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Proposition II, — Théorème,
294, Toute droile perpendientiine à deux autres droites menées pur EL
Son pied dans Un plan, est perpendiculaire à ce pli, ‘#0 Soit la droite A1 perpendiculaire |46
aux deux droites PJ et PC menées A }
Par Son pied dans Je plan MN, Il HN
suffit de prouver que celle droite AP AS
est aussi Perpendiculaire à toute sa
aulre droite PD menée par son pied Èe
dans le plan MN.
Prolongeons AP d'une longueur PA" égale à PA, et joignons les points À et A' aux points B,C, D.
La droite BP étant perpendiculaire a milieu de AA',ona
BA = BA
De même CA — CA’, et les deux lriangles BCA et BCA' sont égaux Comme ayant les trois côtés l'espectivement égaux: donc leurs angles en B sont égaux,
Dès lors les deux triangles BDA et en B un angle égal Compris entre par suile DA = JA’,
Donc le triangle ADA' est isocèle, culaire à la base AA’. La droite AP cé qu'il fallait démontrer, Donc...
Remarque, C'est sur ce théorème qu'e
© DA' sont égaux comme ayant
aux; el
des côtés respectivement ég
el la médiane DP est donc perpe
O8Ù perpendindiculaire à PD,
st basé l'usage de
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EC TS LE Tree
lois branches Pour mener des perpendiculaires aux plans ; branche est Pérpendiculaire au plan des deux autres,
chaque
Proposition IV. — Théorème,
295, Par un point donné, on peut mener un plan perpendiculaire À une droite donnée, et on ne peut en mener qu'un,
le Sile point donné P est sur la droite AA’, on mène par 6e point, el dans des directions différentes, deux Perpendiculaires PB et PC à la droite AA’, Celle droite AA!’ est perpendiculaire au plan M déter- Miné par le: deux droites PB et PC (n°294), et le Plan M est, à son tour, Pérpendiculaire à la droite AA’,
Lt
| }s Ce plan est le seul que l'on puisse mener perpendiculairement à AA' ï par le point P ; car si l'on en supposait un second NG (2e figure ), on
di mènerait par AA’ un plan quelconque AD, dont les intersections PB 10 et PG avec les plans M et N seraient perpendiculaires à AA’, ce qui # est impossible {n° 22), d (+ 2 Supposons que le point soit donné hors de la droite, et soit B ce ex re point (1 figure). Menons BP perpendiculaire à AA', puis dans une ; bé autre direction, nenons PC perpendiculaire à AA’, Le plan M déterminé l on par les deux droites PB et PC est per- ha eh pendiculaire à la droite AA’, puisque c V4 celle droite est perpendiculaire aux poi LLe deux droites PB et PC menées par son pai " pied dans ce plan (nos 293 et 294). 1 É; Ce plan est le seul que l'on puisse ave ! mener perpendiculairement à AA’ par lair 4 le point B; car si l’on en supposait un pla: k second BN , on pourrait mener par AA glis ! un plan quelconque AD, dont les in- de gt lersections BP et BH avec les plans M be dis et N seraient perpendiculaires à AA, en / 4 L: ce qui est impossible {n° 36). Donc... 90 p . \ AC roposition V. — Théorème, # 296. Les perpendiculaires menées dans tous les sens en un méme 2 point d'une droite donnée, sont dans un même plan perpendiculaire Yi à celte droite, ra Soit MN un plan mené par le point P perpendiculairement à la 1m droite AA’, Si l'on supposait qu'une droite PC, menée par le point P perpendiculairement à AA’, fût en dehors du plan MN, on mènerait, par les droites AA" et PC, le plan AD, dont l'intersection avec MN serait une le ple
droite PB différente de PC.
laire
diculairement à AA' ING (2e figure), on
es intersections PB aires à AA, ce qui
droite, et soit B ce AA’, puis dans une nons PC perpendiplan M déterminé s PB et PC est perlroite AA’, puisque erpendiculaire aux PC menées par son nos 293 et 294),
eul que l’on puisse irement à AA par on en supposait un ‘rait mener par AA e AD, dont les in- H avec les plans M ndiculaires à AA,
sens en un méme in perpendiculaire
diculairement à la point P perpendi-
à mènerait, par les avec MN serait une
laire à la droite EF, c
LIVRE V, — GÉNÉRALITÉS SUR LES DROITES pr LES
AP, perpendiculaire au plan MN, dans ce plan, 1} ÿ aurait donc, sur
l'est aussi à la droite PB mente un même plan AD, deux perpen-
diculaires PB et PC en un même point P de Ja droite AA’, ce qui esl Impossible, Donc...
297. Scolie, Le plan indéfini mené Perpendiculairement au milieu d'une droite est Le lieu géométrique des
8 points équidistants des deux ealrémilés de cette droite,
Proposition VI, — Théorème,
298. Par un point donné, on peul mene laire à un Plan, et on ne Soit M le plan donné pourra être donné sur le par exemple, ou ho 1° Prenons un plan auxiliaire M’, avec une droite A'P' perpendiculaire à ce plan, et transportons le plan M' sur le plan M, en faisant glisser M' de telle sorle que la droite A'P' passe Parle point donné, P ou A, Alors A'P" transportée en AP, sera perpendiculaire au plan M.
2 On ne peut SUPposer, par le même point A AC perpendiculaires au plan M; car si l'on mène
r une droite Perpendieupeul en mener qu'une,
; le point plan, en P rs du plan, en A,
, deux droiles AB et » Par ces deux droites,
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le plan GF, chacune des deux droites AB et AC
serait perpendicu- € qui est impossible, Donc.
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Proposition VII, — Théorème,
299, Si d'un poin! pris hors d'un plan, on mône à ce plan une perpendiculaire et différentes obliques :
1 La perpendientuire est plus courte que toute oblique ;
2 Deux obliques dont les pieds s'écartent également du pied de lu perpendiculaire sont équles ;
3 De deux obliques, la plus longue est celle dont le pied s'écarle le plus du pied de la perpendiculaire,
1° Soit, AP une perpendiculaire, el AB une oblique; AP perpendiculaire au plan M, l'est aussi à la droite PB menée par son pied dans ce plan ; donc le triangle APB est rectangle en P, et AP est plus petit que AB.
2 Soient les obliques AB et AC telles que l'on ait PB=PC; les triangles rectangles APB et APC sont égaux comme ayant en P un angle égal compris entre des côtés respectivement égaux; donc AB = AC...
3 Soient deux obliques AB et AD telles que l'on ait PB ZPD: si l’on prend PC égal à PB, l'oblique AC est égale à AB; mais AC est plus petit que AD; done AB < AD... Donc...
300, Corollaires, 1° Si deux obliques partant d'un même point sont égales, leurs pieds sont également distants du pied de lu perpendiculaire ;
2 Si deux obliques parlant d'un méme point sont inégales, le pied de lu plus longue est plus éloigné du pied de la perpendiculaire :
3% D'un point à un plan, on peut mener un nombre indéfini d'obliques égales, et le lieu des pieds de ces obliques est une circonférence qui a pour centre le pied de la perpendiculaire
4 Les obliques égales menées d'un méme point font des angles égaur avec la perpendiculaire qui part de ce méme point; ë
J La distance d'un point à un plan est donnée par la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ;
Go La plus courte ligne possible d'un point à un plan est perpendiculaire à ce plan,
Proposition VIII. — Théorème des trois perpendiculaires,
301. Étant données : une première droile AP perpendiculaire à un plan M, une seconde droite PB menée dans le plan par le pied de la première, el une lroisième droite CD menée dans le plan perpendiculairement à la seconde:
Si l’on joint un point quelconque de la première ligne au point de rencontre des deux aulres, la droite AB ainsi mono ps perpendiens laire à la troisième ligne donnée CD *.
* En supprimant les lettres, on aura un énoncé général qu'il est bon de retenir,
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n ail PB<PD; si à AB; mais AC est
n méme point sont | de la perpendicu-
! sont inégales, le de la perpendicu-
, nombre indéfini es est une circonaire;
t des angles éqaur e par la longueur lan ;
} plan esl perpen-
pendiculaires.
‘pendiculaire à un » par le pied de la Le plan perpendi-
ligne au point de
> pt norpend
’il est bon de retenir,
LIVRE V, — GÉNÉRALITIS SUR LES DROITES Portons des dist BD, et joignons Je points C et D, Dans la ligure CPD, Je et PD sont égales AG et AD Je 80 CAD est donc isocèle, \B est perpendiculaire Ce Qu'il fallait dé
ances égales BC et 8 points À et P aux
8 obliques PC ; donc les obliques nt aussi: Je triangle el la médiane à la base CD, M
montrer, Done...
ÿ Il, — DROITES ET PLANS PARALLÈLES 902, Définitions, Une droile el Un plan sont parallè longés indéfiniment silsne Peuvent se rencontrer, Deux plans sont parallèles lorsque, prolongés ind Peuvent se rencontrer, I résulte de ceg di droite lracée
finiment, ils ne finitions «
[ue si deux } sur l'un de
ans sont parallèles ces der Plans est
,lonte Parallèle
à l'autre Plan, Pr position IX, — Théorème.
au point donné
» ON peul mener une
ne droite donnée,
mener qu'une.
Soit À Je point donné, et RC la droite donnée: Le point À el Ja droite délerminent 1. plan BD; or, plan, on peut mener une parallèle à BC
303, P dans l'espace
parallèle à
el on ne peut en
dans ce » Par le point A, » el l'on ne peut e
R mener qu'une. Done...
Proposition +, — Théorème.
9304, Si deux
ces droites est pr Soient Je
droites SONT parallôlos trallèle à l'autre, S parallèles AB ot CD, par la droite CD, 1] faut prouver
, tout Plan mené par une de
el soit M un pl
an quelconque mené que la droite AB ne Peut rencontrer Je B plan M, D'après Ia définition des lignes parallèles, les droites AB et CD appartiennent
à un même plan AD, Prolongée indéfiniment, la droite AB ne pour:rail sortir du plan AD; cette droite ne plan M sans rencontrer en même Le possible, Done.
voir
Pourrail donc re MpS la droila CD
ncontrer le : CE Qui est im- Corollaire, Pur
UN point donné Une infinité de
dans l'espace plans parallèles
» ON peul conce- S à une droile
don née,
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ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE Proposition XI. — Théorème.
306. Si une droile et un plan sont parallèles, tout autre plan mené par la droite coupera le premier plan s'tivant une parallèle à la droite donnée, (Figure ci-dessus.)
Soit la droite AB parallèle au plan M, et soit AD un plan quelconque mené par la droite et rencontrant le plan M suivant CD. Prouvons que les deux droites AB et CD sont parallèles.
Ces deux droites AB et CD sont dans un même plan AD: et la droite AB ne pourrait rencontrer CD sans rencontrer en même temps le plan M auquel elle est parallèle, Donc.
Proposition XII. — Théorème.
307. Si deux droiles sont parallèles, lout plan parallèle à l'une d'elles est parallèle à l’autre.
Soient les deux parallèles AB el CD , et soit M un plan parallèle à AB, Il faut prouver que ce plan est parallèle à CD,
Par les deux parallèles données, menons le plan AF ; l'intersection EF est parallèle à la droite AB (ne 306); or, dans un même plan, deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles {n° 67, 2); donc EF est parallèle à CD, et le plan M, qui contient la droite EF, est aussi parallèle à CD (ne 304). Donc...
Proposition XIII. — Théorème.
308. Étant donnés une droite et un plan parallèles, si l’on mène une parallèle à la droite par un point quelconque du plan, la ligne ainsi tracée sera tout entière dans le plan.
Soit la droite AB parallèle au plan M, et soit C un point quelconque de ce plan. :
Par la droite AB et par le point C, menons le plan ABC ; l'intersection CD des deux plans est parallèle à la droite AB {n° 306); or, par le point C, il ne peut y avoir qu’une seule parallèle à la droite AB (ne 303). Donc la droite menée par le point C parallèlement à AB est tout entière dans le plan M, ce qu'il fallait démontrer. Donc...
Proposition XIV. — Théorème.
309. Toute droite parallèle à deux plans qui se coupent, est aussi parallèle à leur intersection.
Soil la droite AB parallèle à chacun des plans M et N. Il faut prouver que l'intersection CD de ces deux plans est parallèle à AB. Si par un point quelconque C pris sur l'intersection des deux plans,
que rallé
Pi poin \D | elun par |
Le:
deux n° 3 seclio droite
ne.
tout autre plan mené ne parallèle à la droite
it AD un plan quel- M suivant CD. Prouèles.
ième plan AD; et la ntrer en même temps
me.
lan parallèle à lune
ux parallèles AB et n plan parallèle à AB.
que ce plan est paral-
parallèles données, AF ; l'intersection EF a droite AB (ne 306); à une troisième sont parallèle à CD, et le allèle à CD (ne 304).
me.
allèles, si l’on mène ue du plan, la ligne
AB parallèle au plan in point quelconque
AB et par le point C,
ABC ; l'intersection ins est parallèle à la 06); or, par le poinl droite AB {ne 303).
nent à AB est tout , Donc...
ne, se coupent, est aussi M et N. Il faut prou-
parallèle à AB, ction des deux plans,
LIVRE V, — GÉNÉRALITÉS SUR L
on mène une droite Parallèle à AB,
tière dans chacun des deux plans M et N fond avec l'intersection CD, Donc
: €l ainsi cette droite se con-
Proposition XV. — Théorème,
310, Lorsque deux plans que rallèles, se rencontrent, droites.
Soient les deux plans M et N, menés par les droites parallèles AB et CD ; démontrons que leur intersection EF est parallèle aux deux droites AB et CD.
Les deux droites AB et CD étant parallèles, chacune d’elles est parallèle au plan mené par l’autre (ne 303); ainsi la droite AB est parallèle au plan N; donc
le plan M ment par AB coupe l'autre Plan suivant une droite parallèle à AB {no 906),
lconques menés par deux droite
S paleur intersection
est parallèle à ces deux
Pour la même raison CD est parallèle à EF, Donc...
Proposition XVI. — Théorème,
311, Deux droites parallèles & une lroisième dans l'espace sont parallèles entre elles.
Soient AB et CD deux droites Parallèles à EF ‘ue ces deux droites AB et CD sont parallèles entre elles.
Prenons sur Ja première droite un point quelconque A ; menons un plan \D par la droite CP et par le point A eUun autre plan AF par la droite EF et par le même point A.
Les deux droites CD et EF étant deux plans AD et AE est parallèle à chacune des droites CD et EF n° 510); mais la droite AB est donnée parallèle à EF; donc linterseclion des plans AD et AF se confond avec AR (n° 303); ainsi cette droite AB est parallèle à CD, ce qu'il fallait démontrer, Donc...
; NOUS allons prouver
Jarallèles l'intersection des ,
ES DROITES ET LES PLANS
celle droite se {rouve tout en-
Proposition XVII. — Problème.
312. Par un point donné mener un plan parallèle à deuæ droites données.
Soit P le point donné, et soient AP et CD les deux droites données; pour plus
de généralité supposons que ces droites ce ne se coupent pas. n Par le point P,on peut mener les droites AB" et C'D' respectivement pa- lè rallèles aux droites données AB et CD il (n° 303); or si deux droites sont paral- A lèles, tout plan mené par l’une d'elles est parallèle à l’autre (n° 307); done le un plan MN, déterminé par les droites A'B' et CD", est parallèle à cha- ap cune des droites AB et CD... N elh Proposition XVIII. — Problème. I 313. Par une droite donnée, mener un plan parallèle à une autre droite donnée, 4 3 Soit à mener, par la droile AB, un son plan parallèle à la droite CD. S Par un point quelconque O ,‘pris sur lèle:
AB, menons C'D' parallèle à CD; le plan Me MN déterminé par les deux droites AB Ci el C'D' est parallèle à CD (n° 307)... AD, Scolie, L'angle de deux droites qui ne se rencontrent: pas est l’angle res formé par l'une de ces droites, et une parallèle menée à l'autre par para un point quelconque de la première. L’angle AOC est l'angle des deux droites AB et CD, al loi, Proposition XIX. — Théorème. sées mèn 314. Deux plans perpendiculaires à une méme droite sont parul- = lèles, or da Soient M et N deux plans perpendiculaires à la droite AB. CH : deux À sième ME J18, lun es Soie Si l'on suppose que ces plans se rencontrent, il ÿ aura, par un diculai
ne,
ulèle à deux droites
nné, et soient AB et données; pour plus sons que ces droites
on peut mener les respectivement padonnées AB et CD droites sont paralné par l’une d'elles e (n° 307); donc le est parallèle à cha-
ne.
ile donnée, mener t une autre droite
* Ja droite AB, un oite CD,
conque O ‘pris sur allèle à CD ; le plan s deux droites AB à CD (n° 307)...
rent'pas est l’angle ienée à l’autre par JC est l'angle des
droile sont parul-
oite AB.
l v aura, par un
même point O, pris sur leur ON perpendiculaires à une même droite (no 295), Donc.
Proposition XX, — Théorème,
915. Si deux plans parallèles sont Coupés par un troisième plan, les Pintersections sont parallèles,
Soient M et N deux plans parallèles coupés par un troisième plan P ; il faut prouver que les intersections AB et CD sont parallèles,
Ces droites AB et CD sont dans un même plan P, et, de plus, elles appartiennent aux deux plans M et N qui sont donnés parallèles, donc elles ne peuvent se rencontrer,
Donc...
Proposition XXI, — Théorème, 4 316. Deux droites sont égales,
Soient AB et CD deux droiles parallèles comprises entre les plans parallèles Met N.
Ces deux droites déterminent un plan AD, dont les intersections AC et BD avec les deux autres plans sont parallèles (n° 315); la figure ABDC est donc un Parallélogramme, et l'on a AB — CD, Donc...
317. Scolie, Deux droites quelconques AC (rois plans parallèles M,N,P, sont divi.
sées dans un méme rapport. Car si l’on mêne AH parallèle à DF, où a
AG=DE, GH=Er (no 316); or dans le triangle ACH, les lignes BG et CH sont parallèles comne intersections des deux plans parallèles N et P par un troisième plan ACH ; on a donc AB_BC AB __ BC AG = GE: Sen
Parallèles comprises entre deux plans parallèles
Der ©
et DF comprises entre
Proposition XXII, — Théorème.
918, Si deux plans sont parallèles, toute droite Perpendiculaire à lun est aussi Perpendiculaire à l’autre, Soient M et N deux plans parallèles
» £ soit AB une droite perpendiculaire au premier plan M. Pour
démontrer que celle droite AB est
RE
perpendiculaire au plan N, il suffit de prouver que AB est perpendi- Culaire à Loute droite DF menée de son pied dans le plan N.
Par les droites AB et DF, menons le plan CF; les intersections CE et DEF sont parallèles (n° 315); la droite AB, perpendiculaire au plan M, l'est aussi à la droite CE menée par son pied dans ce plan, et par suile à la droite DEF parallèle à CE.
Le même raisonnement peut se répéter pour toute autre position de la droite DF:; done AB est perpendiculaire au plan N, ce qu'il fallait démontrer, Done.
Corollaire. Les perpendiculaires comprises entre deux plans parallèles sont égales, et mesurent lu distance des deux plans.
Proposition XXIII, — Théorème.
319. Deux plans parallèles chacun à un troisième sont parallèles entre eux.
Soient les deux plans M et N, parallèles chacun au plan P. Si l'on mène une droite AB perpendiculaire au plan P, cette droite est aussi perpendiculaire aux plans Met N (n° 318).
Les deux plans M et N sont donc perpendiculaires à une même droite AB, et par conséquent parallèles entre eux (n° 314).
Proposition XXIV. —: Théorème.
320, Deux angles qui ont les côtés respectivement parallèles sont égaux ou supplémentaires, el leurs plans sont parallèles.
1° Soient À et D deux angles qui ont les côlés parallèles chacun à chacun.
Portons sur les côtés des longueurs égales AB et DE, AC et DF,.
Les quadrilatères AE et AF sont des parallélogrammes, chacun d'eux ayant des côtés opposés égaux et parallèles ; ainsi AD est égal el parallèle à BE, et à CF; donc le quadrilatère CE est luimême un parallélogramme, et BC égale EF.
Dès lors, les triangles ABC et DEF sont égaux comme ayant les côtés respectivement égaux, et l'angle À de l’un égale l'angle D de l’autre, ce qu'il fallait démontrer.
Si, avec l’angle D, on prend l'un des angles obtus formés en A, les deux angles considérés sont supplémentaires,
2 Soit M le plan déterminé par les côtés de l'angle A ; par le point
ple le tive Q, faut est rallè lient para mêm au p Dè coup:
l'une Sol el soit Pou laire à les po ques I Comme lèles (1 aussi, La d bled da
ue AB est perpendi- F menée de son pied
DF, menons le plan E et DEF sont paral- AB, perpendiculaire la droite CE menée an, et par suile à la peut se répéter pour L perpendiculaire au
> deux plans paral- > plans.
ne.
llèles chacun à un entre eux,
Met N, parallèles on mène une droite lan P, cette droite aux plans M et N
ont donc perpendie AB, et par consé- (ne 314).
ent parallèles sont rallèles.
arallèles chacun à
ûtés des longueurs CG et DEF,
AE et AF sont des hacun d'eux ayant aux et parallèles; parallèle à BE, et ilatère CE est luiamme, et BC égale
comme ayant les igale l'angle D de
s formés en A, les
le À ; par le point
PS
Si deux plans sont
plans qui se Coupent, les intersections
Soient les plans M et N, respec— tivement parallèles aux plans P et Q, qui se Coupent suivant CD. 1!
laut prouver que l'intersection AB est parallèle à CD.
Les deux plans M et p étant pa- 'allèles, la droite AB, qui apparlient au premier de ces plans, est parallèle au second (ne 302); de même les plans N et Q étant parallèles, la droite au premier de ces plans, est parallèle au second,
Dès lors la droite AB, parallèle aux deux plans P 6 Coupent, est parallèle à leur intersection {no 309)
especlivement parallèles Sont parallèles.
à deux autres
AB, qui appartient
t Q qui se . Donc...
Proposition XXVI. — Théorème.
322, Si deux droites sont parallèles, l'une est aussi perpendiculaire à l'autre.
Soient AB et DE deux droites parallèles et soit M un plan perpendiculaire à AP.
Pour prouver que ce plan est perpendiculaire à DE, menous, dans le plan M, et par les points B et E, deux parallèles quelconques BC et EF, Les angles B et E sont égaux Comme ayant Les côtés respectivement parallèles { ne 320); et puisque B est droit, E l'est
aussi,
tout plan Perpendiculaire à
La droite DE étant perpendiculaire à
toute droite menée par Pied dans le plan M est perpendiculaire à
son ce plan, Donc.
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Proposition XXVII. — Théorème.
923, Deux droites perpendiculaires à un méme plan sont parallèles entre elles,
Soient les deux droites AB et DE perpendiculaires au plan M.
(Figure précédente.)
Si par le point E on mène une droite parallèle à AB, cette droite est, comme AB, perpendiculaire au plan M {n° 322), et se confond. par conséquent, avec ED (n° 303); ainsi DE est parallèle à A1, Donc...
$ III — ANGLES DIÈDRES
Définitions.
324. On appelle angle dièdre l'ouverture comprise entre deux plans qui se rencontrent.
Ces deux plans sont les fuces du dièdre, et leur intersection en est l'aréte,
Un angle dièdre se désigne par son arête, ou bien par ses faces et son arêle; la désignation de l’arête étant placée au milieu. On dit l'angle dièdre AB, ou le dièdre MABN.
025. L'angle plun correspondant à un angle dièdre est l'angle formé par deux droites menées dans les deux faces perpendiculairement en un même point de l’arête, -
L’angle dièdre MAEN a pour angle plan l'angle DCE.
L'angle plan d'un dièdre est déterminé par les intersections des deux faces du dièdre avec un troisième plan P mené perpendiculairement à l’arête.
L'angle plan d'un dièdre est le même à quelque point de l’arête qu'on le construise,
326. Un angle dièdre est droit, oblus ou aigu, selon que l'angle plan Correspondant est lui-même droit, obtus ou aigu,
Deux plans sont perpendiculaires l'un à l’autre lorsqu'ils forment des dièdres droits,
Proposition XXVIII. Théorème.
927, Deux dièdres égaux ont des angles plans égaux ; et réciproquement, deux dièdres qui ont des angles plans égaux sont égaux. 1° Soient AB et A'B' deux dièdres égaux, et soient C et C' leurs angles plans.
Soi plans, Adn soit cc cond ; aura Men vision « déterm ces dièc
dièdres
ème.
e plan sont parallèles
ires au plan M.
récédente.)
le à AB, cette droite 322), et se confond, est parallèle à A,
ES
rise entre deux plans
les fuces du dièdre, est l’aréte,
signe par son arête, son arêle; la déant placée au mitre AB, ou le dièdre
: dièdre est l'angle tes menées dans les iculairement en un É—
AEN a pour angle
à dièdre est détertions des deux faces isième plan P mené à l’arête,
lièdre est le même arêle qu'on le con-
lon que l'angle plan
lorsqu'ils forment
ne.
égaux ; el récipro- D Sont égaux,
ent C et C' leurs
LIVRE V, — GÉNÉRALITÉ
Les deux dièdres étant égaux Peuvent coïncider
3 sur son égal A’B', de manière que l'arête AB coïncide avec AB’, etle point C avec (}, Les droites CF et C'E" Colncident, comme élant dans un mème plan, et Perpendgiculaires en un même point de la droite A'B'; et il en est de même des deux droites CHI el C'H', Ainsi les angles plans C et C' sont égaux,
2 Soient AB el A'B' deux dièdres ayant leurs angles plans C et (” égaux, Ces angles plans FCH et FC'H! déterminent des plans DU Perpendiculaires aux arêles AB et AB,
Transportons Ja première figure sur la seconde, de manière que le plan AM soit sur AM’, l'arête AR sur AB, et le point C sur (”, Les deux plans FCH et E'C'Hr Coïncident, Comme étant Pérpendiculaires en Un même point de la droite A°B'; ainsi CF se confond avec CE", el CH avec CH; donc les plans ABN et A'B'N' coïncident, puisqu'ils
Passent par les mêmes droites A'B' el C'H'; et les deux dièdres sont égaux. Donc...
Proposition XXIX, — Théorème,
Le rapport de de
U& angles dièdres est le leurs angles plans.
même que celui de
Soient M et N deux dièdr plans.
Admettons que c
es quelconques, Ar et DEF leurs angles es angles plans aie soit contenue 3 fois exactement dans | cond; ces angles seront entre eu angle ABC 3
angle DEF 8
Menons des plans par les arêtes BM et EN et par vision des deux angles plans ; les
déterminent des dièdres égaux
nt une commune mesure, qui 6 premier, et 5 fois dans le se- X Comme les nombres et 5, et l’on aura
les lignes de diangles plans partiels élant égaux, ils
(n° 327); mais l'angle M contient 3 de angle N en contient 5; donc dièdres considérés sont e
ces dièdreg égaux, et 1 N=g: Ainsi les L Le rs angles plans,
n're eux comme leu
$ SUR LES DROITES gr LES PLANS 133
* porlons le dièdre
Cette démonstration est applicable, quel que soit le rapport que l'on suppose entre les angles plans. Donc...
329. Corollaires. 1° Un angle dièdre quelconque a la même mesure
que l'angle plan qui lui correspond.
2 Deux dièdres opposés par l'aréte sont S égaux; car si AB et CD sont obtenus par NN I une section perpendiculaire à l'intersection OE, les dièdres opposés correspondent à des angles plans égaux comme opposés par le sommet,
d Deux dièdres adjacents dont les faces extérieures forment un même plan sont supplémentaires; réciproquement, si deux dièdres adjacents sont supplémentaires, leurs fuces extérieures sont duns un même plan (nes 29 el 31).
4e La somme de tous les dièdres que l'on peut former autour d'une même droite est égale à 4 angles droils (ne 30, 3%),
üo Lorsque deux plans se coupent de manière que l’un des dièdres soit droit, les trois autres le sont aussi (no 30, 4),
Ge Si un premier plan esl perpendiculaire à un second, celui-ci est perpendiculaire au premier (ne 30, 5),
7 Le plan bissecteur d'un dièdre esl le lieu géométrique des points équidistants des deux faces de ce dièdre [ne 61, >),
8 Si deux plans parallèles sont coupés par un troisième, ces plans forment :
Des dièdres correspondants égaux,
Des dièdres allernes-internes égaux,
Des dièdres alternes-exlernes égaux,
Des dièdres intérieurs d'un méme côté, dont la somme est égale à deux dièdres d'oits (ne 71).
9% Deux dièdres qui ont les faces respectivement parallèles ou perpendiculaures sont égaux, ou supplémentaires {n° 77).
Proposition XXX. — Théorème.
330, Si par l'aréte d'un dièdre oblus, on mène deux plans respectivement perpendiculaires aux deux faces de ce dièdre, le dièdre aiqu oblenu sera supplémentaire du dièdre donné.
Soient les deux dièdres AOIB et COID, ayant même arête OI, et tels que la face AT soit perpendiculaire à DI , et la face BI perpendiculaire à CI.
Supposons les droites OA, OB, OC, OD, obtenues par une section faite perpendiculairement à l'arête OI: l'angle aigu AOB et l'angle obtus COD sont supplémentaires, comme ayant les côtés respectivement perpendiculaires (n° 78, 2) ;ilen sera de
que pen
aux ais deu)
dicul la dre miné
394, laire « Soit
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De
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ntre oux Comme les
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respondent, Dans |
a troisième figure il égaux, comme
Ci-des= ayant los côtés
l'especlive- Proposition XXXI, — Théorème,
332, Siune droite et un plan sont Perpendicutlaires par la droite est Perpendiculaire au Premier plan,
Soit la droite AP Peérpendiculaire au plan M, et soit BD un plan quelconque mené par AP. Menons, dans Je plan M, la droite PE perpendiculaire à CD.
La droite AP, perpendiculaire au plan M,e aux deux droites CD et PE qui passent par aiusi l'angle AI
deux plans sont
, {out plan mené
sl aussi Perpendiculaire
SOn pied dans ce plan:
on Ï G L E, qui est l'angle des deux
est l’ plans, est droit, et les Pérpendiculaires l’un à l'autre, Done...
GCorollaire. Pour mener
diculaire à un Plan donné M, la droite, une
Par une droite AR on abaisse d'un poin perpendiculaire AC au plan donné; miné par ces deux droites, est pe
, Un plein perpen- | quelconque À de
le plan BC, déterrpendiculaire au plan M,
Proposition XXXEI — Théorème,
334. Si dans une face d’un dièdre droit, on mène laire à l'aréte, cette droite est Perpendiculaire à l'aut
une perpendicu- Soit ACDE un dièdre droit, et soit AP pe
e face du dièdre, rpendiculaire à l'arête CD.
RE
FRS
œ SRE Ra Ur
droit, son angle plan l’est aussi; ainsi AP est perpendiculaire aux deux droites CD et PE, et par suite à leur plan CE, Donc...
Proposition XXXIII. — Théorème,
395. Deux plans étant perpendiculuires Lun à l'autre, si, par un point du premier plan, on mène une droite perpendiculaire au second, celle droite est tout entière dans le premier plan,
Soient M et N deux plans perpendiculaires l’un à l’autre, et soit À un point quelconque du premier plan,
Si, dans le plan M, on mène Al perpendiculaire à l'intersection Ch, celte droite AP est perpendiculaire au plan N {n° 334); or, du point A, on ne , eut mener qu'une perpendiculaire au plan N; ainsi la perpendiculaire abaissée du point À sur le plan N se confond avec AP. Donc...
336, Corollaire, Si deur plans sont perpendiculaires à un troisième, leur intersection est aussi perpendiculaire à ce troisième plan.
Car si, d’un point quelconque de l'intersection des deux premiers plans, on abaisse une perpendiculaire sur le troisième plan, cette perpendiculaire doit se trouver sur chacun des deux premiers plans; elle se confond donc avec leur intersection.
397. Définitions, On appelle projection d'un point sur un plan le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan,
La projection d'une fiqure quelconque sur un plan est l’ensemble des projections des différents points de cette figure sur le plan.
Dans le plan CDE, menons PE perpendiculaire à CD, Le dièdre étant
av pie
au fau moi AB BB’ don BB' l'esp BAI
Don
droit
On la dr nant droit,
CD, Le dièdre étant
erpendiculaire aux E, Done...
me.
l'autre, si, par un endiculaire au sest lout entière dans
ux plans perpendiitre, et soit À un u premier plan,
\ M, on mène Al l'intersection Ch, perpendiculaire au er qu’une perpensée du point À sur
laires à un troice lroisième plan,
es deux premiers sième plan, cette x premiers plans;
uw sur un plan le > plan.
an e5t l’ensemble sur le plan.
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Proposition XXXIV, — Thécrème,
98. La projection d'une droite sur un plan est une ligne droile,
Soit AB une droite à projeter sur le plan M, Par Ja droite AB, menons un plan AR perpendiculaire au plan M n° 333); si l'on projette sur le plan M An point quelconque E de la droite, la ligne projetante EE’ est tout entière dans le plan AP perpendiculaire au plan M {n° 335); et ainei la projection E' du point E est sur la droite AB’, qui e Donc...
st l'intersection des deux plans.
999, Scolie, Une droite quelconque el sa
brojeclion sur un plan sont dans un méme
plan perpendiculaire qu plan de Projection.
Proposition XXXV, — Théorème,
340, L'ungle que fait une droile avec est moindre que l'angle qu'elle fuit avec loule autre droite menée par son pied dans re plan,
Soit AB une droite quelconque, AB sa projection sur le plan M ,et AC une autre droite menée dans le plan ; il faut prouver que l'angle BAB' es moindre que BAC, Portons la longueur AB" sur AC, et menons la droite BC, BB" est perpendiculaire au plan M; donc BC est une oblique; par suite BB'<£BC, Dès lors les deux triangles BAR et BAC ont deux côtés respectivement égaux, et le troisième BB < BC ; donc l'angle BAD’ est plus petit que BAC (ne 51),
Donc...
S4 projeclion sur un plan
311, Définition, On “ppeile angle d'une
droile et d’un plan l'angle que fait cette droite avec sa projection sur le plan. Un lrouve cet angle en prolongeant la droite jusqu’au plan, ou bien en menant, par un point quelconque de Ja droite, une parallèle à sa projection.
Proposition XXXVI, — Théorème,
342, Entre deux droites
quelconques données dans l'espace peul mener
#Re perpendiculaire commune, el une seule ; pendiculaire est la plus courte distance Soient AB et CD deux droites quelc ar la droite CD monons ]
» ON et celle perdes deux droites.
onques données dans l'espace, € plan M parallèle à l'autre droite AP
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(n° 113), et projetons AB sur ce plan M {n° 999); par le point C, rencontre de la droite CD avec la projection de AB, menons CA perpendiculaire à AB, Nous allons prouver que celle droite CA eat une perpendiculaire commune aux deux droites données,
1° La droite AB étant parallèle au plan M, l'est aussi à sa projection CE (n° 906); dès lors, la droite AC, perpendiculaire à AB, l'est aussi à la parallèle CE (n° 68),
Les deux plans AE et MD sont perpendiculaires l’un à l'autre: donc la droile AC, menée dans le premier perpendiculairement à l'interseclion CE, est perpendiculaire à l’autre plan M {ne 334), et par suite à la seconde droite CD, qui passe par son pied.
2° La droite AC est la seule perpendiculaire commune; car si une autre droite GH était supposée perpendiculaire à AB et à CD, elle serait aussi perpendiculaire à Hl parallèle à AB (ne 308); étant perpendiculaire à HI et à CD, elle le serait au plan M; or GF parallèle à AC, est déjà perpendiculaire au plan M {no 329); il yaurait donc deux perpendiculaires au plan M, partant du même point G, ce qui est impossible,
3 On a AC=GF, et GF “GH (nv 299); la droite AC est donc plus courte que toute autre droite menée de AB à CD. Donc...
Proposition XXXVII. — Théorème,
343, Si une droite assujellie à passer par un point fire se meut dans l'une des faces d'un angle dièdre, l'angle qu'ette forme avec sa Projection sur l'autre face est maximum, lorso elle droite est perpendiculaire à l'intersection des deux plans.
Soit MDEN un angle dièdre, M ja face sur laquelle se trouve la droite mobile, AB et AD deux posilions de cette droite l’une perpendiculaire à l'intersection DE, et l’autre quelconque. Si l'on mène AC perpendiculaire au plan N, puis CB et CD, ces deux dernières droites sont les projections des droites AB et AD. Démontrons que l'angle ABC est plus grand que ADC.
Portons sur CD une longueur CI égale à CB, et menons Al. Les
deux triangles rectangles ACB et ACI sont égaux, comme ayant au point C un angle égal compris entre des côtés respectivement égaux; ainsi l’anol ABC égale AIG.
Or l'angle AIC, extérieur au triangle ADI, égale la somme des deux
par le point C, renmenons CA perpen- AB, Nous allons celle droite CA est liculaire commune ïites données,
& AB élant parallèle est aussi à sa pro- 1° 306); dès lors, la perpendiculaire à ussi à la parallèle
res l’un à l'autre:
liculairement à l'in- M (n°334), et par d.
nimune; car si une AB et à CD, elle n° JUS); élant per- Or GE parallèle à }; il yaurait donc ne point G, ce qui
roile AC est donc CD. Donc...
ont fire se meul lle forme avec sa elle droite est pererseclion des deux
ngle dièdre, M ja > trouve la droite D deux positions une perpendicun DE, et l'autre n mène AC perin N, puis CB et ières droiles sont que l'angle ABC menons Al, Les comme ayant au
ctivement égaux;
somme des deux
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intérieurs opposés ;
el, par conséquent, l'angle A AIC ou ABC
» CC Qu'il fallait démontrer, Done...
Scolie, Si N représente un plan horizontal, e quelconque, Ja droite DE , ou toute l’on tracerait dans le plan M, est el toute droite AB menée perpe est appelée ligne de pente
DC est moindre que
UM un plan incliné autre droite parallèle à DE que appelée une horizontale de ndiculairement aux horizontale du plan,
ce plan ; 8 du plan
S IV. — ANGLES SOLIDES OU POLYÈDRES
Définitions.
341. On appelle angle solide plusieurs plans qui se coupent en un même point,
Ce point est Je Sommel de l'angle solide plans ; et à Chaque aréte se
Les faces et les divdr finies,
Où angle polyèdre la figure formée ar fé poly f
; les faces sont des angles trouve un angle dièdre.
es s'évaluent en degrés ; les arêtes sont indé- 3, Un angle solide est conve
ve lorsque toute Contre loutes les arê
section plane qui ren- Sun polygone convexe,
les e
946, Si l'on angle solide, mier,
prolonge au delà du son
‘L toutes les arêtes d'un on oblient un nouve!
de symétrique du pre-
Dans deux angles solides ment égales comme angles pl dres sont respectivement ée
Deux angles solides symél qu'ils ont tous leurs élém puissent coïncider, par éléments,
Netriques, les faces sont respeclive- 1Pposés par le Sommet, el les dième opposés par l’arête,
ques sont dits égaux par Symélrie parce respectivement égaux quoiqu'ils ne
ile de la disposition inverse de ces mêmes
*X co
347. Un trièdre est un angle solide de trois faces. On y considère six éléments : trois fauves el trois dièdres, Les dièdres peuvent être désignés par les arêtes SA, SB, SC: ou simplement A, B. C,.et faces respectivement opposées par les mêmes lettres Minuscules, a, b, e,
On appelle
lrièdres supplémentaire faces de ch
s deux trièdres te acun d'eux soient le
S Suppléments des dièdr
Proposition XXXVWIII. — Théorème, Chaque face d'un lrièdre est plus pelile aulres , ef plus É ‘ét /
Soit l'angle triè plus grande, 1° Construisons sur BSC,
ls que les es de l’autre.
que la somme dos deux que leur différence, dre S, et soient &, b, ce, les trois
faces, « étani ta
l'angle BSD égal à BSA ou c; portons
PAS
sur les arêtes SA et SD des longueurs égales ; et par les points obtenus, À et D, menons un plan quelconque ADBC.
Les triangles BSA et BSD sont égaux comme ayant en $S un angle égal compris entre des côtés respectivement égaux; donc BD= BA, On a d’ailleurs BC < BA + AC ; en retranchant BD au premier membre et BA au second, il vient DC < AC.
Et alors les deux triangles CSD et CSA ont deux côlés respectivement égaux, et le troisième côlé inégal, CD £CA ; donc l'angle CSD est plus petit que CSA; et si l'on ajoute de part et d'autre les angles égaux DSB et ASB, il vient BSC<CSA+ASB, ou a<b+e
Ainsi la plus grande face est moindre que la somme des deux au-
tres. La propriété est évidente pour chacune des avtres faces.
2° L’inégalité précédente revient à celle-ci b+e >
d’où, en retranchant b aux deux membres 6e a—b et si c’est c que l'on retranche, on a b>a—e
Donc chaque face d'un trièdre….
Proposition XXXIX. — Théorème.
390, La somme des faces de tout angle solide convexe est moindre
que À angles droits.
Soit S un angle solide de 5 faces; couponsle par un plan quelconque AD.
En joignant les sommets A, B, C, D, E, à un point intérieur quelconque O, on décompose le pentagone en 5 triangles, dont les angles égalent ensemble 10 dr. — La somme des angles des 5 triangles latéraux ASB, BSC , etc. égale aussi 10 dr. Or dans l'angle trièdre A,la face inférieure EAB est moindre que la somme des faces latérales EAS, SAB; il en est de même aux angles solides B, CG, D, etc. La somme des angles inféricurs EAB, ABC, etc., étant moindre que la somme des angles latéraux EAS, SAB, etc., par compensation la
somme des angles en O, qui vaut 4 droits, sera plus grande que la somme des angles en S. Donc...
Proposition XL. — Théorème.
351. Si deux trièdres sont l’un dans l'autre, de telle sorte que les
arètes de l'un soient perpendiculaires aux faces de l’autre, ces deu» lrièdres sont supplémentaires {n° 348).
Pour abréger, appelons 4, h, +, les faces du premier trièdre,
Pr
men À) seco
donc d'où Or n° à sera | gran( Or suppl ou Ajo vient D'or
par les points ob-
3SD sont égaux ngle égal compris ment égaux; donc ‘emier membre et »s CSD et CSA ont égaux, et le troi- CA ; donc l’angle À ; et si l’on ajoute es égaux DSB el + ASB,
ime des deux aures faces.
vexe esl moindre
) faces; coupons- D.
» B, G, D, E, à 1e O, on décomles, dont les an- — La somme des . ASB, BSC, ete.
igle trièdre À, la re que la somme AB; il en est de _C, D, etc. La AB, ABC, etc., des angles latécompensation la is grande que la
elle sorte que les autre, ces deux
remier trièdre, p
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A, B, C, les dièdres opposés, a’, b', A", B', C', les dièdres opposés, La droite SA’ est d'ailleurs supposée SB' au plan b, et SC’ au plan e.
1° Les droites SA’ et gp étant perpendi- Culaires aux plans & et b, leur angle c’ est le supplément du dièdre SC {no 91), De même la face b' est le Supplément du dièdre SB, et la face a’, du dièdre SA, Ainsi les l'aces du trièdre extérieur sont les supp ‘aents des angles du trièdre intérieur.
2° SA’ est perpendiculaire à la face «, el par suite aux droites SB et $C: situées dans ce plan. De même SC, perpendiculaire à la face «, l'est aussi aux droites SB et SA, Ainsi SB est perpendiculaire sur SA el sur SC, ct par suite sur la face #, Pareillement SC est perpendiculaire à la face Ainsi les positions relatives des arêtes et de sont dans une complète réciprocité, Done...
c’, les faces du second trièdre, et
Peérpendiculaire au plan «,
CL SA à la face «’.
s faces des deux trièdres
Proposition XLI, — Théorème.
352, Dans tout trièdre :
1° La somme des angles dièd, rois à
2° La différence entre le pelil dièdre et la somm esl moindre que 2 droits.
‘es est comprise entre 2 droits et G
e des deux autres (Figure précédente.) 1° Soit SABC un trièdre quelconque, et SA'R'C mentaire,
Appelons À, B, C, les ditdres du premier second, On à (n° 348) :
"le triôdre supplé-
» La’, D, c', les faces du
A+ =9 dy, + D =9 qy, C+ce = 9 4, done (A+B+C)+ (a +b'+c)=6 gr.
d'où A+B+C=6 (a +b +) Or la somme des faces 4, b', c', est comprise entre zéro et 4 dr. n° 950); donc si l’on retranche celte somme de 6 dr., le reste, qui sera la valeur de A+1R +G, sera compris entre 2 droits et 6 droits, 2 Soit C le plus pelit dièdre du trièdre considéré ; c’ sera La plus grande face du trièdre Supplémentaire (no 348),
Oron a ce a+: remplaçant chacune de ces valeurs par les Suppléments, on a 2 dr —CZ12 dr, A }+12 dr, —B) où 2 M CC dr (A +B) Ajoutons A+B+C aux deux membres, et retranchons 2 dr. il vient : AB <E9 dr, LC
D'où A+B=C<2 droits. Donc...
Proposition XLII, — Théorème.
Deux lrièdres sont éqaux
1° Lorsqu'ils ont une l'ace égale, adjacente à des dièdres respectivement égaux ;
2 Lorsqu'ils ont un dièdre égal, compris entre des faces respeclivement égales ; =
3 Lorsqu'ils ont les trois faces respectivement égales.
1° Soient les deux trièdres S et S’ ayant la face BSC égale à la face B'SC', le dièdre SB égal à S'B', et le dièdre SC égal à S'C'.
Appliquons la face BSC sur son égale B'S'C'. Le dièdre SB étant égal à S'B’, le plan SBA coïncidera avec S'B'A'; et de même SCA avec S'C'A'; donc les deux trièdres sont égaux.
2 Soient les deux trièdres S et S', ayant le dièdre SA égal à S'A', la face ASB égale à A'S'B', et la face ASC égale à A'3'C.
Le dièdre SA peut coïncider avec son égal S'A', de manière que le point S soit en S’. Alors la face ASB coïncidera avec son égale A'S'B, et de même ASC avec A'S'C’. Donc les deux trièdres sont égaux.
d% Soient les deux trièdres S et S' ayant les trois faces respective-
ment égales. Porlons sur toutes les arèles des longueurs égales SA, SB, SC, SA’, SB, SC'; et par les points obtenus menons les plans Met M, sur lesquels nous abaissons les perpendiculaires SI, S'l'. Les faces des deux trièdres étant respectivement égales, les triangles latéraux de Ja première figure sont égaux à ceux de Ja seconde: donc AP— ÉD, BCæBt, CA = C'A', el les circonférences circonscrites aux deux triangles égaux ABC et A'B'C’ sont égales, Par rapport au plan M, SA, SB, SC, sont des obliques égales, donc
dro poil mot pris ô, et r 6, face la 8 côté 8, et les 9,
Le.
s dièdres respective- _des faces respecli-
Jales.
leux trièdres S et S’ 3SC égale à la face > SB égal à S'B', et il à S'C’.
à face BSC sur son e dièdre SB étant plan SBA coïnci- ‘; et de même SCA ic les deux trièdres
deux trièdres S et re SA égal à S'A', ale à A'S'B', et la à A'S'C.
de manière que le :C son égale A'S'B', es sont égaux.
faces respective-
ueurs égales SA, menons les plans laires SI, S'1.
égales, les trianax de la seconde:
es circonférences sont égales,
ques égales, donc
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les pieds de ces lignes sont Squidistants du pied de SI, et le point I est Je centre de la circonférence, 1] en est de même dans la deuxième figure (no 900, So),
Menons AI et AT; les, deux triangles reclangles SAI et S'AT' sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un autre côté égal ; donc S1= S',
Supposons maintenant Ja première figure transportée sur la seconde, le plan M sur M’, et le lriangle ABC sur son égal A'B'C’,
Les circonférences coïncident, ainsi que leurs centres I et l’, ILen est de même des Perpendiculaires 18 et l'S", et les deux sommets Set S’ coïncident, Donc les trièdres sont égaux,
354. Scolie, 1° Les trois Cas d'égalité pour les trièdres présentent une analogie lité des triangles (no 47);
2° Voici un autre cas remarquable : Deux trièdres sont égaux lorsqu'ils ont les angles dièdres respeclivement égaux, En effet, l'égalité des angles des deux trièdres considérés entraîne l'égalité des faces dans leurs trièdres Sup} lémentaires (no 348); ceux-ci Peuvent donc coïncider, puisqr ‘ntrent dans le cas précédent; il en résulte que leurs angles so: ‘--eclivement égaux, ce qui entraîne l'égalité des faces des deux j aniers lrièdres.
3 Deux angles solides égaux sont dé nombre de trièdres respeclivement é
qui viennent d’être établis complète avec les cas d’éga-
Composables en un même Saux et semblablement disposés,
EXERCICES SUR LE LIVRE V
Théorèmes à démontrer.
1. Si une droite et un plan sont Parallèles, tout pl droite est aussi perpendiculaire au plan donné, et réc 2. Une droite et un plan perpendiculaires à une m
3, Étant donnés un dièdre et un point de l’arête, si un plan se meut par ce point en coupant Jes deux faces du dièdre, l'angle plan déterminé sur le plan mobile est minimum lorsque ce plan est perpendiculaire à l’arête.
4, Deux trièdres qui ont deux faces r'éspectivement égales et le dièdre compris inégal, ont aussi la troisieme face inégale , ct réciproquement,
5. Si deux faces d’un trièdre sont égales, les dièdres opposés sont aussi égaux, et réciproquement (le trièdre est dit alors isocèle ).
6, Dans tout trièdre, à un plus grand dièdre se trouve face, et réciproquement,
7. Si un angle solide est coupé par un plan quelc la somme des angles plans déterminés sur les f côté du plan sécant est constante,
8. Deux angles solides sont égaux lorsqu et les dièdres respectivement égaux.
9, Pour qu’on puisse former un trièdre
an perpendiculaire à Ja iproquement, ême droite sont parallèles,
opposée une plus grande
onque, Variable de position ; aces de l'angle solide d’un même
"ils ont les faces respectivement égales
avec trois faces données a, b,c, il
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la perpendiculaire
faut etil suffit que la somme des trois faces soit moindre que 4 droits, et que la plus grande face soit moindre que la somme des deux autres.
16, Pour que l'on puikse former un trièdre avec trois angles dièdres donnés. il fa: et il suffit que leur somme soit comprise entre 2 et G droits, et que le plus :etit dièdre augmenté de 2 droits surpasse la somme des deux autres,
11, Les trois plans perpendiculaires aux faces d'un triédre, menés par les arêtes opposées à ces faces, se rencontrent en une même droite (plans hauteurs),
12. Dans un trièdre quelconque, les trois plans bissecteurs des divdres se rencontrent en une même droite, dont chaque point est équidistant des faces,
15, Dans tout trièdre, les trois Mans qui passent par les arêtes et les bissectrices des faces opposées, se rencontrent suivant une même droite (plans médians ).
14, Les trois plans menés perpendiculairement aux faces d'un trièdre par les bissectrices de ces mêmes faces, se rencontrent suivant une même droite, dont chaque point est équidistant des trois arêtes,
15. La projection d’une surface plane quelconque sur un plan égale le produit de cette surfaco par le cosinus de l'angle qu'elle fait avec le plan.
Lieux géométriques à trouver.
1. Un plan tourne autour d'une droite fixe (une girouette autour de son axe); d’un point fixe on abaisse des perpendiculaires sur le plan mobile en ses diverses positions. Quel est le lieu de ces perpendiculaires ?
2. Étant données deux droites quelconques, on fait mouvoir une troisième droite le long de la première et parallëlement à la seconde, Quel est le lieu décrii par la droite mobile ?
Lieu des points équidistants de deux plans quelconques
5. Lieu des parallèles menées à un plan donné par un point donné.
6. Lieu des points éyuidistants de deux droites qui se coupent ?
7. Un point fixe est Projeté sur un plan mobile autour d’une droite fixe, Quel est le lieu aos r'-ojections ?
8. Lieu des milieux des droites menées entre deux droites données dans l’espace, %, Lieu des points équidistants de trois Points donnés en ligne brisée.
Problèmes,
Trouver la distance d'un point donné à un plan donné
2. La flèche d’un clocher forme un angle solide régulier à 8 faces dont la somme est de 90 degrés, On demande la valeur de chacun des angles des faces latérales, vers la base de la flèche,
3. Un cercle de (05 de diamètre est posé de manière à faire avec un plan donné un angle de 1%, Quelles seront les deux dimensions extrêmes de sa projection sur le plan ?
4." Une droite de 004 est posée de manière que sa projection sur un plan soit de 003, Quel est l'angle de la droite et du plan ?
5, Un jalon de 2 mètres étant placé verticalement sur un sol horizontal, donne 2"50 d'ombre. Quelle est, en degrés, la hauteur du soleil au - dessus de l'horizon ?
6. La somme des huit faces de l'angle solide do la flèche d'un clocher, pouvant varier entre 0 et 360 degrés, on demande entre quelles limites peut varier la
somme des angles des faces latérales vers la base de la flèche,
e que 4 droits, et que tres,
ugles dièdres donnés, 26 6 droits, et que le : des deux autres,
rièdre, menés par les 1e droite (plans hau-
cleurs des dièdres se Gquidistant des faces, s arêtes et les bissecmême droite (plans
S d’un trièdre par les ie même droite, dont
plan égale le produit le plan,
iette autour de son : plan mobile en ses
uvoir une troisième
Juel est le lieu décrii
nt donné,
pent ?
r d’une droite fixe, oites données dans
igne brisée,
* à 8 faces dont la ss angles des faces
faire avec un plan xtrêmes de sa pro-
a sur un plan soit
M sol horizontal, oleil au - dessus de
: clocher, pouvant es peut varier la
A quelle hauteur une éche est à 2 mètres du mur
9. Une salle à 3 mètres de au plafond une corde de 4 mètres, et, tenant cette corde tendue, on trace un cercle sur le plancher, On demande la surface de ce cercle,
10, Une tige AP de 130 cst perpendiculaire à un plan; du pied de cette tige, on décrit sur le plan une circonférence de 0m40 de rayon. En un point B de cette circonférence, on mène une tangente BC de 036 de longueur, On de- Mande Ja distance AC de l'extrémité de cette tangente à l'extrémité de la
nnent ces limites dans le cas général d'un angle solide de n
ile de 5 mètres touche-t-elle un mur, si le pied
hauteur; on attache
tige,
11, Par un point donné dans un angle solide à qu sécant tel que la section soit Un parallélogramme.
12. Mener un plan qui Coupe un trièdre trirectangle de manière que la section soit égale à un triangle donné.
13, Étant données deux droites indéfir lèle à chacune de ces droites, à égale distance de l’une et de l’autre,
14. Par une droite donnée, mener un plan qui passe à égale distance de deux points donnés,
On appelle polyèdre faces planes
Dans un polyèdre, il y a lieu de considérer les sommels, les arêtes. les diagonales, les faces: les angles dièdres et les anyles solides. Le plus simple des polyèdres est le {étraèdre ou polyèdre de 4 faces :
l’heœaèdre en a 6, l'octaèdre en a 8, le dodécaèdre en a 12, l'icosaèdre en a 20.
un solide complétement limité par des
356, On nomme polyèdre régulier un polyèdre dont toutes les faces sont des polygones réguliers égaux entre eux.
357. On appelle prisme un polyèdre compris entre deux polygones égaux et parallèles, et dont les faces latérales sont des parallélo-
Srammes. Les deux polygones égaux et parallèles sont les bases du prisme.
Un prisme est droit ou oblique selon que les arêtes latérales sont (
Perpendiculaires ou obliques aux bases. Ï Toutes les arêtes latérales
d’un prisme sont égales, comme droites 1 s parallèles comprises entre des plans parallèles, Dans un prisme droit, les faces latérales sont des r
eclangles, Un prisme est triangulaire, quadrangulaire
> Penlagonal, selon que la base est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc, de Un prisme régulier est un prisme droit dont la base est un polygone régulier.
Pour construi
"e Un prisme, on trace s , d’abord
un polygone plan quelconque ABCDE, qui sera une des bases ; par tous :
les sommets A,B,C,D,E, on mène, en li dehors du plan de cette base, des droites à égales et parallèles AF, BG, etc., qui sont à les arêtes latérales; les extrémités de ces 1 FSR
droites sont les sommets de l'autre base du prisme. Il résulte de cette Construction que les faces latérales sont des
nent limité par des
ommels, les arétes.
angles solides.
polyèdre de 4 faces :
en à 12, l'icosaèdre
ont toutes les faces
re deux polygones ont des parallélosont les bases du
êtes latérales sont ÈS, comme droites
reclangles, lagonal, selon que n quadrilatère, un
L un prisme droit ne régulier,
t prisme, on trace plan quelconque S bases ; par tous E, on mène, en base, des droites G, etc., qui sont xtrémilés de ces e l’autre base du latérales sont des
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+ parallélogrammes, Car chacune d'elles est un quadrilatère qui a deux côtés opposés égaux et parallèles. Les bases sont des polygones égaux et parallèles, car les côtés sont égaux et parallèles deux à deux ; les angles qui se correspondent sont égaux comme aÿant les côlés parallèles chacun à chacun, et leurs plans sont parallèles (no 320),
359, La hauteur d’un prisme est la dis un prisme droit, Chaque arête latérale est égale à Ia hauteur, Un tronc de prisme est la portion de prisme comprise entre la base
et une section non parallèle à cette base, coupant d’ailleurs toutes les arêtes latérales,
lance des deux bases, Dans
st), Un Parallélipipède e lélogrammes.
Un Parallélipipède rec des reclangles,
Le cube est un parallélipipède reclangl des carrés, — C'est l’hexaèdre régulier,
st un prisme qui à pour bases des parallangle est un prisme droit qui a pour bases
e dont toutes les faces sont
Proposition {. — Théorème,
361. Les faces opposées d'un parallélipipède sont égales el paraltèles *,
Soit AG un parallélipipède quelconque, e faces opposées.
Toutes les faces du solide étant des parallélogrammes, les droites AD et BC sont égales et parallèles, et il en est de même des droites AE el BF.
Ainsi les angles DAE et CBF sont égaux, et leurs plans sont parallèles (no 320). Les parallélogrammes AH el BG ayant un angle égal compris entre des c sont égaux, car ils Pourraient coïncider, D
362. Corollaire, Dans tout paralélipipède, ON peut prendre pour bases deux faces opposées quelconques.
Scolie, Trois droites, AB, AD données en position et en longu
t soient AH et BG deux
Ôtés respectivement égaux once...
» AE, partant d’un même point A, ct eur, déterminent un parallépipède, Proposition IE, — Théorème,
363. Toute section Plane qui rencontre deux faces 0pposées d’un parallélipipède est un Parallélogramme.
Soit S une section faite dans le parallélipipède GF, Les droites AB et CD sont parallèles, comme étant les intersections du plan sécant S avec les plans paralièies EF et GH (ne 315); de même
* Dans le dessin de plusieurs solid Parentes, pou: que l'on voie l'intéric
cs nous SUpposerons Certaines faccs transur de la figure,
Pr LT CE ùTR
ETAT
RE
TEST So
les droites AD et BC sont parallèles, comme étant les intersections du plan sécant S avec les plans parallèles EL et KH, Ainsi la figure S est un parallélogramie (n° 89). Donc...
Proposition III, — Théorème,
361, Les disgonales d'un parallélipipède se coupent en leurs milieux,
Soit le parallélipipède BH, Par deux arêtes opposées, BF et DH, menons un plan. Ces deux lignes BF et DH étant égales et parallèles, le quadrilatère BFHD ct un parallélogramme (n° 93), et les diagonales BH et DF se coupent en leurs milieux {ne 94),
Deux diagonales quelconques se coupant en leurs milieux, toutes les diagonales passent par un même point, qui est le milieu de chacune d'elles,
365. Scolie. 1° Le point commun aux diagonales d’un parallélipipède est le centre de figure de ce parallélipipède : c’est le milieu commun de toutes les droites que l’on peut mener dans le parallélipipède par ce même point,
2° Soit AG un parallélipipède rectangle ayant pour dimensions a, b,ce,et soit d l’une des diagonales, Le triangle BEH est rectangle en E, et le triangle ABE est rectangle en A. On a donc :
E=m+<ez a +b+ es
Ainsi, dans un parallélipipède rectangle, le carré de la diagonale égale la somme des carrés des trois dimensions.
S'il s’agit d'un cube, on aura : d=3a, d'où d=a 3
Proposition IV. — Théorème.
366, Toute section parallèle à la base d'un prisme est égale à cette base.
Soit AB un prisme quelconque, et soit S une section parallèle à la base B.
Les droites CD et HI sont parallèles, comme élant les intersections de deux plans parallèles B et S par un troisième, DH; donc le quadrilaère CDIH est un parallélogramme, et CD égale HI,
De même, DE est égal et parallèle à IK, EF à KL, ete. Ainsi les deux polygones ont les côlés respectivement égaux; leurs angles sont égaux deux à deux
nt les intersections H, Ainsi la figure S
pent en leurs mi-
ède BH, Par deux et DH, menons un > BF et DH étant , le quadrilatère logramme (n° 93), et DF se coupent 4).
iclconques se coux, toutes les dianilieu de chacune
s d’un parallélipiigure de ce paralilieu commun de : l’on peut mener de par ce même
lélipipède rectansions &,b,e, et ales, Le triangle E, et le triangle
ë de la diagonale
> à la base d'un que, et soit S une
arallèles, comme plans parallèles donc le quadrilasramme, et CD
parallèle à IK, x polygones ont aux deux à deux
LIVRE VI, — LES POLYÈDRES
comme ayant les côtés parallèles e ces deux polygones sont égaux,
t dirigés dans le même sens: donc
367. Corollaire, Si foules les arêtes latérales d'un prisme sont cou ENS
, . Q : A pées par deux plans parallèles, les deux seclions sont égules, & 368, Définition. On appelle section droite d'un Prisme loute section 14
faile perpendiculairement aux arêles latérales, Toutes les sections droites d'un prisme sont parallèles et égales. On appelle surface latérute d'un prisme l'ensemble des surfaces des parallélogrammes latéraux.
La surface totale d'un prisme se compose de la augmentée des surfaces des deux bases,
surface latérale k
Proposition V, — Théorème,
369, La Surface latérale d'un prisme égale le produit d'une aréte & latérale par le périmèlre de la section droite. Hu
Soient EI un prisme quelconque, EF où « une arôle latérale, et ne ABCD ou S une section droite, dont le périmètre est p.
Les arêtes latérales EF, GH , ete., sont perpendiculaires à Ja section droite (n° 368), et par suite aussi aux droites nb;-bC- CD, DA, qui sont dans le plan de cette section.
Donc chaque face latérale est un parallélogramme qui a pour base l’arête 4 du prisme, et pour hauteur l’une desliunes AB, BC, CD, DA. Ainsi la surface latérale aura pour expression l'arôte latér pliée par le contour p de la section $, ce que l'on expr mule Surf. lat. = ap
ale « multiime par la for-
Scolie, 4° &i l'on développe sur un même
plan les différentes faces latérales d’un prisme, on obtient une figure
analogue à EF",
2 Dans un prisme droit, le développement de la surface latérale est un rectangle,
3 Dans un prisme tronqué, la surface latérale 88 compose de tr pèzes qui doivent être évalués séparément.
371, Définitions, On appelle volume d'un corps la portion de l'es-
pace occupée par ce corps; ce même mot
volume désigne aussi le
nombre qui exprime le rapport de ce solide à l'unité de volume,
L'unité principale des volumes est le mu daires sont les unités dérivées du mètre cube.
tre cube; les unités secon-
Deux solides sont égaux lorsqu'ils peuvent coïncider. Deux solides sont équivalents lorsqu'ils ont le même volume sans
pouvoir coïncider,
Proposition VI, —. Théorème,
372, Deux prismes droits qui ont des bases égales e
Linéme hauteur sont eyaux.
Soient P et P' deux prismes droits ayant deux bases, B et RP égales, et même hauteur h.
Si l'on transporte la figure P sur P', les bases B et B’ coïncident, puisque ce sont des polygones égaux. Les arûles AE et AE" coïncident, comme étant deux perpendiculaires égales menées en un même point d'un plan; el il en est de même des autres
arêtes latérales. Ainsi les bases supéiieures coïncident, et par suite aussi les deux prismes. Donc.
Proposition VII. — Théorème.
373. Le volume d’un parallélipipède rectangle égale le produit de ses
U'ois dimensions.
lélipipède est exprimé par 7 x
1° Considérons d’abord le cas où l’unilé linéaire serait contenue exactement dans les trois dimensions. Soil, par exemple, le parallélipipède P, ayant 7 mètres de longueur, 4 de largeur et 9 de hauteur,
Il s’agit de proûver que le nombre de mèlres cubes contenus dans ce paral- 4x3 ou 841.
Ce solide peut être aécomposé en 3 parallélipipèdes de 7 mètres de longueur, 4 de largeur et 1 de hauteur, Chaque parallélipipède partiel peut être partagé en 4 autres de 7 mètres de longueur, 4 mètre de
largeur et 1 de hauteur.
Enfin, chacun de ces derniers peut être divisé en 7 parties égales, chacune d’un mètre cube, Le nombre tolal de mètres cubes est donc exprimé par le produit 7 x 4 x 3 où 84.
2° Cas de dimensions fractionnaires. Soit a=1703, b=4m2, et
c—3 mètres.
7 A ee LE AE EAN
ER
s la portion de l'esme désigne aussi le lé de volume,
e ; les unités secon-
ider, même volume sans
* el méme hauteur
P' deux prismes eux bases, B et R' 1e hauteur h, sporte la figure P es B et B' coïncice sont des poly- Les arûles AE et nt, comme étant ulaires égales me- 1e point d'un plan:
même des autres dent, el par suite
> le produit de ses
)ord le cas où l’uitenuë exactement sions. Soil, par pipède P, ayant , 4 de largeur et
que le nombre de * dans ce paral-
s de 7 mètres de allélipipède parsueur, 4 mètre de
] parties égales, s cubes est donc
13, b=ama, el
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Il sufit de prendre Je décimètre pour unilé, et de répéter Je raisonnement précédent; on obtiendra 91 800 décimètres cubes, ou 91 mètres cubes 800,
Ce raisonnement est applicable quelle que soit la fraction du mètre à laquelle s'arrète l'expression des dimensions, Donc. |
Ce volume a pour formule ! V= abc,
374. Scolie, 1° Le produit des deux premières dimensions d'un parallélipipède exprimant la surface de la base, on dit aussi que le volume du parallélipipède rectangle égale le produit de sa base hauteur, ce qui s'exprime par V—Bh,
2 Le volume d'un cube est eæprimé par la troisième Puissance as de son arêle: V =: de là vient l'usage d'appeler cube d'un nom bre la puissance troisième de ce nombre,
par sa
Proposition VIII, — Théorème.
375. Le volume d'un prisme droit égale le produit de sa base par sa hauteur: V=p,
1° Soit d’abord un parallélipipède droit BH, ayant pour base un parallélogramme quelconque ABCD.
Menons les plans AK et BM perpendiculaires aux faces parallèles AF et DG, et comparons les prismes triangulaires droits ADIK et BCLM ; leurs bases ADI et BCL sont égales comme ayant un angle égal compris entre des côtés respectivement égaux (n% 77 et 90); d’ailleurs ces prismes sont droits, et ont même hauteur; donc ils sont égaux (n° 372),
Ainsi, le Parallélipipède considéré est équivalent au parallélipipède rectangle ABLIK, qui a la même hauteur et une base équivalente ; donc, pour l’un comme pour l’autre, le volume égale le produit de la base par la hauteur.
2 Soil un prisme triangulaire droit ABCDEF. Prolongeons les plans des bases et menons le plan DH parallèle à BF, et le plan CG parallèle à BD.
Nous formons ainsi un nouveau prisme triangulaire droit, de même hauteur que le prisme considéré; et les bases ACB et ACH sont égales comme moitiés d’un même parallélogramme.
Done ces deux prismes sont égaux (n° 372).
Ainsi le prisme droit ABCF est la moitié du parallélipipède droit ABCHG, qui a même hauteur et une base double.
Donc le volume d'r+ prisme triangulaire droit égale le produit de sa base par sa hauleur,
3° Un prisme droit quelconque est décomposable en prismes trian-
gulaires droits ayant tous môûme hauteur, et dont les bases réunies forment la base du prisme total,
Ainsi le volume total rale le produit de la hauteu commune par £ * nl
la somme des bases c’est-à-dire par la base du prisme considéré.
Jonc.….,
Proposition IX. — Théorème.
976. Le volume d'un prisme quelconque égale le produit de sa base par sa hauteur. .
Soit P un prisme oblique quelconque. Construisons un prisme droit P' de même base ot de même hauteur, et suppo= sons les deux solides coupés par un même nombre de plans parallèles aux bases, et équidistants entre eux; toutes les sections ainsi déterminées sont égales aux bases, et par suite égales entre elles.
Considérons deux sections correspondantes », et m', et formons-en les bases supérieures de deux petits prismes droits M et M', ayant pour hauteur la distance des plans sécants, Ces prismes droits ayant même base et même hauteur sont égaux (n° 372); et il en est de même de tous les prismes analogues que l’on peut former dans les deux solides,
Ainsi la somme des prismes formés en P est égale à la somme des
prismes formés en P’, c’est-à-dire au prisme P’ lui-même, Et cela est vrai, quel que soit le nombre des plans sécants. Or si le nombre de ces plans croît indéfiniment, l’ensemble des prismes formés en P tend
vers le prisme P lui-même; donc ce prisme est équivalent au prisme
droit P° qui a même base el même hauteur; et son volume égale le produit de sa base Par sa hauteur,
377, Coroiiaires, 1° Deux Prismes de même hauteur et de bases équi-
J que un :
it les bases réunies
teur commune par Prisme considéré.
produit de sa base
1isons un prisme le même base et de tuteur, et suppodeux solides couun même nombre parallèles aux baiquidistants entre ttes les sections rminées sont égaases , el par suite tre elles.
rons deux secrespondantes »»
formons-en les M et M', ayant mes droils ayant ; et il en est de former dans les
à la somme des ême. Et cela est si le nombre de ormés en P tend alent au prisme volume égale le
el de bases équi-
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Xprimés par les pro-
valentes sont équivalents: car les volumes sont « duits de nombres respectivement égaux,
2 Deur prismes quelconques sont entre des bases par les hauteurs.
eue comme les produils
4 Deux prismes de bases équivalentes sont entre euz comme les & hauteurs, et deur prismes de méme hauteur sont entre eur comme les du bases,
Proposition X, — Théorème,
Autre formule pour le voirme nrisme, 378. Le volume d'un prisme quel im égale produi une aréêle latérale par la section droite de j'isme, Soit AC un prisme oblique quelconqu*. Prolons:ons les arèles la-
térales au-dessous de la base AB; prenor gueur EI égale à l’arôte latérale AD, points E ei H, menons les plans EF et HG perpendiculaires aux arêtes latérales. Les lignes AH, BG... sont respectivement égales à ED, FC... comme différences de lignes respectivement égales.
Transportons le prisme droit tronqué EFCD sur HGBA ; les bases EF et HG coïncident (no 367); l’arête latérale ED coïncide avec son égale HA, car ces deux lignes égales sont peérpendiculaires au même plan HG en un même point H; il en est de même pour les autres arèles,
Ainsi le tronc de prisme EC est égal à HB ; par suile le prisme oblique ABCD est équivalent au prisme droit EFGH.
Or la mesure de ce dernier est égale à la section droite EF mullipliée par EH ou AD, Donc...
‘ie one et par les
379, Corollaire, Dans un prisme quelconque, le produit de la base par la hauteur égale le Produit de la section droite par l’aréte latérale.
D'où il suit que la section droile est à la est à l'aréle latérale.
ase comme la hauteur
S IL — DE LA PYRAMIDE
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Définitions.
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380. Une pyramide est un polyèdre ayant une base polygonale quelconque, et des faces latérales triangulaires qui se terminent en un même point,
Ce point est le sommet de la pyramide.
La hauteur d'une Pyramide est la perpendiculaire abaissée du som met sur le plan de la base.
ser oh mt on ee
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Une pyramide est triangulaire, quadrangulaire, penlagonale, etc., selon que la base est. un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc,
La pyramide triangulaire est un lélraèdre (n° 355), Dans une pyramide triangulaire on peut prendre pour base une face quelconque.
381. Une pyramide est régulière lorsque la base est un polygone régulier, et que la hauteur tombe au centre de ce polygone.
Dans une pyramide régulière, toutes les arètes latérales sont égales; les faces latérales sont des triangles isocèles égaux; la hauteur de Chacun de ces triangles se nomme l’apothème de la pyramide, apothème qu'il ne faut pas confondre avec celui de la base,
382, Un tronc de pyramide est la portion de pyramide comprise entre la base et une section qui coupe toutes les arûtes latérales.
Si la section est parallèle à la base, on a un fronc de Pyramide à bases parallèles ; sa hauteur est Ja distance des deux bases.
Un tronc pyramidal régulier est la portion de pyramide régulière comprise entre la base et une section parallèle à cette base. Les faces latérales sont des trapèzes isocèles égaux; la hauteur de chacun de ces trapèzes est appelée apothème du tronc.
Proposition XI. — Théorème.
Deux létraèdres sont égaux
1° Lorsqu'ils ont une face égale adjacente à des angles dièdres respeclivement égaux , et semblablement disposés ;
2 Lorsqu'ils ont un dièdre égal compris entre des faces respeclivement égales, el semblablement disposées ;
3 Lorsqu'ils ont trois faces respectivement égales, et semblablement disposées.
1° Soient les deux tétraèdres T et T', ayant la face BCD égale à B'C'D', le dièdre BD égal au dièdre B'D', le dièdre BC égal à B'C', et ie dièdre CD égal à C'D',
Transportons la première figure sur la deuxième, de manière que la face BCD coïncide avec son égale B'C'D',
L’angle dièdre BD étant égal à B'D', le plan BDA prend la position B'D'A'; de même le dièdre BC étant égal à B'C', le plan BCA prend la position B'C'A'; et la droite BA devant se trouver à la fois sur les plans B'D A’ et B'C'A', coïncide avec leur intersection B'A’,
On prouvcrait de même que l’arête CA prend la direction C'A', et l’arête DA la direction D'A', Ainsi les deux tétraèdres coiïncident, ce qui prouve leur épalité.
2° Soient es deux tétraèdres T el T', avant le dièdre AC égal au
l'UPI 3o dista So EG nons EI et le | comm parall SBC | AB et Don SEG ; esl ser à AH.
deux «
Os € = L
mana
pentagonale, ete., un pentagone, elc.
}. Dans une pyrace quelconque.
> est un polygone olygone.
rales sont égales:
x; la hauteur de t pyramide, apo- )ase,
ramide comprise tes latérales.
C de pyramide à )ases.
ramide régulière > base. Les faces de chacun de ces
iles dièdres resfaces respective-
t semblablement
»s deux tétraèant la face BCD , le dièdre BD B'D', le dièdre :", et ie dièdre la première deuxième, de face BCD coïngale B'C'D’, end la position an BCA prend la fois sur les B'A',
clion C'A', et coincident, ce
e AC égal au
LIVRE VI, — LES POLYÈDRES 155 dièdre A'C', la face ACB égale à A'C'B', et la face ACD égale à A'C'D'.
Transportons la première figure sur la deuxième, de manière que la face ACB coïncide avec son égale A'C'B'; le dièdre AC étant égal à AC’, la face ACD prend la position A'C'D', et comme ces deux faces sont égales, elles Coïncident, Dès lors, tous les sommets Coïncidant, les tétraèdres sont égaux.
3 Soient les deux télraèdres T et T', dans lesquels les trois faces qui forment les angles trièdres A et A’ sont respeclivement égales.
L'égalité de ces trois faces entraîne l'égalité des deux trièdres A et A’ (n° 353, 3). Transportons la figure T sur T', de manière que les angles trièdres À et A’ coïncident ; la face ABC étant égale à A'B'C, le point B tombe sur B', et le point C sur C'; de même la face ABD étant égale à A'B'D”, le point D tombé en D)’, Le triangle BCD a donc ses trois sommets en B', C', D', et les deux solides coïncident, Donc.
384. Scolie, 1° Les cas d'égalité qui viennent d'être étudiés logues aux cas d'égalité des triangles (n° 47) lité des trièdres (no 353),
2° Deux polyèdres égaux sont décomposables en un même nombre de télraècres r'especlivement éjaux et semblablement disposés.
sont ana- , ainsi qu'aux cas d’éga-
Proposition XII, — Théorème.
385, Siune pyramide est coupée par un plan parallèle à lu base,
1° Les arêtes latérales et la hauteur sont divisées dans un même rapport ;
2° La section et la base sont deux polygones semblables ;
3% Ces deux Polygones sont entre euz comme les distances au sommet de la pyramide.
Soit P une Pyramide quelconque, et soit S EG une section parallèle à la base AC; me- Dons, Sur ces deux plans, les lignes droites EI et AH.
1° Les droites FG et BC sont parallèles , comme élant les intersections de deux plans parallèles EG et AC avec un troisième plan SBC (n° 315); et ilen est de même des droites AB etEF, AD et EL, etc. -
Donc le triangle SEF est semblable à SAB, SFG à SBC, etc.: de même le triangle SEI est semblable à SAH, à cause de EI parallèle à AH. Et comme tous ces triangles ont deux à deux des côtés communs, on a :
SF _SG_SL. SE 81 SB SC SD SA “En:
2 Le rapport de similitude étant le même Pour ous ces triangles, : s. DPF Fo de DE. He _.
On à aussi : AB BC CD =D ; Rio les deux polygones EG et
Carrés de leurs
he.
se ja
AC ont leurs côtés dans un même rapport: de plus leurs angles sont respectivement égaux (n° 320); donc Ja section EG est semblable à la base AC...
3 La similitude des triangles qui ont le point S pour sommet com-
4 EF SE af à ; :
mun, donne la relation AB SA =£sg; d'où, en élevant au carré :
ël >.
D'autre part, les deux polygones EG et AC élant semblables, on a: Polygone EG EF*__ SE’ …_oÙ:
: Et Donc:
Polygone AC AB° SA° SI
386. Corollaires, 1° Tout plan qui coupe dans un même rapport trois arêles latérales d’une Pyramide est parallèle à la base de cette pyramide,
2° Si les arêtes latérales d’une Pyramide sont coupées par plusieurs Plans parallèles entre ,euæ, les sections obtenues sont des polygones semblables, qui sont entre eux comme les carrés de leurs distances au sommel de la pyramide.
Proposition XIII, — Théorème,
387. Si deux Pyramides ont méme hauteur, les sections faites à égale distance des sommets parallèlement aux bases sont entre elles comme ces mêmes bases.
Soient P et P' deux pyramides ayant même hauteur k, et des bases
“quelconques B et B'; soient C et C' des sections faites parallèlement aux bases, à une même distance 4 du sommet.
La première figure donne (no 385, 3) : 5j: ct la deuxième C'__d2 G CG Le B rer = —: G D =; = 3. Donc...
figure F7; On a don eh d'où CFE (
388. Corollaire, Si deux Pyramides ont même hauteur et des bases
lus leurs angles sont G est semblable à la
S pour sommet com-
n élevant au carré :
t semblables, on a:
même rapport trois base de cette pyra-
wpees par plusieurs
sont des polygones leurs distances au
De
lions faites à égale entre elles comme
ur h, et des bases
tes parallèlement
et la deuxième
leur el des bases
La surface laté
rale d'une pyramide régulière égale la moitié du produit du périmè
tre de la base par l'apothème de la Pyramide : S = pl.
Car toutes les faces latérales sont des triangles isocèles égaux, ayant pour hauteur l’apothème de Ja pyramide, et pour bases les divers côtés de la base de la Pyramide, Donc...
390. Scolie, 1 Si l’on dévelo d’une pyramide régulièr (ne 263).
2 La surface totale d’une Pyramide régulière égale le Périmètre de la base multiplié par la demi-somme des deux apothèmes (no 381).
3% La surface latérale d'un tronc Pyramidal régulier égale son apothème multiplié par la demi-somme des périmètres des bases: car celle surface se compose de trapèzes égaux ayant tous pour hau-
teur l’apothème du. tronc, et pour bases les divers côtés des bases du tronc.
ppe sur un plan la surfrce latérale e, on obtient un secteur polygonal régulier
Proposition XV, — Théorème.
391. Deux pyramides qui ont même hauteur et des bases « lentes sont équivalentes.
Soient les deux pyramides P et P' ay équivalentes B et B'.
Supposons ces deux Pyramides coupées par
iquivaant même hauteur À et des bases
un même nombre de
plans parallèles aux bases, et é lions ainsi déterminées sont é Considérons deux sections
quidislants entre eux. Toutes les secquivalentes deux à deux (ne 388), correspondantes m et m', et formons-en
RES A TUE PEU
EN 2 da
les bases supérieures de deux pelits prismes dont les arêtes latérales seront parallèles à SA et S'A', et dont la hauteur sera la distance de deux plans sécants consécutifs. Ces deux prismes sont équivalents comme ayant même hauteur et des bases équivalentes (ne 377); et il en est de même de tous les prismes analogues que l’on peut former dans les deux solides.
Ainsi la somme des prismes formés en P est égale à la somme des prismes formés en P', et cela est vrai quel que soit le nombre des plans sécants, Or si le nombre de ces plans augmente indéfiniment, le volume formé par l’ensemble des prismes contenus dans la p;'amide P croît, et tend vers le volume de cette pyramide; et le volume formé par l’ensemble des prismes contenus dans la pyramide P’ croît aussi, et tend vers le volume de celle pyramide. Les deux sommes de prisines étant constamment égales entre elles pendant leurs vaiations, leurs limites P et P’ sont aussi égales. Donc...
392. Corollaire, Le sommet d'une pyramide peut se mouvoir dans un plan parallèle à la base sans que le volume soit changé.
El dans une Pyramide triangulaire , chaque sommet peut se mouvoir parallèlement à la face opposée sans que le volume soit changé ; car on peut prendre pour base une face quelconque.
Proposition XVI, — Théorème.
393, Le volume d'une Pyramide quelconque égale le tiers du produil de sa base Par sa hauteur : V = 1/3 Bh.
l° Considérons d’abord une pyramide trangulaire SAM : \A0uSs nommerons {oujou. en premier lieu le point «ue nous choisirons comme sommet).
Achevons le prisme
AMCDES, et concevons le plan sécant ESC, Le prisme se trouve ainsi formé de trois pyramides triangulaires, que nous allons comparer deux à deux.
Les deux pyramides SAM:
el CDES sont équivalentes.
comme Ayant des bases égales (les deux bases du prisme), et même hauteur, qui est celle du prisme
Dans la seconde pyramide, CDES, on peut prendre pou: 4 le point S; les deux pyramides SCDE et SACE sont écuive es, comme ayant pour hauteur commune la distance du point > au plan AD, et pour bases les deux moiliés du parallélogramme ACDE,
sc
les arôtes latérales sera la distance de es sont équivalents entes (n° 377); et il 1e l’on peut former
ale à la somme des soit le nombre des iente indéfiniment, nus dans la py'amide; et le volume à pyramide P’ croît >s deux sommes de ant leurs vaiations,
| se mouvoir dans changé.
umel peut se moulume soit changé ;
> le tiers du pro-
SAM ‘nous nomjou. en premier it ue nous choime sommet).
ons le prisme et concevons le ESC. Le prisme nsi formé de trois riangulaires, que comparer deux à
oyramides SAM.
nt équivalentes, ant des bases deux bases du mème hauteur, du prisme OU 1 It écuive rues, point + au plan me ACDE,
rule
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Les trois pyramides sont donc équivalentes: et ainsi la pyramide
SAMC est le Liers du prisme qui a même base et même hauteur; done le volume de cette pyramide égale le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
2° Une pyramide quelconque S ABCDE est décomposable en pyramides tiangulaires ayant loutes même hauteur, et dont les bases réunies forment la base de la pyramide totale, Ainsi le volume total égale le tiers de la hauteur commune, multiplié par la somme des bases, c'est-à-dire par la base de Ja pyramide considérée. Donc...
SE re
Be a
Put
ME
394. Corollaires, Deux Pyramides quelconques sont entre elle les produits des bases par les hauteurs.
2° Deux pyramides de méme hauteur sont entre elles comme leurs
bases, et deux Pyramides de bases équivalentes sont entre elles comme les hauteurs.
S comme
PE
395, Scolie. Tout prisme triangulaire est déc
9 ramides équivalentes.
2 Le volume du tétraèdre régulier, en fonction de son aréle à, es 1/19 a 2. En effet, soit ARC la base d'un tétraèdre régulier, H le
omposable en trois py-
pied de la hauteur, et ASD le rabattement d’une section faite dans le solide par la bauteur SH et par le point A, On a:
Volume SABC— 1/3 surface ABC s SH — 1/3. BD, AD. SH Or
AD'—AR'_Rir_. « Ja, AD°= AB*— BD Se Tee) 5 La hauteur SH s'obtient par le triangle rectangle AHS, dans le
quel SA = a, et AH 2, AD (no 183)= 5 SVT = 193
« a y5 d'où AD=Sy3
SH°=SA°— AH" 4. 0 _ 2a
On a donc :
d'où
160 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE = D Â + Le volume cherché est donc à CURE ae où 5; a y 2
V3 19 Proposition XVII. — Théorème,
396. Le volume d'un tronc de Pyramide à bases paraltites égale le liers de la hauteur du {ronc, multiplié par la somme des bases el
de leur moyenne géométrique,
1° Soit d'abord un tronc de pyramide triangulaire à bases parallèles,
\MCDES . Menons les plans SAC et ESC; le solide entier 5e trouve som posé en trois pyramides trianguülaires, SAMC, SCDE et SÂCE, ou P’, 1, p”.
La première SAMC, a pour base la base inférieure B du tronc, el pour hauteur la distance des deux bases, c’est-à-dire la hauteur du tronc; son volume est donc 1/3 Bh.
Dans la deuxième pyramide, on peut prendre le point C pour sommet; la base B/ est la base supérieure du tronc, et la hauteur est encore la hauteur du tronc; le volume de cette seconde pyramide est donc } 3 B'h.
La troisième pyramide SACE, et la seconde SCDE, peuvent être considérées comme ayant le point S’pour sommet commun; la hauteur commune est la distance du point $ au plan AD; ces pyramides sont donc entre elles comme leurs bases ACE et CDE ; or ces deux triangles ont même hauteur, savoir la distance entre les deux parallèles AC et DE; ils sont donc entre eux comme leurs bases AC et DE. Ces deux lignes étant des côtés homologues des triangles semblables
> A0 … AC VE B et B', on à : DE: => d'où ÿ
p'"’ = AC _ VB PT CDE— VB" do AVR EE UD D .
d'où P”=— VE P"— VE VBVB'=t/3hÿBB Ainsi la troisième Pyramide équivaut à une pyramide qui aurait pour hauteur la hauteur du tronc, et pour base une moyenne géométrique entre les deux bases du tronc.
La somme des trois pyramides donne pour le volume d_ ! onc : = 1/3 Bh + 1/3 B'h + 1/3 h V BP’
ou V=i/sh(B+B'+ v BB) 2° Soit maintenast on tronc de pyramide quele:
, à bases
me.
es paralièles égale le somme des bases el
un tronc @e pyraà bases parallèles, s les plans SAC et er 52 {trouve décom aides triangülaires, ACÈ , ou a OT UE MC, a pour base la du tronc, et pour e des deux bases, teur du tronc; son ; BR.
pyramide, on peut | pour sommet; la hauteur est encore pyramide est donc
(DE, peuvent être commun; la hau- \D; ces pyramides CDE ; or ces deux re les deux paralrs bases AC et DE.
angles semblables
VB'=1/3hy)Bh
amide qui aurait moyenne géomé-
me d fonc:
, à bases
parallèles B et C, Prolongeons les arêtes latérales miner la pyramide en S; construisons une pyramide triangulaire S'R ayant s ?
même hauteur, avec une base BR’ équi- hi $ valente à B; et délachons, parallèle- | ment à la base B', une Pyramide parüielle S'C' de même hauteur que SC, Les bases B et B' étant équivalentes, es seclions C et C’ faites à des hauteurs égales sont équivalentes (n° 388).
Les pyramides partielles SC et S'C sont équivalentes, comme ayant même hauteur et des bases équivalentes (ne 391); il en est de même des pyramides totales SB et S'B", et par conséquent aussi des deux troncs T et T”.
Mais les bases étant équivalentes, on a, pour le tronc de pyramide T comme pour le tronc EE, Tæt/sh (BB VB), Donc...
Scolie. Soient à et a’ deux côtés homologues des bases B et B', et soit Æ le rapport de similitude de ces mêmes bases.
Qué L == (S) =, d'où B'=B}:, En portant cette valeur de B' dans l'expression du volume dx tronc, on à V=t/3h(B + Be + VB ou V=i/3h(B + Be + Bx ou enfin V=1/3BA (1 +k+k:) Cette formule est commode pour les calculs pratiques.
Proposition XVIII, — Théorème.
397, Le volume d'un tronc de prisme triangulaire égale la section droite mullipliée par la moyenne arilhmélique des trois arétes latérales,
1° Considérons d'abord un tronc de prisme triangulaire droit AMC DES; appelons B la base AMC,et m,n, p, les arêtes latérales. Menons les plans ASCetESC. Lesolide entier se trouve décomposé en trois Pyramides triangulaires, SAMC ; SCDE et SACE.
La première pyramide SAMC à B pour base et l’arête m pour hauteur; ainsi son volume est 1/3Bm,
Dans la seconde Pyramide SCDE, on peut transporter le sommel S en M,
puis le sommet E en A
DS ES
(n° 392); et alors cette pyramide a pour base AMC ou B, et pour hauleur l’arête n ; son volume est done 1/3 Bn.
Dans la troisième pyramide SACE, il suffit de transporter le sommet S en M, et ia pyramide a alors pour base AMC ou B, et pour hauteur l’arête p ; son volume est donc 1 3 Bp,.
4 , \ : M+N+ p Et le volume total égale 1/3B(m-.n+p) où bien B.” : 28 7: 2° Si le tronc r'iangulaire AB n’a pas ses arêtes latérales perpen-
diculaires à l’une des bases, on fait une section droite S qui partage
ce solide en deux troncs de prismes droits V et V!.
OnaV=1/3S{(m+n +p), et V'= 1/38 (m'+ n'+p'). Donc le volume total égale 1/3 S(n+n +p+m'+n+p), ou la section droite S multipliée par le 1/2 de la somme des trois arêtes latérales. Donc...
LIT. — DES POLYÈDRES SEMBLABLES
38. Définition. On appelle polyèdres semblables des polyèdres qui
ont les faces respectivement semblables, et les angles solides respeclivement égaux.
399. IL résulte de cette définition que dans deux polyèdres semblables,
1° Les dièdres homologues sont égaux, car ces dièdres appartiennent à des angles solides qui peuvent coincider;
2 Que toutes les dimensions homologues sont dans un même rapport; car les arêles homologues appartiennent à des polygones semblables reliés entre eux par des dimensions communes, et les autres lignes homologues peuvent être reliées aux arêles homologues par des triangles semblables.
Proposition XIX, — Théorème,
409. Tout plan parallèle à la base d'une Pyramide détermine une nouvelle pyramide semblable à la première.
Soit SB une pyramide quelconque, et soit M’ un plan parallèle au plan M de la base B. 1 s'agit de prouver que les deux pyramides SR cl SB ont les faces semblables chacune à chacune, et les angles s0lides respectivement égaux.
1° Les plans M et M' étant parallèles, les figures B et B’ sont semblobles (n° 385) ; les droites AC et AC’ sont parallèles (n° 315 ); donc
pec
0] ver
sem} traè
Le seml trian
Pa l'eSpo et T”
: où B, et pour hau-
> transporter le som- AMC ou B, et pour
MH+nNn+ p
les latérales perpenlroite S qui partage
bien B,
+ p'). Donc le voou la section droite 5 latérales. Donc...
ABLES
des polyèdres qui les solides respec-
æ polyèdres semdres appartiennent
ns un même raps polygones semnes, et les autres s homologues par
de détermine une
plan parallèle au ux pyramides SB' et les angles s0-
B et B' sont semes (n° 415); donc
blement placées.
EFH semblables, et les dièdres AB,ADetB aux dièdres EF, EH, FH, Pre
non$ le plan IKL parallèle à FGH, Le tétraèdre ‘1 semblable à T” (no traèdres T et T”,
semblables entre eux; triangles sont égaux.
égaux à EF, EH, FH; les à l'éspondants; ainsi le diècre BD é el T” sont égaux comme ayant une face ég
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les triangles SAC et SA'C sont
semblables, et il en e autres faces latérales.
st de même des
2 L’angle solid trièdres A et A’, appartenant à et Asont égan Donc...
e S est commun aux «deux pyramides; dans les les angles des faces sont respeclivement égaux comme des polygones semblables ; ainsi cou angles trièdres A X (n°353, %), et il en est de même des autres trièdres
Scolie. Si l'on suppose les arêles indé rème est vrai quelle que soit 1 est mené au delà du sommet, le inverse,
finiment prolongées, le théoa position du plan sécant; si ce plan S éléments sont disposés dans un ordre
Proposition XX. — Théorème,
AÛ, Deux télraidres sont semblables :
1 Lorsqu'ils ont une face semblable adljavente à des dièdres » peclivement égaux, et semblablement placés ;
2 Lorsqu'ils ont un dièdre égal compris entre dex tement semblables, et semblablement placées ;
3 Lorsqu'ils ont trois faces respectivement semblables
"eS— faces respecli-
, el sembla-
1er Cas. Soient les deux tétraèdres T et T', ayant les faces ABD et D, respectivement égaux nons Ja longueur El égale 4 AB, et me- "ainsi déterminé est 400), et il suffit de prouver l'égalité des deux té
Les triangles ABD et EIL, semblables chacun au triangle EF!T, sont et comme le côté A égale El, ces deux Par hypothèse, les dite. AB, AD et BD, sont r'éespec
livement icdres FH et IL sont é
Baux comme corgale IL, et les deux télraèdres T ale adjacente à des dièdres
NTS DE GÉOMÉTRIE
ml respoctivemer fau 385, 10). Donc le tétraèdre T est sem b blable à T | = cas, Soient les deux tétradres T et T''ayant le dièdre AB égal
1] à EF, la face ABD semblable à EUH, et la face ABC semblable
| pH EFG, Prenons la longueur El égale à AB, et menons le plan IKL k 1 parallèlt FGH. Le tétraèdre T” ainsi déterminé est semblable à T 4 (n° 400), et il suffit de prouver l'éralit deux tétraèdres T et T”,
fi Les triangles ABD et EIL.
semblables chacun au triangle EFH, sont semblables entre eux:
et comme le côté AB égale ET, ces deux triangles sont égaux,
De même les triangles ABC et ETK, semblables chacun au triangle EFG, sont semblables entre eux ; et comme le côté Al égale ET, ces deux triangles sont égaux. Donc les deux tétraèdres Tet T” sont égaux comme ayanl un dièdre égal compris entre des faces respectivement égales {no 383, 2); et le tétraèdre T est semblable à T'.
3 cas. Soient les deux tétraèdres T et T’ ayant les trois faces de l'angle solide A respectivement égales aux trois faces de l'angle solide E. Prenons la longueur EI égale à AB, et menons le plan IKL parallèle à FGH. Le tétraèdre 1” ainsi déterminé est semblable à T” (n° 400 et il suffit de prouver l'égalité des deux tétraèdres T et T”.
Les triangles ABD et EIL, semblables chacun au triangle EFH, sont semblables entre eux, et comme le côté AB égale EI, ces deux triangles sont égaux, el AD=- EL,
On démontrerait de même que le triangle ABC = EIK, et que ADC = ELK. Donc les deux tétraèdres T et T” sont égaux comme ayant trois faces respectivement égales, et le tétraèdre T est semblable à T'. Donc...
402, Scolie. Les cas de similitude qui viennent d'être établis pour les tétraèdres sont analogues aux cas de similitude des triangles (n° 190), et même aux ras d'égalité des triangles (n° 47), des trièdres (n° 353), et des tétraedres (n° 383), Dans chaque cas de similitude des tétraèdres, le cas d'égalité correspondant a été appliqué entre le (6traèdre donné T et le tétraèdre auxiliaire ‘1
Proposition XYI, — Théorème.
403. Deux polyèdres semble SO lécomposables méme nombre de létraèdres respective l lables el semblablement disposes.
Soient P et P’ deux polyèdres semblables, Menons les ns AB
et A'B'C, Les deux tétraèdres SABC et S'A'B'C' sont semblables, comme ayant les faces qui forment les angles S et S' respectivement sem-
td:
mêm
sectio
létraèdre T est sem
ant le dièdre AR égal ace ABC semblable à menons le plan IKL né est semblable à T IX létraèdres T et T”, ngies ABD et EIL,.
* Chacun au triangle semblables entre eux:
le côté AB égale ET, ‘angles sont égaux.
e les triangles ABC 2mblables chacun au G, sont semblables et comme le côté Al s deux triangles sont
LC les deux tétraèdres
| égaux comme ayant
ment égales (n° 383,
nt les trois faces de 3 de l'angle solide E.
e plan IKL parallèle lable à T’ (ne 400 Let T”,
à au triangle EFH, igale ET, ces deux
BC=EIK, et: que sont égaux comme dre Test semblable
d'être établis pour tude des triangles n° 47), des trièdres s de similitude des pliqué entre le t6-
bles méme emblablement dis-
ns les plans AR
mblables, comme pectivement sem-
LIVRE VI, — LES POLYÈDRES A blables; car ces
ne 398).
Nous allons prouver que si on enlève lyèdres qui restent sont semblables,
Les faces ABC et A'B'C' sont semblables comme
ces appartiennent à
ces deux tétraddres :
létraèdres semblables déjà considérés, Les fac: été diminuées de l'un des triangles sembl posées, el il en est de même des face ainsi les nouvelles faces sont
Les angles solides À et À’ I de même des parties qui leur reslan!« on À el A’ sont égaux. De même les angle en B et ji}, en C: et C’ sont égaux.
Donc les ;olyèdres qui 1 traèdres : emblables,
El l'on peut rép faite dans les solic tétraèdres, lesquel:
28 modifiées K et K' ont ables dont elles étaient coms Let L', et des faces M et M':
respectivement semblables,
"ouvaient coïncider (ne 398), et il en est ont été enlevées; donc les angles solides 8 solides qui restent lent après l'enlèvement des deux té- » Sur les nouveaux polvèdres imilifs, jusqu'à ce qu'il ne re nt encore semblables entre Deur polyèdres
S COMpOosés d'un méme nombre eS respectivement semblables el semblablement disposé
, l'opération déjà ste plus que deux ux *, Donc...
Réciproquement
de tétraid semblables. En effet lormés
8 sont , les angles solides sont égaux deux de trièdres respectivement € et les faces sont semblables
triangles respectivement sembl.
à deux, comme étant gaux el semblablement disposés ; leux à deux, comme étant formées de 1bles et semblablement disposés, Donc
Proposition XXII, — Théorème,
405. Les volumes de di conne les cubes des dimensions homologues,
1° Soient d’abord deux tétraèdres semblables P et P' Les bases B
et B’ sont entre elles comme les carrés des lignes homologues ! n° 271 };
et dans les deux solides, toutes les lignes homologues sont dans un même rapport (no 399, 2%),
S'il y a plus de trois arêtes en un section
2 polyèdres semblables sont entre eux
* même mmet
» ON peut disposer les manière à obtenir, dans tous le
as, des pyramides triangulaires,
des polygones semblables les po=
appartenant aux
CRIER
et
On a done : ps: Le t { [A [an
On a LE lis 4 0? B n à aussi : meer=p D'où , en multipliant membre à membre :
hs _as es 1/3Bh ou P
Re as m7] à B'h' ou P’
A', B',C'... les pyramides semblables qui forment ces polyèdres ; el enfin m et m' deux arûtes homologues quelconques.
TT A A UL] « l'outes les arêtes homologues sont dans le même rapport = (n°399,
2), et les pyramides parlielles sont entre elles dans le rapport : insi LE B _C A Ga > ainsion a: À GA D ou I
RASE 2, =, ' ae nc...
(1, LS ee A'+B'+C'. ou P' Donc
406. Scolie, Soient m et m° deux dimensions homologues de deux polyèdres semblables, S et S' deux surfaces homologues, V et V' deux volumes partiels homologues, P et P' les polyèdres entiers.
On a :
Ainsi le rapport des surfaces homologues est égal au carré du r'ap-
port des dimensions homol ques,
Et le rapport des volumes homologues est égal au cube du rapport
des dimensions homologues.
IV. — DE LA SYMÉTRIE
Définitions,
407. Deux points sont symétriques par rapport à un centre, lorsque
ce dernier point est le milieu 4
nitisu de la droite qui joint les premiers, Deux points sont symétriques par rapport à une droîle, lorsque
2 Soient deux polyèdres semblables quelconques P et P'; A, B, C....
l'axe 5’, A
Cor tres } sera ( symé
peut l un ce)
EPP A BC...
it ces polyèdres; el rapport +
mm", ns le rapport 7!
. ou P
à rs Donc...
. ou P
mologues de deux
gues, V et V' deux entiers.
au carré du r'ap-
« cube du rapport
in centre, lorsque es premiers, e droite, lorsque
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‘lle ligne est perpendiculaire points, La droite
au milieu de La dr
oile qui joint les deux est appelée axe de symétrie,
Deux points sont & plan est perpendicul points,
Ymélriques par rapport
à un plan, lorsque ce o aire au milieu de |
a droite qui joint les deux
408, Deux figures sont symétriques par rapport à un centre, à un are où à un plan, lorsque Chaque point de la première a trique dans la seconde, et réciproquement,
Dans deux figures symétriques, les points symétriques sont aussi appelés points homologues,
son symé—
Proposition XXII, — Théorème,
fures Symélriques Par ray
Deux fi sables
Soient SABC et S'A'B'C' l'axe XY.
Si l’on fait faire à |
port à un aæe sont Super po-
deux polyèdres symétriques par
‘apport à
a figure SABC une demi -r
évolution autour de
LUS mie. nés
DS te
l'axe XY, les points S s, À’, B° C!
» À, B, C, viennent se placer respectivement en et les deux figures Coïncident. Donc.
Corollaire. La symétrie Par rapport à un axe tres propriétés que celles des figures égales, sera question, dans ce qui va suivre, que des symétrie,
ne présente pas d’au- En conséquence, il ne ieux autres genres de
Proposition XXIV. — Théorèm
S HO. SE deux figures sont Symélriques par peul les placer de telle sorte qu’elles soient HA centre pris à volonté dans ce plan.
e de Bravais.
rapport à un plan, on Symélriques par rapport à
Soient les deux figures F et F' symétriques par rapport au plan MN, O un point quelconque pris sur ce plan, et F” la figure symétique de F par rapport au point O.
Menons la droite OP perpendiculaire au plan MN; joignons les points homologues des deux figures F et F', et de même les points homologues desfigures F et K"; enfin menons OLet S'S".
Les droites OP et SS’ sont parallèles comme étant perpendiculaires au même plan MN; donc la droite OP est dans le plan du triangle SS'S"; et comme le point O est le milieu de SS", le point E est aussi le milieu de SS" {no 179).
D'autre part, dans le triangle SS'S", la droite OI est parallèle au côté S'S", comme joignant les milieux des deux autres côtés S< et SS”; donc OP, perpendiculaire à OT, est aussi perpendiculaire à S'S", et les deux points Set S” sont symétriques par rapport à l’axe OP,
On démontrerait de même, par rapport à cet axe OP la symétrie des points A’ et A", B'et B”, C’et C”..., et par suite la symétrie des deux ligures F° et F” par rapport à ce même axe.
Or, par une demi-révolution autour de l'axe OP, la figure EF’ viendrait coïncider avec F”, Donc.
111. Réciproquement, si deux liqures sont symétriques par rapporl à un centre, on peut les placer de telle sorte qu'elles soient symétriques par rapport à un plan quelconque mené par ce point.
Soient les deux figures F et F” (mème figure) symétriques par rapport au centre O, MN un plan quelconque mené par ce point, et F' la figure symétrique de F par rapport au plan MN.
Si l'on mène l’axe OP perpendiculaire au plan M, on ‘démontrera absolument comme au théorème direct, que les deux figures EF’ et &” sont symétriques par rapport à l'axe OP.
Or, par une demi-révolution autour de l’axe OP, la figure F” viendrait coïncider avec F’, Donc.
Corollaire. Si, pour une figure donnée F, on considère deux syymé-
triques , l’une F° par rapport à un plan, et l'autre F” par rapport à un centre, ces deux symétriques KE" et F" sont Superposables.
Proposition XXV, — Théorème de Bravais.
A12. 4° Deux fiqures Symélriques d’une même figure par rapport à des centres différents sont égales,
pro Lou Ceil vou
égau] pectiv parall Soil
par rapport au plan et F" la figure symé-
3 la droite OP perpenau plan MN; joignons bomologues des deux et EF", et de même les nologues desfigures F in menons Olet S'S", ites OP et SS' sont comme étant perires au même plan Cc la droite OP est in du triangle SS'S"; > le point O est le SS", le point E est lieu de S'S" (no 179).
part, dans le trian- ,; la droite OI est u côté S'S", comme SS"; donc OP, per- , et les deux points
OP la symétrie des à Symétrie des deux
, la figure EF’ vien-
riques par rapport elles soient Symépar ce point.
"métriques par rapir ce point, et F' la
M, on ‘démontrera ix figures FE’ et F”’
la figure F” vien-
Sidère deux symé- FE” par rapport à erposables,
ravais.
(re par rapport à
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Soient À et B deux figures symé Port au centre O, et Ja seconde Par les deux points O et 0’, menons un ligure A peut être transportée en A", de G par rapport au plan MN mené Position A’, la figure pe symétrique de Ç par r et alors les deux figur
triques de C, la première Par rapport au centre ()’.
manière à être par le point O (no 411); ut être transportée en B, de manière apport au centre O’ pris sur le es À et B coïncident, Donc...
2° Deux fiqures Symélriques d'une plans différents sont égales,
même fiqure Par rapport à des Soient À et B deux fi
aures symétriques de C, la première par rapport au plan M, et Ja seconde Par rapport au plan N. Considérons un point quelconque 9 de l'intersection des deux plans,
La figure A Peut êlre transporte en A’, de manière à être Symétrique de CG par apport au point O pris dans le plan M {ne 110); et de celle position A’, la figure peut être transportée en B, de manière à être symétrique de C Par Tapport au plan N qui contient le point (
‘ne 411); et alors les deux figures À et B coïncident. Donc...
Sculie, Si l’on ne fait altention qu'à la forme des figures, toute propritté démontrée dans la symétrie Par rapport à un point, se W'ouve par 1à mème établie dans la Symétrie par rapport à un plan. Geile remarque permet de choisir tel genre de symétrie que l'on voudra, pour Ja démonstration de chaque propriété,
Proposition XXVI, — Théorème, 13, Une fiqure figure plane égale à la première, I Soit AB une droite quelconque, O le centre de symétrie, A' et B' les points symétriques de À et de B, Menons la droite A'B'. Les points A et A" étant symétriques, on a UA = OA; de même OB = O0B;", et les triangles OAP et OA’B' sont égaux comme ayant en O un angle éval Compris entre des côtés res bectivement égaux: donc le côté AB égale A'B", et ces droites sont parallèles, à cause des angles égaux OAB et OA’B" {ne 72), Soit EE’ une sécante quelconque mente par le c
plane quelconque a POUr Symélrique une autre
enire de syméü
of
par rap-
plan quelconque MN. La symétrique de ; et de cette à être
plan MN {no #10):
Es
BE
RE
trie: les triangles OAE et OA'E' sont égaux comme ayant un côté égal (OA, OA), adjacent à des angles respectivement égaux ; donc OE—OE" et les deux points E et E’ sont symétriques; ainsi les droites AB et A'B' sont symétriques, puisque chaque point de l’une a Son symétrique dans l’autre,
Donc une ligne droite a pour symélrique une autre ligne droite, égale et parallèle à la première.
2 Soit ABC un angle quelconque, O le centre de symétrie, A'B' et B'C' les droites symétriques de AB et de BC,
Les angles ABC et A'B'C’ sont égaux comme ayant les côtés respeclivement parallèles et dirigés tous les deux en sens opposés; de plus, les plans de ces angles sont parallèles. Donc un angle a pour Symélrique un autre angle égal au premier, el les plans de ces angles sont parallèles [no 320).
3 Soit le plan AC, et soit O le centre de symétrie, Par un point quelconque B pris dans ce plan, menons à volonté, dans ce même plan, les droites BA et BC, puis leurs symétriques B'A’ et B'C°.
Ces dernières droites sont parallèles aux premières {1er cas ci-dessus); ainsi les plans AC et A'C' sont parallèles, el un point quelconque de l’un a son symétrique dans l’autre, Donc un plan a pour symétrique un autre plan parallèle au premier,
% Soit le polygone plan ABCD, et soit O le centre de symétrie,
Si l’on prend les points A’, B’, C', D’, symétriques de A, B, C, D, les deux polygones ABCD et A'B'C'D’ ont les côtés respectivement égaux et parallèles; les angles sont respectivement égaux, et les plans AG et A'C' sont parallèles: ainsi ces polygones sont égaux, et leurs plans sont parallèles.
Donc, par rapport à un centre, une figure plane quelconque a pour symélrique une autre figure plane, égale et parallèle à la première.
Le théorème pourrait être démontré d'une manière analogue dans la symétrie par rapport à un plan; mais on remarquera que c’est seulement dans le cas d'un centre que les figures planes symétriques sont parallèles.
Proposition XXVII. — Théorème.
A1. Un angle dièdre a pour symélrique un autre angle dièdre égal au prenuer,
Car si l’on considère la symétrie par rapport à un centre O, chaque plan du dièdre AB a pour symétrique un plan qui lui est parallèle {no 443, %}, et ainsi les deux dièdres AB et A'B sont égaux {n° 329, 9),
por Cess
mme ayant un côté vement égaux; donc nétriques; ainsi les aque point de l’une
re ligne droite, égale > de symétrie, A'B'
BC et A'B'C' sont ayant les cotés resirallèles et dirigés on sens opposés; de de ces angles sont c un angle &« pour ulre angle égal au plans de ces angles (no 320).
trie. Par un point lé, dans ce même B'A’et B'C*.
res (ler cas ci-desn point quelconque lan «a pour symé-
ntre de symétrie,
es de A, B, C, D, tés respectivement égaux, et les plans nt égaux, et leurs
quelconque a pour lèle à la première.
ière analogue dans uera que c’est seulanes symétriques
le,
‘dre a pour symégle dièdre égal au
re la symétrie par
0, chaque plan
ur symétrique un
allèle {no 413, de},
èdres AB et A'B p)
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115, Gorollaire, Deux angles solides Symélriques ont leurs faces r'especlivement égales, et leurs dièdres respectivement égaux, Mais Comme ces éléments sont disposés de part et d'autre dans un ordre inverse, les deux angles solides ne sont PaS Superposables, On dit alors qu'il y a égalité par symétrie.
Proposition XXVIII, — Théorème. ,
M6. Deux polyèdres Symélriques sont equivalents,
1° Soient d'abord deux tétraèdres T'et T' symétriques par rapport au plan MN; construisons un troisième lôtraèdre T” symétrique de T par rapport au plan de la base ABC.
Les deux points S et S” étant symélriques, sont équidistants du plan ABC ; ainsi les deux lélraèdres T et T° sont équivalents comme ayant même base et même hauteur,
Or les deux figures T’ et T” symétriques de T par rapport à des plans différents sont égales {no 112, 2):
donc T' est équivalent à dl
2° Deux polyèdres symétriques quelconques
sont décomposables en
, x y: , : FF k tétraèdres symétriques léquivalents ; donc les polyèdres totaux sont He eux-mêmes équivalents. (
EXERCICES SUR LE LIVRE VI
Thécrèmes à démontrer.
1. Le volume d'un prisme triangulaire égale le produit d’une face latérale quelconque par la moitié de la distance de cette face à l'arête opposée,
2. Le volume d'un prisme régulier égale le produit de la surface latérale par la moitié de l’apathème de la base,
5, Le volume d’une pyramide régulière égale la surface latér par Je 1/3 de la distance d'une face latérale au centre de ]
4. Le volume d'un tétraède égale le 1 3 d'une arûte quelconque multipliée par la projection du solide entier sur un plan perpendiculaire à cette arûte, À
5, Si une pyramide a pour base un trapèze, le volume de cette pyramide égale ! le 1/3 de la somme des bases du trapèze, multiplié par la projection du solide entier sur un plan perpendiculaire à ces mêmes bases,
6. Dans un tétraèdre, les 3 droites qui joignent les milieux des arûtes oppoces sc rencontrent en un même point qui est lo milieu de chacune d'elles, c*
7, Par un point quelconque de la base d'une pyramide régulière, on méne une 124 Perpendiculaire qui rencontre toutes les faces latérales, prolongées s'il est né.
cessaire, Démontrer que la somme des distances du pied de la perpendiculaire
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aux points d'intersection de cette droite avec les faces latérales est constante, quelle que soit la position du point pris sur la base,
8. Dans un tétraèdre quelconque, les 6 plans bissecteurs des dièdres se rencontrent en un même point, qui est équidistant des 4 faces,
9, Sur les trois faces latérales d’une pyramide triangulaire dont le sommet est S, on construit des prismes triangulaires quelconques, dont les bases supérieures prolongées convenablement se rencont:ent en un point commun O, Sur la base de la pyramide primitive, on construit un prisme dont les arûtes latérales ont pour longueur et pour direction OS. Démontrer que ce dernier prisme vaut la somme des trois autres,
10, Les milieux des arêtes d'un tétraèdre régulier servent de sommets à un octaèdre régulier.
11. Si la hauteur d'un prisme triangulaire égale 2 fois le diamètre du cercle circonserit à la base, le prisme équivaut au parallélipipède qui aurait pour dimensions les trois côtés de cette même base.
12. Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont nn angle solide conpris sous trois faces respectivement égales, et semblablement placées,
13. Deux droites symétriques par rapport à un plan font avec ce plan des angles égaux,
14. Si deux plans sont symétriques par rapport à un troisième, ce dernier plan est bissecteur de l'angle des deux premiers.
15, I] ne peut exister que 5 polyèdres réguliers convexes,
Problèmes.
1. Calculer la diagonale d'une caisse qui à la forme ct les dimensions d'un mètre cube,
2. Calculer la diagonale d’un cube qui a 1 mètre carré de surface totale,
3. Une salle a la forme d’un parallélipipède rectangle ; la diagonale a 14m59, ot les 3 dimensions sont entre elles comme les nombres 3,6 et 7. Quel est le volume d'air contenu dans cette salle ?
4. Une caisse d'emballage a été garnie intérieurement d'une enveloppe de zinc présentant un développement superficiel de 3"60; la longueur de la caisse est double de sa largeur ; et les surfaces extrêmes sont des carrés égaux. On demande le volume intérieur,
5, Que coûtera la maçonnerie d'un pavillon octogonal régulier de 3 mètres de côté, 4 mètres de hauteur hors de terre, et 1 mètre de fondation, à raison de 5 francs le mètre carréextérieur de maçonnerie? (Les vides des portes et fenêtres se comptent comme les parties pleines),
6, Une salle de classe a 8 mètres de longueur, 7 de largeur et 4 de hauteur. Le plafond et les murs doivent être peints à la colle, à raison de 0 fr. 30 le mètre carré, Quelle sera la dépense ?
7. Les trois dimensions d'un pa ‘allélipipède rectangle tant «, b, c, exprimer le volume de ce parallélipipède, sa surface totale, la diagonale, la somme des arêtes, et enfin l’arôte du cube équivalent.
8. L’arête d'un cube étant a, trouver l'expression de la diagonale de ce cube. et de la surface d'une section faite par deux arêtes opposées,
9, La densité du plomb fondu étant 11,35, quelle arête faudrait-il donner à un cube de plomb pour que le poids fût de 1 kilogramme ?
10. La couronne d’Hiéron, roi de Syracuse, pesait dans l'air 7 465 grammes, et perdait dans l'eau les 625 millièmes de son poids. Quel était son volume ? quelle était sa densité ?
11, Un terrain rectangulaire de 130 mètres sur 65, est en contre-haut de
i le longe, On veut mettre cet einplacement de niveau avec la route, et les terres enlevées seront employées à la construction d'un remblai de chemin de fer,
6 mètres par rapport à une route quile
SO
lent
trian
latérales est constante,
irs des dièdres se ren- Ces,
alaire dont le sommet 's, dont les bases Supéoint commun O, Sur la ont les arêtes latérales e dernier prisme vaut
vent de sommets à un
s le diamètre du cercle de qui aurait pour di-
ide compris sons trois font avec ce plan des
isième, ce dernier plan
& les dimensions d'un
surface totale, a diagonale a 14m59, 3,6 et 7, Quel est le
ane enveloppe de zinc rueur de la caisse est és égaux. On demande
égulier de 3 mètres de ondation, à raison de des portes et fenêtres
ar et 4 de hauteur, Le 1 de 0 fr, 30 le mètre
nt a, b, c, exprimer onale, la somme des
liagonale de ce cube, ; faudrait-il donner à
l'air 7 465 grammes, 1 était son volume ?
t en contre-haut de tre cet emplacement loyées à 1a construc-
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La coupe de ce rembl est de 10 mètres en h fournira le terr
ai est un trapèze de 10 mètres de aut et de 30 mètres en bas, ain ci-dessus,
12, La grande Pyramide de Chéops, en Égypte, à pour base un carré de 230 mètres de côté, et les faces laté rales sont des triangles équilatéraux. Quel est le volume ?
13. Les deux bases d'un tr 2 mètres carrés, On veut teur (qu'on ne donne base ?
hauteur; la largeur Quelle longueur du remblai
'onc de pyramide ont, l’une gr construire un prisme équiv pas), et ayant une base carr
mètres carrés , l'autre alent ayant la même hauée, Quel sera le côté de cette
14. L'obélisque de Louqsor, qu'on voit à Paris sur la pl est un monolithe en granit, dont la partie principale est à base carrée, ayant 21m60 de hauteur, 242 et 1m54, On demande granit e:5 2,75,
15, Un tas de pierres menues e
ace de la Concorde ï
un tronc pyramidal Les côtés des bases ont respectivement le poids de cette bierre, sachant que la densité du
sb posé sur un rectangle de 4 mètre
il s'élève à une hauteur de Om60; les faces latérales sont en talu est un rectangle de 3 mètres sur 050, On demande le volume, 16. La densité de la fonte de fer est 71,20. Quel est le v fonte pesant 25 kilogrammes ?
De 1795 à 1860,onaf
S sur 1m50; s, et le dessus
olume d’une masse de
abriqué en France une somme de 5 milliards en pièces d'or au titre 9/0. La densité de l'or fondu est 19,258, et celle du cuivre 8,788, Si l'on faisait fondre toute cette monnaie d’or, et si l’on faisait un cube
de tout l'or, et un autre de tout le cuivre contenu, quelles se raient les arêtes de ces cubes ?
18. Dans le cas où l’on fait les plans d'un bâtiment à l'échelle de pour mètre, que sont les dimensions, surfaces à l'égard des dimensions
1 centimètre ct volumes, représentés au plan, * Surfaces et volumes réels ?
Quelle est la haut face totale
ant 1 décimètre d'arête ?
régulier pour que le volume eur d’un tétraèdre régulier ayant ] mètre Carré de sur- 22 T!n dodécaèdre régulier à Om12 d'arête, quelle est l'arête d'un dodécaédre régulier dont le volume est double du premier ? 23, Par Chaque sommet d'un tétratdre quelconque, on mène
lèle à la face opposée, On demande ce qu'est le nouveau tétr premier,
24, Une pyramide de 036 de h:
0w12 de côté, 1° A quelle dist
autre
un plan para].
aèdre à l'égard du
tuteur à pour base un hexagone régulier de ance du sommet se trouve une section parallèle à la base, si la surface de cette section est de 1 décimètre carré? 2° A quelle distance est la section si le volume du tronc restant est de 2 décimètres cubes ? 25, A quelle distance du sommet faut-il couper une pyr unide parallèlement à la base, pour que les deux parties soient équivalentes ? 26. Dans quel rapport faut-il couper la hauteur d'une pyramide
ment à la base, pour diviser cette Pyramide en 3, 4, lentes ?
parallèle.
R parties équiva-
À quelle üistance du sommet à la base, pour que les
est à 3?
faut-il couper une pyramide
Parallèlement deux parties du solide soie
nt entre elles Comme 5
28. Un tronc pyramidal a pour volume 1 44 15 centimètres; l'une des bases est un © le côté de l'antre base,
29, Un tronc pyramidal triangies équilatéraux de
ti
! de ièt Cube, 8t pour bauteur arré de 6 centimètres de côté, Calculer à pour volume 1 décimêtre cube,
et pour bases des 12 et 7 centimètres de côté,
Calculer la hauteur,
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30, Un plateau parallélipipède en bois de hôtre de Om20 d'épaisseur, est mis en flottaison sur l’eau ; on demande l'épaisseur de la partie qui surnage, si la densité de ce plateau est 0,80.
31. Un bassin de 0m75 de profondeur a la forme d'un prisme droit; la base est un octogone régulier de 6 mètres de côté. Quelle est la contenance de ce bassin ? =
52, Un prisme droit hexagonal régulier a une hauteur de 1 décimètre et une surface totale de 3 décimètres carrés; Ce prisme est en étain (densité 7,29). On demande le volume et le poids du solide,
33. Un parallélipipède rectangle a un décimètre de hauteur et 6 décimètres Carrés de surface totale; la longueur est double de la largeur, On demande le volume.
34, Tracer sur un carton le développement de chacun des cinq polyèdres réguliers, en prenant pour chacun une arête de 1 décimètre,
elre Considéré
A17, Oh par une f Cet axc
ne doit ps Les ligr lution, Ces lier décrit une coupent la méridiens.
Tous les peut être 7 Le méri
on représei Les solid ône et las 118. On :
le solide en reclangle a Le côté h néraleur es Le côté l le côté du c côté engend Les deux sont les Pay deux cercles bases sont pe 19, Un tro la base et un 120, Le cyl lequel le nom
sseur, est mis
surnage, si la
lroit; la base enance de ce
imètre et une sité 7,29), On
6 décimètres _ demande le
nq polyèdres
I. — DU CYLINDRE
Définitions.
| 17, On appelle solides de | Par une figure plane tournant autour
Cet axe doit être dans le même plan que la surface tournante, et ne doit pas la couper,
Les lignes de Ja surface tournante engendrent des surfaces de lation,
Ces lignes mobile décrit une circonfé Coupent la surface Mméridiens.
Tous les méridiens d'une même figure peut être regardé comme la géné
Le méridien prince
révolution les solides qui sont e
ngendrés d'un axe,
révo- S sont des génératrices ; chac rence appelée parallèle ; les de révolution suiv
un de leurs points plans menés par l’axe ant des lignes que l’on nomme
Sont égaux, et chacun d'eux
ratrice de la surface de révolution,
ipal est le méridien
Parallèle au plan sur lequel on représente le corps considéré,
Les solides de révolution les plus importants Sont : le cylindre, le “ône et la sphère,
8. On appelle cylindre le solide engendré parlar rectangle autour de l’un de ses côtés.
Le côté A autour duquel tourne le néraleur est à la fois l'axe et la hauteur,
Le côté { Opposé à l'axe est la génératrice où le côté du Cylindre ; pendant Je mouvement, ce côlé engendre la Surface latérale du Cylin:
Les deux autres côtés du rectangle ge Sont les rayons du Cylindre, et ils engendrent les deux cercles qui servent de bases au solide, Ce bases sont Perpendiculaires à l'axe.
19, Un tronc de la base
de révolution ou cylindre
circulaire droit.
évolution complète d'un
reclangle gé-
lre, inérateur
cylindre est la portion de cylindre Comprise entre à cette base,
olution est la limite du prisme régulier dans
des faces AuUYMente indéfiniment : et il peut lui-même
comme un prisine réqulier d'une infinilé de faces.
le considéré
ah nine D mg ets Lam mn
Il suit de là que l'on peut appliquer au cylindre de révolution les propriétés du prisme régulier,
Par exemple : Toute section fuite parallèlement aux bases d'un cylindre de révolution est un cerele égal à ces mêmes bases (n° 366).
| (e P É G 121. En général, on äppelle surface cylindrique loute surface engendrée par une droite indéfinie AE qui se meut dans l’espace, en restant toujours parallèle à elle-même.
Si la droite génératrice revient à sa position première AE, elie « Gi engendré une surface cylindrique fermée.
On considère quelquefois la génératrice comme devant glisser le le long d’une ligne donnée ACD, que l’on nomme directrice. GE Un cylindre quelconque est le solide compris entre deux plans pa- pee rallèles, et terminé latéralement par une surface cylindrique. On qu peut le considérer comme un prisme quelconque d'une infinité de l faces. HL Dans un cylindre quelconque, on nomme section droite toute sec cie lion faite perpendiculairement à la génératrice.
122. Si les génératrices d'un cylindre sont coupées par des plans parallèles , les sections obtenues sont égales entre elles (n° 367), Il
Toutes les sections droites d'un cylindre sont égales entre elles équi (ns 314 et 367), le v haut Proposition I. — Théorème, 04 123. La surface latérale d'un cylindre droit égale la hauteur mul- diam lipliée par la circonférence de la base, Car la formule S = ap, qui exprime la surface latérale d’un prisme droit, peut être appliquée au cylindre droit qui en est la limite, 99 424. Scolie, 1° En développant sur un plan la surface latérale d’un leur, cylindre droit, on obtient un rectangle, qui a pour dimensions la hau- En teur du cylindre et la circonférence de la base. E (C5 2 Soit r le rayon d'un cylindre de révolution, et À sa hauteur ; /a 130, surface lalérale aura pour erpression 2rrh, mule
ot la surface totale nr (h+r)
an
re de révolution les
aux bases d'un cys bases (n° 366).
_loute surface endans l’espace, en
emitre AE, elie « devant glisser le
eclrice.
tre deux plans pa-
e cylindrique. On d'une infinité de
, droite toute sec- PS par des plans
es (n° 367),
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la hauteur mul-
érale d’un prisme est la limite,
face latérale d’un mensions la hau-
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Proposition II, — Théorème,
425, La Surface latérale tipléé par le contour d'une section droite,
Car la formule qui exprime Ja surfacc latér conque (n° 369) peut être appliquée au Cylindre qui en est la limite,
426. Scolie, Le déve face latérale d'un (0 présente une forme donne un prisme
d'un cylindre quelconque égale le côté mul-
alé d'un prisme quel-
loppement de Ja sur- " = ylindre quelconque, analogue à celle que quelconque (no 370); Mais les lignes brisées données par les périmètres des bases deviennent ici des € lignes courbes, ABC, DEF, Le contour de QE la section droite devient une Jigne droite A n GH perpendiculaire à la génératrice Apr.
Proposition III, — Théorème, 427, Dans un trone de cylindre de révolution, la est égale à l'axe nulliplié par la crconférence de Soit le tronc cylindrique droit ABCD, Pur le point I, extrémité supérieure de l'axe, concevons le plan EF Parallèle à la base AB, et prolongeons la surface latérale on HCEL jusqu'à la rencontre de ce plan.
l'aisons tourner le
surface latérale la base,
solide HLFD autour de JUSqu'à ce que le demi-cerele HLF coïncide avec HLE :; le triangle rec
langle IF coïncidera avec IEC, les dièdres opposés Par l'arète HL COincideront, aussi bien que les deux 801i= des LHFD et HLEC.
Il suit de Jà que le tronc donné ABCD est “quivalent, tant Pour la surface latérale que pour
e volume, à un cylindre qui aurait pour base le cercle AB, et pour hauteur l'axe GI. Donc...
Scolie. L'axe GI égale l
diamétralement op} :
a demi - somme (| )0sées,
e deux Lénératrices
Proposition IV. — 7
1éorème, 129, Le volume du Cylindre égale le produit de leur,
st base Par sa hau-
En effet, la formule Spy qui exprime le v (n° 576) est applicable au cylindre, qui en est ]n limite,
volume d'un
olume d'un prisme 130, Scolie, 1° Le Cylindre de révolution a pour formule rh.
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Donc la base est à la section droîle comme le côté est à la hauteur,
4 Deux cylindres quelconques sont entre eux comme les produits des bases par les hauteurs.
Deux cylindres de méme base sont entre eux comme les hauteurs , el deux cylindres de méme hauteur sont entre eux comme les bases.
hauteur, et {le côté; ona Bh Sl; d'où
Proposition V, — Théorème.
431, Le volume d'un tronc de cylindre de révolution égale l'axe mulliplié par la base,
Car ce solide équivaut au cylindre droit qui, avec la même base, aurait l'axe pour hauteur (voir la démonstration relative à la surface latérale, n° 427),
432, Scolie. 1° Un cylindre de révolution EC peul être tronqué par Éd les deux extrémités, Son volume égale la 7) Seclion droite AB multipliée par l'axe 1 HK. Car l’une des parties a pour volume 7 le cercle AB multiplié par IK, et l’autre le même cercle AB mulliplié par 1H
2° L'axe HK est égal à la demi-somme de deux génératrices diamétralement Opposées; cur dans le plan qui contient ces trois lignes, les générairices sont j<+ bases d’un trapèze, et l'axe joint les milieux des côtés non paralléies,
$ IL — DU CONE
Définitions,
433. On appelle cône de révolution le solide engendré par la révolution complète d'un triangle rectangle autour de l'un des côtés de l’angle droit.
Le côté h, autour duquel tourne le triangle reclangie générateur, est à la fois l'axe et la hauteur du cone,
L'hypolénuse L est la génératrice ou le cété du cône; pendant le mouvement, ce côlé engendre la surfare latérale du cône.
L'autre côté » du triangle générateur est le rayon du cône; il engendre le cercle qui lui sert de base. La base est perpendiculaire à l'axe.
434. Le cône de révolution est la limite de ta Pyramide réquiière dans laquelle le nombre des faces latérales augmenterait indéfini-
pro pyre la li Lan iacc Et
clion droite mullipliée
e section droite, À la
côlé est à la hauteur.
L comme les produits
comme les hauteurs, 2 comme les bases.
LA
volulion égale l'axe
ec la même base, aurelative à la surface
eut être tronqué par Son volume égale la mullipliée par l'axe arlies a pour volume lié par 1K, et l'autre mulliplié par 1H
qul à la demi-somme ices diamétralement s lignes, les générales milieux des côtés
endré par la révolureclangle autour de it.
| tourne le triangle fois l'axe et la hau-
éralrice ou le clé ement, ce côlé encône,
e généraleur est le le cercle qui lui sert liculaire à l'axe,
pyramide régulière menterait indéfini-
LIVRE VII, — LES TROIS Corps RONDS
ment; el le cône lui-même peut étre régulière d'une infinilé de faces,
Il suit de | que l'on peul appliquer au cône di priélés de la Pylamide régulière,
Par exemple : 40 Toute section l'aile parallèlement à t base d'un cône de révolution est un cercle; el cercie est à la base du cÜûne comme le carré de lu hauteur du Cône partiel est qu carré de la hauleur totale {no 98:));
2° Toul plan qui coupe dans un même ; d'un cône est parallèle à la base le ce
90 Si les génératrices d'un ‘ieurs plans parallèles, les sections obtenue sont des figures emblables, et leurs surfaces sont entre elles comme L>$ Carrés de leurs distances au soin mel du cône (ne 386, 2);
4 Si deux cônes onÛ même hauteur, les seclions fuites à égale dislance des sommets Parallèlement aux bases sont enlre elles comme ces mémes bases (no 387 le
Considéré comme une pyramide
révolution les pro
1pport (rois ! ices cône (n° JS ):
cône sont coupées par pli
435. En général, on appelle surface conique loute surface engendrée par une droite indéfinie AA qui se meut dans l’espace, en Passant toujours par un même point $,
La surface conique se compose de deux parties où deux nappes opposées par le sommet,
Si la droite génératrice revient à Sa posilion première AA’, elle a engendré une Surface conique fermée,
On considère quelquefois la génératrice comme devant s'appuyer Conslaimment sur une ligne donnée ABCD, que l’on nomme directrice,
436. Un cône Juelconque est le solide compris entre une surface conique quelconque et un plan qui coupe toutes les génératrices,
On peut le Cconsidére nilé de faces,
Les propriétés de Ja Pyramide quelconque au cône quelconque, qui en est la limite,
Comme une pyramide quelconque d'une
infi-
Peuvent être appliquées
Proposition VI. — Théorème.
437, La surface latérale d'un cône de révolution égale la moitié du Produit de la génératrice Par la civconférence de la base,
Car la formule 8 = {2 pl, qui expri Pyramide régulière (ne 389, peut être la limite.
me la surface latérale de la appliquée au Cône, qui en est
438. Scolie, 1° Soit » le rayon d'un cône, et soil { le face latérale sera exprimée par l/a2rrl où ri,
Et la surface totale sera exprimée par mr (l+r),
2 En développant sur un plan la surface
Côté; la sur-
lalérale d’un cône de ré-
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volution, on obtient un secteur cireulaire, qui a pour rayon le côté du cône, et pour arc la circonférence de la base.
Dans un cône quelconque, le développement de la surface latérale donne un secteur irrégulier, que l’on évaiue, comme la base, par des méthodes approximatives.
Proposition VII. — Théorème.
439. Le volume d’un cône égale le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
En effet, la formule V=1/3Bh, qui exprime le volume de la pyramide (n° 393), peut être appliquée au cône, qui en est la limite,
440. Scolie, 1° Le volume du cône de révolution a pour formule 1/3 rr:h.
2° Un cône quelconque est le tiers du cylindre qui a méme base el même hauteur,
3 Deux cônes quelconques sont entre eux comme les produils des bases par les hauteurs :
Deux cônes de méme base sont entre eux comme les hauleurs, el deux cônes de même hauteur sont entre eux comme les bases,
4 Deux cônes qui ont méme hauteur et des bases équivalentes sont équivalents.
5 Le sommet d'un cône peut se mouvoir dans un plan parallèle à lu base sans que le volume soit changé.
III. — DU TRONC DE CONE
Définitions.
41. Un tronc de cône de révolution à bases parallèles est la portion d’un cône de révolution comprise entre la base et une section parallèle à cette base.
Le tronc de cône de révolution à bases parallèles peut êlre consi-
a pour rayon le côté
le la surface latérale ime la base, par des
sil de su base par sa
le volume de la py- 1i en est la limite,
on & pour formule qui a même base el me les produits des me les hauteurs, el ne les bases,
ses équivalentes sont
un plan parallèle
DNE
vrallèles est la pore el une section pa-
es peut êlre consi-
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par un (rapèze rectan
gle tournant autour du diculaire aux bases,
442, Le lronc de cône de révolution à bases parallè du tronc pyramidal régulier dans lequel le nombre des faces latérales augmente indéfiniment ; et lui-même Peut étre considéré comme Un tronc pyramidal régulier d'une infinité de faces.
Il suit de là que l’on peut appliquer au tronc de c les propriétés du tronc pyramidal régulier,
les est la limite
ône de révolution
Proposition VIII, — Théorème.
443, La surface latérale d'un tronc de cône de révol génératrice Mullipliée par la demi-somme des c bases,
Car la formule S=i(2SA) qui exprime la surface latérale d'un tronc Pyramidal régulier (n° 390, 3e de cône, qui en est la limite.
44%. Scolie, 1° En dévelop-
Pant sur un plan la surface S latérale d'un tronc de cône de :
révolution, on obtient un trapèse circulaire AD' qui a pour heuteur Je côté AD du tronc, et pour bases les développements des circonférences des bases du tronc de cône,
2 La demi-somme des circonférences des bases est égale à la circonférence décrite à égale distance de ces mêmes bases; on peut l'appeler Circonférence moyenne,
de En appelant { le côté du tronc de cône, rayons des bases, et y’ le rayon moyen égal à ner 9N & Pour expression de la surface latérale du tronc de-cône : (+ er) ou rl(R+r) ou bien, rence moyenne : 9r»4,
ution égale la irconférences des
] peut être appliquée au tronc
Retr, les
en fonction de la circonfé
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Proposition IX. — Théorème.
45. Autre formule. La surfuce iatérale d’un tronc de cône de revolulion, égale la hauteur du tronc, mullipliée par la circonférence qui aurait pour rayon la perpendiculaire élevée au milieu du côlé el terminée à l'axe.
Soit ABCD le trapèze générateur, et soit L'H ou °° la perpendiculaire élevée au milieu du côté AB et termin“e à l'axe. Menons AË parallèle à l’axc, et FG perpendiculaire à l’axe.
Les deux triangles AEB et FGH sont semblables comme ayant les côtés respeclivement perpendiculaires ;
AR __FH L _r" ADO © e#
De là on tire... »l—=#"h; et en mallipliant par 2x, on a :
2rr'l = 2rr"h.
Mais rl exprime la surface latérale du tronc de cône (no 444, 3); donc cette même surface est aussi exprimée par 92xr"'h. Donc.
on a donc :
46. Scolie. Le cône entier peut être considéré comme un tronc de cône dont la base supérieure est nulle. Done {a surface latérale d’un cône de révolulhion égale la hauteur multipliée par la circonférence qui aurait pour rayon la perpendiculaire élevée au milieu du côté et terminée à l’axe.
Proposition X, — Théorème d'Archimède. k
447. Siune ligne polygonale régulière Lourne autour d'un axe situé dans son plan et passant par son centre,
La surface engendrée égule la circonférence qui aurail pour rayon l'apothème de la ligne brisée, mullipliée par la projection de cette méme ligne brisée sur l'axe,
{Nous supposons que l'axe ne coupe pas la ligne mobile.) !
Soil ABCD la ligne brisée régulière mobile, O son centre, OI son apothème, et MN l'axe de révolu-- ‘ tion. À
Dans la rotation, le trapèze rec tangle ABEF décrit un tronc de cône, qui a pour surface latérale EF X circ. OI {no 445); de même la surface engendrée par BC égale G X cire, OI ; et la surface engendrée par CD égale... GHx cire. OI.
es
tronc de cône de réleur du tronc, mul- ‘ence qui aurail pour ire élevée au milieu axe.
e générateur, et soit ulaire élevée au mi- ‘mine à l'axe. Meaxc, et FG perpen-
EB et FGH sont semes côtés respective- #
1 2r, on a :
de cône {n° 444, 3); 2mr"h. Donc...
comme un tronc de urface latérale d’un ar la circonférence au milieu du côté et
1imède.
our d’un axe situé
aurait pour rayon projection de cette sée sur l'axe.
sons que l'axe ne ne mobile.)
_ ligne brisée réguson centre, OI son N l'axe de révo!u--
on, le trapèze reclécril un tronc de ur surface latérale 10 445); de même idrée par BG égale t la surface engenle... GI x cire, OI.
LIVRE 1V, — LEs TRoIs CORPS RONDS 183 Donc la surface Engendrée par la ligne ABCD a Pour expression : cire. OI X (EF + FG+ GH) ou cire, OI x EH, ce qu'il fallait démontrer, Done...
Proposition XE, — Théorème d'Archiméde,
448. Le volume d'un tronc de cône à bases parallèles égale le tiers de la hauteur Mulliplié par la somme des bases auginenlée de leur Moyenne géométrique,
En effet, la formule V — 1/3 h(B + B'+ VBB lume du trone de pyramide à bases parallèles appliquée au tronc de cône, qui en est la limite, 49. Scolie, Soient Retr les layons des bases d'un tronc de révolution, et } Sa hauteur; les bases OnÙ pour expression _ Ra et =; leur moyenne géométrique est rRr, et le volume est ah (RRe re + 7Rr) ou Uarh(Re+r+R),
) qui exprime le vo- (n° 396), peut être
de cône
Proposition XII. — Théorème,
450, Si un triangle un des sommets,
Le volume engendré égale le tiens de la hauteur COrrespondanie à ce sommet Mulliplié par la Surface côlé opposé,
(Nous SUPposons que l'axe ne coupe pas le triangle tournant,
1° Considérons d’abord le cas où l'axe se confond avec l’un des côtés du triangle tournant ABC. Soient } la hauteur menée du point B, et AD ou » une per-
pendiculaire à l'axe de rolation.
Le volume engendré par Je triangle ABC est la somme des cônes engendrés par les triangles rectangles ADB et ADC ; il aura donc pour expression :
V =- 1/3 TIM + 1/3 TIEN — 1/3 nr (m +. n) = 1/3 rr2a
Cette formule peut s'écrire l/3mrra; mais Je produit ra des deux derniers facteurs exprime le double de la surface du triangle, et peut être remplacé par {k, ce qui donne pour le volume : =1/y;nrlh où 1/3 hnrl Or x} exprime la Surface latérale du c’est-à-dire Ja surface engendré engendré par le triangle sommet B, multiplié par opposé !,
2° Si le triangie tournant ABC n'a qu'un Sommet B commun avec l'axe, le volume sera la différence des volumes engendrés par les l'iangles BAD et BCD.
lourne autour d'un axe mené dans son plan par
qu'engendre le
cône inférieur (no 438),
volume /3 de la hauteur qui part du
Le premier de ces, volumes égale 1/3 h multiplié par la surface que décrit AD, et le second, 1/3 k multiplié par la surface que décrit CD.
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Donc, pour la différence des deux volumes, on aura {/3 h multiplié par surface AD moins surface CD, ou 1/3 h x surface AC.
3° Cette démonstration est indépendante de la position du point D; le théorème est donc encore vrai quand D est à l'infini, c’est-à-dire lorsque la base AC est parallèle à l'axe. Donc.
Proposition XIII Théorème.
451. Si un secteur polygonal régulier tourne autour d’un axe mené dans son plan et par son centre,
Le volume engendré égale le tiers de l'apothème, multiplié par la surface qu'engendre la ligne polygonale.
(Nous supposons que l'axe ne coupe pas la surface tournante.)
Soil OABCD un secteur polygonal régulier tournant autour de l’axe MN.
Le triangle AOB engendre un volume égal à 1/3 OI X surf, AB.
Le triangle BOGC, un volume égal à
1/3 OI x surf. BC, Le triangle COD, un volume égal à 1/3 OI X surf. CD,
Donc le volume total aura pour expression le 1/3 de OI, multiplié par la surface que décrit la ligne polygonale ABCD, Ce qu’il fallait démontrer, Donc...
i52. La surface décrite par la ligne poiygonale ABCD égale KL X cire. OI, ou KL>x9xOI (ne 447).
Le volume engendré par ie secteur OABCD a donc pour formule :
2rOÏ.1/301.KL où 2/3.r0P, RL
plié par la surface que surface que décrit CD.
à aura {/3 À multiplié surface AC.
position du point D; à l'infini, c’est-à-dire
ème.
autour d’un axe mené me, mulliplié par la
ons que l’axe ne coupe urnante.) un secteur polygonal it autour de l’axe MN.
OB engendre un vo- DIX surf. AB.
)C, un volume égal à x surf, BC. == D, un volume égal à X surf. CD.
me total aura _pour de OI, multiplié par écrit la ligne polygoqu’il fallait démontrer,
gonale ABCD égale
donc pour formule :
KL
S IV. — DE LA SPHÈRE
Définitions.
453, La sphère est un solide dont la surface distants d’un Point intérieur nommé centre,
On peut aussi Considérer Ja Sphère comme engendrée par la révolution Complète d'un demi-cercle autour de son diamètre.
Dans la rolation , la demi - circonférence décrit la Surface de tx
sphère, Le centre, Je rayon et le diamètre du demi - cercle générateur, sont aussi Je Centre, le rayon et le diamètre de Ja sphère,
Toute droite Menée par le centre de la sphère et terminée à sa surface, est un diamètre.
45%. La surface de la sp la distance au centre est €
a tous ses points équi-
hère est le lien ge
oMélrique des points dont gale au rayon,
Proposition XIV. — Théorème
Toute section Plane d'une Sphère est un cercle
Soit MN un plan quelconque, coupant la sphère dont le centre est O, Menons OI Perpendiculaire au plan Sécant, les rayons OA, OB, OC, à divers points de l'intersection du plan M avec la surface de la Sphère, et les droites IA, IB, IC.
Les rayons OA, OB, OC étant des obliques égales, on a IA =] — IC (n° 300); ainsi le Point I est équidistant de tous les Points de Ja ligne ABC :
donc cette ligne est une cireonférence Donc...
456. Scolie, 10 Si] est nulle , Ja section est un petit cercle.
Ainsi, un grand cercle est toute section dont le centre de Ja Sphère; et un pelit cercle Passe pas par Je centre de la sphère,
Tous les grands cercles d’une méme Sphère sont égaux.
20 On nomme Pôles d’un cerele de la Sphère, les extrémités du diamètre mené Perpendiculairement à ce cercle, Les points P et P' sont les pôles du cercle ABCI
Chaque Pôle d'un cercle est équidistant des diffé circonférence de ce cercle {no 299, 20}!
distance Polaire de 1
> et la section est un cercle.
a distance du Plan sé
Cant au centre de Ja sphère est un grand cercle :
en tout autre Cas, la section
plan passe par le est toute section dont le plan ne
rents points de la
; CL la distance Commune est /4 a Circonférence
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3 Pour décrire des arcs circulaires sur la surface d'une sphère, on
emploie un compas à branches brisées ou recourbées,
D'un même pôle, on peut décrire une infinité de cercles, tous parallèles comme élant perpendiculaires à la ligne des pôles.
4 Pour décrire, sur une sphère, un arc de grand cercle, il faut prendre une distance polaire égale au rayon multiplié par la racine carrée de 2; car PB=rÿ2 :
457. Définitions. Un plan est tungent à une sphère lorsque ce plan n'a qu’un point commun avec la sphère.
Deux sphères sont tangentes lorsque leurs surfaces n’ont qu'un point commun.
Deux sphères peuvent être {angentes extérieurement où intérieure ment; elles peuvent aussi être eælérieures, intérieures, concentriques , sécantes.
Proposition XV. — Théorème.
458. Toul plan tangent à une sphère est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact.
Soit MN, un plan tangent à la sphère O, et soit OI le rayon mené au point de conlact.
Le point I étant le seul point commun au plan et à la sphère, tout autre point K du plan est en dehors de la sphère, et la distance OK est plus grande que OI; donc O1 est perpendiculaire au plan MN {ne 300, 6e).
459, Réciproquement : Tout plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon d'une sphère est langent à cette sphère.
Car si le plan MN est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OI, celle ligne OL est aussi perpendiculaire au plan MN; toute autre droite OK est oblique, et par conséquent plus grande que OI. Le plan MN n'a donc que le point 1 commun avec la sphère; donc il est tangent à ceite sphère, Ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. Par un point donné sur la sphère, on ne peul mener qu'un seul plin tangent; par un point donné hors de la sphère, on peut mener une infinité de plans tangents à cette sphère; par une droite donnée hors de la sphère, on peut mener deux plans tangents,
l’aic
2e d'une sphère, on s,
‘ercles, tous paralôles. =
ind cercle, il faut par la racine car-
“ lorsque ce plan aces n'ont qu’un
nt ou intérieures, concentriques,
iculaire au rayon
nt à la sphère O, au point de con-
il point commun ut autre point K la sphère, et la > que OT; donc O1 MN (ne 300, 6»).
l'extrémité d'un
ité du rayon OI, MIN ; toute autre > que OI. Le plan >; donc il est tan-
ne peul mener de la sphère, on e; par une droile tangents,
LIVRE VIT, — Les TROIS CORPS RONDS 187 Proposition XVI, — Problème
46, Trouver le yon d'une sphère donnée,
1 moyen, D'un point un cercle quelconque ABC
Avec les distances CD, ( sphérique, on constr
: x , x + h P, pris à volonté Comme pôle, on décrit ÿ » Sur lequel on marque trois points C,D,E, $ ; Æ, DE, qu'on mesure à l’aide du Compas Nr he #
uit un triangle égal à CDE,, et l'on circonscrit un
cercle à ce triangle, Le cercle ainsi obtenu est égal au petit cercle ch ADBC, et son l'aÿYon est égal à IB. 54%
On peut alors reproduire le triangle PBP' rectangle en B, car on Me Connaïil la hauteur BI et le côté BP... L'hypoténuse PP’ est le diamètre de la sphère,
2° moyen, De deux points quelconques A et B, pris comme pôles, on décrit sur la Sphère des ares qui déterminent trois points, C,D,E, dont chacun est équidistant des deux points À et B,
Ces trois points déterminent un Plan perpendiculaire au milieu de la corde AB:et ce Plan étant le lieu des points équidistants de A et de B {ne 297), passe nécessairement par le centre, et Coupe la sphère suivant un grand cercle,
Dès lors il suffit de Mesurer les distances CD, CE, DE, et de construire un triangle avec ces trois dislances : le rayon du cercle cir- Conscrit à ce triangle sera Je rayon de la sphère,
461. Scolie. Dans la Pralique on trouve le diamètre d’une Sphère à
l’aide du compas d'épaisseur, Ou bien on p Plans parallèles dont on mesure la distance,
lace la sphère entre deux
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Définitions.
462, On appelle sone, toute partie de la surface de la sphère comprise entre deux plans parallèles, et segment de sphère la portion de sphère comprise entre ces mêmes plans,
La zone peut êlre considérée comme la surface latérale du segment sphérique.
Le segment sphérique a ordinairement deux bases: mais si l'un des plans sécants devient tangent, le segment n'a plus qu'une base ; la zone correspondante est aussi appelée sone à une base, ou encore calotte sphérique.
La hauteur d'un segment ou d'une zone est la distance des deux plans parallèles qui déterminent le segment ou la zone.
Proposition XVII. — Théorème.
463. L'aire d'une zone égale sa hauteur mullipliée par la circonférence d'un grand cercle de la sphère.
En effet, la zone ABCD est engen-
M drée par la révolution de l'arc AIB au-
Le tour du diamètre MN.
: D Or cet arc AIB est la limite vers laquelle tend une ligne polygonale régulière dont le nombre des côtés augmente indéfiniment ; et l’apothème de cette ligne polygonale tend vers le rayon de la sphère,
On peut donc dire, en appliquant à
N la limite ce qui est constamment vrai
pour la variable {n° 447), que l'aire de la sone égale sa hauteur multipliée par la circonférence qui a pour rayon le rayon même de la sphère.
464. Scolie. 1° L’aire de la zone a pour formule 92xrh;: d'où il suit qu'une zone quelconque équivaut à la surface latérale d'un cylindre qui aurait pour hauteur la hauteur de la zone, et pour rayon le rayon de la sphère,
2? Sur une même sphère ou sur des sphères égales, les zones de même hauteur sont équivalentes, et deux zones quelconques sont entre elles comme leurs hauteurs.
Proposition XVIII. — Théorème.
465. L'aire de la sphère égale le produit de son diamètre par la circonférence d’un grand cercle,
Car l’arc AB qui engendre la zone ABCD peut croître sans que la formule de la surface engendrée cesse d’être applicable (ne 464).
Si donc cet arc devient égal à MBN, la zone engendrée est la surface entière de la sphère, et sa hauteur égale le diamètre MN. Donc...
ce de la sphère com- : sphère la portion de
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LIVRE VIL, — LES TROIS CORPS RONDS
466, Scolie. 1 Le diamètre d'une Sphère étant exprimé par 2» 0 la circonférence Par 2rr, l'aire de Ja sphère à pour expression 4rr, ou 4 fois l'aire d'un grand cercle.
Si l'on appe
lle « le diamètr la sphère est Tél,
20 Les Surfaces de les crrrés des
e, la circonférence es #d, el l'aire de
deux sphères quelconques sont entre
elles comme rayons ou des diamètres, Car On a :
Ces Amis pu SO Army»
S 2 2 De même D se 14 d
Le pe LP = da 3 La surfuce de la sphès tonscril. Car ces de
La surface totale celle d'un grand c
e égale la surface latérale UX Surfaces sont également ex du cylindre Circonserit à lu SJ ercle,
du cylindre ci Primées par ær, ère égale 6 lois
Définitions.
On appelle fuseau to prise entre deux de
la partie du volume cercles,
L'angle d'un fu formé par les pl est un diamètr
468, L'angle d’un fuse sphérique se mesure par l'arc de grand cercle décrit de l'un des Sommets du fuseau comme pôle, et Compris entre les deux arcs,
Un fuseau d'un degré est la 360e partie de la surface de la sphère; et un l'useau
quelconque est à la Surface de la sphère , comme l'angle de ce l'useau est à À angles droits. Le même l'apport existe entre l'on glet Sphérique et le volume de la Sphère,
469, On appelle secteur leur circulaire pris d
ule partie de la surface de ] Mi-grands cercles; et l'on nomme on de la sphère comprise entre ces même
a sphère comglet sphérique 8 demi-grands Seau Où d'un onglet Sphérique est l'angle dièdre ans des deux cercles. L'intersection de ces deux cercles e de la sphère,
au ou d'un onglet
Sphér
ique le volume en ans le dem
gendré par un seci-cercle qui engenc
lre la sphère, Proposition XIX, — Théorème,
470. Le volume d'un secteur sphérique égale le tiers du » Plié par la zone correspondante à ce secleur,
En effet, le secteur circulaire AOP est Ja limite © Séleur polygonal régulier inscrit dont le nomb mente indéfiniment : la ligne polygonale tend vers l lhème tend vers le rayon OI de la sphère.
"ayon multi-
vers laquelle tend re des côtés augarc AIB, et l'apo-
RAT
Diese SE
Mie TS AN CIRE.
Les
Or on peut appliquer à la limite ce qui est constamment vrai pour la
variable (n° 451), Done Le volume d'un secteur sphérique égale le liers du rayon multiplié par la sone correspondante à ce secteur,
ATT. Scolie, 1° La zone engendrée par l'arc AIB a pour expression 2mrh (n° 464); donc le rotume du secteur sphérique ég'ile ar2rrh = 2/3 mh, c'est-à-dire les 2/3 du cylindre #r:h qui a pour rayon le rayon de la Sphère, el pour hauteur la hauteur de la zone,
2 Deux secteurs sphériques appartenant à une méme sphère ou à des sphères égales, sont entre eux comme les hauteurs des zones correspondantes.
Proposition XX, — Théorème.
472. Le volume de la sphère égale le produit de sa surface par le tiers du rayon.
Car, dans le secteur circulaire AOB (figure précédente), l'angle des deux rayons OA et OB peut croître sans que la formule du volume engendré (n° 470) cesse d’être applicable. Si donc le rayon OA arrive en OM, et le rayon OB en ON, le volume engendré devient la sphère elle-même, et la zone correspondante devient la surface entière de la sphère, Donc.
Autre démonstration.
Considérons un polytdre quelconque circonscrit à La sphère, c’est-àdire dont loutes les faces soient langentes à la sphère, Ce polyèdre peut être décomposé en autant de pyramides qu'il y a de faces, avec le centre pour sommet commun: les hauteurs sont égales au rayon; et le volume du polyèdre égale le 1/3 du rayon multiplié par la somme des bases, c’est-à-dire par la surface totale,
EL si, par des sections faites langentiellement à la sphère, on coupe successivement les divers angles solides, le polyèdre s'arrondit peu à peu, ellend vers la sphère.
Ainsi la formule qui exprime le volume de ce polyèdre peut s'appliquer à la sphère qui en est la limite. Donc...
Scolie. 1° La surface de la sphère étant 4rr2, le volume est Ame .1/ar ou 4/37,
L1 nstamment vrai pour la
[PE sphérique égale le ndante à ce secteur,
re AIB a pour execleur sphérique ég:.le ndre rh qui a pour t hauteur de la zone, ne même sphère ou à tuleurs des sones cor-
me.
de sa surface par le
précédente), l'angle ie la formule du vo- Si donc le rayon OA : engendré devient la vient la surface en-
IL à la sphère, c'est-àsphère. Ce polytdre y a de faces, avec le égales au rayon; et liplié par la somme
la sphère, on coupe ‘dre s’arrondit peu à
olyèdre peut s'appli-
inr2, le volume est
bases multi pliée cetle hauteur à
LIVRE VI, — LES TROIS CORPS RONDS
Si l'on appelle 4 le diamètre, on à = a QUE e el volume de Ja Sphère est re ou llarebs,
2 Deux sphères quelconques rayons ou des dia
sont entre nôlres : car
elles comme les
S 4/yrer rs "4 amas 7 : 5 De même
|: dès ; rs = d'' 4 Le volume du Cylindre circonserit à
OÙ 2m; ainsi lo l'apport de la sphère l'apport existe entre | Ylindre circons
4 sn _9
au Cylindre es mers 5
Le même lotale du ce ‘himède.) En général, pour tous les 8 port des volumes est le
ü surface de la & crit, (Cette relation a élé
olices circonscrits Môme que le rapport de
Proposition XXI
SégMent circulaire engendré égale le aurait pour rayon la du segment » Mulliplié de cette même corde lion,
à la sphère, { 8 surfaces.
*— Théorème,
lourne tulour d'u A
l/e du corde
par la Projection
sur l'axe de révolu-
474, Si un Le volume cercle qui
n diamètre.
Soit le segment ABK, tournant au !
lour du diamètre MN. Menons les rayons ie OA et OB, puis OI Perpendiculaire à Ja Ÿ corde AB, et enfin AE eÙ BE perpendi-
culaires à l'axe MN.
Le segment ABK est ] entre le secteur C triangle AOB. I
a. différence irculaire AOBK et le
€ Volume engendre sera donc {nos 470 et 450 ):
2/gmh — 2/3 RO) ou #/3mh(rs Oj*) où 2/3mAl, Où 1m AB° h. Donc...
175, Scolie. Si la corde AB
\B=h, et le volume serait 1 la sphère qui aurail h I
élail parallèle xls, ce « Our diamètre,
à l'axe, ou aurait jui correspond au volume de
Proposition XXII
* — Théorème.
DEAR O CENT RRAID OST AE PU
Il se compose du volume engendré par le segment circulaire ABK, el du tronc de cône engendré par le trapèze AEFR,
Le premier de ces volumes est 1/ç#.AB°.h (n° 474). Or AB°=AG"+BG= + {mm}.
Ainsi le volume engendré par ABK est Lorh° + tJgmh (mn —n}, Le volume du tronc de cône es (no 449) 1/amh (ms + 0 + mn js Le volume total est donc :
1/67h° + 1/7 h (m2 + ne — 2mn) + 1/3mh (ms + m9 + mn) = = {/grhe + 1/67 h (ms + n—2mn) + 1/çmh (2m + 2ns +. 2mn) = = 17h + 1/6xh (3m: du) = TM? + mn = ilerh + hT (à . ne Le premier terme représente la sphère qui aurait À pour diamètre, et le second est le produit de la hauteur par la demi-somme des bases, Donc...
477. Scolie. Si le segment sphérique n’a qu'une base, » est nul, et la formule devient LT h° + 1/onm:h.
4T8. Remerque sur la similitude. Deux solides de révolution sont semblables lorsque les figures génératrices sont semblables, et semblablement reliées à l'axe de révolution.
Toutes les sphères :nt des solides sem blubles,
Dans deux solides semblables
1° Toutes les dimensions homologues sont dans un méme rapport, qui est le rapport de similitude ;
2 Toules les surfaces homologues sont dans un même rapport, qui est le carré du rapport de similitude.
3 Toules les parties homologues des deux volumes sont dans un même rapport, qui est le cube du rapport de similitude,
nent circulaire ABK,
EFRB,
n° 474), + Jan (mm), h {me + ne + mn),
+ mn) =
+ on + 2mn) =
‘ait À pour diamètre, la demi-somme des
© base, » est nul, et
de révolution sont mblubles, et sembla-
* un méme rapport, même rapport, qui
umes sont dans un ulitude,
Dans bases comn
droit égale le produit de
roit égale Ja
me rectangle, un Cylindre circulaire droit, la surface latérale est à 1 16 la hauteur est au rayon, 4, Dans un Cylindre Circulaire droit, la section faite base comme 1a hauteur est an 1/4 de la circonférence du Cylindre,
5. Si la hauteur d’un cylindre égale le diamètre, le volume égale la su totale multiplié Par le 1/3 du rayon,
6. Le volume droit égale la surface laté Par le 1/3 de la distance du centre de la base an côté du cône,
’un cône Circonscrit à une sphè
/3 de la surface du tri a circonférence du cône,
C Conique circonscrit à une $
10, Deux solides quelconques comme leurs surfaces totales,
11. Si le côté d'un tronc de cône égale ] hauteur qu tronc égale deux fois ] et leur volume égale la surf:
12, Si la hauteur d'un tr bases, le volume de ce ces mêmes rayons.
13, Par deux points donnés sur une sphère, o de grand cercle, à moins que les deux Points d'un même diamètre,
Par 4 points non situés dans un même plan, ct une seule
15. On peut inscrire une sphère à un tétr 16, Si trois sphères se Coupent deux à q
tion se coupent
Suivant nne même droite Perpendiculaire au Plan des trois centres,
17, Si trois droites rectangulaires coupent une même sphère, la somme des Carrés des cordes comprises est Constante,
18, Dans un triangle sphérique, chaque côté deux autres, ct plus grand que leur différence angle sphérique est la Partie de la surface de Ja sphère comprise entre trois ares de grands cercles),
19. Dans tout polygone sphérique convexe, la somme des côtés est moindre que la Circonférence d'un grand cercle,
20, Le plus Court chemin pour aller d'un point à un autre sur la surface de la Sphère est l'arc de grand cercle qui passe Parees deux points,
21. SI un Premier triangle sphérique est polaire d’un second , celui-ci est aussi Polaire du premier (un premier triangle est dit polaire d'un autre lorsque les sommets du premier sont les pôles respectifs des côtés du second)
22. Dans deux triangles polaires, chaque angle de l'un est le Supplément du
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côté opposé dans l’autre, Et pour cette raison, deux triangles polaires sont en même temps appelés triangles supplémentaires.
23. A deux triangles polaires correspondent des trièdres centraux supplémentaires, et réciproquement,
24. Deux triangles tracés sur la même sphère ou sur des sphères égales sont égaux :
1° Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à des angles respectivement égaux ; 2° lorsqu'ils ont un angle égal compris-entre des côtés respectivement égaux ; 3° lorsqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun; 49 lorsqu'ils ont les trois angles égaux chacun à chacun.
25, Dans tout triangle sphérique, la somme des côtés est comprise entre 0 et 360 degrés, ct la somme des angles entre 2 et 6 droits. (On nomme excès splhérique l'excédant variable de la somme des angles d'un triangle sphérique sur deux angles droits.)
26. Un fuseau sphérique est À la surface de la sphère entière comme l'angle dièdre du fuseau est à 4 droits.
27. Dans une sphère quelconque, deux triangles sphériques symétriques par rapport au centre sont égaux en surface.
28. SI deux arcs de grands cercles se coupent dans un même hémisphère, la somme des deux triangles opposés équivaut au fuseau entier qui serait compris entre ces deux arcs,
29, L’aire d'un triangle sphérique est à l'aire de la sphère entière comme son excès sphérique est à 8 angles droits.
30, Sur une même sphère ou sur des sphères égales, deux triangles qui ont la même somme pour leurs angles sont égaux en surface,
81. Si deux sphères se coupent, leur intersection est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres; ct le centre de ce cercle se trouve sur cette même ligne,
32. Deux sphères quelconques peuvent avoir l’une par rapport à l’autre cinq positions différentes ; et les conditions relatives aux rayons et à la distance des centres sont les mêmes que pour les circonférences.
33. Pour qu'on puisse construire un triangle sphérique avec trois côtés donnés, il faut et il suffit que la somme des trois côtés soit moindre qu’une circonférence, et que le grand côté soit plus petit que la somme des deux autres,
34, Sur une même sphère, tous les cercles parallèles ont les mêmes pôles,
35, Dans tout triangle sphérique, si deux côtés sont égaux, les angles opposés sont aussi égaux, ct réciproquement.
86, L'arc de grand cercle mené du sommet au milieu de la base d'nn triangle sphérique isocèle est perpendiculaire à cette base, et divise l'angle du sommet en deux parties égales. /
37, Sur une même sphère, deux triangles isocèles symétriques sont superposables,
38, Dans tout triangle sphérique, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté, et réciproquement, ù
39, Si l’on prend le triangle sphérique tri-rectangle pour unité de surface, et l'angle droit pour unité € ingle, la surface d'un polygone sphérique est exprimée par la somme des angles, moins le produit de deux droits par le nombre des côtés moins 2,
40, Dans tout prisme triangulaire droit, on peut inscrire un cylhudre; à ce même solide, on peut circonscrire un cylindre,
41. À trois plans indétinis, parallélés à une même droite, et qui se coupent deux à deux, on pent mener quatre cylindres circulaires tangents,
triangles polaires sont en
res centraux supplémenr des sphères égales sont
8 respectivement égaux ; s respectivement égaux ; 49 lorsqu'ils ont les trois
s est comprise entre 0 et (On nomme excès sphé- 1 triangle sphérique sur
‘e entière comme l'angle ériques symétriques par
un même hémisphère, la ntier qui serait compris
hère entière comme son eux triangles qui ont la
un cercle dont le plan de ce cercle se trouve
rapport à l’autre cinq ns et à la distance des
e avec trois côtés donmoindre qu’une circonne des Ceux autres, it les mêmes pôles, aux , les angles opposés
le la base d’nn triangle vise l'angle du sommet
métriques sont suporle est opposé un plus Jour unité de surface, »lygone sphérique est le deux droits par le
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LIVRE VII, — LES TROIS CORPS RONDS
Problèmes,
1. L'hectolitre usité dans le commerc mètre et de hauteur, Quelle en est ] 2. Quel diamètre faut-il soit de 1 mètre Carré, si]
€ est un cylindre & surface latérale ?
donner à un Cylindre pour que a hauteur doit égaler le diamètre ?
3. Le diamètre d'un cylindre est à sa hauteur comme 3 est à 5 » €t la surface latérale est de 83 décimètres Carrés, Quelles sont les dimensions ?
4. Quelle est Ja hauteur d’un Cylindre dont la base à 16 décimètres carrés la surface latérale 60 décimètres Carrés ?
5, Quel est le rayon d'un Cylindre dont la haute surface totale 25 décimètres carrés ?
6, Un tronc de Cylindre circulaire extrêmes ont respective solide, et quel en est le 7. On veut faire un ç ct dont la Contenance soit de 1000 litres, faudra-t.j] (surface latérale et un fond) ?
8. La Contenance d'un seau Cylindrique est de 10 litres, rale est de 18 décimètres carrés, Quel est le rayon ? 9. Un vase cylindrique a Im25 de circonférence ; et 1 l'axe est de 1m 44, Quelle est 1a Contenance de ce vase ? 10. Dans un cône de 7 centimètres de hauteur, on fait une
à la base, à 8 centimètres qu sommet, Qu'est cette base ?
11, À quelle dist d'un cône pour «
ayant 0m503 de dia-
Sa surface totale
, et
ur est de 25 centimètres, et la
droit a Om18 de ment 0175 et Om29
volume ?
uvier cylindrique dont lah
diamètre, et les arôtes 5. Quelle est la surface totale de ce
auteur soit é
gale au diamètre, Quelle surface «a
e bois ou de tôle et la surface latéa section faite suivant
section parallele section par rapport à la ance du sommet faut-il faire lue cette section soit 1 12, Dans un cône quelconque on f telle sorte que ces deux sections et 1 12-89; Comment ]
une section paralléle à 1 à moitié de la base ?
ait deux sections parallé] a base soient dans ler
a base
es à la base, de
apport des nombres à hanteur a-t-elle été divisée ?
13, A quelle distance du sommet faut-il faire une section paralléle à la base d'un cône, Pour que le rapport de cette section à Ja b
donné x ?
ase soit égal à un nombre 14, Un cône a 87 millimé Sa surface totale 2
15, La base d'un cône a 4 de 2 decimètres carrés, Quelle est la hauteur ?
16. Le côté d'un cône est de 14 centimètres 80 centimètres carrés, Quelle est la hauteur ?
17. Le côté d'un cône est de 345 Millimètres, et 1 sur Un plan, forme un secteur de 54 degrés. Quelle
18. Quelles dimensions aura un cône circulaire volume, si la hauteur égale le diamètre ?
19, Un ferblantier doit faire un Ct la hauteur qu cône doit @ Leur circulaire qu’il doit décou
20, Quel est le volume d’un cône dont ] Cquilatéral de 1 mètre carré d'étendue ?
21. La surface totale d'un cône est de 3m°48, teur est isocèle, On demande le volume,
22, Avec trois masses égales et homo Sphère, un cône et un cylindre mètre, On demande la haute
Quelle est 1 diamètres ont
tres de diamètre et1 décimètre de hauteur, Quelle est
2 millimètres de diamètre , et la surface totale est
» C6 la surface de la base est de à surface étant développée est la hauteur du cône ?
droit de 1 décimètre cube de
arrosoir conique de 2 litre tre double qu diamètre, per préalablement sur le
S de Contenance , Calculer le rayon du secmétal,
ä section par l'axe est un triangle et le triangle rectangle généra-
gènes de terre gi ; dans les trois ce ur du cône et celle à surface totale d’ et 30 Millimètres .
üise, on Construit une orps, 16 diamètre est de 1 décidu cylindre, un tronc de cône circul
aire droit dont les et la hauteur 12millimée
tres ?
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24, On veut construire un tronc de cône de 1 mètre carré de surface totale; le diamètre de la grande base doit ôtre égal à la hauteur, et celui de la petite base la moitié de la hauteur, Quel est le volume de ce cône ?
25. Sil faut tracer sur un carton le développement de la surface latérale du cône dont il est question au problème précédent, on demande les rayons des arcs qu'il faut décrire pour découper cette surface latérale,
26, Un abat-jour en papier a la forme de la surface latérale d'un tronc de cône ; la petite ouverture à 55 millimètres de diamètre, et la grande en a 197; le côté du tronc est de 106 millimètres, Calculer les rayons des arcs à décrire sur un papier pour découper un abat-jour pareil.
27. Une cuvette a la forme d'un tronc de cône; le fond a un diamètre intérieur de 13 centimètres, et au bord supérieur, le diamètre est 227 millimètres ; le talus intérieur a 9 centimètres. Quelle est la contenance de cette cuvette ?
28. Si l'on verse 1 litre d’eau dans cette cuvette, à quelle hauteur s'élèvera l'eau au-dessus du fond ?
29. Quel est le volume d'une sphère circonscrite 4 un cube de 1 décimètre de côté ? .
30. Quelle est la surface d’une sphère circonscrite à un tétraèdre régulier de 1 décimètre d’arûte ?
31. Quel doit être le diamètre d’une boule pour que sa surface soit de 1 mètre carré ?
82. Quel est le volume d’nne sphère dont la surface est égale à celle d'un cube de 25 centimètres de côté ?
83. Un triangle équilatéral dont le côté est « tourne autour de l'un de ses côtés. Quel est le volume engendré ?
34. Expr'mez le volume engendré par ce même triangle, s'il tourne autour d'un axe mené per l'un des sommets parallèlement au côté opposé,
35. Exprimez en fonction du côté a, le volume engendré par un hexagone régulier tournant autour de l’un deses côtés.
36. Exprimez, en fonction du côté & d’un cube, la surface et le volume dela sphère inscrite et dela sphère circonscrite,
37. Exprimez, en fonction du côté a d’un tétraèdre régulier, la surface et le volume de la sphère inscrite et dela sphère circonscrite,
38. Sur le prolongement du diamètre DI d'un cercle donné par son rayon r, on marque un point O, auquel on trace une tangente OT, On suppose que la figure tourne autour de OD » et on demande quelle doit être la distance 10 ; pour que la surface engendrée par la tangente OT soit à la zone engendrée par l'arc IT comme 8 est à 2.
39, Un triangle équilatéral T tourne autour d’un axe MN, situé dans son plan, perpendiculairement à la base a; la distance de l'axe au triangle est égale au côté a. On demande le volume et la surface du solide engendré,
40. Sur un côté d'un carré, on construit, à l'extérieur, un triangle équilatéral, et l'on fait tourner le pentagonce ainsi obtenu autour de l’un des côtés extérieurs du triangle. On demande le volume engendré, en fonction du côté «.
41. Un carré dont le côté est a tourne autour d’un axe mené dans son plan par l'un des sommets, perpendiculairement ü la diagonale qui part de ce sommet, On demande la surface et le volume du solide engendré,
42. Un hexagone régulier a pour côté a: on prolonge l’un des côtés d'une longueur égale à &, et par l'extrémité du prolongement, on mène au côté une perpendiculaire qui sert d’axe de rotation à l'hexagone, On demande la surface et le volume du solide engendré,
43. Un hexagone régulier dont le côté es @ tourne autour d’un axe mené dans son plan par l’un des sommets, perpendiculairement au rayon qui aboutit à ce sommet, On demande la surface et le volume du solide engendré,
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térale d’un tronc de cône ; , grande en à 197; le côté les arcs à décrire sur un
fond a un diamètre intéètre est 227 millimètres ; ance ‘le cette cuvette ?
quelle hauteur s'élèvera
n cube de 1 décimètre de un tétraèdre régulier de à surface soit de 1 mètre st égale à celle d'un cube tour de l’un de ses côtés,
ngle, s’il tourne autour ôté opposé.
iré par un hexagone ré-
rface et le volume de la égulier, la surface et le
donné par son rayon », OT, On suppose que la tre la distance 10, pour:
one engendrée par l’arc
€ MN, situé dans son l'axe au triangle est solide engendré.
ur, un triangle équilaautour de l’un des côtés ndré, en fonction du
nené dans son plan par ui part de ce sommet,
re l'un des côtés d'une , On mène au côté une On demande la surface
autour d’un axe mené é au rayon qui aboutit de engendré,
LIVRE VIT, — LES TROIS CORPS RONDS 197 44, Suez est à 800 16', et Calcntt formé par les méridiens de ces 45, Quelle est la surf diens et l'équateur (On nition du mètre ) ?
46, Quel est le nombre des entière de la sphère ? F 47. Une boule à 1 mètre de cir fuseau de 4 décimètres carrés tr 48, Trouver Je v
a à 86, de longitude orlentale, Quel est l'angle deux villes ?
ace du triangle sphérique com
pris entre ces deux mérisupposera la terre sphérique ,
et on se bascra sur la défi-
degrés d'un fuseau qui est les 3/16 de la surface conférence ; quel est le acé sur cette boule ?
olume engendré par un demi-déc est &, tournant autour du diamètre,
49, Trouver le volume d'un segme de 9 centimètres de rayon, l’ép 50, Calculer Je volume de 1m10 de diamètre intérie
nombre des degrés d'un agonc régulier dont le côté
nt sphérique à une base, dans une sphère aisseur du segment étant de 4 centimètres, Maçonnerie d'un puits de 9m50 de profondeur et
ur, le mur ayant 0m45 d'épaisseur.
51, Un cône de bois de noyer (densité 0,671) a Om14
diamètre, I1 plonge dans l'eau par sa pointe, On de mètre du petit cône immergé, 52, Calculer le diame fonte étant de 7,207.
Le diamètre de ] le volume de Ja Lune 54, Un cône circul
5 de hauteur et 0m095 de mande la hauteur et le dia-
tre d'un boulet de fonte de 12 hectogr., la densité de la
a Lune est les 273 millièmes de celui de la Terre, Qu'est Par rapport à celui de la Terre ?
aire droit a Om2p de hauteur ct volume. A quelle distance du Sommet faut-il faire une section parallèle à la base Pour que le volume qu cône partiel soit de 95 centimètres cubes,
55, Un verre à vin de Champagne est conique ; il a 15 centimètres de profondeur, et 6 centimètres de diamètre an bord. On y verse du mercure (densité 13,596), de l'eau (densité 1) et de l'huile (densité 0,915); ces trois liquides
forment trois Couches d’égale épaisseur, On demande les poids respectifs de mercure, d’eau et d'huile,
56. Un verre à pied une Contenance de 1/2 ji égaux de l’un et de |’ liquide ?
57. Un réservoir a la forme q' mètre; on Y a déjà versé de l'eau est de 1m42, De niveau de l'eau, si on laisse tomber dans le réservoir un bloc cubique de Pierre ayant Om4 de côté ?
58. Un cylindre Massif en fer laihiné (densité 7,788) pèse 120 kilog. longueur de 3 mètres, Quel est son diamètre ?
Un gramme de mercure pris à la température 0o
introduit dans un tube Capillaire, et y oCCupe une longnen le diamètre qu tube.
60, Quel sera Je prix d'une Conduite en fon de longueur et Om06 de diamètre intérieur, si l'ép 6 millimètres, et la valeur de 0 fr, 30 le kilogr
61. Les diamètres des bases d'un tronc de 4 centimètres ; quel diamètre devra avoir u hauteur que le tronc, il ait aussi le même volume ?
62, De 1795 à 1860, on a frappé en France pour 5 mil]i au titre 0,900, Quels seraient les diamètres des deux Pur que l’on pourrait fondre avec tout ce métal ?
387 centimètres cubes de
de forme conique à Om19 tre, On l'emriit avec d autre liquid», Quelle e
de diamètre à l'ouverture , et u mercure et de l'eau, à poids st la hauteur de Chaque couche
un tronc de cône; le fond une couche d'eau de 0m68, et le combien montera le
a l ètre de diadiamètre à la surface
» Cta une
(densité 13,596) est r de Om137, Calculer te (densité 7,209 ) aVant 100 mètres aisseur de la fonte est de amme ?
cône ont respectivement 22 et n Cylindre pour que, sous la même
ards de monnaie d'or sphères de cuivre et d'or
Densité de l'or fondu.
+ 19,26, Densité qu Cuivre fondu.
nee
BUS
63, On demande le rayon du cercle équivalent à une zone de 4 centimètres de hauteur, appartenant à une sphère de 9 centimètres de rayon.
64, Une zone de 1 décimètre carré appartient à une sphère de 13 centimètres de rayon; l'une des bases de la zone est à 5 centimètres du centre. On demande la surface du cercle qui détermine la seconde base,
65. Le demi-cercle générateur d'une sphère a 0m40 de diamètre: dans ce demi-cercle, on a tracé parallèlement à l'axe une corde de 0m20, Quelle est la surface engendrée par cette corde ?
66, Un acrostat sphérique a 4 mètres de diamètre ; on l’emplit avec de l'hydrogène impur pesant 100 grammes par mètre cube; le taffetas verni qui forme l'enveloppe pèse 150 grammes par mètre carré. Quel poids pourra enlever ce ballon, si l'air atmosphérique pèse 1293 grammes par mètre cube, et si l’on réserve à kilog. de force ascensionnelle ?
67, Un aérostat videet plié pèse 63 kilog. 45; le taffetas pèse 0 kilog. 950 par mètre carré, On demande le poids que pourra enlever ce ballon ; l'hydrogène et l'air étant dans les conditions données au problème précédent,
68. Un cube de cuivre (densité 8,85) pesant 1kilog. 75 est placé sur un tour, et réduit à une sphère dont le diamètre est les 3/4 de l’arête du cube primitif, On demande le poids de la tournure de cuivre obtenue,
69, Un boulct de fonte (densité 7,2) pèse 12 kilog. Quel poids d'or faudrait-il pour former autour de ce boulet une couche de 0m,0006 d'épaisseur, la densité de l'or étant 19,26 ?
70, Unñ creuset a la forme d’un tronc de cône; le fond a un diamètre de 0m 04, le bord supérieur un diamètre de 6m07 , et la hauteur est de 0m10, Il contient au métal en fusion; à la surface, ce métal a Om 06 de diamètre, Quel devra être le diamètre d'un moule sphérique que le métal fondu doit remplir exactement ?
71, Un cylindre de 0m 05 de rayon, et un cône de Om 08 de rayon, reposent sur un même plan, la hauteur commune est de 020, A quelle hauteur faut-il mener un second plan parallèle au premier, pour que les deux volumes inférieurs soient équivalents ?
72. Un tronc de cône a 0m12 de hauteur: les diamètres des bases ont 0m08 et Om05, On veut mener deux plans parallèles aux bases, de manière que la surface latérale soit divisée dans le rapport des nombres 4, 5, 8,en partant de la grande base, À quelle hauteur sera chaque plan ?
13. Même problème en appliquant au volume la condition indiquée pour la surface latérale.
74. Une sphère de platine de 0"03 de diamètre est enveloppée d'une couche de cuivre de 2 centimètres d'épaisseur, On demande le poids total, les densités étant 21,15 et 8,85.
15, Les pièces de deux sous pèsent 10 grammes, ct renferment, en poids, 95 centièmes de cuivre, 4 d’étain et 1 de zinc; les densités respectives sont 8,85, 7,29 et 7,19, Combien faudrait-il de ces pièces pour fondre un boulet sphérique de 25 centimètres de diamètre ?
76. Un tronc de cône et un cylindre ont 0m15 de hauteur commune; la base inférieure a Om10 de diamètre dans l’un et dans l’autre. Quel doit être le diamètre de la base supérieure du tronc de cône, pour que son volume soit les 3/5 du volume du cylindre ?
17, On trace sur un terrain deux circonférences concentriques distantes de 3 mètres; la circonférence intérieure a 20 mètres de diamètre; entre les deux circonférences on creuse un fossé trapézoïde de 1Mm20 de profondeur, 3 mètres de longueur aux bords et 1"50 au fond, La terre enlevée a été disposée autour dun fossé en un remblai trapézoïde isocèle de 2 mètres de largeur inférieure et 1m50 de largeur supérieure, Quelle sera 1a hauteur de ce remblai, supposé que la terre y soit battue de manière à reprendre sa densité primitive ?
one de 4 centimètres de rayon.
sphère de 13 centimètres du centre, On demande
de diamètre: dans ce de 0m20, Quelle est la
’emplit avec de l'hydroaffetas verni qui forme Jourra enlever ce ballon, ube, et si l’on réserve
as pèse 0 kilog. 950 par ballon, l'hydrogène et dent,
est placé sur un tour, l'arête du cube primi- 1e,
1 poids d’or faudrait-il épaisseur, la densité de
a un diamètre de Om 04, de (10, Il contient du mètre, Quel devra être : remplir exactement ?
08 de rayon, reposent quelle hauteur faut-il eux volumes inférieurs
res des bases ont Om08 le manière que la sur- 5, 8,en partant de la
tion indiquée pour la
eloppée d’une couche oids total, les densités
enferment, en poids, s respectives sont 8,85, e un boulet sphérique
ur Commune; la base Quel doit être le diaque son volume soit
itriques distantes de nètre ; entre les deux fondeur, 3 mètres de té disposée autour du ur inférieure et 1m50 supposé que là terre ?
LIVRE VII, — LES TROIS CORPS RON
78. Un octaèdre régulier a une surface totale surface de la sphère circonscrite,
79, Un cône Circonscrit à une sphère d de 50 décimètres Carrés. Quelles sont se
"80, Dans une Sphère de Om12 de di base, dont la surface segment ?
81, Que faut.il faire : 10 Passant par deux points donnés; 20 Pour mener, p spueTe, un arc de grand cercle perpendiculaire à un
82, Trouver l'angle dièdre de chacun des 5 polyèdre - 83, Pour chacun des 5 polyédres réguliers conve l'arête 4, 1° les rayons des sphères inscrite volume de chacun dc ces polyèdres,
Ds 199
de 1 mètre Carré; Calculer la
€ 008 de rayon a une surface totale s dimensions ?
amètre, on considère un
segment à totale est de 1 décimé pneu à ne
tre Carré, Quelle est l'épaisseur qu
pour tracer, sur une sphère, un are de grand cercle
ar un point donné sur 1 autre arc donné ?
s réguliers convexes,
XCS, exprimer, en fonction de et circonscrite ; 2° la surface et le
PRÉLIMINAIRES
480. On appelle axe d'une courbe, une droite par repport à laquelle les points de la courbe sont symétriques deux à deux {n° 407).
Par suite, l'axe divise en deux parties égales les cordes qui lui sont perpendiculaires, et par une rotation de 180 autour de, l'axe, on peut amener une des deux parties de la courbe à coïncider avec l’autre,
On appelle sommet le point où l'axe rencontre la courbe.
Le centre d'une courbe est un point par rapport auquel les points de la courbe sont symétriques deux à deux (n° 407).
Le centre divise en deux parties égales les cordes qui passent par ce point,
481. La {angente à une courbe est la limite MT des positions que prend une sécante MM! tournant autour de l’un des points d'intersection, de telle sorte que le second point M' se rapproche indéfiniment du premier.
La normale est la perpendiculaire MN élevée à la tangente, au point de contact.
La corde des contacts est la droite CD qui joint les points de contact de deux tangentes.
482. Une coutbe plane est convexe lorsqu'elle ne peut êlre coupée qu'en deux points par une droite. Lorsque ies deux points d’intersection se rapprochent indéfiniment, la droite devient tangente, et tous ses points, excepté le point de contact, sont hors de la courbe: ainsi, une courbe est convexe lorsque toutes les langentes sont extérieures à la courbe,
483. Pour déterminer la position d’un point sur un plan, on mène, par ce point, des lignes parallèles à deux droites rectangulaires tracées sur le plan, Soit M un point quelconque: la distance MP ou OQ est l’ordonnée de ce point, et OP en est l’abscisse. OP et MP, considérées simultanément, se nomment les coordonnées du point M. Les droites OX et OY se nomment ares des coordonnées, leur intersection est l’origine des coordonnées.
Les ordonnées sont considérées comme positives lorsqu'elles sont
fo, [0 mc
> par rapport à laquelle à deux {n° 407).
ales les cordes qui lui 180 autour de l'axe, on urbe à coïncider avec
tre la courbe.
pport auquel les points 407).
cordes qui passent par
MT des positions que sécante MM tournant un des points d’intertelle sorte que le se- M' se rapproche indé- 1 premier.
ale est Ja perpendiculevée à la tangente, au ntact.
oint les points de con-
e ne peut êlre coupée s deux points d’inter-
devient tangente, et ont hors de la courbe ; s langentes sont exté-
sur un plan, on mène, es rectangulaires trala distance MP ou OQ sse. OP et MP, consinées du point M. Les nées, leur intersection
tives lorsqu'elles sont
LIVRE VIN, — Les COURBES mesurées sur OY, et né sont positives à droite d L'aégatives à gauche,
Y' ment les propriétés d'une courbe s des lignes remarquables de exemple, ses axes de Symélrie, 484. L'équation d'une est l'expression de la re l'ordonnée de chaque
Pour étudier facile » ON prend pour axes des coordonnée
la courbe, par
Courbe rapportée à lation constante qui e point de la courbe.
deux axes rectilignes , xiste entre l’abscisse et
S L — ELLIPSE
Définitions.
485. L’ellipse est une cour ces de chacun de ses points est Constante,
Les points fixes se nomment foyers.
On appelle rayons vecteurs les droites qui joignent un point quelconque de la courbe aux deux foyers,
Soit AA' une longueur Constante, [° et F° deux points fixes; si, pour chaque point de la courbe MN, on a MF+ MF" = AA, cette courbe est une ellipse,
La somme constantese représente par 24,
La distance FF’ des foyers se nomme n A distance focale, et se représente par 2c. =
Pour que le triangle MFE" soit possible, il faut qu’on ail :
FF'<MF-+MF" c’est-à-dire 9e Va.
486. Pour décrire l'ellipse d’un Mouvement c loyers et la somme Conslante des r loyer une des extrémités d’un fil Moyen d'un crayon ou d’une poin sens en faisant glisser
be plane, telle que la somme de
8 distanà deux points fi
xes situés dans son plan
Ontinu, connaissant les ayons vecteurs, on fixe à chaque ayant 2a pour longueur ; puis, au
te à tracer, on tend le lil en tous la pointe à tracer sur le plan.
USUELLES
galives si elles le sont sur OY’ e l’origine, e
; les abscisses
EE or £
En TN og En e
PO T E ne nnTe
A à or ERA
487, On peut tracer l’ellipse par points, connaissant les foyers et 2a. A partir du milieu O de la distance focale, prenons OA=OA':=4; avec AD et DA dont la somme égale 2« décrivons deux circonférences, l’une du point F comme centre, et l’autre du point K’; les points d’intersection appartiennent à l’ellipse.
ons 1° Pour qu'il y ait intersection entre les deux circonférences, il faut qu'on ait FF'=> DA'— DA ou FE'Z> DA — DA’.
Cette différence des deux rayons égale 20D; d'où il suit que le point D doit rester entre F et EF”.
2 Quand le point D est en E,la différence des rayons égale FF",
t les circonférences décrites des centres EF et F”' sont tangentes en À ou en A’, …
de Quand le point D est en 0, les rayons sont égaux, et ils déterminent les points B et B, qui appartiennent à la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF’,
Scolie. Le rayon maximum F'A=4a+c, et le rayon minimum
FA=a—e, ze
Les deux tracés de l’ellipse montrent que la courbe est limitée en tous sens; l’ellipse est donc une courbe fermée.
Proposition I. — Théorème.
189. Lorsqu'un point est intérieur à l'lipse, la somme de ses distunces aux 2 foyers est moindre que 2a; lorsque le point est extérieur, cette méme somine est plus grande que 2a.
4 Joignons aux foyers un point intérieur quelconque G; prolongeons F'C jusqu'à la courbe, et menons MF; nous avons
CF+CF'<MF+ME" ou <24a
2 Joignons aux foyers un point extérieur quelconque D, et menons FN ; nous avons: DF+DE'>NF-+NF ou >2a. Donc.
490, Gorollaire. Selon que la somme des distances d’un point aux deux foyers est supérieure, ou inférieure, ou égale à 2a, le point esl extérieur ou intérieur à l'ellipse, ou appartient à cette courbe; el l'ellipse est un lieu géométrique.
Proposition II. — Théorème.
491. L'ellipse a pour axes la droite qui passe pr les foyers, et la perpendiculaire élevée au milieu de la droite qui joint les foyers: el elle a pour centre le point de rencontre des axes.
UE
onnaissant les foyers et lu milieu O de la distance ns OA=OA':=4; avec ont la somme égale 2, ix circoniérences, l’une omme centre, et l’autre les points d’intersection à l’ellipse.
1e Pour qu'il y ait interles deux circonférences, ait FF'> DA'— DA ou JA’.
OD ; d'où il suit que le
e des rayons égale FF", | F" sont tangentes en À
ont égaux, et ils déterit à la perpendiculaire
ec, et le rayon minimum a courbe est limitée en
LÉe,
ème.
se, la somme de ses dis-
rs est moindre que 2a;
st extérieur, cette méme
vande que 2a.
x foyers un point inté-
C; prolongeons F'C juset menons MF; nous
[F+ME" ou <2a
« foyers un point exté- D, et menons FN; nous Donc...
istances d’un point aux égale à 2a, le point esl ient à cette courbe; el
ème.
sse par les foyers, et lu
qui joint les foyers: el
Tes.
au milieu de Ffe points B et B, loyers; la longueur BO = 08; sente par b; et comme BF
plus petit que a. La droite AA’ 6 le grand ace de He
est le per: 0 j fo 4 pelil ae, Le triangle reclangle BOF Ournit la relation bite,
: Lorsque ET | Lorsque p
£rand axe.
Rent
Marc de cercle du poi D Uon de cet arc avec AA'f
ï La tangente à leurs 1 4 du point de contact,
LIVRE y IS C de J RE VIII, — LE COURBES USUELLES 203 Pot M un point Quelconque de le ; Culaires MP et MV, et la lie mt el prenons PM'= pl VN ke M, ON ” OM; nous détermi.
S ainsi les points symétriques de M Par l'apport 4 AÀ' à Be { au point O; il suffit de Prouver
que ces Points ê Le i L 1) art ? )] à le ur “ PI Ion nt à la
4 EF" est = , FR St perpendiculaire :
Me de MM; done Pau [h 4 nû == M'E"; d'où MF _ k ), = Lie l'ellipse (no 490) FMF=MF+MF = 24; donc M' est un
2 Les trapèzes rectan 1 $ lité ei pe Fe clangles OFMV et OF'NV sont supe égaux. I es trie £ guits donc ME — NF", et los anale, es. L angle égal FA de FFM et FF'N sont égaux” col AL que Ni LRU entre des côtés égaux: donc . ayant . ME, ona NF.2Np "arm 7, = MF" N appartient à l'ellipso, NF + NF" = MI + ME = 24
Jo Les droites MN' Nr/ M ] Dpor _ 5 MI ; el FE FE se Coupant e — EN'E" est un parallélogramme, et Les à n leu ainsi NF+ NE =MF ME:
ainsi le point N' appartient à La duibe. ME 2
Donc AA’ «4 BB' s ee B’ sont les axes, el leur interse
Iipse, Prolongeons le
8 perpendi-
rposables, car
un » Pl puis- ; donc le point
S Milieux, la figure
Clion est le centre de AT
112. Scolie. La Perpendiculaire élevée l'encontre la courbe aux également éloignés des se repré- ‘=4, on a b
su zu esl lellipse ; BB’ ou 2» en
Le rapport € ; APport — est l'excentrieité PI a St l'excentricité de l'ellipse; elle varie de 0 se ; arie de O0 à 1 l'ex 1h oil 3 ; XCentricité est nulle el l’ellipse 08 is | 2 , euipse est un cercle, » l'éXCentricité © =1, el l’ellipse ag ‘dui à ñ Ipse est réduite au
L'eliipse a quatre sommets : A
Pour déterminer Fu
les foyers 1
na YerS, Connaissant los axes Comme centre avec a
all Connaître F et F’
» Il faut décrire ur Pour rayon; l'intersec=
Proposition III, — Théorème
l'ellips: fait des imnqle CJAUL « ec es “1107 eC= s à tes ( l (4) l ? / is v 0 >
(Démonstration due à M. J, Serret | EUR e) ’L,
Comsidérons une sécante quelconque MM'; de l’un des foyers abaissons la perpendiwælaire FC, et prenons la ligne CF, égale à CF; menons FF; Joignons le point D au foyer EF, et di point M aux trois points F’,F, F,, Nous
Ro ——
DE" + DEF
La somme des distances du point D
aux deux foyers étant moindre que 24,
(Tracez au crayon la droite MF',) le point D est dans l’ellipse (n° 190 ); il
est donc situé entre M et M'; de plus,
l'angle MDF = MDF, = M'DE", et cela a lieu quelque rapprochés que
soient les points M et M'; mais à la limite, quand M' se confond avec
M, la sécante devient tangente, Donc
494. Gorollaires. 1° Tous les points de la tangente, sauf le point de contact, sont hors de la courbe, car on a :
HE'+ HE où HF'+HF,> 24 donc l’ellipse est une courbe convexe (ne 482).
2 La normale MN est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs du point de contact; car les angles qu’elle forme avec MF et ME" ont pour compléments les angles égaux que la langente forme avec les mêmes rayons.
er
495. Scolie. La droite F'F, qui joint un foyer au point symélrique de Vauire fyer par rapport à la tangente, passe au point de con-
PT RE eg ee
lact.
Aux sommets de l'ellipse, les tangentes sont perpendiculaires aux axes,
Définition. On appelle cercles directeurs de l'ellipse les cercles dé- 4
. on L crits de chaque foyer comme centre avec 2a pour rayon.
L'ellipse a deux cercles directeurs.
Proposition IV. — Théorème.
496. Le lieu du cut cymélrique d'un foyer par rapport à une tangente quelconces +st 2 ce: le directeur décrit de l'autre foyer.
Soit F, le point &Y étrqjue du foyer F par rapport à la tangente MT, la droits L2, passe au poiat le contact {ne 495): et puis-
IE
de l'un des foyers abaislwwlaire FC, et prenons aie à CF; menons FF; nt D au foyer F,et le is points F’, F, F,, Nous MF, DF,=DlF; Done
£ 1 * 1 MI ;MF'"+ ME ,=MF'+) ‘, est moindre que ME donc +DF 4 2a . p 3 distances du point : À s élant moindre que 24, ans l'ellipse (n° 490); il ntre M et M'; de plus, quelque rapprochés que and M’ se confond avec
aires, 1° Tous les points
nte, sauf le point de
hors de la courbe, car \ S9
ou HE'+HI {> 2a
est une courbe convex
nale MN est bissectrice es rayons vecieure du act; car les angles qu’elle [et ME" ont pour comangles égaux que la
er au point symétrique passe au point de conit perpendiculaires aux
l'ellipse les cercles dé- Û ur rayon,
ème.
er par rapport à une rit de l'autre foyer.
ar rapport à la tanilact (n° 495); et puis-
LIVRE Viss
que la tangente cet Perpendic
LR"
Donc le point F,
leur décrit du foyer Fe’, 497, Scolie, L'ellipse es le cercle F,G el d'un point F circonférence Passe par le point l",
1 Elle ne rencontre l'ellipse, car le centre est plus
2° Elle lui est langente si
90 Elle Coupe ce cere de l’ellipse; car ce du foyer F,
Un peut utilises Je co lorsqu'on connaît le élevée au miliéu de lact est à l'intersec
lieu di silué di
tel pres
centre N est plus
rele direc S foyers et 24 :
FF, est langente tion de la lang
— LES COURBES Ugt ELLES
FF, — MI" + MI
ire”
» Sÿmélrique du foyer F,
pas le cercle directeur si
le centre 6 le directeur e
leur pour tracer
ente et du rayon I
aire au milieu de FF, la droite AT
est sur le cercle direc-
8 points M également éloignés d'un ts ce cercle; par suile, lorsqu'une
le centre est dans que du cercle directeur ; st sur la courbe:
n deux points si Le centre est hors rapproché du cercle directeur que
du foyer
l'ellipse menons FF,; Il
à la Courbe, e
Par points à perpendiculaire tle point de con- "EF, (no 495 ),
Proposition V, — Théorème,
Le lieu lions des loyers lipse est la e
Orand
géométrique les Sur les tangentes à PL icon férence
décrite sur are COMin À
diumètre, l'une lang:
ië cercle directe Menons OC, No OF=1p9FE"; Milieux des Côlés Ff lal°F, 4; donc le lie le cercle décrit du centre avec 4 pour raFon, Ce cercle est appel cercle Principal de Cerele
us avons FC = 1 FF donc OC
el FF, égal
est employé pour circonférence.)
Proje Ê 1 *
te quelconque MT, ur décrit du foyer F*’; qui joint les
u du point C est de l'ellipse
l'ellipse, (Ici le mot
ES D fn
Lt TE
206 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIR
Proposition VI, — Problème.
499, Mener une langente à l'ellipse : 4° par un point pris sur la courbe ; 20 par un point extérieur,
4 Soit M le point donné sur la courbe, Menons les rayons vecteurs du point de contact; prolongeons EM, el menons la bissectrice de l'angle extérieur MG; celte bissectrice est tangente; cur les angles EME et EME sont égaux...
2 Décrivons un des cercles directeurs, Si P est le point extérieur donné, la circonférence décrite avec le rayon PE coupera le cercle directeur en deux points C el D (ne 497); joignons ces points au foyer EF; les perpendiculaires élevées aux milieux de FGetde FD sont tangentes (n°497), et passent au point P, centre des ares CE et MD,
500, Scolie. Lorsque le point est intérieur, il n'y a pas de langente ; lorsqu'il est sur la courbe il y en à une, el quand il est extérieur il y en a deux (n° 497).
Pour avoir la normale en un point M donné sur la courbe, il suffit de mener la bissectrice de l'angle FME” des deux rayons vecteurs (no 494).
Fr Proposition VII, — Problème.
901, Mener à l'ellipse une tangente parallèle & une ligne donnée.
Décrivons le cercle directeur relatif au foyer EL; 61 par l'autre foyer L', menons la perpendiculaire EG sur la droite donnée y,
Les perpendiculaires MT et NV élevées aux milieux des droites l'E et FG sont tangentes (n° 497), et les rayons EE et LG déterminent les points de contact (ne 495),
502, Scolie. 10 La corde des contacts MN passe au centre ‘de l'ellipse. En effet, les tangentes étant perpendiculaires au milieu de FE et de FG, et la ligne KG étant égale à LE, les trois triangles EMP, EF'G et FNG sont isocèles, tous leurs angles aigus sont égaux ; donc les lignes NE et FM sont parallèles; il en est de mûme de ME et de EN ; ainei la figure MFNE" est un parallélogramme, el la diagonale MN, corde des contacts, passe au point O, au milieu de l'autre diagonale.
me.
un point pris sur la "un point eælérieur, e point donné sur la ns les rayons vecteurs contact; prolongeons ons la bissoctrice de ur FMG; celte bissecponte; car les angles "sont Caux...
s un des cercles direcest le point extérieur ‘onférence décrite avec oupera le cercle vipeee points © et D (ne 407 }; points au foyer F; les os levées aux milieux sont Langentes (n°497), D,
il n'y a pas de lan- , et quand il est exté-
sur la courbe, il suffit deux rayons vecteurs
VII. — Problème
à l'ellipse une tan e & une ligne donnée.
e cercle directeur re- Lot par l'autre foyer erpendiculaire EG sur 10 d't), _ liculaires MT et NV ilicux des droites FE igentes (n° 107), et les L "GG déterminent les act (no 495),
assé au centre ‘de l'elaires au milieu de FE E 8 trois triangles EMPF, igus sont égaux; donc de mûme de ME et de amme, et la diagonale
milieu de l’autre dia-
LIVRE VIII, — LES COURBES USUELLES
2 Les solutions donnée m'exigent point que | les foyers el 2u.
S pour les divers a Courbe soit tracée
Proposition VIII, — Théorème,
003, Les langentes menées à l'ellipse des angles égaux avec les nt du méme foyers, el la droite qui va du point ectérieur à lu bissectrice de l'angle formé par les »
loyer aux deux points de contact.
Soient les deux langentes PM ot PM'; et soient les Points E et E' symétriques des foyers, La droite IE Passe au point M,et FE’ passe au point M' {ne 495),
Les triangles EP: et FPE sont égaux comme ayant les trois côtés égaux; car PE— PE, PF. PE, et FE —2a=pFE ; donc l'angle EPF'= FPE": et si l’on retranche de Caacun d'eux Ja partie commune FPE", il reste angle EPF=E'PF", d'où angle FPM = F'PM':
2° Les triangles égaux déjà considérés donnent : angle PEF"' = PFE'; mais l'angle PEF'= MFP:
; donc angle MFP = PEM'; donc PF es la bissectrice de l'angle MFM..
droites qui vo Point aux deu
AYONS vecteurs qui vont de à
Proposition IX
504. La Projection d'un cerete SUP un plan est une ellip tralion due à M, Courcelle,
Prenons un plan qui passe par le centre; soit le diamètre AA l'in.
lersection des deux plans. Par Je centre et par un point quelconque N du cercle menons des pl pendiculaires à AA", et dans ces plans, les Pérpendiculaires DB et NM au plan de Projection, Les points B et M apparliennent à Ja courbe : DO, BO, NP, MP, sont Perpendiculaires à l'intersection AA’, puisque ce diamètre est per bendiculaire aux plans DOB, NPM.
Portons la grandeur DB de O en [° el en F”, joignons M, projection d'un point quelconque de Ja circonférence, aux points EF et FH suffit de prouver que MF + ME" est une Somme constante.
Du point F, abaissons la Pérpendiculaire FG sur Je diamètre NN, el menons NF, La ligne NM est Pérpendiculaire aux droites MP, MF,
+ — Théorème,
se, (Démons-
ans per-
problèmes des langentes : il suflil que l’on Connaisse
Per un point eælérieur, font “) n des foyers est
ME", Les triangles rectangles DBO et NMP sont semblables, car leurs DB __ DO NM NP°'
côtés sont respectivement parallèles; on a donc
| Les triangles rectangles NPO et FGO, ayant un angle aigu com- | mun, sont semblables, et l'on a : Pa = Er DO, les deux pro- | portions ont un rapport commun:
f | PEL Oo DB=OF;donc NM=FG
k donc NN —“ iG? =0OF ; donc NM—FG.
| Les triangles rectangles NMF et NGF avant l'hypoténuse com- | mune et un autre côté égal, NM = FG, sont égaux; donc MF = NG. | Dans le parallélogramme NEFN'F", le côté F'N — FN’; les triangles ,
rectangles NME" et FGN’ sont égaux, car NM=FG, et l’hypoténuse j EN =EN'; donc ME'—GN'.
l{ Ainsi MF+MIF'=NG+GN'-= AA, quantilé constante.
L{ La courbe est donc une ellipse ayant F et F' pour foyers, AA ,
pour grand axe, et pour petit axe BB', projection du diamètre DD’ perpendiculaire à l'intersection des plans.
Proposition X. — Théorème.
PEAR. ee pire HlaEN draten Me
90, Les ordonnées de l’ellipse sont aux ordonnées correspondantes du cercle principal dans un rapport constant.
Dans le théorème précédent, si l'on rabat le cercle sur le plan de l'ellipse, les ordonnées correspondantes PM et PN étant perpendicu-
laires au diamètre AA’, prennent la même direction, et on a tou- à
jours : à
a» rapport constant.C.Q.F.D. cle
PS : b k rate le lil 506, Scolie. 1° Le rapport a Peut varier de zéro à l'unité, Le pre -
on
mier cas a lieu quand le cercle est perpendiculaire au plan de pro-
L- jections l'ellipse se réduit alors à une droite, Le second cas se présente K4 quand le cercle est parallèle au plan.
2 Si l’on décrit un cercle ayant le petit axe pour diamètre, les
it semblables, car leurs DB _ DO
C NM NP
nt un angle aigu com-
LUE les deux pro-
ce NM—FG.
ant l'hypoténuse com aux; donc MF = NG.
N=EFN'; les triangles =FG, et l'hypoténuse ilé constante, EF" pour foyers, AA clion du diamètre DD me.
mnées correspondantes
> cercle sur le plan de PN étant perpendicu-
rection, et on a tou- G.Q.EF.D.
zéro à l'unité, Le pre-
laire au plan de prosecond cas se présente
e pour diamètre, les
rent en un même point,
à la limite, Les
obtient des langentes ; de
lipse et Ont la même ordonnée se
PAUSE
En effet, menons MV
parallèle au grand axe, € celle ligne coupe NO,
nous avons :
b_MP Lo
dd NDe NO ou « ainsi le point L appartient au cerc] » et les triangles semblables ONP et LOV
PO ou MV NO _ a 17 = 0 =}
t soit L le point où
Donc. LO — b;
e dont BB'est le diamètre
donnent :
Proposition XI, — Théorème.
507, Par rapport à l’e les points de 1° Considé
Ilipse et au cercle Principal, les tangentes dont
CoRtucl ont même abscisse Se Coupent sur le grand ave,
rons les sécantes GG et UC dont les points d'intersection
à . GE «cm
ont même abscisse: on AE Rp=-= 2 (no bi. ralë se ; É GE a GE (no 505); donc les pa
lèles GE et G'E'
Sont divisées dans un même rapport; et en vertu
d'un théorème Connu {ne 207), les droites GG Q0! ét AA: concou-
2 Les ordonnées GE et G'E' peuvent se
points G et G' se confonde donc Les tangentes abseisse , coupent le q Scolie. On prouve dune m
au cercle du petit axe,
rapprocher indéfiniment ; nt, ainsi que C et C'; et on
MT « NT dont les points rand ave au même point.
» Par rapport à l'el- 8 points de contact
contact ont inéme
anière analogue que les tangentes dont 1:
Coupent sur le petit axe.
Proposition XIE, — Problème, 508. Tracer lellipse au moyen des ce Après avoir dé
rcles décrits sur les a crit les cercles
es.
»: Menons un r
ayon quelconque ON ;
l'ordonnée du point N et l’abscisse du point L donnent un point M de la courbe ;
r on LE SUEMERER QE ON à
Ordinairement on divise le cercle principal en parties égales.
Proposition XIII. — Problème,
509. Sans construire la courbe, trouver les points d’intersection d'une droile et d'une ellipse dont on connaît les axes.
Soient LM, AA’, BB' la droite et les axes donnés. Décrivons. le cercle principal, menons BM et DN parallèles à AA’, et par le point M, l’ordonnée NH.
Menons LN, puis les ordonnées GP et G'P'; les points C et C' sont les points cherchés. Car on a :
CP CP" MH _b
GP GP NH à
Proposition XIV. — Théorème.
910, Un point quelconque d'une droite dont les extrémités glissent | respectivement sur deux droites rectangulaires, décrit une ellipse dont les axes sont sur les droites rectangulaires, et le centre à leur point d'interseclion. |
er cas, Si le point M est sur la droite mobile CD, de ce point, abais- l
sons une perpendiculaire sur OX, el par le point O, menons une paral-
lèle à CD. On a ON'=CM; le point N' appartient donc à la cir-
conférence décrite du point O comme centre avec CM pour rayon;
or les triangles semblables DPM et OPN' donnent la proportion : PM __MD MP _MD
PN=ON 9! NbB=Vr: rapport constant.
D D 1 on ma ri Lena Ses
OCR LS me
lonnent un point M de
n parties égales.
me.
points d’intersection et d'une ellipse dont Ps axes.
AA’, BB’ la droite donnés. Décrivons. le al, menons BM et DN AA’, et par le point e NH.
N, puis les ordonnées les points C et C' sont erchés. Car on a :
CP" MH _b
GP NH « me.
les extrémités glissent 5, (décrit une ellipse s, el le centre à leur
CD, de ce point, abais- O, menons une paralrticnt donc à la cirvec CM pour rayon; ent la proportion :
‘onstant.
LIVRE VIIL — LES COURBES USUELLES 211 Donc le lieu est une ellipse ayant O Pour centre, et dans laquelle a=MC, et b=Mp.
t sur le prolongement de |
2e cas, Si le point Mes a droite mobile CD, du point M abaissons une perpendiculaire sur OX, et par le point O, menons une parallèle à CD, On a toujours ON = CM; et PM DM PN — ON ou CM l#Pport constant, Donc le lieu du point M est une ellipse,
Scolie. L'emploi du Compas elliptique est fondé sur la propriélé précédente; il en est de même du tracé de lellipse par points, au moyen d’une règle ou d'une bande de papier, sur laquelle, à partir du point M', on porte les deux demi-axes M'D' et M'C',
: Proposition XV. — Théorème.
L'aire de l'ellipse 6 ares
Considérons des ordonnées équidistantes, et se multipliant indéfiniment. Par les points C: et M, menons des parallèles à AA’. L’ellipse est la limite de la somme des rec tangles analogues à MPNV, et le cercle la limite de la somme des reclangles tels que CPGV. Or les deux rectangles ayant même hauteur VP sont dans le rapport de leurs bases MP et CP, ou £
l'en est donc de même des
sommes de ces rectangles; donc
gale x multiplié par te produil des demi-
limiles vers lesquelles tendent les
ellipse D - b nt =) pl) se = cercle — cercle (22 l X
sn b ellipse = RAIN a = rtb [4
512, Corollaire. Pour évaluer une aire quelconque limitée par un arc d’ellipse , par exemple le segment HIJ ou le secteur OHIJ, il faut
PT bre :
mulliplier par le rapport ; l'aire correspondante dans le cercle prin-
cipal, L’ellipse xab est moyenne proportionnelle entre les cercles ra: et ab: décrits sur les axes.
Propcsition XVI. — Théorème.
ON — OP — A
NP est OU QU = mais NP =, donc ii
d'où ay? + bee = q2h2 Telle est la relation constante qui existe entre les coordonnées de chaque point de l’ellipse, lorsqu'on prend ses axes de symétrie pour axes des coordonnées, En divisant tous les termes par a:b?, l'équation devient
æ ap?
ao —| a? Æ b: À Scolie. Lorsque ab, l’ellipse est un cercle, et l'équation se simplifie : æ+m=u, le triangle reclangle ONP donne directe- ‘ ment celte relation.
a $ II. — HYPERBOLE y “se d Définitions, t 514. L'hyperbole est une courbe plane telle, que la différence des C distances de chacun de ses points à deux points fixes situés dans son é
plan est constante.
Les points fixes se nomment foyers.
Ilconque limitée par un le secteur OHIJ, il faut nte dans le cercie prin-
entre les cercles ra: et
= ab: (ne A8).
| quelconque M de l’el-
tre les coordonnées de axes de symétrie pour
ion devient
rcle, et l'équation se ONP donne directe-
que la différence des s fixes situés dans son
LIVRE VII, — LES COURBES USU
vecleurs les droites qui joi aux deux foyers.
ELLES 213 On appelle rayons
Conque de la courbe Soient A A'une longueur Constante, [° et F deux points fixes; si pour chaque point M ou N de Ja courbe, on a MEME = AA ou NF—NF'= AA, la courbe est une hyperbole.
La différence Constante AA! se repré- AT sente par 94, La distance FE des foyers se nomme distance focale, e sente par 2e, Pour que les triangles MFF" et NFE" soie faut qu'on ait :
FES ME'—MF, el FES NF NE", c’est-à-dire 25 924 515, Pour décrire lhyperbole d'un mouveme sant les foyers et 2a, on prend une règle plus longue que la distance focale, et un fil égal à la longueur de la règle diminuée de 2a; on fixe les extrémités de ce fil en C el en F, Si l’on tend le fil le long de la règle en faisant Lourner l'extrémité de cette dernière autour de F", la pointe à tracer décrira une partie de Courbe, car on a toujours :
ME'— MF
En fixant le fil en FE", et plaçant la règle en l, on obtient une seconde située à gauche de Ja perpendiculaire OY.
916, On peut tracer l'hype foyers et 24. À partir du milieu O de la dist OA = OA' — a; avec des rayons DA et DA’ dont la
nent un point quel-
t se reprént possibles, il
nl continu, Connais-
la
Partie de la Courbe
rbole par} points lorsqu'on connaît les
ance focale, prenons
différence égale 24, décri- 1 vons deux circonférences , l'une dun point comme 2 centre, et l’autre du point F”, | Les points d'intersection : |
appartiennent à l'hyperbole, Remarques. 19 Pour qu'il y ait intersection entre les deux circonférences, il faut qu'on ail FE’ LDA + DA.
Cette somme des deux rayons | égale 20D; d'où il suit que le point D ne doit Jamais ê
tre pris entre F et F”,
SES ES
se
ns |!
|| | fl | | 8 ë | { 1l || || | | à p } | | | t | À " |
20 Quand le point D esten F, la somme des rayons égale FF", el les circonférences décrites des centres F et l‘’sont tangentes en À ou en A.
517. Scolie. 1° Les plus petits rayons qu'on puisse utiliser pour un même point ont pour longueur € + et e—«.
2o La perpendiculaire OY élevée au milieu de FF" étant le lieu des points également éloignés des foyers, ne peut rencontrer la courbe; dans le tracé continu, il faut que la règle et le fil aient pour différence 2a, mais rien ne limite leur longueur; pareillement, dans le tracé par points, les rayons des circonférences sécantes peuvent croître indéfiniment, Donc l’hyperbole est composée de deux parties séparées, el les branches de la courbe s'étendent indéfiniment au-dessus et audessous de OX.
Proposition XVII, — Théorème.
518. Pour tout point intérieur à l'hyperbole, la différence des dislances aux foyers esl plus grande que 2a; pour tout point extérieur, celte même différence est moindre que ?2a.
Un point est intérieur lorsqu'il est dans une dés deux régions du plan où se trouvent les foyers, et extérieur lorsqu'il est entre les deux parlies séparées de la courbe.
4e Joignons le point intérieur CG aux deux foyers, et menons MF. On a
CF<CM+MF donc CF'—CF>CF'—{(CM+MF) ou CF CE ME'—ME c'est-à-dire CF CF > 20...
2% Joignons le point extérieur D aux deux foyers, et menons FN. On a FD <NE'+ ND donc FD—DE<NE'+ND—DF où EF'D—DEF <NE'—NF, c’est-à-dire F'D—DF 24. Donc...
519. Scolie. Selon que la différence des distances d’un point aux deux foyers est supérieure, ou inférieure, ou égale à 24, le point esl
intérieur ou extérieur à l’hyperbole, ou appartient à cette courbe, Proposition XVIII. — Théorème.
520. L'hyperbole a pour axes la droite qui passe par les foyers, el la perpendiculaire élevée au milieu de la droile qui joint ces mêmes foyers, et pour centre le point de rencontre des axes,
Soit M un point quelconque de l'hyperbole. Prolongeons les perpendiculaires MP, MV, et la ligne MO; et prenons PM—PM, VN=VM,ON' —=OM; nous déterminons ainsi les points symétriques de M par rapport à AA’, à BB, et au point O; il suffit de prouver que ces points appartiennent la courbe.
IE rayons égale FE", et he tangentes en À ou en A.
n puisse uliliser pour un ; ieu des de I°F" étant le lieu « it rencontrer la courbe; i î WE a} e fil aient pour différence ement, dans le tracé pat ; peuvent croître ie eux parties séparées, el iment au-dessus et au-
orème.
le, la différence des Gil
esl plus grande que 2a; extérieur, celle même : àa
indre que 2 =
térieur lorsqu'il est dans jons du plan où Ste et extérieur lorsqu'i d parties séparées de la
En ane
> point intérieur & au
menons MF, On a
LIVRE
lo FF" est PéTpendiculaire au milie
M'I" — ME"; d'où
ME" My = ME MF = 0, !
donc M' est un point de l'hyperbole {no 519)
Les lrapèzes rectangles OFMV et OF'NY sont superposales, car leurs bases
S sont égales ; donc NF” — ME ,etles angles en
F et F'sont égaux, Les triangles FEFN et FFM SOnL égaux comme ayant un angle égal Compris entre CS Côlés égaux : donc NF — MF"; et puisque NE'= MF, on a NE— NE = M" MF = 94:
donc N appartient à l’kyperbole.
3 Les droites MN' et tj MEN'E"' est donc un parallé adjacents égale la différence
N'F— NE MEME
donc AA’ et Ja Pérpendiculaire est le centre de la Courbe,
521. Scolie, En général, gulaires, leur intersection est le centre de la courbe,
AA est nommé axe transverse de l’hyperbole : l’autre axe ne rencontre pas la courbe : il est ape pelé axe non l'ansverse,
Lorsqu'on élève une perpendi- Culaire à l'axe transverse au point A, et que du centre , avec Je rayon 0OF=e, on Coupe celte perpen.
diculaire en L, la longueur AL, portée de O en et en B’, est regardée, par analogie Sueur de l’axe non transverse, Le relation
EU S ADI
Le rapport È est l’ercentricité
L’Ayperbole équilatère est égaux; dans CE CAS c? = 9qa,
YY' sont les axes, el leur interse
lorsqu'une courbe
? À ce qui a lieu dans lellipse
» Comme Ja Jon-
triangle reclangle AOL fournit la
OÙ = 24 Jp
de l'hyperbole.
elle dans laquelle les deux axes sont el C= ay),
L'hyperbole a deux sommets : À et A”,
Proposition XIX, — Théorème,
022, La langente à l'hyperbote vecteurs du Point de contact.
esl bissectrice de l'angle
des rayons
u de MM'; donc MF=ME, et
la figure deux côtés
clion
a deux axes reclan-
D RQ + greg de mt
EE
ne RG et mme
EL ER + pe eV re
Lee moe eg vo
ne ee me ce mr
mar em
re TE
su pe 2 Age DS Mmes
Considérons une sécante quelconque MM'; de l'un des foyers, abaissons lo perpendiculaire FC, et pre:
nons la ligne CF, égale à CF; menons F°F,, et joignons le point D au foyer F, et le point M aux trois points E, KE" et F,; nous avons MF,=MF, et DF, =DF donc DEF—DF= FT,
ME'—MF, =MF'—MEF = 2a mais IF, est plus grand que EUM—MF, ou 2a; donc
DE DES 24 La différence des distances du point D aux deux foyers étant plus grande que 24, le point D est dans l'hyperbole (ne 518); il est donc situé entre M et M’; de plus l'angle F,DC = FDC: et cela a lieu quelque rapprochés que soient les points M et M'; mais à la limite, quand M' se confond avec M, la sécante devient tangente, Donc.
523. Corollaires. 1° Tous les points de la tangente, sauf le point de contact, sont hors de la courbe, car on a HF'— HF < FF,, ou 2« ; ainsi l'hyperbole est une courbe convexe (n° 482).
2 La normale MN est bissectrice de l'angle extérieur formé par les rayons vecleurs du point de contact; car elle est perpendiculaire à la bissectrice intérieure,
524. Scolie. La droite EF, qui joint un foyer au point symélrique de l'autre foyer par rapport à lu langente, passe au point de contact,
Aux sommets de l'hyperbole, les tangentes sont perpendiculaires à l'axe transverse,
Définition. On appelle cercles directeurs de l'hyperbole , les cercles décrits de chaque foyer comme centre avec 24 pour rayon. L'hypertole a deux cercles directeurs.
RIE de lun des foyers, abaisrpendiculaire FC, el pre:
gne CE, égale à CF; megne CF, ég Ds et joignons le point L L 8 Ée ‘, etle point M aux trois , Fet Fi; nous avons ",et DF, =DF Ë + \ ”) DF'—DF=F'F, MF, =ME'— MF = 2a est plus grand que ou 2a; donc JE" DE > 24 x deux foyers étant plus bole (n° 518); il est dons DC; et cela a lieu quelque ais à la limite, quand M nte. Donc.
mgente, sauf le prnpus E'— HE EE {» OÙ 2a; 182).
La
eclérieur formé par les est perpendiculaire à la
jer au point Ssymélrique passe «au point de con-
sont perpendiculaires à
l’hvperbole, les cercles CS :
pour rayon.
ELLES
— Théorème.
rique d'un foyer par cercle directeur décrit de iique du foyer E par r'appo 1 Passe au point de Contact {no 594
25, Le
langente
l'autre foyer,
langente est perpe
ndiculaire au milieu de Lp DPF, =ME" Mr symétrique du loyer F
1» la droite = 24, Done le point F, décrit du loyer KE’, 526. Scolie. L'hyperbote est le d'un cercle F,G, et lorsqu'une circonfér l Elle l'hyperbol leur; 2° Elle lui est tangente si le centre e de Elle Coupe ce cercle directeur e de l’hyperbole: car cecentreNe que du foyer F,
Un peut utiliser Je cercle directeur Pour construire l'hyperbote par Points lorsqu'on Connaîl les foyers et 24. Menons Lo A perpendi- Culaire CT élevée au milieu de FF, est langente à Ja Courbe, et le
0int de Contact est à l'intersection de la langente et du rayon F'’F' S Ë J 1 (no 524),
est sur le cercle directeur lieu des points d'un point silué hors de cnce passe par le point F,
ne rencontre pas le cercle directeur Ce; Car le centre est plus près du foye
M également éloignés
ce cercle, Par suite,
si le centre est dans T que du cercle direc-
st sur la Courbe ; h deux points si lee
entre est hors St plus rapproché du ce
rcle directeur
Asymptotes, La droite FF, qui joint le foyer F quelconque du cercle directeur relatif à ke, Peut devenir
ce cercle, Soit FG cette Position particulière, La Pérpendiculaire HD, ‘levée au milieu de celle droite, est langente à l'hyperbole , et le point de contact est donné par le prolongement du rayon EG (n°524); mais
les droites HD et "CG, Perpendiculaires à FG, sont Parallèles ; donc le point de contact est infiniment éloigné,
à un point langente à
rapport à une
rt à la tangente }: et puisque la
re
K_< me
cd
rer ge nn RSS EE
at
A nm
2e 0m de “acte
La tngente dont le pount de contact est infiniment éloigné du som
mel se nomme asymplote de lhyperbole; cette tangente DH parse au centre O, milieu de l'I puisqu'elle est parallèle à LG base du triangle FGF", et qu'elle passe au point H milieu de Ft,
\ cause de la symétrie des points de la courbe par rapport au centre, la ligne DOD' est asymplote de la partie inférieure de la branche de gauche,
La tangente FG' donne une nouvelle asymptote TOT'; les deux droites DOD' et TOT' font des angles égaux avec l'E", car Les angles FF'G et FE" 1, Sont égaux ; donc les ares sont les bissectrices des angles formés par les asymplotes,
Au sommet, élevons une perpendiculaire AL, limitée à l’asymptote; les triangles reclangles HOF et AOL sont égaux, car ils ont un angle aigu commun, et OH = 1/9 °G =a= OA; donc OL=OF=e; par suile {ne 521), AL =D, valeur du demi-axe nou transverse. Donc les asipmploles sont dirigées suivant les diagonales du rectangle construit sur les deur ares, el la distance FH du foyer à l'asymplote égale b,
Les asymploles de Ehyperbole équilatère se coupent & angle droit : Car 4 —b, et le rectangle des axes devient un carré (no 521),
Proposition XXI. — Théorème.
528. Le lieu des projections des foyers sur les langentes à lhyperbole est le cercle décrit sur l'axe transverse comme dia mèlre,
Supposons une langente quelconque MC, et le cercle direcleur décrit du foyer E’; menons OC. Nous avons FC — t/aFF,, OF = 1/9 FE"; donc OC qui joint les milieux des côtés FE"et FF, égale io FF,=u; donc le lieu
niment éloigné du some nomme asymplole de ole; cette tangente DH u centre O, milieu de squ'elle est parallèle à e du triangle FGF", et vasse au point H milieu
se de la symétrie des e la courbe par rapport re, la ligne DOD' est te de la partie inférieure ‘anche de gauche,
agente FG' donne une )0D' et TOT’ font des FE"G, sont égaux ; donc s sont les bissectrices des lormés par les asym-
sommet, élevons une diculaire AL, limitée à itote; les triangles rec-
HOF et AOL sont car ils ont un angle mun, et OH=1/9 EG A ; donc OL=OF=e; ile (ne 521), AL =D, lu demi-axe nou transant les diagonales du stance FH du foyer à
oupent angle droit :
carré (n°521),
ème.
e livu des projections sur les lungentes à le est le cercle décrit U'unsverse comine dix
ons une langente quel- IC, et le cercle direcit du foyer ['; menons< s avons FC — 1/9 FF, ‘Æ"; donc OC qui joint x des côtés FF'et FF, "Fi =u; donc le lieu
HD
Proposition XXII, — Problème.
090, Moner une langente Uhyperbote, lo par un point pris Courbe ? 90 PU Un point etlerieur, l» Soit M le point donné sur la courbe:
il suffit de mener
sectrice MT des r
2 Décrivons ur donné, la directeur en deux points C et D foyer F'; les Perpendiculaires Sont langentes (no ot FD,
531. Scolie, Lorsque I point est intéricur, il n°v a pas de tangente : lorsqu'il est sur la courbe, il y en a une: el quand il est extérieur, il Y en à deux {ne 126), gi le point extérieur donné est compris dans l’un des angles des asÿmplotes dont AA est bissectrice, les deux lignes Soul langentes à la Même branche; si Je Point est dans les angles qui ont pour bissectrice l'axe non transverse, les langentes apparliennent à des branches différentes {no 527
ayons vecteur: du point de contact (no 522), 1 des cercle
S directeurs, Si p est le circonférence décrite avec le rayon PF (n° 526); Jjoignons ces points au élevées aux Milieux de FC et de FD 526), et passent au point P, centre des arcs CI°
Je
Proposition XXIII, — Problème,
032, Mener à lhyperbole ure langente parallèle Décrivons le cercle directeur relalif au fover [A
dune ligne donnée, l, menons la Pérpendiculaire FEG sur la droite
3 et par l’autre foyer donnée ay.
point extérieur Coupera le cercle
« Pour
‘S}mplotes appar- 8 que l'H,
sur lu
la bis-
rs e
ie
Fe:
Les perpendiculaires MT et NV, élevées aux milicux des droites FE
eLFG, sont tangentes (ne 526) ; et les rayons LE ot [GG déterminent les points de contact.
Corsa
29 2% 2 en Be me
533. Scolie, L° La corde des contacts MN passe au centre de l'hyperbole. En effet, les tangentes étant perpendiculaires au milieu de FE et de FG, et la ligne F'G étant égale à LE, les trois triangles EMF, EF'G et FENG sont isocèles, tous leurs angles en G,E,F, sont égaux; donc les lignes NF et LM sont parallèles; il en est de même de MF et E'N; ainsi la figure MENT" est un parallélogramme, et la diagonale MN, corde des contacts, passe au point O, milieu de l'autre diagonale,
Cette propriété appartient à loutes les courbes à centre,
2 Les solulions données pour les divers problèmes des langentes “exigent point que la courbe soit tracée: il guffl que l'on connaisse les foyers et 24,
Remarques. ° L'aire d'un segment MAM' d'hyperbole n'est point
Dre myére
LE H
mn ne age
De
donné par une formule élémentaire; on peut employer les formules Simpson où Poncelet {nvs 606 el C07).
2 L'hyperbole à pour équation a: — bre = — qyufrs
+, om imgeme age
nilicux des droites FE
ot LG déterminent
eau centre de l'hyulaires au milieu de , les trois triangles angles en G,E,F, ralléles; il en est de ut parallélogramme , u point O, milieu de
à centre, blèmes des (angentes it que l'on connaisse
ayperbole n'est point
nployer les formules
(1 lo
La Parabole e lement éloigné d'une
Le point fixe se nomme foyer,
à droite donnée se nomme directrice.
n appelle rayon vecleur la droite qui joint le loyer à un point quelconque de la Courbe,
Soient F un point fixe, et CD une droite fixe; si, Pour chaq
ue point de Ja courbe MAM', on a MF — MC, cette Courbe est une Parabole,
Le point A, milieu de Ja Pérpendiculaire ‘L, appartient à Ja Courbe, La Parabole ne peut s’élendre du côté de la directrice opposé au foyer: car tout point E , pris de ce
côté, est plus approché de Ja directrice que du foyer,
La distance FD
st une courbe plane dont cha
que point est égadroite et d'un Point fixes don
nés dans son plan.
du foyer à Ja directrice se nomme Paramètre, et se représente par LE
535. Pour décrire la parabole Sant la directrice el le des côtés de l'angle droit d'une équerre contre la directrice, un fil égal à l'autre Côlé de l'angle droit est fixé, par ses extré- Mmités, au foyer F et au point G; en fai-
sant glisser l’équerre le long de Ja direc- | acer qui tendrait Je fil
trice, la Pointe à tr en l’appliquant contre CG, décrirait une Partie de la parabole, car on aurait con- Slamment MF — MC 536. On Peut tracer points, COnnaissant la directrice et {e foyer, Du foyer, abaissons Ja Pérpendiculaire FD sur la directrice, ol prenons je mijieu A du Paramètre FD; menons une droite quelconque MM, p rectrice ; et du foyer F comme centre, avec un r lance de la directrice à la parallèle, décrivons
d'un mouve
ment Continu, connaisloyer, on place un
la parabote par
arallèle à Ja diayon DG égal à la disune circonférence : les
€, et devient :
points d’intersection de cette circonférence et de la droite MM’ appartiennent à la parabole,
Remarques. 1° Pour qu’il y ait intersection entre la circonférence et la parallèle MM, il faut qu'on ait GD>GF; d'où il suit que le
point G doit toujours être au delà de A par rapport à la directrice. 2° Quand le point G est en À, la circonférence est tangente à la parallèle; car AF = AD, et le contact a lieu au point A.
537. Scolie. Dans le tracé continu, il faut que le fil et le côté de l'équerre aient des longueurs égales; mais rien ne limite ces longueurs. Dans le tracé par points, la parallèle, toujours située du côté du foyer, peut s'éloigner indéfiniment de Ja directrice; donc {4 parabole est une courbe complétement située dans la région du plan où se trouve le foyer; elle est continue, et s'étend indéfiniment à partir du point À dans le sens de AM et de AM.
Proposition XXIV. — Théorème.
338. Tout point intérieur à la parabole est plus rapproché du foyer que de la directrice, et tout point extérieur est plus éloigné du foyer que de la directrice,
1° Du point intérieur B, abaissons la perpendiculaire BC sui la directrice, et joignons le foyer aux points M et B. On a:
BF<BM+ME, ou BF<BM+MC, ou enfin BF <BC...
2 Du point extérieur G, abaissons la perpendiculaire GE, et joignons le foyer aux points N et G. On a:
GF©NF—NG, ou GF©ZNE—NG, ouenfin GF>GE.
Donc...
539, Scolie. Selon que la distance d'un point au foyer est inférieure,
ou supérieure, ou égale à sa distance à la directrice, ce point est
la droite MM’ appar-
itre la circonférence ; d’où il suit que le
rt à la directrice.
st tangente à la pat A.
le fil et le côté de ne limite ces lon jours située du côté rice : donc {a paraÿgion du plan où se niment à partir du
Le.
rapproché du foyer ut point exlérieur que de la directrice.
, abaissons la perectrice, et joignons . On a:
BF<BM+MC,
, abaissons la pernons le foyer aux
fin GF>GE,.
oyer est inférieure, trice, ce point est
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à la parabole St un lieu géomélt,
intérieur ou extérieur » Où appartient ainsi {« Parabole e
ique,
Proposition XXV.
340. La parabole Sur la directrice, Soit M un point quelconque de ] abaissons Ja Perpendiculaire MP, et prenons PM'= PM, fouvons que M', Symétrique du point donné, apparlient à Ja Courbe. À cet effet, menons MF, MC, MF, M'C', distances des points M et M', au foyer et à Ja directrice, Puisque DP est Pérpendiculaire à ] et à MM' en son milieu P, on a !
M'C'= MC: donc M'F = M'C!, ot le point M appartient à la parabole {n° 539),
Ainsi la Pérpendiculaire FD est un axe (n° 480),
& pour are la perpendiculaire
a parabole:
Scolie. Le point A est l'unique
Proposition XXVI
541, La Parabole es Sommet el le f' indéfiniment.
Décrivons le cercle recteur relatif ; Pour un point quelconque M de l’'ellipse on a : MB — MF, Les points D,Aëer
étant fixes, le foyer F s'éloigne de plus en plus lorsque le grand axe auomente; la Perpendiculaire DL est la Jimite vers laquelle tend le cercle teur
* — Théorème,
Üla limite ver
8 laquelle tend une Je» voisin reslent fi,
08, landis que
diau foyer [°':
direcqui lui est tangent au point D, Ja droite MB, normale au cercle, tend à devenir parallèle à l'axe, ou Perpendiculaire
NE= NF, La figure limite est Ja parabole AN F le foyer, et DL Ja directrice. Donc.
Scolie, Celle manière de considér des propriétés de l'ellip exemple le théor celui qui est €
se plusieurs propriétés de ème suivant (n° 542)
» Cl un théorème noncé au no 503,
USUELLES
à cette Courbe; et
— Théorème.
abaissée qu foyer
Sommet de la courbe,
ellipse dont un
le grand axe croi
à DL; on a toujours ; À est le sommet,
er la parabole permet de déduire » la parabole, par
analogue à
nr pe
nr mr ut ann irait né um œ
rs eg ne
en Rs Re ser ones
paire à plie bg.
paques FORD à rer ES a ae
par rapport à la langente, passe au point de contact.
Proposition XXVII. — Théorème.
042. La tangente à la parabole fait des angles égaux avec le rayon vecteur du point de contact, et la parallèle à l'axe menée par ce méme point.
Considérons une sécante quelconque MM’; du foyer, abaissons la perpendiculaire FC, et prenons la ligne CF, égale à CF; par le point F; menons une parallèle à l'axe ; cette parallèle coupe la sécante au point D; menons les lignes qui indiquent les distances des points M et D au foyer et à la directrice,
La circonférence décrite du point M, avec le rayon MF— MP, est tangente à la directrice en P, et rencontre DH au point F, symétrique de F; ce point F, est donc situé entre la directrice et le foyer; donc DF; <DH.
Les obliques DF et DF, sont égales ; donc DF est moindre que DH. Le point D élant plus rapproché du foyer que de la directrice, est situé à l’intérieur de Ja courbe (n° 539); et la parallèle F,D passe loujours entre les points d'intersection M et M'; de plus, l'angle MDG=MDF,=MDF ; et cela a lieu quelque rapprochés que soient les points M et M'; mais à la limite, quand M’ se confond avec M, la sécante devient tangente, Donc.
543, Gorollaires. 1° La langente en un point M de la parabote est perpendiculaire au milieu de la droite FF, qui joint le foyer à la projection du point de contact sur la directrice: car le triangle FMF; a deux côtés égaux, et la tangente est bissectrice de l'angle au sommet {n° 56, 30),
2 Tous les points de la tangente à la parabole, sauf le point de contact ,; Sont hors de la courbe; car, d'après le théorème précédent, pour un point quelconque H de la tangente, ona HF = HF:
donc HF est plus grand que la perpendiculaire HL, et la parabole est une courbe convexe (n° 482),
544, Scolie. 1° Le foyer est à égale distance du point de contact et du point où la tangente coupe l'axe. Car le triangle MFT a deux angles égaux : l'angle T = T'MC— FMT ; done FM=FT,
20 La parallèle à l'axe, menée par le point F, symétrique du foyer
IE
‘orème,
les égaux avec le rayon _à l'axe menée par ce
fcante quelconque MM; la perpendiculaire FC, 2F, égale à CF; par le > parallèle à l'axe ; cette cante au point D; meindiquent les distances au foyer et à la direc-
décrite du point M, MP, est tangente à la ‘encontre DH au point ; ce point F, est donc rice et le foyer; donc
F est moindre que DH.
1e de la directrice, est la parallèle F,D passe _M'; de plus, l'angle rapprochés que soient se confond avec M, la
M de la parabole est 4 milieu de la droite yer à la projection du sr la directrice; car le eux côtés égaux, el la ctrice de l'angle au
‘8 de la tlangente à la joint de contact, sont car, d’après le (héopour un point quelente,ona HF=HF;:
rand que la perpendirabole est une courbe
lu point de contact et riangle MFT a deux EM=RT symélrique du foyer ontact.
loyer par ra que est la di
l'apport à la tangente MT ; l’axe menée Par le point F de contact (no 544) est perpendiculaire droite MF,=MF ; trique du foyer est
Points également € et d’un point F sit rence passe par Je Point F centre est dans Ja pa que de la directrice ; si le centre est sur la c si le centre est hors dela} de la directrice que 2 O0 bole rectrice; la per à la courbe: Je point de et de F,G parallèle
LIVRE VIII, — LES COURBES USU 3 La normale MN est biss
ELLES 225 eclrice de l'angle
vecleur du point de 2 par la Parallèle
formé par le rayon Même point; car le:
à l'axe menée par ce me avec MF et MC ont pour
contact
* angles qu’elle for
compléments lignes,
4° La tangente av SO parallèle à la directrice ;
les angles égaux que la tangente forme avec ces mêmes imet est
Perpendiculaire à l'axe, et par suite et la no
"male est dirigée suivant l'axe, Proposition XXVIII, — Théorème.
w du point Symélr Pport à une langente reclrice de la Parabole Soit F; le point &
545, Le lie ique du quelcon-
Ymétrique de F par la parallèle à 1 Passe au point ; el puisque la tangente au milieu de PP; la : donc le point F, sur la directrice, 546. Scolie. 1° La parabole est le lieu des loignés d’une droite DEF
ués dans son plan. P
symé.
ar suite, lorsqu’
» €lle ne rencontre Pas la di
rabole, car le centre est alors plus près du foyer
cette circonférence est tangente à Ja directrice
ourbe ; elle Coupe celte directrice en deux points >arabole, car ce centre N est plus rapproché
du foyer,
n peut utiliser Ja dire
Par points. Joignons le
pendiculaire C
ine circonférectrice si le
Ctrice et le foyer pour trace»
foyer à un point quelconque F T, élevée au milieu de FF Contact est à l'intercec à l’axe (n° 544, 2)
une para 1 de la di- 1, CSttangente tion de la tangente MT
un
Re iii RTE donnee he 2 Dr ay TS
CES
Proposition XXIX. — Théorème.
547. Le lieu de la projection du foyer sur les tangentes à la parabole est la tangente au sommet.
Abaissons du foyer la perpendiculaire FCF, sur une tangente quelconque MT; le point F, de la directrice est le symétrique du foyer (n° 545), donc FC=—CF;; mais FA— AD: donc la droite AC est parallèle à la directrice : c’est la tangente au sommet (no 544, 20),
548, Dans la parabole, on appelle souslangente la projection sur l’axe de la partie de la tangente comprise entre le point de contact et le point où la tangente coupe l'axe.
La sous-normale est la projection sur l'axe de Ja partie de la normale comprise entre le point de contact et le point où cette normale coupe l’axe,
Proposition XXX. Théorème.
549, La sous-tangente est divisée en deux parties égales par le
sommet de la courbe ; et la sousnormale est constante : elle égale le paramètre.
1° Le triangle MFT est iso cèle (n° 544). La projection du foyer sur la tangente divise MT en deux parties égales; mais la tangente au sommet est parallèle à l'ordonnée MP: donc
AP=AT
2 Les triangles rectangles FDF et MPN sont égaux ; car F,D=MP, et les hypoténuses sont parallèles; donc PN =FD, et la Sous-normale égale la distance du foyer à la directrice: c'est-à-dire le Paramètre (n° 534).
Proposition XXXI, — Théorème.
550. Le carré de l'ordonnée d'un point quelconque de la parabole est à son abscisse dans un rapport constant.
Pour étudier ja parabole, on prend pour axes des coordonnées l'axe C de la courbe et la tangente au sommet : MP est l’ordonnée du point À La M; AP en est l'abscisse.
fi Le triangle rectangle NMT, formé par l'axe, la tangente et la nor- n ;
we 06
En ca mu
)rème.
a projection du foyer a parabole est la tan-
er la perpendiculaire nie quelconque MT ; le trice est le symétrique donc FC—=CF,; mais roite AC est parallèle à a tangente au sommet
bole, on appelle sousn sur l’axe de la partie ct et le point où la tan-
le la partie de la norpoint où cette normale
ème.
parties égales par le > la courbe; et la sousst constante : elle égale re.
angle MFT est iso 44). La projection du la langente divise MT arlies égales; mais la au sommet est parallonnée MP; donc AP—AT,
triangles rectangles IPN sont égaux ; car , et les hypoténuses tale égale la distance tre (no 534),
‘me.
nque de la parabole
les coordonnées l'axe l’ordonnée du point
à langente et la nor-
(no 542) laire au milieu de FF menons TM (no 044) connaît AP {no 549).
né, Du point P comme ce
LIVRE
male, donne la relation MP*
=TP x PN; Mais { n°549) TP—9\p
@ PN=p; done MP*° 551, M' de
à HS OU = 2pr; d'où æ —"P; Tapport constant.
Corollaires. 1° Jos carrés des ordonnées de deu la Parabole sont e ‘Comme les. abscisses
Ë Points M ef
e L L 12 1) Ü y ntre eux de ces mêmes
points, En effet, on a us —2p, et Er =9p d'où Le MP: et 4 AP AP MP AP Pendiculaires MV et M précédente devient : AU, — =:
‘ AV MV ou MV ===
2 Si nous abaïssons Jes per
V', la relation
Donc lorsqu'on pr sur la langente au comme les carré
La relation TE
ofelte deux Points Sommet, les lignes S de leurs distances au s
2pæ est l'équation de 1
quelconques de la Parabole Projelantes sont entre elles ommet.
a parabole (n° 484), Proposition XXXII — Problème.
langente à Ja Parabole , 4° UN point extérieur.
point donné sur |
Mener une
courbe ; 2 par 1Q,:
1}Soit M le courbe,
Aèe à $
1° moyen. Projetons M sur la directrice, joignons M nons la bis
Par Un point pris sur la
au foyer, meseclrice de l'angle FMF » Où élevons une Perpendicu- 1 (n° 548).
2° moyen. Prenons FT=FM, et » OU, si l’on ne pas le foyer, prenons AT —
2 Soit P Je point exté
rieur donnitre, avec
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la distance PF pour rayon, décrivons une circonférence qui coupe la directrice en deux points (n° 546). La perpendiculaire élevée au milieu de BF est tangente (n° 546, 2) et passe au point P, centre de l'arc
BF; la parallèle à l’àxe donne le point de contact M, et il y a une deuxième tangente PN.
Proposition XXXIII, — Problème.
Mener à la parabole une langente parallèle à une droite
donnée.
Du foyer, abaissons une perpendiculaire sur la droite donnée EATR
la perpendiculaire élevée au milieu de FF, est tangente à la parabole (n° 546, 2), et de plus elle est parallèle à æy.
Proposition XXXIV, — Problème,
54. Trouver l'intersection d'une droite et d’une parabole dont on connaît le foyer et La directrice, mais sans construire La courbe,
Soient æy, DL el F, la droite, la directrice et le foyer donnés: délerminons le point symétrique F, du foyer F par rapport à æy. Par
conférence qui coupe la diculaire élevée au mi point P, centre de l'arc
ntact M, et il y a une
blème.
arallèle à une droite
la droite donnée æy;
angente à la parabole
ème,
ne parabole dont on ruire la courbe.
et le foyer donnés:
ar rapport à æy. Par
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les points F et F;, faisons passer une circonférence langente à la direclrice donnée, Si Je point F, est entre le foyer et a directrice, il y a deux solutions. Les centres Met M' appartiennent à la parabole : car MP = MF, MP'=M.
Lorsque le point Symélrique du loyer est sur la directrice, la droite 21} sl langente: lorsque ce Point est au delà de la directrice, la droite ne l'encontre pas Ja courbe,
En considérant le cercle directeur au lieu de la directrice, Je même procédé permet de trouver Jes Points où une droite donnée rencontre une ellipse où une byperbole délerminées par Jos loyers et 24
Proposition XXXV, — Théorème.
995, La parallèle à l'axe menée Par le Point de concours de deux langentes à la parabole passe au Milieu de la corde des Contacts,
Soient les deux tangentes PM et PN.
Projetons les lrois points M, P,N, sur la directrice, et Pr'ouvons que HP passe au milieu de MN, corde des Contacts,
PM étant Pérpendiculaire au milieu de BE (no 043), les distances PB et PF sont égales ; de même PE==PE ; donc PB=PE;:
le triangle Bpp étant isocèle, La Perpendiculaire PH Lombe au milieu de {a base, et les parallèles équidistantes EN, HP,
M, divisent Ja sécante MN en deux parlies égales,
556. Corollaire. Les langentes PM PN, de concours Jusqu'aux Points de contact sur la directrice; Car ona: HE — HB.
considérées depuis le point » Ont des projections égales
557. Scolie. La droite PG qui joint le Point de concours des {an- Senles au milieu de la Corde des contacts est parallèle à l'axe.
Proposition XXXVI, — Théorème,
008. Une langente quelconque divi segments inversement Proporlionnels.
Considérons les deux tangentes DM et DN, et une troisième tan gente AC, limitée aux deux premières : Projetons sur Ja directrice les trois points de Concours et les trois Points de Contact; il faut prouver
se deux tangentes données en
qu'on a: AD CN i revient a ême, 42 _ on © AM Cp; Où, ce qui revien u même,
am — cd
Nous avonsen = cb: dn = dm (no 556), et nous pouvons écrire 2n=nb, et 24dn = mn}: relranchons membre à mem bre ces deux égalités, nous trouvons 2ed=mb; d'où cd= am, où moitié de bm; el puisque du =dm, on a aussi :
ad = Ci,
nn: x ad en Ainsi on a lu proportion : ==="?
em cd d'où AD _ CN, el puisque be= at et ATI= ris € S D 0C== AM CD PARA ad be que am—=ba, on a aussi: Se am bu
Donc...
559, Scolie. Réciproquement, la droite qui divise deux tangentes en segments
inversement proportionnels est tungente à la parabole, En effet, la droite DM ne pouvant être divisée dans un rapport
CN
donné a qu'en un seul point A lorsque le plus grand sezment doit commencer au point D, ilen résulte qu'une droite CA qui divise DM dans le rapport de CN à CD est langente à la parabole; et pour trouver le point de contact, il faut diviser AC en parlies AB et BC proportionnelles à CD et CN.
560, La droite AC qui joint les sni- M" lieux de deux tangentes est langeite à / la courbe, puisqu'on a : CN ee AD:
CD AM
de plus, elle est parallèle à Ja corde des el contacts, puisqu'elle divise en deux parlies égales les deux côtés du triangle NDM:; elle divise aussi en deux parties égales la droite DE qui joint le point de concours au milieu de Ja corde des contacts, et le milieu de DE est le nouveau point de contact.
Proposition XXXVII. — Théorème.
Q 961. L'aire du segment parabolique limité par la courbe et par une perpendiculaire à l'axe, est les 2/3 du reclangle qui à pour di-
mensions lu corde et lu partie de l'axe comprise entre le sommet el la
corde considérée.
pa
prot dont du &
tn = dm (no 506), rire 2n=nb, et ns membre à mem-
'S, nous trouvons
am, ou moitié de Am, on a aussi : cr,
: ad on portion : ne
puisque de=aû el
: ad be LA am bu Ces,
quement, la droite jentes en segments tbole,
e dans un rapport œrand sement doit
CA qui divise DM parabole; et pour _ parties AB et BC
qui joint les ininles est langeite à ON. AD:
n a: CD — AM , lèle à Ja corde des divise en deux parcôtés du triangle ssi en deux parties qui joint le point :u de la corde des de DE est le nou-
la courbe et par le qui a pour dire le Sommet et la
menons des tanlèle à l'axe menée 00: par suite, la des des points M
prouve donc le
563, L'Aélice est Ï| des côtés d’un a ‘appliquant sur ]
et M':elle égale d
parties évales (no AP, AT'= AP’:
L’aire du trian:
DE): l'aire du tra} X DE; et puisque du trapèze est le d triangle, Do même, = 2 fois T'B'T" de contact se ment, | vers la surface com} l'arc et l'ordonnée À des triangles vers | par MT, l'axe et Ja surface parabolique MAT, ou les 2 3 de] el puisque AT — Ap triangle PMT égale rectangle ACMP, On segment, donc l'aire
. Si
562, Scolie. Pour de
la corde des contacts parallèle à ME (
tale donc
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; donc TT'— PP’,
2 (TT'>x 2e MPM'P'= pp TT'— PP’, l'aire ouble de celle du
Surlace M'P'M""
les divers points
rapprochent indéfini j apèzes tend
rise entre l'axe, IP, et la somme
a Surface limitée
Courbe: done Ja MAP = 9 fois a Somme MTP :
la surface du la surface du a le même ré du segment j
UX langentes quelc Best le milieu d
sultat pour la partie infé trabolique égale 2/, +
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S IV. — HÉLICE
Définitions,
à Courbe que décrit g igle que
l'on enroule sur
a Circonférence de la baso.
I un cylindre droit ce Cylindre, l’autre
l’un côté
On appelle spire la partie de l'hélice qui correspond à un tour complet.
Soit R le rayon du cylindre; prenons OB= BC = 2rr. Si l'angle
COC! est enroulé sur le cylindre à partir du point A et vers la droite de l'observateur, le point B' viendra en D, et C en E. Nous avons GC'= GC: donc DE = DA; cette distance est appelée pas de l'hélice.
La distance MP mesurée sur la génératrice esl l'ordonnée du point M de l'hélice.
Où nomme projection de l'arc AM ou abscisse curviligne du point M l'arc AP qui correspond à la partie de l'hélice que l’on considère.
564. L'ordonnée et l'abscisse eurviligne d'un point quelconque de l'hélice sont entre elles dans un rapport constant, Car (fig. suiv.)
ue = D = = y Tangente trigonométrique de l'angle enroulé (n° 210).
Proposition XXXVIII — Théorème.
865. La sous-tangente égale l'abscisse curviligne du point considéré, La sous-langente est la pro jection sur le plan de la base du cylindre, de la partie de la tangente comprise entre le point de contact et celui où elle rencontre le plan de la base.
Prenons deux points M et X (Tracez au crayon les droites NMO et VPO.) peu éloignés l'un de l’autre: faisons passer un plan par les génératrices correspondantes. La sécante NMO a pour projection VPO, trace du plan des génératrices sur celui de la base, el nous avons : OV __VN VN__oun av
OP — PM: Me PM : pm up OV—OP OI —__ x UÙ — App ap Fe pv = ap PY= OP PV arc AP
donc ——, d'où
mais pu= l'arc PV, « l’are AP: donc
espond à un tour com-
-RC=92rr, Si l'angle
RE
int À et vers la droile
C' en E. Nous avons ippelée pas de l'hélice.
:at l'ordonnée du point
> curviligne du point M que l’on considère.
a point quelconque de mt, Car (fig. suiv.)
nométrique de l'angle
éorème,
qne du point considéré.
us-tangente est la pro sur le plan de la base indre, de la partie de rente comprise entre le e contact et celui où elle tre le plan de la base.
ons deux points M et oignés l’un de l’autre:
rrespondantes.
race du plan des géné-
n __. av 71 ap PV _OP pv ap PV OP
arc PV arc AP
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Ur quand M et N se rapprochent indéfiniment, la corde PV tend à
D\7 devenir égale à l'arc PV; la limite du rapport — PA OP
til en est de même du rapport NMO est tangente «au point M,lus
arc À ous-tangente OP égale l'are AP.
5 ést donc l'unité:
arc P\
p' done lorsque la droite
Proposition XXXIX. — Problème.
566, Par un point de l'hélice me Soit M le point donné, et P
conférence, prenons PO = are AP,e droite OM est la tangente,
ner une langente à la courbe, sa projection ; sur la tangente à la cir-
t joignons M au point O. Cette
Proposition XL, — Théorème.
067, Les langentes à l'hélice pe angle constant (fig. ci-dessus ),
On a loujours : Tangente de l'angle O =
port est constant (n°564), Donc.
Scolie. Les tangentes rencontrent les génératrices sous un angle constant, et cet angle est le complément de celui que forme une tangente quelconque avec le plan de la base,
Proposition XLI, — Problème.
368. Tracer la projection d'une hétice Sur un plan parallèle à l'axe du cylindre , et mener la projection de la langente en un point donné de cette courbe,
1° Divisons la circonférence de base et le pas de l'hélice en un certain nombre de parties égales; par les points de division pris sur la génératrice, menons des perpendiculaires à l'axe, et par les points de la circonférence, des parallèles à ce même axe; les intersections des lignes de méme cote donnent les points de l'hélice, il suffit de les joindre par un trait continu.
neontrent le plan de lu base sous un
NE NE OP — are AP? °° à
2 Soit M'le point donné; menons la tangente au point M de la projection horizontale; prenons MO = are MA: le point ( ainsi déterminé est la trace horizontale de la langente à l'hélice, c'est-à-dire le point où cette Langente rencontre le plan de la base, Ce point O se projette done verticalement en O' sur A’; la droite qui joint O' à M' est la projection verticale de la tangente à l'hélice, et elle sl langente à la projection verticale de cette hélice,
EXERCICES SUR LE LIVRE VIII
Sur l’ellipse,.
1. Trouver l'aire de l'ellipse en la considérant comme la projection d'un cercle sur un plan,
2. Les diamètres * de l’ellipse sont des droites qui passent au centre,
3. Deux diamètres rectangulaires du cercle ont pour profections doux diamètres conjugués de l’ellipse,
4. Les parallèles menées à un diamètre par les extrémités de gon conjugué sont tangentes à l'ellipse ; et réciproquement, la corde des contacts de deux tangentes parallèles à un diamètre donné est le conjugué de ce diamètre,
5. Les parallélogrammes circonscrits à l'ellipse, et dont les côtés sont parallèles à deux diamètres conjugués, sont équivalents au rectangle construit sur les axes,
* On appelle diamètre une droite qui divise en 2 partion égales, une série de cordes parallèles, Deux diamètres sont dits conjugués lorxque chacun d'eux di: vise en 2 parties égales les cordes parallèles à l'autre,
qu'ils
axe
carrés 9, ( conju; 10, nales 11, de cor carré ( 12, ments point « conjug
élever 1:
ait son (exercic perpend 14. S:
deux di:
15, E construi 20 par u et mene à une lig 16, L.
la corde 17, Or conjugué stant, 20, Co 10 Le 20 Le
\ point M de la proinit O ainsi déterlice, c'est-à-dire le ase, Ce point O se © qui joint O' à M' ot elle est langente
6 la projection d'un
it au centre, 'ojections deux dia-
tés du kon conjugué on contacts de deux o ce diamètre,
les côtés sont paraltangle construit sur
Ggales, une série de ue chacun d'eux di-
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6. En désignant par «° ct b! deux demi-diamètres conjugués, et par V l'angle qu’ils forment, on a la relation : 4ab', sinus V —40b.
7. La somme des carrés des projections de deux diamètres conjugués sur un axe quelconque égale le carré de cet axe :
OP°+OP'°—=4, et Pn°+ Pm°=p 8. La somme des carrés de deux diamètres conjugués égale la somme des carrés des axes : q'?—+ bp? — a° + v°, 9, Calculer les longueurs « et b des demi-axes, connaissant deux diamètres conjugués et leur angle.
10. L’ellipse a deux diamètres conjugués égaux : ils correspondent aux diagonales du rectangle construit sur les axes,
11. Pour une tangente quelconque à l’ellipse, le produit de l’abscisse du point de contact par l’abscisse du point où cette tangente coupe le grand axe ‘gale le carré du demi-grand axe,
12. Les axes d'une ellipse interceptent sur une tangente quelconqu. 4 : segments dont le produit égale le carré du demi-diamètre conjugué au diamètre qu point de contact.
13. Pour déterminer les axes d’une ellipse connaissant deux demi-diamètres conjugués OM et ON et leur angle MON, il faut mener par M une parallèle à NO,
élever la perpendiculaire MC=NO , faire passer une circonférence par CO et qui ait son centre sur DE, Les points D et E font connaître la direction des axes (exercice 12) ; puis on décrit une demi - Circonférence sur le diamètre OE ; la perpendiculaire MPA” donne OA'"=—& (exercice 11 ),
14. Sans recourir au procédé général, déterminer les axes lorsqu'on connaît les deux diamètres conjugués égaux, et leur angle,
15. En considérant l'ellipse comme la projection du cercle principal, et sans construire la courbe , mener une tangente : 1° par un point donné sur la courbe; 2 par un point donné hors de la courbe; 3° parallèlement à une ligne donnée : ct mener une normale : 1o par un point donné sur la courbe; 20 parallèlement à une ligne donnée,
16, La droite qui joint le point de concours de deux tangentes au milieu de la corde des contacts passe au centre,
17, On peut construire une ellipse par points lorsqu'on connaît deux diamètres Conjugués et leur angle.
18. La projection d'une ellipse sur un plan quelconque est une ellipse,
19. Le produit des distances des foyers à nne tangente quelconque est constant,.
20, Construire une ellipse avec les données suivantes : 1° Le centre, la longueur du grand axe et deux tangentes; 2° Le grand axe (position et longueur) et une tangente ;
pere
EE ITS je DT rise ©
80 Un des foyers, une tangente, la direction du grand axe et la longueur 2 ; 40 Les deux foyers et le rapport des axes 2 ;
5o Un foyer, une tangente, le point de contact, et la longueur 24 ou la lon. gueur 2c;
60 Un foyer et trois tangentes;
7° Un foyer, deux tangentes, et l’un des points de contact :
80 Deux tangentes, les points de contact, et la droite sur laquelle doit se trouver le grand axe,
Sur l'hyperbole,
21. Deux hyperboles sont dites conjuguées lorsqu'elles ont les mêmes asymptotes et les mêmes axes; mais l’axe transverse de l’une d'elles est l'axe non trans. verse de l’autre, et réciproquement,
22. Dans l'hyperbole équilatère, tous les diamètres conjugués sont égaux; les parallélogrammes construits sur deux diamètres conjugués ont leurs sommets sur les asymptotes.
23. Le produit des distances des foyers à une tangente quelconque est constant,
24. Construire une hyperbolc avec les données des sept premiers Cas de l’exercice 20 sur l’ellipse.
Sur la parabole.
25, Les tangentes menées à la parabole par un point extérieur font des angles égaux avec la ligne qui joint ce point au foyer, et avec la parallèle à l'axe menée par ce même point extérieur; et la droite qui joint ce point au foyer est bissectrice de l’angle des rayons vecteurs des points de contact.
26. Les tangentes menées d’un même point de la directrice sont perpendiculaires l’une à l’autre, la corde des contacts passe au foyer, et la droite qui joint le foyer au point de concours des tangentes est perpendiculaire à la corde des contacts,
27. Pour tracer le balancier des machines à vapeur, connaissant la demi. longueur AP et la demi-largeur PM=—PN, on divise MP et AP en un même nombre de parties égales; on joint N à chaque point de division. Prouver qu'on obtient un arc de parabole,
On emploie aussi le tracé suivant : le sommet A est joint aux points 1,2 ,ete…. les points où ces lignes coupent les parallèles de même cote appartiennent à une parabole (n° 550).
Construire une parabole avec les données suivantes
1° Le foyer et deux tangentes ;
2 Le foyer, la direction de l’axe et une tangente ;
30 La directrice, une tangente et le point de contact;
40 La directrice et deux tangentes, ou la tangente au sommet et deux autres tangentes ; 5° Le foyer ou la directrice, et deux points;
go
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60 La direction de l’axe , une tangente et le point de contact; 7° Deux points, et la direction de l'axe ; 8° Deux tangentes et les points de contact,
Lieux géométriques.
29. De tous les points d’une circonférence on abaisse des perpendiculaires sur une droite quelconque située dans le plan du cercle; quel est le lieu du point milieu de ces perpendiculaires ?
30. Lieu du centre des ellipses tangentes à deux droites en des points donnés, et lieu du foyer F des ellipses tangentes à deux droites, et dont l'autre foyer F est fixe,
81. Lieu des points également distants de deux circonférences, ou d’une circonférence et d'une droite.
32. Lieu du centre des cercles qui passent par un point fixe, et qui sont tangents à une droite donnée ou à une circonférence donnée.
33. Par les points où une tangente mobile coupe deux droites fixes, tangentes à une parabole, on mène des parallèles aux tangentes fixes; quel est le lieu du point de concours de ces parallèles,
34. Licu du foyer des paraboles qui ont une directrice donnée, et passent par
un point donné, ou sont tangentes à une droite donnée; lieu des sommets des
mêmes paraboles, 35. Lieu des points pour lesquels la somm: a différence des distances à une droite et à un point donnés est constan
Sur l'hélive.
36, Exprimer la longueur d'un arc d'hélice, en fonction de sa projection horizontale et de l’une des quantités suivantes : la différence des ordonnées de ses extrémités, le pas de l'hélice, l'angle constant que forment les tangentes avec les génératrices.
37. Calculer l’aire de la surface cylindrique comprise : 1° entre un arc d'hélice, les ordonnées extrêmes et la projection horizontale de l'hélice; 2 entre deux ares d'hélice de même pas et les génératrices qui limitent ces arcs ; 40 entre deux arcs d’hélice de même pas et les axes de deux nouvelles hélices normales aux premières,
SECTIONS CONIQUES, MÉTHODES DIVERSES POUR ÉVALUER LES SURFACES ET LES VOLUMES APPLICATIONS
CORPS DE RÉVOLUTION QU'ELLES FORMENT
Définitions.
569, La surface conique de révolution est la surface engendrée par la rotation complète d’une droite illimitée autour d'un axe qu'elle rencontre en un point fixe et sous un angle constant.
La sphère dont le centre est sur l'axe, et qui est tangente à une génératrice, est tangente au cône suivant une circonférence dont le plan est perpendiculaire à l'axe, Les parties de génératrices comprises entre deux sphères tangentes
sont égales,
Proposition I. — Théorème.
570, La section d'un cône Par un plan qui rencontre tous es générutrices d'une même nappe est une ellipse,
Considérons deux sphères tangentes au cône et au plan sécant qu'on peut toujours prendre perpendiculaire au méridien Principal; soient AA l'intersection du méridien considéré et du plan sécant, AMA' la demi-section, DCG et D'C'G' les demi - circonférences de contact.
Joignons un point quelconque M de la courbe aux points de contact F et EF", et menons la génératrice du point M. Les droites MC et MF sont égales comme tangentes menées d'un même point à la même sphère: de même ME°= MC'; done MF + Mk == CC — DD quantité constante, Donc {a section est une ellipse.
Proposition II. — Théorème.
571. La section d'un cône de révotuiion par un plun parallèle à une générairice est une parabute.
Soit AP la trace ou rencontre du méridien principal avec le plan sécant pal'allèle à la génératrice SC’,
gen ‘ME par bole lué:
plar F ont et 1 mêm or 1 Don pliqu napp
somn deux
Joi SDV
SO — égale
à OS* OS = sécant l'hype
pour à au poir menons par un perpend vant ui
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JES
ORMENT
engendrée par la rotaqu'elle rencontre en un
gente à une génératrice, le plan est perpendicudeux sphères tangentes
- Théorème,
par un plan qui rend'une même nappe est
ungentes au cône et au rs prendre perpendicuoient AA l'intersection plan sécant, AMA' la es demi - circonférences
ne M de la courbe aux menons la génératrice MF sont égales comme oint à la même sphère:
F + Ml = CC =D, tion est une ellipse.
arullèle à une généru-
vec le plan sécant pa-
Inscrivons une shpère tangente au plan sécant et au cône, Le plan du cercle de contact BEB’ est perpendiculaire à l'axe, et rencontre le plan sécant AM suivant une droite DN perpendiculaire au plan du méridien principal,
Par un point quelconque M de la courbe, menons un plan MCC’ berpendiculaire à l'axe, et la droite MN parallèle à DP,
Les droites MF et ME sont égales comme tangentes menées d'un même point à une sphère; or ME = CR = DP, sa parallèle; mais DP égale MN; par suite MF = MN; donc {& courbe est une para-
bole, car ses points sont également éloignés de la droite DN et du point l si. tués dans son plan.
Proposition XII. — Théorème.
572. La section d'un cône de révolution par wi plan qui Coupe les deux nappes est une hypervole.
Faisons des Constructions analogues à celles qui ont été faites pour l'ellipse (no 570), Les lignes MC’ et MF sont égales comme tangentes menées d’un même point à une sphère; de même MC=—MrF; or MC'— MC—CSC' = DSD', quantité constante, Donc 1a section est une hyperbote.
573. Scolie. La démonstration ci- dessus s'applique à tous les Cas où le plan rencontre les deux nappes,
Considérons spécialement le cas où le plan sé- Cant est parallèle à l'axe du cône.
Les deux sphères sont égales, le triangle ASA' est isocèle, et la perpendiculaire SO, abaissée du sommet du cône sur le plan, divise AA'ctFF' en deux parties égales; done AO — a, FO= 6,
Joignons le centre V au point de contact D SDV sont égaux, car l'angle aigu A — S, et SO = py — DV; donc AS=—$y — OF'; ainsi AS égale la demi-distance focale, égale e * €t puisqu'on à OS = AS° — 40° — — &*, la perpendiculaire OS =D}; donc {a distance de l'ave du cône au Plan sécant est la valeur du demi-axe NON l'ansverse de l’'hyperbote déterminée par ce plan sécant.
; les triangles rectangles AOS et,
Proposition IV, — Théorème,
574, L'hyperbole a pour équation LY° — Dr? — — a°b?
Prenons pour axe des # l'axe tr pour axe des y une perpendiculaire menée à AA au point O, dans le Plan sécant, Par 1 menons le plan NSN’ Parallèle au plan sécant ; Par un point M auelconque de la courbe, menons, bérpendiculairement à l'axe, le plan HMH, qui coupe le ant un cercle HMIX,
‘axe du cône
cône de révolution sui-
On a VN—=VM=VH,etc.; PM est l’ordonnée, et PO l'abscisse du point M; et la distance PV=OS— (no 578),
Dans le cercle, MP ou y et NV sont perpendiculaires au diamètre ; et le triangle MPV, rectangle en P, donne la relation
MP°—=MV*— PV? ou = HV" — b:
Les triangles semblables HSV et ASO donnent les rapports égaux ; HV: SV * ou x° —
ee = - d'où HV*=— OS" ou D AO° ou a* a?
donc - OÙ Gyÿ — d'a = — °°
a? y° En divisant tous les termes par -— &°b?, on écrit aussi : mes,
2 112 575. L’hyperbole équilatère a pour équation RS ni OÙ 2° -—- y =,
L'hyperbole équilatère est aux hyperboles qui ont même axe transverse, ce que le cercle principal est aux ellipses qui ont le diamètre pour grand axe.
Définitions.
576, On appelle ellipsoïde le volume engendré par la révolution complète d'une demi-ellipse autour de l'axe qui la limite,
Une cllipse donnée peut engendrer deux corps différents : l'ellipsoïde allongé et l'ellipsoïde aplati,
L’ellipsoïde allongé est formé par la rotation d'une demi-ellipse autour du grand axe.
L'ellipsoïde aplati est formé par la rotation d’une demi-ellipse autour du petit axe,
577, On appelle Ayperboloïde le corps engendré par la révolntion complète d'une demi-hyperbole autour de l'un de ses axes,
L'hyperboloïde à une nappe est formé par la rotation d’une branche MAM! autour de l'axe non transverse,
L'hyperboloïde à deux nappes est engendré par la rotation des demi-branches AM et A'M' autour de l'axe transverse ; il est composé de deux parties séparées,
Le cône asymptote est le solide formé par la révolution complète d’une asymptote autour de l’axe de l'hyperboloïde.
L’hyperboloïide à une nappe enveloppe son cône asymptote, tandis que le cône enveloppe l'hyperbototäe à deux nappes.
578. Le paraboloide de révolution est le corps engendré par la révolution complète d’une demi-parabole autour de l'axe de la courbe,
0 l'abscisse du point M; ires au diamètre; et le
— pports égaux
1 ou & -— y = 4:
ême axe transverse, ce re pour grand axe.
‘volution complète d'une
nts : l’ellipsoïde allongé
emi-ellipse autour du
-ellipse autour du petit
a révolntion complète 1 d’une branche MAM tion des demi-branches deux parties séparées,
complète d’une asym-
ote, tandis que le cône
dré par la révolution Je,
Les hyperboloïdes et le Paraboloïde s'étendent indéfiniment dans le l'axe de rotation ; nous considèrerons le pendiculaires à l'axe.
II. — MÉTHODES DIVERSES POUR ÉVALUER LES SURFACES ET LES VOLUMES
Proposition V, — Théorème.
979, Le volume d'un COFPS Coupé par des vers laquelle tend la scmme des prisme construits sur les diverses sections.
Soit un corps quelconque ABC, divisé sons des prismes ou Cylinares ayant pour bases inférieures les diverses sections A, D,E, F, Le volume total des cylindres est plus grand que celui du corps CAB, -— Construisons des cylindres ayant pour bases supérieures les diverses sections, La somme des cylindres intérieurs est moindre que le volume cherché,
Mais le cylindre qui à pour hauteur A'D' égale le Cylindre DE; cylindre DÉ—EF, et cylindre E'F'— FG ; et la différence des deux sommes égale le Cylindre AD, Or cette grandeur peut devenir moind:° que toute quantité donnée, il suffit pour cela que l'axe soit divisé en un nombre de plus en plus grand de parties égales; les deux sommes tendent donc vers la même limite; aussi se
borne-t-on à considérer une seule série de cylindres, soit les intérieurs, soit les crtérieurs,
Plans équidistants est la limite S OU cylindres droite à base quelconque
par des plans équidistants ; construi-
80. Scolie. On prouve d'une manière analogue peut être regardée comme la limite vers laquelle tend la somme des rectangles extérieurs tels que ABCD, aussi bien que la somme des rectangles intérieurs, tels que DCHG. La différence des deux sommes égale VNMP, quantité qui tend vers zéro quand on divise AP en un nombre indéfiniment croissant de parties égales,
Lorsque la surface AFMP tourne autour de l'axe AP, elle engendre un corps de révolution ; chaque rectangle, ABCD par exemple, engendre ayant AD pour hauteur et AB pour le corps de révolution est la limite ve la somme des cylindres formés somme des cylindres engendré
que la surface plane AMP
un cylindre rayon de base :
rs laquelle tend par les rectangles extérieurs, aussi bien que la S par les rectangles intérieurs,
581. Les considérations précédentes sont confirmées par les résultats algébriques suivants (voir l'algèbre par F, P, B,) :
Quand à croît indéfiniment , HI,
FR—1)+ 7 n° 1H2H3.,+(n—1) n°?
+ Sn Î / la fraction OÙ — à pour limite 12»
et à aussi pour limite 1/9,
sens de $ segments déterminés par des plans per-
1+4+9.,.+(n—1)+ nn: Sn* ——— + où 55 & pour limite l'3
et n° "1 1 a aussi pour limite 1/3,
La fraction
Sn est la somme des n premiers nombres consécutifs, et Sy? la somme des carrés des x premiers nombres, Ainsi, la somme des carrés des (n-—1) premiers nombres, étant divisée par n', a même limite, 1/3, que la somme des carrés des n premiers nombres, divisée par n°,
Généralement, la considération des cylindres ou des rectangles intérieurs (nos 579 et 580) donne un terme de moins à la sommation que la somme des cylindres ou des rectangles extérieurs; mais la limite ne change point,
Voici des exemples de la méthode de sommation appliquée à des surfaces ou à des corps connus.
582, Aire du triangle ACD.
Divisons la hauteur en » parties égales; par les points de division, menons des parallèles à la base ; et formons les rectangles extérieurs,
; h Chacun &'eux a pour hauteur —:;lelera pour base n
EF AE IJ AI OF: — = — le û ——=—, Mai:
EF; or CD 10 AG de même b Ac Mais AE est la nieme partie de A, AI égale 2 fois la nieme AE 1 I 2 partie de X,etc.; ainsi = 4 À = —, etc. Donc h R Oh n
IJ _2 e 2b =, d'où EF=?; de même — : d'où 1J — ri et généralement, la
n—1)0 5 nb base MN de rang (n — 1) égale ( 7 ; enfin CD peut s'écrire =
Le 1er rectangle = EF X AE =
2 h Le 2e =UXH=T. =
bh .n°
—1)0 L'avant-dernier = MN X Le = Cu 22 "= () (17 iè nm
Et le dernier =D OM =", # nn ni n°
La somme de ces rectangles égale, en mettant b en facteur commun
nu VI BAPE een Teth,i ou 3 (ne58t) n° 2
583, Volume du cône.
Divisons } en # parties égales, et cherchons la limite de la somme des cylindres formés sur les diverses sec-
2R tions. Le 1er rayon AB = ë, le 2e CD = ii et ainsi de
suite.
Le 1e cylindre a pour volume TAB*>X SA R? À ou R— -.—— non
Yabolo:
de mên
Soie ties êge Cylindr les dive
ÀB a
ler cylin
pour limite 1/3
lg la somme des carrés S (n—1) premiers omme des carrés des
ectangles intérieurs à que la somme des ange point,
e à des surfaces où
ties égales; par les arallèles à la base, l'8,
'; le 1er a pour base E
10 Pi. Mais gale 2 fois la nieme
43 ; ete. Donc ho n
: généralement, la
rire —
ir commun :
(no 581)
herchons la limite les diverses sec-
— ue et ainsi de n
X SA
Le 2e a pour volume xCD* X AC où re, L = TR', £ en {a Le 3e à pour volume CALE ù 5
nn n°
nR n°R? n° Le dernier a pour rayon —, et pour volume T——,.-=7R:1y ,! = n On n*
teur commun :
Le volume total égale, en mettant TR: en fac
D, ne rRh,1+4+ Fr ,.n
n° b 8 584, Remarque. I1 suffit de développer un seul terme, autre que te premier,
pour reconnaître Ja forme du développement : on développe, par exemple, le terme de rang (n--]
OU TR’, ; — TR
585, Aire Parabolique AMP.
Par les points À et M menons des parallèles à MP et à AP, et proposons -nous d'évaluer l'aire ABM., Divisons AB en »n Parties égales, Construisons des rectangles sur les diverses abcisses, CD... EF, BM, et Calculons EF, abcisse de rang (n—1),
La ligne AE égale (n—1) des n divisions égales
AE° —1) de AB, On a done Fee = (fc _ ; Mais les droites
EF et BM ou æ, qui projettent ’Ls points F et M sur
la tangente au sommet, sont dans le même rapport
que AE° et AB° (no 551); donc :
EF — a N — 2 = (2 Es ÿ d'où EF = o 5 à _ æ n° n°
U Le rectangle Construit sur la base EF a pour hauteur 4, sa surface égale
donc no, Fe La somme des rectangles égale æy multi. plié par une somme de termes analogues à D
ms + Ainsi la surface to.
$S 2 tale = y, æy . 1/3 (no 581 ). La surface AMB est donc le tiers du rectengle ABMP; donc la surface AMP égale les 2/ En considérant les rectangles formés d 1+4+9,..(n—1 2 ñ à ) A’aussi pour limite 1/3 (no sg] )
3 de ABMP ou 2/3 æy (no 561).
ans AB'M', on arrive au même résultat; Car
Proposition VI. — Théorème.
586. Le volume du segment à une base raboloïde de révolution est la Moitié de même base et de même hauteur, Soient MP=R et AP — h; divisons » en n parties égales, et cherchons la somme des volumes des Cylindres extérieurs qui ont pour rayon de base les diverses ordonnces (no 580),
h 2R ÀÂB=-, AD — “ , etc, n a
du padu Cylindre
CB est le rayon du
CB° ler cylindre, Or (no 551) Tr = & =?, puisque
— } D AB est la nicme partie de AP; donc CB? = ke. de même AI = 2, et pulsn AP n EN — 2 RO A à or OR RD'=R°,-; "ne 220%) d'où = 8 FG°=R:,",etc.; enfin B=R.° n ° = so 1 À : 1 Le 1er cylindre a pour volume x.CB° x AB=TR Sr rR'A Fe U Q RE ET: : 2 Le 2e a pour volume r DE XBD="7r R°. == TRA.— l [12 Et ainsi des autres.
Et le dernier TR: XVP=TR:, : l=rnn ; :
1+2+8,,+mn
Sn SE ; mails — =-(n0581) n° n 2
La somme des cylindreségale % R°h,
donc le volume du paraboloïde engendré par AMP = FE?
Proposition VII. — Théorème.
B87, Le segment parabolique à deux bases est équivalent au cylindre qui « même hauteur, et dont la base est la Moyenne arithmétique des bases du tronc parabolique,
Le volume total formé par la révolution com-
R° _— 7° R° TL 9 R? _
Mais R'— rt = (R?+ 92) (R°— 7»)
mu Er | ou Ve (hi) » R'— 7 2
Donc V
Proposition VIII. — Théorème.
un rapport constant, les volumes sont dans le même rapport.
A _A _m° Soient deux corps quelcorques M et N. Si l’on a Dep ret rapport
ordi con:
forn sont expi
cons tang sero!
soit
est à
So ABA tour
volur
donc
€ AD _ 3, et puls- constant, les volumes des corps cylindriques ou prismatiques construits sur les AP n diverses sections ayant des hauteurs égales, sont entre eux comme leurs bases ; e + 7: —, d'où n =RR',— =TR'h.n
il en est de même pour leurs sommes respectives, et par suite pour les limites
vers lesquelles tendent ces sommes; done — =
589, Corollaire. Lorsque deux Courbes planes BM et DN iont telles que les ordonnées correspondantes sont dans un rapport constant, les volumes des corps de révolution formés par les surfaces planes ABMP et ADNP sont entre eux comme les carrés des quantités qui expriment le rapport constant,
: : AB MP "” En effet, si l'on a ==, rapport (1
t au cylindre qui « des bases du tronc
* la révolution comt
4 le volume formé
AD NP constant, les cylindres engendrés par deux rectangles ABCF et ADEF de même hauteur AF, seront dans le rapport des carrés des rayons, AB* m2 m° i soit 7, ==, Les sections correspondantes étant dans le rapport — , il en
AD° n° n°
tation de BMNC
R: À S(n°551) — — est de même pour les volumes, T°
AB hR° pra R'—7 Proposition IX. — Théorème.
a OR
590, Le volume de l'ellipsoïde allongé — 4/3 rab?, Soit l'ellipsoïde AA’ formé par la rotation de ABA', Le cercle principal ADA', en tournant autour du même axe AA’ » engendre la sphère 4/3 ras,
Pour un point quelconque M de l'ellipse et pour: MP NP donc les sections correspondantes , et par suite les
es valeurs trouvées :
le point N du cercle, on a :
1? (no 505); (0
volumes engendrés sont dans le rapport — (no 589); a?
ellipsoïde b? 14 donc sd EU —
sphère a?
ellipsoïde = sphère X = 4 Û
591. Corollaire. Un segment quelconc ue d'ellipsoïde est au segment sphé. 1 Il l
b* : ’ rique correspondant dans le rapport —; ainsi le segment sphérique NAN = (12
rNP°'x AP \p° : M (EX A+ Tan)
— ; donc le segment MAM .
BH Np?
En désignant AP par k et PM par R, comme R° ou MP2: nu, ON D:
TR°h D Th" 2 aa L 6 Ainsi le segment de l'ellipsoïde est équivalent à la moitié du cylindre de
même base et de même hauteur plus l'ellipsoïde allongé qui aurait la hauteur du segment pour grand axe,
segment de l'ellilpwoïde ==
L'ellipsoïde est semblable au proposé,
Proposition X, — Théorème.
Le volume de l'ellipsoïde aplati —=4 a Tab,
Dans la rotation autour de BB, le demi-cercle en-
gendre la sphère 4/37b", et BAB' l'ellipsoïde aplatt, MV
«a On a TV
3 (n° 506, 2°); donc :
ellpsoïde _ «°
sphère
4 = 4 d'où ellipsoïde aplati = nrb*, : == 3 Tab.
Scolie. Les formules données pour les deux ellipsoïdes peuvent être réunies
( dans l'énoncé suivant :
Le volume formé par la révolution d'une demi-ellipse autour de l'axe qui la $ limite, s'obtient en multipliant tes 4 3 de R par la moitié de l'axe autour du- ! quel s'effectue la rotation, et par le carré de la moitié de l'autre axe.
a Proposition XI, — Théorème. à
593, Le segment à deux bases de l'hyperboloïde à une nappe est équivalent à un cylindre de même hauteur, et dont la base égale les 2/3 de la section menée par le centre du corps de révotution , plus le 1/3 de la seconde base du segment = considéré, (Même résultat pour le segment d'ellipsoïde.) d’
1° Cherchons le volume engendré par l’hyperbole équilatère AM, dans sa ro- sn tation autour de l'axe non transverse.
Soient AO—a=R; OP — h, PM=R, L'hyperbole équilatère a pour équa- ple tion (n°575) D --Y =; d'où = a+ 7 @)
Divisons À en nr parties égales, et cherchons la somme des cylindres qui
h ont pour hauteur, et pour rayons de base les diverses abscisses CE, FH,etc, pet (12 pr 2 4 m2 k àu Le ie a pour volume nmCE°XCO ou rCE Des î Te — C Le 2e a pour volume TFH°XCF onu TFH°. = etc. ; égai
o est au segment sphé-
nent sphérique NAN'=
RTNP'SXAP rAp*
TNP'x AP, ? P-) 2 6 BNP?
[ Pa: sept AE 4:
moitié du cylindre de 6 qui aurait la hauteur
BB, le demi-cercle en- AB l'ellipsoïde aplatt,
once :
= Lab = 3 Tab.
es peuvent être réunies
autour de l'axe qui la tié de l'axe autour du- > l'autre are,
nappe est équivalent à /3 de la section menée conde base du segment
atère AM, dans sa ro-
iquilatère a pour équa- () nme des cylindres qui
abscisses CE, FH, etc,
La 1re partio so
deuxième, 7 Sh° h° ns ® Dour limite 1/3: donc V= 7h a + =
de remarquer
M = py*°
" ; —<), Où V= Th, 3 (3) 0
2 L'hyperbole quelconque sl (ho 574) donne . = 1 + He.
da° b? . a> ] 1
a? ne
d'où 2 2 + peU's au lieu de æ°— + y de l'hyperbole équilatère, Par He: suite, pour appliquer Ja formule (2) à l'hyp
lacer ki t er ac ar l 3 | Mais la formule (3) ne perbole quelconque, PM° on R':
2+ 'a à une nappe = 7. 2h = .
Ce volume est équivalent à e égale les 2/3 qe rh: plus
&- A Et le dernier rPM°,"
n les diverses ab a relation (1), 2
Pour calculer les Carrés € sCisses, 11 faut remplacer dans] par CE", et TE
par OC* où Puis & par FH*, ot
ou » Ote, n
Y* par OF"
4+4 À { Done CE‘ = 2 + æ n° Et le 1er cylindre =" (a+ de ) ñ n° ou Th (+0,21 ) n n°
De même FH°= qu + 4°
T À 3 (o+t) ou a (° + h: 4), ete, ; 2 n° n n°
Et le 2e cylinare —
—, 22 Enfin PM° = go T7 ni
Et le dernier Cylindre
Mettons x} en facteur commun; le
volume total égale a* a* — +
, dun Th ut a + p°1 4 dun ) n
hate
compose de x termes égaux à 1! elle égale donc @'; dans la x 4, + m2 a pour multiplicateur Ja fraction Es
75? Mais (no 581) n*
(2) ayons des bases du segment , il suffit de l'hyperbole : PM° = 42 + R°3 d'où 3a? M * 2 -&; donc V = +} (E£ + EE, £
Pour exprimer le volume en fonction des r
que d'après l'équation
erboloïde quelconque, É a 2) *,: Ct l'on a : Væ=m(a+ bd 3 L L° 3 (4) à encore a = R2
il faut rem-
change Point, car on ; et dans l'hy-
a PT Le HE M: donc le volume de inyperboloïde b*
elui d'un
Cylindre de hauteur h, le 1/3 de nr’?
et dont la base
Scolie. Le cercle æ+y = a donne à°= a? y", Sauf lo signe du dernier terme, c'est le même résultat que pour l’hyperboloïde équilatére ; donc le volume du segment sphérique à deux bases, iorsqu'une des sections passe par
le centre est donné par la formule V = 7h (c — É ) (2 bis) 2R°+ R':
ou V = mn 2 R (3 bis)
La formule (3) ne change point, car dans lo cercle PM*=— œ—h, PM°—@=— k°, et en remplaçant dans (2 bis), — }* par sa valeur, on retrouve la formule (3).
Lorsque } = « ou R, la base dont R' est le rayon 6st nulle, on n un hémisphère, et les deux formules (2 bis) et (3 bis) donnent V = 2/37",
Pour le tronc à deux bases d’ellipsoïde on trouve !
(4 bis)
Proposition XII. — Théorème.
594, Le volume du segment à une base de l'hyperbototde & deux nappes est équivalent à la moitié du cylindre de même base et de même hanteur, moins l'ellipsoïide allongé qui aurait la hauteur du segment pour grand are, et dont les axes seraient proportionnels à ceux de l'hyperboloïde,
1° Cherchons le volume engendré par .M l'hyperbole équilatére AM dans sa rotation
autour de l'axe tranaverxc, Soient AOZ=4&4, AP=} ct PM=R.
L’hyperbole équiatére «à pour équation
(n°0 575) à — jp = à y d'où = a — a, Divisons 4 en » parties égales, et cher-
h chons la somme des cylindres qui ont n Poi à
hauteur, et pour rayons de base les diverses ordonnées DI,,, MP; bornons- nous
1), Ce cylindre
à développer un seul terme (n° 584), celui de rang (mn
= , On = 1)} =TrVN*. 1 ; en remplaçant OV par sa valeur a+ = , Ja relation n ) = a— a devient :
—— n—1)h \: n — 1 (n—1)1 y où VN° = (a de . ) — = + ah + Ju" n 0 = n (1 n° ns n —1 (n— 1) ou VN° = 90h —> + po = n 1
+a _Ù : n--1 (n--1) j Le cylindre T7 VN . à égale donc : TA (C7 — + n°7 : ) lorsqu'on n°
introduit # dans la parenthèse, La somme des cylindres égale la quantité
R9,,-mn DUREE
+, ist Eu n n° n
lipsoi
dant dont
Cor
Dai reetan
Che en x sonim donné =
Le c
sauf le signe du der- & équilatère ; donc le le“ #octions passe par
(2 bis)
(3 bis)
cle PM°=a—7e, valeur, on retrouve
nulle, on a un hémi- 2/yna,
(4 bis)
! à deux nappes est ême hauteur, moins ‘grand axe, et dont
lume engendré par AM dans sa rotation CUTER
P= ct PM=R,.
\ à pour équation à d'où = a — a, tes égales, et cher-
h ndres qui ont 7 pour
nn de base les di- , MP; bornons- nous
n—1), Ce cylindre
— Le la relation n
L, De) lorsqu'on n°
APPENDICE Maïs (n° 581), à la limite, M —
Ainsi la somme devient 24h. 1/2+h2,1/a,
Donc Volume = 7} (on + ; (1)
L’équation de la courbe donne
PM: = (ah) — = 20h + — = 24h + h° d'où l'on déduit pes EM, Rp 2 2 Cette valeur mise dans la formule (1) donne, toutes réductions faites, V = 7} ee = ) (2)
0 ortra TAR? hs ; n peut écrire ——— — “g ? (© Ce résultat rappelle le segment sphérique à une base,
r? 3 2 2° L'hyperbole quelconque ne à — 1 donne y = 1 (a? — «2), : a?
C'est la même valeur que pour l’hyperbole équilatère, sauf le coefficient
b re) les sections sont donc à celle de l'hyperboloïde équilatère dans le rapport
b b° R° &° donc (n° 589) V — ue (ca + + (1 bis) Pour transformer la formule
(2), il suffit de se rappeler que R désigne actuellement une ordonnée q
ui est à celle de l'hyperbole équilatère dans le rap-
b port +1 mais il faut multiplier 2° par le même l'apport,
> 3R- b° 72 RAR? D? 7h:
Donc on a aussi V — QU TS “1° x» Ce qui correspond à l'énoncé.
TR? b° 7 13 R° le segment à une base d'ellipsoïde — TE ‘ re = Th, — (or — =) 2 ad a G
Remarque, Sans recourir à une sommation, on peut obtenir Je volume de l'ellipsoïde et des hyperboloïdes,
Proposition XIII, — Théorème.
595, Un segment sphérique Quelconque est équivalent au segment correspondant du cylindre circonscrit à la Sphère, moins le tronc du cône à deux nappes dont le sommet est au centre de la sphère, et qui a mêmes bases que le cylindre.
Considérons un cercle et le carré circonscrit,
Dans la rotation autour de AA', le demi-cercle ABA' engendre la sphère, le rectangle ADRA' le cylindre, et la diagonale DR’ un cône à deux nappes,
Cherchons le volume du segment sphérique engendré par OBMP, Divisons OP en % parties égales : le segment sphérique est la limite vers laquelle tend la somme des cylindres que forment les rectangles construits sur les diverses ordonnées CF, CF, etc, Or dans le cercle on a : a+ y —=a (no 513), ou = —-a; donc Ck= OC*; mais OC— CE; donc CF? = q2 — CE},
Le cylindre qui a CF pour rayon égale T.CF® XX OC = Ta? X OC — nCE? X OC,
Ainsi le cylindre engendré par OCFJ égale le cylindre OCGB, moins le cylindre formé par OCEH. De même le cylindre qui a C'F' pour rayon égale RCFEX CC = Ta X CC — RCE: X CC", et ainsi des antres.
Mais quand n_croît indéfiniment, la somme
des cylindres TCE* X OC + TUE: x CC’, ete.
tend vers le cône engendré par OPN (no 583):
et les cylindres Ta X OC, ma: x C0’, ete.,
ont pour somme le cylindre engendré par
OBLP. Donc le segment sphérique formé par
OBMP est équivalent au Cylindre OBLP, moins
le cône ONP, L'hémisphère BAB' égale le Cylindre BDB'D'
moins le cône DOD', égale
Ta°,i — Ta? 2 À ra UE — 7 Fe nee 8 3
De même le segment sphérique à une base MAM' égale le cylindre LDL/D' moins le tronc de cône NDN D’.
En exprimant les volumes qu Cylindre et du cône ou au tronc de cône en fonction de a et de la hauteur du segment, on arrive aux formules déjà données ; il en est de même pour les hyperboloïdes.
On sait que la zone formée par BM égale la surface cylindrique engendrée par BT, (n° 464) ; on peut ajouter que la base qu segment égale celle du cylindre moins la section Correspondante faite dans le cône, car TPM° — RPLE— PNe; et de plus le triangle DOR et Je demi-cercle engendrent, par leur rotation autour de AA’, des volumes équivalents, et dont les segments Correspondants sont aussi équivalents,
Proposition XIV. — Théorème,
596. L'hyperboloïide à une nappe est équivalent au cylindre de même hauteur qui a pour rayon le demi-axe transverse, plus le cône asymptote de même hauteur.
Soit l'hyperbole équilatére AM tournant avec l’asymptote ON autour de OP,
Le cylindre dont le rayon —CE à pour volume RCE? , OC; mais généralement (no 575) on a æ?— = a, onu CE'—= a + OC!; donc cylindre RCE:,00 = cylindre Ta,.OÙ+ cylindre +xO0c, OC,
Or OC=CD; donc nCE*.00=—=ma°, 09+ n0D, 00.
De imêine xFH: FC = Ta, FC + rFG:, FC; car dans ce cas U=OF=F(G.
Et le dernier on xPM:, PV— TA, PV + TPN:,PV.
poin arit] St poin côtés
JCGB, moins le cylindre rayon égale insi des autres,
ylindre LDL'D' moins le
1 du tronc de cône en formules déjà données ;
indrique engendrée par gale celle _du cylindre TPM? = TPI:— xpN: ;
, par leur rotation auts Correspondants sont
lindre de même naure asSymptote de même
Dte ON autour de OP.
C; mais généralement
rOC?, OC,
CAS y—=OF=FG.
La première partie égale RA*.OP, et la seconde, à la limite, égale le cône engendré par PON ; donc...
Remarque, Le volume engendré par NOAM est équivalent au Cylindre engendré par POAL.
Lorsque l'hyperbole n'est point équilatère, on obtient le même résultat, car
à y° da? = 3 —
l'équation = 1, donne A Q? +-- Us CE CO:
b* b° b° co AR OB b CO: b: — a — RS nn — ct — — ‘ot D?= — ,Co:
Der tre OA a’ CD: gs d'où CD pr*
Donc encore CE:— & + CD*, etc... On procède d'une Manicre analogue pour traiter directement l'ellipsoïde et l'hyperboloïde à Aux nappes,
597. Scolie. Sur deux axes donnés a ct b, construisons une ellipse et deux hyperboles Conjuguées, c'est-à-dire telles que l'axe transverse de l’une soit l'axe non transverse de l'autre, et réciproquement : les diagonales du rectangle des axes sont les asyimptotes des deux hyperboles,
Si la figure opère une rotation autour de OX, on obtiendra les divers Corps étudiés précédemment, Désignons par segment MPM'P' le corps engendré par cette surface; nous aurons :
Segment d’ellipsoïde mPm P'= cylindre ro: PP — tronc de cône NPN'P’, Segment d'hyperboloïde à unenappe LP[,'P'— Rb*, PP + trone de côneNPN'P’, Segment d'hyperboloïde à deux nappes MPM P°= tronc de cône NPN'P'— mp PP’,
La méthode par sommation s'applique directement et sans difficulté, même lorsque les Corps ci-dessus ont trois axes inégaux, ot que les bases des segments sont obliques par rapport à Chaque axe; néanmoins le théorème relatif au rap- Port Constant entre les sections CorTespondantes (nos 588 Ct 559) à son utilité, Car il permet de se borner, dans une exposition élémentaire, au Cas le plus Simple ; le résultat est ensuite affecté d'un coefficient convenable, Employé de tout temps pour l’ellipsoïde, ce théorème ne l'était point pour 16 autres Corps, Car les hyperboloïdes Cquilatéres n'étaient point donnés par les méthodes ordinaires,
S IL. — CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES PLANES
598, Le centre des moyennes distances de plusieurs points d'un plan est un point tel que sa distance à uno droite quelconque de ce plan est la moyenne arithmétique des distances des divers points donnés à la même droite,
Soient les points À, B. C, D, et ay une droite quelconque, Joignons jes points donnés deux à deux, menons les ordonnées du point milieu des divers côtés et des sommets du polygone, Dans les divers tr'apézes formés , on à :
a+ bd b+e ta = d+u Lin f= —— hi = = © 2 2 2 mn
24 + 2b +- 96 + 9q d'où e+f+h+i—=" 9 ‘ = 0 ++ c++
Mais le périmètre EFHI est moindre que celui de ABCD, car EF est EB<+-BF, etc,; donc en opérant indéfiniment d'une manière analogue, le polygone formé en joignant deux à deux les milieux du précédent se réduit à un point M; et 4 fois l’ordonnée égale la somme des 4 ordonnées du poly- = a+b+c+d gone primitif, ou m—= 2 M est le centre des moyennes distances des points donnés.
Pour une deuxième droite, æ'y par exemple, en joignant deux à deux les milieux des côtés adjacents, on arrive nécessairement au même point M; donc : 1 1 _A+V+c+d pour une droite quelconque æy,ona m—=—— Sy rsps
D'après des considérations développées dans les traités de mécanique, le centre des moyennes distances de tous les points du périmètre d'une figure plane est appelé centre de gravité du périmètre (nous le désignerons par g); et le centre des moyeñhnes distances des divers points d’une surface plane limitée est nommé centre de gravité de la surface (ce poiut est désigné ordinairement par G).
599. Le centre de gravité d'une droite est au milieu de sa longueur. |
Les points g et G se trouvent sur les divers axes de symétrie d'une figure | donnée; par suite, ils sont au centre de la courbe (n° 480), ou au centre de |} figure dans les polygones réguliers. |
Dans le triangle, g est aucentre du cercle inscrit dans le triangle formé en | joignant deux à deux les milieux des côtés du triangle primitif, et G& est au poini de concours des médianes du triangle donné,
Dans le trapèze, G est sur la droite qui joint les milieux des côtés paral
lèles, et l'on à = S, on #5 y BED
Pour l'arc de cercle, g est sur le rayon perpendiculaire à la corde, et en rŒ
présentant le rayon par ?», la corde par ©, la longueur de l'arc par 8,et la «sh Fi
CRIE
‘elui de ABCD, car EF est BF, etc,; donc en opérant init d'une manière analogue, le formé en joignant deux à milieux du précédent se réduit nt M; et 4 fois l'ordonnée »2 omme des 4 ordonnées du polyatb+ct+d aitif, ou m— :
centre des moyennes distances s donnés. _ ine deuxième droite, æy par en joignant deux à deux les les côtés adjacents, on arrive ement au même point M; donc Ho to +d es traités de mécanique, le ts du périmètre d'une figure ous le désignerons par g); et s d’une surface plane limitée ut est désigné ordinairement
ilieu de sa longucur, Axes de symétrie d'une figure c (n° 480), ou au centre de
‘rit dans le triangle formé en igle primitif, et G est au point
les milieux des côtés paral
iculaire à la corde, et en "
ueur de l'arc par 8,et la «is
APPENDICE 253 tance du centre à 1a Corde par p, on a 0g = 7° quand l'arc égale une demt-
circonférence, Og == cu
Dans le secteur circulaire 0G=*, 5
o 8 : 4r Dans le demi - cercle O0G = Dans le segment à une base O0G—— EE 6 (sr— cp
Proposition XV. — Théorèmes de Guldin.
600, 10 La surface engendrée par le périmètre d'une Jigure plane dans sa révolution compiète autour d'un axe situé dans s0n plan, égale le périmètre mutliplié par ta circonférence que décrit le centre de gravité de ce périmitre.
Soit la figure plane MN complétement située d'un même côté de l'axe; divi- SOns le périmètre p en n parties égales sensiblement rectilignes; menons les ordonnées des milieux de ces » parties égales, ainsi que l’ordonnée 4 du point g.
in 1 BC— 7 etengendre la surface convexe d’un tronc
A os ) : :
de cône; cette surface = 27y, CB — 27 y, È ; de N
nn
même, surface engendrée par CE—97y : Le ete, NT n pl : ñ D ‘lil
Donc la surface totale = 27 (y + + y +...) 2 | HEC Pa
Se. PP n ÿ y vz
ÆYHYy..
Mais 2 . é —d ; donc, surface de révolution —= p.2Trd.
Le tore est le corps engendré par un cercie qui tourne autour d’un axe situé dens son plan: soit 4 la distance du centre à l'axe, et soit R le rayon du cercle;
faut au moins que d—R,
Surface du tore = 27R. 274 = 47° GR,
601, 20 Le volume d'un Corps de révolution égale la surface plane génératrice Mmullipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette surface,
Dans la figure MN, considérons un élément de la surface, un carré dont le côté BB' ou & est parallèle à l'axe, La distance OP de son
HB +- HO
centre:à AA’ — ; dans la rotation,
le carré engendre un volume qui est la différence des deux cylindres qui ont HH' ou & pour hauteur, et HB et HC pour rayons res- D ifs,
: le volume formé par l'élément BCB'C' - SH" .@—n0H,a = 7 a (BH° — CH2) ;
sais __BH°— CH: = (BH + CH) (BH — CH) —2.0P, a,
Done V="ña.20P, ou «.27. OP. Il en serait de même pour tous les Carrés que des séries, de parallèles équidistantes formeraient en nombre n dans la surface MN. Le volume engendré égale donc «4?,27 X par la somme des n lignes telles que OP; mais la somme de ces lignes—n,.d (n° 598); donc :
Volume = a? ,2,n,.4 ou na, 24 = Surface génératrice X 974, car na” tend vers la surface MN si n croît indéfiniment.
Le volume du tore = %R°.2%d—2T°4R2 Donc.
602. Scolie. Lorsque la rotation correspond à une quantité angulair. lonnée, FU XX 1 bre de é À il faut remplacer la circonférence 2x4 par l'arc décrit 2 em 1e Open, (
Les théorèmes de Guldin peuvent être généralisés :
Lorsqu'une surface se meut de manière qu’elle reste constmment normale c: la courbe que décrit son centre de gravité, !° volume s'obtient en multipliant le surface génératrice par la ligne que décrit le point G ; et la surface égale le périmètre multiplié par La courhe ae décrit le point g,
Proposition XV4. -— "Théorème,
603. La parallèle aux génératrices L'un tronc cylindrique droit, menée par le centre de gravité du périmètre de 14 base, est la moyenne arithmétique des génératrices du tronc.
La parallèle aux génératrices, menée par le centre de gravité de la base, est la moyenne arithmétique des parallèles aux génératrices menées par les divers points de la base.
Soient LT l'intersection des deux plans qui limitent le tronc cylindrique, g le centre de gravité du
? périmètre, gg! ou 4 la parallèle aux génératrices, Par les diverses génératrices et par gg" ou à , Menons des
plans perpendiculaires à LT'; les droites œ, æhn C,
sont parallèles, et il en est de même de BE, B'E/, g'o;
donc on a les rapports égaux :
——» etc,
' : YVES d Et d'après une propriété connue des rapports égaux se = —
GED
mais € est la moyenne arithmétique de æ, æ', ; donc nc—=x—+a +. (n° 598); et nd=—=y+ y +; ainsi d est la moyenne arithmétique des génératrices,
On démontrerait de la même maniere la deuxième partie du théorème.
Proposition XVII, — Théorème.
604, La surface latérale d'un tronc cylindrique droit s'obtient en multipliant le périmètre de la base par lu parallèle aux génératrices, menée par le centre de gravité du périmètre de la base,
Divisons le périmètre p en n parties érailes que nous considèrerons comm" rectilignes, La surface latérale cherchce p°r: ître considérée comme la limite
let
de même pour tous les ‘aient en nombre n dans XX par la somme des n =n.d (n° 598); donc :
génératrice XX 274, car
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les faces latérales d'un tronc de prisme, Or la surface des divers trapèzes est
D n , YU +... >:
er Ÿ, = U , vic., ot la surface latérale égale D, — ” —p4 (n° 603), D ”
Proposition XVIII. — Théorème.
605, Le votume d'un tronc cylindrique droit s'obtient en Mullipliant la base Par la parallèle aux génératrices menée par le centre de gravité de la base.
Un tronc de prisme droit à base carrée à pour volume «y (comme au no 432),
Divisons la base en » carrés égaux; le volume égalera ( y + ay +, = (y + +) = na (+ Es ): mais
+ y! + ss n
—d (n°603); donc le volume du tronc égale na*d = base X à,
Scolie. G' est le centre de gravité de la face supérieure ; 4 est donc la droite qui joint les centres de gravité des deux bases; mais souvent g! n’est pas le centre de gravité du périmètre de la face supérieure du tronc.
Il suffit de considérer un tronc droit, puisque Je tronc quelconque peut être décomposé en deux troncs droits à base commune (no 432),
Formule de Thomas Simpson
Soit à évaluer 14 surface ACDB. Divisons AB en un nombre pair de parties égales, 8 par exemple; nous aurons un nombre impair d'ordonnées équidistantes, Menons CF, puis CJ parallèle à la base,
En considérant CHF comme un segment de parabole, on a (no 562) Surface CHF = les 2/3 du parallélogramme
= 0. Hi= d. aHi
Or le trapèze ACFE—(AC+EF)d = :
AC + 2AC+2EF + ET) = (AC-HAGIHEF
donc surface ACHFE=— © (AC-+A4HI-+A4GI+ EF) == 2 CAC + 4HG+ EF) = A7 + 4Y2 + ya) De même surface EFMN = ô (us + Aus +ys) MNPQ = a (Us + A4Y6 + y)
PQDB = (ur + dus + y) Donc surface totale ACDB = Lui + vo + 2 Cu + Ys + V5) + A (Ya + Vs + Ve +8) ]
De là la règle suivante : 1 faut diviser la projection de ta courbe en un nombre pair de parties égales ; à la somme des ordonneées extrêmes, ajouter le double de la somme des autres ordonnées de rang impair, plus le quadruple de la somme des ordonnées de rang pair, et multiplier par le tiers de la distance de deux ordonnées consécutives. En représentant par E la somme des ordonnées extrêmes, par I la somme des autres ordonnées de rang impair, et par P celles des ordonnées de rang pair, on écrit :
607. Formule Poncelet, Divisons la projection de la courbe en un nombre pair de parties égales ; par les points B, D, etc., menons des tangentes limitées aux ordonnées voisines; à l’intérieur menons AB, et joignons les extrémités des ordonnées de deux en deux ; Sauf pour y3 et y9. La surface à évaluer est comprise entre la somme des trapèzes inscrits et celle des circonscrits. On peut prendre la demi-somme de ces surfaces comme mesure de la surface donnée, Or les aires des trapèzes inscrits sont :
us PQ, (eh) Ennn BG
Et la somme est V1 + Ya Y8 + V9 d à Ga GE ve) + (ete) + PT ; Ajoutons et retranchons + et la somme devient :
aroauinn +nte —#h#u | =a(2P+ —E )
en représentant par P la somme des ordonnées de rang pair, par E la somme
>, On à (n° 562) 2/3 du parallélogramme
CFE =(AC+EF)d= r) —Ÿ(AC-+A4GI+ EF) À (AC A4HT+4GT+ EF)
ction de la courbe en un nées extrêmes, ajouter le pair, plus le quadruple 27 par le tiers de la dispar E la somme des or- 8 de rang impair, et par
ir de parties égales ; par nenons des tangentes livoisines; à l’intérieur 18 les extrémités des or- IX, Sauf pour 73 et y9.
r est comprise entre la nscrits et celle des cirndre la demi-somme de ure de la surface donnée, s inscrits sont :
=a(m+Pir)
j pair, par E la somme
des deux ordonnées extrêmes , et par E' 1 dernière vräonnée, La somme des trapèzes extérieurs égale &, 2P, La demi-somme des deux groupes
=1/ta(2r+ FE )+arm=a(ap+5#)
Ainsi, au double des ordonnées de rang pair, on ajoute le quart de la somme des ordonnées extrêmes, on en soustrait le quart des ordonnées voisines, et le taut doit être multiplié par la distance de deux ordonnées consécutives.
La formule Poncelet est d'un emploi plus facile que la formule Simpson, et donne ordinairement une approximation plus grande.
Au demi-segment AMP d'hyperbole équilatère, apbliquons les deux formules, en supposant AO = q = 10, ct OP ou æ—920, En divisant AP en 10 parties égales, et calculant les ordonnées, on trouve que MP ou la 11— 17,320, celle du point A est nulle, L’aire Calculée est :
à somme de la seconde et de l'avant.
Par la formule Simpson, ,,,,, +... 106,994 3 Par la formule Poncelet,.,,,,, + + 107,090 1
Dans le cas étudié, la valeur réelle est 107,352 8: la formule Poncelet donne ce résultat à 408 près; en prenant un plus grand nombre d’ordonnées, on obtiendrait encore une plus grande approximation.
La formule Poncelet a été modifiée par divers auteurs; on pose par exemple :
Avec les données ci-dessus, on trouve 107,375 15, valeur beaucoup plus approchée que les deux premières,
608, Évaluation approximative des volumes.
Pour évaluer approximativement le volume des Corps, on détermine des sections équidistantes, puis on applique les formules Simpson ou Poncelet, en remplaçant les ordonnées U1, V2, etc., par les aires des diverses sections.
La formule Simpson, lorsqu'on ne considère
F : l que trois ordonnées, se réduit à . C1 +49 + Y3)
h ou 6 Ci + V2 + ya). Et quand on l’applique
\ aux volumes ayant pour bases extrêmes Bet B’, et S pour section équidistante, on a
Cette formule, dont un ingénieur civil, M. Sergent, s'est fait le propagateur, donne exactement le volume de tous les Corps dont les sections peuvent être exprimées par une équation du troisième degré à une inconnue,
On peut la vérifier directement pour les corps suivants :
ë ; ' h ' T 3 19 Cylindre et prisme s Car B=RB — S; dans ce cas a B+ B “+ 48) = Bp,
20 Prisme triangulaire, placé sur une des faces latérales, car
-» CD X NO U B/ v= 2x — X AC ou AC> CD <5=—
ge
PS on SE
en
27e. Ares DDR ag ge tn
258 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE Or la base B' est nulle, $ =; ; donc 48 = 2 simple de Simpson
h Bh levient : (B+9%B) =" devient A ) 2
3 Corps limité par un rectangle ACA'D', deux triangles ACD et DOD', et une surface gauche DAA'D', engendrée par une droite qui s'appuie sur DD’ et
’ , CD Xh AA en restant parallile au plan DCD. Le volume de ce corps égale D : =
Bh ., nr: En construisant des prismes sur les diverses sections, ou peut opérer
comme au n° 582, On a souvent à considérer de tels corps dans le calcul des terrassements, 40 Pyramide et cône; la section est le quart de B ; on a donc
h Bh TR:
5 B)=—- air 6 (B<+B) 3 ou 3 a —+- 8 50 Troncs de pyramide ct de’cône; ce dernier a pour section % ( B kr) ainsi 4$=T(R?+2Rr+7r); donc a CB + B' +48) = î (2R°+-2Rr +272)
: . CR+Rr+ 7)
60 Scygment quelconque d'ellipsoïde ou d'} ’Derboloïde; ces corps sont équivalents à la somme ou à la différence d’un Cylindre et d'un tronc d ne (nos 59£ et 596)... Dans la sphère et dans l'ellipsoïde, 1&s bases B et B' sont nulles...
7° Segment quelconque de Paraboloïde ; la section est la demi-somme des bases, comme ci-dessus, 20 et 30,
8° Corps ayant deux bases planes et Paralle!rs, mais quelconques, et pour faces latérales des polygones quelconques, ou ia surface gauche définie précédemment, 3°; car on peut le décomposer en prismes, prisme placé sur une des faces latérales, pyramide ou autre corps étudié ci-dessus,
609, Volume des tonneaux. Les tonneaux ont une forme ‘* » variable pour qu'une même formule puisse convenir à tous les cas, Soit lon ur intéricure du tonneau, D le grand diamètre ou diamètre du à le dia-
mètre du fond ou jable, 1° Si l’on considérait le tonnean comme la réunion de deux troncs de cônes en négligeant la courbure des douves, on aurait :
V = 1/12 (D*+- 4 + Da) = 0,26181 (D° +- 4? + Da) @
simple de Simpson
ngles ACD et DOD', et ui s'appuie sur DD e
DOD'X h corps égale 9
2ctions, ou peut opérer orps dans le calcul des
donc
air)
section r( 9
Te (2Re + 2Rr +272)
ces corps sont équivatronc d ne (nos 59£ et B sont nulles...
demi-somme des bases,
quelconques, et pour
gauche définie précésme placé sur une des
ne ‘*" » variable pour it à lon ur intéu Fe le dia-
uX {rONCS de cones , en
+ Da) (1)
2° Le résultat étant évidemment trop faible, on remplace le produit D4 par D°, et l'on obtient la formule anglaise d'Oughtred :
V=1/5omt(2D:+ 41) = 0,26187 (2D:+- 4°) (2)
C'est à cette môm, lormule que l'on arrive, soit en considérant le tonneau
comme un segment d'ellipsoïde à deux bases (ne 593), soit en appliquant la for.
mule de Simpson au cas d'une seule section équidistante des bases (no 608),
30 SI l’on considère le tonneau comme composé de deux troncs de paraboloïdes réunis par les grandes bases, on a (no 587) :
49 D'après une instruction ministérielle de l'an VII, un tonneau peut être
calculé comme un Cylindre ayant pour hauteur la longueur Intérieure de la
futaille, et pour diamètre Je diamètre du jable augmenté des 2/3 de sa aifré-
rence avec le diamètre du bouge; ce procédé conduit à la formule empirique suivante :
V=1i/4mila+2/3(D— 4); = 1/36 (4 +-2D)::= 0,087 271(4+2D (4) 59 A cette formule ge rattache celle de Vasselon » Usitée à l'octroi de Paris ;
V= 1/4 à + 0,56 (D — 4) x = 1,52051(4+-1,2727 D): (5) 6° Citons enfin la formule de Dez, qui s'emploie beaucoup en France, et qui
s'accorde {l’une manière assez précise avee de nombreuses mesures effectuées par dépotement :
Remarques, 1° Si les f nds du tonneau sont elliptiques, on trouve le diamètre Qu cercle équivalent, en prenant la moyenne géométrique des deux axes de lellipse; l’ellipse du bouge est considérée Comme étant semblable à celle du
jable, et l’axe que l’on Mesure nu bouge permet de Calculer l'autre axe,
2° La longueur intérieure d'u: tonneau se mesure pratiquement en déduisant de la longueur totale les saill'os des douves, plus los Épaisseurs des fonds ; l'épaisseur du fond varie de 11 à 3 illimètres, selon la grandeur de la pièce : en général, cette épaisseur peut { ostimée le 1/40 de la longueur totale,
3° Les mesures linéaires de 14 longueur les diamètres ne peuvent s'effec tuer que jusqu'aux millimètres ; d'où il su! l’on ne peut guère compter que sur les trois premiers chiffres du volume »,D e les diamètres ne sont expri-
més que par des nombres de trois chiffres; du reste, on ne cherche générale.
ment la contenance d’un tonneau qu’à un litre près, ou même à quelques litres près.
Application comparative des formules, La pipe de 500 litres est nn tonneau qui à 1m190 de longueur intérieure, 0m798 de diamètre au bouge, et 0650 de diamètre au fond. Voici les Contenances calculées par I diverses formules
(1) Formule des troncs de cônes, ,,, litres 491,6
(2) Formule anglaise d'Oughtred =— — 628,4 (22 Formule des troncs Paraboliques , .., — 495 (4) Formule française de l'an VII. . ‘ — 528,9 (6) Formule des octrois de PAS 2 - 602) Formule de Dez.,. ,,,,, OT — 608,3 Le dépotement fait avec soin donne, , — 6500)
Lu jauge diagonate des tonneliers est une règle graduée que l'on introait dans le tonneau par la ide, jusqu’à l'extrémité opposée de l’un des fonds : au point de sortie de à jauge on lit une valeur plus ou mois approchée de la contenance qu tonneau. Tous les tonneaux géométriquement sem-
blables pouvent être évalnés avec exactitude au moyen d'une même jauge: et
dans ce cas Les diverses longueurs de la jauge sont entre elles come les racines cublques des volumes inscrits sur cette mûême jauge (no 479).
Jaugeage des tonneaux en vidange, — 1er moyen, On place le tonneau verti. calement, on perce le fond supérieur, et l' Introduit une tringle que l'on descend verticalement jusqu'au fond inférieur; cette tringle étant retirée, on voit la longueur intérieure du tonneau et la partie oc ‘upée par le liquide, A l'aide d'un ruban métrique, on mesure la circonférence extérieure du tonheau au niveau du liquide; on en déduit le diamètre extérieur, que !
l'on diminue de 4 centimètres pour les épaisseurs des douves, Enfin on mesure l(
diamètre du fond, et l'on évalue Comme tronc de cône la partie vide ou pleine qui est moindre que la moitié du tonneau,
2° moyen, On établit le tonneau horizontalement, en dressant les fonds au fl à plomb; on descend verticalement par la bonde une tringle qui donne le diamètre du bouge et la hauteur du liquide, La partie vide ou pleine, qui est moindre que la moitié du tonneau » st évaluée par la formule empirique suivante :
k étant la plus petite partie du diamètre vertical, Nous supposons, et c'est le ‘as ordinaire, que la surface liquide atteint les deux fonds.
D'après des expériences faites, si l'on divise en 10 parties égales le diamètre vertical de chaque fond d'un tonneau horizontal, et si l'on conçoit des plans horizontaux par les points de division, les 5 tranches horizontales inférieures ont respectivement pour volume 5, 9, 11,12et 13 centièmes du volume total ; et il en est de même, dans l'ordre inverse, pour les 5 tranches supérieures, (Nous avons emprunté une partie de ces renseignements et de ceux qui suivent au Traité de métrage de M. Sergent.)
610, Autres évaluations. Le broc est assimilé à un tonneau qui aurait pour diamètre d des fonds la moyenne arithmétique des diamètres supérieur et inférieur, et l’on applique ordinairement la formule française de l'an VII (no 609, 40),
On appliquerait cette même formule pour la mesure d'un Jour à chaux ovoïde.
Les chaudières sphériques ellipsoïdes, pa raboloïdes, hyperboloïdes, peuvent s'évaluer d'après les propriétés d'équivalence de ces corps avec des cylindres ou des troncs de cônes (nos 586 à 597), ou l’une des formules Simpson et Poncelct (nos 606, 607, 608),
Les cuviers à base circulaire ou elliptique sont de simples troncs de cônes.
Les foudres sont de grands tonneaux qui peuvent contenir jusqu'à 40, 50 et 60 kilolitres ou mètres cubes; pour leur donner plus de solidité, on remplace les fonds plats par des fonds concaves, Si l'on appelle 2 la distance des fonds à leurs naissances, L'la distance des fonds à leurs sommets, d le diamètre intérieur du foudre à Chaque extrémité, et D le grand diamètre, on a :
V—0,1309 [2 (4D°— q:) + 314: ] Les tas de pierre ou de sable, les fossés, les tombereaur, brouettes , Civières,
dauges, et autres corps analogues, s'évaluent exactement par la formule de Simpson : -
1/6 (B+B' +48) Bet B' étant les bases parallèles, X la hauteur, et S unc section équidistante des bases,
Les bois en grume sont assimilés à des troncs de cônes, et peuvent s'évaluer
n d'une même jauge: et les comme les racines 479),
1 place le tonneau verti.
it une tringle que l'on ringle étant retirée, on occupée par le liquide, ence extérieure du tonextérieur, que l'on dies, Enfin on mesure le la partie vide ou pleine
1 dressant les fonds au ne tringle qui donne le vide ou pleine, qui est ue empirique suivante :
s Supposons, et c'est le ds, ‘ties égales le diamètre l'on conçoit des plans orizontales inférieures bmes du volume total :
tranches supérieures, et de ceux qui suivent
aneau qui aurait pour tres supérieur et inféde l'an VIL (no 609, 40), > d'un four à chaux
yperboloïdes, peuvent avec des cylindres ou s Simpson et Poncelct
les troncs de cônes.
enir jusqu'à 40, 50 et solidité, on remplace distance des fonds à s, d le diamètre intétre, on a :
:, brouettes , civières, par la formule de
> section équidistante
et peuvent s'évaluer
par la formule cl- dessus; mais pour ne pas compter l'écorce et l'aubier, qui l'entrent pas dans les char pentes, on mesure la circonférence C du milieu pardessus l'écorce, et ln longueur { de la pièce , et l'on pose V = 0,079 58 C2
Les droits d'octroi sur le bois de Charpente se palent d que l'on peut tirer du bots en grume; il est d'usage de prendre le diamètre moyen 4, qui est la demi-somme des diamètres extrêmes, comme diagonale de la pièce équarrie; le volume de cette dernière est donnée par la formule :
Ce volume prismatiqne est nn peu moindre «
d'un tronc de Pyramide; de même le
après la pièce dquarrie
iue le volume réel , qui est celui
volume cylindrique que l'on prendrait sur la section moyenne d'un morceau de bois en grume, est moindre que le vo-
lume réel, qui est celui d'un tronc de Cône ; mais dans tous les cas relatifs aux pièces de bois, cette différence est négligeable,
Le tonnage ou Jtugeage d'un bateau se fait par l'évalu l'eau déplacée par suite de la charge : on multiplie l'augmentation du tirant d'eau par la longueur et par la largeur, réduites à leur valeur moyenne d'après les usages établis, Le tirant d'eau à Charge comptète va Jjusqu’au-dessus du
blat-bord, moins un décimètre, — (On trouvera d'autres détails intéressants dans le Traité de Métrage de Sergent.)
ation du volume de
V.— COURBES DIVERS :S ET APPLICATIONS
Anse de panier.
611. L'anse de panier cst une courbe rence, et destinée à remplacer une
Composée de plusieurs arcs de circonfédemi-ellipse dont on donne les axcs,
» COnnaissant l'ouverture dés suivants :
Pour construire une anse de panier à trois centres 24, et la flèche où montée » ; ON emploie un des procé
1 procédé, On prend à volonté le petit rayon *—AC< OB ou porte r de B en D, la perpendiculaire élevée au milien de CD détermine le centre E du grand arc; la ligne EC indique le point de raccordement M.
Le triangle rectangle COE fournit la relation CE‘=CO0*+E0* ou (R—r)° — Car)? + (R—b)*,
Cette relation permet de calculer BE lorsqu'on se donne AC,
2e procédé, Sur 24 comme diamètre, décrivons une demi -circonférence, que nous diviserons en trois parties égales, aux points N et N°; menons DN, et par le point B, une parallèle à DN, laquelle coupe NA au point M; la droite MCE parallèle à NO, détermine les centres C et E.
On a, en effet, CA — CM, car le triangle ACM est semblable au triangle équilatéral AON, De même EM = KB, car le triangle BEN est semblable an triangle isocèle DON.
Dans cette constrnction , les arcs AM, MM’ et M'A’, correspondent à des angles au centre de 60 degrés.
3e procédé, La différence AG des demi-axes est portée de B en Net N'; la perpendiculaire élevée au milieu de AN détermine les centres C et E,
Pour calculer les ‘ayons, remarquons que l’angle E— A, et que C=H, car ces angles ont les côtés perpendiculaires, Sotent AG où (a — b)=d, et AB—1; les triangles #cmblables AHC et AOB
AB AC 2AC Ê donnent la relation 10 "He 7% l 2r 1(1—4) L(I+ 4) — == —— + d'où r—= . Qn trouve aussi R== ou a d'où 7? 24 2b
Pour construire une anse de panier à cinq centres, il faut diviser ln demi-circonférence décrite sur l'ouverture 24 en 6 parties égales , prendre AC à volonté, mener CI parallèle au rayon OJ; par I et B mener des lignes respectitement parallèles à JH et DH, et par M la parallèle MEF à HO, ce qui détermine les deux autres centres,
En effet, à cause dou tilangles semblables, on a : CI = CA, EI = EM; PM =FB.
On procède d'une mantére analogue jour une anse à sept centres ; mais alors on ge donne deux rayons,
Des ponts.
612. La voûte des ponts est ure surface cylindrique prenant le nom de la courbe Gu'affecte sa section droite : demi-circonférence, deml-ellipse, are de cercle,
La voûte repose sur deux murs verticaux nommés p4eds-drotts, Le plan hori- Zontal qui termine les pieds-droits à la partie supérieure #0 nomme plan des nœissances, la surface intérieure de la voûte, celle qui xt apparente, est appelée douelle ou intrados.
On nomme généralement eætrados la surface dissimulée par 1es murs ‘2 face et le terre-plein qui surmonte la voûte.
L’extrados ainsi défini a moins d'épaisseur à la partie aipéricure qu'aux naissances; le parallélisme des deux surfaces cylindriques des imaçonnerics de la voûte n’est accepté que pour des ponceaux à très-faible ouverture,
Les arcs de tête qui terminent la voûte sont formés par des pierres taillées nommées voussoirs; ces picrres sont toujours en nombre impair,
Le voussoir supérieur se nomme clef.
Ordinairement, sur les faces de tête, les voussoirs ont Jimités par une courbe parallèle à celle de l'intrados, aussi ne font-ils connaître ni l'épaisseur de la
! voûte ni la forme de l’extrados, Dans les figures ci-contre, E représente la moitié de l'élévation, et C la coupe,
Les voûtes à plein-cintre ont pour section droite une deml.circonférence ; dans ce Cas AB ou l'ouverture est double de la Jièche on montée FO, Lorsque la montée est moindre que la moitié de l'ouverture, la voñte est #urbulssée ; on peut alors employer l'ellipse; mais cette courbe est presque toujours remplacée par l'anse de panier : cette dernière courbe est facile à construire ; la tuile des voussoirs est
Correnpondent à des angles
rence AG des demi-axes est 3 la perpendiculaire élevée nine le centres C et E.
Von, remarquons que l’an- = 1, car ces angles ont les Solent AG on (ä—b)=d, HGmblubles AHC cet AOB B_. AO 240
O0 AH AN
te anse de panier à cinq "la demi-circonférence dé- 24 on 5 parties égales, , mctnor CI parallèle au mencr des lignes respecti- H ét DIT, et par M la paqui détermine les deux au-
des triangles semblables, = EM; FM = F8,
anière analogue jour une ais alors on se donne deux
[UC prenant le nom de la 160, deml-ellips, are de
Aeda-droits, Le plan hori- 2 HG HOMME plan des nœis- #b apparente, est appelée
ulée par les murs ”2 face
16 aupéricure qu'aux nais- 4 dos imagonnerices de la > ouvérture,
“ par des pierres taillées re lmpair,
nt Hinités par une courbe tre ni l'épaisseur de la
de l'élévation, et C la
deml-circonférence ; dans de FO, Lorsque la montée surbaiaude ; on peut alors ur romplacée par l'anse la tallle des voussoirs est
simplifiée ; un même Patron sert pour ceux qui appartiennent
et un second pour ceux du grand arc, L'anse à 5 centres n'exige que trois patrons, tandis que si l'on emploie l'ellipse, les normales se coupent deux à deux en des points différents, chaque voussoir de la moitié de la voûte exige un tracé particulier, Les Ponts biais à pleincintre ont des ellipses pour arcsde tête de l'intrados; c'est une Conséquence forcée du choix de la section droite, et dans ce Cas encore, certains appareilleurs, pour simplifier leur t ‘avail, prennent pour arc de tête une courbe à plusieurs centres; mais dans les bureaux des ingénieurs, les métrés se font d’après les dessins fournis, €t tout se Calcule comme pour une cllipse,
d ; Le rapport GE de la montée à l'ouverture
détermine le genre de courbe qu'il convient d'employer : quand ce rapport est plus faible que 1/4, on fait un arc de cercle unique; dans ce Cas, le rapport peut descendre jusqu’à 1/10. Pour une même élévation totale, l’arc de cercle donne un débouché beaucoup plus grand que le plein-cintre ou l’anse de panier; il à aussi plus do hardiesse, mais les voûtes exercent de plus fortes poussées latérales contre les supports extrêmes ou culées.
La section droite des lunnels est générale.
ment elliptique ; on lui substitue parfois l'ovale, courbe formée de deux anses de panier, ou l'anse à cinq centres qui s'éloigne le moins de la forme elliptique, et qui a pour grand rayon ” pour petit rayon D ct pour rayon inoyen
V av.
Deux voûtes cylindriques ou berceaux dont les axes sont dans le même plan et qui ont même montée, se coupené suivant une ellipse, ce cas se présente dans les voûtes &'arête et dans celles en arc de cloître.
La voûte elliptique est souvent un ellipsoïde allongé; quelques voûtes
section méridienne une chaînette,
613. La chaînette est la Courbe plane que forme un fil flexible, inextensible et homogène, sous l’action de la pesanteur, lorsque ses extrémités sont fixées à deux points À et B qui n’appartiennent pas à une même verticale, ,
La courbe a un axe vertical et un sommet C,
La chaînette peut être employée avec avantage pour former un cintre d’une très-grande ouverture, ou qui a une charge considérabic à soutenir, Zondelet s'en est servi avec succès pour les grands arcs qui supportent la colonnade circulaire du dôme du Panthéon, et pour la voûte placée entre les deux coupoles du même édi-
aux deux petits arcs,
ont pour
di
H fice : le dôme extérieur est un ellipsoïde allongé, la coupole intérieure est une
u voûte sphérique ouverte à la partie supérieure, et la voûte intermédiaire a pour section méridienne une chaînette renversée ;* la largeur ou diamètre a 21m 50, et
ñ la hauteur 15m 27; les magnifiques peintures de Gros décorent cette voûte,
' Sous l’action de la pesanteur, les hamacs prennent une position d'équilibre
qui se rapporte à la chaînette, lorsque le poids est également réparti sur les cordons de suspension,
| Entre deux poteaux consécutifs, les fils télégraphiques offrent un exemple 1 de chaînette.
CE Les voiles tendues par le vent présentent une surface courbe; les auteurs ne | soint point d'accord sur la forme des sections produites dans cette surface par di des plans parallèles à la direction du vent; l'aspect de la courbe rappelle néan-
moins celui de la chaînetre,
614 L’hyperbole est rarement employée dans les constructions ; cependant les toitures coniques coupées par un mur vertical donnent une hyperbole,
F Applications de la parabole, F 615. Mouvement des projectiles, Dans le vide, un projectile lancé sous une h inclinaison quelconque décrirait une parabole; l'amplitude AB dépend de l'angle
d'inclinaison et de la force de projection, Dans l'air, la résistance du milieu 4 traversé modifie la forme de la courbe; pour une même force de projection , f l'amplitude est moindre, la trajectoire s'incline de plus en plus, et a une ver- À ticale pour asymptote,
616, Ponts suspendus, — Les câbles des ponts suspendus affectent la forme ÿ d’une parabole, ou, plus exactement, les câbles constituent une ligne brisée dont | les sommets sont sur une parabole, Lorsque le pont n'a qu'une travée, les sup-
ports des câbles se terminent ordinairement A Y au même niveau, Le sommet de la courbe est
alors au milieu de la longueur 21; pour avoir Î la longueur des cordons de suspension, il faut ! calculer les ordonnées CD, EF, etc, Or les droites DC, FE, k, qui projettent les i points de la parabole sur la tangente au sommet, sont dans le même rapport que les car- \ rés des distances de ces lignes au sommet j a : jo - AC 5 { L (no 551) ; PC = = | ll AR { AG 1 A 1 TS — +; i Mais 5 ; done S d'où D(
ï \R 5’ AR 25° h 26” 25
co
nm
‘oupole intérieure est une oûte intermédiaire a pour ou diamètre a 21m 50, et décorent cette voûte,
> une position d'équilibre également réparti sur les
ques offrent un exemple
ce courbe; les auteurs ne es dans cette surface par : la courbe rappelle néan-
istructions ; cependant les une hyperbole.
le.
dojectile lancé sous une ude AB dépend de l'angle
la résistance du milieu me force de projection, s en plus, et à une ver-
nüus affectent la forme ‘ut une ligne brisée dont à qu'une travée, les superminent ordinairement sommet de la courbe est longueur 21; pour avoir ns de suspension, il faut CD, EF, etc, FE, 2, qui projettent les sur la tangente au somme rapport que les carces lignes au sommet
APPENDICE 1h)
= 2 —— AK? 4 à De même, puisque AE Le AR; er et à mel d'où FE = 26 97 r 16% Puis on trouve IJ =", NM— " 25 25
AUX ordonnées ainsi calculées, on ajoute la quantité constante jusqu'au tablier qu pont, en tenant compte de 1 tablier, en vue de l'eXhausser au milicu L,
Lorsqu'il y a plusieurs travées
à Courbure qu'on donne à ce
, IS supports intermédiaires sont plus élevés que les extrêmes ; il faut déterminer la position du sommet, connaissant la longueur (1+ 7) ou à, et les hauteurs X et p',
Lorsque l'axe de la parabole \ des y, l'équation fécrit : æ? —2py. On a donc E=92p}n, y: 2ph. En divisant la première équation par la seconde, et extrayant
est sur l'axe
; : ENT L la racine carrée, on trouve : 1: = Ar d'ail. 4 E Vh te L (CU dyr. mai anne leurs 1+ 7 — d; donc = — y : =, et tiliA ; ! Va +Vr É
l'= rs ,
= Va + 270 multiplions les deux termes de chaque fraction par Vr û ù
=. UNE = h— Ve Va7 > NOUS aurons : /— 4 ARR LR —=4. ‘ Fm de \VRHVR)(VR —V nr h—h
| [nn —h même! = 4, AU ne
Sous cette dernière forme, le c
alcul de Z et de L se D'après les règleme
nts administratifs, ] le dixième de l'ouverture 27 ou d, Dans tous les cas pratique
fait plus rapidement.
a flèche AP ou J'ne doit pas dépasser S, la longueur totale qu câble est donnée avee une
PE par la formule : Longueur ee
approximation suffisante (Annales des Chemins vicinaux 1859.)
617, Raccordement des routes, des canaux , ete. Lorsque les parties rectilignes doivent être raccordces en des points également éloignés du sommet de l'angle qu'elles forment, la solution la plus simple, et la seule employée dans le tracé des Chemins de fer, est de décrire un are de cercle tangent aux deux droites, aUX points où la voie doit cesser d'être rectiligne,
Pour le raccordement à tangentes inégales, on peut employer une parabole tangente aux droites à raccorder, aux points donnés A et B, Les ouvrages spéciaux indiquent les deux tracés suivants.
1% procédé, Menons AB et joignons $S au milieu de AB; le point D milieu de $C appartient à la courbe (no 560); la droite EF Qui joint le milieu
de SB à celui de SA est tangente, Jojgnons au milieu de DB, lp
Point H, milieu de EG, appartient aussi à la parabole, etc, 2e procédé, Divisons AS et
SB en un méme nombre de parties égales
» 4 par exemple, Les droites
AL, pour aller
mai-mtxs
a er ex
he ns
obtenues en joignant les points de même cote sont des tangentes (n° 559), et
les intersections de ces tangentes donnent des points d'autant plus rapprochés que les divisions sont plus nombreuses.
Remarque. — Ce dernier procédé ne donne que de médiocres résultats sur le terrain : pour avoir une certaine approximation, il faudrait multiplier les divisions, et alors les droites se coupeéraient sous des angles trop aigus. D'ailleurs le point de concours de deux droites jalonnées ne s'obtient qu'avec peu de précision, Aujourd'hui, on emploie rarement les raccordements paraboliques dans les travaux importants : la courbure varie d’un point à l’autre, le développement de la partie curviligne est assez long à calculer, etc.; aussi les chemins de fer n’admettent que les raccordements cireulaires, Ç
Ü . ds Raccordement à tangentes inégales, au moyen de deux ares de cercle, Éle-
vons des perpendiculaires aux points À et C; prenons à volonté le rayon CE; portons cette longueur de A jusqu'en F, la perpendiculaire élevée au milieu de EF fait connaître le centre G du grand arc,
618. Tracé des courbes sur le terrain. Pôur les travaux importants, et notamment pour le tracé des chemins de fer, on construit les arcs de cercle au moyen des ordonnées sur la corde, et plus souvent encore au moyen des ordonnées sur la tangente. On prend des grandeurs égales AC, CD, etc., et on élève des perpendiculaires, sur lésquelles on porte des longueurs convenablement calculées. Des tables numériques ont été publiées, et permettent d'opérer rapidement, Pour la parabole, les ordonnées sur la tangente au sommet sont aussi calculées, mais il faut préalablement déterminer le sommet et le paramètre de la courbe,
es tangentes (n° 559), et
autant plus rapprochés
nédiocres résultats sur le idrait multiplier les diviles trop aigus, D'ailleurs ent qu'avec peu de préciments paraboliques dans
à l’autre, le développeetc.; aussi les chemins de
leux arcs de cercle, Éle-
à volonté le rayon CE; aire élevée au milieu de
aux importants, et noit les ares de cercle au rde, et plus souvent enur la tangente. On prend te., et on élève des pernm porte des longueurs tables numériques ont pérer rapidement, Pour la tangente au sommet ner le sommet et le pa-
819, Au point de vue théorique, les propriétés de la parabole (no 559) permettent de diviser, sur le terrain, une droite en parties égales,
Soit à diviser en cinq parties égales une droite AB que l’on ne peut mesurer directement, Sur une ligne indéfinie Aæ, à partir de A, portons six longueurs égales; joignons B au point H, et sur le prolongement prenons quatre segments égaux à BH; les droites qui joignent les points de même cote divisent AB en cinq parties égales. Car les points milieux C, D, etc., sont sur une parabole, tangente aux diverses droites (no 559),
Spirale d'Archimède et développante,
620. La spirut, d'Archimède est la Courbe plane décrite par un point qui s'éloigne d’un point fixe O nommé pôle, de quantités Proportionnelles aux angles que forme successivement la ligne qui le joint au point O, avec une droite fixe Ox passant par le pôle.
Autrement : La spirale d'Archimede est la courbe plane décrite par un point qui se meut d’un mouvement uniforme sur une droite, pendant que celle-ci tourne uniformément autour d'un de ses points regardé comme fixe,
Le point générateur tourne indéfiniment autour du pôle, la partie de la courbe qui correspond à une variation apgulaire de 4 droits se nomme Spire,.
On appelle TAYJON vecteur la droite qui joint le pôle à un point quelconque de la courbe, Entre deux spires consécutives, la distance mesurée sur le rayon vecteur est constante et se nomme pas de la spirale,
Pour construire la Spirale par points connaissant le pas, on divise l’espace plan compris autour du pôle en un certain nombre d’angles égaux, 8 par exemle; du pôle comme centre, avec le 1/8 du pas on décrit un arc jusqu'au second côté du 1er angle; puis #6 le rayon 2/9, un autre arc jusqu’au second côté du 2e angle, etc.; les points ainsi déterminés appartiennent à la courbe,
Le ressort moteur d’une montre offre une certaine analogie de forme avec la spirale d'Archimède ; le ressort qui fait osciller le balancier, et qu'on nomme spiral, présente avec cette courbe une ressemblance encore plus grande.
L’excentrique en cœur, employé pour transformer un mouvement circulaire continu en un mouvement rectiligne alter. natif et uniforme, est composé de deux parties de spirale d'Archimède,
Les volutes ioniques, dont chaque gjire a 4 centres, ont la forme d'une Spirale; en réalité elles se rapportent à la développante, le cercle ou la développée étant remplacé par un carré,
621. La développante de cercte est le courbe engendrée Par üñ point B qui reste fixe sur une tangente BA dont le point de contact change continuellement, de manière que ja distance du point fixe au point de contact soit constamment égale à l’espace"parconru Par le point de contact sur la Courbe, ainsi C'B =CC; C'B'= 0"O,ute,
Lme+%re met
La développante pent être considérée comme engendrée par l'extrémité d’un fil inextensible, enroulé sur la circonférence, lorsqu'on développe ce fil en le tenant constamment tendu ; deux points dunnés du fil
Ds
fl Um. décrivent des courbes parallèles, ! là Ê és Quelques ventilateurs ont des ailes courbes à dévelopî { de Si Ÿ pante de cercle; il en est de même des tympans pour 7 élever l'eau; les développantes sont parallèles, et par \ F | : suite, l'eau prise à la circonférence est déversée à l'axe
— ES n ñ \ .
us aprés avoir suivi un canal à section constante. Sauf ce
dernier exemple, on peut dire que les courbes employées dans les turbines, dans la roue Poncelet, dans la pompe centrifuge, ete, ne se rapportent rigoureusement à aucune des courbes étudiées précédemment,
Hélices et hélicoïdes *,
L'hélice se rencontre fréquemment dans les arts
On appelle hélicoïde la surface engendrée par une droite qui glisse le long d'une hélice en gardant une inclinaison constante, et restant tangente à un cylindre qui à même axe que l'hélie ; parfois le cylindre se réduit à l'axe.
an mn UE
Gt ie a mé
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L'hélicoïde développabte a pour génératrices les tangentes à l'hélice directrice,
Parmi les hélicoïdes non développables, nous considèrerons les deux suivantes :
19 L’hélicoïde gauche G engendré par une droite qui rencontre l'axe sous un angle constant ; on voit cette surface dans la vis à Jilet triangulaire.
20 L'Aélicoide H engendré par une droite qui rencontre l'axe à angle droit 6e hélicoïde est normal au cylindre de l'hélice directrice ; on le voit dans la vis à filet carré, dans le limon des escaliers circulaires, dans Ja vis d'Archimède.
Les propulseurs hélicoïdes sont très-emplovés depuis quelques an
poau-
* Quelques auteurs ont écrit héliçoide ; mais le mot hélicoïde , d'ailleurs plus conforme à l'étymologie, prévaut de plus en plus,
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drée par l'extrémité d'un on développe ce fil en le leux points dunnés du fil 168,
?s ailes courbes à dévelopmême des {ympans pour # sont parallèles, et par rence est déversée à l'axe section constante. Sauf ce oyées dans les turbines, ; he se rapportent rigou-
droite qui glisse le long t restant tangente à un re se réduit à l'axe,
gentes à l'hélice direcons les deux suivantes :
rencontre l’axe sous un triangulaire.
l'axe à angle droit : cet Le voit dans la vis à filet s d'Archimède,
iës hr rt Deauiques art
élicoide, d'ailleurs plus
APPENDICE 269 Sont pourvus d'une hélice Dropulsive, Le premier nait une spire complète d'hélicoïde ; aujourd'hui le proplusieurs parties d'hélicoïdes ; ces parties nommées ailettes
CUX ou de quatre, et lapprochées, afin de diminuer la lon- ‘appareil dans le sens de l'axe,
coup de bateaux à vapeur appareil utilisé compre pulseur est composé de sont au nombre de d gueur de 1
623, Pont biais.
de tête
Lorsque l'axe MN de la voûte coupe obliquement les plans
; le pont est biais; le système qui prédomine pour la construction de ces travaux est l'appareil hélicoïdat,
Soit ABCD le déve
loppement de la douelle (no 612); los lignes de joint sont
perpendiculaires à la corde AC: on a donc des hélices à l'intr de joint sont des hélicoïdes aÿant ces hélices et l'axe de 1 tête sont en bicrre de taille, c'est même l'emploi habituel de
es Constructeurs à imaginer l'a}
ados, les surfaces à voûte pour direc le reste ces dernicrs matéri pareil hélicoïitat.
les voussoirs des arcs de en briques;
trices ; de la voûte est aux qui a conduit
Réflexion de la lumière, etc,
24, Dans la réflex
la lumière,
de la Chaleur, an Son, & normale ce de l'angi
Fe iii
est 'ayon réfléchi, D'après emet des rayons qui , ; Car les rayons MF et
j ie langi bar le COR, Un point lumineux placé F d'une ellipse , aprés la réflexion, viennent
à l’autre foyer p’ MF font des angles égaux avee la normale (no 494),
lumineux est
rayon incident et au foyer con verger
Lorsque le point
placé au foyer d'une
hyperbole , les rayons
270 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE réfléchis sont divergents, les prolongements des rayons vont concourir en F', et ce point est un foyer virtuel,
Dans la parabole, si le point lumineux est au foyer, les rayons réfléchis sont
| Som Somi Angl parallèles à l’axe; et réciproquement, si les rayons incidents sont parallèles à l'axe, les rayons réfléchis concourent au foyer. Angle C'est la convergence des rayons réfléchis qui a fait donner le nom de foyers ? aux points F et F des sections coniques, Bissec Au lieu des courbes planes dont nous venons de parler, on emploie l’ellipsoïde allongé (n° 576), l'hyperboloïde à deux nappes (no 577), et le paraboloïde ï : no
(n° 578). Pour ces trois corps, la propriété des foyers subsiste, puisque ces
points, situés sur l’axe de rotation, se trouvent les foyers Carré
de toutes les sections méridiennes, et que ces sections
sont, ou une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole. Produ Le miroir elliptique consiste essentiellement dans la Triang
surface concave d'un segment d’ellipsoïde creux. Ce Tri: segment est déterminé par un plan perpendiculaire au Ang grand axe. Triang Les anciens réverbères de nos villes utilisaient des ré- Médian
flecteurs hyperboliques; chaque nappe de l’hyperboloïde de révolution autour de LE l'axe transverse était coupée par un plan mené par le foyer, perpendiculaire- Bissect ment à l’axe; on plaçait la lampe au foyer commun des 2 troncs d'hyperboloïde, Hauteu et les rayons lumineux étaient divergents après la réflexion, Cordes
Le paraboloïde a d'assez nombreuses applications : ;
! les cornets acoustiques ont parfois la forme du seg- Sécante
ment à deux bases, mais le réflecteur parabolique Perpend et le miroir parabolique ont la forme du segment à une base.
Le corps lumineux placé au foyer donne par ré- Moyenn flexion un faisceau de rayons parallèles : les réflecteurs paraboliques sont employés sur les locomotives; ils l’étaient jadis dans les phares, mais depuis les travaux de Fresnel ils sont remplacés par des lentilles Côté du à échelons. É
Le miroir parabolique, formé comme le réflecteur, Ë Côté au : a pour but de concentrer au foyer les rayons parallèles à l'axe ; il est employé dans le télescope de Foucault.
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FORMULES DU Vite LIVRE
Aire de l'ellipse.
. ‘ . + — + Tab ‘ dr y" Equation de lellipse. , Re te at =] a pa « de l'hyperbole, , SR — . ne. É L = 1 a? b® « de la parabole, , . ss
CET LR Er SU Y° = 9px
Segment Parabolique : volume É =? yMNXAP
FORMULES DE L'APPENDICE
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