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PRÉFACE
Nous désirons, avant tout, expliquer pourquoi nous avons osé écrire un livre sur les fonctions elliptiques, si peu de temps après la publication du Traité que Ton doit à Halphen. Il va sans dire que nous n'avons point la prétention de remplacer ou d'égaler l'œuvre de ce Maître ; celle-ci est inachevée; mais la partie qui reste incomplète, qui était attendue avec impatience par ceux qui aiment la Science pour elle-même et pour sa beauté propre, n'aurait pu avoir qu'un nombre restreint de lecteurs, que peuvent contenter, dans une certaine mesure, les beaux fragments publiés par M. Slieltjes : il ne nous appartient pas de compléter l'œuvre d'Halphen.
C'est un livre beaucoup plus élémentaire que nous avons tenté d'écrire; ce sont les étudiants de nos Facultés que nous avions en vue : nous avons essayé de faire un livre qui se raccordât avec l'enseignement qui leur est donné; s'ils peuvent, après nous avoir lus, traiter des applications faciles et les pousser jusqu'au bout; si quelques-uns d'entre eux complètent leurs connaissances dans le livre d'Halphen, s'ils étudient en particulier les belles applications qui remplissent le second volume, s'ils se retrouvent sans peine dans les Formeln und Lehrsàtzc zum Gebrauche der elliptischen Functionen que M. Schwarz publie d'après les leçons et les notations de M. Wcierstrass, s'ils lisent les Mémoires fondamentaux d'Abel et de Jacobi, s'ils pénètrent enfin dans la riche et admirable littérature des fonctions elliptiques et prennent en particulier connaissance des recherches de Kronecker et de M. Hennile, nous aurons entièrement atteint notre but.
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Il nous reste à faire connaître Tordre que nous avons suivi.
Nous avons réuni dans une Introduction les éléments de la théorie des séries et des produits infinis qui nous ont paru indispensables. Les propositions fondamentales de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire qui se déduisent de la considération des intégralesprises entre des limites imaginaires, propositions dont nous ferons largement usage, ont été, dans cette Introduction, systématiquement laissées de côté : elles sont, depuis longtemps, inscrites dans le programme de la licence es Sciences mathématiques; elles sont partout très bien enseignées et sont développées dans d'excellents livres, qui sont bien connus. On insiste souvent moins sur le rôle que jouent, dans la théorie des fonctions, les séries ordonnées suivant les puissances entières de la variable, bien que Cauchy ait mis pleinement ce rôle en lumière ( * ). Il nous importait surtout d'exposer avec détail quelques uns des résultats essentiels obtenus par M. Weierstrass. Cette Introduction, nous espérons que beaucoup de nos lecteurs pourront se dispenser de la lire en entier; mais si, dans la suite, ils ont quelque inquiétude sur la rigueur de certaines démonstrations et transformations, ils pourront y recourir.
Nous introduisons immédiatement la fonction du sous forme (le produit infini. Cette voie directe, qui est celle de M. Weierstrass, nous a paru naturelle et facile dans l'état actuel de l'enseignement. Les propriétés essentielles de cette fonction et de celles qui en dérivent sont développées dans le présent volume. Le volume suivant contiendra la théorie des fonctions 3 et les théorèmes généraux sur les fonctions doublement périodiques, déduits pour la plupart de la proposition célèbre de M. Hermite sur la décomposition en éléments simples. Il terminera ce qui se rapporte au Calcul différentiel. Nous exposerons dans leTome III le problème de Tinversion, les théories et les procédés qui concernent l'intégration. Enfin, dans le dernier Volume, nous déve-
(') Il y a déjà longtemps que M. Méray l'a expose d'une façon systématique dans son Précis d'Analyse infinitésimale et dans une suite de beaux Mémoires
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loppcrons quelques applications, d'une nature élémentaire, se rapportant à des branches diverses de la Science.
Un des ennuis de la théorie des fonctions elliptiques est dans la richesse même des formules qu'elle comporte et que la mémoire semble incapable de fixer. Il faut pouvoir renvoyer à ces formules et les retrouver facilement; nous avons adopté, pour les plus importantes, un système de numérotage auquel nous prions le lecteur de vouloir bien s'accoutumer. Il les retrouvera toutes, avec leurs numéros, dans un Tableau dont la première partie paraîtra à la fin du Calcul différentiel : ce Tableau constituera comme un résumé de la Théorie et facilitera beaucoup, nous l'espérons, la lecture et l'usage de notre livre.
Les notations que nous avons adoptées au début sont, sauf quelques légères modifications sur lesquelles nous nous expliquerons tout à l'heure, celles de M. Weierstrass; mais nous n'avons pas cru devoir nous borner aux fonctions qu'il a introduites. Ces fonctions sont, d'une part, très propres à traiter de la façon la plus simple beaucoup d'applications, beaucoup de celles, en particulier, qui se rapportent à la Géométrie et à la Mécanique. D'autre part, elles se prêtent très bien, en raison même de la façon symétrique dont les périodes y figurent, à l'exposition d'un très grand nombre de propriétés, qui peuvent être regardées comme véritablement élémentaires. Il nous a donc paru qu'elles constituaient un excellent point de départ. Mais, d'un autre côté, bien des propriétés, et des plus importantes, tant en A.lgèbre qu'en Arithmétique, n'apparaissent que lorsqu'on sépare les périodes : elles restent cachées là où les périodes sont engagées d'une façon symétrique. Là où importe cette séparation des périodes, d'autres notations reprennent l'avantage. Nous avons donc cru devoir laisser une place considérable à ces fonctions de Jacobi, dont on a dit qu'elles ne joueraient plus qu'un rôle historique : à la vérité, ce rôle serait encore assez beau. Il ne faudrait pas s'étonner si la multiplicité des notations se trouvait être dans la nature des choses et s'il convenait d'en changer suivant les questions que l'on aborde. Il semble d'abord que cette multipli-
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cité soit une gêne et un ennui, il se peut qu'elle soit une richesse. Quoi qu'il en soit, nous avons mis tous nos soins à bien expliquer comment les diverses notations se raccordent les unes aux autres et à faciliter la lecture des principaux Mémoires et Traités.
C'est le désir d'une parfaite symétrie qui nous a conduits à écrire (o,, ti>2, (Oj là où M. Weierstrass écrit (o, — w", to'. Cette modification n'altère pas les fonctions rftt, (^i a, d^ w, ^3 u : elle permet de condenser singulièrement les formules et d'en écrire une seule lorsque, autrement, il faut en écrire trois. Ce changement présente quelque inconvénient (*) : le plus grand, à nos yeux, est d'obliger à quelque attention le lecteur qui voudra se reporter diUTi Forme In und Lehrsàtze (*) de M. Schwarz. C'est au lecteur à juger si les raisons de symétrie, qui nous ont décidés et qui sont évidentes, étaient assez fortes pour que nous nous permissions de nous mettre un peu en désaccord avec cette belle publication, qui présente, à tant d'égards, un caractère définitif : c'est après bien des hésitations que nous nous sommes résolus à ce léger changement.
Paris, le 29 octobre 1892.
Le lecteur, qui voulant se borner à un aperçu de la théorie et acquérir seulement les notions indispensables aux applications élémentaires des fonctions elliptiques à la Mécanique, pourra, dans la partie du Calcul diiïérenliel contenue dans ce Volume, se dispenser de lire les n^'Oô, 116,117,119 et s'arrêter à la fin du n'^lâS.
(*) Voir la noie de la page 202.
{*) Voici le titre de l'édition française de ce Recueil : Formuler et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques, d'après des leçons et des notes manuscrites de M. K. Weierstrass.
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I. — Séries et produits infinis à simple entrée
1. Si a désigne un nombre réel ou imaginaire, nous emploierons l'expression valeur absolue de a, que l'on réserve d'ordinaire au cas où a est réel, avec le sens que l'on donne habituellement, dans la théorie des nombres imaginaires, au mot module, qui a, ailleurs, des significations diverses : cette valeur absolue sera désignée par le symbole \a\.
Nous supposons connues les propositions élémentaires relatives aux séries à termes réels ou imaginaires, la notion de convergence absolue, la possibilité de changer l'ordre des termes dans une série absolument convergente et de grouper comme l'on veut les termes d'une pareille série, chaque groupe ne comprenant qu'un nombre fini de termes, enfin les règles relatives à l'addition et à la multiplication des séries.
T. et M. — I. 1
X'V' INTRODDCTIOU.
' • 'Nous désignerons par le symbole
la somme d'une série convergente
«1 -f- aj -f- ...-+- ûf/i -+-... .
Nous aurons souvent à considérer des suites de termes dans lesquels V indice, qui sert à distinguer les termes, peut prendre des valeurs entières positives, nulles ou négatives : une telle suite est donnée quand on se donne la loi qui détermine chaque terme en fonction de Tindice.
Supposons essentiellement que les deux séries
soient absolument convergentes; nous représenterons alors par l'un ou l'autre des symboles
le nombre obtenu en ajoutant les sommes de ces deux séries; c'est encore, si l'on veut, la somme de la série
«0-+- («1 4- a_i)-+-(aîr+-a_t )-+-.. .-h (a,»4- a_n) +•• -,
dont le (/i-Hi)'*"* terme est an-\-a_n» On pourrait d'ailleurs grouper les termes d'une infinité de manières.
On a besoin quelquefois d'exclure de la sommation un ou plusieurs termes de la suite, le terme a© par exemple : on emploie alors des signes particuliers que nous indiquerons plus tard.
II peut être utile de faire observer que la façon dont nous avons précisé la signification des précédents symboles rend incorrectes quelques expressions dont l'usage est courant et dont nous nous servirons nous-mêmes à l'occasion quand elles ne pourront causer
aucune ambiguïté : dire que la série
est convergente ou absolument convergente semble inutile, puisque, autrement, l'emploi du symbole serait illégitime : dire que cette série est divergente est encore plus incorrect. Dans ces façons de parler, ce n'est pas à la somme de la série qu'il faut penser, mais uniquement à la loi de succession des termes de la série. Pour que le langage fût irréprochable, il faudrait employer des mots différents.
2. Nous allons donner maintenant les propositions élémentaires relatives aux produits inGnis (*). Considérons la suite infinie
I -T- «1 , I -+- ûtj , . . . , I -h a/i
et posons
On aura évidemment
P/i — Pft— 1 = Cln P/i-l »
P» = I -+- ai -h a, Pi -+- as Pt 4- . . . -H a;, P^-i ,
de sorte que, n grandissant indéfiniment, P,, tendra ou non vers une limite suivant que la série
I H- ai-+-^i,Pi-i-. ..-HartPrt_i-+-an^_iPrt-H...
sera convergente ou non, et cette limite, si elle existe, sera la somme de la série.
Si cette série est convergente, \e produit infini
(i-Hai)(i-i-aî). ..(i-Ha;»). ..
a donc un sens et Ton peut lui donner pour valeur la somme de
(«) On peut consulter sur ce sujet le Traité d* Analyse àt Cauchy et le Mémoire de M. Weierstrass : Ueber die Théorie der analytischen Functionen {Crelle, t. 51); nous empruntons l'emploi de la série que nous nommons équivalente à M. Mittag-Leffler {Acta mathematica, t. I, p. 3o).
la série : cette sérîe est dite équivalente aa produit infini; a«, «2, ..., û/i, ... sont les termes du produit infini; i-f-o,, 1 4- aa, . . . , i 4- ûT/i, ... en sont les facteurs. Toutefois, afin de conserver aux produits infinis les propriétés essentielles d^un nombre limité de facteurs, nous ne laisserons pas à la notion de produit infini la généralité qui précède.
3. Avant de préciser les restrictions qui vont être apportées à cette notion, considérons le cas où chacun des termes an est réel, positif ou nul. Les nombres P<, P2, . . . , P«, . . . sont alors positifs et au moins égaux à un ; la série à termes positifs, équivalente au produit infini
I -hai-hajPi-t-.. .-ha„Pn_i-i
ne peut être convergente que si la série
ai -+- «î -4- . . . -+- fl/j -+- . . .
est elle-même convergente. Réciproquement, si cette dernière série est convergente, P/i tend vers une limite quand n augmente indéfiniment.
En effet, lorsque n augmente, P^ ne peut qu'augmenter; afin de prouver que \?n a une limite pour n infini, il suffit donc de prouver que P,| reste toujours inférieur à un nombre fixe. Or imaginons qu'on développe le produit
(i-f-ai)(i4-aî)...(i-+-a«) et qu'on l'écrive
I -H cïi -f- cïî -+- . . . -4- a/t -h «1 «1 4- . . . 4- ai aj . . . a^'t
en posant
A/j = ai -h aj -f- . . . -+- a/i
et en désignant par A la somme dp la série convergente
a 1 -f- a j -t- . . . -h an -h . . . ,
on voit de suite que l'on a
P«< I -+- ^ -H ^ -+-. . .4- ^^ < eA«< e\ 1 1.2 1 . 2 . . . /i
et la proposition est ainsi démontrée. Il est à peine utile de dire que la série équivalente au produit infini, dans laquelle la somme des n H- i premiers termes est égale à P«, est alors convergente.
Ainsi, lorsque les nombres a\^ a^j • ^ j cinj > *• sont positifs ou nuls, la condition nécessaire et suffisante pour que
ait une limite pour n infini est que la série
ai -+- aj 4- . . . -h a/, -T- . . .
soit convergente. S'il en est ainsi, cette limite, qui est la valeur du produit infini
(iH- ai) (i 4- a,) . . . (i -4- a,i) . . . , se représente par le symbole
n:=ae
4. En supposant qu'on se trouve dans les conditions précédentes, nous allons démontrer que la valeur du produit infini est indépendante de l'ordre de ses facteurs.
Supposons, en efl^et, que, en rangeant d'une façon quelconque les termes (tous positifs) de la suite
on obtienne la suite
^i> ^îi • • • » ^«1 • • • I et soit
Le produit d'autant de facteurs que l'on voudra pris, chacun une fois, parmi les nombres i -f- a« ou i + 6;,, est inférieur à P; donc le produit infini dont le /i'*"* facteur est i -j- bn est convergent et sa valeur est au plus égale à P. D'autre part, si l'on choisit arbitrairement un nombre Q plus petit que P, on peut déterminer un
entier positif h tel que le produit
(i -+- ai ) (i -+- a,) . . . (1-4- an) soit plus grand que Q ; si la suite
contient tous les termes de la suite
le produit
(rH-6i)(i-f-6,)...(i-+-ô;t)
dépassera Q; donc la valeur du produit infini
(1 -H ^l)(l-l- 62)...(H- bn)' . .
dépasse Q : elle est donc égale à P.
5. Supposons maintenant que ai, a2) --•} ctni ••• soient des nombres quelconques, réels ou imaginaires : nous dirons que le
produit infini
(i + ai)(i-+-aî)" .(i-Han).--
est absolument convergent, si la série
fli -h aj -+- . . . -H a„ -+- . . .
est absolument convergente.
Nous allons montrer que le produit P/i des n premiers facteurs d*un produit infini absolument convergent tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. Cette limite, qui est la valeur du produit infini, se représente encore par le symbole
JX («-+-«/. )•
Nous montrerons, en outre, que cette valeur ne dépend pas de Tordre des facteurs et qu'elle ne peut être nulle que si l'un des facteurs est nul. Nous emploierons d'ailleurs, pour les produits infinis comme pour les séries, les mêmes expressions incorrectes (n**!) consacrées par l'usage.
6. Faisons d'abord la remarque suivante : Si, dans un polynôme entier en a^, a2, • . • ^ cin^ à coefficients réels et positifs, on remplace a^ a^, .., ^ an par leurs valeurs absolues, on obtiendra la somme des valeurs absolues des termes de ce polynôme, et cette somme sera supérieure ou égale à la valeur absolue du polynôme. Or le polynôme
I -h ai -+- aj -+- . . , -+- «n -f- ai ai -H . . , -4- «i «j . . . «/t ,
que Ton obtient en effectuant le développement de P/i, a ses coefficients positifs : de même, si m désigne un entier plus grand que n, on voit de suite que le développe;nent effectué de Pm contient, outre les termes qui figurent dans Pn, d'autres termes à coefficients positifs; il en résulte que, si Ton regarde P^ — P/i comme un polynôme développé et réduit, les coefficients de ce polynôme seront positifs. De là résultent les conséquences suivantes :
Si l'on désigne en général par P^ le résultat obtenu en remplaçant, dans P;,} <^i) ^2» •••) Ofi psii* leurs valeurs absolues, on aura
P;^|Pii|, Pm-P«è|Pm-P«| (/n>/i);
il esta peine utile de dire que F^ — P'^ est positif ou nul. Des inégalités analogues ont évidemment lieu, si l'on considère, à la place de Pm^ Pw, des produits formés avec un nombre fini de facteurs pris dans le produit infini, mais qui ne sont pas les premiers facteurs de ce produit, pourvu que la première expression contienne tous les facteurs qui figurent dans la seconde.
Ceci posé, puisqu'on suppose convergente la série à termes positifs ou nuls
It^oe
le produit infini, à termes positifs ou nuls,
n^ao
IJ('+I«/.I
est convergent : soit P' sa valeur. Puisque PJj admet une limite pour n infini, à chaque nombre positif e correspond un entier po-
sitif /?, tel que l*on ait
sous les seules conditions
on en conclut, d'après la remarque précédente, que, sous les mêmes conditions, on a
et, par conséquent, P;, admet une limite pour n infini. C'est la première des propositions annoncées.
IJ('+I*«I
sera convergent et aura pour valeur F (n® 4) ; désignons en général par Q'„ le produit de ses n premiers facteurs et par Q,i le produit des n premiers facteurs du produit infini
IJ(i + M,
produit infini qui est absolument convergent puisque la série
est convergente, et dont il faut montrer que la valeur est égale à celle du produit infini
JJ(ï-^-a/l).
Puisque les deux produits infinis
11 = 1 n=rl
ont la même valeur, on peut faire correspondre à chaque nombre positifs un entier positif/? tel que l'on ait
iQ',x-p;i<e
SOUS les seules conditions a >/?, v >>/?. Or si l'on suppose |jl assez grand pour que tous les facteurs qui figurent dans Py figurent aussi dans QJ^^, on aura, d'après une remarque antérieure,
iQix-Pv|<q;.-p;
et, par suite,
|Q|x-Pv|<e.
Si donc Ton fait croître p. indéfiniment, on aura, en désignant par Q la limite de Q^i pour [x infini,
IQ-Pvli^
et enfin, en faisant croître v indéfiniment,
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Il reste enfin à prouver que, si la série
est convergente, le produit infini
ne peut être nul que si l'un de ses facteurs est nul. Supposons d'abord que l'on ait, quel que soit ai,
nous allons montrer que P ne peut être nul. On a, en effet, en conservant toujours les mêmes notations,
P« \ n-ai/\ i-t-oj/ \ i-Ha„/'
d^ailleurs le produit infini
est absolument convergent : en effet, les séries à termes positifs
sont convergentes en même temps, puisque le rapport des termes de rang n dans ces deux séries est | i-f- a/i |, quantité qui a pour limite Tunité quand n augmente indéfiniment. Il résulte de là que le produit des n premiers facteurs de ce produit infini tend vers une limite; par conséquent, P/j tend vers une limite qui rCest pas nulle; c'est ce qu'il fallait établir.
Ne faisons maintenant aucune restriction sur les facteurs i-}-a,i, en supposant toujours convergente la série
n = ao
Si l'on suppose /w > /?, on a évidemment d'où, en faisant grandir m indéfiniment,
V = oo
P = (i 4- ai) (i -+- a,) . . . (i -H «/») JJ (ï + ««+v) ;
or, puisque l'on a
lim. au = o,
on peut prendre n assez grand pour que l'on ail, quel que soit v,
dès lors le produit infini
V = ae
JJ(i-t-a«+v)
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aura une valeur différente de zéro ; P ne pourra donc être nul que
si le produit
est nul, et, par conséquent, si Tun des facteurs
est nul. C^est ce qu*il fallait démontrer.
9. Nous ajouterons encore la remarque suivante, relative à la possibilité de grouper les facteurs d^un produit infini absolument convergent.
Tout d'abord, si ai, aj, . . . , a/i, . . . sont des nombres positifs ou nuls, on aperçoit immédiatement la vérité de la proposition suivante :
Soient aI|, ai2, ..., rip, ... des entiers positifs croissants; posons
( I 4- «1 ) ( I -+- aj ) . . . ( i -+- a„, ) = 1 4- ^1 ,
(i4-a„,-Hi)(i-+-a«,4-i) ... (n-aii,) = i-+-^î,
(i -t- a„^,+i) (i -4- anj,^^^t) . . . (i 4- «ii^) = I -h Ôp,
Si le produit infini
IJ(i-+-«/.)
est convergent, il en sera de même du produit infini
et les deux produits infinis auront la même valeur. C'est une conséquence immédiate des définitions.
Supposons ensuite que le produit infini
JJ(l-t-«/»)
soit absolument convergent, les nombres a^, a^t •••7 ci/ty •••
étant d'ailleurs réels ou imaginaires, et désignons par i + B|,
1 -h B2, . . . , I -f- B^, ... ce que deviennent les premiers membres
des égalités qui définissent i -h 6| , i -f- 62, . . . , 1 -j- bp^ . . . quand
on y remplace a\ , a^, . . . , anpi • - • par leurs valeurs absolues.
L'égalité
6i = ai + aj + ... -+- O/i, -4- «1 ai -h ...
et les égalités analogues montrent que Ton a
Baillai (a = i,a, ...).
Le produit infini
IJ(I-+-I«P
étant convergent par hypothèse, il en sera de même, en vertu de ce qui a été établi plus haut, du produit infini
IJ(n-B^):
la convergence de la série
qui résulte de la convergence du produit infini précédent, entraîne la convergence de la série
p=t on voit donc d'abord que le produit infini
est absolument convergent. Mais il est manifeste que le produit des p premiers facteurs de ce produit infini, qui est formé des rip premiers facteurs du produit infini
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ne peut avoir d'autre limite que la valeur de ce dernier produit infini; on peut donc, dans ce produit infini, grouper les facteurs comme il a été expliqué. D'ailleurs, puisque, dans un produit infini absolument convergent, on peut changer Tordre des facteurs, on voit que le groupement des facteurs peut être fait d'une façon arbitraire, pourvu que chaque groupe ne contienne qu'un nombre limité de facteurs.
10. Ainsi les propriétés essentielles des produits d'un nombre limité de facteurs se conservent dans les produits infinis absolument convergents. Il n'en est pas de même des produits infinis qui ne sont pas absolument convergents. C'est pourquoi nous ne considérerons ici que des produits infinis absolument convergents et c'est là la restriction que nous avons annoncée.
Nous adopterons pour les produits infinis absolument convergents des notations analogues à celles que nous avons adoptées pour les séries. Ainsi, si les deux séries
ao-f-«i -H Oi -H... -4- a» H-..., sont absolument convergentes, nous représenterons par le symbole
le produit des valeurs des deux produits infinis
llc=ao ' n = 00
JJ(i-H«rt), JJ(i -+"«-«);
on aura d'ailleurs
JJ (l -4- «/») =(!-+" «o) JJ [(l -+- ««) (l -+- a-n )] n n = l
et Ton pourrait adopter une infinité d'autres modes de groupement des facteurs.
l4 INTRODUCTION.
II. — Séries à double entrée
H. Nous avons considéré jusqu'ici des suites
^If ^1) * * * ? ^Ily ■ • • •
de nombres qui dépendent uniquement d'un indice, chaque indice indiquant le rang que le nombre qui en dépend occupe dans la suite : nous allons maintenant considérer des ensembles infinis de nombres dont chacun dépend de deux indices; un quelconque de ces nombres sera représenté, par exemple, par le sj^mbole aa,p? a, P étant des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, c'est donner la loi qui détermine un terme quelconque lorsque Ton connaît ses deux indices et leur ordre. On peut d'ailleurs supposer, sur les indices a, p, qu'ils peuvent prendre indépendamment toutes les valeurs entières et positives, ou loules les valeurs entières positives, nulles ou négatives; on peut aussi supposer que l'un d'eux ne prend qu'un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d'exclure telles combinaisons d'indices que l'on voudra, d'après une loi arbitraire.
Si l'on imagine un plan indéfini décomposé en carrés par des parallèles à deux axes rectangulaires, distantes de l'unité de longueur, de telle façon, par exemple, que le centre de l'un des carrés soit à l'origine et que les coordonnées de tous les autres centres soient deux quelconques des nombres o, ±1, =t: 2, ±3, ... ; on peut inscrire chaque nombre aa^p dans celui des carrés dont le centre a pour abscisse a et pour ordonnée P; on aura ainsi constitué un tableau à double entrée; des cases en nombre fini ou infini peuvent d'ailleurs rester vides.
12. Il convient tout d'abord de remarquer qu'un tableau à double entrée ne constitue pas quelque chose d'essentiellement distinct d'une suite indéfinie de nombres rangés linéairement, ou dont chacun ne dépend que d'un indice (*). En d'autres termes, étant donné un tableau à double entrée de nombres aa^p, on peut en ranger les éléments dans une suite linéaire 61, 62, ... , b„, . . .
(•) C'est là un cas particulier de propositions générales développées par M. Cantor.
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de telle façon qu'on puisse trouver pour chaque élément «a^p du tableau le terme bn qui lui est égal et réciproquement.
Considérons, en effet, les divers systèmes (*) non exclus de. deux nombres entiers (a, ^); nous allons montrer qu^on peut établir entre ces systèmes et les nombres entiers positifs 1,2,..., 71, ... une correspondance telle que, à chaque système, corresponde un entier positif et un seul et que, à chaque nombre entier positif, corresponde un système non exclu et un seul; une correspondance satisfaisant à ces conditions est dite univoque et réciproque. Cette correspondance établie, il suffira de convenir que Ton a
toutes les fois que le système (a, ^) et l'entier positif n se correspondent, pour avoir transformé le tableau à double entrée en une suite linéaire, ou la suite linéaire en un tableau à double entrée.
Quant à la possibilité d'établir une telle correspondance, on la mettra en évidence, si l'on veut, comme il suit.
Essayant de ranger sur une même ligne tous les systèmes différents non exclus, on conviendra, par exemple, de placer sur cette ligne le système (a? P) avant le système (a', P') si la somme des valeurs absolues des nombres a, ^ est inférieure à la somme des valeurs absolues des nombres a', P'; il ne restera plus alors qu'à indiquer comment on range sur cette ligne ceux des systèmes non exclus pour lesquels la somme des valeurs absolues des nombres qui les composent est égale à un nombre entier positif donné N. Or ces systèmes sont en nombre évidemment fini, et Ton pourra adopter pour les ranger telle loi que l'on voudra; en supposant, par exemple, que l'on ait
on pourra convenir de placer le système (a, p) avant le système (a', P') si la première des différences a' — a, p' — ^ qui n'est pas nulle est positive. Dès lors tous les systèmes possibles sont rangés
(*) Nous entendons par système de deux nombres l'ensemble de ces deux nombres, ensemble dans lequel il faut tenir compte de l'ordre de ces nombres. Deux systèmes de deux nombres sont identiques si les éléments de ces systèmes sont les mêmes et sont rangés dans le même ordre.
d'une façon déterminée; d'abord vient le système (o, o) s'il n'est pas exclu, puis les systèmes ( — i, o), (o, — i), (o, i), (i, o), puis ceux pour lesquels la somme des valeurs absolues des éléments est égale à deux, puis les systèmes pour lesquels cette somme est égale à trois, etc. ; il suffit maintenant de faire correspondre chaque système à son rang dans la suite linéaire ainsi formée pour réaliser la correspondance univoque et réciproque dont il a été parlé plus haut.
On voit tout ce qu'il y a d'arbitraire dans la façon dont on a établi cette correspondance et il est manifeste qu'elle aurait pu être établie d'une infinité d'autres façons. En particulier, la représentation géométrique qui a été décrite précédemment fournit aisément des moyens de réaliser celte correspondance ou, ce qui revient au même, de désigner sans ambiguïté chaque case du tableau par un seul entier positif au lieu de la désigner par les deux entiers a, p qui sont les coordonnées de son centre; on donnera, par exemple, le n** I à la case (o, o) qui contient l'origine; puis, tournant une première fois autour de cette case à partir du carré qui a son centre sur la partie positive de l'axe des x^ on affectera des n"* 2, 3, 4* '^, 6, 7» 8, 9 les huit cases (i, o), (i, 1), (o, 1), (—1, i), (—1, o), ( — 1, — 1), (o, — 0> ('> — Oî puis, tournant une seconde fois autour des cases précédentes, on donnera les n^Mo, 11, . . ., 25 aux seize cases (2, o), (2, i), . . ., (2, — 1). On continuera de la même façon ; au r**^°** tour on affectera des n***
(ar — i)*-hi, (ar — i)*-i-2, ..., (ar-+-i)*,
les Sr cases que l'on rencontre.
Dans tous les ensembles de nombres a^^^^ que nous considérons, nous supposerons toujours, pour simplifier le langage, que les indices a, ^ puissent prendre toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, sans exclusion. On devra alors poser aa,p= o quand le système particulier (a, P) est exclu, ou bien, si l'on préfère ne pas introduire ces termes nuls, on supprimera, dans les sommations dont il va être question, les termes a^^^ qui correspondent aux systèmes d'indices (a, p) exclus.
13. Soit donc un ensemble de nombres ^a,p. Supposons qu'on ait adopté entre les divers systèmes (a, P) formés avec deux nombres
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entiers positifs, nuls ou négatifs et les nombres entiers positifs i, 2, . . ., riy ... une correspondance univoque et réciproque telle que l'une de celles qui ont été décrites plus haut, puis que Ton fasse
toutes les fois que le système (a, P) et le nombre n se correspondent; alors la suite linéaire
contiendra une fois chacun des nombres a^^^ et ne contiendra pas d'autres nombres.
Inversement, étant donnée une pareille suite linéaire, on peut en disposer les éléments dans un tableau à double entrée.
Supposons d'abord que tous les nombres «a,p et, par suite, tous les nombres bn soient positifs ou nuls.
On dira que ces nombres «a^p sont les termes d'une série convergente à double entrée, si la somme d'autant de termes que l'on veut pris parmi ces nombres, chacun n*étant pris qu'une fois, reste toujours inférieure à un nombre fixe A^ dès lors il est clair que la série à termes positifs ou nuls
est convergente et que sa somme S est au plus égale à A.
Réciproquement, si cette dernière série est convergente et a pour somme S, la série à double entrée est aussi convergente, d'après la définition précédente, puisque la somme d'autant de termes que l'on veut pris dans le tableau à double entrée est inférieure à S. On peut d'ailleurs prendre, dans la suite 6< , 62, •••» biif •••) ou dans le tableau, assez de termes pour que leur somme dépasse tel nombre que l'on voudra, inférieur à S. Il en résulte que la somme S est indépendante du mode spécial de correspondance que l'on a adopté entre les systèmes (a, P) et les entiers positifs n. C'est le même raisonnement que l'on emploie pour prouver que, dans une série convergente à termes positifs ou nuls, on peut intervertir l'ordre des termes; c'est, au fond, le même théorème.
Nous dirons parfois que S est la somme de la série à double entrée.
T et M. — î. 2
l8 INTRODUCTION.
H, Ceci posé, on va prouver les propositions suivantes : 1° Les séries à termes positifs ou nuls
sont convergentes.
Nous rappelons, une fois pour toutes, ce qui a été dit au n** 1, (|:i'un pareil symbole désigne le nombre obtenu en ajoutant les sommes des deux séries
i aa,o-^«a,i +«a,i +•.•-+- «a.B -4-...,
a« Soit
/«r 5er/e à termes positifs ou nuls
est convergente et sa somme est égale à S.
Les séries (i) sont convergentes, comme toutes celles dont les termes figurent, chacun une fois au plus, dans la suite 6|, 62, . . ., 6,1, . . ., et leurs sommes sont, au plus, égales à S. L'emploi des
symboles 2^a,p? ^a est donc légitime : il est commode de dire
P que 5a représente la somme de tous les termes du tableau à
double entrée qui figurent dans une même ligne horizontale.
Soient p et q deux entiers positifs. Désignons par le symbole Sa^q la somme
il est clair que les nombres s^^qt tous inférieurs à S, vont en augmentant quand a reste fixe et que le nombre positif q va en aug-
mentant; quand ce nombre augmente indéfiniment, Sa,ç a pour limite Sa»
Désignons par le symbole dp^ç la somme
^p^q peut aussi être regardé comme la somme de tous les nombres ûfa,p» dans lesquels le premier indice est, en valeur absolue, inférieur ou égal k p et dont le second indice est, en valeur absolue, inférieur ou égal à q. Ce nombre, positif ou nul, dp^q, est donc aussi au plus égal à S, quels que soient p et q. D'ailleurs, dp^q ne peut qu'aller en augmentant quand Tun des indices augmente ; lorsque,/? restant fixe, q augmente indéfiniment, dp^q tend donc vers une limite au plus égale à S. Cette limite n'est autre chose que la somme
par conséquent, la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris, chacun une fois, parmi les nombres 5», est au plus égale à S. Il en résulte que la série
est convergente, et que sa somme est au plus égale à S. Il est aisé de voir qu'elle est précisément égale à S, car elle dépasse tour nombre B inférieur à S. On peut prendre, en efiet, dans le tableau, assez de termes pour que leur somme dépasse B, ce qui revient à dire qu'on peut prendre p et q assez grands pour que ^Pi9 d^P^sse B; mais la limite, pour/> infini, de c^^, ne peut pas être inférieure à <^/>,^; cette limite est donc supérieure à B. On a donc, en résumé,
a=4-oo «=+• /p=-»-oo \
n est clair que, au lieu de faire la somme Sa des termes conte-
nus dans chaque ligne horizontale, puis la somme
a=— ao
de toutes ces sommes partielles, on aurait pu aussi bien faire la somme de tous les termes contenus dans chaque ligne verticale, puis la somme de toutes les sommes partielles ainsi obtenues. En d'autres termes, on a aussi
p =-f- 00 / Ot = •+• 00 \
On écrit souvent, d*une façon plus abrégée,
en n'indiquant pas l'ordre dans lequel s'effectuent les sommations.
Réciproquement, si, étant donné le tableau de termes positifs
ou nuls «a, p, les séries 5a=2^a,p sont convergentes, ainsi que la série ^ ^a» ^^ ^^^ ^'^^ désigne encore par S la somme de cette
dernière série, on voit de suite que la série à double entrée est convergente, parce que la somme d'autant de termes que Ton veut, pris dans le tableau, ne peut dépasser S; alors la série
est forcément convergente. Sa somme est donc égale à S, d'après le théorème qui vient d'être démontré.
15. Plaçons-nous maintenant dans le cas général où les nombres aa,p sont quelconques, réels ou imaginaires.
On dira que la série à double entrée, dont les termes sont a^, p, est absolument convergente, si la série à termes positifs ou nuls, dont les termes sont | aa^p|, est convergente.
Supposons qu'il en soit ainsi ; la série
dont les termes sont toujours les nombres aa^^ rangés dans une suite linéaire, est alors absolument convergente. Désignons-en encore la somme par S, et soit S' la somme de la série à termes
positifs ou nuls
On a alors les théorèmes suivants :
1° Les séries
sont absolument convergentes.
Cela résulte immédiatement de ce que l'on a démontré, dans le numéro précédent, que les séries
sont convergentes, 7? Soit
la série
est absolument convergente, et sa somme est égale à S.
Si Ton pose, en effet, p ei q désignant toujours des nombres entiers positifs quelconques,
ass—p a=^p
il est clair que Ton aura, pour chaque entier positif/? et chaque entier positif^,
d'ailleurs Sa est la limite, pour q infini, de Sa.ç» Si donc on désigne par s'a la limite, pour q infini, de s^^^y on aura nécessairement
Mais, d'après le paragraphe précédent, la série à termes positifs ou nuls
oc
est convergente; donc la série
est absolument convergente. Il reste à prouver que sa somme est égale à S.
Or si, après avoir choisi les entiers positifs p et gr, on choisit l'entier positif m, supérieur à tous les entiers positifs qui correspondent à ceux des systèmes (a, P) pour lesquels on a
il est clair que la différence
ne sera autre chose que la somme d'un certain nombre de termes du tableau ^oi,^; on aura donc
le second membre étant, de lui-même, positif ou nul. Faisons
croître m indéfiniment; celte inégalité ayant toujours lieu, on en
déduira
\S-cfp,,\iS'-cf'j,,^;
si l'on fait ensuite croître q indéGniment, rfy,,^ et rfl „ tendront
respectivement vers leurs limites
ass-t-p a=-4-p
et Ton aura donc
|S-Cp|lS'-a';.
Mais, lorsque/? augmente indéfiniment, d* a pour limite S'; il faut donc que dp ait pour limite S. En d'autres termes, on a
a a=-.oo\p=-oo / a,p
11 est à peine utile de faire observer que l'on pourrait effectuer les sommations partielles par lignes verticales, au lieu de les effectuer par lignes horizontales, et encore d'une infinité d'autres manières, en raison de ce que la correspondance entre les systèmes (a, P) et les entiers positifs i, 2, . . ., /i, ... est arbitraire, ou encore, en raison de ce que les termes de la série
peuvent être rangés arbitrairement. Au fond, on est parvenu à une généralisation complète du théorème sur la possibilité de grouper arbitrairement les termes d'une série absolument convergente, la restriction que le nombre de termes contenus dans chaque groupe est fini étant supprimée : il peut y avoir un, plusieurs, une infinie é de groupes qui soient eux-mêmes des séries.
16. Il peut être utile de faire observer que si, étant donné le tableau à double entrée (Xoi,^, on savait que les séries
sont absolument convergentes, ainsi que la série
on ne devrait pas en conclure que la série à double entrée dont les éléments sont | aa,p | est convergente.
17. Comme application du théorème général qui vient d'être démontré, signalons ce fait que, si deux séries
Ml -h Ml -4- . . . -h Ma-*-- • •>
sont absolument convergentes, il en est de même de la série à double entrée dont le terme général est Wa^p> les indices a, ^ ne pouvant prendre ici que des valeurs positives. En rangeant ensuite les termes de celte série à double entrée en une série linéaire, de façon que les termes, dans lesquels la somme des indices est la même, se suivent, on retrouve la règle ordinaire de la multiplication des séries.
18. Voici une autre application très importante dans la théorie des fonctions elliptiques.
Soit
Xa?*-!- ^[ixjr ~{->fy^
une forme du second degré dont les coefficients X, |x, v soient réels ; supposons, de plus, que cette forme soit positivée, c'està-dire que Ton ait
X > O, Xv — [A« > o,
en sorte que, quelles que soient les valeurs réelles que Ton mette dans la forme à la place de x, y, on trouve un résultat positif, sauf dans le cas où l'on ferait x =: o, y = o.
Nous supposerons qu'on remplace x^ y par les divers systèmes de deux nombres entiers positifs, négatifs ou nuls (a, P), en excluant toutefois la combinaison a == o, ^ = o, et nous considérerons la série à double entrée dont le terme général est
(Xaï4-2jxa[i-+-vp«)P'
cherchons pour quelles valeurs du nombre positif/? cette série est convergente.
Pour faire correspondre les systèmes de nombres entiers (a, P)
* aux nombres i, 2, . . . , n, . . . , nous adopterons l'un des procédés
expliqués au n° 12, et qui consiste essentiellement à ranger,
sur une même ligne horizontale, les systèmes (x, p) pour lesquels
OD a
ni étant un entier positif. Uéquation
admet m -\- i solutions distinctes où x^ y sont des nombres entiers, positifs ou nuls : en tenant compte de ce que les systèmes (a, P), ( — a, ,8) ne sont distincts que si a est différent de zéro, on en déduit que l'équation (i) admet ^m solutions distinctes. Ceci posé, la suite linéaire des quantités (a, P) sera formée en plaçant d'abord les quatre systèmes pour lesquels |a| + |^| est égal à un, puis les huit systèmes pour lesquels la même quantité est égale à deux, ... ; de cette façon, le tableau à double entrée est remplacé par une série linéaire à termes positifs ; cette dernière série sera convergente ou divergente en même temps que la série dont on obtient le m**™* terme Cm en réunissant dans un même groupe les 4 m termes de la série primitive pour lesquels | a | -f- | p | est égal à m. Nous allons évaluer des limites supérieures et inférieures de Cn,. On a
désignons par g le plus petit des nombres positifs
AV JJl' Xv {JL*
et par h le plus grand des nombres )v, | [jl |, v ; on aura, en supposant
|a| + Ip| = /n,
et en remarquant que Tun des nombres a, ^ est en valeur absolue
au moins égal à — >
Am* ^ Xa» 4- 2 jjLap -h v^» > gm}' ;
par suite
4/n /im
<Cm<
gPm^P ^ "* ^ hPrn^P
Or la série
2d rf
est convergente quand on a r > i , divergente quand on a r^ i •, la série dont le terme général est Cm sera donc convergente quand on aura 2p — i > i ^ ou/> > i , divergente quand on aura /? ^ i . Il en sera de même de la série à double entrée.
On arriverait à la même conclusion en utilisant la représentation géométrique décrite au n° 12 et le mode de correspondance obtenu en tournant successivement autour des cases ; on réunirait alors les termes qui se suivent dans un même tour.
Ceci' posé, désignons par a, a', fe, b' des nombres réels quelconques, tels cependant que ab' — a'b soit différent de zéro, de sorte que, si l'on pose
k = a-ha'ij B = b-\- b'i,
A et B soient deux nombres quelconques soumis à cette seule restriction que leur rapport ne soit pas réel, et envisageons la série à double entrée dont le terme général est
(aA-4-pB)«'
n étant un entier positif fixe ; a et p peuvent prendre toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles à l'exclusion de la combinaison a = o, ^ = o.
La valeur absolue de la quantité précédente sera
(Xa2-f-2[JLap-+-vP»)* où l'on a posé, pour abréger,
X = a«-4-a'», iL = ab-{-a'b', v = 6»4-6'»;
mais alors la forme
est positive, car la quantité
Xv — [jL» = (a6'— a'6)«
est positive, puisque ab' — a^b est supposé différent de zéro; nous sommes donc, pour la série des valeurs absolues des termes de la série à double entrée considérée, dans le cas précédent ; la série des valeurs absolues est convergente si Ton a
divergente dans le cas contraire.
Ainsi, sous les hjpothèses précédentes, la série à double entrée dont le terme général est
(aA-+-pB)«
est absolument convergente quand M entier n est égal ou supérieur à trois ; elle n'est pas absolument convergente pour les valeurs de n égales k un o\i k deux,
19. On pourrait encore considérer des séries à entrée /?"p^* dont les termes
dépendraient de p indices a, p, . . . , X. On montrerait qu'il est possible d'élablir enlre les sjst(^mes de p nombres entiers
et la suite des entiers positifs i, 2, ..., ai, . . . une correspondance univoque et réciproque, fondée par exemple sur le fait que Téquation
où m est un entier positif, n'a qu'un nombre limité de solutions ; le reste de la théorie de ces séries s'établirait comme pour les séries à double entrée. Le lecteur pourra, par exemple, s'exercer à généraliser la première partie du théorème établi dans le paragraphe précédent, en considérant à la place d'une forme quadratique positive à deux variables une forme quadratique positive à p variables.
III. — Produits infinis à double entrée
20. On peut considérer des produits infinis à double entrée comme des séries à double entrée.
Reprenons les notations antérieures et supposons les termes ^a,Pî où a, p peuvent prendre toutes les valeurs entières, positives, nulles ou négatives, rangés suivant une suite linéaire 64, 62} • ••? Ofij ....
Le produit infini à double entrée
JJ(H-«ût,p) a,p
sera dit absolument convergent si la série à double entrée dont le terme général est ûa, p est absolument convergente ; la valeur de ce produit infini est, par définition, celle du produit absolument convergent
/l=:ao
P = JJ
Nous allons prouver que celte valeur peut être obtenue par des règles analogues à celles qui concernent les séries à double entrée.
21. Supposons d'abord que toutes les quantités aa^^ soient positives ou nulles.
Le produit d*autant de facteurs que l'on veut, pris parmi les quantités i + ««^p est au plus égal à P. On peut prendre assez de facteurs pour que leur produit dépasse tel nombre que l'on veut inférieur à P.
Soient/?, q deux entiers positifs : posons
i-J-^a,7= YJi ('-^^a.P)= (i-t-«a,-9)(H-«a,-7+i)---(ï-^-«a,o)
x(i-+-aa,i) (H-«a,i) .--(i + aa.y),
I-hXp,y= JJ (l-h la,q) = (l-^ l-p,q)il-^ /_pH-i,ç)...(l-^ /o,ç)
I -h'^-p,q peut aussi être considéré comme le produit de tous les facteurs i -|- «oi^p pour lesquels on a
'a,^î "^^P,ç sont positifs ou nuls et Ton a
Quand q augmente indéfiniment, i-j-Za^^, qui augmente avec q, tend vers une limite i H- /«, et l'on a
où le second membre représente, comme il a été expliqué (n** 10), le produit des valeurs des deux produits infinis dont les facteurs s*obtiennent en faisant varier, dans aa,p? P de o à -|- oc et de — i à — 00.
D^ailleurs, si dans l'inégalité
on fait croître q indéfiniment, on voit, en se reportant à la définition de I H-^/>,v ^"^ J^s 2/? + I facteurs qui le composent tendent respectivement vers
en sorte que Ton a
XIC'^M^P.
Comme les nombres /« sont positifs ou nuls, on en conclut que le produit infini
ne-'»)
est convergent et a une valeur égale ou inférieure à P. Mais cette valeur ne peut être que supérieure à i + a^^^; or, si l'on se donne un nombre positif B < P quelconque, on peut, d'une part,
3o INTRODUCTION.
prendre n assez grand pour que le produit
dépasse B et, d'autre part, prendre/?, q assez grands pour que tous les facteurs qui précèdent entrent dans la composition de i -h ^p^q qui sera dès lors supérieur à B. Donc, la valeur du produit infini, étant supérieure à B, est nécessairement égale à P.
Remarquons en passant que la convergence de la série à termes positifs ou nuls
résulte de la précédente analyse.
22. Supposons maintenant que les quantités aa^p étant quelconques, réelles ou imaginaires, la série à double entrée dont le terme général est |aa,p| soit convergente. Conservons les mé.mes significations aux quantités /a,^, ^p^g ^^ posons
»-+-^i,v = fJ('+l«ût.pl)»
Le produit infini
est absolument convergent à cause de la convergence de la série à termes positifs
La valeur de ce produit infini est la limite i 4- /« de i + /«^^ pour q infini, et Ton peut poser encore
ï-^^a=JJ (» + ««,?).
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Si l'on fait de même
i-^-^i = J][(i-+-I^a,pl), P
on aura évidemment
Mais, d'après le numéro précédent, la série
est convergente; il en est donc de même de la série
et. par suite, le produit infini
est absolument convergenl. Nous allons prouver que sa valeur est égal à P.
Choisissons, à cet effet, un entier n assez grand pour que lous les fadeurs i -h «a,p tels que Ton ait
fîgurent parmi les facteurs
désignons par P„ le produit de ces facteurs et par P), le produit
des facteurs
D'après un raisonnement déjà employé (n** 15), nous aurons alors
d'où, en faisant croître n indéfiniment et en désignant par P' la limite de P^ pour n infini,
puis, en faisant croître q indéfiniment,
p-no+M ^p-n(i+^;).
Mais, lorsque p augmente indéfiniment, la limite du second membre est zéro; on a donc finalement
a=— • Lp=~"
Pour la même raison
en sorte qu'on peut grouper, soit d'abord par lignes horizontales et réunir en un même produit infini les produits partiels ainsi obtenus, soit d'abord par lignes verticales et réunir en un même produit infini les produits partiels ainsi obtenus. On pourrait encore eflectuer ces groupements partiels d'une infinité d'autres manières.
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I. — Définitions et premières propositions
23. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des séries ou des produits infinis dont les termes ou les facteurs dépendent uniquement de leur rang ; nous allons considérer maintenant des séries ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs dépendent d'une variable x réelle ou imaginaire.
Considérons tout d'abord une telle série
S = ai-+-MjH-...-4-W«-H...,
et supposons qu'elle soit convergente pour chaque valeur de x appartenant à un certain ensemble défini comme on le voudra. Alors la somme de cette série définit une fonction (^) dont la valeur est déterminée pour chaque valeur de x appartenant à cet ensemble.
Désignons par S» la somme des n premiers termes et par R^ le reste de la série limitée au terme w«, c'est-à-dire la somme de la série convergente
la série proposée est dite uniformément convergente pour le^
(*) Nous entendrons le mol fonction sans épithète, dans ce sens : la variable y est fonction de la variable indépendante Xj si la valeur de y €sl déterminée quand on se donne la valeur de x. Cette signification du mot fonction est très différente de celle qu'il prend dans l'expression fonction analytique,
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valeurs de x apparlenanl à l'ensemble considéré (*), si, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier positif r tel que, sous la seule condition
/i>r, Ton ait
quelle que soit la valeur de x appartenant à Tensemble considéré. De même, si, pour toutes les valeurs de x appartenant à un ensemble, le produit
JJ(l-4-W.,)
est absolument convergent, on dira qu'il est en outre uniformément convergent pour toutes ces valeurs de x, si, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier r tel que,
sous la seule condition
Ton ait, pour toutes les valeurs de x appartenant à l'ensemble
considéré
en désignant par P la valeur du produit infini et par P„ le produit de ses n premiers facteurs.
D'après cette définition, on voit que le précédent produit, supposé absolument convergent, est uniformément convergent si la série équivalente à ce produit
est uniformément convergente.
S^il existe une suite de nombres positifs ou nuls
tels que la série
soit convergente, et que l'on ait, quel que soit n, et quelle que
(*) Plus brièyemeot, uaiformémenl convergente dans Tcnseroble considéré.
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soit la valeur de x appartenant à ^ensemble considéré, la série
Ml -+- Ml -t- . . . -H M/, -f- . . .
est absolument et uniformément convergente pour toutes les valeurs de x appartenant à V ensemble considéré et il en est de même du produit infini ( * )
fj(l^-"/.)-
Que la série soit absolument convergente, cela est évident, {3uisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que le terme correspondant d'une série convergente à termes positifs. D\in autre côté, si Ton se donne un nombre positifs, on pourra déterminer un nombre positif r tel que l'on ait
on aura donc, quel que soit/?, sous la seule condition n^r,
et, par suite,
et cela quelle que soit la valeur de x appartenant à l'ensemble considéré.
Pour ces mêmes valeurs, le produit infini
JJ(IH
est absolument et uniformément convergent, comme on s'en convainc de suite en comparant la série équivalente à ce produit à la série équivalente au produit convergent
JJ(«^-<f«)•
(*) WiiERSTRASS, Abhandlungen aus der Funciionenlehre, p. 70.
Mais il importe de remarquer plus généralement que si, pour un ensemble de valeurs de Xj la série à termes positifs
est uniformément convergente, et si sa somme reste inférieure à un nombre fixe A, le produit infini
sera absolument et uniformément convergent pour cet ensemble de valeurs de x^ ainsi que la série équivalente
En effet, les quantités P|, Pa, . . . , P^, . . . , P sont toutes inféjjieures en valeur absolue à
or, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier r tel que, sous la condition n'^r^ on ait
I M/i I + I Un-^i I -h I Un+t | -+-••.< g;
on aura donc, sous les mêmes conditions,
et cela quelle que soit la valeur de x appartenant à Tensemble considéré.
25. Considérons un ensemble (E) de valeurs de ^jouissant de la propriété suivante : Quelle que soit la valeur Xq appartenant à l'ensemble considéré et quelque petit que soit le nombre positif e, il existe des valeurs de x appartenant à Tensemble (E) et telles que Ton ait
L'ensemble (E) pourra être constitué, par exemple, par l'ensemble des valeurs de x figurées par les points d'un arc de courbe, ou par les points d'une aire limitée par un contour simple.
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Sif(x) est une fonction de x définie pour toutes ces valeurs de x^ on dira qu'elle est continue pour l'ensemble (E) si, à chaque nombre positif a, si petit qu'il soit, l'on peut faire correspondre un nombre positif ^ tel que l'on ait
pour toutes les valeurs x^ x^ de l'ensemble (E) telles que l'on ait
26. Ces définitions rappelées, supposons que, pour l'ensemble (E), les fonctions 2/|, 1127 • • • ^ Un, ... de la variable x soient continues et que la série
Ui-+- Mj -+- . . . H- a,t -h . . .
soit uniformément convergente. La somme de cette série sera alors une fonction /(;r) définie et continue pour cet ensemble.
Soit, en eflet, Sn{x) la somme des n premiers termes de cette série, Kn{x) le reste ; on aura
Puisque la série est uniformément convergente, on peut, à chaque nombre positifs, faire correspondre un entier n tel que l'on ait
pour toutes les valeurs de x appartenant à (E) ; n étant fixé, on peut, à cause de la continuité de Sn{x) qui est manifeste dans l'ensemble (E), faire correspondre au nombre e un nombre positif t^ tel que, pour toutes les valeurs x^ x' appartenant à (E) et vérifiant la condition \x — ^' | <C ^j ^^ aît
\Sn{x)^Sn{x')\<y
On aura donc, pour ces mêmes valeurs de x,
\/{x) -f{x') I = I [S„(x) - Sn{x')] 4- R„(^) - R„(J7') I < e.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Si, en oulre, la série est supposée absolument convergente, on verra de même que le produit infini
JJ(I-+- Un)
définit une fonction continue de x pour l'ensemble (E).
27. Soient y(Oî ^(0 deux fonctions réelles de la variable réelle t, admettant dans Tinlervalle (/oi ^i) des dérivées finies et continues ^'(0> ^'(0- Lorsque t variera de t^ à t^^ le point dont l'affixe est
décrira un arc de courbe (C). Considérons l'ensemble (E) des valeurs de x figurées par des points de (C) et soit, en général, F(x) une fonction continue de x pour l'ensemble (E) ; en remplaçant, dans cette fonction, x par o{t) -{- i 'l{t)j elle prendra la forme
$(/), ^^{t) étant des fonctions réelles et continues de t dans l'intervalle {toi ^0* C^^^ posé, nous rappelons que l'on appelle intégrale de F(^) prise le long de la courbe (C) et qu'on représente par le symbole
/ F(x)dx l'intégrale
f\^it)-^iW{t)]\o'{t)-^iy{t)]dt
L'existence des deux intégrales qui figurent dans le second membre, intégrales où tout est réel, est certaine, en raison de la continuité.
Soit maintenant une série
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uniformément convergente pour l'ensemble (E) des points de la courbe (C), et dont les termes soient des fonctions continues de x pour ce même ensemble. Désignons par F(^) la somme de cette série, qui est (n** 26) une fonction continue de x. Nous allons prouver que la série
(2) I Ui dx-h I Uidx -{-. . .-i- I Undx -{-. . .y
où toutes les intégrales sont prises le long de (C), est convergente et a pour somme
F{x)dx.
Si, en effet, on désigne par S„(a:) la somme des n premiers termes de la série (i), et par R«(^) le reste correspondant, S„(x) et Rii(j?) seront des fonctions continues de x^ et Ton aura
rF(x)dx= fSn(x)dx-h CKn{x)dx, «.'c */c */c
/ S„(jr) dx — I Uidx -h j u^dx-\- . . .-\- I Un dx,
toutes les intégrales étant prises le long de Tare (C). Ceci posé, à chaque nombre positif e correspond un nombre entier positif r
tel que Ton ait
sous la seule condition n^ r, et cela, quelle que soit la valeur de x appartenant à l'ensemble considéré. On aura donc, en désignant par ^ la longueur de l'arc,
Ç\{n{x)dx
Ainsi, la différence entre
fv{x)dx
et la somme des n premiers termes de la série (2) peut être supposée moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que l'on
4o INTRODUCTION.
voudra, pourvu que n soit assez grand. Cela prouve, à la fois, que la série (2) est convergente et que sa somme est égale à
f¥{x)dx.
Ce théorème s'appliquera, en particulier, lorsqu'on saura que la série (i) est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de Xf représentées par des points appartenant à une aire (A) limitée par un contour simple (*), et que ses termes sont, pour les mêmes valeurs de x, des fonctions continues, la courbe (C) faisant tout entière partie de l'aire A.
Considérons maintenant les séries de la forme
a© -h «1 a? -h aja?' -4- . . . -H a^ a?*» -h . . . ,
où aQ, ai, a2, • • . < an^ • . • sont des nombres fixes donnés.
Nous donnerons à ces séries, qui jouent en Analyse un rôle très important, le nom de séries entières en x, et nous emploierons le symbole
pour représenter la somme d'une telle série supposée convergente : la lettre 9 peut d'ailleurs être affectée d'indices, pour permettre de distinguer des séries particulières. Enfin, quand aucune ambiguïté ne sera à craindre, nous pourrons employer le symbole 9(x) pour représenter, non la somme de la série, mais la série elle-même, regardée seulement comme la loi de la succession de ses termes; ainsi, nous ne nous interdirons pas de dire d'une série déterminée qu'elle est divergente pour une certaine valeur de X.
On doit à Abel deux théorèmes sur les séries de cette nature, séries qui jouent, dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire, un rôle prépondérant.
(*) A moins que rh}*polhèse contraire ne soit expressément énoncée, nous regarderons toujours comme faisant partie d'une aire limitée par un contour les points intérieurs et les points du contour.
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Voici le premier de ces théorèmes
Si, pour x = bj la valeur absolue de chaque terme anb'^ de
la série
9{x) = a© -h ai 07 -»-... -h au a?» -H. ..
est moindre qu'un nombre positif fixe A, la série 9{x) est absolument convergente pour toutes les valeurs de x dont la valeur absolue est moindre que celle de b.
Soil, en effet, é' un nombre positif moindre que \b\, La série à termes positifs
est convergente. Or les valeurs absolues des termes de la série 9{x) sont, pour l'ensemble des valeurs de x qui vérifient la condition
moindres que les termes correspondants de la série (i); car les
suppositions
\anbn\<k, \x\<b'
entraînent les conclusions
On pourra donc appliquer les propositions du n^ 24, et Ton voit que la série ^{x) est absolument et uniformément convergente, pourvu que l'on ait
c'est-à-dire pour tous les points situés à l'intérieur et sur la circonférence d'un cercle décrit du point O comme centre, avec un rayon moindre que \b\.
31- Si la série 9{x) du numéro précé'dent est convergente pour x = b^ comme la valeur absolue de a^fc" tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, il est clair qu'il existe un nombre positif A tel que l'on ait, pour toutes les valeurs de /i,
Aâ|a„6«|:
donc la série sera absolument convergente pour tous les points situés à V intérieur du cercle décrit du point 0 comme centre et passant par le point b\ elle sera uniformément convergente à l'intérieur et sur la circonférence de tout cercle concentrique au précédent et de rayon moindre.
Différentes circonstances peuvent d'ailleurs se présenter : Ou bien la série <j?(j;) considérée est convergente, quel que soit X : telle est la série
alors ^i{x) est uniformément convergente dans tout cercle décrit de l'origine comme centre, et même dans toute aire limitée par un contour simple. Cette série 9{x) représente alors ce que l'on appelle nue fonction transcendante entière.
Ou bien la série ^^{x) est convergente pour certaines valeurs de x^ sans l'être pour toutes. L'ensemble des rayons des cercles décrits du point O comme centre, et qui passent par des points pour lesquels la série est convergente, admet alors une limite supérieure R. Le cercle de rayon R décrit du point O comnfie centre est le cercle de convergence de la série ^{x). La série est convergente en tout point intérieur au cercle R; elle peut être convergente ou divergente en quelques points ou en tous les points de la circonférence; elle est divergente pour tout point extérieur. Elle est uniformément et absolument convergente pour l'ensemble des points «ilués à l'intérieur ou sur la circonférence d'un cercle concentrique au cercle de convergence et de rayon moindre. Là où elle est uniformément convergente, elle représente une fonction continue. Signalons, comme exemples, les séries
/t = ae /l = ae /t = ao
qui admettent toutes trois pour cercle de convergence le cercle de rayon un, décrit du point O comme centre. La première est divergente pour tout point de la circonférence de ce cercle, comme on le voit en posant ;r = coscj -{- « siny, et en remarquant que les deux quantités cos/?'j, sinn'^ ne peuvent avoir simultanément
zéro pour limile quand n grandit indéfiniment. La seconde est convergente, mais non absolument, pour tous les points de la circonférence (' ), sauf pour x = i . La troisième est convergente en tous les points de la circonférence.
Observons qu'une série entière en x pourrait n'être convergente pour aucune valeur de x autre que zéro : telle est la série
a- -4- I . Si J*' -T- 1 . 2 . 3 jr3 -f. . . . -f. I . vi . 3 . . . 71 J"" -H . . . ;
on dit alors que le cercle de convergence est de rajon nul.
(*) Cela résulte de la première des deux propositions suivantes, signalées par M. Darboux dans son Mémoire sur les fonctions discontinues {Annales de l'École Normale supérieure, i* série, t. IV), et sur lesquelles on peut consulter V Introduction à la théorie des fonctions de M. Jules Tannery, p. 96, n" 71 ).
Si la série à termes réels (qui peut être divergente)
(I) «,-f-flr,-f-...-î- rt,^-t-...
est telle que la somme de ses n premiers termes reste, en valeur absolue, quel que soit /i, inférieure à un nombre fixe, et si les nombres positifs e,, s,, . . . , c,, ... satisfont aux conditions
(II) ^^e,>6,^...,
(III) lim. e„ = G,
la série
(IV) a,6,4- a^s^-+-...-ha„e„ -F. . .
est convergente.
Cette dernière série (IV) est encore convergente si la série (I) est convergente et si les nombres positifs e,, e^, ..., £,,, ... satisfont seulement aux conditions (II).
On prendra, dans le cas actuel, pour e,, e,, s^, ..., s,^ ... les nombres i, -, -, ..., -, ... et, pour la série (I), l'une ou l'autre des séries (divergentes)
f 4- COS 'f 4- C05 29 H- . . . f- ces «94-...,
o-f- sin 9 -h sin 2 5) -4-. . .H- sin ;i9 -f . . . ,
dans lesquelles les sommes des (/t-4-1) premiers termes
/i-f-i Al© . n -\- \ .no
sin 9 cos - ' sin z> sin — ■
sin - sin —
restent finies quel qae soit /i, si cp n'est pas un multiple de s k.
Enfin, nous nous contenterons d'énoncer le théorème suivant, dont la démonstration est immédiate.
Si le rapport -^^ a, pour n infini, une limite égale à R, le
cercle de convergence de la série
(i) $(.r) = ao-h aia:-+-. . .-hartiF^H-. . .
est de rajon R.
Supposons encore que la série entière en x
9(x) = a© -h ai a: -h. . .-h anX" -h. . . ,
soit convergente pour x = b. On peut affirmer qu'elle est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x appartenant au segment de droite, qui va du point o au point b. C'est en cela que consiste le second des théorèmes d'Abel, dont nous avons parlé.
Observons d'abord que l'on peut ramener le cas général au cas où b est égal à un; il suffit, pour cela, de faire le changement de variable
Quand le point x décrit le segment qui va du point o au point b, le point $ décrit, en effet, le segment qui va du point o au point 1.
Le second théorème d'Abel consiste alors dans l'énoncé suivant :
Si la série
(2) ao-f- «i-i- flî-h. . .-+- a^-H. . .
est convergente, la série entière en x,
9!(x) = a© -4- ai 37 H- ajar^-h. . .-t- artar^-h. . .,
est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de X qui appartiennent à ^intervalle (o, 1), les limites de cet intervalle n'étant pas exclues.
On sait déjà, il est vrai, que la convergence est uniforme dans l'intervalle (o, a), a étant un nombre positif plus petit que i,
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mais les raisonnements qui précèdent ne permettent pas d'atteindre la limite i .
Cherchons donc à prouver directement que, à tout nombre positif arbitrairement donné e, correspond un entier r, tel que, sous les conditions
le reste Kn{x) de la série 9{x), limitée au terme de rang n, soit, en valeur absolue, plus petit que e.
Comme la série (2) est convergente, au nombre e correspond un entier r tel que, pour /i > r,
c'est-à-dire | R/i(i) i soit moindre que - • D'autre part, si l'on pose
et si l'on observe que- dp est la différence entre
et
on voit que l'on aura, quel que soit/?,
Cp |< £.
D'ailleurs les égalités précédentes donnent
dn-¥-p ^^ ^ p — ^ p—l î
donc la somme des/? premiers termes de R«(a:), peut s'écrire
Cl a?»+« -+- (C, — Ci)a?«+« -i- . . . H- (C^ — :fp^i)x^-^P
Si la valeur absolue de x est plus petite que i, le terme dpX"'^P tend vers zéro quand p augmente indéfiniment; on peut donc
écrire
R„(;r) = ar«+>(i — x){(fi -h (ftx ■+- a^^x^ -h . . .),
et, puisque les valeurs absolues des quantités dp sont toutes moindres que e, on aura, en supposant que x soit positif et plus petit que i,
I Rrt(a?)| <a:«+»(i— ar)(£ -+- ej: h- ex» + . . .);
or la série qui figure entre parenthèses dans le second membre, a pour somme ; on a donc, sous les conditions
En réunissant à cette inégalité celle que Ton a obtenue plus haut, sous les conditions
/i > r, X — \^ savoir
|Kn(l)|<'-<6,
on a bien démontré Tuniformilé de la convergence dans tout rintervalle (o, i), les limites n'étant pas exclues.
A cause de cette uniformité, la somme de la série est une fonction continue dans tout Tintervalle considéré, sans en exclure la limite i ; si donc x tend vers i par des valeurs positives inférieures à I , la somme de la série a pour limite la valeur de la somme de la série pour j; = i , c'est-à-dire
Par exemple, l'égalité
lOg(l -h r) = y — — -h y - . . . ,
(*) L'expression précédente du reste permet d'aller un peu plus loin, ainsi que M. Stolz l'a fait observer {Vorlesungen ùber allgemeine Arithmetik, t. II). En ne supposant plus x réel, mais en supposant toujours sa valeur absolue | x \ moindre que i, on a, en eiïet,
I ».(x) |< Ix r- 1> - a: I (« + « I a? I + 1 1 X l'-t-...) <e |^~|.
ei il est aisé de montrer que le facteur qui multiplie e reste moindre qu'un nombre fixe, pourvu que l'angle aigu des deux directions qui vont du point i aux points j; et o reste moindre qu'un angle aigu fixe.
SÉHIES DONT LES TERMES DÉPENDENT d'uNE VARIABLE. 4?
établie pour les valeurs réelles de x moindres que i, montre que l^on a
En effet, la série du second membre est convergente, donc, en vertu du théorème qui vient d'être démontré, lorsque le nombre réel X tend vers i par des valeurs moindres que i , la série
tend vers
or, dans les mêmes conditions, log(i -{- x) tend vers log2; on a
donc bien
33. Dans les deux paragraphes qui précèdent nous avons supposé la série entière en x
<i^( jr) — (lo H- «1.7- -T- ... -h ff,i^" H- . . .
convergente pour x = b : lorsqu'on sait que la série est, pour celte même valeur, a fc^o /m /72e/i^ convergente, les termes de la série *i?(j:) étant, pour l'ensemble des valeurs de x qui vérifient la condition |a:|^|6|, moindres en valeur absolue que les termes, tous positifs, de la série convergente
\a0\-h\aib\-^ ...-^\ (t„ 6" I -h ... ,
OU égaux à ces termes, on peut appliquer la première proposition du n® 24, et l'on voit de suite, sans passer par le second théorème d'Abel, que, pour l'ensemble de ces valeurs, c'est-à-dire à l'intérieur et sur la circonférence du cercle de rayon \b\ décrit du point o comme centre, la série est uniformément et absolument convergente et représente une fonction continue. Ce cercle peut d'ailleurs être le cercle de convergence ou lui être intérieur.
34. Le premier théorème d'Abel (n° 30) nous renseigne sur la convergence d'une série entière d'après les valeurs absolues des
coefGcients de cette série. Inversement, la proposition qui suit el qui est due à Cauchj lious donne un renseignement essentiel sur les valeurs absolues des coefficients d'une série entière que Ton sait être absolument convergente sur la circonférence d'un cercle.
La série ^(^) étant absolument convergente pour ^ = t, supposons que l'on ait, en désignant par A un nombre positif,
pour tous les points de la circonférence du cercle décrit du point o comme centre avec le rayon r = | 6 | ; on aura alors
I an 1 = Ar-".
Partons, en effet, de l'égalité
il est clair (n°24)que le second membre sera une série uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x représentées par des points situés sur la circonférence du cercle de rayon r = \b\: on pourra donc intégrer celte série, terme par terme, le long de cette circonférence, ce qui donne
/9{x)x-'^-^dx = a^ I x-f^-^dx-hai j x-f^dx-k- ,..
-^ an l x-^ dx •+■ an^i 1 dx -r- «n-f-i / xdx-\-, ,., Je '^c Jl
toutes les intégrales étant prises le long de la circonférence. Pour évaluer ces intégrales, on posera (n°27)
d'où
é/a? = r cos ( / H- -^ ] -i- i sin ( t -\ — ) M^'»
et l'on aura, en général, en désignant par p un entier positif ou négatif,
/ xP dx = rP-*-^ I cos (/>-+- 1)^ -h " dt
irP-^\ r sin ( /> -f- 1) ^ -+- 7 r/^
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Si p est différent de — i, les intégrales du second membre sont nulles ; si p= — i , le second membre se réduit à 2 iir ; on a donc (*)
ï r9{x)dx d'où
mais la valeur absolue de 9{x)x~"^^ est au plus égale à Ar"""' et la longueur du chemin d'intégration est iizr] le second membre de cette égalité est donc au plus égal à Ar"", ce qu'il fallait démontrer.
35. Voici une conséquence importante de cette formule. Si la série entière en x
9{x) = a© -f- aiX-\- atx^ -+-...-+- anX'^ -h . . .
est convergente quel que soit Xy et qu'elle ne se réduise pas à la constante Uq, sa somme ne peut rester moindre en valeur absolue qu'un nombre positif A pour toutes les valeurs de x. En effet, l'inégalité
si l'on pouvait y faire grandir r indéfiniment, montrerait que \an \
peut être pris plus petit que tel nombre positif que l'on voudra ; on
aurait donc
pour toutes les valeurs de n à partir de i .
On voit que, si l'on se donne les nombres positifs A, B, il j a au moins une valeur de x^ telle que Ton ait
Cette propriété rapproche les fonctions transcendantes entières des poljnomes entiers en :r. Il y a toutefois une différence essentielle :
(■) Cest aussi bien, comme l'on sait, une conséquence de la formule de Cauchy
•^ 2nt J^ z — x
T. et M. — I. 4
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pour les fondions transcendantes entières on peut affirmer seulement l'existence d'une valeur de x satisfaisant aux conditions précédentes ; pour les polynômes, au contraire, si l'on se donne A, on peut trouver un nombre B correspondant tel que toutes les valeurs de X qui vérifient la première inégalité vérifient aussi la seconde.
Soit
$(j') = «Q H- ai^F-h a^x^ -I- ... -4- anX^ -+-...
une série entière en x^ convergente pour les valeurs de x telles que Ton ait
9{^x) est alors une fonction continue dans tout cercle de rayon R' moindre que R ; on a d'ailleurs
si donc <7o n'est pas nul, on peut fixer un nombre S, inférieur ou égal à R', tel que l'on ait
|(e(a7)-(P(o)|<|«o| pourvu que l'on ait
Pour les valeurs de x qui vérifient cette condition, $(^) ne sera jamais nulle.
Si les coefficients r/^, «i, . . ., ap_x sont nuls sans que a^ le soit,
on aura
^{x) = xP{ap -+- Op^ix -f- ap+iX^-h. . .),
et l'on voit qu'il existera un nombre positif 8 tel que, parmi les valeurs de x qui vérifient l'inégalité
zéro soit la seule pour laquelle 9{x) s'annule. Par conséquent, pour que ^i^(x) s'annule en une infinité de points distincts dont l'ensemble admette zéro pour limite (*), par exemple pour tous
(*) On dit que des points appartenant à un ensemble infini admettent l pour limite si, quelque petit que soit s, il existe dans le cercle décrit du point Ç comme centre avec un rayon égal à e une infinité de points appartenant à l'ensemble.
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les poids (l'uD arc de courbe qui aboutit au point o, il faut que tous les coefficients «oî ^» > ^2) • • • ? ^/u • • • > soient nuls.
Par conséquent encore, pourtous les points d'un pareil ensemble, deux séries
bo-h bix-h biX^-h. . .-h bnZ'^'\-. "
ne peuvent avoir les mêmes valeurs sans être identiques, c'està-dire sans que l'on ait a,t = bn pour toutes les valeurs de n. Il suffit, pour s'en convaincre, d'appliquer la remarque précédente à la série
Soit
Mo -*- Wi -H Mj -+- . . . -t- M/1-*- . . . = 2. "3t
une série dont les termes sont des séries entières en x^ en sorte que l'on ait, en désignant par aa,p des constantes,
i/3j= aût,o-H «a,i^ H-. . .-h a», parP-H. . . (a = 0,1,2, ...).
Si le rayon du cercle de convergence de chacune des séries «« est supérieur ou égal à un nombre positif fixe A; si en outre la
OL- m
série y] Wa est uniformément convergente pour l'ensemble des
valeurs de x qui satisfont à la condition
larKA,
oc = »
la somme de la série proposée ^ «« sera, pources mêmes valeurs
de Xy une fonction ^{x) parfaitement définie. Nous allons montrer que cette fonction peut, pour ces valeurs de x^ être développée en une série entière en x^
i a? -+- . . . -h ^na
et que les cocflîcienls de cette série sont donnés par la formule
^P= «o,p-t- «i,pH-. •.+ «», ?-+-.••= J^ «a,p»
la série qui figure dans le second membre étant convergente. On
oc = «B
voit que, sous les conditions requises, la série \] w» peut être
traitée comme s'il n'y avait qu'un nombre fini de termes.
38. n j a un cas important et fréquent dans les applications où le précédent théorème est évident : c'est celui où la série à double entrée, dont les termes se déduisent de
l«a,pAP|,
en donnant à a, p les valeurs entières nulles ou positives, est convergente.
S'il en est ainsi, la série à double entrée, dont le terme général est
est absolument convergente, pour les valeurs de œ qui vérifient la condition | j: | ^ A. En ajoutant les termes par lignes horizontales, on trouve
et en réunissant les sommes partielles on retrouve la série ^ «/«.
a=o Au contraire, en ajoutant les termes par lignes verticales, on
trouve
OL = te (X = 00
puis, en réunissant les sommes partielles, on forme la série
dont la somme est donc égale à celle de la série N «/«. C'est ce qu'il fallait démontrer.
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Pour que la série à termes positifs, dont le terme général est
soit convergente, il faut et il suffit (n° 14) que les conditions qui suivent soient vériCées ;
1° La série à termes positifs
I «a,o 1 -+- I ûa, 1 A I + I aa,î A« I H- . . .
est convergente pour chaque valeur de a.
2** En désignant par A^ la somme de cette série, la série à
termes positifs
Ao -i- Al -+- . . . -h Aot-4- . . .
est convergente.
Observons que, s'il en est ainsi, la série \] Ma est absolument
et uniformément convergente (n° 24) pour toutes les valeurs de x qui vérifient la condition j:^A, puisque, pour ces valeurs, on a
évidemment
I w„|âA„,
en sorte qu^on est bien dans le cas du n" 24. Observons encore que la série
6o -h 6i a? -r- . . . -T- 6p icP -h . . .
reste convergente quand on y remplace les termes par leurs valeurs absolues et x par A, et que sa somme est alors au plus égale à la somme de la série
Ao-f- AiH-. . .-H Aoi-+- ....
En effet, cette dernière somme n*est autre chose que la somme de la série à double entrée et à termes positifs
et Ton a certainement
a = aB
oc =r 00
Il importe de remarquer que si les conditions (i**) et (2°), imposées dans le présent numéro à la série
. Ot ~ 00
sont vérifiées, elles sont encore vérifiées pour la série
dont les termes s'obtiennent en groupant ensemble, comme la théorie des séries à double entrée permet de le faire, les termes
de la série \] //« en nombre fini ou infini, en sorte que chacun
de ses termes figure une fois et une fois seulement dans quelque terme de la série \^ iy. En effet, si l'on effectue le même groupement sur les termes de la série
Ao -h Al -h Aj -f- . . . H- Aflt -H . . . , on la transformera en une série de même valeur
d'ailleurs v^ , qui est la somme d'un nombre fini ou infini de termes pris dans \] ?/«! est, d'après le théorème même que nous venons
de démontrer, une série entière en or, et la somme de cette série, quand on j remplace les coefficients par leurs valeurs absolues et:r par A, est, d'après une observation qu'on vient de faire, au plus égale à alu ; de même pour ^2, • . ., t'a, ... et «I.2, . . ., n^-a»
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Ainsi, la série \] Vy satisfait aux mêmes conditions que la série
Qt =0
39. Plaçons-nous maintenant dans le cas général et supposons seulement que, pour Tensemble des valeurs de x qui vérifient la condition
les séries entières en x
«a = «a, 0 -+- «a, t ^ -H . . . -+- aa, p a?? -+- . . .
oc = «
soient absolument convergentes et que la série ^ Ua soil unifor-
mément convergente ( * ).
La somme des (/i -h i) premiers termes de cette dernière série est une série entière en x, convergente sous la condition |^|<; A; nous la représenterons par
en posant
Nous allons montrer que, si agrandit indéfiniment, i/t^p tend vers une limite que nous désignerons par 6p, puis, que la série
^0 -+- ^i ^ -H 6i ar' -4- . . .
est convergente sous la condition | â? | <C A. et que sa somme est égale à celle de la série
Wo -*- Wl -H . . . -t- M/» 4- . . . .
Puisque cette dernière série est uniformément convergente, on peut, à chaque nombre positif e, faire correspondre un entier positif r tel que, si on désigne par ^ et ^ +/> deux entiers plus grands que r, et d^ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs
(•) Weierstrass, Abliandlungen aus der Functionenlehre, p. 73.
de X plus petites que A en valeur absolue,
I W«-M-+-Mii-t-îH-...-HMii+p| <E.
On a d'ailleurs, pour ces mêmes valeurs de x,
oiz=p a = p
a=rt a=:i
Soit p un nombre positif, moindre que A; Tinégalité précédente ayant lieu pour tous les points de la circonférence du cercle de rayon p et de centre o, on a (n° 34)
1 ep-P ;
la série
cTo, p -H ai, p 4- . . . -+- an, p-:*- . . .
est donc convergente, puisque la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris après le terme de rang r, peut être supposée moindre, en valeur absolue, que tel nombre que l'on voudra. Soit 6p la somme de cette série, c'est-à-dire la limite, pour n infini, de la somme b„^^ de ses n-h i premiers termes, et soit R/t,p le reste correspondant k b„^^; on aura
Cette dernière inégalité montre, par le premier théorème d'Abel, que la série
R/ï,o-+- Rif,i^-*-- .-H R«,parP-H . . .
est absolument convergente si la valeur absolue de x est moindre que p; puisque p est seulement assujetti à être moindre que A, on voit même que cette série est absolument convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
Les séries
^/», 0 + ^rt, 1 a? -1- ... -i- 6/1, p a?? -h . . .
et
R», 0 -+- Rn,i a? -f- ... -h Rrt,p arP -h . . .
étant convergentes, il en est de même de la série
obtenue en les ajoutant terme à terme; Il ne nous reste donc plus qu'à prouver que la somme de cette série est égale à la somme de la série proposée
Wo -H Ml -h . . . -i- W/» 4- . . . .
Or, si p' est un nombre positif moindre que p, et si l'on a
la somme
I R/1,0 1 H- 1 R/i,ia? I H-. . .-^- 1 Rii,pa7P I 4-. . .,
où n est toujours supposé plus grand que r, est inférieure à
p pp , _ ?.
p Donc la différence
R«, 0 -+- R/i, 1 37 -h . . . 4- R„, p irP -t- . . . , entre la somme
h 61 a? -h . . . -4- ôpicP -h
et la somme
des /i -H I premiers termes de la série proposée, est, en valeur absolue, plus petite que e'.
Sous la condition que x vérifie l'inégalité
I^ISpS on a donc
d'où l'on conclut que, pour chacune de ces valeurs de x, le premier membre de l'inégalité précédente est nul, puisque le second membre peut être pris aussi petit qu'on le veut. 11 en est de même évidemment, pourvu que x vérifie l'inégalité
\x\<A, C'est ce qu'il fallait démontrer.
40. Le précédent théorème entraine une proposition analogue pour les produits infinis.
Désignons toujours par
une série entière en x^ convergente pour les valeurs de x qui satisfont à la condition | ^ | <C A. Supposons que, non seulement la
série
Mo -I- Wl H- . . . H- W,4 -i- . . . ,
mais aussi la série à termes positifs
I Mol -h |Mi|-h...H- \Un\ -h...,
soit uniformément convergente pour ces valeurs de x^ et que, en outre, sa somme reste inférieure à un nombre positif fixe. Alors le produit infini
sera absolument convergent et définira une fonction i-f-^(^)i *l{x) désignant une série entière en x^
A:© -H A"! a? -h . . . -h Apa?? H- . . . ,
convergente pour les valeurs considérées de x.
On peut, en efiel, substituer à P — i la série équivalente
Mo -f- Mj Po -+- . . . H- M„P»_i-h.. .,
où Pw_i est le produit des/ipremiers facteurs de P. Cette série (n"24) est uniformément convergente pour les valeurs considérées de x ; ses termes peuvent être mis sous forme de séries entières en x, en appliquant la règle de la multiplicalion des séries; on aura ainsi
remarquons, en passant, que les coefficients /t^^p regardés comme des fonctions des atj peuvent être mis sous forme de polynômes à coefficients réels et positifs. En appliquant maintenant le théorème
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précédent, on mettra la série équivalente à P — i sous la forme
cherchée
A'o H- A'i J? -H . . . -^ X'p.r? -h . . . , en posant
OÙ la série qui figure dans le second membre est convergente. La somme de celte série est la limite, pour n infini, de la somme de ses n -f- I premiers termes; cette dernière somme n'est autre chose que le coefficient de x^ dans le développement de
1/0-+- MiPqH-.. .h- a«P,i_i =(i H- Mo)(i -î- «1).. . (j -;- /'/*) — 1;
k^ n'est donc autre chose que la limite, pour n infini, de ce coefficient; en particulier â*o+ i est la limite, pour n infini, de
P„(o) = (i-f- Cfo,o)(' -^ «1,0)... (I -+- ««,0)»
et, en supposant qu'aucun des nombres i 4-a/,,o ne soit nul, k^ est la limite, pour n infini, de
la quantité entre crochets a donc pour limite V-> en sorte que
la série
est convergente et a pour somme — ^•
11. 11 convient d'examiner le cas particulier, qui correspond au cas du n° 38, où la série a double entrée, à termes positifs,
est convergente. Il est aisé de voir qu'alors la série équivalente àP — I,
satisfait, pour les valeurs de x telles que l'on ait
6o IXTRODUCTIOX.
aux conditions i" et 2** du n° 38. En effet, en conservant d'ailleurs les notations du numéro précédent, considérons le produit inûni à termes positifs
Q=JJ(n-A„),
et la série à termes positifs, équivalente à Q — 1 ,
où Q,i est le produit des n -H i premiers facteurs de Q. Le produit A/iQ/i_i pourra, par des multiplications de séries, être mis sous la forme
où les H;,^p sont les mêmes fonctions des ] aij | que les hn^p des a/ j. En vertu d'une remarque antérieure on aura donc
la série
|^/î,o|-h|^/î,i| A H-...-H|/ï/,,pI AP-f-...
est donc convergente et sa somme est au plus égale à A«Q/i_|. D'ailleurs la série à termes positifs
Ao-f- A1Q0-4-. . .-h A/tQ/i-i-f-. . .
est convergente; la série équivalente à P — i vérifie donc, pour les valeurs de x qui satisfont à l'inégalité |ic|^A, les conditions 1° et 2® du n** 38 et peut donc se mettre sous la forme
Aro-f-ArjiFH-. . .-H A-parP-i-
C'est précisément le résultat que nous avons obtenu dans le numéro précédent, pour le cas général.
Il est aisé de voir que, dans le cas qui nous occupe, la série qui
fournit ^- est absolument convererente.
Enfin, en vertu d'une remarque faite au n° 38, la série
A-Q -i- Al a? -f- . . . H- Xrp a:P -h . . . ,
qui reste convergente quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absolues et x par A, a alors une somme qui est au
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plus égale à celle de la série
AoH- A1Q0-+-. . .-h A„Qrt_i-4-.. .= Q — I.
Il convient de remarquer, comme dans le n° 38, que, si les conditions imposées ici au produit infini
P ={l-\- Uo)(l-h Ui) , . ,{l-h Un). . .
sont vérifiées, elles le sont encore pour le produit infini égal
dont les facteurs s'obtiennent en groupant ensemble, en nombre fini ou infini, les facteurs du produit P, ainsi que permet de le faire la théorie des produits infinis à double entrée. En efiet, si on efiectue le même groupement sur le produit infini
Q = (n- Ao)(i -h Al) . . . (I -f- A«) . . . ,
on le transformera en un produit infini égal
Q = (H- Bo){i-f- B,) . . . (1 + B/). . . ;
d'ailleurs i + ^o étant obtenu en faisant le produit d'un nombre fini ou infini de facteurs de P, pris chacun une fois, iVo peut, d'après le théorème même que nous venons de démontrer, être mis sous la forme d'une série entière en x qui reste convergente quand on remplace tous ses coefficients parleurs valeurs absolues et dont la somme est alors au plus égale à Bq; de même pour (V{, (v^, . . . et B|, B2, • . . ; enfin la série à termes positifs
BqH- Bi -4- ...-+- B|-4-. . .
est convergente; les conditions sont donc vérifiées pour le produit transformé.
42. Nous allons maintenant déduire quelques conséquences très importantes de la proposition du n** 37. Soit
une série dont le rayon de convergence est U. Pour une valeur
quelconque x satisfaisant ù la condition
|ar|<R,
la fonction ^ii^x") admet des dérivées première, seconde, etc., au sens de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire; c'està-dire que l'expression
tend vers une limite $'(x) quand h tend vers zéro (*), que l'expression
tend, dans les mêmes conditions, vers une limite ^Jf''(^), et ainsi de suite. Les dérivées successives de ^(^) ne sont autres que les sommes des séries convergentes
I .rtj -h 'y.a^T -i-. . .H- /irt,|j^" -*-»-. . . , 1 .205-+- 2.Jrt3.r -h. . .-+-(/i — i) /ia,|X«-*-f-. . .,
Soit en effet x un nombre que nous regarderons comme fixe dans ce qui suit et dont nous supposerons la valeur absolue X moindre que R; soient Hun nombre positif fixe moindre que R — X et h une variable qui reste en valeur absolue moindre que H. Désignons enfin par Ao, A|, . . . , A„, ... les valeurs absolues de ao,
rti, . . . , a,,, D'après le premier théorème d'Abel (n® 30) la
série à termes positifs
Ao-+- A,(X-hH)-+-...-hA„(X-hH)«-+-..., est convergente et il en est de même de la série
(*) E)n d'autres termes, pour une valeur déterminée de x-, au nombre $(x) correspond un nombre ^'(a:) jouissant de la propriété suivante : à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un nombre r, tel que l'on ait
h sous la seule condition
On a d'ailleurs
et la somme des valeurs absolues des termes du polynôme en h qui figure au second membre, quand on y remplace h par H, n'est autre chose que A„(X -f- H)". La série
Ao-+- A,(X-hH)-h...-h A«(X-4-H)«+ ..,
étant convergente, on voit que la série ^S{x -f- A), où l'on regarde h comme la variable, se trouve dans le cas du n° 38; elle peut être mise sous la forme d'une série à double entrée absolument convergente, qui peut être elle-même ordonnée suivant les puissances de h. Les séries partielles
aQ-i- Oix -^ . . ,-{- a^x" -^ . . . , i.ai-h aajx-i-. . .-h na,|X'»-i-t-. . ., i.aaj-f- 2.3ajar-4-. . .-h(n — i ) /ia„ a?»-' -H
1 1 t j quififfurent comme -coefficients de A®, —> — > •••^ sont absolument
convergentes et, en désignant les sommes de ces séries par 9{x)^ ^(jî), Qf{x), . . . , on aura
Cette formule subsiste tant que l'on a
On déduit de cette formule la relation suivante
qui montre, puisque le second membre est une fonction continue de A, que l'on a
e t ainsi de suite.
Les séries î*'(^), ^"(^), . . . , absolument convergentes tant que Ton a
ne peuvent être convergentes pour une valeur b dex telle que l'on
ait
Si ^{x)^ en effet, était convergente pour x = b^ on aurait
lim.| nanb^ \ = o
nr=ae
et a fortiori
lim. I anb^\ = o;
par suite la série ^{x) serait convergente pour les valeurs de x satisfaisant aux conditions
Toutes les séries 9{x)^ ^'(x), ^{x), . . . ont donc le même cercle de convergence. Il peut d'ailleurs arriver que, sur la circonférence, la première série soit convergente sans que les autres le soient : c'est ce qui arrive si l'on suppose
La série
^, . X ar* a?»
convergente assurément si l'on a
peut être convergente pour d'autres valeurs de h. Ce fait sert de fondement à la théorie de la continuation que l'on développera plus tard (n*" 51-60); la proposition qui fait l'objet principal du numéro suivant résulterait immédiatement de cette théorie; toutefois nous la plaçons ici pour ne pas interrompre la suite des idées.
43. Soit 9{x) une série entière en x, convergente dans un cercle C de rayon R et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. En un point Xt intérieur à C la fonction 9(x) ne peut pas être nulle ainsi que toutes ses dérivées.
En effet, si l'on pose
X = Xi-^ h, |A|<R — la^il,
on aura
Supposons que 9{x) soît nulle ainsi que toutes ses dérivées pour jr = j?! ; alors le second membre sera nul quel que soit A; le premier membre sera donc nul pour toutes les valeurs de x qui vérifient la condition
X — Xi\<ï{--\Xi\,
sous laquelle le développement de $(x), suivant les puissances de h = X — Xi est légitime; c'est-à-dire que ^{x) sera nulle pour lous les points x situés à l'intérieur du cercle C| décrit de Xt comme centre et tangent intérieurement au cercle C. Il en sera de même de toutes les dérivées de ^{x), ainsi qu'on le voit soit en regardant une dérivée comme la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à Taccroissement de la variable, soit parce que l'on peut écrire pour les dérivées 9'{x)^ 9^{x)^ . . . des développements suivant les puissances de A analogues à celui de ^S!{x) que nous venons de considérer.
Si le cercle C| contient le point o, la fonction 9{x) étant nulle en ce point ainsi que toutes ses dérivées, tous les coefficients de son développement suivant les puissances de x devraient être nuls (n** 36), ce qui est contraire à l'hypothèse. Si le cercle C| ne contient pas le point o, on prendra à l'intérieur de ce cercle, sur le rayon opposé à celui qui aboutit au point Xs, un point X2 pour lequel on appliquera le même raisonnement; 9{x) devra être nulle ainsi que toutes ses dérivées pour tous les points intérieurs au cercle C2 décrit de x^ comme centre et tangent intérieurement à C. Si le cercle Ca contient le point o, la démonstration est terminée; sinon, en continuant de la même façon, on parviendra évidemment à enfermer, au bout d'un nombre fini d'opérations, le point o dans un cercle à l'intérieur duquel on saurait que la ionction ^{x) est nulle ainsi que toutes ses dérivées et l'on arrive toujours à la même conclusion.
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cette proposition et qu'il faut rapprocher des résultats analogues obtenus dans le n° 36 pour le point o.
Pour X =:Xi la fonction ^S!(x) peut être nulle ainsi que ses dérivées, ^(^Ti), ^'(Xi)^ . . .; mais il existe une dérivée 9^''^{Xi) qui n'est pas nulle. En supposant que toutes celles d'un ordre moindre soient nulles, on peut écrire
ou
P(^ — j?i) désignant une série entière en (^ — j?|) qui n'est pas nulle pour xr=i X\ et qui est convergente dans le cercle C| ; on dit alors que x^ est un zéro d'ordre n de $(^).
Le point X\^ intérieur au cercle C, ne peut pas être la limite d'un ensemble infini de points pour lesquels $(^) s'annule, par exemple X\ ne peut pas appartenir à un arc de courbe, si petit qu'il soit, en tous les points duquel $(x) s'annulerait.
Deux séries entières en x^ convergentes dans le cercle C, ne peuvent avoir des valeurs égales pour les points d'un ensemble infini admettant pour limite un point X\ intérieur à C, par exemple pour tous les points d'un arc de courbe intérieur à C, sans être identiques, c'est-à-dire sans que les coefficients correspondants dans les deux séries soient égaux.
Enfin dans un cercle C concentrique à C et de rayon moindre, il ne peut exister une infinité de points distincts pour lesquels y[*(:r) s'annule : si l'on considère, en effet, l'ensemble infini que formeraient ces points, on voit qu'il admettrait nécessairement comme point limite un point intérieur à G' ou situé sur sa circonférence (*) et dans tous les cas intérieur au cercle C.
Soit une série convergente dans le cercle C; la série
(*) C'est une généralisation facile du théorème de Bolzano {voir \ Introduction à la théorie des fonctions, de M. J. Tannery, p. 4^, n^SS).
sera convergente au moins dans le même cercle, car si, pour une -valeur particulière de x, | a^^" | tend vers zéro quand n augmente
indéfiniment, il en est de même de — — x^ . D'ailleurs, la dérivée
'-^{x) de la série ^{x) est égale à $(^); les deux séries Ç(^), ■^(ir) ont donc le même cercle de convergence (n**42). Enfin, on peut démontrer que, sur la circonférence même, la série ^(^) est convergente aux points où la série 9{x) est elle-même convergente ( * ) ; mais inversement, comme nous l'avons déjà fait observer dans le n® 42, sur la circonférence, la convergence de ^x) n'entraîne pas celle de 9{x).
De l'égalité
résulte la conséquence suivante : si l'on considère un arc de courbe y? intérieur au cercle C, défini par la relation
où la variable réelle t doit varier de ^o à t^ et où 'f (^), if{t) sont des fonctions réelles de ^, admettant les dérivées f'(^), ^'(0» ^" aura, en prenant l'intégrale le long de l'arc ^ et en désignant par Xq, x% les extrémités de cet arc qui correspondent aux valeurs Iq, ti de /,
46. Reprenons les notations du n^ 37 et considérons à nouveau
(*) C'est une conséquence de la seconde des propositions énoncées dans la note da a*31.
(*) Nous rappelons rapidement la démonstration de cette proposition, afin d'éviter, dans l'esprit du lecteur, toute confusion entre les intégrales relatives aux variables imaginaires et celles qui se rapportent aux variables réelles.
Si, pour les valeurs de x que dé6nit la relation x = (f){t) -h if^{t)f on a, en désignant par 4»(/), W(^), «P, (0> ^i(') clés fonctions réelles,
00 aura
^ [^(-r)] = ^(x) [cp'(0 + ff (O]
ou
*'(0 4- iw'it) = [*,(o 4- iv,(/)] [<?'(0 -h iY(0]
une série
UQ-h Ui-h ... -h Un -h ...
dont tous les termes (*) sont des fonctions de a: satisfaisant aux diverses conditions imposées dans ce n® 37. La somme ç(^) de cette série peut, comme on Ta vu plus haut, être mise sous forme d'une série entière en x pour les valeurs de la variable qui satisfont à la condition
Ia7|<A;
cl, par suite,
D'ailleurs on a, par définition,
or les intégrales qui figurent dans le second membre ayant le sens de la théorie des fonctions d'une variable réelle, on voit, en tenant compte des égalités ( I ), que ces intégrales sont respectivement égales à
ce qui démontre l'égalité
f9{x)dx = ^{x,)-l{^x,).
On aurait pu établir le même résultat en partant du théorème démontré au n° 28. En supposant la courbe 7 intérieure à un cercle C concentrique à C et de rayon moindre et en se rappelant que, dans ce cercle C, la série ^{x) est uni> fermement convergente, on voit qu'on pourrait écrire
J' 9{x) dx= a^ I dx -\-a^ I x dx \-. ..-h a^ 1 x" dx -k- . . - \ Y «y Y *,^y «.^Y
il resterait à établir les égalités
fx''dx= -'- (^^'-ar"*')
qui sont, au fond, des cas particuliers de l'égalité que nous voulons démontrer, mais qu'il est facile d'établir directement en se reportant à la définition des intégrales prises le long d'une courbe.
(«) Nous écrirons u^{x) à la place de i/„ quand nous aurons besoin de mettre la variable en évidence.
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elle admet donc (n** 42) pour ces valeurs, des dérivées ç'(^), o*(:r), ... ; nous allons montrer que, si Ton désigne par u,^^ w^, . . ., les dérivées successives de la fonction ez/i, dérivées qui existent aussi en vertu du précédent numéro, les séries
ai H- w', -4- ... -h w'
; -h WÎ -h . . . -h mJ -4- . . . ,
sont convergentes pour les mêmes valeurs de a; et ont pour sommes
Soit en effet x un nombre fixe dont la valeur absolue X soit moindre que A : soit h une variable dont la valeur absolue H reste moindre que A — X. Considérons la série
©(a* -h A) = Wo(ar H- A) -h Wi (ar -+- A) -4- . . . -h Wn(aj' -h A) +. . . , dont les termes sont des fonctions de h ; on a, d'après le n® 42,
M« . wT
d^ailleurs la série cp(^-4-/i) est uniformément convergente pour les valeurs considérées de /t ; on peut donc appliquer le théorème du n** 37 et mettre «p(^ -i- K) sous la forme d'une série entière en h ; on aura ainsi
et le théorème est démontré.
47. Supposons maintenant que, pour les valeurs de x qui satisfont à la condition
la série
soit uniformément convergente et que sa somme reste inférieure à un nombre positif fixe, le produit
P(^) = fl (!+««)
pourra, pour ces valeurs de x^ être mis sous la forme d'une série entière ; la fonction P(^) admet donc des dérivées. Pour les former, on mettra le produit infini
P(a: -i- A) = JJ [l -f- M„(ar -h A)]
SOUS la forme d'une série entière en A, ce qui, en vertu du même raisonnement que pour la série, est possible pour toutes les valeurs de h qui vérifient la condition
|A|<A-|ar|.
On a vu, n° 40, que, dans ce développement, le coefficient de la première puissance de la variable, qui est ici A, peut se mettre sous la forme
pourvu qu'aucune des fonctions
ne soit nulle, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x telles que P(:r) soit difl'érent de zéro. On a donc, en désignant par P'(^) la dérivée de P(^),
P{.r) I -+- Wo I -1- wi 1 -•- W/i '
et l'on voit que la dérwée logarithmique de P(^) est la somme des dérivées logarithmiques de ses facteurs. Si P(^) était nul, il faudrait que Tun des facteurs, i + Un par exemple, fût nul ; on verrait alors sans peine que la dérivée de P(^) serait donnée par la formule
c'est encore la même règle que pour un produit limité.
48. Plaçons-nous maintenant dans le cas du n° 38, où, en conservant les notations de ce numéro, la série à double entrée et à
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termes positifs
est convergente. Désignons par
prroo
ce que devient la série u,i(x) quand on y remplace les coefficients «„,p par leurs valeurs absolues; il est clair que les dérivées U^^(j:), U^(a:), ... de Uw(^) ne seront autres que les séries u,^{x)j //^(x), ... dans lesquelles on remplace aussi les coefficients par leurs valeurs absolues. On voit de suite que la série ,
©(J7 -i- A) = Uq{x -h h) -{- iii(x -¥■ h) -+-. . .H- Unix -h A) -+-. . .,
où l'on regarde x comme une constante dont la valeur absolue X est moindre que A, et A comme une variable dont la valeur absolue est inférieure ou égale à A — X, satisfait, elle aussi, aux conditions (i®) et (2°) du n^ 38; en effet, chacun de ses termes peut êlre remplacé par une série entière en h; et (1°) si, dans la série
"rt(^)-+- Unix)- H- Unix) h. ..= Uaix-\- h)j
on remplace les coefficients des puissances de h par leurs valeurs absolues et h par A — X, on formera une série dont les termes seront respectivement moindres que les termes correspondants de la série
U„(X)-rU;(X) hU;(X)^ ^ -h...= U„(A) = A«;
d'ailleurs (2**) la série
est convergente. Des lors, on peut appliquer à la série qui représente çp(x -h II) et au produit infini
P(j' -+- /i) = JJ [1 -f- a„(a^ H- A)]
les résultats obtenus dans les n°' 38, 41, et Ton a ainsi établi, sans s'appuyer sur la proposition générale du n** 37, que les séries
u'q{x)-\- U\{x)-h,, .-4- Un(x)
sont absolument convergentes tant que l'on a |a:|<cA, qu'elles représenlent les dérivées ç'(:c), ^"(^), • • • de la série ç(x) et que, en supposant toutefois P(^) différent de zéro, la série
1'{-uq{x) i-hui{x) j-f-Wn(a?)
est absolument convergente dans les mêmes conditions et représente la dérivée logarithmique de P(^).
Il est aisé de voir, en outre, que la série
Uq{x) -h U\{x)-h, ..4- Un(x)-{-. . .
satisfait aussi, ainsi que les dérivées suivantes de ^(^), aux conditions (i°) et (2°) du n** 38, pourvu qu'on remplace A par A — e, e étant un nombre positif aussi petit qu'on le voudra.
Enfin, en vertu de remarques faites dans les n°' 38 et 4f, des conclusions pareilles s'appliquent aux séries et produits infinis que l'on peut déduire de la série o(jc) ou du produit infini P(^) en groupant les termes ou les facteurs de cette série ou de ce produit.
Voici encore une conséquence du n° 37. Soient
/(>") = «0-+- «ir -^- • --^ ûr,,^»-!- .. .,
(f{x) = ^0 -»- àiX -h. . .-H bn^^ -h. . .
deux séries entières, la première eny^ la seconde en x»
Supposons, en désignant par A et B deux nombres positifs, que pour les valeurs de x qui vérifient la condition
la seconde série soit absolument convergente et que l'on ait
l?(^)UB;
supposons, de plus, que la première série soit absolument convergente pour^ = B.
La première série, quand on y regarde j^ comme égal à ?(^), est uniformément convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition | a: | < A ; d'ailleurs ['f (^)]''î pour ces valeurs, à cause de la règle de multiplication des séries, peut être mis sous la forme d'une série entière en x ; il en est donc de même de la fonctiony*[ç(j::)].
En particulier, on se trouvera dans le cas du n" 38, si la série à termes positifs
est convergente eX a une somme égale ou inférieure à B.
50. La proposition précédente montre que l'inverse d'une série entière en x
convergente sous la condition
fl
où C est un nombre positif, peut elle-même être mise sous la forme d'une série entière en x, quand le premier coefficient Cq n'est pas nul.
On peut, en effet, poser
y — CiX -h Cjar'-h. . .-h CnX'^-^. . ., puis écrire
9{x) co-^y co cj cj c{ pourvu que l'on ait
IrKI^ol;
on peut d'ailleurs déterminer un nombre positif D <[ C, tel que,
sous la condition
on ait
l7l<K<|co|,
K étant un nombre positif; cela résulte de la continuité de la série
dans le voisinage de :r = o. Dès lors, on voit que, pourvu que œ soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises pour Tapplication du théorème du numéro précédent sont vérifiées, et, par conséquent, pour ces mêmes valeurs de x, l'inverse de 9(x) est elle-même une série entière en x. Il en sera de même du rapport
où 9i(x) est une autre série entière en x, convergente lorsque Ton a I :r I <C D, comme on le voit en multipliant les deux séries
9(xy
au surplus, pour trouver les coefficients de la série égale au rapport considéré, on pourra, au lieu d'appliquer le procédé précédent, employer la méthode des coefficients indéterminés ou effectuer la division comme s'il s'agissait de polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes de x.
Des considérations d'une autre nature montrent que le cercle
de convergence de la série entière en x qui est égale à ^ — est la plus petite des valeurs absolues des racines de l'équation ^{x) = o.
rv. — Continuation des fonctions.
SI. Les paragraphes précédents montrent comment la considération des séries entières donne naissance à des fonctions de .r continues, admettant des dérivées. Toutes ces fonctions, obtenues par des séries entières, ou des combinaisons, en nombre fini ou infini, de ces séries, se ramènent elles-mêmes à des séries entières, et se trouvent toujours, à moins qu'il ne s'agisse de fonctions transcendantes entières, enfermées dans un cercle, le cercle de convergence de la série finale. 11 nous reste à montrer com-
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ment on peut sortir de ce cercle : on y arrive par la notion de la continuation des fonctions ( ' ).
Soit
une série entière en x — Xq^ admettant pour cercle de convergence le cercle C©, de centre Xq^ de rayon Ro- La somme de cette série définit une fonction de x pour toutes les valeurs de la variable qui vérifient la condition
Cette série est, suivant la terminologie de M. Weierstrass, un élément de fonction analytique.
Soit, maintenant, x^ un point situé à V intérieur du cercle C©.
Si l'on fait
X — Xq= Xi — Xq-t- h^ h = X — X\y
il existera, d'après le n** 42, une série procédant suivant les puissances de A, ayant la même somme que la série proposée, et convergente tant que l'on aura
\x — a?! I < Ro — I ^1 — a^o |,
c'est-à-dire tant que le point x est à l'intérieur du cercle décrit du point Xi comme centre, et tangent intérieurement au cercle C©; nous désignerons cette série par
Les coefficients 6o> ^i? •••> ^/i? • • • ne sont autre chose que les valeurs, pour x = oti , des fonctions
Désignons par R, le rayon du cercle de convergence C, de la série $i (x — x^). Deux cas peuvent se présenter : ou bien l'on
(*) M. Méray, qui, par son enseignement et ses publications, a été l'un de ceux qui ont le plus contribué à fonder la théorie des fonctions sur la considération des séries entières, emploie l'expression de cheminement.
aura, quel que soit le point Xi intérieur au cercle C©,
Ri=: Ro— |xi — aro|; ou bien, pour certains points au moins, on aura
Ri)> Ro — I ^1 — ^o|« Dans le premier cas, dont on a d'ailleurs des exemples (*), la
(') Telle est la série signalée par M. Lerch {Acta mathematica, t. X, p. 87)
dont le cercle de convergence a pour rayon 1 : si Ton pose
a? = r(cosç -4- isinç) (r<i)
— — ^ «k< écrire, pour cette valeur de la variable,
et si Ton suppose ^ = — 2t^^ p tt q étant entiers, on voit sans peine qu'on peut
n=-q — 1 /i = oo
La seconde partie du deuxième membre est réelle et la valeur absolue de la première est moindre que q — i : la seconde partie croit d'ailleurs indéGniment quand /' tend vers un, par des valeurs croissantes; il en est donc de même de 1 ^(^) I quand le point x s'approche de la circonférence du cercle C, en restant sur le rayon qui aboutit au point dont l'affixe est
cos — aû-f-tsin — 21:;
on en conclut que ce point ne peut être situé à Vintérieur du cercle de convergence d'une série (P,(a? — a:,) déduite de 9{x) comme il a été expliqué dans le texte. D'ailleurs sur tout arc de la circonférence du cercle C^ se trouvent une infinité de points dont l'affixe a la forme précédente; tous les cercles de convergence des séries telles que (^^{x — x^) sont donc tangents intérieurement au cercle C,. Il en serait de même pour la série
et d'autres séries analogues qui se rencontrent dans la théorie des fonctions elliptiques, mais la démonstration est un peu plus compliquée. On pourra consulter sur ce sujet un intéressant article de M. Méray dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. XII, p. 24^.
-fonction définie par la première série 9{x — Xq) est réellement, enfermée dans le cercle de convergence Co ; elle ne peut être continuée au delà.
Le second cas est celui qui se présente le plus souvent dans les applications élémentaires; nous allons nous y arrêter.
52. Dans le cas qui nous occupe maintenant, les deux cercles Co el C, ont une partie commune [Co,C|]. Nous allons démontrer que, en tout point Ç, intérieur à la fois aux cercles Co, C|, les deux séries 9o{x — x©), $i (x — j?i) représentent la même fonction.
D^abord, pour tout point x', situé à Tintérieur du cercle C\ décrit du pointait comme centre et tangent intérieurement à C©, les deux fonctions 9o(x — Xq), ^£\{x — ^i) sont égales ainsi que leurs dérivées. La chose est évidente pour les dérivées, si Ton regarde celles-ci comme les limites du rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable. Elle apparaît aussi clairement, si Ton compare les deux développements
«r,(*'-x.)-t-^f;(a;'-ar,)-t-...--— ^«'."'(x'-x,)^....
développements où 9^^\x' — Xq), 9^"\x' — Xi) désignent les valeurs pour X = x' des /i**"*" dérivées par rapport kx de9o{x — Xo), ^i{x — Xi), et que l'on obtient en remplaçant, dans ces dernières fonctions, x par x'-\-h, puis en développant suivant les puissances de h. Ces deux séries entières en h doivent avoir des valeurs égales pour des valeurs suffisamment petites de A, eU par conséquent, doivent avoir leurs coefficients correspondants égaux (n°36). Si donc le point Ç est intérieur au cercle C\ , les deux séries ^o(^ — «^^o), ^i{x — ^i) ont même valeur en ce point, ainsi que toutes leurs dérivées.
Si Ton considère, en général, deux points quelconques x^ et Ç, on peut les supposer reliés de la façon suivante. Imaginons une suite formée par un nombre fini de points, d'ailleurs aussi rapprochés qu'on voudra.
dont les points Xi et l soient le premier et le dernier, et une suite correspondante de cercles
Ciï Ti, Fj, .••, F/i, r,
tels que le centre de chaque cercle soit le point correspondant de la suite
et que chaque cercle contienne, à son intérieur, le centre du cercle suivait. Nous appellerons la figure formée par ces cercles et leurs centres chaîne de cercles entre Xt et Ç (').
Les points Xi et Ç étant intérieurs à l'espace [Co,C|], nous supposerons la chaîne formée de cercles qui soient tous intérieurs à cet espace et qui n'en touchent même pas la limite. On pourra, si Ton veut, prendre, par exemple, les points Ç|, ^2? • • • > i/i sur le segment de droite qui joint Xi à Ç.
Ceci posé, en tout point du cercle Ci , les deux séries 9q(x — Xq), $, (x — Xi) ont les mêmes valeurs, ainsi que toutes leurs dérivées; nous dirons que, dans ce cercle, elles coïncident. Le point il est intérieur aux cercles C|, Co, C|. Si, dans Tune ou l'autre des séries 9o{x — Xq), ^i(x — x^), on remplace x par Ç, +j: — Ç, et qu'on ordonne par rapport à x — Çi, on formera deux séries identiques entières en x — Ç|. On peut représenter l'une ou l'autre par
cette dernière série converge sûrement dans le cercle Fi, intérieur aux cercles Co, C|, et y coïncide tant avec ^©(^ — «^o) qu'avec ^i(x — Xi), Le point Ça est intérieur aux cercles C©, C|, Fi. Si, dans leSjSéries ^o{^ — ^o)j ^\{^ — -^0? ^\{x — ^4), on remplace X par \^-{- X — \'i et qu'on ordonne par rapport k x — Ç^j on formera trois séries identiques entières en x — $2? et dont l'une quelconque peut être représentée par
cette dernière série converge dans tout le cercle Y 2 intérieur à
(*) Il est souvent commode de supposer que chaque cercle contienne aussi le centre du cercle précédent^ afin qu'on puisse descendre la chaîne en allant de \ à x^, comme on la monte en allant de x^ à \.
SÉRIES DONT LES TERMES DÉPENDENT d'uNE VARIABLE. 79
Co et à C|, et y coïncide avec 9o(x — ^o) et 9i{x — Xt). On continuera de Ja même façon, et l'on parviendra ainsi, par un nombre yî/itd'opéra'lions, à une série entière en x — Ç,
convergente dans le cercle F de centre S, intérieur aux cercles Co et C|, et coïncidant, dans ce cercle, tant avec 9o{x — Xq) qu'avec ^, (x — Xi ). La proposition est démontrée.
53. Nous venons de voir qu'il existe une fonction /(x) qui, pour tout point intérieur soit au cercle Co, soit au cercle Ci, coïncide soit avec ^£o{x — Xq)^ soit avec 'JP|(x — x^), soit avec les deux, si le point x est à la fois intérieur aux deux cercles.
Pour un point de la circonférence du cercle C© situé à l'intérieur du cercle C|, on doit prendre pour définition de /{x) la valeur que fournit la série $i {x — x^). A cause de la continuité, on voit que, si la série $o(-^ — -^o) se trouve être convergente en ce point, elle fournira la même détermination, comme il résulte du second théorème d'Abel , en supposant qu'on s'approche du point X en suivant le rayon du cercle Co qui y aboutit. Mais la série ^\{x — Xq) peut n'être convergente en aucun point de l'axe considéré, et il faut alors recourir à la seconde série ^JP| (x — Xi ).
Les points situés sur l'arc de cercle Ci, contenu à l'intérieur de C09 donneraient lieu à des observations semblables.
Les arcs de chacun des cercles Co, C|, qui sont intérieurs à l'autre, peuvent être effacés, et, dans l'aire limitée par les arcs restants, aire que nous désignerons par le symbole
((Go, CO),
on a défini une fonction univoque /(x), jouissant des propriétés qui suivent : En chaque point a intérieur à l'aire considérée, la fonction est finie, continue, et admet des dérivées de tous les ordres; elle est développable en une série entière en x — «, convergente pourvu que la valeur absolue àe x — a soit suffisamment petite. (On exprime souvent l'ensemble de ces propriétés en disant que la fonction est régulière en a,)
On dit aussi que la série ^i!o{x — Xq) est continuée dans le cercle Ci, hors du cercle Co, par la série <f i {x — x^ ).
8o INTRODUCTION.
Il est à peine utile de faire remarquer que, si la série
9o{x — Xq) = ao-f-ai(a7 — ar©)-!-. . .-+-a/,(a? — a?© )*-+-. • . est continuée par la série
9i(x — Xi) = bo-h bi{x — iTi )-+-.. .-h 6|,(j7 — a?t)'»-f-.. ., les séries
dérivées successives de la première, seront, de même, continuées
par les séries
9\(x-xi), (tiix-xi),
dérivées successives de la seconde.
De même encore, si l'on pose
^(x ^ Xo) = —(X'-Xii)-^-^(x — Xo)^-h...-^ ■ — ~(j7 — aro)'»-^* -+-...,
la série ^©(^ — •^'o) sera continuée, dans le cercle C| , par la série
qui, au point Xi, coïncide avec elle ainsi que ses dérivées. Dans le cas où le cercle C| contiendrait le point Xq, les deux séries qui se continuent devraient être égales pour x = Xq] on aurait alors
55. On a supposé, dans ce qui précède, que les cercles Cq, C^ étaient les cercles de convergence des deux séries ^q{x — Xq), ^JPi (j: — X\)\ mais il est évident que tous les raisonnements subsisteraient sans modification si Ton avait pris , à la place du cercle Co, un cercle concentrique de rayon moindre; puis, après avoir déduit de la même façon la série ^\{x — Xs) de la série ^Sq{x — Xq)^ à la place du cercle C| un cercle concentrique plus petit.
Si Ton continue à supposer que les cercles Cq et C^ sont les cercles de convergence des deux séries 9q{x — Xq)^ $, {x — x^ ),
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on peut faire une remarque intéressante relative aux rayons Rq et R, de C© et C< :
Le cercle C| étant, au moins, intérieurement tangent au cercle Go, on a
On a, de même,
Ro^Ri — 1^1 — ^ol-
Cela est évident, si le cercle C| ne contient pas Xq à son intérieur; dans le cas contraire, celte inégalité résulte de ce que l'on aurait pu déduire la série $o(^ — ^o) de la série 9i (x — Xi ), comme on a déduit ï| {x — x^) de 9o{x — Xq); on poserait
9i(X — Xi) = 9i{Xo — Xi-h X Xo)
= 9,(Xo-x,)-^^^^^'^=^(x-Xo)-^...
(S^/^Uxo — Xi)
et la série qui figure dans le dernier membre serait identique, terme par terme, à $o(j: — Xq)^ puisque les deux fonctions ^^(x — x^),, ^^{x — Xq) doivent, pour x=zXq^ être égales, ainsi que toutes leurs dérivées (* ).
56. Si Ton prend un point x^ intérieur à Taire ((Cq, Ci)) et si Ton considère la série
entière en x — x^j qui représente en X2 et aux environs immédiats la fonction /(:r), il peut arriver que le cercle de convergence de 92{^ — ^2) dépasse Taire ((Cq, G| )), ce qui permet alors d'étendre Faire dans laquelle la fonction /(j?) est définie. Et l'on peut continuer ainsi. On concevra d'ailleurs plus facilement la possibilité de cette extension par les remarques que nous allons faire dans ce numéro et dans le suivant. Considérons une portion (A) du plan, limitée par un ou plu-
(') Si l'on donne au point x^ les diverses positions qu'il peut occuper dans le cercle C^, à chaque position correspondra une valeur pour R,. Il résulte de la remarque précédente que la limite supérieure de Tensemble des valeurs de H, est 2R,. On démontre que la limite inférieure de cet ensemble est 0, limite qui n'est d'ailleurs atteinte pour aucun point intérieur à Co-
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sieurs contours, mais d'ailleurs co/i/iej:e, c'esl-à-dire telle que l'on puisse toujours joindre deux points intérieurs à (A) par une ligne brisée située tout entière dans (A) et n'en rencontrant pas le contour.
Supposons qu'une fonction /(j:*) soit définie pour tout point a appartenant à (A) ou à son contour, et soit telle qu'il existe une série $« {x — a), convergente pourvu que la valeur absolue Aex — a reste inférieure à un certain nombre positif fixe r, indépendant de a, aussi petit qu'on le voudra, et que cette série ait les mêmes valeurs que f{x) dans le cercle de centre a et de rayon r(*). Nous dirons que la fonction /(j?) est holomorphe dans l'aire (A), et sur son contour.
Soit une seconde fonction f (or) aussi holomorphe dans l'aire (A) et sur son contour, le rayon de convergence des séries entières par lesquelles on peut l'exprimer aux environs de chaque point étant aussi au moins égal à r.
Si en un point a, intérieure (A), les deux fonctions /(j:), çp(^) sont égales ainsi que toutes leurs dérivées, elles coïncident en tout point de Taire (A).
Autour de ce point a, en efiet, dans un cercle de rayon égal ou inférieur à r, les deux fonctions sont représentées par la même série entière en :r — a; soit maintenant 6 un autre point intérieur à (A), on pourra relier les deux points a, b par une chaîne de cercles^ tous de rayons inférieurs à /* et tous intérieurs à Taire (A). Dès lors, le raisonnement employé dans le numéro précédent pour
(*) Toutes les restrictions que nous faisons ici, comme le lecteur s'en convaincra sans peine, ne sont pas nécessaires; elles sont faites pour faciliter le raisonnement dans une théorie dont nous ne voulons exposer que les parties les plus essentielles.
Ainsi la fonction /(a?), définie dans l'aire ((C„, C,)), dans le n" 53, ne satisferait aux conditions imposées que si l'on substituait aux cercles C,, C^ des cercles respectivement concentriques, mais de rayons moindres.
Ajoutons encore qu'en parlant de courbes qui servent de contour ou de lignes d'intégration, nous supposerons toujours que l'on a affaire à des lignes formées d'un nombre fini d'arcs de courbes simples, comme des portions de droites, d'arcs de cercles, etc., ou, plus généralement, d'arcs de courbes analytiques, c'est-à-dire telles, que les coordonnées rectangulaires d'un de leurs points puissent s'exprimer par des séries entières, à coefficients réels, par rapport à un paramétre réel ty lequel ne doit varier que dans les limites où ces séries sont absolument convergentes.
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prouver que, au point Ç, les deux séries ^^{x — x^), $4 (x — x^) avaient même valeur, ainsi que toutes leurs dérivées, subsiste évidemment; en allant de cercle en cercle, on voit que les deux fonctionsy(:r), <f{x) sont représentées, dans chaque cercle, par la même série entière. On voit aussi d'ailleurs que ces deux fonclioDs doivent coïncider sur le contour de (A).
En particulier, si 9a(x — a) est la série entière en x — a qui représente la fonction /(x) dans le cercle de rayon ret de centre a, r égalité
devra subsister pour tous les points x qui sont à la fois situés à l'intérieur du cercle de convergence de la série et à l'intérieur de (A). Si l'on considère un cercle de centre a et situé tout entier à l'intérieur de (A), l'application évidemment légitime de la formule de Cauchy
'HT. J z — X
où l'intégrale est effectuée le long de la circonférence de ce cercle, dans le sens direct, montre que l'on a, pour tous les points x intérieurs à ce cercle,
x — ay f -J-^^dz^,.., ^ J {z-af
Le second membre n'est autre chose que la série 9 a (^ — o) cl Ton voit que le rayon du cercle de convergence de cette série est au moins égal à la plus courte distance du point a au contour de (A) ( •). Le rayon du cercle de convergence est même nécessairement un peu plus grand, en raison de l'hypothèse qui a été faite sur la façon dont la fonction /(x) se comporte sur le contour de (A).
Si maintenant on part d'un point b intérieur à la fois à (A) et au cercle de convergence de la série $a(a: — a), et que l'on forme
(*) Cette dernière conclusion pourrait se déduire, en ne faisant intervenir que des propositions appartenant à la théorie môme des sériesi du théorème énoncé dans la note du n« 55.
la série
q!^(x — b) = (Sa{b - a) -f- ^^(^ — ^> (ar— a)
on aura
pour tous les points x situés à la fois dans (A) et à l'intérieur du cercle de convergence de la série ^Sb{x — 6), en sorte que, dans (A), la continuation de la fonction $a(x — a), effectuée comme il a été expliqué dans les n*^^ 52 et 53, sera toujours fournie par la fonction /(x).
Supposons enfin que l'aire (A) soit limitée par un contour simple. Alors, si Ton part du point a intérieur à (A) pour aboutir, en suivant une courbe y dont tous les points appartiennent à (A), à un pointa: appartenant aussi à A, l'intégrale
f/{x)dx= f f{x)dx
sera, comme il résulte du théorème fondamental de Cauchy sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, indépendante delà courbe (y); elle définira donc une fonction F(a:), univoque dans l'aire (A) et Ton sait, par la théorie de Cauchy, que cette fonction est holomorphe dans (A).
On arriverait assez facilement à la notion de cette fonction F(j:) en continuant dans l'aire (A) la série ^{x — a) entière en {x — à) qui a pour dérivée, dans le cercle de centre a et de rayon r, la série ^u{^ — «) et cela en suivant un procédé qui sera expliqué tout au long au n" 64; nous laisserons ce soin au lecteur.
57. Considérons maintenant deux portions du plan (A), (B) limitées chacune par un contour simple et deux fonctions /(x), cp(j:) holomorphes chacune dans Taire correspondante et sur son contour, au sens qui a été fixé dans le dernier numéro.
Supposons que les deux aires (A), (B) empiètent l'une sur l'autre et qu'en un point a intérieur à la fois à (A) et à (B), les deux fonctions/(j:), (p(5:') soient égales ainsi que toutes leurs dérivées correspondantes. Alors il est clair, par le numéro précédent,
que les deux fonctions ne cesseront pas de coïncider, ainsi que toutes leurs dérivées dans toute la région (C) commune à la fois à (A) et à (B), et dont les différents points peuvent être reliés à a par une ligne brisée dont tous les points appartiennent à la fois à (A) et à (B).
Supposons d'abord que les deux aires (A) et (B) niaient pas d'autres points communs que ceux qui appartiennent à la région
(C) ainsi définie : on pourra effacer la partie du contour de (A) qui est dans (B), celle du contour de (B) qui est dans (A) et dans
Taire
dont les points appartiennent soit à (A) soit à (B), on aura défini une fonction holomorphe F(^), égale à f{x)^ à <p(x) ou aux deux fonctions y(j;) et ^(o:), suivant que le point x est dans (A), dans (B), ou à la fois dans (A) et dans (B).
Mais, si les deux aires (A) et (B) ont une autre région commune
(D) telle que l'on ne pût y pénétrer en partant de a et en restante) la/ois dans les aires (A) et (B), rien, dans ce qui précède, n'autorise à dire que, dans cette région (D), les deux fonctions /(or), ç(jr) coïncident. 11 pourra, suivant les circonstances, en être ou n'en être pas ainsi, et il faudra se garder, dans ce dernier cas, d'effacer les portions du contour de (A) ou de (B) qui limitent la région (D). On voit, sans que nous insistions davantage, comment s'Introduit de cette façon, la notion de coupure, que nous supposons d'ailleurs familière au lecteur.
S8. Donnons un exemple des méthodes et propositions qui précèdent. Partons de la série
dans laquelle le cercle de convergence C a évidemment l'unité pour rayon. En un point x intérieur à ce cercle, on a pour les dérivées successives
<S'(x)=: I — ar-+-a?« — ... = ,
et par suite, Xi étant un point intérieur à G,
On voit d'ailleurs que la série
entière en a* — Xi, est convergente tant que Ton a
c'est-à-dire tant que le point ^est situé à l'intérieur du cercle C|, décrit du point Xi comme centre et passant par le point — i . Ainsi le cercle de convergence de la série
est généralement extérieur en partie au cercle C, et l'on a ainsi un premier moyen de continuer la fonction $(^) en dehors du cercle C, moyen dont on pourra d'ailleurs poursuivre plus loin l'application.
D'autre part, si x' est un point quelconque extérieur ou intérieur au cercle C, mais dont toutefois l'affixe n'est pas réelle négative et plus petite que — i (ou = — i), la série
entière en jc — jc', est convergente tant que x vérifie la condition
c'est-à-dire tant que x est situé à rintéricur du cercle C décrit de x' comme centre et passant par le point — i; et comme la dérivée
par rapport à x de ^i* ( , ) est égale à
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les fonctions
ont en x toutes leurs dérivées égales; on en conclut que, en désignant par a une valeur de x vérifiant à la fois les conditions
|a|<i, |a-a7'|<|i-Ha:'|, les deux fonctions
coïncident ainsi que leurs dérivées au point a. Elles coïncident, par conséquent, dans toute la région commune à deux cercles respectivement concentriques aux deux cercles C et C et de rayons un peu moindres; par suite enfin, en un point quelconque de la région commune aux deux cercles C, C, laquelle contient le point a. Si Ton efface les portions des deux circonférences C, C dont chacune est intérieure au cercle dont elle ne fait pas partie, on a défini
dans Taire
une fonction unique f{^x) holomorphe dans celte aire mais non sur le contour.
Si l'on avait pris comme point x^ un point d'affixe réelle négative et plus petite que — i, il n'existerait pas de point a; c'est pourquoi nous avons exclu ces valeurs de x' ,
Si l'on considère maintenant un autre point ai' tel que la circonférence Ç! décrite du point a:" comme centre et passant par le point — I n'ait aucun point ëommun autre que ce dernier point avec la région [C, C], commune aux deux cercles G, C, et, si l'on désigne par b un point intérieur à la fois aux deux cercles C, C, on voit que les deux aires limitées par des contours simples, C et ((G, G')), auront en général deux parties communes : Tune contient le point b\ les points de l'autre ne peuvent être reliés au point b sans franchir le contour de l'une ou de l'autre des deux aires. Dans la première, les fonctions /(^) et
coïncident; rien n^autorise à dire qu'elles coïncident dans la seconde, et, en effet, elles n'j coïncident pas. Nous le savons, d'ailleurs, par les propriétés bien connues de la fonction non univoque log(i 4- x)j et nous ne nous arrêterons pas à montrer comment le procédé précédent pourrait permettre de le reconnaître directement.
59. Il nous reste encore, pour terminer ce sujet, à expliquer ce qu'il faut entendre par continuer le long d^une courbe une fonction définie par une série 9q{x — x^^), entière en x^.
Supposons que les points x^, x^j . , ., x„ soient les centres respectifs des cercles Cq, Ci, . . ., C^ formant une chaîne {n? 52), c'est-à-dire tels que chacun de ces cercles contienne le centre du cercle suivant; supposons, en outre, que les séries
soient respectivement convergentes dans ces cercles, et que chacune ait été déduite de la précédente par continuation, de sorte que l'on a, par exemple.
Enfin, supposons les points OToy ^1, . . », x„ situés sur un arc de courbe (S), commençant au point Xq, finissant au point Xn et satisfaisant aux conditions suivantes :
A chaque valeur de l'arc s, compté à partir de Xq^ correspond un point unique de la courbe. En se déplaçant sur la courbe de façon que Tare s grandisse d'une manière continue, on rencontre successivement, et dans l'ordre indiqué, les points 0^0,^1,^2, ...,;r«, en décrivant successivement les arcs XoXt, X|X2> •••> Xn^^Xnj respectivement contenus à l'intérieur des cercles Co, C|, ..., C,i_i. S'il arrive que deux de ces arcs se croisent, on regardera comme essentiellement distincts le point du premier et le point du second arc qui coïncident; ces deux points se distingueront par la valeur de l'arc 5, qui n'est pas la même pour l'un et pour l'autre. Convenons encore, si Ç est un point quelconque de la
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courbe (S) correspondant à la valeur <^ de l'arc 5, et si (y) est un cercle décrit du point Ç comme centre, d'appeler arc de la courbe intérieur au cercle (y) la portion de cette courbe que l'on décrit en faisant croître ou décroître s à partir de d, jusqu'à ce qu'on rencontre la circonférence du cercle (y); s'il y a d'autres points de la courbe intérieurs au cercle (y), on n'en tiendra pas compte.
Ceci posé, nous définirons sans ambiguïté, pour tout point x de la courbe (S) correspondant à un arc s donné, une fonction /(x), par cette condition que, si le point x appartient à l'arc x/j:i^.i , la valeur de/{x) soit égale à celle de 9i(x — Xi).
La fonction /(j:) jouit de la propriété suivante : Si l'on considère un quelconque Ç des points de (S) correspondant à la valeur a* de l'arc s, il existera un cercle (y) de centre Ç, de rayon p indépendant de (3*, et une série w(x — $) entière en x — Ç, telle que Ton ait
pour tous les points de Tare de la courbe (S) intérieur au cercle (y). Il suffira, en eflet, de prendre pour p un nombre inférieur à chacun des nombres S|, 82, . . ., 8;j_i, où S/ désigne la plus courte distance d'un point de l'arc XiXi^t à la circonférence du cercle C/, et, en supposant que Ç appartienne à ce dernier arc, de prendre pour la série Tiy(x — Ç) la série qui se déduit de 9i{x — ^1), en substituant x — $ -h S — Xi k x — jp/, et en ordonnant suivant les puissances de x — Ç.
Toute fonction /{x) jouissant de la propriété précédente est entièrement déterminée dès qu'on se donne la courbe (S) et le premier élément 9o{x — Xq), ou, ce qui revient au même, les valeurs des dérivées successives de la fonction /(j;) au point Xq. On s'en convaincra sans peine par un raisonnement employé déjà plusieurs fois, en s'avançant successivement sur la courbe (S) à partir du point Xq, et en formant une chaîne de petits cercles de rayons égaux à p dont les centres soient sur (S), et se succèdent dans un ordre tel qu'on les rencontre successivement en marchant sur la courbe dans le sens des arcs croissants à partir du point j:*o-
On voit, d'après cela, que si, pour continuer la fonction $0 (^ — -2*o) jusqu'au point x„^ on avait pris sur la courbe (S) une autre suite de points x\^ x^^ . . ., x'^ Xn correspondant à des
valeurs toujours croissantes de l'arc 5, de manière à obtenir, toujours par le même procédé, une suite de séries entières en
•*' "^^ I j 2j • • • > *^ """" B j eniin ^ "^^ »ju/i»
<i^o(x-Xo), Pi(T-xi), P,(a7-a7i) Pp(x — x'p\ Pn(ar-x„),
la dernière série ne peut qu'être identique à la série 9„{x — Xn)y trouvée au moyen de la première suite de points. On a ainsi une idée très nette de ce qu'est la continuation d'une fonction, donnée par un premier élément $o(^ — ^o)^ quand on suit une courbe déterminée, en supposant que cette continuation puisse se faire.
On conçoit d'ailleurs que, en suivant deux chemins différents pour aller du point Xq au point x,t<i on parvienne en ce point avec deux séries différentes, entières en x — Xn^ quoiqu'on soit parti du même élément 9o(x — ^o)-
Si la courbe (S) fait partie d'une aire (A) dans laquelle on ait défini (n°56) une fonction/(x) holomorphe dans (A) et sur le contour, et si l'on part de l'élément 9o{x — Xo), qui coïncide au point Xq et aux environs avec /(x), il est clair que la fonction que l'on définira ainsi le long de la courbe (S) coïncidera toujours avec f{x)^ et, dans ce cas, si l'on aboutit au même point Xn en suivant deux chemins différents, appartenant tous les deux entièrement à l'aire (A), on arrivera en Xn avec la même série
*« (-^ — Xn)»
60. Reportons-nous maintenant au commencement du n° 56, où, en partant d'un élément 9q{x — Xo), nous avons cherché à continuer la fonction que définit cet élément dans le cercle de convergence.
Il peut se faire qu'on parvienne, par une série de continuations successives, à définir dans tout le plan, sauf certains points, certaines lignes, certaines régions, une fonction univoque et régulière partout, sauf pour les points, lignes et régions exclues. Quant aux lignes de discontinuité, elles peuvent être de diverses natures : les unes ne pouvant être traversées en aucune façon, comme dans l'exemple de la note du n** 51 , tandis que les autres, qui séparent deux régions dans lesquelles la fonction est définie, pourraient être traversées sans obstacle par une ligne suivant laquelle on pourrait continuer la fonction par le procédé
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du numéro précédent, en partant d'un élément relatif à un point de la première région, mais avec cette circonstance, que les séries que l'on trouverait ainsi, après avoir traversé la ligne de discontinuité, ne coïncideraient plus avec les séries qui définissent la fonction dans la deuxième région.
Nous ferons encore la remarque suivante : Soit ^ ( -) une série entière en -> convergente tant que Ton a
OÙ A est un nombre positif. Désignons par X la région extérieure au cercle de rayon A décrit du point O comme centre. On
observera d'abord que la série ^ ( - ) définit une fonction de la
variable x holomorphe dans toute aire limitée qui fait partie de X sans en atteindre la limite : cela résulte, si Ton veut, du théorème du n® 49 sur la composition des séries. Imaginons maintenant que, en partant par exemple d'un élément de fonction Ïo(j: — oTq) et en appliquant le procédé de continuation, on parvienne à une série ^«(^ — ^a)» pour laquelle x^^ appartienne à <Â> et telle que, pour tous les points du cercle de convergence de celte série situés dans Jl», on ait
il est clair qu'on pourra alors appliquer la proposition du n** 57 et que, si l'on continue l'élément ^^{x — Xy) en restant dans cilo, par exemple au moyen d'une chaîne de cercles tous situés dans A, on trouvera toujours des séries $p(iC — xp) pour lesquelles on aura
dans la région où les deux membres ont un sens, et l'on pourra regarder l'élément ^(-) lui-même comme fournissant la continuation de la fonction, dont la partie que l'on considère est dite alors régulière au point oo.
M. Weierstrass entend par yb/icf/o/i a/ia/^^/qrwe l'ensemble de
ga INTRODUCTION.
toutes les séries telles que
9a{x-Xa\ «(i)
que Ton peut déduire par continuation, soit d^une -façon, soit d'une autre, d'un élément 9o{x — ^o)- Nous avons déjà fait observer, et nous le répétons ici, que, dans celle expression yb/iction analytique, le mot fonction n'a nullement le sens que nous avons donné à ce mot dans ce Livre, et qui indique seulement une correspondance entre deux variables telle que Tune des variables, la variable indépendante, étant donnée, l'autre variable, la fonction, soit donnée. C'est ce dernier sens que nous conserverons toutes les fois que l'épithète analytique ne sera pas accolée au mot fonction.
Il résulte bien nettement de ce qui précède que l'ensemble des séries, qui constitue une fonction analytique, est déterminé quand on se donne une de ces séries ; en d'autres termes, une fonction analytique est déterminée par l'un de ses éléments. Comme on peut continuer une fonction en revenant sur ses pas et passant de Xn à ^07 au lieu de passer de Xq à Xn, on voit bien que la fonction analytique est déterminée par un quelconque de ses éléments.
V. — Application aux équations différentielles linéaires
61 . Le procédé de continuation d'une fonction donnée par un élément 9o{^ — ^o)y c'est-à-dire, au fond, par la suite des coefficients d'une série entière en x — Xq^ n'est guère applicable directement pour reconnaître les propriétés de la fonction qu'on engendre ainsi, en raison de la complication évidente des calculs quand on passe d'une série à une autre, et l'importance de ce procédé est surtout théorique. Il sert, par exemple, de base pour établir l'existence de fonctions définies par des équations différentielles.
Nous n'avons nullement l'intention d'exposer la théorie de ces fonctions. Nous nous bornerons, pour donner un exemple, à considérer les équations différentielles linéaires et à établir le théorème fondamental relatif à l'existence des solutions de ces équa-
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lions ('), théorème qui nous sera utile plus tard : nous nous conlenlerons, d'ailleurs, uniquement pour éviter quelques longueurs d'écriture, d'examiner le cas d'une équation différentielle du second ordre. Les raisonnements qui suivent s'étendent, sans difficulté aucune, aux équations d'ordre supérieur. Soit donc
une équation différentielle linéaire homogène du second ordre. Supposons que p eiq soient des fonctions de x développables en séries entières en x — x^ absolument convergentes pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
Nous allons montrer que, en désignant par u^ et M| deux nombres arbitraires, il existe une série de la forme
ao-+- Ui{x — Xq) -¥■ iit{x — XqY -\- u^{x — x^Y-\-,..,
dans laquelle les coefficients i/j, W3, ... sont parfaitement déterminés, convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition précédente (sauf, peut-être, celles pour lesquelles l'égalité a lieu), et qui, pour toutes ces valeurs, vérifie identiquement l'équation différentielle.
On voit d'abord, en faisant le changement de variable
qui change l'équation proposée en une autre de même forme, que Ton peut se borner à examiner le cas où l'on a
iTo = o, R = I .
Soient donc, dans cette hypothèse,
p = pa-^ P\X ^ p^x'^ -\- . . .,
(•) La théorie des équations différentielles linéaires, au point de vue des variables imaginaires, est due à M. Fuchs, qui l'a développée dans une série de Mémoires dont le premier se trouve dans le tome G6 du Journal de Crelle.
les séries à termes positifs
Q = kol -+- 1 ç'i I -+-.-.-+- 1 y«l ^-- • •
étant convergentes.
Cherchons à satisfaire identiquement à l'équation différentielle par une série de la forme
y r= Mo -h U\X ->t- Mj Jr* -h . . . ,
Wo> W| étant des nombres donnés. En prenant les dérivées première et seconde, puis substituant dans l'équation différentielle et écrivant qu'elle est identiquement vérifiée, il vient
\ .o.ui-\- pfiU\-\- q^Ufi= o,
Ces équations, où l'on doit regarder Wo, U\ comme des données, déterminent successivement et sans ambiguïté les coefficients «/,, //3, . . . , ?/,i, . . . , et si la série
1/0-4- U\^ -4- Wî^r'-f-, . .
ainsi formée est convergente, il est clair qu'elle vérifiera l'équation différentielle. Nous allons montrer qu'elle est absolument convergente pour l'ensemble des valeurs de x qui satisfont à la
condition
Soient, en effet, A et B des nombres positifs supérieurs ou égaui^ respectivement à P et à Q, et, par conséquent à \pn\', \Qn\ pour toutes les valeurs de n\ soient, en outre, i'o et k\ deux nombres positifs égaux ou supérieurs à | ;/o| et | ;/| |. Considérons les équations
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(n — i)nvn = (n — i) Ap„_, -4- [(/i — 2) A -f- B] v„-2 -f- [(/i — 3)A -h B] p«_3-i-. . .-h (A -4- B) t», -^ Bpo,
il est clair que, si Vou détermine les quantités (^2> ^3» • • • ? ^'«j • • • par ces formules, tous les nombres ainsi trouvés seront positifs et que Ton aura
or l'équation qui détermine ç„ peut s'écrire
(n — i)nvn= A[(/i — i)t'„_,^-(/i — 2)p«_iH-...4- vi\
en retranchant, membre à membre, de celte équation celle qu'on en déduit en changeant n en n — i, il vient
(n — i)nvn= (n — i)[A-^ n — i]i>„-i ■+- Bvn-i\
ainsi, il suffît de supposer A;>2, pour que Vn soit supérieur à i'/r.i) quel que soit /i, supposé toutefois plus grand que un. On a d'ailleurs
A-I-/1 — 2 (n — i)(A-h/i — 2) Vn '
le rapport -^—^ étant inférieur à un, on voit que, lorsque n aug-
mente indéfiniment, le premier membre a pour limite l'unité; par suite, si .r' est un nombre positif plus petit que un, la série
est convergente; la série
Mo -+- Ml 27 -h . . . -H W;,a7'»-H. . .
est donc absolument convergente si la valeur absolue de x est moindre que un. Le théorème est démontré.
62. La valeur de Un tirée des équations (I) est évidemment de la forme
OÙ X>n, etofb/i sont des fonctions des coefficients />09 Pkj "i ^o?
</,, Si l'on suppose «4=0, Uo = i', u„ se réduit à X„] de
même il se réduit à jS^n si i/o = o, m, = i ; il résulte par conséquent du théorème précédent que les séries
X (a?) = I ■+■ Xiar'-f- Xsar'-h. . .H- Xn^r^-t-. . .
sont convergentes pour les valeurs de x qui vérifient la condition
et la forme générale des solutions de l'équation difierentielle, qui peuvent être représentées par une série entière en x^ sera
f(x) = UoX{t)-\- Ui '\i\>{X)j
où //o, W| sont des constantes arbitraires égales aux valeurs pour ^* = o de/(x) et de sa dérivée.
Le fait que les coefficients de la série /(x) sont déterminés quand on se donne les deux premiers, n'est que la traduction de celte proposition évidente a priori : si une fonction est assujettie à vérifier l'équation différentielle
les valeurs de ses dérivées seconde, troisième, ... en un point sont déterminées quand on se donne les valeurs en ce point de celte fonction et de sa dérivée première; cela résulte pour la dérivée seconde de l'équation
elle-même, pour la dérivée troisième de celle qu'on en déduirait en la différen liant, etc.
63. Supposons que les coefficients /?, q de l'équation difierentielle soient des polynômes entiers en x ou des fonctions transcendantes entières. Il existera une fonction satisfaisant à l'équation différentielle linéaire, prenant ainsi que sa dérivée au point j'^^Xq des valeurs arbitraires Wq, U\ et développable en une série entière en x — Xqj convergente dans un cercle de rayon arbitraire, c'est-à-dire dans tout le plan. La solution générale de l'équation différentielle sera une fonction transcendante entière.
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Supposons que y? et q soient des fractions rationnelles
o(ar), ^(x), 6(j?) étant des polynômes entiers n'ayant pas de facteur commun. Soient ai, ag, ..., a^ les racines distinctes de
Féquation *
soit enfin x© ui^ point du plan distinct des points ai, a2, . . . , a^. Si R désigne un nombre positif moindre que tous les nombres
les fonctions y? et q pourront être développées en séries entières en X — j^Oî absolument convergentes pour les valeurs de x qui vérifient la condition
il existera donc une fonction ^f^ i^x — ^r©) vérifiant Téquation différentielle, prenant pour x = Xq^ ainsi que sa dérivée, des valeurs arbitrairement choisies Xq, u.©, et convergente pour les valeurs de X qui satisfont à la condition
X — Xo I <! R.
Ceci posé, imaginons une courbe (S) partant du point Xqj ne passant par aucun des points ao, ai, ..., ctp. Il est aisé de voir qu'on pourra continuer la fonction $o(^ — «^o) tout le long de celte courbe. Soit, en effet, 8 un nombre plus petit que les plus courtes distances des points ai , aj , . . . , a^ ^ la courbe (S); considérons une chaîne de cercles Co, C|, . .., Cn ayant respectivement leurs centres aux points x©, ^i, . . ., x„ de la courbe (S), et rencontrés successivement par un mobile qui partirait du point a:o et décrirait la courbe dans le sens des arcs croissants (n** 59). Dans le cercle C© la série tfo (^ — ^o) vérifie l'équation différentielle; cette fonction prend, avec sa dérivée, au point x^ intérieur à Co, les valeurs X|, [jl, ^ soit 9i {x — :p,)la série entière en ^ — Xi qui vérifie Téquation différentielle et dont les deux premiers coefficients sont X| et [ji| ; au point ^Ti, les séries $o(^— ^^o) ^^
T. et M. r- I. 7
Çi (x — X{) coïncident ainsi que toutes leurs dérivées; $1 {x — x%) ne dif}(ère donc pas de la série obtenue en remplaçant, dans
*o (^ — ^o)> X — Xfi par
X\ — Xq-\- X — X\
et développant suivant les puissances entières de x — x^. On continuera ainsi de proche en proche, et l'on arrivera en Xn avec une série déterminée ^n (^ — ^n)j qui peut être regardée comme déduite de ^i^ {x — x^) par le procédé de continuation, en cheminant le long de la courbe (S) (n** 59). Cette série, qui vérifie Téquation différentielle, dépend uniquement des nombres Xq, [Xq et du chemin (S) parcouru pour arriver au point Xn-
Si Ton considère une aire (A), h'mitée par un contour simple, ne contenant ni à son intérieur ni sur sa circonférence aucun des points a^, ai, ..., a^, il existera une fonction /(j;) holomorphe dans toute cette aire, vérifiant Inéquation difi*érentielle et entièrement déterminée si l'on se donne sa valeur et celle de sa dérivée en un point x^ de (A).
Supposons, en efiet, pour simplifier, que le contour qui limite l'aire considérée ne soit rencontré qu'en deux points par toute droite parallèle à une direction convenable, et soit 2 un nombre moindre que la plus courte des plus courtes distances des points «0, «1, ..., oLp au conlour de (A). On pourra décomposer (A) en bandes par des parallèles équidistantes, la distance de deux paral-
lèles étant -; on pourra décomposer ces bandes en carrés, dont les
extrêmes pourront être incomplets. L'un de ces carrés contiendra le point o^o, pour lequel la fonction et sa dérivée doivent être égales respectivement à X0, [Xq; on formera la solution correspondante $0 (^ — -^o)) quî conviendra évidemment dans tout le carré ; /{x) sera définie dans tout le carré comme devant être égale a ^0 (^ — ^o)* Dans un des carrés contigus appartenant à la même bande, se trouve un point j:i, situé aussi dans le cercle de convergence de la série ^o{x — a?o), dont le rayon est supérieur à 8; soient)^! et [ji| les valeurs de ^o{^ — «^o) ®^ ^^ sa dérivée, pour x^^Xi'^ on formera la solution correspondante $1 (x — Xi)ei l'on adoptera, pour valeurs de /(x) dans le second carré, celles de $1 (x — Xi), Ces valeurs continueront celles qui ont été définies
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dans le premier carré. On passera ensuite au carré suivant de la même bande, etc. ; on parviendra ainsi à définir la fonction dans toute la bande.
On la définira de même dans la bande contiguë en partant d* un point a:Jj, situé dans le cercle de convergence d'une des séries précédentes; tous ces cercles, en effet, empiètent évidemment sur la seconde bande. Les valeurs de la fonction dans la seconde bande continuent celles qui ont été définies dans la première bande, puisque, au point x'ç^^ la fonction définie dans la première bande et celle définie dans la seconde bande sont égales, ainsi que toutes leurs dérivées. On peut donc effacer la ligne qui sépare les deux bandes, puis continuer ainsi de bande en bande d^un côté et de l'autre, jusqu'à remplir l'aire (A) tout entière.
Si Ton a maintenant une autre aire (B) de même nature que (A), ayant un point Ç commun avec (A) et n'empiétant sur (A) qu'en des points qu'on peut relier à $, sans sortir ni de (A) ni de (B), on pourra de la même façon, en partant de ce point, remplir l'aire (B) tout entière, puis effacer la ligne de séparation entre (A) et (B), et ainsi de suite. On voit de cette façon qu'on pourra définir, sans ambiguïté, une fonction satisfaisant à l'équation différentielle, holomorphe dans toute aire limitée par un contour simple ne contenant aucun des points critiques a^, ai, ..., a^, pourvu qu'on se donne en un point x^ de cette aire la valeur de la fonction el de sa dérivée. Si ^r©, Xn sont deux points de cette aire, si on les relie par une courbe dont tous les points appartiennent à l'aire considérée, et que l'on continue la solution ^Po {x — ^o) relative au point Xq le long de cette courbe, comme il a été expliqué précédemment, la solution ^n{^ — ^n)j avec laquelle on parviendra ainsi au point Xn^ sera évidemment indépendante du chemin parcouru (n** 59).
Mais il en serait autrement si les deux chemins partant de Xo et aboutissant en Xn contenaient dans l'aire plane qu'ils limitent un des points critiques ao, ai, ..., a^. Si l'on relie tous ces points par une ligne brisée, dont tous ces points seraient les sommets, s'étendant ensuite indéfiniment à partir du dernier point et telle que chacun de ses éléments ne soit traversé par aucun autre, puis, que l'on pratique une coupure dans le plan le long de cette ligne, on voit, par ce qui précède, qu'il existera une fonction y (j;)
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holomorphe dans tout le plan coupé, satisfaisant a Féquation différentielle, et entièrement déterminée quand on se donne sa valeur et celle de sa dérivée pour un point du plan coupé.
Ces considérations s'étendent sans peine à des équations différentielles linéaires plus générales que celle que nous venons de considérer, et Ton trouve ainsi, sans rencontrer de difCculté nouvelle, que, si les coefficients />, q sont holomorphes dans une aire (A) limitée par un contour simple, il existera encore dans cette aire une fonction holomorphe, vérifiant l'équation différentielle, entièrement déterminée par sa valeur en un point de Taire et celle de sa dérivée.
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CHAPITRE III
FOiNCTIONS TRANSCENDANTES ENTIÈRES.
!• — Fonctions exponentielles et circulaires.
65. Abandonnant maintenant ces considérations générales, nous allons établir quelques résultats fondamentaux dus pour une bonne partie à Euler et relatifs aux fonctions exponentielles et circulaires (').
On sait que la série
est absolument convergente dans tout le plan : elle définit une fonction transcendante entière. Nous allons montrer que sa somme est la limite vers laquelle tend
quand m augmente indéfiniment par des valeurs entières et positives.
Supposons d^abord x réel et positif. La relation
(iH ) =H u(i ) h(i )(l ) ^ -4- . . .
\ m I I \ m/ 1,1 \ fn/ \ /n/ 1.2.3
( ») Les n- 65, 67, 68 ont été rédigés d'après des Leçons faites à l'École Normale par M. Darboux vers i88o.
l 'dahs le second membre de laquelle les coefficients de x^, x', x^y . . . , x'^ sont tous positifs, montre que, lorsque m augmente,
1 _j \ augmente, puisqu^il en est ainsi de chaque terme du
second membre et que d'ailleurs le nombre de ces termes augmente. D'ailleurs ces termes sont toujours inférieurs aux termes
1 H — - 1 reste toujours
inférieur à la somme de cette série ; ( < h ) a donc une limite
quand m augmente indéfiniment, et cette limite est au plus égale à la somme de la série ^{x). D'un autre côté, cette limite est au moins égale à la limite de la somme des p -h i premiers termes du
développement de ( ih ] > c'est-à-dire à
X a?' xP
IH i h ... -h
et cela quel que soit p. On voit donc que la limite de fin- — )
est égale à f(x).
Supposons maintenant x imaginaire. Si l'on ordonne, suivant les puissances de x, la différence
on obtiendra une série dont tous les coefficients sont réels et positifs et dont la somme ne peut donc qu'augmenter quand on remplace X par I ^ î . On a ainsi
mais le second membre de cette inégalité tend vers zéro quand //? augmente indéfiniment. Il en est donc de même du premier.
On représente la fonction ^{x) définie pour toutes les valeurs de X par le symbole e^] e^ on e n'est d'après cela autre chose que la somme de la série
L'application du théorème de la multiplication des séries montre
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immédiatemenl que Ton a
et, de cette égalité étendue à un nombre quelconque de facteurs, on déduit sans peine que, quand x est entier positif, e^ n^est autre chose que le produit de x facteurs égaux à e, en sorte queTemploi de ce symbole n'implique aucune contradiction.
En remplaçant dans Tégalité
i • JÈê • • •
m posant
ei'
iy(x):
-iyjx).
il vient de même
Lorsque x est réel, les séries <{'(^), y^i-^) représentent, comme on sait, les fonctions cosx, sinx, introduites en Trigonométrie. On pourrait même, si ces dernières fonctions n^avaient pas été introduites antérieurement, prendre ces séries comme définitions de cosx et sinx; le nombre tz apparaît alors' comme étant le double de la plus petite racine positive de Téquation ^(x) = o (*). On a alors, par définition, pour toute valeur de x réelle ou imaginaire,
c'*= cosa?-t- isinj?, coso? = ~ («'•^-+- «-'*),
e-''— cosar — is'inxy sina7= — .(e^^ — C"'*),
sinj7 cosj"
isx = 9 cola: = -: — :
cosa? sina?
on en déduira sans peine que les propriétés établies en Trigono-
(•) Voir Vlntroduction à la théorie des fonctions, de M. Jules Tannery, p. Il 4» n* 97.
métrie (formule d'addition, périodicité, etc.) s'étendent facilement aux fonctions sinx, cos^, ainsi définies; nous ne nous y arrêterons pas.
Nous emploierons encore les notations
, I . . e' — e'^ sYix = -. sin IX = 9
cha? — cos ix =
Toutes ces fonctions admettent des dérivées dont la formation est bien connue et se déduit d'ailleurs de la considération des séries précédentes.
Enfin, si l'on pose
ey=x
et si l'on pratique, dans le plau des :r, une coupure allant du point o à l'infini en suivant l'axe des quantités négatives, il existe une infinité de fonctions de x^ holomorphes dans le plan coupé, qui vérifient l'équation précédente quand on les met à la place de^. Pour l'une d'elles, la valeur absolue de la partie imaginaire reste, quel que soit x, inférieure à ir; c'est la détermination principale de logJT. Toutes les autres solutions de Téquation précédente s'obtiennent en ajoutant à celle-là un multiple entier de 2ire ; l'une quelconque d'entre elles vérifie l'équation difTérentielle
dx X
Ces résultats, que l'on obtient d'ailleurs sans aucune difficulté, sont trop connus pour que nous nous arrêtions à les développer à nouveau.
Si l'on pose
m étant un entier positif que, pour la commodité de ce qui va suivre, nous supposerons toujours impair, on a, par l'une des définitions précédentes,
sh(ar) = lim.O(m).
m=:oo
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Les racines de Téquation en x
e(m) — o sont données par la formule
îArUi
k étant un entier quelconque. On tire de là
krzi kTzi
X e *" — e '^ . kTz
kTZi k
— = l Ig .
On aura toutes les valeurs de x en donnant à k les valeurs m — 1 m — I m — i ^
"■" ^"^ y ~"~ ~ "T" I • « . « « Oj I y • . . f j
k étant supposé égal à Tun de ces nombres, nous ferons
Xk= niig—-y m
d'où Ton voit, puisque est compris entre ^ et H — > que la
valeur absolue du nombre réel Xf( est supérieure à celle de kiz.
Les racines du polynôme 0(/w) n'étant autres que les nombres Ixm et le coefficient de :r, dans ce polynôme développé, étant égal à un,
on a
6(m) = :r(,-4-^)(,+ |l)...^'.-H- Soit/7 un entier positif fixe et posons
6 (m)= /",-+--— Vi-+--^^ . . . /i-r ^' \-
on aura
e(m; = ei(/n)e,(/n);
nous allons chercher ce que deviennent les deux facteurs du second membre quand m augmente indéfiniment.
kit
k étant fixe et m augmentant indéfiniment, Xk=^mi^ — tend évidemment vers Ar-rc; on a donc
et il est clair que 62 (/w) = ^A — f- admet aussi une limite, pour m
infini, puisque B(m) et 0|(m) en admettent une. Il est aisé de trouver un nombre supérieur à la valeur absolue de cette limite : si Ton ordonne suivant les puissances de x le polynôme
les coefficients de ces puissances sont réels et positifs; la valeur absolue de ce polynôme est donc au plus égale au nombre positif que Ton obtient en y remplaçant x par |;r |; en d'autres termes, on a
la dernière inégalité résultant de ce que l^r^l est plus grand que i A-rw ; .
Mais en raison de la convergence du produit infini
<[ui résulte elle-même de la convergence de la série
il est clair que, si Ton se donne un nombre positif e arbitrairement petit, on peut lui faire correspondre un entier positif /• tel que,
soos U condition/? > r, le dernier membre des inégalités précédentes soit moindre que e. On a donc, sous cette condition,
ie,(/n)-il<e et, par suite, aussi
I lim.02(m) — 1
On peut donc écrire,, en désignant par e' une quantité imaginaire dont la valeur absolue est au plus égale à s,
shâ? = liin.6(in) = liin.6i(m) lim.Os(m) On en conclut que sho; est égal au produit infini convergent
ed d^antrès termes, on a
sha? = a?
chj? pourrait s^obtenir par une aDal}^se semblable; mais il est plus simple de se servir de la formule
shix
char =
2shar'
le numérateur et le dénominateur peuvent être mis sous forme de produits infinis et, en supprimant les facteurs communs, on trouve
char =
"Hh(4^]-
Ces formules, quand on y remplace ^'par iXf deviennent
sm
cosar =
n[-(4yg]-
Ces belles formules, dues à Euler, mettent en évidence les valeurs de X pour lesquelles s\nx et cosa: s'annulent.
M. Hermite a fait observer (*) que, si l'on y regarde les seconds membres comme définissant des fonctions dont on ignorerait les propriétés, elles permetlraient de mettre en évidence, de la façon la plus simple, la périodicité de ces fonctions, et il a profité de cette remarque pour en déduire un moyen de construire a priori des fonctions doublement périodiques.
Observons encore que, en raison de la convergence des séries
les produits infinis qui figurent dans les seconds membres de nos formules satisfont aux conditions imposées dans le n** 41 \ on en conclut la possibilité de développer ces produits infinis en séries entières en j?, convergentes dans tout le plan. En identifiant ces
séries avec celles qui donnent » cosj?, on parvient à une suite
d'identités que nous nous contenterons de signaler; nous retrouverons plus tard, sous une forme plus simple, des identités équivalentes.
En prenant les dérivées logarithmiques (n° 48) de ces produits infinis^ on obtient les développements en séries
I v^ IX
cota7 = — h y >
-(„^iy„._^.
Ces formules, obtenues aussi par Euler, prêtent à des observations analogues à celles dont les produits infinis viennent d'être l'objet.
Elles sont d'ailleurs contenues dans des formules plus générales dues à Cauchy et qui peuvent s'établir par une analyse élémen-
(«) Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, p. ^2.
laîre, analogue à celle qui nous a conduits aux expressions de sin j: ou de cosj:, et que nous allons résumer très rapidement.
68. Soit X un nombre réel positif, au plus égal à un, l'expression
cosXj:
OÙ X est un nombre quelconque, est la limite, pour m infini, de l'expression
où nous supposerons encore que m doit croître par valeurs entières, positives, impaires.
En décomposant 'f (/?«) en fractions simples, on trouve
en posant
Xk = m tg — ,
Comme B_a -- B/t, on peut écrire
Si Ton fait
kr.
tga* = >^tg--f ,
on peut supposer a^ positif et moindre que -> et Ton trouve
cos —
* ^ ' \cosaA / .An:
cos* — m.
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puis, k étant supposé fixe,
lirii. Bjt = (— i)^cosXX-7:,
Ceci posé, en désignant par/> un entier fixe, soient
on aura
o(/n) =^oi(/iî)-r-<pi(/n).
Pour m infini, o{m) et ^\{ni) ont des limites, on en conclut qu'il en est de même de »2(''î)j et l'on reconnaît aisément que Ton peut supposer p assez grand pour qu'on puisse écrire l'inégalité
A-p-hi
jjL étant un nombre fixe plus petit que i ; il résulte de là que, en désignant par e' un nombre imaginaire qui tend vers zéro quand /> augmente indéfiniment, on peut écrire
lini; Çî(/n ) = e',
d'où l'on conclut
k=ip
cosXj? ,. , V t V ( - 0*cosXX-Tt ,
— = lim. o(m) = - -{. y ---^ — X-+-Z'
(— i)*2cosXAr
X Âi^ x"^ — A* rJ-
k-\ k — tn
,. V' (— O^cosXAtt:
SI n A X
On peut obtenir — . — '- par une analyse semblable ou le déduire
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de la relation
sinX, sin,
inXj? I r . cosXj: cosX(a7 -f-7r)1
-: = -^— >— COS Air —. i r—, ^ »
iina? sinÀTT L siiiar sin(3r H- ir) J
d'où
sinXa: v^ ^ ,. , îiA-t: sinXArr ,. V^ , ^.sinXXir — ; = > (— i)*-» — TT— — = lim > ( — i)* 7—
De même
^ ^--« (^.k — \)tz co^iik — i) —
et
*=i j-î— (^-lA: -1)2 —
N. ATT
*=^'' cos(2A: — i) —
= lim. 2 (-»*-' ^
;t=_;, ar — (lA- — i)-
sinXar v^ ^ ,, X-n 2J?
*=i ar«— (2/t — i)« —
k--^n sin(2Â: — i) —
= iim. y (-ly
k=-n X — {xk — l)-
Le changement de x en /j: fournira des expressions analogues pour les fonctions
Si l'on remplace, dans les formules précédentes, A par — X, ces formules subsistent ; on peut donc les considérer comme établies pour tout nombre réel A compris entre — i et -H i.
En ajoutant à la série qui représente —. — '- le produit de / par la série qui représente '—. — -y on a la relation
^ *^ S\ïiX ,
sinar
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que l'on peut écrire, en posant x =^tzz et X -f- i =28,
ZI ^._, — == liiii
cette relation est établie pour tout nombre réel positif B plus petit que l'unité, et pour tout nombre non entier z,
00s A or
69. Si, dans l'expression qu'on vient d'obtenir pour —. — - > on fait ). = I , on retrouve la formule
cota: = — ^- > -T — 7V-i
k-ï qui donne lieu aux observations suivantes :
Supposons, en désignant par a un nombre positif plus petit
que 7î, que l'on ait
\x\'la',
la quantité
IX 'IX I
fé)'
est alors développable en une série convergente entière en x^ savoir
Celte série reste convergente quand on y remplace tous les coefficients par leurs valeurs absolues et x par a ; sa somme est alors égale à
D'ailleurs, la série à termes positifs
k^ Tt» — a»
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esl convergente. La série
F \ -r / Jm^ I.2.3...2nH
Les nombres positifs B^ sont ce que Ton appelle les nombres de Bernoullù II est bien remarquable que ces nombres, qui jouissent cFailleurs de propriétés arithmétiques très intéressantes, soient tous rationnels : ce fait résulte de Tégalité même qui précède, en "j
remplaçant colx par -r^ — > multipliant par 4^^sinj:, substituant
Slll X
à cosJT et sinx leurs développements en séries, eflectuant dans Ir second membre les multiplications de séries et égalant les coel- (icîcnts d'une même puissance de j:; on trouve ainsi
, (2Vl_-j-2)(_2 /l -f- I ) r3,t
(-2/1 -4- 2)(9./l -+-1). ..fi/l — 2/) H- 3) Y^n-p^\ ^
Les expressions si remarquables qui donnent sinx, cosx
sous forme de produits infinis, cotj:, tffx, -. — sous forme de
séries dont les termes sont des fractions rationnelles, peuvent être rattachées à des types très généraux, découverts par M. Weierstrass et par M. Mittag-Leffler, et qui conviennent l'un aux fonctions transcendantes entières comme sinx, l'autre aux fonctions univoques dans tout le plan comme tgjr.
L'objet du théorème de M. Weierstrass est de trouver l'expression la plus générale d'une fonction transcendante entière dont on donne les zéros (').
Nous établirons d'abord le lemme suivant :
Soit n un entier positif; l'expression
peut être mise sous la forme d'une série
(*) C'est-à-dire les valeurs de la variable qui annulent la fonction. Comparez
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convergente quel que soit x et dans laquelle tous les coefficients a, Kl, as, ..., a^y ... sont réels et plus petits que i en valeur absolue.
Que l'expression <p(a:) puisse être développée en une série entière en x, toujours convergente, cela résulte immédiatement du n® 49. On a d'ailleurs , en supposant | :r | < i ,
— P n n-Hl /i-f-S "*•
en remplaçant, dans le développement
ey= i-h -^ -h ^^^ — h. ..,
J^ par
on voit de suite que le développement de cp(^) a la forme indiquée plus haut. Il reste à prouver que Ton a
|a/i|<i- Or, si l'on fait
on pourra obtenir les coefficients ^ en remplaçant, dans le développement de ey,y par
et l'on voit déjà ainsi qu'ils sont positifs. Il est clair aussi que si Ton remplace y par la série indéfinie
00 obtiendra un développement analogue, mais avec des coefficients plus grands; or ce développement ne sera autre chose que celui de
ij6
on a donc
D^ailleurs
d'où l'on conclut que les coefficients des diverses puissances de .r sont au plus égaux à Tunité, en valeur absolue. Ce que nous voulions établir.
Il résulte de là que si, dans la série
on remplace x par un nombre positif \ plus petit que i, et les coefficients a, ai, . . . , a^t, ... par leurs valeurs absolues, la somme de la série ainsi obtenue sera moindre que
71. Voici maintenant le théorème qui est notre objet principal(|).
Soit
«Il «jî
, «II
une suite de nombres assujettis à cette condition que [a^l augmente indéfiniment avec n^ et dont en outre aucun ne soit nul. On peut conslruire une fonction transcendante entière de x qui s'annule pour les valeurs de la suite précédente et seulement pour ces valeurs. En outre, si, dans la suite, il y a /? nombres égaux à éZ/}, v\ pas davantage, an sera un zéro d'ordre /> de cette fonction.
On peut, en effet, faire correspondre à chaque indice v un entier positif /Wv tel que la série à termes positifs
soit convergente, quel que soit^. Il suffira, par exemple, de prendre mv=: v: la racine v'^™* du v*^*"* terme de la série précédente aura
( • ) Weibrstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. i6.
alors manifestement zéro pour limite quand v augmentera indéfiniment.
Cette correspondance établie, soit
\av/ av 2 \av/ 3 \«v/ '^v — i \^/
et considérons le produit infini
où les accolades indiquent que la quantité qu'elles comprennent est i//iyac^e{/r du produit infini. Nous allons montrer que ce produit infini est absolument convergent dans tout le plan et qu'il définit une fonction transcendante entière de x.
Soit A un nombre positif quelconque et considérons les valeurs de X pour lesquelles on a
Les nombres | a„ \ augmentant indéfiniment avec n, on peut faire correspondre au nombre A un entier r tel que Ton ait
|av|>A, sous la condition
Soit maintenant
(i-jj/'^''') = i + «v(^);
nous allons d'abord montrer que le produit infini
Vr(x)=JJin-«v(x)j
satisfait, pour toutes les valeurs de x qui vérifient l'inégalité aux conditions imposées dans le n"^ 41, ou plutôt que la série
satisfait aux conditions i® et 2® du n® 38. En effet, on a vu que la série formée par les fonctions Uy{x)^ quand on y remplace les coefficients des puissances de x par leurs valeurs absolues et jr par A, a une somme moindre que
fn%
l«vl
aJ —A'
or la série à termes positifs
Vs: •
^ I A l"** |av|
av I 1^1 — A
est convergente, puisque, par hypothèse, il en est ainsi de la série à termes positifs
et que le rapport de deux termes correspondants dans les deux séries a pour limite Tunité quand v augmente indéfiniment.
La nature du produit infini Wr{x) est ainsi bien mise en évidence; il peut être remplacé par une série entière en ^, convergente pourvu que Ton ait
Pour ces mêmes valeurs, on peut prendre la dérivée logarithmique (n** 48); cette dérivée sera, en indiquant les dérivées ordinaires par des accents.
Vrrco Vi=«e
ay a^ a^ aj'v-* Ov — x
V=co
2d j<'v-Hav— ^)'' v = r
les accolades indiquant toujours que la quantité qu'elles enferment constitue un terme unique de la série où elle figure.
W (x) L'avant-dernière forme trouvée pour ^ rentre dans une
forme très générale signalée par M. Mittag-Leffler et que nous développerons bientôt (n° 75).
La dernière forme met en évidence la convergence absolue, prévue par la théorie générale, de la série qui représente la dérivée logarithmique de ^V(^) - on voit même que cette série, pour les valeurs de x telles que Ton ait
satisfait aux conditions (i®) et (2**) du n° 38; en effet, l'expression
/p/lfy— 1
a^y-^^Oy — x)
est, pour ces valeurs de x^ développable en une série entière en x qui, lorsqu'on y remplace les coefficienls par leurs valeurs absolues et X par A, a pour somme
A et la série à termes positifs
est convergente. Par conséquent, la série qui représente :^^ — :
peut être mise, pour toutes les valeurs de x considérées, sous forme d'une série entière en x absolument convergente. On peut prendre la dérivée de cette série, terme par terme : on formera ainsi successivement des séries absolument convergentes, pourvu que I X I soit inférieure à A.
Rappelons enfin que, pour ces mêmes valeurs de x, les règles de dérivation, soit pour le produit infini, soit pour la dérivée logarithmique, s'appliqueraient aussi bien aux produits infinis déduits
de Wr{x) ou aux séries déduites de celle qui représente
par le groupement des facteurs ou des termes (n**' 38 et 41).
Ces conclusions s'appliquent au produit
V = CB
qui ne diffère de Wr{^) que par l'adjonction d'un nombre fini de facteurs dont nous représenterons le produit par
en sorte que l'on a
el à la dérivée logarithmique de G(a:), savoir :
G'(^) *;(ir) ^;(x)
G{X) *;.(X) Wrix)
On voit d'abord que le produit infini G{x) sera uniformément et absolument convergent pour toutes les valeurs de x qui satisfont ù la condition
Puisque ^r{x) est une fonction transcendante entière de x, G{x) sera développable en une série entière en x, pour toutes les valeurs de x qui vérifient la condition précédente, c'est-à-dire pour toutes les valeurs possibles de x, puisque A est arbitraire.
On aura aussi
G(x) "" *r(a7) "^ ^'r(x) "" ^ a(,"y-^ {X — Oy)
pour toutes les valeurs de x qui satisfont à Tinégalité, el, par suite encore pour toutes les valeurs de :r, sauf les valeurs
La série qui figure dans le dernier membre de l'égalité précédente est absolument convergente pour toutes les valeurs de x autres que celles que Ton vient d'exclure. La fonction qu'elle représente admet des dérivées de tous les ordres que l'on obtient en prenant les dérivées, terme par terme, de la série. Toutes les se-
ries que Ton obtient ainsi sont absolument convergentes pour les valeurs de x non exclues.
Relativement à l'uniformité de la convergence de la série
qui représente ^ .y observons que la série qui représente
^) est uniformément convergente dans le cercle de rayon A
décrit du point o comme centre. En plaçant au commencement de cette série les termes qui représentent
la seule chose qui puisse troubler l'uniformité de la convergence consiste en ce que, dans cette région, certains des termes ajoutés deviennent discontinus aux points ai, a^^ . . ., Or* Si donc on entoure ces points de cercles d'un rayon fixe, arbitrairement petit 8, si l'on supprime du plan les parties intérieures à ces cercles et si Ton décrit du point o comme centre, avec un rayon A, un cercle, la série qui représente
G(ar)
sera uniformément convergente dans la portion du plan perforé intérieure à ce cercle. Il en serait de même des séries qui représentent les dérivées successives de cette fonction.
Les mêmes considérations montrent que toutes les fonctions représentées par ces diverses séries peuvent être développées en séries entières en ^ — .r^, convergentes dans tout cercle de centre x^ et auquel sont extérieurs les trous que l'on a pratiqués dans le plan des X autour des points
Enfin, si Ton transforme le produit infini
OU la série
en un autre produit infini ou en une autre série, en groupant ensemble les facteurs ou les termes, on pourra appliquer les mêmes règles de dérivation au produit infini transformé ou à la série transformée. Quand on ne tient pas compte des r — i premiers facteurs du produit ou des r — i premiers termes de la série, la chose ressort, comme nous l'avons fait observer plus haut, des n*** 38 et 41, lorsque x est intérieur au cercle de rayon A. Mais la présence de ces /• — i facteurs ou de ces r — i termes, en nombre Jini, ne peut évidemment altérer en rien les conclusions; et, comme A est arbitraire, ces conclusions s'étendent à tout le plan.
Puisque le produit infini G{x) est absolument convergent pour toutes les valeurs de x, il ne peut s'annuler que si l'un des facteurs qui le composent est nul, c'est-à-dire si x est égal à l'un des nombres de la suite
S'il y a, dans cette suite, p termes égaux à ««, on voit que l'on peut faire sortir du produit infini p facteurs égaux à
et que le produit infini restant ne s'annulera plus pour x = a„^ en sorte que la proposition énoncée au début de ce numéro est entièrement démontrée.
72. Il est aisé maintenant d'obtenir l'expression générale de toutes les fonctions transcendantes entières qui satisfont aux conditions imposées dans l'énoncé de cette proposition.
Si ^(x) est une telle fonction, la fonction /(j:) qui est égale à
pour toutes les valeurs de x différentes de a<, «2? • • •> ^v> • • •* ^t qui, pour x = a^,, est égale à
lim. TT7 — :i .r = rtv G(^)
est régulière (n°53) pour chaque valeur de x.
Cela résulte, si x n^est pas un des nombres ay, de la règle pour la division de deux séries (n® SO) ; et si ^ = ûTvj cela résulte encore de la même règle, en remarquant que Ton peut écrire, lorsque a^ est un zéro d'ordre y? (n® 44),
G(x) = {x — a^,)P^i(x — ûv),
en désignant ici par 9{x — a^,), ^< (x — «y)? des séries entières en X — fly, convergentes quel que soit x.
Par hypothèse la fonction f{x), régulière quel que soit x, est aussi différente de zéro quel que soit x ; les fonctions
où y'(^) désigne la dérivée de /{x)j sont donc également, en vertu du même théorème sur la division des séries, régulières quel
que soit x, La fonction yr— r en particulier est, d'après le théorème de Cauchy sur le développement en séries des fonctions d'une variable imaginaire (*), développable en une série entière en x, convergente quel que soit x. Désignons cette série par ^(x), en représentant par g{x) une série entière en x, convergente quel que soit ;r, dont la dérivée soit g^{x). L'équation
où l'on regarde y(^) comme la fonction inconnue, est une équation différentielle linéaire qui, d'après sa forme même (n®63), n'admet pas d'autres solutions que des fonctions transcendantes entières; l'une quelconque de ces solutions est entièrement déterminée quand on se donne la valeur de la fonction f{x) au point j^. Or, comme, d'une part, la fonction
où c est une constante arbitraire, vérifie cette équation, et que, d'autre part, on peut toujours déterminer la constante de manière
(*) On pourrait déduire le même résultat du théorème signalé en note au n» 55.
que, en x^^ celle fonclion prenne une valeur arbitraire différente de zéro, il est clair qu^elle est la solution générale de l'équation différentielle linéaire. Rien n^empéche d'ailleurs de faire rentrer c dans g{x)^ en sorte que toutes les fonctions cherchées sont nécessairement de la forme
Réciproquement, une expression de cette forme, où g{x) est une série entière en x, convergente quel que soit x^ d'ailleurs arbitraire, satisfait évidemment aux conditions imposées dans Ténoncé du théorème.
Si Ton voulait avoir l'expression générale d'une fonction transcendante entière, admettant, outre les zéros de la suite
la racine zéro et cela m fois, il suffirait évidemment de multiplier l'expression
ee^'^ G(j:) par x'^.
Les facteurs
où les polynômes $v sont choisis de façon que la série
soit convergente quel que soit x^ sont Ails facteurs primaires de la fonclion transcendante entière considérée.
Il arrive, dans de nombreuses applications, que la convergence de la série précédente a lieu en attribuant à mi, m2, . - ., rriy,^ . . . la même valeur fixe. S'il en est ainsi, soit m le plus petit des nombres entiers positifs pour lesquels la série
soit convergente; la fonction
OÙ les nombres mv sont tous choisis égaux à m, est dite de genn* m — 1 . Cette notion de genre est due à Laguerre.
73. Nous nous trouverons précisément dans ce cas si nous cherchons à construire une fonction qui s^annule, une fois seulement, pour tous les nombres entiers positifs ou négatifs.
En excluant le nombre zéro, nous pourrons prendre alors
a, = 1, a, = — I, aj=?., ^v = — 2, «5=3, ..., et, à cause de la convergence de la série
n rr 00
prendre pour facteurs primaires les quantités
Le produit infini
lî I (
où n doit parcourir toutes les valeurs entières, positives et négatives, à Texclusion de la valeur zéro (*), s'annulera toutes les fois que X est égal à un nombre entier non nul. Ce produit est absolument et uniformément convergent dans toute portion finie du plan des x. Il représente bien une fonction transcendante entière, de genre un, répondant à la question.
Comme ce produit infini est absolument convergent, on peut réunir ensemble les facteurs qui répondent à des valeurs de n
(') Ce qui est indiqué par l'accent ^'^ dont est affecté le signe H
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égales et de signes contraires ; on obtient ainsi le produit infini
n = ce
dont la valeur est, comme nous Pavons vu au n® 67, égale à
sin Tzx
Tcar '
la formule
(II) sinTca? = TîT I I wi je"
exprime donc la décomposition de simzx en ses facteurs primaires.
On aura de même
costtj: = I I W I \e '^,
où /; prend toutes les valeurs entières, positives, nulles ou négatives.
De même encore, la fonction transcendante entière, de genre un.
/i = ce
?(-)--ni('-^i)'' !■
s'annule pour ^ = o et pour les valeurs négatives entières de x. Cette fonction est liée à la fonction bien connue F (x) par la relation ( * )
en désignant par C la constante d'Euler, c'est-à-dire la limite,
pour n infini, de
II I
on le reconnaît aisément en partant de la définition habituelle
(*) Weierstrass, loc. cit.j p. i5 et a38.
de r(:c), savoir
r(^)= lira. i.2.3.../i./i'-i
nz=» iP(2: -i- i). . .(x -^- n — I)
La formule que nous venons d'écrire, et qui exprime donc la décomposition de — r en ses facteurs primaires, est éminemment propre à établir les propriétés élémentaires soit de la fonction <f{x) qu'elle définit, soit de la fonction F (x).
74. Si Ton fait le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non, il est clair qu'on obtient une fonction qui n'admet, à distance finie, d'autres singularités que des pôles ; ces pôles sont les zéros de la fonction que l'on fait figurer au dénominateur, en supposant que les deux fonctions n'arent pas de zéros communs.
Réciproquement, il importe de remarquer que toute fonction univoque qui n'admet pas d'autres singularités à distance finie que des pôles est le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non.
D'abord ces pôles sont isolés les uns des autres; car si, dans un espace limité, il y en avait une infinité, il existerait dans cet espace un point limite, tel que, en décrivant autour de ce point un cercle de rayon arbitrairement petit, ce cercle contînt toujours une infinité de pôles; ce point ne pourrait être ni un point ordinaire, ni un pôle, ce serait un point singulier essentiel. Soient, dès lors,
les pôles de la fonction considérée, rangés de telle façon que, s'ils sont en nombre infini, |a/, | augmente indéfiniment avec n; soit oLn le degré de multiplicité du pôle a,i. On peut, par le procédé de M. Weierstrass, construire une fonction entière, qui admette pour zéros les points a,, «2» • • • j <5f/o • • •> ûvec les degrés de multiplicité ai, a2, ..., oLnj ... : si les pôles étaient en nombre fini, cette fonction se réduirait à un polynôme; soit, dans tous les cas, W{x) cette fonction, et soit /(:r) la fonction proposée; il est clair que la fonction univoque
f(x)yp{x)
est régulière en tout point situé à distance finie; c'est donc une fonction entière, transcendante ou non ; si on la désigne par ^(x), on aura
c'est ce qu'il fallait démontrer.
7S. Le théorème de M. Mittag-Leffler (*) fournit l'expression d'une fonction univoque dans tout le plan et présentant aux points
des discontinuités polaires ou essentielles prescrites à l'avance.
Avant d'en donner l'énoncé, nous ferons les remarques suivantes :
I" Soit
ff {x) = KiX -^^ \iX' -\- . . . -r- \nX"-{-, . .
une série convergente quel que soit j:, et dans laquelle le terme constant est nul. et soit a un nombre positif plus petit que la valeur absolue d'un nombre donné a réel ou imaginaire. La fonction
ér
est alors développable en une série entière en x, absolument convergente tant que l'on a
En effet, le terme
est dcvcioppablc en une série entière en x, et, si l'on remplace, dans cette série, les coefficients par leurs valeurs absolues et x par a, on obtiendra une série convergente dont la somme est
(') Sur la représentation analytique des fonctions monogènes uniformes d'une variable indépendante {Acla mathematica, t. IV, p. i).
eafin la série
/l =: ce
est convergente.
a" Si, maintenant, on considère le reste de la série entière qui
représente g ( ) bornée au terme en x", et si Ton remplace
dans ce reste, qui est lui-même une série entière en x, tous les coenicients par leurs valeurs absolues et x par a, on obtiendra un nombre positif dont la valeur dépend de /i, et, en choisissant convenablement /}, on pourra manifestement faire que ce nombre soit inférieur à tel nombre positif e que l'on voudra, fixé à l'avance. A fortiori, le même reste, quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absolues et x par un nombre moindre que a sera-t-il moindre que e.
76. Voici maintenant le théorème de M. Mittag-Leffler : Soient
une suite indéfinie de nombres, tous différents, et tels que |aj grandisse indéfiniment avec v.
Soient
une suite de fonctions entières (transcendantes entières ou polynômes) qui s'annulent toutes pour ^ = o.
On pourra construire une fonction F(x), univoque dans tout le plan, régulière aux environs de toute valeur de x qui n'appartient pas à la suite ^i, «2, . . . , av, . . . , et telle que la différence
soit régulière aux environs du point r/y.
Supposons d'abord que «i soit différent de zéro et, par suite, qu'aucun des nombres a ne soit nul; faisons correspondre à ces nombres, d'une part, les nombres positifs
^ll ^îî ... 1 ^Vî • • • 1
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assujettis à cette seule condition que la série
soit convergente; de Tautre, les nombres aussi positifs définis par Tégalité
où Tj est un nombre positif arbitraire, moindre que un.
Ceci posé, développons ^v ( ) en une série entière en x^
convergente pour les valeurs de x qui vérifient l'inégalité
faisons correspondre au nombre positif Sv un entier positif m^ tel que, si l'on considère le reste de la série arrêtée au terme en ^'"v-^j puis, que l'on remplace, dans ce reste, tous les coefficients par leurs valeurs absolues et x par ay, le nombre positif ainsi obtenu soit au plus égal à Sy. Désignons, d'ailleurs, par fy(a7) la somme des /Wy premiers termes de la série entière en x qui représente gy ( — 3 — )' en sorte que
sera une fonction définie pour toutes les valeurs de x autres que «y, et qui, pour les valeurs de x satisfaisant à l'inégalité précédente, sera développable en une série entière en x^ laquelle ne sera autre chose que le reste antérieurement défini.
Nous allons maintenant montrer que la somme de la série
dont on établira la convergence pour toutes les valeurs de x, autres que «1, a^f . . . , ^y, . . ., satisfait à toutes les conditions imposées, dans l'énoncé, à la fonction F(x).
Soit, en effet, A un nombre positif fixe quelconque. Comme les nombres positifs a,, ao, . . . , ay, . . . vont en grandissant indéfiniment, on peut faire correspondre au nombre A un entier /• tel <|ue, sous la condition
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on ait
av> A.
Dès lors, pour les valeurs de x qui vérifient l'inégalité la série
vérifie les conditions (i) et (2) du n° 38 : chacun de ses termes est développable en une série entière en x\ si, dans Ja série qui représente/r(^)j on remplace tous les coefficients par leurs valeurs absolues et X par A, on aura une somme moindre que tr\ de même pour/^^i(j:),/r+2(^)? • • • ; enfin la série
est convergente.
La série
est donc, pour toutes les valeurs considérées de x, absolument et uniformément convergente. De même les séries suivantes, où les accents indiquent des dérivées,
sont absolument convergentes, si | x | est inférieure à A, et peuvent alors être remplacées par des séries entières en x.
En supposant que x ne soit aucun des points a\ , a2, . . . , ^r-o désignons par ^r(^) Isi somme
La série
F{X) =fi{x) -\-Mx) -h . . . H-/r(ar) -r-. . .
sera absolument convergente pour tous les points x non exclus qui vérifient l'inégalité
et Ton aura, pour ces points x,
D'ailleurs, la fonction ^r{^) est régulière pour tous les points
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non exclus qui se trouvent à rinlcrieur du cercle de rajon A; il en est donc de même de la fonction F(x).
Enfin, aux environs d'un point an de la suite a^ «2» • • m ^r-ii la fonction
est régulière, puisqu'il en est ainsi de la fonction
donc la fonction
est aussi régulière aux environs de a„.
Pour tous les points intérieurs au cercle de rayon A, la fonction F(:r) satisfait donc aux diverses conditions de l'énoncé; elle y satisfait partout, puisque A est arbitraire.
La série qui représente F(j?) est absolument convergente partout, sauf aux points singuliers ^i, ^2, . . . , ^v, .... Elle est uniformément convergente dans toute aire limitée par un contour simple et ne contenant aucun des points a^, «2, . . ., «v? ... ; on peut en prendre la dérivée terme par terme, etc.
Nous avons supposé qu'aucun des points singuliers a<, a^^ . • . , Ont • • • n'était nul. Si, outre ces points, la fonction cherchée devait admettre le point o comme point singulier (pôle ou point singulier essentiel) et être telle qu'elle devînt régulière autour de ce
point après qu'on en a retranché la fonction g l-p en désignant
toujours par g{x) une fonction entière (transcendante entière ou polynôme) d'ailleurs arbitrairement donnée, il suffirait évidemment d'ajouter à la fonction F(;r), construite comme nous l'avons
expliqué, la fonction g {-)•
Quand on a construit une fonction satisfaisant à toutes les conditions de l'énoncé, on formera la fonction la plus générale qui satisfasse à ces conditions en lui ajoutant une fonction entière arbitraire.
(l" PARTIE.)
PÉRIODIQUES
77. Désignons par a une constante réelle ou imaginaire; on dit que la fonction univoque/(M) est périodique et qu'elle admet la période a si l'on a, quel que soit w,
en changeant dans cette égalité u eu u — a, on trouve
en sorte que, si a est une période, — a est aussi une période; on voit aussi , en changeant e^ en u-^- a, u -\- ^a^ . . . , u — a, u — 2a, . . . , que Ton doit avoir, quel que soit l'entier positif ou
négatif m,
/(!£ -H ma) =/(!£),
en sorte que, si a est une période, ma est aussi une période.
Les éléments de l'Analyse fournissent des exemples de fonctions périodiques : sini/, c^ admettent respectivement les périodes 27r, o^Itz^ la série
T. et M. - I. 9*
tiir/f
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supposée convergente, représente une fonction admettant la période a.
78. Si une fonction univoque/(M) admet la période a, et si elle s'annule pour u^=^Uq^ il est clair qu'elle s'annulera pour u= Uq-\- a-^ mais il y a plus : si Uq est un zéro d'ordre n de la fonction /(w), il en sera de même de Uo-}-a. En effet, dire que u^ est un zéro d'ordre n de la fonction /(a), c'est dire que, aux environs de Wq? cette fonction peut se mettre sous la forme
^î{u — Uq) étant une série entière en w — Uq, qui ne s'annule pas pour u=z Uo^ei cette égalité doit subsister pour toutes les valeurs de u qui satisfont à une condition de la forme
I M — ao|<6,
où e désigne un nombre positif au plus égal au rayon de convergence de la série ^{u — Uq); or si, dans l'égalité précédente, on change u en u — a, il vient
/(u - a) =/(m) = [u — (ao^- a)]« $[m — (tto-^ a)],
et l'égalité des deux derniers membres devant avoir lieu pour toutes les valeurs de u, qui satisfont à l'inégalité
\u — {Uo~a)\< s,
obtenue en changeant aussi u en u — a dans la condition précédente, la proposition est démontrée.
Au reste, le même mode de démonstration prouve que si la fonction périodique /(w), aux environs du point Wq, peut être mise sous une certaine forme analytique
dans laquelle u — Uq joue le rôle de variable, elle pourra, aux environs du point iiQ-h a, être mise sous la forme
Ainsi, si la fonction /(w) admet un pôle en u,, d'ordre /?, et peut
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se mettre aux environs de ce pôle, sous la forme
où A, Af, .. ., A«_| sont des constantes et 9 (u — W|) une série entière en u — W|, cette fonction admettra le point Ui -\- a pour pôle d'ordre n et, aux environs de ce point, pourra se mettre sous la forme
/iu) = - --^-. ^' ,„ .^...^ ^^-^ H-$(a~«i-a),
•^ ^ (i£ — Mi— a)" (m — Ui — a)»-* u — Ui—a
les constantes A, A|, . . ., A,i_i ayant les mêmes valeurs que pour le pôle f/|.
Puisque, si a est une période, il en est de même de ma, en désignant par m un entier quelconque, il est clair que tous les nombres iiQ-h ma seront des zéros de même ordre; de même tous les nombres u^ + ma seront des pôles de même ordre. C'est ainsi que les zéros de sin^ sont tous simples et forment deux progressions arithmétiques dont la raison commune est 27r, que les zéros et les pôles de cotx sont tous simples et forment des progressions arithmétiques dont la raison est tz,
79. Au surplus, lors même qu'on ne connaîtrait pas les fonctions trigonomé triques, la remarque si simple qui précède, relative aux fonctions périodiques en général, amènerait à les considérer par une voie très naturelle.
On est en effet amené, par ce qui précède, à se poser le problème suivant : Construire une fonction dont les zéros forment une progression arithmétique indéfinie. Si Ton veut, par exemple, construire une fonction transcendante entière, admettant comme zéros simples les nombres
O, ±1, ±2, . . ., zh 71,
et n'en admettant pas d'autres, le théorème de M. Weierstrass (n"71) permettra d'en obtenir une infinité dont la plus simple sera
ia) o ( u } — u
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OÙ le nombre n doit prendre toutes les valeurs entières positiveou négatives, à l'exclusion de la valeur zéro.
Nous rappelons les conventions suivantes qui seront constam ment adoptées dans la suite : \q facteur primaire
est mis entre accolades, de manière à indiquer que la quantité qu'enferment ces accolades constitue un facteur du produit infini, au sens du n® 71 ; l'accent ^'^ dont est affecté le signe I 1
veut dire qu'on obtient les différents facteurs du produit infini en donnant à n toutes les valeurs entières positives ou négatives à V exclusion de la valeur zéro : nous rappelons aussi, une fois pour toutes, les propositions suivantes, qui ont été établies dans le n° 71.
Les produits infinis, formés en appliquant le théorème de M. Weierstrass, sont absolument convergents; ils définissent des fonctions (transcendantes) entières; leurs facteurs peuvent être groupés comme l'on veut, et les divers groupements conduisent toujours à des produits absolument convergents, de même valeur; on peut en prendre la dérivée logarithmique, comme s'il s'agissait de produits d'un nombre limité de facteurs, soit avant d'avoir groupé les facteurs, soit après; les séries ainsi formées sont absolument convergentes, sauf pour les valeurs de la variable qui annulent les facteurs primaires du produit infini; elles sont uniformément convergentes dans toute région limitée du plan qui ne contient aucun des points dont les affixes sont les valeurs qu'on vient de dire, et dont le contour est à distance finie de ces différents points; on peut en prendre les dérivées terme par terme et l'on obtient ainsi toujours des séries absolument et uniformément convergentes dans les mêmes conditions que la première.
En particulier, dans le cas qui nous occupe, on aura, en désinant par '/(«/) la dérivée de 'f{u), la relation
,6) i|ii=i^y
'^(u) I V^" il I )
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puis, en prenant les dérivées une fois de plus,
du q(u) ^
du <p ( M ) ^d {U — /l )2 *
dans la première de ces relations, les accolades indiquent que la c|ijantité qu'elles enferment constitue un terme de la série, et n iloit prendre toutes les valeurs entières positives et négatives, à l'exclusion de la valeur zéro, ce qui est indiqué par l'accent qui
affecte le signe ^; dans la seconde, n doit prendre toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives. Nous avons déjà dit (n°*67, 73) que ces expressions pouvaient conduire directement aux
propriétés relatives à la périodicité des fonctions 'f (w), -—. — -:
mais nous allons établir à nouveau ces propriétés, afin d'indiquer UD mode de raisonnement et quelques transformations de formules qui nous seront utiles plus tard.
Remarquons d'abord que l'expression même de <p(«) montre
que l'on a
cp(— w)=— 9(1/),
puisque, sous le signe I I , le changement de u en — u revient au changement de n en — n qui n'altère pas le produit infini; ^(m) étant une fonction impaire, il en est de même de -~ — r« Il est aisé de reconnaître que Cette dernière fonction s'annule pour /£ = -; on a, en effet.
'2-hlim. \ ( 1 1 H-lim. \
n — ll /l \ n =- Il ^
le second membre est la limite pour/? infini de
ip — I
limite qui est évidemment nulle.
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Si, maintenant, dans l'expression de <p(w), on change u en u -f- a. a désignant un nombre quelconque non entier, on trouve
or, le facteur primaire
peut être regardé comme le produit des trois quantités
donc, en raison de la convergence manifeste des trois produits infinis dont on obtient les facteurs en remplaçant, dans chacune de ces quantités, n par tous les entiers positifs ou négatifs, à l'exclusion de zéro, on voit que le produit infini
peut s'obtenir en multipliant les valeurs des trois produits infini:
on aura donc
u -i- a a JL X ( \ n— a/ )
ou, en faisant rentrer sous le signe |T le facteur
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qui n'est autre que le facteur général écrit sous ce signe, et dans lequel on supposerait /? = o, on trouve finalement
Tri/ '' \ -^î 9(u^a) -u'^JHl
JL1(\ n — a] \ «p(a)
dans le premier membre, n doit maintenant prendre toutes les \aleurs entières positives, nulles et négatives.
En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres par rapport à u^ on obtient la relation
(e) y L__L_ . _H _i_j = ?Hwjt^)__?l(a_),
que l'on déduit d'ailleurs directement de l'expression de -=-- — :; ^ ^ (p(a)
les premiers membres des deux dernières égalités, regardés comme des fonctions de a, sont évidemment des fonctions périodiques, admettant le nombre i pour période ; en effet, le changement de a en a -h I , dans ces premiers membres, revient au changement de n en n — I qui ne fait que reculer d'un rang les facteurs ou les termes du produit ou de la série et n'altère pas la valeur de ce produit ou de cette série; on a donc
<p(tt-f-a-hi) <p(a -hi) ~" o (m H-a) ?(«)
ou
o'(a -t-a-f- 1) <p'(aH- a) _ <p'(a H- i) ?'(«)
égalité qui montre que le second membre est indépendant de a; on
voit de suite que sa valeur est nulle en y supposant a = ; on
a, en effet, par les remarques précédentes,
ainsi la fonction ^ est périodique et admet l'unité pour période.
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On trouve de la même façon, en remarquant encore que le produit infini
considéré comme une fonction de a, admet Tunité comme pé — riode,
ip^a-hi) cp(a)
ou, en tengint compte de la périodicité de la fonction ^ y
cp(a-f-a-+-i) _ o(a-+-i)
égalité qui montre que le second membre est indépendant de a.
En y supposant a = > on trouve que sa valeur est — i ; on en
conclut sans peine que la fonction <p(w) est périodique et admet le nombre deux comme période. Les fonctions ['f (w)]^, ^{'^u) admettraient l'unité comme période.
D'ailleurs, la fonction ^{u) n'admet pas d'autres périodes que le nombre deux et ses multiples entiers, et c'est ce qui résulte encore de la remarque qui a conduit à la former. En effet, ç(w) ne peut admettre comme période un nombre impair an -H i ; on a, en effet, puisque a et 2/i sont des périodes,
«p(a-+-2/i-f-i) = cp(a-hi)= — ?(w);
mais un nombre qui ne serait pas entier ne peut être une période : en effet, puisque la fonction 'f (w) s'annule pour ii =. o, elle doit s'annuler pour toute période; or elle ne s'annule que pour des valeurs entières de w.
On voit comment la forme considérée de la fonction y(w) met en évidence les propriétés les plus importantes de cette fonction relatives à la périodicité. D'autres propriétés apparaissent moins facilement sur cette forme et se rattachent à d'autres formes analytiques qu'elle peut revêtir; mais nous ne voulons pas étudier da-
vantage cette fonction, qui n'est autre chose que — - — (n® 73),
et nous nous bornerons à récrire, avec les notations de la Trigo-
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nométrie, les formules (a), (6), (c), (rf), (e). On obtient ainsi (II) sin7ca = TcaJJ K_^jen(
(Ij) 7rcot7ca= h > { 1
^''^ sin»7ca 2â(u — n)^^
(I4) I I ( I le»-" J = P ie-«ircoi7ca
(I3) J \ 1 > = 7crcot7c(a-i- a) — cotiual.
80. Nous avons dit que, si une fonction /(w) admettait une période égale à a, tous les multiples entiers de a étaient aussi des périodes de cette fonction; il n'y a pas lieu de regarder ces diverses périodes comme véritablement distinctes. Si la fonction /(f/) n^admet pas d'autres périodes que celles-là, elle est dite simplement périodique, et Ton dit que a en est la période primitive : ainsi 2 est une période primitive de la fonclion ^{u) du numéro précédent, 27: est une période primitive de sinw.
On peut se demander s'il peut exister des fonctions univoques/(w) admettant deux périodes distinctes a et b, c'est-à-dire des fonctions telles que l'on ait, quel que soit w,
et, par conséquent aussi, quels que soient les nombres entiers /?i, fiy positifs, nuls ou négatifs,
•/(u-h ma-{- nb) =/(u).
En disant que les périodes a et b sont distinctes, nous entendons simplement ici qu'il n'existe pas un troisième nombre a dont a et b soient des multiples entiers et qui soit lui-même une période de la fonction /(a). Si un tel nombre existait, on ne dirait rien de plus en disant que a, b sont des périodes, qu'en disant que a est une période. On peut se demander aussi s'il peut exister des fonctions univoques admettant trois périodes distinctes a, 6, c,
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c'est-à-dire des fonctions f{u) telles que l'on ait, quel que soit u et quels que soient les entiers m, /i, /?,
/{u -i- ma -h nb -hpc) =f{u).
En disant que les périodes a, 6, c sont distinctes, on entend qu'elles ne peuvent pas s'exprimer toutes trois en fonction linéaire à coefficients entiers de deux périodes de f{u). S'il en était ainsi, on n'aurait rien de plus que dans le cas des fonctions à deux périodes, etc.
81. Avant d'essayer de répondre à ces questions, nous établirons le lemme suivant :
Si une fonction univoque/(w) est régulière en un point u^ (n°53) et ne se réduit pas à une constante, il existe un nombre positif e tel que la valeur absolue de toute période de cette fonction soit certainement supérieure à e.
En effet, dire que la fonction f{u) est régulière en Wo> c'est dire qu'il existe un nombre positif » tel que, pour toutes les valeurs de h qui vérifient l'inégalité
l'on ait, en désignant par n l'ordre de la première des dérivées de f{u) qui ne s'annule pas pour w = Wo>
Or, s'il en est ainsi, on a vu (n** 36) qu'il existe un nombre positifs tel que la série qui figure entre crochets dans le second membre de cette égalité ne s'annule pour aucune valeur de h moindre que £ en valeur absolue. Si donc on veut que l'on ait
/(uo-ha) =/(mo), il faut que | a | soit supérieure à s.
82. Il résulte de là que si la fonction univoque /{u), régulière en Wo, est périodique, les diiférents points qui figurent les diverses périodes que cette fonction peut admettre sont tous à une distance du point o supérieure à s. Si cette même fonction admet
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M «s deux périodes a, 6, elle admettra comme périodes tous les K^ombres ma -\- nb, en désignant par m cl n des entiers. En partid^ulier, la différence de deux périodes quelconques sera une pé- Mi^iode; par suite, si Ton figure les diverses périodes par des -points, la distance de deux quelconques de ces points sera supé- :B:^ieure à £, puisque cette distance est la valeur absolue de la diffém^ence entre les affixes de ces points, différence qui est elle-même ^ine période.
On en conclut que, dans une portion limitée du plan, il ne
peut y avoir qu'un nombre fini de points figurant des périodes ;
en effet, on pourrait paver le plan avec de petits carrés dont la
diagonale serait inférieure à e ; or, dans chacun de ces carrés, il
ne peut y avoir qu'un seul des points considérés.
83. Nous allons maintenant établir les deux propositions suivantes :
I. Si une fonction univoquey(a), régulière en un point Wo, et qui ne se réduit pas à une constante, admet deux périodes a, b dont le rapport soit réel, il existe une période a de la fonction f{u) dont toute autre période est un multiple entier : en d'autres termes, cette fonction est simplement périodique et a en est une période primitive.
II. Si une fonction univoquey(w), régulière en un pomt Uq, et qui ne se réduit pas à une constante, admet deux périodes a, b dont le rapport soit imaginaire, il existe un couple de périodes a, P de la fonction y( a), tel que toute période de cette fonction soit une fonction linéaire homogène à coefficients entiers de a, p.
1° Si a, 6 sont des périodes dont le rapport est réel, tous les points ma -h nb sont situés sur la droite qui passe par les points o, âr, b ; leurs distances mutuelles sont plus grandes que e; il y a donc un de ces points qui est plus rapproché que les autres de l'origine, puisque sur un segment fini de cette droite avant son origine en o, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de points figurant des périodes. Soit a Taffixe du point le plus rapproché; tous les nombres /? a, où/? désigne un entier, sont des périodes; ils sont figurés par des points équidistants sur la droite considérée ; or, aucune période ^ ne peut être figurée par un point situé entre
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deux polnls consécutifs /?a, (/? -f- i)a, sans quoi la distance des points P ci poL serait moindre que |a|, et, puisque la différence entre les périodes poL et P est une période, il y aurait un point figurant une période plus rapproché de zéro que le point a; ainsi, toutes les périodes sont des multiples de a, en particulier a et 6, qui ne sont pas des périodes distinctes. La fonction est simplement périodique et a est une période primitive (*).
2° Si donc la fonction /(a), régulière en un point, admet deux périodes distinctes a, b, le rapport de ces deux périodes, et, par conséquent, Tune d'elles au moins, est imaginaire.
Avant d'aller plus loin, il convient de se rendre compte de la façon dont sont distribués tous les points ma -h nb, m et n étant entiers.
Tous les points ma sont des points équidistants sur la droite qui passe par les points o, a; de même les points nb^ sur la droite
(^) On arrive à la même concIusioD par les considérations arithmétiques que voici :
Supposons d'abord que le rapport - soit un nombre rationnel -> ç et p étant
des entiers premiers entre eux ; il existera alors un nombre a tel que l'on ait
a rr-. poLy b = gxy
et il suffît de prouver que a est une période pour démontrer que a cl b ne sont
pas des périodes distinctes ; or xî'cst ce qui résulte de ce qu'il existe des entiers
p', q' tels que l'on ait
x^pp'-r-qq',
et, par suite,
Supposons maintenant que le rapport des deux périodes - soit un nombre irrationnel réel p; la théorie des fractions continues montre qu'il existe des fractions
à termes entiers -> à dénominateur aussi grand qu'on le veut et, telles que l'on
ait
la valeur absolue de pa — qb ou a{p — qp) étant moindre que
peut être supposée aussi petite que l'on veut; mais, pa — qb étant une période, on voit que cela est impossible si la fonction /(m) est régulière en quelque point.
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cjiii passe par les points o, b : les deux droites sont d'ailleurs dis-
tînctes, puisque le rapport - est imaginaire ; si, par les différents
points de division de la première, on mène des parallèles à la seconde, et, par les différents points de division de la seconde, des parallèles à la première, on décomposera le plan en un réseau de parallélogrammes lous égaux et dont les sommets auront des af fixes de la forme ma -i- nb ; le point ma -4- nb sera obtenu par l'intersection de la y)arallèle à la seconde droite, menée par le point ma, et de la parallèle à la première droite, menée par le point nb.
Nous désignerons sous le nom de premier parallélogramme du réseau le parallélogramme ajant pour sommets les points o, a, a -h fc, b, et nous regarderons comme appartenant à ce parallélogramme tous les points qui lui sont intérieurs, les points situés sur le côté qui va de o à a, sauf le point a, les points situés sur le côté qui va de o à />, sauf le point b ; les points situés sur les deux autres côtés n'appartiennent pas au premier parallélogramme.
De même, tous les points u -^ ma -]- nb, où m, n doivent prendre encore toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, sont situés aux sommets d'un réseau de parallélogr»inimes identique au précédent, et qui s'en déduirait en faisant subir à toute la figure une translation égale au segment qui va du point o au point u. Tous ces points u 4- ffici -f- nb, pour lesquels la fonction y(w) reprend la même valeur, sont situés de la même façon par rapport aux parallélogrammes du premier réseau (ma-]- nb) qui les contiennent; nous dirons de tous ces points qu'ils sont congruents ; étant donné un point quelconque u du plan, il existe un point appartenant au premier parallélogramme, et un seul, congruent au point u.
Il est clair, d'après cela, qu'on connaîtra entièrement une fonction admettant les périodes a, b, si on la connaît pour tous les points qui appartiennent au premier parallélogramme du réseau ; elle se reproduira dans les autres parallélogrammes.
Remarquons encore, en général, que si a, b, c sont les affixes
de trois points, le quatrième sommet du parallélogramme ayant
l'un de ses sommets en a et ajant pour diagonale le segment qui
joint les points 6, c a pour affixe b -\- c — a ; en eff*et, si l'on
T. et M. — I. 10
désigne par d cette affixe, on devra avoir, en vertu de la représentation géométrique de Taddition des nombres imaginaires,
il résulte de là, en particulier, que, si a, 6, c sont des périodes de la fonction y(w), le quatrième sommet de tout parallélogramme dont a, 6, c sont trois sommets figurera aussi une période.
Ceci posé, imaginons que la fonction univoquey(w), régulière en un point, admette les deux périodes a, 6 à rapport imaginaire et considérons l'ensemble des points qui peuvent figurer des périodes de cette fonction : ces points, que nous appellerons points-périodes, sont isolés, et leurs distances mutuelles sont au moins égales à e; choisissons arbitrairement l'un d'eux, et menons, à partir du point o, la demi-droite qui le contient; il y aura sur cette demi-droite une infinité de points-périodes, mais, comme on Ta vu plus haut, il y en a un qui est plus rapproché de o que les autres; désignons-le par a; décrivons du point o comme centre un cercle, avec un rayon plus grand que | a | et assez grand pour embrasser un ou plusieurs autres points-périodes, non situés sur le rayon qui passe par a; faisons tourner ce rayon autour du centre de façon à rencontrer un point-période situé dans le cercle avant d'avoir décrit deux angles droits, et arrêtons-le dès que l'on a rencontré un tel point; désignons par ^ le point-période le plus rapproché de o, situé sur le rayon dans cette nouvelle position. Il est manifeste que le triangle ayant pour sommets les points o, a, P ne contient à son intérieur ni sur son contour aucun autre point-période que ses sommets; il en est de même du parallélogramme ayant pour sommets les points o, a, a -f- p, p : ce parallélogramme, en effet, est séparé en deux triangles par la diagonale qui joint les deux points a, P; l'un de ces triangles a pour sommets o, a, P; le second a pour sommets a, p, a-hP; or si ce second triangle contenait à son intérieur ou sur son contour un point-période y distinct de ses sommets, le sommet a -f- j3 — Y du parallélogramme dont le segment qui joint a, p est une diagonale et dont y est un sommet, serait un point-période et appartiendrait au premier triangle, ce qui est impossible. Le parallélogramme dont les sommets sont o, a, a-f- p, p ne contient donc à son intérieur et sur son contour aucun autre point-
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jpériode que ses sommets. Dès lors, si on le considère comme le j)remier parallélogramme d'un réseau dont les sommets auraient ■pour affixes les différentes valeurs de moL-h n^y on voit qu'aucun -parallélogramme du réseau ne pourra contenir à son intérieur ou sur son contour (en dehors des sommets) aucun point-période, sans quoi, le point congruent du premier parallélogramme serait «n point-période, ce que Ton a démontré être impossible.
Ainsi, toute période de la fonction /{u) est nécessairement de la forme ma -h /i ^, et Ton voit en particulier que cette fonction ne peut admettre trois périodes distinctes (*).
En résumé, lorsqu'une fonction univoque/(w), régulière en un point, admet un couple de périodes à rapport imaginaire, il existe
(*) La démonstration arilhniétique de celle dernière proposition résulte de lu généralisation de la méthode d'approximation des fractions continues que voici, et qui est due à M. Hermite.
Soient a,, x^, . . ., ««. w nombres réels quelconques; on peut en approcher comme il suit par des fractions à termes entiers et de même dénominateur : soit ^ un entier positif arbitrairement choisi et x un des nombres i, 2, ..., ^; prenons pour X- le nombre entier défini parles inégalités
o < oL.x - Xi<i;
si les parties entières des n expressions
sont nulles, on en restera là; sinon on prendra pour x un autre des nombres de la suite i, 1, ..., 4^. Si, après avoir essayé tous ces nombres, aucun des J(j* systèmes de n nombres entiers positifs moindres que 4^, formés par les parties entières des n expressions J(^(a..x — x.) n'est composé de nombres tous nuls, c'est que deux systèmes sont composés de nombres identiques, puisque, avec les \^ nombres o, i, 2, .... ^ — i, on ne peut former que 4^* systèmes distincts de n nombres, et que l'un de ces systèmes est formé de n nombres nuls; par suite, dans le cas supposé, il existe deux nombres Xy x\ pris dans la suite i, 2, . . ., 4^. tels que les parties entières des n expressions
X^{:l,x-x.) soient respectivement égales aux parties entières des n expressions
^{CL.X' — X'i).
Dès lors, on aura
4^1 7..{X — x' ) -{Xi— Xi)\<^]
en résumé, on peut toujours choisir les entiers x, x^^ x^y . . ., x^, tels que l'on ait
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un couple de périodes dont toutes les autres périodes sont des fonctions linéaires à coefficients entiers : un tel couple de périodes est dit couple primitif ; nous verrons d^aiileurs plus tard qu'il en existe une infinité. La fonction f{u) est dite doublement périodique.
A la vérité, rien encore n'autorise à affirmer l'existence de pareilles fonctions^ existence qui a été supposée dans ce qui précède ; c'est la construction de ces fonctions qui va maintenant nous occuper.
84. Parmi les fonctions univoques, les plus simples sont les fonctions rationnelles; mais on aperçoit de suite qu'elles ne peuvent être périodiques, à moins de se réduire à une constante. Il y a, au contraire, des fonctions périodiques parmi les fonctions transcendantes entières; telles sont les fonctions simplement périodiques
le nombre x est positif, et au plus égal à ^; il est facile d'assigner des limites
supérieures aux valeurs absolues des nombres x^, x^j ..., x^.
Ceci établi, on démontrera comme il suit l'impossibilité de trois périodes
distinctes
a : - X + X' I, ô — |x H- ji' i, c = V H- v' i ;
si l'on désigne par Xf y y z des entiers, le nombre P -h iP', où l'on suppose
P — X^ -4-jXV -i V5, P'= X'j7-r- |x'^-f- v'-s,
sera aussi une période, et il suffit, pour établir la proposition énoncée, d'établir que l'on peut choisir les entiers x, y^ z de manière que les valeurs absolues de P, P' soient moindres que toute quantité donnée : or, on lire des égalités précédentes
(Xpi'— X»x--(Hiv' — ix'v);; = P|x'— P'jx, (Xjx'— X>)>'-(X'v-Xv')5 = P'X-PX';
aucune des expressions Xjx'— X'jx, jxv' — |x'v, X'v — Xv' n'est nulle; si la première en elTct élait nulle, le rapport - serait réel, et ce cas a déjà été exclu ; or, après
avoir fixé le nombre entier (^, on peut déterminer les entiers x^y^ z de manière que les premiers membres des égalités précédentes soient moindres en valeur absolue que -7-; si donc on désigne par e, e' des nombres moindres que i en valeur
absolue, on aura
Pa'-P'lir= —, P'X-PX'= —,
ou I on tire
j, ^ Xe -4- jx£' ^ p,^ X'6-4-ix'e'
or, comme 4^ peut être supposé aussi grand qu'on le veut, P et P' peuvent être supposés aussi petits qu'on le veut.
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sin^r, e^; mais toute fonction entière, transcendante ou non, ^ui est doublement périodique se réduit à une constante. C'est là une proposition extrêmement importante, due à Liou- ^ille et dont Tillustre géomètre a montré qu'elle pouvait servir de principe pour fonder la théorie qui nous occupe (*). Sa démonstrarion est d'ailleurs immédiate; considérons en eflet le réseau de parallélogrammes formé, comme il a été expliqué plus haut, au moyen de deux périodes; une fonction (transcendante) entière restera évidemment finie dans le premier parallélogramme du réseau; sa valeur absolue y restera inférieure à un nombre positif iîxe A; et, à cause de la périodicité, cette valeur restera moindre que A dans chaque parallélogramme, c'est-à-dire pour n'importe quelle valeur finie de la variable : or, on a vu (n° 35) que, dans ces conditions, une fonction transcendante entière se réduit nécessairement à une constante; le théorème de Liouville est donc démontré.
85. Après les fonctions transcendantes entières, les fonctions univoques les plus simples, parmi celles qui admettent des dérivées, sont celles qui n'admettent pas d'autres singularités à distance finie que des pôles : sauf en ces pôles (et au point oo), elles sont partout régulières ; leurs pcMes sont nécessairement isolés. Elles se comportent comme des fonctions rationnelles pour toutes les valeurs finies de la variable. Rappelons encore qu'elles peuvent être regardées comme le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non (n** 74) ; ce sont ces fonctions que nous considérerons exclusis^ement, et voici la marche que nous suivrons pour former celles d'entre elles qui sont doublement périodiques.
Considérons une telle fonction univoque /(m), n'ayant pas d'autres singularités à distance finie que des pôles. Supposons que Ton ait
4>(w) et ^(u) désignant des fonctions entières (transcendantes ou non) de la variable u, qui ne s'annulent pas pour une même
(*) Leçons sur les fonctions doublement périodiques (Journal de Crelle, t. LXXXVIII).
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valeur de u; les pôles de /(u) correspondront aux zéros de W(u), ses zéros correspondront aux zéros de ^(w). Supposons que la fonction /(w) admette les périodes a, 6, dont le rapport sera nécessairement imaginaire, et envisageons le réseau de parallélogrammes formé au moyen de ces périodes. Dans le premier de ces parallélogrammes, la fonction /(m) aura au moins un pôle, sans quoi, elle n'en aurait nulle part. Elle en aura, d^ailleurs, un nombre fini, sans quoi, elle admettrait nécessairement dans ce parallélogramme un point singulier essentiel, limite des pôles en nombre infini. Si les pôles distincts appartenant au premier parallélogramme sont
tous les points congruents aux points pi, pa^ • • • ■> ^q seront aussi des pôles de la fonction, avec les mêmes degrés de multiplicité respectifs que ces points. En efTet, si m\ n sont des entiers, ma H- nb est une période et, par conséquent, Pi-f- ma -+- nb est un pôle de même ordre v/ que g/, (^ rrz i , 2, . . . , y) ; donc la fonction ^{u) admettra comme zéros tous les points p,-|- nia -h nb^ avec Tordre v/, (£ = 1,2, . . ., q)\ elJe n'en admettra pas d'autres. De même, dans le premier parallélogramme, la fonction y(i/) admettra au moins un zéro; car, autrement, la fonction doublement périodique
([ui n'admet aussi d'autres singularités que des pôJes, n'aurait aucune singularité si elle n'admettait pas quelque pôle dans le premier parallélogramme; ce serait donc une fonclion entière, et, par conséquent, en vertu du théorème de Liouville, une constante. Dans ce premier parallélogramme, /(u) ne peut admettre qu'un nombre fini de zéros; soient donc
les zéros distincts de la fonction ^(m), appartenant au premier parallélogramme, et soit [x/, (i* r= i , 2, ... ,/?), l'ordre de multiplicité du zéro a/; tous les nombres a/ -H ma -\- nb seront des zéros d'ordre [jl^, (/= i, 2, . . .,y^), pour la fonction W(u), et celle-ci n'admettra pas d'autres zéros.
Imaginons donc qu'on construise, par la règle de M. Weier-
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Strass (n" 71), une fonction transcendante entière a* m (*) admettant jour zéros simples tous Jes nombres ma -h /lè, et n'en admettant pas d'autres, on devra avoir, en vertu du théorème que nous venons de rappeler, et en désignant par ^(u)^ ^(^) ^^^ fonctions ^transcendantes) entières de w,
4>(w)=e?(«^[a'(a— a,)Jl^.[c'(a — a,)]lAa...[a'(a — ap)]K-/», V(M) = c4'<«)[o'(w-p,)]Vi[3'(a-p,')]v,...[a'(w-p^)]v,.
En effet, on voit de suite, comme au n" 72, que la fonction, régulière pour toute valeur finie de w, et ne s'annulant pour aucune valeur de w,
est une fonction (transcendante) entière de u de la forme
lien résulte que la fonction /(w) est nécessairement de la forme
fin) = ^,.A^i^-^xW^"A^(u-^ap)\^r
Nous retrouverons cette forme plus tard, avec une signification plus précise; nous avons seulement voulu montrer ici comment l'étude de la fonction (^u s'imposait d'une façon nécessaire; c'est la construction de cette fonction et l'examen de ses propriétés élémentaires qui vont maintenant nous occuper.
C'est Eisenstein qui, le premier, a construit cette fonction (2). Toutefois le produit infini à double entrée qu'il considère n'est pas absolument convergent et est, par suite, moins maniable que celui que nous allons considérer en suivant la méthode et en adoptant les notations de M. Weierstrass.
(') Dans les Chapitres qui suivent, on désignera par ce symbole une fonction particulière entièrement déterminée.
(*) Génaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quoticnten zuzammengcsetzt sind. { Eisenstein* s Mathematische Abhandlungen, p. ai3; Berlin, i84'7.)
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CHAPITRE II
LA FONCTION oTm ET LES FONCTIONS QUI EN DÉRIVENT.
I. — Les trois fonctions (Tu,}^Uy pu. L'argument augmente de scd^.
86. Nous adopterons les iiolalions et les conventions qui suivent :
Désignons par 2w,, 2(03 deux nombres dont le rapport soit imaginaire; nous apprendrons bientôt à former des fonctions doublement périodiques, pour lesquelles ces nombres constitueront un couple primitif de périodes, et nous emploierons de suite les mois périodes pour désigner ces nombres; quoiqu^il en soit, nous considérerons le réseau de parallélogrammes formé par les points
2/?ia>i-h 2/10)3,
nij n prenant toutes les valeurs entières positives, nulles ou négatives; comme dans le n" 83. Nous désignerons sous le nom de premier parallélogramme le parallélogramme dont le premier, le deuxième, le troisième et le quatrième sommet auront respectivement pour affixes
o, 2U)i, 2tO| -4- 9.to3, 2(03;
\e premier, le deuxième, le troisième etle^MaZ/Vf^mecôté joignent respectivement les points o,2(o,; 2(o,, 2(0^ -|- 2(03 ; 2(04-4-2103, 2(03; 2(03,0. Comme au n" 83, nous regarderons comme appartenant au premier parallélogramme tous les points intérieurs, et tous les points situés sur le premier et le quatrième côté, sauf les points 2(o,, 2(03. Nous adopterons des conventions analogues pour le parallélogramme dont les sommets sont
w, a -f- acoj. M -i- '2 0)1 -+- 20)3, m -1-20)3,
LA FONCTION (i U ET LES FONCTIONS QUI EN DÉRIVENT. l53
qui sera dit parallélogramme des périodes relatif au point u; tous les points m -f- 2/nw,H- 2/1W3 sont dits congruents; supposons en particulier que le point u appartienne au premier parallélogramme, tous les points congruents sont situés, par rapport aux divers parallélogrammes du réseau qui les contiennent respectivement, de la même façon que le point u par rapport au premier parallélogramme. Étant donné un point quelconque u' du plan, il existe un point 2/ appartenant au premier parallélogramme et congruent au point u' '^ Taffixe de u est la valeur réduite de u' ,
Dans le langage de l'Arithmétique, on dit que les nombres u et w' sont co/i^rw5 par rapport au système de modules 2 to,, 20)3, ou encore, congrus modulis aw,, 2(03, si Ton a, en désignant par m et n des nombres entiers,
a' = M -H 2ma>i-i- '^/iwa.
et l'on écrit
m'= M[mocld. 2 0)1, 20)3] (»).
87. Nous allons maintenant nous occuper du problème posé à la fin du Chapitre précédent, de la construction d'une fonction transcendante entière admettant comme zéros simples tous les nombres imtù^-\- 2/i(0s, en désignant toujours par m, n des entiers positifs, nuls ou négatifs.
La série à double entrée
Jb^ ( 2 //l toi -h- 2 /l W3 )3« m, n
étant absolument convergente (n° 18) lorsque a est un entier plus grand que deux, on voit que la fonction cherchée est une fonction transcendante entière de genre deux. Pour la construire, il faudra donc, d'après le théorème de M. Weierstrass (n**71),
(*) La notation un peu singulière modd. a été proposée par Gauss {Werke^ t. II, Nachlass, p. 339); elle a été adoptée et est employée couramment par M. Kronecker et ses élèves, pour distinguer les congruences suivant un système de modules des congruences suivant un seul module. Cette même notation est adoptée en Algèbre par M. Kronecker dans un sens bien plus général. {Voir Arithmetûche Théorie der algebraischen Grossen , Festschri/t et les Sitzungsberichte der Berliner Akademie^ surtout depuis 1886.)
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prendre pour facteurs primaires les quantités
dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les deux facteurs doivent être regardés comme liés indissolublement. Le produit infini à double entrée
OÙ s doit être remplacé par les diverses valeurs que prend l'eiLpression
quand on y met à la place de m, n les différents nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs, à l'exclusion de la combinaison m = <>, n = G, est alors absolument convergent quel que soit u. Il jouit de toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. Il en est de même du produit infini à double entrée
qui admet pour zéros simples toutes Jes valeurs de s et n'admet pas d'autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs de 5, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, et en outre la valeur o; en d'autres termes, toutes les valeurs que peut prendre l'expression a m w, -f- 2/10)3 quand m et n sont des entiers quelconques.
C'est celte dernière fonction transcendante entière que nous désignerons par
Cm
ou, quand nous voudrons mettre les périodes dont on part, en évidence, par
Alors, toute fonction transcendante entière admettant les mêmes
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zéros simole^. «^* n'en admettant pas d'autres, est de la forir "
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prendre pour facteurs primaires les quantités
\ ( l ?f ) g2/na>, -f- înw, "*" i {imtût-*-ln(a,)* •
l\ 2mtOi-r- '2/10)3/ )*
dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les deux facteurs doivent être regardés comme liés indissolublement. Le produit infini à double entrée
OÙ s doit être remplacé par les diverses valeurs que prend l'expression
quand on y met à la place de m, n les différents nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs, à Texclusion de la combinaison m = o, n = o, est alors absolument convergent quel que soit u. Il jouit de toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. Il en est de même du produit infini à double entrée
qui admet pour zéros simples toutes les valeurs de s et n'admet pas d'autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs de s, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, et en outre la valeur o; en d'autres termes, toutes les valeurs que peut prendre l'expression 2 ww, -1- 2/10)3 quand m et n sont des entiers quelconques.
C'est cette dernière fonction transcendante entière que nous désignerons par
ou, quand nous voudrons mettre les périodes dont on part, en évidence, par
Alors", toule fonction transcendante entière admettant les mêmes
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zéros simples, et n'en admettant pas d'autres, est de la forme
où ff{ii) désigne une fonction entière quelconque. 88. On a donc, par définition,
(II.) *"= "!!"!('- 1
En prenant la dérivée logarithmique du produit infini à double entrée, comme s'il s'agissait du produit d'un nombre fini de facteurs, on obtient une série à double entrée
U ^mà I U -' S S S^\
quireprésente(n°71) la dérivée logarithmique — — de la fonction (3* ^/; les éléments d'un même terme
1 lui
doivent être considérés comme liés indissolublement.
Les pôles de la fonction -— - que cette série représente sont ici
bien en évidence : ce sont tous les points s ; ce sont des pôles simples.
Nous désignerons, par Çw, la fonction ^— ainsi engendrée de (iu.
Lorsque nous voudrons mettre en évidence les nombres w,, (O3 au moyen desquels elle est formée, nous écrirons
On a donc
La fonction ^u engendre elle-même, par dilTérentiation, une fonction — Ç'i/ qui est représentée par la série à double entrée
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prendre pour facteurs primaires les quantités
2/nai
dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les deux facteurs doivent être regardés comme liés indissolublement. Le produit infini à double entrée
OÙ s doit être remplacé par les diverses valeurs que prend l'expression
quand on y met à la place de m, n les différents nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs, à l'exclusion de la combinaison m = <>, n = G, est alors absolument convergent quel que soit u. Il jouit de toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. Il en est de même du produit infini à double entrée
n'''*/ "\ 7+ ït'
qui admet pour zéros simples toutes les valeurs de s et n'admet pas d'autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs de s, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, et en outre la valeur o; en d'autres termes, toutes les valeurs que peut prendre l'expression 2mW| -f- intù^ quand m et n sont des entiers quelconques.
C'est cette dernière fonction transcendante entière que nous désignerons par
ou, quand nous voudrons mettre les périodes dont on part, en évidence, par
a'(M I ii)i, 0)3).
Alors", toute fonction transcendante entière admettant les mêmes
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prendre pour facteurs primaires les quantités
f \ 2/WtOi-r- 'à.n^^J y
dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les deux facteurs doivent être regardés comme liés indissolublement. Le produit infini à double entrée
OÙ 5 doit être remplacé par les diverses valeurs que prend l'expression
quand on v met à la place de m, n les différents nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs, à l'exclusion de la combinaison m = o, n = G, est alors absolument convergent quel que soit w. Il jouit de toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. Il en est de même du produit infini à double entrée
U 1 ll>
qui admet pour zéros simples toutes les valeurs de s et n'admet pas d'autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs de 5, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, et en outre la valeur o; en d'autres termes, toutes les valeurs que peut prendre l'expression imiù^-\- irnù^ quand m et n sont des entiers quelconques.
C'est cette dernière fonction transcendante entière que nous désignerons par
ou, quand nous voudrons mettre les périodes dont on part, en évidence, par
3'(m I li)i, 0)3).
Alors", loute fonction transcendante entière admettant les mêmes
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zéros simples, et n'en admettant pas d'aulres, est de la forme
où g{u) désigne une fonction entière quelconque. 88. On a donc, par définition,
(II.) «'«=«n'"l(-")
_ 7. leT-^i*.
En prenant la dérivée logarithmique du produit infini à double entrée, comme s'il s'agissait du produit d'un nombre fini de facteurs, on obtient une série à double entrée
U ^id I U -
quireprésente(n°71)ladérivée logarithmique -— de la fonction (3* «/; les éléments d'un même terme
doivent être considérés comme liés indissolublement.
Les pôles de la fonction — - que cette série représente sont ici
bien en évidence : ce sont tous les points 5; ce sont des pôles simples.
Mous désignerons, par Çw, la fonction - — ainsi engendrée de ^11,
lorsque nous voudrons mettre en évidence les nombres (0|, (O3 au moyen desquels elle est formée, nous écrirons
;(a !to,,toj).
On a donc
(II,) a«)=^iog^« = ,;-.2'"li7^+j-?|-
La fonction ^u engendre elle-même, par differentiation, une fonction — Ç'w qui est représentée par la série à double entrée
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obtenue en différentiant, terme par terme, la série qui représente — ^u. Les éléments d'un même terme
doivent toujours être regardés comme liés indissolublement.
Les pôles de la fonction — ^^ u sont bien en évidence : ce sont tous les points s ; ce sont des pôles doubles. Nous désignerons par pu ou, si l'on veut, par j3(w | Wj, 0)3), cette fonction — C'a engendrée de Çw et, par suite, de (iu.
On a donc
De même pu engendre par différentiation une fonction p'u qui est représentée par la série à double entrée
obtenue en différentiant, terme par terme, la série qui représente pu. Les pôles de p^ u sont bien en évidence : ce sont tous les points s ; ce sont des pôles triples.
On a donc
sf
où la somme est étendue à toutes les valeurs 5= a/wwiH- 2/1(1)3, y compris zéro.
89. Les propriétés qui suivent se lisent immédiatement sur les formules (1I|_4)
La fonction du est impaire. En eflet, à chaque valeur de 5, non nulle, correspond évidemment une valeur égale et de signe contraire, en sorte que, au facteur
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correspond le facteur
et ces deux facteurs se permutent Tun dans l'autre quand on change u en — M.
Il en résulte immédiatement que Çw est aussi une fonction impaire, pu une fonction paire Qi p' u une fonction impaire; cela se voit d'ailleurs aussi sur les formules (1I2_4).
On a encore immédiatement, quelque soit le nombre a différent
de zéro,
(i) ^(fléw I otoi, acoj) = a (r(a| 0)1, W3),
(III) I M î(aM|aW|, aws) = - Ç(w|wi, W3),
(3) p(aw|au>,, aw3)= - p(m|u>,, W3).
90. Soit 5 la distance du point o au plus rapproché des sommets 5 du réseau de parallélogrammes.
Si l'on a I // 1 < S, on peut écrire
donc, en remplaçant dans l'expression de !^e/ chaque terme qui Ggure sous le signe \] par
et en ordonnant ensuite, ce qui est permis (n"* 38), on aura, sous la seule condition | w 1 <; o,
ou, en tenant compte de ce que, dans les sommes de la forme
^trt-Hl'
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les termes se détruisent manifestement deux à deux,
(IV,) Ç" = i-«'2"'i-"'i;'"i-«'2"'i— ••
En intégrant par rapport à ^, on a
yî«rf«.=G-iog«--^2"i-ï2"i--- '
C étant la constante d^intégration et la détermination de loga dépendant du chemin d'intégration. On aura donc
vu u
La constante C doit être prise égale à zéro, afîn que le rapport
ait pour limite l'unité quand u tend vers zéro, ce que la formule (lli) exige manifestement. En remplaçant
yn 1 i.v
par le développement en série entière en w,
on voit que (i u peut se mettre sous la forme
(IV,) ^„ =. „_ I „5 2;"i - i "^ 2"i -• • ••
Ce développement est valable quel que soit w; il n'a, à la vérité, été établi que sous la condition | // | <; 8 ; mais, comme la fonction rru peut être mise sous la forme d'une série entière en m, partout convergente, et que cette série doit coïncider avec la série (IV|) pour toutes les valeurs de u qui satisfont à la condition précédente,
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elle coïncide nécessairement (n° 36) avec celte même série, quel que soit u.
On remarquera que le terme en u^ manque dans le développement de du.
D'un autre côté, en difTérentiant par rapport à u la relation (IV^), on trouve la formule suivante, que Ton aurait aussi bien pu déduire de la définition de pi/,
(') I ^-iC)
(IV,) P« = ;iï-^'J«'2l 7'-^'"''Zi Jï-^--"
Celte formule sera valable tant que Ton aura | ^^ | << 3; si cette condition n'est pas vérifiée, le second membre n'est pas convergent. En difTérentiant encore une fois, on trouve
(IVv) P"=-^-^<^"^ ^~^^''"\2d 7^'^""
La méthode précédente permet sans doute de calculer autant de termes que l'on voudra dans le développement en séries de du, * Çw, pu-^ mais elle ne permet pas de trouver la loi de formation de ces séries. Ce n'est qu'après avoir obtenu des équations différentielles auxquelles doivent satisfaire ces fonctions que l'on peut établir cette loi. Il convient toutefois de signaler dès maintenant ce fait important que les coefficients des séries (IVi.^) sont des polynômes entiers à coefficients rationnels par rapport aux deux nombres
(IV,) ^, = 6o^ -, ^3-i4o2;^ -,'
Les nombres g2 et gz ont reçu le nom AUnva riants, qui sera justifié plus tard.
91. La formule (II| ) peut être transformée comme l'a été la formule analogue pour simzx dans le n^ 79. En désignant par a un nombre assujetti seulement à ne pas être égal à l'une des valeurs de s^ on aura, en remplaçant dans (II| ) u par a -i- a,
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ni') , peut être
regardé comme le produit des trois quantités
rf 1 A>
et, à cause de la convergence manifeste de chacun des trois produits infinis dont les facteurs s^obtiennent respectivement en donnant à Sy dans les expressions précédentes, toutes les valeurs dont ce symbole est susceptible, sauf la valeur zéro, il est clair
que est égal au produit de ces trois produits infinis.
Le dernier d'entre eux est égal à une puissance de e dont l'exposant est
mais, en vertu des formules (II2) et (II3), on a
jhaà \ a — S S s^\ a
D'autre part, le second des produits infinis est, en vertu de la formule (II« ), égal à
a On a donc
^Il"'|('"r-«)'""'"*'^'' '•'"""
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En faisant rentrer parmi les facteurs du produit infini le facteur
i / - _ \ it \ II*
qui n'est autre chose que le facteur général qui figure sous le signe TT , dans lequel on supposerait 5 = 0, on aura finalement
^., , Cf(u-ha) -iiT^a-h-pa TT 1 / ^ \ -^ Z , if
CCa) 11(\ s — a) y
OÙ S doit prendre toutes les valeurs, sans exception, que l'on obtient en remplaçant, dans l'expression a/w Wi -{- 2/10)3, m ci n par tous les nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs.
En prenant les dérivées logarithmiques, par rapport à 1/, des deux membres de l'équation précédente, on tombera sur la formule
(V2) Ç(a-+-a)— ;a-4-Mj)a= V ] — — ! —
Et, en prenant les dérivées par rapport à u dans les deux membres de cette dernière égalité, on a
Ces deux égalités se déduiraient tout aussi bien des formules (II2) el (II,).
92. Les égalités (V) ont ceci de très remarquable -que les quantités qui figurent dans les seconds membres ne changent manifestement pas quand on y remplace a par a -\- s, où s est l'une quelconque des valeurs que peut prendre 2/n(ji)| -f- 2/10)3. Il est clair, en effet, que, par ce changement, l'ordre des facteurs ou des termes qui figurent dans le produit infini ou dans les séries est seul modifié. Ainsi, considérés comme des fonctions de a, les premiers membres sont des fonctions doublement périodiques à périodes 20)1, 20)3.
T. et M. — I. II
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Voici quelques conséquences essentielles qui résultent de cette remarque et dont nous empruntons la déduction à Halphen (*):
1° On a
d'où, en remplaçant u par b — a,
on voit donc que les deux membres sont égaux à une constante, indépendante de a et de 6. Pour déterminer cette constante, supposons d^abord que les deux entiers m et n ne soient pas tous deu^
pairs, en sorte que -5 ne soit pas un des nombres exclus pour a;
posons alors a^= et rappelons-nous que p est une fonction
paire; on voit que la constante cherchée est alors nulle.
On a donc, en particulier, pour m = i, /i = o et pour m = o,
p(w -i-2W|) = pa, p(m -hawj) = pw, et, par conséquent, quels que soient les entiers m et /?, (VI3) p(t*-ha/nwi4-2/iW8) = pa.
2" On a de même, en conservant les mêmes notations,
En réduisant, au mojen de l'égalité précédente et en posant u = b — a, il vient
Ici encore les deux membres sont donc égaux à une constante indépendante de a et de b. Pour la déterminer, dans le cas où m
et n ne sont pas pairs simultanément, posons a= > ce qui
est alors permis; rappelons-nous aussi que la fonction Ç est impaire, et nous aurons alors, pour la valeur de celle constante,
C) Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 367.
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En particulier, pour m = i , /i := o, pour /n= — i, /i= — i et pour /n = o, 71 = I , on a
Ç(a-Hawi) = Ça-+- aÇwi, Ç(a-4-2W3) = Ça-H 2Çu>3,
où le nombre o>2 est défini par la relation
(Oi -4- coj -4- u)j = o
et est introduit pour des raisons de symétrie dont le lecteur s^apercevra bientôt.
On en déduit
Ça = Ç(a — awj)-h aÇwj = Ç(a -h 2u>i4- 2W3) h- 2^(0» de sorte que Ton a
Çu>i -h Çcoj -h Ça)8 = o.
On pose habituellement
. Çw3 = r^3,
en sorte que la relation précédente peut s'écrire (VI4 bis) ï3i-^73t-i-î)3 = 0
et que l'on a, en écrivant u au lieu de a,
Ç(M4-2Wa) = îa-h27)3t (a= i, 2, 3);
donc aussiy par répétition, quels que soient les entiers m et n, (VI3) Ç(u-h2mwi -h 2/1(1)3) = Ça -4-2/117)1 4- 2 /ir^3.
3® Enfin, on a, en conservant toujours les mêmes notations,
^{u-^a-^-s) -MÇ(<n-j)-i-yp(rt-i-*) _ CCm -ha) — «Ça-n'^pn ^(a-Hs) ~* Ca
En réduisant, au moyen des égalités précédentes, il vient
l64 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
et, en remplaçant u par b — a,
Ici, encore, les deux membres sont égaux à une constante indépendante de a et de by et, si m, n ne sont pas tous deux pairs, on déterminera cette constante en posant
a = = — (mu>i-4- /i(U3),
ce qui est alors permis. On obtient, dans ce cas, pour cette constante, la valeur
on a donc, pourvu que Tun des deux entiers m, n soit impair, et, en particulier,
a'(a -^ 2(1),) = — eîTj,{tt-»-w,) 3»^, La première de ces trois égalités, par répétition, donne
^(m -f- 2/nw,) = (— i)wgîri,(mi4-»-m«to),}^
de même
a'(w-4-2/i (03) = (— i)« e*TQït««-*-«'WïJ;
en remplaçant, dans l'avant-dcrnière égalité, u par m -f- 2/1(03 et <;n tenant compte de la dernière, il vient
sans qu^ici Ton ait à exclure le cas où m et n seraient pairs à la fois; on a posé, pour abréger,
A = 27)1 [m{u-\- 2/I3W3) -h m*a)i] H- 27)3 [nu -h /l'w,]
= (2mT,i-f- 2/ir^3)(w+ nnxii-Jr nco,) 4- 2^/1(7)1(03 — ïi3(»>i).
En échangeant m, (Oi, 7)1 et /i, (03, 7|3, on aurait de même C(a4- 2/n(oi-f- 2/1(03) = (— !)'«-»-« e^ yu,
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OÙ
B = (a/WTji-h a/ir^i)(w -H mwi-f- nwj) — 2m/i(7)iWj — 733t*>i)-
Il faut que Ton ait e* = e® et, par suite, que
4/nn(7),(i), — 7)j(D|)
soit uu multiple entier de 2 Te, quels que soient les entiers m, n. Si, en particulier, on prend /w =: i , /i = i , on voit que
est un multiple entier de — • On peut ajouter que c'est un multiple impair, puisqu'on doit avoir à la fois
o* ( a -h a u>, ) = — eî^i»^«-^«^ 3* u,
où
A = 27), (m -h w,)-i-a(T^iu>3— r^jwi),
ce qui implique
et(r„w,-Yj,w,) = _ I .
On prouvera plus tard (n° 108) que Ton a
suivant que le coefficient de i dans — ^ est positif ou négatif.
Quoi qu'il en soit, dans le seul cas d'abord exclu, celui où m et n sont pairs à la fois, la quantité
sera un multiple de 21:/, et l'on aura, dans ce cas,
gï/n«(r)|W,-7}jto),) = 1^
On a donCy dans tous les cas,
( Vit ) 0'(M-h2//lCDi-ha/lO)3) = (— i)mii4-/»n-« e(t/nr),-t-î«r),) («+ma>,-i-iia>,) (f n ,
Ajoutons encore que, de la double périodicité de pu, on
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déduit immédiatement celle de toutes ses dérivées p'</, p^ u^ .... On a donc
(Vie) j)'(a-f- 2 mwi-f- 2/10)3) = p'u.
Si l'on fait dans cette formule w = — Wi , m = i , /t = o, on a
p'wj=:p'(— ««>i);
d'ailleurs, puisque la fonction pu est paire, la fonction p^ u est impaire; on a donc
p'tui =— p'W| =0,
puisque o>i n'est pas un pôle de p' a. De même p'(i)2 = o, p'(ù^z=o : ainsi
(Vle^w) p'(oa=o.
Le lecteur retrouvera immédiatement ces résultats sur l'égalité qui donne, par exemple,
2*^ .^[(2m — 1) a)i-i-2/ieojj''
il est manifeste que le second membre est composé de termes égaux et de signes contraires qui se détruisent deux à deux. On verra de même que les dérivées d'ordre impair de la fonction pu s'annulent pour u = (l)^, (02, Wj. La formule (VIo bis) pour a = 1 , 2, 3 se trouve ainsi établie à nouveau.
La périodicité de p' u est d'ailleurs mise directement en évidence par la formule
car le second membre ne change évidemment pas quand on change u en u-\-im^ (1)4 -\-in^ 0)3, où m^ et n^ sont deux entiers déterminés quelconques : dire que l'indice s prend toutes les valeurs 2.^10)1 -i- 2/1(03 ou dire que s — 2/?i|(0| — 2/11(03 prend toutes les valeurs 2/?i(0| 4- 2/1(03, c'est, en effet, dire exactement la même chose, et la somme double étant absolument convergente,
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on peut, sans changer sa valeur, intervertir à volonté l'ordre de ses termes.
De la périodicité de p'u ainsi établie directement, on aurait pu déduire celle àe pu et, par suite, les formules établies plus haut pour Ç(w -h 2/na)| -j- a/iw.,) et rf(w + 2 mwi -j- a/iwj). En effet, de l'égalité
par exemple, on déduit, en intégrant,
j:)(M4-2a>i) = pw-h c,
où c est une constante; si l'on pose m = — Wi, cette dernière
formule devient
pwi =p(— a>i)4-c;
on en conclut que c = o, car pu est une fonction paire et (o, n'est pas un pôle de pu.
De même, la relation
donne, en intégrant,
c est encore la constante d'intégration, dont on trouve la valeur '2Z^ci)|, en supposant u-= — (0| et en se rappelant que Ça est une fonction impaire. Enfin, en intégrant l'équation différentielle
on trouve
et l'on trouve c = coi en supposant encore w = — (i>|.
Ajoutons que les périodes a(0|, 2(03 constituent un couple de périodes />rf/n//iVe5 pour la fonction pw; en effet, puisque o est un pôle de celte fonction, toute période Ae pu doit aussi être un pôle; or la série qui définit pu montre qu'il n'y a pas d'autres pôles que les nombres s congrus à zéro, modulis awi, 2(03.
Le parallélogramme que nous avons désigné comme premier peut donc aussi être désigné sous le nom de primitif.
Nous avons ainsi établi, sur leur définition même, quelquesunes des propriétés fondamentales des fonctions du^ X^u^ pu.
II. — Premières relations entre les fonctions <îuy X^u, pu, p'u.
94. Nous allons maintenant faire une courte digression pour établir entre ces fonctions quelques relations plus cachées, mais de la plus haute importance. A la vérité, nous aurons occasion plus tard de retrouver ces relations par une voie peut-être plus naturelle, et comme conséquence immédiate de l'application aux fonctions doublement périodiques du théorème fondamental de Cauchy sur les intégrales de fonctions d'une variable imaginaire prises le long d'un contour, mais il nous sera commode, quand nous continuerons l'étude directe de la fonction d, d'avoir ces relations, afin de pouvoir écrire nos formules sous une forme plus définitive; les nombreuses propositions de la théorie des fonctions elliptiques, d'une part, se groupent, comme le verra le lecteur, autour d'un petit nombre de principes, et, de l'autre, se pénètrent mutuellement : la digression que nous allons faire évitera des répétitions et des renvois fatigants; elle aura d'ailleurs l'avantage de montrer immédiatement au lecteur le lien des fonctions que nous venons d'introduire, d'après M. Weierstrass, avec des questions qui lui sont certainement familières.
C'est tout d'abord une relation, analogue à la formule
I i ^ fi'\n(a -h x)s\n(a — x)
sin'ir sin*a sin^arsiii^a
que nous allons établir. La fonction rf//joue, à certains égards, le même rôle que la fonction
dont la dérivée logarithmique admet pour dérivée
sin*rJ7
de même que la dérivée de la dérivée logarithmique de <iu est — pu.
Les deux fonctions de u
<^(a ■+- u)(a(a — u) pu — pa. — ^ — ^
se rapprochent naturellement Tune de l'autre; tout d'abord, elles sont toutes les deux doublement périodiques, avec les périodes 2cO|, 20)8, ainsi qu'il résulte, pour la seconde, de la formule (VI|), qui montre que, si l'on remplace u par w-hatOa, le produit (^(1/ -}- a) d{u — a) se reproduit multiplié par le facteur
exactement comme d'^ii. D'ailleurs, des deux fonctions considérées, la première pw — pa s'annule pour toutes les valeurs qui annulent le numérateur de la seconde, et, ce qui importe surtout dans la démonstration qui va suivre, les pôles des deux fonctions sont les mêmes avec les mêmes ordres de multiplicité; ce sont les nombres 5, qui tous sont des pôles doubles pour les deux fonctions; aux environs du pôle o, la fonction pu — pa se présente sous la forme
d'un autre côté, le produit i{a + u)<i{a — u) est le produit des deux séries
cfa H ^ a -\ ^a -+-...,
(fa ^ a H T^a -^ . . . :
les premiers termes de son développement suivant les puissances de // sont donc
d'ailleurs le développement de (i^u commence par un terme en u^^ avec le coefficient un, puisque celui de du commence par le terme 1/ : on a donc, dans le voisinage du pôle o,
par conséquent, la différence
cf(a-h u)^(a — u) pu — pa -T — -T
est régulière aux environs du point o; comme c'est une fonction
doublement périodique, qui admet pour période Tun quelconque des nombres 5, qui ne peut pas avoir d^autres pôles que ces nombres, et que tout se passe autour de ces points comme autour du point o, il est clair qu^elle est régulière en tout point à distance finie; c'est donc, en vertu du théorème fondamental de Liouville, une constante, et cette constante est nulle, comme on s'en assure en supposant u = a; on a donc
(VIIi) . pu — pa=: ^ — ^ — 7 :
c^est la première relation que nous voulions établir.
Elle montre tout d'abord que Féquation
pu — pa = o n'admet pas d'autres solutions que celles des équations
a'(aH-a) = o, a'(u — rt) = o, c'est-à-dire que les valeurs de u données par la formule
on déduit de là sans peine une seconde démonstration de ce que
uo)], 20)3 constituent un couple de périodes primitives pour la
fonction doublement périodique pu.
Remarquons encore que les trois nombres pwo p^^f p^zi <iui
joueront dans la théorie un rôle essentiel et que nous désignerons
respectivement par ei, ^2, c'a, sont différents; si l'on avait, par
exemple,
pu>, =pa)2,
on devrait avoir
it u>i == tuj -+- loj (modd. au>i, 20)3);
or ces congruences entraînent toutes deux la suivante
u>3 =^ o (modd. 2 0)1, atoj), (|ui est impossible.
La relation (V1I|) conduit immédiatement à une relation
très importante, qui résulte de Tidentité évidente
En désignant par a, 6, c, u des nombres quelconques dont nous supposerons d'abord qu'aucun n'est congru à zéro modulis 2(0|, 2 cO)' et en posant
A=pa, B = p6, C = pc, D = pa,
on a
(pw — pa)(p6 — pc)-i-(pa — p^>)(pc — pa)
-+-(pa — pc) (pa — pô) = o.
En remplaçant les quantités pu — pa, pb — jdc, ... par
a'(a-J- a)a'(a — a) cf{b -^ c) ^{b — c)
Tûï^ïa ' ^i'b tf» c '
et multipliant par d^iKi^ad^bd^c^ il vient
/ 3'(a-+-a)G'(a~a)G'(^-hc)3'(^> — c) (VIIi) ' -+-a'(M-f-6)a'(M — 6)a'(c-4-a)a'(c — a)
' -+-a'(MH-c)3'(M — c) 3'(a -H ô) a* (a — 6) = o.
Le premier membre de cette égalité, étant évidemment une fonction continue des quantités ;/, a, fr, e et restant nul lorsque quelqu'une de ces quantités s'approche de l'un des nombres congrus à zéro modulis liù^^ swj, est nécessairement nul encore lorsqu'on atteint cette limite. L'égalité (VII2) a donc lieu, quels que soient les nombres ;/, a, 6, c.
Cette belle identité offre ceci de remarquable qu'elle caractérise la fonction du] d'une façon plus précise, il n'existe pas d'autre fonction transcendante entière que la fonction du dont la dérivée se réduise à t pour w = o et qui jouisse de la propriété qu'exprime l'égalité (VII^); nous renverrons pour la démonstration de ce théorème, dont nous ne ferons pas usage, au Traité des fonctions elliptiques de Halphen, t. I, p. 187.
97. En prenant la dérivée logarithmique des deux membres de la formule (Vllf), successivement par rapport à w et par rapport
à a, on obtient les relations
= Ç(a H- m) — Ç(a — a) — 2Çm,
pu — pa — p'a
= Ç(a -h u) -h}^{a — a) — a Ça,
pu^pa qui, par addition et soustraction, donnent
^=-^-— = 2}:(u ± a) — 9.}:u zn lia,
pu — pa -» -T- -»
formule que l'on écrit habituellement
(VII3) Ç(u=ha) = a")±î«-+-- ^-^^^^>
2 pu — pa
et qui porle le nom de formule d^ addition de la fonction Ç. On a, en particulier,
2 J)i/— pwa
En prenant la dérivée, par rapport à w, de la relation (VII3), on obtient de même \^ formule d addition relative à la fonction pu
^ *^^ ^ *^ idulpu — pa]
Dans ces formules, les signes supérieurs se correspondent.
98. Nous allons encore déduire de la relation ( VII| ) une relation entre p^/ et sa dérivée p'u, qui nous amènera, dans un instant, à ce fait capital que la fonction pu vérifie une équation différentielle très simple du premier ordre.
On peut écrire la relation (Vlli )
pu — pa _ a'(w -4- a) o'(w — a) ^ u — a ^^u^^a u — a '
en faisant tendre u vers a et passant à la limite pour e/ = a, on a
donc, quel que soit a,
, (jTaa) p a = ^^ -•
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Or la formule (Hi), si Ton y remplace u par 2W, devient
\ ( l ) gmo),-+-/i(i),"*'î(/no),-H/i(i),»« ( .
coupons les facteurs oii m, n sont pairs, ceux où m est impair et n pair, ceux où m est pair et n impair, ceux où m et n sont impairs; en tenant compte de la formule (V|), qui donne, pour
(\ s — ^ol/ ) Cwa
et en tenant compte aussi de la relation r^i -f-Tj 2 + t, 3 = o, nous obtiendrons, pour la valeur de <^(2w), l'expression
3'(w -h (1)1) G'(m -4- o)*) 3'(M-hU).i) V 'p(0, 4- nwt -H no),)
(7(1)1 TOJ» Ta>3
On a donc
Co)i o'm jtojd'a o'wsG'w
et, par suite, en changeant u en — u et en remarquant que les fonctions <^ et p^ sont impaires,
, (J'(0>, — m) a'Co), m) a'(t03 — W) - (p(i),-Hp(i), + pO),)
En multipliant ces deux égalités Tune par Tautre et en tenant compte de Tégalité (VII|) pour a = coa, on a enfin
p'*a = 4(pM — pa>i)(pw — pu),)(pw — pu>3)e"'<''^»-*-^*^«-^P^''.
Mais les deux fonctions pu et p'u sont doublement périodiques et admettent le couple de périodes (2(04, 2(03). La fonction transcendante entière
gl«« (p W, -+-p Wj -t-p fi),»
doit donc être aussi doublement périodique diaprés Tégalité précédente; elle ne peut donc être qu'une constante, comme on le voit directement ou comme il résulte du théorème fondamental de Liouville. Or ceci exige que l'on ait
p (i)i -h p (1)1 H- p cua = o.
Ainsi la fonction pu et Sdi dérivée p'u sont liées par la relation
(VII,) p'^u = i(pu — ptùi) (pu — ptùt) (pu — pîû^).
Nous en concluons, en posant
(VII4) pa)oi = ea, Ci-l- e,-f- 63= o,
que la fonction de u^ yz= pu^ est une intégrale particulière de l'équation différentielle du premier ordre
dont l'intégrale générale est donc^' = p(w -h c), où c est une constante arbitraire. En prenant pour
/4(^ — ei)(r — ^ï)(^ — «s)
celle des deux déterminations de cette racine qui est égale à — p'u, nous voyons aussi que les deux variables u et y=spu sont liées par la relation
dy
y v^4(7 — ^i)(r-^î)(J' — ^8) car, pour w = o, on a j^ = 00.
99. Avant de passer à un autre objet, nous allons encore déduire quelques conséquences essentielles de l'équation différentielle du premier ordre à laquelle satisfait pu.
Et d'abord on peut écrire cette équation différentielle
p'*w = ip^u 4-4(^ï^3 -î-^3^1 -+• eiet)pu — /ieiCtei,
Remplaçons dans les deux membres pu ei p'u par leurs développements en séries donnés par les formules (IV3) et (IV4), que l'on peut écrire
p W = — 4- Cj W* H- Cj W* -h . . . -4- c,. W-''-' -h . . . ,
p'u= H-î2Cta-4-4C3W'H-...-h(2/' — 2) Cr M*'""' -+-...,
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en posant, pour abréger (IV5),
On aura alors
donc, en égalant, dans les deux membres de Téquation différentielle, les coefficients de — et les termes indépendants de u, on obtient les deux relations
— 8c, = 12c, -+-4(eiC3-h CsCï-HCiC,),
— 16C3 = laCs — 4«l^ï^3,
d'où Ton déduit
etCi-hezei-hetet = — 5c, =— ^ = — ^^ ^ Ji'
ce qui permet d'écrire l'équation différentielle sous la forme ( * ) (VU,) p'^u = 4p» w — gtpu — ^3.
100. En prenant les dérivées par rapport à e/ et en divisant par p'ii, on tire de celte équation
(VII7) ip'u =Iî2p*M — ^,.
(*) Comparez Ëisbnstein, loc, cit., p. 385. Les formules (5) et (6) sont identi<iaes à nos formules (VIIJ et (VII,). Kronecker a proposé récemment, pour honorer la mémoire d'Eisenstein, d'écrire en{u) au lieu de pu, le symbole en étant formé au moyen de la première et de la dernière lettre d'Eisenstein. Nous consenrerons la notation de M. Weierstrass, qui a fait connaître le r6le et la place de la fonction pu dans la théorie des fonctions elliptiques : cette notation, d'ailleurs, est aujourd'hui universellement adoptée.
En prenant les dérivées encore une fois, on a (Vils) p'"u = i'ipup'u,
et Ton peut continuer ainsi et obtenir, en tenant compte chaque fois des équations précédentes, les dérivées successives de pu en fonction de pw et de p'u. On aperçoit sans peine que ces fonctions sont rationnelles entières en p m et p'u ; on peut même montrer que les dérivées d'ordre pair de pu sont des fonctions rationnelles entières de pu seulement et que les dérivées d'ordre impair de pu sont égales au produit de p'u par une fonction rationnelle entière de pw seulement.
Ce résultat, en effet, se vérifie de suite sur les formules précédentes pour les dérivées seconde et troisième; il se démontre ensuite par induction, sans aucune difficulté.
101. L'équation (VII7) permet d'obtenir sans peine, par des calculs successifs, les coefficients C4, C3, ..., Cr, ... au moyen des deux coefficients
Cl — — y C3 = — .
En remplaçant, en effet, p" u etp^u par leurs développements en série, on trouve, après quelques réductions faciles, en égalant dans les deux membres les coefficients de m^'*"*, la relation
(r — 3)(2/'-i-i)c,. = 3 \^ CiCr-i' (r = 4, 5, 6, ...)•
On reconnaît en particulier que, comme on l'avait annoncé au commencement, tous ces coefficients sont des fonctions entières à coefficients rationnels de g^ et de g^ et que, par conséquent, toutes les sommes telles que
JTr'
où /• est un entier plus grand que 3, s'expriment par des fonctions entières, à coefficients rationnels, au moyen des sommes
I^orsqu'on se donne <i)«, Wj, ces deux dernières sommes, ou, ce (^vai revient au même, les quantités g^ et gz sont déterminées
ambiguïté.
eus monlrerons plus lard que, inversement, si l'on se donne 1^^ ^quantités g^ et ^3, telles toutefois que les racines ei, ^2, 63 de l"* écf nation
soient différentes, c'est-à-dire telles que le discriminant
ff = 1^ {g\ - 27^î ) = (^î- «3)' (^3 - e, y{e, - e,)>
^^ cette équation du troisième degré soit différent de zéro, il ^^■ste deux nombres Wi et (03 qui vérifient les équations (IV5)
^^ ^^Is que le coefficient de i dans le mpport — soit différent de
^^c> ^et même positif). La fonction pu^ formée avec ces quantités ^^^* > 2 CO3, satisfera manifestement à l'équation différentielle (Vile); ^^*e sera, dans le voisinage du point zéro, représentée par une ^^^î ^ de la forme
-- -h cj w* -4- Cs M* -h . . . -
c^ comme on vient de vérifier que les coefficients, Ca, C3, ...,
Cfi •.. sont entièrement déterminés par g^ et ^3, on voit que
c^s coefficients g2 et g% déterminent sans ambiguïté la fonction
p ^, bien que, à la vérité, les équations (IV5) admettent une infi-
fiité de solutions C0|, (O3.
Celte remarque justifie la notation
pour représenter la fonction ainsi déterminée. La fonction X^u est d'ailleurs entièrement déterminée dans les mêmes conditions, puisqu'on doit avoir, dans le voisinage du point zéro.
Y I Cj C3
T. et M. — I.
Enfin la fonction (iu est aussi déterminée sans ambiguïté parles conditions
^u du ^ * ^ ^ '
d'où l'on tire successivement
^ ^ 12 3o ' a'u = M — ■^*- u» — — m' ^^^ tt» -4- . . . ,
en sorte que Ton pourra employer les notations
|)0ur représenter sans ambiguïté ces fonctions.
102. Les équations d^homogénéité (III) prennent une forme un peu différente avec ces nouvelles notations. En effet, quand on multiplie 0), et (Os par a, les nombres gt et g^, en vertu de leurs définitions (IV5), sont multipliés respectivement par — > — : on aura donc
(I) cr(aw; g,g) = a3'(w; ^,,^3), (VIII) ](2) ç(aw; g,g)= lç(i/.;^-,,^3),
On observera que cette dernière relation se lit en quelque sorte sur Téquation différentielle
La fonction
doit en effet vérifier Téquation différentielle
Id(oLu)] 0L^\du/ ^^ «v . a6
OU
qui s'obtient en changeant dans (Vile) pu en a^o; ces deux fonctions doivent donc être identiques, puisque, dans le voisinage du point zéro, leurs développements suivant les puissances de u
doivent commencer tous deux par un terme en — •
103. La méthode précédemment exposée nous fournit le moyen d'avoir autant de termes que Ton veut dans les développements
de du^ X^u > pu 5 en séries entières en w, chacun de ces
termes étant exprimé en fonction entière de g 2 et de g^. Il est utile d'avoir les premiers termes de ces développements, dont on verra plus tard l'usage fréquent. Nous transcrivons ci-dessous ces premiers termes
(IX) (.) ç„=L_4îi^_ 4îifL __4^+...,
On rappelle que les deux derniers développements ne sont convergents qu'aux environs du point zéro.
Le lecteur rapprochera naturellement ces formules des forroules (IV).
III. — Représentation de s'a par un produit infini
à simple entrée.
104. Nous allons maintenant reprendre l'étude directe de la fonction du et chercher à transformer le produit infini à double entrée, qui définit du^ en produits infinis à simple entrée.
Supposons n différent de zéro et désignons par P„ le produit de tous les facteurs primaires de du pour lesquels n a la même valeur. Un de ces facteurs
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OÙ 5 = 2m&)| -f- 2/i(i>3, est le produit des deux quantités
I — -je", e»**;
or les deux produits infinis que l'on obtient en prenant respectivement pour facteurs ces deux quantités, où m prend toutes les valeurs entières de — oo à -i-oo, sont évidemment convergents. Le premier produit
d'après la formule (1»), où l'on remplace u par et a par
est égal à
SmTT TtM „oï,
aWi — -COlTl '
/ia>3 sinTT
Le second est égal à une puissance de e dont l'exposant est
TÏ
^d I na)3\:
quantité qui, en raison de la formule (I3), est égale à
810? . ^ /iWg
On aura donc
Sin iw 20), (0, 8(|)î , ,_nCO,
sinir
11 reste à effectuer le produit des facteurs primaires où n =1 o Ce produit
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est égal au produit des deux produits convergents
u smir
IX f \ innùil ] u
et
d'ailleurs (n«> 69)
donc
simz 7t«M«
Ainsi
-, 20)1 n --T . M "TT^ r>
<ïu= — -e^^ "i simr 1 1 P»,
11 2U)j iJL
où P/i est supposé remplacé par sa valeur établie plus haut. Celte formule, ayant été obtenue uniquement en j^roupant les facteurs du produit infini qui définit du, est valable quel que soit/^; le produit infini à simple entrée est absolument convergent et Ton peut en prendre la dérivée logarithmique. Comme la dérivée logarithmique de P^ est
Tt u — 'inUii TZ 71 0)3 TT* W I
COtir H COtTC -h ; y
20)1 20)1 20)1 0)1 âUii . . 710)3
* sin*7u
on aura, en désignant cette expression par Q/,,
Celle dernière formule aurait pu être déduite très aisément de la formule (Ha) en groupant ensemble les termes qui correspondent à une même valeur de n. On peut prendre la dérivée de la série
qui figure au second membre, terme par terme. Si donc on pose
dQn TU* T -ÏC' I
du 4^1 ' • w — 2/iu>8 4««>î . . ntoj * sin> Tt ^ * sin* -re ^
on aura
^ 12 eu? 4 «>7 • « <^ ^^
On parviendrait d'ailleurs à cette dernière formule par un groupement convenable des termes dans le second membre de l'équation (II3).
105. Ces formules se simplifient; cela résulte de ce que la série
iC) I
n sin*ir
est convergente, parce que le rapport — est imaginaire.
Si, en effet, a et 6 sont des nombres réels dont le dernier n'est pas nul, on a
sinfa -^ bi) = ; :
donc, puisque les valeurs absolues des quantités
sont
çia g-6
g—ia çb
le»
et que la valeur absolue d'une somme de deux termes est plus grande que la différence des valeurs absolues de ces termes,
I sin(a -t- 6/) I est supérieure à si b est positif, à
si b est négatif; on a donc toujours
I %\n{a-\-bi) \ >
Si donc on désigne par ^ la valeur absolue du coefficient de 1
dans
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on aura
sin'ir
et, par conséquent, la série considérée est absolument convergente.
106. Ceci posé, considérons la valeur de du. Puisque P,, est le produit des deux quantités
î glO), 0),
nht* 1
sinTc
et que le produit infini
it««« I
SCO? ^ .,„.^îîa>.
est absolument convergent et n'a pas une valeur nulle, il faut que le produit infini
2/iaJs — u
() 2 0), —COITI— .
SinTT
/lb)3 0),
gt"!
soit lui-même convergent et égal à
Si d'ailleurs, dans ce produit infini, on groupe ensemble les termes pour lesquels n a des valeurs égales et de signes contraires et si l'on tient compte de Tidentité
suit: sini: = sin'ir sin'ir >
liùi 20)1 2(1)1 (1)1
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on voit qu'il prend la forme
"=* 1 sin'ir I
OÙ le caractère de convergence absolue est manifeste, puisque la série
est absolument convergente.
On a donc finalement
(Xi) s'a = c*^« — =• sin I I 1 i =- h
où l'on a posé, pour abréger,
ttI I t
_ ir* Fi ^ I ~]
Le lecteur rapprochera nalurellement la formule qu'on vient de trouver pour c^w de la formule d'Euler qui donne sinar sous forme de produit infini.
On aura de même
(Xj)Çw = -^ 1 col 1 > ]cot7: h cotTT >>
(til 20)1 20)1 2b)i .^^ ( 2U>j tUi )
Wl 4^1 Jmà . . W — 2/lU)3
* „ Slll*7r
Si, dans l'avant-dernière formule, on fait w = Wi , on trouve
ÇW, = 7)1,
en remarquant que, pour deux indices n égaux et de signes contraires, les termes sous le signe X sont alors égaux et de signes
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contraires. Ceci montre que la quantité tji, dédnie parla formule (X4), est bien la même que celle que l'on a définie plus haut par la formule (VI4).
107. On peut, dans les formules (X), échanger Wi et «03, ce qui reviendrait d'ailleurs à grouper, dans le produit infini ou les séries qui ont servi de définition primitive, les facteurs ou les termes pour lesquels m est le même; rit doit alors être remplacé par
2 0)3 I 6 ^ . . na>i I
Les formules (VI)) relatives aux changements que produit dans les fonctions (iu, ^u, pu l'addition de 2C0| ou 2CO3 à l'argument, ont été obtenues dans le n" 98 par une voie détournée; il importe de remarquer qu'elles se lisent en quelque sorte directement sur les formes (X) données à ces fonctions et sur celles qui s'en déduisent en changeant Wi en 0)3, en sorte qu'un groupement, d'ailleurs bien naturel, des facteurs primaires de c^w met en évidence ces propriétés fondamentales.
Si, dans la formule (X2), on fait u = (o^, on trouve
T,3 = -ii— ^ H COt ? H A,
en posant, pour abréger,
A = > \ col (l — 2/1) -h COt 2/1 > ,
^d { 2(xii 20)1 )
= > J COt (H- 2/1) 4- COt (I — 2/i)>;
la seconde valeur de Â s'obtient, en effet, en prenant la demisomme de la première et de celle qu'on en déduit en y changeant /i en — n.
On a d'ailleurs, comme on le voit en faisant la somme des n
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premiers termes dans la seconde expression,
A = lim cot (i H- in) — cot — ^ 1 •
n = ml '^Wi ^ 20), J
Or si, en désignant par a et 6 des nombres réels, on suppose
— ^ =i a-\- bi, on aura, h étant un entier positif,
çhal g—àb _f_ ff—hai ghb
cotk(a-i- bi) = i—r— — tl . . ..>
^ ' £hat Q—nb g-àai ^Hb
et il est manifeste que, lorsque h augmente indéfiniment par valeurs positives, le second membre tend vers — i ou vers + ij selon que b est positif ou négatif; on a donc, suivant les cas,
A —zii i — cot
et, par suite, comme on Tavait annoncé (n® 92),
(Xe) 71,0)3 — 7150)1 =dz-i,
suivant que la partie réelle de ~ est positive ou négative.
109. Nous nous servirons de la formule (X3) pour vériGer directement l'identité démontrée déjà au n® 104
pO),-4-ptO,-hJ)0)8 --= O,
que l'on retrouvera encore plus tard par une autre voie. On trouve de suite
po),4-po)2-4-po)3
* I n cos'n
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Les deux dernières sommes prises ensemble donnent
« sin*(2/i-i- i) — ^cos*(2n -H r) — = n sin*(2n-+-r)
^ au)i ^ 2U)i 0)1
D'un autre côté, écrivons la formule (X4) sous la forme
ir« ri ^<'>
'" /iiùAï'^ 2à ., 110)3 M
si nous observons qu'on a, en séparant les termes où n est pair de ceux oCi n est impair,
iC) I m-«(')
n sin'n V sin'ïv v sin*(avH-i)
0)1 0)1 Oii
et que, à cause de Tidentité
ir '
sin*2v I sin'v cos'v
et de la convergence des séries employées, on a
ir-.^y" ■ -i-y ' 1,
4 1 .M . , 7rO)3 jé^ , 7ro)3 I
L wi oij J
V sin'2v
il vient, en remplaçant dans l'expression de \] 9 mul-
„ sin» n
tipliant par 4 et réunissant les deux séries à termes identiques,
n sm*/i „ cos*/i n sin*(2/H-i)
donc
ir' Fi v' I 4
\ i jâ^ , ^Ws 3 .^ . , . . iro)3 I
I n cos*n — ^ n sin*(2n-i-i) — '\
En substituant cette valeur de tji dans l'expression trouvée plus haut pour pcoi + p(i>2 + p(i>3, on voit de suite que celte somme est nulle.
IV. — Les cofonctions cCiu, o
110. A la fonction <iu^ il convient, pour la commodité des notationsy d^adjoindre trois autres fonctions diU, (^2^^ <izU qui jouent, par rapport à du^ le rôle que le cosinus joue par rapport au sinus.
En désignant par a Tun quelconque des trois nombres i, 2, 3, nous poserons {*)
(XIi) craw= — = — .
Ces fonctions sont définies de manière que toutes trois se réduisent à 1 pour £/ = o. Elles sont toutes trois des fonctions paires; les égalités
qui mettent ce fait en évidence, résultent immédiatement des
(*) Dans ses recherches fondamentales sur les fonctions elliptiques, M. Hermite a désigné des fonctions admettant les mêmes zéros que les trois cofonctions (T^Uf en affectant d'un indice double la fonction qu'il considère. Cette notation, qui offre, elle aussi, de grands avantages, a été appliquée par M. Klein à la fonction cru {Abhandlungen der koniglichen sàchsischen Gesellsctiaft der Wissenschaften, t. XIII; i885). Voyez aussi les Vorlesungen ûber die Théorie der elliptischen Modulfunctionen du même auteur. Il convient de prévenir le lecteur qui voudra lire les beaux travaux de M.Klein que les quantités qu'il désigne par ci>,, <!),, \y T^j sont celles que nous désignons par 2ii>,, aii>,, 27^,, 2T^^.
On passe des fonctions ^^u^ c^, </« ^^^Uy r^^u de M. Klein aux fonctions ru, a-, M, r,!!, r^u de M. Weierstrass à l'aide des relations
^oo(") o^oïC") o'„(w) o',o(")
inversement, dans nos notations, on a, en désignant par X, (x, soit o, soit 1,
0*^ j^(a) = e ^ ^ ^(a — Ato,— jjLto,).
Dans son excellent Ouvrage, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, M. Weber conserve la notation ru et adopte des notations à double indicé pour les trois cofonctions de M. Weierstrass elles-mêmes. Ses trois fonctions
sont les trois fonctions c^u, a'^Uj (f^u prises dans le même ordre.
égaillés
en y remplaçant u par u — (Oqj et en se rappelant que la fonction <iu est impaire.
Les dérivées logarithmiques de ces trois fonctions, que nous désignerons par Ça(w)i sont des fonctions impaires et s'annulent pour M = o. Elles peuvent être définies par les formules
(XI,) ÇaW = Ç(w-HWa) — r^a (a = 1,2, 3).
Les dérivées des fonctions ^^(u), changées de signe, ne sont autre chose que les fonctions
p(w-H toa).
On montrera tout à l'heure que p{u -h Wa) s'exprime rationnellement au moyen de pu.
111. Nous allons d'abord, par quelques exemples, montrer l'utilité de ces notations.
Envisageons, par exemple, l'expression trouvée pourrf(2w) au n®98. Elle pourra s'écrire maintenant
(XIs) a'(2a) = 2 a'wa'iMO'jaa'aW.
De même, l'expression obtenue dans le même n° 98 pour p^ u peut, en tenant compte des égalités
ei-{-ei-r-ei = o, t1i-+- r^î-h r^s = o,
s'écrire
(XI3 bis) p'a = — 2-— - — - — — =— — — •
De même encore, la relation (VII|), pour a = o>ot, pourra s'écrire maintenant
/Vf \ ^î"
(XU) P"""^a=5rii'
et nous pourrons, à l'aide de cette relation, séparer nettement les deux racines carrées de pu — e^ et, par suite, les racines carrées des six différences des nombres e^, e^t ^3, ce qui nous sera bientôt très utile.
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Nous conviendrons de désigner par
la fonction univoque de u
En faisant w = cop dans la formule
(XI.) v^pu-eoc = ^^
on a donc aussi
(XI5) /<?p - ea = -~r- - •
Au moyen des relations (IV), nous pouvons trouver maintenant autant de termes que nous voudrons dans le développement des fonctions <i^u en séries entières en w. En extrayant la racine carrée de pw — e», de manière que la fonction d^^u donnée par la formule
soit égale à + i pour u = o, on aura facilement
mais on n'aperçoit pas, par cette méthode, la loi de formation des coefficients.
112. Nous allons maintenant développer pour les trois cofonctions des formules analogues à celles que nous avons déjà obtenues pour la fonction rfw. Ces formules résultent immédiatement des définitions, des formules (VI 1 .4), (VII3), (VII4), (XI|) et (XI2). Pour simplifier l'écriture, nous ferons, une fois pour toutes, la convention suivante :
Les trois indices a, p, y désigneront toujours les trois nombres entiers 1 , 2, 3, pris dans un ordre quelconque, de sorte que l'un des trois indices a, p, y soit i, que l'autre soit 2 et que celui qui reste soit 3. Quand, dans une formule, figureront deux seulement des trois indices a, j3, y, on pourra donner à chacun de ces
deux indices l'une quelconque des valeurs i, 2, 3, pourvu qu'on ne leur donne pas la même valeur. Enfin quand, dans une formule, ne figurera qu'un seul des trois indices a, p, y, il sera entendu que cet indice pourra prendre l'une quelconque des trois valeurs i, 2, 3.
Ceci posé, voîci les formules annoncées, où les signes supérieurs se correspondent ainsi que les signes inférieurs :
(XII,) ^ (ft^r
ct'a( a -^ 2 Wflt) = — e«TQaî«*+(o«) cf^^ u ^ (XIIj) y cs'(m -H 2/na>aH- 2/îo)p-h SirtOy)
= ( — lyir+rm+nin-^m gJ(inrja-4-/iY)3+r/;^) (M+ma)«-t-/ia)^+ra)y) a*-, a; 3* ( ttd=a)a) = ii=e*^««a' topera w,
(Alla) \ s'ioa ^ CtOfli '
o'aCM ^ wp)=— 3^ e^^ji^-^aW^CyM = c=*^?"(3'aa)p(3'yw.
(XIU) I Ça(w-^^Wa)^ ÇaW-^-2>la.
(XII,) { Ça(tt±:a)a):^Ça ±: r,a, Ça(Miha)p) = Çya=br^p;
e^îaWa = O'QtOaO'y tOa, (Xlle) / O'^Wv ^{Ùy
Les formules (XII| ) se déduisent de la définition des fonctions <^fltW (XI|) en supposant u = w»» a = wp et en se rappelant que (^(acoa) est nul, que (Oy est égal à — (o» — wp. Parmi les formules (XII2), la première résulte des formules (VI| ); la deuxième et la troisième s'obtiennent en remplaçant dans les formules (XI|)
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u par e/ -f- a (i>a ou w -|- 2 wp et en réduisant au moyen des formules (VIj ); la quatrième se déduit de la formule (VI2) en y remplaçant u par w-|-2r(02 et en réduisant au moyen de la formule (Xe) qui montre que chacune des quantités Tj^cop — f\^^aL
est égale à li: — . En changeant dans la quatrième formule (XIIo)
u en u -{- o>a, on obtient aisément la cinquième. La première formule (XII3) ne diffère pas de la définition des fonctions ^fltw; les premières expressions de (^«(w-H-cua), c^aC'^-H^p) s'en déduisent en changeant u en u -h co^, u + cop et réduisant au moyen de la première formule (XII2); en changeant ensuite // en — u, on obtient les expressions analogues pour rfa(w — **>a)i ^a(w — wp)' La seconde expression de (^«(wilKop) se déduit de la première en tenant compte de la seconde formule (XIIj); en remplaçant, dans cette seconde expression de rfa (m — (op), wpar cop, on obtient une équation qui ne diffère que par les notations de la première formule (Xlle), laquelle permet de ramener la première des expressions de <ia.(u± lo^) à la seconde. Les autres formules (Xlle) s'obtiennent en remplaçant u respectivement par co^ et o>a dans les expressions de a'(w + (Oa), (^a(w + ^p)-
113. Remarquons encore que, si nous remplaçons dans l'expression -u— y obtenue dans le numéro précédent pour ^e^ — ep, o'pcOûi par sa valeur tirée de (X1I|), on obtient la relation
a'wv
(XIIIi) \/e^ — ^R = — e"T^?^a
o'WaO'top
Si l'on compare cette formule à celle qu'on en déduit en échan géant les indices , on a de suite la relation
/^p - eoL D'ailleurs, à cause des formules
on a
Là fonction <iU et les fonctions qui en DàRIYENT. IqS
et chacune de ces quantités est égale k ± —
Dans le cas où le coefficient de i dans — est positif , on a
(XIII,) T,3U),--r,ja)3 = r<,to,— r,,io, = r,,(Oi — t,, w, = --
et, par conséquent,
/ei — ez = i v/ej — ei ,
Dans des applications très fréquentes, Ci, ^a, es sont des nombres
réels tels que Ton ait
aussi convient-il d'écrire les relations précédentes sous la forme
(XflU) < y/gj— ei =— iV^i— ^3,
' /ei — ^1 = «V^i — ^2-
Si le coedicient de i dans — ? était négatif, on devrait changer / en — I.
l\i. Si maintenant, dans la formule (XT^), on change u en fi -h o)a, on a
or, en vertu des relations (XII3) et (XI»), le second membre peut s'écrire
cr«Wa3'*a)3i s'a""" P^^ — ^ol '
on a donc
(XIII,) p(w-i-Wa) = ^aH ^
pa — ea
formule qui est d'un usage fréquent dans les applications et qui pourrait se déduire aussi facilement du théorème d'addition relatif à la fonction pu.
T. et M. — I. i3
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lis. Les relations (XI4) mettent en évidence des relations algébriques entre les fonctions a*?/, d^u, d^u^ dzU\ en effet, en éliminant pu entre ces relations, on trouve
(XIVi) 3'îa--a'^tt = (e^ — ea)3'*M;
parmi les relations de cette espèce, il j en a évidemment deux d'indépendantes.
Signalons, comme conséquence de ces formules, la relation
(XIV,) (^y — eo) 3'Jm -h (Ca — ^r) ^5" -^ (^B — ^a) 3'2a = o.
116. Au mojen de ces mêmes relations (XI4), la formule fondamentale (VII,) peut s'écrire
<^{u -\- a)(^{u — a) ^\a t^lu
ou
(XVi) 3'{m-+- a):^{u — a) = lî^u^la — 3'îw3'«a.
Si, dans cette dernière formule, on change a en a + w^ et si l'on tient compte des formules (XII3) et (XIo), on trouve
(XV,) 3'a(M -•- «) 3'a(M — a) = sjws'aa — (e^— e^){ey^— e^)(r^u^*a:
de même, en changeant u en u -f- wp, puis échangeant les indices a et ^, on trouve
(XV3) 3'ai(w-+-a)3'a(w— a) = s'îws'^a — (e»— e^)(fia(f^u.
Au reste, Fidcnlité entre les deux seconds membres des deux dernières formules résulte aisément des relations entre les quatre fonctions ^, relations qui permettraient d'ailleurs de transformer de diverses manières les formules précédentes.
Nous joindrons de suite à ces formules d'autres analogues qui donnent les expressions des produits cJ'(a H- a) a'a(w — a) (^^{u-h a) <i^{u — a) relatifs à deux fonctions d d'indices différents.
Observons d'abord que, de la formule (VII2), on peut déduire d'autres identités analogues où figurent les cofonctions, en ajoutant, par exemple, aux quantités //, ût, 6, c quelqu'une des
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quantités (0|, tù2y CO3; nous nous contenterons d*écrire les deax suivantes :
a'a(w-+-a)a' (a — a) a'ot(6 -+- c)ct'(6 — c) 3'a(wH- ô)ct' (a — ô)ct'flt(c4-o)a'(c — a) 3'a(a-+- 0)0* (a — c)o'a(a-+- 6)ct'(a — ô) = 0,
ct'Y(M-4-a)ct'û(a — a)ct'(x(ô-4- c) ^(ô-- c) 3'y(t*-f- 6) a'Q(a — b) (fai^ -4- a)ct'(c— a) -+- Cy(a -h c ) a'o(a — c) a'a(a -i- b) a'(a — ô) = o,
dont la première résulte simplement de la formule (VII2) en augmentant toutes les quantités u, a, b^ c de —7 et dont la seconde
résulte de la première en y remplaçant 11 par w + top; après avoir fait ces changements, on n'a plus qu'à réduire au moyen des formules (XII3).
Siy maintenant, dans les relations qu'on vient d'obtenir, on suppose c = o, b = (op, on trouve de suite, toujours au moyen des formules (XII3) et après avoir divisé par c^a^p ^^p?
fXV4) a'a(a H- a)(f(u — a) = s'ao'attO'Qa c'ya — cfa(^aL^<^^f^^y^i
3'y(a -+- a)ct'û(a — a) = ^yU^ou^ya(foa'¥--^ — ^^w s'a a s'a s'a a;
cette dernière relation, si l'on tient compte de la formule (XIo), s*ëcrit définitivement
( XVj) a'v(M-+-«) (fû{u^a) = s'y Wjû M s'y a s'a a -h (eo — Cy) 3' a s'a m s'a s'a a.
^n obtient encore deux nouvelles formules, que nous nous dispensons d'écrire, en changeant dans (XV4) et (XV5) a en — a,
117. Nous allons maintenant déduire de la formule (XV3) l'expression de p- et, en particulier, de p — qui nous sera bientôt
utile. Ed y remplaçant a par w, puis u par - > on trouve
en changeaDt a en ^, il vient
a'pa = o'î-a'5^-H(ea-ep)a'«-a'î-;
(i^où, en ajoutant et en retrancbant,
Sans nous arrêter à ce fait, que ces formules mettent en évidence les valeurs de u qui annulent a*»'' -f- ^pw> <^a" — ^p^? changeons dans la première ^ en y et divisons membre à membre; il viendra
Ca W -h s'y W » U
ou
00 — CTv —
ou encore, en vertu des formules (XI 5),
tt
/pw — «a -^ v/j~« — t'y p - — ey [l'oii
— j)-[v/pw — ep — v^pw — ey] = (e^ — ey)v/jj// — e.
— €y y/p « — cq -+- eu /j) a — ey :
en multipliant par ^pu — ep-r-y'p^/ — e^ et tenant compte de l'identité
[y/pM — ep-t-Zp?/ — ej [v/pw — t'i — /ptf — ej =ey— cp, on trouve, après quelques réductions faciles et après avoir divisé
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par ep — (?y,
( XVIi) p - = pu-^ ^pu — ea^pu — e^f
et, en particulier, en supposant u = cogt,
(XVI,) P -^ = ea-+- V^^a— «p V^É^a— «r-
Il iaiporte de remarquer que, dans ces formules, les radicaux ont le sens précis qui a été spécifié dans le n^ 112.
118. On obtient immédiatement les expressions de 0*4 e/, (i-iU^ fil u, décomposées en facteurs primaires, en partant de leurs définilions (XI|) et en utilisant la formule (V|). On trouve ainsi
Cette formule met en évidence les zéros des trois fonctions 0*1 //,
En groupant les facteurs exactement comme on l'a fait pour (S*// et en effectuant des réductions toutes pareilles à celles que Ton a rencontrées alors, on obtient successivement quelques identités intéressantes. Soit d'abord a=i. On remplacera partout, dans
le second membre de l'équation précédente, par
\2 tO,/
alors, en appliquant les formules (l3_4), on trouvera, pour le produit des facteurs où n reste le même.
Les deux facteurs mis entre crochets donnent naissance à des
produits infinis convergents dont le premier peut, en groupant les termes où n a des valeurs égales et de signes contraires, et en tenant compte de Tidentité
cos(a — b) cos(a -t- 6) = cos'a — sin'6, s'écrire
d'ailleurs la valeur du second s'écrit immédiatement; on a donc finalement
M» 'sw'î ( *"*"' 2 ,^«a>, ) «=- r sin«-^ I (ïiu.e^ = cos e ^ 'III i — I*
On a de même, pour a = 2 et a = 3,
M.L \ . un — I wi I
XX I . . 2n — I (Uj I „=i I sin«ir — I
En remplaçant, dans les trois formules que nous venons d'établir, u par w-|-2(0| par exemple, en tenant compte des formules (XII2) et en comparant les nouvelles formules aux anciennes, on obtient les trois identités
r^i-hwipw, = - — / n-2 > If
n = I COS'tT ■
(XVII,) { Tii-4-u),pù), = -^ y
\ 2Cui ^mâ
Tr« v^ I
„=i sin*7r — - — 7-
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produits infinis convergents dont le premier peut, en groupant les termes où n a des valeurs égales et de signes contraires, et en tenant compte de Tidentité
cos(a — b) cos(a -t- ô) = cos'a — sîn'ô, s'écrire
"=* I sin' I
cos — Il I 1 ^ I;
2(0| M.JL I . 7rn(i>3 I
d'ailleurs la valeur du second s'écrit immédiatement; on a donc finalement
On a de même, pour a = a et a = 3,
n=i I cos«7r I
L 2 COi J
w« — T z. «In-'n — s « = • I sinl I
En remplaçant, dans les trois formules que nous venons d'établir, u par w-|-2(0| par exemple, en tenant compte des formules (XII2) et en comparant les nouvelles formules aux anciennes, on obtient les trois identités
ir* / v^ I
rt = i cos'tt ■
(XVII,) / t)iH-0),po),= ^ 2
20)1 .Ai^ « 2/t — I 0)s
n = l COS'tC
IT* V^ I Îll-+-0)ip0>j = > ,
*^ 2Wi .^^ . . 2n — I o>s
„=i sin«ir — - — --
qui permettent d'écrire comme il suit les trois formules obtenues
Tj,M« "=- r sin« ^^ I
XVII
tf,« = e^TT . ^-^
(5) a'sa =
sin»
sin«7r
En développant les seconds membres de ces dernières relations suivant les puissances de u^ on obtiendra autant de termes que l'on voudra dans le développement en séries entières en u, des fonctions paires d^u^ sans apercevoir toutefois la loi de formation des coefficients. Si l'on tient compte des trois identités précédentes, on verra par exemple, sans peine, que le coefficient de u^
est égal à -t de sorte que
J'ai a =1 ea a' -+-... .
On retombe ainsi, par une autre voie, sur le développement (XI7) déjà obtenu au n^ 111.
119. Nous réunirons ici quelques remarques relatives à l'homogénéité, qui nous seront utiles plus tard.
Imaginons que l'on forme d'abord les fonctions d, Ç, p et les constantes 7|g(, e» qui en dépendent, au moyen des quantités (0|, ci>3, puis que l'on forme les fonctions et constantes analogues au moyen des quantités
(XVIIIi) * a)i=Xu>i, (03 = X(i)s, to j = — (o'j — u)J
et désignons par vj,, e^ les quantités analogues à Tja, 6^ relatives aux nouvelles fonctions. Cherchons comment les nouvelles fonctions et les nouvelles constantes s'expriment au moyen des anciennes.
Les équations d'homogénéité (III) peuvent s'écrire (XVIU,) j C(tt|a>;,coi)= i t(^|<*>t,W3)i
En faisant ;/ = o)', , u = co, et en se reportant aux définitions des quantités
^i> 'J3' ^1 — 'il wa» ^i> ^s» ^1 — ^1 ^j»
on en conclut les relations
XVIII, 6«) ^''« = ¥' '»=S
Si maintenan-t on se reporte à la formule qui définit (i^(ii\îii\^iù^^ savoir
3'( a -4- to^ I to; , to; ) = e"^'*" a'(to; | to; , to'j) s'oie a I w;, to'j),
on en conclut, à cause des relations précédentes et en particulier de la relation d'homogénéité pour Ja fonction d*,
= e '^ 3'( toa I (0,, loj) 3'a( a I cd; , w',),
et, par suite, en comparant à la formule qui définit <3'a(w|a)|, to,), (XVlIIs) 3'a(a|to;,toi)= S'a ^^L),,W3J;
mais on a (XIq)
donc
ce qui s'accorde d'ailleurs avec les résultais antérieurs.
Ainsi les quantités rja, \Je^ — e^ sont des fonctions homogènes
de a>i, t«>3 et du degré — i ; le rapport de deux de ces quanlités ne dépend que de -•
'ftSO. Nous terminerons ce paragraphe en disant quelques mots d'i»n cas particulier, très important d^ailleurs, de façon à permettre au lecteur, au moins dans ce cas, de se représenter l'en- ^^^^■^We des résultats acquis d'une façon moins abstraite.
Supposons a)| et -^ réels et positifs. Si l'on suppose en outre
que la variable u soit réelle, on voit que la fonction ^u est réelle. ^la résulte aisément de la première défînition de d'w, en groupant ensemble les facteurs pour lesquels les valeurs de s sont conjuguées, c'est-à-dire sont égales à
2 m (lii H- 2/10)3 et 2/n(Ui — 2^0)3;
" ailleurs la chose apparaît nettement sur la formule (X| ); la for- ^^le {%%) montre que r^ est alors réel et positif. Les fonctions SM, pu sont aussi des fonctions réelles; les invariants ^2 ^^ ffi
sont réels ^ 4Î est réel et négatif (X5); ^, = pw,, ^3 = ^0)3 sont
des quantités réelles, puisque pu est une fonction paire; 62 est donc aussi réelle; les formules (XVII) montrent que les fonctions 5*2 2/ sont aussi des fonctions réelles.
Examinons maintenant le signe des fonctions (3* dans la même hvpothèse.
Quand u croît h partir de zéro, du augmente d'abord, puisque ^(o) =: I ; cette fonction commence par être positive et reste positive tant que u n'a pas atteint le premier zéro 2(0| de du; ce zéro est simple : donc, si u continue de grandir, du change de signe. Dans l'intervalle (o, awi), du est positive 5 dans l'intervalle (20),, 4^1)1 ^'' est négative, et ainsi de suite. Pour w = o, la fonction d^ u est égale à un; elle reste positive jusqu'à ce que u atteigne la valeur o), , puis elle est négative dans l'intervalle (ci>i, 3(i>|), etc. Les fonctions d2U^ d^u, qui sont égales à 1 pour u = o, restent positives pour toutes les valeurs réelles de ;/, puisque leurs zéros sont imaginaires.
Considérons de même les valeurs purement imaginaires uz=iu'
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de l'argument; la fonction — ^ est réelle, et l'on voit de même qu'elle est positive quand u' est compris dans l'intervalle (o,— ^j»
négative quand u! est compris dans l'intervalle (— --> — -)> etc.
Pour ces mêmes valeurs, les fonctions paires dg^u sont réelles; si ul est positif et voisin de zéro, les trois fonctions sont positives; c^i {/et (^2^1 n'ayant pas de zéros qui soient purement imaginaires, restent toujours positives; au contraire, (i^u admet comme zéros purement imaginaires les multiples impairs de 0)3 , en sorte que
cette fonction est positive quand w' est compris entre zéro et --.'> négative quand u' est compris entre ~ et 3 -'> etc.
Si Ton se reporte aux formules (Xle
I o'stoj / cTttOt / CjWs
V^ei — ^3 = -- — , v^i — c, = — ~-, v^ej— ei=-— — f a^tO| <j(Ui awj
on voit par ce qui précède que \Jex — 63, sje^ — e^ sont des quantités réelles et positives; au contraire, y/es — e^ est une imaginaire pure et i^e^ — ea est une quantité positive, puisque (3*2 Ws est positif ainsi que —7-^; y/ea — ^8, qui est égal à — isje^ — ^2 (XIII4),
est donc un nombre négatif. On déduit de là d'abord que les quantités réelles ej, ^2, e^ sont rangées par ordre de grandeur décroissante; leur somme étant nulle, la première est positive, la dernière négative. Enfin, des trois radicaux à valeur réelle
les deux premiers ont la signification arithmétique, tandis que le troisième est négatif {^),
(*) C'est là riDcoDvéDient du système de notations que nous avons adopté et sur lequel nous nous sommes expliqués dans la Préface. M. Weierstrass, suivi en cela par M. Schwarz, au lieu des quantités u^ (1),^ b),, avait introduit les quantités fa), fa)', &)"= b) + fa)'; on fait coïncider les deux notations en supposant fa) = (i>,, fa)'= fa),, fa)''=— fa)j, puis T, = 7i,, 7i'= Tj,, T,'' = — T,j. Daus les Formeln und Lehr-
sàtze de M. Schwarz, v^^ë"^-^ et y/e, — e, représentent les quantités que nous désignons par les mêmes symboles, changées de signe.
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12S. Considérons maintenant la fonction pu. Si u est réel et un peu plus grand que zéro, pu sl des valeurs positives très grandes, puisque, dans les environs de u = Oj la différence
pu reste finie. Reportons-nous aux formules (XI),
p U = — 2 ^^^ = — 2Vpa — Cl v/pw — e, /pM — c,;
on voit que, dans l'intervalle (o, Wi), pi u est négatif; pu décroît donc de +qo à ei ; si a continue de croître, c^i {/change de signe, et, dans rintervalle (a)|, 2a>i), pu croît de ei à + QO ; ensuite, à cause de la périodicité, pu reprend les mêmes valeurs. Ainsi, pour des valeurs réelles de a, la fonction pu reste supérieure à ei, e^^ es, ce que, d'ailleurs, la formule (XI4) met en évidence.
Envisageons aussi les valeurs iu! purement imaginaires de Targument u\ la fonction paire pu est réelle pour ces valeurs; pour de petites valeurs de a', elle a des valeurs négatives très grandes. La dérivée de p{iu') par rapport à u' est d'ailleurs
.,,.,, . 3*1 m' 0*1 iu! c'a iu'
ip{lU) = — 2i —r^-; ,
en désignant par p'{iu') ce que devient p' u quand on y remplace u par iu' \ quand u' est compris entre o et -^> les trois fonctions
(ïi(iu')j (^^{iu')^ di(iu^ sont positives, ainsi que -^. — -; par
suite, — ; — - est négative, donc la dérivée ip'{iu') de p{iu') par
rapport à u' reste positive; donc, quand u' croît de o à ~> p{^^')
croît de — 00 à e^- Lorsque u' traverse la valeur -.-> d^^iu) s'an-
nule et change de signe : donc, lorsque u' croît de -r^ à 2 ~ , p(i^^')
décroît de 63 à —^ 00 . La fonction reprend ensuite périodiquement les mêmes valeurs.
On a d'ailleurs (VIl4_5)
[ip'(iV)]«=-4[p(*V)-et][p(»V)-e,][p(iV)-e,] et, par suite, lorsque u' est compris entre o et ~>
ip'(iu') = ^p(iV) = 2V^[ei — p(m')Jle,-p(tV)J[e8 — p(iV)],
en altribiiant au radical le sens arilhmétîque, puisque le premier membre doit élre positif.
Il résulte de cette analyse que Ton a
les radicaux étant pris avec le sens arithmétique.
On a donc exprimé, dans ce cas particulier, (i>i, cos au moyen de g^'i ^3 ; on a résolu en quelque sorte, par rapport à a)|, 0)3, les équations (IV5); mais il reste évidemment à résoudre la question suivante, qui se pose d'elle-même.
Étant données (*) les quantités réelles ^2, ^3, telles que l'équation
47^—^17 — ir8 = o
ait ses racines réelles, désignons ces racines, rangées par ordre de grandeur décroissante, par ei, ^2, e^\ déterminons les quantités (i>|, (i>3 par les formules précédentes; aura-t-on eflectivement
^5=:6o2 fv' ^J=i4o2i ^?
C'est là en effet ce qui a lieu. Quoiqu'il ne soit pas difficile de le démontrer, nous renvoyons cette démonstration à plus tard, afin de pouvoir réunir ce qui concerne les différents cas.
Observons enfin, en restant toujours dans le même cas, et relativement à la fonction pe/, que, à cause de la relation (VII|), qui montre que l'on a, a et 6 étant réels,
p(a — 01) — p(a -h oi)= —- r-' — rr r-r- >
la quantité p{a -f- bi) ne peut être réelle que si le facteur (^2bi est nul; ceci ne peut avoir lieu que si b est un multiple de -^> et, s'il en est ainsi, p(a H- bi) est en effet une quantité réelle.
(') Jusqu'ici, u. et tù^ étaient les quantités données.
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V. ^ Transformation linéaire des fonctions (f. — Substitution aux périodes primitives de périodes équivalentes.
123. On a vu déjà, sur de nombreux exemples, le parti que l'on peut tirer de l'application à la fonction c^a de ce théorème : dans un produit infini, absolument convergent, on peut intervertir l'ordre des facteurs et grouper ces facteurs comme l'on veut; c'est là le grand avantage des notations de M. Weierstrass sur celles d'Eisenstein. D'autres conséquences essentielles de cette proposition vont apparaître dans ce qui suit; elles se rapportent aux éléments de la théorie de la transformation.
Nous avons montré comment on pouvait construire une fonction (iu au moyen d'un couple de deux nombres à rapport imaginaire 2(i>i, 2(1)3 et engendrer, au moyen de cette fonction, une fonction doublement périodique admettant 2(i}|, 20)3 pour périodes primitives; nous allons montrer (n° 125) comment il existe une infinité dénombres 2û|, 2123, liés simplement à 2a)|, 2(03, au moyen desquels on peut engendrer les mêmes fonctions c^u, Ç«/, pu.
Mais voici d'abord quelques remarques et définitions qui vont nous servir à caractériser ces nombres 2Û4, 2Û3.
Soit, en général, F(w) une fonction univoque doublement périodique et admettant 2(1)1, 2(03 pour couple primitif de périodes.
Posons
(XIX|) ûi = atoi-h ôtoj, Û3 = cioi-h c?ti)3,
en désignant par a, 6, c, d des entiers tels que le déterminant (0 = ad — bc ne soit pas nul. On observera d'abord que, dans le
rapport — ^> le coefficient de i est différent de zéro et qu'il a le
même signe que dans le rapport — > ou le signe contraire, suivant que ad — bc est positif ou négatif. Si l'on suppose, en effet,
a, p, A, B étant réel?, on a
(arf— 6c)3
(aH-6a)«-i-6»3«
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Il est clair que tout nombre de la forme 2|xai + avasy-où |x, v sont des entiers, est une période de la fonction F(i£), et il est clair aussi qu^un nombre, s'il peut être mis sous cette forme,
imaginaire), et cela même si Ton suppose seulement p et v réels.
ne peut Tétre que d'une seule façon (puisque le rapport -^ est
124. En résolvant par rapport à (U|, ci>3 les équations qui définissent Qty û3, on obtient
les quantités a)| , 0)3 ne pourront donc être mises sous la forme ^kQ^ +VQ3, |x et v étant entiers, que si les coefficients
1' "TcT' "TcT' fù ^^^^ entiers, et s'il en est, par conséquent, de même du déterminant de ces coefficients, c'estrà-dire de
ad — ^c __ I ^
il faut pour cela que CD soit égal à ih i .
Inversement, s'il en est ainsi, il est évident que les quantités 2(ij|, 2W3 et, par suite, toute période de la fonction F(m), pourront être mises sous la forme 2[jlû| 4- 9-VÛ3, |x et v étant entiers. En d'autres termes, si l'on continue à désigner par /?i, /i, ix, v des nombres seulement assujettis à être entiers, on peut affirmer que, si (D est égal à di i, à chaque nombre a[Jiûi 4- ^vû3 correspond un nombre 2m(i}{ + 2nc«)3, et un seul, qui lui est égal, à savoir celui pour lequel on a
et que, à chaque nombre 2/?ia),4- 2/1(1)3, correspond un nombre 2[jLû| -h 2VÛ3, et un seul, savoir celui pour lequel on a
(£)lL = md — ncy (ôv = — mb -i- na.
Lorsque cô est égala ± i, nous dirons que le couple (aoi, 2Û3), défini par les formules précédentes, est équivalent au couple (20)1, 20)3). Les deux couples sont proprement ou improprement
équivalents selon que (ô est égal à + 1 ou à — * (*)• Nous ne considérerons plus tard que des couples proprement équivalents,
aGn que le coefficient de i ait le même signe dans ~ et — ; mais,
tout d'abord, cette restriction n'est pas nécessaire. Il convient de remarquer que, si le déterminant
est égal à ±1, deux nombres a, 6, c, rf, pris dans une même ligne ou une même colonne, ne peuvent être pairs simultanément.
Il résulte de ce qui précède que si le couple 2Q|, aû3 est équivalent (proprement ou improprement) au couple 2a)|, 20)3 et si l'on forme un réseau de parallélogrammes au moyen de 2û{, 2Û3, comme on en a formé un au moyen de 2(U|, 2(03, les sommets des deux réseaux coïncideront; nous laissons au lecteur le soin de montrer que les aires des deux premiers parallélogrammes des deux réseaux sont égales.
125. Eu supposant toujours les couples (2 û|, 2 Û3) et (2 (i}|, 20)3) proprement ou improprement équivalents, nous allons maintenant montrer que les fonctions d'w, Ç«/, pu^ formées au moyen du couple (201, 2Q3), sont identiques aux fonctions (^1/, X^u^ pu, formées au moyen du couple (awi, a (03) : en d'autres termes, on a
l (1) 3'(u I ûi, Û3) = 3'(a I o),, tu,),
(XIX) < (3) ;("|û„Û3) = î(w|w„a)s),
f (4) p(«|ûi, Û3) = p{w 1^1,0)3);
les deux dernières égalités sont d'ailleurs des conséquences évidentes de la première.
On vient de voir qu'on pouvait établir entre chaque système de nombres entiers /?i, n et chaque système de nombres entiers UL, V une correspondance telle que, si Ton pose
5 = awioi -h 2/1103, s = '^.jjiûi -+- 2VÛ8,
C) Le lecteur reconnaîtra sans peine que deux couples équivalents à un troisième sont équivalents entre eux.
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les nombres s, s soient égaux quand les systèmes (m, n) d'une part, (|x, v) de l'autre, se correspondent et que, réciproquement, cette égalité n'ait lieu que dans ce cas. D'ailleurs les systèmes [jL = o, V = o et m = o, /^ = o se correspondent; par conséquent, les deux produits infinis
et
no / u\ -+i
ne diffèrent que par l'ordre des facteurs; on a donc bien
(3'(a I Wj, 0)3) = 3'(m I ûi, ûa)-
Le même raisonnement (d'ailleurs inutile) s'applique aux séries qui représentent les fonctions Çw, pu.
126. Les deux séries entières en // (IV|), qui représentent (^(w|(i)4, (03), (^(w|û|, 0$) doivent donc être identiques terme à terme; c'est d'ailleurs ce qui résulte de l'expression des coefficients; on a, par exemple (IV5),
et il est manifeste que la substitution des nombres s aux nombres s ne change pas la somme des séries qui figurent aux seconds membres; Tordre des termes seul est modifié. C'est ce qui justifie la dénomination d^ invariants donnée aux nombres g29 ffz»
127. Voyons maintenant quelle modification apporte aux fonctions diUf ^2^'? ^3^^y ÇiWj Ç2W, Ç3W la substitution du couple de périodes 2ai, 2Û3 au couple de périodes 20),, 20)3.
En définissant d'abord, par analogie, un nombre Q2 par l'égalité
et posant ensuite
iii = ^iîi = ^(au)i4- 6103) = aT,,-h 6r,3, (XX,) { Us = ^^2 = s(— aw,— ^tog— ctoi — diû^) = — ar,, — 6 tj,— cr^i — dr^:^ "3 = î^3 = J(cwi-|-<iu)3) = cr,i-+- c^r,3,
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on oblieadra de nouveau
et
^^ il faudra prendre le signe + ou le signe — suivant que le cOLi jdIc 201, 2Û3 est proprement ou improprement équivalent au coLm ^le primitif awi, 2(03. Quoi qu'il en soit, H| Û3 — H3Û1 est
"^^■^c, comme (n® 92) rj, (03 — t,3(o,, un multiple impair de --•
ï-ï résulte d'ailleurs du n® 108 que t,|(iJj — t^z^\ est égal à
-^ — ou à suivant que le coefficient de / dans — est positif
a a ^ {ii\ ^
ovt négatif. Nous avons vu, d'autre part (n** 123), que le signe du coefficient de i est le même ou est opposé dans les deux rapports —
€l -i , suivant que le couple 2û|, 2123 est proprement ou impro-
prement équivalent au couple 2(1),, 20)3. Donc, dans les deux cas, on a
(XXs) 1I1Û3— liaûi ==fc — ,
OÙ il faut prendre le signe -\- ou le signe — , suivant que le coeffîcient de i dans le rapport — est positif ou négatif.
128. En désignant toujours par s l'une quelconque des valeurs t* aû| -H 2VÛ8, où }x et v sont deux entiers quelconques, on voit que le nombre
s — ili = (2|xa -- vive) a>| H- {'i\kb -h i^td) Wj— aïoi — 60)3
est congru modulis 20)1, 20)3 à quelqu'un des nombres 5 — w,, s — CO2, s — 0)3; on sera dans le premier cas si a est impair et ff pair, dans le second si a et 6 sont impairs, dans le troisième si a est pair et b impair.
Supposons, pour fixer le langage, qu'on soit dans le premier cas. Si l'on se reporte à la formule (V|), on aura, en y remplaçant T. et M. — I. l'i
a par co,,
Si, dans le second membre^ on remplace s par s et ci>i par û|, on voit de suite, par un raisonnement identique à celui du n** 124, que, à chaque système d'entiers m, n, on peut faire correspondre un système d'entiers jjl, v, de manière que les nombres s — <i>i, s — û| soient égaux si les deux systèmes se correspondent et que, réciproquement, cette égalité n'ait lieu que dans ce cas; le second produit infini a donc la même valeur que le premier et l'on a
^(to, |io,, (0,)
Mais on a
crCûiliînila)
P("|w,,Wj) = p(m|ûi,Û3),
et, dans le cas qui nous occupe, où a est impair et b pair, on a évidemment
p(Ûi |lO,, tOj) = p(U), I W|, Wj) = C|.
Si donc on se reporte à la définition de la fonction c^i w (n° 110), on voit que, dans ce cas, l'on a
cri(M I û,, Ûj) = 3'i(a| toi. ^%)'
D'ailleurs, comme ad — bc est égal à riz i, rf est, dans le cas qui nous occupe, nécessairement impair.
Si c est pair, on a
J)(i2j I iii, Û3) = P(W, I Wj, 0)3) = Cj, p(il3|ûi,ft3) = P(W3|Wi, 103) = C3;
donc, en remplaçant a par (1)2 dans la formule (V|) et raisonnant comme tout à Thcure, on aura
CsCal Ûi, Û3)= 3'2(m| W,,U)3), 3'3(a I Û,, Û3) = 3'3(m I Wi, (O3 ).
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Si, au contraire, c est impair, on a
p(û, I a,, Q,) = p(<u> I o)., tu,) = e,, P(Qi|Bi,B))=P(io, |u)„iui) = e„
et l'oQ parvient aux relations
La même démonsl ration s'applique à tous les cas, et l'on reconnaît que la substitution des périodes na,, aa, aux périodes ïcii), at»], ou laisse les fonctions iiu, d^u, djU invariables ou ne fait que les remplacer par les mêmes fonctions rangées dans un autre ordre qui ne dépend que de la parité des nombres a, b, c, d, à savoir dans l'ordre où il faut placer les quantités e^ , e^, €3 pour obtenir les quantités jDfii, Ji^ii J>Qi- D'une façon plus explicite, voici le résultat auquel conduit l'examen de ces divers cas.
Soient
(XXO
1 put, =
pu), =
On aura
( ffiCwlûl.Q») = 3'i(M|w,,U>,),
(XXi) cf,(H|a,,Qii = 3'(,(«I<u„i«i),
I o',(«|û„Qi) = *v("|<"„""j),
où X, [*, V sont les nombres entiers i, 3, 3 rangés dans un orilpE que détermine le Tableau suivant :
Oi
OJ,
Ixi,
lu,
«Il
Uj
Au-dessous de a, 6, c, d^ dans chaque ligne horizontale, sont les restes de la division de ces nombres par 2. Sur la même ligne, au-dessous de û|, û^, Û3, sont celles des quantités (U|, (i>2, (o^, qui sont congrues respectivement à û|, Q2) ^3 modules 2(i>i, 20)9. Sur la même ligne encore, au-dessous de X, |x, v, sont les valeurs par lesquelles doivent être remplacés ces indices, tant dans (^lu^ <^|i<^> (i^u que dans «x, e^, e^] enfin, pour la commodité de ce qui suit, chaque ligne horizontale porte un numéro d'ordre qui permettra de désigner le cas correspondant.
11 est à peine utile d^àjouter que la substitution du nouveau couple de périodes au couple primitif ne fait que changer les fonctions Çi^/, ^2^^» ^3'^ dans le même ordre que les fonctions
^1 Uf (i'2Uy ^3 U,
Posons (XI
, 3'a(a8|ûi,Q,)
*^ P * 3'(£lp| Ûi,Û3) '
puisque les quantités E| , E2, K3 ne sont autres que les quantités ei , €2, e^ rangées dans un certain ordre, il est clair que les six différences Ep — Efli ne sont autres que les six différences e^' — e^' rangées dans un ordre convenable, que Ton déterminera sans peine, dans chaque cas particulier, à l'aide du Tableau précédent; mais il importe de remarquer que si Ton a, par exemple,
Ep = ep-, Ea = ^a',
on ne peut en aucune façon aflirmer que l'on a
en adoptant pour chacun des radicaux la signification précise ([u'exige la formule (Xle); on sait seulement que Ton doit avoir
y/Ep— Ea = li; /t'^. — f^ ;
la détermination du signe qu'il faut adopter dépend de la valeur des restes de la division des nombres a. 6, c, d par 4- Nous allons montrer, dans un cas particulier, comment se fait cette détermi-
nation, et nous réunirons tous les résultats dans un Tableau; le lecteur n'aura aucune peine à vérifier ces résultats. Pour éviter
toute ambiguïté, nous conserverons la notation y/Ep — e» quand même nous saurons, dans chaque cas particulier, auxquelles des racines Ctj e^, e^ sont respectivement égales les quantités Ep, Ea, parce que, autrement, on serait amené à écrire deux fois le même symbole, un radical carré portant sur une différence de deux des quantités ^i, e^, e^, avec deux sens différents.
Enfin, dans ce numéro, nous supposerons que le coefficient de / dans — est positif, et que ad — hc est égal à i ; le lecteur traitera
sans peine les autres cas. Dès lors, le coefficient de / dans — sera
aussi positif, en sorte que les formules (XIII4) s^appliquent aussi bien aux quantités y/Ea — Ep qu'aux quantités sje^^ — ^p î en d'autres termes, on a
/e3 — E j = i /Et — E3 , v/es— El = — t V^Ei— E3 , v/Ej— E, = îVEi— Ej,
et il suffira d'avoir les résultats pour, les trois radicaux \Jil^ — E3,
y/ei — E3, v/ei — Ea.
Nous désignerons, pour abréger, par a\ U y c', rf' les quotients entiers de la division par 2 des nombres a, 6, c, d pris de façon que le reste soit toujours o ou i ; par exemple, dans le cas 2** du Tableau (X = i , jii = 3, v = 2), on aura
o = 'la'-h I, 6 = 26',
C = 2C'-f-I, C?=2C?'-hI,
et l'égalité
ad — hc = I
montre que Ton a
par conséquent, o! -\- d^ — V est pair, donc aussi a'-j- rf'+ h'.
21 4 CALGCL DIFFÉRENTIEL.
A chacun des cas du Tableau correspond un résultat de même nature; tous ces résultats sont compris dans le Tableau suivant où, en face du numéro d'ordre de chaque cas, on a placé la congruence correspondante prise suivant le module 2
Remarquons encore que, en vertu des formules (XII2), on a, quels que soient les entiers p et q, les relations
a'(M-h 2/?t0i-h îàçroij) ^ c'a'
o^a(M-4-a;?(i>t-+-2y^3) _ , v^^ 52if , ^(a-l- 2/?a>i-h 2^0)3) ^ s'a'
a'(M -h '2/>wi-h 2^(1)3) s'a
Ceci posé, revenons au cas 2" que nous traitons comme exemple; on a alors, en convenant de ne pas écrire les demi-périodes quand elles sont (i)|, (1)3,
Gr,(wl ûi,Û3) = s*, a,
3'j(« I Ûi, Os) = 3'3M, 3'3(a| Ûi, Û3)= 3',u.
On aura donc
/ 3-7- __ 5^3(01 |Qi, Q.i) _ 3't(2a'tOi-t-2 6'u)3-HOi)
^ ~~ a'(û, |û,, Û3) "" 3'(2a'wi-+-26'a>3-+-W|)
puis
V^Eî--Bj =
q^>(û«|ût,û»)
a*» [— 2(a'-+- c'-+- 1) cof — 2(6'-+- rf') (1)3 — (1)3]
3'[— 2(a'-h c'-hl) W|— 2(^'-+-</')C0j — W3]
la dernière égalité provenant des formules (XIII4); enfin
V/lii— E| =
S'ira! |Û,,Û3)
s'Cû, |Ûi, Us) o'i(2a'(U|-Haô'w3
5'(2a'a>i4- 2 6'(Oj
Wi)
Les cinq autres cas se traiteront de la même façon, et tous les résultats se trouvent résumés dans le Tableau suivant : la première colonne contient les numéros d'ordre des six cas; la seconde, la troisième et la quatrième colonne contiennent les valeurs de y/Ea — E3, y/E| — E3, y/fii — Ea»
C-Hl
ft-»-l
t( I) î /ei e.
rt-»-6— t
i(— i) * ^ey — e^
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VI. — Transformation d'ordre quelconque des fonctions (i*. — Substitution aux périodes primitives de périodes nouvelles liées linéairement aux anciennes.
130. Nous avons montré ce que devenaient les fonctions c^i/, ^1 Uy d^Uj ^^u quand, au lieu de les former au moyen des demipériodes o>,, o>3, on les formait au moyen des demi-périodes aii>i -f- 6^3, ca)| -h rfa)3, où a^ b, c, d sont des entiers liés par la
relation
ad — ùc = i.
Il est naturel de chercher, d'une façon plus générale, quel lien existe entre les fonctions
a'(a|a>,,(o,), a'a(M|wi,a>3) (a = i,2, 3),
d'une part, et les fonctions
a'(w|ûi,ûj), a'a(tt|û,,û3) (« = 1,2, 3), d'autre part, lorsqu'on suppose
où a, 6, c, d sont des nombres entiers assujettis seulement à celte condition que le déterminant
ad — bc = 6d ne soit pas nul.
Le problème peut d'ailleurs être notablement simplifié. Nous prouverons en effet, dans le numéro suivant, que, si l'on suppose (JL>{, 0)3, û|, Û3 liés par les relations qui précèdent, il existe, d'une part, un système (to^, co^) proprement équivalent à (coi, 103), de l'autre, un système (û'^, q[) proprement équivalent à (ûijûj), tels que l'on ait
X, (JL étant des nombres entiers assujettis seulement à ces deux conditions : 1® leur produit est égal à (0; 2° leur plus grand commun diviseur est le même que celui des nombres a, t, c, d.
Dès lors on voit que le problème posé sera résolu si l'on sait
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quel lien existe entre les fonctions et les fonctions
et ce dernier problème se décompose lui-même en deux : passer des fonctions a", a*!, d-it <^ii formées avec un système de demi-périodes (0|, (1)3, aux mêmes fonctions formées avec les mêmes demipériodes dont Tune ou l'autre est multipliée par un nombre entier ou divisée par un nombre entier. Comme le système (coi^co.,) est improprement équivalent au système ( — (0|, 0)3), on voit même que l'on peut se borner au cas dans lequel le multiplicateur (ou le diviseur) est un nombre entier positif. C'est le problème qui nous occupera quand nous aurons démontré le théorème annoncé.
131. Ce théorème, si l'on ne tient pas compte pour un moment des conditions imposées aux nombres )., [x, revient à dire que, en supposant û|, Û3 définies par les relations
(a) ûi = awi-h 6(03, Û3 = cwi -+- ûfwj,
où a, b, c, d sont des entiers tels que
(6) (Ç) = ad--bc
ne soit pas .nul, il existe des nombres entiers a, p, y, 0, a', p', y', 8' liés par les relations
et tels que les relations (a), jointes aux suivantes
j W; = a COiH- P (O3, W3 = YW|-hOW3,
^ ^ ( û; = a'û|-hp'û3, ûi = Y'ûi-i-û'û3,
entraînent les relations
(a') q\ = Xco'i, Û3 = [ia>;,
où \ [X sont des entiers. Cela revient encore à dire qu'on peut satisfaire, au moyen des nombres entiers a, p, y? 8, a', P', y,
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o', X, [x aux relations (c), d^une part, et, de Tautre, aux relations
qui s'obtiennent en éliminant o>', , co,, û',, û^ entre les relations (a), («'), (rf), ce qui fournit les équations
a'(aa)|-+- ^a>3)-h p'(c(Oi-f- rfwa) = X(au)i-+- pti)|), Y'(aco| -h ^wj) H- o'(cw| -f- rfcos) = fi(YW|-+- owj),
et en écrivant ensuite que les coefficients de coi, (03 sont respectivement égaux dans les deux membres.
Des équations (e), on déduit d^ailleurs immédiatement
(«5 - Py)X|x = (ad-bc)(0L'^'-^ ?'y'),
ce qui montre, en tenant compte des relations (c), que l'on doit avoir
Ceci posé, supposons d^abord que «, c soient premiers entre eux et choisissons deux entiers arbitraires x, y tels que l'on ait
on tirera de là et de la première des équations (e)
rt(a'— 'kax)-¥- c(p'— Xaj^) = o, d'où Ton déduit sans peine qu'on doit avoir
h étant un entier arbitraire; ces formules fournissent d'ailleurs la solution la plus générale de la première équation (e) quand on y regarde a\ ^' comme les seules inconnues. Si, dans la troisième équation (e), on regarde de même y', 5' comme les inconnues, la solution la plus générale de ces équations sera fournie par les formules
(g) y'= f^ï^-^^"^> o'=[iY7 — ^'«>
A* étant un entier arbitraire.
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Si l^on substitue, dans la deuxième et la quatrième des équations (e), les valeurs de a'j |3', y', 3' données par les quatre formules {g)^ on trouvera, après des réductions faciles, en tenant compte de (/),
^ 1 ^ = -h^-^i.{bx-^dy),
\ 0 = — k\ -^ '{(bx -h dy).
D'un autre côté, si Ton forme, au moyen des formules {g)j l'expression a'S' — ^Y, on trouve de suite qu'elle est égale à
ce qui montre que Ton doit avoir
(k) JJ"- ^* Y — X ^ a = r .
Inversement, si l'on peut trouver des nombres entiers X, [jl, a, Y, /i, k tels que Ton ait
X|x = (i), ja/iy — X/a = i,
le problème sera résolu; car, une fois ces entiers trouvés, si l'on détermine p, 5 par les équations (A) et a', P', y', 5' par les formules {g)j il résulte de l'analyse précédente que les relations (a) et (d) entraîneront les relations («').
On voit, à cause de (A"), que X, [jl doivent être choisis premiers entre eux; on décomposera donc (ô en un produit de deux facteurs \ [X premiers entre eux; on choisira ensuite des entiers A, k de façon que les entiers [xA et Xk soient premiers entre eux; enfin on choisira a, y de manière à satisfaire à l'équation
[ji^Y — XA-a = i.
On peut prendre en particulier \= ad — te, ix = i .
13!2. Supposons maintenant que a et c ne soient pas premiers entre eux, mais que a, 6, c, d aient pour plus grand commun diviseur l'unité.
On commencera par substituer à coi, CO3 des nombres proprement équivalents o)^,®^, tù^^\ définis par les équations
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/?, ^, r, 5 étant des entiers quî vérifient la relation
ps — qr = t.
On aura alors
en posant
ao = ap -h ùr, Ùq = aq -^ bs,
Cq = cp -h dr, do= cq -+- ds.
Or il est aisé de voir qu^on peut choisir les nombres/?, r premiers entre eux de façon que ao, Cq soient premiers entre eux. Il faut évidemment, pour cela, prendre r premier au plus grand commun diviseur de a et de c, puis p premier d'une part à r, de l'autre au plus grand commun diviseur de b et de d. Si/>, r satisfont à ces conditions, il est clair que a^, Co ne peuvent avoir comme diviseur commun un facteur premier divisant soit /?, soit r, soit le plus grand commun diviseur de b et dj soit le plus grand commun diviseur de a et c. Nous imposerons encore une autre condition à r.
Décomposons (£) en deux facteurs premiers entre eux AetB; A comprendra tous les facteurs premiers de CD, pris avec leurs exposants, qui divisent le plus grand commun diviseur de a et c; B sera formé des autres facteurs premiers. Nous prendrons pour r un multiple de B, ce qui n'est évidemment pas contradictoire avec les autres conditions auxquelles/?, r restent soumis. Mais, en éliminant/? entre les équations qui définissent «o> <^o? on obtient
AB/* = acQ — coof
ce qui montre qu'un diviseur premier de a„, Cq devrait diviser A, B ou /•. Cela est impossible, puisqu'il ne peut diviser ni r, ni B qui est un diviseur de r, ni A qui est composé des mêmes facteurs premiers que le plus grand commun diviseur entre a, c.
Les nombres premiers entre eux /?, r étant ainsi choisis, on choisira g, s parmi les entiers qui vérifient Téquation
ps^rq = 1,
et l'on aura trouvé le couple (to*®\ Wj"') satisfaisant aux conditions imposées. Dès lors, puisque «o, Cq sont premiers entre eux, on
pourra, comme il a été expliqué plus haut, trouver des nombres ci>', , iù'^ proprement équivalents à (0,®^ o),®' et, par suite, à (0|, 0)3, et des nombres û',, û', proprement équivalents à û|, Û3 tels que les relations (a) entraînent les suivantes
X, [jL étant des entiers assujettis seulement à être premiers entre eux et à avoir pour produit ad — bc.
133. Si enfin a, 6, c, d ont un plus grand commun diviseur m, on écrira les relations (a) sous la forme
ah c d
mm mm
et l'on est assuré, par ce qui précède, de Texistence d'un système (m (!>',, /ntOj) proprement équivalent à (/«W|, m (1)3) et d'un système (û'j, Û3) proprement équivalent à (û|, Û3), tels que les relations précédentes entraînent celles-ci :
\ UL étant des entiers seulement assujettis à être premiers entre
eux et à avoir pour produit ^ — • D'ailleurs, si les systèmes
(mcoi, mcos) et {^miù\^ '^Wj) sont proprement équivalents, il est clair qu'il en est de même des systèmes (wi, (1)3) et (o)', , co,). Puisque le plus grand commun diviseur de Xm, (xm est m et que le produit de ces deux nombres est ad — te, le théorème énoncé au début est entièrement démontré.
13i. Nous allons chercher maintenant à exprimer les fonctions ^, JJ,f) formées avec les périodes - — ' > 20)3 au moyen des fonctions ^> ?> P formées avec les périodes 20)1, 2CO3; /i est un entier positif.
Partons de l'expression de 3'(m — 7 C03J décomposée en facteurs primaires (II| )
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OÙ Ton suppose
s = 2U h 2VWj,
et où [X, V doivent prendre toutes les valeurs entières positives, nulle ou négatives, à Texclusion de la combinaison [ji = o, v = o.
Nous allons grouper ensemble tous les facteurs primaires pour lesquels les nombres [x sont congrus suivant le module n; en multipliant ensuite tous les produits relatifs à n nombres choisis arbitrairement, mais tels que la différence de deux quelconques d'entre eux ne soit pas divisible par /i, il est clair que nous aurons employé tous les facteurs primaires de 3'(// — , (O3J et que cette
fonction sera égale au produit considéré.
Soit d'abord — r un nombre entier quelconque non divisible par 71 ; les nombres (x congrus à — r suivant le module n sont de la forme
où [x' est un nombre entier quelconque; les valeurs correspondantes de s sont de la forme
s = 5 — ir — , n
en supposant
s = -I^l'lOi -f- 2Vt03,
et l'on aura tous les nombres s considérés en supposant que ix', v prennent toutes les valeurs entières sans exception. Le produit de tous les facteurs primaires correspondants sera
Ml n* .
5 — ir — n
et la formule (V^), dont Tusage est légitime puisque a/- -- n'est pas l'un des nombres s, montre que ce produit est égal à
les fonctions d^ Ç, p étant formées au moyen du couple de périodes 2a)|, 20)3.
Quant aux facteurs primaires pour lesquels jjl est divisible par n^ en comprenant le facteur u parmi eux, on voit de suite que leur produit est égal à o'w ; on a donc, en désignant par t\ , /'a, . . ., rn-\'i n — I nombres entiers tels qu^aucun d'eux ne soit divisible parn, non plus que la différence de deux quelconques d'entre eux
_„2r(!i:îîî.)^^*2:J---') o'/'w-^i^)
(r = ri, rj, . .., r^-i).
13o. En vertu de la périodicité, p i ^ j ne change pas quand
on augmente r d'un multiple entier de /i; par conséquent
ne change pas quand on substitue aux nombres /* d'autres entiers satisfaisant aux mêmes conditions; si donc on pose
on aura
(XXI,) ^p/i^j =2Fi (/• = ri, rt, ..., r„_,).
De même, à cause de la formule (VI3), l'expression
ne change pas quand on augmente /* d'un multiple entier de n ; donc l'expression
ne change pas quand on substitue aux nombres r d'autres enliers
satisfaisant aux mêmes conditions; si l'on prend pour ces nombres n — \ n — I n — i
> -hl, .... — I, -+-I, -4-2, ..., H
OU
suivant que n est impair ou pair, on voit, en se rappelant que 2^ est une fonction impaire et que l'on a ÇcOf = -/ii , que la quantité précédente est toujours nulle; on peut donc écrire
(XXI.) :r(«ÎJ, ».,)=. -" ^"11 h.rJl\
Nous poserons, conformrment aux notations (XX|_
( XXIs) III — n — ,t03 ), "3 = ; ( W3 — , W3), ll,-f-Il2-4-U3 = 0,
(Wlc) E, =J)( — — »«0;i), 1:3 = JM W3 7» W3), Ei-hE,-r-K5 = 0.
( * ) Les formules (XXI) ont dû être données par M. Weierstrass dans ses Leçons (Je i870-«87i. Voir l'important Mémoire de M. Kiepert : Ueber Theiiung und Transformation der elliptischen Functionen {Mathematische Annalen, t. XXVi, p. 369). La formule (XXIJ y est obtenue en prenant pour point de départ la
considération des pôles de la fonction pfw — ^,0)^]; l'égalité entre les deux
membres est une conséquence facile du théorème de Liouville; les formules (XXÎ,), (XXI^) sont ensuite obtenues par des intégrations successives. On verra plus tard que la formule (XXI^) est une conséquence immédiate du théorème de M. Hermite sur la décomposition en éléments simples.
Le calcul des quantités H|, H3 se fait sans difficulté. On a(XXl3)
OU, en vertu des relations (Xfis),
H, = Tj3-+-(/i-i)r,,-4-2)C3(^^')-2^* -H2a>3Pi;
mais la somme
est nulle, comme on le voit par un raisonnement semblable à celui qui a été fait plus haut : on a donc
(XXIj) II3 = WT,j-h2W3P|.
D'ailleurs, puisque n est positif, les quantités H{ (1)3 — H3 — et
•fil (Oj — r,3 (i)|, qui sont toutes deux égales à zb — > sont de môme
signe : elles sont donc égales. De leur égalité et de la formule précédente on déduit
XXI,) H, =T.,4-^P
137. On peut déduire de la formule fondamentale, par le changement de </ en ii -\ ^-y u — (1)3 ^ > w -f- W3, des expressions
" /in*
analogues pour les fonctions (S'afw — ? 0)3 j (a=i, 2, 3). Nous
donnerons un peu plus loin un exemple de ce calcul; mais il est plus commode de déduire ces résultats des expressions de ces foDclions décomposées en facteurs primaires (XVIIi), en employant la même marche que plus haut.
Partons donc de la formule
,,,41 ■ # » Cl), î/ CD,
T. et M. — I. i5
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OÙ l*on suppose
[X, V devant prendre tous les systèmes de valeurs entières. Soient ''oî ^M ''2> • • M^/i-M ^ entiers tels que la différence de deux quelconques d'entre eux ne soit pas divisible par n; pour faire coïncider ces notations avec les précédentes, il suffira de supposer r^ divisible par n. Groupons ensemble, dans le produit infini, les facteurs primaires tels que les nombres [x soient congrus à — /' suivant le module n; les valeurs de s auxquelles ils correspondent sont données par la formule
, (1)1 iroii
s = 2Li coi-4-2va)j — ir — =5 >
e que, pour i uii uc ucs iduicurs priiuciireb, s — s'écrire
en sorte que, pour l'un de ces facteurs primaires, s peut
Le nombre (2r4-i)— n'est jamais congru à zéro suivant le sys-
tème de modules 2a)|, 2103; quant aux nombres a', v, ils doivent prendre tous les systèmes de valeurs entières; d'après la formule (Vf), le produit de tous ces facteurs primaires sera donc égal à
\ » /^-"q-^'-'-)-^TP(^;— '■)
Par conséquent (i^ (" — > ^2) sera égal au produit
multiplié par une puissance de e dont l'exposant sera
Et m' V^v/^r-H-i \ w* v^ /9.r-\-i \
(r= To, ri, . . ., rn-t)'
D^ailleurs Texpression (XXI4) de p f a — > 0)3 j montre que Ton u
l'exposant de e se réduit donc à
(ri
Quant à la quantité ^Isf W| j > on démontrera qu'elle est
égale à \] v^i, soit directement, comme plus haut, pour une
somme analogue, soit en faisant u = — dans {^expression de s(wM> W3 j, qui devient alors égale à U| ou à r^ H P|. Fina-
lement on a donc
Mais on a aussi
Cr'IUH (Di j 3'(MH tOi-f-(*)|j
à cause de la formule (XII3), et par conséquent on peut encore écrire
(XXI,) *.(«!^,u.,) = e .'•. TT-^ T^-
Si de même on remplace dans la formule (XVII|) a par
= eTQi"
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w, par — (ce qui change 5ens = a[x — 4- avwj j, puis, simulta-
némenty u par — u et s par — s, on reconnaît que le produit des facteurs primaires qui correspondent aux nombres [jl ^ — r(mod. /ï), c'est-à-dire aux indices s pour lesquels on a
wi arn-i
est égal au produit de
/ ar-hi \ _/ 2r-+-i — /i \
^y a)|-4-Wjl c^l (i>i — cu] 1
_ / 2r-+-i — /i \ cr,(aH tu,)
par une puissance de e dont Fexposant est
— un — ^^ — (I), -4- (03 ) -h — Pl — ^^ — (Oi-hcojl. On a d'ailleurs
El=^PP^^'tDi-f-(»>3J — 2P,,
V^^/'jir-i-i \ v^„/2r-hi — n \
\1^ /2/*-hI— 71 \
et l'on trouve, toujours par le même mode de raisonnement, 2à^'\ a "")-2 n '!• = « =
en eflel, le premier membre ne dépend manifestement pas du système de nombres incongrus {modulo n) choisis pour Tq, Ti, . . .,
r„_i, et l'on vérifie de suite que les deux sommes sont nulles, comme se composant de termes égaux et de signes contraires quand on prend pour ces nombres o, i, 2, . . ., n — i . On a donc finalement
(XXI,) •
Enfin on trouve de même
(XXI
139. Les formules qui précèdent peuvent être transformées de diverses manières; mais, pour ces transformations, il convient de distinguer le cas où n est pair de celui où il est impair.
Il suffit d'ailleurs de considérer le cas où n est impair (*) et celui où n = 2. En effet, si Ton sait exprimer les fonctions formées
avec les périodes — -9 20)3 au moyen des fonctions formées avec
les périodes 2Ci)|, 2(03 dans ces deux cas, on le saura toujours.
140. Soit d'abord n = 2. Nous supposerons, pour ce qui regarde les fonctions (S*, Ç, p, que l'on prenne r, = i ; on aura d'ailleurs aPi = ^1 ; donc
o*! M — i, 0)3 ) =e * ^u— î^ = e * a'aa',M
(AAii,; ^ \ I ^ / ^^1
[ =e * ^^u^pu — et;
(XXIIs) ua~,(i)3J = Cia-4-Çw-hÇia;
/wtr V / l*»*t \ , , . (ef—et)(ei—e\) (XXII,) pf a — ,(o,j = pa-f-p(i<-f-wj)— ei=pa-4- ^^ __^
(') Il suffirait même manifestement de ne considérer que le cas où n est premier impair, mais les formules qui suivent immédiatement ne seraient en rien simplifiées si nous faisions cette restriction.
qSo calcul différentiel.
Ces deux dernières formules donnent le moyen de calculer H|, H3, E|, E3 et Ton trouve successivement
(XXIU)
/CO, IcDi \ C|(0,
(XXII5) E3 = pa>3 -4-p(u)j-+- toi) — ei= Cj-t-ffi — e, = — 2^1,
a>, 3(0, ^tO| , (et— ei)(e3— g|),
d'où, en se reportant à l'expression (XIV3) de p — >
(XXIIj) Kl = e, -f- 2 /e, — Cj /ei — 63 .
Enfin, puisque Ei -h E24- E3 doit être nul, on aura (XXII5) Ej=ei— ^V^i — ej /ei — ^3,
formule qu'il serait d'ailleurs aisé d'obtenir directement. La fonction ^ = pw vérifie l'équation différentielle
\du] la fonction
(e,— fi)(e3— Cl)
doit donc vérifier l'équation différentielle
\cfll) =4(- — E,)(^-E,)(--E3),
résultat que le lecteur pourra établir directement.
141. Dans les formules relatives aux fonctions (3'<, (S'o, 3*3, nous supposerons /•o= o, ri = i . On aura alors
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En tenant compte de Fégalité (XVa) pour a = — et a = i ,
Jm
des relations entre les carrés des fonctions (3'w, d^iU et la fonction pu, enfin de la valeur trouvée pour p~(XVl2), on trouve sans peine les formules
(XXIII
Cfu —
— «i)(«i— «s) — rr^^^ I
(ei — gO(et — g») P
= e* {d\u — /et — gj /«i — «3 0** m) /gi — g, — /gi — gj
= g * (pa — gt — /g| — gf /gt — gj ) 0** w.
De même
Cette expression peut se transformer de diverses manières; par exemple, en remarquant que l'égalité (XV3), dans laquelle on a
permuté u et a, devient, pour a = — eta = 2, p = i,Y=3,
cr,(,,+ ^)a',(a-^)=c^|îîla'îa + (g,-g,)<^«"c^f?
on trouve
îiif! I ^* T"
g * I C}w-h(gi — gj) <5'*a
= g « I o'îa-+-'^^ (g| — gOo*'" I*
Après des réductioDs faciles et ea faisant usage successivement des égalités (XVI2), (XIV), (XI4), on trouve encore
w — >wsj=e* (o'}M-h /ei — ej/ei — ej 0**11)
(XXJII,) / _ J-^ /e, — ea tf i M -h y/g» — gitf j m
v/ei — e8-f-/ei— e.
= e * a''w(pa — Ci -+- ^ex — et /«i — ^3).
Enfin on aura
<•!«' -rf / _i_ \ gt«*
1/ I wi \ -'rtii+-~ a'3(w-t-wi) -V ^ ^3 ( ^ — > (Os ) = e * (S'a a — ^— ^ = e * ^\U(ixU
Dans ces diverses formules les radicaux ont le sens précis qui a élé adopté au n° Hl et elles ne supposent rien, sur le signe de la partie imaginaire du rapport des périodes.
142. On pourrait obtenir de la même façon les formules relalives aux fonctions (3'fw | Wi, -^y <3'a( m | (0|, — j; mais on les déduit des précédentes, en remarquant que Ton a
(rJwIto,, ^j =cfî^w|'^, (o,j,
en sorte qu'on obtiendra les formules cherchées en échangeant les indices i et 3 et laissant l'indice 2 invariable; il faut toutefois, si Ton veut n'écrire jamais que les radicaux ^e< — ^2, ^e\ — ea, y/^a — ^3) tenir compte, après avoir fait cet échange, des formules
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(XIII3), (Xe); on obtient ainsi
u\tt}i, -^j = e * c'a (fiU = e * (^*u^pu — es, (XXrV,) M|^|a),, îî^ j = eaM-t-ÇM-h^jM,
XXIV
et
E, =pf CO,-H — Wl, yJ =^3— •^V^l—^SV^î— ^S' , / (Os I (1)3 \
(0$ 3Ws y /
= PT'^^'^ ~"^3 =e3-*-'2/ei— «'s/e, — es
a|(Oi, — )=e* a'iaa'jW = e* :f^u\/pu — ex^pu — ej,
(\ rjff-
M |(«)|, -^ j = e « (0*1 M H- /ei — «s /e, — es 3** a)
(XXV,) \ ^ ^^ •et— esJ^jt^ — /et— gsg'fi/
/e, — es — /ej— ej
= e« (i^u{pu — es-hv^ei — es v/ej — es),
«|wi, ^)=e« (o** a — /e, — es /e, — e, o*» a)
(XXV,) { ^ g^' •gj- esJ'i u -4- s/e^— esC? m
V^ei — e$ -H /e,— es
= e • 0** a(p w — es — /et — e, /ej — es).
Supposons maintenant /i impair
Les formules qui donnent les expressions de
peuvent alors être comprises dans une formule unique. En effet, les n nombres 2 r -I- I — /i,(r=ro, r,, ..., r^,.,), qui figurent dans deux d^entre elles, sont tous des nombres pairs et la différence de deux quelconques d'entre eux n'est pas divisible par n; il en résulte que les n nombres 2r + i — n peuvent être regardés comme formant un système complet de nombres incongrus (modulo /i), absolument comme les nombres r\ inversement les éléments d'un tel système peuvent toujours être mis sous la forme précédente, en sorte que rien n'empêche d'écrire les trois formules (XXIt.o) sous la forme unique
(r= ro, r,, ..., r„_i), (a = i, 2, 3).
On peut encore supposer ro = o, les nombres Ti, rj, ..., f'n^h étant alors incongrus entre eux et incongrus à zéro (modulo n); alors les quatre formules relatives à
(I ^1 \ / I Wi \
prennent la forme très symétrique
(XXVI,) ; / ar \
(r = r,, rt, ..., r^-j), (a = i, 2, 3).
Dans ces formules figurent /i — i nombres pairs ar qui sont assujettis à la seule condition qu'aucun d'eux n'est divisible par n, non plus que la difi'érence de deux quelconques d'entre eux. On pourrait, en détruisant à la vérité un peu la symétrie, introduire aussi bien n — i nombres impairs ar — i assujettis exactement aux mêmes conditions; il suffira pour cela de remplacer, dans les
formules précédentes, — a)| par — "^—tùi -|- (0| et d'appliquer les
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formules (XII3) relatives à Taddition d^une demi- péri ode; on trouvera sans peine, en observant que les n — i nombres ar — i sont tous des nombres impairs et que la difTérence de deux quelconques d^entre eux n^est pas divisible par /i, de même que les n — 1 nombres ar — n.
_^ / ir — I \
2lr— I
tj,-«-««Pi
XXVI
<5'Ja h^, CD3J =e "-:
^ / ar — I \
/ ir — I \
On pourra prendre, par exemple, pour les n — i nombres a r — 1 la suite
144. Si dans les formules (XXVIi ) on prend pour les nombres ar la suite
elles deviennent
, , V (rfaH ci>i)o'(m Ci>i)
Il n^est pas même nécessaire de spécialiser autant les valeurs de/*.
a36 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Choisissons, en effet, nombres Tj, r2, . . . , '\_. tels qu'aucun
d'eux ne soit divisible par /i, non plus que la différence ou la somme de deux d'entre eux; cela est toujours possible, puisque les
nombres 1,2, . . . , ~ satisfont à ces conditions ; il est clair que,
parmi les n — i nombres
aucun ne sera divisible par /?, non plus que la différence de deux quelconques d'entre eux. En prenant ces n — i nombres pour /'i , r2, . . . , r/,_i, on arrive évidemment aux mêmes formules que précédemment; seulement r, au Heu de prendre les valeurs i,
2, . . . , "" > doit prendre les valeurs Ti, r2, . . . , r^ .
Ceci posé, les formules précédentes montrent clairement que
les fonctions (3'(w ~> wjj, Cafa ~> (03J s'expriment, sauf le
facteur exponentiel e"'**', en fonction entière de (iu, rfaW. On a, par exemple, en tenant compte des relations (VIIi, XI4),
(XXVU) /
■•'■«■«nfe-
= e«' P« or
De même, en tenant compte de la relation (XV2) pour a = — a)< et de la relation (XI4), on trouve
XXVI
Dans ces diverses formules, r doit prendre les valeurs i, 2, .. ., ou, si l'on veut, les valeurs /'i , r2, •••*'*„_, définies plus haut.
XXVIU)
On pourrait transformer, d'une façon analogue, les formules où ligurenl des multiples impairs de — -; nous ne nous y arrêterons pas.
14o. Eafin, comme rien dans ce qui précède ne distingne les périodes coi, (03, ou peut, en échangeant les indices i et 3 et laissant invariable l'indice 2, écrire
(XXVII,) { „,^ ^ / 9.r \ ' * , , -/<St1'+"'''> J'ai «h <»$)
Dans ces formules, r doit prendre n — i valeurs Ti, ra, ..., /*/i_i, dont aucune ne soit divisible par n non plus que la différence de deux quelconques d'entre elles.
Il est facile d'établir les relations
Quant à Pj, il est défini par Tégalité
(XXVII.) *'''=2^(r"'')"
On peut écrire aussi
Dans ces formules , r doit prendre valeurs dont aucune ne
soit divisible par n non plus que la somme ou la différence de deux quelconques d'entre elles.
Si l'on porte l'attention sur la formule
on voit que la solution du problème posé ne dépend plus que de la recherche de la quantité
et des fonctions symétriques des quantités dont Pj est la somme, fonctions symétriques qui entrent dans le produit qui figure dans le second membre. C'est là un problème d'Algèbre, sur lequel nous aurons à revenir plus tard, et dont la solution, lorsque n est premier, dépend d'une équation de degré /i -|- i.
146. Les pages qui précèdent mettent en évidence l'importance de l'opération qui consiste à substituer au couple de demi-périodes ((Oi, (03) le couple (awi h- ^0)3, ycoi -|- 8(03). Nous aurons besoin plus tard de connaître quelques notations et propositions concernant la théorie de ces substitutions; nous les rassemblerons, à la fin de ce Chapitre, dans les numéros qui suivent, afin de ne pas être obligés, quand nous aurons à les invoquer, d'interrompre la suite naturelle des raisonnements.
Désignons par Xj y deux quantités quelconques; ce seront, si l'on veut, des indéterminées, ou bien, comme dans les n°* 123 et suivants, des nombres à rapport imaginaire. Nous appellerons substitution ( * ) l'opération qui consiste à remplacer ces quantités x^y par deux autres qui en soient des fonctions linéaires à coefficients déterminés et de déterminant non nul; si, par exemple, nous remplaçons or, y respectivement par clx -\- ^y^ *fx -+- oy^ nous dési-
(') Le mot substitution a une sigDÎGcation beaucoup plus générale que nous n'avons pas à développer ici.
LA FONCTION 0*1/ ET LES FONCTIONS QUI EN DÉRIVENT. sSq
gDeroDs celle opéralion par le symbole
ciy
Nous emploierons souvenl une seule lellre pour désigner la même opéralion; si nous écrivons, par exemple,
nous enlendrons simplemenl que Topéralion S esl la même que Fopéralion
Cl}
Si nous efTecluons celle opération suTX^y el si nous effectuons ensuite sur les quantités ax -{- ^y, yx -{- 3jk, l'opération
cela reviendra à remplacer eux -f- ^y^ yx -{- Zy par
a'(ax -4- Pj^)rH ?'iyx -f- ^y) = (a'a -f- ^'y)x -h (a'P -h ?'^)y, Y'(«a7-f-pj^)-+- 8'(Ya7-hoj^) = (Y'a-+- 8'Y)ar-+- (fp -+- ù'^)y,
et l'on aura finalement remplacé x, y par les seconds membres des équations précédentes, c'est-à-dire qu'on aura effectué sur X, y l'opération
La double opération qui consiste à eff*ectuer sur x, y l'opération S, puis sur les quantités qui remplacent alors x, y Topération S', s'écrit
Vy' S' y Vï ^/ \t'«-hS'ï y'P-+-5'5/'
les opérations s'efiectuant dans le sens indiqué par leurs symboles en allant de la droite vers la gauche. Le déterminant de la substitution S'S esl égal au produit des déterminants des substitutions
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S et S'. Il est essentiel de remarquer que les deux symboles S'S et SS' désigaent en général des opérations différentes. Si S'^ est un troisième symbole de substitution
i'iy
on désignera par le symbole
l'opération qui consiste à effectuer sur x, y l'opération S, puis sur les quantités ainsi obtenues l'opération S', puis sur les résultats l'opération S'', ce qui donne finalement
a'[(a'aH-P'Y):r-+-(a'P-+-P'a)^]-+-P'[(Y'a-+-ô'Y)^-*-(ï'P-*-S'S)r]»
Cela revient encore à effectuer sur x^y une certaine substitution linéaire dont il est bien aisé de calculer les coefficients.
Les substitutions S'S, S" S' S sont dites composées avec les substitutions S, S' ou S, S', S". Il est clair que la notion de composition peut s'étendre de proche en proche à un nombre quelconque de substitutions.
Si S' et S représentent la même opération, c'est-à-dire si, en conservant les notations antérieures, on suppose
(ce que Ton écrit plus rapidement S'=: S), on convient d'écrire S^ à la place de SS; de même S' a le même sens que SSS. On comprend dès lors ce que signifie un symbole tel que
OÙ Pf Pii P2} Pi sont des nombres entiers positifs; on doit effectuer sur œ^ y l'opération S une première fois, puis encore cette même opération sur les résultats, etc., en tout, p fois; puis, sur les résultats, l'opération S' une première fois, sur les résultats encore la même opération S' une seconde fois, etc., en tout p' fois, etc.
Il est à remarquer qu'on peut écrire
S'S'S = S''(S'S), S'S'S = (S'SOS
les parenthèses indiquant que les opérations multiples dont elles enferment les symboles doivent être remplacées par une seule opération : la première égalité n'exprime pas autre chose que la définition même du symbole S'^S'S; la deuxième veut dire que l'opération S^S'S revient à effectuer d'abord l'opération S, puis, sur les résultats, l'opération S" S'. Cela est à peu près évident, et se vérifie d'ailleurs sans difficulté.
Il résulte aisément de là que, dans un produit symbolique de substitutions, on peut grouper ensemble plusieurs facteurs consécutifs (*).
147. En supposant toujours on désigne par S~' un symbole de substitution
tel que l'on ait
On voit alors, par ce qui précède, que les nombres a', p', y', 8' sont déterminés par les quatre équations
Y'a-H8'Y=o, yp-+-8'$ = i.
En résolvant les deux premières par rapport à a', ^' et les deux
(*) En conservant les mêmes notations, l'opération précédente S" S' S, par exemple, peut être définie d'une façon un peu différente : on suppose que les opérations partielles que l'on va décrire s'effectuent non plus de droite à gauche, mais bien de gauche à droite.
Partons des formes linéaires a'x ■+■ p'^, y" a? + ô'^, dont les coefficients sont les éléments du premier symbole (en partant de la gauche) S"; remplaçons-y les rariables x, y par les expressions linéaires a'x-i- py, y'x-h 6'^, dont les coefficients sont les éléments du second symbole S' ; puis, dans les formes transformées, mettons encore, à la place de x, y, les expressions linéaires ax-h ^y^ yx h- 5y dont les coefficients sont les éléments du troisième symbole S; les coefficients des formes finales seront les éléments du symbole composé S* S' S.
T. et M. — I. i6
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autres par rapport à y? S' et ^^ désignant par (D le déterminant
cD = aS — Py»
il vient
Il importe de remarquer que la substitution inverse de S~* est S; en d^autres termes, on a
s-»s = ss->
On désigne par S® la substitution identique l ]> qui n'al-
tère pas les variables.
Le symbole S'' a été défini pour n entier positif ou nul; on convient de donner au symbole S"" le même sens qu'à (S""*)". Il est aisé de voir que, quels que soient les entiers positifs, nuls ou négatifs, m et n, on a
Cette égalité est évidente quand m, n sont positifs ou nuls; bornons-nous donc à établir Fégalité
s«s-« = so= ( ^ ^ )
d'où il est aisé de déduire ensuite les autres cas. En supposant par exemple /i = 3, on aura
S>S-> = SSSS-iS-»S-» = SS(SS-»)S-«S->;
comme SS~* = S" est la substitution identique, on peut évidemment la supprimer et Ton a ensuite
SSS-»S-» = S(SS-»)S-« =:SS->= So:
le raisonnement est général.
Observons encore que Tégalilé
S'S'Sri:!,
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OÙ S, S', S'', T sont des symboles de subslilulion, entraîne l'égalité
S' = TS-iS'-«:
on tire, en effet, de la première égalité
S'S'SS-»S'-« =TS-»S'-S et le premier membre peut s'écrire successivement
S'S'(SS-»)S'-» = S'S'S'-> = S'(S'S'-*) = S'. La même égalité entraine la suivante :
148. Les substitutions de cette nature, à coefficients entiers, à déterminant + i, jouent, comme on l'a déjà vu aux n®" 124 et suivants, un rôle particulièrement important : elles méritent de nous arrêter quelque peu. D'abord, on voit qu'en composant entre elles deux pareilles substitutions, on trouve une substitution qui appartient au même type, puisque les coefficients en sont encore entiers et que son déterminant est égal à un comme produit des déterminants des substitutions proposées.
Parmi les substitutions de ce type, on peut signaler les suivantes :
U est très remarquable qu'on puisse les obtenir toutes en combinant deux de celles-là, les deux premières, par exemple, et leurs puissances positives et négatives.
Que la dernière se ramène aux deux premières, c'est ce qui résulte de l'identité, bien facile à vérifier,
V = TUT
On tire de là
Par suite, toute puissance positive ou négative de V s'exprimera en composant les substitutions T, U et leurs puissances.
Avant de démontrer la proposition énoncée, observons tout
d'abord que Ton a
pu
IS
Vï s; Vï + 8 8/' \ï 8/ ~ Vï S + y/
On lire aisément de ces dernières égalités
et, en particulier,
Ces diverses relations sont d'ailleurs vraies, que n soit positif ou négatif.
149. Ceci posé, nous établirons la proposition que nous avons en vue dans un cas particulier auquel nous ramènerons tous les autres, celui où l'un des nombres a, P est nul. Puisque aS — ^y est égal à un, on doit avoir, si a est nul, soit
soit
et si P est nul, on doit avoir, soit
soit
On a donc à considérer les quatre substitutions
où Y et S désignent des entiers positifs ou négatifs quelconques.
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La deuxième et la quatrième se ramènent à la première et à la troisième, puisque Ton a
D'ailleurs, on a et, d'un autre côté,
par conséquent
Par suite, le théorème est démontré, dans le cas où Tun des nombres a, ^ est nul.
ISO. Plaçons-nous maintenant dans le cas général. L'identité
montre que l'on peut mettre ( .1 T"" sous la forme
où X| est, en valeur absolue, le reste de la division de a par ^. Si ce reste est nul, on s'arrêtera là; sinon, on emploiera la relation
et, en multipliant à droite par une puissance convenable T^^i, on
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mettra le second membre sous la forme
où ^1 est, en valeur absolue, le reste de la division de — ^ par ai , en sorte que Ton aura
d'où
Si ^f est nul, le théorème est vérifié, puisque alors la substitution i ^ j s'obtient en composant les substitutions T, U et
leurs puissances. Si ^i n*est pas nul, on continuera de la même façon, et, comme ai est plus petit que ^, on parviendra toujours à mettre la substitution proposée sous la forme annoncée, après un nombre fini d'opérations.
Transformation linéaire des fonctions 3f 3vS
190-215. Généralités sur les transformations linéaires. — Transformation linéaire des fonctions ?(t), «K^), xC*^) ^® ^' Hermite 54
216-241. Détermination, en fonction des coefficients de la transformation linéaire, des racines huitièmes de Tunitéqui figurent dans les formules de transformation des fonctions Bt et de la racine vingtquatrième de l'unité qui figure dans la formule de transformation de la fonction h ( x ) 89
242-253. Transformation quadratique des fonctions Sr. — Duplication de l'argument 1 1 5
254-271. Transformation d'ordre impair des fonctions Sr. — Multiplication
de l'argument 1 aS
272-286. Sur un théorème de M. Hermite. — Relations entre les fonctions Sr. — Théorèmes d'addition. — Identités de Jacobi. — Formule de Schrftier 1 5o
Les fonctions sn, en, dn. — Notations diverses
320-323. Transformation linéaire des fonctions elliptiques 190
324-334. Transformation quadratique des fonctions elliptiques. — Duplication de l'argument. — Application aux développements des fonctions sn, en, dn 200
VI tABLE DES MATIÈRES.
335-350. Transformation d'ordre impair des fonctions elliptiques. — Multiplication de l'argument. — Aperçu sur le problème général de la transformation 2i3
Tableau des formules du Calcul différentiel a 33
ERRATA DU TOME PREMIER
Page iio, ligne 17, au lieu de ( - i)*cosXAr, lire a( — i)* cos)iA-Tt.
Page II 4, ligne 5, au lieu de — rotaa:^ lire — a cota a?.
Page 142, ligne 21, au lieu de/{u)y lire/(u^).
Page 164, lignes 17 et 19, multiplier les seconds membres par le facteur ru.
Page 164, ligne a5, au lieu de /?,, lire n.
Page 167, ligne a4, au lieu de e'ii'«+*^>, lire c"'m''*+«).
COlTC/î COtTC/l —
Page i83, ligne 14, au lieu de c^' ^', lire c'^' ***».
Page 186, ligne i4, au lieu de -S lire — -. •
Page 188, ligne 25, au lieu de ^[^- , lire ^^^^ •
Page 201, ligne i4i au lieu de réel et positif, lire réel.
Page aoi, ligne 16, au lieu de réel et négatif, lire réel.
Page 2o4, au lieu de l'avanl-derniére ligne du texte, lire est nul ou si le facteur r{2a) est nul ; ceci ne peut avoir lieu que si b est un multiple de -~ ou si a est un multiple de o),, et, ....
Page 2a , dernière ligne, ajouter sous le signe 1 1 rindice s.
Page 2a5, dernière ligne, au lieu de — j lire — •
Le lecteur qui voudrait se borner à un aperçu de la Théorie des fonctions elliptiques et acquérir seulement les notions indispensables aux applications des fonctions elliptiques à la Mécanique pourra se dispenser de lire les numéros 17G à 271 et les numéros 3'20 à 3ô0.
I. — Développements des fonctions ^u, ^olu
151. Les fonctions a*?/, (^olU de M. Weierstrass, que nous avons étudiées particulièrement jusqu'ici, offrent, en raison de leur symétrie, un grand intérêt et une grande utilité; mais cette symétrie môme laisse confondues des propriétés que l'emploi d'autres éléments analytiques permet seul de démêler.
Ces nouveaux éléments analytiques ont été introduits dans la Science par Jacobi : leur découverte est assurément un de ses plus beaux titres de gloire (*). Ils peuvent être, comme on le
(•) Voir Lejeune-Diriciilet, Gedàchtnissrede au/ Jacobi {Œuvres de Jacobi, t. I, p. i4).
T. et M. — II. I
verra blenlôt, étudiés directement sur leur définitioD; leur étude peut aussi être rattachée à celle des fonctions du^ ^olU* Ils se présentent naturellement quand on développe ces dernières fonctions en série, sous une forme que nous allons faire connaître (*). Dans ces développements en série, comme dans les fonctions de Jacobi, les deux périodes ne jouent plus le même rôle. Nous ferons désormais la supposition suivante, qui est essentielle :
Le coefficient de i dans le rapport — est positif.
Cela revient à admettre que l'angle formé par les deux directions, qui vont u point o aux deux points 2a)|, 20)3 du parallélogramme des périodes, a la disposition directe.
X)'autre part, nous ne considérerons plus que des couples (2û|, 2û.i) proprement équivalents au couple primitif (2(1)1, 2(o,)
de sorte que le coefficient de i dans le rapport — ? sera aussi positif
et qu'il faudra toujours prendre le signe supérieur 4- dans les formules (Xc) et (XX3); ainsi l'on aura toujours
tzi
(XXVIII
J TTC f I1,Û3— II3Û, =H •
152. Nous allons d'abord écrire sous une autre forme la formule (X|) qui donne l'expression en produit infini, à simple entrée, de la fonction (^, ainsi que les formules analogues (XVIIs.s), relatives aux fonctions (3*1, (3*2, (3*3.
Nous emploierons les notations suivantes (^)
(XXVIII,^ s
(') C'est la marche suivie par M. Weierstrass dans ses cours professés à TUniversité de Berlin; c'est aussi celle de M. Schwarz dans les Formeln und Lehrsàlze.
(») M. Hermite a souvent employé le symbole w pour représenter le rapport — ■; c'est aussi la notation adoptée par M. Weber {EUiptische Functi nen und
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en vertu desquelles on a immédiatement, par la formule d'Euler sinj? = — (e'"^ — ^"''^)î les égalités
simz = 7-^ ;
'initiri-^ it f/"z — q-"z-^ sinir = -.
•2(0| -Kt
(0] àÎ
/io)3 g" — g sinr =- r-
€l, par suite,
. . WW3 (I — 7*")*
D^ailleurSy à cause de la supposition du numéro précédent, la valeur absolue de q est inférieure à un, d'où il résulte que les produits
/i = <B /f^=« n -= ce
sont absolument convergents. La formule (Xi)
et la suivante, qui lui est équivaleutc,
r,,/it "-* sinz suit:
^ -TTT *^'t**i • ~'* 'IT '^^'^1 ^iWi
TT 2 0)1 J.X . ^ /iCOj
/i = i sin^z— -
algebraUche Zahien). M. Weierstrass et M. Schwarz {Formcln und Lehrsàtze) désignent par h l'exponentielle e*"'; de inùme ils désignent par H„, lî,, H,, H, les fonctions de q que nous désignerons (n" 154) par 7,, 7,, q^, q^. Dans beaucoup des formules qui suivent, c'est 7* qui figure seul; aussi a-t-on souvent employé une lettre pour désigner 7'; M. Klein emploie la lettre r, M. Hermite s'est quelquefois servi, dans ce même sens, de la lettre Q, (juc nous employons avec une signification tout autre.
peuvent donc s'écrire
ll = <B /l=:cD
(XXIX.) a-« = e'%'o.>"l^ £^;^j^-|-r.-.y«Y"*n'~^*r'
I — yln XI I — ^rî n=l 11 = 1
OU encore, si Ton tient compte de la relation
(XXIXj) S'a = e«i.w»p8l^» sint^TuTT
. 9.W| . TT ' — '>.q^'^cos2VTz -h q^^
(l-.qtn)i
De même les trois formules (XVIIa^g) relatives à rf| i/, s'.jf/, ^^k peuvent s'écrire chacune des deux manières suivantes :
n =• Il =00
XIX
/t =eO n = «0
/ttn- lït
133. En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres des égalités précédentes, on obtient pour Ç;/, Ç| u, Ç2") CaW des expressions intéressanles que nous laissons au lecteur le soin d'écrire; les séries que Ton trouve ainsi permettent d'obtenir, pour ces fonctions, d'importants développements en séries Irigoniétriques; c'est un sujet que nous reprendrons plus tard.
Signalons toutefois, en passant, la forme que prennent les for-
mules (XVII2) avec les notations actuelles, à savoir
(,) ati. a.. = - ae. u>î + ^' I i +^ |^J.", J ,
(XXX) 1(2) ar.,a.,=_2e,WH-««2^T:J^Ï^
(3) 2T,,U)i =—26310? — TT» ^~
Joignons à ces formules celle-ci :
(XXX.) ,,,., = ,, |^'-_2ô3$;^
qui n'est autre chose que la relation (X4) écrite avec le nouveau système de notations. En ajoutant les trois premières égalités, en se rappelant que Ci 4- ^2 H- <?3 est nul, et en comparant le résultai à la dernière égalité, on trouve la relation linéaire qui suit, entre les quatre séries qui figurent aux seconds membres des formules
XXX
n = ao /!=:« nmao /» = •
154. Revenons maintenant aux égalités (XXIX) du n*^ 152 dont ♦ les conséquences et les transformations font Tobjet principal de cv paragraphe.
Tout d'abord, nous remplacerons, dans ces formules, u successivement par W|, W2, ci)3 de manière à avoir les développements en produits infinis de ^d^ai ^^^a*
Remplacer u par cJ| , io^^ W3 revient h remplacer r par - «
- et .5 par
ni
On observera que, en vertu de ces égalités même, les notalions y*, q ^, que nous remplacerons à l'occasion par y/gr,-—
TCl 1
Vtzi i
c i=-.iq i^
ne comportent aucune ambiguïté. Nous serons aussi amenés à
écrire v^'"> '"j v'v ? î'"» ^^ désignant un entier quelconque et n un entier positif quelconque, et nous entendrons par là
m. mizi
I m. mni
(XXVIII3) '
m WT1T'
V^çr'» = qf* =z e " ,
de sorte que les symboles J/7^, i"^ (7^"S Ç" "^ comporteront jamais aucune ambiguïté; nous disons cela une fois pour toutes.
Comme les produits infinis qui figurent aux dénominateurs des formules (XXIX |_4) s'introduisent dans un grand nombre de formules, nous poserons aussi, pour abréger,
n=oo n = «»
l ?o = JJ(i - y'"), «!'i = JI( '-+-?"').
(xxviiio < "=' "='
7t=jQ(i + ?'"-'). 73 = IJ(i-S''»-')-
Lés quantités qo, q\i q-it <Jz sont liées par une relation algébrique qu'on obtient immédiatement en remarquant que les produits infinis
étant absolument convergents, on peut écrire
/irr 90 nrrae
^0 = W^^ - ^"jJ'JCi -+- q'%
n - 1 n=zl
puis, en groupant dans chaque produit infini partiel les facteurs pour lesquels n est pair, d'une pari, et ceux pour lesquels n est impair, de Tautre,
n — X n — ce n ~ tn /irr»
^0 =1 J[(i - 7''*) J"J(' - ^-''-ol^r* -^ ^'")jn[(' ■^^^'^^^^
d'où
(XXVIII,) yi5r,y, = i.
155. Si nous mettons coi, (Os, co, à la place de u dans le facteur e*'ii**i*'* qui figure partout dans les formules (XXIX), nous trouverons respectivement
tjtfa), y},<i)î TjxtùX
Les deux dernières quantités se transforment comme il suit : Tégalité
ire
montre que Ton a
on aura donc
-ii— i — r,, 10, = = — î^ -' ;
TQ,<i)î Yjtfa), TÇi 7Ç/T Tlifa)» _ 1
on trouve de même
Dès lors le calcul des diverses quantités (J'wa, (J'pcoa ne présente aucune difficulté. En remplaçant, par exemple, dans la
formule (XXIX2), u par 0)21 5 par -— > z'^ par ^^1 on trouve de suite
En observant que Ton a
on obtient donc l'égalité
cfi (oj =^ — e
Le calcul se fait de la même façon pour les autres quantités et Ton trouve finalement les résultats qui figurent dans le Tableau suivant, dont la disposition s^explique d^elle-méme
XXXI
^Ci —63 =
\/ei — e, = /«i — ej =
TT
•2 0)1 •2tOi '2 0)1
WS^tî''
Le calcul des autres radicaux et les formules (XIII4) fournis sent une vérification.
Ces expressions mettent bien en évidence ce fait, établi au n** 1 19,
que les trois quantités ^e^ — ^3, \Je^ — ^3, sje^ — e^ sont des fonctions homogènes et du degré — i des demi-périodes w^, (03.
Les expressions de e^ — 63, e\ — ^3, e\ — e-^ au moyen de </, yo> 7o 72> <l% nous fournissent une seconde relation algébrique entre ces dernières quantités, à savoir
(xxviiu) ^^qq\ = q\-q\\
c'est en effet la conséquence immédiate de l'identité
(«î — «3) = («I — «s) — («1 — eO-
157. Nous définirons sans ambiguïté les racines quatrièmes des différences e^ — ^3, e^ — ^3, e\ — e^ et la racine huitième du discriminant (j de l'équation
4X«— ^jX — ^3=4(X— ei)(X — eî)(X — e3)=o,
en posant
(XXXI3) { y^^e,= ^/^^q,q\^
Vei-e,= ^JLq.gl
(XXXI4) y/Tj= )/ei—€i \/ei—e3 ^'^— éf,= ^tt-\/ ~^qîq*
Dans toutes ces formules la signification de 4 7;-^ est la même; elle peut d'ailleurs être fixée arbitrairement.
138. Les produits infinis qui dans les expressions (XXIX) obtenues pour du, c^i w, a'2«, d:iU figurent au numérateur sont susceptibles d'être développés en séries convergentes, d'une forme
très simple, entières en ^ ou en ^^ ( * ).
(*) Le procédé de passage à la limite que l'on trouvera ci-dessous pour déduire la fonction 2r de la fonction r a été développé par M. Biehler, qui en a
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Considérons d'abord le produit infini
J2[(l -h ^««-»Z« )(l -f- çr»«- 1.5-*)],
qui figure dans l'expression de ^^w et posons pour un instant
11 est clair qu'on peut écrire
o{z) = ao-hai(z^-h z-^)-^. . .-+- a^(5** -f--5-**) -t-. . .-h ««(-s*» -+- «-*»), ^0, ai, . . . , ^A, , . » ^ Un étant des fonctions entières de q.
D'ailleurs la définition de 'f (a) montre que l'on. a
X ;r:i(»-^9'-*) (i-Hy5-»)...(i-+-5''«-»«-«), d'où
En remplaçant, dans cette identité, '^{z) et ^{qz) par
et
ao-!-«ri(5r»z*-l- ^-*3-*)-^.. .-+-a„(^*'»J««-!-5r-ï«3-»»),
puis en égalant dans les deux membres les coefficients de 5~**"*"*, il vient
ou
«A = Clk-\
I qtn-^tk
donné diverses applications intéressantes en envisageant les transcendantes considérées comme des limites de fonctions algébriques {Journal de Crelle, i. 88, p. i85). Le principe en est d'ailleurs dû à Cauchy {Comptes rendus^ i845).
Observons encore que M. Schcllbach dans l'Ouvrage intitulé : Die Lehre von den clUptischen Integralen iind den Thcta-Functionen (Berlin, 1864 ) a pris les produits infinis comme point de départ de la théorie des fonctions Thêta. Jacobi, laimême, avait signalé les avantages de cette marche.
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En remplaçant successivement k par k — i , A* — 2, . . . , i , et en multipliant membre à membre les égalités ainsi obtenues, on aura
„ (l — 7«'»-«*-»-»)(l — ûr»« - î^+*). . .fî — ûr««)
afr= atiQ'' ; — ~ ; — -•
* ®^ (I — 5r2/*-U) (, _ y2/i-H2A-J^. . .(I — çrî/»-HJ)
D^ailleurs, sur la définition de 'f (v), on voit que Ton a
an = q'*' ; par suite,
(, _ yi/i-^2^^, _ qtn^^^, . . (I — q"")
En remplaçant Aq, dans l'expression obtenue pour ^a, par la valeur que fournit cette dernière égalité, il vient
^^* ~" (i — q^)K^ — q^) ...(1 — 7*') (I — Y^'''-^^*)...!! — çr«"-^î*/
ou encore
en faisant, pour abréger,
Il est d'ailleurs manifeste que, quand n grandit indéfiniment, a\ a pour limite Tunité, à cause de la convergence du produit infini
mrroe
JJ(.-r/«'«).
On voit aussi que tous les nombres aj^ restent, en valeur absolue, inférieurs à un nombre positif fixe a\ indépendant de n, par exemple au produit infini convergent dont le m^^'^^ facteur serait
Ceci posé, considérons l'expression
on a, d'après ce qui précède, l'égalité Fn{z)-\'¥a\q{z'^'^z-^)-^,,.-^a'Hq''\z^i^+z-'^f^)-^-,,,-^anq''\z^''-¥z-'^")\
et l'on voit sans peine que, si l'on fait croître n indéfiniment, F|,(w) a pour limite la somme de la série
Que cette série soit absolument convergente, c'est ce qui résulte de ce que la série
est elle-même absolument convergente, ainsi que celle qu'on en
f ff ■
déduit en changeant -3 en - : en effet, ^\fj"'z'^'^ \ = \q"z^\ tend
vers zéro quand n augmente indéfiniment. Regardons maintenant q et z comme des nombres donnés : il est clair que Ton a
I «iy*'(-**-H --**) l< «'I q^(s^^'-^ 5-»*) I;
par conséquent, dans le développement de F„(z), la valeur absolue de la somme des termes qui suivent le terme de rang k est inférieure à la somme, multipliée par a', des valeurs absolues des termes qui, dans la série F(^), suivent aussi le terme de rang A*; or, en prenant k suffisamment grand, on peut supposer cette dernière somme moindre qu'un nombre positif arbitraire e. D'un auljre côté, k étant ainsi fixé, puisque, lorsque n augmente indéfiniment, a\j «j, ..., a^._, ont pour limite l'unité, on peut prendre n assez grand pour que la différence entre la somme des k premiers termes de F(:;) et la somme des k premiers termes de Ffi(z) soit moindre en valeur absolue que e; on aura, dans ces
conditions,
ce qui prouve bien que F,i(w) a pour limite F(5), quand n grandit indéfiniment.
Observons en passant que, si Ton désigne par A un nombre positif quelconque, on reconnaît immédiatement, sur la forme même de la série dont la somme est F(5), que cette série est absolument et uni/or même ni convergente pour l'ensemble des valeurs de z qui vérifient les conditions
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Ed effet, on voit, sous le bénéfice de ces conditions, que les valeurs absolues des termes de la série F(^) sont inférieures ou égales aux termes, tous positifs, de la série
série dont la convergence résulte des remarques précédentes. Il suffit dès lors, pour établir la proposition énoncée, d'appliquer le théorème du n" 2i.
Ia9. Nous avons établi Tidenlité
Jl=oe
et, par suite (XXIX3), l'égalité
nous obtiendrons des identités analogues pour les autres fonctions ^u en changeant 1/ en w + tOi, u — too, u -f- Wa, ce qui revient à
changer t^ en r H — > r H ^ v -\ —
A ^ Jm
Par exemple, si l'on change u en 11 — lOo, cl si Ton tient compte de la formule (XIIs)
on obtient Tégalité
en posant, pour abréger,
Si l'on se reporte d'ailleurs aux valeurs de a'wo, e^^' qui ont été établies au n" 155, si l'on se rappelle que Tjoto, — r,,a)2 est égal
à — > on trouve
j4 calcul différentiel.
on a donc
= _ t lîîil eï^i.wi''- — !_.V(_i)//^^ *^ g(j»+i;»^/.
^qlq^ n
On obtiendra de même, en changeant m en a 4- Wa dans l'expression de !^2'^» l'égalité
et, en changeant dans la même expression u en 1/ + (i>i)
II. — Relations entre les fonctions ^ et les fonctions â
160. Les développements des fonctions rfw, ^\U^ d^u^ d^ii auxquels nous venons de parvenir nous amènent à introduire quatre
nouvelles fonctions de la variable r = Nous poserons (•)
Or
{v) = V^«V*«*''ïS
^^(r) rrz V (— \)nqn^c^nvTii^
On reconnaît directement, sur la forme même des séries qui figurent dans les seconds membres, que ces séries, regardées comme
(*) Les notations relatives aux fonctions 2r sont celles que Jacobi a introduites pour la première fois dans un cours professé en i835-i836 à l'Université de Kœnigsberg et qu'il a ensuite employées plutôt que celles des Fundamenta dont nous parlerons plus loin. Il ne met toutefois pas d'indice là où nous mettons l'indice 4 et il écrit ^^{vr^) là où nous écrivons 2r^(f) ( Werke, 1. 1, p. 5oi). M. Weier-
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dépendant de la variable (^, sont absolument et uniformément convergentes dans toute région limitée du plan où Ton figure cette variable. En effet, un raisonnement tout semblable à celui de la 6n du n^ 1o8 montre que la série qui définit la fonction ^z{i^) de la variable v est absolument et uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de i> qui vérifient les conditions
où A est un nombre positif fixe quelconque, et Ton reconnaît
strass, M. Schwarz, Halphen mettent l'indice o là où nous mettons l'indice 4; la ▼ariable esl la même que dans notre texte. M. Uermite a employé la notation condensée
oh a, p sont des entiers quelconques; les fonctions ^,,, 0,.„ 0^^, e„, de M. Hermite sont donc dos fonctions i^^y âr,, 2r^, Sr^. On a d'ailleurs
p, q étant des entiers quelconques. Cette dernière formule, à elle seule, contient les Tingt-quatre formules (\\XIV,_,) que nous écrivons plus loin explicitement; on Yoit assez, par ce seul exemple, les avantages que cette notation peut présenter dans
bien des cas. Ajoutons que les zéros de Ô,,p(*') sont congrus à ^ 1 ; — t,
modulii i, t.
Les notations de Briot et Bouquet ( T/iéorie des fonctions elliptiques ) se rattachent à celles que nous avons adoptées en posaiiL
e.(x) = 2r.(w) = 2 V (- ./-^('"T-j sin 'Jiir.'ili,
6,(j?)= &,(v) = I-+- i > <7'*-cus— — ,
n — to
e (a?)= ^Jv) =H- -i > (—1 ;"</"* cos
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immédiatement que ces conditions reviennent à dire que, dans r, le coefficient de { doit être moindre en valeur absolue qu'un nombre positif fixe, d'ailleurs arbitraire. On pourrait faire le même raisonnement sur les autres séries, mais la façon dont on passe de Tune aux autres permet de s^en dispenser. Ainsi les fonctions 2r sont des fondions transcendantes entières en (% et les séries qui les définissent peuvent être différentiées, terme à terme, par rapport à (^. On reconnaît de même que ces séries peuvent être difiiérentiées, terme à terme, par rapport à ^ ou par rapport à T.
161 . En groupant ensemble les termes pour lesquels les exposants de e sont égaux et de signes contraires, et en tenant compte des formules d'Euler (n** 66), on peut écrire
n = oo
(i) ^iC*'} = ^(— O'*^^' sin( 2/1 -1-1)7:1',
(2) &2(ç') = \2Çr C0S(2n -h I)lti',
XXXII) '
(3) ^z{v) = I -t- ^,^y"* cosimzv,
4) 3r^((;)=H-N( — I)«2^''* C0S2/li:P,
OU encore d'une façon plus explicite
3ri(r)= 2<7* sin -r — iq^ sin Ztzv -^ iq * sin Sttp — . . .,
^i(v) = o.q^ cosTCt' H- xq^ cos37:p -H 7.q * cos5tcp -h. . . , ^i{v) = \-^iq cos2 7:t' -H 'A<7*cos \tzv -\- iq^ cosQtzv -h..., 2r^(p)=:i — iq QO'à'nzv -^7. q* cos!\Tzv — iq^ co%(^TZv -\-....
Quand on voudra mettre en évidence, soit le rapport t =.^ ~j à
Taidc duquel les qualre fonctions & sont formées, soit le nombre q z=i e*^'^', on écrira
^,(^1-:), 2rî(p|T), ^ai^'h), ^i^]-^).
OU
à la place de
Avec ces notations, les résultats du n** 159 peuvent être mis sous la forme suivante
(XXXIII) \ (î) 2<7o^î^^<5'iW = e»^i«.'"3r,(t,),
(3) ^oyîcr,a = e«i.'-.»"2r3(t'X
(I) ^o5'Î3'3a = eî>ï.'-.'"2r4(p).
162. Les formules (XXXIlIi.*) peuvent s'écrire sous diverses formes, avec lesquelles il convient de se familiariser.
La première montre que 2r, (^v) s'annule pour u = o. En prenant les dérivées des deux membres par rapport à Uj en supposant a ^ o et en se rappelant que l'on a t^'o = i, on trouve
Divisons l'égalité (i), membre à membre, par celle que nous venons d'obtenir; divisons de même chacune des égalités (2), (3), (4), membre à membre, par celle qu'on en déduit en y faisant M = o ; on trouvera
j (5) o'tt = 2a),^lj^e»^n«..«^
(XXXIII) 1
En prenant les dérivées logarithmiques par rapport à u des deux membres des relations précédentes, il vient aussi
(XXXIII) { ' '
(o) LaW = S: -, — »
T. Cl M. — II. j
et Ton peut meltre ces dernières relations, en tenant compte de celles qui précèdent, sous la forme
Zîiif
oW
âWi')
eîTl,ei),f«^
ab), 3an-i(o)
Si l'on se reporte aux formules (XXXl3_4) qui donnent les
expressions de y t'a — Cj, . . . , au mojen de q^., i/o, . . ., on voit qu'on peut encore écrire
V/^ÎAy
(fu = /c*^i«^t*'«2ri(t^),
(XXXIII
(lo) t/^ y^,— ejO'iM = ïe«^M«."»3r,(r),
(II
:r^ V^ei — eaCTjM = e«î.««>.*"3rj(i,),
•^.wi *
V^e, — rîo'jff = c*^«<«»«"-3r^((;).
En remplaçant dans les formules (XXXIII, _,) ;^//, 3*,//, (^2^7 s'a// par leurs développements en produits infinis à simple entrée (XXIX), pris chacun sous la forme qui met en évidence la variable r, on trouve enfin
(XXXII;
(5) ^i(v)- ?.qQfj^ sinpTT I I (i — 2q^^ COSIVtz -^ Ç*")»
(6) 2r2(w)= îi^yo^* cosp- I I (1 -h •2<7*« cos 2 v*tc -h çr*«),
(7) 2r3(i^)z=,yo J2(»-^27^""*cos2r7:-hçr*«-î),
(8) S74(i')= (7oTT (» — -47-'''* cos2Pr-h çr*«-«).
163. Il est quelquefois commode de prendre z comme variable indépendante et de considérer, au Heu des fonctions 3(i^)> les
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fonctions suivantes qui n'en diffèrent au fond que par le nom de la variable.
Si l'on pose
' (I bis) pi(^)= ^'^{^i)nqV^ï) z^n^^,
(XXXII)
(ibis) ?;(5)= ^(^i)nqntjstn^
on a manifestement
pi(5)=3r,(p), p,(^) = 3rj((;), p^{z) = ^i(v)y p*(-3) = 3r*(<').
En remplaçant, dans les formules (XXXIII<_4) 2r|((^), 2f2(^\ 2fz{v)j 2r4(ç^), respectivement par p«(-3), 02(5), P3(2)î P4(^) et ^tt, rf|£/, <^2W, ^3^ parles produits infinis à simple entrée (XXIX), pris chacun sous la forme qui met en évidence la variable :;, 011 obtient les relations
iz — ^-»
n = to
(5 bis) pt{z)=iqoq' — J^f J (i-^?'"--») JJCi— 7'''-').
n=zl
n = l n^oe
(6 bis) p,(z)==25ro^^i^t_i_J^(,4.yl«5-l)J^(, + ,y2,i-
(XXXII
(8 6«) P4(^) = 5'ofJ(i-y"'-'--«)£J(i-g»»-»;;«),
dont nous ferons usage dans un instant.
164. Les fonctions âr, (j;), 3qj^, (ç;) que nous venons de définir el dont nous avons établi le lien avec les fonctions ^a, daU diffèrent
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profondément de ces fonctions par la façon dont y sont engagées les périodes, qui dans les fonctions âr n^eutrent plus que par leur rapport. Les séries Irigonomélriques (XXXIIf.^), qui représentent ces fonctions, sont très élégantes : elles sont précieuses dans les applications numériques à cause de leur rapide convergence. Les fonctions Sr jouent d'ailleurs un rôle essentiel dans des recherches importantes d'Analyse, d'Algèbre et d'Arithmétique. Nous allons, dans les pages qui suivent, développer les propriétés fondamentales de ces fonctions.
Plusieurs de ces propriétés se déduisent immédiatement des propriétés correspondantes des fonctions c^i/, (^a^* On reconnaît ainsi très facilement quels sont les zéros des fonctions Sr, si elles sont paires ou impaires, ce qu*elles deviennent lorsqu'on remplace u par w-h 2(0|, u -h 2(03, u -h W|, u -+• 0)3, ce qui re-
vient à remplacer if par t^-j-i, t^H-T, V'\ — > t'-h-; le changement de £^ en ;^ — (O2 donnerait les formules relatives au changement de i^ en t^ H ; — On peut ainsi obtenir toutes les formules (XXXIV).
Le Tableau qui suit
(XXXIV
donne les valeurs de v qui annulent les diverses fonctions S; ces valeurs ont été placées au-dessous de la fonction correspondante; il est sous-entendu qu'on peut leur ajouter un nombre de la forme m -i- /ît, m et /i étant entiers. Les formules
(XXXIV
n'ont pas besoin d'explication.
Les formules
(XXXIV
(XXXIV4
s'obtiennent de la façon la plus aîsée, sans passer par les fonclîons î^, en parlant djs séries trigonomélriques; elles mettent en évidence, comme ces dernières, la périodicité des quatre fonctions à.
Les formules
2r,(r-f-T)= A2r,{i.), (XXXIVs) { 2r3(^'-f-'r)= A3r3(i;),
peuvent se déduire des formules (XXXII|_4 his) légèrement modifiées. Si Ton y remplace q aV z par leurs valeurs e'^'^', e*''^', on ob-
aa
lient de suite
Or / \ V tu l(/l« -+-»%)
Les quantités entre crochets dans les exponentielles sont toutes des trinômes du second degré en n qui deviennent des carrés parfaits quand on leur ajoute la quantité -^; on peut donc écrire
(XXXH)
(lo) e ' 2r,(i>) (u) « t &,(P) (12) e~^%{v)
or on voit qu'en remplaçant v par r -h t et n par n — i , les exponentielles se reproduisent; en sorte que, par ce changement, le premier et le quatrième des seconds membres changent seulement de signes, tandis que le second et le troisième restent invariables. On a ainsi, par exemple,
TT/(i'-»-T)«
e f âri(i;H- t) =
it/f*
d'où
3ri(i>H-T) = — <7-ïe-*'^*'3r,(pX
et Ton obtient de même 2r2((;-hT), 2r3(i'-t-T), ^^(p-i-t) au moyen de 2r2(p), 2^8(1^), ^^({f).
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On voit tout aussi aisément sur ces formules comment les choses se passent quand on change v en v -\ — «Il suffit de rem-
placer, dans les deux premières, n par n — i ci v par ^-+-7
/ce qui change /i -h 7 -|- - en /i -{- - ), et, dans les deux dernières,
simplement v par v -{- ^ (ce qui change n -\- - en /i -h ^ 4- 7 )• En tenant compte d^ailleurs de ce que Ton a
lx> + -.\ —TZlV ; — -7
on obtient les expressions de Si f (^ -|- ;^ j» Sa^i ( (^ -j- •- ) au moyen
de 27|(i'), ^oL4fi(y)- Finalement, on arrive ainsi aux formules (XXXIVo).
En répétant m fois les formules (3) et /i fois les formules (5), on a aussi
Enfin, en combinant les formules (4) et (6), on parvient aux formules
(XXXI Va)
^v(p-hÎ^)= B^,(.),
qui correspondent au changement de u en u — w^.
Observons en passant que les formules (XXXIV3)et (XXXIV5), ou, si l'on veut, les formules (XXXI V7), qui les contiennent comme cas particuliers, mettent en évidence ce fait que les quotients de fonctions S sont des fonctions doublement périodiques, avec les
périodes 2, î>.t : on prévoit ainsi le rôle que joueront ces quotients.
165. Comme le changement de i^ en ç -i- m-\- n-: revient au changement de z en ( — i)'"q''z, et que les changements de i^
/w, :îv^?î '^\/?j l^s formules précédentes peuvent s'écrire
en i^ H — » (' + -> ^' H ^ reviennent aux chansremenls de z en
p,[(- l)'«^'»5] = (- i)^ q-n*;:-in p,(5)^
Pl(«-) = pt(3), p,(t^)=— p,(^),
p4(ts) = ?3(-);
Pi(- V^^) = — 47=P*(-)»
Pî(- /^) = -TF?3(-},
?3(- v/?) = -47=Pî(-)- - V 7
Pv(- v/^) = -47=Pi(-):
Ces formules se déduisent d'ailleurs immédiatement des définilions des diverses fonctions f (2).
166. Les fonctions 2r vérifient toutes les quatre l'équation aux <lérivées partielles
Nous avons vu, en effet (n° 160), que les séries qui définissent les fonctions S< (r, t), S^a+i {^\ '^)j séries qui rentrent dans le type
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peuvent être différentiées, terme à terme, soit par rapport à r, soit par rapport à t. Or la quantité
/ = e'nt/(n-f-a)*-+-at^i{rt-i-a)
vérifie, comme on s'en assure immédiatement, Téqualion aux dérivées partielles
d^t , .dt
il en est donc de même des quatre fonctions Sr.
III. — Sur quelques fonctions du rapport des périodes
Formules diverses.
167. En faisant v =: o dans les formules qui donnent les expressions des fonctions ^{v) où l'argument est augmenté de i , t,
m 4- /iT, -» -> j on trouve les valeurs de ces fonctions pour
i' = I, T, m -+- /^':, -> -> : celles de ces valeurs qui ne sont
pas nulles s'expriment au mojen de q et de 2^2 (o)> 2r3(o), 54(0). Ces valeurs se lisent si rapidement sur les formules (XXXIV) qu'on a jugé inutile de les récrire ici. Nous nous bornons à transcrire les résultats obtenus en faisant v =. o dans les formules (XXXIV), après qu'on a j)ris les dérivées des deux membres; on obtient ainsi le Tableau de formules (XXXV), dans lequel 2f'((^) désigne toujours la dérivée par rapport à i> de la fonction ^{v). Il convient d'observer, d'une part, que les trois quantités Sa-Ki(o) sont nulles, puisque les trois fonctions Sa.,.! {v) sont paires; d'autre part, qu'il ne s'introduit pas dans le Tableau d'autre élément nouveau que ^\ (o).
XXXV,) <^,,,_
2fj('c) = — ■iir.q-^ ^i(o),
3(") = — 2tit (/-' &j(o),
2r;(-:)= atity 'avCo):
S',(m-t- /«-:) — (— i/''+''gr-«'&',(o), /vvYV ^ ■ 2r;(w-f-/iT)=(-i;'«+>2/nriV-«'2f,(o),
(aAAVj) < . , o.
jj(/?i -(- nx) = — •i.mziq—" 3i{o).
2rj(w -1- /it) =(— Oo+i 2rtitigt-"' 3t(o);
H est à peine utile de remarquer que toutes ces quantités ne dépendent que de 1.
On aurait des formules analogues, que nous nous dispensons d'écrire, pour les valeurs des fonctions p(-3) ou"de leurs dérivées,
quand on suppose z égal à t. \fq, i^<], • • • î les quantités 3a^.i (o)
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sont respectivement égales aux quantités pa+i(0' ^^^"^ ^ Pi(0 c'est — . Sr', (o).
168. Les relations entre les quantités 2r', (o), ^«4.1(0), envisagées comme des fonctions de q^ permettent d'établir des propositions importantes de la théorie des nombres. Aussi convient-il de nous arrêter un instant à Tétude de ces fonctions.
Voici d'abord leurs expressions en fonction de y, obtenues en posant c = o, 5 = 1 dans les formules (XXXI1|_4); toutefois. pour la première de ces formules, on a pris la dérivée des deux membres par rapport à v avant de faire ç^ ^ o,
3;(o) = iry (— i)'»(2n-hi)<7V'^î) =27r(<7* — 3<7^-^5<7^ — ...),
&, (o) = XS' ' = 2<7* -H 2^* -H 2^ * -4-...,
&^(o)= 2(— l)'»^'»' = l-«2^-*-2(?rV — 2^»-+-....
On trouve de même, au moyen des formules (XXXIII|_,) par exemple y
(XXXVI, ) { ^, (o) = 2 ^0 ^ î (7"^,
En comparant ces relations aux égalités (XXXIj.,) qui donnent les expressions de /y ^^ ^^^ quantités s/e^ — ^3, ^e^ — ej,
v/^i — ej au moyen de y*, 5^0» î'u 5^2» 73? on trouve
< XXXVI
(XXXVI
Ces mémos formules s^obtiennent évidemment en supposant (' =. o, 11 = o dans les relations (XXXni9_i2); toutefois, pour la première, on doit d'abord prendre les dérivées des deux membres.
Il va sans dire que 1/ doit avoir la même signification que
dans les formules (XXXl3_,).
On tire de là
i \/ei — ez \/ex — Ci v^^-'i — ej r= — ^ ^'f (o).
(XXXVU)
TT
'Util *
Puisque les quantités 2rj(o), 2^3(0), 2r'(o), 2r','(o) ne dépendent que de t, on voit que ces formules mettent bien en évidence la
propriété des radicaux y/e^ — c'3, ..., de se reproduire divisés parX quand on remplace w,, (03 par Xwi, Xwj (XVIil4).
169. Comme l'on a <7i<72 73= 1, on voit immédiatement que les quatre quantités S, (o), 272(o), 2^3(0), Sr^ (o) sont liées par la relation
(XXXVI5) ^'1 (o) = ttSTj (0)^3(0)3^^(0).
En élevant au carré les trois dernières égalités (XXXVI4) et en les combinant comme l'on a fait quand on a obtenu la relation
l(jqq\ = (/l — gh
on obtient la relation équivalente
(XXX Vie) Sj(o) = 2rJ(o) 4- &t(o).
Si l'on tient compte de la relation <?! H- c^ H- ^3 = o, on déduit aussi des trois dernières formules (XXXVI4), en les résolvant par
rapport à e^j e^, ^3,
(XXXVI,) J«,= l(-î_y[ auo)-^t(o)],
En se rappelant (n® 99) que l'on a et en tenant compte de la relation (XXX VIo), il vient aussi
^«=1^(j)*[^5(o) + &5(o)-&Ko)&i(o)],
(XXXVIs) j^,= (;^yj^[&i*(o)-f-&r(o)]
170. Si l'on pose avec Jacobi (XXXVII.) /* = J422 = ^?^H-ayU,7y+...
( XXXVII,) y/k' = î4^! = '-^^^^'^;-"^^;-^-' ,
00 voit que l'égalité ^^(o) = ^\{o) 4- ^\{o) prend la forme (XXXVII,) )t«-hA'*=i.
On déduit aussi des formules (XXXVI3) les relations
t/ — m — (xxxviu) i }fk = Y^ ""' ,
(XXXVII5) yfk= tP==^'
^ei — 63 qui entraînent également la formule (XXXVII3). Enfin, en tenant
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compte des formules (XXXVI2), on a
(XXXVII.) v/^'=4 = n-i^:-5^^^
et cette forme donnée à ^ et y/A*' invite à considérer ^, y^ en tant que fonctions univoques de t.
171. Dans un Mémoire célèbre (*), M. Hermite a désigné ces fonctions par ç(t) et ^(t) en posant
(XXXVIII,) ?(^) = /^^^|J
où v/2 est la racine carrée positive de 2, et
(XXXVIII, ) H^)=^'
qt
Les égalités (XXXVIII3) o«('u) = Ijgi^^ = v/X-,
(XXXVIII,) i^Hx) = ^-j{^ = v^
sont manifestes.
En même temps que ces fonctions, M. Hermite a introduit (2)» la fonction untvoque de t
(XXXVIII5) X(^)=v/2y^;^,
où y/2 est la racine sixième réelle et positive de 2.
Les fonctions f (t), '}(t), x(t) sont liées par les relations
(XXXVIIIe) ?H'c)-h '^H') = 1,
(XXXVIIIO ?(^)4'(^) = XH^),
qui équivalent à nos formules (XXVlIIj.o).
(') Comptes rendus, t. XLVI, p. 5()8.
( ') /ôid., p. 715.
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Nous joindrons à ces fonctions celle que M. Dedekind a désignée (*) parr, (t) et que nous représenterons par h(':) à cause de l'usage que nous avons déjà fait de la lettre r^, Cette fonction est définie par la formule
(XXXVHIg) h{') = q'^qo-
On voit immédiatement que les fonctions cp, ^, y, h sont réelles et positives pour une valeur purement imaginaire de t.
Signalons encore les fonctions /(t),/i (t),/2(':) introduites (2) par M. Weber
(XXXVIIIO {Ai'^) = q'^qz ='Ml2^
Ces fonctions et la fonction Ii(t) sont liées aux quantités âoi+i(o|T) et S', (o|t) par les relations évidentes et très symétriques
(XXXVlII.o) ') , V^^
Sr,{0|T)=:l»(T)/?(T).
Les diverses fonctions de t que nous avons définies dans ce pa-
( » ) Journal de Crelle, t. 83.
(*) EUiptische Functionen, p. 63. M. Dedekind a employé les mêmes notalions/,/,,/, pour désigner les fonctions suivantes {Journal de Crellej t. 83, p. a83) :
hûT)
OÙ p = e > .
ragraphe jouent un rôle important dans les applications des fonctions elliptiques à TAIgcbre cl à la théorie des nombres. Au point de vue analytique, il importe de remarquer qu'elles n*ont été définies que pour des valeurs de t représentées par des points situés au-dessus de Taxe des quantités réelles.
172. Reportons-nous aux formules (XXXIII) qui permettent de passer des fonctions du^doL^ aux fonctions 3,(1^), ^ft+%{v)» On obtient des identités importantes quand on développe les
deux membres suivant les puissances de ^ = et que l'on égale
dans les deux membres les coefficients d'une même puissance de V, Les développements des premiers membres, où figurent les fonctions dii^ d^u résultent immédiatement des formules (IXi ) et (XI7); quant aux seconds membres, on n'aura qu'à y remplacer ^»TQi <«>.*'• par son développement en série et 2r< (i^), ^a+t (^) respectivement par
^a-M (0)+ -^ ^;^,(o)-4. -^ &iiït(0)-r- .... 1.2 I . '2 . j . 4
Choisissons, parexemple, parmi les formules (XXXIll), celles-ci ;
CM = 2(0, ^^ e^-n^^^^\ Ca w = îr^^ e«l.«.«'«. ^i(p) " 2ra+i(o)
En écrivant, d'une part, que, dans le développement de (^£/, le terme en u^ manque, de l'autre, que, dans le développement de
c^att, les coefficients de u^ et de w* sont — ~' ^ — ^» et que, par conséquent, les coefficients de x^^ et de c* sont — ae^wj el (^ — ^'^âj^îi O" trouve de suite
(XXXIX) <■ (2) 2r^, a>i =~ î^ato? ^^ — ,
La seconde de ces égalités équivaut à trois égalités; si on les
suppose écrites, qu'on les ajoute membre à membre et qu'on tienne compte de la relation ei 4- ^2-+- ^3 = o, on aura
âTw "^ &7T3) ^ SÛ3)J
et, par conséquent, à cause de la première des égalités précédentes, on a aussi la relation très symétrique
(XXXIX.) ^^^^^^ ^
En éliminant 7,1 entre la seconde et la troisième des égalités précédentes, on obtient la relation
d*ailleurs les relations
^j = — 4(epey-hc.ea-+-e3ie^),
montrent de suite que Ton a
et, en séparant les divers cas possibles, on trouve immcdialemcnt, au moyen des formules (XXXVIi), les suivantes
(XXXIX,) \^S^-3^'-l^ = 27r^^J(o)^{(o)- Mei-e,)(c,-e,)u>l
173. Signalons encore les résultais suivants, dont nous ferons usage par la suite.
Si, dans les formules
St. ( i> I T ) = y (— I )« ewAT/.'+ti'/i) ^
T. et M. - II.
on consid(>rc, dans les seconds membres, les termes pour lesquels Il est pair, on voit que leur ensemble n'est autre chose que ^^{ivl^i)) les termes où n est impair sont, d'ailleurs, égaux et de signes contraires; on a donc
(XL,) 2&,(2i>|4T)=&,(HT)-t-2r,(plT).
On aura de même
XLi) 22r,(2H4-)=3r3(p|T)-Er4(HT).
Quand on fait, dans ces formules, ('== o, on obtient par division, en posant
et en tenant compte des formules (XXXVll2,5), les relations
( XL ^ b = L"Z_^' = Vgi— ^3 — V^g| — gî __ iq -^iq^-^xq^^-^ ...
Comme, en vertu de la relation (XXXIlIo), on a
on doit avoir aussi, en remplaçant (03 par 4(*>39 '^ pdi'4"} <^^ P^i* suite, \Jk par t,
Syt(t^|4T) __ ^ sVm_[wi^_4joj)
ou encore, en changeant u en ^u et i-* en ac^,
^3(at'l4T^) <3'2(2a|o),,4a>j)'
D'ailleurs les formules (XL|) donnent par division, en tenant compte de (XXXIIIh-i2)^
^i(2t'|4") _ Sr3(i;|'w)— ^»(p|t) _ yex — ej^tu — \/ex — et^^u ^ 3^3(2i^|4T) ~"2r,(i^|x)4-3rv(i'|T) */eT=T,G',a-i-{/^r=^3',i*'
on a donc finalement la relation
(AXi|) O •^-: ; = rj-rz . , = >
o',(ai*|to„4co,) t^e,— e3 3'i(w|wi,««>3)4-Vei— e,a'3(wlwi,wj) dont on apercevra l'utilité plus tard.
174. Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques relatives au cas où l'on a, q étant réel,
Quand les quantités (0|, -4 interviendront, nous les supposerons
réelles et positives (*) ; enfln nous ne considérerons que des valeurs réelles de c. Les fonctions 2r sont alors des fonctions réelles d'une variable réelle.
Observons d'abord que les quantités qo, qt, q^i qz sont réelles et positives (XXVIII^); on voit, en outre, que l'on a
qii<i<qu qz<^<qi'
Il en résulte, à cause des équations (XXXV fj), que les quantités 2r'^(o), 32(0), 33(0), 3^(0) sont réelles et positives : cette propriété apparaîtrait aussi bien, pour les trois dernières, sur les développements en série (XXXVIi); on a, en outre,
Les racines ^i, «2, 63 sont réelles; la première est positive, la dernière est négative ; on a
les quantités ^e^ — e^ , y/ei — e-x sont réelles et positives, la quantité y^'ëT--^ est négative; tout cela a été démontré au n° 121 et résulte à nouveau des formules (XXXVI7) et (XXXVI4).
La quantité 7|| est réelle : elle peut être positive ou négative, ainsi qu'il résulte de la formule (XXX4) qui montre clairement
(*) Le lecteur traitera sans peine le cas où &>,{ et (■>, sont des quantités réelles et négatives, cas auquel q est réel et vériGe aussi l'inégalité o <ç <i. On passe d'ailleurs de ce cas au cas considéré par la substitution û,= b»,, û, = — w,.
que Téquallon en «7,
admet une racine réelle et une seule comprise entre zéro et un. Les formules ( XXX |_3) montrent que des trois quantités ei H — —y
<?> + — > ^3 4- — » les deux premières sont positives et la troisième
négative; d'après cela, et en vertu des équations (XXXIX2), il en est de même des trois quantités — 2r![(o), — 2rJ(o), — 2rJ (o) ; la ([iiantité 2^J'(o) est (XXXIX<) de signe contraire à y^i.
175. Considérons maintenant les fonctions Si (r), 2ra^,(ç^').
Le signe de ces fonctions pour les valeurs réelles de v' apparaît de bien des façons : le plus simple est de recourir aux décompositions en produits infinis (XXXIIs.g) qui montrent que ^i{^) et ^2{^) oiit respectivement les signes de sini^ir et cosi^ir, et que les fondions 2/3 (r), ^j^{{>), qui ne s'annulent pour aucune valeur réelle de r, sont toujours positives.
Les formules (XXXIV2_3) montrent qu'il suffit d'étudier la variation (') des fonctions 27i (^), ^2{^)^ ^^i^)^ ^^^(t'), en faisant varier r de o à j .
En prenant les dérivées par rapport à i>, on tire immédiatement de Péqualion (XXXIII7)
■ êr-, — — — î w? pw -; — - )
Quand v augmente de o à -> u =,2W| v augmente de o à (0| et pu diminue de + 00 à Ci : le second membre diminue donc de — 00 à — 4 ^î (<?i -h — ); or cette dernière quantité est négative; par
conséquent, la fonction -^ ^ va toujours en diminuant : pour v un
peu plus grand que o elle est positive et très grande, comme toute dérivée logarithmique d'une fonction réelle qui vient de passer par zéro, et ainsi qu'il résulte, d'ailleurs, de ce que 2r', (o) est un nombre positif et de ce que la fonction Si (p) est positive dans
(*) Halphen, i. I, p. aSS.
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rintervalte (o,i). D'ailleurs (XXXV2), pour 1^= -^ la fonction 2r', (r) est nulle.
\insî, quand (^augmente de oà-» la fonction ^^^Mccroîtde-+- 00
a o et, puisque la fonction ^4 (r) reste constamment positive, il en est de même de la fonction 2r'j((^); par suite, enGn, Si (i>) augmente. Quand r augmente ensuite de - à i, 27i(r) diminue en reprenant symétriquement les mômes valeurs, à cause de Tégalité
La façon dont varie Si (r) pour des valeurs réelles de v est donc tout à fait analogue à la façon dont varie la fonction sinr?:. A cause de Fégalité
on voit ensuite que2r2(^') varie comme cost'Tw.
Maintenant les égalités (XXXIlIg) donnent encore, en prenant les dérivées par rapport à i-,
et, en particulier.
Quand u augmente de o à W|, p(f^ 4- (03) augmente de ^3 à e^; la quantité entre crochets, dans le second membre, augmente
donc de ^3 H — ^ à ^aH — ^ • La première de ces quantités est négative, la seconde positive. Lors donc que c augmente de o à - , le premier membre, d'abord positif, s'annule pour une certaine valeur i;=('jj, puis devient négatif. La fonction ^ augmente
quand (^ augmente de o à Tq, diminue quand v augmente de ('0 à - ; elle est nulle pour t» = o, elle sera donc positive pour v = i'o ; enfin
pour c'= - on a
on voit donc que la fonction ^'^{^) reste constamment positive et que la fonction ^a(^) augmente constamment depuis 3^4 (o) = ^o^j
jusqu'à 2^4 f-j =33(0) = yo^î; lorsque i> augmente ensuite de
-à I, ^a{^) diminue en reprenant symétriquement les mêmes valeurs à cause de l'égalité
Ainsi, pour ce qui est du sens de la variation , la fonction 3^4 (i^) se comporte comme ferait la fonction i — a^rcosaiii', si q était
plus petit que -; de même, la fonction ^^(i^) se comporte comme ferait la fonction i + a^r cos2'iri^, si q était plus petit que -•
rv. — Transformation linéaire des fonctions ^.
176. Nous avons supposé jusqu'ici que les quatre fonctions 3 étaient formées avec le même couple primitif 20)1, acoj, ou plutôt
avec le même rapport t= — • Supposons maintenant que l'on
remplace le couple (îiwi, 20)3) par le couple proprement équivalent (2Û1, 2Û3) tel que l'on ait
Ûi = awi H- Z>(i)j, Û3 = ca)| H-É?a)3,
où a, t , c, rf sont des en tiers qui vérifien t la condition ad — bc= i. Cela reviendra à remplacer
V = ■ — » z = e*^', T, g = gfiu
par
V = —pr- = 7- > e^^S T = r y Q = tf^lW
2l2i a-hO-z ' a-hOT
^.H ^3 par
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et enfin q^^ Çi, ^2? ^s parles quantités Qq^ Qi, Q2, Q3 formées au moyen de q comme y©? 7n ^2» ^s au moyen de y. On obtiendra ainsi quatre nouvelles fonctions que nous désignerons par
&i(v[T), 3,(v(T), 2r3rv|T), 2r,(v|T).
Si Ton applique les formules (XXXII1|_^) aux fonctions ^(tt|il,,û,), (^«(mIûi, Û3), (^,(M|i2,, Û3), (^3(w|û,, 123) qui ne sont autres que les fonctions du, 'i\u, 'i^u^ dyU formées avec les demi-périodes a)|, coj et affectées d'indices X, ix, v dont la valeur est fixée par le Tableau (XXg), on trouve de suite
(0 —qW^u. =e*M,Q.v«2r,(v|T),
<XLI) <(.,.) 2QoQÎQ*<fxw =e«".û.v«2r,(v|T),
(3) OoQ|a'{,a = c*".".^'*2y3(v|T),
(I) QoQÎ3'vW=e«".û.v«c^^(v|T)
et ces formules, si l'on connaissait X, [jl, v, fourniraient, par la comparaison avec les formules mêmes d'où on les a tirées, des relations entre les fonctions 2r(r|T), 2r(vlT). Les formules (XXXnio_i2), appliquées de la môme façon, permettent de faire un pas de plus.
177. Mais il convient tout d'abord de faire, sur la signification des radicaux, quelques remarques analogues à celles du nM29.
Les quantités ^Ea — E3, ^v.\ — E3, ^E| — E2 doivent être définies par les formules
V^i — Ej = * l/.j^^ ^QoQÎ Q*^»
<XLI,) { v^Ei — Es = 1/-^ QoQI»
v^^i - «« = y^^ ^ooî,
où, dès que l'on a fixé la signification de i/ — > il ne reste rien
d^ arbitraire. Or, si l'on remplace E|, E2, E3 par ex, ^ji, ^v, rien n'autorise à penser que les racines quatrièmes que l'on vient de
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définir soient les mêmes que celles qui sont définies par les formules (XXXI3); ainsi, si Ton a £2 = ^2, £3 = ^3, on ne peul
nullement affirmer que sJy.^ — E3 soit égale à sje^ — 63, mais seulement que ^E2 — E3 est égale à \Je^ — e^ multipliée par une racine quatrième de Tunité. En général, les quantités (e2 — Es)*? (e^ — £3)2, (ei — £2)^ sont identiques aux quantités {e^ — Cj)** (^1 — ^3)^, {e\ — ^2)^ rangées dans un certain ordre, en sorte que
Ton peut affirmer que les quantités y^E2 — E3 , ^e^ — E3 , yjY.\ — Ej
sont respectivement identiques aux quantités sje^ — e%^ yje^ — ej,
sje\ — ^2 rangées dans un certain ordre et multipliées chacune par une racine huitième de l'unité convenablement choisie.
De même, en conservant à (j* le même sens qu'au n® 101, il est clair que Ton a
(E, — E,)« (E, — E3)* (El — Es)' = ( ej — ^3)* (ei — ^8 )' («1 — «j)* = ff»
et la formule (XXXI4) montre que l'on doit avoir
e étant une racine huitième de l'unité convenablement choisie.
178. Quoi qu'il en soit, il est manifeste que, en adoptant ces notations, les formules (XXXl]lo_i2) nous donnent les suivantes
(10) V^E, - El 4/^* C^'vW = e*H«û.V'^^( V|T).
Reprenons maintenant les formules (XXXl]l9_i2) elles-mêmes et observons que les trois dernières entraînent la suivante
où et est égal à quelque racine huitième de l'unité qui peut d'ail-
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leurs dépendre de a, p, y- Appliquons celle formule en prenanl pour les nombres a, p, y successivement les nombres \ [x, v; a,
V, X; V, X, jx et observons que ^^e^ — E3 , ^K| — E3 , ^/e^ — Eq ne
peuvent différer respectivement de ^/e^ — é*v, v^^v — ^^ V^O. — ^[l que par des facteurs égaux à quelque racine huitième de Tunité; comparons les formules ainsi obtenues aux formules (XLIg-io), et la formule (XLI7) à la formule (XXXIIIg); observons enfin que la différence 2Yi,(o,i'- — 2H|a,v' se réduil manifestement, en vertu
de la relation r^tto^ — 7,30), = -f-> à l'expression bvsrd et nous parviendrons au théorème suivant :
Quels que soient les entiers a, b. c, cl vérifiant la condition ad — te = I, on aura, en désignant par e, e', t"^ s'" des racines huitièmes de l'unité dont les valeurs dépendent de a, 6, c, rf, les formules que voici
(XLIl)
/ (i) e /rt-f-6xe*'''^''^"2r, (t^l-c) r=3r,(v|T),
(2) t' sja-r-b-z e^^'^i 2rx+,(p | t) =-- ^,( v | t),
( (4) e'Va-.-6Te'^"vru2r,^,((^|-:) =2r,(v|T),
où les nombres \ jjl, v sont donnés en fonction de a, t, c, d par le Tableau (XXg).
179. Il reste à déterminer, dans chaque cas particulier, les racines huitièmes de Tunité e, e', e", s'". Nous observerons tout d'abord que ce n'est pas d'une racine huitième de l'unité qu'il s'agit vraiment, mais seulement du signe d'une racine carrée.
En effet, pour chacun des six cas du n" 128, nous avons déterminé, sans ambiguïté, dans le Tableau (XX7), les valeurs des radicaux y/ej — E3 7 ^Ei — E3 , y/E| — Ea- Dès lors les racines quatrièmes y/E2 — E3 , y^E| — E3 , v-^Ëi — Eo ne peuvent avoir que deux valeurs égales et de signes contraires, et c'est entre ces deux valeurs qu'il s'agit de choisir. Nous allons d'ailleurs montrer que quand le choix a été fait pour l'un des radicaux, il s'impose pour les autres : en d'autres termes, on peut exprimer, sans ambiguïté, trois des quatre racines e, e', e'', e"' à l'aide de la quatrième.
Remplaçons, par exemple, dans l'égalité (XLII|), v successi-
vement par v-H-, V-I-7T, vH j — TCt, par conséquent,
i' par i' 4- ^ (a 4- 6t), t» + i ( c -H d'z), ^4-^(a-Hc)-i-i(6-H d)z.
JL 2i A A
En faisant usage des formules (XXXIV), en réduisant et en comparant les résultats obtenus aux trois égalités (XLIl2_4), on obtient aisément, dans les six cas du Tableau (XXe), pour les
rapports-» -, — > les égalités
XLII
. hrt-H/n
-t-Ac-t-fl-f-c-t-m"
OÙ m', m", m'" sont trois nombres entiers dont la valeur est donnée par le Tableau suivant :
(XLIIO
Oo
Il s'agit donc finalement de déterminer seulement e, dont la valeur, comme nous l'avons fait observer plus haut, ne dépend que du signe d'une racine carrée. La détermination de ce signe en fonction explicite des nombres a, bj c, d est un des problèmes difficiles de la théorie qui nous occupe : il a été résolu pour la première fois par M. Hermite ('). Avant de donner la solution de ce problème, nous commencerons par indiquer un moyen qui per-
(' ) Sur quelques formules relatives à la transformation des fonctions elliptiques {Journal de Liouville, 2* série, t. III, p. q6).
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metlra de déterminer eSectivement la valeur de e, toutes les lois qae les nombres a, 6, c, d sont donnés.
180. Nous eOectuerons d^abord celte détermination pour les deux substitutions propres
qui, par répétition et combinaison, engendrent toutes les autres. Pour la première de ces deux substitutions, on a
ûl=(U,,
Û3 = (Oj-I- (Uj,
Hl= T^l,
lU- T^ll-i- T<3,
donc
jj^ lT + l)7Ci
T = XH-I, V = t>, Q = — y, Q*=v/ty* = C * ,
Qo=yo, Qi=<7i» Qj=^3, 03=^1
et Ton est manifestement dans le cas a" du Tableau (XX©), où )i = I , jx = 3, (^ = 2.
Il serait donc aisé, dans ce cas particulier, d^ arriver au résultat en se servant des formules de transformation pour les fonctions d et des formules de passage des fonctions d aux fonctions Sr : en effet, les résultats précédents et les formules (XLI5, XXXI3) fournissent sans peine les relations
Ve, — E, = 1/ -7-^0^1= V^ei— ej,
v/ei — Eî = l/-7ryo^î= ^^1 — ^3,
qui permettent d'achever les calculs.
Mais il est encore plus simple de recourir aux formules (XXXII|_4) qui définissent les fonctions 2r. On voit immédiatement, sur ces formules, que, par le changement de ^r en — q^ les fonctions ^^{v) et ^k{^) s^échangent, tandis que les fonctions
y *2ri(i^) et q *2?2(^) restent invariables, et Ton parvient ainsi aux formules
(1) 2r,(i>|T-M) = v^72ri(i>|T),
(2) STiCi^iT + Or^/ZârjCHT),
(3) 2r,(rI':-i-i) = 2r4(c>|T),
(4) 2r,(i>|T-^i)=2r3(HT).
XLIII
On voit que, dans le cas considéré, en supposant que l'on prenne y/Ç/ -+- ^t = y/i = i , on a
Ce résultat est d'ailleurs conforme au Tableau (XLIIc).
181. Pour la seconde des deux substitutions considérées onart = o, 6=1, r = — i,rf = o,
donc
"1= TiJ,
— Til»
et Ton est manifestement dans le cas 5** du Tableau (XXc), où X=3, 11= a, v:= I. Les formules (XLlIi^^) donnent donc
ai-o=
2r,(^|_Ij =e'V^^''^'"^*(H^),
et l'on a, d'après le Tableau (XLlIo),
Portons notre attention sur la troisième des formules précé-
dénies où figurenl des 2r de même indice et que Ton peul écrire
Le second membre de cette égalité apparaît comme une fonction univoque de t' et de t; i^ ne figure pas dans le premier membre. On pourrait craindre que la détermination du premier membre ne dépendît de la valeur de c^, en sorte que le second membre fût toujours égal à l'une des déterminations du premier, mais tantôt à Tune, tantôt à Tautre, suivant les valeurs de v. On peut bien prévoir qu'il n'en est pas ainsi, puisque, t étant donné
el ^ étant choisi arbitrairement, s" doit être entièrement déterminé; mais il est bien aisé de le reconnaître autrement. On vérifie de suite, en effet, que les zéros de 2^3 ( j coïncident avec
les zéros de ^z{^ \ '^)î c^ comme ces zéros sont tous simples, 11 est clair, d'après sa forme, que le second membre ne peut être qu'une fonction continue de r; il ne peut donc passer d'une valeur constante à une autre valeur constante; il ne peut être égal qu'à une seule et même constante, et Ton a, en particulier,
ce qui fixe bien le sens de t" quand t est donné et que la détermination de ^ est fixée.
Le premier membre ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs déterminées; le second membre apparaît comme une fonction de T sur laquelle nous allons pouvoir répéter à peu près le
raisonnement précédent. Fixons tout d'abord le sens de ^'7, La partie imaginaire de t est positive; on peut donc poser
en supposant que les nombres réels p et 0 vérifient les conditions
o < P> o < 0 < TT.
Nous adopterons pour ^/t la détermination
en supposant \fp positif; le point y/r est alors situé dans Tangle formé par l'axe des quantités réelles positives et l'axe des quantités purement imaginaires à coefficient positif; il se déplace d'une façon continue dans cet angle quand le point t se déplace d^une façon continue au-dessus de l'axe des quantités réelles. Cette détermination de y/r étant adoptée, la quantité
est une (onction univoque et continue de t; c'est donc une seule et même constante.
Si nous prenons, par exemple, *:= /, p = i, 6 = -> nous aurons
d'où, puisque e', s", e"' sont égaux à «e,
Finalement les formules de transformation sont ici On observera que, dans ces formules, la partie réelle de ^ est
(XLIIl)
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positive. On a, en effet,
et cos[ ~ j est un nombre positif, puisque 8 est compris entre
o eiiz.
182. Ces formules se rapprochent naturellement des formules (XXXIl9_i2). En changeant, par exemple dans la première de ces
formules, t en et i^ en -» il vient
d'où, en comparant à la formule (XLIII5),
En changeant, sous le signe ^> n en — n, on obtient donc la première des formules du Tableau suivant, dont les autres se déduisent de la même façon :
XLIII
j(i3) ^;(o|-l)=--v/7Tv/T^i(o|x), (i4) ^,(o|-i)= é^*(°l'^'
, ri6) 2r,fo|--)= ^2r,(o|T);
184. A ces relations se joignent immédiatement celles qui concernent les transformations linéaires correspondantes des fonctions h(T), ç(t), A(t), '/(t).
Lorsqu'on remplace t par t -h i, </ est remplacé par — q^ q^ cl q^ restent inaltérés, tandis que q2 et 73 s'échangent; on a donc, sur la définition même des fonctions 1i(t), 'f(T), '{'(t), '/(t),
(i) h(': 4- i)= v^'Ik't),
(XLV) ^
Lorsqu'on remplacer par — -> on déduit facilement la
relation qui concerne 1i(t) de la relation (XLIIIjj) en faisant usage de Tégalité 2?', (0)= 27:1i'(t). On a ainsi
et, par suite,
OÙ C est une racine de l'unité. On a déjà fait observer (n*^ 181)
que y/r est une fonction univoque de t; en répétant les raisonnements de ce numéro, on voit immédiatement que C ne dépend
pas de t; d'ailleurs, pour t = /, on a C = -^; il vient donc fina-
lement
(XLV.) h(-i)=^h(T).
Quant aux fonctions ç(t) et ^(t), on a d'abord (XXXVIIl3_4)
donc
OÙ le sig^e ne dépend pas de t. Mais si l'on suppose t purement imaginaire, les fonctions cp et ^ sont réelles et positives; on a donc dans tous les cas
(XLV.) <p(-i^=^(x),
et, ce qui est la même chose,
(XLV,) 4'(-j)=?(^).
Enfin la relation ^{'^)^{'^) = X^('c) montre que l'on a
d'où
en désignant par C une racine cubique de l'unité qui est la même, quel que soit t. En observant que pour une valeur purement imaginaire de t la fonction y (t) a une valeur réelle et positive, comme il résulte de sa définition, on voit que G est égal à i : on a donc
T. et M. — II. \
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186. Les formules qui précèdent nous permettent, par répétition et combinaison (n°149), d'obtenir, chaque fois que a, 6, c, d ont des valeurs numériques données, les formules de transformation linéaire pour toutes les fonctions considérées. Le problème de la transformation linéaire des fonctions Sr et des fonctions ç(t), ^(t), x('^)î ^{'^)'i P®"^ donc élre considéré comme résolu.
Parmi les substitutions linéaires dont on fait souvent usage, nous citerons les suivantes, où m ei n sont des entiers quelconques,
(XLV
) <p(TH-a/i) = r<?(T),
(XLV.o)
iK-c + an) ='Kt), 4<(t-H2/»-i-i)= T7— :»
(XLVn)
elles résultent immédiatement, par combinaison et répétition, des formules précédentes.
187. Le Tableau (XX7) permet d'écrire immédiatement, dans les six cas possibles, les valeurs de c>*(t) = A*(t) et de Y{T) = k'{T) en fonction de ^^(t) = Â'(t) et de ^}^*(t) = /.-'(t). Il suffit pour cela de tenir compte des relations
/ei — E3 /ei —
Mais les résultats précédents permettent d'obtenir davantage; on peut, en effet, en déduire ç^(t) et ^^(t) en fonction de cp^ (t) et de <J'-(t) dans les six cas considérés. En faisant usage des formules (XLII) et en posant
^Hi) = v/^(T) = y//, 4^«(t) = /Fôô = //",
OQ a
d'où résultenl immédiatement, en tenant compte du Tableau (XLIIe), les formules annoncées dans les six cas du Tableau (XXe) :
cd
rrf
ah
Sur ce Tableau, on observe immédiatement que les quantités o*(t) = /r^(T), •}*(!) = A*'''^(t) ne sont susceptibles que de six valeurs, savoir :
Ces six valeurs sont précisément celles que prend un rapport anharmonique quand on j permute de toutes les façons possibles les quatre éléments.
488. Les formules (XLV) nous permettent d'établir quelques relations importantes qui nous seront utiles plus tard; ces relations concernent les invariants de toutes les substitutions linéaires, et c'est sur ce point que nous allons maintenant fixer notre atlenlion (*).
( • ) Voir Rausenbbrqer, Théorie der periodischen Functionen, p. 867.
Les formules (XLIII) mettent en évidence ce fait que chaque fonction symétrique entière de degré n, des quantités
ne change pas lorsqu'on remplace t par t 4- i et se multiplie par T*'', lorsqu'on remplace t par — -•
Le quotient de deux fonctions symétriques entières, de même degré, des quantités
ne change donc pas lorsqu'on remplace t soit par t 4- i , soit par ; il ne change donc pas lorsqu'on effectue sur? une transformation linéaire quelconque.
Parmi ces quotients, les plus simples sont ceux que l'on peut former à l'aide des trois fonctions symétriques élémentaires
2r|(o|x)2r|(o|T)-+-^|(o|T)^î(o|T) + 2rj(o|T)^5(oh),
Considérons en particulier le quotient
[2r|(o|T) + 2rS(o|T) + 2rs(o|T)]3 ^ 2r5(o|T)â|(o|T)2r{(o|x) '
il s'exprime simplement en fonction de k^. En tenant compte de
la définition (XXXVlIj.a) de y/Â, y/it' et de la relation A-2 -+- k'''= i , on trouve immédiatement pour sa valeur
On désigne habituellement par J(t) et l'on nomme invariant absolu des fonctions doublement périodiques la fonction de t,
(XXXVII,) j(,)=L'_JL_Ai.;
nous venons de voir qu'elle ne varie pas lorsque l'on effectua sur T une substitution linéaire quelconque {ad — 6c =^ i), et que
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l'on a
r5|(o|T) + Sr§(o|T) + Sr{(o[T)3» __
2rî(o|T)2ri(o|x)2r;(o|T) -^'^^)'
De plus, comme la relation (XXXVIo)
3rJ(o|T) = 3rJ(o|T)-i-3rt(o|T)
entraine la suivante
3r|(o|T)3r|(o|T) + 2r|(o|T)3r{(o|T)H-2r{(oIx)Sî(o|T) = J[^l(olT) + 3r|(o|T) + S{(oh)p,
on voit, en appliquant le théorème fondamental sur les fonctions symétriques, que tout quotient de deux fonctions symétriques quelconques, de même degré, des trois quantités
^î(oh), S|(o|t), 2r{(o|T),
est une fonction rationnelle de J(t).
189. Il est facile d'exprimer J(t) en fonction des invariants g2 et g,. Comme on a
Cl— 63
il vient immédiatement, en tenant compte des relations
Ci-h Ci-h 6^= O,
Ç = (c,-e,)»(e,-c,)«(e,-e,)«=^(iri-27érî),
la formule
XXXVII...) ^(^)=4-(7F
Dans les notations de M. Weierstrass, on envisage souvent le quotient
comme invariant absolu. Entre J(t) et cet invariant, on a immédiatement les relations très simples
V. — Généralités sur les transformations linéaires. Transformation linéaire des fonctions <p(x), ^{'^)y yS'^)-
190. Pour établir les formules de transformation linéaire générale pour les trois fonctions ?(t), •i('r), "/(t) de M. Hermite, ce qui, d'après le Tableau du n**187, revient à la détermination d'un signe -i- ou — qui peut dépendre des quatre entiers «, 6, c, rf, il nous faut d'abord commencer par étudier de plus près ce mode de transformation.
Nous désignerons sous le nom de transformation linéaire l'opération qui consiste à remplacer t par — ;— 7- , a^ b^ c^ d étant quatre entiers qui vérifient la relation ad — 6c = 1 ; elle se représentera par le symbole l j^ j •
Si ( T-)> ( ' ' b'I ^^^^ deux symboles de transformation
linéaire, le symbole
représentera l'opération qui consiste à remplacer t par
^ ' ^a'-hO'z ca'-^dc'->n{cb'-\-dd')'z
, c'-^-r/'T aa'-^-bc'-^-iab'-^bd')-:'
celle opération est manifestement une transformation linéaire. Elle sera dite composée avec les transformation^
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De même, si ( -^j — r^- ) est un troisième symbole de transformation linéaire, le symbole
/ c-hdz c'-h d'z c'-h cf'T \ \a-hbz' a'-hb'-z' a'-^b'z)
représentera l'opération qui consiste à remplacer t par
ca:-\-dc'-^-{cb'->fdd')
aa*-\' bc'-\- [ab'-^ bd')
et l'on voit sans peine que cette opération est encore une transformation linéaire. Elle sera dite composée avec les transforma-
\a->fb'zj \a'-\-bzl xa-^-bz/ L'opération qui consiste à remplacer t par -j-^ est identique à l'opération qui consiste à remplacer respectivement (o^ , 0)3 par awi + btù^^ ca>| -t- diù^ : c'est l'opération que nous avons désignée au n® 146 sous le nom de substitution, et que nous avons
représentée par le symbole y ,j; en sorte que, si l'on conserve les notations des n® 1 46-147, on voit que l'opération
/ c -^ dz c'-\- d'z c'-h d^z\ [a-^bz' a'-hb'z' a'-^b'z)
revient à la substitution (* )
(a b\/a' b'Xf/i" b' \ \c d)\c' d')\c d")'
Il est clair que dans un symbole de transformation
/ c -h dz c'-^dz c'-^d'z \
\^j;rbz' a'-hb'z' a"-^b''z' '")
on peut grouper ensemble deux ou plusieurs termes consécutifs, de même que dans un produit symbolique de substitutions on peut remplacer plusieurs facteurs symboliques par leur produit effectué.
(*) Voir, en particulier, la note ûaale du n" 146, t. I, p. a4i<
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L'opération qui consiste à remplacer t par t est la transformation identique.
La transformation (-^^37— ) est la transformation ini^erse de
( - — T^ j ; le symbole de transformation
(c -\- dz — c -4- a'z\ a -f- ôx' ci — bx )
représente aussi la transformation identique.
191. Le théorème établi aux n®* 148-150 peut maintenant s'énoncer de la façon suivante : Toute transformation linéaire peut s'obtenir par la composition de transformations de la forme
(t ±: i), ( )• D'ailleurs, la répétition de n transformations de la
forme (t ± 1) équivaut à une transformation de la forme (t ±/i) ; la composition de deux transformations de cette dernière forme reproduit une transformation de même forme; enfin, la composition de deux transformations ( j reproduit la transformation
identique, qui n'a pas d'influence. Rien n'empêche donc d'énoncer ce théorème de la façon suivante :
Toute transformation linéaire peut être représentée par un symbole de la forme
I ...,X-t-/li, > T-h /11, > T -h /Is
/2i, /I2, /I3, •.• étant des nombres entiers positifs ou négatifs.
Le premier et le dernier des éléments de ce symbole peuvent d'ailleurs être de l'une ou de l'autre des deux formes t -h /i? — z'
Par exemple, la transformation l- — z~fi ) P^^^ se représenter par le symbole
fx-h2, — -, X-f-3, y X— 5j,
c'est-à-dire que l'on a
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192. Noas dirons qu'un ensemble de transformations linéaires, rn nombre fini, constitue un groupe si la transformation idenique fait partie de cet ensemble et si toute transformation obtelae en composant deux transformations de l'ensemble appartient -ussi à cet ensemble. D'après cela, l'ensemble de toutes les transormations linéaires constitue un groupe. L'ensemble de toutes <s transformations linéaires obtenues par répétition et combinai-
on des deux transformations (t + 2), ( j constitue aussi un
Toupe. Si dans un groupe de transformations linéaires on peut
41? s isoler un nombre fini ou infini qui, prises dans leur ensemble,
^constituent un groupe, ce groupe partiel sera dit un sous-groupe,
^contenu dans le groupe total. Ainsi, le second des deux groupes
précédents est un sous-groupe contenu dans le premier.
Nous appellerons fonction modulaire (*) une fonction univoque de t qui reste invariable pour toutes les transformations linéaires d'un groupe. Telle est, en particulier, la fonction J(t), qui reste invariable pour toutes les transformations linéaires.
Si une fonction univoque de t reste invariable pour quelques
tra.cftsformations linéaires, l'ensemble des transformations qui
laissent cette fonction invariable coxislitue évidemment un groupe;
en ^ffet, la transformation identique fait partie de cet ensemble,
puisque la fonction est univoque, et la transformation, composée
de deux transformations linéaires de l'ensemble, laissant la fonc-
^Oïn. invariable, comme les deux transformations composantes,
appartiendra de même à l'ensemble. On dit du groupe ainsi formé
qtt^ la fonction considérée lui appartient.
ÏJne fonction univoque de t qui, lorsqu'on fait subir à t une ira XI «formation linéaire quelconque, ne peut prendre qu'un nOïxibre limité de valeurs, est manifestement une fonction modu- \a>i^; elle appartient au groupe des transformations linéaires Cif^^ laissent cette fonction invariable; telles sont les fonctions ff \t), A/(t), cp(t), <Î'(t), '/(t) précédemment définies, et qui sont, comme on l'a vu plus haut (XXXVIIg), (XXXVIIl3,4,7), liées algébriquement à la fonction J (x).
L'étude des fonctions modulaires, qu'il convient de faire re-
(*) Cette dénomination est due à M. Dedekind.
monter à M. Hermile, a été l'objet de développements considérables, dans lesquels nous ne saurions entrer ici (*). En s'aflranchissant de la restriction, qui consiste en ce que les nombres a, 6, c, d sont rationnels, on entre dans le domaine des recherches qui ont illustré le nom de M. Poincaré, recherches que les travaux de MM. Schwarz, Fuchs, Klein avaient d'ailleurs préparées.
193. L'un des problèmes qui se posent le plus naturellement est celui-ci : étant donnée une fonction modulaire, déterminer le groupe auquel elle appartient. Nous allons l'aborder pour les trois fonctions ç(t), 'Î^(t), y/^).
Considérons d'abord les trois fonctions
A~X K'^)y »- cpu(x)' ^ ^«H'^)
On reconnaît tout de suite, en vertu des relations algébriques qui lient les fonctions cp, tj^, y, qu'elles ne peuvent être égales que pour des valeurs particulières de t, faisant acquérir aux fonctions cp, i^^ ^f^ certaines valeurs déterminées : comme il est évident, sur leur définition, que ces fonctions ne sont pas des constantes, on voit que les fonctions A, B, C sont, en général, distinctes. Or Teffet des transformations (t±i), l j est de les
ranger respectivement dans les ordres
Toute transformation linéaire, étant composée avec celles-là, ne pourra donc avoir d'autre effet que de reproduire ces trois fonctions, rangées dans un certain ordre, et chacune d'elles ne peut prendre que trois valeurs quand on effectue sur t une transformation linéaire quelconque.
(*) Voir, en particulier, les nombreux Mémoires de M. Klein dans les Mathematische Annalen, et son Livre Zur Théorie der Modulfunctionen, ainsi que le Mémoire de M. Kiepcrt dans le Journal de Crelle, t. 87. M. Hurwitz {Mathematische Annalen, t. XVIII, p. SaS) a montre comment on peut envisager les fonctions modulaires directement et sans passer par l'intermédiaire des fonctions Thêta.
Cela s'accorde avec ce fait que l'on a L'équation du troisième degré en ;/,
que vérifie la fonction ^^*(t), montre bien, en effet, que cette fonction ne peut prendre que trois valeurs pour les transformations linéaires qui laissent J(t) invariable, et les trois racines de cette équation sont précisément A, B, C.
194. Les formules (XLV) montrent clairement que les transformations (Tit: 2), ( — - j laissent la fonction A invariable. Réciproquement, toute transformation linéaire qui laisse A invariable peut être obtenue de cette façon, de sorte que la fonction A appartient au groupe formé en composant les transformations
de toutes les manières possibles.
Supposons, en effet, le symbole de transformation écrit sous la forme
-t- /11, > " -f- /ij, 9 'z -h /i3, . . ) :
négligeons au commencement, s'il y en a, les termes de la forme
T-h2n, y qui laissent A invariable, de sorte que le premier
terme du symbole de transformation sera de la forme -z -{- n où. n est impair; si n n'est pas égal à i, on le décomposera en deux, T -H /i — I , T -h I , dont on fera rentrer le premier parmi ceux que l'on néglige et qui laissent A invariable. Les deux premières
transformations, (T-h i), ( — M? changent successivement A en C,
puis C en B; vient ensuite un terme de la forme t -h n. Que n soit pair ou impair, la transformation (T-h/i) laisse B invariable;
puis vient un terme de la forme qui change B en C; puis un
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terme de la forme t -f- /i'. Que rJ soit pair ou impair, nous décomposerons la transformation (t + ti') en deux, (t — i), (T+n'-f- i); la transformation (t — i ) change C en A, et nous prendrons la transformation (t-t/i'+i) comme premier terme d'une nouvelle suite dont nous traiterons les termes comme ceux dont nous venons de parier. En répétant ainsi le nombre voulu de fois le même raisonnement, on arrive finalement à la conclusion suivante :
Si une transformation linéaire laisse A invariable, son symbole sera formé d'une suite de groupes de termes tels que
I, > T-f-Tl, — -j T — I,
groupes de termes qui pourront être précédés, suivis ou séparés
les uns des autres par des termes tels que t -h 2/1, ; on peut
dire encore que la transformation sera composée de transformations ayant pour symboles
n), (—^j» ^T-i-i, — i, T4-n, — i, T — ij,
où n est un entier pair ou impair, positif ou négatif.
Or la transformation correspondant au dernier symbole revient à remplacer t par
on reconnaît d'ailleurs immédiatement, en adoptant cette nota tion, que l'on a
on aura donc, en supposant n positif,
Ti = > 'Cj = > • • • > "^z» =
T — 2 Ti — 2 X/|_i — 2
et, par suite,
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le sjmbole du second membre compre9:iant n termes de la
forme et n termes de la forme t — 2. Comme on peut écrire
la relation précédente entre T/j et T/,^.i ,
on a aussi
et, par suite, en supposant n négatif,
( ) = (tH-2, , T4-2, , •••>
le symbole du second membre comprenant n termes de la
forme t -f- 2 et n termes de la forme — -•
On voit, en résumé, que les transformations qui laissent 7^^*(':) invariable s'obtiennent en composant les transformations de la
forme (t rh 2), l j> et pourront être représentées par des symboles de la forme
T-H2/I1, > T-+-2/lî, — -» ••• l
/II, 722, ... étant des nombres entiers positifs ou négatifs; d'ailleurs, le symbole peut être limité à droite et à gauche par des
termes de la forme ou t -h 2/1.
19o. Les transformations linéaires qui laissent la fonction y^{'z) invariable appartiennent certainement à ce type, et, en vertu des relations
yS' -\- in) = i' y^-zl
il est clair que l'effet sur la fonction y/'^) de la transformation précédente est de la reproduire multipliée par une puissance de i
dont Texposant est le sixième de la somme
Si donc on veut que la transformation laisse )^(t) invariable, il faut et il suffit que cette somme soit un multiple de 24*
Puisque l'on a
il est clair que les transformations linéaires qui laisseront invariables «p*(t) ou ^*(t), laissant aussi X^*(") invariable, auront toujours des symboles de la forme
(...,':-h2/li, — -» T-+- 9.n2, > ' ' ' )'
mais comme les transformations de la forme (7-1-2/1) n'altèrent ni ©*(t) ni ^*(t), et que les transformations de la forme ( — - j
échangent ces deux fonctions, on voit que si la transformation ne change pas ç*(t) ou ^^(t), son symbole devra contenir le terme
un nombre pair de fois. Il suit de là que toutes les transformations cherchées résultent de la composition de transformations ayant des symboles de la forme
(T-h2/?i), ( j T-i-an, — -j
On reconnaît sans peine, en répétant le raisonnement du n** 194-, que la dernière transformation s'obtient en répétant n fois l'une ou l'autre des deux transformations inverses
suivant que n est positif ou négatif.
Les transformations qui n'altèrent pas les fonctions <P*(t), A^(t) pourront donc être représentées par des symboles où figureront, n'importe dans quel ordre, des termes de la forme
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la forme étant pair. Si ce symbole commence ou finit par un
terme de la forme — - > on placera au commencement ou à la fin
un terme de la forme t -h o, de manière à obtenir, dans tous les cas, un symbole de la forme
/Il f \
(•c4-ao. 9 T-t-ai, > •••, z + a^n-it > 'c ■+- «i» I ,
OÙ tous les nombres ao, ^i, . . . , a^n sont pairs, le premier et le dernier pouvant seuls être nuls. En groupant ensemble les transformations partielles telles que
(-i, x + a., -I), on peut encore donner au symbole la forme
(T-^ao, — y t-H «j, -— > •• •> 'c-t-ain).
\ 1 — «iT I — ajT /
Les transformations de la forme (x-j-a) changent cp(T) en
/*ç(t), laissent ^{^(t) invariable et changent x('^) ^° *^'x(*^)' les transformations \—^ — ) laissent cp(^T) invariable, changent
^{z) en i* 4'('^) ^' X('^) ^" ***X('^) * ^^ donc on pose
on aura
Ajrt = «0 -+- Ûf2 -i- • . . -+- Ojff ,
Aï/1-1 = «1 -+- aa-h. . .-t- «în-i»
cp(T) = /^ (p(x),
4/(T)=/"^^(T), A«w-f-Atw— 1
Nous sommes ainsi amenés à chercher des expressions en fonction de a^ b^ c, rf, de nombres congrus, suivant le module i6, à A,;i, à A2/j_i el, suivant le module 48, à Aj^-i- A,,,_|.
C -hdz _^ (ajn -+- -Z ) Pi„.\ — Pin-1 __ Pin-^ -Z Pjn-i
a-\-bi (ai/i-+-':)<7jrt_i— <7j„-j qm-^^-qm-i
et que, par conséquent, au facteur — i près, les nombres q2ni 72/1-1 j p^nt P2n-\ sont respectivement égaux aux nombres «, i, c, d. Comme on ne change pas la transformation en changeant à la fois les signes de ces quatre nombres, et que, d'autre part, -dans les formules finales, figureront seulement des fonctions paires de q^ny 72/i~i) Pmt P2n-\i rien n'empéchc de supposer
Pîn== c, Ptn-1 = d.
Il suffit donc d'exprimer A3,,, Ain-i par des nombres formés à l'aide des entiers /?2«, pin-\-i ^2ny Çin-ij à des multiples de 16 T. et M. — II 5
près, pour avoir, dans le cas où nous nous sommes placés, les formules de transformation linéaire des fonctions o et ^.
200. Supposons les quantités pr^ Çr exprimées explicitement en fonction de ao^ ai, a2, a^, ... : ce seront des polynômes à coefficients 4-1 et — I, où l'on pourra grouper ensemble les termes de même degré. D^ailleurs, dans chacune de ces expressions, on n'aura soit que des termes de degré pair, soit que des termes de degré impair, en sorte que, si l'on désigne par Âs/,, A^n^i i Bs», Ba«_< ; C2/1, C2n-i ; Da/îï ^2n^i ; Ea,,, Ean-i ; • • • des poljnomes en ao, ai, aa, . • • dont les degrés respectifs sont égaux au rang des lettres A, 6, C, D, ... dans l'alphabet, on peut écrire, comme on le voit très aisément,
(— l)'*/'î»-l = I — Bîn-i -h D,„-., — . . . ,
(— i)'»g,a =1 — B,„ -hD,;» — ...,
A la vérité, le sens des symboles A2/1, A2/1.1 a déjà été fixé; mais ils gardent leur signiGcation, comme on va le vérifier immédiatement. En substituant, en efiet, les valeurs que l'on vient d'écrire dans les égalités
Pm =/>J»-lûfj/i — Ptn-ii Çtn = Çin-l(^tn — ^l/i-î»
Pin-l =^J»-î«Jn-l — Pin-ty Çfn-i = Çtn-t^^tn-i — Çtn-z>
on trouve de suite
IAji» = Asn-2 -H ^în» Aji,-i = Asn— s •+" (^fn-l »
B jrt = Aj»-i atn -+- Bj^-jt ^tn-i = Aj/»_ j aji,_i -h Bt^-s»
d'où l'on tire
Aî« = a© -H «2 -H • • • t- «in,
Ajn-l = «i-t- ^3-4-.. .-+-«11»-!,
^ I B,rt = Al a, -f- A, a* -h . . . -t- A,«-i am»
Bî/»-i= Aoai-h Asa3 + . . .4- Ajn-îûtjn-i» Gj/» = Bjaj-h Bia^-h. . .4- Bj»_iajn»
Ciii-i = Bia8-+-...-l-Bj,i_iajn-i.
D'ailleurs, puisque les nombres ao, ai, a2, • • • sont pairs, on a certainement, quel que soit Tindice r,
Ar^o (mod. a), Br^o (mod. 4), Gr^o (mod. 8),
et les nombres D,., Er, . • • sont évidemment divisibles par i6, en sorte que les égalités (^) entraînent les congruences (mod. i6)
L'avant-demière des égalités (8) peut s'écrire C,„= (A,— Ao) Bi-h ( A4 — A,) Bs-h. . .-f. ( A,a— A,„_,) B,«-i
= — AqBi — At(B3 — Bi) — .. . — Ajrt-j(Bjn-l — Bj,i_3)-hAjnBin-î.
Si, dans le dernier membre, on remplace pour chacun des indices r=2, 3, ..,, /i, la différence B2r_i — B2r_3 par sa valeur A2r-2ûfar-i ctB| par aoûi = AoûTi, il vient
Gjii= — ai AJ — aj A| — . . .— ajn-i A|„_,-i- A,„ B,;,_i.
D'ailleurs on a, en général,
Oir-i A|;w, = 2a,r-i A,r-î (mod. 16);
en effet, la différence a2r-i A2r-i(A2r_2 — a) entre les deux membres est divisible par 16, puisque a2r-i est pair et que le produit des deux nombres pairs consécutifs A2r_2) A,r_2 — 2 est divisible par 8. Ainsi, en négligeant les multiples de 16, la quantité ai AJ + «8 A^ + . • . -h «2/1-1 AJ^_, peut être remplacée par
!i(«i Ao-h as A, -h. • .-hatn^i Ai»-i) = 2B,„-| ;
on a donc
C,«s— 2B,„_i-4- A,„B,„-i (mod. 16).
On démontre exactement de la même façon la congruence
Cjit^iE — aBi^-iH- Asn-iBiA-f (mod. 16).
Ces deux congruences permettent d'écrire la première et la dernière des congruences (e) sous la forme
, , I (— OVî/» = A,«-+-2B,„-, — Aj„Bj„_,, I
(tj) < ^ « * « } (mod. i6).
Dans le second membre de la première de ces congruences, on peut remplacer Vt^ns par i — ( — i )''/^2/i-i ? puisque les deux quantités ne dilTèrent que par un multiple de i6. De même, dans le second membre de la deuxième, on peut remplacer B2;i_2 par
D'autre part, l'égalité
montre, en tenant compte de la dernière congruence (e) et de la congruence C2r-i ^ o (mod. 8), que l'on a
Si le nombre pair Aj,,.! est divisible par 4) on a donc
qin=—qin-i (mod. 8);
mais, dans la seconde congruence (tj), B2/i_2 est multiplié par le nombre pair A,„_, — a; on peut donc négliger dans l'expression de B2„_2 les multiples de 8, et, par conséquent, remplacer B2/ï_2 par I — ( — lYq^n- Si A2/î_i était divisible par 2 sans l'être par 4» le facteur A2«_i — 2 serait divisible par 4> et l'on pourrait négliger dans l'expression de B2/i_2 les multiples de 4; comme «2/1, ^2n-\ sont pairs tous deux, on a toujours
qtn=— Çin-i (mod. 4);
on voit donc que Ton peut encore remplacer B2n-2 par
Dès lors, les deux congruences (tj) conduisent aux suivantes
. (mod. 16), (-i)'*yj/i-i'^-A,n-,~(2 — A2„_,)[i — (-i)«y,„] )
d'où l'on tire
Aîn-l^li» = — yi/i-l-+-2[yî» —(—0'*] )
Multiplions ces deux congruences respectivement par/>2«-i) yj/i» si l'on remarque que, en vertu des congruences (e) et de la congraence B,. ^ o (mod. 4), on a
P\^''^' l(mod.8), d'où, puisque Â2/iy A2/i_i sont pairs,
Aî/i-i^î/, =Aî„_, )
on voit que l'on peut écrire
(mod. i6).
Les seconds membres se réduisent, en tenant compte des congruences,
qui résultent manifestement des congruences (e) et de la congrueoce B^ ^ o (mod. i6), et l'on a finalement
ou encore
Ain = cd-hd* — I )
> (mod. i6).
201. Nous transformerons ces expressions de Ao/i, A2«_i au mojen des congruences
(a — d)(a-{- d-i- c) Ei=o ,
^ ^^ ^ (mod. 16),
(a'—d){a-hd-hb) = o
qui peuvent s'établir comme il suit.
Écrivons les premiers membres sous la forme
(Çin— Ptn-l) (Çtn-^ Pln-l-^ Pin)y (Çtn'—Ptn-l){gtn-^Ptn-i-^Çtn'-l)'
En tenant compte des congruences (e), on voit que les deux quantités précédentes sont respectivement congrues (mod. i6) à
Il nous suffit donc de montrer que ces deux quantités sont divisibles par 16.
Pour la première, il n'j a évidemment lieu à démonstration que si Ton avait à la fois
Bin-i— Bt„s4 (mod. 8), A,„so (mod. 4);
mais, si Ton écrit la première de ces deux congruences sous la forme équivalente
B,«-i-hB,„s4 (mod. 8),
on aperçoit tout de suite qu'elle est incompatible avec la seconde; car on tire de Tégalité
ÇtnPtn-l — PlnÇtn-i = I,
et des congruences (e) la suivante
Bîn-iH- B,„= At„Ajn-i (mod. 16),
et cette dernière montre que, si Ajn est divisible par 4» ^2n~i -f- ^m est divisible par 8.
On déduit aussi de la dernière congruence que Ton ne peut avoir à la fois
Bî«-i-B2„ = 4 (mod. 8), A2«-i ^o (mod. 4),
et les congruences annoncées sont établies.
Puisque a — rf est divisible par 4, que 6 et c sont pairs, il est
clair que ces congruences entraînent les suivantes :
/ , (mod. 16);
on en tire
a^dz ac ^ rf* zfc cd )
OÙ les signes supérieurs se correspondent.
Les deux expressions de Aznt A2/1-1 peuvent donc aussi s^écrire
. , , i (mod. 16)
A^f^i^^ab-^a^—i^—bd-hd^—i )
et l'on a, par suite, dans le cas 1° du Tableau (XXe), les relations
S02. n est facile de vérifier que, dans chacun des cas 2^ à 6^ du Tableau (XXq), la transformation t peut être envisagée
comme composée de transformations (t-|- i), ( j et de transformations rentrant dans le premier cas. Cela résulte du Tableau suivant, où Ton a écrit, à gauche, le numéro correspondant du Tableau (XX«), et où, dans le second membre, figurent chaque fois dans Tordre voulu les transformations qui, par combinaison, donnent la transformation t.
[a-^bz) "" [a-b-hbx''^'^^)'
ir) = ( — rrr t"» t-Hi» » "^-m )»
(c-{-dx\ _ / d-i- (d—c)x I \
a-^bz) -^ \b -h {b -^ a)z ' "" x' """^V'
(c-hd'z\ __ /d'-C'z i \ a^bz) ''\b-ai'~'z)'
(c-t-rfc\ (d-^c — et i\
On voit bien, en tenant compte de la parité des nombres a, 6,
6*, d dans chacun des cinq cas considérés, qu'outre (t + i), ( )»
les transformations qui paraissent dans le second membre rentrent dans le premier cas. Les transformations (t-+-i), ( — -)
changent d'ailleurs cp(T) et <J^(t) en combinaisons de ces fonctions que font connaître les formules (XLV).
203. A l'aide de cette remarque et des formules établies au n? 201 pour ?(t) et ^{t) dans le premier cas du Tableau (XX«), on obtiendra sans peine les mêmes formules dans les cinq autres cas de ce Tableau.
Prenons, par exemple, le cas 4° : a^ b^ c sont impairs, d esl
pair; la première transformation est V^ - — ^» en supposant
0L=z by ^ = b — «, y = d, 8 = rf — c. On vérifie bien que a, p, Y) S sont les coefficients d'une transformation qui appartient au cas 1°; on a donc
en remplaçant t par — -. on a ensuite
puis, en remplaçant t par t + i ,
D'ailleurs, d — c étant impair, on a la congruence
2(d — c)*=2 (mod. i6); d'où l'on déduit facilement la congruence
{d—c){id — c — i = c(û? — c)-hi (mod. i6);
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on a donc finalement, dans le cas 4°)
En répétant les mêmes opérations dans les quatre autres cas du Tableau (XXq), on obtient des formules analogues, et l'on a finalement pour la fonction <p(t), dans les six cas de ce Tableau, les formules de transformation suivantes :
cd ■+■ il*— 1 fic-hn* — l
cd , >. {n — h){a — h + c — d\
— C</ -•- </«— 1 rtr -t- rt*— I
<P(t) Cp(T)
/c-^dz\ -cd-^c*-l bd-*-b*-i
cp(T:)
204. Il n'est pas nécessaire, pour obtenir ces formules, de ramener, comme nous venons de l'expliquer, chacun des six cas au premier.
Nous avons vu au n° 202 que l'on peut envisager la transformation ( T-) du cas 4°> où Oj 6, c sont impairs et d pair, comme
composée de la transformation (^ — ôi)> ^^^ a = 6, 8 = d — c sont
impairs, tandis que p = b — a, y = d sont pairs, transformation qui rentre donc dans le cas i'^, et de la transformation
y )• On peut de même envisager la transformation ( j-
da cas 6**, où a est pair, tandis que b, c, d sont impairs, comme
composée de la transformation f^^ — ^jyoù. ol-= b^ ^ = b — a,
Y = <i sont impairs, tandis que ù = d — c est pair, transformation
qui rentre donc dans le cas 4°i et de la transformation ( — j>
de sorte que Ton a, dans le cas 6°, non seulement la décomposition de la transformation (t) donnée au n^ 202 en une transfor« mation qui rentre dans le cas i^, suivie des transformations (t + i)i
( U mais aussi la décomposition
/ c -i-dz\ _ /d-\-(d — c)'Z _!_ \
de cette transformation (x) en une transformation qui rentre dans
le cas 4^j suivie de la transformation ( j •
On verrait exactement de la même manière que Ton peut envisager les transformations (^ — r- j des cas i**, 3**, 5°, a** comme résultant de la composition d'une transformation (- — g- j> où a = 6,
p=6 — a^^ = dj 8 = rf — c, transformation qui rentre respectif vement dans les cas 6^, 2^, 3^, 5*^, et de la transformation
Observons d'ailleurs, sur l'exemple du numéro précédent, que la formule pour çf -^ — ^ ] s'obtient, dans le cas 4°, à l'aide de
la formule pour (fi- — ITr supposée connue dans le cas i**, en
changeant dans cette dernière formule simultanément a, 6, c,
rf, T en 6, 6 — a, rf, rf — c, ;:• Les mêmes changements
simultanés permettront donc aussi, lorsqu'on connaîtra une des formules relatives aux cas 4**> ou 6°, ou 2°, ou 3°, ou 5°, d'écrire immédiatement la formule relative respectivement aux cas 6**, ou 1°, ou 3®, ou 5°, ou 2°. 11 suffit donc d'avoir les formules relatives aux cas i^ et 5*^, par exemple, pour avoir toutes les autres. Le même raisonnement s'applique aux diverses décompositions indiquées dans le n^ 202. Le Tableau suivant résume les résultats et permet de passer des formules qui concernent Tun quelconque des cas du Tableau (XXe) à celles qui concernent les autres cas. Dans les cinq premières lignes on a écrit, à côté des lettres a, 6, c, dy T, les expressions qui doivent les remplacer : en regard de
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es expressions el à côté des n*** i**, a**, 3°, 4"> 5°? 6°> on trouve s numéros des cas qui remplacent respectivement ces six cas.
CH-C
XH-I
T-hl
305. Lies formules relatives à la transformation linéaire de la oiiction ^(t) pourraient s'établir exactement de la même malîère; le Tableau précédent s'applique aussi bien à la fonction ^(t) qu'à la fonction <p(t).
D'ailleurs, on peut passer directement des formules relatives à la fonction ç(t) à celles qui concernent la fonction ^^(t) par la
remarque suivante, que nous développerons sur le cas i^. Dans la formule
changeons t en ; elle devient
Si l'on applique au premier membre de cette formule la relation
en supposant t = — r > on trouve
Si Ton remplace maintenant a, 6, c, rf par — rf, c, 6, — a, ce qui nous laisse dans le cas i*', on obtient les formules
qui sont bien celles du n° 201.
En raisonnant de la même façon, on voit que si Ton change <2, b, c, rf en — d, c, b^ — a et simultanément o en t|; et if en ç» chaque formule relative à la fonction cp conduit à une formule relative à la fonction if] mais on ne reste pas toujours dans le même cas du Tableau (XXo); on reconnaît facilement que l'on passe des cas i*», a°, 3**, 4**, 5**, 6° aux cas i**, 3°, 2°, 6*», 5*», 4*».
On obtient ainsi pour la fonction A (t), dans les six cas du Tableau (XXe) les formules de transformation linéaire suivantes :
rt6H-fl«— 1 —hd-^d*—i
( ^„\ nw-t-o' — 1 — tm-^a — i
a + bx) i((r:) ^,(t)'
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ab
(r -+- </l (— rt — 6 -»- r -t- rf )
-Kl)
(c^fi]{—a-hb-^c — fi^
— rtf-f-c«- !
206. Nous récrirons ci-dessous les formules relatives aux fonctions ç ("t) et ^(t), en ne conservant d'ailleurs, pour chacune
d^elles, qu'une seule forme. Le symbole (-), où n est un entier
impair, est emprunté à l'Arithmétique; nous aurons l'occasion d'y
revenir au n** 228; il est mis à la place de / * = ( — i) • . Nous
rappelons encore une fois que i" , où m est un entier quelconque
mTZi
et n un entier positif, est mis à la place de ^ *" .
(XLV,3
nh 'l\ .-r I
ith , V
(\ nh
207. Il est à peu près inutile de dire que les différentes façons dont on parvient à ces formules donnent naissance à une suite de congruences (mod. 16) entre les nombres a, b, Cj d, relatives aux différents cas du Tableau (XXq). Par exemple, dans le cas 3°, on a, entre autres congruences, les suivantes :
' ) (mod. 16).
(a-4-c)(a-4-2c)^ûf(c-4-c?)s=i-t-6(a — rf),
Elles peuvent être vérifiées en distinguant les nombres entiers a, 6, Cy d suivant leur reste modulo 4* Quelques-unes d'entre elles se déduisent d'ailleurs des autres en ne distinguant ces nombres entiers que suivant leurs restes modulo 2.
En tenant compte, dans chacun des six cas du Tableau (XXe), des congruences correspondantes, on peut mettre les formules de transformation linéaire des fonctions f (t) et ^(t) sous plusieurs formes équivalentes à celles des Tableaux précédents. Ainsi, dans le cas 3°, on a, par exemple,
^\a-^bz/ \d) ^{z)
208. Pour obtenir les formules de transformation linéaire concernant la fonction ^(t) dans le cas 1° du Tableau (XX«), nous suivrons une méthode moins directe que pour les fonctions f (x) ettj^(T:).
Rappelons tout d'abord que, dans ce cas i^, on a
où Ton a posé, pour abréger,
quand nous voudrons mettre en évidence les nombres a, 6, c, d
a, b^ c^ d qui vérifie les congruences (r^) suivant le module i6; nous transformerons ensuite cette fonction L en une autre qui lui soit congrue suivant le module i6 et qui vérifie les congruences (yj) suivant le module 3; cette dernière fonction pourra être alors prise pour X, car elle vérifiera manifestement les congruences (7\) suivant le module 48.
Comme les formules de transformation des fonctions ^(t) et <J^(t) dans le cas i** du Tableau (XXo),
rr/-»-rf« — 1
donnent immédiatement pour Texposant A de la formule de transformation
la valeur
X ~{cd-hd^ — I) -t-(— ab-ha^ — i) (mod. i6),
il est naturel de se demander si en prenant pour L l'expression cd — ab -\- d'^ -i- a^ — 2, les congruences (tj) sont vérifiées suivant le module i6.
On le voit immédiatement, dans le cas où le nombre pair 2, n est divisible par 4» En remplaçant alors t par t H- /i dans les égalités (IJ), on obtient les relations
/ c -^ nd-^ az\ . r . r
a-h nb -^ b-z/ ^ '
Si donc on prend pour L Texpression
( ce/ H- (i^ — I ) 4- ( — aô H- a' — 1 )
et si Ton désigne par L| ce que devient L lorsqu'on change t en /î, on a l'égalité
De même, en remplaçant, dans les égalités (s), t par -^—^ et
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désignant par L2 ce que devient alors L, on a Pégalité
De ces deux égalités on déduit immédiatement, puisque n,.6, c ^^>iit pairs et a, d impairs, les congruences
Li — L ^ an )
(mod. 16), Lt — L S2/1 )
qui mettent bien en évidence que les congruences (r^) sont vérifiées, suivant le module 16, en prenant X = L.
Ainsi, dans le cas où n est pair, toute fonction congrue à cd — ab-^a^-hd^ — 2, suivant le module 16, et s*annulant pour a = i,rf=i,6 = o, c = o, pourra être prise pour X, si elle vérifie les congruences (y^) suivant le module 3.
Or, en vertu des diverses valeurs trouvées pour Aj,,, A2n^i ? on a les congruences
L5£?(c — 6)H-2(rf*— i)sa(c — 6)H-2(a»— i) (mod. 16),
et, par suite, puisque a et ^ sont impairs,
L^d(c — 6) = a(c— 6) (mod. 16).
D'un autre côté on a, à cause de l'égalité ad — 6c = i , les congruences
rf(6c-+-i) — a=(û?»— i)aso |
a(6c-M)-c£=(a«-i)rf=o P™^ ' ^'
d'où l'on déduit, en multipliant par le nombre pair b — c,
{b — c){bcd^a)-\-d(b — c)^o | (6_c)(«6c-rf)+«(6-c)^or'"*"'-'^)-
On a donc aussi les congruences
Ls(6 — c)(6cûf— a) = (6 — c)(a6c — rf) (mod. 16).
D'ailleurs les deux fonctions
(6 — c)(6cûf — a), {b—'C){abc — d)
sont congrues suivant le module 3; en effet leur différence est
{b — c){a — d){bc -h 1) = (6 — c)(a — d)ad, T. et M. — n. 6
et l'un des facteurs b — c, a — d^a^d est nécessairement divisible par 3, car s'il en était autrement il faudrait que l'on eût à la fois
a = e, b ^= t\ c = — e', c? = — e, e, e' étant égaux à db i ; on en déduirait
1 = acf — 6c = — e*-He'»so (mod. 3),
ce qui est absurde.
On aura donc vérifié que, pour n pair, l'une ou l'autre des deux fonctions (6 — c){abc — rf), (6 — c){bcd — à) peut être prise
pour la fonction \y * b si l'on constate que l'une ou l'autre de
ces fonctions satisfait aux congruences
\c+.nd,dj \c,dj (,„d.3).
\c, a — :knc / \c, a/
La vérification de ces deux congruences est particulièrement aisée, si l'on fait porter la démonstration sur (b — c)(bcd — a) pour la première, sur (b — c){abc — d) pour la seconde. On a alors à établir les deux congruences, suivant le module 3,
(b — c — ind)[bdc — a-+-2n6(rf*— i)]— (6 — c)(Mc — a) — 2n^o, {b — c — 'i.na)[abc — d — 2nc(a*— i)] — {b — c){abc — d) -— in ^o,
ou, en supposant n premier à 3,
— 2nbd(d^— î) — d{bdc •^a)-^b{b'' c){d^— i) — i = o, H-2nac(a* — i) — a(a6c— d) — c{b — c)(a*— i) — iso;
or les nombres d{d^ — i), a{à^ — i) sont divisibles par 3 puisque ce sont des produits de trois nombres entiers consécutifs; on a donc à établir les deux congruences
-rf(*dc-«) + *(*-c)(d.-.)-. = o I ^^^^^^ — a{abc—d)^c{b—c){a^ — i) — iso )
En retranchant des deux membres la quantité ad — bc — i,
elles prennent la forme
c(c— 26)(a'— i) so ) ou
Si a est divisible par 3 ou si ef est divisible par 3, Pégalité ad — èc= I montre que l'on a
6c = — I (mod. 3),
d'où l'on conclut que 6 + c est divisible par 3. La vérification annoncée est donc faite.
210. Nous nous sommes bornés jusqu'ici à considérer le cas où le nombre pair 2/7 est divisible par 4; mais il se peut que n soit impair et dans ce cas la démonstration précédente est en défaut, comme on le voit en observant qu'alors les substitutions T = T-f-/i
et T= ne rentrent pas dans celles du cas 1° du Ta-
I — /ix *
bleau (XX«).
Il nous reste donc encore à vérifier que, pour n impair, les congruences (tj) ont lieu suivant le module 48 lorsque l'on prend pour X successivement chacune des deux expressions
(b — c)(bcd— a)y (b — c)(abc — d).
La démonstration est la même que tout à l'heure, lorsque l'on envisage les congruences (tj) suivant le module 3 ; il suffit donc de vérifier que l'on a, pour n impair, les quatre congruences, prises toutes quatre suivant le module 16,
(6 — c — 2/irf)[6rf(c-h2/irf) — (a-t-yi/i6)l — (b — c)(bdc^a)— 2/1=0, (b-^c — ^na)\(b — ^na)(d-' 'inc)c — a] — (b — c){bdc — a) — 2/1 = 0, (^ — c — 2/M]?)[(a-+-2/i6)(c -\-2nd)b—d] — {b — c)(abc'-d)—2n^0j (b — c — 2/ia}[(6 — ina)ac — {d — inc)] —{b — c){abc — d) — in^o.
Cette vérification n'offre aucune difficulté si l'on tient compte de la relation ad — bc = i et de ce que, a et rf étant impairs, b
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et c pairs, les quatre nombres à^ — i , rf^ — i , 6(6 — 2), c{c -+- 2) sont divisibles par 8.
SU. Nous avons 'ainsi démontré que dans le cas i^ du Tableau (XXs), où a, d sont impairs et 6, c pairs, on a les relations
[b—c)\bcd -a) {b — cHabc~d)
En nous reportant au Tableau du n° 197, qui montre comment on peut décomposer dans les cinq autres cas la transformation t en
transformations (x-i-i), ( j et en transformations M "'"q^ j où a, 3
sont impairs et ^, y pairs, en faisant usage de la formule précédente et des formules (XLV) ainsi que de la relation ad — 6c = 1 et de la parité des nombres a, 6, c, d, on peut obtenir les formules de transformation linéaire de la fonction ^(t) dans les cinq autres cas.
On a ainsi, dans le cas 2°, la relation
(ft — r -t- rf ) Ibcfi — bd» — a-hb)
que Ton peut écrire, en tenant compte de la formule (XLV4) et de la relation ad — 6c = i ,
{b^c){bcd — a] bd(d*—l) &0 — îf )(</«—!) . v Y(T)=t « i » i " ^^>
La congruence
6rf(rf>— i) = o (mod. 48)
est manifeste, puisque 6 est pair et d impair. La congruence
b[b — 2c) (rf«— i) = o (mod. 48)
qui est manifeste quand d n'est pas divisible par 3, puisqu'alors d^ — I est divisible par 24, résulte, quand d est divisible par 3, de la relation ad — 6c = i qui entraîne les deux congruences
6c = — I (mod. 3), 6*^1 (mod. 3).
Dans le cas 2^, la formule de transformation de la fonction
y (t) se présente donc soas la forme très simple
qui est toute semblable à Tune des deux relations du cas i®. Dans le cas 5°, on a immédiatement
(a-^-tOiaed — b) {a-hd){abd — t)
Dans le cas 4^, les calculs sont tout aussi simples, si l^on passe du cas 5^ au cas 4° à Faide du Tableau du n° 204. On obtient ainsi la relation
{a-¥-d){abd—0 M(fa — 1> d{d-hia){b*—i) , v
En tenant compte des deux congruences
rf6(6«— i) = o ) . , . \ (mod. 48),
qui résultent immédiatement de ce que dans le cas 4"i d est pair, b impair, et de ce que l'on a ad — bc= i, cette relation peut s'écrire
la-hd){abd~t) „ / \
212. On pourrait de même déduire de diverses manières, à l'aide du Tableau du n° 204, les formules de transformation linéaire, relatives aux cas 3*^ et 6*^, des formules établies dans les cas i°, 2°, 4^, 5^. Mais on arrive plus rapidement au résultat de la manière suivante :
Dans la formule relative au cas 2^, où a, c, d sont impairs et b pair, à savoir
changeons t en ; nous aurons
ib—c){bcd—a)
appliquons ensuite la formule
en prenant
d — ex
^ b — az' ]a relation précédente deviendra
{b — c)[bcd—a)
elle rentre toujours dans le cas 2^. Changeons maintenant a, 6, c, rf en — <i, c, 6, — a; nous aurons
(c — b) i—abc-i-d)
^{a-^-bzJ <p(t)'
et celte formule rentre dans le cas 3**, puisque a, c, rf sont impairs, b pair.
En raisonnant de la même manière sur la formule relative au cas 4*^9 on voit qu'en changeant dans cette formule a, bj c, d en
— rf, c, 6, — a, on obtient la relation
^\a-^bx) <p(t)
où 6, c, <i sont impairs et a pair et qui rentre donc dans le cas 6^.
Les mêmes changements simultanés de a, 6, c, d en — <i, c, 6,
— a transposent donc entre elles les formules relatives aux cas 2® et 3° et les formules relatives aux cas 4° et 6°; ils transposent aussi entre elles les deux formules relatives au cas i^ et les deux formules relatives au cas 5°*
213. En résumé, nous avons obtenu, dans les six cas du Tableau (XXs), les formules de transformation linéaire de la fonction x('^) V"^ ^^^^ trouve réunies dans le Tableau suivant :
X(T) = ' « fg-J
4° x(T) = t " Xiî-j,
(rt-f-rf)(flCrf— ft) / y
214. Si Ton observe que les nombres entiers a, b, c, <i, liés par la relation ad — bc = i, vérifient les congruences
{b — c) (bcd — a) = ab -^ ac -h bd — ab* c )
V (mod. 3), ^{b — c) (abc — d)^ — cd —bd— ac-\- bc^ d )
et que, dans le cas où a el ef sont impairs, 6 et c pairs, ils vérifient aussi les congruences
(6 — c)(6crf— a) = (6--c)(aèc — c0 = 3(a«rf*— I)— 9(a6 — crf) (mod. i6),
de sorte que l'on a
{b — c) (abc — d) s i6 (—crf— 66? — ac H- 6c«rf) 4- 3 (a* rf»— i) — 9(a6 —crf)
//. ^fl. J ^ f (mod. 48),
s(6 — c){bcd — a)
^ i6{ab -^ ac -^ bd — ab* c) -+■ 3(a'û?* — i) — ^(ab — cd)
on voit que, dans le cas i** du Tableau (XX«), les formules de transformation que nous venons d'obtenir peuvent être remplacées par les suivantes :
/c-t-rfxX , el^lEl^ab^ac-^bd-abtc) -l:^(ab-cd) ,^
— --(— cd— M— flc+ftc«rf) T- (a©— crf)
De même, si l'on observe que les nombres impairs a, c, d et le nombre pair 6, liés par la relation ad — 6c = i , vérifient la con-
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gnience
(6 — c) (ôcc? — a) = 3 (a* — i)-+-9(a6-h cc?)-+-8 (mod. i6),
de sorte que l'on a
{b — c){bcd — a) = i6(a6 -t-ac -f- ôrf — ab^c) j
-+-3(a«— i)-+-9(a6-+-crf)-f-a4 P™^ ''
on voit que, dans le cas 2°, la formule de transformation linéaire de la fonction )^(t) peut s'écrire
En changeant dans ces deux formules a, 6, c, cf, t en 6, — a,
rf, — c, ^ on obtient les formules de transformation linéaire
de la fonction '/C'^)? ^^^^ '^^ ^^^ ^° ^^ ^°9 ^^"^ ^^ forme suivante :
&«r«— 1 JTti, . ^ . . «. Stc/, . j, — -- (crf — flc — W -f- flcrfî) -— - (fl6 — ed)
= (-1) • e' ^' xi-),
ù* — t tTZi. ... . . 3111
Enfin, en changeant dans les dernières formules relatives aux cas 2° et ô**, a, 6, c, <i en — rf, c, &, — a, on obtient les formules de transformation linéaire de la fonction ^(t) dans les cas 3® et 4® sous la forme suivante :
</»— 1 îiri\ , . j . . ^ 3irï
XLVI
siri
pe
(aA - cd)
• iri\
î^'(flA + crf) y(t)
pe
8 (aft-i-crflxOO cp(T)
i^'(«*4.Ci/) y(T)
pe * '^^^—
pe
— (a6 — crf)
37tl
pe
où Ton a posé
Ce sont les formules mêmes de M. Hermite, tandis que le Ta bleau (XLVI2) est celui de M. Schlâfli.
VI. — Détermination, en fonction des coefficients de la transformation linéaire des fonctions ^, des racines huitièmes de l'unité qni figurent dans ces formules de transformation.
216. Nous avons vu (n° 149) que toute substitution linéaire à coefBcients entiers et à déterminant + 1 peut être obtenue par répétition et combinaison des deux substitutions
et de leurs inverses.
En suivant la marche indiquée au n® 150, il est d'ailleurs facile, chaque fois que les coefficients de la substitution linéaire ont des valeurs numériques données, d'effectuer la décomposition de cette
substitution en substitutions
et en substitutions inverses. Une fois cette décomposition effectuée, on n'a plus qu'à appliquer, dans un ordre déterminé, les formules de transformation du paragraphe précédent pour obtenir, dans le cas particulier considéré, les formules de transformation linéaire des fonctions âret, par suite, les racines huitièmes de l'unité e, e', e", e'".
Mais on peut chercher à s'affranchir de cette décomposition préalable de la substitution linéaire donnée. A cet efi*et, nous établirons, en nous plaçant avec M. Dedekind (*) au point de vue de la fonction h(T), des formules qui donnent explicitement e, et, par suite e', e", e'", en fonction des coefficients entiers a, 6, c, d de la transformation linéaire
c -^ d'z\ a -h bz)
217. Si l'on prend les dérivées, par rapporta v^ des deux membres de l'égalité (XLIIi) et que l'on pose ensuite ç' = o, il vient
(a) e/^TipT^^', (o|t)=-— L__&;(o|T).
En tenant compte de la relation
et en extrayant les racines cubiques dans les deux membres de l'égalité (a), on obtient immédiatement l'égalité
(P) h(T) = eV«-+-^'^h(T),
où e^ est une racine vingt-quatrième de l'unité que nous allons dé* terminer en fonction de a, 6, c, rf.
(') Riemann*s Werke, a« édition, Nachlass XXVII, a. Fragmente uber die Grenzfàlle der elliptUchen Modul/unctionen.
ans le cas où b est nul, cette détermination est immédiate.
'^^ ^fiet, l'égalité ad — bc = i exige alors que l'on ait, soit a = rf= i ,
^^^t» a,=^d=^ — I et l'on peut se limiter à la première alternative,
^^\sque T ne change pas quand on change le signe des quatre
^^mbres a, 6, c, d. On a alors
et, par suite, (XLV|), d'après la formule
h(T-i-c)= ^hQz).
218. Nous supposerons dans la suite b différent de zéro : a -f- èT n'est alors jamais réel.
La constante e^ n'est susceptible que de vingt-quatre valeurs;
elle ne dépendra donc pas de t si l'on a défini y/a -h b'z comme une fonction univoque et continue de t pour les valeurs de t représentées par des points situés au-dessus de l'axe des quantités réelles, valeurs qui sont les seules que nous ayons à considérer ici. A cet effet on pourrait, puisque a-\-b'z est toujours un nombre imaginaire, prendre comme argument de a-\- b'z un angle différent de zéro, compris entre — it et H- tc, et pour y/a -h bi la valeur imaginaire correspondante, dont l'argument est compris entre
et H — > en sorte que la partie réelle de y/a -h 6t soit positive.
Mais il y a avantage à substituer à y/a + &t une quantité qui ne change pas, non plus que t, quand on remplace a, 6, c, d par
— a, — è, — c, — rf: à la place de y/ a -f-ÔT on mettra y/ — (a H- b'z)'^ qui n'en peut différer que par un facteur égal à une racine huitième de l'unité, puisque les valeurs absolues de y/a -\- b'z et de ^ — (^-f- b'Cj^ sont égales et que les arguments de ces quantités ne
peuvent différer que par un multiple de - • Cette racine huitième
de Tunité, multipliée par t^^ reproduit une racine vingt-quatrième
de l'unité. Quant à y/ — (a -h b'zY, elle sera définie comme il suit : — (a -I- 6t)* n'est jamais un nombre négatif, puisque le carré d'un nombre imaginaire a-\- b'z ne peut être un nombre positif; dès lors on peut prendre comme argument de — (a 4- b'zy
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un angle compris entre — u et +«, et ponr^/ — (a -\- 6T)*la valeur correspondante, dont l'argument est compris entre — 7 ®^ "^ 1 *
Entre les deux fonctions ^ — (a -f- 6t)* et \/a -+- 6t, précédemment définies, on a les relations
où il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que b est positif ou négatif. En effet, si b est positif, Pargument de a 4- èT peut être regardé comme compris entre o et ti, puisque le coefficient de i dans a -h 6 t est positif; l'argument de la quantité \/a4-"6T, définie comme précédemment, sera donc compris
entre o et -> et l'argument de e * \/a-4- bx sera bien compris
entre — - et -h -,y comme celui de i/ — (a -f- 6t)^ . Le raisonne-
ment est le même quand b est négatif.
Quoi qu'il en soit, la fonction ^ — (a -h bx)^ définie, comme nous venons de le faire, est univoque et continue pour les valeurs de T représentées par des points situés au-dessus de l'axe des quantités réelles, et, si l'on écrit, au lieu de l'égalité (^), l'égalité
où £| est une racine vingt-quatrième de l'unité, il est évident, par le raisonnement du n" 181, que e\ ne peut dépendre de t; en sorte que l'on peut remplacer la formule (y) par celle-ci :
STZi
(8) h(T) = c« V— (aH-6T)»h(T),
N étant un nombre entier indépendant de t qui, lorsqu'on se donne <2, bj c, rf, n'est d'ailleurs déterminé par cette formule qu'à un multiple près de a4. Nous allons donner de ce nombre N une définition précise.
On tire de l'égalité précédente
logh(T) = N h 7log[— (a-i-èx)*] -i-logh(T)-i-2A:7t«,
A: étant un nombre entier qui dépend des détermina lions choisies pour les logarithmes. On peut faire rentrer k dans N, ce qui ne modifie N que d'un multiple de 24» et adopter pour les logarithmes des déterminations précises: alors N sera entièrement déterminé.
!Nous avons choisi l'argument de — (a + ix)^ compris entre
TT et -f-ir; il est naturel d'adopter pour log[ — (a -h b'zY^ la
détermination correspondante, c'est-à-dire la détermination prin- ^'fale, celle pour laquelle le coefficient de i est compris entre TC et -f- u. D'autre part, la définition de h(T)
XTZt
h(^) = e'» JJ(i-g«»)
donne, en choisissant convenablement les déterminations des logarithmes,
logh(T) = ^ -♦- log JJ (I - grln).
Mais il est aisé de voir que l'une des déterminations du logarithme qui figure au second membre est la somme de la série convergente ( * )
il=«0
2*og('-5''")»
OÙ le logarithme a sa détermination principale.
Pour éviter toute ambiguïté, nous poserons, en conservant toujours cette signification à log(i — 5^^")?
<0 iMx) = :^-4-2iog(i-?«»)
(■) C'est là uoe propriété générale qfue Too a négligé de signaler dans Tlntrodaction et que nous rappelons rapidement ici. Observons d'abord que, si x est un nombre imaginaire dont la valeur absolue
est moindre que un, l'argument de i + â; peut être supposé compris entre
et -f en sorte que la détermination principale du logarithme de i + x a le
lh(T) est alors une des détermînalions de logh(T); c^est une fonction univoque et continue de x pour [es points x situés au-dessus
coefficient de sa partie imaginaire compris entre et H — : log(i + â;) est
ainsi défini, sous la condition \x\<,i comme une fonction univoque et continue de x; cette fonction coïncide avec la somme de la série
puisque la coïncidence a lieu pour x = o. Ceci posé, soit
ri('+"->
un produit infini absolument convergent dans lequel on suppose que toiu les termes u^ aient leur valeur absolue moindre que un. En désignant par v^ la détermination principale du logarithme de i + u„, on aura
Cette série reste convergente quand on y remplace tous les termes — ^ i S ,
-^j '" par leurs valeurs absolues; elle a alors pour somme
V.= -log(.-|ii
le logarithme ayant ici la signification élémentaire. D'ailleurs, la série à termes positifs
est convergente à cause de la convergence du produit infini
Il en résulte (n* 38) que la série
J^^n ^^ J^^Ofi{l-hU^)y
dans laquelle le logarithme a sa détermination principalCi est convergente : sa
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de l'axe des quantités réelles. Nous aurons de même
n:=ao
(Ç) lh(T)=I^-l-2l0g(«-<l»»).
en supposant
et, finalement, nous écrirons
(tï) ih(T) = N^*4-ilog[-(a-+-6T)«]4-lh(T).
Le nombre entier N est complètement déterminé par cette égalité, ainsi qu'il résulte toujours du raisonnement du n° 181, puisque les fonctions
Ih
(T) = l^(^|^)' >og[-(a-+-6T)«], lh(T)
sont univoques et continues pour les valeurs considérées de t. C'est la détermination de ce nombre précis, au moyen de a, 6, c, d qui va désormais nous occuper : Tégalité précédente met en évidence que sa valeur ne change pas quand on remplace a, 6, c, d par — a, — 6, — c, — d.
220. Tout d'abord, nous allons substituer à la recherche de N
Talear est manifestement une des déterminations de
il en résulte aussi que la série à double entrée
ob n ti p doivent prendre les valeurs i, s, 3, ..., est absolument convergente et peut être ordonnée comme Ton veut. Dans le cas du texte, où Ton a | ç | < i, on trouve ainsi, en ordonnant suivant les puissances entières de q^
où a. est la somme des inverses des diviseurs du nombre n.
la recherche d'un autre nombre entier qui ne dépend plus que de a, 6.
Dans le cas où a et 6 sont différents de zéro, on doit toujours supposer a et b premiers entre eux, puisque ad — bc est égal à un.
Regardons a, b comme des données; c, é/ doivent alors former une solution a: = c, ^ = rf de l'équation indéterminée
ay — bx = I
et comme a, b sont premiers entre eux, toute autre solution sera donnée par les formules
c' = c -h ma, d' = d -h mb
où m est un entier quelconque. Soit d'ailleurs
a-h bz
et N' le nombre qui dépend de a, £, c', d^ comme N dépend de a, b^ Cy d; nous aurons
Ih(T') = N' ^ -+- 7log[— (a -h 6x)«] -h Ihx. D'ailleurs
Ih(T') = lh(T 4- m) = ^T-^^)^* ^ y log^, _ Qj/,).
à la vérité, on aurait dû, dans cette égalité, remplacer q = e""^' par
mais cette substitution ne peut que changer q en — q et, comme on ne voit figurer que des puissances paires de q, elle est inutile. On a donc
lh(T') = lh(T)-+-/W^,
et, par suite, en comparant les valeurs de lh(T) et Ih(T'),
ou encore
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Le nombre N — t reste donc le même quand on substitue à Cy d, n'importe quelle solution de l'équation indéterminée
ajr — bx = i;
en d'autres termes, il ne dépend que de a, b; il en est de même du nombre entier 6N — rfet du nombre entier
c'est ce dernier nombre que nous allons chercher à déterminer; une fois qu'il sera connu, N sera aussi connu. Nous poserons ( * )
et l'équation (t;) qui définit N sera remplacée par Téquation
(x) lh( j- ) = Î--Î— ^ — T 7ce-+- -log[— (a-+-6':)«]-f-lh'c,
qui définit le nombre [a, b] quand a et b sont différents de zéro.
Dans le cas où a est égal à zéro, nous poserons encore
bN — d=[o,b]y
en sorte que l'équation (x) subsiste^ nous prouverons d'ailleurs dans un instant que [o, 6] est nul, et par conséquent indépendant de d, ce que la définition précédente ne montre pas tout d'abord. Le nombre [a, b] est donc défini par l'équation (x) pour tout entier b différent de zéro et pour tout entier a. Le symbole [a, b] n'aurait aucun sens si nous y supposions b =: o,
221. L'égalité (x), en y changeant a, 6, c, // en — a, — b, — c, — d, montre de suite que l'on a, pour tout entier b différent de zéro et pour tout entier «,
D'autres propriétés du symbole [<7, b] vont s'obtenir en faisant diverses substitutions dans la même égalité.
(*) Uintrodaction du symbole [a, 6] et les démonstrations de ses propriétés qui suivent, n<** 221-227, sont dues à M. Dedekind.
T. et M. — II. 7
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En supposant où [X el V sont des nombres réels dont le second est positif, faisons
Ti = — |X -H V ï.
Les deux points t, t» sont symétriques par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. Les nombres t, — T| sont conjugués; il en est de même des nombres /t, {T|, et, par suite, des nombres
ainsi les deux fonctions
/i = » A =: tB
sont imaginaires conjuguées.
Si l'on pose
il est clair que les deux points t et T| sont dans la même situation relative que t et T| , puisque
c -^ dz c-\-d{ — "^i)
sont des nombres imaginaires conjugués ; les deux fonctions h(T), h(T|) sont donc aussi imaginaires conjuguées.
Comme les coefficients a, — 6, — c, rf de la transformation
— c 4- dzx a — bz\
vérifient la relation ad — (---^)( — <^) = '> et que les points T| et T| sont au-dessus de l'axe des quantités réelles, on peut appliquer la relation (x) en y remplaçant t et t respectivement par T| et T|, et simultanément a, 6, c, d par a, — 6, — c, d. On aura ainsi
<A) lh(T,)= ^--^ ^-—T 7:fc-t-7log[-(cr-6Tt)MH-lhxj.
— ia6
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Mais les valeurs principales des logarithmes de deux quantités imaginaires conjuguées sont elles-mêmes des quantités imaginaires conjuguées : telles sont donc les fonctions
^log[— (a-+-6x)*] et ilog[-(aH-6x,)*],
log(i — ^*») et log(i-^'*»), lh(T) et Ih(xi), lh(T) et lh(T,).
En se reportant aux équations (x), Çk)^ on en conclut
Cette égalité jointe à l'égalité (i)
donne, pour tout entier b différent de zéro et pour tout entier a,
(3) [-«,ô]=-[a,6], d'où, en particulier, pour a = o,
Ces égalités montrent que, pour le calcul du nombre [a, 6], on pourra se borner au cas où a et 6 sont positifs.
222.Changeonsmaintenant, dansl'égaIité(x),TenT + i. Comme, d'après la formule (e), on a
lh(T -t- .)= ^-l±i^ 4- 2 log [.-(-?)««]= lh(x) + ^^
on pourra écrire
'la-{-b(z-hï)j vib * OL V /j j2»
mais on a aussi, en remplaçant dans la formule (x) les nombres a, 6, c, d par a-^-bj b, c-{-d^d^ ce qui est permis puisque (a-hb)d — (c+ rf)6 est égal à i,
..[c-hd-hdx'] [a-^b,b]-ha-hb-\-d . i, . / # i^ n.i ..
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on en conclut
et il en résulte par répétition, en désignant par n un entier quelconque,
(5) [a->r nb^b] = [a.b'\.
Ainsi les deux nombres [a, 6], [a', 6] sont égaux si Ton a
a!=^a (mod. 6).
Changeons aussi, dans l'égalité (x), t en : il viendra
Ih
D'autre part, en remplaçant dans la même égalité (x) les nombres «, 6, c, d par les nombres — i, «, — rf, c, on aura
Ih — V = î- — ^ T.i-\- 7log[— (— 6-f-aT)*] H- lh(T),
et la comparaison de ces deux expressions de Ih ^^^ ^ 1 va
nous fournir une nouvelle propriété du symbole [a, b\ On a établi (n« 185) la relation
qui équivaut à la relation
comme on s'en assure immédiatement en supposant a = o, 6= i dans la formule
iri
établie au n^ 218 pour un entier positif quelconque 6.
On en conclut, puisque Jh(T) est Tune des déterminations de
logh(T),
Ih {- ^-^ = ^log(- -:«) -h lh(i:) -h lAirt,
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Jç étant un nombre entier qui, toujours en vertu du raisonnement jtfait au n° 181, ne peut dépendre de t, puisque les trois fonctions
Ih
(-J)> l0g(-X«), Ih(T),
sont univoques et continues pour les valeurs de t représentées par ^es points situés au-dessus de Taxe des quantités réelles ; d'ailleurs, jpour T = I, on a évidemment Xr = o ; donc, on a dans tous les cas
lh(-l) = -ll0g(-X«)-f-lhT,
!t, par suite.
[a.b'\->r a ->r d [—6, al — 6-hc i
■ TZl — izi '
"i-Hï]
, 11 b \ia 4
f — ^ Iog[— (- ô -4- ax)«] -h i log(— T») = o.
224. Supposons maintenant a>-o, 6>- o et faisons la remarque préliminaire que voici : Si x est représenté par un point situé au- ■^essus de l'axe des quantités réelles, on pourra prendre pourl'ar- ^^ment i de j? un angle compris entre o el tt; l'un des arguments ^e — x^ sera 2Ç — u, et cet argument est compris entre — r^ «t -j-Tc; par suite, le coefficient de i dans log( — x^) sera précisément 2Ç — Tî, en désignant par log( — x^) la détermination principale du logarithme.
Soient donc \ [x, v les arguments, compris entre o et tt des
nombres t, aT — 6, a qui tous ont pour coefficient de i un
nombre positif. Observons que l'on a [x > )^ : en eflet, pour construire le point a'z — 6, on peut construire d'abord le point ai qui se trouve sur la même direction, 'parlant de l'origine, que le point T, puis avancer ce point, sur une parallèle à l'axe des quantités réelles, dans le sens des quantités négatives, d'une longueur égale à b : dans ce dernier mouvement,'il est clair que la direction qui va de l'origine au point mobile tourne dans le sens des rotations positives. Puisque l'angle jjl — )^ est positif, inférieur à Tc el que cet angle est une des déterminations de l'argument de
> il ne peut différer de v. Il résulte de là que le coefficient
de i dans est
2V — 1T-4- 2X — 1T — (a|fx — ir) = — 1T.
Dès lors l'égalité {^) conduit à la relation
[a, 6]-*-a -+- rf [ — 6, a] — 6 -+- c
qui, en remplaçant [ — 6, a] par — [6, a], donne
Cette relation suppose a, b positifs ; mais il est aisé de voir, en faisant usage des relations (i), (2), (3), que l'on a, dans tous les cas où a et 6 sont différents de zéro,
(6) a[a, 6]-4- 6[6, a]-4-a*-+- ô'H-i — 3a6 %%nab = o,
en désignant en général par sgnA, où a est un nombre réel quelconque différent de zéro, l'unité affectée du signe 4- ou du signe — suivant que a est positif ou négatif.
Cette relation (6), jointe à la relation
a -H nby ^]= [a, 6],
permet, dans le cas où a n'est pas nul, de ramener le calcul du nombre [a, 6] défini par l'égalité (x) au cas où le nombre a est égal à di I . En effet, la dernière relation montre que l'on peut toujours remplacer a par le reste de la division de a par 6, en d'autres termes supposer | a | < | 6 |; cela fait, la relation (6) ramène le calcul de [a, 6] à celui de [6, a]; on remplacera encore b par le reste de la division de b par a, etc. Les nombres que l'on substitue successivement k a, b sont les nombres mêmes que l'on trouve comme restes dans l'opération du plus grand commun diviseur; puisque a et b sont premiers entre eux, deux restes consécutifs sont toujours premiers entre eux et le dernier reste est dzi, en sorte qu'on est ramené à calculer [± i, et].
226. Le calcul des nombres [i, a], [ — i, «], où a est un entier différent de zéro, n'offre aucune difficulté.
La relation (6) donne en effet, en y supposant 6=1,
a\a^ i]H-[i,a]H- a*-+- a — Sasgna = o;
^omme, d'après les relations (5) et (4), on a
[ûf, i] = [o, 1] = 0,
^Q peut écrire ^y) [i, a]= Sasgna — a* — 2 = — (a — sgna)(a — asgna).
^û déduit d'ailleurs immédiatement de la relation (3) que l'on a
ains tous les cas, la recherche du nombre [a, 6] est ainsi rame- ^^^ à. des opérations purement arithmétiques.
*1 serait aisé de démontrer que ce nombre est toujours pair : 'ïOiJMs ne nous arrêterons pas à cette propriété dont nous n'aurons P^^ V^esoin.
'. Nous calculerons encore a, 2] et 2, a]. doit nécessairement supposer a impair; en ajoutant à a un ^'"•^lore convenable de fois 2, on ramènera a à être égal à l'unité; ^■^^ la formule (7) montre que [i, 2] est nul; on en conclut
a ensuite
a[a, 2]-4-2[2,a]4-a*-+-5 — 6a sgna = o,
- , a*-+-5 — Casgna [2, a] = 2 — .
T^ ""i^. Notre but est de ramener le calcul du symbole [a, 6] à j. ^ ^ -^ d'une autre expression qui joue un rôle considérable en
.métique et que l'on désigne par le sj^mbole
introduit par Legendre et généralisé par Jacobi : c'est M. Hermite qui a montré (*) le rôle de ce symbole dans la théorie qui nous occupe, rôle que Jacobi avait d'ailleurs soupçonné (^).
Ce symbole peut être défini dans le cas où les nombres a, b sont des entiers impairs premiers entre euK dont Tun au moins est positif, par les propriétés suivantes :
1° Si a est positif, on a
a" La congruence
a^.a' (mode),
où d est comme a un nombre impair et 6 un nombre positif, entraine
3"" On a, en supposant que l'un au moins des deux nombres a et b est positif,
4° On a enfin, en supposant a > o.
La propriété 3** est ce que Ton appelle la loi de réciprocité.
229. L'existence, pour chaque couple de deux nombres impairs rt, by premiers entre eux et qui ne sont pas négatifs en même temps,
d'une fonction numérique ( v ) qui jouisse des propriétés précédentes résulte en Arithmétique de la signification du symbole (t)
dans la théorie des restes quadratiques comme aussi de diverses expressions analytiques que l'on en peut donner. Nous n'avons pas à y recourir, car cette existence nous sera assurée par la question
(') Journal de Liouville, a* série, t. III, p. 26. (•) WerkCy t. III, . 189.
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^^^ ^me qui nous occupe : nous avons seulemenl à observer que, ^^ Ton admet cette existence, les propriétés i°, 2", 3**, 4° per-
«ttront de calculer le nombre f v ] toutes les fois que les nombres
-^ b seront donnés.
En effet, la propriété 1° permet de supposer toujours que le dé- *^«ominateur du symbole est positif. Si maintenant a est plus grand
valeur absolue que 6, on déterminera le nombre entier n par
s conditions
t l'on remplacera a par celui des deux nombres a — 2/16, — 2 ni — 26 qui est, en valeur absolue, moindre que b ; soit «1 e nombre choisi, qui est évidemment impair et premier à 6; on aura à cause dé (2),
m-iî)-
Si ai se trouve être égal à dz i , la propriété 4"* donne la valeur du symbole ( t ); s'il n'en est pas ainsi, on ramènera le calcul de
(-^ j au calcul de ( — j par la formule
qui résulte de 3**; on traitera ( — ) comme on a fait pour ( g )» et
comme, en continuant ainsi, les termes des symboles successifs sont des nombres entiers de plus en plus petits en valeur absolue, on finira toujours par être ramené à calculer un symbole
de la forme ( -t~) à dénominateur impair positif, symbole dont la valeur -+-1 ou — i sera donnée par la propriété 4®-
Dans cette suite d'opérations, chaque symbole ( r) est égal à celui qui le suit, ou à son inverse, multiplié par =b i . Comme le dernier symbole (^-^ ) est égal à zh i , il en est de même de tous
ceux qui le précèdent et du symbole (j-j lui-même.
Observons que le même raisonnement et les mêmes con
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clusions subsisteraient si, en conservant les propriétés 2**, 3**, 4**» on remplaçait la première propriété par la suivante
le symbole (-rj ainsi déGni serait encore égal à di i et par conséquent serait exactement le même que le précédent.
Dans Tun et Tautre cas la loi de réciprocité peut être remplacée par la formule suivante
Enfin nous aurons encore besoin de la définition du symbole (?)
quand a est pair; b est alors nécessairement impair, si l'on veut que les nombres a, b soient premiers entre eux. Nous conviendrons alors de prendre
/a\ (a^nb\
n étant un nombre entier impair tel que des deux nombres impairs a + /i6 et b Tun au moins soit positif; la définition est
évidemment indépendante du nombre n et le symbole ( — r — ) se calculera par la règle précédemment exposée.
231 . Après cette digression sur les seules propriétés du symbole (-rj dont nous ayons besoin pour le moment, rappelons que, dans
l'expression (0) de h(T), c'est la quantité e " qui figure. D'après
la relation (li), cette quantité est égale à e"* . Les pro-
priétés (i) . . . (7) du symbole [a, b] amènent à rechercher quelle est sur cette expression, rinfluence de rinlerversion des lettres a, 6, à laquelle il faut faire correspondre le changement de c, d en — d, — c de manière à vérifier l'égalité
Soit donc
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siura
NH-N= -ï^-^ — ^^-^ — - — r f
ab
jpar conséquent,
N«/ N'ICi lt* , .,
-rp -TT -r-ign(iîA)
^^ertu de l'égalité ad — bc = \ et de la relation (6), qui montre ^ N-f-N'estégal à 3sgn(a6).
;32. On est amené à chercher à modifier, par Tadjonction d'un fa^^i^'^-eur convenable, la racine vingt-quatrième de l'unité considérée d ^^ s=Qanière que le produit qui remplacera
e »» X e " ; égal à
[ieu d'être égal à e *
ornons-nous d'abord au cas où les nombres a, b sont impairs ositifs. Le problème posé sera résolu si Ton trouve une fonc-
* ?(^? ^7 ^î <^) V^^ représente toujours un nombre entier et
« que Ton ait
<p(a, 6,c, d)-^ 9(6, ay — d, — c) = — 3(a — i)(6 — i)— 3, 00 aura alors
c « xc » =e * ' " =(-0 *
LOn a. ^crit cp et f' à la place de ç(a, 6, c, rf), <p(6, a, — rf, — c)]. ** **^quation de condition peut s'écrire
?(«, fc^c, rf)-h9(6, a, — rf, — c) = 3(rt-+-6 — 2)— 2a6-ha6(6c — arf),
*^*^ voit qu'on y satisfait en posant
«p(a, 6, c, d)= 3(6 — i)-H a6*c — ab — ac — bd.
. Nous sommes ainsi amenés à considérer la fonction des "^^'^ nombres a, b, c, d définie par l'égalité
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OÙ M est un entier défini par Téquation
M = ^-^^-+-[g^^] ^ 3(^ __ ,) 4. aftîc - aô - ac - bd.
Nous n'imposons plus, pour le moment, aux nombres a, h d'autres conditions que d'être premiers entre eux et nous allons, dans cette hypothèse, établir les propriétés de la fonction (a, 6, c, d). Tout d'abord, elle ne dépend que des deux nombres a, 6, car si l'on y remplace c, d par c 4- na, d + nô, M est remplacé, comme il est aisé de le voir, par
or l'un des nombres a, b est impair, l'un d'eux n'est pas divisible par 3; il en résulte que le produit (a^ — 0(^^ — 0 ^^^ divisible par 24 ; l'accroissement de M étant divisible par 24, la fonction (a, 6, c, d) n'est pas modifiée par la substitution à Cy d d^une solution quelconque de l'équation indéterminée ay — bx = i . C'est ce que l'on avait annoncé.
11 conviendrait d'après cela de faire disparaître c, d du symbole (a, 6, c, d) et d'écrire par exemple (a, b) au lieu de (a, 6, c, d). Nous conserverons cependant la notation (a, 6, c, rf) pour faciliter au lecteur l'intelligence des calculs qui suivent. Il est entendu que si, a, b étant donnés, on adopte pour c, d une solution de l'équalion indéterminée précédente, on pourrait tout aussi bien en adopter une autre.
234. Des calculs très faciles montrent qu'aux propriétés (1 — 9) établies pour le symbole [a, b] correspondent pour le symbole (a, 6, c, d) les suivantes
(a -h b^ ùjC -h dya) = e^^ {a,b,c^a),
{Oy b, Cya){bj a, — a, — c) = e * ,
— T-(— ««-t-J— Jigna)
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235. La troisième de ces formules coïncide avec la loi de réciprocité relative au symbole (-rj quand ab est positif : nous nous rapprocherons de ce dernier symbole en introduisant à la place de (a, 6, c, d) le symbole t relatif à deux entiers quelconques a, b premiers entre eux et défini par Tégalité
(?) («, ^c, rf)= I jj
Aux propriétés précédentes de la fonction numérique (a, b, c, d) correspondent les propriétés suivantes de la fonction numérique
I T I» où a et 6 sont premiers entre eux,
TZt
b 1 r«l ^■^b{b*-\)[lC-k-d)
— ^[(rt-l){&-i)-(»gnrt-l)(«gn^-l)l
En écrivant, en dernier lieu, - > on suppose naturellement que a soit impair. La troisième de ces formules pourrait être regardée comme la loi de réciprocité relative au symbole ? •
236. Dans la seconde de ces formules figurent les nombres c, d dont elle est indépendante. En effet, si 6 est impair ou s^il est divisible par 8, le nombre b{b^ — i) est évidemment divisible par 24 ; dans ces deux cas on a
et, en général,
si a est congru à a'(mod. 6). Si b est le double d'un nombre pair sans être divisible par 8, b{b'^ — i) est divisible par 12 et, comme 2 c H- rf est impair, on a
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Enfin, si b est le double d'un nombre impair, comme on a
a(2C-4-rf) = i-4-c(6H-aa),
et que 6 -h 2a est divisible par 4) on en conclut que 2C + rfest de la forme 4 /H- i ou de la forme ^n — i suivant que a est d'une forme ou de l'autre. On a donc
où il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que a est congru à + i ou à — i (mod. 4)«
Il résulte aisément des diverses propriétés du symbole I v 1
que ce symbole est toujours égal à l'un des quatre nombres dz i, ± I. Il suffit de raisonner sur ce symbole comme on a fait au
n° 229 sur le symbole ( | j •
237. Dans le cas où a, b sont des nombres impairs dont l'un au moins est positif, on voit que l'on a
La dernière formule suppose naturellement que a soit positif. On en conclut que si a, b sont deux nombres impairs, premiers
entre eux et dont l'un au moins est positif, le symbole -r 1 est
identique au symbole ( ^ ) de Legendre, généralisé par Jacobi. Lorsque a est pair et b impair, on doit prendre
f a\ /a-r-nb\
[b) = [—ir-)'
OÙ n désigne un nombre impair; mais alors a-\- nb étant impair et l'un des nombres a -h nb, b étant positif, ^ "^ ^ est iden-
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tique à ( — t — ) en vertu des remarques antérieures relatives
Le symbole \-r\ est donc identique au symbole ( r) dans tous
les cas où ce dernier symbole a été défini : il doit en être regardé comme la généralisation.
238. Si l'on applique successivement les relations (8), (v) et (p), on a
•Tti , _ _ ——-(8(&—l)-Hrt&«C — rt& — rtf — /></]
[a\ —-r4(9b-k-ab^c
— ab — ac — bd — Z syn b)
En réunissant les résultats acquis, on voit donc que l'on peut mettre dans tous les cas la relation (S) sous la forme
<XLVi,) h(T)=^UJe « \/— (a-4-^T)«h(T),
l'argument de ^ — {a -f- 6t)^ étant compris entre — - et + j et
le symbole j- étant défini par les propriétés ci-dessus du n° 237 qui permettent de le calculer.
239. On en déduit immédiatement les valeurs des racines huitièmes de l'unité e, e', e", e"' qui figurent dans les formules (XLII). D'après la formule (p), on a, dans tous les cas,
h(T) = e' /a -f- bz li(x).
En élevant au cube les deux membres de cette relation, puis remplaçant h3(T) par sa valeur tirée de la relation (XLV15), on a immédiatement
r "13 ftb-hnc-i-hti — ocb^ — :ib
(XLII.) £ = I^IJ i i ,
d'où, par les formules (KLIly^g)?
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Le problème posé au n** 179 est donc résolu.
240. On peut écrire la formule (XLV15) d'une manière un pa différente de façon à n'y faire flgurer que le symbole de Legendr Jacobi.
L'un des nombres a, b est impair et comme Ton peut dai
T = T- changer les signes de a, 6, c, rf, on peut toujou:
supposer que c'est le nombre dont on sait qu'il est impair qui e positif.
On distinguera donc deux cas :
1° b impair et positif. Alors on a
et, comme on l'a vu au n° 218,
/— (a H- 6t)* = e * /a -h ^ T , la partie réelle de la racine carrée étant positive. Mais, comme b est positif, on a aussi
si l'on entend par \] — i(a -h b-z) celle des deux déterminations c la racine dont la partie réelle est positive : les arguments des deu
quantités e yja -\- 6t et \/ — /(a -h 6t), dont les carrés soi
égaux, sont, en effet, tous deux compris entre — ^ et -h 7-
On a donc, dans ce premier cas, puisque b'^ — i est divisibl par 8,
(XLVie) h(T) = (y)t* e ** ^— i{a-\- bz)\i{z),
2** a impair et positif. En appliquant la loi de réciprocité d symbole -r donnée au n® 233, on a, puisque a est positif,
-^'(fl-i)(ft-i) e ^
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Mais, puisque a est impair, — est certainement identique à ( - )' dont la valeur est H- i ou — i ; on peut donc écrire
D'ailleurs, comme on Ta vu au n^ 218, on a aussi
la partie réelle de la racine carrée étant positive. On a donc, dans ce second cas.
Le coefficient de dans l'exponentielle est égal à
3(i — a)-h2a6-i-ac6* — ac — bd = 3(i — a) -^ ab -^ à^ bd — ac — bd\ on aura donc finalement
rt — I 7t /
(XLVI») h(T)=(-jt * e " /a-h6Th(T).
Les formules (XLVIs.c) ont été données par M. Weber(*), qui en a présenté la démonstration sous forme de vérification.
241, On peut aussi écrire la formule (XLII5) de manière à
n'y faire figurer que le symbole (jj de Legendre-Jacobi ; il faut
encore distinguer le cas où b est impair et positif de celui 011 a est impair et positif. On arrive aisément aux résultats que voici :
1** Si b est impair et positif, on a 2° Si a est impair et positif, on a
(h \ ff (3 — A-f-r) — 3
(*) EUiptische Functionen^ p. 100.
T. et M. — II. 8
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Si Ton suppose que a et 6 sont impairs et positifs, ce qui ne peut arriver que dans les cas 3** et 4** du Tableau (XXe), les deux formules coïncident, comme il résulte immédiatement de la loi de réciprocité et de la congruence
ab — ac-{-bd — ia — 26-Ha^o (mod. 8)
qui a lieu en vertu de la relation ad — 6c = 1, lorsque des quatre nombres entiers a, 6, c, d, un seul, c ou d^ est pair.
§ VII. — Transformation quadratique des fonctions Thêta.
242. Aux formules précédentes qui concernent le cas où les quatre entiers a, 6, c, d caractérisant la transformation considérée sont liés par la relation ad — 6c = 1, viennent s'ajouter, comme dans Tétude des fonctions du^ ^olUj d'autres formules qui concernent le cas où le déterminant ad — bc est un entier quelconque. Cet entier est Vordre de la transformation. Nous envisagerons d*abord le cas où il est égal à 2.
Le raisonnement du n** 130 s'applique aux fonctions ^{v) aussi bien qu'aux fonctions (^{/, ^^u^ avec cette restriction que les systèmes de demi-périodes improprement équivalents au système (a)|, (1)3) sont exclus (n** ISl) pour les fonctions 2f(^). Il suffit donc de considérer la transformation d'ordre 2 où l'on change (i>|
en — sans changer 0)3, ce qui revient à changer p en 2^^ et t en 2t, et la transformation d'ordre 2 où l'on change 0)3 en ~ sans
mière de ces deux transformations est la transformation de Landen,
la seconde est la transformation de Gauss.
changer o)|, ce qui revient à changer simplement t en -• La pre-
243. En combinant les formules concernant ces deux transformations et celles que Ton en déduit immédiatement concernant les transformations inverses, entre elles et avec celles déjà établies qui concernent la transformation linéaire, on aura toutes les formules de transformation quadratique des fonctions ^{v)* Les formules de transformation dont l'ordre est une puissance entière de 2 s'obtiendront de même, par la combinaison et la répétition des transformations précédemment définies.
et:
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244. Mous allons donc chercher à exprimer, d'une part, les /onctions 2r(2^|2T), d'autre part les fonctions 3 ((>-]> au
mojen des fonctions 5{v |t).
-ZVous désignerons, comme nous l'avons déjà fait à propos des /onctions rf M, <^ai/, par de petites capitales, les constantes relatives
^i2:s^ fonctions rffi/—> 0)3), (^«(w rr^Ws) et 5{2v\2'z). Ainsi QOM.^s poserons
Q = qt = glTTC/^
V = <» V = oo
JIi) { V = l V = l
«t = JJ(I + 9«<«v-«)), Q, = JJ(I - 5r«(Jv-l)).
quantités q, Qo, Qi, Q2» Qs sont d'ailleurs liées par les relations algébriques (XXVIIl5_6) que les quantités q, Çq^
>iis désignerons de même par de petites capitales accentuées <:»nstan tes relatives aux fonctions (^ (w| toi, — ], <3'a( m| Wj, — )
Ci» - ) • A-insi h/
Oi = JJ(i-g^), O'i = 1^(1 + 9"),
a évidemment, d'après les expressions de q©, Qs,
on tire inversement
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De même, d'après les expressions de q^, q\, q^, q',, on a
^o=0'oOi, qz= Qioi= rr»
d'où l'on tire inversement
(XLVIIl,) q'o = qoqz, Q'i = r- = ^i^«-
245. Transformation de Landen, — Si l'on passe des foi lions (^, (^a aux fonctions 2r au moyen des formules (XXXIII|_ on a le moyen d'exprimer les fonctions 2r(2t'| 2t) au moyen ( fonctions ^{v \ t). Par exemple, la formule (XXIIj )
(ïiU — > (1)3 j =
donne immédiatement
27CQ3Q*^ 271^» ^S^î
A cause de la valeur(XXIl4)de H|, on voit que le facteur exp nentiel est le même dans les deux membres ; on trouve ensu très facilement, en réduisant au moyen des relations déjà écri (XLVII2) entre Qq, Qj, ^o^n ^a, 73, 'a formule
On a d'ailleurs
il = ' ~ '
la dernière égalité ayant lieu en vertu des formules (XX? qui seront d'un usage constant dans ce qui suit.
On trouve de la même façon, au moyen de la formule (X]"
w — > W3 ) = e * c'jao'aa, I ^ /
la relation
Au reste cette dernière relation aurait pu aussi bien se d
relative à 2^1(2 i' | 21) en remplaçant i> par i^ -\ — et en se serdes formules (XXXIVe). On a, en £ffet, par ces formules
2r,(2i'-+-T I 2t)= iQ~*e-«'w2r^(2p| 2-:),
^l il suffit de remplacer dans l'égalité qui donne l'expression de âi ( 2 ç' I 2 t) , pour avoir celle qui fournit l'expression de 2^4 ( 2 (^ | 2 t). Inversement, par la mémo opération, on passerait de cette seconde formule à la première.
Si maintenant on fait la substitution des fonctions Sr aux fonctions (^ dans les formules (XXIlIj); si l'on remplace ensuite
v/^1 — ^2 > V^^i — ^3 par leurs valeurs (XXXVI2, 4)
2Cuj 2U)i
on obtient aussi
2Q*ooQî ^g'qlçi ^l(^i-9t)
D'ailleurs on trouve très aisément
2Q*QoQÎ î I
|^,^4 -AQoQI 2273(0 |2T)
On a donc
Exactement de même, en partant des formules (XXIII2), on trouve
4q^Qooî
.t^ ^j S'JC^J-^S'S)
et l'on a d'ailleurs
4Q^QoQÎ = 2^2(0 |2x).
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246. Oa prévoit que Ton doit pouvoir transformer l*une dans l'autre les relations qui fournissent les expressions de ^2i^^\ 2'^)?
^2(2^1 2':)j en changeant v en v -^ — et en se servant des formules (XXXIVq). Mais tandis que, tout à Theure, ce changement ne nous a rien donné de plus que ce que nous savions déjà, il va, cette fois, nous donner des relations entre les constantes. Si, en effet, dans les relations du numéro précédent, on change ç en
i' H — 9 on trouve, après des réductions immédiates, ^»<»''l">= ï^ [aî(«')H-âJ(0]=^-^|^)[&î(^)-H&i(.)l;
&.(*PhT)= — pi— Pî(p)-arî(0]= — ^î^-p-[&i(..)-&î(p)].
Ces formules comparées aux précédentes donnent
I I 2Q*QoQÎ 2rj(o|2x)
(XLVIlii)
1 _ I j_ QoQJ _ 3r3(o[2T)
On a donc
Or / I X ^l{^)^i(^)
^ 2^3(0 |2t) 23rj(0|2T)
et l'on a, d'autre part,
rXLVII ^ i ^^i(ûU^) = ^!(o)-^!(o),
^ *^ I 22rî(o|2x) = 2rj(o)+2rî(o),
relations auxquelles il convient d'adjoindre les relations suivantes obtenues en faisant ç» = o dans les deux dernières formules de
transformation et dans la première divisée préalablement part^,
/ 23r,(o|2T)&3(o|2x) = &î(o), (XLVIf4) &|(o I 2x)- 2r,(o)2r4(o),
Les deux avant-dernières formules sont d'ailleurs une conséquence des relations (XLVII2)
de même que celles qui les précèdent équivalent à celles-ci
(XLVfl,) \ ^
Ainsi, comme on a q'"*= q, on voit que les quantités Qo, Qi, Q2, Q8 s'expriment algébriquement au moyen de Çj q^^ qt, q2j qz- De même pour les fonctions 2r,(o|2T), 2r2(o | 2t), 2f8(o|2t), 2r4(o| 2t) et les fonctions 2r, (o), 2^2(0)» 2r3(o), 2^4(0) de la variable T.
247. Transformation de Gauss, — Les formules (XXlVj, XXV|_3) qui expriment (^(//|ti)j, ~)> ^af^l^o — ') au moyen de (^(i/ I o)i, cos), rfoi(w I a)|, 0)3), permettent d'exprimer, d'une manière toute semblable les fonctions 3r/ ç; - j au moyen des fonctions 2r(i^|'c;. Nous ne développerons pas les calculs qui présentent exactement les mêmes circonstances que ceux de la transformation de Landen, que nous venons de faire.
On trouve directement, au moyen des formules (XXIVi, XXV|\
O'QbQi*
HO
et l'on passe d'une formule à l'autre par le changement de i^ en i'-f--- Au moyen des formules (XXV2_3), et en tenant compte
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de la relation (XXIV4),
H, = 2Y)i-+-ejco,,
on a ensuite
oio','
Q'oo'«n^i('')-^î('')]
puis, par le changement de v en ç -\ — > d'où l'on conclut les formules
o;q'»'I^î(^-)-^?(«>)] gligï-^q'çi)
(XLVllI,)
et les relations
XLVIIU)
équivalenl aux suivantes :
^9^qlq\ = Q'n^\'-Q','l
t les deux premières ont déjà été établies au n° 244.
>n peut vérifier que les relations (XLVIII4) sont, au fond, itiques aux relations (XLVII4) ; on passe des unes aux autres
changeant t en -•
48. Les relations (XLVII2) qui lient algébriquement les quan- * <7» ?0î 9i? <l2y 93 aux quantités Qo, Qi, Q2, Q3 et les relais (XLVIII2) qui lient algébriquement les quantités Q', QJ^, Q'2? Q3 ^"^ quantités q^, q^^ (72, qz permettent d'établir des nules intéressantes concernant la transformation quadratique fonctions modulaires h(T), 'f (t), ^(t), /(tt). a définition de la fonction h(T) donne
levant les deux membres au carré et en faisant usage de la re-
s n (XXXVI2), ^2(0) = 'xq^q^q'' ^ on a donc
Q a de même
» en faisant usage de la relation 2r<(o)= 'J'o^jj
^a.ngeant dans celte dernière égalité t en t -f- 1 . et en faisant ' des égalités (XLIII,2) et (XLV,),
^4(0 I T -t- l) = ^3(0), h(T -+- I) = V^th(T),
^\issi
249. Si Ton résout par rapport à q^^ q2, q% les équations (XXXVlIIi^ 2, s) qui définissent ç(t), <Kt), x(t), on trouve
I <p(x) yiq^ 6/- 4t¥'^)
et Ton aura de même
En portant ces valeurs dans les relations (XLVII2)
on trouve, après des réductions immédiates, les trois formules
4'(aT:) 6/- 4;(x)
A cause de la relation y3(T)= cp(T) ^(t), la première de ces formules peut s'écrire
(XLIXO 4'(^'c)?('c) = v/iïx('^)x(2'^)i
en éliminant /^^(t), on a ensuite, à l'aide des deux autres formules, les relations
(XLix.) çn^^)=i=^^ 4-K^t)=-^i;g>-.
A cause de la formule ç*(t)4- «j^^ (':)=: i, on a aussi
d'où l'on tire, en extrayant la racine carrée et en observant que les deux membres doivent être positifs pour t purement imagi-
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230. En remarquant que la lran?f>ntthli:«t ÇLtinti.ju»? '."_-) équivaut à la suite de transformalion*
( I-rt, 2-:. — ;- 1— T
en appliquant ce résultat à la fooctioit y r t^ *.i crn mt compl*des formules (XLV) et (XLlXj . ol irurv* sàa? çrioi*
• XLIXt) /
Observons aussi qu'en change^iot t ti • [mu >>* t-rmuit-i précédentes, on en tire
*'a)'r:-îH-
251. Enfin les résultais précédât* Bwiwtttnt tn...,r.- .1..- r.,mener les fonctions », ■{», •/_ i ], t^i^ i-,^,^,.^^ [^
Dans la formule Q'o = 7«7ir cltt09Mi»-« , _-„, .i-.:
»"; • li.iii»'
par Q; ce que devient le premier ««ire: c.am* y, n.manifestement pas, et que y, se 1^1.^.1^3^ ^ ^^^ .^^ |^^^^^
Soit aussi on aura
d'où, en se reporlanl aux eifu,^,,^ *; U -
^(t), on trouve de suite
Cp(T) =
/-li/-. h(2T)
(XLIXg)
Nous nous contenterons d'observer (*), relativement à ces formules, qu'elles permettent de déduire les formules de transformation linéaire des fonctions modulaires ç(t), <Kt), x(")» ^^ celles que nous avons établies pour 1i(t). On obtient ainsi, dans les six cas du Tableau (XX^), des formules équivalentes aux formules (XLVIj..2), mais affectant une forme différente.
XLIX
IT
qt=e
qui expriment q^, q^y q2j q^ en fonction de t, se déduisent immédiatement des formules de définition des fonctions A(t), ^{'^)y ^(t), 7^(t) et des formules (XLlXg).
253. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, on obtient les expressions de ^^(ai'), Sfa+i (^t') au moyen des fonctions 2f(i').
La première des formules (XLVII3), par exemple, peut s'écrire,
( * ) Cette intéressante remarque est due à M. Dedekind \,lL^ber die Théorie der elUptischen Modul/unctionen {Journal de Crelle, t. ij/lll» p. 283). Dans les EUiptische Functionen de M. Weber, les résultats sont donnes pour les fonctions
en changeant t en -?
mais, d'après la formule (XLVIII3), on a
H'ilh
donc, comme^ d'après la formule (XLV1I[«), on peut remplacer Sfj/o -) par le produit 22!-2{o\x)^3{o |t), on obtient la relation
On a de même
(L) { :jj(2t')=
VIII. — Transformation d'ordre impair des fonctions
S54. Dans Tétude de la transformation des fonctions Ô, nous n^avons envisagé jusqu'ici que les cas où Tordre de la transformation est égal à I, à 2 ou à une puissance entière de 2. Nous allons étudier maintenant les transformations dont l'ordre est impair et positif, transformations qui se ramènent (n** 130) à celles
où l'on change a)| en — sans changer 0)3, ce qui revient à changer V en nv et t en rfz, à celles où l'on change 103 en — ^ sans chan-
gercoi, ce qui revient à changer seulement t en -> et aux transformations inverses.
En combinant les formules de transformation que nous obtien-
drons ainsi (*) entre elles et avec les formules de transformation linéaire et quadratique des fonctions Sr, on peut obtenir en effet, d'après le théorème démontré au n** 131, les formules de transformation d'un ordre quelconque positif (D. Il n'y a d'ailleurs pas lieu de considérer celles dont l'ordre est négatif, car nous avons supposé essentiellement (n** 151) que les coefficients des parties
imaginaires des rapports — et ~ des périodes à l'aide desquelles
on forme les fonctions 2r(i') sont positifs.
255. Nous allons donc chercher à exprimer, d'une part, les fonctions 2r(/it'[nT), d'autre part, les fonctions Srfç' -j au
moyen des fonctions 2r((^ | t).
Nous désignerons, comme nous l'avons déjà fait à propos des fonctions du^ ^ai^j par de petites capitales les constantes relatives
aux fonctions rffw—j (1)8 j, (^«(w — > lOaj el ^{nv\n'z). Ainsi,
nous poserons dans ce paragraphe
V = oo V— 00
Q«=JJ('-g'"'*), Qi = JJ(' + ?'»"),
LI
V = l Vr=l
Qï = JJ(I + ^«tîV-l)), Q3 = JJ( , _ ^»(2V-1)).
Les quantités Q, Qo, Qi, Q2, Qs sont d'ailleurs liées par les mêmes relations algébriques que les quantités q^ q^^ ^1, q^^ q^. Nous poserons aussi, pour abréger,
2r;(o)_ _L_^ , i n?5\{o\nz)_ 1 _ mz [
2a>i ai u>i "^ 2(oi Al Wi "
' ^^(o) =^=2q\qoqK ^f{o\ nz) =^=2QîQoQ*,
^Uo) = -^ = qlqo, 2r^(o|/ix) =-^=Q|Qo,
a^ Al,
(*) Il suffirait même de ne considérer que le cas où l'ordre de la transformation est un nombre premier impair; mais cette restriction n'apporterait aucune simplification aux formules que nous allons établir.
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ce qui permet d'écrire comme il suit les formules (XXXI1I|_4), qui relient les fonctions d aux fonctions Sr, et celles que Ton en
déduit en changeant coi en — ^ :
fît*** / f ii> \ ""t^**
au = ai c««t &!(!;), tff a!-î, tojj = A,e»^« 3r,(ni>|nx),
Ed substituant ces dernières formules dans celles (XXVIi ) qui expriment les fonctions dlu — > 0)3], (^«(w — > Wsj» au moyen des fonctions du^ (^a^^f nous aurons immédiatement
(r, %[-) Aa+i&a+i(««' I «■«) = «'««+1 &a+i («>) JJ
OÙ r doit prendre n — i valeurs entières dont aucune ne soit divisible par n^ non plus que la diflférence de deux quelconques d'entre elles, et où ç représente l'expression
— n— u > — iji-H a*Pi-h — h 7 27)iu>i ( h - ) T •
En se reportant à la valeur de H| (XXIs), on voit de suite que cette expression est nulle. On a donc finalement
(r) -^^a-Hl
Les constantes t^^ sont des fonctions de g. Il en est de même des produits
ir) (r)
n^-(:)=nf-«(''^)
qui figurent en dénominateur. On peut évaluer chacun de ces quatre produits en supposant que r parcoure seulement la moitié des valeurs qu'il doit prendre, c'est-à-dire, d'une façon précise,
en supposant qu'il prenne valeurs Ti, Ta, ..., r„_, dont
aucune ne soit divisible par /i, non plus que la diCTérence ou la somme de deux quelconques d'entre elles; les — ; — valeurs restantes seront congrues, dans un certain ordre, suivant le module /i, à celles-là changées de signe, et le produit correspondant sera égal, au signe près, au produit que nous allons calculer, comme on le voit tout de suite en se reportant aux formules (XXXIVj^j).
Pour évaluer les produits
(' rrç/\ / rTZi\
ir)
//•=:ri, rj, ..., r„_A,
reportons-nous aux formules (XXXIIj.g ^/j), et remplaçons-v . _. ^vTii par
riti '*'r — c >
on aura immédiatement
pV=:ao
X JJ JJ(I - q'^'z}. ) (1 - griv,;
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puis
(,_^lV.i)(,_^ÎV^;î) ;
»7CI n
d'ailleurs, si Ton pose
t = e on aura
elle produit
TT([ — ^»Ver)(,_^JVe-r)
est égal à
comme on le voit en se rappelant que les nombres
n'étant point divisibles par /i, nou plus que la différence de deux quelconques d'eatre eux, sont congrus (mod. /i), dans un certain ordre, aux nombres i, 2, . . . , n — i, et que Ton a, e étant une racine primitive /i»«™« de l'unité,
(i — ea7)(i — z^x).,.(i — e«-ïa?)=
On peut donc écrire
et, de même,
r- Qi TT^/-+'5r*
T. et M. — II. 9
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Quant aux produits
rr
cos
ils s'évaluent sans peine comme il suit. D'abord le signe du premier dépend du nombre de facteurs négatifs qui y figurent : or
sin — est positif ou négatif, suivant que la partie entière E{ ~) de -f définie par les conditions précises
n [nj
est un nombre pair ou impair; le signe du premier produit sera donc celui de
De même, puisque l'on a
cos — — sin
le signe du second produit sera celui de
D'ailleurs les nombres
étant certainement congrus, dans un certain ordre, suivant le module /i, aux nombres
les nombres
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sont certainement congrus, dans un certain ordre, aux nombres
=b I, ±2, .. ., rb y
en sorte que Ton a ( * )
. vTT sfn zti I ■ sin — = Il sm — =
n fLzi
( *) Voici Tua des procédés qui conduisent à ces résultats : L'équation
a pour racines les 2 /t — 3 valeurs de
On a d'ailleurs
sin -
klZ I 07^ — I
sin — — -. _i ,>
etf en remarquant que 1 I ^^ est égal à i, on en conclut
Or si, dans l'équation proposée, on fait
on forme l'équation en u
(iH- «)•-•-+- (i -+- m)*-» + ...-+- I — 0,
dont les racines, qui ne sont autres que les valeurs dislincfes de J?J — i, ont pour produit (— i)"~'/i. On en conclut
. vr n
sin — = - — »
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On en conclut d'abord
(Ï^Iî)
puisque les deux membres sont évidemment positifs. On en déduit
On trouve de même
Vit
1 1 cos
Vr=l
Vît
(•) La première de ces formules donne un résultat assez intéressant en supposant n = 3, r = I, à savoir :
ou
. {in -hi)ic
Qo= -^^(-O-^yPC-^Osin
et, en réunissant les termes où n est de l'une des formes 3/?, 3/? -f- 1, 3p -+- 2,
Q^ = V (— Org'FCF+O — \] (— l)/'^(V+«)(V+>),
enfin, en remplaçant q par j?«,
n = l n -zi
Cette identité est due à Euler.
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Les mêmes formules s'appliqueraient aussi aux
nombres r^^^, ^",,4.8» • • • 1 ^w-ij qu'il faut adjoindre aux nombres 'N> ^2» • • • î ^n-\ pouï* former la suite complète Ti , Ta, . . . , r„_i .
En supposant la première égalité LI2 écrite pour ces valeurs de r et en multipliant membre à membre avec cette même égalité, on trouve
(ri ^^
(r = Ti, rj, . . ., Tn-i).
On a aussi, pour les mêmes valeurs de r,
D'ailleurs, on voit tout de suite que les différences
ne changent pas quand on remplace les nombres r par d'autres qui leur soient respectivement congrus suivant le module /i, puisque les différences
\n/ n \ in J n
ne changent pas quand on augmente r de n. D'autre part, si l'on prend pour les nombres r les nombres
les deux différences que l'on s'est proposé d'évaluer sont respectivement égales à
/ »• ^ in i o A* \
les quantités E ( - j > E ( — j sont, en effet, nulles pour toutes
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ces valeurs de r, sauf la première, qui, pour les valeurs négatives de /•, est égale à — i . On a donc finalement, en remarquant que
les nombres 51 '> 51 "" ^^^^ ^^ même temps pairs ou impairs,
LI
ns,(i)-'-o-'rt-,'^'^.
(r = Ti, r,, . .., rn.i),
et, par conséquent, en se reportant aux valeurs des quantités ai,
a.(n.|„.)=|&3(.)Ip3(''-^)'
(r = ri, rj, . .., r^-i).
On pourra prendre, en particulier, pour les nombres Ti, Ta, ..., r,i_4, une suite telle que
rt I»
aucun des nombres rt^ r^, • . ., r^_, n'étant divisible par /i, non
plus que la différence ou la somme de deux quelconques d'entre eux.
Il convient d'observer que les quatre formules que Ton vient
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d'établir peuvent être déduites de l'une quelconque d'entre elles,
en y remplaçant i^ par i^ -\ — >(^-h -^ v -\ —
Nous avons déduit les expressions des quatre fonctions
3i(n('|/iT), 2ra(/i(^ I /it) des expressions de d (u\ — > (oA^
^a(w — > ci>3J. Il n'est pas inutile d'observer que ces expressions
peuvent s'obtenir tout aussi facilement, et même d'une façon plus rapide, en partant des formules qui donnent les fonctions 3^ décomposées en facteurs. Au fond, l'analyse que nous allons indiquer d'après Jacobi (*) ne diffère pas de celle qui précède. Partons, par exemple, de la formule (XXXII7)
2r3(p) = ^oTT[i-+-2^*^"*cos2v7c-4-^«(«>'-«^].
On en déduit
2r,(7ip I nx) = QoTT [' -+- 2^«^«v-i)cos2/iPit -+- ^««(jv-dj.
D'un autre côté, si l'on décompose en facteurs du second degré en q le polynôme de degré 2 n,
I -f- 2^'»C0S2/lP7C -h ^"»= I I I -h 2^ COS27C lv
En changeant dans cette identité q en y^^""* et en l'appliquant à chacun des facteurs qui iigurent dans le produit infini on trouve immédiatement
(r " o, ri,rj, ..., rn-i)
(•) Werkk, t. I, p. 258.
(•) C'est l'identité conaue sous le nom de théorème de Cotes.
et Ton en conclut
(r = ri, r,, . .., r„-i).
Le lecteur a d'ailleurs, dans ce qui précède, tout ce qui est nécessaire pour appliquer la même analyse aux trois autres fonctions d ; on peut aussi déduire ces trois autres formules de celle que l'on vient d'établir.
Prenons maintenant les formules qui donnent
cr(a; — ,(1)3), 3'a(w ^> wj),
au moyen de tw, Ta" sous la forme (XXVI4..5). On trouvera de la même façon
Dans cette formule, a peut prendre l'une quelconque des valeurs I, 2, 3. On peut l'écrire de diverses façons; on peut y remplacer, par exemple, ^ *"^* par
on peut aussi, en élevant au carré la valeur (Lia) trouvée pour
écrire
On obtient des expressions analogues pour les fonctions
2^a+i (^^ I ^'^)j (* =^ 1 7 î*7 3), soit en partant des formules (XXVI5 ) e en passant des d aux Sr par les formules (XXXlIIi), soit en
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plaçant dans les formules (LI5), que l'on vient d'obtenir, Ices explicitement pour a = i, 2, 3, successivement sf par
* "^ '^^; nous nous contenterons de transcrire
-■^^«sultats :
cj:-
/r= ri, rj, . . ., ''/i_jy
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Le cas où Ton divise la seconde période par un nombre
impair /i, et la recherche des expressions des fonctions 2r f t' — W
au moyen des fonctions ^{^)y se traitera de la même manière.
Partons, par exemple, des formules (XXVIIf.j), et, tout en conservant les notations précédentes pour ce qui concerne les fonctions (3'(w|o>i, Ws), (3'oi(m | w,, cog) et 3r(i^[T), désignons par de petites initiales affectées d'un accent les constantes relatives
aux fonctions d (u\o}ij -^j 7 (ia^(u\^o^, — j et 3(ç?-j; en d'autres termes, posons
1^ rïci
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Soient aussi, pour abréger^
Nous aurons alors, en passant des fonctions (3*, (S'a aux fonctions
(r = ri, r,, ..., r„_i), OÙ «l^ représente Texpression
qui se réduit immédiatement, et est égale à
Si Ton pose, pour abréger,
(LU.) ' "•'
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les formules précédentes prennent la forme
(ri
(r = Ti, rj, .. .,r„_i),
de sorte que le problème de la transformation de t en — est ramené au suivant :
Exprimer, au moyen de q, les quantités 6|, ba^i définies par les formules (LII5).
263. Il est aiséde voir comment, au moyen des formules (XXXIV), on passe de Tune des relations (LII4) aux trois autres en ajoutant
successivement à l'argument v' les quantités -» -> • On trouve
ainsi, par un calcul très facile, en comparant les résultats, et en se rappelant que \] - est toujours un entier de même parité que
11 nous suffira donc d'exprimer, au moyen de 9, Tune des quantités fr|, 62? b^, 64.
264. Nous commencerons par exprimer, au moyen de q^ les différents produits
Il H-})-
Il Sa-.
Si l'on se reporte à la formule (XXXII7 */,)
0% ^) = qof(z),
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OÙ
/(•S) -fJCi-^-^'^-'-'^Cn-y*^-'-»-').
et si l'on fait
rTTIi
Zr-=e " r-.q\
on aura manifestement
U P3(5.)-^,« n^x)f{zi)'-j(z„_,\
en sorte qu'il suflira de calculer le produit qui peut s'écrire
ii|nu,--''^][.^.,'--'^]|
Or on a, comme on le reconnaît de suite, en écrivant les facteurs de la quantité entre crochets, de manière que les exposants de q aillent en croissant.
JJ [.-4-5r « JL, -q "' \
r ri
= r-t-T«v-illLi-H^ " J,
et, par conséquent, le produit cherché est ég^al à une fraction dont le dénominateur est égal à
Vi-«
JJ(l-r-^«v-l) = y„
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tandis que le numérateur est égal à
v=l (Jl^l v = i
(l'égalité résulte de ce que, dans le premier membre, les exposants de q sont tous les nombres impairs divisés par /i). On a donc
et par suite
Par un calcul tout semblable, on obtient de même les relations
<"■■' ', n^ï)=' "'^It
265. C'est en nous appuyant sur la première de ces relations que nous allons exprimer bz en fonction de q. Comme on a manifestement
Atf.
on en conclut
d'où
LES FONCTIONS &. l43
et par suite
r=ii — i r = /i — 1 r = n — t
Mais il résulte des formules (XXXlVj) que Ton a
donc la fonction
ne change pas quand on remplace r par r -{- n\ par suite, le produit
ne change pas quand on remplace r^^r^^ . . . , r,^_\ par un système analogue de nombres entiers. On aura donc
et, en se rappelant l'expression de la somme des carrés des n — i premiers nombres entiers, on trouvera, après des réductions immédiates.
En se reportant aux valeurs de a^ et de A^, on a donc
Cette expression se réduit à -^ lorsqu'on prend pour /• les nombres
Zt 1, =iZ2, .. ., =1^ —
266. A l'aide des relations (LII5) (n°^262, 263, 265), on ob-
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tient immédiatement les relations suivantes, qui peuvent être utiles; la troisième a déjà été obtenue au numéro précédent.
---r /rT\ '^'^9j) o'ï^lJn ^ n*
On a aussi les relations suivantes
(_ ô^ ^ TT âî (£2) = ^ TT^i- (-) = ^ ^'^' -*2^«
(|ui résultent immédiatement du calcul des quantités 6|, 601+4, si l'on prend pour r les nombres =t: /'i, =t ^o, . . ., ±: r„_,.
Comme on a d'ailleurs
a; ^ Sr;(o^ AU, ^ Sr^^iro)
on pourra exprimer 2r', ( o — j> Sa+i (^ ~ )> ^" moyen de 3j(o), 2'a+i(^>)j I I ^M — )' lT^"+*( — )' ^^"^ laissons au lecteur
le soin d'écrire ces formules.
267. Les formules (XXVII4), qui expriment les fonctions (^ f ^< j o),, — j, (^a( w (0|, — j au moyen des fonctions du, <3'af/,
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nous permettent d'exprimer aussi les fonctions 3 f (^ - j au moyen
des fonctions 2r(w). En passant des (^ aux 3 à l'aide des relations (XXIII|_4), et en remplaçant, à l'aide des relations (XXXIX5), les produits (e» — ep)(ea — ey) par les quantités 2ri^i(o), on obtient aisément les formules suivantes :
='.('l„-)-S^.<-)n[^!('>-jM^'(')].
(LU
^•('l-;)=g^'<"n[^î<')-Jp|^i<"'].
/r = Ti, r,, ..., r„_A.
En chaDsreant, dans ces formules, v en v-\--y i
i^ H > on obtient six expressions pour chacune des fonctions
â^i' -j au moyen des fonctions Hj(i'|T); elles se réduisent à
trois, si l'on tient compte des relations (LIIq).
On remarquera d'ailleurs que les deux problèmes qui consistent à exprimer les fonctions 2r(/i(^|/iT) au moyen des fonctions Sr(i'|T), et les fonctions 2r(^ -j au moyen des fonctions
2r(ç? |t) ne sont pas réellement distincts; on ramène l'un à l'autre par des transformations linéaires. En effet, pour exprimer les
fonctions Srfi' -j au moyen des fonctions 2r((^[T), on peut exprimer les fonctions 2rf (^ - j au moyen des fonctions 3(— — — )
(c'est «ne transformation linéaire); puis, exprimer les fonc- T. et M. — II. 10
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lions Sr f — j au moyen des fonctions S (- ) (c'est le
premier des deux problèmes); puis, enfin, exprimer les fonctions
^ \z\ ) ^" moyen des fonctions 2r((^|T) (c'est encore une
transformation linéaire).
269. En se reportant aux définitions des fonctions modulaires
et aux expressions des produits
au moyen de q, q«, q^ pour les uns, de q, q^, q^ pour les autres, on obtiendra immédiatement les relations suivantes :
(LUI
if)
(ri
(7) «•• îT «"««(^jEK^)] * =n^'(7r)
(LUI
270. II importe de remarquer que, puisqu'on sait exprimer les
fonctions Sr(/i(^ | /it), Sf(^ -j au moyen des fonctions 3(v\'z)^
on sait, par cela même, exprimer, au moyen des fonctions 2r(i;|T), les fonctions Sr(/ii'|T); ces dernières, en effet, sont des fonctions entières, homogènes et du n'^™' degré des fonctions
2r ( p - j, comme le montrent les formules (Lls^g)? et les fonctions
2r/ (; - j sont des fonctions entières, homogènes et du /i»*"® degré
des fonctions 5{v |t), comme le montrent les formules (LII); les fonctions Sr(/ii^) sont donc des fonctions entières, homogènes et du degré n^ des fonctions ^{v). Cette conclusion subsiste même si n est pair, comme il est aisé de le voir en pensant aux formules relatives aux transformations de Landcn et de Gauss. Si Ton se borne au cas où n est impair, on obtient des formules équivalentes à celles dont nous venons de décrire la formation, en combinant les formules (LI4) et (LII4), où les expressions des fonc-
LIV
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lions 2r(/i(^ I /it), Sr^i' -j comportent chacune un produit de
n fonctions âr d'arguments diflférents; Texpression de chacune des fonctions 2r(/i(^ | t) comportera ainsi un produit de ri^ fonctions 2f ; on trouve, en effet,
en supposant
fX = O, Tt, /*!, . . ., rn-u V = O, Ti, r,, . . ., T;,-!,
et en ayant posé, pour abréger,
271. Il est bon de jeter maintenant un coup d'œil d'ensemble sur les résultats obtenus dans les précédents numéros.
Que n soit impair ou pair, les fonctions &(/iç' | /it), Sf i' — )
sont des polynômes entiers homogènes, du degré n par rapport aux fonctions 2r((^ |t), choisies convenablement. On peut dès lors regarder comme résolu le problème suivant :
Étant donnés quatre nombres entiers, a, 6, c, rf, dont le déterminant (Q = ad — bc est positif, exprimer les fonctions 5({?\x) au moyen des fonctions S(v | t), en supposant
V c -\- dz
a -f- b-z a-h àz
Reportons-nous, en effet, aux résultats obtenus dans les n^' 130-
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^ 3^3; reprenons les notations employées alors et rappelons-nous e nous ne considérons plus que des transformations à détermi- :iit positif; on pourra énoncer le théorème suivant. 11 existe, d'une part, deux nombres entiers positifs X, [jl, assu-
i ^^ ^lis seulement à vérifier la condition
Xfx = ad — bc,
^^ ^ à avoir pour plus grand commun diviseur le plus grand comun diviseur des nombres a, 6, c, éf; d'autre part, deux sjsa, p, Y, 8; a', P', y» 8' de nombres entiers, vérifiant les cond.itions
et tels que Ton ait
(a -h 6t) (a'-+- P't) = X (a -f- p-u), (a-^6x)(y-h8'T)= fJL(Y-f-8T:),
il suffit, pour s'en convaincre, de supposer, dans les n'^' 130-133,
Ci>3 ûs
0)1 ûi
mais, en vertu de la théorie de la transformation linéaire, les fonctions 2r(i'|T) ne difi^èrent que par un facteur exponentiel et par des facteurs constants des fonctions
ces fonctions sont des polynômes homogènes et du degré X par rapport aux fonctions
LX(a-i-pT) X(a-hfiT)J
qui, en vertu des égalités précédentes, sont identiques aux fonctions
''La'-hp'T [i(a'-Hp'T)J'
et ces dernières sont des polynômes homogènes et du degré a par rapport aux fonctions
Và'+p'T a'H-P'T/
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qui ne diffèrent que par un facteur exponentiel et par des facteurs constants des fonctions 2r(v | t).
Finalement, les fonctions 2r((^|T), à part un facteur exponentiel qu'il serait bien facile de calculer, sont des polynômes homogènes, de degré Xjjl = ad — bc par rapport aux fonctions 2f(v | t). Le théorème du n° 130 conduit donc bien à l'expression des fonctions 2r((' I t) au moyen des fonctions 2r(v | t), et l'on voit clairement le rôle des nombres X, jjl et l'avantage que présente leur introduction. C'est toutefois par des opérations arithmétiques exécutées sur les entiers a, 6, c, d qu'on obtient ces nombres \^ [x, el il serait évidemment très intéressant d'avoir l'expression explicite, au moyen de ces nombres et des données, des polynômes en 2f(v I t), expression dont nous venons d'établir l'existence. C'est, toutefois, un problème que nous n'aborderons pas ici (* ).
IX. — Sur un théorème de M. Hermite
Relations entre les fonctions ^. Théorèmes d'addition.
272. C'est à la théorie des fonctions d que nous avons rattaché la définition et les propriétés des fonctions Sr. Toutefois, nous avons vu comment, dans bien des cas, il était tout aussi facile d'établir ces propriétés en partant de l'expression même de ces fonctions et, en particulier, de celle de la fonction
qui est très simple.
M. Hermile a montré comment on pouvait prendre pour point de départ des séries analogues à celle qui précède pour engendrer des fonctions plus générales, en un certain sens, que les fonctions Sr, qui toutefois, au moins dans le cas que nous considérons spécialement dans ce paragraphe, ne sont pas autre chose que
(*) Dans un Mémoire inséré au Tome XLIII des Mathematisclie Annalen, M. Krazer a résolu cette question et môme une question plus générale. La méthode suivie par M. Krazer, où interviennent les séries trigonométriques et ces sommes de Gauss qui avaient déjà permis à M. Hermite de traiter le cas de la transformation linéaire, n'est pas de nature à être développée ici : nous nous
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des combinaisons très simples de fonctions exponentielles et de fonctions 2f prises avec des arguments convenables. L'illustre auteur a en outre établi, relativement à ces fonctions ainsi formées, une proposition très importante qui peut servir de principe dans
conteateroBS d'indiquer les notations dont se sert M. Krazer (notations qui sont aussi celles employées par MM. Prym et Krazer dans leur Ouvrage : Nette Grundlagen einer Théorie der allgemeinen Théta/unctionen), et la nature du problème qu'il traite.
Il désigne par le symbole
[il -'•
la somme de la série
OÙ m prend toutes les valeurs entières; a est la même quantité que nous désignons par Tici; u est la variable que nous désignons par vici; g, h sont des con. stantes réelles quelconques. Pour nous rapprocher de nos notations, nous consi- <^érerons, en lui donnant le sens précédemment défini, le symbole
attribuant à j? et à A, dans ce symbole, les valeurs o, o; o, -: -> o; -> -* on
uve les quatre fonctions &,(p| t), &^(v| t), &,(v | t), i&, ( v| t). Oci posé, en désignant par a, b, c, d des nombres entiers dont le déterminant — bc est positif, et en posant
V c -h dx
a -h àx a-h bx
peut exprimer la fonction
moyen d'un nombre /ini de fonctions
X«a méthode suivie par M. Krazer consiste à décomposer la transformation
Ce -hdx\ ^^ r— ) en transformations de types déterminés à coefGcients rationnels, et à
X «* H- ox/
^^^blir la formule de transformation pour ces transformations particulières. En
^^^tnbinant ces formules, il parvient à la formule générale, qui appartient bien au
^pe que nous avons décrit dans le texte; mais cette formule, d'ailleurs assez
Compliquée, est explicite, et n'implique pas un calcul arithmétique auxiliaire
Comme celui des nombres X, (x.
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la théorie des fonctions doublement périodiques; nous allons donner, d'après lui, quelques indications sur ce sujet.
273. Soit A un entier positif et considérons la fonction 9{u) définie par Tégalité
(LVi) ^(u)=z\A„q^ c««''t»'=V A„e*«
où les A;, sont des constantes qui se reproduisent périodiquement de h en h. Puisque la valeur absolue de q est plus petite que i , il est clair que la série qui figure dans le second membre est absolument convergente et définit une fonction transcendante entière de la variable u; cette fonction admet manifestement la période 2C0| . D'ailleurs, en décomposant en carrés l'exposant de e regardé comme un trinôme du second degré en /i, on obtient
-T — n«H n = -7 — - (nH ) — »
d'où Ton conclut
Si Ton change u en w -{- 2(03, le second membre ne change évidemment pas, à cause de l'hjpothèse
il en résulte que le premier membre admet la période 20)3, et l'on en conclut immédiatement
/lit/,
(m 4- Ci>|)
C'est là une propriété analogue à l'une de celles qui ont été établies pour les fonctions 2r.
274. Le théorème de M, Hermite consiste en ce que la fonction ^(m), formée comme on vient de l'expliquer, est la fonction transcendante entière la plus générale qui jouisse des deux pro-
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*(M-h awi) = *(m),
Alt/, .
Considérons, en effet, une fonction transcendante entière ^{u) 1 jouisse de ces propriétés. Puisqu'elle admet 2ti)< pour pé- ^>de, c'est une fonction univoque de
met X ^ e
Cl),
cette dernière équation fait correspondre à chaque valeur de x ^ne infinité de valeurs de u en progression arithmétique de raison 2(i>4 pour lesquelles la fonction ^{u) doit reprendre la même valeur; en d'autres termes, la fonction
n'a qu'une seule valeur, quelle que soit la détermination choisie pourlogj?; d'ailleurs aux environs de toute valeur x^ différente de zéro, l'une quelconque des déterminations de la fonction logo; est régulière; il en est donc de même de la fonction de x précédemment définie, puisque ^{u) est, par hypothèse, une fonction (transcendante) entière. Mais alors, en vertu du théorème du commandant Laurent, cette fonction de x peut êlre mise sous la forme
les quantités A/i étant des coefficients indépendants de x. En modifiant un peu ces coefficients, on peut donc écrire
«• nwKi __ iT>Ci>,7t/ nu%i
4>(a)=V An^A c "• =VA„e A<^« "*"
_ hu*'Ki ^^^ Ci),ir/ / hu\*
et, puisque la fonction
doit, par hypothèse, admettre la période 2(03, il doit en être de
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même de la fonction
on en conclut, en changeant m en m -j- 2(03 et /i en /i — h,
OU
n> ni
or le développement, suivant les puissances entières positives et négatives de Xj d'une fonction univoque de x, régulière aux environs de chaque point x, sauf le point ^ = o, ne peut être effectué que d'une seule façon; on a donc
c'est ce qu'il fallait démontrer.
^(ll)-=2à^"^^^ "^^ (A«+;i=A„),
dans la théorie des fonctions doublement périodiques, résulte de la remarque suivante : Une telle fonction, outre les données (04, (03, hj contient h constantes arbitraires A©, A|, . . ., Aa_|. Considérons une autre fonction ^{u) formée de la même manière avec d'autres constantes B©, B<, . . ., Ba-i ; on voit de suite, en se reportant aux propriétés fondamentales de la fonction 4», que
l'expression
où a désigne encore une constante arbitraire, admet les deux périodes 2W|, 20)3. Voici donc une manière de former, par le quotient de deux fonctions transcendantes entières, une fonction dou-
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blement périodique, contenant 2 A constantes arbitraires, savoir ;
Ao Al A^-i Bi B/i-i
60 Bq Bq Bo Bq
On verra plus tard que c'est l'expression la plus générale des fonctions doublement périodiques univoques n'admettant pas d'autre singularité que des pôles et ajant h pôles dans le parallélogramme des périodes.
276. Revenons à la fonction ^{u). On peut, en réunissant dans la série qui la définit les termes qui ont un même coefficient, l'exprimer comme il suit
*(m) = Ao*o-i- Ai*,-h...-^AA-j*/,_i,
en posant
{nh ■+■ r) -— —
^ / X V^ r~-^ (/lA-i-r)--
= > g Aci), L
Cl), J
_ hn^iti Wiiri/ ... hn \*
•7t/ ^^ Ci),iri/ , Am \a
►,ci), X gAo), \ ««i)i/ ,
Dans ces formules, r est l'un quelconque des nombres o, i, 12, . . ., A — 1 ; on peut même lui donner telle valeur entière que Ton voudra, pourvu que Ton convienne que le symbole ^r{u) représente toujours la même fonction quand on remplace le nombre entier r par un autre qui lui soit congru suivant le module h.
Sur la première définition de la fonction $r(^)> ou voit immédiatement que l'on a
Sur la dernière, au contraire, en désignant par s un entier quelconque et en remplaçant m' par M-f-5-T^> on aperçoit de suite la propriété qu'exprime l'égalité
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OU
Si Ton prend en particulier r = o, et que l'on écrive ensuite r au lieu de s^ on a
/ -, \ rtti f (i>t\
on a d'ailleurs
^..^ nhu TZ f ^^
et, par suite,
(LV,) 4>r(M) = ^A e«'-«''t03(Ap-l-rT|AT:).
Remarquons en passant que, puisque l'on connaît les zéros de la fonction 2f^, on a par cela même les zéros de la fonction 4»r(u).
277. De ce que ^ (u) est la fonction la plus générale vériGant les équations (LV2) on déduit, entre autres conséquences, en remarquant que, pour A = i, on a
*P(u) = Ao *o(m) = Ao2r,(p),
où Aq est une constante arbitraire, que Ao5z{v) est la fonction entière la plus générale /(v^) qui vérifie les deux équations fonctionnelles
et cette propriété peut servir de définition à la fonction ^zi^) si l'on y joint la valeur de ^3(0).
278. Nous allons maintenant, en l'appliquant à quelques exemples, montrer la portée du théorème de M. Hermite.
Considérons d'abord les carrés des quatre fonctions 2r f )•
En désignant par ^(u) l'un quelconque de ces carrés et en se reportant aux formules (XXXIV3^5), on voit de suite que la
LES PONCTIONS &. 167
fonction 9{u) jouit des propriétés
Ces équations ne sont autres que les équations fonctionnelles fondamentales dans le cas de A = 2. Il résulte de là que les quatre fonctions Sr^(^) sont, d'après le théorème de M. Hermite, des fonctions linéaires des deux fonctions ^o(")j ^i(w)« Or, deux de ces équations linéaires qui expriment 2rj(^)» ^2(^)5 ^«(^O' ^l{v) linéairement en $09 ^« peuvent être résolues par rapport à 4>0) ^1 f <^^^ autrement il faudrait que les carrés des fonctions ^ correspondantes fussent dans un rapport constant, ce qui est impossible, puisque ces fonctions n'ont pas les mêmes zéros. En portant les valeurs trouvées pour ^q, <I>i dans les équations qui n'ont pas été utilisées, on voit que les carrés de deux quelconques des fonctions 2f doivent pouvoir s'exprimer linéairement au mojen des carrés des deux autres fonctions 2f. On doit donc avoir des relations telles que
où A, A', B, B' sont des constantes que l'on déterminera en faisant successivement (^ = 0, v = ; on obtiendra ainsi, en
Ma
tenant comple des formules (XXXIV», XXXVI1,_2),
Sî(0)_ R,_^î(0)_.,
* T^r^r- Sl(o)-~*'
On a donc (LVI.)
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En posant, dans la dernière relation, p = i et faisant usage des formules (XXXIV4), on trouve
2r;(o) = A-2r}(o)-f.^'2rî(o),
et Ton obtient ainsi une seconde démonstration des égalités
Au surplus, les relations si simples que nous venons de déduire du théorème de M. Hermite ne diffèrent pas, au fond, des relations
ainsi qu41 résulte des formules de passage des fonctions d aux fonctions Sr.
Observons aussi qu'en faisant usage des relations (LVI|), on transforme aisément l'une dans l'autre les trois expressions données au n° 260 pour chacune des fonctions 2r(/iç^| wz) au moyen des fonctions 2f(ç' |t).
279. Nous avons dit plus haut que les carrés des fonctions ^ s'expriment linéairement au moyen des fonctions
Nous laissons au lecteur le soin de déterminer les coefficients et de parvenir par cette nouvelle voie aux formules (XLVII3) qui expriment 2^3 (2 1> I 2 t), ^<i(7.v\i'z) au moyen des carrés des fonctions 2f(^).
Par le même procédé on reconnaîtra encore que les quatre
fonctions
où c est une constante, sont des fonctions linéaires des carrés de deux quelconques des fonctions 2f(^). Les constantes se détermineront comme tout à l'heure et l'on obtiendra ainsi des formules qui ne diffèrent pas, au fond, des relations (XV|_3) entre les fonctions d. Parmi ces formules, nous nous contenterons
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d'écrire les suivantes :
(LVIO
2râ^i(o)3r,(i^-t.c)&,(p-c)= 2r5^,(c)aî(0~&î(c)2rj^,(i;), 3rî(o)3r,(i;-f.c)&,(p-c) =-— &J(c)2r}(p) -h&î(c)&î(i;), 2rî(o)&3(ï'-Hc)2r,(i;-c) = ^\{c)^\(ç) -f-&J(c)&|(p), 2rJ(o)2r,(p+c)3r,(p-c) = 3rî(c)2rî(p) +&î(c)2r|(p).
S80. Il convient de joindre à ces relations des relations analogues, mais où figurent des fonctions Sr avec des indices différents. On pourra les obtenir par une voie analogue, si l'on observe que l'analyse du n** 274 permet de trouver les fonctions transcendantes entières les plus générales qui satisfont aux équations fonctionnelles
où les symboles e, e' désignent soit +i, soit — i. Dans chacun des quatre cas possibles, comme dans le cas e = i, e'=i, les fonctions cherchées se composent linéairement avec h fonctions transcendantes entières parfaitement déterminées. Cette remarque suffit, pour le problème qui nous occupe, à prouver l'existence de relations de la forme
2rx(i;-^c)&p,(i;-c) = A&x(ï')3rt,(i^) + B2r,(p)3rp(p),
où X, [X, V, p sont les nombres i, 2, 3, 4? rangés dans un certain ordre, et où A, B, A', B' sont des quantités indépendantes de ç^
qu^on détermine en supposant t> = o, -> -• Le lecteur pourra
appliquer cette méthode, ou encore déduire les résultats des formules (XV4) el (XV5) en passant des d au 2r; nous nous contenterons de transcrire les résultats.
=-HS,(c)a»(c)2r,(P)a,(P)H-a,(c)a,(c)aa(o2r*(o,
LVI
= - &,(c) &,(c)2r,(t-)^j('') + 2rj(c) at(c) &,(f ) 2rt(p).
(LVIO
l60 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
2r,(o)2r,(o)3ri((;-f.c)2r3(c»-c) = + 2r,(c)2r,(c)3rj(i;)2r,(i;)4-3rj(c)3r,(c)&,(i;)3r4(p),
2r,(o)2r,(o)3r,(ç,-f.c)2r,(i;-c) = -3ri(c)3r3(c)3r,(p)&3(p)4-2r,(c)3r4(c)3r,(i;)3r,(i;).
2r,(o)3r,(o)3ri(i; + c)2r,(i;-c)
= + 3r,(c)&3(c)2ri(ç;)3r,(i;)-f.3r,(c)2r,(c)3r,(,;)3r,(p),
= -3r,(c)&ac)3ri(i;)2r,(p)-H2r,(c)3r,(c)3r,(p)3r,(i;).
(LVIs)
281. Au reste, toutes ces relations, que nous avons tenu à écrire, à cause de Pusage qu'on peut avoir à en faire, sont des cas particuliers d'une identité générale, de même que les relations équivalentes entre les fonctions d (XVi.s) sont des conséquences de l'identité ( Vlla), établie au n° 96. Pour déduire de cette identité ridentité correspondante entre les fonctions &, il suffira de remplacer la fonction d par son expression au moyen de la fonction S^i et de remarquer que Ton a
= (m -h c)«-4- (a — c)* -f- (a -f- 6)«4-(a — 6)« = 2(u*-4- a«-f- 6» H- c«). On obtiendra ainsi la relation
(LVII,) I -f-2ri(p-h*)2ri((; — ^)3rj(c4-a)2ri(c — a)
{ -f.2r,((; + c)2ri((; — c)âri(a-i-^)2ri(a — *) = o,
où il est à peine utile de prévenir que les quantités a, 6, c représentent celles que Ton désignait de cette façon dans le n^ 96, divisées par 2(0|.
282. De cette identité, on en déduit plusieurs autres analogues, soit en augmentant Tune ou l'autre des quantités Uj a, &, c de
-> -> 7 ou en attribuant quelque valeur particulière à ces
variables. Nous ne voulons pas ici faire cette étude, que l'on trouvera tout au long dans la Théorie des fonctions elliptiques
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de Brîot et Bouquet (*); nous nous bornerons aux remarques suivantes^ tirées, pour la plupart, d'un beau Mémoire de Kronecker sur le même sujet (2).
Remplaçons les lettres c, //, 6, c par <7, b, c, d et posons en général pour p = i , 2, 3, 4,
ITp = 3rp(a ^b)'^^{a-b) 2rp( c -4- d) ?:^{c — d), Tp = 2rp(a -^ c ) 2rp(« - c) 27p(r/ -~ b) ?Jp{d -b), Tp = &p(a -T- rf) &p(« - d) ?Jç.(b-'^ c) &p(/> - c),
011 les trois expressions T, T', T'^ se déduisent les unes des autres par permutation circulaire des leLlres 6, c, d. L'identité fondamentale (LVII2) pourra s'écrire
Ti -f- T; -f- T'I =. o.
Observons que, par les vingt-quatre permutations des lettres a^ b, c, rf, les quantités Tp, Tp, Tp se reproduisent, rangées dans un ordre quelconque, si p n'est pas égal à 1, et que les quantités Tf. T,, T' sont remplacées par une de leurs permutations circulaires ou par une des permutations circulaires des quantités — T^,
On voit, en particulier, que l'identité fondamentale*
t,-+-t;-^tï^o
se reproduit pour toutes les permutations des quatre lettres a^ 6, c, d.
Si maintenant on ajoute aux. quantités a, c, successivement
- » y -> on trouve
(LVII3) \ Ta- T'i-TJ-_<»,
( T4 — T', — Tr^o.
Sans nous arrêter aux équations que l'on peut déduire de celles-là par les permutations des lettres a, />, c, rf, observons qu'on en
(*) Deuiiéme édition, liv. VII, p. 4^6 et suiv. (•) Journal de C relie, t. 102, p. a6o.
T. et M.— H« II
(ire, en ajoutant
<LVIU) t-^t-t' t"
d'où, en permutant circulairement 6, c, rf,
^'^^''^^ It;-.tUt.^t:
283. Ces identités ont été données par Jacobi sous une forme à peine différente. Considérons, par exemple, la relation
T,-4-T3=T; + Ti.
Si Ton pose
a-{-b=iVf a — b = Xy c -hd =}^y c — d = z^ on voit de suite que cette identité peut s'écrire
en regardant les variables x, y^ z. cp, x', y', z\ w' comme liées •entre elles par les systèmes équivalents d'équations
w' =z - {w -\- X -i- y -^ z\ «• = -(tv'-4-jr'-+-^'-f- z')y
y = (^w — x-^-y-^z), y = l(w'—x'-hy—z'), z z=. - i^w — X — y -\- z)^ z ~ - {w' — ^' — y -^ -s').
284. C'est d'ailleurs par une voie tout autre que Jacobi parvient à celte identité : cette voie est directe; elle consiste à effectuer la multiplication des séries qui représentent 2^2 (^v)? 2F2(j:), 2^2(^)7 2^2 (^), 33((v), .... Outre son intérêt propre, elle oflre un grand intérêt théorique; elle équivaut, en effet, à \xx)} principe dans la théorie qui nous occupe. Le lecteur n'aura aucune peine à reconnaître que de cette identité et de celle qu'on en déduit en ajou-
itanl à une ou plusieurs des variables i , t, i -h t, -> -> , on
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veut. Nous supposerons d'abord qu'on effectue la somme
on aura ensuite à effectuer la somme ^\ A^.
Il est clair que, |jl restant fixe, lorsque v prend toutes les valeurs entières de — oo à 4- oo, il en est de même de v — [x et inversement. On peut donc remplacer, dans l'expression de Ajt, V par [JL+ p, et faire prendre à p, comme à v, toutes les valeurs enrières de — 00 à + 00. D'un autre côté, si l'on désigne par s un nombre entier quelconque, et par r un des nombres o, i, 2, .. ., a 4- p — 1 , il est clair qu'un nombre entier p peut, et d'une seule façon, être mis sous la forme
Réciproquement, quand on donne à s toutes les valeurs entières de — 00 à + 00, et à r toutes les valeurs o, 1 , 2, . . . , a -f- ^ — i , l'expression (a -f- P)s + r représente successivement, et chacun une fois seulement, les différents nombres entiers de — oo à +00. On peut donc, finalement, remplacer, dans Aj^, l'indice v par
|JL -^ ( a -4- p ) 5 -4i /•,
et donner ensuite à s les valeurs entières de — oc à -|- x; à r les valeurs entières de o à a 4- [3 — i .
Par cette substitution, on trouve, après des réductions immédiates,
afi2-+-Pv2 = Ca-h-p)(a-+-fi5)*-h2pr(fi4-p5)-+-ap(a-h P)5«H- ';>.apr* -+- ^r»,
Si donc, dans A^,, on groupe les termes où r est le même, et si l'on remarque que dans tous ces termes on peut mettre en facteur r/^''* et e-'^^-^j on voit que l'on peut écrire
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OÙ Ton a posé, pour abréger,
Cn^ étant le produit de
par
Le produit des deux fonctions &3(x|aT), ^i{y\ ^t) peut donc être mis sous la forme
ou
(Jlr= — «0 jJl= — «0 s=z—to i = — «0 (Jl = — «
Séparons, dans l'expression de C^j, les facteurs qui ne dépen- ^ dent que de (x + ^5 et ceux qui dépendent de s seul; nous aurons
— ^(a-Hp) (|A+pj)«g2«ii(jjL-Hpf) (x+r-f-rpT) <y ap{a-»-P)*'gi/7w(a>'-px-+-rapT).
En tenant compte de cette dernière forme pour évaluer
51 ^|A.* ®^ ^"^ observant que, s restant fixe et jjl prenant toutes
les valeurs entières de — oo à +oo, 5'= ui 4- p^ prend aussi toutes
les valeurs entières de — 00 à -+-00, on voit que la somme ^ Cj^,., est le produit de
q aP(a-f-P)^« gî/7i5(ay— px-t-ra^t)
par
l'=-+-oo
^ g(a-»-p)*'' eî/lw'U-»->--4-rpT) j
or cette dernière somme n'est autre chose que
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on a donc,
{1=4-00 S=-hto (Jl=-4-«o
*=H-ao
et, par suite, enfîn
3r3(:r|aT)2r3(7|Px)
= 2 ^?'''62"i^r3r3[a?-4-7-i-rp'c|(a4-P)T]
(LVIIIi) { x3r3[a^— pa?-f-rapxla?(a-+-P)'c]
X 3r3[pa7 — «^ -f- rapT | a3<a -4- P)t),
la dernière égalité .ayant lieu en vertu de ce que le premier membre ne change pas quand on change a en ^ et :r en j^, simultanément. C'est la formule annoncée.
286. Pour a = I , p = I , Tégalité précédente, en tenant compte des formules (XXXI Vo), devient
(iviii ) ! 3^j(^)^3{r) = ^3(^-+-rh'c)&3(^-rh'c)
En changeant dans cette formule :r , y en ^ -+- - , j^ + - > on ob-
tient encore
Observons en passant que, en faisant :r = j^, on retrouve deux des formules relatives à la transformation de Landen.
Ce sont les formules (LVIIl2_3) qui vont nous conduire à l'identité de Jacobi. Si l'on désigne par x, y^ -3, w quatre variables indépendantes, on en déduit, en appliquant ces formules d'une
part aux variables x^ y^ d'autre part aux variables ^, vv, et en formant la fonction
2r,(x)3r,(^)&3r5)3r3(iv)-+-2r,(:r)&,(^)2r,(5)&,(«').
que celte fonction s'exprime très simplement au mojen des quatre quantités
2^3(^-^-7 I 2'c)3r3(5 -h w I ax) ^- Jit{x -^y \ 2t)&2(5 -\- w I o.t),
^a(^— 7 I 2*^)2^3 (5— lp|2T)-+-3r5(j'— k|2T)&j(5 — tv| 2X),
Après une transformation algébrique facile, on voit qu'elle est égale au produit des deux premières augmenté du produit des deux dernières. Mais, en vertu des équations (LVIll2_3) ellesmêmes, les quatre quantités que nous venons d'écrire sont respectivement égales à
-. /-h a?-+- V -h s -H tp\ -. I — X -\- y -^ z — w\
On obtient donc bien ainsi l'identité de Jacobi.
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CHAPITRE IV
LES QUOTIENTS DES FONCTIONS 3* ET DES FONCTIONS 2r.
287. Il convient souvent, dans diverses questions, d'introduire les quotients que Ton peut former au moyen de deux fonctions ^ portant sur la même variable et les mêmes périodes ; les quatre fonctions du^ (^tUf (^2^/, «s'a 2/ engendrent ainsi douze fonctions. Nous poserons, en conservant les mêmes conventions qu'au n** 112 relatives aux indices a, P, y,
5aoW = -*— = y/pu - eoL.
<fu
(LIXi) { ^^^^ ^ '^^^~7i "^ "/ '
^ s'a w \i^pu — es
5byw = -^ = -»
Nous sous-entendrons la variable ii quand il n'y aura aucune ambiguïté à craindre; ainsi nous écrirons Çaoi Soa? Spy au lieu de Sao'^j Soa'^î SpyW- Au contraire, quand il y aura lieu de rappeler les nombres o>i, a>3 qui servent à construire les fonctions d et, par suite, les fonctions Ç, nous écrirons
ioLo(u\ 0)1,0)3), îoa(w|o>i,o>3), $pY(M|ci),,a)3),
ou bien
si c'est sur les invariants ^2, ^3 qu'on veut attirer l'attention. 288. Les fonctions Ç sont des fonctions univoques de u; celles
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qui ne contiennent pas dMndice o sont paires, les autres sont impaires. Elles n^admettent pas d'autres singularités que des pôles, tous simples; ces pôles sont les nombres congrus à o, modulis 2 0)1, acos, si le second indice est o, à tù^ si le second indice est a. Les zéros de ces fonctions sont congrus à o ou à (o^, selon que le premier indice est o ou a; ce sont tous des zéros simples.
D'après leur définition, les fonctions Ç sont des fonctions algébriques de la seule fonction pu\ elles sont donc toutes des fonctions algébriques de l'une quelconque d'entre elles, tandis que leurs carrés sont des fonctions rationnelles du carré de l'une quelconque d'entre elles. D'ailleurs les relations algébriques qui les lient sont manifestes ; il suffit de les écrire
(3) pw = ea-HÎ'îo=^?-+-?2o = ^r-^5?o,
d'où
1(4) 3pa = $Jo-4-$^o-^5?o»
Notons encore celle-ci (LIX.) _L_ = ç.^ = ]z3l = IsJk .
289. 11 est très aisé, au moyen des diverses formules (Xlla.a), de voir quel changement produit sur les fonctions Ç^O) ï^y l'addition de l'une des quantités aco^, acop, acoy ou toa, cop, o>y à l'argument £/.
Observons d'abord que l'on a
la dernière égalité résulte des formules (XIir2).
En particulier, et en tenant compte des formules (XXXVIl4_5),
on a
Mainlenaat les formules (Xn2_3) donnent
LX
1 $ao(w-*-2a)p) =:— Çao'/. $Py( w "^ acop) =— $pyW.
= — y/ep— ea /«y— ^aîoa'^ (LX ) ' îao(w-4-wp) =^ /ep— eaÇypM,
Çpy(f/-4- cop) =— /ep— ea^oa".
Ces formules montrent que les fonctions Ç sont doublement périodiques. La fonction ^iqU, par exemple^ admet les périodes 2o>i, 4^37 6^ îl 6St clair, d'après la nature des pôles qui sont tous congrus à zéro, modulis atoi, 203, et parce que 2o>3 n'est manifestement pas une période, que ces périodes sont primitives . Les carrés des fonctions Ç sont doublement périodiques et admettent tous 2 0>|, 2t03 comme couple de périodes primitives.
290. Il est facile d'obtenir les équations différentielles que vérifient les fonctions Ç, puisque l'on a l'équation qui relie pu à p' u.
Observons d'abord que l'équation (XI3)
DM = — 9.
peut s'écrire maintenant Dès lors les relations
Çao=/pw-^a, ?oa= -7 ^ Çpy= -7—=^
Vpu — eg^ ^pu — Cy
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donnent immédiatement
(LXI,) Çio =• — 7^^-^^=^ = - y/pu — eo^^pii — e^ = — J^o^yo,
(LXI.) ;;,= , -f^ = ^- ^^ ^^^^^^^ =. ^eaSva
(LXI) < 2/pa — ep/p£/-e^(pw-ey)
— (cp~«^)v/pw-^a
En remplaçant dans la première de ces égalités Ç^o» ^yo P^^ leurs valeurs (LIX3) en fonction de Çao> on obtient
(LXIIi) Î;«,= («a— ^p-HÎJo)(«a~^r-+-îâo)i
c'est-à-dire que la fonction Ç^o vérifie l'équation différentielle
elle peut donc être définie comme une fonction univoque de ii satisfaisant à celle équation différentielle et telle que la différence
y soit régulière aux environs du point o, et s'annule en ce
point.
Il est clair que, si une fonction f{u) satisfait à une pareille équation différentielle, où la variable u ne figure pas explicitement, il en sera de même de la fonction f(^u-\- C), où C est une constante arbitraire ; les fonctions Iolo ( w + ^ol) > Çao {u -h wp) , ixo(" 4- Wy), en particulier, devront vérifier cette équation différentielle, ainsi que les fonctions
qui leur sont respectivement égales ; on en conclut, ou Ton obtient directement par un calcul analogue au précédent, les équations
(LXII) l^""^ ?ii=['-+-(^a-e3)?îa][i + (^a-^y)îî«]» ( (3) ??y = (i-Î^y)[^?— «a-^C^a— er)î5Y]-
Remarquons encore les formules, d'un usage fréquent
dans le Calcul intégral, qui lient les fonctions Ç aux fonctions 2^,
savoir :
(LXIIl)
(a) — ;aM = p(aH-c«)a) = ea-^ - "^^^ -j >
d'où
( (3) -!:;f<-Ca=(cp-«a)(er-«a)îo*a(«); 1(4) -ïp«-ea=(ep-e«)îîp(M);
et
(Lxin.){ , /—ZL _
— ^/^If^, -ep.(«)ÎTa(«)-- tït;^'
*P ^^ rfM ^*P'^ '^ a (pM — <rp)(pM — Cy)
292. Les deux dernières relations peuvent s'écrire sous une forme un peu difTérenle, qu'il ne sera peut-être pas inutile de faire connaître.
Reportons-nous aux formules (XXX1JI5_5)
«^a-Hi(o)
on en déduit, en prenant les dérivées logarithmiques,
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dès lors les formules (LXIIIs.e) peuvent s'écrire
en utilisant les relations (XXXVI^^s) écrites sous la forme
2r'j(o) = 7:2ra4-i(o)2rp_^.,(o)2ry^.i(o), on trouve, après quelques réductions immédiates,
C'est là les formules que nous avions en vue.
293. Les formules (XV) nous montrent immédiatement que les fonctions Ç de u-\- a peuvent s'exprimer rationnellement au moyen des fonctions $ de w et de a. Il suffit pour avoir les formules qui fournissent ces expressions de diviser membre à membre deux des formules (XV) choisies de façon que dans les premiers membres figure un facteur commun. Ces expressions pourront d'ailleurs être transformées de diverses façons, grâce aux relations qui existent entre les fonctions \,
Si, par exemple, nous choisissons, d'une part, les équations (XV4_5) mises sous la forme
a'(M-ha)3'y(M — a)
= or» a a'»a [Joy w ;ay« îpy «H- $or« Jay w î?y "]»
(fpiU'^- a) 3'y(w — o)
= cr* u o** a [ Jpy w J^ya — (ep— e^) Joy " îay w îoy« îay^]»
et, d'autre part, Téquation (XVa) mise sous la forme
(^j{u-^a) a'y(M — a) = ^^u 3'Ja[i — (ey — ea)(^i'— ^p){ôy'*îoy^]' on trouvera, en divisant respectivement, membre à membre, les
deux premières équations par la troisième,
/iviVN t / ^ X SpY"^Pr^'~(^?~^Y)^OY"S«Y"£oY^£ttY« (LXIVa) £M"-«)= ,_(,^,e.)(e,^.p);g,.SoV
Les formules ont été disposées de manière que le second indice des fonctions qui y figurent soit toujours y.
On aurait pu utiliser aussi la formule (XV
qui, jointe à la première des équations dont nous nous sommes servis, aurait fourni la relation
MXÎV^ t (u rr\ ^OY'^^otY^^PY^-^W«?«Y'^^PY'^.
(L.AIV2; ÇyOl," — a;~ iy— Tj— ,
soy " soy "
en changeant dans cette formule a en — a et comparant à l'expression déjà obtenue pour Çoy('' + <^)î on en conclut l'identité
(îoy w îay« î?y« + ^oy» îay ^î^y ") (îoy w ?aya î^yO — Joy« {ay " îpy «)
que le lecteur pourra vérifier au mojen des relations entre les carrés des fonctions Ç.
29o. Si, maintenant, dans l'expression (LXIVi) de ^oy{u -h a), on change a en — a et qu'on effectue le produit
on trouvera, en vertu de l'identité précédente,
Si l'on récrit la même relation en s'arrangeant de façon que l'indice a remplace l'indice y, puis que l'on remplace u par a + w», on trouvera de suite
(LXV,) {pY(|^^-a)Î^Y(w-a)= ^^^
îay'
LXV
ou
l 3[îoy(w-T-a)^-îoy^W — a)] = 2joy W ^ay^^Pyrt, 3[Joy(w-+-«) — îoyf" —a)] = ajoy» îay" îpy",
3l[Jpy(a-+-a)— Î3y(w -a)] ^ — '2(^3 — e^) ?oyW Jay w;oy«?aY«, 31 = 1 — ((?y— ea)(ey— ep)î*Y"ÎÔy«»
et dont la déduction est évidente. Ces formules permettraient sans peine de trouver toutes les relations qui existent entre deux nombres qui rendent égales, ou égales et de signes contraires, deux fonctions Ç ayant les mêmes systèmes d'indices.
Examinons maintenant, comme au n^ 120, le cas où les
nombres coi, ~ sont réels et positifs.
Si la variable u est réelle, toutes les fonctions $ sont réelles ; on en connaît le signe d'après les résultats du n^ 12U et les formules
ïoa= îpa$r«» îpy ~- — (^^—^y) îoy îay
permettent de reconnaître immédiatement si elles sont croissantes ou décroissantes; comme d'ailleurs on connaît les valeurs qu'elles prennent pour les multiples de (Of qui sont les seules valeurs réelles pour lesquelles les dérivées puissent s'annuler ou devenir infinies, on reconnaîtra sans aucune difficulté entre quelles limites les fonctions varient. Par exemple, la fonction Ç 3 croît de o à
■ quand u croît de o à coi ; la formule (LXIIIi ) montre que V^«i— «3
dans cet intervalle on a
en donnant au radical le sens arithmétique, puisque la dérivée doit être positive; on en conclut qu'on doit avoir
et, en remplaçant dans cette formule y par « on trouve
en donnant à A" la même signiflcation (XXXVII4) qu'au n" 170,
rr _ 1 y/ga— g.i __ Sr»(o)
298. Quand w= «V est purement imaginaire et que u! reste dans rintervalle (o,~ ji les fonctions paires Ç^y(m') sont réelles
et positives, ainsi que la fonction impaire TÇoa(^^')î ^^^ exprès-
sions des dérivées donnent aisément le sens de la variation ; soit, par exemple,
* = 7Îoi(tV),
on aura
en désignant par ^^^(«V) ce que devient $^, w quand on j rem-
dz ' place w par / w'; ,^, est donc positif et z croît de o à
7?0ltO3= . . = -j=—y
* f/g3— gi ygi — g3
comme on s'en convainc en se reportant aux formules (LX| , XIII4) . Puisque la dérivée de :; est positive, elle est donnée par la formule
V^l» -H(gi — gi) îo'l('"')J lH-l>i - ^3)îoV''Ôf
les radicaux étant pris avec le sens arithmétique, cl Ton a par conséquent
v^fi— «'s
dz
• '0 )/[\ —{ex — Ci) z^\[\ —{Ci — ga) 5*J
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OU, en remplaçant z par
dx
-4 /ei — cj = ; , — — -^-^ — ,
' Jo )/(i-x^)(i — k'^x*)
ici encore A/ a le même sens (XXXVII5) qu'au n° 170, savoir :
rp_ Vci — et __ 3^(o).
\/Ar el yX/ sont réels, positifs et plus petits que i.
Les formules qui donnent, dans ce cas, (0|, —au moyen de ^i,
^2, ^3 doivent naturellement être rapprochées de celles qui ont été obtenues au n** 297.
299. Ajoutons enfin quelques remarques relatives à l'homogénéité, que le lecteur rapprochera de celles qui ont été faites au n® 119. En reprenant pour un moment les notations de ce numéro, c'est-à-dire en posant
on trouve de suite, à Taidc des formules (XVIll2_3),
(0 îoa(w|(D;,o>'3)--. X{oa(y W|,««>3J, (LXVI) / (2) £ao(w|w'i,W3)=^ ^îao ^(1)1,0)3^,
1(3) {Py(w|<*>'i,w'3)^ J^yf^y 0)1,0)3 j.
Il suit de là que, si Ton désigne par cp une fonction de (0|, (03
qui soit, comme tj^ ou ^Ca — ^p, homogène par rapport à (0|, (1)3 et du degré — i, les fonctions
ne dépendront que de l'argument u d'une part, du rapport — de l'autre ; en effet, si l'on pose
X(p'= X<p (Xo)i, \(3>^) = o {i»>iy 0)3), T. et M. — II. 12
on aura
Trois de ces fonctions
dont le rôle a été et restera considérable dans la théorie des fonctions doublement périodiques et dans les applications de cette théorie, ont été introduites tout d'abord par Jacobi, qui les a nommées fonctions elliptiques de V argument u et du module k; il les a désignées, pour des raisons que nous ferons connaître plus tard, par les notations
siDam(u, A-), cosaiii(i«, A-), Aam(u, A-).
C'est l'étude de ces fonctions elliptiques, que nous désignerons ( * ) par
sn(a, A:), cn(w, A:), dD(u, A:),
qui fera l'objet du paragraphe suivant.
II. — Les fonctions sn, en, dn
301 . Supposant que la partie réelle du rapport ^ soit positive et que, par conséquent, r^^tù^ — "^laWi soit égal à — > nous pose-
rons
(i) sn(a,A-) = /ei— ^sSoaf -7=^-=Ui,««i ),
(LXVII) {(a) cn(w,A-) = 5„/^-— ^^ coi,cu3y 1 \/ei — es /
(3) dn(M,A:)=5,3(-—^=- (1)1,11)3).
(*) La notation sn, en, dn a été proposée par Gudermann. Elle a été adoptée par un grand nombre d'auteurs, en particulier par M. Hermite, avec une légère différence sur laquelle nous insistons plus loin (n"» 317).
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Quand on ne veut pas mettre k en évidence, on écrit simplement SDM, cnw, dnw, au lieu de sn(w, A"), cn(M, A"), dn(w,A:).
Ces trois fonctions sont homogènes de degré zéro en co,, (03; elles ne dépendent donc (n® 299) que de l'argument u et du rapport
T = — • Ce fait si important doit se manifester dans les relations
algébriques et dans les équations diflerenti elles que vérifient les quantités sne/, cnu, Anu^ équations que Ton déduit facilement de celles que vérifie la fonction \,
302. En désignant par sn'w, en' m, dn'w les dérivées de snw, cni/, ànu par rapport à u^ et par
ce que deviennent les dérivées Ç^jW, $J,m, ^^u de Ços'') S»"» Ç^tt quand on y remplace «/ par , > et en tenant compte
des relations
Soa= ^PaSya» Ç'py = — («[*— «y) ÇoyÇay*
on trouve immédiatement
= en a du 1/,
LXVIII
(0 sn'a=ro3f7=^) = ?uf^=^V,//=^^
\/«l— W \/<5l — «3/ \/ei — <?3/
(2) cn'M= ' ^u ( --p=^=)
= — /gi— g3 ^03 ( -7= ) g., 1 -7— ) =— snwdnw.
(3) àn'u=-^=\',J~^=\
V«i — «'s XV^i— ^3/
= — / $03 ( —. ) 5i3 ( • . ) = — A:* sn M en M.
D'ailleurs deux des relations (LIXo), savoir
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donnent immédiatement
sn*M I — cn'w I — dn*M
on a donc
( (i) sn'a -h cn*M = i, (LXIX) ,
f (2) dn*M-h A* sn*M = I,
et Ton voit, à cause de ces relations et de l'expression de la dérivée de sna, que sna vérifie l'équation différentielle
(LXX,) sn'«M = (i — sn«M)(i — A:«sn«w).
On voit aussi que en 2/, dn;^ vérifient les équations différentielles
Dans toutes ces relations ne figure que l'argument u et la quantité k qui ne dépend que de t, comme on le voit sur la formule
(XXXVII,)
Nous entendrons toujours par module et module complémentaire des fonctions elliptiques sn(M,A"), en (a, A), dn(a,A*) les quantités k et k'.
Si l'on tient compte des relations (LIX
Vpu — €3 ^pu — ez ^pu — e%
on voit que les fonctions elliptiques sn, en, dn sont liées à la fonction p par les relations
(4) %ii{usJ7[^^^,k)= f.^J — g!>
>Jpu — e^ (LXVII) < (5) cn(M /e, - e,, A") = .^Lg:^^^,
(6) dn(i./^7=:^,A) = 5^5e:^=l?.
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Les fonctions
sont donc des fonctions rationnelles et linéaires de la fonction pu^ et Ton a en particulier
{LXVJI7) pM = e3-f- ''«~^«
En vertu de la définition même des fonctions snuj cnu
dna, on a
sno = o, cno = i, dno = i, et par suite
sn'o = i, cn'o = o, dn'o = o.
On peut donc définir sn(M,A) comme une fonction univoque de u qui s'annule pour w = o, dont la dérivée pour u:= o est positive et qui vérifie l'équation différentielle
On verra plus tard que, réciproquement, quand on se donne k, il existe une fonction univoque sn(w, k) vérifiant cette équation différentielle et satisfaisant aux conditions précédentes; puis des
quantités^ (i)i , CO3 dont le rapport seul t= — est déterminé, le
coefficient de i dans ce rapport étant positif, telles enfin que, en construisant avec ces quantités les fonctions dy ^, la fonction 8n(ujk) définie par l'équation différentielle soit précisément celle que définit de son côté Téquation
sa
a = v/ei — 63 Joi I -7== wi, 0)3 )
305. On connaît les valeurs de Ços'^j 5i3") Sas" pour u-^^^^ u = coa, 1/ = (Os et Ton sait ce que deviennent ces fonctions quand on augmente u de C0|, (02, (O3. Il est donc aisé d'avoir les valeurs des fonctions sna, cnw, dna, pour les valeurs de u égales à
^\\j^\ — ^3j W2v/^i — ^3) <*>sv/^i — ^3 et ce qu'elles deviennent quand on augmente u de l'une ou de l'autre de ces quantités.
l8a CALCUL DIPFÉRBIfTIKL.
Il convient, pour nous rapprocher encore des notations de Jacobi, de poser
(LXXI) 1^') -,v/aT=]I=K,
on en conclut, à cause des formules (XXXVI4),
(LXXI) j(3) K=^&i(olT),
(4) K'=-:^'&î(oiT),
de sorte que l'on peut envisager R et K' comme étant des fonctions de t; on voit d'ailleurs, sur ces formules, que la partie réelle
du rapport ^ = - est toujours positive et que l'on a
_ k; (LXXI5) g = c ''''.
Nous n'emploierons pas de notation spéciale pour
(DjV^ei— es = — (K-+- ÎK').
Observons de suite que, si (0| et -? sont réels et positifs, on a
dx
en donnant aux radicaux le sens arithmétique.
306. Avant d'écrire le Tableau qui donne les valeurs de sn w, cnw, dnu pour les valeurs K, /K.', K-h/K.', ou les formes que prennent ces fonctions quand on y remplace u par 1/ + K> M4-«K', wH-K-4-iK', u-h2K, u-^ii¥J, w + aK-ha/K', remarquons que les fonctions snu^ cnw, dna peuvent être définies au moyen des fonctions S; il suffit, pour cela, de se reporter aux formules (X.XXIIl5_o),
^i(o) :joih.i(o)
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^m:aï donnent immédiatement
2f»(0) ' \2t0,v'«l— Cj/
sn« = awiv'ei — «jsT
^iW
cni* =
dnu =
OU, en se reportant aux formules (XXXVI5 , XXXVIIi.j, LXXI,.,),
(6) sni* = -—
LXXI) 1(7) '>""=7Î^4V
(8) dnu^/k' y^^'
307. Ces formules mettent en évidence ce fait que les pôles des fonctions snii, cnu, dn;^, qui sont tous simples, sont les zéros de
la fonction ^4 ( — ï? ) > c'est-à-dire les points
u = eK'-+- 9.mK -h iniK\
nij n étant des nombres entiers; on voit de même que les zéros de snii, en 21, dnu sont respectivement congrus aux nombres o, K, m -^ iK! (modulis 2K, a/K'). Elles sont d^ailleurs aussi propres que les premières définitions à fournir le Tableau de formules que nous avions en vue, et qui résultent alors des formules (XXXIV);
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on parvient ainsi aux résultats suivants :
isn(— M, A:) = — sn( w, A:), cn(— w, A)— cn(M. A:), cln( — Ufk)= dn{M, A:).
(sn (m -H aK) = — snw, v^^*.-.*.j; cn(w-K2K) = — cm/,
( cln(M-H2K) - dna.
I sn(M -i- 2tK') = snw, (LXXHs) I en (m -f- 2tK') = — cnw,
( dn (w -r- 2fK') = — dnw.
isn(a-4-aK-4-2fK')= — sîîm, ^ ,, en (a 4- aK -f- 2tK') = enw,
f dn (w -h 2K-^ 2tK') = — dnw.
sn(M-4- K) = j 9
^ ' dn M
(LXXHs) J <m(M-hK)=-A:'^,
^ dnw
dn(a-4-K) = A-'
dnu
sn ( w -+- iK') = -7- )
(LXXII,;) i cn(M-f-«K') = — 7 ~,
^ k snu
A / . -i/'x .ena
dn(a-r-iK ) = — i •
sua
sn(w -4- K-h *K')= 7- ,
A- en M
(LXXIIt) / en(a-+-K-4-eK') = -i V -^'
\ A: enw
dn(a-r-K-i-/K')=tA''î^.
en w ,
Il résulte de là que snw, en m, dnu sont des fonctions doublement périodiques admettant comme périodes primitives les nombres 4K., 2iKJ] 4K., aK + ai'K'; 2K, 4'K.' respectivement. Les carrés de ces fonctions admettent comme périodes primitives
2K, 2tK'.
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308. Eq posant u = o dans les formules précédentes, on a /mmédiatement
50 0 = 0, sdK = i, sn(K -f- f K') = j , sntK'=3o,
k' ooo=i, cnK = o, cn(K-f-«K') = — i-r, cniK' = oo,
<lno = i, clnK = A-', dn(K-r- «K') = o, dnfK'=x),
sn2K=-= o, sn(2K -h 2£K') = o, sn2iK'= o, CD2K= — I, cn(2K -f-a«K') = i, cn2iK'= — i, dDaK= I, dn(2K-h 2iK') = — I, dn2eK' = — i.
C^es formules montrent immédiatement que, dans le parallélogirsàmme primitif o, 4K., at'K.', 41^ + at'K', les zéros de la fonctions. %nu sont o, 2K, et que ses pôles sont i¥J, 2K-+-fK'; ces xéiroset ces pôles sont simples. Ce fait est mis en évidence sur la ^/£^. 1 du Tableau de formules, où Ton a noté les valeurs de la fortclion 5 = sn(M, A*) aux points dont Taffixe u est mK-f-/itR', /wx =0, i,a,3,4\ \«- =0,1, a /
X^s fig, 2 et 3 du Tableau de formules mettent de même en évi- «eirice les deux zéros et les deux pôles, tous simples, des foncée» ns cnw, ànu dans leurs premiers parallélogrammes (*).
I. Les formules d'addition résultent immédiatement des forncàules établies pour les fonctions $. Nous nous contenions de les écrire :
sn i£ en a d 11 a -T- sn a en i£ dn i^ (i) sn(a-+-a)= ,.,^o„, -7- '
<U>CJII) {(2) en(M-+-a) =
I — A** sn*w sn*a
cwu(^na — sn u dn u sna dna I — A* sn*asn*a
,^^ , , , dïïuàwa — A' sn/£ cnM sna cna
I — A*sn'asn'a
' ^ lAjig. 4 du Tableau de formules se rapporte à la fonction p{u\ u),,o),); * -»i"*«-» gQ évidence le fait que la somme des deux zéros de celte fonction si-
^ans le parallélogramme primitif : o, iu),, — au,, au,, est égale à — au,, et qu& le point o est un pôle double de cette fonction.
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(LXXIV) { (2 (3
(LXXIII
sn*M — sn*a
sn(aH- a) sn(M — a) = j-r — r— ^
cn(a -4-
ân(u-{- a)ân{u — a) =
cn'a — ân^asn^u a) en (m — a) = 7- — ; ; — ,
sn(M -f- a) -h sn(M — a) =
sn(wH-a) — sn(w — a) =
cn(a-+-a)-f-cn(w — a) =
cn(M-+-a) — cn(w — a) =
dn(a -H a)-+- cln(w — a) =
dn(w-f-a) — dn(M — a) =
I — X:' sn* a sn« u
a snu cna dna I — A:* sn*M sn*a
2 sna cnu dnzf I — A:* sn*tt sn*a
2 en u en a I — X:* sn*wsn*a
— 2 sn a dn a sn a dn a I -- A:' sn*Msn*a
2dnudna I — A:* sn'i* sn*a
— 2 A:* sn w en M sn a cna
1 — k> sn'asn^a
310. Considérons, par exemple, la formule (LXXIII5) : le premier membre est nul si la quantité sna est nulle ou infinie, c'està-dire si l'on a
en désignant par m et m! des entiers quelconques, ou si l'une des quantités cna, dnw est nulle, c'est-à-dire si l'on a
Ce premier membre d*ailleurs ne peut être nul que dans l'un ou l'autre de ces cas.
On conclut de là que toutes les solutions de l'équation
sna? = sna
sont données par les formules
X— a -+- 4''*K -h 2m'iK', ar=— a-h(4/n -h 2)Kh- 2m'tK'.
On trouve de même que toutes les solutions de l'équation
enar = ena
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sont données par les formules
a: = zfca-+-4'wK-+- 4/w'iK',
x= ih a-+-(4/n -f- 2)K -f- (4/w'-4- 2)iK',
et que toutes les solutions de l'équation
dnâ? = dna
sont données par la formule
X = it aH-2/wK-h ^m!iK',
En particulier, les solutions des équations
8na7 = dii, sna: = it:7> cna7 = ±i, dna? = =b i
sont égales deux à deux.
3H. Supposons (o< et ~ réels et positifs. Si Ton se reporte aax formules qui définissent A: et A*', en se rappelant (n° 121) que
\/e2 — e% est un nombre négatif tandis que y^i — ^2^ y/^i — ^3 sont des nombres positifs, on voit que k et k' sont positifs, plus petits que i; K et K' exprimés au moyen de A*^, k'^ par les
formules
dx
/' dx
sont réels et positifs.
Si a est une variable réelle, les formules qui donnent snu, cnw, dnw, sous forme de quotients de 3 montrent que ces fonctions sont réelles. Si u reste compris entre o et K, aucune des dérivées ne peut changer de signe : les fonctions varient donc toujours dans le même sens; snu croît de o à i, cnii décroît de I à o, dnu de i à k'. Il convient de remarquer que la fonction dnu, qui ne s'annule et ne devient infinie pour aucune valeur réelle de u, reste positive pour toutes les valeurs réelles de w. De même, quand u croît de K à 2K, les dérivées ne peuvent encore
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changer de signe; sn u décroît de i à o, en 2/ décroît de o à — i, dn^^ croît de A/ à i.
Ensuite les formules relatives à Taddition de aK montrent comment les choses se passent dans Tintervalle (2K, 4K-)-
Lorsque u^^iu! est purement imaginaire, -: sn(fV) est
une fonction réelle de u' ainsi que en (/a') et dn (tV). Les dérivées par rapport à u' de ces fonctions sont respectivement
en ( iu' ) dn ( m' ), -: sn ( m' ) dn ( m' ), - k^ sn ( iu' ) en ( iu' ) ;
elles ne changent pas de signe quand u' croît de o à K'; dans cet intervalle - sn(fV), cn(m') et dn(iV) ne peuvent prendre que des valeurs positives puisque ces fonctions sont positives pour . m'= o et ne peuvent changer de signe; on voit donc que - sn(ia') croît de o à 4-00, et que cn(iV) etdn(m') croissent de i à 4-00. D'ailleurs, quand u' tend vers K', le quotient — -p~i{ ^^^à vers Ar,
puisque son carré ,, . ,, tend vers k^ et que — 7-r-^ reste
réel et positif.
Lorsque a' croît de K' à 2K', — -. — -> cn(iV), dn(tV) croîssent de — 00 à o, — i et — i respectivement.
Enfin la formule
, , ., , ... 2sn(6/) cna dna
sn(a-i-6«) — sn(a— bi) = j- — Trr^'
' I — A:* sn*asn*(6i)
OÙ a et 6 sont supposés réels et où le dénominateur du second membre est par conséquent réel, montre que sn(a 4- bi) ne peut être réel que si b est un multiple de K' ou si a est un multiple impair de K. Si b est un multiple pair de K', en effet, le facteur sn(6t) est nul; si b est un multiple impair de K', su^i^bi) qui figure au dénominateur est infini et le second membre est encore nul; si enfin a est un multiple impair de K, en a est nul.
D*ailleurs, dans ces différents cas, sn(a -f- bi) est réel. En particulier, on voit que sn u est réel quand le point u va en ligne droite de o à R, de K à K 4- /K', de R 4- i¥J à i¥J. Le point u décrit alors trois côtés d'un rectangle; pour le premier côté sna croît
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de o à 1; pour le second de i à t; pour le troisième de t à -h oo.
EnfiD, si ^nu est réel et positif, les formules du n^ 310 donnent toutes les valeurs de w, en y supposant que a soit représenté par l'un des points de la ligne brisée précédente.
De même pour les valeurs réelles et négatives de esna et le quatrième côté du précédent rectangle.
Les autres fonctions cn;^, dni^ donneraient lieu à des observations analogues que le lecteur n^aura aucune peine à faire de lui-même.
314. Les fonctions 3^ et leurs quotients ont été envisagés par plusieurs géomètres; elles se présentent souvent sous d'autres formes qu'il nous reste encore à faire connaître.
Comme l'a fait observer Rronecker dans ses Cours et dans plusieurs de ses Mémoires, la fonction doublement périodique
s'introduit d'elle-même dans quelques questions importantes d'Arithmétique et d'Algèbre.
Kronecker désigne ^^v fonction elliptique El, la fonction de deux variables v et t,
(LXXVi) El ((;, X) = liiî^Mar).
En tenant compte des formules (XXXIIIq^ i a), (XL2), (XXXVII4) , on voit que cette fonction est liée aux fonctions doublement périodiques précédemment définies., par les relations
(LXXV,) El (^, l) = \ V^^r=^ V^'^T^^ Ï03(a w I x),
( El(p,3)=/îsn(4Kp,^); (LXXV,) . .
Pour les valeurs particulières o, -> — j^y - de l'argument v. on
igO CALCUL DIFFÉRENTIEL.
a immédiatement
LXXV
El
Les deux relations
El
(ç -\- m -h- ni z\ STi — i — 'â; = 5:
((^ H- m H- /it)
= (_,)« |4^=(-0'»Ei(f:U)
El
OÙ m, /t sont deux entiers quelconques, se déduisent sans peine des formules (XXXIV). En supposant m pair et en remplaçant i', m, T par 2V, 2 m, 2t, on obtient les relations
1(5) E\{v -i- m -4- /iT, t) = El(p, t),
dont la première met bien en évidence la double périodicité de la fonction El.
En remplaçant sn(a, k) par sa valeur
on peut mettre la relation
j dStïU /r T r-; =- r ;
cnudnu= —-z — = y{i — sn* m ) ( i — A:* sn» u )
du sous la forme
""'*"" = 7ii^-à^ = \/-P^K^'0-^^K'''ï)
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OÙ Ton a posé ( ^ ) avec Jacobi (LXXV7) P = ^-*-i'
la formule d^ addition de la fonction elliptique EW(^,-j s'en déduit facilement : si x^y^ z désignent les trois fonctions
a? = El^(;,^V ^ = El^iv,^), 4f = El^PH-iv,^V on a
(LXXVg) z =
315. En terminant ce paragraphe, indiquons, relativement aux fonctions 3^, d'autres notations qui ont un grand intérêt historique, qui sont souvent commodes, et dont nous aurons à faire usage.
En conservant auK quantités K et K' la signification donnée par les formules (LXXIs_4), posons
LXXVI
(4) ei(a')
Les fonctions snj;, en a?, dno; s'expriment très simplement au mojen des fonctions H(j?), H| (j:), ©(j?), 6| (o?) du même argument X. On a
(LXXVI, j(6) cn.= ^|g,
(7) do.= /.-|(|>.
Les fonctions H(a?), ©(a?), H|(j:), 6|(j:) jouissent des pro-
(*) Œuvres, t. I, p. 266.
prîétés suivantes, qu'on déduit immédiatement des formules
(XXXIV
LXXVII
H(a7-+-2mK) = (— i)'» H(a:), e(T-h^mK) = e(ir), Hi(:r 4- -iniK) = (- i)'» H,(ar), ei(ar-+-a/nK) = ei(ar>;
j H{x-^imiK') =(— i)'«AH(j:), l e(ar-+-2miK') = {— ï)'^ X S ( x), (LXXVIIi) { H,(37 4-2/niK') = AII,(ar),
61 (x -+- amiK') = A 01 (ar),
(LXXVHa)
(LXXVIU)
H(XH-K) = H,(:r), e(ar-+-K) = e, (jr), i H,(ar-+-K)=— H(ar), l e,(a7-i-K)= e(x)\
l B(x-h{K') =iBU(x), ! H,(a7-hiK')= Be(ar),
LXXVIII
/ K V / ^ \ 'îi^ / H',(a:)
X , e;(ar)
Nous poserons aussi
(LXXIXO Z(x)=-^';
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on a alors immédiatement les relations
(LXXIX,) Z(x 4- 2K) = Z(T),
(LXXIX,) Z{x-r-iLiK') = Z{x) - i^.
317. C'est ici qu'il convient peut-être d'expliquer la diflérence entre les notations que nous adoptons et celles de M. Hermite.
Dans la plupart des Mémoires de l'illustre auteur et, en particulier, dans son Cours auto graphie de la Faculté des Sciences ,
Kl et K' désignent des quantités quelconques assujetties seulement
K' à ce que la partie réelle du rapport -^- soit positive; il pose
alors (*)
H (x)= 2 yq sin -.; — x yq^ î-in — £; — h 2 va** sin — '., . . . ,
H,(a:)= a v^<7Cos -rr -i->. /v'cos — r^ 4->V7**cos — -, -4...,
e, (a:)= n-2^cos ' - H- ay^ros- ' -1- a^yocos-r^ h-
Les quantités K et K' de M. Hermite étant quelconques, on peut, sans inconvénient, les identifier avec celles que nous désignons par ci)| et -1^; si Ton adopte cette convention, les fonctions
H(x), ^{x)^ H|(j?), 6i(:r), avec le sens que leur donne M. Hermite, sont respectivement
M. Hermite pose ensuite
/^ei^ar; ^x- 6(3") e(:r)'
T. et M. — II. i3
les fonctions qu*il désigne par sno;, cn^, dn^: sont donc celles que nous désignons respectivement par sn [x ^e^ — ^j), cn(j:y''ei — ^3), dn(^y/^i — ^3). Au surplus, pour M. Hermite, — admet pour limite, quand x tend vers o, la quantité qu'il désigne par co, savoir :
Briot et Bouquet emploient les notations
\{x\ |i(ar), v(:r)
avec le sens que M. Hermite donne aux symboles sn^, cn^, dn j:. Leurs notations s^identifient avec celles que nous avons suivies, en supposant que les quantités qu^ils désignent para), co' soient celles que nous désignons par 2(i>{, 2(09 et en posant
X(ar) = sn(/ei — e^x)^ yi{x) = cii(/ei — «3^)> V (x) = dn ( ^ei — e^x),
319. Si, au lieu de laisser les quantités K, K' indéterminées, on suppose K et K! définies comme fonctions de la variable k par les deux intégrales
^^ r' dx ^,^ r' dx
si Ton pose ensuite
q =ze ^,
et si Ton entend alors par H (^), 6(^), H| ( x), 6| (a?), les quatre fonctions définies par les relations
"("^^ = ^" \iK} = ' ^1 "" ÏK - ^ ^^ "" Tic
H,(a:) = JW ^ 1 =2/^ cos^ -^2/7»
Oi (.T) = STj / — J = i-hiq COS -j^ -+- 9^^ COS -^
IIZX
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ces quatre fonctions sont précisément celles de Jacobi('). Le lecteur verra plus tard, après avoir étudié le problème de Tinversion, que le sens que nous avons attaché aux symboles H(j:), S(x), H| (x), 6| (x) au n® 315, sens auquel nous nous attacherons dans tout ce qui suivra, est identique à celui de Jacobi.
III. — Transformation linéaire des fonctions elliptiques
320. Si l'on suppose û| et û, liés à coi , cos par les formules
où a, 6, c, d sont des entiers liés par la relation ad — 6c = i, les fonctions $oa(<^ | û|, ûj), Çpy(a |û|, Uj) s'expriment immédiatement au moyen des fonctions $oa'(w | Wi> ^3), ip'y<(£/ 1 (Oi, 0)3), où a', P', y désignent comme a, p, y les trois nombres 1, 2, 3, rangés dans un ordre quelconque. Reportons-nous, en effet, au Tableau (XKa); ce Tableau permettra de déterminer, suivant les valeurs de a, 6, c, dj les valeurs des indices X, [x, v tels que Ton
ait(XX5)
a* (w I ûi. Û3) = 3'(w| u),, (03),
o'iCa I ût^ ûs) = o'a^" I wi, W3), a'i(tt I ûi, Û3) = 3'p( u I 0)1, C03), a'3(a| ûi, Û3) = <3'y(u| 0)1,(1)3),
et il est clair que les douze fonctions ^ formées avec les demipériodes Q|, Û3 ne seront autres, dans leur ensemble, que les douze fonctions ^ formées avec coi, (03; mais les indices des fonctions égales ne seront pas les mêmes, sauf dans le cas 1® du Tableau (XXa).
321. La substitution d'un couple de périodes équivalentes affecte un peu plus profondément les fonctions snu, cnu, dn/i, ù
cause du facteur ^Ci — e^ qu'affecte aussi cette substitution. Reprenons les notations du n° 187, et désignons encore par
(■) Comparez la lettre d'IIcrmite à Jacobi, IVer/e, t. H, p. 97 et 98, où l'on trbitfMpour la première fois les symboles 6, et H^.
/, /' les quantités A'(t), Ar'(T), de sorte que l'on ait
Posons aussi
(LXXX) i^^> L = û.A;3i;,
((4) n/= Q3 /ei — Ea-
On saity dans chacun des six: cas du Tableau (XXa), exprimer
v/ei — E3 au moyen de s/e^—el^ s/e^ — e^ , ^e^ — c^ ; on pourra donc exprimer L et L'au moyen de R, K', A*, A'. Le Tableau (XLVIf) donne, d'autre part, les valeurs de ç(t), ^(t) au moyen de ç(t), ^(t), et, par suile, les valeurs de /=o*(t), /'=^*(t) au moyen de A- = ç^(t), A-'=A*(t).
Plaçons-nous dans un cas particulier, par exemple dans le cas a"* du Tableau (XX^), où X=3, (x = 2, v = i ; a^o, 6^1, c ^ i, d^o (mod. 2). On a alors (XX7)
/kî— E3 = i(— i) * ^ci — et,
v/e, - Es = tX— 0 * /«l— ^3,
rt-t-/»— 1
\/ei— E, = i(— 0 * s/ci—ei, et, en consultant le Tableau du n° 187 ou le Tableau (XLVfi ),
cri nb
/ = (-!)" «X-\ /'=(-i)"^A-; on a donc aussi
b-hl
L = i(-i) * [aK-hbiK'],
D'après la formule (LXVIIi) et en tenant compte du Ta-
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bleau (XX?), on a d'ailleurs
o'j -, |Qi,Q3
L/Ei—Ks J
/- IVEI— E3 /«i— 63 I
LvEi— E3 v^ei — «3 J
d*où finalement en distinguant deux cas, suivant que Ton a 6 ^ 4- 1 ou que l'on a 6 ^ — i (mod. 4)> et en faisaiit usage des formules (LXVII,_2, LXXII,),
sn -.
sn(a, /) = « —
en -:
On trouve de même, dans ce cas 5® du Tableau (XX^),
cn(a, /)
en —.
an-:
dn(M, /) =
en -7
Ce cas 5^ présente un intérêt particulier. Il donne les formules qui permettent de passer du cas où l'argument u est purement imaginaire au cas où l'argument u est réel ; k est alors remplacé par ± k .
On observera que les fonctions sn(w, Xr), sn(i/, /) vérifient respectivement les équations différentielles
$:!=(,~jî)(,-A-tjî\
du'^
= (i-r*)[i-(i-^*)rn-
On est ainsi amené à cette proposition, que le lecteur vérifiera sans peine : Si une fonction <f(u) satisfait à la première de ces équations, la fonction
vMï)
satisfait à la seconde.
322. Les calculs se font, dans chaque cas, avec la même facilité. Les résultats sont consignés dans les deuK Tableaux qui suivent, que nous avons séparés pour la commodité de Timpression :
le premier donne les valeurs de /, /' et du facteur -rj
___ /Et — Ea
par lequel il faut multiplier aR -f- 6iR', cK -f- rf/K', pour obtenir L et ih' ; le second donne les expressions de sn (a, /), en ( a, / ), dn{u,l)] chacun des six cas des deux Tableaux correspond aux six cas du Tableau (XXc).
CLXXXj)
ab tj
ab
ft+1 «■(-•) '
et 1 f
nh
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f #îo
sn({/, /).
snM
sn
A* sn-7
ik'
u ik
en
sn -?
u en -T
ik
sn -rr
tA:
dn-rr lA*
cn(K, /).
enu
u cïï-n
dn
1 " dn -
da( i£, /).
dnu
dnj
u en -T
dn -77 £A:
en
u ik'
dn
en
en
U Jk
dn 77 ik
On observera que dans les deux cas i" et 3°, c'est-à-dire lorsque c est pair, la fonction snu se transforme en une fonction de même nature.
333. Lorsque c est un nombre pair, on voit sur le Tableau (XXa) que v est égal à 3 et sur le Tableau (XLIIg) que m'" = d et que, par suite (XLII7), on a
On a donc, en divisant membre à membre la première et la
quatrième des formules (XLII),
Sr,(v|T) ^ Sr,(i;|T) ._î^-r-rf4-i
Dans les notalions de Kronecker, cette relation se présente sous la forme
El ( — ^1-=-. -^i^I-") = El ('-, i)rr^-'^\
En posant
a = a, a6 = p, c = ay, rf = 8,
et en remplaçant t' et t par 21^ et ax, on a donc
OÙ a, ^, Y) ^ ^^^^ quatre entiers dont le second ^ est pair et qui sont liés par la relation aS — ^y = * • Cette formule est d'ailleurs équivalente à la suivante :
(LXXX7) El [(8— Pt)p, t] = El (V, T)t-ÔT^-»Y-^8-»,
OÙ Ton a posé
c^est la formule de transformation linéaire de la fonction elliptique El, pour ^ pair, sous la forme dont Kronecker a fait usage.
rv. — Transformation quadratique des fonctions elliptiques*
324. La substitution aux deux demi-périodes coi, (03 des deux demi-périodes
lorsque a, 6, c, d sont des entiers et que le déterminant ad — bc = n est positif, dépend de la multiplication d'une période par n et de substitutions à déterminant -f- i. fl nous reste donc à faire pour les fonctions Ç, sn, ... ce que nous avons fait pour les fonctions rf et 3 (n°* 130 à 145 et 242 à 270). Les résul-
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tais se déduisent, par de simples divisions, de ceux qui ont été établis dans ces mêmes numéros. Comme alors, nous traiterons d'abord du cas où /t = 2, puis de celui où n est impair.
Dans le premier cas, pour ce qui est des fonctions \^ nous nous dispenserons d'écrire les formules qui résultent immédiatement des Tableaux (XXII) à (XXV); nous nous contenterons de considérer les transformations des fonctions sn, en, dn et nous nous servirons pour cela des formules relatives aux fonctions ^ qui sont un peu plus avantageuses.
325. Rappelons d'abord, parmi les formules (XLIX), les suivantes
^ \2/ J-f-'f*(x) • \2/ IH-^p^T)
et observons, en passant, que les deux dernières se déduiraient
des deux premières en changeant t en — -• On en déduit très aisément
^'i -^ ^^-z) = y/i^ A' = yT^ ~l
(XLIXio)
si, dans les derniers membres, on regarde y/2 comme un nombre
positif, ces formules définissent les radicaux y/ 1 + A-', y/i--^',
y/i 4- A*, y/i — k comme des fonctions univoquesde t; en d'autres termes, ces formules yîxe/i^ le signe de ces radicaux qui apparaissent dans diverses questions de la théorie des fonctions elliptiques, et que nous prendrons désormais avec cette signification
précise. Il est bien clair que, si - est réel et positif, les radicaux
doivent être pris avec leur sens arithmétique, puisque les derniers membres sont alors manifestement positifs.
Il convient d'observer que Ton a, en adoptant cette détermination des radicaux,
la première de ces relations, en effet, si Ton se reporte aux définitions, équivaut à Fégalité
qui résulte très facilement des formules (XLlXs.o). On a aussi
puisque les carrés des deux membres sont manifestement égaux et que chacun des deux membres définit une fonction analytique de T ayant une valeur réelle et positive dans le cas particulier où
r est réel et positif.
Les formules qui déGnissent y/i -f- Xr', y/i — /r', . . . donnent, inversement.
326. Plaçons-nous dans le cas où aux demi-périodes o),, <•>( on substitue les demi-périodes — > (1)3 ; t est alors remplacé par 2t el
si Ton désigne par y// et y/? les quantités ^^(21), <J^*(2t) qui
remplacent y/A' = 'f*(i:) et y/Â'= 'Î'^Ct), on aura, d'après ce qu'on Nient de dire,
(LXXXI) {
où les signes des radicaux, fixés comme on Ta expliqué, sont assurément tels que les valeurs de ^, y/? coïncident respective-
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ment avec celles de
57(ôTâT)' iJr,(o|2x)'
327. Si l'on désigne maintenant par E|, Ej, y/K| — E3, les quantités qui remplacent Ci, ^3, \/^i — ^3 et par L, U les quantités qui remplacent K, K', savoir :
(0)1 I COf \ / I Wi \
— — > Ci>s j. Ej = J.» ( 0)3 -— , lUs I , Ei-+-Et4- Es=o,
(3) L=^v^E7=n^=r^î(o|2x), (LXXXI)
et, si Ton pose
JTTir
aXXXI.) M rrr \^' ^\ .
/e, — Ej
on aura
K 2M "" âr|(o|T) ' et, par suite, en appliquant la formule (XLYII4),
aî(0|2x)=i[&î(0|T)-f.&î(0h)]=i±^&î(0lT),
il viendra
«LXXXI)
(4) L' = (i-hA-')K'=~
La formule (LXXIe) donne ensuite
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En appliquant les formules de transformation (XLVIIs), on a donc
mais, en vertu de la valeur trouvée plus haut pour L et des formules (LXXIfl.g), on a
u en
dn r?
donc
sn 7-, en
, ,. A: iH-A:' i-h A:' sn(a, /) = -p
Comme nous venons de voir (LXXXIi) que — est égal à i 4-Xr',
on a donc enfin
sn j7en
(LXXXÏI,) sn(w, /) = (i ■+- k') '"^^' !-±-^
dn
i-hk'
On est amené ainsi à cette conclusion : si la fonction y (</) vérifie Féquation différentielle
g=(f-u«)(i-A:«i/*), la fonction
<--'')/(7^)t/-/-(rgr) i/-'v(t^)
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vérifiera Téqualion difTérentiellc
elc^eslce que le lecteur constatera en eOet sans peine.
On trouve de mêmei en tenant compte des formules qui donnent y//, ^ en fonction de A* et de A*',
dn«— ^ - A-' i - (I -+- A) sn« --£-p
(a) cn(w, /)= — ,
u u (i — A')(ln y, dn r-,
(LXXXÏI) /
dn«— ^-f-A' ,-(,-X:')sn«— ^
(3) dii(a, /; = —
La transformation que nous venons de considérer est dite t transformation de Landen,
329. Le cas où l'on remplace w,, (03 par (0|, -^y ou t par -> se
traite de la même façon au moyen des formules (XLVIII); nous nous contenterons d'iuscrire les résultats.
Si Ton désigne ici par yO. el \^ les quantités cp*-* l^y A^f-) et parE',, e, les quantités (XXIV5); si enfin l'on pose
(LXXXIII
(3) A = a,»v/Ei-Ei = ^H75(o|j)
(LXXXIII,) M
\/ex — t'a
on aura
(^ LXXXIII
/n- A tr.\ /v V^'— ^' A' I — A
et
(LXXXIIÏ,)
d'où
(LXXXÏÏI)
I -h Asn
i-hk
Il est à peine nécessaire de faire observer que Ton peut parvenir au même résultat en exprimant d'abord les trois fonctions elliptiques sn(w, X), cn(a,X), dn(w, X) au moyen des fonctions sn(^,X'), cn(w, X'), dn(w,X'), ce qui est une transformation linéaire (cas 5** des Tableaux LXXXs^o)'» puis les trois fonctions
sn(w,X'), cn(a, X'), dn{uj V) au moyen des fonctions sn ( -r,, Ar')»
cn( -r,y k'jidn ( — t7> k'U ce qui est une transformation de Lan-
den^ puis enfin les trois fonctions sn ( -n, AM> cnf p> Ar')>
dnf j,9 k'jy au moyen des fonctions sn ( — j» Arji cn( jy Arj*
dn f — T> Ar h ce qui est une nouvelle transformation linéaire.
La transformation précédente est dite transformation de G a us s,
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lions d, à Taide desquelles dous venons d'établir les formules de Landen et de Gauss, permettent aussi, comme Ta montré M. Hermite(*), d*obtenir des développements pour les fonctions elliptiques sn, en, dn, dont riniportance a été mise en pleine lumière par rillustre auteur.
Les formules
3r,(i;)3r,(i;)=??3r,(2Phi:), âr,(p)3r,(i;) = 22âr,(ai;|2T),
dont les deux premières sont identiques à deux des formules (XLVII3)) dont les deux suivantes sont identiques à deux des formules (XLVIIlt), et dont les deux dernières se déduisent des précédentes par le changement de t en tH- i, donnent immédiatement, par de simples divisions et en tenant compte de la définilion des fonctions cp(T), '^(t), d'une part, les relations
(*) Comptes rendus, t. LVII, p. 996, et dans son Mémoire : Sur quelques /ormuies relatives au module dans la théorie des fonctions elliptiques ( Journal de Liouville, 1* série, t. IX, p. 3i3).
ao8
cna = ^-—:
dnM = /ï"'
^'(rK)^'U)
et, d'autre part, les relations
SIII^ =
. ^^{:^)Hû) ■ y. -; H ^'(^1'^)
cna =
dnu = /^
''(rkl;.)'
^ / fl |T-f-l\
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Par un groupement convenable des termes des séries (XXXni_4) qui définissent les fonctions 2r,, Sa, 2»3, ^^, on peut déduire de ces six relations les développements donnés par M. Hermite.
En remarquant que, si l'on change t en , q devient i\/q''
on a, par exemple, pour le développement de la fonction
3i l-jT j qui figure aux numérateurs de la première et de
la dernière des six relations,
*\Ïk|'~7"/ =^'^(-0"*^ *^ <7*^ ^^ sin(a/i-hi) —
Ki * »w(/l-4-l)-f-l
= 2C« ^(-1)1 ç 8 sin(2/i-t-i) jj^,
ou, en séparant les termes de rang pair et ceux de rang impair,
Lv=o
- 2 »""^-"/"''-"^i sin(4v - I) ^ = 9.e« <7« V(— 1)^7^(17-4-1) sin(iv -h 1)^,
où dans la dernière somme Tindice v prend toutes les valeurs entières de — 00 à -I- 00.
On a ainsi les développements
2 (- i)V9^<«v^" cos(4v + 1) ;^*
T. et M. -II. li
V ^v(«v-t-l) cos( {v H- l) ^
cnu = ~ — >J'i q^
^^ ' > (— IjVyîv«c0S2V-^
y ymjv+i)sin(.îv-M)^
2 (— I)V<7VHV4-1) cos( { V -+- I) ^
2(-l)v<7v(iv-Hl)sin(4v-l-l)^
332. Pour u = o, les développemenls de cuu et ànu donnent, eu prenant préalablement les dérivées par rapport à u des numérateurs et dénominateurs des derniers membres qui se présentent sous la forme J,
y ^vfjv^-i) y 2(4v -+- i)<7*v(îv-i-ij
rV:iV-H|J
^^•'•v^i* 2(-'r(4vH-i)7
V(JV4-I)
y (— i)vyvîîvH-i' y (4vH-f)y^t»^-^»'
on a donc, pour les fonctions modulaires 'f (t), ^(t), ?'(t), •}'(t) les développemenls
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Vk' ='K^) =
V(_,)V<yV(ÎV+l)
^(_ï)v(4vH.,)^v(îv-Hi)
V(4v-4-l)<7V{tv+i)
2(_,)V(4v-Hl)yVl2V-Hl)
dont les deux premiers onl élé déduits par Jacobi des développements en produits inGnis, qui nous ont servi de définition pour les fonctions ç(t) et A(t).
333. En combinant les transformations de Landcn et de Gauss^ on obtient les expressions de sn(2w), en (2^), dn(2w) en^fonctîon de sne/, cnu^ dn^/,
/ ^ Il snMcni/ i\x\u
(I) sn>.a = j- — 7 ,
I — A* su* a
■ v-vv«;v // . cn*w — sn'i/.dn«w
( LXXXV ) /(2) cnaa = -
(3) dn 2a =
(In* // — k^ sn* Il en* u I — A* sn* u
et ces formules coïncident avec celles que l'on obtient en faisant a = u dans les formules (LXXIIIi.s).
La formule (LXVIIy) permet ensuite d'obtenir l'expression de P(2m) en fonction de p{u). On a d'abord
puis, après quelques réductions faclles>eposant sur l'emploi des formules (VII),
^pÎM4.^?y_j.2^3PM
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On aurait pu, tout aussi bien, déduire celte formule en combinant les deux formules (XXII3) et (XXIV3).
33i. Après avoir remplacé u par - dans ces formules, on en tire, par des combinaisons faciles, les relations
. w I — en w
sn* = i — »
5» I -4- d n li
. w (In w -h en a
en*- = , >
, . w X'* -H dn w -h k' en u
dn* - = : — ♦
•2 I -h dn u
dont les deux dernières résultent d'ailleurs immédiatement de la
première et des expressions de en* - > dn*- au moyen de sn* - •
L'usage de ces formules est évident; en y supposant successivement a = K, M = /Kl', on obtient
en* - — j-, »
en* — = — ; — '2 k
dn* ^ = k\
dn* — = 1 -H A:.
En se plaçant d'abord dans le cas où -y K, K' sont des nombres
réels et positifs, et en se reportant à ce que l'on a dit aux n®* 311- 312 sur les valeurs de sna, en;/, Anu quand u est réel ou purement imaginaire, on voit que l'on a, dans tous les cas,
sn - = ..
en —
sn
en
dn
^ y/iH-X'
dn - = /F,
Si d'ailleurs on adopte les conventions du n^ 32o, on voit immédiatement que les deux membres de chacune de ces égalités sont des fonctions analytiques univoques de t, et que, par conséquent, ces égalités subsistent toutes pour les valeurs de t repré-
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sentées par des points situés au-dessus de Taxe des quantités réelles.
On pourrait opérer de même pour obtenir les valeurs des fonc-
lions sn, en, dn quand l'argument est égal à — ; ; mais, pour
éviter des discussions de signes concernant les radicaux, il est plus
simple de déduire ces valeurs des formules d'addition (LXXIII),
K iK' '
en supposant u = —9 a = —\ on trouve ainsi
la dernière transformation résulte des égalités
I -h A: -h Uk = y/i -H / ( v/i — /■ H- i /i — A"), iH- A: H- X' = ^. \/ 1 -r- /{ \/ 1 -^- k'.
On trouve de la môme façon
en - - - = ;:: = y
'^' \fk ( I -+- A- -f- k' ) yj'i y/X
. K -+- iK' y/I' y/v~^k (I -H A'— ik) k/T? f , -p . , ^^^
dn = y — = — — kJ\-\- k —i\J\ — A).
i-+-A-hA' /^ ^^ " '
V. — Transformation d'ordre n des fonctions elliptiques
335. Arrivons maintenant au cas où Ton divise Tune des demipériodes, (0| par exemple, par un nombre impair n.
Nous désignerons, comme au n" 136, les constantes relatives
aux fonctions pf w ~> (o^K dyu\--y kù-A par de petites capitales; ainsi
K| = P (—----> «»>3). K3— P ( W3 — ^ (1)3], Ki-f-Eî-h E3=0,
/k,— k3=— Î30 ( — "^^'hr' ^v'
/Kt- E3= Î30 f — 7^ '^ajî
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d'après les formules (XXXVI4 ), on a donc
v/ei — Ej= n 2r|(o|nT),
v/e2 — E3 = — n 2^1 (oj /ix),
\/k, — E3= /l 3rî(o|'*'c).
Nous poserons aussi
v/e, — Es
En outre, /, /' désigneront les quantités qui remplacent Ar, k\ sa voir :
( LXXXVÏ ) .
et L, L' les quantités qui remplacent K, K', savoir :
(6) L = -&î(o|nx) = -/E.-.E.=-==-=-^,,
LXXXVI
(7) L =--T-L= -rWa/Ei— E3= , K = —.
Dans tous les cas où K, K'et n ne changent pas de valeur dans
une même recherche, nous représenterons par une lettre unique
l'expression
2rK-t-2r'K'i
où r et r' désignent des entiers quelconques; nous poserons
2rK-4-'2r'K'i
de sorte que les symboles a^,©» ^o,r> qui seront d'un usage fréquent' dans ce paragraphe, représenteront les deux quantités
irK 2rK'i
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Celle nolalion permel de réduire nolablement la place que prennenl les formules.
336. En se rcportanl aux formules (XXVI i) on aura par de simples divisions
Dans les seconds membres les fondions \ se rapporlent naturellemenl aux demi-périodes (coi, (03) el il en sera de même loutcs les fois que ces demi-périodes ne seront pas écrites explicitement. Quant aux nombres Ti , r^, . . . , r„_i , rappelons que ce sont n — i nombres entiers dont aucun n^est divisible par n, non plus que la différence de deux d^entre eux.
On peut écrire aussi (XXVl4_
îoat ( a M , co, j = îoct « H — ^ ,
lr = r,, r,, rn-\\.
Ici les nombres r^^r^y ...,r„^, sont toujours des entiers;
aucun n'est divisible par n^ non plus que la différence ou la somme de deux quelconques d'entre eux; au surplus, quand nous écrirons au-dessous d'une formule que r doit prendre, ou les valeurs r^ /v,, . . . , r„_i, ou les valeurs /'i, Ta, . . ., /«-n nous
entendrons toujours, comme dans les Chapitres précédents, que ces valeurs satisfont aux conditions que nous venons de rappeler, soit dans un cas, soit dans Tautre.
La formule précédente montre que Soa(w —'^s) est une
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fonction rationnelle de ^oa'^î on voit de même que çpy (m — » toA
est une fonction rationnelle de S^ya: c'est le produit de $py^/ par une fonction rationnelle du carré de Tune quelconque des fonctions i, comme on le voit en faisant usage des relations (XXVl5)et(LIXc).
Nous nous dispensons de multiplier les formules de cette nature qui sont implicitement contenues dans les formules (XXVI). Toutefois, nous observerons que les fonctions rationnelles ainsi formées comportent comme coefficients, en dehors des quantités e^, ('2, ^3 qui y figurent explicitement, des fonctions symétriques de
p ( -^ )' P { ^~~^ ) ' • • • ' P ~ î c^s fonctions symétriques,
comme on le verra plus tard, dépendent, lorsque n est premier, d'une équation de degré /i -f- i , dont les coefficients sont des fonctions entières de ^1,^2, e^ et même de ^2» ffz*
338. Ces formules vont nous fournir d'abord l'expression de quelques constantes dont nous allons avoir besoin. Si nous nous rappelons en effet les formules (LX2)
nous trouverons au moyen des formules du n** 336, en supposant P = 2 et, successivement, y = i , r = 3, et en faisant successive-
ment u = 103, u = — >
/ jto \ TT^" (*^*~^ ^***7
(r = Tj, 7*2, . . . , rn-i)
ou, en tenant compte des formules (LX»), pour u = — (0|, a = 3, [î = 2, Y = I et des formules (XXXVII4, XIII4),
OU encore
in ^ \ t '
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puis
* = ÇJÎ 1 ^ W3 I = Çî3 — I I
^ \ n \ n I ^ n 3l3l ^ (ir \
(r) Çî3 l "T"*^» J
(r= ri, rj, . .., /'„_,)
OU, toujours en tenant compte des formules (LX4) et (XXXVII5),
C) Çî^ l TT^i
Si Ton observe que l'on peut ajouter sans inconvénient 20), à l'argument de $23 a et que $23(0) est égal à un, on voit que le second membre peut s'écrire
"") Çî» \ -~r ^i
où Z prend n valeurs entières assujetties seulement à cette condition que la différence de deux quelconques d'entre elles ne soit pas divisible par n; on peut donc, en reprenant nos notations habituelles, écrire
(LXXXVI,) ^' = ^''*JIy.(^wi)' (/• = r„r,, ...,r,_0
ou
Formons encore la quantité y/si — E3 ; rappelons-nous que l'on a(LXO
on en conclura
v/ei-E3 ^ V/i « / ^ \^/ll f /ar \
ou, en donnant à r les valeurs
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et en observant que la dernière valeur de r met en évidcDce le
facteur ios^i = ^ on trouve, après quelques réductions
ye\ — es
immédiates,
(LXXXVI5) M = y' ^' = TT
1/1.'. — p- JL -■-
y^^^= TT ^"(^V^"')
Si Ton admet, comme on le montrera plus tard, que la quantité
pir — \y où r est un nombre entier, est une fonction algébrique
de ei, ^2, ^3, il sera évident par les formules précédentes que les quantités /, /', M sont elles-mêmes des fonctions algébriques de ^4j ^2» ^sj ou, si Ton veut, de e^ et de k\ mais il est manifeste que €{ ne doit pas y figurer; en effet, les quantités /, /', M, de même que k et k\ ne dépendent que dcT, en d'autres termes, ne changent pas quand on multiplie (0| , (O3 par un même nombre m; mais alors
Ci est multiplié par — ; par conséquent /, /', M sont des fonctions
algébriques de k seul; en d'autres termes, il existe une équation algébrique entre / et Ar, et une équation algébrique entre M et k. Ces équations sont dites respectivement équation modulaire et équation au multiplicateur.
339. Il suffit de se reporter aux formules de passage des fonctions Ç aux fonctions sn, en, dn pour obtenir les expressions de sn(«, /), cn(w, /), dn(2/, /); on obtient tout d'abord pour les constantes
(/• = n, rj, //i-i),
* sn
OU encore
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a = 3, donne
sn(M/Ei — E^, /) /El— E,
— ' / / \TTS"("V^^i— ^3-^^r.o)
ou, en remplaçant u par »
f LXXXVII. ) sn f^ , /) = 1 sn M TT !!ll^ilt_«^> .
\ M / iM X 1 sn ar,o
De même
^^) en ( ^ W ) = en M I I — ^ ^ ,
\ M / J. JL ciiar,o
(LXXXVII) / (r) •
340. Dans ces diverses formules, r doit prendre les valeurs /,, /•2, ..., r„_i ; on les transforme aisément en supposant qu'il prenne les valeurs
'*!> '*J7 . . . 1 /'/I It ^|1 /'j, . . . , r;i_i *
les divers produits qui figurent dans les seconds membres se présentent alors comme des fonctions rationnelles de sn^;/; en par-
■y-.t /), le résultat auquel on parvient est naturellement le même que celui qui résulte immédiatement de la première des formules du n" 337, pour a = 3, savoir :
sn*M
aAXXVIU) sn(^,/) = ^snz.TT —I^-^Z^—,
' \M / M 11 I — A*sn*a;.oSn*M
On voit ici apparaître un phénomène analytique sur lequel nous avons appelé déjà plusieurs fois Tattention; y étant une fonction de u qui vérifie l'équation différentielle
il existe une fonction rationnelle z de y qui vérifie réquation diflférentielle
M et / étant des fonctions algébriques de k.
On a de même
dn*a
^snîM
(5) en ( ^, /) = cna I I 7- — --
(6) cln(^,/)=dnarT ■/";"-- ^ .
\M / J £ I — A* sn*ar,o ^n'//
3 il. C'est des formules relatives aux fonctions i, ou plutôt aux fonctions rf, que nous avons déduit les formules de transformation des fonctions sn, en, dn*, il va de soi qu'on aurait pu partir tout aussi bien des formules de transformation relatives aux fonctions 2r; nous ferons même observer que ce mode de calcul, que nous laissons au lecteur le soin de développer, présente, relativement au calcul des modules transformés /, /', un
avantage : il permet d'obtenir y/7, y//', avec leur signe ; on a en effet, par définition,
^ " 3r3(o|/iT)' ^ ~^3(o|/ix)'
et par conséquent (LI4)
*'' - 2r,(o)ll
Sy>(o)-|-|-~'V«.)
{^ = fiy f^t ^n-l)
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Ed se reportant à la valeur de M, on trouve enfin
342. Les fonctions snfvr» /j,cnfjr^> /j, dn ( ^> /] s'expriment aussi par des sommes de fonctions sn, en, dn, dont le module est k. Nous parviendrons plus tard à ces expressions par une voie très simple et presque sans calculs; mais il est intéressant d'observer qu*on peut les déduire, dès maintenant, des formules (LXXXVIl4_o) en décomposant en fractions simples les fonctions rationnelles, regardées comme des polynômes en sn^(w, k)j qui représentent les fonctions
sn(^,/) cn(-J,/) •l.'(^./)
sua c.nu tlnu
Le dénominateur commun de ces fonctions rationnelles de sn^(u, k) n'a que des racines simples, comme on le reconnaîtra facilement en se reportant au n" 310. On a donc
/ u ,\ sn* //
sna
fr = r,, Tj, . . ., r^_|\.
Le calcul des coefficients B^se fait d'après les règles ordinaires;
on trouve ( * )
(— i)'-B;.= — j— cna;.,oanar,o;
puis, en tenant compte de la dernière forme sous laquelle on a mis M,
En faisant usage de la formule d'addition (LXXIII«) et après quelques réductions immédiates, on a enfin
(LXXXVII7) sn (^, /j = _ y^sn(a-+-2ar,o)j
(r = Tq, Ti , . . . , rn—\ )'
343. On parvient au même résultat en observant que la relation (LXXXVIlji), que Ton peut écrire, en posant x = sn («/, A)
etjK = sn(^,/j,
a lieu identiquement en u et t. Or, si Ton change dans cette relation 1/ en a -i- 2ar,o> où r désigne l'un des entiers 1,2, ..., /e — 1,
la quantité =jt est remplacée par -r^ -\- ^rh : donc l'expression
^ = sn
ne change pas. La relation (i), envisagée comme une équation de degré n en x^ admet donc les n racines
a? = sn(M -4- 2a,.,o), (r = o, i» 2, . . ., n — i);
ces n racines sont distinctes : on le déduit aisément de la forme générale des solutions de l'équation snx = sna (n**310); on a, par suite, identiquement en x,
3?TT(a7«— sn«a,.,o) — M^' JJ[ sn«a;.,o TT {x^k^ sn«ar,o —
= TT [a? — sn ( w + 2a,.,o)].
(*) Les calculs sont développés dans Enneper : EUiptische Functionen, p. 309.
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En égalant les coefficients de x"^^ dans les deux membres, on
a donc
MjA/»-i JJ sn^ar,o = ^ sn(a 4- 2ar,o),
d'où, en tenant compte de la valeur trouvée au n° 3il pour M,
r = sn (^^j n = — 2 sn(a-4-2ar,o)-
On a donc aussi
(r = To, Ti, . . ., r„_,).
De même, on a
(8) cn^^, n = lL^^cn{u-\-2ar,o).
(LXXXVII) '
I (9) ^^"(sï' ') = ^^* ^àn(u-^'iar,o),
344. La substitution des demi-périodes f(0|, — j aux demipériodes (0|, (03 donne lieu à des formules toutes pareilles sur la déduction desquelles il semble inutile d'insister : nous désignerons parEp E^, E3, X, X', A, A' les quantités qui remplacent alors ei, f?2> ^3? A'ï k'y K, K.'; nous poserons aussi
de sorte que Tod a
n r ^îfoU)
(LXXXVIII
-Mî)
(Lxxxvrii)
(6) A=î&5(o|^)=u>,/Èr^ = ^:
3i5. En ce qui concerne les fonctions Ç, citons les formules
(r, ?o, (^— to, j
î„.(ai..,^) =u«n— — - — ^%/. X —
Observons aussi que la transformation qui consiste à diviser Tune des périodes par un nombre impair peut être combinée avec la transformation linéaire.
Par exemple, si l'on remarque que la substitution des demipériodes (wi, Wj H- a/>a)|) aux demi-périodes (wi, (0,) rentre manifestement dans le cas i** du Tableau (XXq) et que dans ce cas la suite des indices a, p, y n'est pas altérée, on voit de suite qu'on a, quel que soit l'entier />,
> \„ _^ 2r(a>3-f-2/?fa)i)1
ir, U[ J
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346. Voici y d^autre pari, les résultats auxquels on parvient en ce qui concerne \/X, ^^ il/et les fonctions sn (-r^» ).)» en (-gy X )>
Hn(;^,A) :
cnao,r
I- JL snao
, /" > \ TT cn(z^ -f- ao./) ('X) vi\ l -T-,, A) ^ cnf^ I I — -*-' .
(LXXXIX) \ \^i 1 Al cnao.r
\-V / J-JL dn(ao,r)
(/• — Ti, r, r^-i).
sn'?/
/ // , \ I f-T sn'flo./-
\M 1 M ii I — A:*sn«ao,rsn*w
(ri
dn'ao.r sn'M
(5) C"(j7''0"^ ^""iT
eu» ao,r
(LXXXIX)' \^'^ / ' ili-^*sn«ao,rSn^//
A** cn'ao.rsn'w (0) du -^, A =^ date I I - ^^ t ' »
' (7) ^" ( J/ 7 "^ X'^ snu/~-2flro,r),
(rj
(8) (—1) « en f -g, Xj = -^-^cn(a-H2ao,r),
T. et M. - II. 1»
LXXXIX
S^T. Les formules concemaDt la multiplication, par un nombre entier impair, de l'argument des fonctions elliptiques sn, en, dn, peuvent être déduites de diverses manières des formules précédentes concernant la transformation de A' en / et celle de k en X. En tenant compte des formules (LXXIe.s) et (LIV), on obtient, par de simples divisions, les relations
(I) (-1)» sn(/iw) = (-i)"'* (/^)"*~'U8n(aH-a^v), (XC) / (2) cn(/iM) = ( -7=; ) JX ^'*(" -*- «H^'v),
(3) dn(/ia) = (-iy) _-p-^||dn(tt-t-a,j^v),
où les indices r, [x, v parcourent les valeurs
r= /'i, r,, ..., Tn-i.
JX = o, ri, rj, . . ., Tn-i, V = o, ri, Tj, ..., r^-t.
On peut mettre ces relations sous une forme où ne figure pas le
facteur ( — \Y^ . Il suffit pour cela de prendre, par exemple, pour le système de nombres o, Ti, r2, . . ., rn^\ le système de nombres
o, ±: I , dz 2, . . . , zh • Mais on parvient aussi à ce résultat
en prenant, pour le système de nombres o, Ti, i\y ..., r„_x^ le système de nombres o, 2, 4? •••, ^('^ — 0» ^^ ^^^^ aisément que Ton a alors
(-1)» sn(/tii)= Ukf"-' J|8n(w-r2at,,v),
cïi{nu)= (-j^,\ JJcn(M-{-'2ajjt,v),
dii(7iM)= i-j^A JJdn(a-4-2a,4,v),
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OÙ les indices [x, v parcourent les valeurs [x = o, i, 2, ..., n — i;v=o, 1,2, ...,/i — I. Les seconds membres de ces dernières formules ne changent pas quand on y remplace [x par [x-j-zi ou V par V H- ^; ces égalités restent donc vraies quand les indices |x et V parcourent les valeurs a = Tq, ri , r2, . . . , r«_i ; v = rj,, r\ , r^, . . . , r^_,, les n valeurs que prend jx étant incongrues (mod. n), de même que les n valeurs que prend v.
Le lecteur ne manquera pas de remarquer que Ton aurait pu
se débarrasser de la même façon du facteur ( — i)^'*' dans plusieurs des formules précédentes.
348. Pour obtenir les expressions desn(/iw), cn(nw), dn(/ia)en fonctions rationnelles de sn^e^, il suffit de prendre, dans les formules (XC|_3), pour les nombres o,ri,r2, ...,r;,_i, les nombres o, zhri, db /"t, .-M =t /•;,_, et d'appliquer les formules (LXXIV).
On obtient ainsi, pour la fonction sn, la relation
sn'tt
"^ sn(a) ^-^ ' XX '^' AA I — A-* sn*aa,vSiHa
où l'indice [x prend les valeurs o, ri, r^^ . . . , r„_, et où, à la va-
leur |x = o, correspondent les valeurs v = r, , /'a, . . ,, /\_,, tandis
qu'aux valeurs [x = /|,/-2, . . . , r„_, correspondent les valeurs v=o, dzr,, ih/„ . .., dzr„_i.
Pour II = o, on en déduit l'égalité
on a donc
sn*a
(XC4) sn(/iw) = /isn£^jrT-- — -iji.^^-
AA I — A:* sn*a« vsn*M
(ll.V)
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On a de même, par un calcul tout semblable ( ' ),
En remplaçant, dans la formule (LXXXVII7), t par
les quantités A", K, /, L se changent en X, A, Ar, K; cette formule deviendra donc
(r) ( r = /'o, Tj . . . . , T/i-i),
d ou, en remplaçant — par //,
^sn(«,A-,^2^"[R("+';;-)'^]-
D'autre part, la formule (LXXXIK7) donne, en j remplaçant u
ArK par // -h - — »
(s — Sq^ Sx Sn-\).
(') Ce soDlles formules mômes de Jacobi {Œuvres, t. I, p. 121).
Si Ton pose
sn 1/ = x, ^" ( m' ^ ) ~ «^^
on a
dx
— =v/(i-J7«)(i-A-«xVK
du
et, par conséquent,
dy 2_ ^^
Cette équation différentielle est donc vérifiée identiquement en ar, quel que soit t, si l'on y remplace y par la fonction rationnelle de Xy que l'on obtient en faisant snu = x dans le second membre de la formule (LXXXIX4) et X, M par les expressions
(LXXXVIIl3,5).
Observons aussi que si l'on change t en t + 2m, où m désigne
un nombre entier quelconque, q ne change pas, tandis que y" de-
vient e " q"; k^ = ^^{'z)y k'= ^'^{'z) ne changent pas, non plus que K = -3^(0 |t); «K'=TKest remplacée par
(t -»- 2m)K = «K'-+-2/nK,
(*) Comparez Abel, Œuvres^ t. I, p. 3i8.
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de sorte que a^^^ devient a^2m,y', V^=?('^) est remplacée par ç(T-h a) = y/* V^î ^^^ quantités X, A, il/ sont remplacées par Am,
Am^Mm^ OÙ
'"■"nK
La substitution de T + am à t change d^ailleurs les seconds membres des relations (LXXXVIIIsjs), et l'on a
(r= ri, /•,, ..., r^-i).
La relation (LXXXIX4) est remplacée par la suivante
sn'u
/ " 1 \ - J_ en ,/ TT SP*«lm,r
puisque le changement de t en t + 2 (qui change A" en — k) n'altère pas
Mais, si l'on pose
sn(u,k)=:Xj sn (^> X;„j =rm, on a
LES QUOTIENTS DES FONGTIOiNS <i ET DBS FONCTIONS ^. a3l
et, par conséquent,
dym dx
Ainsi, si Ton se donne un entier positif impair quelconque /?, Féquation dilTérentielle
dy dx
est vérifiée identiquement en x, si l'on y remplace y par une quelconque des n fonctions de or, que l'on obtient en donnant à m les valeurs o, i , . . ., /i — i , dans le second membre de l'équation
X TT sn*a,;„,r
M XX I — x^k^ sn'asm r
et v//, M par les expressions
sTi
Elle est d'ailleurs aussi vérifiée identiquement en x si l'on j
remplace y par l'expression
/r = ri, rj, . .., r„_A,
et y/7, M par les expressions
(/• = rt, r,, ..., /-n-i),
CALCUL DIFFÉRENTIEL. — LES QUOTIENTS DBS FONCTIONS C^, ETC
/r=ri, r,, ..., r„_,\,
de sorte que, pour chaque entier positif impair donné /i, nous connaissons n -4- i solutions rationnelles de réquationdifTérenlielle précédente.
La quantité t ne figure pas explicitement dans cette équation diflférentielle. On a annoncé, au n^ 338, que / et M sont des fonctions algébriques de A*; la même assertion s'applique aux quantités X, M et aux quantités X/n, Afm, en sorte que Ton peut dire que Féquation diflférentielle
dy dx
doit être aussi bien vérifiée identiquement en x et quelle que soit la quantité Ar, à condition que Ton prenne pour / et M des fonctions algébriques convenables de A*. D'ailleurs, les /i + i solutions rationnelles de cette équatiob diflerentielle, solutions dont on vient d'indiquer la formation, dépendent manifestement de l'entier positif n.
Le lecteur ne peut manquer de pressentir l'importance du sujet que nous ne faisons qu'effleurer ici et sur lequel nous reviendrons plus tard.
FORMULES
FORMULES
(i) sinTt« = itttJJ[ W,_Me» ,
(2) ircot7rw= h> {■ 1 Jj
Tri/ w \ — — :; I simz(u-\-a)
^ ' AA(\ n — aj ) sinTia
cotica ■.|\" n — aj' ) sinTia ~ '
2\ 1 > = 7crcot7r(a-4- a) — cotTial.
j u -ha — n n — a) "■ ^ ^ ^
CM/ ,/\ a + i'Jl
*«=«JI j(.-f)*^
(.) Ç(a)=-Jf. logera = I+2'"iïr^-^ 7 + ?|'
o'( — w) = — a*!/, p( — u) = pu,
(1) o'(Xa| Xa>i, Xa>3) = X a(M | wj, 0)3),
(2) Ç(XM|Xa)i, X(i)3)= Y Ç(a|a>,, (0,),
(3) p(XM|Xwi,Xa>3)= j^p(w|u>i,W3),
(4) p^n)(^'ku\ Xwi, Xo),) = ^~ p^«)(w I (1),, 0),).
FORMULES. a35
2 ^t^^ I ^IZ^ I
^,(Xa>i, Xo),) = X-*^,((i>i, 0)3), ^8(>^wi, X(i)j) = X-«^j(a>,, (D3).
M» I / . V II 1 M
(3) p(MH-a)-pa= y I; '- — - - ; — --75 {•
(I) { a'(M-f-2a>,)=— e»TQ«<'*+<«>iJa'a,
(a) a'(a-+-2/n(i)i-ha/ia>3) = (— i)m/»+m+« g{îmtii4-i/»ti,)(«+/it(i),+/i(i),) o^ii^ (3) Ç(a-+-2/n(i>i -h 2/10)3) = Ça +2/nTji + 2/iTj,,
(5) p(M-+-2/n(i)i + 2/ia)3) = pa,
) p'(aH-2ma>iH-2/iW3) = p'a,
St36 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Dans toutes les formules qui suivent, a. p, y sont les trois nombres i,
•2» 3 rangés dans un ordre quelconque,
(1) pu—pa =
( -+-o'(w-+-c)a'(M — c) s'eût -+- 6) or (a — 6) = o,
1 ^^ ' ^ ^ 2 pu — pa
\*^^ ' ^ iduYpu — pa\
^pw, =e|, pu), = «2, pwa = «s» ( ^1 -f- ej -^ «3 = o,
(t*) p' u —. iipup'u.
( Ç(m± ti)a) = Cm itTiaH "^ — .
1 "'I '■'2 pu «3,
( I ) zu = u —
FORMULES. 287
/Ç't"* ^3"" fr\u^
'// :i- t'*<»>» - sin I I I I — I
AX I . . n(i>8 I
r.ii/ - TZii ^ 'V M '* — ^ncoj ^ /IW3) (•2) !'// = -'- : .col h -> \c.olT, h rot 7: >,
(Ul '2CUi 9.0)1 MOi ^d ( '2(0| (Oi )
fit ^* 'V '
* „ Sln'7:
'2Wi
IW
(()) Tjiojj — r.jWi = -b- i.
(•2) ïaM = ;(w -f-0Jx) — r,3i- — ïa'— ")i
( 3 ) 3'( 7. // ) — '2 3'«« 3*1 M 3*5 M jj 1/ = — p' M S*'» //.
C'a M / s'a?* ,^ , . - 3'aW3
(7) 3'a«r:^ I— y"*"^ 7^(^t-6tfî)a^-h....
(i) 3'(o) = o, a'aWa = o, o'aWa=- «"^*"P i;,/'
(^ ( a H- 2 Wa) = — e*TQ«<"+Wa) o'm , <5'a(" -H 2u>a) = — c»W"-^««' c'a",
(a) y a'(M H- 2/na>a4- a/ioiû-h 2ru)y)
;_ / i\nr-k-rm+mn-hm gJ(/îtri«-»-/itjp+nrj^) (a+mWa+ww^+rco^ ^a"»
, a'aWflia'YWoi
o'p( w =t (i)a) = c*^*** a'p cua<J'Y w,
(4) Ç(w H- awa) = Ça -f- aïia, Ca( " -H aw») = Ça" -+- a^ia, U( " -^ ^^?) = îaW -h
(5) Ç( w ± (Dût) = Çaï* ± ifîfli, ;»( w dz wa) = Ça ih tq^, U(" =t «*>?) = îy" ~ ^ip
(I) veoL—ea = — e-TO?w«-- -; — y
P o'wacfiop
- ^ y si la p
(3) TJjWj—r^jWa = 7)1(1)3— Tj5tO| = TJjWi — T^ld), = -*-,
a / réelle <
(î) /«3— ^4 ^ ^V^î— ^3, /«3— «1 = — i^ei — e^y ^Ci—ei = «V«i— <"«>
est poi
(I) o'îa — Cpt/ = (^p — ea)a'»M,
(a) (ey — ep)o'5w-+-(ea — ey)3'^ï«-+-(ep — eût)3'*i/ = o.
FORXOLBs. aSg
(a) a'Qi(M-+-a)a'oi(tt — a) = Cjws'aa — (ea— ep)(e(3i— ey)a'*M ar*«,
(3) a'a(w-i-a)a'oi(M — a) = a'îaa'îa — (^a — ^ft) o'*<*3'yw,
(4) ^a(w -<- a)(f{u — a) = ^iK^f^ii a'oa (J'y» — cfa o'^a cfoM ^yW,
(5) a'y(a-{-a) a'Q(u — a) = ^yU^ûU(^ya<fûa •+■ (ea — ey) 3* w s'a a s'a s'a a.
( I ) p - = pa -h /pM — eo /pw — ey -t- /pa — Cy /pw — ^a "+~ V^P** — ^a /p** — ^B ' (2) p-~ =ea-4-/ea— ë^/eot— eZ.
(.) ..„ = ei^^H I (.-,-^',-) .'-^i-^.^^ j,
II — ao
r„+u.,pa,. = -^W,-Ha21
n=i cosï-ir
(a) ( Tr,i-4-u)ipto, = >
2 lO|
TT
sin' I
au>t I
(5) :fiU = e^^i TT
sin* ' I
2 Wi J
a4o CALCUL DIPFÉRENTIBL.
xvm.
(3) 3'a(f«|oj;,U)'3)^ s'a ^^ Wi,a>3J,
( Ul = aiO|-f^ 6(03, Û.i — C(i)i -f- t/u)3, lli-h i2j-+- 12:j— O.
( arf — bc = :iz i ,
(■?.) :f(ii I ûi, iÎ3) = 3'(i/| u),, W3),
(3) ;(«|Û1'"3)=;(m|Wi,W3),
(4 ) pin ! ûi, Û3) = p( « I wi, W3).
( iii = ;û,, II, = Cû., ih -- ïiij,
( 2) II| -f- llj-i- II3 = o,
(^) 111Û3— H3Û1 = di -— »
( pwi = e,, pu)2 ^ ej, J3103 — r:
( J)ii, = El = e>., J1Û2 = K2 = <?{JL, Pûj ^ Kl - ^'v
r <fi(ii\ ûi, Û3) =^ "x(w 1 0)1,103),
(m J 3',(M I ûi, Û3) = 3'|a(î/ I Wi, OJ3),
( ^iiU I Û|, Û3) = 3'v( W 1 lOi, 0)3 ».
XX (Fin).
iU
Qi
OJ]
tu,
*Ul
Ml
lU,
v'Ei- E,
.■(-ii"i"i/«7-».
(— IJ » »/et — e.
(-iff/ii-s
;(-i)T/e,-"ir,
T. et M. - II.
ULCl'L DIFFÉRENTIEL.
(i) o'fw — , a>3J =e <'•
.1 /'2ra),\
(r = r,, Tj, ..., r^-i) f en particulier : r = i,2, ...,/i — i ou r = ±i, ±2, ..., ± j
\ Hi-hH,-hH3=0, [ Hj = UWj M^,a>3J = nT}3-i-2(i)3Pi, j
E|-+-Ej-+-E3 = 0,
Ir-f-I -n
YJ,-»-««P,
/ ï r -+- 1 — n \ O'i^UH ^ — — o>i )
(8) tf,
(aKa.,) =
tr+{—n
tl,-f-M«P,
fir-k- ï — /i \
(9) o-alw]— »W3J =
_tty_ri,H-«'Pi
TT^'(«-^7f"')
('' = ''Oî ''1» •• • » ''n-l)
(.„^«..«.«/,e..w=o..,.,...,«-io«,=o,d:.,±.,...,=z-'7-i)
FORMULES. 243
(I % e-|ff- f(ff-
(2) m" ri^' u)3J = eia-4-ÎM-+-Cia,
(Wt \ / V i^i — Ct)(e*
|2 / •^ pa — e
113= n 0)3 , IO3 I = 27j3-f-eiOJ3, Hi-f-Hj-h lls= O,
Eî = p ( ~ H- 0)8 ^, 0)3» = ei— 2/e, — ej/ei — ^j, E3 = p ( W3 ~ > W3 j = — ae,,
(Di 3(1)1
p -i -t- p = El -h ei
v/ei — 6, — /ei — «3
= c ' o'^M (pa — Cl— /fi — tfj /ei— ^3),
M —î , W3 j = e * ( s*! M H- /t'i — Cj /ei — ^3 3*' m)
?/ ~ j 0)3 ) = e 2 3*5 M a'3 « = e * -^^uy/iiU — (^2 /p W — «3.
a44 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
ej «• et M*
lu\ (Uj, — j = e ' s'a 0*31* = e ' (f^uy/pu-- es,
(•2) U M|wi, y) =«8"-+-?;m-+-ÎsW»
(3) pUlwt, y) =P^-Hp(^H-fa)3)--e, = piiH-' pM--e ^
(4) { , , X } "i -t-H;-hB; = o,
Ki=p(wi|Wi,î^j
E3 = P( ~ wj, — j =e3-+-^yei — es/e,— ej,
ws 3a>3 ,
FORMULES
(I) ^t(u\(ai,^^j=e'
^ ^et — et^lu — /ej — t'sO'ÎM
a's^tt|u)„î^j =
fi*
(s*! a + \/ei — €z s/ ex— e^^^u)
^Ci — Ci — /et— «3
(crj a — /ei — ea /ê, — Cad'» a)
y/ei — 63 H- v/ej —
a'*w(pM — 63 — /i?i — ez >/e\ — ^3).
** il
rii-M/«Pi
'Il ^ /ar-, \ ' XX lir — x \
YÎ,+M«P,
^îr-l / 2r — I \
(r= Ti, Tj, ..., rn-\)
{ en particulier ; r = i , 2, . . . , n
I ou r
FORMULES
XXVI (fin).
r=e"'P.a'a««J][j a'Jw — (ec — ep)(eoi
( ew particulier ; /• = i, 2, . . . , --; — j
24^ CALCUL DIFFËBBNTIBL.
(r) - "S— Tls4-ii«I', «S'a ( M H w» )
•/ en particulier : r = i, 2, ...,/i — 1 ou r=±i,=t2, ...,it:- - j
h'i = nr^i-h 20)1 P,,
.<4) I o'a(«l<-i,^') = «"•''• «fa" Jjl ""««-(ea-epXea — «y)— ^-^: --a-'i* ,
( en particulier : r = i, a, . . . , 1 •
FORMULES. ?49
Dans les formules XXVIII et suivantes la partie réelle de —. est supposée positive.
(I) 7)iWs— r,3a)i = -+- —,
m rrnzt
m mVKi
?0=JJ("-y"'), ?I=JJ(H- <?'").
(6) ^^qq\ = q\ — ql'
25o CALCUL DIFFÉRENTIEL.
n=to n = »
2a>, z - z-^ a^.,.,.,, TT ' - ^"'-s-' TT I - g^^z^
CfM = ; C*^l««>t*'«
I-+- 2^*" cosapir -t- q
n^ae n = oe
c, u = e«i.a,... TT '-^y'"-^^-' TT ^^^'^-^^'
i_^_^i«-i JLX i-t-^'
'.—-n^^iSïPn
/yl/»-l
nzz.to
(.) 2^..o,=-2e.,oî + ^« 11+2(7^7^1
/!= co
(2) 2 7)1 Wi = — '2ej(i)? -4-71* > ; ^— — -
^. fi _V ^y'" 1
/l=:«e /i:=ao /l = oo /i = «
FORMULES
ro,
tï'i
'iq\q'*
cfa
^1 ntw,
IX w I 1 1
V^e, — «3 = v/ci — e, =
IS
g = (e,- e3)«(e, - e,)» (e,- e,)' = -^ (^| - 27^!) = Jg ;;;tî ^î* <?
(4) \ y&'= t^^T^^ V^ei- ea v^ei-e,= ,-^ ^-^a^J^S
Ç(Xo)i, Xo),) = ^ ^(0)1, 0)3).
a5a Calcul différentiel.
(i) 3',(i>)=>( — i)'»2^ sin(2n H-OiTi' = 2^* sin:rp — ly^sinSirp-h. . .,
(2) 3j(p)= >2^ cos(2n + i)'ïtP = 2^*cos'7ti? + 2^^'cos3icp+...,
(3) 2r3(p) = 1-4-^27"' cos2nicp = 1 + 2^ cos27rp + a^*cos4wt' -+-...,
(4) 3"4(V)= I -H^C — l)'»2^'»* COS2n7r(; = I — 2q 008 21:1^-4- 2q^ cosiizv — . . .,
(5) 3r|(p)= 2^0^* sini^TT I 1 (l — 2^*'»C0S2P1C-+- ^*'*),
(6) 3r,(p)=: 2Ço^* COSPlt I I (l -+- 2^*» C0S2P1C -4- Ç*"),
(7) 3^3(i')= qo I I (l-h25r"»-» COS2P7H-^*«-«),
«=1 /I=:ao
(8) 3r4(p)=: ^0 rT(l — 2^*'»-l COS 2 P1t-f-^ *«-*),
FORXDLES. 253
XXXII (fin).
(3éù) p.(«)= 2*"'*"'-
(ibis) p*(^)= 2^""'^"^"'''"''
/!=:« 4:= oo
(5 6m) pi(z;==2^o^^^-^4-^J^(i— 5'''''5-«)J^
n^to n= «
(7 bis) P8(-)=^o JJ(i-+-5'*""'*'3-«) JJ(i-4-^«'»-i^«),
n=:x /I = BO
(8 6w) pv(5) = î'o JJ (i — 7"»-»z-«) JJ ( I — <7««-i-5«),
Pa-t-i(^)= Pa+i(e»'^0 =&«+!(*')•
(2) 2 7o<?W^criU = c'^.««»''&,(p),
(3) ^o^îcr,a = e«ii»i«''3r,(pX
V „ "ni" I S^«-4-l(<^)
ÇaM = S; 7— r>
o), 2(0, 3ra+i(i')
(12) l/^ y^T^^cTsM = c«i»«.»'«3r4(p).
FORMULES
Zéros (modules i, t).
3fi(— «")= — ^iC»*). &a-t-i(— «') = 2fï<-i('').
Si («' + i) =&!(«'), ^«(«'+^)
3fj(i'-i-t) =
A&,(c), arj(p-+-T)
A = <jr-< c-»'»",
AS,(P
= -AS»(i.),
3r,(p -4- #11-4- n-w) = &2(t^ -H m -h /ix) = ^sCt' -f- m -h ait) -
3r4(i; -H m 4- /IT) =
(fi)
■ &j('t) = — 2tic9-'3r,(o),
&;(t)= 9.iVy-'&t(o),
&',Qj =— lTry"*'3fj(o),
S',(/jn-nx)= (— i)'"+»gr-««2r;(o), &', (m -t- /it) =(— i)"'+'a/ticiy-"' &j(o), 3j(m-t-nT)= — amtJ5'-"'2r,(o),
S;(-"^")=- tir y- 1^,(0).
FORMULES. 267
^3(0)= y)^"' = l-h 2y -4-27^-h 2gr9 -4-. . . ,
il 1
3^3(0) = 9o<?î, ^k{o) = qoqh
1 /cj — 63 /e, — ^3 /e, — cj = — —3 &'i* (o),
\ 2(J>i 2Ci>i 2W|
(5} &',{o) = u^.(o)&,(o)av(o),
^,= -L(--)'[&S(o)+a»(o)-^'(«)3i(o)] = ^('_:L)*[55(o)+as(o) + aj(o)],
i \ 2 OJ I /
= 4 (— )' [^Uo) + SJ O)] PJ (O) + 2rHo)] [&t (o) - aj(o)].
T. et M. — IL • 17
a58 CALCUL dipfëre:)tikl.
IX
rV(lV+l) « = 1
(8) h(-c) = ^"yo,
a',(o|T) = 27rh'(x),
2r,(olT) = h(T)/«(x) = î/:b(x)-i-,
3»(o| X) = b(T)/î(T) = î/5 h(T) i|ii^^,
(i3) y,= /Iy«*:
a6o CALCUL DIFFÉRENTIEL.
(2) 27), (Ui = — 2^a««>î - - ^ 7-T »
2 Ja-t-iW
Sâ+i(o") I 3fa+i(o)
&>) |>) |£(o) ai^)
a^o) S,(o)"^3,(o)'*'at(o)'
|^^-3^^^= arvS{(o)3t(o)= 32(e,-e,)(e,-e.)«- I^J - 3^^^ =-2i:»3i(o)&i(o) =-3a(e,- e,)(e,-e,)<-
; 22r3(2p|4T)=S3(l'|x)+ak(P|t).
( 2) 6 = /ÂXÎT) = -
— /A' /r, — «>, — /«"i — Ci _ 27-l-9.7'-f- v.y'SH-...
/k' ^c-ejH- {/e,— c, i + 2y*+29''«-t-..
(J',(>.a>,,4a)j) {/e,— ej3',(M|o>,,(oj)-i-v'e,— ei3'j(M|(i),,tti,)
FORMULES
H1Û3— HjÛi = —y
u c -^ dz
(2) 20«QÎ0»3'X« = e«".û.V'â,(v I T),
(3) QoQÎo'^LM = e»«'«''^''3'»(vlT),
(4) QoOjo'v« = e»"'°'**^«(v|T),
(5) j Vr-i - K» = ^;îr,o»««'
V^E, - E, = y/-^^ QoQI.
(7) e J/g 1/-°' tfa = .«'".".vS.Cv 1 T),
(9) 1/^7=^, 1/'^ 3'tL«= «•"'"•'*3,(v I T),
(10) ViT^^ t/^ a-v" = e»".».'' ^»( v| T).
t ^a-hb-ze'"^'^^i{v\-z) =3r,(v|T),
6' /a-t-6':e'"^t,3rx+,(i>|-c) =:3,(v|t),
e' y/a -t- 6-: e*"'"/ âj^^, (o | t) = &,(v | t),
t"')/a + bxe'"^^%^.,{v | x) = 2t^{y | t),
* si b est impair et positifs
= ' — ) t * si a est impair et positif,
ab
m ah -4- rd
-K ^c + rt-i- c -♦- m'
b-hd
b-hd
FORMULES
(i) 2fi(pI'c-M) = v/*2ri(p|T),
(•2) 2rj(p|T-hi) = /?2r,((;|T),
(3) 3r,(p|'u-i-i)= Sr^Ci'lx),
(4) 3r4(p|x4-i)= STaC^h),
(10) 2r,(o|t4-i)=/»2r,(o|'c), (il) a,(olx + i)= 2ri(o|T), (12) 3;(o|-n-i)= &»(o|t),
(,3) a;(o|-j)=-/ÎT/xa;(o|T),
a»(o|-,-)= ^.a.(oh)
264 CALCUL DIFPÉRENTIKL.
Or / , \ /* V -^'(,/^«)«
(4) x(^^0= -^-IJ^}
(lo)
FORMULES. 265
XLV (fin).
(?(rz:^)=?(^)'
(i)rT4,(,)
^-^* -KO «?(t)
* K ab
(A — r) {bcd — n
IS
ja-hd) (nhd — c)
xÇO xii)
(a -+- //) (rtôrf — f) __ (flM- <f) (acrf — b)
(a -t- rf) {ficd — b)
FORMULES
XLVI (fin).
{ab — cd)
XL VIII
V = oo
i^'MO-
sj(p)
sî('')
(°ro
<KaT)Y(T)=/âx(t)x(2'c).
©•fat)= — i— ^ — - — = ^— - — ->
tp(T) =
FORMULES
XLIX (fin).
qo =
Çi-e
'Kx)
v/i-çH-)=v^
aja<') =
2 5i(p) &,(>>) 5r,(t>)3r4(t>) 2r,w2rj(o)2r»(o)
^l(>')^l(>')-^î(«')aî(f) &,(o)Sî(o)
^i (0)^3,(0) ^iiv)-?!i(v) ^ ^l(t>)-2!\(v)
ai W| ^ 'itJi Al <i>i 2(oi
— = 2ÇrÎ5ro^*=3r,(o), -- =2 Qf Qo Q* = &2(o|/lT),
— =7l9'o =^3(0), -T-^^i^o =2r3(o|/iT},
— =5'3<7o =2r^(o), --=q;qo =5^(o|/IT).
0 = y = e»Tni^ V ^ • V = •
{ f — f'ii ^ii ■ • • ? ''n— 1 \ •
FORMULES
&,(n,'|„T)= ||â3(»')IX^'(''^ïï)'
(r = Ti, 7-2, . . ., r^-i).
Al
(6) 3r,(nr|«t)=^&i^p)JJ
ir)
3r,(np!n':)= -^^i'*')]^!
^ÎC) 7T^^ <>>) 1,
Qo
^■,(o)IJ^î(^-
^a+-tC
/i 2r', (o I Al T )
if — ^ Il ''il • ' '1 ^/i— A
T. et M. - II.
^ll2l = ± = JL,iJ
ai
Wl
ai
3^3(0) = ^ =g\qo,
az
CALCUL DIFFËRE.\TIEr..
LU
itoi * \ \nj k\ tui "
I V = co ^ j^ V=« , ^.
V = flo
îv-j\ '-"' / iv-i\
.- "ni
rrr
-ll^) =(->." q'i-'Q'.'l
nH'i)'
,/»_ j in —S) \l / «
li/i
iri
fi
(/■ — /'i, Tj, . . . , r,i-i).
FORMULES
LU (fin).
(rj (r)
_iv,.,
en particulier bi=: bi=^ bi = ùi = —^ » pour r=±:i,±2, ...,di — ; — ,
rn:/-,, rj
-(iTJ-!!^'^^'!!
LUI
(0 iM.)i'=^=n^œ^'(;0^'(0]
(a) v/;ïh(/it)[h(x)] » =IX3'.(^)
cp(nT)
Cp(T)
<K/it)
rTor./':\
" ,--ii.(..f--nh(")^.(^')-(T)]
,7) e . q «- h(^)[h(T)] > =lp>('i)
(2) n^-iï)
( lO)
FORXl'I.ES. 377
({JL, V) 2'* _
V = O, Ti, Tf, . . ., Tn-l
378 CALCUL DIPFËBENTIBL.
n» ^^^ ni ta, izitt
4>(a) = V An^rA eî/i/w=V Anc'Âw, "'"^ co, "^
^n+h — Art,
4>(w -h aoji) = 4>(m), (2) ! Att/
4>(a) = Ao*o(w)-h A,4>,(w)-h...-f- A/,_,4>A_,(tt),
(/i4 4- ri'
(3) l *r(w) = 2 ^ * e«''ï<«>^-»-'-J = qf» €^^*''^^^i(hv -¥- ri: \ Ax),
(4) *o(«) = a,(apl2T), *,(a) = a,(at.|aT).
SS + l(0)a.('' + c)a,(«'-C)= Sî^,(c)&J(0-Sî(c)&J^,(i.),
aj(o)&,(t'+c)S,(f-c) =-Sj(c)Sî(p) H-2r|(c)2irî(p), 2r|(o)3,(P+c)&3(i^-c) = 2r}(c)^?(i') +&5(c)S!(''). a»(o)St(P + c)S»(.'-c) = &|(c)&î(i') -+-&J(c)&i(v),
= -S.(c)a,(c)S,(p)&,(p)H-2ir,(c)SUc)S,(i')S;(..),
= -â,(c)3r3(c)S.(,.)2r,(i-) + 3!(c)&»(c)a,(t-)&»(i'), â,(o)&,(o)a,(i' + c)St(('-c)
= -&,(c)&v(c)a,(i')&4(0 + &.(c)&3(c)S.(«')Sa(«').
FORMULES. ^79
Tp = &p(a 4- b) &p(a - 6) ^p( c -f- d) ^^{c — é/),
(1) I Tp = &p(rt-hc)&p('a-c)&p(e/4-6)&p(rf-6\ rp = &p(a -4- d) 3rp(a - c^) ?S^{b -+- c) 2rp(6 - c),
(2) T,-f-T;4-Tî = o,
T, -+- Ta = t; -h Ti = t; -4- t; , T3h-T4 = t'3-+-t; = tj-4-t;.
(i) ( x2r3[a7~?a:4-ra?T|a?(a-f.p)T]
= V 5ra'''e«'"/îtJ^&3[a:-4-7-hrat|(a-t-P)T]
X 2r3[ ?2r - a^ -f- ra?x I a? (a -4- P)t],
r3(ar 4-7 I 2-:) 27,(0? — j^ I 2T
')8o CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Çaow = - - = Vpu — e^.
y CfU ï
^a'^ /pa — ea
. ^% u \/pu — ^3
Çoa '^ Çyo çya *^
;ro ?Y(
(3) pu = cgt-+- î*o= «p+ ?^o = «y-^- îyo»
(4) 3pi/={îo-f-?^o-^Çro'
ey — Cfx «a — ^B ^3 — ^y
^»x ^y — ^a «^a — ^p (5) pa = ea-+- ' , = cpH r-,^ = c.
(6) Ç.V = !zik = !zl«r
I îao w? = /e^ — ea,
(2) A=Î2iW3, ^•'=îî3t«>i,
îao ( w -H Wa) = — /e»— cp y/ea— Cy {oa w
FORMULES. 281
(1) ?âo(") = — î?o(w)î.o(w),
(3) îpy(w)= — (^?—«r)îor(")îaY(")-
(0 î;*o(«)=[^a-^?^-îîo(")][^oi-^;-Heâo(")]>
(î) ?iît(w)=[«-^(^a-^p)Sîa(")][ï-^(^a-^r)îîa('Ol»
(3) ^'fi\{u)=[i--^l^(u)][e^—eoL-h{eo,-e^)^ly(u)].
(0 îâo(")=P«— ^«=— Cw- ^a,
(2) — ^^-;; -^ =p(w-f-a)a)~e«= — Ç,?/-ea,
(3) («p— ^a)(^y— ^a)?îa(M) = — Ç^W-
(4) (ep— Ca)î*p(a) = — ÇpM — tfa,
(5) îpo(«)ÎYa(«)=;^„^:^)=Ç«-Ç«M-
(6) («ï — ep)lap(«)îoï(«)= Çp« — ÇjM,
(7) ai(«')^a+i(f)-^.(»')3'a-».,(«') = 't&â+,(o)ap+,(i')V'(«')'
(8) a^^,(i')ap+,(0-&f+,(f)S^^,(.') = irS«^,(o)&,(P)a«+,(P).
a82 CALCUL DIFFËBENTIEL.
?oy" S"Y<' îpY« — Î0Y« SaT« îpï"
(3) ?Py(« + «)= .-(.Y-e«)(eY-ep)5,'Y«?^Y«~~
(a) $PY(wH-a)îpY(w — a)= ■ ^ ,, ""' >
saY^
'^[îoY(w-4-a)-f-$oy(w — «)] = "^^oyMÎay^îpY^» 3[$oy(w -h a) — Îoy(w — a)] = a^oya {ay w î?y ", (3) { 5l[{py(w -+-a)-hîpy(w— a)] = 2$py wj^ya,
5l[îpy(a-t-a) — îpy(w — a)] = — a(ep — e^) îoyW îaY"îoya Î«y^ a =1— (ey— Ca)(cy—ep)Ç«yaJ»ya.
(i) $oa(w|^w,,Xa)3)= XJoaf yU),,a)3 j,
(2) îao("| >'«*>,, Xa)8) = ^îao f ^ (01,0)3^,
(3) îpy(a|Xco,,Xa)3)= {^y^y 0)1,0)3 j.
FORMULES
sn(u,k) = ^ei — e^^
Vfil—C3
to,,a>, ,
cn(a,X:) = Ç,3
dn(M,A-)=5,3( -—^2
sn
en
Vpu — Ci
l i /\ /p?/ — ei
sn'a = cnudnu, en' w = — sn w dnz^, dn'a = — A**snw cnu.
sn*M -f- en'w = i, dn*a-h k^ sn'w = i.
284 f CALCUL DIFFÉRENTIEL.
(0 ^Bf 5n'îM=: (1 — sn«w)(i — A-ïsn«M),
(•2) ^^^ cn'*w = (i — cn*w)(i — A:*-t- A:'cn*a), (3) ^ dn'«M=(i — dn«M)(cln«i(— I-+-A»).
^0 to,v/e, — ^3 = K,
(4) .•K'=^Sî(o|T),
/fix « ^'(^/
(6) sni«= -- ) '■■,
(8) dn«=i/it' liilf.
(7) cnM =
FORMULES
LU (fin).
Or
(r = /-iiZ-j, ...,r„_i),
^", =^rp'(v)
Aa-f-i
en particulier ^, = 6, = ^3 = ^v — -J, ♦ pour /' ^ =b I . ± :3i, . . . , ±: — ; — ,
ri
/'' — ''l' 'JJ • • •> ''n- l\»
rrt-l
«■"f.,,.,Il|^.î.,„.,-Ï^.K^.],
''■'L Hn) J
//• = n, ri, ..., '•„_A-
286 CALCUL OrFFÉBENTIKL.
sn(— u. k) = — sn(M, A), (i) { cn{— u, A) = en (m, A:),
dn( — M,X:)= dn(u,k),
sn(u -h 2 K ) = — sn M, {'!) { en (m -4- 2K) = — cnei,
dn{u-\- 2K) =z dm/,
sn(w -+- 2tK') = sni/,
(3) { en (a -+- 2£K'; = — cnu,
dn (w -f- 7.ili') = — dna,
sn (w -4- 2K -h 2eK') = — snji,
(4) { en (w -h 2K -4- 2tK') = en M,
f dn(a -t- 2K 4- 2tK') = — dni/,
sn(a-4- K) = T — ,
dna
, sn w
(5) < cn(w4-K)= — A-
dn(a-4-K) = A-'
dnu
(In M
sn (m -h iK') — -r y
A snM
(<)) < cn(w-HtK)=: — .- ,
A sn u
, . ...,. .en//
an ( // -i- / K ) = — / y
sn a
sn(// -h K -f- /K )= -r- ,
A- en//
(7) { cn(/^ -h K -+- /K') = — / --
A en//
dn(//-hK-4-/K')=r /A' ^"''
en //
FORMULES. 287
sn M en rt dn a -f- sn a en M (In M
(1) sn(a-t-«) = ,- — ; j
^ I — A* sn* w sn*ri
en u eu a — sn u (in iisno <lna
(•2) ' cn(w-f-a) =
(3) dn(w-f-a) =
I — X* sn* u sn*a dn /Y dn r/ — A' sn u en m sn « en a
I — A* sn' w sn*«
. ,^ ^ , 7 ?n // ena dnflf
, (4) sn(^f -h rt ) H- sn(M — a) >-— r— >
._ ^ , ^ , '2 sna en// dn//
(5) sn(«/-ha) — sn(w — ri) — -— ,
,-. , . , 9. enwen^
(^6) en(w-f-a)-Hen(M— flr; - - ,-- — »
I — A* su*// sn*a
, , / V X — >. sn// dn// sn<r7 dna
(7) en(//-hrt) — en (// — «) =
( 8 ) dn ( // -h a ) -^ dn ( // — /7 ) I-
(9) dn(// -H a) — dn(/^ — «) =
I — A' sn*// sn*a 9 dn// dna
I — A* sn*// sn*a — 7. A* sn // en // sn <7 en f/
I — A* sn*// sn*a
, , , . , sn*// — sn*r/
(1) sni// -\-a) sn(// — a)= j^; — ; 3—,
I — A- sn*/* sn*a
, . , ^ , , rn*r/ — dn*/7sn*//
(•2) en(// -h «) en(// — ^/ )-- — — . — ,
' ^ ' I — A*sn*</ sn*/*
,., ^ , , X , / . dn*a — A*en*rt «n*//
{ >) dn(// -i- rt)dn(// — ^) = ,— r
- ' ^ ' ^ ' I — A*sn*asn*//
'i88 CALCUL DIPFÉRKNTIEL.
(l) El(v,-.)=^ (,
(î) El/p, ^j = ^ y/ei — e» V^ei— «jîo>(2«|t).
s„(„,X)=J.El(.^"g,l),
(5) EI(t^-f-m-h/iT,T) = EJ(p,T),
El
(x=El(»., ^), ^ = El(«',^). ^ = El (p + «.,;;),
I H(.r) ( j) sn j = - - — - — .
FORMULES. 289
H (X -h 2mK) = (— i)»* n(x)y e {x-T-imK) = e(T),
Hi(x-+--2mK)= (— i)'»II,(ar), Oi (a: -h a/nK) ==81(^7),
H (a7-+-2/ntK') = (-ï)'"AH(x), 8 (ar-T--;t/n/K') = (— O^A 8^^), ^1 11,(07 4- 2miK')== AH, (J7), 8,(a7-h2/ntK'; = A8|(a:),
. lit' TZ ^ — Ht 7C ^
Il (ar-+-iK') = ïB8(a?), 8 (x -^ ÎK' ) ^. i\Ul(x), H,(a7-+-tK') = B8,(a7), 8,(37-^ tK')= BII,(ar),
1t K^ Il /.r B = e* k ~î K".
' ^ ' e(ar)
(2) Z(a:-t-aK) = Z(x),
(3) Z(:F-+-2iK') = Z(a7)- ^,
(5) Z(o) = o, Z(K) = o, Z(tK') = 00 (pôle simple; résidu = 1). T. et M. — II. 19
Transformation linéaire.
L= ^aî(0|T) = û, /k,— E,=
tL = tL = ûj Vfil — Kj = jr= 9
cd
ab (-1) «*'
FORMULES
LXXX (fin).
sn{u, l).
snu
A: sn-7 A:
sn-r
cn-T
u sn-77-
ik
ik
cn{Uj /).
dii(ii, /).
en a
dni/
dnp
dnjp
*•" iJk'
"" ik'
en-r
cn-T
dn-r^
en-rr
lA'
El [(a — pT)P, T] = El [p, t] i-«Y-^«Y-»^i,
pt
<«? — Py = i, Ppair.
282 CALCUL DIFFÉBENTIEL.
>ay(u -I- g) = -=-' !- ■ = ^ ■ —
|oy(«^a)î.y(«-g)= ^-^—A^r^^^^^-^,
(a) î?y(w-+-a)îpy(w — a)= ^ ^-j ^^I-,
! + (««- eY)jT-i??T«
•ay
3[îoy(M-Ha) — {oy(w — «)] = 2ÎoY«îay"îpy«, ( 3 ) ( 51[ÎPy(" -+- ût) 4- îpy(a— a)] = '2$py w {^y^»
a =1— (^Y— ea)(cy--ep)Ço'yWÎÎY«•
^0 îoa ( w I ^'Wi , >^ws ) = X Joa ( y w, , 0)3 j ,
(2) îao("|Xw,,X(03)=:^Î3(0 f y 0)1,0)3 j,
(3) ÎPy(w|X0J,,X0)3)= îpyfy 0)i,0)3J.
FORMULES
sn
dn(M,A-)=Ç,3( -7=^^T— u)i,u)3) sn^M/ci — 63, A:; = *
en (a ^e\— e^, k) =
y/p y/- — gj v/p a — «3
dn(a\/ei — ^3, A:) = ■ . ■- >
sn»(a v^^i — 63)
sn'w = cnwdnw, en' M = — sn u dn w, dn'a = — A'snw en a.
sn'«-+- cn'M = i, dn*MH- A'sn'M = I.
(Vt) (3)
CALCUL DIFFÊBEKTIKL.
g„'i„ _ (,_sn»M)(i — A'sn'M), ç„'t„ = (,_cn'K)(i-*'-<-**cn«tt),
dn'« u = (I — dn»«) (dn» t(i — i -t- ^')-
(i) toiVCi — Cl ■= K,
sn î* = -7^ 7~Tr"\" '
cnM =
Fig. I.
z = sn(a, A).
K'OO
Fig. 2.
5 = cn(a, A*).
Xs/
Fig. 3.
3 = (In (m, k).
Fig. \,
s — piu' {f)ij (Oj).
,'W'=:i W,-bCJj
a86 CALCUL DIFFÊRENTIKL.
sn(— u, k) = — sn(w, k), (i) { cn(— a, /i)= cn(M, A),
dii( — Ujk)= dn(M, A:),
sn ( a -h 2 K ) = — sn M, (2) / cn(w-t-2K) = — en M,
dn (w -4- 2K) = dnw,
sn (a -f- 2iK') = snz/, (}) { en (w -H 2tK'; = — cni/,
dn ( «* -t- 2 1 K' ) = — dn w,
sn (m -+- 2K -+- 2eK') = — snw, (n { en (w H- 2K -+- 2tK') = en a,
dn(M-t-2K-i- 2tK') = — dnM,
sn(w-i- K) = 1 — »
anu
(5) / cn(«^4-K)=-A-'-^.
dn(MH- K) = k' , — ,
(1 II u
sn (m -4- ïK') = T »
A" snw
.,., i i\nn
(()) < cn(M-+-tK) — — .- ,
^ A sn u
dn ( a -h t K') = — t 1
V su u
, ., .,,. I (In//
sn ( w -h K -f- I K ) = - — - ,
A- en u
(7) / cn(w H- K -h /K') = — / --
A ciw/
f dn ( M -h K H- /' K' ) = ik'
en //
FOtMl'LES. 387
snu cnn dna -i- sna CDU Jnf/ (1) sn(a-ha)= .- — ; ,
cnucna — «nii dn u sna Hna (1) cn(u-^a) =
(3) dn(a-4-a) =
I — A* 50* u sn*a dn M an a — A* sn w en a s>na cna
I — k* sn*a sn*a
, ,, , , 7 «nw cna Hna
, (4) sn(f/ H-a)-f- sn(M — a)= - — ; — ,
,_^ , . , '2 snflr en w Hn//
(5) sn(a-+-a) — sn(i/ — a) = yi — -— ,
.^v / V / 9. en w en ri
(6) cn(i/ -t- a) -f-cn(M — a) -
I — A* sn* w sn*^/
, . , — •>. snw dn w 5n/7 dn<7
(7) cn(w-+-a) — en(M — a) = r= — »
/ov j / X 1 / 9dnMdna
(8) dn(w -l-a)-+- dn(z/ — a ) = ,
I — A*sn*wsn*(/
, , , I / V — •;► A' snw enw sn<7 enri
(9; dn(i/-i-a; — dn(w — a)= ^- —
I — A* sn*M sn*a
(i) sn(w-ha)sn(M— a) =
(*>î) cn(w -h a) en(w — «) =
(3) dn(// -f-rt)dn(// — rt) = ,^ ^
sn-a sn-a'
rnî
- dn2^«n'//
sn-'a sn*£e
dn*
- A'cn*rt «n*
'288 CALCUL DIFPÊRKNTIEL.
Cl/ ^ ^|(21'!2t) (0 El(f,t)=5— ; -',
(7) ^'("'2) ~ 1 ^^*~** Vei— ejSoj(2«|-).
(5) EI(p -+- /M -t-/i •:,•:) = E^p,-:),
|j. = Ei(p, ^), ^ = £!(«-, 3). - = El (p + «-,;;)
(3) II,(x) = 2r,(-^^),
{->) sn r = - - — - — >
( ) cnr = ^ ^ ,
FORMULES. 289
-h2mK)= (—!)'« Hi(a7), 81 (a: -t- 2/nK) = 8i(a:),
H {X Hi(:r
/ II (a? -+- amiK') = (— i)"' A H(a;), 8 {x-h9.miK') = (— O^A dfar), ) Ux(x-himiK') = XUi(x), 8,(j:-T-2mtK'j = A8,(a7),
HCx-t-K) = H,(jr), e(x-r-K) =8, (a:), H,(ar-^K)= — H(a7), 8, (a:-hK)= 8(ar),
H {x -+- i Hi(a:-htK')
iv; = — II {^x}, tj| ^a: -H iv; = tj \^x ),
iK') = iBe(x), 8 (jr-4-£K')r=eBII(a:),
tK')= Be,(ar), e,(ar~iK')= BII,(a:),
(3) ç.(.^^) = !!j£^/i;^,|Ig;,
^ ( oc \ 7)iar / 873?)
(a) Z(«-t-aK) = Z(x),
(3) Z(ar-+-2iK') = Z(ar)- ^,
(4) Z(-a?) = -Z(ar),
(5) Z(o) = o, Z(K) = o, Z(iK') = 00 (pôle simple; résidu = I). T. et M. — II. 19
Transformation linéaire.
, V^Hl— Kj &Î(0|t)
_ v/k. - E, aî(0|T) _ . , , s
L= - &«(o|t) = Oh/ki— e,=
.- , , / cK-+-é/iK'
tL = tL = Ûj VEi— Ej = Tj >
cd
cri
frf
cri * k'
ab ,,
ab
rf-l
it'
FORMULES
LXXX (fin).
l El [(8 - Pt)p, t] = El [p, t] i-«T+«T^^i,
sn(ii, /).
cn(i/, /).
da{ut /).
snu
cnu
dnu
u sn
dnj
A- sn-7 A:
dn .^,
sn-T
dnff
en -7
en -r
cn-r
sn -77-
., ik
ik
dn-:7 ik
ik
cn-TT-
ik
dn-77 ik
Transformation de Landen,
LXXXT.
(3) L-î^/ET-^=^aî(o|.x) = iltlK=A.
tt u
sn ^cn
I — (i-+- X:')sn» p
(2) cn(M, /)= ,
. u an
i>-(i — A:')sn
(3) dn(a, /) = i^'
.a dn
i-hit'
(l) V^Xrr/I
FORMULES. 293
Transformation de Gauss.
(1 ; A = — . A = — ^ A = K = — rj>
(1) sn(i«, X) = (i 4- A) ^-^— ,
AIT , I / K
(7) ï^ ^T ^t^a/Ei— E3= -j^-
FORMULES. 295
2r ar,o = — K.
(•2) en rj, n =cna I I — ^ '-
CO «In ^^, l\ =dnw JJ
dn(£f -f-ar,o^ diirt;.,o
(r= Ti, r,, r„_i).
sn'a
lu \ I TT sn*rt;..o
''^ \M / M AJ I — A*sn*ar oSii*a
dn«a,.,o , (5) cn(^, /) =cnM I I j- — -^ --
(6) dn(^, A =da«TT-V^---i-
(7) sn f^j» 0 = -7" 2sn(a-y-aar,o^.
(9) ^"vM" / " ^^ ^dn(tiH-2a;.,o),
ig6 CALCUL DIFFÉRENTIEL.
(fi)
LXXXVIII
1 r ao,r = ^ «V. «,
"•'Mi)
5 " r ; fi
(5) i/= ygi— g» _ TT cnnp.r _ VA tt i
Ji'~SZ'' J.1 dnao.rsnao.r (j//)" A 1. sna
^^^^'Hy^*"^''""^'"^'
FORXOLES. 297
(.) *°(S'^)=ii*""n
sn(M-4-ao,r)
snao.r
, . / ^ \\ TT cn(a-J-ao,r)
"> -(»-o- '-n'-'^BS--
sn'a
(4) sn ( Tî, X ) = t: sna I 1 j- — ■ — - — —
( d) en ( t>* a J = cna I I 735 — '■ — —
A:*cn*ao,rSn'î*
^6) à^{wA= da«TT' M ^,""^«"-—
^ -^ \A/ / ±i I — A-*sii*ao,r8n*u
(7) ®°(^* V ^ IT^l sn(aH-2ao,rX
(8) (-0* cnf ^> Xj = -^^cii(a-t-2ao,r),
( -i)~«""diif ^> Xj = M ^dn(a-h2ao,r),
(r = ro, Ti, rj, . . . , r^-i).
Multiplica tion .
îi|iKH-2vK'i
(I) (-1) « sn(nM) -(-!/'•' (v/ïr"*JJ[sn(a-ha^.v),
S^ I TT
(3) dn(nw) = (-iy' 7-T-x„._,Jj[dn(a-+-aj^v),
>, Ti, Tj, . . . , Trt-i ; V = o, Ti, Tj, . . . , r„_i I "ticulier rt = 2, rj = 4, . . . , r^-i = 2(71 — i) J
(4) sn(nu) = n snu 1 1 j-; — - — ^'^ , ,
dn'aji,v sn*a
(d) cn(nu) = cna I I 7- — ^' ,
Ar'cn^aM vsn*a I — '^'
(6) dn(nu) = dnaTT ,, , ^^-^ , ,
(9) (A')"'"'-rj''"''''^-
fA = o, V = r,, rt, ...,r„_
FORMULES
XC (fin).
(10) /i sn(/ia) r= N^ 5n(M -^- ssar,,).
(ri) ( — 1) * ncn(nu) — ^ cn(a h- aar,*),
(i'2) (—1) * n dn( /iM) = ^ cln(a-T- 2a;.,,),
en particulier
r ^^ /'o, Ti, .... /'n-i ; s — Sq^ 5|, ...» 5^—1 \
fer ; r„ — 5o — o, r^ — s^ —\, . . . , /'«-t — S/,_t =-- n — ij
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/lmentsdelathori03tanngoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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