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CHAPITRE PREMIER
APPLICATIONS DU THÉORÈME DE CAUCHY SUR LES INTÉGRALES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE.
351 . La plupart des résultats obtenus dans la première Partie de ce Traité, résultats que nous avons groupés sous le nom de Calcul différentiel, ont été déduits de la définition de la fonction (3* m, au moyen d'identités analytiques qui, cette définition une fois donnée, s'offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous sommes guère écartés de cette voie que pour établir (n° 94), en nous appuyant sur le théorème de Liouvillc, l'égalité
— — — = x)a — pu
T. et M. - III. I
et qufte^ucs points de la théorie de la transformation, ou pour intfD^ire, en nous appuyant sur le théorème de Laurent, les fcto'cubns * de M. Hermite (n**' 27i-277) et en établir la pro- '•.priété fondamentale, et encore, tout en rattachant à cette pro- .'.. priété les théorèmes d'addition des fonctions 2r, avons-nous pris .•';.' soin d'établir directement (n*** 28o, 286) une identité dont ces théorèmes se déduisent sans difficulté. C'est maintenant une voie tout autre que nous allons suivre : quelques propositions de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire vont nous conduire rapidement à des théorèmes capitaux concernant les fonctions doublement périodiques.
Liouville, dans un cours professé au Collège de France (*) en 1847, a fondé la théorie des fonctions elliptiques sur le théorème que nous avons fait connaître au n° 84 et qu'il a communiqué à l'Académie des Sciences en i844«
Antérieurement à Liouville et concurremment avec lui (2), Cauchy a montré tout le parti que l'on pouvait tirer de son calcul des résidus pour obtenir les développements en série relatifs aux fonctions elliptiques. D'ailleurs, la proposition du n*^ 35, dont le théorème de Liouville est une conséquence immédiate, lui appartient. En appliquant, comme nous allons le faire, à la théorie qui nous occupe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouver, avec d'autres, les théorèmes généraux établis par Liouville.
Dans cet ordre d'idées, M. Hermite a obtenu une proposition que l'on trouvera au n** 358 et qui domine en quelque sorte la théorie des fonctions doublement périodiques.
Le lecteur ne manquera pas d'observer que les propositions que nous allons établir auraient pu être prises comme point de départ : c'est ce qu'ont fait Briot et Bouquet dans les deux éditions de leur Traité des fonctions elliptiques (').
(«) Ce cours a été reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVIII du Journal de Crelle.
(*) Voir les Comptes rendus de i8'|3 et i84i.
(•) Paris, Mallct-Bachclier et Gauthier-Villars (i~ édition, 18J9; 2* édition, 1875).
Il convient aussi de signaler les importants Mémoires que ces deux Géomètres ont publiés dans le Journal de l'École Polytechnique (i856).
352. Voici le théorème de Cauchy sur lequel nous nous appuierons principalement :
U intégrale, prise le long d^un contour simple parcouru dans le sens direct, d^une fonction uni{>oque d'une variable imaginaire, régulière en tous les points du contour et de Vaire qu!il renferme, sauf en des points isolés, en nombre fini, non situés sur le contour, est égale au produit par 2 i7z de la somme des résidus relatifs aux points singuliers. Cette somme est nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et à V intérieur du contour.
Ce théorème va être appliqué à une fonction univoque F (w), régulière en tout point du plan, sauf en des points singuliers que nous supposerons être des pôles, en nombre fini dans toute portion finie du plan. Nous prendrons pour contour le parallélogramme dont les sommets sont Wo> Wo-H 2a)|, Wo-l- 2a)| -f- 20)3, I/o -H 2(08; u^ est un point quelconque, choisi toutefois de manière que les pôles de F(^^) ne soient pas surles côtés du parallélogramme ;
les quantités (Oi, (O3 sont telles que la partie réelle du rapport — .
soit positive; nous continuerons (n** 86) d'appeler ce parallélogramme : parallélogramme des périodes.
Pour parcourir le contour de ce parallélogramme dans le sens direct, nous supposerons que la variable réelle t croisse de o à i , d'abord dans l'expression Mo4-2a)|/, puis dans l'expression iiç-l- 2(0| -H 2(1)3^, puis qu'elle décroisse de i à o dans les expressions Wo+ ^^3"+" ^^« ^î Wo+ 2(1)3/; nous rencontrerons ainsi les sommets du parallélogramme dans l'ordre spécifié plus haut, et, à
cause de l'hjpo thèse faite sur le rapport —^.1 nous aurons parcouru son contour dans le sens direct.
D'après cela, le théorème de Cauchy nous donnera l'égalité fondamentale
20)1 / [F(Mo-i-2a)i/) — F(Mo-i-2ti)j-t- 2 0)1^)] rf/
— aw3 r [F(Mo-^2a)3/) — F(Mo-4-2a)i-t-2a),<)]rf/ = 2tit2^,
où S^ désigne la somme des résidus relatifs aux pôles de la fonction F(w) à l'intérieur du parallélogramme des périodes.
353. Avant d'aborder notre objet principal, nous ferons une application de ce théorème, qui en montrera la portée.
La fonction univoque ^{u) n'admet dans le parallélogramme des périodes qu'un pôle, congru à o, modulis 2(0|, 2(03, et le résidu relatif à ce pôle est i , comme il résulte de la formule (Ha)» D'ailleurs, il résulte de la formule (VI3) que l'on a
Ç(Mo-4-2t»)3^)— Ç(Mo-h2(Oi-t- 2U>3^) = — aiïi;
l'égalité fondamentale nous donne ainsi, et de la façon la plus aisée, la relation du n*' 108,
354. Arrivons maintenant à la théorie des fonctions doublement périodiques et rappelons d'abord que nous entendons toujours par là des fonctions univoques, n'admettant pas d'autre singularité que des pôles. Les périodes seront toujours désignées par 2 (0| , 2(03, à moins qu'on ne prévienne du contraire; elles seront regardées comme données, et la partie réelle du rapport — -. sera supposée positive.
Si /(m) est une fonction doublement périodique, le premier membre de l'égalité fondamentale (n**352), où l'on remplace F(m) par/(w) est évidemment nul. Donc :
La somme des résidus d^ une fonction doublement périodique, à V intérieur du parallélogramme des périodes, est nulle.
Il n'existe pas de fonction doublement périodique n'admettant qu'un pôle simple dans le parallélogramme des périodes. En effet, le résidu de ce pôle devrait être nul; le pôle n'existerait pas; la fonction serait entière ; elle se réduirait à une constante (n** 84).
355. La dérivée logarithmique d'une fonction doublement périodiquey(M) est elle-même une fonction doublement périodique.
Mais la somme des résidus de la fonction i^, — l est la différence
entre le nombre des zéros (*) et le nombre des pôles de la fonc-
(*) Un zéro (ou une racine) d'une fonction f{u) est une valeur de u pour laquelle celte fonction est nulle.
lion /{u), chaque zéro ou chaque pôle étant compté autant de fois qu^il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Donc :
A V intérieur du parallélogramme des périodes, une fonction doublement périodique a autant de zéros que de pôles, les zéros et les pôles étant comptés comme on vient de l'expliquer.
356. Appliquons encore l'égalité fondamentale du n** 352 à la fonction
en désignant toujours par f{u) une fonction doublement périodique. ÂTintérieurdu parallélogramme des périodes, la somme ^A des résidus de cette fonction sera la différence entre la somme des zéros et la somme des pôles de la fonction /"( a); chaque zéro ou chaque pôle doit figurer dans la somme autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. On a immédiatement
F(a 4- awj; — F(m) = 20)3 ^— y ; en sorte que le premier membre de Tégalilé fondamentale devient
— 20)1 / 2 0), =^2v -—dt-Jr1i^% / 2t»)i ~^-îi T" «^
OU encore
— ^^i I 4/—^ -^c?M4-20)t / V . :^ du.
Les deux intégrales qui figurent dans cette expression sont reclilignes; elles sont respectivement égales à quelqu'une des déterminations des quantités
puisque la fonction f{u) admet les périodes aw,, 2(03, chacun des logarithmes est égal à un multiple entier de 2.Tzi, Donc :
A l'intérieur du parallélogramme des périodes, la somme
des zéros d^ une fonction doublement périodique, diminuée de la somme des pôles, est congrue à zéro, modulis 2(o,, 20)3.
Ce ihéorème est dû à Liouville.
357. Comme les pôles de la fonction doublement périodique y(w) — C, où C désigne une conslante, coïncident avec les pôles de la fonction doublement périodique /(w), on voit que le nombre des racines de l'équation /(a) = C, contenues à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est égal au nombre des pôles de f{u)^ et que la somme de ces racines est congrue à la somme des pôles de y( m). Cette somme des racines, si l'on ne tient pas compte des multiples entiers des périodes, est donc, comme leur nombre, indépendante de C ( * ).
en éléments simples.
3o8. On doit à M. Hermite (2) une formule capitale qui donne l'expression de toutes les fonctions doublement périodiques. En raison de son analogie avec la formule de décomposition des fractions rationnelles en fractions simples, il convient de donner à
(*) On observera que l'équalion /(u) = z déHnit u comme fonction implicite de z. En se reportant à la théorie des fondions implicites, ou, ce qui revient au même, à la théorie du retour des suites, on apercevra immédiatement la vérité de la proposition suivante. Supposons marqués, dans le plan qui sert à figurer la variable z, les points dont les afûxes sont les valeurs de /(</) pour les racines de l'équation /'(i<) = o, et considérons une aire (A) limitée par un contour simple et ne contenant aucun de ces points : si z^ appartient à l'aire (A) et si u^ est une racine de l'équation /(u) = z^, il existe une fonction (et une seule) u = ^{z)y se réduisant à u^ pour z = Zo, holomorphe dans (A), et qui est telle enfin que Ton ait identiquement, dans cette aire.
Il y aura, dans Taire ( A ), autant de fonctions holomorphes, distinctes entre elles, jouissant de cette dernière propriété, que la fonction f{u) a de pôles. Elles se réduiront, pour z ^= z^, aux valeurs des racines de Téquation f{u) = z^. A l'une quelconque d'entre elles on peut ajouter d'ailleurs 2mb>,-^ q/ico, où m ci n sont des entiers quelconques, sans que la dernière relation cesse d'avoir lieu.
(') Note sur la Théorie des /onctions elliptiques ajoutée à la sixième édition du Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix.
celle formule le nom de décomposition d'une fonction périodique en éléments simples. C'esl la fonclion Çw qui va)' jouer le
rôle d'élémenl simple, le même rôle que joue la fonction - dans
la théorie des fonctions rationnelles.
Considérons la fonction
où /(//) est une fonction doublement périodique, et où x désigne pour le moment une constante quelconque; on aura
si donc on applique à la fonction ^{u) Tégalité fondamentale, on voit que la somme de ses résidus à Tintérieurdu parallélogramme des périodes, multipliée par 2/7:, est égale à
et que, par conséquent, elle est indépendante de x.
Si, maintenant, l'on désigne par a l'un quelconque des pôles de la fonction y(//) et par a l'ordre de multiplicité de ce pôle, on aura, aux environs du point a, un développement de la forme
/(a -h A) = A ^ -h A,D i 4- A,D(»> ^ -f-. . .-h Aa_iD(a-t)^ -^ <£(h),
OÙ 9 (h) désigne une série entière en A, où A, A|,. . ., Aa_i sont des constantes, où enfin D, D^^)^ _ . ^ D(a-i) sont des symboles de dérivation par rapport à h. On a d'ailleurs, aux environs du même point a,
en désignant par XJ[x — «), !^"(x — a), ... les dérivées successives de X^u par rapport à w, dans lesquelles on a remplacé u par X — a. Le résidu de la fonclion F(w)=/(w)s(^ — ")> relatif
au pôle a, c'est-à-dire le coefficient de t dans le développement
de /{a -\- h)^{x — a — h), ordonné suivant les puissances croissantes de A, est donc
A!;(ar - a) -4- Aiî'(jr ~ a) -+-. . .^ X^^^l^i^-V^x — a).
Les résidus de la fonction F (m), relatifs aux. divers pôles de /(w), s'obtiendront de la même façon; mais cette fonction F{u) admet encore comme pôles les pôles de ^(x — ii). Dans le parallélogramme des périodes, ces pôles se réduisent à un seul, à savoir le point congruent à j;; ce pôle, pour la fonction ^{x — a), est simple et son résidu est — i ; le résidu correspondant de la fonction/(a) s(a: — u) sera donc — /(^)-
Ainsi, la somme des résidus de la fonction F(u), à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est égale à
2[A<''Ç(x- a,) + Al" y-ix-at)+,.. + K%_^ Ç(a.-')(x - a,)] -/(x).
OÙ les pôles distincts, à l'intérieur du parallélogramme des périodes, sont désignés par a<, «2, . . ., a/, . . . , Oy, où a/ désigne l'ordre de multiplicité du pôle ai, où enfin A^'^ Ai'\ . . ., A^^Lt désignent des constantes qui dépendent, comme on l'a expliqué, du développement de la fonction /(«/ H- A), suivant les puissances ascendantes de h.
Celte somme ne dépend pas de x; en la désignant par C, et en remettant enfin u à la place de x^ on voit que toute fonction doublement périodique/(w) peut être mise sous la forme
C'est la formule annoncée. Réciproquement, une expression telle que le second membre, lorsqu'on y remplace u par w -h 2a)|, ou par M 4- 2 0)3, se reproduit augmentée du produit de 27)^, ou de 27^3, parla somme des résidus A^* ^4- A^^^ -+-...4- A^^^ relatifs aux pôles du parallélogramme. Elle sera donc une fonction doublement périodique si la somme des résidus est nulle. Nous savions déjà que cette condition est nécessaire.
Nous ferons, sur cette formule, quelques observations
On a supposé, pour l'établir, que les pôles de la fonction doublement périodique y(e^) étaient situés à l'intérieur d'un même parallélogramme des périodes; mais il est clair que si, dans le second membre, on substitue aux nombres ai des nombres qui leur soient respectivement congrus, modulis 2(0|, a (03, on altérera tout au plus la constante C; d'ailleurs (n^ 78), aux environs de deux pôles congruents a/, a\ les développements de la fonction /(w) suivant les puissances ascendantes de w — a/, u — a] sont identiques; on pourra donc appliquer la formule de décomposition à un système quelconque de pôles de /(w), pourvu que ce système comporte un représentant et un seul de chaque pôle de/(w); on obtiendra la même forme avec les mêmes coefficients; la constante C pourra seule être changée.
Il est d'ailleurs bien aisé de voir que, sauf la substitution insignifiante qui consiste à remplacer quelques pôles par des points congruents et à changer alors la constante additive, la décomposition d'une fonction doublement périodique en éléments simples ne peut se faire que d'une façon. S'il y avait, en effet, deux telles décompositions, la différence entre les deux expressions comporterait quelque pôle.
Les propriétés de la fonction X^u^ qui sont intervenues dans la démonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit à des constantes additives près, quand on ajoute les périodes à l'argument; elle n'a qu'un pôle simple dans le parallélogramme des périodes; ce pôle est congru à zéro, modulis 20)1, 20)3; le résidu correspondant est un. Les deux premières propriétés sont les plus essentielles; le lecteur apercevra de lui-même les légères modifications qu'il y a lieu de faire subir à la formule quand on substitue à la fonction t^(w) une autre fonction qui possède seulement les deux premières propriétés.
Lorsqu'une fonction doublement périodique sera décomposée en éléments simples, on pourra l'intégrer; les termes en s'(w — a), î^"(w — a), ... s'intègrent immédiatement; quant à Ç(w — a), c'est la dérivée de logo"(«^ — «).
me
360. Une fonction doublement périodique est dite du /i'^ ordre lorsqu'elle a , dans le parallélogramme des périodes, n pôles (ou n zéros). Chaque pôle (ou chaque zéro) doit être
complé autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
Il n'j a pas de fonction doublement périodique du premier ordre.
La formule de décomposition en éléments simples met en évidence l'existence de fonctions doublement périodiques de tous les ordres, à partir du second.
Les fonctions du second ordre appartiennent à deux types distincts suivant que leurs deux pôles sont simples, ou qu'elles n'ont qu'un seul pôle double.
Dans le premier cas, les résidus relatifs aux deux pôles ai, 02 seront égaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme C -h A[l^(w — ai) — ^{u — «2)]- Si bi est un zéro de cette fonction, l'autre zéro sera congru (modulis 2(0|, 2(03) à a|-f-a2 — ^i»
Dans le second cas, le résidu de la fonction relatif au pôle unique a sera nul, et la fonction sera de la forme C -+- Bp(u — a). Si 6| est un zéro de cette fonction, l'autre zéro sera congru à 2a — 6|. C'est à ce dernier type qu'appartiennent les fonctions ^^(w).
On voit aussi que si/(u) désigne une fonction doublement périodique du second ordre, d'ailleurs quelconque, toute autre fonction doublement périodique du second ordre ayant les mêmes pôles pourra être mise sous la forme A-f- B/(w), où A, B sont des constantes. II suffira, en effet, de déterminer la constante B de manière que la différence entre cette fonction et la fonction donnée n'admette plus qu'un pôle simple, et, par conséquent, se réduise à une constante.
On classera de même les fonctions de chaque ordre.
m. — Fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Décomposition de ces fonctions en éléments simples.
361. M. Ilermite a désigné sous le nom de fonctions doublement périodiques de seconde espèce les fonctions imivoques, sans autre singularité que des pôles, qui se reproduisent multipliées par des constantes quand on augmente l'argument d'une période. Par opposition, les fonctions doublement périodiques ordinaires
sont dites quelqueîois de première espèce. Nous sous-enlendrons souvent les mots : doublement périodiques.
Si l'on désigne par^(w) une fonction de seconde espèce, par [jLi, jjL} des constantes auxquelles on donnera le nom de multiplicateurs, on devra avoir
J(a-4- 2(0i) = \'^\3{u)y J(aH- 20)3) = (x,?(a).
On tire de là, en désignant par /i|, n^ des entiers quelconques, positifs ou négatifs,
^{u-h^ni toi-h 2/13(1)3) = (xï»[jiî»^(m).
Si, en particulier, on suppose /î, = 723 = — 1 ; si l'on continue de
poser
to I -i- (ija H- (1)3 = o ;
si, enfin, on désigne par 0.2 l'inverse du produit [jL| [JL3, on aura
Il est parfois commode de dire aussi de [jl2 qu'il est un multiplicateur de la fonction ^(u).
Il est clair que, si C désigne une constante quelconque, ^(u-hC) désignera une fonction de seconde espèce, ayant les mêmes multiplicateurs tiii , [JL3 que ^(u); ê[ — w), J^(C — u) seront
des fonctions de seconde espèce, avec les multiplicateurs — , — .
362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde espèce est aussi une fonction de seconde espèce; les multiplicateurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients des multiplicateurs correspondants des premières.
Une fonction exponentielle de la forme e^""*"^', où. c ci d sont des constantes, est une fonction de seconde espèce, dont les multiplicateurs sont e^ew,^ e^*^"». Si Ton se donne une fonction de seconde espèce §(^u) dont les multiplicateurs soient [jL| et [jls, en la multipliant par e*^""*"^, on lui fera acquérir les multiplicateurs
Le premier multiplicateur sera égal à l'unité, si l'on déterminée par la condition 2C(0| = — log[A|, et cela, quelle que soit la détermination du logarithme.
Nous dirons d'une fonction de seconde espèce qu'elle est réduite si son multiplicateur relatif à la période 2(0| est égal à l'unité. On peut toujours réduire une fonction de seconde espèce en la multipliant par une exponentielle convenable. S'il arrivait que, pour l'une des déterminations des logarithmes, on eût
logfX, logfZs
il est clair qu'en multipliant la fonction ê{u) par e^", où — c désigne la valeur commune des deux rapports précédents, on obtiendrait une fonction de première espèce /{u); inversement, ^(u) s'obtiendrait en multipliant /(u) par e"*^", et ce cas ne nous fournirait rien d'essentiellement nouveau ; nous pourrons donc l'écarter dès que nous le voudrons.
Il est à peine utile de faire remarquer que tout point congruent à un pôle ou à un zéro d'une fonction de seconde espèce est luimême un pôle, ou un zéro, du même ordre de multiplicité.
363. La dérivée logarithmique d'une fonction de seconde espèce J(w) est évidemment une fonction de première espèce /(u), dont les pôles sont les zéros et les pôles de la fonction ^(u); le résidu de chaque pôle de /(u) est l'ordre de multiplicité du zéro ou du pôle correspondant de ^(w), cet ordre étant affecté du signe -I- s'il s'agit d'un zéro, du signe — s'il s'agit d'un pôle : donc, puisque pour une fonction de première espèce la somme des résidus doit être nulle pour les pôles qui appartiennent à un même parallélogramme, on voit que, pour une fonction de seconde espèce, dans le parallélogramme des périodes, le nombre des pâles doit être égal au nombre des zéros, chaque pôle ou chaque zéro étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
La fonction
lft)(a) = G
où C, c et Uq sont des constantes quelconques, n'admet qu'un pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir le point congruent à zéro; c'est une fonction de seconde espèce, dont les
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multiplicateurs sont respectivement
ainsi qu'il résulte des formules (XXII|). Ces multiplicateurs peuvent être identifiés à deux nombres quelconques [jL|, [JL3, en supposant
C(i)i-H UoTii = - log(x,, ca>3-haoT,s= - logfji,,
^ Je
d'où l'on tire
à cause de la relation vii 0)3 — riaWi = — Les déterminations des
logarithmes peuvent d'ailleurs être choisies arbitrairement.
On observera que Uq n'est congru à zéro, modulis ao)|, 2(03, que si, pour une détermination convenable des logarithmes, on a
Dans ce cas, la fonction ^S\>{u) se réduit à une exponentielle de la forme e^^^^ , S'il n'en est pas ainsi, la fonction 'i)l)(a) admet pour zéro le point — u^ et tous les points congruents; elle admet pour pôles simples les points congruents à zéro.
365. Si l'on suppose que [jL|, [JL3 soient les multiplicateurs d'une fonction donnée de seconde espèce, ê{u) ; si l'on détermine, comme on vient de l'expliquer, les constantes c et u^ de manière à former la fonction 'ilb(^/), les fonctions
^y J(M)ift,(-«), ^(a)lft,(Co-w),
où Co désigne une constante, seront des fonctions de première espèce, en sorte que l'introduction de la fonction 'i)l)(a) ramène l'étude des fonctions de seconde espèce à celle des fonctions de première espèce.
Nous allons d'abord déduire de là la proposition suivante, qui est l'analogue du théorème de Liouville pour les fonctions doublement périodiques ordinaires :
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En dehors de la fonction exponentielle e^^'^*^', il n^ existe pas de fonction transcendante entière qui soit doublement périodique de seconde espèce.
Si, en effet, ^{u) est une fonction transcendante entière, la fonction doublement périodique ordinaire S{u)y^{ — u) ne peut avoir dans le parallélogramme des périodes qu'un pôle unique et simple, à savoir le pôle de ill)( — u)\ elle se réduit donc à une constante C différente de zéro. Si Wo n'était pas congru à zéro, pour w = Wo la fonction 'i)l)( — u) serait nulle et le produit i(l)( — u)^(u) ne pourrait êlre égal à C, puisque la quantité ^{uq) est finie. Il faut donc supposer que Uq soitcongru à o; c'est le cas où la fonction yS)\>(u) se réduit à une exponentielle de la forme gcu-^c^ il en est de même de la fonction ^(w).
366. On voit aussi que, quelle que soit la fonction de seconde espèce ^(w), si ses multiplicateurs [jL|, Uj vérifient, pour une détermination convenable des logarithmes, la relation
logt^i ^ l_ogjxs .
en d'autres termes, si Uq est congru à zéro, modulis 2(0|, 20)3, la fonction cf(w) sera le produit d'une fonction doublement périodique ordinaire f{u) par une exponentielle de la forme e^"+*^', puisque le rapport
ôllï ( u )
est une fonction doublement périodique ordinaire, et que iil)(w) se réduit à une exponentielle; c'est d^ailleurs ce que nous saxâons déjà (n° 362). Désormais nous écarterons ce cas.
Supposons donc (iu^ différent de zéro, nous poserons
X(u) = \ ^ ^ e^^, et l'on aura
La fonction «l,(w) admet le point o pour pôle, et le résidu correspondant est I. On reconnaît aisément qu'il n'existe pas d'autre
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fonction de seconde espèce aux multiplicateurs jjL| et [JL3, admettant pour pôle simple le point zéro et les points congruents, n'en admettant pas d'autres, et telle enfin que le résidu relatif au pôle o soit égal à i. En effet, le rapport d'une telle fonction à Jo{u) serait nécessairement une constante, puisque ce serait une fonction doublement périodique ordinaire sans pôle, et l'on voit que cette constante doit être égale à i, à cause de l'hypothèse relative aux. résidus.
367. Si, maintenant, ^(u) est une fonction de seconde espèce, aux multiplicateurs Ui, [JL3, et si l'on désigne par x une constante quelconque, la fonction ^(u)^X>(x — u) sera une fonction de première espèce; la somme de ses résidus à l'intérieur du parallélogramme des périodes sera nulle. En calculant cetle somme, exactement comme on l'a fait pour la fonction y( m) î^( a: — w), on arrivera à cette conclusion que la fonction ^{u) peut se mettre sous la forme
(a) ^{u) = ^[A^i^^^(u—at)-\-PL'^^'X'(u-ai)-+-. .-hAg^iX^a^-^H"- «/)L
OÙ ai, a2, . . ., ^v désignent les pôles distincts de la fonction ^(u) situés à rintérieur du parallélogramme des périodes, où le nombre entier positif a, est Tordre de multiplicité du pôle a/, où X'(u — a/), f^/{u — ai), ..., f^e^^i~^^{ll — a/) désignent les dérivées par rapport à IX de la fonction X(u — ai) jusqu'à l'ordre a^ — 1 , où enfin A^'^, A\'\ . .., Aa|_i désignent les constantes définies par le développement
^{ai-hh) = A(') i -i- A'/' D i +. . .4- Ai;]_j D(a.-iJ i 4- $(A),
relatif aux environs du pôle a/; dans ce développement, qui procède suivant les puissances ascendantes de A, ^{h) désigne une
série entière en A; Dt> • ••> D^*»~*^ v désignent les dérivées successives, par rapport k h, de j jusqu'à l'ordre a/ — 1 .
La fonction ^{u) est ainsi décomposée en éléments simples. Réciproquement, une expression telle que le second membre de l'équation (a), lorsqu'on y remplace u par w 4- 2(0|, tt-+- 20)3,
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se reproduit multipliée par [jL|, Uj, puisqu'il en est ainsi de la fonction Jl>(w) et de ses dérivées par rapport à u. Ce second membre représente donc une fonction de seconde espèce dont les multiplicateurs sont ceux de la fonction X{u),
368. Cette formule suggère des observations toutes pareilles à celles qui ont été faites au n" 359.
D'abord, si Ton substitue au pôle ai un point congruent
a'i = ai -f- 2/ii(ï>i-h 2/13(03, il est clair, à cause de la relation
«Aj(a — ai) = [jif'*tjjL-'»8X(a — a/),
que, dans la formule (a), les nombres A^''\ Aj'\ . . . , Aa?_i devront être multipliés par [Jlï'[J<.3*; mais, d'un autre côté, Tégalité
^(a-f-2/ii(0i-f- 2/13103) = [Jtr>(xJ«^(a)
montre de suite que, dans le voisinage du pôle a\ , les coefficients du développement de ^(w), suivant les puissances de u — a]., s'obtiennent en multipliant par (jif» jjlJ» les coefficients du développement de ^(w) suivant les puissances de w — a/, dans le voisinage du pôle a,. Par conséquent, on pourra appliquer la formule (a) et la règle pour déterminer les coefficients en prenant pour les points a^^ a^^ ..., «y un système quelconque de pôles de la fonction ^{u)j pourvu que ce système contienne un représentant et un seul de chaque pôle. On voit aussi que, sauf la modification que nous venons d'indiquer, la décomposition en éléments simples ne peut s'effectuer que d'une seule façon. On reconnaît enfin que les propriétés essentielles de la fonction X(m), qui servent dans cette décomposition, consistent à admettre les multiplicateurs [JL|, [JL3 et à n'avoir, dans le parallélogramme des périodes, qu'un pôle simple. L'hypothèse que ce pôle est le point zéro et que le résidu correspondant est 1 ne sert qu'à simplifier la formule.
369. Quand les multiplicateurs [jl^ , 0.3 d'une fonction de seconde espèce ^{u) sont donnés, il y a une relation entre les zéros et les pôles. En effet, puisque la fonction J(w) X( — u) est de première
espèce, dans le parallélogramme des périodes, la somme de ses pôles, diminuée de la somme de ses zéros, esl congrue à o, modulis awi, 2103. Chaque pôle et chaque zéro doivent figurer dans chacune des sommes autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Comme le pôle de X{ — u) est congru à o, et son zéro à u^j on voit que la somme des pôles de la fonction ^(t/) diminuée de la somme de ses zéros doit être congrue à e/o ; en d'autres termes, en désignant un pôle quelconque par a, un zéro quelconque par 6, par Sa, Sfr les sommes des pôles et des zéros contenus dans un parallélogramme, chaque pôle et chaque zéro figurant dans la somme autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité, on a
2a — 26 = -7— (walogiii — (Oj logfxa) (modd. atoj, 2(03).
Ce théorème, qui est l'analogue de celui du n** 355 pour les fonctions de première espèce, subsiste si l'on a Wo = o» O*^ le retrouverait, ainsi que le théorème sur l'égalité des nombres de pôles et de zéros, en appliquant l'égalité fondamentale du n*' 352 aux
fonctions u-^ — -^ -> : c est un calcul que nous aurons 1 occa-
sion de développer bientôt dans un cas plus général.
370. Le nombre des zéros d'une fonction de seconde espèce étant égal au nombre de ses pôles, on peut classer les fonctions de seconde espèce, comme celles de première, d'après le nombre de leurs pôles. Une fonction de seconde espèce qui a n pôles ou n zéros est dite du /i'<^'»<? ordre. La formule de décomposition en éléments simples met en évidence l'existence de fonctions de seconde espèce de tous les ordres. X{u) est une fonction de seconde espèce, du premier ordre.
371. Cette fonction X{ii) joue un rôle considérable dans la théorie des fonctions doublement périodiques. Signalons quelques cas particuliers.
Si la fonction X{u) est réduite, elle jouera le rôle d'élément simple pour les fonctions réduites; on a alors, puisqu'on peut supposer log[X| = o,
Wilog|i3 ^ __ y<i lQg!^3 _ — >il'^0.
Un — — : > C — : — ————— ,
T. et M. — III. î
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la fonction X{u) se présentera donc sous la forme ou encore, en posant
^ ^ V ir
sous la forme
1 ^\(o)%(i^-^vo) ^ j _ H^(o)H(ar-h3ro) 2U)j 3i(t')&i(Po) * ^' H(a7)H(jro)
372. Considérons encore le cas où les multiplicateurs [jL|, [Xj d'une fonction de seconde espèce seraient des racines /i *"«* de l'unité, en sorte que la puissance n**"*® de cette fonction serait une fonction doublement périodique ordinaire. Soient, par exemple, en désignant par/?, q des nombres entiers non divisibles tous les deux par ai,
nous désignerons, dans ce cas, l'élément simple par ^l»p^ç(w) ; on trouvera sans peine
^/ _2/>(0t-+-2ya)3\
X^,,U)= ^— 1: _^^««pr,..«7i^.)'^
il sera lui-même la /i'*^"' racine d'une fonction doublement périodique ordinaire.
Dans le cas où n = 2, on peut prendre, pour le système de nombres entiers {p^ q)^ les trois systèmes (0,1), (1,0), (i>i)? et l'on retombe ainsi sur les fonctions iao(w)> qui sont, en effet, l'elativement aux périodes 2a>< , 2(03, doublement périodiques de seconde espèce, avec les multiplicateurs ± i . Les fonctions '^^p,q{i^) sont donc, comme le remarque M. Kiepert, qui a montré leur rôle dans la théorie de la multiplication et de la transformation, la généralisation immédiate des fonctions iao(^')-
373. Les propriétés suivantes de ces fonctions résultent immédiatement de leur défînitiou, des propriétés élémentaires de la
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fonction du et de la formule (VII|) :
«^/H-/i,7(m) = Xp,<7(ix),
Cette dernière égalité suppose que n est un nombre impair.
374. Désignons enfin par X{u^ Uq) ce que devient la fonction générale X{u) quand on y remplace la constante c par Ç(wo); posons, en d'autres termes,
. 3'(WH- Mo) r
On observera que la dérivée logarithmique de X{Uy Uq) est
égale (VII3) à - — -; on en conclut aisément que la fonc-
lion c}o{Uf Uo) vérifie Téquation différentielle linéaire
-^ = ['ipM-hpMoJ A»(m, Mo).
La fonction X(u, Wq)» considérée comme une fonction de Uq mérite de fixer un instant l'attention. Il suffit de se reporter aux égalités (XII) pour voir qu'elle jouit de la propriété qu'exprime l'égalité
rh(u, Mo -h '2W3t) = cI)(M, Mo) (a = I, 2, 3).
Elle devrait donc être regardée comme doublement périodique, si nous n'avions pas exclu les fonctions, même univoques, qui admettent des points singuliers essentiels; tel est évidemment le cas de la fonction cl)(f/, Uq) qui, puisque Çw© figure en exposant, admet comme points singuliers essentiels tous les pôles de ^Uq- On
observera que, dans le parallélogramme des périodes, la fonctioD
tK,(Uj Mo), regardée comme une fonction de Uq, n'admet qu'un
zéro, congru à — w, et un pôle congru à o {modulis 2a><, 2(03).
On reconnaît de suite, à cause de l'égalité (VII<), que l'on a
X{Uf Uo)X{Uy — uo) = pu — puo.
IV. — Fonctions doublement périodiques de troisième espèce
375. En faisant un pas de plus dans la voie que nous venons de suivre, nous sommes amenés à étudier les fonctions que M. Herraile a désignées sous le nom de fonctions doublement périodiques de troisième espèce; c'est à ce type qu'appartiennent les fonctions (3'm, (S'a"? ^i^)' Les fonctions de troisième espèce sont définies, en général, comme étant univoques, comme n'admettant aucune autre singularité à distance finie que des pôles, et enfin comme satisfaisant aux équations fonctionnelles
W(m -4- 2U)i) = eMi"-^N, \f;(u)y ^'(m -h 2(03) = eM«"-»->'«^(a),
M|, N|, M3, N3 étant des constantes. Ici encore, il est clair que les pôles et les zéros de la fonction ^(u) devront se reproduire périodiquement.
376. Les constantes M|, N|, M3, N3 ne peuvent être choisies arbitrairement; en effet (*), les équations précédentes entraînent celles-ci :
xy^u-^'ibii -4-20)3) = e^^i-*-^'^^'-*-^^^*^*-^^t-^^»W{u) et ces dernières exigent que Ton ait
MlCOs — 3130)1 = A TTl,
en désignant par h un entier positif, nul ou négatif.
Dans l'expression de ^(w-haw, 4-2W3), remplaçons u par w -h 2 0)2 et résolvons par rapport à W(u -\- '2<ù2) ] en tenant
{*) C'est le même raisonnement qu'au n* 92.
compte de la relation a)< + Wa -f- CO3 = o, nous aurons
d'où Ton conclut qu'on peut écrire en définissant Ma et N2 par les égalités
Ml -f-Mj-h Ms = o, Ni -H Ni -h N3 — Mitoi — Mi(Us — M3tU3 = {ih'-h h)T,l.
La seconde égalité, où h' désigne un entier quelconque, résulte aisément de ce que Ton a
— •2(Mi -h M3) Wj — 2M3t0i — (MiWi -h MjWj-f- MsWa) = Mi W., — M3W1.
Ainsi, les six constantes Mi, M2, M3, Ni, N2, N3 satisfaisant aux relations précédentes, on pourra remplacer les deux équations fonctionnelles qui définissent la fonction ^(w) par les trois équations
Nous conservons aux quantités e*'«"-^''*« le nom de mullipUcateursj déjà employé pour les fonctions de seconde espèce.
377. Le produit ou le quotient de deux fonctions de troisième espèce est aussi une fonction de troisième espèce; les multiplicateurs de la fonction ainsi engendrée sont les produits ou les quotients des multiplicateurs correspondants des fonctions primitives. Lorsque le premier multiplicateur e"i"-*-^i est égal à i, la fonction est dite réduite ^
Une exponentielle de la forme e^"'-+-BM+c^ oùA,B, C sont des constantes, est une fonction de troisième espèce; on peut disposer de A, B de façon que le multiplicateur de cette fonction relatif à la période 2(0i soit précisément e^*"'^^' , Mi et Ni étant donnés. Dès lors, étant donnée une fonction de troisième espèce, on peut la réduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme précédente. Inversement, toute fonction de troisième espèce peut se déduire d'une fonction réduite, par le môme procédé.
378. Dans une fonction réduite de troisième espèce, on peut supposer nuls M| et N| ; M3 se déduit alors de la relation
et la fonction doit vériûer les équations fonctionnelles
A ICI
Observons que la constante N3 n'a pas grand intérêt; si,- en effet, dans les équations précédentes, on change u en u + C, en désignant par C une constante quelconque, puis que Ton désigne par Wi (u) la fonction W{u + C), on voit que la fonction Wi (u) vérifie les équations
ce sont les mêmes équations que vérifie V(w), si ce n'est que Nj est diminué de : d'ailleurs, connaissant la fonction Wi(u),
on connaîtra la fonction W(u) = Wi (u — C). On peut donc supposer que Ns ait telle valeur que l'on voudra, par exemple la valeur o, ou la valeur -> Dans ce dernier cas, les équations
fonctionnelles qui déterminent la fonction ^( w) prennent la forme
Ainsi la recherche des fonctions de troisième espèce se ramène à celle de la solution la plus générale de ces équations fonctionnelles.
379. Avant d'aborder cette recherche, nous allons établir, pour les fonctions de troisième espèce W{u)^ à multiplicateurs quelconques, deux relations concernant l'une la différence entre le nombre des zéros et celui des pôles, l'autre la différence entre la somme des zéros et celle des pôles, analogues à celles qui concernent les fonctions de première et de seconde espèce.
Appliquons d'abord l'égalité fondamentale du n" 352 à la fonction
Puisque la fonction ^{u) n'admet pas d'autre singularité à dislance finie que des pôles, le nombre de pôles ou de zéros de cette fonction contenus dans le parallélogramme des périodes sera nécessairement fini. Désignons par «i, «a, . . ., a^ d'une part, par 6|, 62» • . -, 6p d'autre part, les pôles et les zéros contenus à l'intérieur du parallélogramme autour duquel on effectue l'intégration, chaque pôle ou chaque zéro étant répété exactement autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité; la somme des résidus de la fonction F(«), à l'intérieur du parallélogramme, sera p — v.
Le calcul du premier membre de l'égalité fondamentale pour
F(w)=— — ^ est immédiat; on trouve 2(M,(03 — MaWi). On a
donc
2(MiWj— MsO)!) = 'nzi{p — v),
en sorte que le nombre entier que nous avons désigné plus haut par A n'est autre que l'excès du nombre de zéros sur le nombre de pôles.
Appliquons le même théorème à la fonction
la somme des résidus à l'intérieur du parallélogramme sera la différence d entre les sommes 6<-h f>2+'--4- frp et a«-f-a2-h... + av des zéros et des pôles.
On trouve d'ailleurs immédiatement
F( Wo-f-2 0)1 <) — F( Mo -+-2 0)3+2 0)1 <)
/ N »« ^(MoM-20)i«)
F ( Mo -+- 20)3^) — F (Mo -^ 2 0)1 -h 20)3/)
/ .NM W(llo-h20)j/)
= -^(^,-^,a)i-^20)30Mi~20), ^^^^^^^^^^, et, si l'on observe que les intégrales
r' r(Mu-f-20)iO r^ ^(^0-4-20)30 .
L V(UO+20),0' ' / W{Uo-h2Ui,t)''
sont respectivement des déterminations des quantités
c'est-à-dire qu'elles sont respectivement égales à
Ml «0 -h N| -+- 2 ni ?: « M3 Mq -♦- N3 -+- ^ nji iz i , ,
en désignant par /?<, /?3 des nombres entiers, on obtient
[, ... Mitto-h N|-+-2W,ril (Mo-H Wi-f- 2W3)M3 211)3 20)1 J
[ MjWoM-NsM- 2/13^1"] .
— (Uj -4- 0)3 H- 2(01) Ml — 2Uii = 2a7ri. 20)3 J
En tenant compte de la relation (O3M1 — a)|M3 = /i'ni, on en déduit
0),N3— 0)3X1 0)JxVl3— 0)JM, , , .
a = . i -. — 2/10)8 -h 2(/l30)i — /Il 0)3).
Tt TTt
Dans le cas d'une fonction réduite, M| et N| sont nuls et l'on a donc, puisque h est égal à zr^^ ^^ congruence
TZ l
d ^^ ' .^ — //o)i (modd. 20)1, 20)3).
381. Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus général des fonctions de troisième espèce.
Si la fonction de troisième espèce est transcendante entière, h désigne, d'après ce que nous venons de voir, le nombre de zéros contenus dans le parallélogramme des périodes : c'est un nombre entier positif. Quant à rf, c'est la somme des zéros. Si Ton suppose la fonction réduite, les équations fonctionnelles prennent la forme (*)
hTZi „
^•(a-+-20),) = ^'(M), U-(w4-20)3) = e <^. ""*"*'^"(w)» dont on a, comme on Ta démontré au n** 274, la solution la plus
(*) Cette forme même montre qu'on ne peut supposer h nul, puisque alors la fonction serait de seconde espèce et se réduirait donc à une exponentielle e*"+*'.
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générale, savoir
Nous rappelons que la fonction 4>(m) comporte h constantes arbitraires Ao, A|, ..,, A^_< qui y figurent linéairement, et que
l'on a
*(m) = Ao*o(w)-+- Ai*i(u) -+-... -h AA_i*A_i(a),
en supposant
OÙ v^ suivant notre habitude, est mis à la place de — •
En résumé, si Ton se donne les deux périodes 2a)<, 2(03, et le nombre h de zéros dans le parallélogramme des périodes, la fonction transcendante entière la plus générale qui soit une fonction réduite de troisième espèce sera la fonction ^{u + G), qui comporte les A H- 1 constantes Ao, Ai, . .., Aa_i, G; la dernière est liée à la somme d des zéros par la congruence
d^= h{t3ii— i\) (modd. -itoi, 20)3),
qui se déduit immédiatement de celle que Ton a obtenue à la fin du n° 380, en remarquant que G est égal à — 0)3 t~~^'
Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entière la plus générale en multipliant 4>(w4-G) par une exponentielle de la forme e^"''^^", où A et B sont des constantes arbitraires; il est inutile de prendre cette exponentielle sous la forme ^^"'-^km-i-c'^ puisque le facteur e^' ne ferait que modifier les constantes arbitraires Aq, A<, .. ., Aa_< qui figurent dans 4>(w -f- G).
On observera que le théorème de Liouville n'a pas ici son analogue puisque, comme on vient de le voir, il existe des fonctions de troisième espèce, autres que l'exponentielle e^"'"^®""^^, qui sont transcendantes entières.
382. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer les propriétés importantes de la fonction 4>(w) que nous avons obtenues en passant. G'est une fonction de troisième espèce dont les multiplica-
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leurs correspondant aux périodes aw,, awg sont respeclivement
(M -H tl),)
cette propriété n'est autre chose que la définition même de la fonction transcendante entière ^(w); mais nous venons d'apprendre en outre que, dans le parallélogramme des périodes, elle a exactement h zéros et que la somme de ces zéros est congrue modulis 2ûi)| , 20)3 à /i(ci)< H- (O3) ou, si l'on veut, à hiù^.
De la première de ces deux propriétés on déduit que la fonction 3^3 ne peut admettre plus d'un zéro dans le parallélogramme des périodes, puisque la fonction ^(w), pour A = i, se réduit à
âg ( T ) • Ce théorème étant le seul pour la démonstration dii-
quel nous nous sommes appuyés sur la décomposition des fonctions 3 en facteurs, le lecteur a maintenant tous les éléments nécessaires à l'établissement d'une théorie des fonctions S fondée uniquement sur les développements en séries trigonométriques (n® 160) qui les définissent et sur le théorème (n® 274) de M. Ilermite.
De la seconde de ces propriétés, il résulte que si l'on se donne tous les zéros, sauf un, de la fonction 4>(w), ce dernier zéro est déterminé.
D'ailleurs, on peut construire une fonction ^{u) admettant h — i zéros t|, 62? -M ^A-i» et cette fonction est déterminée à un facteur constant près. En efl'et, les A constantes Aq, A|, ..., A^.i qui figurent linéairement dans ^{u) seront liées par h — i équations qui, dans le cas où tous les zéros sont distincts, seront
et qui, dans tous les cas, resteront linéaires en Aq, A| , . . . , A^^i . Ces équations admettent toujours une solution dans laquelle toutes les inconnues ne sont pas nulles et déterminent les rapports mutuels des constantes A^,, A|, ..., A>i_<. On ne peut, en effet, se trouver dans le cas d'exception de la théorie des équations linéaires, car, si Ton obtenait deux fonctions distinctes ^(^/), ^\{u) admettant les h — i zéros donnés, le rapport de ces deux fonctions serait visiblement une fonction de première espèce qui n'aurait point de pôle : ce serait donc une constante.
On voit aussi qu'il existe des fonctions transcendantes entières de troisième espèce, qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, h zéros donnés &|, 63, . . ., bh* Une telle fonction, si elle est réduite, sera de la forme ^{u -|- C), C étant une constante qui satisfasse à la congruence
AC^Acos — d (modd. 2(0], 2 0)}),
en désignant par d la somme des zéros du parallélogramme. On choisira pour G Tune des solutions de cette congruence, et Ton déterminera, à un facteur constant près, comme précédemment, les h constantes qui entrent linéairement dans <ï>(w-f-C) de façon que cette fonction s^annule pour h — i des zéros donnés, par exemple, pour 6<, 62» • • •> f^h-\ ; la fonction ^(w), qui a A zéros dans le parallélogramme, s'annule pour 6| + C, f>2 -f- C, . . . , 6>^_< -4- C ; en désignant par b\-\-G son A'^"® zéro, on devra avoir
bi -HC-f-6i~C-h...-h 6/i_i -H C -+- 6), -4- C E= /i (02 ou
d -^ hC -\- b'f^ — bh^ h wj,
d'où Ton conclut
b)i — b/i^o (modd. 2 0)1, 20)3).
On obtiendrait, d'ailleurs, diverses solutions avec des multiplicateurs différents, en prenant pour G les diverses solutions de la congruence.
383. Nous ferons encore sur les fonctions 4>(//) la remarque suivante, qui va nous être utile tout à Theure. Si l'on y pose
les fonctiotis 4>r( w), (/* = o, i , ... A — 1) prennent la forme
4>^(a)= ^ y/i'A-H/ir-H ~ a:nA-hr^
sur laquelle la propriété fondamentale (LVa) apparaît immédiatement; car, lorsque l'on remplace u par w + 20)^, œ ne change pas, non plus que la somme de la série, et quand on remplace u par u -f- 20)3, X est remplacé par q^x^ en sorte que la série se repro-
dult multipliée par
q-hy;-h =: g 0)
Aiit ,
384. Il est aisé de former une infinité de séries , constituées d^une façon analogue aux précédentes et, en particulier, à la plus simple de toutes
qui jouissent de la même propriété, mais qui ne représentent plus des fonctions entières. C'est un point très particulier des belles recherches de M. Appell sur les fonctions de troisième espèce (*), que nous allons exposer en disant quelques mots d'une de ces fonctions, appelée à jouer le rôle d'élément simple.
La recherche des fonctions de troisième espèce les plus générales peut être ramenée, comme on l'a vu au n° 378, à la recherche des fonctions réduites qui satisfont aux équations fonctionnelles
et nous avons montré au n° 379 que h désigne l'excès du nombre de zéros sur le nombre de pôles. On prévoit qu'il y aura deux cas à distinguer suivant le signe de h.
Supposons d'abord que h soit positif.
Il est aisé, en supposant toujours x^=e^^ , de former une série qui se reproduise multipliée par q^^ x"^ quand on change x en q'-x et dont la somme représente une fonction qui n'admette, dans le parallélogramme des périodes, qu'un pôle unique et simple.
/TCU»
congruent au point donné w. Telle sera, si l'on pose y zrz e^^ , la série
xnh
in n^ —
Cette série est absolument et uniformément convergente dans toute région finie du plan de la variable u, qui ne contient
(•) Annales de V École Normale supérieure, 3* série, t. I, If, III. Voir aussi Halphen, Traité des fonctions elliptiques^ t. I, p. 468 et suivantes.
aucun des points u pour lesquels on a q^'^x — y = o, c'est-à-dîre un des points m = tv -f- innù^ -f- 2 ai 0)3, où m désigne, ainsi que /?, un entier quelconque. La série garde même ce caractère dans les régions qui contiennent quelques-uns de ces points, pourvu qu'on en supprime les termes qui deviennent infinis.
Si l'on isole le terme qui devient infini pour u = w, savoir
jp y Y <1t(M — W)
on voit de suite que le résidu relatif au pôle simple iv est t^
rtïbiuu relatif au pôle simple iv est ■ * Si l'on pose finalement
on aura une fonction de u qui satisfait aux équations fonctionnelles, qui admet comme pôles simples les points congruents à iv, et dont le résidu, pour le pôle (v, est égal à i .
385. Nous aurons à envisager cette fonction F(w, (v) tant comme fonction de u que comme fonction de w, A ce second point de vue, il est clair que la fonction F(w, (v) jouil de la propriété
F( w,w -î- auii) = F(w, w),
mais, relativement à la seconde période a(03,ellese comporte d'une façon plus compliquée.
Tout d'abord, écrivons-la sous la forme
F(i/,tv) = — V ^««Aa:'»/'
y — .r<7'" -h xq^"^ xq^f* — y
xnh-^\
= 4>o(w) -»■ — 7 qn^h-^-^n
puis changeons w en w -\- 20)3, y en q^y, n en n -\- i^ on aur
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retranchons des deux membres la quantité
\¥{u,w) =z\^^^qn*hxnh
xq
la
la série qui (igure dans le second membre deviendra
y qn^hxnh L —y
cl, en prenant pour \ la valeur q^y^ de manière que le numérateur de la fraction devienne divisible par le dénominateur, on obtiendra l'égalité
lie ^n ^ûr^'•ip^^"♦"^ — y^"*"!
F(£^, W -+- 20)3) -- q''yl*V{u, W) = — q^2d 9''"^^"'' nln:r-C '
en elTectuant la division de (^r^^x)^"^* — r^"^^ par q^'^x — y^ on aura finalement
F(w, w -+--2 0)3) = q'*y^ F(ix, w) H 2_ yyf^-^q h *,.(«/).
386.' La fonction F(w, (v), envisagée comme une fonction de w, va nous permettre de construire toutes les fonctions de troisième espèce qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, un nombre quelconque de pôles et un nombre de zéros égal à ce nombre de pôles augmenté de h unités; elle admet elle-même un pôle et A -h I zéros.
Observons d'abord que les fonctions de u
dV d'^V c?» F
dw dw^ ôw^
sont toutes des fonctions de troisième espèce, avec les mêmes multiplicuteurs que la fonction F(w, (v); chacune d'elles n'a dans
le parallélogramme des périodes qu'un pôle, mais ce pôle est
double pour^j triple, quadruple, ... pour les fonctions suivantes.
Considérons maintenant une fonction ^'(w) de troisième espèce,
hiiz
avec les multiplicateurs i et e "» . Soit w un de ses pôles
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d'ordre a, en désignant par A une constante choisie de façon que, dans le développement suivant les puissances de e de la fonction
dans laquelle on a remplacé u par çv -+- e, le terme en ~ manque,
on voit que cette fonction n'admettra plus le pôle w qu'à l'ordre a — I ; on la ramènera de même à ne plus l'avoir qu'à l'ordre a — 2, ..., puis à ne plus l'avoir du tout : les fonctions successives que l'on formera ainsi seront toujours des fonctions de troisième espèce, avec les mêmes multiplicateurs, et les pôles autres que iv ne seront pas modifiés. On enlèvera ainsi successivement tous les pôles, et alors il ne restera plus qu'une fonction transcendante entière de troisième espèce, c'est-à-dire une fonction $(w). On conclut de laque, si l'on désigne par a<, «a» ..., «v les pôles distincts de la fonction V(w) dans le parallélogramme des périodes, par OLi le degré de multiplicité du pôle «i, on pourra mettre ^(w) sous la forme
OÙ l'on entend que, dans les expressions F, j- > t— j» • • • » on remplace, après avoir fait les opérations, w par a/. Inversement, une expression telle que le second membre représentera, quelles que soient les constantes Ao, ..., A^.i qui figurent dans <ï> et les autres constantes A^q\ A\^\ . . . , une fonction de troisième espèce,
avec les multiplicateurs i et e ***• , avec les pôles a/, d'ordre
de multiplicité a, (i = i, 2, . . ., v), et admettant un nombre de zéros égal à A + a, 4- a2 -+- • • • + ay ; tel est aussi le nombre de constantes arbitraires qui y figurent, si l'on regarde les pôles comme donnés.
387. Il n'y a pas lieu de s'arrêter au cas 011 h est nul puisque l'on aurait affaire à une fonction de seconde espèce.
Supposons maintenant h négatif et soit encore ^'(w) une fonction de troisième espèce avec les multiplicateurs
(ll + tùt)
admeltanl, par conséquent, dans le parallélogramme des périodes un nombre quelconque de zéros et un nombre de pôles supérieur de — /là ce nombre de zéros.
Formons les fonctions ^(w), F(iijw) qui correspondent au nombre — A, c'est-à-dire des fonctions de troisième espèce, aux
multiplicateurs i, e**** , dont la première est une fonction
transcendante entière, contenant linéairement — h constantes arbitraires Ao, A<, ..., A_a_i, et dont la seconde admet dans le parallélogramme des périodes le pôle unique w. Les fonctions
sont de première espèce, et, pour chacune, la somme des résidus est nulle dans le parallélogramme des périodes.
Soit a un pôle de ^(w), d'ordre de multiplicité a, et soit, en posant w = a + £ et en désignant par Bq, B< , . . . , Ba_< des constantes, par flP(e) une série entière en e,
W(a + s) = 52+,^i^i.^^« ^...+ ,..,...(a-i)%!+$(e); on aura
<ï>(aH-e) =<ï>(a)-^<ï>'(a) - -i-. . .-h <ï>(3t-ï'(o) ^''~*
OÙ F'(a), F"(a)^ . . . désignent ce que deviennent
dF(tt,iv) ()îF(m, w) du Ou^
quand on y remplace u par a.
Le résidu de la fonction W(ii)^(ii), relatif au pôle a, sera donc
et, la somme de tous les résidus analogues devant être nulle, on aura, en désignant par «i, «2, . . . , av les pôles distincts de ^'{n), par oLi le degré de multiplicité de a/, une égalité de la forme
(*) ^[B<J^^(ai) + B\'>^'(ai) +, . .-^ B^^.,*t».-i)(a.)] = o,
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qui équivaut en réalité à — h conditions, puisque cette égalité, devant avoir lieu quelles que soient les constantes Aq , A< , . . . , A_a_ i qui figurent dans 4>, se décompose en — h autres égalités.
Appliquons le même théorème à la fonction ^"(w)F(w, (v) en remarquant qu'elle admet, en dehors des pôles de ^(w), le pôle u = (V de F(£/, w) avec le résidu W{w)^ et nous aurons
d'où, en changeant w en w,
V(m) = - 21 [^0 ' ^(^/' ") -^ ^i'^ ^'(^^* M) -+-... -+- BiiLi F'a.-i^(a,-, M)],
en sorte que la fonction M'(w) est décomposée en éléments simples;
on rappelle que ¥^P\ai, u) désigne ce que devient ^ ' " quand
on y a remplacé u par a/, puis (P par u.
388. Cette forme de décomposition, obtenue par le même procédé que les formules des n^* 338 et 367 relatives aux fonctions de première et de seconde espèce, n'est pas toutefois de la même nature, car c'est le second élément de la fonction F(w,iv), qui joue le rôle de variable, et la fonction F(w, iv) n'est pas doublement périodique de troisième espèce par rapport à cet élément, en sorte que la formule trouvée ne met pas en évidence la périodicité de la fonction W{u); c'est que, en effet, les constantes Bj/^ B'/', ... ne sont pas arbitraires, mais doivent vérifier les — h conditions contenues dans Tégalité (6). Sous le bénéfice de ces conditions, la périodicité apparaît, comme le lecteur le reconnaîtra sans difficulté, s'il veut bien se reporter au n** 383, où nous avons donné l'expression (*) de F(w, (v + 2103). On voit que, dans le cas où h est négatif, si l'on se donne les pôles a/ de la fonction W(u), le nombre de constantes arbitraires qui figurent linéairement dans l'expression de cette fonction est encore
(*) On n'oubliera pas que h doit être changé en — /t, puisque, dans le cas où nous nous plaçons, h est négatif.
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/i + a,+ a2 +. . .+ otv; c'est, dans tous les cas, le nombre de zéros contenus dans le parallélogramme, en comptant chaque zéro autant de fois qu^il y a d'unités dans son degré de multiplicité.
V. — Autres expressions propres à représenter les fonctions
doublement périodiques.
389. Les fonctions doublement périodiques sont susceptibles d'être mises sous d'autres formes particulièrement importantes, et qui mettent en évidence à la fois les zéros et les pôles.
Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque pôle ou chaque zéro répété autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
Considérons d'abord une fonction de première ou de seconde espèce; elle a dans le parallélogramme des périodes autant de pôles que de zéros; désignons les premiers par ai, «a, . . . , «vj les seconds par biy b2, . • ., by', la dérivée logarithmique de cette fonction sera une fonction doublement périodique ordinaire, n'admettant que des pôles simples; si «<, «2» •••> «v> d'une part, 6|, ^2, . . ., 6v d'autre part, sont distincts, l'ensemble de ces points constitue l'ensemble des pôles de la dérivée logarithmique; dans les autres cas, cet ensemble est constitué par ceux des points a^ , ^2, . . . , ^v et ceux des points 6|, 62, • • . , ^v qui sont distincts^ le résidu correspondant à chacun d'eux est, dans tous les cas, l'ordre de multiplicité du zéro ou du pôle de la fonction primitive, affecté du signe — s'il s'agit d'un pôle; de sorte que l'on a, dans tous les cas, pour la dérivée logarithmique décomposée en éléments simples, l'expression
où C est une constante. La fonction qui admet cette expression pour dérivée logarithmique est
gC/n-C ^(i^ — bt)^iu — ùj) ,.. :^(u-~h^) ^{u — ai)^{ u — di) . . . 3'(« — av)'
OÙ les zéros et les pôles sont bien mis en évidence.
390. Quand on remplace, dans la dernière expression, u par u -f- 2(ùfx, elle se reproduit multipliée par e^^<»>a~2</Yia^ ^n désignant par d la différence entre la somme des zéros et la somme des pôles. L'expression précédente représentera donc, en général, une fonction de seconde espèce dont les multiplicateurs [Xj et [JI3 seront donnés par les formules
acwt — siû^Tit = Iog(ii, SICW3 — aûfii, = logfxj,
d'où Ton tire inversement
c = —.(Tit logfXj — Y), logfx,), d= --. (cDilog{is — WjlogfXt).
Ces relations ont été déjà obtenues aux n"* 364 et 369.
391. Si Ton veut avoir affaire à une fonction doublement périodique ordinaire, les quantités log[JL|, logtxs doivent être des multiples entiers de 2t/ ; en sorte qu'on doit avoir
c = o(raodd. 2Y)i, 2r,3) et é/^ o(modd. acu}, 2CU3);
la dernière relation a déjà été démontrée au n° 3o6.
Comme le rapport de cof à (03 n'est pas réel, la supposition d = a/i|(i)| -h 2/13(1)3 entraîne les trois égalités
en sorte qu'une fonction doublement périodique ordinaire, dont les pôles a^j 02, . . . , ay et les zéros 6], 62, • . ., by vérifient la relation
(6| -+- ^S-h. . .-4- ^v) — («1-4- a|-!-...-h flfv) = 2/l|a)| -h 2/13(03,
où /i|, /I3 sont des nombres entiers, aura pour expression générale
3'(m -— ^, )3'(M — /;, ) . .. 3'(f/ — Ùy)
f{u)~ Ae^»'»»^!-^-»"»^!»'"
<^[^u — ax) ^ {u — a^) . , , 3'(M — rtv)'
Â est une constante qui a été mise à la place de e^ ,
Si les représentants (*) des pôles et des zéros ont été, comme
(*) On a vu (n« 359) qu'il n*élait pas nécessaire de prendre les pôles ou les zéros dans un même parallélogramme, pourvu que chaque pôle ou chaque zéro soit représenté par un point congrucnt à a,, a,, .-., fly o" ^i» ^,» •••> ^v-
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on peut toujours le faire, choisis de façon que Ton ait
6i -h 6j -h . . . -h /.>v = «l "^ ûtj -^ . . . -+- «v»
l'expression de la fonction doublement périodique sera
i^{u — ai)^{u — «s) . . . ^(u — «v)
puisque Ton aura alors 711 = ^13 = 0. Cette formule met en évidence les zéros, les pôles et la double périodicité.
Toute fonction rationnelle entière de p a et de p'ii est une fonction doublement périodique ordinaire n'admettant que le pôle o, qui est nécessairement multiple; la somme des zéros d'une telle fonction est donc nécessairement congrue à o (modd. aïoi, 20)3); ce résultat équivaut à une proposition due à Abel. On voit en outre qu'une telle fonction peut se mettre sous la forme
392. Il y a quelque intérêt à retrouver ces divers résultats et, en outre, ceux de même nature qui concernent les fonctions de troisième espèce, sans nous appuyer sur la décomposition en éléments simples. Le théorème de Liou ville y suffit.
En désignant para<,6r2, ..., «> les représentants des pôles d'une fonction de troisième espèce, et par 6< , &2, . . . , 6p les représentants de ses zéros, on voit, en se plaçant au point de vue du n° 85, que cette fonction doit être de la forme
^{u — ai)-^{u — a2)...^{u — av)*
cela résulte du théorème de M. Weierstrass sur la décomposition en facteurs primaires, et de ce que les seuls pôles et les seuls zéros de la fonction ^F(w) doivent être respectivement congrus, modulis 2i0|, 2CO3, à rt<, a.i, . . ., «v et à 6<, 62, . . . , 6p ; g{ii) doit être une fonction entière, transcendante ou non. Posons, comme nous l'avons déjà fait,
(^1 -f- 6j-+-. . .-i- 6p) — (crj -h «î -r-. . .-i- av) = ^/, p — V = /r;
en remplaçant, dans ^(w), u par u + 2 w^, et en tenant compte des formules XII2, on trouvera immédiatement
Si donc on veut que la fonction ^'{u) soit une fonction de troisième espèce, avec les multiplicateurs e^»""*"^», il faut que Ton ait
g{u H- 2cuo() — g{ii) -{- hizi -4- iri^{hu -4- Awa — û?) = Ma m -+- Na -h 2/ia7ri,
/lot étant un entier qui ne peut dépendre de a à cause de la continuité évidente du premier membre. En prenant les dérivées secondes par rapport à u, on en conclut
la fonction entière g"{ii)j étant doublement périodique, se réduit à une constante; g{u) est donc de la forme Xiû-^Bii -\- C, où A, B, C désignent des constantes, et l'on devra avoir
(2Aa -h B) 2Wo(-4- 4A*-4-2 7)3i(Aa-+-Aw3i — d) -^hizi = MaM -4- Na-t-anaT^t, et, par conséquent,
Ma= 4Au)a-l- 2AT,a,
Na = 4Aci>J-4- 2B(Da -H 2T)a(At»>a — ^) -+" hr.i — 7.n^Tzi = ^aMa H- 2B(i>(x — 2^x^01 H- Atti — 2Wa7^«.
393. Il résulte de l'analyse précédente que toute fonction de troisième espèce qui admet les pôles ^1, a2, . . ., av et les zéros 6i, 62, . . . , 6p peut être mise sous la forme
(f(u — ai)a'(a — aj)...a'(M — ay)
et que, inversement, toute fonction de cette forme est une fonction de première, de seconde ou de troisième espèce.
Considérée comme de troisième espèce elle admet les multiplicateurs e*»"*^^*, les constantes Ma, Na étant exprimées au moyen de A, B par les formules qui précèdent. On en conclut immédia-
tement les relations
Ni -f- Ns -+-N3 = MtWi -hMjWj -i- 1130)3 ■+- hizi-h 7.h'Tziy
où h! est un nombre entier, relations qui sont conformes à celles obtenues au n° 376; on retrouve aussi aisément la relation
Mia>3 — M3U)i — Aut;
puis, en éliminant B entre les expressions de N| et de N3, on obtient, après quelques réductions immédiates, la congruence
d^ — . [u)}m3— to|Mi-h CJD1X3 — 0)3X1] — 2Aa>t, (modd.2(i>i,2a>3). lit
Inversement, si cette relation et la relation M| 103 — Msioi = Ait/ sont vérifiées, on pourra déterminer les constantes A, B en fonction de Ma, Na ct l'on obtiendra l'expression générale
dont on s'est donné les pôles, les zéros et les multiplicateurs
Le cas des fonctions de deuxième et de première espèce est contenu dans ce qui précède. Pour les fonctions de seconde espèce, on a M| = o, M3 = o, et, par suite,
h = 0, p = V, puis
, Cl), N3 — CO3N1 i / 1 I X / JJ \
TZl TZt
en désignant par [jl, et [JL3 les multiplicateurs. Pour les fonctions de première espèce, on a
p = V, rf = o, (modd. 2(1)1, 20)3).
En résumé, l'analyse précédente montre, d'une part, qu'il existe des fonctions doublement périodiques de première, de seconde et de troisième espèce, et elle donne, d'autre part, le type le plus général de chacune de ces fonctions.
394. Enfin, il est aisé de former encore, au moyen des fonctions 4> de M. Hermite, l'expression la plus générale des fonctions de troisième espèce qui ont un nombre donné de zéros et de pôles. Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entière, se rapporte, comme on l'a vu, à l'entier positif h qui exprime le nombre de ses zéros ; pour garder la trace de ce nombre, nous emploierons ici la notation 4>(A)(w) qui représentera la fonction entière la plus générale de troisième espèce avec les multiplica-
leurs I, e ***'
Considérons maintenant une fonction ^{u) de troisième espèce, admettant p zéros et v pôles dans le parallélogramme des périodes. Nous pourrons former (n** 381) une fonction entière 4>(v)(w 4-C), qui admette pour zéros les v pôles de W {u). La fonction ^*(w)4>,v)(w+ C) n'admettra plus de pôles; elle sera de troisième espèce; elle admettra p zéros, les p zéros de W[ii)] elle sera donc de la forme
la fonction ^{u) sera donc de la forme
Inversement, une telle expression est une fonction de troisième espèce admettant v pôles, p zéros et ayant relativement aux périodes 2(0|y 2CO3 les multiplicateurs
4A(0iii-l-U(i>t-i-tB(0i 4Aa>aU + VAa>2 +SB(i>, -{u + co,)——' (pD — vC)
e y c wi », • ^
où l'on a encore posé h = p — v. Ces multiplicateurs peuvent être identifiés avec e^'"'*'^^y gM,M+N,^ gj j'^j^ ^
4AU)i = Mi, 4A<JI>3 = M3, 4AtOf -+- 2Bt0i-l- 2/lj Ttt = Ni,
tOj
4Aa)? -h2B0J3 (ûD — vC)H- 2n3irt =N3,
en désignant par/if, 713 des nombres entiers. On tire de là, en éliminant A et B,
Ml 0)3 — 113(1)1= hTziy
NslOi — N1CO3 =HiU>3(a)3 — (Di) — AtT {(1)3
— 7Ct(pD — vC)-T- 2:ri(/i3(Oi — /tiWs).
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Si l'on se rappelle (n" 381) que p(co2 — D), v((02 — C) sont respeclivemcnt congrus (modulis 2101, 20)3) aux sommes des zéros des fonctions 4>(pj(M + D), 4>(v)(w-f- G), on voit que la quantité vC — pD est congrue à Aïoa -i- rf, en désignant par d la différence entre la somme des zéros et la somme des pôles de W(u); la seconde des égalités précédentes nous fournit donc encore une fois la congruence
c?H= — i— 2 — -_LJ H l—i — . ^ — îiAcoj (modd. 2 0)1, 2(1)3).
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393. Le cas que nous venons d'examiner contient le cas des fonctions de seconde et de première espèce. Pour ces dernières, en particulier, on trouve a = o, B = o, C = D, et Ton voit que la fonction doublement périodique ordinaire la plus générale, comportant v zéros et v pôles, peut être mise sous la forme
- Ao4>o(//--t- C)-4- Ai<ï>i(mh- G)-f-...-f- Av-t4>v,i(tt-h C)
'^^^^~ A;<ï>o(a-+-G)-+-A'i<ï>i(w-+-C)-+-...-+-A;_,*v-i(a-hG)'
où C, Ao, . . ., Av_<, A'q, . . ., A'v^i sont des constantes arbitraires, et 4>o, ^o . . ., ^v-1 des fonctions parfaitement déterminées, dont la forme a élé rappelée au n° 381 ; on doit toutefois remplacer la lettre h par la lettre v.
I. — Les fonctions ^^ X^, p
396. Nous établirons dans ce Chapitre diverses conséquences très importantes de la formule de décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples, conséquences dont plusieurs ont déjà été établies, mais qu'il convient de grouper maintenant autour d'une même origine et dont la déduction ne supposera rien autre chose, en dehors de la définition des fonctions (^, j>, 2^, . . . et des propriétés qui résultent immédiatement de cette définition, que les propositions générales établies dans le Chapitre précédent.
Considérons d'abord la relation (VII<)
— i = pa — pu,
et désignons-en le premier membre pary(i/); on reconnaît immédiatement que /{u) est une fonction doublement périodique à périodes 2(0|, 20)3, admettant, comme seul pôle dans le parallélogramme des périodes, le point o : ce pôle est d'ailleurs double; /(u) doit donc être de la forme C-f-C'î^'a = C — G pu où C
et G sont des constantes: G est le coefficient de la dérivée de -
dans le développement de /(m), mis sous la forme CD --h $(m);
dans ce développement, on n'a pas fait figurer de terme en w"*, parce que le pôle o est double. On peut dire encore que C et — G sont le terme indépendant de u et le coefficient de u"* dans le dé-
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veloppement de/{u) suivant les puissances ascendantes de w; on obtient ce développement en multipliant le numérateur de /{u),
( 3'rt-i- M3''a H (T'a -+-...) ( — ^a-h ucf'a o^a -h... ],
expression qui, ordonnée suivant les puissances de Uj donne
par le développement de -^ — ^ï~'* ^^^ ^^ s'appuj^ant seulement sur la formule (IV| ) et les définitions (IV5), on trouve
le coefficient de — et le terme indépendant dans le développement dej{u) sont donc respectivement — 1 et
C'^a— -a'acr'a d C'a
= ,- ' = pa:
C'a aa Ca
on a ainsi — C= — i^C = pa; celte dernière valeur, après avoir obtenu G'=i, pouvait s'obtenir en remarquant que G — C'pn doit s'annuler pour u = a^ de même quey(w). Finalement, la formule (VII,) est démontrée à nouveau.
Observons d'ailleurs que le premier membre de cette formule appartient au type du n** 391, où les zéros et les pôles sont mis en évidence; la somme des affixes + a, — a des deux zéros est bien égale à la somme de l'affixe du pôle double o.
Rappelons encore que, de cette formule (VII|), on tire immédiatement les formules d'addition (VII3)
y/ -u \ y/ \ y ^ p' U ZJfl p' a
2 pu — pa
i d p'uz^ip'a
p(u ±a)—pu = -r- - — ^*^ >
1 du pu ^ pa
dans chacune desquelles le premier membre n'est autre chose que le second décomposé en éléments simples; nous reviendrons sur ces formules dans un Chapitre suivant.
397. Établissons maintenanl Téqualion diflFérentîelle (Vile). Nous observerons pour cela que toute puissance entière de pw est une fonction doublement périodique admettant le seul pôle zéro, qui est d'ailleurs multiple d'un ordre double de Texposant de la puissance; le résidu de ce pôle est nul; par exemple o est un pôle sextuple pour p'w, et l'on doit avoir
en désignant par A|, A^, . .., A5 les coefficients qui apparaissent dans le développement de p^u mis sous la forme
p»M = AtD-î- -^A,D«i -+-... -+-ABD»i -4-ï(w):
quant à la constante C, elle est ici manifestement égale au terme indépendant de u dans ce même développement; en utilisant seulement la formule (IV3)
écrite en tenant compte des définitions (IV5), on calcule aisément la partie fractionnaire et le terme indépendant de u dans le développement de jj'm; on trouve ainsi
et l'application de la règle précédente donne
En appliquant exactement la même méthode à la fonction doublement périodique p'^ u, dont le seul pôle est encore o, et pour laquelle ce pôle est encore sextuple, on obtient
En éliminant p^^u entre les deux dernières équations, on trouve
p'*a = 4p'w — <?^îpw — ^j.
398. Les formules fondamenlales relatives à la division par n de Tune des périodes se présentent comme d'elles-mêmes.
Si, par exemple, on considère la fonction p{u\ — * W3 j dans le
parallélogramme relatif aux périodes 20)^, 2103, on reconnaît de suite que c'est une fonction doublement périodique dont les pôles,
tous doubles, sont donnés par la formule w = 2r — > où r prend
les valeurs o, 1 , 2, ...,/? — 1 ; d'ailleurs on a
/toi 1 ^\ \ f I \^\ \ '
en sorte que la formule de décomposition en éléments simples nous donne, en désignant par C une constante,
p f w Up» C03J =pu-i-Vpfa — ar ^^\ H- C (/' = I, 2, ..., /i);
d'ailleurs, si l'on fait* tendre u vers zéro, on reconnaît de suite, sur les développements en série, que la différence du premier membre et de pu tend vers zéro; il en résulte
ir)
et l'on retombe ainsi, après avoir changé u en — w, sur la formule (XXI4), d'où l'on pourrait déduire par intégration les formules analogues (XXI3) et (XXI2), qui concernent les fonctions X^ et rf.
399. De ces formules et de cellei qui en résultent lorsqu'on y transpose les périodes 20)1, 2103, on peut déduire des formules de multiplication pour les fonctions d^ Ç, p. Il suffit de répéter ce que l'on a dit au n° 347 pour établir les formules de multiplication relatives aux fonctions sn, en, dn.
Mais on parvient aux mêmes formules en décomposant la fonction p(nw) en éléments simples.
Pour simplifier l'écriture, nous poserons
A = 2 P(«ii,v), ^ = 2 ^(^1*'^)-
En appliquant la formule du n^ 358, on a
n^p(nu) = 2 p( a — a(jL,v) — A.
En intégrant, puis passant des fonctions ^ aux fonctions (^, on obtient ensuite les relations
/2Ç(nM) = \^ Ç(a — ajx,v) -f- A M -4- B,
'ï ^ JJ C(a,^,v)
Dans toutes ces relations les sommes sont étendues à toutes les combinaisons jx, v des entiers o, i, 2, . . ,, /i — i; le produit est étendu à ces mêmes combinaisons, la combinaison jji = o, v = o, exceptée.
La dernière relation s^obtient d'ailleurs aussi en répétant, sur la fonction <i(nu)y les raisonnements que l'on a faits au n® 134
sur la fonction <^( w — > 103J; elle résulte au fond d'un groupement convenable des facteurs de la fonction d{nu) décomposée en ses facteurs primaires et de l'application de la formule (V|). Si, dans la dernière relation, on remplace u par u-\- 210a et si Ton fait usage des formules (XII2), on voit que les expressions
doivent être, quel que soit m, de la forme ^m^iziy où m^L désigne un nombre entier; on a d'ailleurs
on voit donc, d'une part, que A est nul, et, d'autre part, que l'on a
Si l'on écrit cette égalité pour a = i et pour a = 3, on trouve
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successivement, en faisant usage de la relation tj i co, — r^ (0| = di — ,
les relations
'iniiWi — 2/7t|b}s = rp /i(n — i) a>|,
On a donc finalement établi les formules de multiplication
(IC) I (2) n!;(/iw) = ^Ç(M — apt,v) -«('* — O^jî,
(3) /Hp(na) = ^p(a — api,v),
et Ton a aussi démontré les relations
(ICO ^^i^\i,y) = — n(n — i)'iî,2 P(^M-.^) = ^ î
Si Ton décompose en éléments simples Texpression
qui, comme on Ta vu an n'* 391, représente une fonction doublement périodique ordinaire quelconque de w, on obtient des identités intéressantes. Ainsi, puisque la somme des résidus de/(i/) est nulle, on doit avoir
O'Ca/. — /->t) 3'( ai, — b{). . .3'(a^ — ^v) o = ~
3'(aA — ai). ..^'(«A — ak-\)^{ak— ^^-^1). . . a'(aA— -«v)
Pour V = 3, cette relation est identique à la relation (VIIj)-
Les fonctions
C^fxU e-^«"Cf'(M -4- (Dût)
îao(w) =
^U O'WqjO'M
Î3y(w) = -r- = zH- e^^T-V« --7 ^
sont des fondions doublement périodiques de seconde espèce, à multiplicateurs -h i et — i ; les derniers membres appartiennent au type X{u) du n® 366.
Les carrés des fonctions \ sont des fonctions doublement périodiques de première espèce ; observons que les formules (LXIIIi ^3^4) ne sont autres que des formules de décomposition en éléments simples. Il en est de même des formules (LKIIIs^e) relatives aux fonctions Çpo(«) 5yo(w)7 5oy(") 5a?('0-
402. La théorie de la décomposition en éléments simples des fonctions de seconde espèce conduirait sans difficulté aux équations différentielles que vérifient les fonctions Ç; par exemple, en observant que la fonction Çgo(w) 5yo(«) admet les mêmes multiplicateurs que la fonction \%q{u), qui, n'ayant pas d'autre pôle que zéro dans le parallélogramme des périodes, peut jouer le rôle d'élément simple, et que cette même fonction Çpo(w) iYo(w) admet, comme pôle unique, le pôle double // = o, on voit qu'on peut écrire
A et B étant des constantes : or, en se rappelant seulement que le développement de $ao(")î suivant les puissances ascendantes de w,
commence par un ternie en - et ne contient pas de terme indépendant de //, on voit de suite, si l'on égale dans les deux membres les coefficients des puissances négatives de £/, qu'on doit avoir A = o, B = — I : on retrouve donc ainsi la formule (LXI| )
Çio('0 = ~?3o(w)Çyo(M),
d^où Ton déduit immédiatement Téquation différentielle (LXIIi)
403. Supposons n impair. Dans le parallélogramme des périodes de la fonction p(w | a>i, W3), les fonctions $oa(w — ^^sj» Çpy(«/ ~>a>3J sont doublement périodiques de seconde espèce,
avec les mêmes multiplicateurs dz i que les fonctions Çoa('^)» Çpy(w). Leurs pôles et leurs zéros se mettent immédiatement en évidence, d'où Ton conclura sans peine leurs expressions sous forme de produits rentrant dans le type du n° 389; on retrouve ainsi les formules, relatives aux fonctions Ç, que Ton obtiendrait par la division membre à membre de celles, relatives aux fonctions rf, qui figurent au Tableau (XXVJ).
La décomposition en cléments simples permet d'obtenir, sous forme de sommes, les expressions des fonctions
on trouve ainsi, en particuli-er et en conservant les mêmes notations qu'au n** 129,
îos(" —, toal = y===-. -—==>(-- i)''to3(w -4-—-) \ n / ^K, — E3 /k2 — Es ^ \ " /
Cî3 ( " — » W3 1 = - > Îît3 U H- — — -
(n (r = Tq, 7*1, . . . , /"/i-i).
Les formules (LXXXVII7-0) et (LXXXIX7-9) se déduisent de celles qui précèdent par le passage des fonctions Ç aux fonctions sn, en, dn.
404. Les combinaisons que l'on peut former en multipliant une fonction Ç de l'argument w par une fonction ç de l'argument w -h a sont des fonctions doublement périodiques de première ou de se-
conde espèce; on parvient à des formules intéressantes (') en les décomposant en éléments simples.
Considérons, par exemple, la fonction Sao(w)$ao('^-l-^)) elle est de première espèce, du second ordre; ses pôles, qui sont simples, sont o, — a et les points congrucnts; le résidu relatif au premier pôle est ^aio{a); on en conclut de suite
5ao(w)$ao(w-l-«) = Uo{a)[^u — l^(ii -h a) -^ X].
A est une constante que l'on trouve égale à î^a^ en écrivant que le second membre est nul pour u = Wa»
Nous récrivons ci-dessous la formule ainsi complétée, et d'autres qui s'en déduisent, en ajoutant (*>« ou wp à «/ ou à a. Ces formules, et celles qu'on en déduirait en échangeant les lettres u et a, donnent les décompositions cherchées de celles des combinaisons que Ton considère qui sont de première espèce,
[ $oa(«)$ao(w)îao(w -+-«)= ?" — Ç (" H-«) -4-?a a,
I (ex— ep)(ea— ey)îoa(a);oa(")ïoa(w-Ha) = 2;aW — Ça(w-H«)-+-Çxa,
(Cl) / («p — ea)?oa(«)îrpW5YP^""'-^)=î?"~^p("-+"^)-'-îa^''
?ao(«)îao(«)$oa(w-H«)= ^u — ^^("H-a)-^ ?«»
En tenant compte des relations (LXIIIs-e) on volt que la première et la troisième des relations précédentes peuvent s'écrire
Ça — î(M-ha)-^Ça = $oa(«) îaoC") ?ao( w + a) -h ^^o(à) $ya(«)^ îa« — îa( w -^ «) -^ Ça« = (^a— ^p) $op(«) [;va(w) 5ya( m -+- a) — iyo{a)].
Sans nous arrêter à multiplier les relations de cette nature, rappelons que ^u — ^{u -\- a) -\-l^a n'est autre chose (VII3) que
*^ " *^ — Enfin, on voit aisément que, en faisant tendre a
2 pu — pa ' *
vers o dans les formules précédentes, on retombe sur les formules de décomposition en éléments simples (LXIIIi^ 3^ 4) des fonctions
?«(«), Sa(«), S^t(«)-
405. En consultant le Tableau (XII2), on aperçoit que le multiplicateur [jLa de la combinaison $ ( w) Ç ( w + a), où chacune des
(*) Voir le Cours de M. Hermite, XXIV» Leçon.
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deux fondions Ç est affectée d'indîces quelconques égaux ou inégaux, est égal au produit d'autant de facteurs égaux à ( — i) qu'il y a, parmi les indices des deux fonctions Ç, de nombres o et a. Jl en résulte que si /?, q^ r, s sont pris parmi les nombres o, i, 2, 3y p et q d'une part, r et s de l'autre, étant nécessairement inégaux, les expressions $/,^(w) Srf(w -f- «) sont des fonctions doublement périodiques de première espèce ou de seconde espèce avec les multiplicateurs +1 et — i. Celles de ces fonctions qui sont de seconde espèce sont celles pour lesquelles les deux systèmes (p, q), (r, s) admettent un élément commun et un seul. Considérons, par exemple, la fonction ^pq{u)^pr(u -^ a) où les nombres q et r sont différents entre eux et différents de /?, et désignons par s celui des nombres o, i, 2, 3 qui n'est ni /?, ni q, ni r. Cette fonction et celles qui s'en déduisent, soit en remplaçant p par 5, soit en échangeant deux des nombres p et q ou p et r, ont les mêmes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d'ailleurs aussi ceux des fonctions iyr(w) et ^ps{u). D'ailleurs la fonction ^pç(u) \pr{u + a) n'a que deux pôles, simples tous deux, dans le parallélogramme des périodes; elle s'exprimera donc en fonction linéaire de deux des expressions
les constantes W|, u^f w', , u^ étant fixées de façon que les deux expressions choisies aient leurs pôles congrus à ceux de la fonction kpç{i^) ^pr(u H- a), La même chose s'applique aux fonctions qui se déduisent de la fonction ^pq{u)^pr{u -{- a)^ en remplaçant p par s ou en échangeant deux des nombres p el q ou p el /*.
Dans chaque cas, les coefficients des fonctions linéaires s'obtiennent très aisément en donnant successivement à u des valeurs qui annulent chacun des termes.
On doit avoir, par exemple,
et l'on déterminera les coefficients A, B en supposant successivement «/ = o, u = — a. On trouve ainsi une série de formules, parmi lesquelles nous n'en transcrirons que trois, parce que les autres, quand on passe (LIX| ) des fonctions Ç aux fonctions rf, ne fournissent pas de relations distinctes de celles qu'on déduit de la
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même façon des trois.seules formules que nous conservons, savoir :
[ Çao(M) ifio(u -h a) = i^o(a) ^yo(u) — $ao(a) ÇyoC^^
rn s) (^p-"^a)?oa('OÎYa("-+-«) = 5po(o){pa(") — $ao(«)?pa("
De ces formules et de celles qui s'en déduisent par le changement de w en a, il serait bien aisé de déduire les formules d'addition des fonctions Ç; enfin on reconnaîtrait mieux leur nature et, en particulier, leur genre de dissymétrie en les récrivant après avoir remplacé u par 6 et w -h a par — c, a, 6, c étant alors supposés reliés par la relation symétrique a-\-b-{-c = o; mais nous laissons au lecteur le soin de développer ces matières.
406. Les notations relatives aux fonctions ^ permettent de condenser beaucoup les formules. Lorsque l'on veut passer de ces formules aux fonctions sn, en, dn, il est nécessaire de particulariser les valeurs des indices a, p, y, en sorte qu'une formule où ne figure qu'un seul de ces trois indices conduit à trois formules relatives aux fonctions sn, en, dn; une formule où figurent deux ou trois indices a, p, y fournit six formules qui, à la vérité, peuvent n'être pas distinctes. Nous n'écrirons ici que quelques-unes des formules relatives aux fonctions de Jacobi ; le lecteur obtiendra les autres, soit par le même procédé, soit en ajoutant à l'argument les quantités K, i'K', K -h iK!.
Tout d'abord la relation (LXIII3) donne, pour a = 3 et en remplaçant u par ■»
yei — ez
ou, en tenant compte des formules (LXVIli), (LXXVIII4) et (XXXVII4),
On en déduit, pour w = o,
(CIIO Z'(o) =
puis
(CrU) A» sn*M = Z'(o) — Z'(m).
Comme on a cn^ u = i — sn^ u, dn- u = i — k^ sn- w, on en conclu l les formules
^ ^ ( dn«w = i — Z'(o)-f-Z'(M).
Si dans ces formules on ajoute K, «K', R -h «R' à Targument a, on obtient des formules analogues concernant les inverses des fonctions sn^w, cn^w, dn^ u et leurs rapports mutuels; toutes ces formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXIII).
De la mcme façon, on déduira des relations (XCVII), en y supposant a = 3, celles-ci :
Z(i/)-4-Z(a) — Z{u-^ a) = k^snasnu sn(u-^ a)
(Cil) < /r^snar / x-i sna., j j / m
— i 1 cn« — cna cn(w -H a) I = F un a — dnadn(a-i- a)];
puis, des formules (C2), les suivantes :
snacnu dn(u -h a) = ânasn(u -h a ) — cnasnu, cna cnudn(u-h a) = dnadnucn(u -r- a) -h X:'* snasni/, ' dna cna sn(M -I- a) = sna dn(M -h rt) -h snMcn(w -h a), k^ cnacnucn{u -h a) = dna ânudn(u -h a) — /*'*,
auxquelles il convient d'adjoindre, outre les formules qui résultent du groupe précédent quand on néglige le premier membre, celles qu'on en déduit en échangeant les lettres u et a, et en remplaçant successivement u par u — a et a par — a.
III. — Développement de pu en série entière. — Expression des dérivées de pu et de p(u — a) au moyen des puissances de pu. — Expression linéaire des puissances de pu au moyen des dérivées de pu.
407. L'équation différentielle obtenue pour la fonction pu conduit à des conséquences importantes relatives au développement en série de cette fonction et à l'intégration de ses puissances entières.
Rappelons tout d'abord que l'équation différentielle (Vile) permet (n'* 101) d'établir la formule récurrente
r—3)(ir-hi)Cr = 'i^acr-i ('-^4),
qui, jointe aux expressions déjà connues (IX3) de C2 et de C3, fournit autant de termes que l'on veut dans le développement de pu
r=ao
PU= ^^-h^Cr^t "*''.
On reconnaît immédiatement que la série qui représente pu est convergente, sauf au point o, pour tous les points intérieurs au cercle décrit du point o comme centre, avec un rayon égal au plus petit des nombres 2 | (iJa|. Grâce à la périodicité et à l'emploi du théorème d'addition, on peut toujours ramener le calcul de pu au cas où le point u est intérieur à ce cercle.
Du développement de pu on déduit immédiatement celui de
Çi/ = — /pw du
qui converge dans les mêmes conditions, et celui de la fonction transcendante entière
les premiers termes des développements de pu, ^w, cs'w figureront dans le Tableau de formules.
408. On voit d'ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule récurrente jointe aux expressions de C2 et C3, que chacune des expressions Cr+i est un polynôme entier en g2i gz à coefficients numériques rationnels. Parfois, on désire mettre en évidence la forme seule de l'un ou l'autre de ces polynômes Cr+i sans s'occuper delà valeur numérique de ses coefficients; on y parvient facilement en faisant usage de la formule d'homogénéité (III3).
Si Ton désigne par X un nombre quelconque et par Cr+i ce que de\îent Cr+i quand on remplace W|, (03 par Xa}|, Àa>3, on voit immédiatement en appliquant celte formule que l'on a la relation
D'autre part, si Ton désigne le poljnome entier en g2^ ^3, qui représente Cr^x par
oii a2, as sont des entiers positifs ou nuls, où Aoc^^a, ^st un nombre rationnel et où la somme est étendue à un nombre fini de combinaisons des entiers a2, as, on a manifestement
Il suffit de comparer ces deux résultats pourvoir que les nombres entiers positifs ou nuls a^, as qui correspondent au nombre entier déterminé, positif ou nul, r vérifient nécessairement la relation
iajH- 3a8= r-+-i.
En tenant compte de cette relation, on voit immédiatement quelle est la forme du polynôme en ^2, g^ qui représente Cr^.|. Ainsi le coefficient c< 2 de w^^ est de la forme A^J "+" ^^o 2 ^3 + ^S\i où A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation aa2 -f- Sas = 12 n'est vérifiée que pour les trois couples d'entiers positifs ou nuls a2 = o, as = 4 î a2 =; 3, as = 2 ; ag = 6, as = o.
Il va sans dire que ces résultats pourraient se déduire sans peine, par induction, de la formule récurrente elle-même.
409. Au développement de du^ il convient de joindre celui des fonctions ^a", ou, plus généralement, de la fonction transcendante entière de «/,
/(a, i^o) = e-^^^o — 1— i = Aq^ AiM-i-. . .-h A;, — | -t-...,
qui se réduit k d^u pour Uq = Wa; la relation
I [df{u, f/p) d/(u, Uq)'] _
dont la déduction est immédiate, fournit la formule récurrente
A„ = — {n — i)A„^jPMo,
OUtï
qui permet d'obtenir autant de termes que l'on veut, dès que l'on aies deux premiers, qui s'obtiennent directement : on trouve ainsi
il ne reste plus qu'à faire Uo= (Oa pour avoir le développement cherché, dont on trouvera les premiers termes dans le Tableau (XCIII).
410. En effectuant la division de la série qui représente/(w, Uo) par la série qui représente rfw, on obtient le développement de la fonction JU(w, Wo) du n° 374, sous la forme
an u w'*~* e^é>(u. Uo) = h ai -i- aj — ï H- . . . -f- a„ — j h . . . ,
développement qui est valable dans les mêmes conditions que celui qui représente pu; d'ailleurs l'équation différentielle linéaire (n** 374) que vérifie X(i/, Uq) fournit, pour les coefficients a„ dont l'indice est supérieur à 3, la formule de récurrence
n {n — 3)1 ni *^ {n — 1)\ {n — 4)'
^ ^i '. ITTy -H ... -h 2 C,.
(/i — 6)! -'\n-^'ir)\ ' '
où les Cr sont les coefficients du développement de pw; l'indice /• ne doit pas dépasser la valeur-; si n est pair, (ai — ar)! doit,
pour /•= — , être remplacé par i. On trouvera dans le Tableau (XCIV) les expressions des premiers coefficients.
411. Le raisonnement que nous avons fait pour p^u dans le n® 397 montre en général que J3"m, où n désigne un entier positif, est une fonction linéaire de pu et de ses dérivées, jusqu'à la (2/1 — 2 y*"® 5 on a plusieurs manières pour calculer ces fonctions linéaires, de proche en proche.
Tout d'abord, maintenant qu'on est en possession du développement de pw, avec autant de termes qu'on veut, on peut appliquer exactement la méthode que nous avons suivie pour p^ a. c'est-à-dire la formule de décomposition en éléments simples.
On peut encore utiliser cette remarque déjà faîte au n** 101 ; les dérivées d'ordre pair de pu sont des polynômes en pu. Inversement l'expression de ces dérivées permcl, comme on le verra tout à l'heure, d'obtenir, par la résolution d'équations du premier degré, les expressions linéaires des puissances de pu au moyen de pu et de ses dérivées d'ordre pair. Il y a donc quelque intérêt à pouvoir pousser un peu loin le calcul de ces dernières; voici comment on peut procéder.
Si l'on pose pour abréger ^ = p«, on reconnaît aisément par induction (n** 101) que la dérivée a/i'*^"® de pw, que nous représenterons par P,;, est un polynôme en y de degré /i-hi; désignons par P^^, PJ^ les dérivées première et seconde de ce polynôme, prises par rapport à y. On aura
du ~ " du' du-' ~ " \dûj '» du^ '
mais on a, d'une part,
du^ "■" du^'^^i -^n^t^
cl, d'autre part, à cause des équations (VIIq-t). on aura donc, en remplaçant,
Pn^i = (4j^-^ij'-^3)p;.+ (or-- Ç) p;;
cette relation, jointe à celle-ci
permet évidemment de calculer de proche en proche les polynômes P^; on trouvera dans le Tableau (XGVIl) les expressions de P,, pour les premières valeurs de n,
412. Quand on veut pousser les calculs un peu loin, il est commode de les fractionner davantage et de calculer séparément les coefficients de chaque polynôme.
Il suffit d'observer ceux des polynômes qu'on a calculés pour prévoir que ?« doit être de la forme
où les coefficients ^x[]a, sont purement numériques et où a2, ol^ sont des entiers positifs ou nuls qui satisfont à la condition
•2 aj -f- 3 «3 ^ 71 -H I ;
il sera commode tout à l'heure d'admettre que les indices a2, ol^ peuvent prendre d'autres valeurs que celles-là, mais que, alors, les coefficients A}^^\g^^ sont nuls.
Le fait que le polynôme P„ est ainsi constitué résulterait d'ailleurs aisément des propriétés d'homogénéité de la fonction p(u; gi'i ffi)] îl nous suffit ici de le regarder comme un résultat d'induction : car la substitution de la valeur précédente de P^, dans le second membre de la relation de récurrence, montre bien que la loi se conserve pourP;,^!, et que dans ce polynôme le coefficient de
est le nombre A.'^^^^^l en posant
Alx'ltii - i'^n -h 2 - 4a2- 6a3) (2/i -+- 3 - 40^1-623) AJ^J^,, — (// -h 3 — -2x2— 3a3)(/i-i- 4 — 222— 3a3) ^S^IIol.-i n -f- 3 — 9. ao — 3 7.3
(2/1 -H 5- 4a2— Oaj) AyjLt,«,;
dans cette formule «a et as doivent être deux entiers positifs ou nuls qui vérifient la condition 2a2-h Sas^Ai + 2, et ceux des coefficients d'indice supérieur égal à n, pour lequel l'un des indices inférieurs est négatif, ou pour lequel la somme de deux fois le premier et de trois fois le second dépasse n-\-i doivent être regardés comme nuls. La relation précédente permet évidemment de calculer les coefficients du polynôme Vn^i quand on connaît ceux du polynôme P„5 elle permet même de calculer autant des coefficients que l'on voudra de P„ en laissant n indéterminé; ainsi elle
donne
A[,«Jt) = (2^^2)(2/i-t-3)Ai%,
et comme l'on a A.Jj*J, = 3 !, on en déduit de suite
Ai%=(2/n-i)!; on trouve aussi, pour n plus grand que i, 2, 3, 4> respectivement
X\-X _ n-f-i Ay, _ n-f-
M"o ^ (/i-f-i)(3/i — 8) Affl ^ (/i -4- 0(1 m — 36)
(2/1-+-I)!"" -2*. 3. 5* ' (in-hi)!"" 2*. 5. 7. II
413. Ayant ainsi formé les expressions de P<, P2, P3, •••, il suffira de résoudre les équations ainsi obtenues par rapport à^*, y^^y^i • • • pour avoir les expressions de ces puissances de pu en fonction linéaire de y et de P|, P2, P3, c'est-à-dire de pu et de ses dérivées d'ordre pair; on obtient ainsi
Sur ces formules, on lit immédiatement les valeurs des intégrales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) ces valeurs pour les premières puissances de pu.
41 -i. Mais, quand l'exposant de la puissance de pu est un peu élevé, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans passer par la résolution des équations du premier degré.
On y parvient facilement en formant la dérivée seconde de p" u par rapport à u; cette dérivée est
= 2/1(2/1 -4- 1)7«-^-» ^—- gty"-^- ''(/i — O^sr""*;
on a donc
•^ 2/1(2/1-1-1) dui 4(2/i-i-i;**-^ 2(2/i-M)^'-^ '
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et il est clair que cette formule permettra d'obtenir l'expression linéaire de y""*"* au moyen de y et de ses dérivées, si l'on connaît de pareilles expressions pour j'""^, y^"^^ y^* Le calcul se fera simplement en supposant
v« — RI'*) — \- -+- R^'*' 2—— -A-
•^ "" ^ (2/1 — 1)! rfa««-« ^'"^^r (2^_2r — I)! rfa««-»'-«
les coefficients B^"^ étant des polynômes en g^y gz- En substituant dans le second membre de l'équation précédente, on obtient la relation
B(«+i) = {in-ir){in-ir^i) g^„,
4(2/l-Hl) '^ » o» 2(2/l-hl) '^ » °
Dans cette formule onpeutdonner à ries valeurs o, i, 2, ...,/i + i, si l'on convient que les coefficients BJ.''^ dans lesquels l'indice inférieur est négatif ou est plus grand que l'indice supérieur, doivent être regardés comme nuls. Elle permet d'obtenir autant de termes BJ."* que l'on veut. BJ,"^ est égal à 1 , B*"' à o, pour tout entier positif n,
415. Si l'on veut fractionner encore les calculs, on constatera, sur les valeurs trouvées, que B^"^ peut être mis sous la forme
^Ba.îa.'fî-'S'?''
ia„a.)
OÙ les nombres entiers ao, as, positifs ou nuls, satisfont à la condition 2a2-f- Sas = 'S et où les coefficients purement numériques Bajotj se déterminent par la relation récurrente
Dans cette relation, on donnera à a2, as toutes les valeurs entières positives ou nulles qui vérifient la condition 2a2-|- Sas^/i + i.
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en regardaDt comme nuls les coefficients pour lesquels un indice inférieur est négatif ou pour lesquels la somme des deux indices inférieurs, respectivement multipliés par 2 et par 3, est plus grande que l'indice supérieur.
Cette relation de récurrence permet de calculer l'expression générale d'autant de coefficients B^'^Ja, ^"^ ^'^^ veut; pour tout entier positif Al, BJ^'^Jj est égal à i ; pour n plus grand que 2, 3, 4, 5, on a respectivement
*'»''>" •lî.o' *^«'»"22.7' "*'°" 25.3.5*' ^•*" 2*.5.7.ii
416. Aux expressions qui donnent les dérivées p^"^(w) au moyen de pu et de p'w, il convient de joindre les expressions qui donnent, au moyen de j)w, pa, p'w, p'«, les dérivées p^''^(w — a), prises par rapport à w, de la fonction p{ii — a).
La formule d'addition (VII3) peut s'écrire
plu — a) — pu = — -' — ^f- î^— — — - — ^^- —
^^ ^ * 2 {pu — paY
ou encore, en permutant les lettres u et a et en désignant par j^ la fonction pu^ par j^^"^ sa dérivée /i'^™*' prise par rapport à w, et parc, c^'^^ ce que deviennentj^, ^^"^ quand on y remplace u para,
Le second membre de cette formule peut s'écrire
' y-0^ ^y-c)^^ {y^c)^y^ où Ton a
AS)0'=C, A'^^rr-, A^,0'=— , B^jO)=£.'.
On voit, par induction, qu'on doit avoir en général
A(/l) \(rt) KKn)
jv'»'(î/ — a)= AS,«'-H
y — c (r — cj* *'* ' (^ — c)"-^* (y — c)i (y-cp ' •••"^ (j_c;«-^»J -^^
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et la démonstration même fournil les formules de récurrence
\in^l)=: _ 2(2v -4- l) Bi:^.',— I2CV B^^'j— c''(2V — l) B^'"— c'«(v — l) B!,^,,
qui s'appliquent pour v = o, i, 2, ..., /i-|-3, si Ton regarde comme nulles les quantités B dont Tindice inférieur est plus petit que 2 ou plus grand que l'indice supérieur augmenté de a. Ces formules permettent de calculer les coefficients A^"^ et B^"' pour chacun des indices n.
Les relations
- p(«>(a - a) -+- - pi«)(— ii — a) = Ai«>-h ^ h. . .-r- , "^l , ,
que l'on déduit des précédentes et de celles qui en résultent par le changement de i^ en — w, donnent immédiatement, par intégration, les formules du Tableau (CXII), qui permettent de calculer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs de l'intégrale
Les calculs sont effectués pour les premières valeurs de n.
418. Quand a est égal à coa? les relations précédentes se simplifient parce que c' est nul; on a alors
X 4(0) i->'A',<>'«« OfAi^)]!
p (M — (Oa) = 2A\0)-f- ! ^ -h — ' î— ^:> • • •
y — e:t {y — eoL)^
en supposant A*,"^ égal à Se, — ^ = (<?a — ^p) (^a — ^y)-
Dans le Tableau (GXll), le calcul des valeurs de l'intégrale / 7 ZZ — V» ^^' effectué pour les premières valeurs de n.
IV. — Développements en séries entières des fonctions £, sn,cn,dn. — Expressions linéaires des dérivées des fonctions (» sn, cd, dn au moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions linéaires des puissances des fonctions ^, sn, en, dn au moyen des dérivées de ces fonctions.
419. Connaissanl le développement de j3 u suivant les puissances ascendantes de u, il n'j a aucune difficulté à calculer autant de termes que Ton veut dans le développement des fonctions Çoa"> iao'^j ipyW, qui sont des fonctions algébriques simples Ae pu] on n^a qu^à appliquer les propositions établies dans Tlntroduction. Nous nous contenterons de donner quelques explications à propos de la fonction
sn u = y/ci — Ci i;o3 ( , = — . •
D'après la relation d'homogénéité (VIII3), on a
^2. sA =(«1 — e3)p(w; ^ïî ^3)»
en posant, pour abréger,
en se reportant aux formules (XXXVIgj»), (XXXVII|j2)> on a d'ailleurs les relations
la relation entre les fonctions sn et p peut donc s'écrire
sn u =
En utilisanl le développement de pu et en tenant compte des
valeurs de g'^y g'^, on trouve
puis
on n'a plus, pour trouver le développement cherché, qu'à appliquer la formule du binôme : on trouvera dans le Tableau (XCVI) les premiers termes de ce développement.
Les polynômes en A*- qui figurent dans le développement de sn u comme coefficients des puissances de u sont réciproques; cette circonstance résulte de ce qu'il en est manifestement ainsi dans le développement de
à cause des valeurs de g'.^ et de g'^, La considération de ce développement permet aussi de reconnaître aisément le degré de ces polynômes : le coefficient de w^/ï+ï est de degré n en A^.
420. Il va sans dire que l'on obtient de la même façon les développements de cnu et de dnw; on en trouvera les premiers termes dans le Tableau (XCVI). On peut aussi les déduire du développement de snu par les formules
cil u = [ï — sn^zij*, dnu = [1 — A* sn*z/]* ;
enfin, on remarquera qu'il suffit d'avoir le développement de l'une des fonctions cnu, dnu pour avoir aisément le développement de Tautre, comme il résulte des formules de transformation relatives au cas 3** des Tableaux (LXXXs^e)? où l'on peut supposer que le nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors
Les mêmes Tableaux donnent la relation
,n(«,L)=-tsn(j, >t),
qui, jointe à ce que le coefficienl de w^""*"' est un polynôme en k^ de degré /i, met aussi en évidence la réciprocité de ce polynôme.
421. D'autres méthodes que nous allons indiquer sommairement permettent de retrouver ces résultats et quelques autres.
Les équations différentielles que vérifient les fonctions Ç, sn, en, dn sont toutes de la forme
OÙ a^ 6, c sont, suivant les cas, des fonctions connues de €t , e2> e^ ou de A'^; les conséquences qu'on peut tirer de ces équations sont toutes pareilles à celles que l'on a déduites de Téquation différentielle que vérifie pu, et les détails que nous avons donnés à ce sujet nous permettent d'être maintenant plus brefs.
Les dérivées d'ordre pair an de toute fonction y^ qui vérifie une équation différentielle de la forme
sont des polynômes en y^ de degré 2/i + i, ne contenant que les puissances impaires de y. On a, en effet, en posant
rf*'* y
et en admettant que Q,i soit un polynôme en y satisfaisant aux conditions énoncées, dont les dérivées par rapport à y sont Q)^ et QJ'^, la relation
Si l'on pose
on trouve
\(n^\)= 2r(2r — i) a Aj.^), -+- (ar + i)ï6 A</»î-+- (ar h- 2) {ir 4- 3)c Ai«>, .
Cette égalité permet de calculer les quantités A^"' puisque Ton connaît A j**= 2a, AJj*^ = 6; r doit y prendre les valeurs o, 1,
2, . . . , n + I ; lorsque dans le second membre un indice inférieur est négatif ou plus grand que l'indice supérieur, la quantité AJ."' correspondante est nulle.
On trouvera dans le Tableau (XCVIII) les résultais ainsi obtenus pour les premières valeurs de r.
422. Si l'on veut fractionner les calculs davantage, on observera, sur les premières valeurs calculées, que A^"^ est un polynôme entier en a, 6, c homogène, à coefficients entiers et positifs, de degré n si l'on regarde a, h, c comme du premier degré, de degré n — r si l'on regarde a, 6, c comme étant respectivement des degrés o, I, 2; on peut donc poser, si celte loi est générale,
(a) A^;'J = V \ir^a^yb^-''-iycy,
les AJf'y élan t des coefficients purement numériques ; r peut prendre les valeurs o, i, 2, ..., /i; r étant choisi, v doit prendre les valeurs o, I, 2, ... jusqu'à ou > suivant que n — r
est pair ou impair. La généralité de la loi se démontre par induction et l'on parvient en même temps à la formule
AJ.^^ »> = 2r(2r — I) AJ.^, .^-f- (ar + i)» AJ«^ -h (2r -+- 2) (2/- -f- 3) Ai.':^,,^^, ;
r ajant été choisi parmi les nombres o, i, 2, . . ., w -f- i,
Y doit prendre les valeurs depuis o jusqu'à ou ,
suivant que n — /* est pair ou impair; d'ailleurs, dans le second membre, ceux des coefficients où le premier indice inférieur est plus grand que /i, ceux où le second indice inférieur est plus grand
que sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inférieur est
négatif. Tous les nombres AJ.'^^ sont entiers et positifs.
Observons que la relation que nous venons d'établir donne, en particulier,
A;?AVo = (^'i -M)(2n -i- 2) k%, Ai^Ji' = Ai%, d^où l'on déduit sans peine
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Les calculs se font assez rapidement, et Ton observe avec un peu d'attention que l'on a (')
i(ni —5 -+-9.3*"— 5.5*"-+- 75" ..... li — uS.aï^-hao.S*"— 7.7*'»-f-92«
423. Si la fonction y est impaire et s'annule pour w = o, comme ioa('^) ou Sïi{u), on a, dans le voisinage de u = o,
en désignant par J'ot y'oyyj'^ ... les valeurs pour u = 0 des dérivées d'ordre impair; on a d'ailleurs
du*»+^ du ^" du'
vX il est clair que, pour // = o, Q^, se réduit à AJ('' et ^ à y/c; on peut donc écrire
*^ Li " i.'2.3 " I. Si. 3.4.3 "(2/1-4-1)! J
par exemple, pour y = ;oa(«^), on a a — {e^ — e^) {col— e^)^
0 = 3ea, c = I ; pour y ^= sn//, on a a =: A-, 6 = — (1 -h Â'2),
c= I ; on aura donc le développement de $oa('^) et celui de snw.
Pour cette dernière fonction, les quantités A'J" sont des poljr-
(') Dans sa Thèse {Annales de V École Normale supérieure, 2* série, t. VI, p. 365), M. D. André a montré que, quand on se donne arbitrairement /* et y* les quantités k\l^i sont des fonctions de n définies par la relation
OÙ 9?„(/i), $,(/i), ..., ^JPrC'O sont des polynômes en n, de degré y, à coefficienls rationnels, qu'il reste à calculer, tandis que pour chacun des indices t > /•, ^^{n) est un polynôme en n de degré y — t -\- r.
Ce résultat est déduit de recherches fort intéressantes qui ont permis à M. D. André d'établir l'équaiion génératrice 1res simple de la série récurrente dont Aj.'y est le terme général.
nomes en A'-, de degré n en A'2, comme il résulte évidemment de la formule (a), qui s'écrit alors
il est manifeste, sur cette formule, que ces poljnomes sont réciproques.
424. Si y est une fonction paire et prenant pour w = o la valeur I, comme ^^y^, en a, dn;/, on a, dans le voisinage de u == o,
«n désignant par QijQa, --mQ/o •••ce que deviennent, pour j* = I, les fonctions Qi, Qa, . • ., Qw, ... ; on a, en général,
Q„ = A(^'')^-A(«) -+-... 4- A^,f; si Ton se place, par exemple, dans le cas de cnu, on trouve
A'/»> == 2 ^'" 0'^^Ar?Y^*^'"*"^K2A:2— i)'*-'-2Y(i — A'»)Y. (Y)
Dans ce cas, les polynômes A^"' sont, en A^, de degré maximum
€gal à /i ; il en est de même de Q/i ; dans ce dernier polynôme, le terme indépendant de A^ est i; danslasommeAo''^-}-A^^''^-f-...-i-A^J", il n'y a, en effet, que l'élément A'"' qui contienne un terme indépendant de A*, terme qui n'est autre chose que AqJJj. Dans ce même polynôme Q^, le terme en A'^" fait défaut, cela tient à ce que l'on aicia-h6 + c = o, ia-\- b ^^ — i; en sorte que l'expression générale Q^ (o^* -h by- -h c) + Q« (a^r^ + At) ^^ Q«+, , quand on y remplace j^ par i, se réduit à — Q)^, en désignant par
Q), ce que devient la dérivée de Q/i prise par rapport à y après qu'on y a fait j^= i ; comme Q,i ne peut contenir A^ qu'au degré /î,
il est clair qu'il en sera de même de Q«+i ; par suite, Q« est un polynôme du degré /i — i par rapport à A"^.
42o. En résolvant par rapport aux puissances dey les expressions des dérivées d'ordre pair de la fonction y^ on voit que les puis-
sances impaires àe y s'expriment linéairement en fonction Ae y et de ses dérivées d'ordre pair; j^^w+i contiendra les dérivées jusqu'à Tordre a/i; mais il est plus commode de calculer directement les expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul intégral; du même coup, on montrera que les puissances d'ordre pair s'expriment linéairement au moyen de y'^ et de ses dérivées. On a, en effet,
et il est manifeste que si l'on a exprimé y" et^""* en fonction linéaire dey et de ses dérivées dans le cas où n est impair, en fonction linéaire dey^ et de ses dérivées dans le cas où n est pair, on obtiendra par cette formule une pareille expression pour y""^^.
426. Si l'on veut fractionner les calculs, on procédera comme il suit.
Pour le cas des puissances impaires, remplaçons dans l'égalité précédente n par 2/i — i, et posons
rftn y ffm—lrY
nV /ziv*'»-^-» — B-/*' — - -^ -+- B^"^ - — -+■ . -J- B'^^'v
on trouvera aisément la relation
Bf«>=BJ«-i; — (2/i — i;«^>B^/L-i»>—(2/i — 2)«(2n — 3)(2/i — i)acB;«-;«',
qui, jointe aux relations BJ,"^=i, BJj*^=i, B^/'= — 6, permet de calculer facilement les quantités B^"'. L'indice r doit prendre les valeurs o, i, 2, . . ., /i; dans le second membre celles des quantités BJ."' pour lesquelles l'indice inférieur est négatif, ou plus grand que l'indice supérieur, doivent être regardées comme nulles. Il est clair que B'J" est toujours égal à i ; les quantités B^"' sont des polynômes entiers en b et en ac à coefficients entiers. On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces polynômes, pour les premières valeurs de /i.
427. Si Ton veut fractionner le calcul davantage, on observera, sur les premières valeurs de ces polynômes, qu'ils sont homogènes et du degré r en 6 et en ac, quand on regarde b comme du pre-
mier degré et ac comme du second. On est ainsi conduit à poser
les coefficients B)'Ç étant purement numériques.
L'indice r étant choisi parmi les nombres o, i, 2, ..., /i, Tindiccy
doit prendre les valeurs o, i, 2, . . ., - ou • > selon que /• est
pair ou impair. La généralité de cette supposition apparaît immédiatement et l'on trouve du même coup la relation
B(.^==B;.y«)-(9.n-i)«BÎ.'Li;^-(2/i~2)M2/2-3)(2/i-i)B;,r,fj_,.
Pour ce qui concerne sn^^, on reconnaît immédiatement que les poljnomes BJ."^, regardés comme des fonctions de A'^, sont réciproques.
On observera que, si dans l'équation
on remplace y par -> elle prend la forme
on en déduira, puisque les poljnomes B^"^ ne changent pas quand on échange les lettres a et c,
La même méthode s'applique* aux puissances paires dey; leurs expressions s'obtiendront en partant de la relation du n° 425 où l'on remplace n par 2/2.
On trouvera dans les Tableaux (CXIII) et (CXIV) les expressions des intégrales
jytn-i-l du et i y^^ du.
déduites des relations précédentes et permettant de calculer successivement ces intégrales pour les premières valeurs de n.
V.— Application de la transformation de Landen au déyeloppement
en série entière de la fonction en.
429. On peut, comme l'a montré M. Hermîte (*), obtenir, par une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients des puissances de u^ dans le développement de la fonction cnw.
On sait déjà, par ce qui précède, que dans ce développement le
coefficient en ^-"^(0) de j> ordonné suivant les puissances croissantes de A-, est de la forme
où A^"\ A["\ . . . , A\"^^ sont des quantités purement numériques, qu'il s'agit de calculer.
La formule de transformation de Landen (LXXXII2)
i-k'\ ^ ' ' i-hA'
dn
va nous permettre d'effectuer ce calcul pour chaque indice /i. Cette formule est une identité par rapport à 11 et par rapport à t.
Si l'on chanjjre T en 7^, en donnant à a, 6, c, d des valeurs
rentrant dans le cas 3" du Tableau (XXo) et pour lesquelles A* se
change en y et /' en ± -y- (LXXX5), elle devient
OÙ les signes supérieurs se correspondent. Le second membre se transforme par les formules du Tableau (LXXXe), écrites dans
(• ) Voir Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. LVII, p. 6i3 et p. 993.
ce même cas 3" pour c = o, en
On a ainsi
(/-qzU-)cn[(*±«X:)«, ;^^^37J7j= ^J^^^^^J^ :
on déduit de ces deux relations, par addition, en posant aussi
k db ik' = c*'«, l'identité en u et a
Il suffit de développer chacune des fonctions
cn(e*'*z^, c^*'*), en (m, cosa)
par la formule de Maclaurin et d'égaler les coefficients des mêmes puissances de u dans les deux membres, pour obtenir entre les nombres AJ."' et a la relation
cos [(o.n — i) a] H- AJ/ilj cos [ (2 /i — 3 ) a ] -- A'i'*' cos [ ( 2 /i — 0 ) a ]
-+- \[^li cos [( '?.n — 7)à]-4-..=: cos a -h A'j"^ cos' a -h A^j^^cos^a-f-. . .4- Al^^iiCOS^^-ia;
les deux derniers termes du premier membre sont
Ai/!^j cos 3 a -h Aj,'*J, cosa, quand n est impair;
AJ,^, cos3a -+- Aj/*^ eosa, quand n est pair. "T" î
On transforme aisément le second membre en une fonction linéaire des cosinus des multiples impairs de a. En égalant ensuite les coefficients des cosinus des mêmes multiples de a, on obtient les relations cherchées; on a d*abord A["J_^=z1y puis successivement.
en désignant par ( .] le coefficient binomial
I * ^ • • • AT
Ai»), = (•..«-!) -H ^',,
,,„, /•i/i— i\ Ai,"' ^ ,^ AJ?
OÙ Ton doit remplacer A'"^ par i et où, pour n impair, on doit remplacer Tindice |a par — ; — y Tindice v par , tandis que,
pour n pair, on doit remplacer l'indice [x par — ; — et l'indice v
par -• De simples résolutions d'équations du premier degré don-
nent ainsi directement, pour chaque indice /?, les valeurs des constantes A^,"\ A!j"\ . . . , A]/i',, et il importe de remarquer, pour les calculs numériques, que Ton a un procédé de vérification de ces calculs puisque Ton a n équations et n — i inconnues seulement. Comme on Ta fait observer au n" -420, le développement de la fonction dn(^£) se déduit immédiatement de celui de la fonction
cn(f^). La relation
sn'(//) = en (a) tln(M)
permet ensuite d'obtenir aisément le développement de la dérivée de la fonction sn(^/), et, par suite, celui de la fonction sn(z^) ellemême.
La méthode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nouveau procédé pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); elle permet d'obtenir aussi la loi de formation des coefficients des polynômes cnf2''^(o) ordonnés suivant les puissances de Xr-.
VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la méthode de décomposition en éléments simples.
430. Quand on veut appliquer directement aux fonctions de Jacobi la méthode de décomposition en éléments simples, ce qui permet de retrouver les relations essentielles entre ces fonctions, il convient d'introduire, comme élément simple pour celles de ces fonctions qui sont doublement périodiques de première espèce dans le parallélogramme des périodes o, 2K, 2(K-f- /K'), 2iR', la fonction impaire Z(w) définie au n'^Slô; elle admet, comme pôle unique et simple dans le parallélogramme, le point îK.'; son résidu relatif à ce pôle est i ; elle s'annule pour w = o et w = K et jouit des propriétés mises en évidence parles formules (LXXIXj.a) qui montrent clairement comment elle peut jouer un rôle analogue à la fonction ^u^ en sorte que toute fonction doublement périodique de première espèce dans le parallélogramme considéré est, à une constante additive près, une fonction linéaire de quantités telles que Z{u — a), Z(w — b) et de leurs dérivées; les constantes a, 6, ... n'étant autres que les affixes des pôles de la fonction considérée, diminuées de iK.',
Il est a peine besoin de dire que les fonctions „, , > ïïVt» :r-z —
^ ^ ^ n(«) Hi(m) 61(1/;
peuvent jouer le rôle que nousvenonsd'attribuerà la fonction Z(w).
431. Quand on se sert comme élément simple de la fonction Z(w), il est souvent commode, surtout pour la détermination de la constante additive, d'avoir les premiers termes du développement de cette fonction en série entière. On les obtient aisément au moyen des formules (CII4) en utilisant le développement de snu. On trouve ainsi
(CII7) Z(u) = Z'(o) -" - 2A-« ^ 4- SkHk^-h I) ^ -. . . .
432. De même que l'on substitue aux quantités (0|, (03 les quantités K et Réintroduites par Legendre, on remplace, dans le même système de notations,. les quantités Th, tjs par les quantités E, E'
que définissent les égalités
On remarquera (n° 406) que le premier membre de Fégalité (i) est égal à Z'(o).
L'introduction de ces notations permet d'écrire la relation (Clle)
sous la forme
dn*M = I? "+" Z'(w).
On en déduit immédiatement, en se rappelant que Z(o) et Z(R) sont nuls, la formule
(Gllg) f àn^{u,k)du = E,
où l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant le segment de droite qui va de o au point K. Si maintenant on fait la transformation
Ûi = U)j, Ûj=— toi,
qui, ainsi qu'il résulte des formules (LXXX3_5), donne
/ = /,', /' = A, L = K', L' = K, /ki -^^ - — i /^^^^3 et
notre dernière formule deviendra
(CII9) Ç dn«(", A')ûfw = E',
où l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant le segment de droite qui va de o au point K'.
Observons que la relation rl\i^i^i — ^^3(04=:— peut s'écrire
i^j T^ia
K/ei — ej tKV^i-ea '^^^"
si donc on introduit E, E' au moyen des relations (CII|,2)i elle prend la forme
(GII3) EK'-i- E'K - KK' = -,
qui est celle sous laquelle elle s'est d'abord présentée à Legendre. Relativement au même parallélogramme o, 2K, 2(K4-«K'), 2«K' et pour les fonctions de seconde espèce, M. Hermite a employé comme élément simple, dans une suite d'importantes recherches, la fonction de u
qui ne diffère pas au fond de îa fonction X{u)j comme nous l'a- "vons montré au n° 371. Elle admet pour pôle unique et simple le point o; le résidu relatif à ce pôle est i.
SUITE DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX
433. Considérons une fonction doublement périodique (* ) du second ordre F(w) aux périodes 2W|, 2W3 et supposons d'abord que ses deux pôles a, b soient distincts; a, b seront aussi les pôles de la fonction doublement périodique du second ordre F(w) — F(wo); comme Uq est un zéro de cette fonction, son second zéro sera a -i- b — Wq et Ton aura F (a +6 — Uq) — F(uo) = o; comme Uq est quelconque, la fonction F(u) prend donc les mêmes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est
a -h b. On peut dire encore que la fonction F( h u) est
paire; les pôles de cette dernière fonction sont ih ; ils sont
distincts des points o, (O4, 102, 0)3. La dérivée F'( — \- u\ de
cette même fonction est impaire et n'admet pas de pôles distincts
des pôles de la fonction F( — ^ h w) ; étant impaire et étant finie
pour u =z o, elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi pour w = (Ojx : en effet, les deux quantités finies F'f — ; HWaj,
F'f — ; Wa] doivent être égales et de signes contraires puisque
la fonction F' ( h «) est impaire, et égales puisque 2(i>a est
une période de la fonction F'(u). Ainsi les quatre zéros, évidemment simples, de la fonction du quatrième ordre F'(w), sont
i J-Wl, 1- W|i h 11)3.
(') Dans tout ce Chapitre il ne sera question que de fonctions doublement périodiques ordinaires.
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La fonction doublement périodique
est du huitième ordre; ses zéros sont en évidence; chacun esl double, puisque la dérivée de chaque facteur s'annule pour le zéro correspondant; elle admet les mêmes zéros, au même degré de multiplicité que la fonction F'^(u); elle admet aussi les mêmes pôles, au même degré de multiplicité; le rapport des deux fonctions ^(w), F'^(w) est donc une fonction doublement périodique qui n'admet pas de pôles : c'est une constante; par conséquent :
Toute fonction doublement périodique y de la variable u, du second ordre, à pôles distincts, vérifie une équation différentielle de la forme
ou M, A, B, C, D sont des constantes.
Soit maintenant^ =/(m) une fonction doublement périodique du second ordre admettant le pôle double a. On reconnaît, comme précédemment, que la fonction y(a + u) est paire et que son pôle est distinct des points (o«, (02, CJ3; puis, que la fonction du troisième ordrey'(w) n'admet pas d'autres zéros que les points a + W|, a-k-iù^^ a-\-iùz\ par conséquent :
Toute fonction doublement périodique y de la variable //, du second ordre, à pôle double, vérifie une équation différentielle de la forme
où M, A, B, C sont des constantes.
Telle est, par exemple, la fonction pu. Il résulte de là que les dérivées d'ordre pair d'une fonction doublement périodique du second ordre y sont des fonctions rationnelles entières de y^ et que les dérivées d'ordre impair sont égales au produit de ^ par
une fonction rationnelle entière dey. Nous allons généraliser ce théorème.
434. Soit cp(w) une fonction doublement périodique du second ordre, dont les périodes soient aw,, 2(03 et dont les pôles soient a, 6. Toute fonction doublement périodique ^(w), admettant les mêmes périodes que 'f ( ")? et telle que l'on ait ^ (a -{- è — u)=^ (w), s'exprime rationnellement au moyen de ^(u). Le cas où la fonction ^{u) admettrait un pôle double a = b n'est pas exclu.
Le théorème sera démontré si l'on prouve que la fonction
■^ — \~~n^ OÙ A et B désignent des constantes, s'exprime rationnellement au moyen de 'f (w); or on peut toujours déterminer les constantes A et B de manière que la fonction t-t— 7 — 5 » Quî jouit
des mêmes propriétés que la fonction 4>( w) et dont les pôles et les zéros sont respectivement les solutions des équations ^{u) — B = o, 4>(w) — A=:o, n'ait aucun pôle ou aucun zéro qui coïncide soit
avec a, soit avec b, soit avec ; nous pouvons donc faire immédiatement cette hypothèse sur la fonction ^(w).
Dès lors, si a est un zéro ou un pôle de celte fonction, a-i-b — a sera un zéro ou un pôle, distinct de a, du même ordre de multiplicité ; la fonction 4> ( w) aura un nombre pair de zéros et de pôles ; elle sera d'ordre pair 2/1, et l'on pourra représenter /i de ses pôles parai, ao, . . ., a;,, les autres pôles étant a-hb — a,, a -(-6 — as, ..., a-{- b — a«; de même, on représentera n de ses zéros par ^i, ^2, ..., P„, les autres étant a -\- b — ^,,«4-^ — ^21 • - -i ci -^ b — '^n- Si maintenant l'on considère la fonction doublement périodique
^,.(^) ^ [?(^O-cp0i)][?(^O-?rpi)l...[?(a)-?(^„)]
on reconnaît qu'elle admet les mêmes zéros et les mêmes pôles que la fonction ^{u) au même degré de multiplicité; elle lui est donc identique à un facteur constant près, et la proposition est démontrée.
Notons, en passant, cette façon très remarquable de représenter une fonction doublement périodique telle que <I>u^), de manière à mettre en évidence ses pôles et ses zéros. Le cas où ^(w) et
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f{u) sont des fonctions paires est parliculièrement digne d'attention.
Les formules (LXXXVIl4_6), (LXXXIX4_6), (CX4_o), ainsi que les formules analogues que Ton peut établir pour les fonctions i, et dont l'une a été obtenue au n** 337, peuvent être regardées comme des exemples.
435. Soit9(e^) une fonction doublement périodique du second ordre. Toute fonction doublement périodique ^{u), ayant les mêmes périodes queo{u)y s'exprime rationnellement au moyen de ^{u) et de sa dérivée ?'(w). Soient, en effet, a, b les deux pôles de 7(2/), les deux fonctions doublement périodiques
/(u) = <P(u)-h^(a-hb-'U), fi(u)= '- ^^^
jouissent évidemment des propriétés qu'expriment les équations
ce sont donc des fonctions rationnelles de (p(tt); on a d'ailleurs
et la proposition est démontrée.
En particulier, si l'on prend pour 'f («) une fonction paire, on voit que toute fonction doublement périodique paire ^(w), ayant mêmes périodes que ç(w), s'exprime rationnellement au moyen de 'f(w) seulement.
436. D'après la dernière des propositions que nous venons d'établir, toute fonction doublement périodique aux périodes 2w,, 2(03 est une fonction rationnelle de jdw, p' u.
Il importe d'observer que cette dernière conséquence résulte très simplement de la formule de décomposition en éléments simples. Soit, en effet, /(w) la fonction doublement périodique considérée, dont nous désignerons pour un moment les pôles distincts par <2|, l'ordre du pôle ai étant a/. Si, dans la formule
/{ « ) = C -<- 2 [A"' ;(" - ai) -h A'/' ;'(« - a/) + . .+ Aii;L, Si»--" (« - a/;J,
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on remplace t(u — aA et ses dérivées par Çw — tui-j-- — ^>
et les dérivées de cette quantité, qui sont des fonctions rationnelles de pu et de p'w, puisque toutes les dérivées de pw sont des fonctions entières de pu et de p' u^ on voit de suite quey(w) s^exprime aussi rationnellement au moyen des mêmes quantités; en effet, après la substitution, le coefficient de "C^u est 2A('\ qui est nul. La proposition annoncée est établie.
Il résulte de ce raisonnement et des expressions des dérivées de pu au moyen des puissances Ae pu que, si la fonction doublement périodique n'admet dans le parallélogramme des périodes que le pôle zéro, lequel est nécessairement multiple, elle est une fonction entière de pw et de p' u. On reconnaîtra sans peine que si ce pôle unique est d'ordre n, ainsi que la fonction doublement périodique /(w), celle-ci se mettra sous la forme A + Bp'w, A étant
un polynôme en pu dont le degré sera égal à - quand n est pair,
plus petit que — quand n est impair, et B un polynôme en pu
dont le degré sera égal à quand n est impair, plus petit que
— ; — quand n est pair.
437. Dans le cas général, en procédant comme on Ta expliqué, y(w) se met sous la forme
A -4- Bp'M
A, B, D étant des polynômes en pu. On parvient à cette même forme par un procédé un peu différent qui va nous fournir sur les polynômes A, B, D quelques renseignements utiles.
Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas où la fonctiony(M) n'a point de pôle ou de zéro qui soit nul; s'il en est autrement, le lecteur verra sans peine les petites modifications qu'il convient d'apporter à l'analyse suivante.
En supposant que la fonction /(m) soit d'ordre /i, on peut la mettre sous la forme (n** 391)
a'(M -- h\)(S{u — 6j). . .a'(w — bn)
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OÙ C désigne une constante. On ne suppose pas que les nombres ^/i, a^^ ..., an soient distincts, non plus que les nombres &i, 62, ..., bn\ mais les premiers nombres sont nécessairement tous différents des seconds. On a alors, en tenant compte de Tégalité (VII,),
en posant
D = (pM — pa,)(pa — pa,). ..(pM— pa«),
F (m) est une fonction doublement périodique d'ordre 2/1, n'admettant dans le parallélogramme des périodes que le pôle o; cette fonction F(w) est donc de la forme A-[-Bp'w, où A et B sont des polynômes en pu^ dont le premier est de degré n et le second au plus de degré n — 2.
438. Observons que le produit F( w) F( — //), toujours à cause de l'égalité (VII,), est égal à
oiiy remplace pu\ on aura donc
A«- Bîp'î w = A*- B«(4j^î- ^,j^ - ^,)
^ T CCI . . . ^ c*/| /
Il résulte de là que le polynôme A^ — B^(4j^^ — g2y — 5^3) est divisible par D et que le quotient, qui n'est autre chose, à un facteur constant près, que {y — pf^\){y — P^2)--*0' — P^//)» est premier à D.
Les fonctions y =zpu el z =/(?/) ^:= *^ , à cause de la
relation p'=* u = ^y^ — g^y — gzi sont liées par la relation
ou
D^- — 2A-3 H pr = = O.
T. Cl M. — m. 6
D'après ce que l'on vient de dire, cette relation est entière; elle est du second degré en 5, du /i**°* degré en y\ enfin, le premier membre n'est pas divisible par un polynôme qui contienne y seulement. Cette conclusion subsisterait dans le cas où la fonction y(w) admettrait quelque pôle ou quelque zéro qui serait nul.
On observera encore que le premier membre de cette équation ne peut être décomposé en un produit de deux polynômes entiers en y^ z^ sauf dans le cas où B serait identiquement nul, c'està-dire où z serait une fonction paire. En effet, il n'est pas divisible par un polynôme contenant y seulement; il n'est pas divisible par un polynôme du second degré en ^, sans quoi le quotient serait un polynôme en y seulement; il reste à supposer l'existence d'un diviseur du premier degré en z\ dans ce cas, les deux racines de l'équation en z seraient rationnelles en y, ce qui n'est possible que si 6^(4^^' — g^y — 5^3) est un carré parfait; or cela n'a lieu que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas où B est nul, le premier membre de l'équation considérée n'est pas le produit de deux polynômes entiers en ^ et 5; il en résulte en particulier que le discriminant de cette équation, considérée comme une équation en y, n'est pas identiquement nul et que cette équation a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particulières de z^ en nombre limité.
439. Dans leur belle Théorie des fonctions elliptiques, Briot et Bouquet sont allés plus loin dans la voie ouverte par Liouville et ont établi quelques nouveaux théorèmes parmi lesquels le suivant, qui est fondamental.
Entre deux fonctions doublement périodiques, admettant les deux périodes 2w,, 210^, il existe une relation algébrique.
En effet, si l'on pose
y = p{u I (ui, a>s), y = p'{u\ (D,, 0)3)
et si l'on désigne par ^ et ^ les deux fonctions de u considérées, on pourra les mettre sous la forme
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en désignant par A, B, D, *l,, Db, CE) des polynômes en y. En élîminant^ Qiy entre ces relations et la relation
OQ obtiendra une relation
qui devra être vérifiée quel que soit u,
440. Inversement, si Ton considère un système de valeurs en j, t qui vérifient cette équation, il existera un système de valeurs y^y ({MX vérifieront les trois équations (a), (P)-, d^ailleurs, à un système de valeurs j^,^ qui vérifient Téquation (P), correspond, dans le parallélogramme des périodes, une valeur de u qui fait acquérir à pu^ p' u les valeurs j^, y\ par suite, tout système de valeurs de z, t qui satisfont à Téquation (y) peut être considéré comme un système de valeurs des fonctions z^ t qui correspondent à une même valeur de u.
R(5, t) est un polynôme en ^, t. Il peut être divisible par un polynôme en z, dont les racines correspondent aux valeurs de 2/, qui annulent simultanément *l> -f- ilî>j/^ et 00; il peut de même être divisible par un polynôme en /. Supposons, d'une façon générale, que Ton ait
©(5) et ^{t) désignant respectivement des polynômes qui contiennent, l'un la variable z seulement, l'autre seulement la variable t, et 0'<(^, t)^ (?a(^> 0> • • •> désignant des polynômes irréductibles contenant les deux variables z^ t; en disant que ces polynômes sont irréductibles, nous entendons que l'un quelconque d'entre eux n'est pas le produit de deux polynômes.
Quand on regarde dans l'identité précédente z et t comme les fonctions données de u^ le premier membre est identiquement nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun est une fonction analytique de u\ l'un de ces facteurs est donc identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analytiques dont aucune n'est identiquement nulle n'est pas lui-même identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant à la
règle de la multiplication de deux séries entières. Or il est clair que les fonctions '^(>3), '}(/), regardées comme fonctions de w, ne peuvent pas être identiquement nulles puisque, dans le parallélogramme des périodes, elles ne s^annulent que pour un nombre fini de valeurs de u ; c'est donc un des polynômes Ç 4 (5, t)^ (/a (^, /),... , qui s^annule identiquement quand on y regarde z qI t comme les fonctions données de u\ nous le désignerons par ^(5, /).
Nous allons montrer que tous les polynômes Çi (5,^), (1*2(5, ^), ..., considérés comme des fonctions de z^ /, sont identiques à Ç(-2, t). Considérons, en effet, un système de valeurs ^q, t^ qui annuleut, par exemple, le polynôme ffi(3, t)] R(-Soî ^0) est nul; donc, d'après ce que Ton a dit au début, il existe une valeur u^ de u qui fait acquérir les valeurs Zqj Ùq aux fonctions 2, t\ puisque la fonction (J{z^ t) s'annule identiquement quand on y regarde 5 et ^ comme les fonctions données de u, il faut que ^J{zof Iq) soit nul ; ainsi, toutes les solutions de l'équation Çi (z, t) = o vérifient l'équation 5(5, t) = o. Puisque les deux polynômes (j*<(5, t), Ç{Zfi) sont irréductibles, il faut qu'ils soient identiques à un facteur constant près. Le même raisonnement s'appliquant aux polynômes Ç2('3, ^), . . . , il est clair que l'on pourra poser
où V est un nombre entier, et l'équation Ç(-2, t) = o jouit des propriétés suivantes que nous rappelons : elle est irréductible; elle est vérifiée pour tout système de valeurs des fonctions 5, t qui correspondent à une même valeur de u] si l'on considère un système de valeurs Sq, Cq qui la vérifient, il existe une valeur //©de 1/ qui fait acquérir les valeurs Zqj Iq aux fonctions z^ t,
441. Désignons par w, n les ordres respectifs des fonctions doublement périodiques z^ t.
L'équation Ç(5, /) = o, considérée soit comme une équation en 3, soit comme une équation en i, n'a de racines égales que pour un nombre fini de valeurs de /, ou un nombre fini de valeurs de z, puisqu'elle est irréductible. Considérons-la, par exemple, comme une équation en i, en donnant à z une valeur Z|, pour laquelle l'équation Ç(>3<, /) = o n'ait pas déracines égales et qui, en outre, soit distincte des valeurs que prend la fonction :; quand on y rem-
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dz place u par l'une des valeurs qui annulent -j^' Il j^ aura alors, dans
le parallélogramme des périodes, m valeurs distinctes de m qui feront acquérir à -3 la valeur z^ ; désignons-les par W|, «2, . . ., Um^, et désignons par t^^ t^^ ^'-i tm les valeurs correspondantes de /; ces dernières valeurs vérifieront l'équation Ç(si, ^) = o; aucune autre valeur de t ne vérifiera cette équation dont aucune racine n'est double et dont, par conséquent, le degré en t sera exactement égal au nombre des quantités ^i, /2; • • m ^m 9^^ seront distinctes. En particulier, si toutes ces quantités sont égales, t sera une fonction rationnelle de z. Un raisonnement analogue s'applique au degré en z du polynôme Ç(>5, t).
dz 442. Supposons, en particulier, que t soit la dérivée z' = -^
de la fonction z : on voit tout d'abord quily a une relation algébrique entre une fonction doublement périodique et sa dérivée. Cette dernière proposition, que l'on connaissait avant le théorème général, est due à M. Méray.
Il est aisé de voir que cette relation
est, en z\ de degré m égal à l'ordre de la fonction z. Nous montrerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acquérir à 2 la même valeur, elles feront acquérir à z! des valeurs différentes. Cela résulte, ainsi que l'a fait remarquer M. Weierstrass, de ce que les égalités
az dz dz* dz dz dz* dz
déterminent sans ambiguïté les dérivées successives x^', z!'\ ... en
dC
fonction de z, z\ pourvu toutefois que la dérivée partielle -p; ne
soit pas nulle. Si donc deux valeurs r/|, u-x faisaient acquérir une même valeur à la fonction z d'une part, à la fonction z^ de l'autre,
elles feraient acquérir la même valeur à 5", à 5'", En désignant
pour un instant par/(w) la fonction 5, on voit que les deux développements de Taylor des deux fonctions de A,/(M«-h A) et y (1/2+ A), seraient identiques; par suite, puisqu'il s'agit de fonc-
lions analytiques, ces deux, fonctions seraient égales pour toute valeur de A, et, en remplaçant h par u — «/<, on aurait donc, pour toute valeur de u^ f{ii-\-U2 — W|) =/(u), ce qui exige que Wj — W| soit une période; en d'autres termes, que les points w<, U2 soient congruents, contrairement à l'hypothèse.
L'équation Ç{Zj z') = o est donc de la forme
Zj ;;''«-+- Z, x;''"-» -t- ...-+- Z,„ = o,
où Zo, Z|, . . ,,Zm sont des polynômes en z; le premier est une constante, puisque, pour toute valeur finie de 5, la fonction ^ (don t les pôles ne sont pas distincts de ceux de z) a une valeur finie ; de
plus, Zm-i est identiquement nul; en effet -~^ est, au signe près,
la somme des inverses des valeurs de z' qui correspondent à une valeur donnée de :;. Désignons par ;/,, U2. ..., tim les valeurs de // qui correspondent à la valeur Z] m,, W21 • . , w^ pourront être regardés comme des fonctions de ^, et la règle de dérivation relative aux fonctions inverses montre que l'on a
Z,;,_i dui duf du
Z/M dz dz dz
puisque la somme Mj -f- ^2-!-. . . -H Um est constante, on voit que le polynôme 7jm-i doit être identiquement nul (').
443. Le théorème du n** 439 admet la réciproque suivante (-) :
Si les deux fondions doublement périodiques F(w), ^(w), admettant respectivement les périodes awi, 2(03, aw^, aw,, sont liées par une relation algébrique, les quatre périodes se réduisent à deux, c'est-à-dire qu'elles sont des fonctions linéaires à coefficients entiers de deux périodes.
Soit, en effet,
(8) R[F(w), cI>(a)] = o
la relation algébrique entre F(w) et 4>(w); on en conclut, en po-
(') Briot et Bouquet, Fonctions doublement périodiques, 1" édit., p. 90. (2) Voyez Jordan, Cours d'Analyse à l'École Polytechnique, 2' édit., t. II, p. 344.
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sant 3 = a[x(i), + 270)3-1- a/icoi, où [jl, v, n sont des entiers, que Ton a
comme on le voit immédiatement en changeant d'abord, dans (a), u en w -f- 2nw,, ce qui n'altère pas F(//), puis dans 4>(i/4-2/i(04) seulement, m en m H- 2[jlw,+ î^vwg, ce qui n'altère pas ^(w).
D'ailleurs, on a vu (') que, si les trois nombres 2W|, 2(0',, 20)3 ne sont pas des fonctions linéaires à coefficients entiers de deux nombres, on peut choisir les entiers [jl, v, n de façon à rendre 8 aussi petit qu'on le veut, en valeur absolue. Il en résulte, puisque R[F(m), ^(ii-h 8)] est développable en série entière suivant les puissances de S, que cette quantité, regardée comme fonction de 8, est identiquement nulle ; si l'on pose w + 0 = w', l'égalité
sera vérifiée, quels que soient u et w', et, par conséquent, quels que soient F(tt) et<I>(a'); tous les coefficients du polynôme en F, ^ qui figure au premier membre seraient nuls.
444. Revenons au cas général et reprenons les notations du n° 439; si les deux polynômes B et iH» étaient identiquement nuls, z et t seraient des fonctions rationnelles de y et l'on formerait sans peine l'équation entre z et i, en éliminant j^. Supposons que le polynôme B ne soit pas identiquement nul, on pourra procéder comme il suit :
De la première équation (a), on iirey et, en portant dans l'équation (P), on trouve, comme on l'a vu au n^ 438,
cette équation est entière en z et y^ du second degré en 5, du ^ième degré en y et elle est irréductible. Des deux équations (a) on tire, en éliminant j^',
, , , cUbB — A'ift>-+-'\il)D>5 <"'^ '= ^B ^
le second membre est une fonction rationnelle en y. Si, entre les équations (s) et (y^) on élimine y, on formera une équation
de degré m en t\ les m racines de cette équation, quand qn donne à z une valeur particulière, sont les m valeurs que prend la fraclion, rationnelle en y^ qui forme le second membre de l'équation (r,), lorsqu'ony remplace j^ par les m racines de l'équation (Ç) envisagée comme une équation en y.
Ceci posé, supposons que l'équation (en C) Q(5, /) = o n'admette de racines multiples que pour des valeurs particulières de 5, et soit Uq une valeur de u qui fasse acquérir à la fonction z une valeur 5o distincte de ces valeurs particulières; soient i^y y^ les valeurs des fonctions /, y pour a = u^. L'équation Q(5o, /) = o admet la racine simple 1 = 1^] d'après la théorie de l'élimination, les deux équations en y, (Ç) et (tj), dans lesquelles on remplace z et t par i^o et ^0, n'admettent donc qu'une racine commune, et cette racine commune est nécessairement yo» cette racine commune unique s'obtient par des opérations rationnelles; ainsi y^ s'exprime rationnellement en ^o? ^o > ^^ raisonnement s'appliquant à toutes les valeurs de u, sauf un nombre fini de valeurs exceptionnelles dans le parsUélogramme des périodes, on voit que y=zpu est une fonction w^ationnelle de ^ et de ^ ; il en est de même de
d'ailleurs toute fonction doublement périodique s'exprime rationnellement au moyen de y, y'; donc ( * ) •*
Si z et t sont deux fonctions doublement périodiques, aux périodes atoi, 2(03, si z étant d'ordre m, les m valeurs de t qui correspondent à une valeur donnée de z sont en général distinctes, toute Jonction doublement périodique, aux périodes 2W|, 2(1)3, s'exprime rationnellement au moyen de z et t.
(*) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un théorème de M. Weierslrass relatif aux fonctions a r fois périodiques de r variables {Cretle, t. 89; Œuvres, t. Il, p. iSa).
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445. Ce théorème s'applique en particulier au cas où t est la dérivée de z (n° 442). Ainsi, toute fonction doublement périodique est une fonction rationnelle d'une fonction doublement périodique arbitraire, admettant les mêmes périodes, et de sa dérivée. Cette dernière proposition, qui est une généralisation du théorème de Liouville du n° 433, est due à Briot et Bouquet.
Si F(m) est une fonction doublement périodique à périodes aco,, 2CO3, il en sera de même de la fonction ¥{u-\- v) regardée comme une fonction de u\ la fonction F(w + (^) est donc une fonction rationnelle de F(z/), F'(w); il est à peu près évident que les coefficients de cette équation sont des fonctions rationnelles de F(t?), F'(^), dont les coefficients ne dépendent ni de u ni de v. Au reste, il ne subsistera aucun doute dans Tesprit du lecteur s'il remarque que F(m-|-^) peut s'exprimer rationnellement au moyen de p(w -I- i'), p'(m H- v) par exemple; que, en vertu des formules d'addition (VII3), ces quantités s'expriment rationnellement au moyen de pu, pVj p' u^ pV, et qu'enfin pu, p' u s'expriment rationnellement en fonction de F(m), F'(m); tandis que pv^ p'v s'expriment rationnellement en fonction de F(ç'), F'(('), d'après le théorème précédent. Ainsi ¥{u-{'v) s^exprime rationnellement au moyen de F{m), F(('), P(w), F'(ç^).
En prenant la dérivée de cette fonction rationnelle par rapport à u et en tenant compte de ce que la fonction doublement périodique F''(w) s'exprime elle-même rationnellement au moyen de F(tt), F'(tt), on déduit du théorème précédent que la fonction F'(a -f- s?) est elle aussi une fonction rationnelle de F (m), F'(w), F(('), F'(('). Il en est de même des dérivées de tous les ordres de la fonction ¥{u -\- v). Les mêmes résultats s'appliquent d'ailleurs à la fonction F(m-+- v'-j-c), où c désigne une constante quelconque, puisque ¥[u-{-v-\-c) est une fonction rationnelle de ¥{u-\- v) et de F'(w -+- i^).
446. Si x=^¥{u) est du second ordre, sa dérivée ¥'{u) est égale (n** 433) à la racine carrée d'un polynôme /(a:) du troisième ou du quatrième degré; si l'on pose en OMlve y =^¥ {v)^ z = ¥ (^w)^ on en conclut que, si u, v, w sont liées par la relation
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OÙ c est une constante quelconque, z et y// (^) s'expriment rationnellement en fonction de x, )Jf{x)^ y, ^f{y)' C'est encore un cas particulier du célèbre théorème d'Abel (*); il se réduit, pour w = o, à une proposition due à Euler, sur laquelle nous reviendrons au Chapitre IX, proposition qui a été le point de départ des principaux travaux des Géomètres qui ont fondé la théorie des fonctions elliptiques.
447. Revenons au cas général où F(m) est d'ordre quelconque. Comme F'(w), F'(ç^) sont liés à F(m), F(i^) par des relations
algébriques
O'lF(a), F'(a)] = o, g[F(P), F'(P)] = o,
on conclut, du théorème démontré au n** 445, qu'il y a une relation algébrique
entre ¥{u + v)^ F(w), F(p), dont les coefficients ne dépendent pas de u et de v.
Quand une fonction F(w) jouit de cette propriété, on dit qu'elle a un théorème algébrique d'addition. Toute fonction doublement périodique F{u) a donc un théorème algébrique d'addition.
Quand une fonction F(m) jouit de la propriété que F(w -+- ^) est une fonction rationnelle de F(«), F(ç'), F'(;/)-, F'(ç'), on dit qu'elle admet un théorème algébrique d'addition uniçoque. Toute fonction doublement périodique F(w) admet donc un théorème algébrique d'addition univoque,
448. Il convient de rapprocher des théorèmes que nous venons d'établir d'autres théorèmes qui peuvent être regardés comme leurs réciproques. La démonstration de ces théorèmes repose sur des propositions de la théorie des fonctions que nous avons voulu éviter. Ce sont eux qui servent de point de départ à l'exposition magistrale de la théorie des fonctions elliptiques que M. Weierstrass a donnée dans ses Cours à l'Université de Berlin (-).
La fonction analytique la plus générale, ayant un théorème
(') Œuvres, t. I, p. i45 (nouvelle édition i88i). (') ScHWARZ, Formules, elc, n" 1, 2.
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d^additioD univoque, ne peut être qu'une fonction analytique univoque se comportant aux environs de tout point fini comme une fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une région finie quelconque du plan, qu'un nombre fini' de pôles; elle ne peut prendre, dans cette région finie quelconque du plan, qu'un nombre fini de fois une valeur déterminée arbitrairement fixée. On en conclut qu'elle ne peut élre qu'une fonction rationnelle, ou une série entière, ou le quotient de deux séries entières. On démontre d'ailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est nécessairement périodique; mais les fonctions univoques périodiques ne peuvent être, comme nous l'avons montré (n® 83), que simplement ou doublement périodiques.
Les fonctions doublement périodiques ont toutes un théorème algébrique univoque d'addition. Relativement aux fonctions simplement périodiques ayant un théorème algébrique univoque d'addition, on démontre qu'elles sont des fonctions rationnelles de
M ICI
e^ , où 0) est une constante ; d'ailleurs, les fonctions rationnelles de u ont évidemment un théorème algébrique univoque d'addition. Ainsi, les fonctions analytiques de w, ayant un théorème algébrique univoque d'addition, sont les fonctions rationnelles de m,
uizi
les fonctions rationnelles de e " et les fonctions doublement périodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles Aq pu et de p' u construites au moyen de périodes convenablement choisies. Plus généralement, on démontre que toute fonction analytique qui admet un théorème algébrique d'addition, dans le sens qui a été expliqué plus haut, est une fonction algébrique de Uj ou une
llTZi
fonction algébrique de e " , ou encore une fonction algébrique de la fonction pu construite au moyen de périodes convenables ato,,
I. — Théorèmes d'addition pour la fonction pu
449. Nous avons rencontré, à plusieurs reprises, les formules relatives à V addition de Targument dans les fonctions doublement périodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus spécialement de cette question.
Rappelons d'abord les formules (VII3) établies à nouveau au n** 396, et d'où l'on déduit immédiatement les relations
(CIIIO
(CIII
t(u-^a)~- t{u — Cl) — 'i.tu — — — »
pu — pa
î(a-i-a) — t{u — a) — 'ita— :
I \ / ^ P'^^ — P''f^(pf' — P^) p{u-\-a)-hp(u — a) — ipu= ^ — i li — ^_£l_i,
X , V — p' up' a
p(u-^a) — p(u — a) = , — - — - — -; ^^ ^ ^^ ^ {pu-pa)^'
pu — pa pUi _ I p' u—p'a
(CIII
[p{u^a) — pu]
^ pu 'ip u x pu—pa
r/ X tP<ï — pu p" a
La quantité
/ V / V ipu{pu—pay-^p"^u — p" uipu — pa) i)(a4-a) + p(m — a) = — — — ^-—^ — ^-^ — :
est symétrique par rapport à 2/ et a, et c'est une fonction paire
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de il et de a; le second membre doit pouvoir se mettre sous une forme qui mette ces propriétés en évidence; en exprimant tout en fonction entière de pu, développant et réduisant, on trouve, pour le numérateur du second membre,
on a donc
Celte équation, avec la seconde des équations (CIII2), conduit immédiatement au résultat suivant :
(GIIU) p(«±a) = ^P"^P°>^''P"P"-^-^')-'^' + P'"^'". '^ '^ 2(pu — pa)*
Le lecteur établira sans peine, au moyen de ces formules, les relations ( ' )
(CIU)
(5) p(a±:a)-f- pu-4-pa = 7 ( ^- — ^^ ),
ipupa-^^\ -^ gi(pu-hpa)
{pu — pay
puis la relation
(pupa-hY) -+-a/r8(P"-Hpa)
{pu-^pa)(2pupa~-^gi) — gz^zp up'a qui, pour u=^ a, donne
(GIII7) p{iu) r-- : 14-
Ainsi pu est une fonction rationnelle de p f - j > donc aussi de
p(— j où m est un entier positif quelconque; c'est là un cas particulier d'un théorème que nous établirons dans le paragraphe
(') Koir ScHWARZ, Formules et propositions pour V emploi des fonctions elliptiques, traduction de M. Padé; article 12. — C'est à cette édition française que nous renverrons dorénavant.
suivant. En faisant u =^ a dans la formule (CIII5), on a immédiatement cette seconde expression de p(2M),
Si l'on pose, pour abréger
x = p{U'\-a), y = pu^ z = - '- '- — ,
*^ '^ 1 p u — pa
on peut écrire les relations (CIII3), (CIII5), (VII3),
(a: — pa)(j^ — pa) = - p'a — zp'a,
Mé
x-\-y^z^-pa, (x-jr^r-. ^^j ;
en éliminant ;r et j^ entre ces trois relations, on a
(-T-) =5^ — 65'pa-f- 4^p'« -Hgp'ûf — tip'a.
Nous savionsdéjà, parle théorème de Liouvîlle(n®433), que toute fonctions doublement périodique du second ordre de la variable u
vérifie une équation différentielle de la forme (-r^) =^J{z)t oii
f{z) esl un polynôme du troisième ou du quatrième degré en z; nous connaissons maintenant la forme particulière de ce polynôme pour la fonction :; = - — ; cette forme nous sera
* 'JL pu — pa
utile plus loin.
Considérons la fonction de u
I pu p u i pa p'a 1 pb p'b
OÙ a et 6 sont des constantes. Il est clair que J{u) est une fonction doublement périodique du troisième degré et que o est un pôle triple, sauf dans le cas où le coefficient de p' u s'annule, c'est-à-dire sauf dans le cas où l'on a
a^=b (inodd. 2toi, 2(1)3);
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excluons ce cas pour le moment; la somme des zéros dans le parallélogramme des périodes doit être congrue à la somme des pôles, c'est-à-dire à o ; puisque a et b sont des zéros distincts, il faut que le troisième zéro soit — a — 6; on en conclut l'égalité
importante
r p{a-hb) — p'(a-H^)
(CIIIs) i pa p'a
i pb p'ù
OU, si l'on veut, le théorème équivalent : la congruence
entraîne l'égalité
I pa p'a I pb p'b I pc p'c
(modd. 2(01, 2(1)3)
Cette égalité subsiste évidemment si l'on a 6^ c; elle n'a plus de sens si l'on suppose 6 ^ — c, puisqu'il faudrait alors qu'on eût a ^ o, en vertu de la congruence supposée.
452. Observons encore que, d'après le n** 391, on peut écrire, en conservant k f{u) la signification du précédent numéro,
^( it — a) ^(u — b)i^(u-\-a-^b)
pourvu qu'on n'ait pas a^± b; on déterminera la constante C en égalant les coefficients de — dans les deux membres développés suivant les puissances ascendantes de //, savoir :
— a(p6 — pa) = — a
CCa -+- 6)a'(a — b)
pour le premier, et
C^a^b ^(a -hô)
pour le second; on en conclut la valeur de C et la relation
I pu pu I pa p'a I pb p'b
•i(^(a — b)^(u — a)if(u-'b)^(u
a^aS^bS^u
Il esl bien aisé de vérifier que celle identilé subsiste dans le cas, que noire démonslralion exclul, où a sérail congru à 6, modulis 2(i)i, 9.(1)3. Si, dans cette identilé, on suppose a = o),, b = (O3, en se rappelant que Ton a (VII<)
pa)3 — pwi= -ji — 3- »
il vient
^ 3'tOi O'tOj a'U)3 S*'!/
Cesl de celte égalité qu'on a déduil, au n** 98, Téquation différentielle à laquelle satisfait la fonction pu.
io3. Si l'on a
a -I- ^ -i- c ^= o (modd. 2 0)1, 20)3),
le déterminant
Il pa p' a \
il pc p'c \
est nul; si donc on exclut le cas où l'on aurait pa = pb = pc, il existe deux nombres (*) )^, [a, tels que l'on ait
Ip'a — Xp«~ ti, p'b ^-Ipb — ii, p'c = y.pc -H jjL.
D'ailleurs les couples de quantités p'a, pa] p'b^ pb] pCy pc, mis respectivement à la place de X', X dans l'égalité
vérifient celte égalité. Les quantités pa, pb, pc vérifient ainsi l'équation
si donc, comme nous le supposerons dans la suite, deux de ces quantités ne sont pas égales, on aura identiquement
4X3-X«X»-(^,+ 2Xii)X-(^3-HHi«)--=4(X-pa)(X-p6)(X-pc), (') Foi/* Halphen, Théorie des Fonctions elliptiques, t. I, p. 3o.
c'est-à-dire
Ip a -h p 6 -h p c = -J X*, pbpc-hpcpa-hpapb = — J (^î-+- aXjx), papbpc=:l(gi-h jx*).
En remplaçant clans ces égalités A et [Ji par leurs valeurs tirées des équations (a) qui donnent
(CIII.) X = PlllPJL = P'^^-P'^ = p-a-p^b ^
pb—pc pc—pa pa — pb
__ pbp'c — pcp'b _ pcp'a — pap'c __ pap'b — pbp'a ^ pb — pc ~" pc — pa '~' pa — pb
on obtient une série d^identités qui toutes seront des conséquences
de la congruence
a -I- 6 -+- c z^ o (modd. 20)1, 2W3),
et parmi lesquelles figurent en première ligne celles-ci
*- *- ^ ^\pb — pc/ .\\pc—pa/ ^\pa — pb)
qui équivalent évidemment à l'égalité (CIII5), dans laquelle on a pris les signes supérieurs.
On a supposé que deux des quantités pa^ pb^ pc n'étaient pas égales. En tenant com|)te de la continuité, on voit de suite que si Ton suppose deux de ces quantités, mais non trois, égales, celles de ces égalités où ne figure pas un dénominateur nul devront subsister.
Si Ton élimine X et [Ji entre les trois équations (P), on parvient à l'égalité
(GIII.o) [{pbpc^pcpa^papb^^^
\ ={ipapbpc— ^3)(pa-+-p
b-^pc),
qui est encore une conséquence de la congruence
a -H 6 -H c E= o (modd. 2b)i, 2u>3),
et même des diverses congruences
T. et M. - III. 7
gS CALCUL INTÉGRAL.
puisque les deux membres ne changei>t pas quand on y change b ou c en — b ou — c.
454. Nous nous contenterons de citer les relations suivantes, que le lecteur établira sans peine en se reportant au type le plus général d'une fonction doublement périodique donné au n® 391 et aux formules (CIIIio), (VII|), relations qui ont lieu quels que soient a, 6, c,
— Ipbpc-hpcpa-i-papb-^ ^j _ Qr(a-i-6-hc)q'(a-4-6 — c)3*(a — 64-c)3'(— a-4-6-f-c)
^ ^ (pb — pc)^ [pa ^ p{b -hc)][pa — p(6 — c)] - -{pc—pay[pb — p{c H-a)][p6 — p(c— a)] ^:_(pa-p6)5[pc— p(a-+-6)][pc— p(a— 6)].
Signalons aussi l'égalité
p'a -p'b , p'c- p'd ^ p'(a-hb)'-'p'(c-hff)
(CIII
pa — pb
pc p-b
pd p'd
pa — pc pb — pd p{a-hc) — p(b-j-d)
qui a lieu quels que soient a, b, c, d. Elle se déduit immédiatement de l'identité que Ton obtient en remplaçant chaque fraction par la différence des fonctions ^ à laquelle elle est égale, d'après la première des formules (VII3).
455. Nous allons (') maintenant établir le théorème général dont les égalités (GIII4), (GlIIg) sont des cas particuliers. Si l'on pose
I pUo p'iio ... p^n-l)u^ i pui p'ui ..
yo(Wo> Wi, . . . , lin) —
l pUn p Un
pf«-l)a,
►<«-ïJw«
et si l'on regarde cette fonction comme une fonction de «o» elle
(•) Voir KiEPERT, Journal de CrellCj t. 76, p. 21.
n^admetlra dans le parallélogramme des périodes qu^un seul pôle, le point o, et ce pôle sera d'ordre /? + i ; ce sera donc une fonction doublement périodique, d'ordre /i -H i, si toutefois, comme nous le supposerons d'abord, le coefficient de p^^-^^Wo) que l'on peut représenter par ( — ^Yf\{u\i w,, . . ., Un)i n'est pas nul : ^i(W|, 1/2, . . ., Un) est un déterminant de môme nature que /q. Ce déterminant /©> regardé comme une fonction de a^, a un pôle unique dans le parallélogramme des périodes : ce pôle est congru
à zéro; le coefficient de —f[^y dans le développement suivant les»
puissances ascendantes de e^o? est
(— i)«/i!/i(m,, Wj. ..., M„);
«I, W2> • ••?''« sont n zéros incongrus de/o? le (/i+i)'^"*' zéro est donc — (wi + W2 + ...-f- iin)j en supposant que cette quantité ne soit pas nulle : par suite (n** 391), on peut écrire
Co ne dépendant pas de Uq\ on trouve la valeur de Uq en égalant les coefficients de — ;j^ dans les développemenls des deux membres, suivant les puissances ascendantes de Uq'^ on obtient ainsi :
en traitant le déterminant /< de la même façon que y„, en continuant toujours de la même façon et en observant que Ton a
I p(Urt_i) I P(W/i)
on obtient une suite d'égalités qui, multipliées membre à membre, donnent
(CIIlu) /o = (-i)''i!2!...Ai! ,
où le produit est étendu à tous les systèmes de nombres (a, p) formés par chacune des combinaisons des nombres o, 1,2,. ., n
pris deux à deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours supérieur au second. A la vérilc, cette démonstration suppose qu^aucune des sommes Wi-H Wa -f-.«.4- Un^ W2+ W3-1-...+ Un, ..., Un-\-\- Unt lin n'est congrue à zéro modulis 20)1, aw,; mais la considération de la continuité montre que la formule doit subsister, pourvu qu'aucun des nombres Uq^ Ut, U2, • • ., Un ne soit congru à zéro.
II. — Multiplication pour la fonction p u
456. La formule précédente peut se transformer en supposant que quelques-unes des quantités «©, «i, . . ., //« tendent vers une même limite; nous supposerons par exemple qu'on y fasse
I/o — M, W| = M -t- /*, ..., Un=u-hnh
et que h tende vers zéro.
Observons d'abord que si l'on considère un déterminant dans lequel les éléments d'une colonne sont «o? ^o • • •> «/u on peut remplacer ces éléments par les différences
ao,
ai— ao,
Oj — '?.ai-\- aQj
an an-i~. ■ ««-» — ...+ (— i)«ao,
pourvu qu'on fasse la même chose sur les autres colonnes; si l'on effectue cette transformation sur le déterminant /o et si l'on remarque que l'expression
<f {u -r- nh) ^[u -+-{n — i)h]
fl{Tt Or / x.l y ,v
H ^^ cp[u -i- (/l -- 2)/lJ -4-. .. -î-(— I)'«çp( W),
développée suivant les puissances entières de A, fournit comme premier terme h"o^"^(u), on voit de suite que le premier terme du développement, suivant les puissances de A, de
fo{u, Il -¥• h, u -t- 2/1, . . . , Il -{- nh)y
IOI-'
sera le produit de h^ par le déterminaDt
pu p u
pin) u p(«+l) u
»(Jrt-l)
D'un autre côté, le second membre de l'égalité (ClIIia), si l'on ne tient pas compte du facteur numérique qui est en avant, se réduit à
cT'*-»-» u «s*»-^» ( M -4- A) o''«-»-i ( a -h 2 A) . . . 0''»+» {u -h nh) ' et si l'on remarque que la limite, pour h = o, de
3"«(A)a'«-i(2A)...3'(/iA) <^"(h) (^«-«(^A) <3'(n/0
est évidemment égale à i! 2! . . • n !, on voit que, en égalant dans les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h,
on obtient l'expression de--LL__^LJ. après avoir changé n en n — I , nous écrirons le résultat sous la forme suivante : Posant
(GIV,) ^n{u) =
<f(nii) o"»'(m)'
on a
p'tt .
. . pC/»-i)a
. . pi«' M
Ci.iv,) ^«("^-^,1.^,...^^ ,^ij.
Cette formule mérite de nous arrêter quelques instants
D'après sa définition, et les propriétés élémentaires de la fonction <^, le premier membre est une fonction doublement périodique, d'ordre n^ — i, admettant o comme pôle multiple de cet ordre; elle est donc, suivant que n est impair ou pair (n** 436), de l'une ou de l'autre des deux formes A, Bp'w, en posant
A = ao J^«v*+«v 4- a,7»v«+îv-i ^ . . . _t- ajv«H-ïv
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•/•••^ est mis à la place de pu^ei ao^at^ .,.^ ^2v«+2v» ^o? ^i? •••i ^av'-a» ! '••' sont des coefficients numériques que Ton peut déterminer en développant les expressions précédentes suivant les puissances ascen- ;* dantes de u et en identifiant avec les développements analogues
pour -\-, — : et pour —^ — ^., « Un trouve ainsi aisément
Aq = fiy Ai=o; Bo = f Bi = o.
Dans tous les cas, ^l{u) est un polynôme en y dont le premier terme est n^y"*~* .
458. Proposons-nous de former autrement les polynômes Aet B. Les zéros de Wfi{u) sont simples et s'obtiennent en donnant à chacun des nombres p et gr, dans la formule
_ 2/> 0)1 -f- 51^103 __ u — — ap^qy
n valeurs entières quelconques telles que la différence de deux d^cntrc elles ne soit pas divisible par n, et en excluant toutefois la combinaison pour laquelle les deux nombres p^ q seraient tous deux divisibles par n. Si Ton pose, comme au n" 372,
&\on,«(a)= e
le produit
no
OÙ /?, q prennent les systèmes de valeurs qu'on vient de dire, admet les mêmes zéros et les mêmes pôles : c'est une fonction doublement périodique, comme il résulte très aisément des formules (XII2), et, comme dans ce produit le coefficient de ^,_^ est
( — i)"'"* = ( — i)""*, tandis que dans ^*«(w) il est égal à /i, il est clair qu'on a, dans tous les cas,
(_i)«-iiir^(a) = ,tj^('>.^,^,
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en écrivanly comme nous le ferons dans la suite, Xp^q à la place de ^^p,4i{u)>
Si n est de la forme 2v -t- i, on pourra prendre pour /?, q les valeurs — v, — v 4- ' , • • . , — i j o, i , . . . , v — i , v, en excluant la combinaison ^ = o, q = o. On est amené à grouper dans le produit les facteurs tels que dans Tun les indices soient les mêmes que dans l'autre, changés de signe, de manière à pouvoir utiliser la formule (VIIi). Ce produit s'obtiendra, d'une part, en groupant les termes pour lesquels/? est nul, ce qui donne
d'autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesquels /> ait des valeurs égales et de signes contraires, ce qui donne
et eu donnant ensuite les valeurs i, 2, . . . , v à />. En résumé, la fonction V2v+<(w) est représentée par la fonction entière en pu
de degré v-t-[v(av 4- i)] = que voici
(CIV,) W,v+i(") = (2v-4-i) J^ (pa — pao,^) J^ J^ (pw — P^m)-
Quand n est pair, on peut, en posant n = 2v, donner à/;, q les valeurs — v -h i , . . . , — i , o, -h i , . . . , v — i , v, en excluant toujours la combinaison (o,o). On groupera exactement de la même façon les facteurs pour lesquels aucun indice n'est égal à v, et ce
groupement fournira v — i -f- (v — 0 (^''' — 0 ^=^ ^^ ('■' — 0 ^^^" leurs du premier degré en pu. Il restera à effectuer le produit
Mais on a
et, par suite (XI3),
d'ailleurs, on a encore
et Ton voit finalement que, lorsque n est égal à 2v, on a
(CIV4) Wn{u)=p'u,B,
OÙ B est la fonction entière en pw de degré [2v(v — 0]^- 2v — a
Al»— 4 . .
ou que VOICI
B = 4vPJ [pw — p(ais-^rtp,o)] PJ [pw-p(wi-Hao,?)] fj fj (pw — P«/»,ç)p=i 7 = 1 ;>=1 7 = -(v-i)
On reconnaît aussi aisément que Ton a toujours, quen soit pair ou impair,
en supposant que/?, q parcourent séparément un système de /i valeurs entières, telles que la différence de deux quelconques d'entre elles ne soit pas divisible par n, en excluant la combinaison où les deux valeurs de/?, q seraient divisibles par n,
459. L'expression (CIV2) de ^*„(//) n'est pas commode pour obtenir explicitement les fonctions entières A et B de pw. Mais il est aisé de trouver une relation récurrente qui permette de calculer de proche en proche ces expressions.
Si, dans l'équation (VII2), on remplace respectivement a, 6,' c, u par OLU, ^u, yw, 8«, où a, p, y, 3 sont des nombres entiers, puis que l'on divise par une puissance de du dont l'exposant soit
(P-+- ï)'-^-(P - ï)*-+-(a-+- S)^-^ (31- 0)' = *2(a*4- ?»-H Y«-h 8»), il vient
^^p^Y^'p_Y^Vô^a-6+ ^Va^V^'^^-^S'^'M-^ Va+p^Vp^V5'ï'Y-ô= o\
de cette formule, on peut en déduire plusieurs autres propres au calcul de nos polynômes. Si, pour un entier négatif ou nul quel-
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conque /?, on pose encore
(j( nu)
il vient, pour p = m, y = n, a = i , 3 = o,
puisque, comme on le vérifie aisément, on a
en prenant m = /i + i , on a donc
de même, en changeant m en n + i et n en n — i , on trouve
Ces diverses formules permettent de calculer les polynômes ^« quand Tindice est supérieur à 4» au moyen des polynômes d'indices inférieurs ; W^ est égal à — p' u, W^ et W^ se calculeront directement au moyen de la formule (CIV2), en tenant compte des expressions (XCVII) des cinq premières dérivées de pu en fonction des puissances de pu.
On trouvera, dans le Traité des Fonctions elliptiques d'Halphen, des procédés intéressants qui permettent d'abréger beaucoup ces calculs.
460. Il est maintenant bien aisé d'obtenir p{nu) au moyen de la fonction Wn{u). En effet, la relation
, V 3'[(n-t-i)w]a'[(n — i)a] p ( nu) — p u = !^^ — !^-^ —
donne immédiatement
et l'on a, par conséquent, p{nu) en fonction rationnelle de pu pour tout entier positif n.
III. — Théorèmes d'addition pour les fonctions (, sn, en, dn.
461. Nous avons donné aux n"* 405-406 les formules d'addition pour les fonctions Ç, sn, en, dn. Le procédé suivant, où tout ce qui est essentiel appartient (•) à Abel, permet d'obtenir, pour ces fonctions, le théorème d'addition sous une forme très générale, d'où le lecteur tirera sans aucune difficulté les formules que nous venons de rappeler.
Soit j^ = Ç(//) l'une quelconque des fonctions ioa(w)j iao('^)» ipa('')) et soit z =^^. 11 est clair que l'expression
où z' est mis à la place de *-,- et où F(x;), /{z) désignent des polynômes entiers en 5, des degrés respectifs n et n — 2, est une fonction doublement périodique à périodes 2Ci>i, 2CO3, qui n'admet qu'un pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir, le pôle de la fonction Ç que désigne^; ce sera soit o, soit Wa; ce pôle est d'ordre 2/1; c'est aussi l'ordre de la fonction doublement périodique. La somme des affixes des pôles (confondus) de ^{z) est, dans tous les cas, congrue à o, modutis 20)1, 2 CO3; il en est de même, par conséquent, de la somme des affixes des zéros. Si donc on détermine les 2/1 coefficients des polynômes F{z) et f{z) de façon que ^{z) s'annule pour les valeurs W|, Wa, ..., "2/1-1 ^^' tribuées à u, ou, si l'on veut, pour les valeurs ^1, ^2) • • •> ^211-1 attribuées à z, cetle même fonction s'annulera pour la valeur
Wjrt = — Wi — Mj — . . . — Uin-l
OU pour la valeur correspondante Z2u attribuée à z. Les valeurs des coefficients de F{z) et de /{z) s'obtiennent aisément sous forme de déterminants.
(') Voyez : Abel, Œuvres, 1* édit., t. I, p. 532. -- Briosciii, Comptes rendus de V Académie des ScienceSj t. LIX, p. 999. — Cayley, Journal de Crelle, t. 41, p. 57. — GiJNTnEB, Journal d^ Crelle, t. lOU, p. 2i3.
Ceci posé, la fonction
est un polynôme en z de degré 2n. En effet, z'^ est un polynôme en z du troisième degré, comme ii résulte du théorème établi au n® 433, et comme on le vérifie sans peine au moyen des formules qui donnent les dérivées des fonctions Ç : ce polynôme du troisième degré est évidemment divisible par z. Par suite, si Ton désigne par «0 et an le premier et le dernier coefficient de F(5), le premier et le dernier coefficient du polynôme ^(s) seront respectivement al et a^.
Mais les valeurs de z qui annulent ^''(3) sont Zt, Z2, .. ., ^2^ et l'on a
^'{z) = al{z — Zi)(z ^ Zi). . .{z — Zin),
d'où Ton tire une série d'identités en égalant les coefficients des diverses puissances de z; en particulier, si l'on suppose 5 =r o, on aura
et, par suite, en extrayant la racine carrée
«0riJ^8---ri«-l
y^i y^t •••» J^2/i-« étant mis à la place de ç(wi)) $("2)) •••» 5(w2/i-.i); on a ainsi exprimé le premier membre en fonction rationnelle des quantités 5(wi), $(^2), ..., 5(w2«_i), S'(w«), ..., 5'(w2/i-«)> comme il résulte évidemment de la forme de a„, a^ et de ce que l'on a ^ = 2i(«)Ç'(?^) = 2^'^'.
462. Il est d'ailleurs aisé de mettre en évidence dans an le facteur y^y^' • -^^2/1-1 et de déterminer le signe qu'il convient de prendre devant le second membre. Tout d'abord, on voit que, en faisant abstraction des signes, \{u\-\- U2-\-'* *-\- U'2n-\) se présente sous
la forme du quotient r- de deux déterminants A, B de Tordre
2/1 — i; les lignes de rang r de ces déterminants s'obtiennent en
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remplaçant u par Ur dans et dans
^«n-2, ^««-s ..., I, y^'^-^y, y-*y, ..., yy.
Quant au signe, il se dé termine aisément [en supposantj/'= Soa(w)], si l'on imagine que les quantités 2/4,2/3, . . . , 1/3/1-1 soient infiniment petites du premier ordre; le terme principal de
Çoa ( "I -^ Wî -+- . . . H- Uin-l)
est alors «1 -h Mj-i-. . .+ M2/i-« î 'es éléments, réduits à leurs parties principales des lignes de rang r dans A et dans B, se réduisent à
Les suites
•2/1— -I, 2/1 — 3, ..., I, in — 4> 2/1 — 6, ..., o, 2/1 — 2, 2/1 — 4> •••> o> ^'i — 3, 2/1 — 5, ..., I
présentent respectivement
i-f-2H-3-+-...-t-/i — 2 et i-+-2-f-3-^...-i-/i — 1
inversions, si l'on convient de dire que deux termes présentent une inversion lorsque le premier de ces termes, en commençant par la gauche, est plus petit que le second ; on en conclura facilement que le premier déterminant est égal au second multiplié par ( — i)""* (w, + U2-\-' ..H- W2«-i); on a donc en général
îoa( Ml H- a, -t- ... H- utn-i) = (— i)'*-* g •
463. On reconnaît de suite que le rapport -jc> quand on remplace yr ^^y'r P^^ ^\yn "^yrt ^^ reproduit multiplié par X; d'après cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si l'on ajoute tOflt à chacune des quantités W|, Wo, ..., U2n-\^ l'égalité prend la forme
$ao(wi-+- "2-^. . .-f- Mtrt-i) = (— i)«-i g ,
en supposant que, dans A et dans B, yr, y^ représentent SaoC^r), ixo(^r) • si l'on ajoute au contraire (o^à chacun des arguments ^/|, «2, •-•? W2/i-i> on trouve de même
5yp(Mi-+-a,-f-...-hMtn-|)= -g;
cette fois, dans les déterminants A et B, yr et y^ représentent Enfin, on a de même
sn(Mi-+-M,-t-...-+- Mj„-|) =(— i)«-t g,
dn(a,-h W2-f-...-4- Mîrt-i) = g ,
où, dans A et 6,^^61: j/-^ représentent respectivement snw^, sn'wr, cnur^ en! Ur, dnur, dn' Uf
Comme on peut supposer que Uin-î est nul, les formules précédentes sont générales.
CHAPITRE V
I. — Développement de log2r(p), de ses dérivées et des fonctions
doublement périodiques ordinaires.
464. On a vu rimporlance des développements des fondions 3(i^) en séries Irigonométriques, séries qui procèdent suivant les sinus ou les cosinus des multiples de çiz et qui mettent en évidence les propriétés essentielles de ces fonctions. Les développements en séries trigonométriques que nous donnerons dans ce Chapitre ont également une grande importance, surtout dans les applications de la théorie des fonctions elliptiques ; mais ils présentent, pour la plupart, un caractère très différent de celui des séries relatives aux fonctions â(t^) : ces développements, en effet, ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de l'argument.
Nous nous occuperons d'abord de quelques-unes de ces séries qui se déduisent immédiatement des formules relatives aux fonctions S(^) : elles concernent les logarithmes de ces fonctions et leurs dérivées logarithmiques.
465. Commençons par rappeler la définition de la fonction élémentaire logsimrt^.
Les diverses déterminations de cette fonction sont régulières pour tous les points v qui n'annulent pas sinirr, c'est-à-dire pour les points dont l'affixe n'est pas un nombre entier. Les points pour lesquels la fonction n'est pas régulière étant tous rangés sur l'axe des quantités réelles, il est clair qu'on peut définir la fonction logsinTTi^ comme fonction holomorphe de i^, soit dans la partie supérieure du plan, soit dans la partie inférieure.
Envisageons en particulier la détermination principale de la fonction logsinTut^, c'est-à-dire celle pour laquelle le coefiîcienl de £ est compris entre — tz cl -\~ tz] elle sera définie dans toute région du plan de la variable p ne contenant aucun point ç pour lequel sinTic^ soit négatif ou nul ; or si l'on pose ç z= a-\-bi, où « et b sont des nombres réels, on aura
sinTTP = sinira chrô -h icosiza sïnzb;
pour que sinict^ soit réel il faut donc que a soit un multiple impair de 5 ou que b soit nul; pour que sinizt^ soit négatif ou nul il faut, dans le premier cas, que a soit un nombre pair diminué de ^, dans le second cas, il faut que le plus petit entier inférieur à a soit impair. Donc, la détermination principale de logsinirç' sera définie dans toute région du plan de la variable v limitée par les parallèles menées à Taxe des quantités purement imaginaires par les points dont les affixes sont de la forme 2n — ^, où n est un entier quelconque, et par les segments de Taxe des quantités réelles joignant chacun des points dont Taffixe est un nombre entier impair quelconque, au point dont Taffixe est le nombre pair qui est plus grand que lui d'une unité. Les parall(>les à l'axe des quantités purement imaginaires sont perpendiculaires à ces segments, en leurs milieux.
Ceci posé, nous définirons de la manière suivante une fonction de V que nous désignerons par Is(t^), qui sera holomorphe tant dans la partie supérieure du plan que dans sa partie inférieure, mais pour laquelle Taxe des quantités réelles jouera le rôle de coupure, sauf toutefois entre les points o et i , de sorte qu'en deux points de même affixe, appartenant l'un au bord supérieur, l'autre au bord inférieur de la coupure, les valeurs de Is(i') seront différentes.
Dans celle des régions précédemment définies où se trouve le point ^, \s{v) sera, par définition, identique à la fonction holomorphe de ç», représentée par la détermination principale du logarithme de s'iwîzç] les valeurs de ls((^), lorsque l'on est sur les limites (a) de cette région non situées sur l'axe des quantités réelles, seront fixées par continuité, en approchant de ces limites depuis l'intérieur de la région; dans la partie d'une région contiguc située soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quantités
réelles, nous prendrons ensuite pour la fonction Is(i') celle des déterminalions de la fonction log sinc^, holomorphe dans la partie de région envisagée, dont la valeur tend, quand on s'approche des limites (X), vers les valeurs de Is (v) déjà définies sur Çk)] la fonction ls{v) est ainsi définie dans une région contiguëà la première et sur les limites de cette région : on procède ainsi de proche en proche.
On peut encore définir la fonction Is (i^) par la formule
, , . /'"'îrcosTUP ,
Is(t^) = / — : du,
en supposantque le chemin d'intégrationne traverse pas la coupure. Le Tableau suivant, où n désigne un nombre entier, où r est supposé mis sous la forme a -h b i^ a et b étant réels, et où les logarithmes sont toujours supposés avoir leur détermination principale, donne la définition précise de la fonction ls(p) à laquelle on parvient ainsi.
II. Partie inférieure du plan, ô < o
<«< ? ls((') = logsiniup -+- 2/ii:r,
Is ( p ) = log ch t: 6 -h ( 2 /i — 1 ) - «*.
Bord inférieur de la coupure, 6 = 0.
2n < a < 2/1 -i- i, Is(t') = logsin::a-T- imzij 2/1 -f- 1 < a < 2/1 -h 2, ls(^') = log I siuTra | -h (2n H- i) izi.
Les valeurs de Is(i^), tirées de I et de II, coïncident le long de l'axe réel sur le segment qui va du point o au point i , et, en effet, ce segment ne fait pas partie de la coupure qui comprend seulement les deux parties de Taxe des quantités réelles allant de o à — 00 et de I à -I- 00.
On observera que Ton a toujours
ls(pH-2/i) = ls(p)=p2/nr«,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que l'on est dans la région supérieure ou inférieure du plan.
Posons maintenant
on aura, en désignant par A le nombre ^ç^Çq qui ne dépend pas de v^
d'où, en prenant les dérivées et faisant v = o,
2r\(o|':) = A7u/(o), et, par suite,
puis, pour une détermination convenable des logarithmes,
log2ri(t;|':) = log i &',(o !-:)-{- log sinTUP -h log ^^.
Choisissons arbitrairement une détermination de log- 5\ (^K) î
prenons pour logsimrp' la fonction holomorphe \s(ç) définie plus haut; observons enfin que, si l'on pose 'z = t-hil', en désignant par /, t' des nombres réels, la fonction /(t^), dont les zéros sont les mêmes que ceux de la fonction 3| (ç^), à l'exception des zéros de cette dernière fonction situés sur Taxe des quantités réelles, ne s'annule pas entre les deux parallèles à cet axe, menées à une T. et M. — III. 8
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distance de cet axe égale à t\ en sorte que les diverses déterminations de la fonction loer •^; { peuvent êlre définies comme des
fonctions holomorphes de v entre ces deux parallèles; choisissons celle des déterminations qui s'annule pour v = o. Dès lors la fonction log3|(ç'|T) sera définie pour tous les points situés entre les deux parallèles, excepté les points pour lesquels p est un nombre entier, sauf à regarder comme distincts les points de même affîxe qui sont situés sur des bords différents des deux coupures, allant sur Taxe réel de i à -f-oo et de o à — oo; à l'intérieur de la région limitée par les parallèles et les deux coupures, elle est holomorphe.
467. Occupons-nous d'abord du développement de la fonction log/((^). En posant (^ = a -|- pT, où a et p désignent des nombres réels, on aura
OÙ h désigne la valeur absolue de ^; on aura donc
si p est en valeur absolue plus petit que i, les quantités précédentes seront toutes deux plus petites que i ; donc, puisque la fonction
où le premier membre désigne la détermination principale de log(i — x), est une fonction holomorphe de x tant qu'on a I j: I < I , les fonctions de p
rz=o6
log(i — qtnc^îvni) — — X^ _ qînrg±irv'Ki^
log(i — iq^^ cosat^TT -+- ^*«) = — ^ - 7""' C0S2 rt'Tr
seront holomorphes tant que l'on aura | p | <^ i . La série
fl r= «8
/^ log(i — ay*'* cos'iVTw -{- y*'*),
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. Il5
en supposant qu'elle soit convergente, est évidemment une des déterminations de log/(^); la convergence de cette série et le fait que sa somme est une fonction holomorphe de v^ tant que l'on a |P|<i, seront établies à la fois (n° 37) si Ton prouve que la série double
X _ ^««rcosîrPTT (n, r = I, 2, 3, . . .)
est absolument et uniformément convergente tant que |^| est moindre qu'un nombre plus petit que i. Or on a
a C0S2rP7r = e^'**'^'-*- e-»''»''^' = g^f^ gîran/ _|_ q-tr^ g-îran/
et, par suite,
I 2 cos2rp7u I < h^f? -+- h-*''?;
dès lors il suffît de prouver la convergence des séries à termes positifs
qui est évidente lorsque l'on a | p|<^i, puisque la somme de la première série, par exemple, est égale au logarithme de l'inverse du produit infini
TT(, — AK/i+p)).
Nous pouvons donc, en supposant | ^ | <^ i, définir log/((^), log "y comme des fonctions holomorphes de r parles égalités
log f(v) = — > - ûrî«r COS 2rt'7: = — > — i
r=to
° /(o) Jm^ ri^^ — q^'^)
et celte détermination de log Y( est bien celle qui s'annule pou
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468. Il suffit de remplacer log "^ par le développemeDt précédent, dans l'expression de logSTi (r) définie plus haut, pour avoir le développement de cette fonction en série trigonométrique.
il est clair que le procédé employé pour développer logS^i (i^) en série trigonométrique s'applique aussi bien aux trois autres fonctions ^{v)] nous réunissons ci-dessous les formules ^insi obtenues, qui peuvent être utiles dans diverses circonstances :
logSr, (p) = log - Sr;(o)-t- logsinTCP-i-^ ^ ^ (2 sin rr,v)
(CV
log2rj(i;) = log2r,(o) -+- log cosirp-f-^ 1(1^— g^n (^ sinrirp)»,
loga,(p) := loga,(o) + 2 r\i-X) (a.sinrrO»,
Si Ton suppose ç' mis sous la forme r = a + ^t, où a et p désignent des nombres réels, les deux premiers développements s»nt valables sous la condition | ^ | <; 1 , les deux derniers sous la condition I p I <; ^. On doit prendre pour log sin-r la fonction Is(ç'), pour logcosTwi^ la fonction \s{v -\- ^).
469. Ces formules fournissent immédiatement les développements des logarithmes des quotients des fonctions 2r et, par conséquent, des logarithmes des fonctions sn, en, dn et de leurs quotients; on a, par exemple,
log sn {'îKç) = 2log2rs(o) -h log sïmzv — N^ -- — - — ^7- (2 sinr-np)»,
r=<xt
<CV3) / logcn(2Kç^)=-'ogcos7rv-2 ^| , ^ (!L iw-^M ^^ ^'"^"^^^*'
lofîdn(2Kp) = — 7 : ^ — — [2 sin(2/' — O-ïrcl'
SOUS la condition | P | <C |«
On déduit aussi, par difTérentiation des formules obtenues pour les fonctions 2r(r), les développements
(CV4
— - — — smirTzv^
= — irtangrp-i-4ir ^ (— i)** —^ — ^ sinarirr
= 4"^(~l)^ |_!ylr-^'"^^"^^
qui peuvent être différentiés à leur tour.
En se reportant aux formules (LXXVI2), (LXXIXi), on déduit de la dernière formule (CV^) la relation
(CV
rizx
Z(a:) — -rr > — - — r- sin — =7
pourvu que le coefficient de i dans — jt soit inférieur en valeur ab-
solue à ~.
470. Les formules (XXXIIIs.e), en prenant les logarithmes des deux membres, fournissent les développements
log 3* a = log — ^ -+- -^ T- log siQ h > — —-^^ T-T ( a sin
logC'lM =
CVI
' -logcos h > -^^ ^-— (asm ) ;
mt\i
log ^tU= -^ r- > —7 l , ( 2 Sin )
logO'sM = -^^ h > — --^ r-T ( 2 Sin
IlS CALCUL INTÉGRAL.
On a aussi
îr
^ riiu TT t:u 2 7: v^ a*'^ rira
Ça = -^^ 1 cot 1 > — ^ — — sin
coj 20)1 20)1 (Oi .^d 1 — g^*" co|
rrrw
îi a = -^ tang • 1 > ^^ ^-4— sin
toi 2u>i ° 20)1 a>i .^d 1 — q^f toi
(GVIO
( — lYg^'' . /"ira
^ T| a 27: wi (— i)''ûr'' . r7:a KlU = - \ > ^; — ^ Sin ,
„ TJiW 27: V' ^'' '""^w Î3" = 1 > ■ ,^ sm
(1)1 0)1.^^1 — ûrS'^ (Ui
et, par suite.
'Il / "ïï \ f . 'î^'* 27:* V' ^"7' /"î^" p M = — h ( ) coséc' r > - — ^— -- cos
, X ■'il / i: \' . , 7:a 27:* ^ (— i)Tû'«
(GVI5)
- cos >
Tji 27:* "^ ( — lYrqf
rg I — <
TU COS
d'où Ton déduit aisément^ par dilTérentiatioD, des formules analogues pour les dérivées d'ordres quelconques de pw, p{u -+- cog). Si Ton suppose u mis sous la forme w = 2 a a>i -f- 2 ^0)3 , où a et ^ désignent les nombres réels, toutes ces formules sont valables sous la condition 1 P | <! i- Celles qui concernent logc^w, logeai u et leurs dérivées sont même valables sous la condition | ^ | < 1 •
On déduit immédiatement des développements obtenus pour les fonctions logrfw, logera?/, ceux qui concernent les douze fonctions logÇ(w); ces développements sont analogues à ceux que nous avons écrits pour les fonctions log sn ç, log en ç^ log dn r.
471. Les fonctions 2^ m, Z(^) peuvent servir d'éléments simples dans la décomposition des fonctions doublement périodiques de
première espèce à périodes atO|, 20)3 ou 2K, aïK'; les développements précédents (GV5), (CVI2) fourniront donc, pour toute fonction doublement périodique de première espèce, un développement en série trigonométrique. Le lecteur pourra appliquer cette méthode aux carrés des fonctions 5oa(w), 5ao(w), 5^y(w), ou encore aux carrés des fonctions sn, en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels ; nous nous contenterons de citer la formule
Kx
(CV.) -1, A-. K. sn. î^ = 2 r^ '•»' '-•
qui est une conséquence immédiate de la formule (CII4), (n®406).
472. Chacune des séries qui figurent dans les formules (CV^.s) et (CVI2) peut être mise aisément sous la forme d'une série à double entrée; ainsi, l'on peut mettre l'expression (GV5)de Z(:r) sous la forme
Z(Kjr)= ^\g^^*s-i) sin rizx = -^\ qr(is-i) [gnuci^ e^-^i],
OÙ r et 5 prennent toutes les valeurs entières positives.
Dans chacune des séries à double entrée ainsi obtenue on peut effectuer la sommation d'abord par rapport à r; on obtient ainsi de nouveaux développements en série pour chacune des fonctions envisagées; ainsi
Z(K.)=iJ2 9
sirnra?
1 — 2 ^r»*-! COS TZX -+■ g* (**-iJ
Ce développement s'obtiendrait de suite en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de la formule (XXXIIg); en se plaçant à ce point de vue, on voit qu'il est convergent quel que soit X. Il en est de même des développements analogues que le lecteur trouvera dans le Tableau des formules placé à la fin de l'Ouvrage [(CV4_5) et (CVI2)].
de seconde espèce.
Considérons (*) Texpression
où les fondions p sont celles qui sont définies par les formules (XXXII), de sorte que Ton a
2 (- q)m^x^nt ^ (_ ^)m«^2i
ÇlÇ^i^y — o^^y-^ ) JJ (i — q^'^x^y^ ) J^ (i — q^nx-ty-i)
In) (n)
V doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, n toutes les valeurs entières et positives.
Cette fonction F(y, ^, j) est définie pour toutes les valeurs de ^, y qui ne sont pas nulles et qui n'annulent pas p^ (x), p4 (y). Les valeurs de ^, j' qui annulent p4(^), P4(^) sont comprises
dans la formule rhy""^»; si l'on pose \q\=:h, on voit qu'elles sont représentées par des points diamétralement opposés, situés sur des cercles ayant l'origine pour centre et ayant des rayons égaux
à A""^» ; sur chacun de ces cercles il existe un couple de ces points et un seul. Si l'on considère la fonction F{q^ œ^y) comme une
fonction de x seul, par exemple, tous les points x =: ± q^'^'^ seront des pôles simples de cette fonction, comme il résulte évidemment de la seconde forme sous laquelle elle a été mise.
Dans l'espace annulaire compris entre deux cercles consécutifs il n'y a pas de point qui soit un zéro pour o^[x) ou Çk{y) : tel
( ') Voir Kroi^ecKer, Monatsberichte der Berliner Akademie, i88i.
est, par exemple, l'anneau compris entre les deux cercles de
rayons y/A ei-p=- Nous aurons bientôt à nous restreindre au cas
où l'une au moins des deux variables x, y est représentée par un point situé à l'intérieur de cet anneau, c'est-à-dire que nous supposerons que X OMi y vérifient les inégalités
il est clair que ; — r ou i — ■ vérifient alors les mêmes inégalités.
Pour toutes les valeurs de or, y qui vérifient à la fois ces inégalités, la fonction F(5r, x^y^ est finie et déterminée. La fonction p,
s'annule aux points d: y/^, dt -r= situés les deux premiers sur la
limite intérieure de l'anneau, les deux derniers sur la limite extérieure. Autour des points ih \J q comme centres, avec un rayon très petit, décrivons des cercles et supprimons de l'anneau la partie intérieure à ces cercles; aux points des petites régions supprimées correspondent, par la transformation ^'= -> des points
dont l'ensemble constitue deux petites régions, intérieures à l'anneau et voisines des points db -— :; supprimons-les encore et dési-
V y gnons par (A) Tanneau ainsi modifié. On observera que si x est
un point situé dans (A), il en sera de même des points — ar, ±: X"*, et que si x^ y sont assujettis à rester dans (A) ou sur son contour la fonction F(5r, x^y^^ regardée soit comme fonction de x^ soit comme fonction dey, sera holomorphe ; en particulier, il existera un nombre positif N tel que l'on ait
Laissons de côté, pour un moment, les restrictions imposées à x eX.y\ les propriétés suivantes, de la fonction F (y, x^y)^
(a) F(7, ar, y) z=%^ q^nn' x^n' y\nY{^q^txq^ ^^ yq'^'),
(P) F(y, ar-i,^>)=-F(^,:r,^),
OÙ e, e' représentent dz i et où n, /l' désignent des nombres entiers quelconques, résultent aisément des formules (XXXIV7). La pre-
mière de ces deux relalions montre, en particulier, comment l'on peut ramener le calcul de la fonction ¥[q^x^ y) lorsque x ely sont représentés par des points extérieurs à Taire (A), au cas où ils appartiennent à cette aire, pourvu que les points a:, y soient à une distance suffisamment grande des zéros des fonctions p^{;x:)J
Considérons maintenant Tintégrale
dans laquelle x sera regardée comme une constante assujettie seulement à être représentée par un point qui appartienne à l'aire (A); quanta j^ ce sera une constante telle que p\{y) ne soit pas nul. Nous allons montrer que, si Ton prend cette intégrale sur la circonférence d'un cercle ne passant par aucun pôle, ayant son centre au point o, de rayon infiniment petit ou de rayon infiniment grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour un instant, qu'il en soit ainsi.
Entre deux cercles ayant pour centre commun le point o la fonc-
• Y^ ( o ce "^ tion — ±j—Lll, où z est la variable, est univoque ; elle n'admet pas
d'autres singularités que des pôles, en nombre fini, quand on a fixé les deux cercles, à savoir le point z =yy que l'on peut toujours supposer situé entre les deux cercles, et ceux des points z=i± y""*"», où n est un nombre entier, qui sont aussi situés entre les deux cercles. Tous ces points sont des pôles simples de la
fonction — — — ^ — considérée comme une fonction de z. Par suite,
lorsque le rayon d'un des deux cercles croîtra indéfiniment, que l'autre décroîtra indéfiniment, la somme des résidus de la fonc-
lion • J^^ ' — > résidus dont l'un est F(y, x^y)^ tendra vers zéro.
On prévoit ainsi qu'on obtiendra F(y, o:,^) sous forme d'une série. On voit même, puisque l'intégrale est infiniment petite sur le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que la somme des résidus relatifs aux pôles compris entre deux cercles ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon du cercle intérieur décroît indéfiniment ou que le rayon du cercle extérieur grandit indéfiniment.
475. Désignons par R un nombre positif fixe, assujetti seulement à cette seule condition : le cercle décrit du point o comme centre avec R comme rayon a sa circonférence contenue tout entière à l'inlérieur de Taire (A). Considérons le cercle (C) décrit de l'origine comme centre avec le rayon Kh", n étant un nombre entier positif que nous ferons tout à Theure grandir indéfiniment et que nous supposons de suite assez grand pour que le point y soit à l'extérieur du cercle (C). Quand n grandira indéfiniment le cercle (G) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que l'intégrale
prise le long de ce cercle, tend vers zéro quand n croît indéfiniment; si l'on pose en efiet
cette intégrale devient
J^ Rh^e^'^^ — y
où le signe dépend du sens dans lequel on parcourt le chemin d'intégration; d'ailleurs on a, en vertu de l'égalité (a) du n** 473, où l'on remplace e et e' par -f- i , /i par o, n' par — n et y par
et, puisque la valeur absolue de g est A, la valeur absolue de RAny-/igiir« est R; en d'autres termes, le point RA«y' e*'^" appartient à l'aire (A); on a donc
\F(q,Xy R/i«^-«c'i^")| < N,
et par conséquent la valeur absolue de l'intégrale considérée est moindre que
comme — -7^ est plus petit que i, il est évident que cette quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
476. Soit mainlenant G' un cercle de centre o et de rayon égal à p-r^* Considérons la différence des deux intégrales
dont la seconde est nulle puisque la fonction F(q^ x^ z) est impaire et que le contour (CI) est symétrique par rapport au point o.
Si l'on change ^ en -Me contour (C) devra être remplacé par le
contour (C) et, en tenant compte de l'égalité
qui résulte de l'égalité (p) du n^ 473, on voit que le second membre prendra la forme
or cette dernière intégrale appartient au type précédemment étudiéj sauf le changement de x^ y en j?-*, y~*, changement qui n'altère pas les conséquences; cette intégrale tend donc bien vers zéro quand n croît indéflnîment. Il en est de même de l'intégrale proposée quand le cercle C grandit indéfiniment, ainsi qu'on l'avait annoncé.
Il nous reste à évaluer les résidus de la fonction de z
F(q,XyZ)
Le résidu relatif au pôle ^ est F(5r, ^r, j^). Le résidu relatif au
pôle zq^^^ s'obtiendra en remplaçant z par e^r'^'^ïdans l'expression
__ I p'i(Opi(^-).
Mz—y) p*(ar)p;(z)'
le calcul se fait sans peine au moyen des formules (XXXIVe-T), (XXXV4,o)î et l'on trouve, pour le résidu cherché, la valeur
On voit de suite que les deux séries, dont le terme général se déduit de là en remplaçant e par -f- 1 ou par — i, sont absolument convergentes quand on donne à n les valeurs o, i, a, 3, ...,cx>; il n'en est pas de même pour les valeurs négatives de ri] pour avoir une série absolument convergente, il faut réunir dans le terme général les deux résidus relatifs aux valeurs -f- i et — i de s et l'écrire
2 „^l 2 n^\ yt^qln^X ,__ ^î ^-2/1-1 '
SOUS la dernière forme, la convergence absolue de la série dont on
vient d'écrire le terme général, quand on donne à n les valeurs
— I, — 2, — 3, . . . , — 00, est manifeste.
A* . 1 r 2ir'NR A« ^ lit
Aioutons que la forme ■ — . — rrr-- , — rr-.* trouvée plus haut pour
une limite supérieure de la valeur absolue de l'intégrale envisagée, met en évidence (n** 30) ce fait que la série
est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x
telles que l'on ait | x\'^ol^, en désignant par a un nombre fixe plus grand que i ; l'intégrale, en efi'et, n'est autre chose que le reste de la série. Une conséquence toute pareille concerne la série analogue relative aux valeurs négatives de n, pourvu que l'on ait
478. En écrivant que la limite de la somme des résidus de la fonction -^^ — - — -> relatifs à ses différents pôles, est nulle, on trouve, en remplaçant F {g, ^,y) p^^ sa valeur (n° 473),
OÙ chacune des séries est absolument et uniformément conver-
gente sous les conditions qui viennent d'être expliquées. Rien n'empêche donc de dîfférentier terme à terme, si on le désire.
La formule (CVIIs) peut se transformer de diverses ma
mères en ajoutant aux arguments i^, sv les quantités -> - ou >
ce qui revient à multiplier :r ou j' par i^ y/y ou i^q.
Les changement de cette sorte que l'on peut faire subir à i»' ne demandent aucune précaution puisque iv est quelconque. De même quand on ajoute ^ à i^, il est clair que, les conditions
étant identiques, le domaine de convergence de la série n'est pas modifié par ce changement.
Il n'en est plus ainsi quand on change x en x^; pour que l'égalité (CVII3) reste valable après ce changement, il faut que l'on ait
v/S<Uv^|<-L,
c'est-à-dire
Supposant d'abord que x satisfasse à ces conditions, nous
allons remplacer, dans l'égalité (CVII|), x et y par ^sjq^ y ^q\ la modification à apporter au premier membre résulte des formules (XXXIVg.e) et l'on trouve
/t=: «e n = ee
p7(^)p7ÔÔ "^ ^ x^y-lqtn-l ~'^ JL i^ytqin '
La première série est convergente pourvu que l'on ait |^| < -r;
c'est la seconde série dont la convergence implique la condition |a:| >► I ; il est naturel, pour essayer de retrouver une expression analogue à celle de F(y, x^y), d'introduire dans le second membre la série
ûrï'»a7— ï« y— î
In
qui converge pourvu que Ton ait | ^ | >► A; en ajoutant et reIranchant cette quantité, le second membre prend la forme
/!=: «e nz=90 n = «
mais la dernière série se réduit à
Il = «0
2ix-^ X -\- x-^ jp-Sn = = — , _| .
I — or-* a? — a?-*
on a donc finalement
Pi(^)Pi(7) x — x-^ y—y~'^
(CVIIi) I n=«o «=00
Cette égalité est démontrée sous la condition i <C\x\ <Ct; mais
les séries sont convergentes sous la condition A -< | :r | <^ t> et l'égalité subsiste si ces dernières conditions sont vérifiées, puisque les deux membres sont des fonctions analytiques de a:; on peut s'en convaincre encore en changeant x^ y en x^^^y'*^ ce qui change le signe des deux membres, et ce qui ramène la valeur absolue de a: à être comprise entre i et A, si elle était comprise
entre i et t • h
480. Rien n'empêche maintenant dans les deux égalités (CVIIi)
et (GVII3) de changer y en iy-^ys/qy iysj^j puis, dans les résultats, X en ix. Chacune de ces deux égalités en engendre ainsi sept autres; on a, en tout, seize égalités de même forme qui fournissent des développements pour toutes les quantités telles que
Pa(^7) /a = i,2,3,4
P^(^^ VMi.2,3,4
Nous réunissons dans le Tableau (CVII|) ceux qui se rapportent aux indices a = i,2; [3 = i,2; dans le Tableau (CVII2) ceux qui
se rapportent aux indices a = 3, 4; P= ii^; dans le Tableau (CVII3) ceux qui se rapportent aux indices a = i, 2 ; ^ = 3, 4; enfin dans le Tableau (CVII4) ceux qui se rapportent aux indices
Les formules (CVII|_2) supposent /i<;|x|<; t> les formules (CVlIa^*) supposent \fh <; | a: | < — •
481. Si Ton remplace x tiy par e*''^', e^^', les seize développements précédents se transforment en seize développements pour toutes les quantités, telles que
on les trouvera sous les mêmes numéros (CVII|_4) dans le Tableau des formules. Les deux égalités (CVlIi ) et (CVII3), par exemple, établies aux n'** 478 et 479, se transforment en
(GVIIi)
\_ 2r;(o)^i(P-4-cc^) n &i(i'.)3r,(tv)
= cotTit' H- coliTW -h 4 7 Q^^ : 1 >
^id ^ 1 — •2<7*'» COSlItiV -h </*'»
I &',(o)ar,(» + «<) 41: %{v)'3,{w)
(cvn,)
sin 1(2/1 — I) •;
1 — 2 ^*'*— ï COS 2 TT W -+- ^*'*~*
_ ir^ — l — sin f(2/i — \)tzv -t-irtv] — y*«-ï sin [(2/1 — i)irp — iriv]
La condition A < | ^ I -< t équivaut manifestement à la condition
OÙ le symbole S{. placé devant une quantité signifie que l'on doit envisager la partie réelle seulement de cette quantité. De même,
la condition ^h < | j; | < — équivaut à la condition
Si l'on pose r = a 4- ^t, en désignant par a et ^ deux nombres réels, on peut dire aussi que les formules (CVII|_2) ont lieu sous la condition | ^ | <C i et les formules (GVIl3_4) sous la condition
lM<-i-
482. Nous allons maintenant supposer que la variable y vérifie les conditions h<,\y\<ij dans les formules (CVII|,j|), les conditions y/Â < |y I <C — dans les formules (CVIl2,3).
Plaçons-nous, par exemple, dans le cas de la formule (CVII2); en supposant que les valeurs absolues de x^ y soient toutes deux
comprises entre \Jh et -7^» et en désignant par jjl, v des nombres impairs positifs quelconques, on aura
VJ (V,{1) (V) (V,|A
donc
(CV117) '! ^'''
En nous plaçant dans le cas de la formule (CVIIi) du n® 479, on aura de même, en supposant que les valeurs absolues de x^ y
soient toutes deux comprises entre h et j et en désignant par /n, n
des entiers positifs quelconques,
r^^rtt \ ' ^'1 (O) 3^1 (t^ -+- W) . , , V^ ,„^ . /
iCVIIs) 1. ; /j. , — ~- = cotiTP -h cotTcw 4- 4 7 q^'*'"s\n(inT^v^im'Kw
Les quatorze autres formules (CVIIi^^) fournissent des développements analogues en séries trigonométriques à double entrée.
483. Il est aisé (*) de déduire, de chacun de ces seize dévelop-
(•) Voir Halphen, Fondions elliptiques, t. I, p. 438. T. et M. - III.
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pemenls, des séries très rapidement convergenles et convenant, par suite, aux calculs numériques.
Plaçons-nous dans le cas de la formule (CVII7) du n** 482 et
groupons dans la série à double entrée \] q * x^y^^ qui figure
(V.JX)
dans son second membre, tous les termes pour lesquels la différence u — V des deux indices de sommation est égale au même nombre /?05//(/* ou nul, que nous désignerons par 25 puisqu^il est nécessairement pair. L'ensemble de ces termes sera représenté par la série
2^q^ arv^v-4-î. (v = i,3,5, ...);
l'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, pour lesquels [jl — v est un nombre pair quelconque positif ou nul, est donc
c'est-à-dire, en effectuant la sommation par rapport à s,
V) (VI
L'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, dont nous n'avons pas encore tenu compte, est formé par l'ensemble des termes de cette série pour lesquels [jl — v est un nombre négatif; il est identique à Tensemble des termes de cette série pour lesquels v — |jl est un nombre positif pdiir] il est donc représenté par
IV
v^r-* I — q'^jr
ce que Ton peut écrire, en groupant convenablement les termes,
I Sr*, (o)2ri(t'-h wp) _ "^ jV« sinv7r(r -\- w) — q"* sin [vTrty -+- (y — 2)rt>]
— 2, Q^ sinv7t(p -h tv,^
-v« sinv'i:(i' -4- iv) — 7' smffv — •2)tm' -f. vTrcl
I — -jt (/^ cos 'i.T^w -^ q
Findice v prend toutes les valeurs impaires positives.
On a de même, en se plaçant au point de vue de la formule (CVII5) du n" 482,
I 3", (o)3ri(r -4- iv) ^ , . / . .
— ^J_ ' — -fi = cotTit' -r- colircp — 4 7 q^'^ s\i\ 'in -ni V -^ w)
, ^ , sin 2 n 7: ( t' -h w) — 7'" sin \('X n — 9.) -tî f h- 2 n t cv ]
Jmà I — 2 7''* COS2 7:t^ -H ûr^'*
, V' ,.., sin2n7:(p -\- w) — 7*'* sin \(7.n — 'i\t.w -^inr.v] _l_ J > qtn'i i 2 ! L •
I — 27*'* cos 211 IV -\- q^'*
rindice n prend toutes les valeurs entières positives, non nulles. Les expressions des premiers membres des seize formules (CVIIs.g) fournissent des développements analogues. Tous ces développements convergent quels que soient i^ et (r, et convergent très rapidement.
484. Nous avons obtenu, dans les numéros précédents, le développement de chacune des seize fonctions
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SOUS trois formes différentes. Si, dans chacun de ces développements, on donne à Tune des variables p, w des valeurs particulières convenablement choisies, on obtient des expressions très remarquables pour les quotients des fonctions 3, les inverses des fonctions 3, les inverses de leurs carrés, les inverses de leurs produits deux à deux; c'est de ces développements que nous allons dire quelques mots.
Au mojen des développements des quatre fonctions
2ra(i')2ri(iv)
on obtient aisément, en faisant tendre w vers o, les expressions
des dérivées logarithmiques ^ de chacune des fonctions ^{y^
sous la forme déjà obtenue au n** 469 et aussi sous d'autres formes remarquables. Ainsi, en observant que l'on a
lim < ->L~— V — ëT-; : COtTlP — COtlTlV '
tv=o(ir3ri(p) 2r,(iv) \
les formules concernant la fonction ct-t— tst— ^v fournissent les trois développements
- ^l(p) ^ Jid I —
n = 00 n = ao
, v^ . .sinsinTrt' — <7"»sin(2n — 2)t:p ^^ ûfîndu-t)
dont le premier nous est connu, dont le second est une conséquence immédiate du premier, mais dont le troisième est un développement bien différent qui converge beaucoup plus rapidement que le premier. On obtient enfin un quatrième développement pour la même fonction en faisant tendre v vers o dans la
formule (CVIIi) du n° 481 ; en remplaçant ensuite w par v on a
n— ao
- ^\ ' = COlTCt' -+- 4 sinaTTP > r— -^ rri
rt — 1
Il présente cette particularité que la série qui y figure est toujours convergente, pourvu que i^ ne soit pas un zéro de 3^i(^)j et conserve la même valeur quand on y remplace q par ^r"*, tandis que le premier membre n'a aucune signification quand la valeur absolue de q est supérieure à i . Les développements de cette nature figureront dans le Tableau des formules (GV).
485. Les développements de celles des seize fonctions q,, ,e>./ \
où rindice de ^(w) au dénominateur n'est pas égal à i, fournissent chacun, si Ton y fait w = o, trois développements des douze quotients
^aiv)
(X = 1,2, 3,4; îx = 2, 3,4);
on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un quatrième développement en faisant r == o dans les développements
de celles des seize fonctions ^- — et—, où l'indice de 3(^) au dé-
nominateur n'est pas égal à i, et en remplaçant iv par ç. Â.insi les
formules qui se rapportent à la fonction e^ !\r^ , t fournissent les développements
T- o> / X Q> , = 7 — ^ — ; — ; sin(2/i — i)7rp= > q^ %\\
« = l (JA.VJ
7» ^ ^^ 2 h > sinvr
^ I — 2 7^COS2 7lP-+-7*V J^i — q"*
tvJ Iv)
IL
2q * (l-f-QT*'*-») -i — r^^ —i — ; i — 2^*'*-* cos27rt' 4- q^f*-^
Les deux premiers développements supposent | ? | < 5 (n® 481); le dernier est valable quel que soit i-.
On trouvera tous ces développements dans le Tableau des for-
mules (CVIII) : à cause des formules (XXXVI5), (XXXVII, .2), (LXXIg_8), on en déduil immédiatement ceux des fonctions sn, en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels.
486. Pour obtenir les développements de l'inverse de la fonction S, (t^), il suffit de faire
dans les formules qui se rapportent à la fonction
2r,(02ri(iv)'
on a ainsi
I &|(o) I , V^ . sin(in — \)t:v — g^^ sxnimzv — — î ^= j| ^ n^^ - =
i(i^) sinirp Jmd i — iq^^ cosTzv -^ q
= —. 4 y ûT*"'" sin(2/i — m)TiVy
et un troisième développement à convergence très rapide que nous laissons au lecteur le soin d'écrire; on peut d'ailleurs lui substituer un autre plus simple et également très convergent qui a été donné par Jacobi.
Observons d'abord que, dans la dernière formule, on peut se contenter de faire parcourir à l'indice m tous les nombres impairs positifs, puisque le tableau à double entrée des valeurs que prend sin2(/i — m')'Kv^ quand on y remplace /i, m' par tous les entiers positifs, est formé de termes nuls ou égaux et de signes contraires : on a donc
I PrO) I
OÙ n est un entier positif quelconque et [jl un nombre positif impair, de sorte que les exposants de x sont tous des nombres im- , pairs. Groupons tous les termes de la série à double entrée pour lesquels l'exposant de a: est égal au même nombre impair positif v et ceux pour lesquels l'exposant de x est égal au nombre impair
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négatif — v; on aura immëdlatemcnl
= jzr^ -^ 2 ^~ '^^' '''■' (2 ^'''^' ~ 2 ^"^')
r=l IVJ (v)
~ x — x-^ Âd^ \\—x^q^^ i — x-^q^'-J
La série qui figure dans la dernière égalilé, mullipliée par ^ — a:"*, se met sous la forme
en transformant le terme général au moyen de l'identité et en remarquant que la somme de la série
r = ao
V {l — y-iqrir-l)(^i^gir>^
est égale à un, on voit qu'on peut écrire encore
rzr 90
Il résulte de là que la fonction s——: peut être mise sous la forme
- o, , . = -. r- 4 >, ŒvSinVTTP (v = I, 3, D, ...,»),
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en posant
OU encore sous les formes très rapidement convergentes, quel que soit r,
I 3r\(o) l ,. 'v^ (— l)'-»ûr'-^''-^-l>(l-hûrîr)
_ — i 1 z=z " A sin Tc i* ^ - - - - - ■
sinTTi' Jmd 1 — a^"'cos2irrH
En changeant x en ^v^y dans l'une des expressions précédem-
ment obtenues pour - ^ — * on trouve de suite
' 2 pi{x)
OU, en réunissant les fractions qui ont pour dénominateurs
formule qui équivaut à la suivante :
Sr— 1 _i_ /7»r— 1
En changeant r en rH-j, on a immédiatement les formules analogues pour les inverses des fonctions 2^2 (t^') et ^^^(i^). On les trouvera dans le Tableau (CIX).
487. Si, dans les formules qui concernent ^ , -^ ^ ou —ïc-r-r^ et "^ .' ou — ^1 — ; — , on chan<;c iv en — tr, qu on prenne les
dérivées par rapport à p, puis que l'on fasse r = (v, il vient, d'une part,
in, m)
et, d'autre part,
C0S2(/l — 1) TTP — y"*-* COS2/l7:t^
I — î^*»-* cos2 7:i' -i- y*"-»
piv ^.^^ fXV
Q^j-^- — 4^' ^ ^^ * COS(v — 11)tZV = 27:* X,'(fX -4- V) ^ * COS(v — |Jl)7CV <|A.V) (|1,V)
En changeant dans ces formules x en ix, i^ en r + 1, on a immédiatement les formules analogues pour les inverses des fonctions p*2(j?), 2^2 (^) ®^ p3(^)> ^3(^0* ^" '^^ trouvera aussi dans le Tableau (CIX).
488. Ces divers développements, au moyen des formules de passage, en engendrent d'autres relatifs à la fonction réduite Jli)(w) du no 371,
Qu'aux expressions analogues, où les fonctions d sont remplacées par des cofonclions. Comme pour toute fonction de seconde espèce, dont Tun des multiplicateurs esti, la fonction A.(?/) peut servir d'élément simple, on a donc aussi des développements en série trigonomélrique pour toute fonction réduite de seconde espèce.
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Nous n'écrirons que les deux suivants, concernant X{u)^
sm — (nu-^ Uo) — g^" sm
n=z co
t\o(u) = col h col )h > g
20)1 \ 2Wi 2ti)i/ U)i ^^ ^
„ TZ Uq .„
n = i I — 2cr*'*cos ha*"
ti)|
, , - 71 / 7: a T.Uo\ iTz 'V' • • 'î^ / \
X(u)= (col- — -f- col — -] -\ > cr»«'" sin — (/la-f-mMo);
(Dl C
ils sont valables, le premier pourvu que la partie réelle de soit comprise entre la partie réelle de — ? et celle de ?> le
second pourvu que les parties réelles de — . et de — ^. soient cha-
cune comprise entre ces deux mêmes limites.
III. — Développements des quantités ea, T^a
en séries en^.
489. Les développements des fonctions doublement périodiques, de première et de seconde espèce, en séries trigonométriques, engendrent un grand nombre de développements en série pour les constantes que Ton a introduites successivement dans la théorie des fonctions elliptiques; dans ces séries, c'est q =: e""^^ qui est l'élément; c'est pourquoi nous les appellerons séries en q. Nous n'en citerons que quelques-unes.
Les développements (CVI3) àepu et de p{u -\- (o^) fournissent des séries en q pour e,, e^, e^ et r^^. En égalant les termes indépendants de u on a, en effet,
rzrao
r=rl
7t2_ __ ^ Y r— iv ^'^'''
toi o)| ^ ^ ''1 — ^ï'-
Oji 0)] .^ I —
rrrl
Les trois derniùres de ces équations sont idcnli(|i]es aux relations (XVII2), comme il est aisé de s'en assurer. La première donne t,i ; en la retranchant des trois dernières on a
( ex, ) ,, = _ _^ _ î:!^ y (- 0^ — '^- —
_ 7:* 21:* '^ rq''
' ~~ luw} toj ^ I 4-7'"
Si, dans les développements (CVI3), on compare les coefficients des mêmes puissances de w, on obtient une suite de séries en q pour g 2^ gz et divers polvnomes formés au moyen de ^,, <?2î ^3j gi^ gz-
Les développements (CVIIIa) de ^ — > que Ton a donnés
au n° 485, engendrent des séries en q pour AK^. Si, dans ces développements, on fait (' = o après avoir pris les dérivées par rapport à v^ et si Ton tient compte des formules (XXXVI5), (XXXVIIi), (LXXlj), on obtient, en effet, les relations
ïn-l
Les mêmes développements ij .' engendrent aussi des séries
en q pourAK, \^kY\.^ et pour la quantité K elle-même. Si Ton y fait i' = j par exemple, on a
2/1 — 1 în — I
± K = 1 2ri(o) ^ y (-.)-. -2-^ = y -
fjin-l n=l n=l
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Si l'on fait r = - — - dans la dernière des séries citées, qui reste
convergente pour cette valeur de v^ on trouve, après une transformation facile,
rîl-l
T: 'A ^^ ^ 2 ^ I -h </*'» 2 .^rf ^ I —
Si l'on fait enfin (^= -, et si l'on observe que les formules (XXXIVe) fournissent, pour ç'= — 7 > la relation
on trouve
In— 1
^^1. 'c,,,c,, V_rr vf'^-^^ '^^^1
491. Des développements (CVIII) des autres quotients mutuels de Si(i^), ^2(^)9 ^3(^)» ^4(^0 01^ déduit de même, en y faisant r=ro, -,-> , -* 7> de nouvelles séries en g pour K, A'K,
y/^K, ainsi que des séries en q pour A'K, y/^'R.
Ceux des développements obtenus qui concernent K nous fournissent aussi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. En effet, le développement (CV5) de Z(x) fournit, pour Z'(o), l'expression en q^
d'où, en tenant compte de la formule (C1I|), l'expression en q
^-"-tSt^
492. Les développements ((^X) des inverses des fonctions ^2(0), 33(0), 34(0) fournissent des séries en q pour \/k'K, \/k\/k'K, y/A* K. En faisant ç = o dans le développement de ^ ~ par exemple, et en réduisant au moyen des mêmes rela-
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lions (XXXVl) et (XXXVIl) que plus haut, on a
ftr-l
Ce n'est pas le même développement qu'au n** 490.
Les développements (GIX) des inverses des carrés des fonctions 32{v)t 2^s(^)> ^*{^) fournissent aussi, en donnant à ç des valeurs particulières, des séries en q pour les quantités ^K^, /r' R*, kk'K^j et plusieurs de ces séries se présentent sous une forme différente de celles que nous avons obtenues au n° 490 pour les mêmes expressions.
On trouvera tous ces développements au Tableau (CX) à la fin de rOuvrage. Le lecteur les rapprochera naturellement, non seulement les uns des autres, mais aussi des développements en q déjà obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage et, en particulier, de ceux qui sont contenus dans les formules XXXVI et XXXVIl; on obtient ainsi de nombreuses identités.
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CHAPITRE VI
I. — Intégrales rectilignes le long d'un segment joignant deux points congrus, modulis ^lui, 2.0)3,
4-93. Avant d'aborder le problème général de rintégration d'une fonction doublement périodique à périodes 2(i><, 2(03, le long d'un chemin arbitrairement fixé, il convient d'étudier le cas particulier où l'intégrale est rectîligne, où le chemin d'intégration ne passe par aucun pôle de la fonction et où les deux limites d'intégration sont représentées par des points dont les affixes sont congrus suivant le système de modules 2(o,, 20)3. Nous indiquerons qu'une intégrale est rectiligne en mettant un accent à gauche du signe d'intégration (*).
Soient t et ^' la partie réelle et le coefficient de i dans l'expression de T, -: =^ t -\- t'i. On sait (n° 466) que log&i(i') est une fonction holomorphe de c dans la région du plan de la variable i', limitée par les parallèles à l'axe des quantités réelles menées à la distance de cet axe égale à /', région dans laquelle l'axe des quantités réelles joue le rôle de coupure, sauf entre les points o et 1 . 11 en résulte que si Cq représente l'affixe d'un point intérieur à cette région et non situé sur l'axe des quantités réelles, on peut évaluer, sans aucune ambiguïté, la valeur de l'intégrale
de.
(') C'est la notation adoptée par M. Schwarz : Formules., etc., p. 3i.
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On a vu, en effet, que logSr, (r) peut alors être regardé comme la somme de la fonction Is(i^) et d'une série trigonométrique qui, elle, définît une fonction holomorphc à Pintérieur de la région envisagée, reprenant la même valeur pour Vq et pour Cq -f- i ; on en conclut que la valeur de l'intégrale envisagée est égale à Is(t>o-f- i) — ls(i^o)j c'est-à-dire, ainsi qu'il résulte de la définition de la fonction Is, à — Tzi quand le coefficient de i dans Tq est positif, k + Tzi quand ce coefficient est négatif.
494. 11 est aisé d'en déduire la valeur de la même intégrale rectiligne pour une valeur quelconque de ç'o = o^ + P'f? sous la condition que p ne soit pas entier. Observons tout d'abord que le résultat doit être indépendant de a, car si l'on désigne par a un nombre réel, on aura
or les deux intégrales
sont égales, comme on le voit en changeant la variable xi'intégration V en V -{- 1 ; on a donc
Il nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que a ne soit pas un nombre entier, et le résultat sera donc indépendant de cette supposition.
493. Soient m et n les nombres entiers déterminés par les conditions
posons en outre
et considérons l'intégrale
l44 CALCUL INTÉGRAL.
étendue au parallélogramme dont les côtés sont ir^, cf'o+i, Po-hi, Çq, Deux côtés de ce parallélogramme sont parallèles à l'axe des quantités réelles, les deux autres sont parallèles à la direction qui va du point o au point t; en le parcourant dans le sens qu^indique Tordre de succession des sommets, on voit qu'on le décrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n est positif ou négatif; les zéros de la fonction 3^1 ((^) contenus à rintérieur de ce parallélogramme sont d^ailleurs les points
m -h I -H T, m-f- I -h 'i-:, ..., m-4-i-i-/ix
dans le premier cas, les points
m-hi, m -f- I — T, m -H I — at, ..., /n-t-iH-(nH-i)T
dans le second; leur nombre est toujours égalà|n{; chacun d^eux
est un pôle de la fonction ^*^ > dont le résidu est i ; l'intégrale
considérée est donc égale à ±: 2 1 /i | tt/, suivant que l'on a marché dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans tous les cas, égale à 2mzi. Elle peut d'ailleurs être regardée comme la somme algébrique des intégrales
mais la seconde et la quatrième de ces intégrales sont manifestement égales; on a donc
et, par conséquent, comme Wq est dans la région étudiée au n*»493 et que, le coefficient de / dans Wq étant positif, la première intégrale est donc égale à — tt/, on a
(CXVIÏ,)
/ cv / ' «t^ = — (2/iH-l)7:<.
4-96. Il est aisé d'en déduire la valeur de l'intégrale rectiligne
• fo-»-T Cr'
INTÉGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. l45
OÙ maintenant il est nécessaire de supposer que a n'est pas un nombre entier.
L'égalité
qui se déduit immédiatement de la formule (XLIII5) donne, en effet,
/ cT-, 'dv='-Tzi('àVo-{-z)-^- I )— ^ ^- dv,
et, en changeant la variable d'intégration v en vij ce qui n'altère pas le caractère rectiligne de l'intégration,
on a d'ailleurs
et, par conséquent, en appliquant le résultat précédemment obtenu,
(CXVII,) / ^-4- c?v = - 711(2^0 -f- -:) -+- {'ini-^ 1)1:1.
Si maintenant on se reporte à la formule (XXXIII
lu= -^-h
OÙ M = 2 r(0| , et si l'on remarque que, l'un des deux points m, v décrivant une droite, il en est de même de l'autre, on obtiendra immédiatement les conséquences suivantes :
Si l'on pose, en désignant par a, p des nombres réels,
Mo = 2at0iH- 2pW3,
T. et M. — III. 'lo
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et si l'on désigne par m et n des nombres entiers déterminés par
les conditions
m<a<m-f-i, /t<p</i-hi, on aura
/ Ç // rfM — 2 T) 1 ( Mo -T- tOi ) — ( '2 /l -f- l) 7t «\
(GXVIIs)
/ Ça û?a — '2733(1*0 -^ W3) -T- (am-t- 1)7:/.
Pour la première intégrale, on suppose seulement que ^ n'est pas entier, pour la seconde que a n'est pas entier.
498. Soient r, s deux nombres entiers premiers entre eux. Adjoignons-leur deux autres entiers /, s' tels que l'on ait
rs' — r s — I,
et posons (XIX, XX)
û, =z r 0)1 - - s 103, Hi — r r^l-^ s 7,3, Û3= r'o), ~5'to3, U3 = r' T^i -h s' Tti,
Appliquons les résultats précédents à la fonction
Ç(m| Qi,Û3) -^ Cm; nous aurons, en supposant toujours l'intégrale rectiligne,
/ Ç « (f a — 2 Hi ( Mo -^ S2 1 ) — ( 2 N -^ I ) TC i ;
le nombre entier N est déterminé par les conditions
N<Pr — a5<N-f-i, puisque Ton a
Uq = 2aoJi-f- 2^0)3 = '2{oLs''~ 3/*') Qi H- ^(Pr — 25)03. On peut donc écrire, en supposant r, s premiers entre eux,
I H^udu = 2(rr^iH- 57)3) (wo-h /'Wi -h .va)3) — (2N -+- 1)7:1.
En observant que la valeur de N ne change pas quand on remplace a par a-j-r et p par ^4-^, et en remplaçant successivement
dans cette formule Uq par Wo-h2rtO|-|-2 5t03, Wo-H 4 ^^i 4-4*^^3? •••<> i/o4-î^(v — i)(r(o, 4-5(1)3) et ajoutant, on trouve
,u,-i-lv(r6i),-+-f ti>,)
f Çwt/u — 2v(rTit-^5Y)3)(ao-HrvtOt-f-5VW3) — v(2N-4-i)7rf,
et, par conséquent, dans les mêmes conditions
^-ï- — di^ nz vTTi I 2N -t- I -f- S [2(^0 + v(r-T- 5X)1 1
En résumé, on a le moyen d'obtenir toutes les intégrales recti lignes de la forme
' ^tto-f-2ra), + îf 0), ' /•^o-^f-^^'^ ^' ( ^,\
Mo •^i'ii
2ri(<^)
où r et 5 sont des entiers quelconques. Disons encore une fois que le segment de droite qui va de Uq k Uq -\- 2rW| -h 250)3 ne doit contenir aucun pôle de Ça.
En prenant dans l'avant-dernière égalité r = s= — i, on obtient
/ Çaé/a = 2T)2(wo-+- wj) — (2|Ji-4- 1)7:1,
où (JL est un entier déterminé par la condition
|x<a— 3<|ji-4-i, et qui est évidemment égal k m — n ou k m — n — i .
499. Les résultats qui précèdent permettent évidemment d'obtenir les intégrales rectilignes de la forme
OÙ o{u) est une fonction doublement périodique à périodes 2 toi, 20)3 et où r, s sont des entiers quelconques.
Si, en effet, on décompose la fonction cp(w) en éléments simples, on obtient une somme de termes de la forme
dn^u — n^
multipliés par des constantes. Les termes de la première sorte s'intègrent immédiatement; la partie qu'ils fournissent, dans l'évaluation de l'intégrale envisagée, ne dépend que des limites et nullement du chemin d'intégration, puisque la fonction ^(u — a) est univoque ainsi que ses dérivées; pour chaque pôle a, cette partie est nulle si n est plus grand que i et égale à 2rT,i 4- 25713 si n est égal à i . Les termes de la seconde sorte peuvent être évalués par ce qui précède : en posant Ui ^ Uq — a, on a
/ Ç(m — a)du = j l^udi
SOO. Si, par exemple, on prend pour ç(w) la fonction
OÙ a est une constante qu'on peut supposer mise sous la forme 2a'(i>| -i- 2p'(03, a', p' étant des nombres réels, on aura, en désignant par r, s des nombres premiers entre eux.
Ufi-^-l{r(a^•+^stû■^)
0(11) du = — ti(rr^iH- STiz)a
2(rt0|-i- 5a)3)Ça -h '2(n — N )t.i,
OÙ N et N'sont des entiers déterminés sans ambiguïté par les conditions
n'< (? - ?') r - (a - et') s < n'-t- I ;
le cas où l'un des nombres pr — cas, ([â — '^')r — (a — a')^ serait entier doit être exclu.
II. — Intégration le long d'un chemin quelconque
Cas général.
SOI. Lorsque l'on a à intégrer une fonction doublement périodique 'f (w) à périodes 2(0^, 2(03 le long d'un chemin déterminé (G), allant d'un point Uq à un point W| , il faut d'abord, pour que la question ait un sens, que le chemin d'intégration ne yjasse
par aucun pôle de «p(w). Cette condition étant vérifiée, la marche générale consiste à décomposer la fonction ç(w) en éléments simples; ç(m) est alors une somme de termes de la forme
multipliés par des constantes. Les termes de la première sorte s'intègrent immédiatement, et la partie qu'ils fournissent dans l'évaluation de l'intégrale envisagée ne dépend que des limites «o et Ml, et nullement du chemin d'intégration. Quant aux termes de la forme X^i^u — a), on les intègre en partant de ce que l'on a
ils introduisent par intégration des termes de la forme
loga'(wi — ^) — logo'(ao — cl),
La valeur de cette différence n'est déterminée, pour des valeurs données de Mq, M|, qu'à un multiple près de 2f7c, et ce multiple dépend essentiellement du chemin (G).
C'est la détermination de ce multiple d'après la nature du chemin (C) ou, si l'on veut, le choix des déterminations des logarithmes qui est l'objet de ce paragraphe.
502. La question ne se pose pas quand les invariants ^2, g^ de la fonction du sont réels, que le pôle a est réel et que le chemin d'intégration est l'axe des quantités réelles. On ne peut alors supposer que Taxe des quantités réelles contienne entre u^ et U\ un zéro de la fonction di^u — a), qui serait un pôle de la fonction o(w); ilen résulte que les deux quantités (^(a© — a), <^(wi — cl) sont de même signe, et la partie de l'intégrale qui provient du terme X^i^u — à) est alors
<CXVII,) r'g(a-a)^a = log^j";~^\
où la quantité dont on doit prendre le logarithme est positive et où le logarithme a sa détermination réelle.
La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants étant
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toujours réels, le chemin d'intégration est une portion de Taxe des quantités purement imaginaires, et que le pôle est un point situé sur cet axe. Les relations d'homogénéité (VIII) donnent, en effet, les formules
p(tw; gu gz) = — ? (w; ^ï» — ^s);
mais si l'on considère un pôle d'affîxe /a, et le chemin d'intégration rectiligne qui va du point iu^i au point iu^^ a, Uq^ u^ étant réels, on ne peut supposer que ce chemin contienne un zéro de la fonction <3'[/(w — ct)\ g%t 5^3] î '' d résulte que la fonction réelle ^(w — a; ^2î — gi) conserve le même signe quand u varie de Uq à u. Dans ces conditions on aura
(cxviu) : '"• , ,,
/ Çf «( w — «); gt, ^3] d(,iu)
= / ;(w-a; ^„ -^3)c?a = Iog-_ -— 1-,
en conservant au logarithme sa signification réelle.
S03. Mais le problème posé ne peut être évité en général. Il est clair toutefois qu'il suffit de le résoudre pour la fonction !J w, puisque, en désignant par (G) un chemin quelconque et par (C) ce que devient ce chemin (G) quand on lui fait subir une translation égale au segment de droite qui va du point o au point — «, on a
J' Ç(w — a) du =z I l^udu.
Il est clair aussi, en vertu de la formule (VI3), que si l'on sait effectuer l'intégration pour un chemin (G'), on saura l'effectuer pour tout chemin (G) qui se déduit de (G') par une translation égale au segment qui va du point o au point 2^(01 -f- 25(03, en désignant par r et s des entiers. En supposant, par exemple, que le chemin (G') soit dans une région où log<3'w ait été défini comme une fonction holomorphe, si l'on fait se correspondre les points u et «' par la formule
u = u' -r- 2ra>i -+- 9.50)3,
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on aura, en désignant par m'^, u\ les points qui correspondent à I/o, Wi,
(CXVIÏft) / l^udu — logo'w', — logeai"^ {irr\i-^ ist^^){u\~ u'^),
Or, si l'on considère les parallèles à la direction qui va du point o au point w,, menées par les points d'affixe (a/î + i)tO|, où n désigne un entier positif ou négatif, ces parallèles sépareront le plan en bandes, dont chacune pourra, par des translations du genre de celles que l'on vient de définir, être amenée sur telle bande que Ton voudra, par exemple sur la bande (Bo) qui contient le point o, et dans laquelle log<3'tt est défini (n° 470) comme une fonction holomorphe, sauf toutefois sur la coupure que comporte cette bande. Or le chemin d'intégration, quel qu'il soit, se compose de parties dont chacune appartient à une seule bande et peut ainsi être ramenée, par translation, à être située dans (Bq). On pourra donc se borner à considérer des chemins d'intégration situés dans (Bo).
La même réduction s'effectue encore «en appliquant le théorème de Cauchj (n° 352) : on peut, en effet, substituer au chemin (C) un chemin (C) ayant les mêmes extrémités, tel qu'on puisse déformer.le chemin (C) pour l'amener sur le chemin (C) sans passer par aucun pôle de X^u. Le même théorème permet même de supposer qu'un ou plusieurs pôles de X^it se trouvent à l'intérieur de l'aire limitée par les chemins (C) et (C) pourvu qu'on en tienne compte. Si le chemin (C) va de Uq à U\ on déterminera dans (B©) deux points wjj, u\ respectivement congrus à Wo, Mi modulis 2(04, 2(i>8, et l'on substituera au chemin (C) le chemin (C) composé du chemin rectiligne qui va de Uq à u^, d'un chemin quelconque situé dans (Bo) allant de u'^ à u\, et enfin du chemin rectiligne allant de u\ à M|, Les intégrales reclilignes s'obtiendront par la formule (CXVn2) et il ne restera plus qu'à effectuer l'intégration le long du chemin situé dans (Bq). Il va de soi qu'aucun pôle de^u ne doit se trouver sur le chemin (C'). Il ne faudra pas oublier de tenir compte des pôles contenus entre (C) et (C).
S04. Quant à l'intégration le long du chemin situé dans (Bo), on pourra se servir, pour l'effectuer, de la définition de log<^f^
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donnée au n" 470 et de la série Irigonométrique. Mais il faudra faire attention à la coupure : on pourra toujours l'éviter en appliquant convenablement le dernier procédé; sinon, on devra morceler le chemin en parties qui ne la traversent pas et effectuer l'intégration le long de chaque partie de chemin, en se rappelant que les valeurs de log^ w ne sont pas les mêmes sur les deux bords. Nous aurons l'occasion d'appliquer cette remarque dans le prochain paragraphe.
SOo. Rappelons enfin la formule, déjà utilisée au n° 497,
u est égale à 2a)< r et les chemins d'intégration se correspondent: ils sont semblables (et même homothétiques quand 2(0| est réel); le centre de similitude (ou d'homothétie) est le point o. Cette formule montre qu'il suffit de traiter le problème qui nous occupe
dans le cas où le signe / porte sur la quantité çj »
Quand on se donne la valeur de v^ la valeur de STi {v) est donnée par une série très convergente, de sorte que l'on peut aisément calculer la valeur de \o^^^{v) avec une très grande approximation, sauf toutefois un multiple de 'iTzi, qui est entièrement inconnu. Pour déterminer ce multiple, il suffit de calculer directement log2y< (r) au moyen des formules (CVI| , GV2), avec une erreui moindre que tc en valeur absolue, donc, avec une approximation assez grossière. Afin de savoir combien de termes il faut prendre * dans le développement de log2r< {v)^ donné par la formulé (CV2), pour avoir la valeur de ce logarithme avec une erreur moindre que 71 en valeur absolue, nous allons évaluer une limite supérieure de la valeur absolue de la somme
-— — ;— (2 sinrirt»)*,
rz=.n
où l'on suppose ^ = a + j3t, | j3 | ^ - • On a
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et, par suite, h désignant la valeur absolue de q^
la dernière inégalité résultant de ce que la fonction x -\- x~^ de la variable positive x grandit lorsque a: diminue et de ce que, si fi
est positif, h} est plus petit que A'"?. On aura donc
( 2 smmvY
Le second membre de cette inégalité peut d^ailleurs s'écrire, en supposant r^n,
On en déduit, pour /i = i ,
I Ri < -: — Â^og
i-h "^ i — h et, pour n^ i,
' I — /i'»\ °i — h I 'A n — if
Les seconds membres vont manifestement en grandissant avec A. On trouve que â'^S r ^^^ plus petit queii pour h =0,57.
Si h est inférieur à cette limite, le calcul de la somme de la série qui figure dans la formule (GV2) est inutile; or, on verra que dans les applications les calculs peuvent être dirigés de façon que h reste très au-dessous de cette limite.
Pour h égal ou inférieur à 0,78 on trouve, de même, IR2 | ^^^ en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculer un terme de la série (CV2).
On voit donc comment l'indétermination pourra toujours être facilement levée.
11 est bien clair que le même procédé s'applique aussi bien aux expressions de log(^a(a) ou de logS^a^j {ç)^ données par les formules (CV1|; CV2).
III. — Seconde méthode ne convenant qu'au cas normal
506. Nous allons résoudre le même problème que dans le paragraphe précédent, en suivant une méthode toute différente, qui nous fournira des renseignements intéressants et utiles, concernant la fonction 2r<(ç^), mais qui ne convient qu'au cas où -: est
un nombre réel et positif.
Nous établirons d'abord la proposition suivante ( ' ) :
En supposant que -. soit réel et positif, la partie réelle et le
coefficient de «, dans la fonction Si (a -j- ^x | x) où a, ^ désignent des variables réelles dont les valeurs absolues sont inférieures ou
égales à -> sont respectivement du même signe que a et p.
Nous désignerons le point 3<(^) comme Y image du point v\ si ce point v décrit une figure (F), le point ^\{v) décrira une figure (F') qui sera l'image de la figure (F). On sait que dans ce mode de correspondance (représentation conforme) les angles se conservent.
Nous allons déterminer les images IV^, R!^, R3, R'^ des quatre rectangles R|, R2, R3, R| dont les sommets successifs ont respectivement pour affixes
11 suffit de faire cette étude pour le rectangle R|, car si Ton pose, en général,
où A et B désignent des nombres réels, on aura
2r,(a -px) = A — Bt, 2r,( — a — p-w) ^ — A — B£, 3r, ( _ a -I- Pt) = -- A -4- B i\
puisque, d'une part, la fonction 2y<(r) prend des valeurs imaginaires conjuguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de v
(') Voyez ScHWAUZ, Formules, clc, 11" 51.
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et que, d'autre part, cette fonction est impaire. Par conséquent, K\ et Rj seront symétriques par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires; R, et Rg seront symétriques par rapport au point o; R, et R^ seront symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles.
507. Tout revient donc à étudier l'image R'^ du rectangle R<. Supposons que le point v décrive ce rectangle dans le sens direct
en partant du point o. Quand v croît par valeurs réelles de o à -?
la fonction 2r, (<;) est réelle et croît depuis o jusqu'à
ainsi qu'il résulte du n° 175 et des formules (XXXlVji), (XXX VI2); le point S|(ç') décrit donc le segment de droite qui va (*) du
point o au point Sr^ y-y Supposons, maintenant, que le point r
-it
rR.»)
^sC-^J
décrive le second côté du rectangle ; nous ferons v =^ — h a-> en
( ' ) Sur la figure, on a supposé ^ = 0,8 et Vimage est réduite au quart des dimensions réelles qu'elle devrait avoir par rapport à celles des rectangles R,, H,, R,, R^.
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supposant que la variable réelle a croisse deoài;&H--f-a-j
est alors égal à 2^2(01-) : c'est une quantité réelle, positive et
croissante avec a, ainsi qu'il résulte immédiatement de la formule (XXXII2) qui montre que la fonction 2r2('^)ï où ç est une variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent
tous avec v, lors donc que a croît de o à i, la fonction &2(3tr) croît en restant réelle et positive de ^2(0) à
en sorte que, lorsque le point v décrit le second côté du rectangle, son image décrit le segment de l'axe des quantités réelles qui va
du point 2^1 ( - ) au point &| ( )•
Tandis que le point ç' décrit les deux premiers côtés du rectangle qui se réunissent à angle droit au point -» son image
décrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement l'une de l'autre. Cette contradiction apparente avec le principe de
la conservation des angles tient à ce que, au point -> la dérivée de
la fonction ^i (i>) est nulle (XXXV2).
Supposons, maintenant, que le point ç décrive le troisième
côté du rectangle, qui va du point — - — au point -; on fera
v= — et l'on fera croître la variable réelle a de o à i: on
aura alors
.,<., = ^.(ii^-î)„,-!..(?)
Lorsque a croît de o à i, la fonction 2^3 ( 7) est réelle, positive
et décroît (n° 175) depuis la valeur 2^3(0) = ÇoÇl jusqu'à la valeur 2^4 (o) = <7o<73; d'ailleurs, la valeur absolue de 2^,(1^) est
q * 213 ( - ) ; son argument est — ; le point &< (r) décrit donc, dans
les mêmes conditions, une portion de courbe représentée en coordonnées polaires p, w, quand on prend l'origine pour pôle et l'axe des quantités réelles positives pour direction positive de
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l'axe polaire, par l'équation
dans laquelle on devra faire varier w de o à -• Cette courbe relie
le point S, ( — ^ — - ). situé sur l'axe des quantités réelles, au point
STi (-)' situé sur la partie supérieure de l'axe des quantités purement imaginaires; le rayon vecteur qui va du point o à un point de la courbe décroît à mesure qu'il tourne dans le sens positif (*). Supposons, enfin, que le point v décrive le quatrième côté du
rectangle qui va du point - au point o. La fonction STi (i^) est pu-
rement imaginaire; le point 2ri(^) ira donc, en restant sur l'axe
des quantités purement imaginaires, du point STi ( -- j au point o:
du reste, il est bien aisé de voir, en raisonnant comme au n° 175, que le coefficient de i dans Si (ç)^ quand - croît, par valeurs po-
sitives, de o à — .> est positif et croissant (-).
(') Cette courbe peut, suivant les cas, présenter ou non, un point d'inflexion. (') Reprenons les notations du n*> 175 et posons
On déduira de Tégalité (XXXIII,) la suivante :
tù\ I p(2u>,«v; -+-^|;
la fonction réelle p(2w,i<v) est égale à — oo pour w = o; elle est croissante quand w croit par valeurs positives jusqu'à la valeur w = — — . = — qui annule sa dérivée; pour cette valeur de w le second membre est égal à
quantité négative (XXX,); lors donc que w croit de o à — . par valeurs positives, la fonction décroissante
/(iV) &,(£«;)'
d'abord positive, se réduit, pour w = — ., à x, comme il résulte de la formule
En vertu du principe de la conservation des angles, la ligne courbe, image du troisième côté du rectangle R|, rencontre à angle droit les axes des quantités réelles et des quantités purement imaginaires sur lesquels sont situées les images des second et quatrième côtés de ce rectangle.
En résumé, quand le point v décrit le rectangle R dans le sens direct, en partant du point o, son image décrit, aussi dans le sens direct, le contour R' d'une aire limitée par le segment de Taxe des
quantités positives qui va du point o au point 3,^ \ en
passant par le point Sif-j? par une portion de courbe qui rejoint le point S| ( — — ] au point 2r, (-j, enfin, par le segment
de l'axe des quantités purement imaginaires qui va de ce dernier point au point o.
508. Nous allons montrer que l'aire (Ri), limitée par le rectangle R|, a pour image l'aire (R',), limitée par le contour R,. A chaque point situé à l'intérieur de R| correspond évidemment un point et un seul situé à l'intérieur de R'^. Inversement à chaque point a, situé à l'intérieur de R'^ , correspond un point et un seul v situé à l'intérieur de R| ; en d'autres termes, l'équation en ç'
admet une seule racine figurée par un point à l'intérieur du rectangle Ri. On sait, en effet, que si une fonction /{i^) est holomorphe à l'intérieur d'un contour (C), le nombre de zéros de /{i^) contenus à l'intérieur de ce contour (C) est égal au quotient par iiiz de l'intégrale de la fonction rflog/(p), prise le long de (C) dans le sens direct, ou, ce qui revient au même, au quotient par [iTz de la quantité dont s'augmente l'argument de /(v)y quand v décrit le contour (C) dans le sens direct. Mais, lorsque le point i^ décrit le contour Ri dans le sens direct, le point ^i{v) décrit
(XXXVJ; elle est donc toujours positive. Dans ce môme intervalle la fonction
f{w) ne s'annule que pour tv = o; elle est toujours positive pour tv = -: ; la
fonction /'(iv) est donc, elle aussi, toujours positive et la fonction /(tv) toujours croissante, ce qu'il fallait démontrer.
le contour R'^ dans le sens direct et le segment de droite qui joint le point a au point Si (p) tourne autour du point a, dans le sens direct, d'un angle égal à 2 7r; l'argument de Si ((^) — a augmente donc de 27r; donc le nombre de zéros de la fonction holomorphe STi (p) — a, contenus à l'intérieur de R^ est égal à i .
De ce que (R',) est l'image de (R<), il suit que la partie réelle et le coefficient de «dans la quantité 2r|(aH- ^t), où a et p sont des
nombres réels, compris entre o et -> sont positifs; on peut même
ajouter que la partie réelle est inférieure à STi
Des conclusions toutes semblables s'appliquent aux images Rj, R3, R]^ des rectangles R2, R3, Rj, images qui se déduisent toutes de R'^ par sjmétrie. Les contours R!,, R'^, R, limitent des aires (Rj), (R3), (R4) qui sont les images des aires (R2)î (Ra)» (K.4)^ limitées par les rectangles Ro, R3, R». Quand le point s? décrit dans le sens direct un des contours R2, R3, R4, son image décrit le contour correspondant dans le sens direct.
509. Remarquons, enfin, que les quatre aires (R<), (R2),(R3), (R4) forment, dans leur ensemble, une aire (R), limitée par un rectangle R; cette aire a pour image l'aire (R'), ensemble des aires (R'^), (R2)> (f^i)? ^\)^ limitée par un contour simple R', formé par Tare de courbe qui a été décrit plus haut et par des arcs symétriques.
Il est dès lors aisé, en pratiquant une coupure dans le rectangle (R), de définir dans ce rectangle log2r<(ç') comme une fonction univoque, le coefficient de /, dans celte fonction, étant l'argument de ^x(,^\
Lorsque v est un point de (R), 2^i(^) est un point de (R')» L'argument de ^\(y) peut être défini, sans ambiguïté, si l'on pratique dans (R') une coupure quelconque, allant du point o à un point de R' et ne se croisant pas elle-même; pour nous conformer aux habitudes, supposons que cette coupure soit pratiquée le long de l'axe des quantités négatives du point o au point
2^i(— — — -) en passant par le point S| ( j; le segment de
droite qui va du point o au point ^\\ — 7 ) est l'image simple du segment de droite qui va du point o au point dans le rec-
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tanglc (R), le segment de droite qui va du point 2r, / j au
point Sii ( j est à la fois Timage du segment qui va du point
— " au point -^ et du segment qui va du point au point
-. On regardera la coupure totale comme ayant deux bords,
un bord supérieur sur lequel l'argument de Sr, {y^ est tc, un bord inférieur sur lequel cet argument est — tt. Pour les points Si (y^ de (R') qui ne sont pas sur la coupure, l'argument de 2ri(^) est compris entre — tt et -|- tt. Pratiquons, de même, dans (R) une
coupure rectiligne allant de o à — - et désignons par (Ro) la
figure ainsi modifiée, dont le contour est formé par la droite qui
va du point o au point — - (bord supérieur de la coupure), les
droites qui vont successivement du point au point
de ce point au point > de ce point au point — J^» de ce point
au point — ; > de ce point au point — - et de ce point au
poini o (bord inférieur de la coupure). Le contour de (Ro) est simple; la fonction logS^i (ç^) définie comme étant la valeur principale du logarithme de Si (t') est régulière en tout point v situé à rintérieur de (Ro)- Sur le bord supérieur de la coupure et sur
le segment qui va de à — le coefficient de /dans logSi (i^)
est tt; il est — tz sur le bord inférieur de la coupure et sur le seg-
ment qui va de — ; à ^» La fonction log&i(i') est définie
sans ambiguïté pour tous les points de (Ro) et de son contour, sauf au point o, à condition de distinguer les deux bords de la coupure.
510. Si Ton désigne par Pq et V\ deux points intérieurs à (Ro) et si l'on imagine un chemin allant de r© à v^ et dont tous les points soient intérieurs à Rq, on aura le long de ce chemin
r '§^^^ = log3^,(i',)- log2r,(Po),
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OÙ nous adopterons pourlog2r|((') la définition précédemment fixée. Cette égalité subsiste lorsque l'un des points Vq, ^\ vient sur le contour de (Ro) ^^ même sur la coupure, mais il importe de distinguer sur quel bord on se trouve; il suffit pour cela de considérer les points infiniment voisins de i^O') ^i sur le chemin d'intégration. Elle subsiste encore si les deux points Çq^ v^ sont sur la coupure et si l'intégrale est rectiligne; on peut, dans ce cas, se placer indifféremment sur un bord ou sur l'autre, mais il est indispensable de regarder les deux points ro, i^i comme placés sur le même bord.
511. Supposons maintenant que, eu allant de Vq à ('i pdi* 1^' chemin d'intégration, on reste toujours dans le rectangle (R), mais qu'on soit obligé de traverser la coupure au point v\ par exemple, en passant de bas en haut. Nous distinguerons les points i^', , {^'^ de même affixe que t'' et situés l'un sur le bord inférieur, l'autre sur le bord supérieur. On aura alors
où il est entendu que les intégrales portent sur la même quantité
^^ et que les intégrales du second membre sont respectivement
étendues aux deux portions du chemin d'intégration qui vont de i*o à i^', , de v[^ à i^i, lesquelles ne traversent plus la coupure. De cette égalité et de ce que log&i(c',), log3|(('!j) ont même partie réelle, tandis que leurs parties imaginaires sont respectivement égales à -r- -« et -I- 'ît/, on déduit
= log3ri(f,; -\og^i(vo)^ ir.i.
D'une façon générale, en supposant que le chemin d'intégration ne sorte pas du rectangle (R), on aura
(CXVIIIO . r '|ll^Jfifç;=.log2?i(i;i)--Iog3ri(i>o)-H»N^*,
en adoptant pour les logarithmes leurs déterminations princi- T. et M. — III. II
pales et en désignant par N un nombre entier que Ton obtient en ajoutant autant d'unités positives que le chemin d^intégration traverse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d'unités négatives que le chemin d^intégration traverse de fois la coupure en allant de bas en haut.
Considérons, par exemple, l'intégrale rectiligne
où ('o est un point du segment de droite qui va du point -
au point — ^ — -y à l'exclusion du seul point — --Le chemin d'inlégration ne traversant pas la coupure, on aura
dv r^ log&i(Po-^i)— log3r,(pjj):
les deux nombres 2r|((>o+0» ^<(^o) sont réels, égaux et de signes contraires ; suivant que le coefficient de /dans v^ est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que le point Po est situé sur
l'un ou l'autre des segments qui vont du point aux points
^-9 y l'argument de Si (t'o) est -i- tt ou — i: ; d'ailleurs
l'argument du nombre positif S^i {vq-\- i) est nul; on aura donc, suivant que le coefficient de e dans k\ est positif ou négatif,
(GXVIII,) / ^4rv ^^ - : T^i-
513. Les deux résultats contenus dans la dernière formule peuvent être reliés l'un à l'autre par le théorème de Cauchy qui permet plus généralement de déduire toutes les intégrales de la
forme / rj , [dv de l'une d'entre elles.
Soient, en effet, Cq? <^o deux points quelconques tels que les parallèles à l'axe des quantités réelles menées par ces points, et le segment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun zéro de la fonction 2»i(^). Soit Vq celui des deux points situés le
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plus bas ; considérons alors le parallélogramme dont les sommets sont Çq, i^o+i) t^o4-i, <Voi en parcourant ce parallélogramme, de manière à rencontrer les sommets dans Tordre indiqué, on le parcourra dans le sens direct. Si Â est un point quelconque du segment qui joint les points Vq^ Wq; si B est le point d'intersection du segment qui joint les points i^o "H ' > <^o + i et de la pa-
rallèle à Taxe des quantités réelles menée par A, la fonction rJ prend les mêmes valeurs en A et en B; il résulte de là que l'intégrale / ^^ d\^, étendue au périmètre du parallélogramme, est égale à la différence des intégrales rectilignes
D'un autre côté, l'intégrale étendue au parallélogramme est égale à 2{ir multiplié par la somme des résidus de la fonction
gs\ , relatifs aux pôles de cette fonction situés à l'intérieur du
parallélogramme, c'est-à-dire par le nombre de zéros de la fonction Si(^) situés à l'intérieur du parallélogramme, nombre qui est évidemment égal au nombre n de zéros de la même fonction situés sur l'axe des quantités purement imaginaires entre les deux parallèles à l'axe des quantités réelles menées parles points i^Oî^^o- En appliquant l'égalité ainsi obtenue,
an cas où Tq est un point quelconque du côté du rectangle (R) qui joint les deux points h-» ♦ autre que le point »
J * 22 '2-2 Tr 2
et en tenant compte du résultat du n** 512 relatif à la valeur de l'intégrale du second membre pour ce choix de Tq, on obtient aisément le théorème suivant qui comprend celui du n** 512, comme cas particulier :
Si Ton a en désignant par a et j3 des nombres réels, dont le second n'est
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pas entier, et si Ton détermine l'entier n par la condition on aura ( ' )
Considérons encore l'intégrale rectiligne
où t'o est un point situé sur le côté inférieur du rectangle R qui va du point — ; au point — ^— •
Supposons d'abord que la partie réelle de Tq, que nous désignerons par a, soit positive; le chemin d'intégration ne rencontrant alors pas la coupure, on aura
Le second membre est Tune des déterminations du logarithme de
2r,(i>o) il est donc égal à la quantité
:^ g — llTCi'o-l-lTr — ITTT .
— 2 «TU (a — - J -f- ti: — iizz — /7c(i — la)
augmentée d'un certain nombre entier de fois 2/7:. D'ailleurs, l'argument de ^i(vo) est compris entre o et — -; l'argument de ^1(^0 -h")? égal et de signe contraire au précédent, est compris
(') C'est à M. llermitc que l'on doit la détermination des intégrales de ce type et du type suivant. (Voir la Note insérée dans le tome II du Calcul différentiel et intégral de J.-A. Serret, p. 887.) Il est à peine utile de faire observer ({ue les déterminations obtenues dans les n*** 512-516 sont contenues comme cas particulier dans la formule générale donnée dans le précédent paragraphe.
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tîntre o et-; le coefficient de i dans log&« ((^o4- t) — log2r«(t'o) est donc positif et compris entre o et -tt; c'est donc 7:(i — aa).
Si, au contraire, la partie réelle de Vq^ que nous continuerons de désigner par a, est négative, le chemin d'intégration rencontre la coupure au point a en allant de bas en haut, et Ton aura
Dans ce cas encore, logSi (to-I-t) — log3|(i'o) est égal à iTz(i — aa) augmenté d'un certain nombre de fois atTi; d'ailleurs
l'argument de 2r< (po) est compris entre et — -ït, et celui de
3^1 (^0 H- '^) est compris entre - et ir ; le coefficient de i dans la
difi*érence des logarithmes est compris entre i: et a?:; c'est donc encore 11(1 — aa) et Ton a, par conséquent, suivant que a est positif ou négatif,
**• On a, en particulier,
Supposons maintenant qu'on ait à effectuer l'intégrale
^ dv suivant un chemin quelconque donné (C).
Imaginons le plan recouvert d'un réseau de rectangles, tous égaux au rectangle R. Le chemin d'intégration se décomposera en parties dont chacune appartiendra à l'un de ces rectangles, et il est clair qu'il suffit, pour savoir calculer l'intégrale totale, de savoir la calculer pour l'une quelconque de ces parties, c'està-dire pour un chemin contenu tout entier à l'intérieur d'un certain rectangle R^ du réseau ; mais comme on peut faire correspondre les points des rectangles (Ra), (R) par une relation de la forme ç' =z ç -\- m^ /it, où m et /i sont des entiers, on pourra ramener toutes les parties du chemin d'intégration à être contenues dans R.
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Considérons, par exemple, l'intégrale rectiligne
où i^o est maintenant un point quelconque, tel toutefois que la partie réelle de i^o ne soit pas un nombre entier, afin que la droite qui passe par les points i^o? i^o-^-'^ï^e contienne aucun zéro de 2ri(v). La position de cette droite, qui est limitée aux points Vo et Vo-\- T, empiète en général sur deux rectangles du réseau.
Posons i^o = m -{- ri'z -\- CL -^ ^x, en désignant par m, ai, a, ^ des nombres réels dont les deux premiers sont entiers, et dont les deux autres vérifient les conditions
On aura, en entendant que le signe d'intégration porte toujours sur la même quantité . j
T '^m-f-(/i-*-l)T-ha-»-pT f wi-h«T + a-f-- / «,^_(n-t-l)T-i-a-t-pT
•/m+nT + a + pT «^m + nT + a + PT '^m^.„x+a+-
remplaçons, dans les intégrales du second membre, la variable d'intégration v par /?i-h/iT + (v pour la première, et par m -h(/i -{- i)t -h iv pour la seconde. Le second membre deviendra
= / ~f^— — - dw — 2 ( n - - B - - xiTZ-z.
L'iutégrale qui figure encore dans le second membre de cette équation a été calculée au n®514; elle est égale à — aai:/ ±:7r/, en prenant le signe -f- ou le signe — suivant que a est positif ou négatif; on en conclut
(CXVIIU) J ^rfç. = -2.-u(.„--m-:-^zp-j
On déduira de là, en désignant par r un entier positif,
(CXVlIIe) r* ^^^di^= — 2rirJi^o~m^^±-). A ^i(^) V a a/
Dans ces deux formules, on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la partie réelle de t^o — ^ est positive ou négative.
517. Considérons enfin les intégrales rectilignes du type assez fréquent dans les applications
où a et p sont des nombres réels dont le premier n^est pas entier. Une telle intégrale est un nombre purement imaginaire ; elle est, en effet, le produit par t de l'intégrale
où la variable d'intégration x est réelle, et dont tous les éléments sont réels, puisque les nombres a + xt, a — X'z sont des imaginaires conjuguées.
Supposons, ce qui est toujours permis, que ^ soit positif, el déterminons deux entiers m, n tels que si l'on pose
a = m -f- a', |J = /< -h p', on ait
On observera tout d'abord que la fonction srr— r ne changreant pas quand on change v en v -^ m, on a
on a d'ailleurs
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toutes les intégrales portant sur la même quantité ^~ — • On en conclut, en appliquant les résultats précédemment obtenus,
(CXVIII,) / i4f/^^= / |^rfi^-2m^(9.a'-i),
où l'on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que a' est positif ou négatif. Quant à l'intégrale qui subsiste dans le second membre, il est aisé de reconnaître qu'elle est égale
à la détermination principale de log^*^ , q, : : la partie réelle
est nulle ; le coefficient de «, compris entre — it et -h t: est positif si a' et j3' sont de même signe, négatif dans le cas contraire, nul pour les valeurs particulières a'=: db 1.
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INVERSION
CHAPITRE VII
ON DONNE A* OU ^„ ^3; TROUVER 1 OU w,, w^.
I. — Le problème posé admet une solution et de cette solution
on peut déduire toutes les autres.
518. Dans ce qui précède on a toujours regardé les nombres (0| , 0)3 comme donnés : sur ces deux nombres on a supposé seulement
que le coefficient de /dans le rapport t = — est différent de zéro,
et même positif toutes les fois qu'interviennent les fonctions 2r. C'est avec ces nombres to<, Wj que nous avons construit toutes les quantités ou fonctions que représentent les symboles g^i gs, (^(«/[(o,, W3), Ç(«£|cO|, (03), p(«jto,,W3), ei, ^2, ^3, Tr||,r,„r,3,
\/ei — e^. ... ; c'est avec leur rapport t que se construisent les quantités et les fonctions q^ A-, A*', 2r(ç>), K, R', sn«, . . ., qui sont toutes déterminées sans ambiguïté.
11 y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de metlre en évidence les nombres w < , (O3 , t. Nous écrirons alors ^2 (tO| , tog ), ^3 (w< , C03),
Hj), f^(^), vICÔ. V'^^. ï^(^)> K.'(-), au lieu de g,, g„ k, k', ^k, y/A*', K, K'. Nous continuerons à écrire 2r(('|T) au lieu de â(^>) et nous écrirons aussi, dans le présent Chapitre, sn(tt|T), cn(w|T), dn(tt|T), pour désigner les fonctions de u et de t définies par les relations (LXXl3^o,7,8? XXXVni^2)> au lieu de sn(tt, A"), cn(w,X:), dn(tt,Â:), notation que, afin de nous conformer à l'usage, nous avons introduite au n** 301.
Dans les problèmes qui dépendent des fonctions elliptiques ce n'est cependant pas les nombres (0|, (03 ou t qui sont immédiatement donnés. La solution de ces problèmes se ramène à l'intégration de l'équation différentielle
\du) ~
où u désigne la variable, y la fonction inconnue et ya» Y« ^®^ nombres donnés, tels que l'équation 4^' — y»^ — Y3=o n'ait pas de racines égales.
On obtiendra une solution de cette équation si l'on connaît deux nombres ajf, 0)3 à rapport imaginaire, tels que les quantités 0^2 ((o,, w.,), ^3(wi, W3), définies par les séries (IV5)
<Ç'i(wi,tos) = 60 ^
(imtoi-h 2nw3)*
gii^u^»)= i4o 2
(2mWiH- 2/lU>8)*
aient les valeurs données Y2) Y^* ^^^^^ solution sera la fonction p(u\(ùi , (03) formée au moyen de la variable u et des nombres tOi , (1)3 comme il a été expliqué aux n°' 86-88; on a, en effet,démontré au n** 98 qu'une telle fonction vérifie l'équation différentielle
et 5^2(^1, (O3), ^3(^1, (O3) sont respectivement égaux à Y2» Y'*
Les mêmes problèmes dépendent, si l'on veut, de l'intégration de l'équation difiérentielle
OÙ X est un nombre donné différant de o et de 1. On obtiendra une solution de cette équation si l'on connaît un nombre imaginaire T, dans lequel le coefficient de i soit positif, et tel que la quantité k^{-z), définie par la formule (XXXVlIi)
*^ XTZi
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ait la valeur donnée x. Cette solution sera la fonction sn(£/|T) formée au moyen de la variable u et du nombre t de la manière suivante : on construit d'abord (XXXII) les fonctions 2r(ç>|T) de la variable indépendante i' et de t; on forme ensuite (XXXVII|,2> LXXI3) les quantités
et l'on pose enCn (LXXIo)
sn(M|T) =
En effet, d'après ce que l'on a vu aux n"* 301-306, la fonction de u ainsi formée, qui est identique à la fonction sn(f/, k) définie au n**301, doit vérifier l'équation différentielle (LXX|)
et k^^{'z) est égal à x.
On voit, dès lors, se poser les problèmes suivants :
Quand on se donne les nombres Y2j Ys ou x, existe-t-il deux nombres à rapport imaginaire t^t^ (03, ou un nombre imaginaire T dans lequel le coefficient de i soit positif, qui vérifient respectivement les équations
gi{^u ^z) = ïi» gzi^u W3) = Yî, ou
Quelles sont toutes les solutions de ces équations ou W|, w» owz sont les inconnues?
Nous démontrerons d'abord les deux théorèmes suivants
I. — Si Von se donne deux nombres yaj Ys ^^'^ 9"^ V équation en y
47^ — Yî^ — Y3 = o
ait des racines distinctes ei , €2» ^3, ou, ce qui revient au même,
si Von se donne trois nombres distincts e,, 62. £3 dont la somme soit nulle et si Von pose
Yî= — 4(eî£j-i-ejei-heie,), Y3= 4616163,
il existe deux nombres Wi, (03 tels que la partie réelle du rapport -^ soit positive {non nulle) et qui vérifient les équations
(a) ^î{«*>i, W3) =^Tî» ^«(wi.ioj) = Ys.
II. - Si Von se donne un nombre x qui n^est ni négatif, ni positif et plus grand que 1 , il existe un nombre t dont le coefficient de la partie imaginaire est positifs qui vérifie l'équation
520. Nous commencerons par montrer que le théorème II, supposé vrai, entraîne le théorème I.
Les nombres distincts ei , £3, 63 étant donnés ( e« 4- £2 4- Ss = o), posons
El — £3
On peut toujours supposer que les nombres e<, ejj e» aient été rangés de façon que les conditions imposées à x soient vérifiées : elles le sont, quel que soit l'ordre de Si, £2» ^sj sî ces trois points ne sont pas en ligne droite; s'ils sont en ligne droite, on prendra pour £,, £3 les points extrêmes, pour £2 le point intermédiaire.
Avec le nombre t qui, par hypothèse, vérifie l'équation (p) construisons les fonctions 2r(p|T), puis, ayant choisi arbitrairement
la détermination de ^U^ — £3, déterminons cOf par la condition
^ /si — 63
et posons (O3 = co< t. Construisons ensuite les fonctions c^(tt | (Oi , W3), p(tt| w,, 0)3), ... et reprenons, pour toutes les quantités qui se rapportent à ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. Nous aurons (XXXVI3)
Tt
2 (Oi
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et, par conséquent, y e« — eî3 = \/ei — £3; or, celte égalité, rapprochée de la définition de x et des équations
^î(-) — 1, ej_|- e,-4- ^3= ei-f- ej-H £3 = o,
ex — €3
dont la première résuite de la formule (XXXVII4), montre, puisque x est, par hypothèse, égal à A^(t), que Ton a
«1 = £|, ej = £j, 63= £3, et, par conséquent, ^2 = Y2? ê's^ Ys-
521. Tout est donc ramené à la démonstration du théorème 11. Nous démontrerons d'abord ce théorème lorsque x est un nombre réel, positif, plus petit que un, et nous établirons, pour cela, la proposition suivante :
11^. — SI X est un nombre réel, positif, plus petit que un, on satisfait à r équation (p) en posant
Y* do x'-V ^"P r-*^'
.'0 VI — "'tsin*<p .7^ /i— (i — x}sin«(p ^
Dans les intégrales, où tout est réel, les radicaux ont le sens arithmétique; - est donc réel et positif.
Construisons, en effet, avec la valeur de t ainsi définie, les fonctions ^{v]-:), /f(T), A-'(t), K(':), K'(':); les quantités ^=*(t), A^2(t) seront réelles et positives (puisque t est purement imaginaire), plus petites que un (puisque leur somme est égale à un), et l'on aura, comme on Ta vu (* ) au n° 311,
' /» * do ' /» * do
(') A la vérité les formules du n*" 311 ont été déduites des formules des n*>* 297 et 298 qui donnent, sous forme d'intégrales, les expressions de w, y^e, — e^,
-r v^|— c, lorsque w^ et -^ sont réels et positifs; mais, d'une part, les formules
que nous citons dans le texte auraient auss'i bien pu être déduites directement
en donnant aux radicaux leur signification arithmétique. Puisque (LXXl3^4) /K'(t) est égal à tK(t), on a donc la proportion
./o /• (ï x)sin*cp
te
.( v/i-[i-^'(T)lsin«o
or cette proportion entraîne l'égalité y. =z k^ (^'zy, car si, dans le premier rapport, on regarde pour un instant x comme une variable et si Ton imagine que x augmente de o à i , le dénominateur augmentera en même temps que le numérateur diminuera; le rapport diminuera donc constamment et n'atteindra la valeur du second membre qu'une seule fois, quand x sera égal à A*^(t).
La proposition est donc démontrée, dans le cas où x est réel, positif, plus petit que un; en d'autres termes, dans ce cas, on a
ou, d'une façon plus explicite encore, si, dans le premier membre de l'équation (P), on remplace t par — > ce premier membre se réduit identiquement à x.
522. C'est cette dernière remarque, établie seulement dans le cas où X est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la démonstration du théorème II dans sa généralité, démonstration qui résultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent coïncider sur une ligne sans être partout identiques.
dans le cas où - est réel et positif, sans passer, comme nous l'avons fait, par
riniermédiaire des fonctions \\ et, d'autre part, si l'on veut rétablir toute la chaîne des déductions que nous avons faites dans ces divers numéros, il suffit, après avoir choisi t comme nous venons de l'expliquer, de choisir arbitrairement
le nombre positif u),, de prendre u), = w,t, en sorte que -r soit réel et positif, de
construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-périodes co,, O),; e,, c,, c, sont alors réels, rangés par ordre de grandeur décroissante, etc. : la conclusion est la même, et les quantités w,, w, ne figurent dans cette conclusion que par leur rapport t.
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Nous établirons le ihéorème suivant :
11^. — En supposant que x ne soit ni un nombre négatif, ni un nombre positif plus grand que un, on satisfera à V équation X = A:^(t), en faisant
On suppose que la variable d^ intégration ^soit réelle et que les parties réelles des radicaux soient positives. Dans ces conditions, le coejjîcient de i dans t est positif,
523. Observons d'abord que les intégrales défînies qui précèdent ont un sens pourvu qu'on fixe la signification des radicaux et que les quantités sous les radicaux ne s'annulent pas dans les limites de l'intégration; dans ces limites i — xsin^o ne peut s'annuler que si x est réel et plus grand que un, i — (i — x) sin'cp ne peut s'annuler que si x est négatif.
Ces remarques conduisent à introduire dans le plan qui sert à représenter le nombre x deux coupures, l'une qui ira du point i à -4- 00 en suivant l'axe des quantités positives, l'autre qui va de o à — 00 en suivant l'axe des quantités négatives. Nous désignerons par (T) le plan dans lequel on a pratiqué la première coupure seulement, par (T') le plan dans lequel on a pratiqué la seconde coupure seulement, par (G), enfin, le plan avec les deux coupures. Il va sans dire que quand on parlera d'un point appartenant à l'un des plans coupés (T), (T'), (5), on entendra que ce point n'est pas sur une coupure du plan considéré.
C'est surtout au plan (S), à deux coupures, que nous aurons affaire : nous réunissons ici quelques remarques et conventions qui nous seront utiles, soit immédiatement, soit dans la suite.
L'argument de tout point x du plan (5) sera supposé compris entre — t: et 4-ir; cet argument varie d'une façon continue avec X, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. C'est cette valeur de l'argument que l'on adoptera pour celles des fonctions de x dont la détermination dépend de l'argument de la
variable; ainsi, en désignant par m un entier positif, ^ sera un nombre dont la valeur absolue sera la racine m*^"* arithmétique
de I X I, et dont l'argument sera compris entre et — ; ^ x sera
alors dans le plan (^) une fonction holomorphe de x, fonction dont la partie réelle sera positive et dans laquelle le coefficient de / aura le même signe que le coefficient de i dans x. De même logx sera un nombre dont la partie réelle sera le logarithme népérien de |x|, et dans lequel le coefficient de i sera Targument de x; ce coefficient sera encore du même signe que le coefficient de i dans x, et Ton aura
l0gX = l0g(— XI TTt,
suivant que le coefficient de i dans x sera positif ou négatif.
Il est clair que le point i • — x est le symétrique du point x par rapport au point ^, qui est lui-même un centre de symétrie pour
les deux coupures; les deux points appartiennent en même temps au plan coupé.
Tout ce qu'on vient de dire de l'argument de x, de ^'x, de
logx, s'applique naturellement à l'argument de 1 — x, à ^1 — x,
à log(i — x); on observera, en passant, que les coefficients de i
dans X et dans i - x sont de signes contraires.
Toutes les fois que, z désignant une quantité quelconque, loge
est défini, nous entendrons par log(a3), où a est un nombre positif
quelconque,
log(az) = loga -4- log;;,
où loga a sa valeur arithmétique.
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Lorsque x appartient au plan (5) nous adopterons pour log—— la détermination logx — Iog(i — x); on peut dire encore
que le coefticient de i dans log est Tangle moindre que ir en
valeur absolue, sous lequel on voit du point o le segment qui va du point I — X au point x : cet angle est positif si x est au-dessus de l'axe des quantités réelles, négatif dans le cas contraire. Cette
détermination est encore la valeur principale de log > qui est
holomorphe dans (S).
Lorsque cp varie de o à -, le point i — xsin^cp décrit le segment
de droite qui va du point i au point i — x; en même temps le point I — (i — •x)sin2îp décrit le segment de droite qui va du point I au point x; les deux points i — x sin^cp, i — (i — x) sin^ç, qui, pour une même valeur de cp, sont situés sur une même parallèle à la droite qui joint le point 1 — X au point X, appartiennent au plan (g), si le point x appartient à ce plan.
Nous définirons les quantités ^i — • xsin^cp, y/i — (i — x) sin^cp
d'après la règle générale donnée plus haut pour y/x, y/i — • x : leur partie réelle, qui ne s'annule certainement pas, est alors positive, de sorte que la définition qu'on adopte ici est conforme à celle qu'on a adoptée dans l'énoncé du théorème lU, pour préciser le sens des intégrales définies X, X'; les coefficients de ^'dans ces deux radicaux
sont d'ailleurs de signes contraires. Le point y^M — xsin*'^ est situé dans Tangle aigu formé d'une part par l'axe OP des quantités positives, de l'autre par la bissectrice de Tangle formé par ce même
axe et la droite qui va de O au point i — x; le point — est
V I — xsin*<p
situé dans l'angle aigu POA symétrique de l'angle qu'on vient de définir par rapport à Taxe OP. On verra de même que le point
-—=r^r=== est situé dans l'angle aigu POA' de la figure : la V^i — (i — x) sin*;p
direction OA' est la symétrique, par rapport à l'axe OP, de la bissectrice de l'angle formé par la droite OP d'une part, par la droite qui va de O à x, d'autre part. Dans la figure la direction OA est au-dessus de l'axe des quantités réelles, et la direction OA' est au-dessous; cela tient à ce que le point x a été pris T. et M 12
au-dessus de l'axe des quantités réelles; ce serait l'inverse s'il était au-dessous.
524. On reconnaît immédiatement que si deux nombres imaginaires sont représentés par deux points situés à l'intérieur d'un angle ayant pour sommet le point O, la somme de ces deux nombres sera représentée aussi par un point situé à l'intérieur du même angle; il en sera de même si l'on considère autant de nombres que Ton veut, tous représentés par des points situés à l'intérieur d'un même angle, et la même conclusion s'étend à une intégrale, qui est la limite d'une somme. On voit donc que Tintégrale définie X sera représentée par un point situé à l'intérieur de l'angle POA et l'intégrale définie X' par un point situé à l'intérieur de l'angle POA';- les parties réelles des deux nombres X, X' sont essentiellement positives; quant aux coefficients de f, ils sont de signes contraires; le premier est positif, le second négatif quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de la figure ; c'est l'inverse quand x est situé au-dessous de l'axe des quantités réelles; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que si X est réel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, Tangle AOA', qui est la moitié de l'angle sous lequel on voit du point O le segment qui va du point i — x au point x est aigu ; il en est de même, a forliori, de l'angle intérieur à celui-là formé par les deux directions qui vont du point O aux points X, x', c'est-à-dire
de l'argument du rapport — • La partie réelle de ce rapport est
donc positive : il en serait de même de la partie réelle du rapport
inverse. On observera que l'argument de — » fixé comme nous l'a-
vons fait, est, d'après ce qu'on vient de dire sur la position des points x', X, négatif si le point x est au-dessus de l'axe des quantités réelles, positif dans le cas contraire; en d'autres termes, les
x' coefficients de i dans '— et dans x sont de signes contraires.
Ceci posé, dans le plan (g), X et x' sont des fonctions univoques de X, d'après leur définition même. En chaque point du plan (G) ces fonctions sont régulières, c'est-à-dire que si Ton augmente x d'une quantité A, suffisamment petite en valeur absolue, les fonctions X et x' ainsi modifiées sont développables en séries entières
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en A (on donnera tout à Theure les expressions de ces séries); elles sont donc des fonctions holomorphes de x dans le plan (g).
Il en est de même du rapport — puisque X ne s'annule pas, non
plus que sa partie réelle.
Reportons- nous maintenant à l'équation Ar^(T)=^x. D'après la
16///7* formule (XXXVlIe), fc^ est égal à — ^; il est donc clair que si
l'on regarde t comme une variable, A'^(t) sera une fonction holomorphe de t pour tous les points t situés au-dessus de l'axe des
quantités réelles; or le rapport — est représenté par un tel point,
tant que x appartient au plan (g); ^^('^), quand on y regarde t
comme égal à — » est donc une fonction (de fonction) holomorphe
de x; or /r^ ( i_ j est égal à x quand x est réel compris entre o et i;
donc enfin l'égalité k^ ( — ) = ^ subsistera pour toutes les valeurs de X appartenant au plan (Cs).
Nous avons obtenu une solution de l'équation en t
A'^(t) = x, à savoir t = — ; nous nous proposons maintenant de
les avoir toutes. Et d'abord, dès qu'il y a une solution, il est bien évident qu'il y en a une infinité^ si a, 6, c, d sont quatre nombres entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas i" du Tableau (XXc), on a, en effet, comme il résulte du Tableau (LXXX5) dans le cas 1",
de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et 6, c des entiers
pairs tels que l'on ait ad — bc=i,]e nombre r^ est, en même
temps que le nombre t, solution de l'équation A"^(t) ^^ y.. Mais n'y en a-t-il point d'autres?
Nous avons rappelé que la fonction y ^= sn(w | t) de « et de t vérifie l'équation difTérenlielle (LXX,)
la fonction 2 = sn2(u l*;) vérine donc manifestement l'équation
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différentielle
Il en résulte que, si T| et Ta désignent deux solutions de l'équation A*2(t) = x, les deux fonctions sn2(tt|T,), sn^(w|T2) de la variable u vériGeront nécessairement la même équation différentielle
mais alors ces deux fonctions sn^ ( w | T| ), sn^ ( w | Ta ) de la variable u sont nécessairement identiques. En effet, on sait que la fonction snw est développable en une série de la forme
au -h bu^ -+- cu^ -+-...;
la fonction sn^M sera donc développable en une série de la forme
or, comme il est bien aisé de le voir, l'équation différentielle précédente détermine sans ambiguïté les coefficients A, B, C, ... de ce développement en fonction de x seulement.
A la vérité, la démonstration ne s'applique que dans le domaine de convergence de la série en w^; mais, comme deux fonctions analytiques de u ne peuvent coïncider dans une portion du plan sans coïncider partout, notre assertion n'en est pas moins évidente.
Les deux fonctions sn^(w|T|), sïi^{u\'Z2) de la variable u étant identiques admettent évidemment les mêmes zéros : les nombres (*) 2/WiK(T|)-f-2m', /R'(ti) sont donc les mêmes dans leur ensemble que les nombres 2m2K(T2)H- 7,m^i¥J{i2) en supposant que mi, m^, ma, ni'^ soient des entiers; c'est-à-dire que les nombres K(ti), iR'(ti) doivent être équivalents aux nombres K(t2), /K'(t2); ils ne peuvent être que proprement équivalents, puisque les coefficients de i dans les rapports
iî 1. , _ V — '•2»
(») Voir Tome II, p. a85, Jig. i.
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sont de même signe; en d'autres termes, il existe quatre entiers a, è, c, d liés par la relation ad — 6c = i , tels que Ton ait
K (':,) = aK(Ti)-4-6tK'(TO, iK' (x,) = c K(ti) -f- c//K'(ti ).
D'ailleurs la fonction sn^(w|T2) devient infinie, ou égale à un, quand on suppose u égal à iVJ {i2)t ou à K(':2); il doit en être de même de la fonction su^{u \ T| ) qui est la même fonction de u que sn*(w|T2), quand on y suppose u égal à cK(t<) + rfiK'(Ti) ou à aR(T4) -h 6/K'(ti); on en conclut bien aisément, par les formules (LXXII), que c et i sont pairs, a et rf impairs. Si i^ est une solution de l'équation x = A:^(t), toute solution de cette équation est donc de la forme
a -+- bi^
où a, 6, c, 6f sont quatre nombres entiers qui satisfont aux conditions du cas i" du Tableau de formules relatives à la transforma-
lion linéaire. Or Ti = — est une telle solution: les nombres dé-
finis par la formule
CX-+- di\' a\-\-bi
où a, 6, c, d ont le sens que l'on vient de rappeler, et ceux-là seulement, vérifient donc (* ) l'équation Ar^(T) = x.
526. Cherchons maintenant toutes les fonctions analytiques de la variable x qui, mises à la place de t, changent identiquement X:^(t) en x. Désignons par Xq une valeur de x où l'une des fonctions analytiques cherchées soit régulière; la valeur de cette
C) Si Ton demande seulement les nombres t qui vérifient Téquation A:'(t) = x et pour lesquels la fonction sn(u | t) est la même fonction de u, en rejetant ceux pour lesquels la fonction sn(a | t) est remplacée par — sn(a | t), on voit aisément, en s'appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres
de la forme
CX-+- di
où a et cf sont congrus à i, modulis 4f tandis que 6 et c sont des nombres pairs choisis parmi ceux pour lesquels on a ad — 6c — i, et ceux-là seulement, qui répondent à la question. (Cf. Sgrwarz, Formules, p. 3i.)
l8a CALCUL INTÉGRAL.
fonction pour x = Xq peut être mise d'après ce qui précèâe sous la forme
_ cx(xo)4-rfix'(xo) " ~~ ax(xo)4-6tx'(xo)'
OÙ ay bj c, d sont des nombres déterminés choisis parmi ceux du cas I** du Tableau (XXo). La fonction de x
cx(x)-h rf/x'(x) ax(x) -+- 6ix'(x)
se réduit à t©, pour x =:xo, et vérifie identiquement l'équation Ar^(T)==x. C'est la seule fonction de x, régulière en x©, qui satisfasse à cette double condition; en efiet, une telle fonction est entièrement déterminée, puisque l'équation Âr^(t) =x détermine sans ambiguïté les valeurs, pour x = x©, de toutes ses dérivées.
527. D'après ce qu'on a dit au n** 520, on obtient une solution des équations (a) en prenant une solution de l'équation x =: Ar^(T),
ix'
par exemple la solution t= — » en choisissant arbitrairement une détermination de y/si — 63, puis en faisant
OU, ce qui revient au même,
on a alors, comme on l'a vu au même numéro,
Ca = p(wa| wj, wj) = £«, V^ej — es = -r— ^ = /ei — £3.
528. On peut sans peine déduire toutes les solutions des équations (a) d'une solution (i)|, (1)3; en effet, une seconde solution iù\j (1)3 conduirait à la même fonction pu que la solution coi, W3, puisque les deux fonctions vérifieraient la même équation différentielle et comporteraient les mêmes développements en série. Les deux fonctions p(a | Wi, 0)3), p{u\ tù\, Wg) étant identiques, les réseaux des parallélogrammes de périodes coïncident : on en conclut que les nombres w', , Wj sont proprement ou impro-
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prement équivalents aux nombres co^, (O3; en d'autres termes, toutes les solutions des équations (a) sont données par les formules
(tiAlAj) Wj = n tOs = — - »
où a, 6, c, d sont des entiers assujettis à la condition ad — ic = i . Les fonctions analytiques de ^2? Ys qiie définissent les formules précédentes sont d'ailleurs les seules qui, mises à la place de coi, CO3 dans les seconds membres des équations (a) transforment ces équations en identités. Le problème proposé est donc résolu.
529. Revenons maintenant à l'équation k^(^':):^.x et à ce fait essentiel que, en supposant le point x dans le plan ((s), elle se
transforme en identité quand on y remplace t par — ; nous allons
réunir ici quelques conséquences de cette proposition, conséquences qui nous serons utiles plus tard.
Tout d'abord on a, en attribuant à ^x, ^'^i — x les significations qui ont été spécifiées au n^ 523,
en efiet, pour chacune des deux égalités, les quatrièmes puissances des deux membres sont égales, en vertu de l'égalité
x= k^ I — j et, pour chacune des égalités, les seconds membres
sont, comme les premiers, positifs lorsque x est positif et plus petit que un; l'égalité, établie pour ces dernières valeurs de x, subsiste dans tout le plan (S), puisque les diverses fonctions que Ton considère sont holomorphes dans ce plan. On peut écrire encore
(cxixo t/x = ^A- ( ^ j , V'i'=^ = y/^^ ) •
Des relations (XLi) on a déjà déduit au n" 173 la relation
JïiTr)= '-^^^> = a.i(oh)-^>(oh).
iH-v/Fëô ï'»(o|x)-*-Sr»(o|T/
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comme on vient de voir que, dans tout le plan (Ç), i/A^ ( ~ ) est égal à ^ I — X, on a donc, dans tout le plan (G),
En se reportant à la formule (XXXVIIi), on en conclut régallté
(GXïXs)
v/i — X _^ 'iq ->riq^ -^'xq^^
où, dans le second membre, on suppose que q=ze'"^^ est remplacé
par e * .
L'expression ^. » qui est évidemment une fonction ho-
lomorphe de x dans le plan ((B), jouera un grand rôle dans les calculs numériques; nous la représenterons par p. Observons que sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie réelle de
^i — X étant positive, le point ^i — x est à une distance moindre du point I que du point — i, et le rapport de ces deux distances n'est autre chose que la valeur absolue de 3.
On a de même
(CXIXfi)
En effet, lorsque x est positif et plus petit que un, l'égalité X = A^(') entraîne les égalités
puisque K(t) et X, d'une part, K'(t) et X' de l'autre sont alors représentées par les mêmes intégrales définies; mais, quand on
ix' regarde t comme égal à - » K(t) et K'(t) sont, dans le plan (G),
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des fonctions (de fondions) holomorphes de x; les égalités subsistent donc dans tout le plan (^).
De la relation
on déduit, en désignant par ^x la racine carrée de X dont la partie réelle est positive, et par i/;^ la racine carrée arithmétique
de -,
(GXIX:) »/'^--^\/''ï^'("|t)''
en effet, les deux membres qui sont des fonctions holomorphes de X dans le plan ((s) sont positifs quand x est positif, plus petit que un. Cette égalité, jointe aux précédentes, donne les relations
CXIX:) <• V 2 , I X
d'où, à cause de la relation (XXXVI5),
(cxix,) •>.^xt/r-x(yx)'-i/|â'.(o i^).
531. La première formule (XLi) donne immédiatement, en tenant compte des formules (XXXV'Il2) et (LXXI3),
KUx) = ^27UoM')=|^.Uoh;[i-fVA'(T)r
Voyons ce que devient cette égalité quand on y remplace t
par -^ > X et x' étant les fonctions holomorphes précédemment
définies de la variable x qui est assujettie à rester dans le plan ((9). La fonction A"^(t) se change alors en x; A2(4t) se change donc (CXIX5) en
,_(/i_xY
e' = l rp^-=:^ >
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quantité qui, comme nous l'avons vu, est en valeur absolue plus petite que i. Désignons aussi par X| ce que devientx quand on y remplace x par Xi : à la vérité Xi peut être négatif et se trouver, par suite, sur une coupure du plan (6); Xi n'en est pas moins défini puisque Ton a vu que la coupure pratiquée le long de Taxe des quantités négatives n'intéresse pas X qui est défini dans tout le plan (T).
Le dernier membre de l'égalité à transformer devient manifestement
Pour voir ce que devient le premier membre, plaçons-nous
d'abord dans le cas normal où - est réel et positif; x= ^*(t) est
alors réel, positif et plus petit que i, et il en est de même de ^* i=k^(^x); il est donc clair que dans le cas normal X| est égal à K(4t) comme X est égal à K(t). On a donc, dans ce cas, l'égalité
D'ailleurs, quand x reste dans (S), p* reste dans (T) ; X| est donc une fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifestement de même du second membre de l'égalité précédente; cette égalité subsiste donc pour toutes les valeurs de x qui appartiennent au plan (S).
En écrivant x(x) au lieu de X, c'est-à-dire en regardant X comme un signe fonctionnel indiquant une opération à effectuer sur le nombre x, on pourrait écrire le résultat précédent sous la forme
(Gxix,) X |^(i^|gy j = j x(x) (i ^ vrr-^y.
En se rappelant que K'(4t) est égal à 4tTK(4T) comme K'(t) est égal à itK(t), on déduit de l'égalité (a), la suivante
En désignant par x'^ ce que devient x' quand on y remplace x par p*, et en raisonnant comme tout à l'heure, on verrait que.
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dans le cas normal où - est réel et positif, cette égalité devient,
lorsqu^on y remplace t par — >
mais cette égalité ne subsiste pas dans tout le plan (cs) parce que la coupure le long de l'axe des quantités négatives intéresse l'intégrale x'.
532. Pour ce qui est de la solution des équations (a), où e|, Z2t S3 sont les données, solution qui est fournie parles formules
10| = y ai3 =
nous avons fixé arbitrairement la signification de \/ei — £3, sans rien dire de y/sj — 62» \^^2 — ^sî convenons de prendre
/e,— 6, = /6i — e, v/i— X, /ej — 63 - — /ei— £3 A;
les radicaux y/^i — 62, ^e^ — «3 coïncideront alors respectivement avec les radicaux y/si — 62, y/Sa — £3? on sait déjà que y/^j — e^ coïncide avec \Jtx — 63.
Choisissons pour y/ei — £3 celle des racines carrées de \jtx — t^
que l'on voudra, et prenons, en conservant pour yj\ la détermination spécifiée plus haut,
(CXïXg) V/C^=^^^i^;
à cause de la formule (XXXVI3), on aura alors J/^i -e^ = v^* — ^3-
Déterminons enfin les valeurs de y/ei — £2» V^a — ^3 par les conditions
(CXIX9) v^ej — e, = v^ej — e, v^i — x, V^Eî— 63 = i ^^e,— ej V^,
et les valeurs de y/ci — ^2, ^62 — ^3 coïncideront avec celles de ^/fij — £2, ^'^2 — 63.
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II. — Etude de Tintégrale / . ' = considérée
comme fonction de x.
533. Nous allons maintenant étudier de plus près les fonctions de X,
•tz
/i — /.silice- J^ /i — (I— x)sinîo
que nous désignerons aussi par x(x), x'(x) = x(i — x). Ces deux fonctions sont (n° 524) holomorphes dans le plan (6); la première est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (T').
En supposant que x appartienne à (T) et que le cercle décrit du point X comme centre avec un rayon égal à | A | n'atteigne pas la coupure de (T), on peut écrire
J \ — (X-+- /i ) sin'o / r-T— , / yisin^o
^ ^ ' • /i — xsiii*o4/ I H-—
• \ 1 — xsin'o
en conservant à tous les radicaux le sens prescrit au n® 523; les deux membres sont, en effet, certainement égaux au signe près et les signes sont les mêmes pour les petites valeurs de A; l'égalité subsiste donc tant que les deux membres sont des fonctions holomorphes de h. En développant la quantité
/ // sin*o \
\ I — xsin*©/
par la formule du binôme, et en intégrant entre les limites o et ;^ on trouve
Xfx -+- h) = X(x) -H - Ji A H ^ JjA*4-...H '—LJILI — ^_ J^^^/i -^-...^
où Ton a posé
tz
/** sin"»© do "^ I ' — ÏI+^*
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Il est aisé d'obtenir pour les intégrales J;, une formule de réduction. En intégrant entre o et 7 les deux membres de l'égalité
-7- [(I — xsin*o) * sin^^-^cp cosçj
= (2n-f-i)x(i — xsin'©) * sin5«©(i — sin*cp)
tw-f-l
-+-(211 --1) (1 — xfiin*oj ^ sin"»~'©(i — sin*çp)
— (i — xsin'çp) ^ sin*"©, on trouve
y (i — xsin««p)
-t-('Jt/i— 1) / — ^ ^„^i — (2/i-n)xJ;t4-i— (?^^— i)J/f— J/i.
D'ailleurs, on reconnaît sans peine que les deux, intégrales qui figurent dans le second membre sont respectivement égales à xJ//+i -f- J/î, xJ„-f- J„_i ^ on en conclut l'égalité
{'in -f- l)(z* — x)J„H_i-i- 2Al('JlX — l)J/|H- (2/t — l)J/ï-I = o.
Jo n'est autre chose que X ; les fonctions suivantes J, , Jj, J3, . . . sont, à des facteurs numériques près, les dérivées successives de x; la relation précédente n'est donc pas autre chose qu'une relation linéaire entre trois dérivées consécutives de X; en particulier, si l'on suppose /i=:i, on trouve que X vérifie l'équation différentielle du second ordre ( ' )
d* y dy \
534. Cette équation ne change pas, comme on s'en assure immédiatement, quand on change xen i — x. Il en résulte que X'(x), qui n'est autre chose que x(i — x), vérifie aussi l'équation (y).
(') M. L. Fuch s (Cre//e, t. 71, p. 91) a le premier appliqué les propriétés des équations différentielles linéaires à Tétude des modules de périodicité des fonctions hyperelliptiques, et, en particulier, à l'étude de la fonction que nous désignons par X.
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Le fait que cette équation (y) ne change pas quand on y change x en I — X n'est pas isolé ; elle ne change pas non plus quand on
change x en - ou en et y en j^\/x, ou encore quand on
change x en — — — - ou en — _- et^ en^'y/i — x.
Si, par exemple, en désignant par y^ une fonction de la variable Xj, on pose
x,= ^-, ri=r/» — 5^»
y sera une fonction de x qui s'obtiendra en remplaçant Xj par
dans y^ et en divisant le résultat par y/i — x; on aura dans ces conditions
puis
et l'on voit ainsi que, si la fonction y^ ~-f{^\) annule identiquement le premier membre, la fonction
annulera identiquement le second. C'est la proposition annoncée dans l'un des cas.
53o. Quoique cette vérification suffise à notre objet essentiel, nous voulons indiquer l'origine des propriétés de celle nature.
Observons d'abord que, si l'on regarde t comme l'une quelconque des fonctions analytiques de x définies par l'équation (p), y,:ljz k'^i^i)^ les fonctions K(t), K'(t) regardées comme des fonctions de X, vérifient l'équation (y) : en effet, ces fonctions sont (n** 523) des combinaisons linéaires à coefficients constants de X, x'.
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Considérons maintenant, outre Tëquation (^), Téquation
et supposons que t et T| soieat des fonctions analytiques ^(x), gi (x^) qui vérifient ces équations; les fonctions K(t), K'(t) d'une part, les fonctions K(Ti), K'(t4) de l'autre vérifieront respectivement Téquation (y) et Téq nation
Si, maintenant, en désignant par a, p, y, 5 quatre nombres entiers dont le déterminant aS — py soit positif, on établit entre t et Ti la relation
cela revient à établir une relation entre x et Xi, à savoir
nous représenterons, pour abréger, ces relations par X| zzzzf(^x), X rr= F(xi ). On a d'ailleurs
K(T,) ~'^*~ aK(T)-+-ptK'('c)'
et, par suite, en désignant par z une fonction convenable de t, on
peut poser
K(t,)- z[aK('c)--ptK'(T)],
K'(TO-f[TK(T)H-StK'(T)J;
il résulte de là que les quantités >sK(t), 5K'(t), qui sont évidemment des combinaisons linéaires à coefficients constants de K(T|), K'(ti), si l'on y regarde t comme égal à^[F(x,)], vérifieront l'équation (yi)» en d autres termes si, dans cette équation, on commence par faire le changement de variable et de fonction défini par les relations
où dans z, t doit être remplacé par ^(x), elle se transformera en
une nouvelle équation du second ordre qui admettra les mêmes solutions K(t), K'(t) que l'équation (y); la transformée sera donc identique à cette équation (y). Cela revient à dire que Téquation (y) se change en elle-même quand on y change x en /(x), y en zy. Or, si l'on suppose que les entiers a, p, y, 5 vérifient la relation a8 — py r= I , on trouvera dans le Tableau (LXXX5), suivant les six cas possibles, que la fonction /(x) peut avoir les six
formes x, > -» • 1 — x, , auxquels correspondent,
X — IXI— X 'x * * '
d'après les formules (LXXXg^»), les valeurs de z données par la
formule 5 = r7> c'est-à-dire 1, sj \ — x, y/x, \J \ — x, 1, yx. On n'a
pas tenu compte pour écrire ces dernières valeurs du facteur ( — i) qui figure dans les cas 4° et 5°, ce facteur n'offrant aucun intérêt, puisque toute solution d'une équation linéaire peut être multiplier par une constante arbitraire.
On obtient ainsi les résultats mêmes que nous avions annoncés et dont le lien avec la théorie de la transformation linéaire apparaît clairement.
On voit de la même façon, en se reportant au n°531, que l'équation (yi ) se change dans l'équation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction défini par les formules
y,^yy\,^yT^,.XK^\
(') C'est maintenant un problème qui se pose naturellement que de chercher à déterminer les fonctions z et / de x, telles que l'équation (vj se change dans l'équation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction défini par les équations
Nous nous bornerons aux indications suivantes :
En désignant par des accents les dérivées prises par rapport à x, on trouve immédiatement les conditions
la première donne, en intégrant,
G est la constante d'intégration. En portant cette valeur de z dans la seconde
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Observons aussi que Téquation différentielle (y) appartient au l^pe de l'équation, étudiée par Gauss, que vérifie la série hypergéométrique ( * )
dans le cas où Ton suppose a— j5-t -, y :^ i. A ce point de
vue, les propriétés relatives au changement de x en — — > -»
> I — X, - — ne sont que l'application à ce cas particulier de
propriétés connues de cette équation.
o36. Nous allons chercher la solution générale de l'équation différentielle (y). D'après les principes que nous avons rappelés dans l'Introduction, on sait que, si l'on considère un point Xq, autre que les points 0,1, il existe une fonction de x, vérifiant l'équation différentielle (y), fonction qui est holomorphe dans toute aire limitée par un contour simple ne contenant ni le point o, ni le point 1, qui, enfin, si l'on se donne deux nombres arbi-
équaiion, on trouve, pour déterminer/, l'équaLion difrôrenliplle du troisième ordre
V/ if ^/ L (f-/y (X--X). I °'
en remettant %^ à la place de / et en ne spécifiant plus la variable indépendante, cette équation se met sous la forme
idx cf%^{d'%^ d% — c/x, rf'x) — 3(c/''x, rfx — t/x, d'%) {d'%^ d% -■.- e/x, d'%) -t- d%] rfx' rV ; *^ - d%; - y-^l^î— 1 e/x«] ■- o.
Kn remplaçant respectivement x, x, par /i% /', on met cette équation sous la forme que lui a donnée Jacobi
2/>A' dl dk{dl d'k -dkdH) - Zk'l*{dl d^k dk dU) {dl d'k -r- dk dU)
On n'aurait aucune peine à former aussi l'équation diiïérentielle que vérifie z. \je lecteur reconnaîtra sans difficulté que c'est l'équation diiïérentielle du troisième ordre que doit vérifier le quotient de deux solutions quelconques de l'équation (7).
(') Voir^ par exemple, la Thèse de M Coursât [Annales de l'École JVormale supérieure, 1)^81 : supplément au tome X).
T. et M. III. i3
Irdives y-Q^ y'^ se réduit kyo pour x -Xq, tandis que sa dérivée, au même point, est égale àyj,.
D'après cela, si Xq appartient au plan (^), il y aura une solution de l'équation différentielle (y), holomorphe dans ce plan, qui-, pour xr:=Xo, sc réduira, ainsi que sa dérivée, à des valeurs arbitrairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, pour X = Xo, la fonction X et sa dérivée, ou la fonction x' et sa dérivée, cette solution holomorphe dans le plan (©) ne sera autre que la fonction X, ou la fonction x'.
Nous désignerons, dans ce qui suit, par Co, C| les cercles de rayon un décrits des points o, i comme centres, par D leur corde commune; par (Co), (C, ) les régions intérieures, par (C'J, {C\) les régions extérieures aux cercles C©» C\, par (D©), (D4)les deux demi-plans, séparés par la droite D, qui contiennent respectivement les points o, i; puis par (Cq Ci) la région commune aux deux régions (Cq), (Ci); par (CoC,Do) les régions communes aux trois régions (Co), (Cl ), (Do); ....
Si l'on cherche à vérifier Téquation différentielle (y) par une série de la forme «oH- ^iX -i- «2^^^ + • • • -^- ««î^" -h . • . , on trouve de suite, en substituant, puis égalant à o le coefficient de x"-', la relation
On en conclut que, si Ton pose
/ lY ri.H.5. ..(2/1 — 015
la somme de la série
(GXXi ) X(x) — «Q-h ûf|X -h. . .-T- ««x^-h . . .,
dont le cercle de convergence est manifestement (Co), vérifiera l'équation différentielle (y). On voit de plus que toute solution de cette équation, holomorphe dans (Co); se réduit à la fonction )v(x) multipliée par une constante.
On trouve une seconde solution de Téquation différentielle (y),
en posant
r = 4 |a(x) 4-X(x)logx;
a(x) est une fonction inconnue que Ton va déterminer tout à
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rheure; les théories de M. Fuchs sur les équations différentielles permettent de prévoir que la fonction [x(x) sera holomorphe dans (Co); quant au coefficient 4 il a été simplement introduit pour la commodité des calculs. Quoi qu'il en soit, en portant la précédente valeur dans Téquation différentielle (y) et en tenant compte de ce que X(x) est une solution de cette équation, on trouve immédiatement, pour déterminer i«.(x), la relation
(v') 4>c(x — l) |ji'(-/.) — 4(1— 2x)fJl'(>^) — F^W = — 2(>t--i)X'(x)-- X(x).
Si Ton essaye de satisfaire à cette relation par une série entière de la forme «o^^o + <^< ^i >t + . . . -i- anb„y.^ -j- . . • ^ où les an sont les coefficients déjà définis, que Ton introduit ici en vue de réductions ultérieures, on trouve, en égalant dans les deux membres les coefficients de x''~*, la relation
V- '2. > 4 in — I 1 n
la somme de la série
( CXXi) {"-W = «i^ix -+- aj^jx'-H. . .-h rtrt^rtX'»-!-. . .,
dont le cercle de convergence est évidemment (Co), vérifiera l'équation différentielle (y).
On voit donc que toute solution de l'équation différentielle (y), en particulier les fonctions X, x', pourra dans (Co) se mettre sous la forme
(GXX,; AX(x)-4-B[.i .ji(x)-h).(x)logx],
en désignant par A, B des constantes convenables.
537. Avant d'aller plus loin, nous étudierons de plus près les fonctions À(x), [i.(x) de manière à obtenir des valeurs approchées de ces fonctions, en supposant [x] <^i. ,
La formule de Wallis fournit, pour tout entier positif /i, les
inégalités ( *)
{in -:- i)tz 'iniz
On pourra donc poser
71 \2/l 2/1 -hl /
et l'on aura l'égalité
Clfl — E/i,
niz
(CXX3) X(x)-I-iy ?^--E(x)-l-il0g(l-x)-S(>c),
7C ^iBH /l 71
où e(x) est une série entière en x, à coefficients tous positifs, que Ton peut écrire sous la forme
n=. oD
£(X) =^^ E/fît'*" ',
et dont la somme est, par conséquent, moindre en valeur absolueque
xITIm-^^ ' - ) ^ |x|- (I lo<,"2):
^^ Tz \7.n 'in-\- \ J 7: ^
en se reportant à la valeur 0,693147... du logarithme naturel de à, on voit que Ton a
Posons de même
ba~ log2— £'„, 0< s;,
(') En faisant a; = - dans la formule ( I,), on trouve de suite
où l'on u posé
_ ( 2 n -h ly ( 0. n -{- 3)- . . . (2 n -^ 9. k- ly i 0. n - 2 k ~h i) ' "" ( 2 w 4- a )> ( 2 w -f- .j )\ . . ( .< // h 2 k y
On a d'ailleurs, pour tout entier positif k, •'— • ; i, — > r.
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Tégalilé
n := te n = • n
n entraîne la suivante
\^{^) ^^^anbn^-=^Y^-^ --^tnbny.^
(CXX,) |JL(x)r-_-!-^- |og(i — x)-r,(x),
nr= m
OÙ T, (x) = 51 "^tw^" ^st une série entière en x dont les coefficients
>;« = ^ -4- Sa 6/»
sont tous positifs; on a d^ailleurs
/! = tO
et des inégalités
Al \ '2 Al a /i -t- 1 / TT \ a /i a /i -T- 1 /
on déduit ensuite
Ces expressions fournissent des valeurs d'autant plus approchées de )i(x), [x(x) que la quantité |x| est plus petite. On observera d'ailleurs que
log(i-x)= - ~ — ^- -...,
qui est la seule fonction dont dépendent les expressions approchées de )i(x) et de [x(x), est une fonction holomorphe de x dans (Co); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire
à celui de i dans x; il est compris entre et - •
La partie réelle de )»(x) s'obtient en retranchant la partie réelle de e(x), qui est moindre en valeur absolue que -—^ de la partie
réelle de i log(ï — ^)> quantité qui dans (Co) est toujours
supérieure à i ~ ou à ^ ; cette partie réelle est donc plus
iqB calcul intégral.
grande que |; elle ne s'annule donc pas dans (Co), non plus que X(x). On trouverait sans peine que le coefficient de i dans X(x) est moindre, en valeur absolue, que ^. Le coefficient de «est moindre en valeur absolue que ^ dans 7|(x) et que -^ dans [x(x).
538. Puisque )v(x) ne s'annule pas, le rapport ^ — est, dans le
cercle (Co), développable en une série entière en x; il importe de démontrer que les coefficients de celte série sont tous positifs, qu'elle reste convergente pour x r^ i et que sa somme est alors égale à loga.
Tout d'abord, des équations différentielles que vérifient X(x), [jl(x), équations qui peuvent s'écrire
4^[(x-i)xX'(x)]-+-X(x)--.o,
4 ^ [(x - i)x jx'f X)] -+- hl(x) - — 2(X — I) X'(x) - X(x),
on tire aisément
4 ^ j(x - i)x[X'(x) |i(x) - X(x)ijl'(x)]{ - ^ [(X - 1) X«(x)] ;
puis, en intégrant entre les limites o et x, et en divisant par
x(i-x)Xï(x),
Cette égalité montre, en passant, que, si x augmente par valeurs réelles de o à i, ^-— va toujours en augmentant; en effet, on a,
dans ces conditions^
puisque le coefficient de x" dans le développement de X(x) est le carré du coefficient de x" dans le développement de -j^^^^y coeffî-
cient qui est moindre que un : la dérivée du rapport y— -^ est donc positive; ce rapport croît de o à log2, limite vers laquelle il tend
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quand x tend vers i, comme il résulte immédiatement des valeurs approchées de X(x), [Jl(x).
L'égalité (e) montre que le développement de yy — s'obtiendrait
aisément si l'on avait celui de s-:- — : cherchons d'abord celui de
X*(x). En forniant l'équation différentielle linéaire que vérifient les carrés des solutions de l'équation (y), on trouve sans peine
et, si l'on cherche à vérifier cette équation par une solution de la forme ao-h a< x -f- ajx^--- . . . , on obtient aisément la relation récurrente
qui, avec les conditions ao -— i, a< ^^ -> détermine complètement
les coefficients a,, du développement de ^'(x). Tous ces coefficients sont manifestement positifs, et l'équation récurrente montre, en raisonnant par induction, qu'ils vont en décroissant; il en résulte que la fonction
(i — x) )v*(x) — I -f- ( ai — i)x - . . . -f- (a^ — ot/i-i )x«-t-. . .
est de la forme i — ^ix — ^^r!^ — . . ., tous les coefficients p<, P2, ... étant positifs. Si l'on se reporte à la valeur approchée de X(x), on voit que, lorsque x tend vers un, (i — x)X2(x) tend vers o; il faut donc, lorsque x tend vers un par des valeurs positives, que P<x-f- p25^*H-- • • tende vers un, ce qui, puisque tous les p sont positifs, ne peut avoir lieu sans que la série pi -j- p2 -^ • • • soit convergente et ait une somme égale à un. il en résulte que pour tout point de ( Cq ) la valeur absolue de pi x -|- P2 ^^^ 4- . • • est moindre que un, et l'on peut écrire
le second membre est développable en une série à coefficients positifs; il en est de même de A -y- r — ■ et de l-r— : mais, quand
X tend vers i, ce dernier rapport tend vers loga; îi faut donc que la série qui le représente soit convergente pour x ^^ i, et ait une somme égale àlogs.
Tous les coefficients de la série qui représenter;^ — -sont évidemment rationnels.
539. Puisque l'équation différentielle (y) ne change pas quand on change x en i — x, il est clair que, dans le cercle (C<\ elle admettra les solutions
^(i ~ 5^)» 4 1^0 ~ ^) -♦- ^(* ~" '^)log('~ x).
Les deux cercles (Cq). (C<) ont une partie commune (CoC»), qui appartient tout entière au plan (Ç). Nous adopterons, pour cette région, les déterminations de logx, log(i — x) qui ont été précisées au n° 523; en particulier, si x est réel (compris entre o et i) les logarithmes seront réels. Dans cette même région les solutions qu'on vient d'indiquer doivent être des fonctions linéaires à coefficients constants des solutions X(x), 4 \^{'^) -f-^(x)logx qui conviennent à la même région, c'est-à-dire qu'on doit avoir, en désignant par A, B, A', B' des constantes,
( X(i — x)^ AX(x)-T^Bf4 îi(x)-4-X(x)logx],
( 4 |jl(i -X) ;- X(i - - X) log(i — x) — A'X(x) -4- B'[4 ia(x) -h X(x)logx].
Nous déterminerons ces conslantes en supposant x réel. En remplaçant, dans ces identités, X(x), [x(x), X(i — x), a(i - - x) par les expressions du n" 537, elles prennent la forme
/d '\i A-»-4Bloff'2, ^
(^B-^ -jlogx ^- ^|og(i — x)-^a(xj -zo,
/_j, 4l0g2\, A'-^4B'l0ff2 -^TT, , o, ,
I^B-:-^-"- jlogX— ~;r -l0g(l-X)-p(x)-^0,
où a(x) et p(x) désignent des fonctions de x dont les valeurs absolues restent inférieures à des nombres fixes quand x s'approche de o ou de i , comme il est aisé de le voir en se reportant aux limites obtenues au n° 537 pour 6(x), t,(x) et en observant que xlogx tend vers o avec x et que logxlog(i — x) tend vers o quand x tend vers o ou vers i .
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Il est clair alors, en faisant tendre x successivement vers o ou vers i, que les dernières égalités ne peuvent subsister sans que les coefficients de logx, log(i — x) soient nuls; on a ainsi quatre équations pour déterminer les constantes A, B, A', B', et Ton trouve
L , _^ leiogV. - u^ ^ g,^_4_log2^ AB'-A'B = ..
On pourra, si l'on veut, résoudre les équations (î^) par rapport à ).(x), 4 [Jt-(5t) -i- î^(5t) logx; on obtiendra immédiatement le résultat en changeant dans ces équations mêmes x en i — x.
Ces équations sont valables tant que x reste dans la région (CoC<); dans le cercle (Co), en dehors du cercle (C<), les fonctions X(i — x), [jl(i — x) n'ont pas de sens. Si Ton adoptait dans le cercle (Co), où les fonctions X(x), (Ji.(x) ont une signification précise, comme définition des fonctions X(i — x), [x(i — x) la signification qui résulterait des équations (Ç) elles-mêmes, on ne ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de convergence (C|) des séries qui les définissent (n°* 51-52).
540. Les formules précédentes nous fournissent de nouvelles expressions des fonctions X, x'. En effet, X étant une fonction holomorphe dans le cercle iCq) ne peut différer que par un facteur
constant de )v(x) ; pour x =-= o, X est égal à - > X(x) à i ; on a donc (GXX,) x(x):=-X(x;.
D'ailleurs x'(x) est égal à x(i --x)ou à -X(i — x); on a donc, dans la région (CqCi),
(CXX,) x'(x)--l[4f^(x)-4-X(x)log^].
Cette dernière formule n'est établie que pour la région (CoC<); mais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, c'est-à-dire dans toute la région du cercle (Co) qui fait partie du plan (S), ou encore dans le cercle (Co), lorsqu'on y a pratiqué la
coupure qui va du point o au point — i; log— a sa valeur principale.
541. La propriété qu'a l'équation (y) de se reproduire dans les conditions qui ont été spécifiées au n** 534 permet de même de déduire des solutions )v(x), 4 [a(x) H- X(x)logx, valables dans le cercle (Co), d'autres solutions valables dans les régions (Do), (C,), (C'„), (D,), et il sera aisé de relier deux de ces diverses solutions en les comparant entre elles dans une région où toutes deux sont valables. Il nous suffira de considérer les régions (Dq) et (DoCo) qui comprennent le point o.
La région (Dq) est caractérisée par la condition | — ^- < i ; il
résulte d'ailleurs du n® 534 que l'équation (y) admet dans cette région les solutions
La première fonction est régulière au point o; en ce point elle est égale à i, si l'on adopte pour le radical la détermination qui se réduit à i pour x rr^ o. On a donc, aux environs de Jt r^ o,
puisqu'une solution de l'équation (y), régulière au point o, ne peut différer de X(x) que par un facteur constant (n® 536). Cette égalité subsistera dans toute la région (CoDq) où les deux membres sont holomorphes.
Quant à la seconde solution, nous la remplacerons par la fonction
qui n'en diffère que d'un certain nombre impair de fois -y X ( -_— )> et qui, par conséquent, vérifie aussi l'équa-
lion (y). Dans la moitié du plan (G) qui fait partie de la région (Dq), F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour
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log et y/i — X les valeurs (principales) spécifiées au n" 523.
Envisageons, dans la région (CqDo), modifiée parla coupure du plan (S), la solution F(x) — 4 ^(^ — X(x)logx de Téquation (y). On a
le second membre, si Ton tient compte des égalités
X(x)= _L^X(-^), log -^-- -.logx-log(i-x), se réduit à
cette quantité est donc une solution de l'équation (y) : elle est régulière au point o, s'annule en ce point; elle est donc identiquement nulle dans la région (CoDo). Par suite, dans la région (CqDo), modifiée par la coupure du plan (C), on a
Les deux équations (r^) permettent d'exprimer les fonctions à( )♦ }JL ( j au moyen des fonctions X(x), [x(x), ou inversement,etde continueriez premières fonctions dans tout le cercle (Co), ou les fonctions )^(x), [x(x) dans tonte la région (D„), à l'exception des coupures. Il est aisé d*en conclnre d'autres formules
de passage, en changeant x en i — x, puis x en -; mais nous nous
bornerons à établir les formules de ce genre, pour les fonctions x(x), x'(x), qui sont notre objet essentiel.
542. Observons d'abord que, si l'on veut, par exemple, relier les
fonctions x(x), x'(x) aux fonctions X (-^ )> ^\'~zi~r ^' ^^"'
vient de rester dans une région où toutes ces fonctions sont holomorphes : les deux premières sont holomorphes quand le point x
reste dans le plan (G) ; les deux secondes, quand le point — _— reste
dans ce même plan: les quatre fonctions seront donc holomorphes si Ton assujettit le point x à rester soit au-dessus, soit au-dessous
de l'axe des quantités réelles : car alors — ^— sera imaginaire
comme x; mais, si x était réel compris entre o et i, -_-- serait réel, négatif, donc figuré par un point situé sur une coupure de (g) . La même observation s'applique aux nombres ->- — > i — x,
; si X reste soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quan-
tités réelles, les fonctions x(x), xf—^), X^-j, X^^^^Uxfi ^x),
v( — )» ^ (^) ^\~ls') resteront toutes holomorphes. 11
convient d'observer encore que le coefficient de / a le même signe dans x, et et un signe contraire à celui-là dans
543. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent et qui comportent un double signe, de prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que le point x est situé au-dessus ou au-dessous de l'axe des quantités réelles. Supposons d'abord que le point X appartienne à la région (CoDq) ; on aura alors, eu appliquant les formules (CXXo\
\X— 1/ JL \X—I/
dans le second membre de la dernière équation le logarithme a sa valeur principale; on a d'ailleurs (n" 523)
^ iG(i— X) ^ [6(x — I) '
suivant que le coefficient de i dans - — est positif ou négatif, ou, si l'on veut, suivant que le coefficient de / dans x est positif
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OU négatif : on a donc, en tenant compte des relations (tj).
d'où enfin, en appliquant encore une fois les formules ( CXXa),
\ ( :--^— ) — \^i --xx(x), ^' {'ZII~) ~ V^ — x[\'(x; ± ix(x)|.
Les deux formules auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont établies que dans la région (CoDo); mais elles sont valables tant que les divers membres restent holomorphes, c'est-à-dire tant que le point X reste soit au-dessus, soit au-dessous de Taxe des quantités réelles.
Si, dans ces formules, on change x en i - - x, et si l'on n'oublie pas que les coefficients de / dans x et dans i — x sont de signes contraires, on trouve
x'( * _ \ -- v^x[x'(i — y.) .,- i\{i — x)] — v^x [x(x} .: /x'( xj|. On a d'ailleurs
Vx— 1/" \ i--x/"~* \i — yj ' \x — 1/ \i--x/
Finalement, on obtient le Tableau de formules qui suit, où la signification du double signe a été précisée plus haut.
x(i — X)— x'(x), x\i— x) - x(x), '''(^"ir) ^^ (î) ^ t/x[x(x):v*x'(x)j.
544. Il est bien aisé de conclure de ces formules que le coeffi-
x'Cx) cient de i dans le rapport —r-^ est toujours compris entre — i et
H- I . Plaçons-nous, en effet, dans le cas où le coefficient de i dans x est posilif. On tire alors des formules (CXX4)
(Pailleurs le coefficient de i sera négatif dans ; mais (n** 524)
le coefficient de i est toujours de signe contraire dans x et — ; il
sera donc négatif dans —7—- et positif dans le premier membre. Il
faut donc que le coefficient de i dans - - — ■ soit compris entre — 1
et o. On verrait de même qu'il est compris entre o et i, lorsque le coefficient de i dans x est négatif. On voit encore qu'il n'est jamais nul, sauf dans le cas où x est réel, compris entre o et i (*).
545. Lorsque le point x en restant dans le plan (S) s'approche d'un point déterminé d'une coupure, aulre que le point o ou le point I , X et x' tendent vers des limites déterminées, puisque ce» sont des solutions de Téquation différentielle (y), lesquelles peuvent toujours être continuées le long d'un chemin déterminé quelconque ne passant ni par le point o ni par le point i. Ces limites apparaissent d'ailleurs immédiatement sur les formules (CXX^).
Supposons, par exemple, que le point x s'approche d'un point X, de la coupure de droite, en restant dans la partie supérieure du plan (to); on aura
( ' ) Dans le même ordre d'idées, il est aisé de démontrer le théorème suivant : Le parallélogramme dont les côtés sont respectivement o, x, x -H tx', ix' est décomposé en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux sommets x, i\' si le coefficient de / dans x est positif, par la diagonale qui joint les deux sommets o, x 4- <x% si le coefficient de i dans x est négatif; lorsque x est positif, compris entre o et i, le parallélogramme est un rectangle.
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Les fonctioDs x(-). xW - ) sont continues quand x s'approche
de X, et tendent vers des valeurs réelles et positives xf — j>
— ): -— tend vers la valeur réelle et positive -,_ > et l'on a
lim[x'()c)] = -!.x'(-i).
Rien n'empêche de regarder ces limites comme étant les valeurs de x(x, ), x'(xi) qui n'ont pas encore élé définies; les fonctions \(x), x'(x) sont alors définies sur le bord supérieur Ae la coupure qni va du point i à -f- oo, en suiv<int l'axe des quantités positives;
la partie réelle du rapport ' '^ est encore positive, puisque
x(— ) etx'(— ) sont positifs et la continuité montre que l'équation en T, A'''^(t) ^= X|, est encore vérifiée quand on suppose
x(xi) '
On peut, si l'on veut, modifier la définition du plan (s), de manière à faire rentrer dans ce plan le bord supérieur de la coupure de droite^ mais on n'y fera pas rentrer le bord inférieur de manière que les fonctions x'(x), x(x) soient univoques dans tout le plan (s).
On voit alors, sur les deux dernières formules (CXX4), que si X tend vers le point X| en restant dans la moitié inférieure du plan, x(x) et x'(x) tendent vers les limites
-,kK;)-'«'a)i
x(x,) - li\\Y.i),
-!^xY-- ) =x'(x).
La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuité.
Les mêmes observations s'appliquent à la coupure de gauche, relative aux valeurs négatives de x; mais, pour conserver la symétrie du plan ( s) par rapport au point -» il convient de définir les
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fonctions x(x), x'(x), quand x s'approche du point X2 de la coupure en restant dans la partie inférieure du plan; en sorte que pour cette coupure, c'est sur le bord inférieur que les fonctions seront définies, par exemple, par les formules
«■<-'" 7fh;H-'^)--(r-i;)]-
On fera encore rentrer le bord inférieur de la coupure de gauche dans le plan (G). On voit alors que, si x tend vers le point Xj en restant dans la moitié supérieure du plan, x(x) etx'(x) tendent vers les limites
La coupure de gauche devient donc, elle aussi, ligne de discontinuité. Les propriétés établies pour l'ancien plan coupé (ç) subsistent après les modifications qu'on lui a fait subir et qui permettent de regarderies fonctions x, x' comme définies partout, sauf aux points o et i.
Les formules ((^XX») subsistent d'ailleurs pour toutes les valeurs de X, autres que o et 1 ; lorsque x est réel, il faut toutefois faire attention, pour les formules qui comportent un double signe, à prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que x est positif
ou négatif et à regarder, quand x est négatif, y x comme égal à
— i\\j — x|, et quand x est positif, plus grand que un, y 1 — x
comme égal à — / 1 y/x - - i | .
546. Nous allons maintenant envisager les fonctions analytiques de X que l'on obtient en continuant les séries entières qui, aux environs d'un point Xo du plan ((?) non complété, coïncident avec les développements de X( x) et de x'(x j.
On voit sur l'équation différentielle (y) que Ton peut continuer ces séries de proche en proche le long d'un chemin quelconque
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ne pussant ni par le point o ni par le point i , mais traversant un nombre quelconque de fois les deux coupures.
Les fonctions ainsi continuées n'offrent plus, comme x(x) et x'(x), des discontinuités quand on traverse une des coupures, mais ce ne sont plus des fondions univoques dexetelles ne coïncident plus en général avec x(x) et x'(x).
Pour les comparer aux fonctions univoques X (x) et x'(x), considérons d'abord deux fonctions Y et / Y' de la variable x qui, aux environs d'un point Xo silué en dehors des coupures, admettent les mêmes développements en série entière, en x — Xo, que les fonctions aX-|- ^^x', yX -f- 8/x', où a, p, y, S désignent quatre constantes réelles dont le déterminant a? — py ne soit pas nul. Fixons un chemin quelconque (R) partant du point x© et ne passant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions Y, /y', étant comme les fonctions X, ix' des solutions de l'équation diflerenlielle (y) pourront être continuées tout le long du chemin (R). Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, elles ne cesseront pas de coïncider avec les fonctions ax-f-^tx', yX + S/x'; il résulte de l'étude que l'on vient de faire de la discontinuité des fonctions X, x', quand on traverse la coupure o. . . — 00, que Y et iy' coïncident respectivement, après qu'on a traversé cette coupure, avec
y =(a±2?)x-*-piV,
où il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que l'on traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou du bas du plan vers le haut; de même, Y et i\' , après que l'on a traversé la coupure i...-1-oo, prennent respectivement les valeurs
où il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut eu bas. Par conséquent, en un point quelconque x, du chemin (R) les fonctions Y, i\' peuvent être représentées par des expressions telles que a\ -h bi\' ^ c\-\- dix' ^ où Ton rappelle encore que X, x' sont des fonctions univoques et où les coefficients a, 6, c. rf, dont le T. ei M. — m. i4
déterminant ad — bc est égal à aS — ^y, dépendent de a, p, y, o et de la façon dont on a traversé les coupures; les différences (i — a, 6 — p, c — Y, d — 3 sont des fonctions linéaires de a, ^, Y, 0 dont les coefficients sont des entiers pairs.
547. Si l'on voulait se replacer au point de vue des n" 147, 148, 149 et envisager a, p, y, o comme les coefficients d'une
substitution
permettant de passer des nombres X, i\' aux nombres Y, t y', on pourrait dire que l'effet du passage par une coupure consiste à multiplier la substitution S par l'une ou l'autre des substitutions
T^2, V^2 du n° 148; en sorte que Ja substitution ( ,j s'obtient
en multipliant S par un produit de puissances paires, positives ou négatives, des substitutions T, S. Un tel produit est évidemment une substitution linéaire appartenant au premier des six types du Tableau (XXc). Réciproquement (*), toute substitution linéaire
( ^) ^" ( _ w 8pp3ï*tcnant au type i" du Tableau (XXg)
est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En effet, conservons les notations du n° 148; on peut toujours déterminer un entier positif ou négatif [jl tel que dans l'identité
\ï 0/ Vïl <^/
ijii l'on a posé a, =:: a — '^[^P» T»^^T — ^F*-^? '^ valeur absolue (le a, soit plus petite que celle de p ; le déterminant ai S — ^y^ est égal à 1 et la parité des nombres a,, y, est la même que celle des nombres a, y. De même on peut toujours déterminer un entier positif ou négatif V tel que dans l'identité
où l'on a posé [3,1:^ p — '^va», 8, r^ o — i^vyi, la valeur absolue
(*) Voir la vingt-cinquième Leçon du Cours aulograpliié de M. Ilcrmile, d'où «ont tirés plusieurs des présents résultats.
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de pi soit moindre que celle de a< ; le déterminant a» 3, — ?i^i est égal à I et la parité des nombres ^i, 5| est conservée. Par répétition de ces deux opérations on parvient nécessairement à une
substitution de la forme ( , ^, ) où a'S' est égal à i et où y' est un nombre joa/r. Si a' est égal à + i le théorème est démontré puisque ( , j = Tï'; si a' est égal à — i, il suffira de multiplier la substitution ( __ _ ^ ) P^** I^s mômes puissances paires de T et de V pour parvenir à une substitution où a' est égal à H- i .
548. Reprenons les notations du n° S46; nous allons montrer que les fonctions Y, y' ne s'annulent jamais le long du chemin (R),
et que la partie réelle de — est du même signe que ao — Py* En
effet, posons x'= (à + [xf)x, en désignant par \ ul des nombres
réels dont le premier est (n° 524) essentiellement positif; nous
aurons
Y = ax -4- bl\' = (a — 6|JL -+- 6Xi)x,
îy' = c\ -\-di\' = (c — dyi-h d^i) x.
Puisque X n'est pas nul non plus que X, on voit que aXH- èiX', par exemple, ne peut s'annuler que si fe et a sont nuls ; s'il en était ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par suite, identiquement nul, cas que nous écartons. D'autre part, la
partie réelle du rapport — est égale à
Kad—bc) X(ao — Py)
la seconde partie de l'énoncé est donc établie.
On voit aussi, en passant, si l'on imagine une aire limitée par un contour simple contenant à son intérieur le point Xq, mais non le point o ou le point i , et si l'on définit les fonctions Y', iV comme des fonctions holomorphes qui vérifient Téquation différentielle linéaire (y) et qui, aux environs de Xq, coïncident avec ax -h p/x',
y' yx 4- 3/x', que le rapport- reste holomorphe dans l'aire considérée et que sa partie réelle y conserve le même signe.
5i9. Supposons maintenant que Ton ait
en sorte que, au point Xq, les fonctions Y, /y' coïncident avec X, /x'; les valeurs qu'elles peuvent acquérir en un point quelconque du plan, en suivant, à partir de Xq un chemin quelconque, sont de la forme ax 4- bi\'y cx-f- di\\ où a, 6, c, rfsonl les coefficients d'une substitution linéaire appartenant au type i° du Tableau (XXg); réciproquement, on peut leur faire acquérir toutes les valeurs de cette forme, en suivant un chemin convenable, comme il résulte de la composition d'une substitution de ce type au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune
de ces valeurs n'est nulle; enfin, le rapport — a toujours sa partie
réelle positive, el l'on peut, par conséquent, construire les l'onc-
(I i y' \ (^ -;- )• Dès lors, on voit que l'équation A'2(t) = x est
aussi bien vérifiée en prenant pour t le rapport — que le rapport
— ; en effet, puisque l'on a
et que la substitution ( ,1 appartient au type i° du Ta-
bleau (XXc), on a
résultat que la théorie de la continuation permettait de provoir.
550. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue et en continuant de désigner par X, x' les mêmes fonctions de x, univoques dans tout le plan (G) complété comme il a élé expliqué par l'adjonction du bord supérieur d'une des coupures et du bord inférieur de l'autre, envisageons l'équation
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OÙ X est rinconnue et où t est un nombre donné dans lequel le coefficient de i est positif.
Si cette équation admet une solution, cette solution ne peut être que le nombre A'2(t), en vertu de Tidentité en x,
Pour savoir si A*^(t) est effectivement une solution, remplaçons x par A'^(t) dans le premier membre de l'équation proposée: ce premier membre prend une valeurdéterminécTi , puisque (XXXVlIe,?) le point A'^(t) n'est ni le point o, ni le point i, et appartient par suite au plan (s) complété. Mais la même identité en x, quand on y remplace x par A^^(t), montre que Ton a k^{'z) = k^{y\) et, par conséquent, que Ton peut passer de t à Ti par une substitution linéaire du type 1° : l'équation proposée n'est pas nécessairement vérifiée, mais, le nombre t étant donné, il existe quatre nombres entiers a, 6, c, d qu'on peut regarder comme les coefficients d'une substitution du type i*', et tels que l'on ait
CX(x) -4- ^ix'(x)
' "" a\iv.) -H bi\'{Y.)
quand on remplace x par A"^(t); ou encore, il existe un chemin fermé partant de x et y revenant, tel que l'on ait, pour x = A'^('c),
en désignant par y(x), y'(x) ce que sont devenues les fonctions x(x), x'(x) continuées le long de ce chemin.
Inversement, toute équation de la dernière forme, où l'on entend que y(x) et y'(x) peuvent être obtenus par des continuations quelconques de x(x), x'(x) ramenant x à son point de départ, admet donc la solution x = A"^(':). Elle n'en admet pas d'autres : en effet. Y, y' ne peuvent avoir que des déterminations de la forme a\ + Wx', c\ -h di\'^ où a, 6, c, d sont des entiers appartenant au type i°; mais l'égalité
n''(x) cx(x)-i-(/tx'(x)
équivaut à celle-ci
ï(x; ax(x)-+- ^tx'(x)
tx7x) _ — c -\-az x(x) ~" d — bz *
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qui ne peut admettre d'autre solution que
d'après l'observation faite au début de ce numéro*, les nombres rf, — 6, — c, a appartiennent d'ailleurs, comme les nombres a, 6, c, d^ au type i®; on a donc
L équation = t, où y et y' sont les fonctions de x précé-
demment définies, où x est l'inconnue et t un nombre donné dans lequel le coefficient de i est positif, admet donc la solution unicoque x = A'^(t) et n^ admet que cette solution. Ce résultat, signalé par M. Fuchs (*) est un point très particulier de la théorie des fonctions auxquelles M. Poincaré a donné le nom de fonctions fuchsiennes.
III. — Calcul effectif de t, coi, a
551. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i, les formules (CXXo) permettent de calculer {^) x(x) et x'(x).
(•) Journal de Crelle, t. 83, Lettre à M. Hcrmile.
(') Quoique le calcul des x(x), x'(x) par les séries X(x), jx(x), lorsque l'on a |x| <i, ne soit pas avantageux, à moins que x ne soit très petit, il convient de compléter un peu ce que nous avons déjà dit à ce sujet (n*»« 536-537).
Des formules (CXX3) on déduit immédiatement les relations
X (>t) = 7 - ^ log(i-x)-a(x),
x'(x) = 2log2— ^^-^ logj:-+- ?(x), en posant
n = to /i = co
""^'^^^H (^"nr)''''» P(vc) = 2^ a,.(log2-^Jx''. /» = 1 /I = 1
Les séries que l'on obtient en remplaçant x par i dans a ( x ), p ( x ), séries dont les différents termes sont réels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, comme il
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Observons en passant que les deux premières formules (CXX4) montrent que l'on ax(M =xW-j'La valeur correspondante de
q =z e * est e""^ = o , o432 1 89 . . . ; on en déduit
(CXXI,) X' (i) = X (1) --= l 3r|(o) - 1,854075.
Les formules (CXX4) permettent également de calculer directement la valeur de q lorsque le point x est l'un des deux points
communs aux trois lignes Co, Ci, D. Pour les racines c ^ de l'équation = x, les deux dernières de ces formules fournissent
en effet la relation
iTZ\
l'TZ
résulte des inégalités démontrées au n* 537; désignons leurs sommes par a(i), P(i); ces nombres seront, d'après le second théorème d'Abel (n» 32), les limites respectives de a(x), ^(x) quand x tend vers i par valeurs positives plus petites que 1. Il est aisé de montrer que l'on a
a(i) = ^(i) = - 2 Iog2 = o, 1845
11 sufût pour cela d'égaler l'expression de x'(x) à celle que l'on obtient en remplaçant X par I — X dans l'expression de x(x), puis de supposer x réel, positif plus petit que 1, et de faire tendre x successivement vers o et i.
Ces valeurs de a (i), p (i) permettent, en raisonnant comme au n* 553, d'évaluer facilement une limite supérieure de l'erreur que l'on commet en ne conservant, pour le calcul de a(x)ou de p(x), que les premiers termes du développement. On a d'ailleurs, en remplaçant les coefficients de a(x), P(x) par leurs valeurs I I
approchées à - — ^ prè:
■xi-f.)— 0,107 3ox p(x)— 0,096 57 X
-h 0,029 MX' -1- o,o3o 8()x*
-ho,oi3 27x' -i- 0,01494^^
-Ho^oo/SSx» î- 0,008 77X*
-f- 0,004 87X* -^o,oo5 75x*
-4-o,oo3 4ox* 4- o,oo'i o6x*
-+- 0,002 5ox' -ho,oo3o2x'
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on en déduil q —^ zh ie * = dz / x 0,063829. La relation
que Ton peut dëduJre de chacune des deux dernières relations (CXX4), met d'ailleurs en évidence ce fait que les deux quantités
x(/'0, vG*'0
sont imaginaires conjuguées. La formule x = - 2r3(o) permet de calculer la première d'entre elles. On trouve
(GXXI5)
( ^~\ X Ve * ; = 1 ,54369 -Jzix o,4i363,
Les nombres décimaux contenus dans ce numéro sont approchés à une demi-unité du dernier ordre près.
D'une façon générale, les formules du Tableau (CXX4) permettent de ramener le calcul de x(x), x'(x) au cas où Ton a |x | < i . En effet, lés inégalités
|>t|>î, |i — xl>î,
entraînent respectivement les inégalités
en sorte que, x étant supposé différent des deux points communs aux trois lignes Co, Ci, D, un au moins des nombres x, i — x,
est moindre que i en valeur absolue; dési-
gnons-lé par Xi ; les formules (CXX2) permettront de calculer x(x4), x'(xi); en appliquant les formules (CXX4) on en déduira
oo2. Mais il vaut mieux porter l'effort sur la détermination du nombre
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Quand on aura, en effet, déterminé q, on aura X par la formule X = -3r«(o) = - (i -H 27 -h 27^-h 2^« -f- . . .)'»
où la série qui figure dans le dernier membre converge très rapidement pour peu que q soit petit. On aura ensuite
- TT- =l0gçr,
où il faut prendre dans le second membre la valeur principale du logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de i est compris entre — tz et tt; cette formule déterminera donc \' quand on a calculé q ei\ : tout est bien ramené au calcul de q.
Observons en passant que, connaissant q, on peut avoir, en désignant par r un nombre rationnel quelconque, à calculer q''
(XXVIIFa); en particulier, on peut avoir besoin de q^ pour le calcul des fonctions &« (w), 2f2(w)' La délerminalion de ^'^ ne comporte aucune ambiguïté; elle dépend, il est vrai, de la valeur que l'on choisit pour l'argument de q', mais c'est toujours la valeur comprise entre — tï et -{- tï qu'il faut prendre pour cet argument, en vertu du théorème démontré au n" 5i4.
553. Nous allons d'abord donner une série entière qui permet le calcul de y, quand on a |x| < i . (Schwarz, Forma /es, p. 54-66.) Dans ce cas, on a, à cause des formules (CXX2),
— it—
i6( "^Tôô""^ i.i [ X(x) J "T
On a vu d'ailleurs, au n° 538, que ~~^ est développable en une
série entière en x, dont on peut obtenir autant de termes que l'on veut; en remplaçant et ordonnant suivant les puissances de x, on aura une expression de la forme
CXXI
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OÙ tous les cocfficienls C« sonl rationnels et positifs. Cette formule est évidemment valable tant que Ton a |x|<;i; de plus, lorsqu'on suppose que x tende vers un par valeurs positives croissantes,
le rapport ^r—r tend (n® 538) vers log2, donc q tend alors vers ^Uog2_. |. ji faut pour cela, puisque lous les coefficients Cn sont
positifs, que la série ^ C/iX" reste convergente pour x= i et qui»
sa somme soit égale à i. On peut d^ailleurs calculer autant de coefficients que l'on veut et Ton trouve
ID i2 1024 2048
On observera que, si Ton calcule q par celte série en s'arrêtant au terme en x". Terreur commise sera moindre, en valeur absolue, que
J= oo
c'est-à-dire, pour les valeurs de n égales à 1, 2, 3, 4> moindre res pectivement que
i5|^,|, ?9,,,|, 92?,.,,,, 128.3,,,, ib' " 3-2 " 1024 ' 2048 '
En vertu des formules (CXX»), on peut écrire
TT
— TT ^-^±111 - 'ÎT-
-^— M^T-î) ^_,, Mr--)
il résulte de là, quand on suppose à la fois | x | <; i , que l'on a
/1= co /!= 00
Celle identité, si Ton ordonne suivant les puissances de x, con-
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duit à ia relation
qui permet de calculer C,i au moyen de Ci, C2, •••, C„_i lorsque // est pair.
554. Quand jxj est plus petit que i, on peut tout aussi facilement calculer la valeur d'une puissance positive quelconque de q. Soit, en effet, /• un nombre positif quelconque; on a(XXVIIl3)
— Tir— *^\~, — '*'0f —
qf = e X = e ^'''' x e ^"j
où log-^ doit être remplacé par sa valeur principale; dans ces conditions, on a
en désignant par lô'" un nombre positif et par x'* la détermination spécifiée au n** 523; on aura, par conséquent,
(CXXJi) gr=2!Le''TÏ7),
Il est clair que le second membre est le produit de x'* par une série entière en x, dont les coefficients sont tous positifs, que cette série doit rester convergente pour x=: i, et que sa somme est alors égale à i .
En particulier, pour r= |, on aura l'important développement qui suit
CXXI3) ^' = 2'"V
OÙ l'on sait que tous les coefficients S,, sont rationnels et positifs, et que Ton a
On trouve sans peine
Oo=i, oi = 2, 0j=i5, Oj=i5o, ...;
en raisonnant d'ailleurs comine tout à Theure, on reconnaît qu'en
prenant, pour calculer (p ^ un, deux, Irois, quatre termes, on commet des erreurs respectivement moindres en valeur absolue que
•jr^ ' ' 16' ^ ' 512' '^ ' ' 4096'^ '
5So. Le procédé que nous avons indiqué pour calculer 5o, S|, 82, 83, . . . n'est pas le seul qu'on puisse suivre :
Reportons-nous, en effet, à la première des relations (CXIX4) que Ton peut écrire
Nous savons qu'il existe une série entière en iJHl, savoir
qui, mise à la place de q'^ dans l'égalité précédente, la transforme en une identité; en égalant dans les deux membres lescoefGcients
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients ôo, 8|, 82, .... C'est ce procédé qui met en évidence, par une généralisation immédiate d'un théorème célèbre d'Eisenstein, ce fait intéressant que les coefficients 8,^ sont des nombres entiers (*).
^aW"''
(*) Voici, avec les petites modincations nécessaires ici, le résumé de la démonstration du théorème d'Eisenstein, d'après M. Hermite {Cours autographié de la Sorbonne).
Supposons que y soit lié à x par la relation
où I, y peuvent prendre toutes les valeurs entières positives ou nulles, où 1rs coefûcients A,, .sont des constantes parmi lesquelles A^^ et Ao » sont nulles; sup-
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556. Nous allons maintenant donner une série entière qui permet le calcul de q dans tous les cas.
La relation (CXXI3)
posons qu*on puisse satisfaire ideatiqucment à celte équation en remplaçant y par une série entière en x de la forme
(2 ) j>' = X (a^-f- a, J7 -h a.JT^H-. . .4- 2„a:"H-. . .)»
les coefficients a^, a,, ..., a„, ... seront des fonctions entières à coefficients entiers des coefficients A. ., en sorte que, si ces derniers sont des nombres entiers, il en sera de même des coefficients a„. Soit, en effet, en désignant par p un entier positif et en supposant en général
il est clair que «^ sera une fonction entière à coefficients entiers de a„ a,, ..., a^ indépendante de a^^,, a^^,, ....; en substituant dans l'équation (1), il vient
par suite, si Ton fait m -4- i = i -h y -f- /i, et que l'on égale dans les deux membres les coefficients de a?"^', il viendra
sous le signe \ du second membre, y doit être au moins égal à i ; par suite, le
premier indice m -h i — i—j est au plus égal à m; il n'atteint cette valeur que pour i = o, y = i; mais, par hypothèse, A„ , est nul; il n'y a donc pas, dans le second membre, de terme en a^ , = a^, et les termes en a^^,_j._. ^. qui y figurent sont des fonctions entières à coefficients entiers de a^, ai, ..., a^_, ; si donc ces quantités sont des fonctions entières à coefficients entiers des A,- y, il en sera de même de a^; or, on a a^, = A, „ a, = A, ^a„-h A^ ^ a^ ,-i- A^ „, La proposition
est évidente. Elle s'applique au cas actuel en supposant x = - — >7= yd et en
prenant la première des équations (CXIXt) et l'équation (CXXIj) pour les équations (i) et (2).
M. Hermite s'est occupé récemment des séries (CXXI^ ,) et de quelques autres. {Bulletin de la Société physico-mathématique de Kasan, série II, tome VI.) Entre autres résultats, il établit le caractère rationnel et positif des nombres C„, au moyen de la transformation de Landen,ct montre que les nombres 2*" C„ sont entiers; le caractère entier des nombres 5^ en résulte. L'illustre géomètre donne, d'après M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres 2*"C^et en signale de curieuses propriétés arithmétiques.
suppose |x|<i; si cette condition est vérifiée, elle peut, en
supposant q^=e *'''', être regardée comme une identité en x. Si, en regardant pour un instant t comme la variable indépendante,
on suppose -. réel et positif et si l'on détermine x par la condition
4/- r: 3'î^o|'c) 9.<7* -h 27* -h aor * -h... _ .
{/x = y^ki^-z) = rj , -\ = — T-, > y = ^^'^^î
la valeur de x sera manifestement réelle, positive, plus petite que I, on aura d'ailleurs (n^ 550)
£xïx)^ x(x) •'
et, par suite, pour toutes les valeurs de t considérées.
Si dans cette identité on change t en 4"^? on aura, pour les mêmes valeurs de t,
et, par conséquent, pour toutes les valeurs de x réelles, positives et inférieures à un,
t;ii posant, comme on l'a fait au n" 529,
L'avanl-dernièrc égalité, établie pour toutes les valeurs de x qu'on a spécifiées, subsiste tant que les deux membres sont des fonctions holomorphes de x, c'est-à-dire dans tout le plan (g) : on
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pourra donc, au moins théoriquement, calculer q dans tous les cas par la formule
n = co
(cxxu) y = S^'d)*"^''
557. Nous allons montrer qu'on peut toujours s'arranger pour que la série qui figure dans le second membre de la formule (CXXI4) soit très convergente et que, en même temps, q soit petit.
La chose apparaît clairement quand les données sont les nombres Y2» Ya» On peut, en effet, supposer les racines e^, £2, £3 rangées dans un ordre tel que les quantités \z\ — £3 1, | £| — £3 |, | £2 — £3 1, soient rangées par ordre de grandeur décroissante, c'est-à-dire supposer que Ton a |x|^|i — x|^i\ ou encore que le point x appartient à la région (GOC1D0); il suffira pour cela, après avoir figuré le triangle formé par les trois points £|, £0, £3, de placer £2 au sommet qui réunit les deux plus petits côtés, £« au sommet qui réunit les deux plus grands.
Pour nous rendre compte de la rapidité de la convergence de la série envisagée, lorsque x appartient à la région (CoC|Do) ou à sa limite, nous chercherons d'abord à déterminer le maximum de I p|. Cette dernière quantité n'est autre chose que le rapport
(les distances du point \/i — x aux points i et — i; quand le
point X reste dans la région (GoCiDo), le point ^ i — x reste dans une région qui est limitée par la courbe que décrit le point
y/i — X quand x décrit la limite de la région (CqCiDo) : cette limite se compose de deux parties, d'une part Tare du cercle C|, compris à l'intérieur du cercle Co, qui va, en passant par le
7C / TZi
point o, du point e * au point e *, et, d'autre part, la portion de la droite D qui s'étend d'un de ces points à l'autre. Quand le point X décrit la première partie, le point i — x reste sur le
cercle Cq et le point ^ \ — x décrit le petit arc du cercle Co com-
Tt /■ 1t /
pris entre les points e ** et e*'^ ; quand le point x décrit la seconde partie, le point ^' \ — x décrit un arc de courbe qu'il est aisé de
IZl TZ l
construire et qui relie les deux points e ", e'^; une étude
sommaire de celle portion de courbe montre (*) qu'elle est comprise tout entière à l'intérieur du cercle C'qui est orthogonal au
ICI ICI
deux points e" et e ". Or, sur le cercle C, le rapport des distances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend une valeur plus petite à l'intérieur de ce cercle ; donc le rapport
des distances du point ^ \ — x aux points -+-1 et — i, lorsque ce
poinl y/i — X reste dans la région considérée ou sur sa limite, est
C I 7C / IC I
maximum pour les pointse " et e**^ mais on a,poury/i — x=:e**.
et, par conséquent, lant que x reste dans la région (CoCiDo) ou sur sa limite, on a
IPI^ta„g5<i.
Quant à la valeur de | y | pour la même région, elle est maniTestement inférieure ou égale à
ITC
lie
lie
gî*
lang
lU
i-he>î
Si
Ad 1
(') Il est aisé de voir que celte porlion de courbe est décrite par le point e * (a cosw) * quand la variable réelles va de — '" à -f- ^' • Quant au cercle
1t TC
G', son centre est le point séc — et son rayon est égal à tang — • Le point doit
élre intérieur à ce cercle, ce qii se traduit par l'inégalité
sjc cos r
— — cos 7- -^ ) -+- s:n' - < tang» —
*^ H y' j cos a/ -4 V 3 cos M '2
C'est un problème de nature élémentaire que de montrer que celte inégalité est YJrifiée quand u varie de — 5" ^ "*" ?'
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et, par conséquenl, à
or, la série dont la valeur absolue figure dans le second membre
iiz
n'est autre chose que la valeur de q pour x = e ' , valeur qui a été calculée au n° ool ; on a donc
TZy/l
pour tous les points x qui appartiennent à la région (CoC|Do), ou à sa limite.
Dans ces conditions, en calculant q au moyen des v premiers
termes de la série, on commet une erreur égale à ^5/i(-) quantité dont la valeur absolue est moindre que
c'est-à-dire que
ip;iv^.(,_l5,_i-2,_ls,_...
•ii'
puisque l'on a vu que ^^^(-j est égale à i. On trouve
ainsi que, en prenant un, deux, trois, quatre lermes, l'erreur commise est moindre que
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donc sûrement plus petite qu'une unité du quatrième, huitième, onzième, quinzième ordre décimal.
Pour les valeurs réelles positives de x, plus petites que -» on
aura
T. et M. — III.
Ayant calculé q^ X, x' puis
(Oa =
on obtiendra irji par la formule (CX2) par exemple, où la série
en q^ converge rapidement puisque q^ est plus petit en valeur
absolue que — -» ou, mieux encore, par la formule (XXXlXi);
on obtiendra ensuite 7^3 parla formule (XXVIIIi), \fk^ y/Â^, K, K', E, E' par les formules (GXIX4 e) et (Cil).
On a ainsi toutes les quantités nécessaires pour le calcul des fonctions S, (5*, sn, en, dn, J^, p, ....
559. Ce qui précède suffirait à la rigueur; toutefois, il est souvent avantageux de ne pas fixer tout d'abord, comme nous l'avons supposé, l'ordre des quantités Ci, £2, £3 par les conditions
81— Ês I â I Si— Êî I â I Ej— ej I ;
OU bien, si c'est le nombre x qui est donné directement, comme il arrive quand on se sert des fonctions de Jacobi, ce nombre peut ne pas satisfaire aux conditions |x|^|x — i|<;i; il est donc nécessaire d'expliquer avec des détails suffisants comment on peut cependant ramener les calculs à se faire avec la même facilité que dans le cas précédent.
Il convient tout d'abord de compléter les observations que nous
avons déjà faîtes sur la façon dont les points 9 -> 7 i — x,
correspondent au point x.
Convenons de dire de deux points qu'ils sont symétriques par rapport à un cercle quand ils sont situés sur un même diamètre et qu'ils divisent harmoniquement ce diamètre, ou encore, ce qui revient au même, quand ils se changent l'un dans l'autre, par l'inversion dont le centre est le centre du cercle et la puissance le carré du rayon du cercle. Cette définition comprend la définition de la symétrie par rapport à un axe; elle ne s'applique pas à la symétrie par rapport à un point, pour laquelle nous conservons la définition habituelle.
La vérité des propositions suivantes apparaît immédiatement sur la figure.
Les points x et i — x sont symétriques par rapport au point •
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Les points-et , symétriques par rapport au poiot -. sont respectivement les symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles et à la droite (D) du point symétrique du point x par
rapport au cercle C,,. Les points et . symétriques par
rapport au point -> sont respectivement les symétriques par rapport
à l'axe des quantités réelles et à la droite (D) du symétrique du point X par rapport au cercle C,, Quand le point x décrit l'une
des trois lignes Co, C), D, les points _ , -, . i — x, *~'.
décrivent aussi, chacun, quelqu'une de ces trois lignes.
Il est aisé, d'après ces remarques, de dresser le Tableau suivant. Les six régions dans lesquelles peut se trouver l'un quelconque
des points x, _-. -, -— — . i — x, sont énumérées dans la
colonne verticale qui porte en téie l'ailixe de ce point, et les six
points sont toujours respectivement dans les régions dont les symboles figurent dans une même ligne horizontale ; ainsi, si le point x
;;dt u<iua ict
iCglUU y\^^)
f, ic puiui •
cat un
lud lit rc^Kj
m W»oj»
(Ci)
(Co)
(Do)
(Do)
(Do)
(Do)
(Do)
(Co)
Chaque point qui n'est pas sur une ligne de séparation appartient à la fois à trois des régions (Co), (C,,), (Ci), (C,), (Do), (Di), c'est-à-dire qu'il se trouve dans l'une des six régions désignées, d'après nos conventions, par les svmboles (CoC|Do), (D,C',C.), (C',D,C;),(C',D,C'.), (CCoDÔ, (D,C;C,). liresuite du Tableau précédent que, si le point x est dans la première
région, les cinq points ^ » -j , i — x, sont respecti-
vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est dans la deuxième, la troisième, la quatrième, la cinquième ou la
sixième, c'est le point » -> > i — x, qui est dans la
' ^ X — ixi — X 'x^
première; désignons, dans tous les cas, ce point parxo. On observera sur le Tableau (LXXX5) que x© est précisément égal à la valeur que prend l^ dans le cas dont le numéro d'ordre est celui de la région où se trouve le point x.
S60. On calculera d'abord la quantité
(CXXII
po =
qui sera, comme on l'a vu au n°557, plus petite en valeur absolue que Ys, puis la quantité
nrr 00
(CXXII3
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qui sera plus petite en valeur absolue que-^, puis les quantités
x(xo), x'(xo), T = — f~Y' comme on l'a expliqué au n° 552. Les
formules (CXX4) fourniront les valeurs de x(x), x'(x) au moyen de x(xo), x'(xq), et celle de T au moyen de t; on en déduit l'ex-
pression de t = ^ au moyen de T = — 7^— 7 * et celle de T au
moyen de t; ces expressions sont de la forme
rl-z
bz
d — bi
où a, 6, c, d et a', b', c', d' désignent des nombres entiers; on les trouvera, pour chacun des six cas envisagés, dans les deux dernières colonnes du Tableau suivant, où Ton doit prendre, ainsi que dans toutes les formules suivantes, les signes supérieurs ou inférieurs suivant que le coefficient de i dans x (et non dans x©) sera positif ou négatif :
(CXXII
NL'MÉROS
d'ordre de la région
EXPRESSION
de T au moyen de t
imT
EXPREfeSION
de T au moyen de T
it I-f-T
idbT
lîl I — T
561. On pourra, si l'on veut, calculer g au moyen de t. Toutefois, il est avantageux de faire les calculs numériques au moyen des séries 2r(('|T) plutôt qu'au moyen des séries 3(('|t) à cause
de la rapide convergence des premières; aussi convient-il de donner pour chaque cas l'expression des séries 3( v | t) au moyen des séries 2f(v\T). Cette expression résulte immédiatement des formules de transformation linéaire (XLII), dont les quatre premières peuvent s'écrire
b' v* TZ i
£ /a'-+-6'Te«'-+^'^3r,((;|T) =
b'v^-Ki A' p« ir /
* \a'-i-b'T a'-hà'T/
;' -4- rf T\ »'h-6't/'
eVS^Tô^ .«"^^ ^v., (. I T) = ^. (^^^^
Lorsque x est dans la région III, par exemple, on a, d'après le Tableau (CXXII,),
de sorte que les nombres a', 6', c', d' qui figurent dans les formules précédentes sont a'= i, 6'=dz i, c'= o, rf'= i ; la parité de ces nombres, qui vérifient la relation ad' — b'c' = i, montre que Ton est dans le cas 3*^ du Tableau (XXe) ; en se reportant aux formules (XLIIo^t), on a donc immédiatement
en tenant compte des valeurs X=:2,[jl = i,v = 3 correspondant au cas 3° du Tableau (XXq), on obtient ainsi les formules suivantes(*)
(CXXII
IX
(•) On arriverait au même résultat en décomposant la transformation considérée en transformations de la forme Tibi, (n" 191 ).
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OÙ les radicaux doivent être déterminés de façon que leur partie réelle soit positive.
Lorsque x est dans l'une des régions l, II, III, IV, V, VI, la parité des coefficients a', ft', c/, rf' de la substitution linéaire qui donne t au moyen de T nous place respectivement dans les cas i °, 2°, 3°, 6®, 5®, 4° d*i Tableau (XX«). Si Ton tient compte de cette remarque, on déduit immédiatement des formules de transformation linéaire (XLII), par un calcul semblable au précédent, les formules du Tableau (CXXII9) placé à la fin de TOuvrage, qui se rapportent aux cas où x est dans une quelconque des six régions envisagées. On a ainsi ce qui est nécessaire au calcul des fonctions d, sn, en, dn pour une valeur donnée de l'argument v.
S62. Si l'on a affaire aux fonctions p, 2^, rf, . . . , on pourra les supposer construites avec les demi-périodes a)| =
«1)3 = -, ^ ' On pourra aussi les construire avec des demi-
périodes équivalentes; en appliquant les formules (CXX4), nous allons montrer, dans chacun des six cas qui peuvent se présenter, comment on peut former au moyen de X(xo), x'(xo) de telles demipériodes û|, Û3 équivalentes à a)|, (03; à ces demi-périodes correspondront des quantités Hi, H3, de même que y||,7J3 correspondent à (i>i , (1)3 ; on pourra calculer Hi au moyen de û| et de Q par la for-
mule (XXXlXi), puis Hs parla relation H| Û3 — H3Û1 = — ; d'ail-
leurs, 7^1, 7^3 s'expriment linéairement au moyen de H|, H3 par les mêmes formules qui expriment a)|, (O3 au moyen de û|, Û3; toutes ces quantités pourront donc être regardées comme connues. Le plus souvent on déduira les fonctions (i{u \ û| ,03), (3'a(w | û| , ûs) des
fonctions 2r( — Tj par les formules de passage (XXXIlIs^e), dans lesquelles on suppose t, q^ Wi , 0)3, y|j et ç^ = — remplacés respectivement par T, Q, û|, Û3, Hj et ¥ = — ; on sait d'ailleurs que
^(a I û|, Û3)est identique à d{ii | (01,0)3), et que les trois fonctions rfa(w|ûi,Û3) sont les trois fonctions c3'i(w | a>i, (03), (3'2(m | W|, (O3), (^3 (m I to, , W3) prisesdans un ordre convenable : cetordresedétermine j>ar la parité des nombres a, 6, c, rfau moyen des formules (XXs^c).
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Les fonctions construites avec les demi-périodes û| , ûj engendrent
des quantités E|, E2, E3, y/E, — E3, . . ., de même que les fonctions construites avec les demi-périodes cj|, (03 engendrent des quantités
^o ^2j ^3> >J^\ — ^3j ••• î les quantités Ej, E2, E3 coïncident d'ailleurs dans leur ensemble avec £|, £2, £3, puisque, en tant que fonctions de u^ les deux fonctions j3(e/{û|, Û3), j3(£/| coi, 0)3) sont
identiques. Les quantités E|, E2, E3, y/Ei — Es^ ... seront, dans chaque cas particulier, exprimées sans ambiguïté au moyen des quantités dont le sens a été précisé antérieurement, et cela au moyen des Tableaux (XXo^t); Texamen de chacun de ces cas particuliers montrera que Ton a toujours
(CXXIIe) û,= -^M-, 0,= '"'''^'^^
563. Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvent se présenter.
Cas l; X est dans la région (CoCi Dq).
Cas II ; X est dans la région (Co C'^ Dq) :|x|<^i,|x — i|>i, I X I <C I X — I |. On pose, conformément à la définition adoptée plus haut pour Xq,
X Xo
Xo = i X =
X — I Xo — I
Il résulte de là que y/i — x y/i — Xq est égal à dz i ; il sufBl de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions relatives aux radicaux (n® 523) pour voir que l'on a
Dans ce cas, les formules (CXX4) donnent donc
x(x) = /i — Xo x(xo), x'(x) = v/l— Xo [x'(xo) qi tx(xo)],
d'où
wi = — , t08=: ^[tx (xo)ibx(xo)], T = T±:i.
V El — '3 V £1 — H
Nous poserons
/l — XoX(Xo) ^ v^i — XotX'(Xo)
Qi = , > lia = . ;
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les relations précédentes deviennent alors
COi=a,, COs = dl Û, -i- Û3»
d'où
m = "il ï;s = =t H1-HU3;
on a aussi, si Ton veut,
ûi = W|, Û3 = =p CO1-+- uia;
on voit donc bien que 2û|, 2^3 sont des périodes de pu comme 2 a>|, 20)3.
Les coefflcients a, h, c, d de la substitution linéaire qui donne T en fonction de t sont
Par conséquent, en se reportant aux Tableaux (XX^^y), on a, en tenant compte des formules (CXIX4),
i v^Ei — Es = /ei— fil = /ei— î3 /i — ît, (GXXIIj) • /ej — Es = ip « /êj — Es = /si — Ê3 /x,
( /Ei — Es = /Si —£3,
d'où
El = ei, Es = Es, Es = £2.
La première des formules (CXXII5) permet d'écrire les expressions de ûi, Û3 sous la forme annoncée
X(Xo) ^ ïX'(Xo)
Qi = —7 > Os =
V^Ei— Ks /ei— Es
Il convient d'observer que l'on a, dans le cas actuel,
Po — W^-^ — 4/ — — P
i-f-Vi — î^o V» — x-i-i
et, par suite,
en sorle que, au point de vue de la convergence des séries 3, on ne gagne rien à faire la transformation précédente; il vaudra tout autant faire les calculs comme dans le cas 1^, où x est dans la région (CoCiDo).
Toute explication est désormais inutile : il suffira d'écrire les résultats.
Cas III. Le point x est dans la région (C'^C, Di ) :
Xo
= - y yXo V^ = I , ?0 =
x(x) = /xo [x(xo) ± ïx'(xo)], x'(x) = v/xi x'(xo), X(xo)v/xo ,^ _,^ o - ^'^'(>^o)/xo
/ê, — £3 VÊl — Es
U| = 7)1 ipT,3, Oj = T)3,
El = £j, E2=Ei, £3 = 63,
v/E| — E3 = v/ei — £3 \/x, /ej — Es = — /ei — £s,
V^Ei — Es = d= f /îi — £3 /i — X.
Crt5 IV, Le point x est dans la région (CJ^C^Do) :
|x|>i, ||-X|>I, |x|<|i — xl,
)to = ■ > X = > Po = -
I — X Xo
v/xo /i — X = I ,
x(x) = x'(xo) v^xi, x'(x) = [x(xo) zp ïV(xo)] v^xi, . xCxo)/x"o ^ txïXo)v/x^
El = £2, E2 = Es, E3 = fil,
v/ei — E3 = t /ei — £3 V^i — X, /ej — Es = — *' /ei — £3»
V^ti — E2 = ± /ei — £3 /x.
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Cas V , Le point x est dans la région (CoG| D| ) :
|X|<I, |l_y.|<|, |x|>ll-x|,
v-o = I — >^> po = jy »
x X(x) = x'(xo), x'(x) = X(Xo
l yS] — £3 * V ^1 — ^3
El = Î3» ï''2 = *♦, Kl = £|,
/ei — Es = i )/i\ — £3, /kq— K3 = — «V^i — £3 /• -- *''•'
V^Kl — 1:, = t/^l — ^3 A-
Cfl'^ F/. Le point x est dans la région (C^ C| D|) :
|x|>i, II — x|<i, |x|>!i — x|,
xo = * x= , v^xv/i — Xo = i, Po = -47^ '
X 1 — Xo y/x H- I
x(x) = /i — Xo [x'(xo)=b tx(xo)], x'(îto) = y/i — XoX(xo),
X(x,)v/'— >t^ ^ ^ÏXo)v/i — Xq
û, = — (O3 = — -— > Û3 = Wl =F W3 = . — '
«V^t — ^3 VEi— £3
Hi = — ^<3» n3 = rjizpr,3,
El = £3, E2 = El, E3 = £ï,
/ei — E3 — i /î, _ £3 y/x, /e2 — K3 = dr /si — £3 V^i — x,
i/iîi — Ka = tV^i — Es- Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas V et VI, la convergence des séries est la même : il suffira d'employer dans un cas et dans l'autre une seule et même transformation.
Les quantités ^E| — E3, y/fia — E3, ^E| — Ea sont entièrement
déterminées (XXXVI3) des que l'on a fixé le sens de \/ii\, qui peut élre choisi arbitrairement. On pourra les exprimer au moyen
de ^Ê| — £3, ^x, \/ \ — X, dans les six cas, dès que l'on aura fixé Je
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sens de la première de ces quantités, ce qui fixe le sens de v/^i?
comme on Ta vu au n° 532; on n'oubliera pas que ^t^ — €3 doit
être une racine carrée de y/si — 63 : les expressions cherchées s'obtiendront aisément ensuite au moyen des résultats du n® S32, des formules (CXXII9) où Ton fera ç^ = o et enfin des formules
XXXVI
564. Il y a, dans la pratique, deux cas particulièrement intéressants : celui où les trois nombres ei, £2, £3 sont réels et celui où, Tun de ces nombres étant réel, les deux autres sont imaginaires conjugués. Dans ces deux cas ya et ys sont réels; inversement, si Y2 et Ys sont réels, on est nécessairement dans l'un de ces deux cas.
Dans le premier, x est réel et, s'il est compris entre o et i , X et x' sont réels, positifs; il en est de même de y, qui est, en outre,
plus petit que i. Si x est compris entre o et-> on sera dans le
cas I, el l'on appliquera donc les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas I. Comme on a
pi- '"^. ,, = 0,086427 < —, çr <e-it<o, 043215 < —,
les séries seront très convergentes. Si x est compris entre - et i, on sera dans le cas V; on posera donc
et Ton appliquera les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas V.
On peut toujours supposer qu'on soit dans un de ces deux cas, en rangeant e,, £3? ^3 dans un ordre convenable (n®557); cet ordre revient ici à prendre soit £1^ £2 > £3, soit £3^ £2 > £|. Nous conviendrons de faire toujours la première de ces deux hypothèses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules (CXXIII) et (CXXIV) placés à la fin de l'Ouvrage, la reproduction des formules ainsi obtenues qui sont d'un usage fréquent; les quantités réelles et positives y sont mises en évidence.
Toutefois, en adoptant les conventions du n° 545, on peut traiter aussi le cas où x étant réel est positif et plus grand que i, ou bien est négatif. Si Ton a 2 >> y. > i , on est dans le cas VI; mais.
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comme on l'a fait observer, la convergence des séries est la même dans les cas V et VI; rien n'empêchera donc d'adopter la transformation du cas V : pour cette dernière transformation, ^o et Q seront négatifs. Si Ton a x > 2, on est dans le cas 111; on adoptera alors la transformation de ce cas 111, ^0 et Q seront réels et positifs. Supposons enfin que x soit négatif; si l'on a — i < x < o, on sera dans le cas II et l'on appliquera la transformation du cas I; on posera Xq = x ; ^0 et Q seront négatifs ; si, enfin, on a x <; — 1 , on appliquera la transformation du cas IV; ^o etQ seront positifs.
565. Si, Y2 et Y3 étant réels, deux des nombres £|, £2, £3 sont imaginaires, on prendra pour £2 la racine réelle et pour £| = A 4- Bi celle des deux racines pour laquelle le coefficient de i est positif; on aura alors £3 = A — Bi, €2 = — a A, et, par suite,
La partie réelle de x étant -1 xet i — x seront des imaginaires
conjuguées; de même X et x', de même encore a>i et 0)3 : on a, en effet,
donc
xCx)<î ~ x'(x)f ^
Wi = p= y t03 — — = —
^28 yiVL
On peut fixer (n** 520) pour ^t^ — £3 celle des deux déterminalions du radical que l'on veut; il en est dons de même de v/^B; on prendra sa détermination arithmétique. Si l'on se reporte maintenant aux remarques qui ont été faites au n° 523 sur la position des points X, x', on reconnaît de suite que les droites que l'on désignait alors par OA, OA'font avec l'axe des quantités positives, dans le cas actuel où x est situé sur la droite D, des angles
moindres que -y et l'on voit ainsi que l'argument de x(x) est
compris entre o et 7 si A est positif, entre o et — 7 si A est négatif ; dans le premier cas, l'argument de cj| est compris entre o
et — -, dans le second entre — 7 et ; dans les deux cas, la
partie réelle de Wi est positive, le coefficient de i est négatif. Ce coefficient est, en valeur absolue, plus petit que la partie réelle dans le premier cas, plus grand dans le second.
Les nombres a>i et 0)3 étant imaginaires conjugués et ya, yj réels, Tj« =J^(a)«;Y2,Y3) et 713 = 2^(0)3; ya» Ys) sont aussi imaginaires conjuguas.
566. Pour effectuer les calculs on n'a qu'à appliquer les Tableaux précédents. Mais on peut aussi suivre une autre marche particulièrement avantageuse dans le cas actuel.
Observons d'abord que, le point x étant sur la droite D, les cinq
points > -9 > I — X, seront sur la circonférence du
cercle C©, sur celle du cercle Ci, ou sur la droite D elle-même, comme il résulte du Tableau du n° 369. Si nous désignons par x, l'un de ces points situés sur la circonférence du cercle G|, le point 1 — X| sera situé sur la circonférence du cercle Cq ; il en sera donc
de même du point [/i — X|, et, par suite, la quantité
I — v^i — xt
-^^1 — Xi
sera purement imaginaire; mais alors la quantité Q, définie comme étant la somme de la série convergente (CXXI4),
sera elle aussi purement imaginaire. L'avantage qu'il y aàcalculer avec des quantités purement imaginaires pour former les diverses constantes dont on a besoin et les fonctions 2r est évident; il sera d'ailleurs aisé, une fois ces constantes et ces fonctions auxiliaires connues, de passer au moyen des transformations linéaires, aussi facilement que dans le cas général où le point transformé était toujours dans la région (CoC|Do), aux constantes et fonctions qu'il s'agit finalement d'obtenir. Toutefois, comme le point Xi n'est plus nécessairement dans la région (CoCj Dq), on pourrait craindre que la convergence de la série qui définit Q au moyen de pi ne fût plus très rapide; nous montrerons qu'elle est encore bien suffisante pour les besoins des calculs numériques.
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567. Il est nécessaire de distinguer le cas où le point x est audessous de l'axe des quanlilés réelles, et celui où il est au-dessus. Dans le premier cas, A est négatif, Ej et, par suite fj, est positif; dans le second cas, ej et -j-i sont négatifs.
Supposons d'abord que nous soyons dans le premier cas. Les points O, 1, L de WJig. 3 représentent respectivement les points o, I, - du plan (G). On a figuré les deux cercles Co, Ci qui se coupent en E, E'; la droite D n'est autre chose que la droite EË'. Soit M le point x ; soit M' le point symétrique de M par rapport à L, c'est-à-dire le point i — x; soientPet Q'ies points où les droites OM, OM' rencontrent le cercle Ci, Q et P' les points où
Fig. 3.
les droites IM, IM' rencontrent le cercle Co; la figure PQ'FQ est un rectangle dont le centre est en 1^; on reconnaît de suite que les points P, Q', P', Q représentent respectivement les points
___, _, ——-, ~ ; les points P et Q' sont sur le cercle C| ; on
pourrait prendre arbitrairement l'un de ces deux points pour le point X,; en prenantx,^ — — — . on a à faire une transformation du
cas IV*, en prenant X|= -» une transformation du cas III. Nous nous
placerons dans ce dernier cas ; X| est alors en Q', i — X| en Q ; l'argument de I — X| est l'angle dont il faut faire tourner 01 pour l'a-
mener sur OQ; il est négatif, compris entre o et — ^ si M est au-
dessous du point E, entre — x et — u si M est compris entre E et L
(c'est le cas le plus désavantageux); nous le représenterons par
— 2 J', ^J' étant un nombre positif compris entre o et - ; désignons
pour un instant par a la valeur absolue de l'argument de X|, ou l'angle lOM égal à l'angle OIM; puisque le triangle lOQ est isoscèle, son angle au sommet 2 ^ est égal à tî — 2 a ; on aura donc
et cette formule, puisque ^ est compris entre o et -> permettra
de calculer^ sans ambiguïté; on voit, sur les valeurs de £2 et es (n*^ 566), que ^ peut être déGni comme l'argument positif et moindre que ir de £, — £3.
Puisque l'argument de i — X| est — 2ij^, celui de sj \ — X| sera
— -et l'on aura
I -h i/ » — >ti
la valeur maximum de tang - correspond à la valeur limite
^= -; on s'en approche indéfiniment quand le point M s'approche indéfiniment du point L, car alors le point Q s'approche du point — I ; il n'est pas difficile de reconnaître que la valeur
limite de - est e * = 0,2078.. .; il nous suffira de remarquer que, dans tous les cas, tang^ est inférieure à tang^' =y/2— i =o,4i4--
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et que la somme de la série N^5,|(- lang - j est inférieure à
0,21 comme on le reconnaît de suite en se bornant au premier terme. Par conséquent, le nombre réel et positif- sera inférieur à j^y et la rapide convergence des séries est encore assurée.
568. Connaissant Q, on appliquera les diverses formules établies aux n"* 561 à 563, pour une transformation linéaire quelconque, dans le cas 111, en ayant soin de prendre le signe inférieur partout où il y a un double signe. Ces formules ont été reproduites dans le Tableau (CXXV) que Ton trouvera à la fin de l'Ouvrage.
On voit d'abord que û| et Hi seront réels; on a en effet (n** 563)
CO, r^ ûl — Û3, 7), — U, — Ils,
t»>3= Û3, ^<3== HS»
et (!>,, 0)3 sont imaginaires conjugués, ainsi que r^j, t,3 (n° 566). La réalité de û| n'apparaît pas sur la formule (CXXIIe)
û = x(-^i) ^ -H ^KoIt) ^ 2 _^(oiT)_ ^ TU 2r|(o|T) .
v/e, - K3 ^ v/k, - E3 '^ v/x v/e, - E3 '^ ,T ^^Jï '
mais il est aisé de transformer cette formule en partant de ce que û, est réel et même positif (n° 565). La racine carrée de û| étant
réelle, il en est de même du quotient de 2i3(o|t) par e* (/x; ce quotient ne change donc pas quand on y change i en — /; mais alors, puisque Q est purement imaginaire, 2r3(o|T) se change en 34(o|t), comme on le voit par les formules (XXXVli); d'ailleurs y/x se change en y i — x; on a donc
^3(o|t) ^Uo|t) _ 3r3(o[T)-i- 2^4(0 |t) _ 2ar3(o|4T)
la dernière égalité résultant de la formule (XL|) ; finalement, on a
air^JCol 4t)
ûi =
T. et M. — III. 16
Sous cette forme, on voit bien que û| est réel et positif, puisque le numérateur est réel et positif, ainsi que le dénominateur, qui
est le produit du nombre réel et positif y/2B par le carré de la somme de deux nombres imaginaires conjugués. On choisira pour
y/û| la détermination arithmétique.
De la formule
rlZi —^
Q = tf^'^-=.. tf x(X,),
on déduit, en donnant au logarithme sa détermination principale
d'où
Q 2 " 2Ûi l
puisque - est un nombre réel et positif, log- est aussi un nombre réel et positif; cette formule fournit donc un moyen simple de calculer le nombre — ^. — - et par suite Û3. On avait déjà démon-
tré au n" Doo que ce nombre, qui n est autre que —. — -, était
réel et positif.
Il convient aussi d'observer relativement à la quantité y/p qui
figure dans les séries S, qu'en adoptant pour i/-. la détermination réelle et positive, on doit supposer (XXVIII3)
TCI
/q rrr i / -. e «
Les autres formules du Tableau (GXXV) s'entendent d'ellesmêmes.
569. Lorsque A est positif on pourrait calculer ^^ pi, Q par la
même méthode; A serait alors négatif, ainsi que 2l, ?; dans le cal-
cul précédent, les résultats finaux devraient donc être modifiés. Nous allons indiquer une marche un peu différente qui permet d'obtenir des nombres analogues, mais positifs.
Observons d'abord que la /Ig, 3 convient encore au cas actuel.
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mais en Finterprétant autrement. On regardera le point M' comme figurant x et le point M comme figurant i — x; les points P, Q',
P', O représentent alors -> , » Les points P et O'
sont sur le cercle C|, c'est l'un d'eux qu'il faut prendre pour X| ; nous choisirons encore le point Q', et nous désignerons maintenant par — 2cp l'argument de i — x,, cp étant un nombre po-
sitif compris entre o et -; on aura alors tangtp = — au lieu de
tangij/ = ^ ; en sorte que si Ton convenait de regarder if comme
un angle positif, plus petit que 7t, défini toujours par cette dernière ôgalité, © serait égal à t — if.
Le calcul de Pi,Q, y/Q, û|, û^ se fait exactement comme dans le cas précédent, si ce n'est que ij doit partout être remplacé par cp.
On a fait la transformation du cas IV, x, = ^ Comme le point x
est au-dessus de l'axe des quantités réelles, on a
0)3 =r — Û, -f- Û8, T^3 = — Hi -h H3 ;
ûi et Hj sont alors purement imaginaires; -4 est négatif (n" 565).
Une transformation toute semblable à celle du cas précédent permet d'ailleurs de mettre û| i sous la forme suivante, qui met en évidence le caractère réel et positif de ce nombre,
I. — Représentation de la fonction inverse de sn u
par une intégrale définie.
570. L'équation 5 = snw cléfinil u comme une fonction implicite de z] cette fonction peut être représentée explicitement par une intégrale définie.
Rappelons d'abord que à chaque valeur de z il correspond une infinité de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs de u comprises dans une même classe sont congrues modulis 4^-, 21K'; la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes difTérentes est congrue à 2K. Chaque racine de l'équation (en w), 5 = sn w, est simple, sauf dans le cas où elle annule la dérivée de snw, ce qui ne peut avoir lieu que si le point z coïncide avec
l'un des points dz 1, ^t, que nous supposerons marqués dans
le plan de la variable z et que nous désignerons sous le nom de points critiques.
Soit (A) une aire limitée par un contour simple et ne contenant aucun point critique; soit Zq un point situé à l'intérieur de (A); soit enfin Uq une solution quelconque de l'équation Zo:= sn Uq. Il résulte de la théorie des fonctions implicites (n" 357) et de ce qu'on vient de dire, qu'il existe une et une seule fonction ^{z) satisfaisant aux conditions suivantes : la
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fonction A (s) est holomorphe dans (A); dans (A) elle rend ^nii identique à z quand on y remplace u par if{z) ; enfln, elle se réduit à Uq pour z = >3o' 11 est clair que toutes les fonctions que l'on obtient en ajoutant un nombre entier de périodes 41^? liYJ aux fonctions ^(5), 2K — ^{z) jouissent des deux premières propriétés et qu'elles sont les seules fonctions analytiques qui, mises à la place de u dans la fonction sn^, la rendent identique à z.
Si donc on considère une courbe (Z) du plan des 5, partant de Zo et ne passant par aucun des points critiques, on voit, en fractionnant convenablement cette courbe, qu'il existe une fonction analytique et une seule, u=zij(^z)y régulière en tous les points de (Z), vérifiant en tous ces points l'équation 2 = sn m, prenant enfin la valeur Uq au point de départ Zq ; toutes les fonctions analytiques qui vérifient l'équation 5 = snw aux différents points de (Z) s'obtiendront en ajoutant un nombre entier de périodes à l'une des fonctions <{;( 5), 2K — ^(2).
En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant u comme
égalà^l^(z),
du I I
dz cnwdni/ ^, _^î v^i — A-î-s*
si l'on choisit pour chacun des radicaux ^1 — z^ j ^v — k^z'-^ celle des déterminations qui est égale à cnz/, Auu, Il importe de montrer que cette égalité subsiste quand on se place, pour définir les radicaux, à un point de vue un peu différent.
Considérons un point quelconque z^ de la courbe (Z) et la valeur
correspondante u^=^ ^{z^)\ attribuons aux radicaux^ i — z\ ^
y/ 1 — k'^z\ les valeurs cnwi, dnW| et supposons que le long de la courbe (Z), en partant du point z^^ soit en avant, soit en arrière,
on définisse par continuation les radicaux y/i — 5^, y/i — k^z^: cela pourra se faire sans ambiguïté, puisque la courbe (Z) ne
passe par aucun des points critiques ±1, =t tî tout le long de
(Z), si Ton regarde u comme égal à ^(s), les quantités cnw et dnw, dont les carrés restent toujours égaux à i — 5^, i — k'^z-,
resteront respectivement égales à y/i — z'^^ y/i — k^z^^ ainsi qu'il
résulte de la continuité. En adoptant ces définitions pour y/i — 5*,
y/i — k^z^j on aura donc encore, tout le long de (Z),
du
On en déduit, en se reportant à la définition de Tintégrale définie prise le long d'une courbe, Tégalité
dz
l'intégrale est prise le long de la courbe (Z) à partir du point Zo jusqu'à un point quelconque z de cette courbe, et c'est ordinairement pour le point de départ Zq que l'on fixe le sens des radicaux. Telle est l'expression à laquelle nous voulions parvenir, qui représente, au moyen d'une intégrale définie, une solution de l'équation s = snw.
Quoique cette conclusion subsiste évidemment, en vertu de la continuité, lorsque la courbe (Z) vient aboutir à un point critique, nous continuerons de supposer pour le moment qu'aucun point de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z).
o71. Si, en conservant les points de départ et d'arrivée Zq^ z on remplace le chemin d'intégration (Z) par un autre chemin d'intégration (Zi ), ne passant par aucun point critique, on obtient encore évidemment une solution de l'équation ^ = sn w. On peut d'ailleurs obtenir n'importe quelle solution en choisissant convenablement le chemin (Z|) : en effet, soit Ux une de ces solutions; dans le plan de la variable m, joignons le point Uq au point u^ par un chemin quelconque (U<), qui toutefois ne passe ni par un zéro de sn'w, ni par un pôle de sn//, et prenons pour chemin (Z< ) le chemin que parcourt le point z-=z snu lorsque le point u parcourt le chemin (U|); ce chemin (Z|) sera fini et ne passera par aucun des points critiques ; d'après ce qui précède, l'expression
dz
Uq
r dz
où l'intégrale est maintenant prise le long de (Z) et où les radicaux sont continués le long de ce chemin, en partant des mêmes valeurs initiales que dans le cas précédent, est égale à w, .
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Dans le cas où les deux chemins (Z), (Z<) sont compris à Tintérieur d'une aire telle que (A), il faut, puisque la fonction ^{z) est liolomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux, intégrales soient les mêmes.
572. La fonction inverse de sn^ étant ainsi mise sous la forme d'une intégrale définie, on verra, dans le paragraphe suivant, comment le calcul de cette intégrale définie peut s'eflTectuer, quand le chemin d'intégration est donné, au moyen de séries convergentes. Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de l'étude directe de cette intégrale, étude qui, dans le cas où tout est réel, a été historiquement l'origine de la théorie des fonctions elliptiques et qui, dans le cas général, peut se faire aisément au moyen des théories de Cauchy. Par exemple, la propriété qui vient d'être signalée, relative au cas où les deux chemins (Z), (Z<) sont compris dans une aire (A), résulte immédiatement de la propriété fondamentale des intégrales prises entre des limites imaginaires.
Nous allons indiquer comment on peut, en général, étudier l'influence du changement du chemin d'intégration, en nous bornant, ce qui suffit évidemment, au cas où Zq est nul.
Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas général, où k est imaginaire.
Imaginons quatre lacets partant du point o et entourant les points critiques. Chacun de ces lacets est formé d'un segment de droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, et se terminant en a, avant d'arriver à ce point, à une distance infiniment petite; puis d'un petit cercle, passant par oc, décrit du point critique comme centre. Décrire le lacet, c'est partir du point o, suivre le segment de droite oa, tourner autour du point critique en suivant la circonférence du cercle, puis revenir au point o par le segment de droite. Il résulte du théorème de Cauchy que tout chemin partant de o et aboutissant au point z donne pour l'intégrale la même valeur qu'un chemin composé d'un certain nombre de lacets, aisé à déterminer dans chaque exemple, et d'un chemin arbitrairement choisi partant de o et aboutissant k z] on prend pour ce dernier chemin le segment de droite, qui va de o à 2, lorsque ce segment ne contient aucun point critique.
Il est bien entendu que lorsque le chemin d'intégration (qui ne doit passer par aucun point critique) est fixé, on suppose, pour spécifier le sens de Tintégrale, que les radicaux ont une valeur déterminée (=t i) pour z ^^ o, et que le long du chemin leur détermination résulte de la continuation.
Nous allons d'abord calculer les valeurs de l'intégrale prise le long des lacets, en supposant que les radicaux aient la valeur 4- I à l'origine.
Considérons le lacet relatif au point critique H- i. En suivant le segment oa, on obtient d'abord une intégrale qui est infiniment voisine de
-'n i/l — -5» x/l — k^Z^ cA i/'l
v/i — -5* /i — k^z^ Jq yi — X:* sin*o
cette dernière intégrale est précisément ce41e dont l'étude a été Tobjet essentiel du Chapitre précédent ; en employant les notations de ce Chapitre, on la désignera par X(A'^). 11 convient actuellement de regarder le nombre k^ =:x comme une donnée;
si, dès lors, on prend pour t la valeur t = -^ > on a, comme on
l'a vu, X = K, x'^=K'; c'est ce que nous supposerons désormais.
On doit ensuite décrire, dans un sens ou dans l'autre, le petit cercle, dont nous désignerons le rayon infiniment petit par p; on reconnaît immédiatement, au moyen de la substitution 5^^1-Hp^'?, que l'intégrale est infiniment petite; lorsqu'on a fait le tour du cercle, l'argument du facteur i — 5 a varié de 2 71, ceux de I H- >3 et de 1 — k'^z- n'ont pas changé, le radical a donc changé de signe; lors donc qu'on parcourra une seconde fois, en sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de l'intégrale sera, à un infiniment petit près, égale à K, comme la première fois.
En résumé, et puisque l'intégrale, prise le long de tout le lacet relatif au point critique i, ne dépend pas du rayon p du cercle, elle est pour tout ce lacet égale à 2K.
Passons au lacet relatif au point • Un raisonnement tout pareil
montre que, pour ce lacet, la valeur de l'intégrale est égale audouble
de celle de l'intégrale
ri' dz
Faisons, dans cette dernière intégrale, la substitution ^ = ^ qui n'altère pas le caractère rectiligne de l'intégration ; on aura
les radicaux qui figurent dans la seconde intégrale ont toujours la valeur -h i pour ^'=0 : cette seconde intégrale est donc, en adoptant encore les notations du Chapitre précédent, égale à
X ( T^ ) . D'après les formules (CXX4), cette dernière quantité est
égale à v/Â^[X(A-2)qzeX'(A-2)], où la partie réelle de y/T^ esi supposée positive, et où l'on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que le coefficient de / dans k'^ est positif ou négatif; la détermination spécifiée de ^k^ est égale à k, pour la valeur choisie de t (CXIX4). La valeur de l'intégrale pour
le lacet relatif au point 7 est donc 2K z^z 2iK'.
La valeur de l'intégrale pour les lacets relatifs aux points — i ,
— T est respectivement égale à — 2K, — 2Rd=2 îKJ.
573. 11 nous reste à examiner le cas où k est réel. Nous nous bornerons à quelques indications relatives à la supposition o <C Ar <; 1 ; il est alors nécessaire de modifier le lacet relatif au
point-:' pour éviter le point critique i. On composera le lacet
d'un segment de droite allant du point o à un point a infiniment voisin du point 1, d'un demi-cercle aa' situé dans la partie supérieure du plan et décrit du point i comme centre, d'un segment
de droite a'^ allant jusqu'à un point p infiniment voisin de-r?
d'un petit cercle passant par ^ et décrit du point j comme centre, enfin du chemin déjà décrit ^a'ao.
25o CALCUL INTÉGRAL.
La seule difficulté consiste à évaluer l'intégrale recliligne prise entre les limites a' et p. On observera tout d'abord que, en parcourant le demi-cercle aa', l'argument du facteur i — z diminue de 71, tandis que ceux des facteurs 1+5, i — Ar^:;- ne changent pas; il résulte de là que la valeur du radical le long du chemin
a' p est égale à — i\z'^—\ yj i — ^^'z^^ qù l'on entend par y/.S'' — 1,
y/i — k'^z'^ les déterminations positives de ces racines. L'intégrale rectiligne que l'on veut évaluer entre les limites a' et p est donc infiniment voisine du produit de i par l'intégrale
'À dz
/A az
or cette dernière intégrale, dont la valeur est réelle et positive, se transforme par la substitution réelle
dans l'intégrale réelle et positive
dv
qui est égale à x(A''-*), c'est-à-dire à K'. On trouve ainsi que l'intégrale envisagée, prise le long du lacet relatif au point critique T> est égale à 2K -7- ^iK'; on trouverait de même que cette
intégrale, prise le long du lacet relatif au point critique — 7 > est
égale à — iK — ?i«R'.
Ces résultats pourraient d'ailleurs aussi se déduire de ceux du
cas général où t est imaginaire par un passage à la limite qui,
toutefois, demande quelque attention.
En résumé, les conclusions établies pour le cas général subsistent dans tous les cas.
574. Il importe de ne pas oublier que, d'après ce qui précède, lorsqu'on a parcouru un lacet et qu'on est ainsi revenu au point o, un des radicaux et un seul a changé de signe. 11 résulte de là, en
particulier, que si l'on parcourt une seconde fois le même lacel en gardant la nouvelle détermination des radicaux, on obtient pour ce second parcours une valeur de l'intégrale égale et de signe contraire à celle qu'avait fournie le premier parcours, de sorte que si le chemin d'intégration comprend deux fois de suite le même lacet, cette partie du chemin peut être supprimée. De même, si l'on parcourt successivement deux lacets différenls, en partant par exemple de la valeur -j- i attribuée aux deux radicaux, la valeur totale de l'intégrale prise le long du chemin formé par ces deux lacets est égale à la différence entre la valeur calculée plus haut pour le premier lacet et celle calculée plus haut pour le second lacet.
Nous sommes à même, d'après ce qui précède, d'évaluer la valeur de l'intégrale prise le long d'un chemin composé uniquement de lacets. Si le chemin est composé d'un nombre pair de lacets, on revient au point o avec la même valeur pour le produit des deux radicaux, et l'on reconnaît sans peine que la valeur de l'intégrale est de la forme 4^*^. + 2/i'/K', où n et n^ sont des entiers qui dépendent de l'ordre dans lequel on parcourt les lacets. Si le chemin est composé d'un nombre impair de lacets on revient au contraire au point o avec l'un des deux radicaux changé de signe, et la valeur de l'intégrale est de la forme 2K -I- 4^K.-f- 2/i'eK'. Dans les deux cas, on peut d'ailleurs toujours déterminer l'ordre de ces lacets de façon que n et /«' prennent des valeurs entières quelconques prescrites à l'avance.
Si Ton considère maintenant la différence des valeurs de deux intégrales de la forme
v/i — iî* /ï- A:V
où les limites sont les mêmes, mais où les chemins d'intégration diffèrent, on voit de suite que cette difl'érence peut être remplacée par une seule intégrale où le chemin d'intégration part de o pour aboutir à o, c'est-à-dire par une de ces intégrales que nous venons de calculer.
L'évaluation de l'intégrale, pour un chemin d'intégration quelconque, est ainsi ramenée à celle de cette intégrale pour un chemin arbitrairement choisi, au calcul de K, K' et au calcul des nombres
entiers /i, n\ que nous avons appris à déterminer dans chaque cas particulier.
f , que nous
venons de retrouver par la méthode de Gauchj, jointe à ce fait que l'équation différentielle
permet de définir z comme une fonction holomorphe de m ( * ), fournissent les éléments essentiels d'une théorie de la fonction snu. Elle serait l'analogue d'une théorie de la fonction sint/, qui
serait fondée sur les propriétés de l'intégrale / ■ et qui,
ainsi, procéderait dans l'ordre inverse de celui qu'on suit habituellement dans la théorie des fonctions circulaires.
575. Ces résultats se généralisent immédiatement. On a prouvé que toute fonction doublement périodique du second ordre /(w) vérifie une équation différentielle de la forme
quatrième degré en z. Il résulte de là tout d'abord que la fonction
fournira la fonction inverse de /(w), fonction
inverse dont les propriétés peuvent être déduites soit des propriétés supposées connues de la fonction /{u)j soit de l'étude directe de l'intégrale. Si R(^) est de la forme 4^' — ^2-5 — g^y on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par l'autre, les propriétés de la fonction inverse de pu.
— est d'ailleurs toute pa-
reille à celle de l'intégrale / ^ - les points critiques
J yi — .5* vi — k^z*
sont alors les racines de l'équation K(z) = o. On est amené à
/ ^ j = ^(-3), où K{z) désigne un polynôme du troisième ou du
(') Cette belle proposition, que nous nous contentons d'énoncer, est due h Briot et Bouquet. Leur démonstration a été complétée sur un point important par M. E. Picard {Bulletin des Sciences mathématiques, p. ig^; 1887).
introduire trois ou quatre lacets partant de Zq et entourant les points critiques, suivant que R(^) est du troisième ou du quatrième degré. Bornons-nous à ce dernier cas; la seule différence importante avec le cas particulier que nous avons étudié consiste dans la nécessité d'établir la relation a — P+Y — 2 = o entre les valeurs des intégrales relatives aux quatre lacets. Cette relation, évidente dans notre cas particulier, s'obtient en partant
prise le long d'un cercle de rayon
infini, est nulle; elle permet de montrer que les valeurs diverses
rdz . sont comprises dans deux
classes; les valeurs d'une même classe sont congrues, modulis 2 (a — p), 2 (a — y) ; la somme de deux valeurs appartenant à deux classes différentes est congrue à a a. Cette proposition, jointe à la
propriété de l'équation différentielle \-i-) = R(2) de définir z
comme une fonction univoque de w, permet de montrer que cette fonction est une fonction doublement périodique, quel que soit le polynôme R('5), supposé toutefois sans racines égales.
Cette dernière propriété sera établie, dans le prochain Volume, d'une façon toute différente, en restant dans Tordre d'idées qui nous est habituel.
II. — Évaluation de u connaissant sni^ ou pu
576. Nous allons maintenant résoudre simultanément les deux questions suivantes :
i" Effectuer au moyen d'une série convergente le calcul de
/*^ dz l'intéerale / — — ^, prise le lone d*un chemin déter-
miné (Z) ne passant par aucun des points critiques.
2® Étant données deux valeurs concordantes z et z' de snu et de sa dérivée sn'w, c'est-à-dire deux valeurs z, z' liées par la
(") Voyez ScHWARZ; Formules, etc.j p. G7.
relation ^'^ nzz (i — 2^)(i — ^^5^), trouver une valeur de u qui vérifie les deux équations z = snu, z' =. sn'u.
Nous supposerons tout d*abord que l'on a|Ar|<Ct et nous
prévenons, une fois pour toutes, que le radical y/ 1 — k'^z^ sera regardé comme ayant la valeur i pour 5 = 0, et ses déterminations successives le long du chemin d'intégration comme en
résultant par continuation. Quant au radical y/i — 5*, nous ne spécifierons pas d'abord sa détermination, mais il est bien entendu que celte détermination devra aussi, le long du chemin d'intégration, résulter par continuation de la valeur initiale.
Avec le ravon
, du point o comme centre, décrivons un
cercle F; à l'intérieur de ce cercle, ^i — k^z^ est une fonction holomorphe (dont la partie réelle est toujours positive), et Ton a
Supposons que le chemin d'intégration (Z) qui ne passe par aucun point critique reste tout entier à l'intérieur de F, ce qui implique la condition | A*3 ! << 1 pour la limite supérieure de l'intégrale. Divisons les deux membres de l'égalité précédente par
y/i — z'^ et intégrons le long de (Z) entre les limites o et 5, ce qui est évidemment permis; nous aurons
r'_ (/;; _ r^ dz k^ Ç* z'^dz
X 7î^^v/r=T^~J, 77=^ "^Tj^ 7r^» '**'
L'identité
..('xn — I) ,. r" z^"dz .4. ..'2/1 / y/l — -*
dz
conduit aisément à la suivante ( ' ) :
i — I ) dz
( *) En faisant tendre z vers i, par valeurs positives, on trouve aisément
OÙ Ton a posé
On en conclut
Celte relation, sous la supposition |Ar|<C i, permet de transformer la série de manière à obtenir la relation
OÙ a^, «21 • • • désignent les mêmes coefficients et 'k(x) la même fonction qu'au n° 536.
La série qui figure dans le second membre peut être regardée comme une série à double entrée dont le terme général serait
«/i or/ : k^"z^^~^ , V prenant les valeurs 1,2, .... oc. Cette
série est absolument et uniformément convergente pour tous les points z situés à Tintérieur et sur la circonférence de F. Si, en effet, on pose | A* | = p, /i = v -i-p, son terme général est, en valeur absolue, inférieur ou égal à
an ^-? pî^-îv-^-l = «v-^;, Y^ -; p^P-^K
Or, la série à termes positifs
iv
est convergente, comme il résulte immédiatement de la règle de Gauss relative au rapport d'un terme au précédent; désignons-en la somme par A^+i; comme cip^i est plus petit que Up, il est clair que A^+i sera plus petit que A^; dès lors, il est manifeste que la série à termes positifs
Al p -+- A j p' -f- . . . -i - A„ p««-» -+-... est convergente, puisque l'on a p <! i . La somme de cette série est
supérieure à la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris dans la série à double entrée
et la proposition énoncée est donc démontrée.
On en conclut que la relation obtenue subsiste quand le chemin d'intégration vient aboutir en un point z de la circonférence du cercle F.
577. Supposons maintenant que, pour z = o, y/i — z^ soit pris égal à I et considérons l'identité
la quantité iz-{- yi — z^ ne s'annule pas; dès lors, on peut supposer que les fonctions y/i — z-^ logyiz -h^ i — z'^} sont déterminées le long du chemin d'intégration par leurs valeurs initiales H- I, o, puis par continuation, et Ton aura
dz
/rr
= - Iog(i^ -f-y/i — ^*).
578. 11 est aisé de voir, en partant des propriétés de la fonction sini;, que le premier membre de l'égalité précédente peut aussi être défini comme il suit : Considérons un plan dans lequel on ait pratiqué deux coupures allant. Tune de 4- i à H-oo par l'axe des quantités positives, l'autre de — 1 à — 00 par l'axe des quantités négatives; arcsin^ peut être regardé comme une fonction holomorphe dans ce plan, fonction dont la partie réelle est comprise
entre et -^ — et qui vérifie identiquement l'équation
sin(arcsin^) — z,
f^ dz - ,- coïncide avec arcsin:; tant que le chemin
d'intégration n'a pas traversé de coupures; elle se change en Tc — arcsin^ quand on traverse la coupure de droite et en — TT — arc sinz quand on traverse la coupure de gauche, de sorte
qu'en traversant les coupures dans un ordre convenable, on obtient telle détermination que Ton voudra de la fonction inverse de sin^.
La première question posée au début est résolue quand le chemin d'intégration ne sort pas du cercle F.
579. Nous allons maintenant établir la proposition suivante : Quelles que soient les déterminations attribuées au logarithme et
au radical y/'i — z^, l'expression
n= ao
(CXXVII,) u= ^lik'')\os{iz -i- )/i — z^) - s/i — z^^ank^''Cj„{z)
satisfait à l'équation s = sn w.
En eOet, modifler la détermination du logarithme revient à aug inenter u de la quantité
où n désigne un entier. De même, changer y/i — z'^ en — ^i — z'^ revient à changer log [iz -f-y/ i — 5^) en
('2/1 -\- i)irt — log {iz -Hv^i — z^)y
ce qui revient à changer u en (/in-t- •.i)K — w, où fi est un nombre entier.
L'équation (CXXVIIi) définit une infinité de fonctions holomorphes de z dans le cercle F. Si, par exemple, on introduit dans ce cercle deux coupures rectilignes allant, l'une du point + 1 jusqu'à la circonférence deFparl'axe des quantités positives, l'autre du point — I à la circonférence de F par l'axe des quantités négatives, il est clair que, dans l'aire F' ainsi déduite du cercle F, les fonctions y^i — 5^, log {iz "h ^i — Z') peuvent être définies comme des fonctions holomorphes de z, en regardant les valeurs de
y/i — z^ et de log (iz -4- ^i — z'-^) comme étant respectivement égales à I et à o pour z = o; la partie réelle de y'i — z'^ sera alors toujours positive et la partie réelle de - log(/;; -f- ^1 — z^) sera
TT 'ÎI
comprise entre et H — •
On peut d'ailleurs procéder tout autrement et définir d'une in-
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(initë de façons des aires limitées par un contour simple, situées à rinlérieur de F, dans lesquelles la fonction définie par le second membre de l'équation (CXXVIIi) soit holomorphe.
Si Ton considère une telle fonction ^''(5), on aura, pour chaque point de la région 011 elle est définie
et, par conséquent,
dW(z) I ^ I '
dz sn'W{z) y/i_5t/,__x-ï-t'
il suffit de prendre la dérivée de l'expression de ^{z) ou, plutôt, de se reporter à la façon même dont cette expression a été obtenue, pour reconnaître que l'on a
dW(z) I
en attribuant au radical y^i — z'^ la même détermination que dans W{z).
Si l'on considère maintenant une courbe quelconque qui, toutefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de F, les deux membres de l'équation précédente pourront être regardés comme des fonctions continues de z^ régulières en tous les points de la courbe, de sorte que, en désignant par Zq et z les extrémités de cette courbe, on aura l'égalité
W(Z)-W(Zo)r: ^^ ^"^
r dz
on a ainsi, sous une forme plus générale, la solution de la première question, tant que le chemin d'intégration ne sort pas de F. On voit aussi que, si Ton se donne les valeurs concordantes 3, z* de sn^/, sn'w et si Ton prend dans ^ {z) pour la déterminalion de sj i — 5^,
yj\—'k^z^
on aura sn^^ r^ ;;, sn'^^ r:= 5', en regardant a comme égal à ^'(^)- \jdi seconde question est donc aussi résolue quand le point z n'est pas en dehors de F.
Restons toujours dans le cas où Ton a | A" | <C i
Nous avons supposé que le chemin d'intégration ne sortait pas du cercle (F) ; nous allons supposer maintenant qu'il ne sort pas de la région (y) extérieure au cercle de rayon un décrit de o comme centre; les deux régions (F) et (y) ont une région commune, en forme de couronne, dans laquelle conviennent, et le développement que nous venons d'étudier et celui que nous allons établir.
Partons des relations (LXXIIg)
I ., sn'w
sn(fi-T-/K')-r -r , sn'(w-+-iK') = —
Soient :;, ;;' des valeurs concordantes données de snf^, sn'w, et dont la première esl, en valeur absolue, supérieure ou égale à i .
Puisque la valeur absolue de A' j- = ^ est, au plus, égale à i , on
pourra, en appliquant la règle précédente, trouver une valeur de // -h i¥J qui satisfasse aux équations
sn{U'{- iK!) = -Tzi sn'(a-!-eK') = — 7-j>
et en déduire la valeur de u qui satisfait aux équations
sna = -5, sn'a = z\
a savoir
"=-'•»''-- --^-'••'nr.-V"
(GXXVII,) < "=-
La valeur de 4 i— t^t^ est déterminée par l'égalité
dans laquelle on suppose positive la partie réelle de i/ i j
La seconde question est résolue.
581. Pour ce qui est de la première, regardons z comme un point variable de la région (y); la dérivée du second membre de l'équation (CXXVII2) est
kz*
V'-kh-V'-ii
où Ton suppose que 4,'''^ i est la fonction de z, holomorphe
dans (y), dont la partie réelle est positive. Quant à r/ i — 7T~i* sa détermination est la même que dans l'équation (CXXVII2). Si donc on considère une courbe ne pénétrant pas en dehors de (y) ; si l'on désigne par ^1 (z) une des déterminations du second membre de l'équation (CXXVII2) qui soit continue le long de celte courbe et qui soit régulière en tous ses points, on aura
en supposant que l'intégration ait lieu le long de la courbe considérée : or, le second membre n'est autre chose que (' )
si l'on suppose que l'on ait le long de la courbe
-Ar.y'
On sait donc effecluer les intégrales de la forme
dz
le long d'une courbe déterminée entre ^0 et 5, pourvu que cette courbe ne sorte pas, soit de la région F, soit de la région v; si h\ courbe a des points dans les deux régions, on la séparera en parties dont chacune soit située tout entière dans l'une des régions, et l'on fera la somme de ces intégrales partielles.
(') Il est à peine utile de faire observer qu'il n'y a pas lieu de tenir compte ici de la restriction imposée à la définition de \'i — k^z^ au début du paragraphe.
582. Les séries que nous avons obtenues ne convergent que si l'on a I A^ j << I , et elles ne convergent rapidement que si la quantité I k\ est très petite; nous allons en déduire, au moyen d'une double transformation de Landen, d'autres séries qui, d'une part, sont très bien appropriées au calcul numérique et qui, d'autre pari, conduisent facilement à la détermination d'une solution des équations pu = P, p' u=^ P', 011 P et P' sont des nombres donnés concordants, c'est-à-dire liés par la relation P'^ = 4P^ — ^2P — gz-
Nous commencerons, en supposant |/:|<Ci, |A-z|;^i, par transformer les résultats du n° 580, en y changeant u en K — «/,
• i_ / cnw d cnu j^ . ^ ^ ,
ce qui change snw, sn m en -5 — » — -7- -j — ■' iin tenant compte de * o 7 dn u du an u *
ce que X (A*^) est égal à -^- et de ce que l'on a, en négligeant les
multiples de air/.
\o^(iz H- v^i — -3*) = ïog(5 -h i^i — -5*),
la formule fondamentale (CXXVIIi) devient
u ^ ^D log(z -r- iVi'^P) -f- /l'^^TiT^] a„A««g„(3),
n=:to
n=zi
et la valeur de u que l'on vient d'écrire satisfait, quelles que
soient les déterminations du logarithme et du radical y/ 1 — 5-, aux deux équations
en M d cnu / r / ,. ,
dnw du dnw
où la partie réelle de y/ 1 — k^z^ est positive.
Dans les égalités qui précèdent, regardons pour un moment A* comme une fonction de t, et cnw, dnw comme des fonctions de u
et de t; changeons partout t en 4'j P^îs w en - (1 -f-y/A'j^; en
observant que, en vertu des équations (XLi^a)? (LXXIy^g) et de la relation (a) du n"531, on a
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aB2 CALCUL mTÉGRAL.
OÙ b est mîs à la place de \j k{é^'z)=^ ^> nous arrivons auic
conclusions suivantes.
Supposons toujours | 6 | <! i et posons, pour abréger,
- __ I <//i p — \/k' •^ ^ ^^ dns^-r-y/k''
/? Z= fl©
pourvu que l'on ait | 6^^ | ^i, on satisfera aux équations
o\xf'{v) désigne la dérivée dey*(i') par rapport à i^ et où la partie
réelle de y^i — b'' z^ est positive, en prenant v =iY [z). Il est bien
entendu que, dans l'expression de F (5), y/i — z'^ a la même signification que dans la seconde des équations à vérifier.
583. Pourvu que l'on ait toujours | è^5 | ^1, il est clair que la même conclusion subsisterait si, dans les égalités précédentes, l'était remplacé par v — ii¥J\ d'ailleurs le changement de i^ en
\y — ii¥J change dnç'en — ànv et bf(^v) en y-^- — ; donc, pourvu que Ton ait | b^z | ^ 1 , on satisfera aux équations
en prenant v — ii¥J =^ -^(3); il est bien entendu que, dans l'expression de F(5), y/i — z'^ a le même sens que dans la seconde équation à vérifier que nous venons d'écrire. Or, si l'on se donne
dnr, l'une des quantités bf^v)^ -7-^ — est inférieure ou égale à i,
en valeur absolue; si donc on se donne pour dnt^' et an' v deux valeurs concordantes, on pourra toujours calculer i^ au moyen d'un développement ¥{z) dans lequel on a \bz\''\\, donc \b^z\<ii. Dans la pratique, où c'est x qui est donné, si l'on
prend 1= — > è devient la quantité que nous avons désignée
dans le Chapitre précédent par p, quantité dont la valeur absolue
est toujours plus petite que i et peut même être rendue plus petite que yî; la série F(;;) est alors rapidement convergente.
584. Le théorème final du n° 582 peut être énoncé sous une forme légèrement différente qui va nous être commode.
Si Ton se donne un nombre Çq lel que Ton ait \b''^/(ço)\^i^
et que Ton remplace dans F{z), z par /{vq) et y/i — z^ ou
v/«-/'(M par — -^t^'^f;^-- . où v'T -"^^7^-7) a sa
partie réelle positive, F(c) prendra une valeur v qui, d'après l'énoncé de ce théorème, satisfera aux équations
dans la seconde desquelles il est bien entendu que y/'i — /"(<^'o) a 'c même sens que dans F(5); mais le second membre de cette même
équation, en vertu de la détermination attribuée à y- 1 — /'^{^'o)i n'est autre chose que '^,, ^ ; donc on satisfera aux équations
en prenant r zr~. F(:;), où z doit être remplacé par/(i'o) ety i — z'^
par
(,_A:')/r-6V«(Po)
585. Nous transformerons ce dernier énoncé en passant des fonctions sn, en, dn à la fonction p par les formules (LX VII). On
trouve tout d'abord, en posant ç z^ u y^^i — ea,
^>(dnp^/)t")» " ^b{pu-et){pu-ei)
Si maintenant on pose Tq ^^ WoV^i --^3-. on arrive au résultat suivant :
Si l'on se donne le nombre Uq, on satisfait aux équations
pu = pUo, p' U = p' Uqj
en posant u= —=^ — ^F(^)? où z et y i — z- sont déterminés
yei — Ci
par les formules
.f y/, _ ^fc^j (p Wo — e,) (p Wo — Ca)
à condition que Ton ait | b^z l 'i i •
586. Supposons maintenant que Ton se donne non pas Uq,, mais bien les valeurs numériques concordantes? et P' de pu^el p'wo-Le nombre Uq n'est déterminé par les valeurs P et P' qu'à un multiple
près de acoi et de 20)3; nous pouvons le supposer tel que y/ A'' 532(^0) ail sa partie réelle positive, puisque, si cette condition n'est pas vérifiée pour Uq^ elle le sera certainement pour u^-^-iiù^ [puisque ^32(^0 H 2 CO3) = — i82(wo)]- Pour cette valeur de Wo,
$32(^0) sera donné par la détermination de ^^-^^r^ qui, multipliée _ y^ — et
par \/k\ a sa partie réelle positive. Dans ces conditions, on aura \bz\"S^ {^l a fortiori \b^z\<ii)^ puisque le point ^k' ■ __^=^
est plus voisin du point 1 que du point — 1. Nous pouvons donc énoncer la proposition finale que voici :
Si Von se donne deux nombres concorda ntsV et P', on satisfera
aux équations pw = P, p'u = P', en posant u = — Yi^z^^
)/ei —es
c^ est-à-dire
(CXXVII,) u = . /-— ^ - ^-;^r-— ^ + ; . y a«6*'.Ç„(z),
où z et \/\ — z'^ sont déterminés par les formules
Rappelons encore une fois que les parties réelles de y/'i — b'* z^ et de ^/Â"' ^^:^.^ sont positives.
S87. Dans la pratique, c'est la valeur de Ar^ = x que l'on donne et Ton peut supposer que x appartienne au plan (S) ; il est alors naturel de prendre, en conservant les notations du Chapitre pré-
cèdent, t= — ; on a vu que l'on a alors
h VI - - X
MP')=:^(i-t-v^r--x)'.
On a toujours | ^ | <C i , et même | ^ | •< —- si le point x est dans la région (C© C| Do). Dans ce dernier cas, la série \] «/i P*" Ç« (2)
converge très rapidement. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, obtenir une limite supérieure de l'erreur commise en ne conservant dans cette série que les n premiers termes ; l'inégalité \^z\<i entraîne, en effet, l'inégalité | ^*«y« (5) | < | ^|2"+' g«(i); il résulte de là et de la valeur calculée plus haut, pour (?/i(i), que le reste considéré est inférieur en valeur absolue à
Notre série a été ordonnée, jusqu'ici, suivant les puissances de p. Dans la pratique, il est plus avantageux de l'ordonner suivant les puissances de z ; c'est sous cette forme que les résultats figureront dans le Tableau de formules.
Si le point x n'est pas situé dans la région (CoC| Do), conformément à la marche suivie à la fin du Chapitre précédent, on commencera par lui substituer le point correspondant x© de cette région, et l'on appliquera d'abord les formules précédentes comme si ce pointxo était le point donné; les séries conservent alors toute leur convergence. Au moyen des formules (CXXII), on peut ne laisser figurer dans les résultats que les données et c'est ainsi qu'ont été obtenues les formules (CXXVIII) du Tableau de formules.
Les simplifications qu'introduit l'hypothèse que ^2 et ^3 sont des nombres réels sont d'ailleurs évidentes.
588. Nous avons vu (n"' 583-586) comment, étant données deux valeurs concordantes D, D' de dn w, dn' ii ou deux valeurs concordantes P, P' de pu, p' Uj on pouvait trouver wau moyen de séries très convergentes; u est déterminé à des multiples près de 2 K, 4 iK! dans le premier cas, de a C0| , 2 (O3 dans le second ; quant aux valeurs de K, K', a>i, cos on a appris dans le précédent Chapitre à les obtenir aussi au moyen de séries très convergentes quand on se donne k^ ou or^^ g^. Si l'on se donne deux valeurs concordantes S, S'desnw, sn'u, il suffira, pour obtenir u, de passer par l'intermédiaire de D, D' au moyen des formules
où Ton choisira arbitrairement la détermination du radical. Ayant trouvé une valeur de u qui fasse acquérir à dn w, dn'w les valeurs D, D', on sera certain que cette valeur fera acquérir aux fonctions snw, sn'w soit les valeurs S, S', soit les valeurs — S, — S'; dans le dernier cas on ajoutera 2K à la valeur trouvée; d'une solution des équations sn w = S, sn'w = S, on déduira toutes les autres, en ajoutant des multiples entiers de 4K^« 2/K.'. Des observations analogues s'appliqueraient au cas où l'on donnerait des valeurs concordantes C, C de cnu, en' u.
589. En terminant ce Chapitre, il convient d'observer que le problème posé au commencement du n*^ 576, problème qui consistait à évaluer, le long d'un chemin quelconque donné ne traversant aucun point critique, l'intégrale
dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s'il a été résolu dans les numéros 576 et suivants, ne l'a été qu'imparfaitement au point de vue pratique. La série qui , pour | A* | <C 1 , fournit la valeur de cette intégrale ne peut, en effet, être réellement utilisée que si I A"| est petil. A la vérité, on peut toujours ramener
à ce cas, par des transformations convenables, l'évaluation de l'intégrale envisagée comme aussi Tintégrale
dz
définie d'une façon analogue; mais on ne s'est nullement occupé de l'influence de ces transformations sur le chemin d'intégration, et une pareille étude, possible sans doute sur des exemples numériques, n'est pas sans difficulté dans le cas général.
Si l'on veut n'employer que les séries très convergentes dont il a été question dans les derniers numéros, les problèmes relatifs à l'évaluation des intégrales que nous venons de citer ne sont résolus qu'à des nombres entiers près. Occupons-nous, par exemple, de la dernière. Se donner z^ et la valeur initiale du radical, cehi revient à se donner les valeurs initiales concordantes Pq, P'^ ; le chemin d'intégration étant donné, on peut suivre, tout le long de ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs concordantes finales Pi, Pj. Si l'on désigne par Mq) "i des valeurs de la variable u qui satisfassent aux équations
p^/o = Po p'wo — P'o, pwi ^- Pi, P'^'l = P'i'
la valeur de l'intégrale considérée sera de la forme
Ml — Mo -+- 2niu>i-i- in^iM-^^
où /i| et /i3 sont des entiers qu'il reste à déterminer. Cette détermination, comme on le verra dans un prochain Chapitre, n'oflrc pas de difficultés sérieuses lorsque g^ et g-^ sont réels. Nous verrons aussi que la détermination des nombres analogues dont dépend la solution pratique du problème analogue concernant la première intégrale est aisée lorsque k^ est réel, positif et plus petit que i.
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[ a ■+■ nb^ b ] [a, 2]
[2, a] Werke, t. III, p. 189
Ajouter : M. Dedekind a donné une autre solution de cette question difficile {Journal de C relie, t. 83, p. 265 : Ueber die ellipUschen Modulfunctionen) tn suivant d'ailleurs une marche toute différente. M. H. Wcber a modifié la solution de M. Dedekind {Acta mathematica, t. VI).
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Le lecteur qui voudra se borner à un aperçu de la Théorie des fonctions elliptiques et acquérir seulement les notions les plus indispensables aux Applications des fonctions elliptiques à la Mécanique, pourra se dispenser de lire les Chapitres XI et XII {numéros G31 à 646).
DE LA TUÉORIE DES
Reprenons l'élude, le long d'un chemin déterminé du
plan des j', de l'intégrale / ' > où Y= 4y^ — g.,y — g^^ dans
J — yY
le cas où ^2j ^3 sont réels. Rappelons que, dans ce cas, la fonction p{u; g2j gi) dont les coefficients sont réels, prend, en même temps que m, des valeurs réelles ou imaginaires conjuguées. T. et M. — IV. I
Considérons d^abord le cas où les racines e^ , e^, e^ sont réelles.
Nous supposerons e^ >e2>ez et les nombres o)|, ^ réels et
positifs ( ' ). Dans le plan àesy^ le long de Taxe des quantités réelles pratiquons une coupure de e^ à es , de ^2 à es, de es à — oo et désignons par y/Y la fonction de y, holomorphe dans le plan coupé, qui prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives de y. Les signes de la partie réelle et du coefficient de /, dans cette fonction y/Y, s'obtiennent très aisément sur les bords supérieur ou inférieur des diverses parties de la coupure, et même dans tout le plan des y y si Ton observe qu'ils ne peuvent changer que lorsque la quantité sous le radical est- réelle, c'est-à-dire lorsque le point y traverse soit l'axe des quantités réelles, soit l'hyperbole (H) dont l'équation serait lai/^ — 4^^ — ^2 = 0 dans un système de coordonnées m, v^ dont les ax«s coïncideraient avec Taxe des quantités réelles et l'axe des quantités purement imaginaires du plan des y. Comme il est commode d'avoir ces signes dans les applications, on les a indiqués dans la figure (A) du Tableau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte à la partie réelle, le second à la partie imaginaire; l'une de ces quantités est nulle sur les lignes de séparation, ce que l'on a indiqué en remplaçant par o l'un des signes dz. Relativement aux coupures, nous conviendrons de regarder le bord supérieur comme appartenant à la moitié supérieure du plan des y, le bord inférieur comme appartenant à la moitié inférieure. Ceci posé, on a le théorème suivant :
Il existe une fonction de y^ que nous désignerons par argpy, ayant les propriétés que voici : elle est holomorphe dans tout le plan coupé; pour tout point de ce plan on a p{^^%py)=^y\ quand ^ n'est pas sur une coupure on peut mettre argpj^ sous la forme /W| -\- t' tù^^t et t' étant des nombres réels, satisfaisant aux conditions o <I ^ <C i? — i < ^'<C ' 5 suivant que y est sur la coupure qui va de e\ à ea, de Ca à eg, de es à — 00, on peut mettre
( ' ) Observons en passant que l'on a Uj ^ -^ suivant que l'on a Cj < o, ainsi qu'il résulte des expressions de K, K' (ou x, x') au moyen de Xr' (ou x) et de ce que l'on a, suivant les deux cas, A'^ < 2 ^^î P^^ suite, A-:- A'^On voit aussi que quand k^ décroît de i à o, le rapport -^ croit de o à l'infini.
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argpysous la forme Wizpws^i, Wi ^i qz 0)3, zpws^i, où t^ est réel et compris entre o et i, et où il faut prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que Ton est sur le bord supérieur ou inférieur de la coupure. Ces conditions permettent, pour chaque valeur de y, de calculer sans ambiguïté la valeur correspondante de SiTgpy en se reportant au Tableau (GXX1X|_2); ^ est d'ailleurs négatif ou positif suivant que le point y appartient à la moitié supérieure ou inférieure du plan; ^' est nul quand y est réel, compris entre et et -4- 00.
Si l'on admet pour un instant l'existence de cette fonction holomorphe, inverse de la fonction p, on déduit immédiatement de l'identité p{^^g py)=y que la dérivée, prise par rapport à y,
de la fonction argp^ est égale, au signe près, à ^^^; elle lui est
précisément égale, en adoptant le sens prescrit pour le dénominateur, puisqu'elle est négative pour de grandes valeurs positives de y. On voit donc que l'étude de l'intégrale envisagée se ramène à celle de la fonction argpj'.
591. L'existence de la fonction argpy résulte aisément de la représentation conforme d'un demi-rectangle des périodes de la fonction pw, au moyen de la relation y=: pu (*). Nous choisirons, pour le rectangle des périodes de la fonction p;/, le rectangle dont les sommets sont o)| — 0)3, a>i -|- (03, — (Oi -t- 0)3, — coi — 0)3, qui est symétrique par rapport aux axes des quantités réelles et purement imaginaires. L'équation (en u)y = pu admet deux racines situées dans ce rectangle, figurées par deux points symétriques par rapport au point o; elle admet par conséquent une racine dans le reclangle (R) dont les sommets sont w, — (03, Wi-i-cos, ^3j — W3; cette racine est unique si elle est figurée par un point intérieur à (R); mais si la racine u est un point du périmètre de (R), le point u' symétrique de u par rapport à l'axe des quantités réelles sera encore une racine de l'équation ^ = j)f/, puisque l'on aura alors, suivant le côté où se trouve le point w, Tune des trois égalités u n-u'= o, u — u' ^= ± 2103, w -|- m' = 20)1 et, dans tous les cas, pu* = pu=y; w et u' étant imaginaires conjugués
(') Voir ScHWARTZ, Formules, etc., art. 51, 52.
ainsi que les quantités égales pu, pu', y est forcément réel. On prévoit ainsi que l'image sur le plan desjK du rectangle (R) du plan des u remplira tout le plan des^ et que l'image du périmètre de(R) se fera deux fois quelque part sur l'axe des quantités réelles. Dans le plan des w, l'axe des quantités réelles partage le rectangle (R) en deux rectangles (R^, (R2)» symétriques par rapport à cet axe et dont les images seront, dans le plan des y^ aussi symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles. Nous désignerons par (Ri) le rectangle situé dans la région supérieure du plan des u : ses sommets sont les points o, Wj, w, -i- 103, 103. Suivant que ^2 6s^ positif, nul, ou négatif, la base de ce rectangle sera plus longue, de même longueur ou plus courte que sa hauteur. L'image de ses côtés, pris dans l'ordre adopté pour les sommets, de façon que son périmètre soit parcouru dans le sens direct, se fait évidemment sur les segments -[- ao ... ei , Ci ... ^2, ^2 ••• ^3j <?3 ••• — oo de l'axe des quantités réelles du plan des y. Au rectangle (R,) substituons une figure (S|), qui en diffère infiniment peu, obtenue en décrivant de chacun des sommets de (R|) comme centre, avec un rayon infiniment petit, un quart de cercle situé dans l'intérieur du rectangle et en supprimant de (R|) les petites parties limitées par ces quarts de cercle; la figure (Si) a huit côtés, quatre rectilignes et quatre circulaires. La fonction p'w ne s'annule et ne devient infinie ni sur le contour de (S|) ni à l'intérieur^ le principe de la conservation des angles s'applique donc sans restriction à la représentation conforme de (S|) par la formule y = pu. Supposons que le point u parte du sommet de (S|) situé sur l'axe des quantités réelles, dans le voisinage de o, puis décrive les huit côtés du contour de (Sj) dans le sens direct; suivons le mouvement correspondant du point y = pu. H partira d'un point infiniment éloigné, vers -h 00, de l'axe des quantités réelles et se mouvra sur cet axe en se rapprochant du point e^ sans y parvenir, décrira approximativement, autour de e< comme centre, un demi-cercle infiniment petit, situé dans la région inférieure du plan, se mouvra sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant de €2 sans l'atteindre, décrira approximativement, autour de 62 comme centre, un demi-cercle infiniment petit situé dans la région inférieure du plan, se mouvra sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant de ^3 sans Talteindre, décrira encore approximativement, autour
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de 63 comme centre, un demi-cercle infiniment petit situé dans la région inférieure du plan, recommencera à se mouvoir sur Taxe des quantités réelles jusque vers — ao, et décrira enfin approximativement, dans la région inférieure du plan, un demi-cercle de rayon infiniment grand, de centre o, qui ira rejoindre le point de départ vers -f-oo. Dans l'image, les mouvements rectilignes correspondent aux côtés rectilignes de la figure (S<) et n'ont pas besoin d'être expliqués davantage^ les mouvements circulaires approximatifs correspondent à la description des côtés circulaires de (S|); qu'ils soient tels que nous l'avons dit, c'est ce qui résulte, pour les trois premiers, de ce que le développement suivant les puissances de u de la fonction paire p(wa -+- a) — e» commence par un terme en a^, pour le demi-cercle infiniment grand, de ce que le développement de pu commence par u~^.
Dans le mouvement, le contour de l'aire infiniment grande qui représente (S<) est décrit dans le sens direct comme le contour de (R|). Il en résulte que si l'on considère un point y^ situé à l'intérieur de l'aire qui forme l'image de (S<), le vecteur qui va de ce point y^ au point mobile y qui décrit le contour de cette image, tourne de itz quand le point u décrit le contour de (Ri); on en conclut, en raisonnant comme au n** 508, que l'équation (en u)yo^= pu admet une racine et une seule figurée par un point intérieur à (Ri), ce qui est conforme à ce que l'on a dit au début. On voit donc que l'image de (R/) se fait sur la moitié inférieure du plan des y; le périmètre de (R<) a son image sur l'axe des quantités réelles : ce périmètre fait partie de la figure (Ri); nous conviendrons de regarder les images des côtés qui vont de (Oi à coi -f- a>3, de a>i -}- (1)3 à (03, de (1)3 à o, comme se faisant sur les bords inférieurs des portions de coupure qui vont de ei à ej, de €2 à 63, de ^3 à — oc; quant au côté qui va de o à Wj, son image est sur la portion non coupée de l'axe des quantités réelles. La fonction SiTgpy est alors définie sans ambiguïté pour tous les pointsy de la moitié inférieure du plan des y^ y compris les bords inférieurs des coupures : sa valeur est celte racine unique, définie plus haut, de l'équation y = puy racine figurée par un point du rectangle (R<) ou de son périmètre.
L'image du rectangle (R^) se fait symétriquement sur la partie supérieure du plan des y et permet de compléter la définition de
la fonction arg py. Les images des côtés qui vont de a)| à CO] — coj, de (ùi — (1)3 à — 103, de — 0)3 à o, se font sur les bords supérieurs des portions de coupure qui vont de ei à 62, de ^2 à 63, dee^ k — ao, en sorte que les bords supérieur et inférieur d^une coupure sont les images de deux points différents. On a précisément introduit les coupures pour que les points du plan des {/ situés à l'intérieur ou sur le périmètre du rectangle des périodes (R) et les points du plan des y se correspondissent d'une façon univogue.
592. Les propriétés énoncées de la fonction arg py sont maintenant évidentes; elle est holomorphe dans le plan coupé en vertu de la théorie des fonctions implicites (note i, n** 357). Quelques autres propriétés de la même fonction se déduisent immédiatement des remarques suivantes.
Les parallèles aux côtés du rectangle (R)ont pour images, dans le plan desj>^, des arcs de courbes algébriques, comme il résulte de la formule d'addition de la fonction pu. Considérons en particulier, dans le plan des m, le segment de droite qui va de C0| -|- } oij à ^0)3; il partage le rectangle (R^) en deux rectangles ('n), ( Tj) dont le second repose sur l'axe des quantités réelles.
La première formule (LX4), en y supposant a := 3 et en y faisant u = u' — r, CO3, donne
Si w' est réel, les deux facteurs qui figurent dans le premier membre sont conjugués; leur produit représente la distance du point j^ = p{u'-+- ^0)3) au point /?3, distance qui est constante en vertu de l'égalité même; le point p(^^'-h■ ! CJ3) est donc sur le cercle (<?3) décentrées et de rayon A* (e< — ^3); les points ^i, ej sont symétriques (n° 539) par rapport à ce cercle; lorsque m' varie de o)| ào, le point u = u' -^ .70)3 décrit dans le plan des u le segment considéré, et son iïrngey ^= pu décrit, dans le plan des y, du point p = e^-h k{e^ — e^) au point qz=^e^ — A(ei — 63), la moitié du cercle (^3) située au-dessous de l'axe des quantités réelles, puisque u se meut dans (R|). L'image de (ri) se fait à l'intérieur de ce demi-cercle, celle de (7*2) sur la région du demiplan inférieur qui est en dehors. Désignons par (/'s), (r») les rec-
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laogles qui, dans le plan des u^ sont, par rapport à Taxe des quantités réelles, les symétriques des rectangles (/'a), {r^ ) ; leurs images seront, dans le plan des y^ symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles des images de ces derniers rectangles; l'image du segment qui va de tOi — 5 103 à — ^ 0)3 se fait sur la moitié supérieure du cercle (^3). En représentant par (0| / -f- (O3 1' la valeur de argp^, | /' | sera inférieur ou supérieur à ^, suivant que y sera extérieur ou intérieur au cercle (^3). On démontrerait de même <|ue l'image du segment qui va de ^ (0| — W3 à ^(0|-[-u)3 est un cercle (ei) de centre e^ et de rayon k'{ex — ^3); suivant que le point^ est extérieur ou intérieur à ce cercle (ei), | /| est inférieur ou supérieur à J.
De l'égalité
on déduit maintenant que l'intégrale / — ~=f où le chemin qui
Jy, — /Y __
vade^i ky^ne traverse pas de coupure et où \/Y a le sens précisé au début, a pour valeur argpy2 — ^^gp^i. Ce résultat subsiste si le chemin d'intégration suit le bord d'une coupure, sans la traverser.
Si le chemin d'intégration traverse la coupure, nous conviendrons de désigner encore, en chaque point de ce chemin, par y/Y la fonction de^, holomorphe dans le plan coupé des^, définie au
début, tandis que nous désignerons par y/Y la fonction obtenue par continuation, le long du chemin d'inlégration, de la fonction
qui coïncide avec y/ Y au début de ce chemin. Si cetle fonction y/ Y coïncidait avec \'\ avant de traverser une coupure, on aurait nécessairement \J\ ^= — y/Y après avoir traversé celte coupure, et
inversement. Pour évaluer l'intégrale 1 — ^> prise le long d un
chemin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconque de fois les coupures et qui va d'un point quelconque^! du plan des j^ à un point quelconque ^2 àe ce plan, sans passer toutefois par les points ei, 62, ^3, il suffira de fractionner le chemin donné en parties qui restent chacune dans le plan coupé et d'évaluer sépa-
rëmcDl chacuDe des parties correspondaDtes en remplaçant, suivant les cas, \_Y par y/Y ou par — \/\ .
Supposons, par exemple, que le chemin d'intégration traverse une seule fois la coupure de bas en haut en un point a. Nous distinguerons les deux points a', a!^ qui coïncident avec a, mais qui sont situés le premier sur le bord inférieur, le second sur le bord supérieur de la coupure, et nous aurons
où Ton doit prendre le signe inférieur dans le cas seulement où l'on traverse la coupure entre €2 et e^. On aura donc, en observani la même règle pour les signes,
/^' dy — =7^ =(argpa'=^argpa''; - ( argpj^, zh arg pj', ,);
d'ailleurs la première parenthèse se réduil à 20)1, 20)3 ou o, suivant que a est entre e^ et 62^ €2 et es, e^ et — 00.
Nous nous contentons de signaler les résultats suivants, que l'on peut d'ailleurs lire sur la figure (A),
Y"' dy '/•''* dy Y"* dy V'* dy
la seconde et la troisième intégrales élant prises sur le bord inférieur de la coupure. Si on les prenait sur le bord supérieur de la coupure, leurs valeurs changeraient de signe.
Ces formules peuvent être encore écrites sous les formes
Iv/Y
Je. I/Yi J.. Iv/Y! • '' J-«|/Y| Je.,
Pour ^3 = 0 (^2 = o, ^3 — — ei, Xr^ :^ I), on a en particulier tO| = ~; la figure formée parles quatre points o, (0|,(0|4- 0)3, 103, est un carré.
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II. — Évaluation des intégrales de la forme
dy
prises le long d'un chemiii quelconque, dans le cas où e^ est un nombre réel et où e^ e^ sont des nombres imaginaires conjugués.
594. Supposons maintenant que deux des racines de Y soient imaginaires. Reprenant les notations du n® 565, nous supposerons ei = A -h b/, ^3 = A — b/, 62 = — 2 A, B]> o; (0| et wj'sonl formés comme on Ta expliqué dans le même numéro, et sont des quantités conjuguées; on les calculera au moyen des Tableaux
(CXXV) ou (CXXVI). Les quantités ^7^2 — ^i , v^<^2 — ^3 sont aussi conjuguées, comme il résulte, si Ton veut, des formules (Xle). H est aisé de vérifier que les signes de la partie réelle et du coefficient de i dans y/\ ne peuvent changer que sur Taxe des quantités réelles et sur l'hyperbole (H) qui, cette fois, passe par les points e», e^. Ces signes sont indiqués sur la figure (B) du Tableau
(CXXXl), en supposant y/Y >> o pour les grandes valeurs positives de^. La figure (B) correspond au cas où g2 et 62 sont positifs; les modifications relatives aux autres cas n'échapperont pas au lecteur; si en particulier g2 était nul, Thyperbole (H) se décomposerait en deux droites passant par l'origine et inclinées de 60° et de 120° sur Taxe des quantités positives.
Dans le plan des y, du point e^ comme centre, avec un rayon
égal à la quantité positive y^^^a — ^i ^e-2 — es, décrivons un cercle que nous désignerons dans ce qui suit par (^2); il passe par les points Ci , 63 et rencontre l'axe des quantités réelles en un point m situé entre 62 et 4-00, et en un point m' situé entre 62 et — oc. Observons de suite que Ton a, en vertu des équations (XVL),(VIl9),
m — et -h y Ci — e, )/Ci — cj = p ( I ,
m = et — >Jet — e, \/et — «3 = pi — ) •
Pratiquons une coupure allant de et à e^ le long de ce cercle, en
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passant par le point m, puis le long de Taxe des quantités réelles de m à — cx>. Le bord supérieur de cette dernière coupure de — oo à m sera supposé continué par le bord intérieur de la coupure circulaire de m à ei ; le bord extérieur de la coupure circulaire va sans interruption de Ct k e^; le bord intérieur de la coupure circulaire de 63 à m est continué par le bord inférieur de la coupure rectiligne de m à — 00; le bord de chaque coupure est regardé comme faisant partie de la région du plan quUl limite. Dans le
plan coupé, y/Y est une fonction holomorphe de y.
Il existe une fonction que nous désignerons par argpy et qui jouit des propriétés suivantes : elle est holomorphe dans le plan coupé; en tout point de ce plan on a
P(argp^)^7; sa dérivée est — — en désignant pary/ Y la fonction holomorphe pré-
- Vy
cisée plus haut. Quand j^ n'est pas sur une coupure, on peut mettre argp^ sous la forme \ (coi-f- W3)/ 4- (w, — a>i) t', où / et l' sont des nombres réels vérifiant les conditions o<C^<Ci» — i <C t' <Z i ] t' est toujours de signe contraire au coefficient de i dans y. Quand y est sur la coupure circulaire, arg py peut se mettre sous la forme 4( W| -f- W3) -h (CO3 — W|)^i; tt est compris entre — ^ et -^ lorsque y est sur le bord extérieur de la coupure; t^ est compris soit entre — * et — i , soit entre ^ et 1 lorsque y est sur le bord intérieur de la coupure suivant que y est dans la moitié supérieure ou inférieure du plan; en deux points qui coïncident, mais sont sur deux bords opposés, la somme des valeurs de t^ est égale à dbi. Quand y est sur la coupure rectiligne, argp^ peut être mis sous la forme ip ((03 — toi) -f- ^ (u)| -h W3) ^2 ou sous la forme =p(co3 — W|)/2> suivant que y est compris entre m et 62 ou entrera cl — ^J on doit prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que y est sur le bord supérieur ou inférieur; ^2 est réel, compris entre o et 1; en deux points qui coïncident, mais sont sur deux bords opposés, les valeurs de ^2 sont les mêmes. En se reportant au Tableau (CXXlXs.» ) on peut donc calculer dans tous les cas, sans ambiguïté, la valeur de argj:»^ connaissant la valeur de y.
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595. On arrive à ce résultat en étudiant Timage obtenue dans le plan des^, par la transformation y=:zpu^ du rectangle (R) dont les sommets sont .j (3 C0| — coj), j(3(0s — iOt), 0)3 — C0|,c0| — CO3, rectangle dans lequel l'équation (en u) pu — y = o admet une racine qui, en général, est unique; si toutefois cette racine est figurée par un point du périmèrre du rectangle, le point symétrique par rapport à Taxe des quantités réelles est aussi une racine. Ceci résulte aisément de ce fait, que le losange dont les sommets sont o, 20),, 2U)| -I- a (1)3, 2CO3 est un parallélogramme des périodes, et de ce que la fonction pu prend des valeurs égales en des points symétriques soit par rapport à (Oj, soit par rapport à (O3.
L*axe des quantités réelles du plan des u sépare le rectangle (R) on deux rectangles (R|), (R2) dont le premier est situé au-dessus (le l'axe; les images de ces deux rectangles étant symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles du plan des y, il suffit d'étudier l'image du premier. On substitue, à cet effet, à ce rectangle ( R|) une figure infiniment voisine ( S|) que l'on obtient en décrivant à l'intérieur de (R|\ avec des rayons infiniment petits, des points o, (1)3 — o)| et CO3 comme centres, d'une part deux quarts de cercle, de l'autre un demi-cercle, et en supprimant les petites parties de < R|) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La ligure (^S|) a huit côtés, cinq reclilignes, trois circulaires. Dans cette figure et sur le contour, les fonctions pu, p'u sont holomorphes, la seconde ne s'annule pas. Supposons que le point u parte du sommet de (S|) infiniment voisin de o, situé sur l'axe des quantités réelles, puis décrive le contour de (S|) dans le sens direct. Son image y = pu^ dans le plan des y^ partira d'un point voisin de -f- 00, sur l'axe des quantités réelles et suivra d'abord cet axe jusqu'au point m. A partir du point m, l'image y= pu se mouvra sur le cercle (e^) ainsi qu'il résulte de la formule
/ P ( ^ " O — ^1 1/ P ( :;; a £ ) — ej = /7ï — <fî,
qui montre que la distance du point pu au point 62 reste constante tant que le point u est sur la perpendiculaire à l'axe des quantités réelles menée par ^(W|-i-co3); quand u décrira le côté de (S,) qui va de ^(wi-i- 0)3) à un point voisin de 0)3, le point j^ = P^j partant de w, suivra le cercle (ej) en descendant dans la région inférieure
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du plan des^, comme il résulte du principe de la conservation des angles, et s'arrêtera en un point voisin de e^. Le point u décrivant ensuite le petit demi-cercle autour de 0)3, son im»gey= pu décrira approximativement un petit cercle autour de e^ en tournant dans le sens indirect, comme il résulte du développement de p(o)3-[- u) suivant les puissances de u. Le point u décrivant le côté suivant de (Si), son image remonte le long du cercle (e^) de «3 à /w, en sorte que les images des trois côtés de (S|), qui relient ^((Oi-f-Ws) à ^(3co3 — tOi)y forment un lacet à lige circulaire. Quand u décrit le côté qui va de 5(30)3 — (0|) à un point voisin de 0)3 — (0|, son image va de m à un point voisin de 62 sur l'axe des quantités réelles. Quand u décrit le quart de cercle autour de 0)3 — (0|, son image décrit approximativement un demi-cercle infiniment petit, de centre ^2, en restant au-dessous de l'axe des quantités réelles. Le côté suivant a son image sur l'axe des quantités réelles, d'un point voisin de 62 à un point voisin de — oc. Enfîn le dernier côté, le petit quart de cercle, a pour image un demi-cercle de centre o, de rayon infiniment grand.
Il serait aisé de reconnaître que l'arc du cercle (^2) quî va de 63 à m' est l'image du segment qui va de (O3 à 7(0)3 — o)| ).
En répétant le raisonnement du n" 508, on voit maintenant que l'image de (R|) remplit le demi-plan des y, au-dessous de l'axe des quantités réelles. L'image de (Rj) reniplit donc le demi-pian au-dessus. Ainsi l'image de (R) remplit le plan tout entier, il convient, pour la continuité, de regarder les images des portions du périmètre qui vont de o à 0)3 — o)i et de o à o)| — 0)3 comme se faisant respectivement sur les bords inférieur et supérieur de la coupure rectiligne qui va de — 00 à ^2 ; les images des côtés qui vont de 0)3 — o)|à ^ (80)3 — o)^) et de cOi — o>3 à ^(3o)i — 0)3) comme se faisant sur les bords inférieur et supérieur de la coupure rectiligne qui va de 62 k m; les images des portions de côté qui vont de ^(3o)3 — o)i) à 0)3 et de ^(3o)i — 0)3) à o)|, comme se faisant sur le bord intérieur de la coupure circulaire qui va de m à e^ et de m à et ; enfin les images de la portion de côté qui va de 0)3 à o)| comme se faisant sur le bord extérieur de la coupure circulaire qui va de e^ à e^ Cette description suffit, en raisonnant comme au paragraplie précédent, à justifier la proposition annoncée; elle montre la nécessité d'introduire les coupures considérées, et donne les renseî-
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gnemenls essentiels sur les valeurs que prend la fonction argp^ sur les bords des coupures ( ' ).
o96. Les conclusions sont analogues à celles du paragraphe précédent et l'on obtient aisément les résultats suivants :
V* riy ^ tu,^ r''j^y ^ _ f"' Jy_ = ^'>« - ^i
(') Des considérations toutes pareilles s'appliquent à la détermination de l'in-
/dx -— » où X = (i — x^) (i — Ar^a:'), prise le long d'un chemin déterminé,
lorsque A'^ est réel et plus petit que i. Dans le plan des or on pratique deux coupures le long de l'axe des quantités réelles de -h i à -i- x, de — i à — oo. La fonction v^ assujettie à être égale à i pour x = o est alors définie sans ambiguïté dans tout le plan, y compris les bords supérieur et inférieur des coupures. Si Ton
considère la fonction sn (m | t) formée au moyen de la quantité t =-^7-» où K
et K' ont le sens précisé au n<* 521, il existe une fonction que nous désignerons par argsnjr qui jouit des propriétés suivantes : elle est définie pour toute valeur de X appartenant au plan coupé; en tout point de ce plan elle vériûe la relation
sn(arg sna:) — x\ sa dérivée est —r=. ; on peut la mettre sous la forme K/-f-iK7',
où t et t' sont des nombres réels compris entre — 1 et 4- i, et respectivement de mêmes signes que la partie réelle et le coefficient de i dans x. Quand x n'est pas sur une coupure, t et t' sont différents de liii. Quand x est sur la coupure de droite, argsnx est de la forme Kih/K'/, ou dbiK'-hKfp suivant que x est
entre i et ^ ou entre 7 et -i- x; on doit prendre le signe supérieur ou le signe
inférieur suivant que x est sur le bord supérieur ou sur le bord inférieur; t^ est réel compris entre o et i ; on a, en particulier,
arg sn I r= K, arg sn -r — ±: /K'-r- K ;
les valeurs de t^ pour deux points qui coïncident, mais appartiennent à deux bords différents, sont égales. Quand :r est sur la coupure de gauche, argsnx est
de la forme — K ±: iK! t^ ou ±: £ K'— Kf,, suivant que x est entre — 1 et — r ou
entre —-et —00; la signification de t^y la règle des signes restent les mêmes; on a, en particulier,
arg sn ( — I ) r= — K, arg sn / — -) = — K =b t'K'.
On parvient à ce résultat en faisant l'image, sur le plan des x^ du rectangle du pian des u dont les sommets sont les points =ii K =b iK'^ image qui se déduit par symétrie de celle du rectangle dont les sommets sont o, K, K -h iK', iK'. Il est maintenant clair que, si Ton se donne x, on pourra calculer arg sn^r sans
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les deux dernières intégrales étant prises le long des bords intérieurs de la coupure circulaire;
où, dans la seconde intégrale, le chemin suit le bord inférieur de la coupure rectiligne;
• dy
:^-= — Wj OU 0)1 — 0)3,
suivantque ^2 ^st positif ou négatif; dans cette dernière égalité les
valeurs de \/Y se déduisent par continuation de la supposition
\/Y= \JY pour les points^ du chemin d'intégration situé en dessous de Taxe des quantités réelles. De ces formules, on déduit sans peine celles du Tableau (CXXXl ) ; toutes ces formules se lisent d'ailleurs sur la figure (B) du même Tableau.
Nous allons montrer maintenant comment toute difTfTen
dz tielle de la forme ~ > où Z est un polynôme quelconque du troi-
sième ou du quatrième degré à racines inégales, se ramène à une
différentielle de la forme — ^f où Y = 4^^ — giy — 5^3» P^^^'
une substitution linéaire définie par Tune ou l'autre des formules
ambiguïté à l'aide des séries (CXXVII^), pourvu que, quand x est sur une coupure, on dise sur quel bord il se trouve. Il résulte de la théorie des fonctions implicites que argsnj; est une fonction holomorphe dans le plan coupé des œ. Les conséquences de ces propositions, pour le calcul des intégrales de la forme
/dx -7^ où \ — ( i — 07-) ( i — /r'x- ) , o < Xr^ < i , sont toutes semblables à celles qu i
/dy — =-t:l ; le — V^ V lecteur les établira sans peine.
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équivalentes de la forme
a^ -h P 0 3 — p 0 aS — 8y z — s,> y = = 1 — * 9
où a, p, Y, 3 sont des constantes telles que aS — ^y soit différent de zéro. Par ces formules, les points du plan des y et ceux du plan des z se correspondent d'une façon univoque.
Nous réunissons, dans ce qui suit, quelques propriétés géométriques importantes de cette correspondance, grâce auxquelles le lecteur n'aura aucune peine à établir les résultats ultérieurs. Nous supposons Y différent de o, sans quoi la correspondance se réduirait à une similitude.
Nous désignerons par T et S les points respectivement situés
dans le plan des z et dans le plan des^ dont les affixes sont ~ et
; le point T correspond à ^^= oo, le point S à >3 = oo. A tout
cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond un cercle du plan des ^, cercle qui passe par s s'il correspond à une droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T correspond une droite du plan des y, laquelle passe par s si elle correspond à une droite. Ces propositions résultent de ce que la formule de transformation peut s'écrire
y — V} , rs — ri ^ s — Zj zti — zi y—y^ ' yz—yt z — z^' z^—z^'
en désignant par^,, ^^3,^3 les points du plan des y qui correspondent aux points -S|, Z2^ Zz du plan des 5, lesquels peuvent être
.* z - Zi
pris arbitrairement. Si l'argument (trigonométrique) de - — -J reste constant, en sorte que le point z décrive un cercle passant par les points .Zi^ Z2, l'argument de — — — restera aussi constant, et le point j^ décrira un cercle passant par les points ^1,^2. De
même, si la valeur absolue de ^ reste constante, en sorte que
le point z décrive un cercle par rapport auquel les points .3|, ^2
y — vi y-yt
constante, en sorte que le point y décrira un cercle (ou une droite)
soient symétriques (n° 559), la valeur absolue de ^ _• restera
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par rapport auquel les points jki, J'2 seront symétriques. La transformation précédente conserve donc la symétrie des points par rapport aux cercles et aux droites. La même conclusion résulte aisément du principe de la conservation des angles et de la considération du faisceau de cercles orthogonaux à un cercle qui passent par deux points symétriques par rapport à ce cercle. Le centre d'un cercle et le point 00 de son plan peuvent être regardés comme symétriques. Si donc on désigne par iC) un cercle ou une droite du plan des y^ par (D) le cercle ou la droite du plan des z qui lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, dans le plan des z, du point du pian des y symétrique de S par rapport à (C), le centre de (C) sera le correspondant, dans le plan des v, du point du plan des ^ symétrique de T par rapport à (D). Si (C) et (D) sont des cercles vrrirables, les points S et T sont respeclivemenl extérieurs lous les deux, ou intérieurs tous les deux, aux cercles (G) et(D); dans le premier cas, les parties des plans des v et des z respectivement extérieures ou intérieures aux cercles (C), (D) se correspondent; dans le second, la partie intérieure à un cercle correspond à la partie extérieure à l'autre. Si T est sur le cercle (D), (G) est une droite partageant le plan des ^ en deux régions; celle qui contient S correspond à la région du plan des z extérieure à (D). De même, si (D) est une droite et (G) un véritable cercle, passant nécessairement par S, la région du plan des z qui contient T correspond à la région du plan des y extérieure au cercle (G). Si (D) et (G) sont deux droites passant nécessairement la première par T, la seconde par S, la correspondance entre les points des deux droites est homographique, en sorte que, si le point z décrit la droite (D) toujours dans le même sens, en passant par T, le point y se meut sur la droite (G) en allant toujours dans le même sens jusqu'au point à l'infini dans cette direction, point qu'il atteint quand z arrive en T, passe brusquement, dès que le point z dépasse T, au point à l'infini dans l'autre direction et recommence à se mouvoir dans le même sens que tout d'abord.
Quand le point z décrit une courbe continue qui ne passe pas par T, ce mouvement même définit à chaque instant la région voisine du plan des z qu'il a à sa droite ou à sa gauche; de même le mouvement correspondant du point ^. En vertu du principe de la
ÉTALUATION DES INTÉGRALES LE LONG D^UN CHEMIN QUELCONQUE. I
conservation des angles, les deux régions à droite se correspondent dans les deux plans, ainsi que les deux régions à gauche. Cette remarque s'applique naturellement aux cas qui viennent d'être passés en revue. Faisons encore l'observation suivante : si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si l'on fait tourner (D) uniformément autour de T, (C) tournera uniformément autour de s; les deux révolutions seront synchrones et les sens de rotation inverses.
Par la substitution précédente, l'expression différen
dz tielle -^.9 où Z est un polynôme du troisième ou du quatrième
degré, à racines inégales, se change identiquement en — =^> si 1 on pose
Y est un polynôme du quatrième degré, qui ne s'abaisse au troisième que si - est racine de Z ou si, Z étant du troisième degré,
Y est nul.
Si le polynôme Z = A;;»-i- 4B5» + 6C52+ 4D5 + E est du quatrième degré, nous désignerons ses racines, rangées dans un ordre que nous nous réservons de spécifier^ par >3|, 32, 33, z^\ si nous ne voulons pas spécifier cet ordre, nous désignerons par X, [X, V, p les nombres i, 2, 3, 4 rangés dans un ordre déterminé quelconque et nous emploierons les notations z\^ z^^ z^, Zp pour désigner les racines. Si A est nul, nous supposerons )^ = 4j et c'est la racine z\ ou ^4 qui disparaîtra, ou, si Ton veut, deviendra infinie.
Nous allons chercher à déterminer les coefficients de la substitution linéaire de façon que Y soit de la forme 4y^ — gay — ^3. A cet effet, nous choisirons d'abord une des racines de Z pour fi-
gurer à la place de - dans la formule de transformation qui lie y
à Zy afin que Y soit du troisième degré ; si nous désignons la racine choisie par z^j nous pouvons écrire cette formule
^ y -\- n ^ z — Zp
T. et M. — IV. 2
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en désignant par m et n des constantes. Le polynôme Y, ordonné suivant les puissances de j^H- /i, prend alors la forme
(a) Y = i^ Z'^(y-^ n)'+ i ZJCj. -^ n)« -^ | Z;(j.+ /i) -i- g Z-,
où Z' Zp, Zp, Zp désignent ce que deviennent les dérivées de Z pour 5 = 5p', il aura la forme voulue 4y^ — g2y — gi si Ton détermine m et n par les conditions
on trouvera ensuite, par un calcul élémentaire,
^j = AE -f- 3 C« — 4 BD, ^3 = ACE -i- 2BGD - AD« — EB« — G» ;
g% 6^ ^3 sont les deux invariants de la forme Z; ils ne dépendent pas de la racine z^ que l'on a choisie.
Nous rappelons ici la composition des invariants g^^ ^3, au moyen des racines de Z. Si l'on pose
on aura ( ' ) et
Si Z r= a^' -h 3 65^ + 3 es -f- rf est du troisième degré, on trouvera, pour les invariants g^y ^3, les valeurs
gt^l {b^—ac), g^ = \ {:iabc-a'd— ib^). 4 10
dz [Dans ce cas, l'expression différentielle -_ se changerait encore
dr az-^'h
en —t par la substitution entière y= -^ — > en supposant
y/Z = y/Y et en conservant pour g2 et ^3 la même significa-
(') Voir par exemple le Traité d'Algèbre supérieure de M. H. Weber, t. 1. p. 24^ de la traduction française de M. Griess.
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IÎod; nous ne parlerons plus de cette substitution entière, dont l'étude n'offre aucune difficulté.]
dz En résumé, si, dans l'expression différentielle -p:> on fait la
substitution
(CXXXII.) ,^,^^.J^, r=^zp-/^t.
OÙ z^ est une racine de Z, cette expression difflérentielle prend la
forme — ^ » où l'on a Y = /\y^ — g^y — ^3. En deux points cor- — /Y
respondants y^ 5, c'est-à-dire en deux points dont les affixes sont liées par la relation (CXXXlIi),les valeurs des radicaux sont liées par la relation
(CXXXII,) /Y = y\ s/Z^iriy-~ Zp)'/Z.
Si l'on veut appliquer les remarques du u** 597, on devra remplacer T par Sp et s par j^ Zp.
Les racines ^i, ^2, e^ de Y se déduisent des racines de Z. Lorsque Z est du quatrième degré, nous désignerons respectivement par e», ep, ey les valeurs de y qui correspondent (au sens précédent) aux valeurs z\^ z^^ ^v de -3, le point 00 du plan des j^ correspondant à >Zp. Si Z est du troisième degré, nous désignerons par ep, ey les valeurs de y qui correspondent respectivement à 5|j., 5v : ce sont deux racines de Y; on trouve d'ailleurs aisément
la troisième racine ea de Y apparaît sur l'expression (a) de Y, 011 Ton doit supposer Zp =: o ; elle est — /î := ^ ZI = s ; elle correspond au point 00 du plan des z,
S99. Nous supposerons désormais que les coefficients de Z sont réels; il en sera de même de ^2? g^-i si même on a employé une substitution imaginaire. On a dès lors, en faisant se correspondre les valeurs de y et de z, ainsi que les chemins d'intégra-
lions et les valeurs des radicaux,
r dz r dv
pourvu que le chemin d'intégration relatif à la variable y ne traverse pas de coupure dans le plan des y. Il est bien naturel de tracer dans le plan des z des coupures qui correspondent à celles du plan des j^; elles seront les images, dans le plan des z, des côtés du rectangle (R) du plan des i/, résultant de la transformation
Z — Za-^
P DM— » Z" '
et elles permettront de se passer de la variable intermédiaire j^.
Dans le plan des z coupé, y/Z sera d^ailleurs une fonction holomorphe de z, définie, en tel point que l'on voudra, par la formule (CXXXIl2),où y/Y a le sens qui a été précisé dans les paragraphes précédents. A la vérité, dans les applications, c'est la
détermination de y^Z qui est donnée, et l'on en déduit celle de y/Y parla formule (CXXXII2); si la détermination ainsi obtenue pour y/Y est contraire à celle qui a été précisée dans les paragraphes
r" dz
précédents, la valeur de 1 —^ sera égale à argp^' — ^^SP^"-
I^ construction des coupures (rectilignes ou circulaires) du plan des z n'offre aucune difficulté : il suffira, dans les différents cas, de se reporter aux propriétés géométriques que nous avons réunies au n° 597, et nous nous contenterons d'expliquer nos notations et d'énoncer les résultats essentiels afin de rendre intelligibles les formules et les figures de notre Tableau de formules.
Observons encore, en général, qu'on peut choisir arbitrairement la racine z^ qui figure dans la formule de transformation, mais qu'il y a avantage, quand on n'envisage que les valeurs réelles de z qui rendent Z positif, à choisir une substitution réelle et telle que les valeurs correspondantes de y soient supérieures aux racines réelles de Y, afin que les valeurs de argpy soient réelles; on verra que cela est possible, sauf dans le cas où les racines de Z sont toutes les quatre imaginaires. De même, si l'on considérait les valeurs réelles de z qui rendent Z négatif, il y aurait inté-
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rét à choisir la substilution de façon que les valeurs correspondantes de y fussent inférieures aux racines réelles de Y, de façon que argpjK fût purement imaginaire.
On pourrait, dans ce qui suit, supposer que dans Z le coefficient de la plus haute puissance de ;; est positif, car si la fonction y/Z est bien définie, il en sera de même de la fonction y/ — Z = ïy/Z; si donc, le long d'un chemin déterminé, on sait
effectuer l'intégrale / » on saura effectuer, le long du même
/dL — • /Z
IV. — Cas où A est nul
600. Examinons maintenant les différents cas. Supposons d'abord que Z 1= az^ -I- . . . soit du troisième degré ; nous supposerons a ]> o ; s'il en était autrement, on pourrait utiliser la remarque précédente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer z en — z.
Il y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines de Z. Si ces racines sont réelles, toutes les substitutions seront réelles, ainsi que les racines de Y; si Z n'a qu'une racine réelle, il y aura une substitution réelle par laquelle correspondra, à la racine réelle de Z, une racine réelle de Y; les deux autres racines de Y seront conjuguées.
Plaçons-nous d'abord dans le cas où les racines de Z sont réelles et désignons-les par Z\ , Zx^ z^ en supposant 5| >> ^2 ^ ^z \ on suppose aussi, comme d'habitude, e^^ e^^^ e^. Ces suppositions, jointes aux relations, bien aisées à démontrer,
où la correspondance entre les deux systèmes de racines est celle qui a été expliquée n° 598, permettent de montrer que l'on a nécessairement a = p, p = v, Y = [X. Aux points 00, z^^ z^y Zp du plan des z correspondent les points ep, e^, e^^ 00 du plan des y. Cette
correspondance est donnée en détail par le Tableau suivant pour les différents cas p = i, 2, 3.
r = ei
y -ei
y--=et
r-^ ex
Z — Zi
z — Zt
y-^ex
JK=--«î
Sgn Z'p
La première colonne verticale contient les valeurs — », 53, «2, 5|, -+- 00 de -3 rangées par ordre de grandeurs croissantes; en face de ces valeurs, dans les colonnes suivantes qui se rapportent aux diverses valeurs de p, sont placées les valeurs correspondantes dey, les signes q= 00 que Ton trouve pour p = i et p = 3 parmi ces valeurs signifient que, z croissant, y^ qui décroît en général, passe brusquement de — 00 à -h 00 quand z traverse la valeur z^\ le signe dzoo du cas 0 = 2 signifie au contraire que y^ qui croît en général avec s, passe de H- 00 à — 00 quand z traverse la valeur 52. Le Tableau donne enfin le signe de Zl nécessaire pour déduire la définition de y/Z de celle de y/Y. Les images des diverses portions de coupure du plan des y se faisant, dans le plan des 5, sur l'axe des quantités réelles, s'aperçoivent immédiatement dans les différents cas. Pour p = i ou 3, la moitié supérieure du plan des z correspond à la moitié inférieure du plan Aesy\ pour p = 2, les moitiés supérieures des deux plans se correspondent.
Si z ne prend que des valeurs réelles comprises entre z^ et 4-00, on prendra, dans les formules (CXXXlIi^a^^) et dans le Tableau que nous venons d^écrire, p = i ; si 5 est compris entre Z2 et 53, on prendra soit p =2, soit p = 3; aux valeurs de z comprises entre les limites d'intégration correspondent alors des valeurs de y comprises entre e^ et -\- 00. De même, si ;; ne prend que des valeurs réelles qui rendent Z négatif, on choisira p de manière
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que, aux valeurs de z comprises entre les limites d^ntégration, correspondent des valeurs de y comprises entre e^ et — oo. On obtient ainsi les formules (CXXXIll), où il est toujours entendu que les quantités (Oi, 0)3 sont définies au moyen de e^, e^j e^ comme au n® 527.
601. La méthode s'applique naturellement au cas où le polynôme Z serait le polynôme 4-3' — g2^ — gz et se reproduirait en quelque sorte par la substitution. Elle s'applique aussi très aisément aux intégrales du type
dz
^izz{zdzi){nz — I)
OÙ e est égal à -H i ou à — 1 et où n est un nombre réel différent
dz de o et de in i. On trouve ainsi que l'expression ,
* ^ v/4ez(«d=i)(/i«— 1)
se change en -^ .> où ^35 gz sont donnés par les
— /4r*— ^î7 — /C'a formules
quand on remplace z par Tune ou Pautre des expressions
qz 3 ty-h ndi'x i 3zy ±in -^i ip3
Se^zban-hi n 3s^zp/i — 2' 36^q:n-i-i'
les valeurs des radicaux y/4 £5(5 ±i)(/i5 — i), \/4y^ — g2y — ©a sont telles que leurs rapports soient respectivement
£(3rbl)2 £(,13 _ 1)1 ^
> — : — ; r ' -i- tz
n ±1 1 n{i dz n)
les racines d , ej, ^3 sont les trois nombres —5 — » — :: > — ~ —
' 3s 3e is
rangés par ordre de grandeur décroissante. Dans toutes ces formules, les signes se correspondent.
Si Ton applique ces substitutions eu supposant la variable d'intégration réelle, on obtient en particulier les formules (GXXXIV).
En remplaçant z par x^ et s par 4- i , on voit que les formules
zn 3 >'-+- /i ± 2 . 3rii:2/i-4-i . ^ ^
X» = "^ -^^ , nx^ = -j » , x^ =
3^rt:2n4-i 3/qin — 2 3^zp/H-i
a4 CALCUL INTÉGRAL.
dx dy
iransformenl l'expression en .
où ^2î gzt^x-) ^2» ^3 ont les déterminations que nous venons d'écrire
et où les valeurs des radicaux v/(=P i — X'){ i — /«^^) , ^Ay^ — g^y — g% sont telles que leurs rapports soient respectivement
y » III — 37*.
IX nzhi 'ixn{iz:zn) 'i
En désignant par A un nombre positif et en posant n = A^, on obtient, en particulier, les premières formules (GXXXV) ; K, K'y représentent (CXlXo) les quantités \{k^),\'{k'^)^ où l'expression de k^ au moyen de h est indiquée pour les diverses intégrales envisagées.
Si Ton remplace dans les mêmes formules z par x^ et e par — i , on voit que les formules
a?* = — 7r^—\ > nx^ = ^ , x* =
— 3/ dz '2 /n- I — Syzpn — i — Sy zp n
transforment l'expression — - en "^
\/('-bi-hJ:«)(i— nx^) )/^y^-~ giy—gi o^ ^2j ffiy ^M ^27 ^3 sont déterminés parles mêmes relations pour e = — I el où les déterminations des radicaux y/(=lz i -f- x-) ( i — nac'^)^
\J Ay^ — g^y — g^ sont telles que leurs rapports soient respectivement
'IX Fizjoi •2xn{i — n) 2
En désignant par h un nombre positif et en posant /i = — A^, on obtient, en particulier, les dernières des formules (CXXX V).
602. Plaçons-nous maintenant dans le cas où une seule racine de Z est réelle; nous la désignerons par Z2 ; nous désignerons par Z|, ^3 les racines qui sont la première au-dessus, la seconde audessous de l'axe des quantités réelles, et nous nous bornerons à la seule substitution réelle, qui correspond évidemment à la supposition p = 2. Pour ce qui est de la fonction pw, on est dans le cas du n** 56o; on doit donc supposer ea réel, ei et e^ figurés par des points situés le premier au-dessus, le second au-dessous de
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l'axe des quantités réelles. Le nombre Z^ est réel et positif; pour les valeurs réelles de y^ z el y varient dans des sens contraires; la moitié supérieure de l'un des plans correspond à la moitié inférieure de l'autre. Aux points oo, z^^ z^^ z^ du plan des z^ correspondent les points ej, oo, ^3, ex du plan des y. A la coupure qui va, dans le plan des j^, sur Taxe des quantités réelles, de ^2 à — oc, correspond, dans le plan des z^ une coupure qui va de — 00 à ^2, le bord supérieur de la coupure du plan des z correspondant au bord inférieur de la coupure du plan des^. Au cercle (^2) du plan des^, de centre e^ et passant par ©i, e^ correspond, dans le plan des 5, le cercle (53) de centre z^ et passant par les points 5|, z^\ au point y t=z m =: e^ -{- \ >J e^ — e^ ^ e^ — «?3 | où, dans le plan des y^ le cercle (^2) rencontre, vers la droite, l'axe des quantités réelles, correspond, dans le plan des z^ le point i; = M = ^2 -4- , V^2 — Zs v'52 — 33 où le cercle (52) rencontre, aussi vers la droite, l'axe des quantités réelles. A la coupure rectiligne du plan des y qui va de m à e^ correspond, dans le plan des 5, la coupure recliligne qui va de M à -f- 00, le bord supérieur de la coupure du plan des z correspondant au bord inférieur de la coupure du plan des j^. A la coupure circulaire du plan des y qui va de e^ à é?3, en passant par m, correspond, dans le plan des 5, la coupure circulaire qui va de z^ à z^ en passant par M ; le bord intérieur de l'une des coupures correspond au bord extérieur de l'autre. Dans le plan des z ainsi coupé, \/Z est une fonction holomorphe de z\ elle est positive pour des valeurs réelles de 5 un peu plus grandes que 32. La figure (G) du Tableau (CXXXVI) met en évidence la correspondance directe entre la variable u et la variable z. Elle correspond au cas où l'on a ^2 1> ^ (^i -h S3) et où, par suite^ 62 est positif, en sorte que l'angle que font les deux vecteurs allant de o à (0| et à 0)3 est obtus. Dans tous les cas, les demi-côtés du rectangle (R) qui vont respectivement de o à 0)3 — Wi et à cO| — W3, ont leurs images sur les bords supérieur et inférieur de la coupure qui va de — 3c à ^2 ; les côtés qui vont de 0)3 — coi à •j(3ci>3 — (1)4) et de Wi — 0)3 à ^(3wi — W3) ont leurs images sur les bords supérieur et inférieur de la coupure qui va de -f- 00 à M ; les quarts de côtés qui vont de 1(30)3 — coi) à (O3 et de ^(3wi — 0)3) à a)| ont pour images les bords extérieurs des coupures circulaires qui vont de M k z^ et de M à ^3 ; le demi-côté qui va de 0)3 à (Of a
pour image le bord intérieur de la coupure circulaire qui va de z^' à ^3. Les rectangles du plan des u désignés sur la figure par (ri \ {f^2)t (^3), (''4) ont respectivement pour images les régions {r\), (r^), (r*), (rj) du plan des ;:. La démonstration des formules du Tableau (CXXXVI) n'offre dès lors aucune difficulté.
V. - Cas où A n'est pas nul
603. Supposons maintenant que Z = A5* -f- . • . soit du quatrième degré. Plaçons-nous d'abord dans le cas où les quatre racines de Z sont réelles; les quatre substitutions possibles et les racines de Y sont alors réelles.
Nous supposerons :?i > Sa > -Sa > :;» ; ei > e^ > es. La relation générale
^{J ^Y — -y (Z-^ Zp)( Z^- ■ Zy)j
qu'il est aisé d'obtenir, permet de montrer que l'on a, quel que soit p, et en distinguant les deux suppositions A^o,
A > o, ei — Ci -= - L, ei- Ci — -- M, Ci — e, — - N, ^« = - ;
A : o, <?i — 6', ^ — y L, e, — «îj =:= — -- N, ei — e^ — — -- M, X:« = V •
On remarquera que l'expression qui représente A^ pour A ^o, représente k'^ pour A ;. o.
La correspondance détaillée des valeurs de z et de ^ est donnée dans le Tableau suivant, dont la description est trop analogue à celle du Tableau précédent (n*^ 600), pour que nous nous y arrêtions, non plus qu'à ce qui concerne le sens dans lequel j^ varie avec w, lu correspondance des coupures, celle des moitiés inférieure ou supérieure des deux plans, le choix qu'il convient de faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les formules (CXXXIL^a^a), lorsqu'on ne considère que des valeurs réelles de z^ ou enfin la déduction des formules (CXXXVII).
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et
ei
ei
^zoo
ez
ex
z — Zt
ez
ei
ei
qpoo
ei
z ^= Zi
et
ex
ex
et
ei
-i-ZT
tV^^Î
» ZT
Sgn Z'p
604. Supposons que les quatre racines de Z soient imaginaires. Nous nous bornerons au cas où A est positif; nous désignerons par Zx et z^ les deux racines pour lesquelles le coefficient de i est positif, Zjx étant celle pour laquelle la partie réelle est la plus petite; ^2 6^ ^3 désigneront les racines conjuguées de -Zi et Z4. Toutes les substitutions sont imaginaires; mais il est aisé de voir que les racines e^, ea, e^ sont réelles; nous supposerons toujours ^x !>^2>^3« Nous choisirons la substitution qui correspond à la valeur 4 de p. Alors aux points Zx, Z21 ^3, ^4, oo du plan des z correspondent les points g, , ej, 00, s = jy Z^ du plan des y^ et l'on a
Les quatre points 2| , ^2) -23, z^ sont sur un cercle (c) dont nous désignerons le centre, situé sur l'axe des quantités réelles, par c, et les points d'intersection avec le même axe par P, Q; P est supposé à droite. Le cercle (c) correspond à l'axe des quantités réelles du plan des^. A l'axe des quantités réelles du plan des z correspond, dans le plan des y, un cercle par rapport auquel les points 30 et es doivent être symétriques, ainsi que les points ex ete^; c'est donc le cercle (^3) du n° 592 ; le point s est nécessairement sur la circonférence de ce cercle; soient/?, q les points de rencontre de cette circonférence avec l'axe des quantités réelles; nous désignerons par /> le point si tué à droite (entre ei etea). Quand le point j^
décrit (^^.A) l'axe des quantités réelles de — oo à -f-^oil passe successivement parles points — oo, y, e^, e^, /?, ^i, -hoo; le point correspondant z devra passer successivement par les points 54, Q, 53, ^2, P. Zsy 54 du cercle (c) : il se mouvra dans le sens direct. Les points Q, P du plan des z correspondent respectivement aux points q^ p du plan des y. Les régions du plan des z intérieure et extérieure au cercle (c) correspondent respectivement aux moitiés supérieure et inférieure du plan des y. Le point S du plan des j^ est donc sur la moitié inférieure du cercle (^3). Aux portions de coupures du plan des j^ qui vont de — 00 à ^3, de e^ à ej, de 6-2, à es correspondent, dans le plan des 5, les coupures circulaires qui vont de z^ k z^^ de z^ à Zii de z^ k Z\\ il n'y a pas de coupure entre z^ et z^. Le bord intérieur de la coupure circulaire du plan des z correspond au bord supérieur de la coupure
rectiligne du plan des y. Pour définir y/Z au moyen de y/Y, il est
commode d'avoir l'argument trigonométrique du facteur tttii — i
qui figure dans la formule (CXXXII2); des considérations faciles de Géométrie élémentaire fournissent la règle suivante : soit A le second point d'intersection avec le cercle (c) de la droite qui joint ^4 à Z] soit B le second point d'intersection de ce même cercle et de la parallèle menée par a à Taxe des quantités réelles : l'argument cherché est mesuré, en prenant pour unité le rayon du cercle (c), par l'arc qui va du point le plus haut de ce cercle au point B. On en conclut que la fonction y/Z, holomorphe dans le plan des ;; coupé, est positive pour z réel compris entre P et Q, négative pour les autres valeurs réelles de :;.
La figure ( D) du Tableau (CXXXVlll) indique la correspondance entre les variables ^ et u. Le périmètre du rectangle (R) du n° 591 fait son image sur les coupures, les segments rectilignes qui vont de ^ W3 à w, -h ^ W3 et de — ^ 0)3 à w, — :} 0)3 ont leurs images sur la moitié inférieure et la moitié supérieure de la circonférence du cercle (^3); au point s = ^^ Z* du plan des j^ correspond, dans le plan des z^ le point 00, el, dans le plan des w, un point Uo situé sur le segment qui va de 0)3 à co^ -+- ^ 0)3 ; le segment qui va de ^ Wj à Uq a pour image, dans le plan des z, la portion de l'axe des quantités réelles qui va de Q à — 00; le segment qui va de Uq à W| -f- ^ Wg a pour image la portion de l'axe des quantités
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réelles qui va de -f-oo à p; enfin le segment qui va de — JCO3 à à (1), — 5 (O3 a pour image la portion de Taxe des quantités réelles qui va de Q à P. Enfin, on a indiqué sur la figure par les signes (^1)^ (''2)' (^3)? i^l) '^^ régions du plan des z où se font les images des petits rectangles (r,), (r2), (ts), (r^). Ces explications suffiront au lecteur, pour établir les formules (CXXXVIII) et pour reconnaître en particulier comment on obtient les valeurs (réelles)
des intégrales de la forme / — ^ » quand z est réel et varie entre des
limites convenables. Au surplus, une autre méthode permettra bientôt d'obtenir ces intégrales, sans l'introduction de quantités imaginaires. Dans le cas où Z est bicarré et où, regardé comme un trinôme du second degré en -3^, il a ses racines imaginaires, les quatre points z^^ Z2, z^, z^ du plan des z sont les sommets d'un rectangle; le pointe coïncide avec le point u; dans le plan desjK) le point s est à l'intersection du cercle (^3) et de la parallèle menée par le point 62 à Taxe des imaginaires vers le bas.
6O0. Les résultats précédents doivent être modifiés quand le cercle (c) devient une droite, c'est-à-dire quand les quatre racines-3|, Z2j -33, 24 ont même partie réelle. Cette droite (c) est perpendiculaire [Jig' (E)] à Taxe des quantités réelles qu'elle rencontre en un point P. On prend alors pour z.^ celle des quatre racines qui, sur la droite (c), est figurée parle point le plus haut; en descendant sur cette droite on rencontre les points Zi, P, ^2, 33 et l'on emploie la même substitution; la correspondance entre les racines ^i, ^21 ^3 ^c Z et ^i, e-i^ e^ de Y subsiste. Les coupures du plan des z vont, sur la droite (c), du point z^ au point à Tinfini i vers le haut, puis de z^ au point à l'infini J vers le bas. Le point ^(1)3 a son image au point 00 du plan des 5, point avec lequel les points I, J et les points ihoode l'axe des quantités réelles doivent être regardés comme confondus. Les petits rectangles (r,), (r2), (>;,), (/•») ont leurs images dans les quatre angles formés par l'axe des quantités réelles et la droite (c). Dès lors les applications ne comportent pas de difficulté, et Ton obtient en particulier les formules (CXXXVIII:,;.
606. Lorsque le polynôme Z a deux racines imaginaires conjuguées et deux réelles, nous désignerons par Z2 et z.^ les deux ra-
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cînes réelles, en supposant ^2 >- '^4 1 p^i* ^1 '^ racine imaginaire dans laquelle le coefficient de {jest positif, par >33 sa conjuguée. Nous supposerons p égal à 2 ou à 4 pour avoir affaire à une substitution réelle. Le polynôme Y aura une racine réelle e^ et deux
racines imaginaires e^^ e^\ on suppose que ■^—. — ^ est positif. On
trouve aisément les résultats suivants :
A>o, ex—ez= — L, e, — e, = -M, ej - e» = -r N, A:»—-;
A<o, e, — 63^— L, «, — e, = ^ N, «, — ej= — -7M, A-*=.--
Z^ est du signe de A, Tj\ de signe contraire; on en conclut d'une
part la détermination de y/Z correspondant à celle de y/Y, puis, d'autre part, ce fait que pour des valeurs correspondantes réelles de z et àe y^ y varie dans le même sens que 5, pour A >> o, p =• 4 et A<^ o, p = 2; dans le sens contraire pour A>> o, p = 2 et A << o, p = 4 • Suivant que y et 5, supposés réels, varient, ou non, dans le même sens, les parties supérieures (ou inférieures) des deux plans des j^ et des z se correspondent, ou non. Dans le premier cas Z\ , ^3 correspondent à ^i , e^] dans le second, Z\ , z^ correspondent k e^y Cf
Au cercle (^2) du plan desjK? cercle qui a pour centre 62 et qui passe par e,, ^3, correspond dans le plan des z un cercle (c) passant par 5|, z^ et par rapport auquel sont symétriques les points ^2, Zji correspondants des points €2, 00 (ou oc, €2 ) du plan des y. Il
V a lieu de distinguer trois cas, suivant que le rapport 8 = 1 ^ — ^ !
est plus grand que un, plus petit que un, égal à un. Dans le premier cas c'est le point ^4, et dans le second le point Z2 qui est intérieur à (c). Ces points correspondent, dans un certain ordre qui dépend de la valeur de p, aux points 00 et 62 du plan des y, et l'examen de cette correspondance permet de reconnaître, dans les différents cas possibles, si les régions intérieures (ou extérieures) des deux cercles (c) et (^2 ) se correspondent ou non. Les régions de même nom se correspondent pour p = 2, o > 1 ei p zzz 4, S •< I ; elles ne se correspondent pas pour p = 2, 0 <^ 1 , ni pour p =^ 4? 8 ^ 1 . En combinant ces renseignements avec ceux que l'on a sur le sens dans lequel varie y quand z augmente,
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par valeurs réelles, de — oo à -j- oo, on reconnaît aisément comment sont disposés, dans le plan des 2, les points d^nterseclion M, M' du cercle (c) avec l'axe des quantités réelles qui correspondent respectivement aux points m et m' du cercle (e^) situés sur Taxe des quantités réelles, et comment, dans le plan des ^, est situé le point S qui correspond au point 00 du plan des z. On a d'ailleurs
où il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs,
suivant que l'on a A^o. Dans le troisième cas où S est égal à i , le
cercle (c) se réduit à la droite qui passe par les points Sf , z^. Le
milieu des points ^s^, z^ est alors le point M' ou le point M; et le
point s coïncide avec l'un des points m, m'. Voici le résumé de
ces divers renseignements :
i/Y Suivant que l'on a p =^ 2 ou 0 :^ 4» O" ^ sgn ^ = ih sgn A et
les valeurs 62, 00 ou 00, €2 de y correspondent aux valeurs -34, Zu
/v de z. Suivant que l'on a sgn ^ = — ijj^ets varient, ou non, dans
le même sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, comment sont rangées les quantités ^2? ^47 M, M' ou m, m', e^y S.
( 0 < i , ^4 < M < ijj < m' ;
ou }
p = 2, 8 > I ^ A > o, m'< ej < m < s,
ou P = 4? 0 C I ■ A C o, s < m'< C2< m.
En combinant les résultats indiqués par ce Tableau à ceux que
l'on trouve sur la figure ^B) du Tableau (CXXXl), on obtient immédiatement la correspondance entre les variables z et u. Ije périmètre du rectangle (R) du n** 595 fait son image sur les coupures du plan des z.
Il n y a plus maintenant aucune difficulté à établir les formules (CXXXIX).
VI. — Réduction à la forme de Legendre
607. On peut, ainsi que Legendre Ta remarqué, ramener une expression différentielle -^— ^— , où Ton suppose le poljnome
R(;>) = A(<3 — 5|) {z — Z2) {z — 53) (:; — z^) du quatrième degré, à racines inégales, au tjpe -— > où V est un polynôme du second
degré en v^y au moyen d'une substitution linéaire ;; = • — - — *
dans laquelle p et q ont des valeurs convenablement choisies. Quels que soient/? et q on a, en effet,
rfz (q — p) dv
en égalant à zéro le coefficient de i^ dans le produit des deux premiers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux derniers facteurs, ce qui détermine p et q par les conditions
p -^ q ZxZi-z^Z', ; = 1, ;, — ~ >
'i. /Sj— " /i^-\~ *f2 — Z>^ P — ^\ '"^l ^-'^ ' *'! ''i' ("^S — Z-^)\Zi — Z\)
le second membre de l'égalité précédente se réduit à une expression de la forme
a dv
où a désigne une constante qu'il est aisé d'évaluer au moyen de
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A, 5|, Z2f >33, :;,. Lorsque les coefficients du polynôme donné R(5) sont réels, cette constante a, ainsi que les valeurs de p cl de q sont manifestement réelles; dans ce cas a et 6 désigneront des nombres réels et positifs : on supposera a <i b.
Le seul cas où pet q ne seraient pas déterminés par les formules précédentes serait celui où l'on aurait^i-j-^Sa^-^i^a-f-^* ; mais alors on n'a certainement pas Zt -t- -S3 = Z2 -f- z^ ; il suffira donc de transposer, dans l'égalité précédente qui a lieu quels que soient/?et^, le second et le troisième facteur sous le radical, après quoi la ré-
duction au type --= se fera comme on vient de l'indiquer.
608. Si, dans l'expression ^, où V -^ i!= (1 d= a-i;^)(i =b 6-Vi)^
l'on fait
(t =z bc, bç — j\
on retombe sur l'un des types envisagés au n" 601, et il suffirait de se reporter à ce numéro pour y trouver les substitutions linéaires en x-, qui ramènent l'expression obtenue à une expression de la forme
dy
où Ci -T- e-2 -h ^3 -= o. Mais, au lieu de ces substitutions, il est souvent commode, quand a et 6 sont réels, et, par suite, c compris entre o et 1, de se servir des substitutions du premier degré en x'^ el\v'^ données par Legendre dans les divers cas qui peuvent se présenter lorsqu'on combine de toutes les manières possibles les signes -4-, - qui figurent sous le radical, substitutions qui permettent de ramener Texpression — à une expression de la forme
— z=j où W — ^(i — iv2)(i - - k'^iv^). k étant un nombre réel com-
pris entre o et 1 .
Nous supposons dans les formules qui suivent x et w réels, c positif ainsi que A'-— y/ 1 — k^ \ w ne doit prendre que les valeurs comprises entre — 1 et -r 1 ; pour chacune des transformations, X est par conséquent supposé compris entre les limites qui résultent de cette hypothèse, en vertu de la formule même de transformation; dans ces conditions les quantités sous le radical
T. et M. IV. 3
sont positives. Les radicaux eux-mêmes sont supposés positifs: enfin e, e' désignent des quantités égales à db i, ayant respectivement les signes de x et de w,
w , , dx dw
v/i— tv* /(i-ha7*)(i-:-c»a^*) /VV
/ ; 1 ^ ^x II, d^
/i-Hc» v/(i— a7«)(i-+-c»a:«) /W
E , i d!a: , , dw
X = , —-> a:= , -> -, — eEA---=,
Ei/l — tV* , T dx ,, </lV
a? = — > A- = ^ > - = — es A: -—= ,
e , c dx , , , dw
X— — ; » k— => , = es'X: — =,
cv^i — «v» VI -H c* v/(a7«-hi)(c«2:» — i) ^W
e/i — (i — c*)iv* , y dx , dw
X = — ^^ — 9 A- = / 1 — C*. = — ee' —-= •
A ces transformations, il convient d^adjoindre les deux suivantes qui sont linéaires : les radicaux sont toujours supposés positifs.
\-~w-^}Jc{\-\-w) \ï-+-vC/
dx (i -4- \/ kY dw
v/(ar« — i)(i — c«a:ï) i ^^
rf:r dw
ex = tv, X: = c,
v/(a:»~- l)(c»ar* — l) /W
Il est aisé de déduire à nouveau, de ces relations diflTérentielles, les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (CXXXV).
609. Lorsque les racines de z sont réelles, si l'on fait, dans l'ex-
dz pression -p» la substitution
~ (>Sp — 5{i)cos* -h(zx — .5^)sin«<p
'i{z\ — Zu) (>p — ^u.) (ex — -p) sin^ cosç [(3p— '5jj.)cos*ç-+-(zx — 5|i.)sin»<pJ» ^
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on trouve
dz — 9. <icp
v/Z /A[(zx — Zy){z^ — Zp) cos«o -h (zp — ;:v) {z^ — ^l) sin^tp]
Supposons d'abord A positif. Si z est compris entre Zi et -hoc, ou entre — oo et ^4, on supposera X = 1 , [ji 1= 2, v = 3, p = 4 î quand z varie de :î| à -+- 00 ou de — 00 à ^4, cp varie de o à '^0 on
mm «»
de c5o à ~ ' ^^ désignant par Oq l'arc compris entre o et - dont la
tangente est égale à i/ 3^-3 — • Si z est compris entre z-^ et iio? on prendra X = 3, jji = 4, v = i , p = 2 ; quand z varie de 53 à >3.j, cp varie de o à -• En donnant aux radicaux leur signification aritlimétique, on aura
dz _ 0. d^ _ N
Supposons ensuite A négatif. Si z est compris entre z^ et iJa, on prendra X = 4? [J»- = » ^ v = 2, p := 3; quand z varie de Zs à ^3,
C3 varie de o à -• Si 5 est compris entre :;2 et .3|, on prendrai = 2,
[jL = 3, V = 4î P = I î quand >s varie de -Sa ^ ^1 ? ? varie de o à
En donnant encore aux radicaux leur signification arithmétique,
on aura
dz 7 do f. M
= , • —f Aî = -p.
/z /— AL y/i — A^*siii»? *"
Il est aisé de déduire à nouveau de ces relations difTérentielles les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (GXXXV).
VII* — Substitution quadratique.
610. Nous allons montrer maintenant comment la réduction à la forme normale — ^ de toutes les différentielles de la forme ~^^
OÙ z est un poljnome quelconque en z^ du troisième ou du quatrième degré, peut s'effectuer au moyen d'une substitution du
secood degré. Nous nous bornerons au cas où le polynôme Z a ses coefficients réels et admet au moins deux racines imaginaires; l'intérêt de cette dernière supposition consiste en ce que l'on peut alors choisir une substitution réelle telle que les racines du polynôme transformé soient aussi réelles, ce que l'on ne peut faire par une substitution linéaire. Les modifications qu'il y aurait à apporter à quelques-uns des résultais suivants, si Ton ne se trouvait pas dans le cas auquel nous nous limitons, n'échapperont pas au lecteur.
Rappelons d'abord quelques propositions élémentaires relatives
à la fraction :r i^r - , où U = olz- -t- [is -|- y, V =rz cl' z^ -|- ^' z -f- ^
sont des trinômes du second degré en Zj à coefficients réels; nous n'excluons pas le cas où a' est nul. La dérivée de cette fraction s'annule pour les racines J^i, Ç3 de l'équation du second degré en j,
(a) (p(5 ) r-: U' V — UV =r ( a?'- a'P) 52 -f- -'.(aY'- a'-) z -4- 87'— ?'y = <>•
Les valeurs X|, x^ de x qui correspondent à ÎJi, !^3 s'obtiennent en remplaçant z par wi , wj dans ^^ ou mieux dans la fraction du
premier degré ^7; x^^ ^3 sont réels en même temps que Ç(, JJj.
Quand x est égal à x^ ou à X3, le polynôme en 3, U — Vx, ayant une racine commune avec sa dérivée, est un carré parfait et est, par suite, égal à (a — ci!x^){z — !^|)^ ou à (a — 7.'x^)[z — ss)^- On en conclut que X|, Xv^ sont les racines de l'équation en x
qui exprime que l'équation en :;, U — Y x ^^-r o, a ses racines égales. Des remarques antérieures et des relations
o(;;)-(aP'-a'P)(;;-;,)(^-;3),
il résulte que le polynôme en z^ V'-A ( y )♦ ^^^ ^g^i' 3" carré de ^(z) multiplié par un facteur constant que l'on trouve aisément être égal à i en comparant les coefficienis de z^ ; on a donc l'idcntilé
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Quand les racines de V sont Imaginaires, la réalité des quantités Ç|, Ç3, Xtj X3 apparaît aisément sur les équations («), (6).
En effet, d'une part, en remplaçant, dans ^(5) = U'V — LJV,
S' :; par la racine ~ de V, on trouve le même résultat qu'en faisant la même substitution dans U'V; or V est alors du même signe que a'; U' se réduit ù ^ , — —\ U'V est donc de même signe que
a'j3 — a[3', c'est-à-dire de signe contraire au coefficient de z"^ dans 0(3); Çi et JJs sont donc réels et comprennent entre eux le
nombre —,' D'autre part, si dans *if{x) on remplace x soit
par— soit par— le résultat est positif, par conséquent de signe contraire au coefficient de x^ dans ^{x)\ Xt, x^ sont donc réels
et comprennent entre eux— > -^» £nfin, comme Xi et x^ se dé-
duisent de Ç,, Ç3 en remplaçant z par Çi, Ç3 dans — j^ ^, on a
S' puisque — —, est compris entre si et Ç3 le dénominateur est né-
gatif; il en résulte que ^n ^3 sont rangés, ou non, dans le même ordre de grandeur que x^^ x^, suivant que a [3' — a'^ est négatif ou positif.
Dans le cas que nous aurons encore à examiner, où U a ses racines imaginaires et où ol est nul, on voit de même que Çi , Ç3 sont
réels et comprennent la racine — ^ deV; que :r 1,^3 sont de signes
contraires, parce que leur produit est négatif; enfin que!^i, Ç3 sont rangés, ou non, dans le même ordre de grandeur que Xt^ ^3, suivant que a^' est positif ou négatif.
611. Ceci posé, désignons par Z un poljnome du troisième ou du quatrième degré, à coefficients réels, admettant deux racines imaginaires conjuguées Zt^ z^', nous désignerons par ^2, z^ les deux autres racines (réelles ou imaginaires conjuguées) si Z est du quatrième degré, par Z2 la racine réelle unique si Z est du troisième degré, en sorte que, en désignant par A, a des constantes,
Z sera, suivant les cas, de l'une ou de Tautre des deux formes
A{z — Zi)(z — Zi)(z — Zi)(z—z^), a(z— Zi)(z — Zi)(z — Z2).
Dans la différenlielle — — :> nous ferons la substitution x= t7>
en posant
U =(z—Zt){Z — Z!,), \=(Z — Zi)(Z'-'Zi),
si Z est du quatrième degré;
V — (z — Zi){z — Zs), \ = z— Zi,
si Z est du troisième; les coefficients a, . . . , y' de U, V sont réels et s'expriment immédiatement au moyen des racines de Z. On aura alors, en convenant de remplacer A par a quand Z est du troisième degré,
dz V*
d'où, à cause de l'identité (c),
dz V dx dx
(GXL)
les radicaux étant liés par la relation
qui montre, en supposant lout réel, que les radicaux sont ou non de même signe, suivant que oi^z) est positif ou négatif. La même égalité montre que Z et S^x^i^x) sont de même signe pour des valeurs correspondantes de a: et de -3.
612. Plaçons-nous d'abord dans le cas, où Z étant du troisième degré, U a ses racines imaginaires; Çi et ÎJa sont alors réels; en supposant Ç| >> ÎJa, on aura, par les remarques précédentes,
cp(^) = Z"^ — 'i.ZtZ -^ Zi^Z^-^- Z;i) — z^z^ = (5— ïi)(Ç— Cj), ^(x) — {x -^ Zx-^ z^y- ^ ^{z^z^ -\- z^x) — {x ^ ^i)(j!^— - J^a),
Çl > ^2 > Î8, ^1 > O > 373.
ÉVALUATION DES INTÉGRALES LE LONG dYn CHEMIN QUELCONQUE. 3g
Pour que y^Z soit réel, z doit être compris entre — oo et 52 ou entre Z'2 et -+-00, suivant que a est négatif ou positif. Le Tableau suivant indique la correspondance entre les valeurs de z et celles de ûO] dans la première ligne les valeurs de z sont rangées par ordre de grandeur croissante; la troisième ligne contient le signe de ^{z); X augmente ou diminue quand z croît, suivant que ce signe est + ou — ; x^ est un maximum, X\ un minimum :
z I —00 Ç3 ^j • Çi -4-00
— 00 Xi "^ 00 X\ -i- »
Signe de f ('S)
Dans l'égalité p-._ . = ~t- , — — — , > on prendra donc
l/Z] \^axi^x — xx){x — Xi\\
le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que z n'est pas ou
est compris entre Ç3 et Ç,.
En appliquant par exemple le résultat à la difierentielle
— » où l'on suppose ei réel, e^, e^ imaginaires con-
juguées, en sorte que, comme on Ta fait observer au n** 594, \Je^ — ^,, \Jei — ^3 sont aussi imaginaires conjuguées, on est
amené à faire la substitution x = ^-^^—^ — ^— t et les quantités
z — ej *
désignées plus haut par !^|, W3, x^^ x^ sont ici
Çi —- ej -T- \Jei — ex \fê^— e%,
Çj - ej — /«îj — ej /«ï — «3 »
xx — 2;, -f-ej,
Au lieu de cette substitution, afin d'obtenir un polj^nome dans lequel la somme des racines soit nulle, faisant la substitution
y -= X— iCi = z-i- ^— ^ -^ =- = z ~ ,
•^ ;: — et z — et
nous obtiendrons la relation
IViiz — eijiz — et) (z — 63) | 1 v/4 (y — ^t) {y — Eî) {y — B3) '
CD posant
E, r= ei-i-'X)/ei--ei^ei^ei = e, -+- 4 (el -f- ^' j . Et = — 9. ej ,
E, = ^2 — 2 v/^s T, V^«?î — el = ^2 ~ 4 (^1 -+- It" ) •
Il imporle de remarquer que les quantités E|, Ea, E3 sont réelles. En supposant z "> ^3, on aura ar ^ :r,, donc y I> E|, et Ton devra prendre, dans le second membre de l'équation [d), le signe -|- ou le signe — , suivant que z est compris entre Ç| et -I- 00, ou entre ^2 et Ç, ; si ^ doit varier à la fois dans les deux intervalles, on fractionnera l'intégrale.
Le résultat que nous obtenons ainsi coïncide avec la relation
/ toj-hto, a>3 — w,\ (e^—el)(ei—e:^)
\ 2 a / '^^ ' p(M|ct>,, (03) — e,
qui résulte aisément des formules (X.X1I) ou (XXIV) et des formules de transformation linéaire.
613. Supposons maintenant que Z soit du quatrième degré, on aura alors
<f{2) r-yiz — Zf- - Z,,){Z — Zi)(Z— Zi) — {2Z - - Zi — Zi){Z—Zt){Z 54)
~- {Zf-r- Z^ — Zi' - Z^) Z* — 9. ( Z* Z^ — ZiZ^ ) Z
— {Zi -r- -Sj) ZfZ^ (-S -^ Zi^) 5^ ^5
— (Zf~h Zi^ — -1 — Z-i)( Z ïl ){'3 -- Çj).
-- {Zi— Z3)^x^-^i[iiZiZ,,-^ •iZiZi--(Zt-^ z^)(zi-+' 53)]ar-h {z^— 54)»
—- {Zi — Z:i)^(x— xi){3P — Ti).
Xi= —- > X3— — — — I
( 2 Çi — 3, — 33 ) ( 2 Ça — -! — 33 )
puis, en posant Ai = A( 3| — ^3)'?
\ y/Z v''^ 1 J" l ^ - .r, ) ( a- — X:, ) (GXLI) / _ _ _____
^Z {z — zi)^{^— -3)-
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Il faut toutefois remarquer que celles de ces formules où figurent Çi, ÎJ3 doivent être modifiées si o{z) se réduit au premier de^ré, c'est-à-dire si Z2-\- Zn — 5, — ^3 est nul ; nous écartons ce cas provisoirement. Les quantités Ç,, Ç,, x^y x^ sont réelles; —^ — ^ est
compris entre Çi et Ç3, i et ^^^—^ sont compris entre 0:1 et ^3. S'iz^
et 54 sont réels, x^ et x^ sont de signes contraires ; d'ailleurs ^{z^) et ^(^4) sont de signes contraires; il y a donc une des racines Ç, et Ç3 comprise entre z^ et Zi^, Si z^ et z^ sont imaginaires, x^ et x^^ qui sont de même signe, sont positifs, puisque l'un de ces nombres est plus grand que i ; nous prendrons pour x^ le plus grand des deux; A| est de signe contraire à A. Nous avons tout ce qu'il faut pour dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le signe de Z2-I-Z4 — 3| — 53; dans chaque cas la première ligne contient les valeurs remarquables de z rangées par ordre de grandeur croissante; la dernière ligne contient les signes de ^{z) dans chaque intervalle; suivant que ce signe est -|- ou — , x regardé comme une fonction de z est une fonction croissante ou décroissante. Enfin, on a fait figurer Z2 et z^ parmi les valeurs remar- (|uables de z en choisissant Z'2 <. z^. Ces quantités, ainsi que les valeurs zéro de x qui leur correspondent, doivent être effacées si elles sont imaginaires.
(Çl<Î3).
— 00 Çi Zi
Signe de <p(5)
Zq-\ 3j "C •*! — ■ **% »
r SI
-tl
Signe de cp(5)
Lorsque Z2 et z^ sont réels, A peut être positif ou négatif; dans le premier cas, z doit être compris entre — ao et z^ ou entre z^ et -f- cx>; dans le second cas, entre ^2 et S4. Sk l'on a, par exemple, ^a -T- ^4 >- ^1 -h^s, A >> o, z<,Z2y X est positif et plus petit que Xx ; d'ailleurs Ai est négatif; la quantité A, {x — Xi){x — Xv^) est positive. Les deux radicaux doivent être pris avec le même
signe tant que z reste compris entre — oo et Çi, avec des signes contraires tant que :; esl compris entre 2^i et ^2; si ;; traverse la valeur JJ,, le chemin d'intégration devra être fractionné de la limite inférieure à !^|, de t^i à la limite supérieure. Le Tableau précédent permettra dans tous les cas de supprimer toute ambiguïté.
Si Z2j ^4 sont imaginaires, A doit être supposé positif, donc A| négatif. On reconnaît sans peine que x doit être compris entre Xf el x^f et le Tableau permet toujours de lever l'ambiguïté de signe.
Il reste à examiner le cas où Ton a 5^ --h ^4 = 5| 4- Sj. L'équation (a) se réduit alors à
Cp(-S) ^^iZiZi — ZiZ^) (z j
La formule (CXLl) subsiste; mais il convient de remarquer que Tune des racines Xt^ x^ est égale à 1 et que l'autre est égale à
— ^ ; on a d'ailleurs, dans ce cas,
(2,--Zi)* 4('«î'«* — -Sl-Sj)
on aura donc
si l'on a
Xi — I
ZfZs, '-^ ZiZi,
x^ -.^ I dans le cas contraire. Le Tableau qui donne la correspondance des valeurs de :; et de ^ est alors le suivant :
Zx-^ Zji
— QO
Signe de «p(^ » i —
Signedef (^)
Quant à la supposition ZiZ^ ^^ ^«^s.,, on doit la rejeter, car alors les deux racines ^2, z^ seraient égales aux racines ^i, Zji,
614. Eu appliquant ce qui précède au cas où Z esl un trinôme bicarré ayant au moins deux racines imaginaires, on obtient les résultats suivants, dans lesquels on a fait figurer d'abord la trans-
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formation employée, puis les limites entre lesquelles doivent rester les variables pour que les expressions sous les radicaux soient positives, enfin la relation différentielle. Tout est supposé réel.
z^—i A > o, -s->i, o<rr<i,
^t _^ Qi l
dz.sgnz dx
I /A(^» — l)(^»H-c*)| I v/4Aa7(i — ir)(c»a7-+- 1)1 '
X = 1 X compris entre i et —,
rf-2.sgnf(c» — i)-5] dx
|v/A(<s«-+-i)(z»-4-c»)| |v/4Aa7(i— a:)(c«ar — 1)1 '
5* -h 2 r.5 cos 6 ~ r* . .0 i
X = — 5 > a: compris entre tang* - et ^ >
z^ — 2r>scosQ-hr* '^ ° 2 .6
tanff*-
dz . sgn [ r ( r» — 5* ) cos 6 ]
v/A(«»H-2r5C0s6 -f- r*)(«*— 2r-scos6 -i-r*)
i / i6 A r'ar ( 07 sin' ^ cos* - W sin' - — x cos* - j
Le lecteur pourra appliquer ces formules aux différentielles
dz dz dz
615. Lorsque non seulement les coefficients de Z mais aussi le chemin d'intégration est réel, on a maintenant tout ce qu'il
faut pour ramener directement l'évaluation d'une intégrale quel-
/dz ~ à celle d'une intégrale du tjpe nor-
mal de Weierstrass / — ^^* ou à celle d'une intégrale du type
/dx — :■ = y où k^ est réel et com-
pris entre o et i. On évite ainsi les transformations que nous avons étudiées à la fin du Chapitre VII du Tome III.
Quand les racines de Z sont toutes réelles, on fera l'une des transformations linéaires indiquées; dans le cas contraire, on commencera par faire l'une des transformations quadratiques qui conduisent à un polynôme dont toutes les racines sont réelles.
INTÉGRALES ELUPTIQUES. ^0
I. — Évaluation des intégrales elliptiques
616. On appelle intégrale elliptique toute inlégrale de la forme JF\x, v^X) dx^ où X est un poljnome en x du troisième ou du quatrième degré, à racines inégales, etF(x, y/X) une fonction rationnelle de x et de y/X. Soit par la substitution linéaire (CXXXII), soit par un autre procédé qui sera étudié au Chapitre suivant, (CXLIII), on peut ramener une telle intégrale à la forme
ff^yy ^'^)^y^ ^^ Y -^ 4jK» — g.:^y ^ g^ est un polj^nome à racines inégales et où f{y\ y'Y) est une fonction rationnelle de y
et de y/Y.
Supposons que l'intégrale proposée soit une intégrale définie, prise le long d'un chemin [x) allant du point Xq au point x^j et
ne passant ni par une racine de X ni par un pôle de F (or, y/X) ;
le long de ce chemin [x) convenons d'entendre par y/X la détermination de cette fonction qui résulte, par continuité, de cette même détermination pour un point particulier, pour le point initial ^Tft, par exemple. On pourra, en appliquant le théorème de Cauchy, substituer au chemin {x) un chemin ayant les mêmes extrémités et qui soit équivalent au chemin (:r), c'est-à-dire qui conduise à la même valeur de Tinlégrale. On peut donc, si l'on veut, supposer de suite que le chemin (^x) se compose de segments de droite ou d'arcs de cercle.
Si Ton emploie la substitution linéaire (CXXXII,), les propositions du n®397 feront connaître le chemin {y) correspondant
au chemin {x)\ Tintégrale ff{y^ y]^) dy doit être prise le long de ce chemin (y). La détermination de y/Y pour un point quelconque y du chemin {y) résulte de celle de y/X. au point correspondant j; du chemin {x) au moyen de la formule (GXXXIIj);
on obtiendra ainsi, en particulier, la détermination initiale y/Y«
de y/Y pour le point initial j^o correspondant au point Xq-
Si l'on fait ensuite la substitution jk = p('^; ^2» g's) et si l'on détermine, dans le plan des a, un chemin (m) correspondant aux chemins {y) et {x) par les formules
r^ dy [^ dx
où les intégrales sont prises le long des portions des chemins (j^) ou (:r), qui partent des points y^ ou j^o pour aller aux points y ou x^ et où Ufi est l'une quelconque des valeurs de u qui satisfont aux équations concordantes
on aura, tout le long des deux chemins (y) et (m), en deux points
correspondants, les relations ^ == p m, y^Y = — p'a, et l'on sera ramené au calcul de l'intégrale
/Om, —p'u)p'udu,
où le signe / porte sur une fonction doublement périodique, et où la variable doit suivre un chemin connu [a). L'évaluation d'une pareille intégrale a été traitée au Chapitre VIII du Tome III.
Quant à la détermination du chemin (^/), observons d'abord que ce chemin se réduit à une portion de l'axe des quantités réelles si l'on n'a affaire qu'à des fonctions réelles de variables réelles; on n'a alors qu'à en déterminer les extrémités. Lorsque les coefficients de X, Y sont réels, les variables jr, y étant d'ailleurs quelconques, nous avons donné au Chapitre IX tous les détails nécessaires pour l'évaluation des intégrales / — ^» / -~-
qui figurent dans la formule (i), et l'on pourra donc, dans ce cas, déterminer le chemin (m) avec autant d'approximation qu'on le
voudra : on n'a d'ailleurs pas besoin de déterminer les points intermédiaires avec autant de précision que les extrémités i/o, e/|, parce que, pour l'évaluation de l'intégrale de la fonction doublement périodique, on peut remplacer le chemin (u) par un chemin équivalent; toutefois, on doit se rendre compte de la façon dont le chemin (u) est placé par rapport aux pôles de la fonction doublement périodique.
Il est à peine utile de dire que l'on peut tout aussi bien ramener l'intégrale proposée à une intégrale de la forme /^/(z,y/Z)rf5,
où Z est de la forme (i — ^*'^)(i — k^z-) et où /{z, y/Z) est une fonction rationnelle de z etde^Z; par la substitution z = sn//, y^Z:^=sn'i/, on est ensuite ramené à l'intégration d'une fonction doublement périodique.
617. Il nous reste, relativement à la détermination des pôles et au développement de la fonction doublement périodique dans leur voisinage, à donner quelques indications qui n'ont pas trouvé place dans le Chapitre VI du Tome III.
En posant, pour abréger, y=ipu^ y :=z p' u^ la fonction doublement périodique que l'on a à intégrer peut être supposée mise sous la forme
en désignant par P, Q, R, S des polynômes en y de degrés respectifs a, p, Y, 8, poljnomes que Ton peut supposer sans plus grand commun diviseur.
On reconnaît tout d'abord, en remplaçant dans cette expres-
sion y et y' par — - H h • . . , — 7- 4- - — i- . . . , que o est un
pôle de ç(w) lorsque le plus grand m des nombres 2a, 2^-^-3 est supérieur au plus grand n des nombres 2y, 284-3; l'ordre de multiplicité du pôle o est m — /i = |jl. Si l'on ordonne le numérateur et le dénominateur de ^{u) suivant les puissances croissantes de Uj que l'on effectue la division du numérateur par le dénominateur jusqu'à ce qu'on ne trouve plus au quotient de puissances négatives de u^ puis que l'on mette ce quotient sous la forme
la partie de 'f{u) qui correspond au pôle o, c'est-à-dire la partie de <p(w) qui devient infinie pour 1/ =^ o, sera (n® 3S8)
A;m-t-A,Ç'w -A, ;*«-+-... :-ApL_.!;ilA-»J a.
Considérons maintenant un pôle u - a de <f{u) qui ne soit pas congru à o, modulis 2C0|, 2CO3. Le numérateur de cp(£/) étant fini, le dénominateur doit être nul pour u =-.a] on résoudra donc les équations simultanées cny^y'
R -H sy r- o, j'* ^ 4r' ■ - s^y assoit y :^ by y ::^ b' uuc solutiou de ces équations et u ^^ a une solution des équations pu = b, p'u ^=z b' ; u =: a sera un pôle, si P -r Qj^ n'est pas nul pour y -- b, y' -~- b' . Pour s'assurer dans tous les cas que a est un pôle, et pour trouver la partie correspondante de 'f{u), on pourra ramener ce cas au précédent en faisant le changement de variable u^^ v -h a; les formules d'addition permettront d'exprimer p{^-h(i), p'{v -h a) rationnellement en pv^ p'v, 6, b' et de transformer 'f (w) en une fonction rationnelle de ps^y p'if. On peut aussi, pour obtenir les premiers termes du développement de cp(a 4- ^) suivant les puissances croissantes de ^, remplacer p(a-|-^), J>'(« -H i') par leurs développements de Taylor suivant les puissances croissantes de ^, ordonner le numérateur et le dénominateur de cp(a -f- v) suivant ces mêmes puissances, eflectuer enfin la division en ne gardant au quotient que les puissances négatives de i>. Il n'est pas inutile d'observer que l'ordre de multiplicité de la racine b de l'équation
est l'ordre de multiplicité du pôle a, dans le cas où b n'est pas une racine commune à R et à S, où b' n'est pas nul, et où P -|- Qj^ n'est pas nul pour y -^b, y' -- b' \ autrement, l'ordre de multiplicité est abaissé.
Ajant déterminé l'un après l'autre les pôles distincts de ç(m), puis les parties correspondantes de ç(w), la somme de toutes ces parties sera égale à la fonction 'f ('^), à une constante additive près, que l'on pourra déterminer en donnant h u une valeur arbitraire, par exemple la valeur o, si o n'est pas un pôle. Si donc on reprend
les notations du n° 358, en écrivant toutefois o(u) à la place de /{u)j on aura
o(u) = G -4- 2 [A^''î(w - ai) -f- A'/)C(" -a/) -i-...-+-Ai/;L,î^«.-iHu -a,)],
et toutes les constantes qui figurent dans le second membre seront connues. La somme A^*^ :- . . . -f- A^^^ est nulle.
618. L'intégrale indéfinie /cp (a) rfw est, en général, une fonction linéaire de u et de termes lelsque log(^(a — a), Ç(a — a), p(u — a), p'{u — a), . . ., a étant un pôle quelconque; à cause des formules d'addition (VII3) et de celles qu'on en déduit en prenant les dérivées, on voit aisément que cette intégrale indéfinie contient un terme en m, un terme en Cm, une fonction rationnelle de pu, p' u et autant de termes en log^(w — a) qu*il y a de pôles a pour lesquels le résidu correspondant n'est pas nul.
Pour que -cette intégrale soit une fonction univoque de m, il faut et il suffit qu'elle ne contienne pas de logarithmes, c'est-à-dire que chaque résidu A^'^ soit nul (i= i , 2, . . ., v). Pour qu'elle soit une fonction doublement périodique de w, avec les périodes aoji, 20)3, il faut et il suffit qu'elle ne contienne ni logarithmes, ni terme linéaire en u, ni terme en Ç(w), c'est-à-dire que l'on ait
A<'> = o (1 = 1,2, ...,v), C = o, VaV' = o.
On obtient ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que
l'intégrale f F{x,^lL)dx s'exprime rationnellement en x, y/X.
Il peut arriver que cette dernière intégrale soit la. somme d'une
fonction rationnelle en x, ^X et de logarithmes, multipliés par des constantes, de telles fonctions. Elle est dite Alors pseudo-elliptique. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont beaucoup plus cachées. Nous nous contentons de signaler ce problème, sur lequel le lecteur trouvera d'intéressants développements dans le dernier Chapitre du second Volume du Traité des /onctions elliptiques d'Halphen.
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II. — Réduction de Legendre
619. En se plaçant à un tout autre point de vue, Legendre a montré que Tévaluation d'une intégrale de la forme y F(^, \/X) dx se
ramenait à des intégrations élémentaires et à l'évaluation d'intégrales rentrant dans trois types simples. Bien que le procédé d'intégration que nous venons de décrire dispense d'appliquer le mode de réduction de Legendre, ce mode de réduction n'en garde pas moins un intérêt propre, non pas seulement parce qu'il peut être pratiquement utile dans certains cas, mais surtout parce qu'il est l'origine de la classification des intégrales en intégrales de première, de deuxième et de troisième espèce, classification qui s'étend de la façon la plus naturelle aux intégrales de la même nature (dites hypcrelUptiques) où le radical porte sur un polynôme de degré supérieur au quatrième.
Tout d'abord, l'expression F(x, v/X), mise sous la forme
— — - -> où P, Q, R, S sont des polynômes entiers en x^ se ra- R -T S \\
mène, en multipliant en haut et en bas par R — S y/X, à la forme M -\- - — > où M, N sont des fonctions rationnelles en x. La pre-
mièrc partie s'intègre parles fonctions élémentaires. En décomposant N en fractions simples, on ramène l'intégration de la seconde
partie à celle d'inlécrales de la forme / —=- ou
que nous comprendrons sous le type unique
-, _ i {x — a)p dx
A. Il —
OÙ p est un nombre entier positif ou négatif. Si Ton pose
X = A(a7 — a)*-«-4B(ar — a)3-i-6G(a: — a)* -4- 4D(^ — a) -h E, dans ridentilé
dx^^ /X
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OÙ r est un entier quelconque et où X' est la dérivée de X, on Irouve, après avoir intégré,
(r -h 7.) AXr-H3-i- a(2r — 3) BX;.4.j-t- 6(/*-t- i) CX,h-i
-h2(2r-T- i)DXr-h/-EX;._, =ix-^aY^.
Si E n'cst^pas nul, c'est-à-dire si a n'est pas racine de X, on peut résoudre cette équation par rapport à X^.i, tant que r n'est pas nul; si E est nul, D n'est pas nul, sans quoi X admettrait la racine double a, et l'on j)eut toujours résoudre l'équation précédenle par rapport à X^. 11 résulte de là que si p est négatif, Xy, peut toujours s'exprimer au mojen d'intégrales analogues à indices positifs ou nuls, de X_, et de quantités algébriques.
Pour ce qui est des intégrales à indice positif, elles se ramènent
— -—-', nous continuerons à les désigner par X^ et
nous emploierons la même formule de réduction en supposant a = o et en regardant A, B, G, D, E comme les coefficients mêmes du polynôme X. On peut alors résoudre la formule de réduction par rapport à X^^a si A n'est pas nul, par rapport à Xr4-2 si A est nul; on voit donc, si A n'est pas nul, que X3, X4, X3, ... s'expriment au moyen de Xq, X|, Xa, et si A est nul, que Xa, X3, X4, . . . s'expriment au moyen de Xo, Xj. Dans le premier cas, on peut pousser plus loin la réduction; cela est évident si X est bicarré, car alors X| se ramène aux transcendantes élémentaires en prenant x^ pour variable.
Bornons-nous aux cas où Xa Tune des formes (1 — ^^)(i — k-x^)^ 4x^ — g2^ — ©3- On voit qu'on n'a à considérer que trois types d'intégrales, qui sont, dans le premier cas,
/dx rx^dx r
{x-a)sl\
et, dans le second cas,
/dx rxdx r dx
y\ J TS"' J {x-a)^\
Ces intégrales sont dites respectivement intégrales elliptiques de première, de deuxième, de troisième espèce. Le type des intégrales de seconde espèce change avec la forme de X.
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620. Ces mêmes dénominations sont employées avec des significations différentes, que nous expliquerons tout à Theure, et qui d'ailleurs permettent toujours de dire, comme le lecteur s'en convaincra sans peine, que l'évaluation d'une intégrale elliptique se ramène à l'évaluation d'une intégrale de première espèce, d'une intégrale de deuxième espèce et d'une ou plusieurs intégrales^de troisième espèce. Mais, en restant encore un instant au point de vue où nous nous sommes placés, nous voulons remarquer que si l'on regarde les intégrales ci-dessus comme effectuées le lon<^ d'un chemin et comme fonctions de leur limite, supérieure Xy c'est-àdire de l'extrémité finale de ce chemin, l'intégrale de première espèce reste finie quel que soit^, même pour x infini, tandis que l'intégrale de deuxième espèce devient infinie avec a:, et que l'intégrale de troisième espèce devient infinie comme log(x — a) quand x s'approche de a. Les fonctions de :c ainsi définies restent d'ailleurs holomorphes dans toute aire limitée par un contour simple, d'où le chemin d'intégration ne doit pas sortir, et où
—7=z (s'il s'agit des intégrales des deux premières espèces) , —
(s'il s'agit de l'intégrale de troisième espèce), est une fonction holomorphe de x. Mais les choses se passent d'une façon un peu différente aux environs du point oo, suivant la forme de X. En nous bornant par exemple aux intégrales de première espèce, si l'on fait la substitution x =^ ^> on aura
dx r — dz
/dx _ r
V/{T— xî)(i — X:"^î~) J )/(\ — z^){k^ — z^)
r dx r -^dz
J yj\x* — fix-^g\ J /xîU— ^1^- — ^3 5»)*
or, dans le voisinage du point ^ = o, qui correspond au point ^ = 00, ::—-—=-_- est une fonction holomorphe de 5, mais
non --=--_ ; nous aurons l'occasion, à propos des no-
Vz{^-^iZ^ — ^,z^) ' r r
tations de Weierslrass, de revenir bientôt sur le second cas.
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III. ~ Notations de Jacobi
621. Nous avons maintenant à expliquer quelques notations et expressions qu'il est indispensable de connaître.
Supposant k réel, positif et plus petit que un, et désignant par A©, 011 o est un angle réel, la détermination positive du radical \/ \ — X'2 sin^c), Legendrc pose
et appelle F(y), E(cp) fonctions elliptiques de première et de seconde espèce. F^*^ et E^*^ sont les fonctions complètes.
Le moi fonction elliptique a pris, depuis Jacobi, un sens entièrement différent : on entend généralement sous ce nom les fonctions que nous avons désignées sous le nom àc fonctions doublement périodiques du second ordre,
La fonction F(ç) de Legendre n'est autre chose que V intégrale
r^ dx elliptique de première espèce (n** 619) / - <
•^0 V ( I — -a:- ) ( I — A« x^) dans laquelle on a remplacé x par sin». La fonction E('^) de Le-
gendre est égale à F('jj — k^ 1 dro; c'est donc une combi-
naison linéaire d'une intégrale elliptique de première et d'une intégrale elliptique de seconde espèce (n*'619).
Legendre a encore introduit la notation n(/i, '^), où n est un paramètre, pour désigner l'intégrale
r' ^?__ ._ r' -^if? -^ r « ^^ .
Jo ('-^/»sinîQ)A(p J^ (i-v/-,isinç)Ao Jo (i-^ y/- ns'm^) 1^'
c'est, en conservant la définition du n°619, la somme de deux intégrales elliptiques de troisième espèce, intégrales dont la différence s'exprime d'ailleurs au moyen des fonctions élémentaires.
Il peut n'être pas inutile d'observer que la valeur de A^ est toujours comprise entre A*' et i, et que l'on a, pour chaque valeur de ç, Aîp^cosco.
622. Jacobi a introduit d'autres notations, sur lesquelles nous insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable m, qu'il a désignées par les notations am w, co amz/, E(w), Il (m, a), peuvent être définies par les formules
amw -— / dnuduj co ama = am(K — m),
* 0 1 h(u)= I on* u du y II(m, a)= / ,- ,
dans la dernière desquelles a est un paramètre. Le module k doit être regardé comme une donnée, différente de o et de i.
Les quantités que Jacobi désigne par K, K' coïncident avec celles que nous avons désignées par x(X:^), \'{k^); la quantité t, qui permet de construire les fonctions sn, en, dn (n°*5i8, 306, formules LXXIo^^g, XXXVlI^a)? et qui figure dans les définitions
précédentes, est supposée égale à -r- • Les notations am(w,Xr),
E(//, A), ... au lieu de amw, E(a), ... s'entendent d'elles-mêmes. Lorsque k est réel, compris entre o et i, la quantité K de Jacobi coïncide avec la quantité F^*^ de Legendre.
623. Considérons d'abord la fonction amw. La fonction dn^/ admet pour pôles les points 2 /i K -|- ( a /? -î- i ) i K', en désignant par n et n' des entiers; les résidus correspondants sont égaux à ±i. Si l'on se borne à assujettir le chemin d'intégration à ne pas passer par ces pôles, on voit donc que la fonction amw n'est définie qu'à un multiple près de aiz. La fonction dnu est holomorphe à l'intérieur de la bande limitée par les deux parallèles qui sont le lieu des points K/ lîz iK' quand on fait croître la variable réelle t i\e — oo à -t-oc. On peut donc regarder amw comme une fonction holomorphe à rinlérieur de cette bande, qui, dans le cas oii k'^ est réel et plus petit que un, comprend l'axe des quantités réelles. La fonction amw est évidemment impaire.
Au reste ces résultats apparaissent encore sur l'une des formules (CXV4),
/ dn u du = ilog(cn u — isnu).
La même formule montre que Ton a
en M — « sn M = t?-^»™ " ; d'où, en changeant w en — u^ ajoutant et retranchant, on déduit (Clle) sinama = snM, cosainM = cnM.
624. Si l'on se replace dans le cas où /c- est réel, compris entre o et I , on voit aisément, à l'aide des formules précédentes et de celles qui donnent les dérivées, par rapport à u, de sn w, en a, dn a, que les fonctions A'^, F(ïj) de Legendre se réduisent kdnu et u quand on y remplace cp par am u.
C'est en réalité la fonction inverse de F(y) que Jacobi a désignée par amu; en d'autres termes, il a regardé la limite supé-
rieure cp de l'intégrale / -^ comme une fonction de la valeur u
de cette intégrale, et il a appelé ama cette fonction. Dans les mêmes conditions, A(amw) n'est autre chose quednw. Depuis Jacobi, on désigne par Aam;^, quels que soient u et k^^ exactement la fonction de u que nous avons désignée par Anu,
En regardant amw comme une fonction holomorphe de u dans la bande définie plus haut, on aperçoit immédiatement les relations
(Clle) am(K)= -> am(/iK) = /i— > am (a h- a/iK) — ama — nir,
OÙ n est un entier.
Quand u augmente par valeurs réelles et que k'^ est compris entre o et i , on voit immédiatement que la fonction am u augmente toujours; son signe est celui de u.
Les expressions de sin co am w, cos co am w, A co am w, au mojen de sniiy cnw,dnw, se déduisent immédiatement de la définition de coama et des formules (LXXIIg).
625. La fonction E(u) de Jacobî est univoque; on voit (n** 432) qu'on peut écrire
(GII5) E(a)--=|a-HZ(a);
le nombre E est égal (n** 432) à / dn^udu] on voit qu'il est égal
à E(R); c'est le E^'^ de Legendrc.
Le théorème d'addition de la fonction ^ conduit de suite aux théorèmes d'addition des fonctions Z(w), E(w), à savoir :
— -- Â* sna snasn(a — a);
on en tire aisément la relation
X v/ \ -lA^snacnadnasn*!/
Signalons encore la fonction û(w), introduite aussi par Jacobi et définie par l'égalité
(Cii„) a(«,.-/« -^'' ll^r
On voit comment, dans cet ordre d'idées, s'introduit la fonction S.
626. La fonction !!(«, a) de Jacobi s'exprime au moyen des fonctions Z, 0; celle expression s'obtient en appliquant les règles générales d'intégration, ou en intégrant, entre les limites o et w, les deux membres de l'égalité (a); on trouve ainsi
(GII5) U{u,a) = aZ(a)-- J log ^-|f~-|^j'
ou encore, en tenant compte de la définition de Û(w),
(Clin) n(u. ^)=u E(ct) - - log ^"■~-
Dans ces deux formules, la détermination du logarithme dépend en général du chemin d'intégration (n" 501); il est à peine utile de signaler le cas, fréquent dans les applications, où le second
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membre doit être réel parce que le premier l'est évidemment. On a, en particulier,
(GIIjo) n(K, a) = KZ(a) = KE(a) — aE.
L'expression de II (a, a), au moyen de la fonction Q et la définition de cette fonction, mettent en évidence que la dérivée de n(w,a), prise par rapport à a, s'exprime au moyen de E(w); il en résulte ce théorème de Jacobi :
La dérivée d^iine intégrale elliptique de troisième espèce, par rapport à V intégrale elliptique de première espèce prise comme variable, s^ exprime au moyen dUntégrales elliptiques de première espèce et d* intégrales elliptiques de seconde espèce.
Lo théorème de l'échange du paramètre et de l'argument s'exprime par la formule
n(w, a) — n(a, m) = wZ(a)— aZ(a),
OÙ le second membre devrait être augmenté d'un multiple de 2Tzi si on laissait aux fonctions II toute leur indétermination.
Le théorème d'addition de la fonction II s'exprime par la formule
n(tt,a)-+-n(p, a) — n(w-4-p, a)
i , I — X:^ sna snp sna sn(a H- p — a).
— - log Ti >
•2 \ -f- k^ sn u snv snoL uni u -h V -i- OL )
I . i f I — X:* sn'(w -i- a) sn'(p -H a)] [i — X-* sn*a sn*(M -f- (^ — a)] ~ 4 ^^1 [i — k^^n^iu — a)sn«(7— a)] [i — "Xr* sn^a snî(a h- v -h ol)]
-Il -Z(a-f-i/)^ Z(g-4-P) -hZTMjHhj jÇ) — Z(p-4-tK^) ^ -2 ^^ Z(a — a)-Z(a -p)-f-Z(a--iK') — Z(P — iK')
IV. — Notations de Vreierstrass
627. L'intégrale elliptique normale de première espèce, au sens de Weierstrass, est l'intégrale / ~'~ y oùYrz^^^' — g^y — ^3 : on
(') Voir ScHWARTZ, Formules^ etc., n"* 50, 57.
la désigne par J (y, V^Y) ; cette intégrale n'est déterminée que si
Ton se donne la valeur initiale de \/Y et le chemin d'intégration, qui ne doit passer par aucun des points e^^ e^t ^3? et le long duquel les valeurs de y/Y se déduisent par continuation de la valeur initiale. A cause de la limite supérieure, quelques remarques concernant ce chemin sont nécessaires.
Considérons un cercle décrit de l'origine comme centre et contenanl à son intérieur les points e^^ 62, ^3; désignons par S la région extérieure au cercle, dans laquelle on regarde comme une coupure la portion de l'axe des quantités négatives qui est extérieure au cercle, en sorte que la région S est limitée par le
cercle et celte coupure. Dans S, -— est une fonction holomorphe
de y y déterminée dès qu'on se donne sa valeur en un point : elle peut être représentée par une série <i?( — = ) entière en — ^, ne
\vyJ y y
contenant que des puissances impaires de -p et commençant par un terme en ( -/= ) • Au point de S où l'on se donne la détermination de y/Y, l'égalité -— n^ 0? ( -— ) détermine sans ambiguïté la
v^ \syi
valeur de y/y, qui est dès lors déterminée dans toute la région S. Si l'on désigne par ^i?, ( 7^ ) la série entière en -— , commençant par
\sy) vy
un terme en --> dont le*s différents termes ont pour dérivées, par
rapport à r, les termes correspondants de <f ( — j> changés de signe, il est clair que l'on aura
-'y V/Y Ut/
quel que soit le chemin d'intégration, pourvu qu'il ne sorte pas de S. Si la fonction pu est formée avec les invariants g^^ §3, dans
la même région S, les égalités pu=yj p' u ^-^ — y/Y définissent, à une constante additive près de la forme 2/îto, + 2 n'toa, 11 comme une fonction holomorphe dey; cette fonction ne peut
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différer de ^i (-7^ ) que par une constante C, puisqu'elle doit
vérifier dans S, comme la fonction $i, la relation -7- =t — ; la
dy — v/Y
fonction w inr C -f- ^, ( — ] devant vérifier Tégalilé pu=^y pour
de grandes valeurs de y, C est nécessairement de la forme 2/i(j)| -l-a/i'ws; en d'autres termes, w = $, ( ~7= ) est une solu-
_ \vy/
lion des équations pu =^, p' u := — y/Y : toutes les autres solutions s'obtiennent en ajoutant à celle-là des multiples entiers des périodes.
Ceci posé, considérons un point quelconque y^ et un chemin d'intégration allant de ce point au point oo; nous nous bornerons à supposer, relativement à ce chemin, qu'il finit par rester dans la région S, à partir du pointai, par exemple, point où le radical
y/Y a acquis la valeur ^Y|, déduite par continuation de la valeur
donnée y/Yo de y/Y en yQ, La valeur Jyyoj y/Yo) de la fonction
J (y, ^/y) enyo sera définie par l'égalité
J (j^j,, y/^o) "C dépend nullement de la partie du chemin d'intégration qui va de^i à l'infini, mais seulement de la portion du chemin qui va de yoSi yt» En un point quelconque y de celte
portion de chemin, la fonction 3 (y, y/V) est définie par la même égalité, où il faut seulement effacer l'indice o ; elle vérifie donc tout
le long de ce chemin l'égalité -j- = — » et peut être regardée
comme la continuation, le long de ce chemin, de la fonction $, ( -^ ) avec laquelle elle coïncide aux environs de j^|. Tout le
long de ce chemin, comme aux environs du point y^J elle vérifiera les équations pu =yj p' u =: — y/Y, et il en sera ainsi, en particulier, au point ^o? pour lequel nous désignerons par ^o la valeur de la fonction J [y^ \/^)-
Si l'on se donne les deux entiers n et n\ et que l'on imagine, dans le plan des u, un chemin qui aille de Uq à Uq-\- 2 /i(0| + 2 7z'(t)3
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sans passer par aucun des pôles ou des zéros de p' u^ le point ys= pu décrira dans le plan des y un cerlain chemin fermé partant de yo pour y revenir, en ramenant aussi le radical ^Y, qui
ne cesse d'être égal à ^- p u^ à sa valeur primitive v Yo- Si donc on désigne par (C) ce chemin fermé parcouru en sens inverse, et
si l'on considère la valeur de la fonction J (y, \/Y) au point y^. origine du chemin d'intégration formé par le chemin (C) suivi de Tancien chemin d'intégration, cette valeur sera égale à l'ancienne valeur Uq augmentée de 2/iw, -*- in'iù^.
En résumé, la fonction iiy^ v'^ K ^' ^^ '^ définit seulement par les valeurs àe y et de y/Y sans se donner le chemin d'intégration, n'est définie qu'à une somme 2/iW| -h an' 0)3 de multiples de périodes près; en changeant le chemin d'intégration, on peut l'augmenter d'un nombre quelconque de la forme a/iw, -î- an'co,, où n et/i' sont des entiers. L'ensemble de ses déterminations est identique avec l'ensemble des solutions des équations (en u),
pu^y, J>'« =^— vY.
628. L'intégrale elliptique normalede seconde espèce, J'(j^, y'' Y), au sens de Weierstrass, est une fonction analytique àe y dont la
dérivée est *,-• Cette condition permet de la définir, à une constante addilive près, comme une fonction holomorphe de y dans loute région limitée par un contour simple où -- est aussi une fonction holomorphe.
Si dans la fonction çw on remplace u par J (y, \/Y), on obtiendra une fonction de^ dont la dérivée sera -~ X --r- > c'est-àdire -\r' On peut donc prendre pour JMjs y Yj précisément la
fonction u[j (j^, y/Y )]. L'intégrale elliptique de seconde espèce est ainsi définie par les mêmes éléments que l'intégrale de première espèce; quand le'chemin d'intégration chan<;e, de façon que
i(y^ V Y) augmente de 2/îw, -i- a/i'iog, JMy, \j\ ) augmente évidemmentde inr^^-i-in'r^^. Dans la région S, la fonction J'(j^, y/ Y) peut être définie comme une fonction holomorphe de y; ce sera
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une série procédant suivant les puissances entières de -^ dont les termes auront pour dérivées respectives les termes de la série y^ ( "7^ ) » ^'"^ commencera par un terme en ^'yet ne comportera aucun terme constant, puisque cette série peut aussi bien s'obtenir en remplaçant u par 'f, f -j=.\ dans la série - — p «^ -h. . . qui définit Çw.
On pourra poser, en général,
en choisissant convenablement la constante d'intégration.
629. L'intégrale elliptique normale de troisième espèce, au sens
de Weierstrass, intégrale que l'on désigne par J (y, y/Y; j^j, y/Yj ), est une fonction analytique de la variable^ et d^un paramètre^,, dont la dérivée par rapport à y est
Si l'on y remplace y, y/Y, j^i, y/Y, respectivement par p m, — p'u, pusj — p'wi, elle deviendra une fonction de u dont la dérivée,
par rapport à w, sera - — ^ • Une telle fonction est
on pourra donc prendre pour J (j^, y/Y; ^,, y/Y,) l'expression que l'on obtient en remplaçant uetu^ par j(j', y/Y), J(j^i, y/Y,) dans log ^^"* ~ "^ -L. ^r^ Cette fonction, si même les quantités
J (y, y^Y), J (^1, v^Y| ) sont entièrement déterminées, n'est définie de cette façon qu'à un multiple près de 2Tzi^ à cause de la présence du logarithme.
Si l'on remplace, dans l'intégrale normale de troisième espèce,
j(y,y/Y) par j(7,v/Y)4- 2na>,-i-2/i'a>3, elle augmente de la
quantité
630. Le théorème de l'échange du paramètre et de Targument s'exprime dans les notations de VVeierstrass par l'égalité
Les théorèmes d'addition pour les intégrales normales des trois espèces sont contenus dans la proposition suivante que nous empruntons textuellement à M. Schwarz(/^or/?iM/e5, etc., n® 57).
Si Ton pose
Ml -i- Mj — Wa,
puis
Xq = pao, a7i — puiy Xi - pwj, ifs— pwa-
yo = --p'uo, j'i^ — p'uu yi^-p'ut, yi^ — p'u^y on aura les égalités
î / Ni' I / >'i -^ Ko '^'^
•To
Chacune d'elles exprime que, si l'on attribue à chacune des intégrales qui figurent dans son premier membre l'une quelconque des valeurs en nombre illimité qu'elle est susceptible d'avoir, la somme obtenue est égale à Tune des valeurs en nombre illimité que peut avoir le second membre.
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CHAPITRE XL
SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES DE WEIERSTRASS. INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
631. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés relatives à la forme du quatrième degré
Si Ton y fait la substitution
elle devient
AoZ}-4-4A,ZîZ2-i-6AjZf ZJ H- 4A3Z,Z}-h A4Z5, en posant
Ao= R(Xi, Xj), 4A1 = iiiRx, -+- fAjRx,»
1-2 A, = ii\ R>i -H -i IX, ji, Rx,x, -H [il R{i = Xf R'[,| -hîXt X, RJl,pl, -+- Xf Rj^^ ,
4 A3 = XiRji, -+- XjRji.,, A4 = R(iii, iii);
dans ces égalités, R'x,, Rx,, Rx|, R>.,x., R^i d'une part et R^,, . . ., RJiLî d'autre part, désignent ce que deviennent les dérivées par-
. 1', aR (^R (?«R <^*R c^«R , ,
tielles T— > T— > T-r> i — r-' -rr quand on y remplace Zt, Z2 par
dzi dZi dz\ ozi dZi ozl ^ j r 1 * r
).i, ^2 OU par [JL|, [JL2.
Désignons parH(5|, ^2) 'e hessicn de la forme R(^n ^2), c'està-dire la forme
= («0^2 — a\)z\-^7.{aQa^ — a, a,)z}5j
-i-(aoav-i- 2a,as— 'ia\)z\z\-\-'x(aia,, — atai)ZiZl -^{ata^-aDzl,
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Si ^2j gi désignent les invariants de la forme R(-3|, 32), savoir
(GXLIII,)
^2= 3a| — 4a,a3-i-aoav,
( ^3 = 2aia2aj-haoaiav — a^a] — oj — aoa|,
et si G2, Gâ désignent les quantités analogues formées au moyen des coefficients A©, . . ., A4 de la forme transformée, on a
Gj-^jôv, G3-^3 5«,
en supposant 5 ^^ X| ^-2 — ^2 [^i • Nous aurons besoin de l'identité
On y parvient en remarquant que le premier membre, multiplié par i44j n'est autre chose que le déterminant
z\K\,-^iz,z,K,z,^z\^',. XJR:2-4-2XiX,R!.,,-^X1R:.^
5ÎR;, -+-2z,^2Rl.>.,-+--iRxi ^ÎRx?H-2X,XîR^^-i-X|Rx^ i
qui est le produit par ^^^ï — ^1^2 de la quantité
-\-{zx Xj-^^îXj)
X? *^Xi
'2. Zt f\
jAj
Notre but est d'intégrer l'équation
où R (5) désigne le polynôme en z obtenu en remplaçant dans R(5|, ^2), Zx par ;; et IÎ2 par i ; nous écrirons à l'occasion R(^, 1) pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons que R(^) n'a pas de racines égales, et que a©, a\ ne s'annulent pas simultanément, ou encore, que la quantité g\ — ^'j g\ n'est
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pas nulle. Nous avons vu (n" 598), qu'il existait une substitution linéaire z = \ qui changeait -=^= en — ^, où le polynôme
Y = ^y^ — g^y — gz est formé avec les invariants fondamentaux de la forme R(5); les coefficients a, J3, y, 5 de la substitution linéaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de R(:î) et d'une des racines de ce polynôme. Chercher une solution z de Téquation (a) qui, pour une valeur de u arbitrairement choisie u = Uq, se réduise à une valeur donnée Zq^ tandis que sa dérivée z' se réduit à une détermination donnée z^ de \/1\{zq)^ revient donc à trouver une solution j^ de Téquation
/dy \*
qui pour a = Wq se réduise à la valeur yo correspondant à :;oj tandis que sa dérivée^ se réduit 'ky'^=z — y/Yo, la détermination
de y^Yo résultant de la détermination de \/K(zo), comme il a été expliqué au n® 398. Or, la fonction pu = p(^u; g*', gi) étant construite, on pourra déterminer un nombre Vq tel que Ton ait P^o =yo, P'^o =yo ; la fonction y = p(u — Uq -j- i «) vérifiera Féqualion (b) et satisfera aux conditions imposées : donc la fonction
^ _ gp(a — Up-h i'o) -f- p
vérifiera Téquation (a); pour u =:= //©, elle se réduira à Zq^ tandis que sa dérivée se réduira à z^ ; c'est évidemment la seule fonction analeptique qui satisfasse à ces diverses conditions, lesquelles déterminent les valeurs pour ii = Uq de toutes les dérivées de z. D'ailleurs, yo ^^y'o s'expriment rationnellement au moyen de Zq, z^ et de a, 3, y, 5. Le théorème d'addition de la fonction p montre, dès lors, que ;; s'exprime rationnellement au mçyen de p{u — Uo), p'ifi — Wo), vo, z'q et de a, |3, o, y ou de ao, ..., a^ et d'une racine de R(^)5 mais, quelle que soit cette racine, le résultat doit être le même; l'expression finale de z doit donc, en vertu de la théorie des fonctions symétriques, être rationnelle en p{u — Uq), p'{u — Wo)? ^o7^o> ^0? «lî ^^2> «3î ^^4 ; il en est évidemment de même pour z' , Cette conclusion apparaîtra directement T. et M. — IV. 5
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sur la méthode d^intégratlon de Véquation (a) qiiMl nous reste à développer, méthode qui mettra aussi en évidence ce fait que p{u — Uo)j p'{ii — Wo) s'expriment rationnellement au moyen de >3, z', Zq^ z'^, rto, . . . , «», en sorte que les substitutions qui expriment ;; et z' en fonction de p(u — //o), p'(w — a©) sont des substitutions birationnelles.
Nous nous bornerons au cas où a^ est différent de o; car, dans le cas où Uq est nul, la substitution entière du n** 598 fournit aisément les substitutions biralionnelles cherchées.
633. Avant choisi arbitrairement une détermination de ^Oq^ on pose z == -jz=. y ^ » afin de ramener l'équation {a) à la forme
dans laquelle Ba, B3, B» sont donnés par les formules
Uj = , «3 = _^ ,
— 3a} -t-6rto«î«î — 4«o^i«3-T-«o«*
L'équation différentielle en y est de la même forme que l'équation
que l'on a obtenue au n° 430 et où a est une constante.
En identifiant les deux seconds membres on obtient les trois équations
Bî = — p«, B3 — li'a^ B4 — 9p-a — ip" a = 6|)*a -i- ^ç-j.
Si entre ces trois équations et la relation p'^a^ 4 J>'^ — S^P^ — /T.-» on élimine d'abord pa et p' a^ on obtient pour les invariants g^^gz de la fonction pies valeurs Bi-j-SB^, BoB^ — B' — BJ qui, comme on s'en assure aisément en remplaçant Bo, B3, B4 par leurs expressions en fonction de ^o, . . ., ^t, coïncident avec les expressions (CXLIII,) des invariants fondamentaux de la forme R(:^). Les
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deux équations
(tiXLllIs) pa = 9 p a = — — = — ,
montrent ensuite que la constante a est déterminée, à des multiples près des périodes 2(01,2(1)3.
De ce que la fonction (n" 450)
I p' U — I)'rt
"^ 2 pu — pa
vérifie l'équation diflférentielle en y^ il résulte donc que l'équation (a) admet la solution
I p'u — p'a rti I ai
(GXLIIM { 1_
~~ 2aopa-i- ^(aoai — aj)
où les invariants g^^ g^ de j3 sont les invariants fondamentaux (CXLlIIi) de R(5). On en déduit facilement, en utilisant la formule d'addition (CIII5), la relation (*)
(CXLIIIi) ^ R'('5) = a^z'^-\'iaxz -h aj = pu'^p{u -+-«).
L'expression de z^ s'obtient aisément en différentiant la seconde
(*) Ainsi qu'on l'a dit au n*616, les formules (CXLIII) permettent de ramener une intégrale elliptique quelconque à une intégrale portant sur une fonction doublement périodique. Lorsque le chemin d'intégration est donné pour la variable z de l'intégrale elliptique, les diffîcultés relatives à la détermination du chemin correspondant pour la variable u de la fonction doublement périodique, se retrouvent naturellement, dans le cas général, quand on emploie la substitution (CXLIIIj); toutefois ces difficultés disparaissent quand tout est réel, coefficients et variables. D'ailleurs la méthode actuelle offre cet avantage de oe pas exiger la résolution préalable de l'équation R(^) = 0; à la vérité cette résolution devient nécessaire quand on veut effectuer les calculs numériques, ne fût-ce que le calcul des périodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour l'intégrale elliptique, sans effectuer la résolution de l'équation du quatrième degré, peuvent être suffisantes, et, d'un autre câté, il est bon de rejeter à la fin tous les calculs numériques, de manière à mieux se rendre compte du degré d'approximation.
Signalons l'application de cette méthode aux intégrales du type / ^ ^ dz.
expression (CXLIII3) de z et en utilisant encore la formule d'addition (CIII5). On trouve ainsi (*)
^'= -^ [pa — p(aH-a)]= --L 2|)w-+-pa -- ^(5_îilL£_?) |, V^ /«o L 4 \PM — pa/ J
d'où, en tenant compte de la formule (CXLIII5), (GXLIII4) z' = —— (ap w — ao^* — laiz — a^).
La troisième expression (CXLIII3) de z est rationnelle en pu,
p' u^ \/^oj «M ^21 ^3j ^4; 'a dérivée z' peut donc s'obtenir sous la même forme. D'autre part, l'équation (CXLIII4) montre que pu
s'exprime rationnellement au mojen de -s, z\ y/^o, «i, . . . , et l'équation (CXLlIIs), résolue par rapport à p' u^ raonlre que p^ u s'exprime aussi rationnellement au mojen de 3, z' ^ ^cioy «i, - • .. Si donc on se donne deux valeurs concordantes Zq^ z^ de z on peut
où p esl un nombre entier positif que Ton peut supposer être égal à o, 1,3 ( n*> 019). La substitution (CXLIII3) donne de suite
où c est une constante arbitraire: la relation (CXLIIIj) donne ensuite la suivante
- — "-- « Les inlé-
C zv dz grales du type I » où p est un entier négatif, se ramènent d'ailleurs, par
le changement de -3 en -» A des intégrales du même type, où p est positif, mais
où R(«) est remplacé par un autre polynôme H,(^) ayant les mêmes invariants que R(<z).
C'est par cette voie que l'on a obtenu les formules (CXLIV).
(') Les valeurs de u qui annulent z' apparaissent immédiatement sur la première des expressions de cette fonction : elles sont congrues (modulU auj, jw^)
a » Wp h Wj, — - -+- Wj ; en remplaçant, dans I expression de x,
u par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de Tcquation R(5) =0. C'est la résolution, au moyen des fonctions elliptiques, de l'équation du quatrième degré.
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délerminei, à des multiples près des périodes, la valeur correspondante Çq de u qui vérifie les équations (CXL1II3_4) et les expressions de j3^o^ p' ^0 seront rationnelles en Zq^ \, ^a^, «i, . ... Cette valeur étant déterminée, si Ton remplace dans les équations (CXLIIl3_4), u par u — ^/o-l-^o> ^^ obtient manifestement, pour 5, une solution de Téqualion (a) qui, pour u= Uq, se réduit à Zo, tandis que sa dérivée se réduit à z^; cette solution est la seule fonction analytique qui satisfasse à ces conditions.
En appliquant à p{u — Uq -\- Vq) le théorème d'addition, on voit que la fonction z ainsi obtenue s'exprime rationnellement (ainsi que sa dérivée) au mo}'en de p(ii — Wq), p'{u — ?/o), -So? ^'o- ^Uqj «i, .... On voit de même, en considérant'successivement les équations (CXLIII4) et (GXLIII3), que p{u — w© + ^0)1 p'{u — Wo 4- Vo) et, par suite, p{u — Wo)? p'(w — "0) s'expriment
rationnellement au moyen de Zj 5', 5o>^oi v'^' ^«» • • •• ^^ ^^^^ encore que Tirrationnelle y/ao doit disparaître des résultats qui ne peuvent changer quand on y remplace ^a^ par — ^Uq, Les substitutions qui permettent d'exprimer z et z' en fonction de p(u — Wo), p'(u — Mo), sont donc des substitutions birationnelleSy comme on l'avait annoncé.
634. On obtiendra les résultats finaux sous une forme élégante, due à Weierstrass, en procédant comme il suit :
£n reprenant les notations du n** 631, faisons, dans l'équation difTérenlielle (a),
XiZ -t- fji| dz 0 ciTL
Xj Z -+- fxj du ( X j Z -+- fjLj )' du *
elle deviendra
C'est une équation du même type que l'équation (a). On voit de suite que les invariants fondamentaux du polynôme du quatrième degré qui constitue le second membre de cette équation sont les mêmes quantités g2 et ^3 que pour R(5). U en résulte qu'elle admet la solution
_ 83 \/Âip'a — 2o*AipM -+- A| Aj — AoA
aô*AopM-t- ^(AoAî — Af)
OÙ les invariants ^2 7 gz de la fonction J3W sont encore les invariants fondamentaux de la fonction R(^)* Il en résulte aussi que la dérivée de Z est donnée par la formule, analogue à la for> mule(CXLlIl4),
(D) ^^ =_-i_(25«pw — AoZ*-2A,Z~A,).
"" 8 V Aq
On obtient une solution z de l'équation (a) et la valeur correspondante de -T- en remplaçant, dans ^-j — ^> Z par la valeur
que définit réquation(C), et, dans l'équation (D),Zpar J'^ _^ >
(TL 8 dz
■y~ psir 7^ r-:7 "j- • on trouve ainsi
au ^ (Aj-c — Al)* au
/Ao ^ =2(Xj5 — À,)«pM— ^- (Go2ÎH-2C,5 4-C|),
où l'on a posé
Co = Aofx| — 2A1 XjiJLj -+- AjXf,
Cl = — AofXifXî -f- Ai(Xi[jij-+-X,[jL|) — AjXjX,,
Cj = Aofxf — 2A1X, jjLi -H AjX}.
Si, dans les seconds membres, on remplace A©, Ai, A2 par leurs valeurs
Ao=-l(XîRl,-f-2XiX,R3;,^,-^XîR5,|),
As =- -^ (fx? Rxî-+- 2[i, [X, R'x,)., -t- {xî Rxj), on trouve immédiatement
•Nj «|k« >2
^^ "^ "Ti ^^^* ^* ^ Tii ^^«^«' ^' ^ Ta ^^5 ' en sorte que l'équation (D) peut s'écrire sous la forme
(d) /â;^ = a(x,x;-xo«PM--'-(Rli^'-v-2Bx^)^,-5-+-R);j),
r|ui montre, comme l'équation (GXLIII4), que pu s'exprime rationnellement au moyen de z. z'.
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En écrivant que l'expression de -^ ainsi obtenue vérifie l'équation (a), en se rappelant que Ton a A© = R(A|» ^^2), en utilisant enfin l'identité du n** 631, où Ton remplace Z| par :;, :;2 par '> on trouve de suite la relation
I — iX,;: - X,)V'' -i- ^ (Rîî-' -+- 2 Rî..)., z -i-Rxj) J- = o,
où^' a été mis à la place de pu. C'est la relation du second degré en^ et z qui doit (n° 441) exister entre ces deux fonctions doublement périodiques du second ordre. Nous en représenterons le premier membre par
OÙ A, B, C sont des polynômes du second degré en y et a, ^, v des polynômes du second degré en z\ les expressions explicites de ces polynômes résultent de l'équation (F).
Les notations précédentes permettent d'écrire l'équation {d) sous la forme
d'ailleurs, en différentiant l'équation (F), on trouve de suite
( '1 kz ->r B) z -\' {iLOLy -\- P)7'= o; on en conclut, par l'élimination de z\
Celte valeur de z est nécessairement l'une des racines de l'équation (F), considérée comme une équation du second degré en z;
I autre racine serait ^ — ^^•
L'expression ^^^ — ^ ne peut différer de celle qu'on aurait
obtenue en remplaçant, dans yy — ^> Z par la valeur que donne
l'équation (C); cette dernière valeur permet d'obtenir simplement les valeurs de 5, z' pour 11 = 0; en effet, si, dans le second membre
de (C), on suppose pu, p' u remplacés par leurs développemenls en série suivant les puissances ascendantes de //, que Ton sub-
stilue le résultat dans ^^ — —y que Ton ordonne, enfin, suivant
les puissances ascendantes de //, on trouve pour les premiers ternies
pour u = o^ z et z' se réduisent donc respeclivenienl à y- 3 —^'
Ainsi ^' ^-^ est la solution de l'équation (a) qui, pour
Il =z o, se réduit à r-^, tandis que sa dérivée se réduit à -yt '
Aj * Aj .
635. Si, maintenant, dans les calculs précédents, on suppose u remplacé par // — i/^, en sorte que j', y' désignent non plus p//, p'u^ mais bien p(u — Uo)^ <P'(" — ^'o); si Ton désigne ensuite par 3y, z'q les valeurs auxquelles on veut que se réduisent, pour u = Uq^ la solution z de Téquation (^r) et sa dérivée^'; si Ton pose
A| = Zq^ A2 = 1 ; si Ton choisit pour y/Ao = y/R(:;o) 'a détermination qui est égale à 3J, ; si Ton désigne par r(Zy Zo)^ A(^> -^o)? ce que deviennent, dans riiypothcse où nous nous plaçons, les quantités
qui figurent dans Téquation (F), ce qui revient à poser
( r(Zj Zq) = aoZ^Z'-h'iaiZozi z -i- Zo) -ha.y( z^ -+■ .^ZoZ -i- -55) (' > i
A (5, Zq) = (aoOz --ft\) zlz- -h - (aoflTa — aiai)Zi,z(zo-hZ)
Mb
en sorte que la relation (F) du second degré entre z et
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y = p(u — I/o) prenne la forme
si, enfin, on conserve les notations A^^-f- B:; -f- G, olv^ -i- p^-hy pour en désigner le premier membre, la fonction
^^^ '^ = ÏÂ ='- ÏA
est la solution de l'équation différentielle (a) qui, poiir // =^ i/o, se réduit à 5o, tandis que sa dérivée se réduit à ^'^^ ( * ).
L'équation (rf), en tenant compte des notations actuelles, montre que l'on a(2)
/rx / X z'qz'-^ r{z, z^)
c'est la racine de l'équation a^^ _j_ p^^ ^ y = o qui devient infinie pour z-=Zq] l'autre racine de cette même équation est
— z'r.z' -^ riz, Zr^) ,1 ,, . , H(-«o)
-, \, ; pour z=i Zq elle se réduit a — ^-^ — r> comme
2(5— 5o)* ^ '^ RC-So)
on le voit en faisant :; ^ ^o dans l'équation Y [z, z©? y) =^ "•
636. Soit /(//) une fonction analytique univoque qui vérifie l'équation (a)] ce sera, d'après ce qu'on vient de voir, une fonction doublement périodique du second ordre. Il est clair, d'après l'analyse précédente, que l'on satisfera aux équations
F[ZyZoyp{u — Uo)] =0,
^ -^B-hz'^p'{u—Uo) .. ,_ z'^z'-^r(z,Zo)
•2 A '^ ^ i{z— zq)^
en supposant
'5=/("). ^o=/(wo), z'=f'(u), 5'o=/'(ao), et cela quels que soient // et Uq. Il ne faut pas oublier que A, B, G
(*) Notons, en passant, les circonstances suivantes : (ip (jl, n'interviennent pas dans les résultats; r{Zy z^)^ h{z, z^,), pour z = z^^ se réduisent à R(<Zo)f B{Zq) ; ^{^f^û^y) est symétrique en z, z^.
(*) Cette relation est due à Weierstrass ; on en déduit immédiatement l'expression de p'(a — Mo) en^fonction rationnelle de z et de z'.
sont des fonctions entières de Zq et de j , où il faut supposer que Zo est remplacé par /(wo) et^parp(?/ — Uq); dans ce qui suîl, nous supposerons de même que, dans a, ^, v, on a remplacé z, z^
par/(w)ï/("o).
La seconde racine
^B—f'(Uo)p'(u-iio)
de l'équation A :;^ -\'liz-\-C= o n'est autre chose que y(2//o — m), puisque cette dernière fonction satisfait à l'équation difTérentielle (a) el, pour u = Wq, se réduit à /( Wo)? tandis que sa dérivée se réduit à — /'('^o)î ^^ c" conclut
f{it)-hf{2Uo — u) =-— ;^' /{u)/{'Zito — u)= -;
les seconds membres sont des fonctions rationnelles de /{u^), P{u — iiq),
De même
p(u~Uo)- -^|7ô7)-./(e^,)].
est une racine de l'équation en y, oLy- -\- Py-\-'^=zo, Si, dans l'égalité qui précède, on change, en désignant par a, b les pôles de f(ii)t //o en a -f- 6 — Uq, on a
puisque l'on a (n° 433)
p{u-{-Uii — ^^ — ^) est donc la seconde racine de l'équation oLy- -i- ^y -f- y. Puisque, pour u = //<,, elle se réduit à — 5T\» on voit (') que l'on a
En supposant Uq = o dans les formules (i-5) du numéro précédent, on obtient l'expression rationnelle de /(//) au moyen depw,
( ' ) Hbrmitk, Journal de Crelle, t. 52.
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p' II, la relation algébrique entière du second degré entre /(«) el pu, l'expression rationnelle de pu au moyen de f{u)j /'(u) cl l'on pourra en déduire l'expression rationnelle, au moyen de/(w), y(w), de toute fonction doublement périodique ayant les mêmes périodes que f(u) (n**43o).
L'équation (4), en y remplaçant u par u -+• w©? jointe à l'équation (5) elle-même, fournil, ati moyen des formules (ClII), diverses formes du théorème d'addition de la fonction /(w). Le lecteur pourra multiplier les applications en prenant pour le polyaome du quatrième degré (ou du troisième degré), R(:?) les polynômes qui conviennent aux fonctions j3, Ç, sn, ....
637. Regardant toujours z, Zq, z\ z'^ comme représentant/(w), /("o)>/'(w)/'(wo)j puis u el Uo comme des variables liées par la relation // — w© = c, où c est une constante, les relations
du = duo^ dz =f'(u)du^ dzo =/'{uo) dui^ fournissent immédiatement celles-ci :
dz _ dzo dz _ dzo
où \/R(z), ^\^.{zo) désignent les déterminations des radicaux qui sont égales 'a/' (u), /'{uq).
On a, d'ailleurs,
F^^ r r.r\^n y/WiT) s/R(Zo) -^ r(z, Zp)
Ces relations, où pc joue le rôle de constante arbitraire, peuvent être regardées comme des formes différentes de l'intégrale générale de Véquation différentielle d^Euler
dz dzo
)/R{z) )/ti(zo)'
cette intégrale, que l'on peut aussi regarder comme obtenue pur l'élimination de Uq entre les équations transcendantes
est algébrique.
CHAPITRE XII
638. Si l'on considère en général une fonclion/(ari, x^, ..., j*„) des variables oti, Xj, . . ., Xn qu'on puisse regarder comme homogène et de degré v quand on regarde ces variables comme étant respectivement des degrés «i, ao, .... a„, c'est-à-dire pour laquelle on ait, quel que soit ).,
on aura, par une généralisation aisée d'un théorème classique,
Les expressions de g^^^ ^3, y, Tj^, c», ... au moyen de coi, CO3, montrent que, si Ton regarde Wi, 0)3 comme du premier degré, les quantités énumérées sont homogènes avec les degrés respectifs — 4? — 6? — 12, — I, — 2, . . .; elles conserveront ce même caractère, comme aussi leurs degrés respectifs, si, au lieu de les regarder comme des fonctions de w,, (03 on les regarde comme des fonctions de g.^^ ^3, pourvu que Ton regarde ces dernières variables comme ayant les degrés — 4? — 6; c'est ce que nous ferons dans la suite. Dans ces mêmes conditions, si l'on regarde la variable u comme étant du premier degré, les fonctions
sont homogènes (*) et des degrés respectifs 1 , — 1 , — 2,0,1,0,....
(') Dans les fonctions 2r(v), la variable v= doit ùlre regardée comme
étant du degré 0; les fonctions elles-mêmes, envisagées au point de vue où nous
Pour les trois premières fonctions, par exemple, les équations (VI11|^2,3) appartiennent au type (a); il en résulte qu'elles vérifient des équations aux dérivées partielles (6) que nous nous dispensons d'écrire.
Si nous considérons deux fonctions (p et ^ des seules quantités S'^f ff^t ^"^ soient homogènes et du degré o, ces fonctions ne dépendent au fond que d'une seule variable, et, par conséquent. Tune quelconque d'entre elles peut être regardée comme une fonction de l'autre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonctions Âr, Ar', T, q^ 2r(o), J(t), K, K', .... La dérivée de cp, regardée comme fonction de ^^ sera évidemment donnée par les formules
do
dçp ^ d^
agi ' àgt
~ agi ' dgi
639. Nous allons montrer, d'après Weierstrass ('), que la fonction <^{Wf g'it gz) vérifie une autre équation aux dérivées partielles que celle qui résulte de l'homogénéité. Dans ce qui suit, pour abréger l'écriture, nous écrirons i^, s, p, p'^ ... au lieu de
^{^^', g2,g2)f K{u\ g2, gz), P{u; g'2, gz)/-^^^^^^^ ^ ••• et nous continuerons d^employer les accents pour désigner les dérivées par rapport à u.
En égalant les dérivées partielles, par rapport à g^^ gz des deux membres de l'équation p'^ = 4 J>' — g2P — gsy on trouve de suite les relations
, à êp , ^ .dp , dp
^ du dg^ ' ''^ dgt ^ ^ dgi *'
I à dp . ^ .dp g dp
'^ du dgi ^ *^ ° ' dgi ^ dgi
qui fournissent aisément les suivantes
en remarquant ensuite que la dérivée — Aj de -; peut s'écrire
nous plaçons, sont du degré o. De môme, les fonctions snu, cnuy dauj où la ▼ariable ne désigne pas le même u qui figure dans puy mais bien cette dernière variable u divisée par \/e, — e^.
(') Monatsberichte der Berliner Akademie, 1882; p. 443-
7^ -7j — 6 ^> OÙ Ton peut reraplacer -75 par sa valeur tirée de la
dernière des équations précédentes, on voit que Ton peut écrire les trois égalités
p'^ 6 du Ip' àffij 6 du Ip'l
Si donc on considère une expression quelconque de la forme
—/(p)', où/{p) est un polynôme en j3, on voit, en supposant
effectuée la division de/(p) par 4j3' — g2P — gs et en se rappelant que les puissances entières et positives de p sont des fonctions linéaires de p et de ses dérivées par rapport à u (n** 411),
que —Fif{p) peut se mettre sous forme d'une expression linéaire
, ff , â/idp\àridp']
en p,p',p, ...et en^l^j^^J,^ y ^J , expression qui s'intégrera immédiatement. Nous appliquerons cette remarque à la dérivée ,^ de ^; en mettant celle dérivée sous la forme
"~1 /{p) ^^ ®° suivant la méthode précédente, on trouve
d'où, en observant que, après Tinlégration, les deux membres doivent élre des fonctions impaires de w, en sorte que l'intégration n'introduit pas de constante, on déduit, après avoir multiplié
par P\
On intégrera une seconde fois, en appliquant au terme p'Ç du second membre la règle d'intégration par parties, ou plutôt en se servant de l'identité
(pO' = p';-+-pC = p';-p' = p'ç-,7P"-7^'
et l'on trouvera, après des réductions immédiates.
on n'a pas fait figurer de constante pour la même raison que tout à l^heure. En intégrant encore une fois, on obtient
l'absence de constante résultant cette fois de ce que dans les deux membres, développés suivant les puissances de m, il ne doit pas y avoir de terme indépendant de «. Finalement, à cause de la
relation — p -\- 'C^'^ z=: -j , on arrive à Féquation aux dérivées partielles
qui était notre objet principal.
640. En remplaçant, dans cette équation, ^ par <^a(j3 — ^a)"^» on formera une équation aux dérivées partielles que vérifiera d'à, à savoir
Pour y parvenir, on calculera d'abord la dérivée seconde, par rapport à M, de rfa = y/p — ^a^> on trouvera de suite
on a besoin de calculer aussi ce que devient, par la substitution
^ = ^a(p — ^a)~*, la quantité 5 5^1! ^ + '^o» 5^' ^^"^ 1"^°tité, multipliée par y/p — e^^ est égale à
la quantité | g^j -j^ 4- 12^3 -j^ figure dans l'équation (i)-, elle est
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égale à | j^'^H- 2p'Ç — —* '^^ relations
CXLV
Oe^ éoi àe,.
ùgt \ie\ — gi dg^ laej— ^,
se déduisent aisément de l'équation ^e\ — g%(^fx — 5^3 = o, et un calcul facile donne (*)
on n'a plus qu'à substituer, dans le premier membre de l'équation (XCII) du numéro précédent, préalablement multiplié par y/p — ^a, les quantités
par leurs valeurs ; le résultat, si l'on remplace d'^ par !îa(3'a, devient
une fonction linéaire de -r— r » t-^» t-^ et de dn\ le coefficient
(>a* ôgi Og^ *
de 3'a, diminué de ^ /^^, se présente immédiatement comme une
fonction doublement périodique de //; celle-ci, si on la décompose en éléments simples, se réduit à la constante eal on est ainsi parvenu à l'équation annoncée.
Observons, en passant, que l'on déduit aisément des relations (C\LV|) les suivantes
(CXLV) ! ^^' ~ ''^^-^^'H^i-e,)* ~i6(j ^^^ "^'^^
641. A l'équation aux dérivées partielles (XCII) que nous venons d'obtenir pour la fonction c3'(//; g^^ g^)^ adjoignons Téquation du type (6)
:r == na' —4^2t- ^^Ç'a t-'
(') On voitduns tous ces calculs se présenter naturellement Topération
Halphen a donné, dans son Traite des Fonctions elliptiques, 1. 1, p. 3oo, d*inté Fessantes remarques sur cette opération.
ÉQUATIONS AUX DÉRIYÉES PARTIELLES. 8l
qui résulle de l'homogénéité, et résolvons ces deux équations par
rapporta^ — , -r — ; nous obtenons ainsi les relations (CXLVl^).
L'équation aux dérivées partielles (XCIII) obtenue au numéro précédent pour la fonction ^«(m; g^^ gz) et l'équation du type (6) que vérifie cette même fonction, toute pareille à celle que nous venons d'écrire pour rf, fournissent de môme les relations (CXLVIj). De même aussi, en adjoignant à chacune des équations (i), (2), l'équation aux dérivées partielles du type (6) relative soit à la fonction p, soit à la fonction 2^, nous aurons deux groupes d'équations du premier degré d'où l'on pourra tirer les dérivées par rapport à ^21 gz des fonctions p, Ç; le lecteur trouvera leurs expressions dans le Tableau de formules (GXLVla^v).
642. Les expressions (GXLVIs.t) de ^, $^; ^% |^; ^^il, —^ se déduisent aisément des formules (CXLVI|_2). Les formules
(CXLVIg-o), qui sont dues à M. Hermite (*), en sont une conséquence immédiate; il ne faut pas oublier toutefois, en établissant ces formules, que si l'on désigne par u l'argument des fonctions Ç, celui des fonctions sn, en, dn est wy/e, — ^3 et dépend donc de g2 et de ^3."
643. Il est aisé de déduire des formules (CXLVl3_4) les expressions des dérivées de coa, T^a par rapport à ^2, ^3. Si, en effet, dans p' Il et dans Çw, on remplace u par une fonction de gat gz, les dérivées partielles par rapport à g 2^ g^ des fonctions ainsi obtenues seront évidemment
_ du f) dp . du d dp du dt du dt
dgi du dgi '^ dgi du dg^ '^ dg^ dgt *^ dg^ dg^
où -T^> •••>T^ conservent le même sens que dans les équaàgt dgi 1 ^
tions précédentes. En supposant // = coa, en tenant compte des équations (CXLVl3_4) et de ce que p, p', p'\ p"', Ç se réduisent
respectivement alors à e», o, 6el — — » o, y^a, on trouve sans peine
( ' ) Journ.de Crelle, t. 85, p. 248. Koir aussi M.EYERy Journ.de C relie, t. 56, p. Sa 1. T. et M. — IV. 6
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les relations (*)
(CXLV3) ^ 6t \ I
6i4. On voit que (Oot, iria, considérés soit comme des fonctions de ^2, soit comme des fonctions de ^3, vérifient un système d'équations diflférentielles (ordinaires) linéaires et homogènes du premier ordre. Chacune de ces quantités vérifie donc une équation différentielle (ordinaire) linéaire et homogène du second
( * ) De ces relations et de la formule (XIII-,) on tire aisément les suÎTantes
^ <*>3 ._ O'ig'a v^/7 à w, -0), _ gr^
33g-iLJîÎL.._^, z^q±.
agi «<*>! 2WÎ '' Og2 ï(t03-i-W,) b>
qui permettent, dans le cas où ^2 ^^ g^ ^^^^ réels, et suivant que Ç est positif ou négatif, de reconnaître, en supposant g^ fixe et g^ variable, dans quel sens varient les nombres réels et positifs dont les dérivées par rapport à g^ figurent dans les premiers membres, et, par suite, de quelle façon varie le rectangle des périodes.
i" (ji > o; 0),, (03 ont le même sens qu'au n* 590. Le rapport -r-^ ou — » lorsque
^'2 croit de Sy^^j à -+- x, diminue de -+- 00 à i, ou croit de o à i, suivant que g^ est positif ou négatif. Les valeurs limites se déduisent des expressions de x, x' an moyen de x, en remarquant que, d'une p^rt, gn étant un peu plus grand que
^V gh ^2 est voisin de e^ ou de e,, x est voisin de o ou de i, suivant que Ton a gi > o, et, d'autre part, que, g^ étant voisin de -+- oc, les racines e,, c,, e^ sont respectivement voisines de ^^, — ^, — i^', en sorte que x est voisin de-» Pour
^ gz ^ 2
gi = o, on a w, =■ ICO,.
2" ^i*<o: w,, w, ont le même sens qu'au n* 565. Le rapport -: — î— ou
— : -i lorsque g^ croit de — » à 3y/^3, croit de i à -h x, ou décroît de i à o,
suivant que l'on a ^3^0. Pour ce qui est des valeurs limites, on les obtiendra en se reportant au n** 565 et aux formules (C\X4), en remarquant, d'une part, que g^ étant voisin de —oc, la racine réelle e, est petite, tandis que le coefficient de i est grand et positif dans e,, grand et négatif dans e,, en sorte que x est
voisin de |, et, d'autre part, que, g2 étant un peu plus petit que ^y gl^ le coeflicient de i est petit dans e, et dans 63, en sorte que le coefficient de 1 dans x est très grand et négatif ou positif suivant que Ton a ^.,^0. Le rapport considéré
est égal à y/I ou à -p» pour^j = o, suivant que ^, est positif ou négatif, comme
il résulte aisément du n*" 551. Il est égal à i pour g^ — o.
ordre. Le caractère de ces équations et la propriété de leurs coefficients d'être des fonctions algébriques de g^^ gzi ne sont pas altérés si, d'une part, on change de variable indépendante, la nouvelle variable étant liée algébriqueriient à g^^ ^3, et si, d'autre part, on multiplie soit coa, soit T^a^ p^^* i^ine fonction algébrique de g2tgz' ï^" multipliant ainsi a)a,T|a par des fonctions algébriques homogènes de gi^g% qui soient respectivement des degrés — 1,1, et en prenant pour variable indépendante une fonction algébrique homogène x de g^^ g^ qui soit de degré o, on voit que les fonctions A, B de degré o, qui remplacent Wa, Tj^, vérifieront un système d'équations différentielles linéaires (ordinaires) du premier ordre de la forme
dk dft
— = PA -+- OB, ^ = RA -h SB,
où P, Q, R, s sont des fonctions algébriques de la seule variable jr, comme le montre immédiatement la considération de l'homogénéité. Chacune de ces fonctions A, B vérifiera une équation différentielle linéaire (ordinaire) du second ordre.
Les renseignements qui précèdent et la remarque que Ton a faite au n° 638 suffisent pour former les équations de cette nature. Pour X = k'^^ A = K , B = E, on obtient ainsi les relations linéaires
(CXLV4); des relations analogues pour , , > , , ^ s'en déduisent
par le changement de k^ en A*'^. On retrouve de cette façon l'équation du second ordre (CXLV5) que vérifient K et K', équation qui a joué un rôle capital dans le Chapitre VII, et, d'autre part, l'équation (CXLV5) que vérifie E; celle que vérifie E' s'en déduit aisément. Si l'on pose
gi
on obtient de même les relations (CXLVo^t) : Téquation que vérifie A est due à M. Bruns.
64o. Les équations (XCil) du n" 6i0 permettent évidemment d'obtenir les dérivées des quantités g^2j gz psir rapport à u)| , lOj, et l'on pourra ensuite remplacer les systèmes d'équations où figurent les dérivées par rapport à Uf gaj gz par des systèmes d'équations
OÙ figurent les dérivées par rapport à w, toi, (1)3. Pour les fonctions homogènes et de degré o, on pourra introduire, au lieu des
deux variables u)|, 0^3, la variable unique t= ~> et l'on prévoit
ainsi le lien des équations (XCII), (XCIII) que vérifient les fonctions (^, dg^y avec l'équation
(XCIII) g_4,,-g=o
du n® 166 que vérifient les quatre fonctions 27.
646. L'équation aux dérivées partielles obtenue pour la fonction rf jouit de propriétés importantes (^) sur lesquelles nous ne nous arrêterons pas. Nous nous contenterons d'indiquer l'usage commode qu'on en peut faire pour obtenir les coefficients du développement en série entière de la fonction (i u.
Comme ^{u; g2-, gz) est une fonction (transcendante) entière de w, g2y gz son développement est de la forme
où a, p, Y sont des entiers positifs ou nuls ; les coefficients Ca,p,Y ont des valeurs purement numériques qui dépendent de ces entiers. De ce que la fonction (^(w; gi^ g%) est homogène et de degré i, on déduit, en lui appliquant la formule (6), que les trois indices a, ^, y d'un même coefficient Ca,p,y sont nécessairement liés par la relation — 4^ — ^? + T — 1 = 0; il en résulte que, si l'on met le développement cherché sous la forme
et si, pour la commodité des calculs ultérieurs, on met Ay qui est une fonction entière de g^^ g^ sous la forme
Av = ]^a,„,„(Ç)'"(6^3)'S
où am,n est un coefficient purement numérique, m et /i sont des
(') Voir Weierstrass, loc. cit.; Halphen, tome I, page Sog.
entiers positifs ou nuls qui vérifient la condition 2/?i + 3/î = v. L'équation (3) fournit d'ailleurs immédiatement, pour le calcul des polynômes Ay, la relation
«^Ay-l 2 , C^Av-1 (V — l)(2V — l)
qui, sachant que l'on a (IX,) A© = i , A| = o, permet de calculer aisément ces polynômes; en y faisant
elle prend la forme un peu plus simple
on peut aussi se servir de la relation
— \(im -+- 3/1 — i) (4m + 6/1 — i)a,„_i,„,
qui en est une conséquence immédiate. On retrouve ainsi les nombres qui figurent au Tableau (XCII), nombres déjà obtenus (*) au n® 407 par un procédé moins rapide.
L'équation auT dérivées partielles (XCIII) permet de même d'obtenir les coefficients du développement de (^«w. II convient toutefois de l'écrire autrement en y faisant figurer la dérivée partielle -T-^* Dans l'équation envisagée les dérivées partielles sont
prises en regardant rfa comme une fonction de w, ^2? gz', si Ton regarde s'a comme une fonction de w, o^j, ^3, ^a, on devra tenir compte de ce que e» est lui-même une fonction de ^2» ^3j et l'on
aura, en désignant par ( ^— ^)' (3—^)' i'ir^) '^^ dérivées partielles de s'a, prises dans cette nouvelle hypothèse,
-"-mMmm-
( * ) On trouvera dans les Formules, etc., de M. Schwarz les coefficients a^^„ pour toutes les valeurs de ftIj n telles que Ton ait a/n + 3/t^ 17; les quantités que M. Schwarz désire par a^ „ sont, en conservant nos notations, égales
En remplaçant dans Féqualion (XCIIl) et en se rappelant que
la quantité T.g\-T-^ 4- 125^3 —^ est égale à ^ (ôej — g^)y on trouve Téquation
^' - F! (ê) — • (S) - 1 '"'- -1 (if) - h ' s -] '— ^
^x est une série entière en u dont les coefficients sont des polynômes en g2y gzt <?a qui peuvent être ramenés à ne contenir e^ qu^au second degré, au moyen de Téqualion f\e\ — gi^^ — ^3 = 0, en sorte que l'on peut poser
rlV
^a = 2 (A;+ Bv e« + Cv e« ) ^ , Av = 2 a™. „ ^« g^
où ûflîi^.nj ^mU? ^l^U ^^^'' ^^^ coefficients purement numériques comme il résulte de Thomogénéité. On trouve sans peine, au mojen de l'équation précédente, les relations
()Av-i 2 ,c)Av-i 2 7 r- (v— i)(2v--3) .
,. c)Bv-i '^ 0 ^Bv_i 5 ^ . (v — i)(2v — 3) _
qui, sachant que l'on a (XI7),
Ao=i, Bo = o, Go = o; Ai = o, Bj = — 1. C| -^ o,
permettent aisément le calcul des polynômes Av, Bv, Cv-
TABLEAU DES FORMULES
TABLEAU DES FORMULES
Développements de pu et de ^u en séries. p M = — -+- Cj u' 4- C3 «^ -h C4 M« -T- . . . -+- c^ a""-* -h . . . »
Il s D 7 -2 /• — I
is.j. 52.13 •2».7^i3 ' 28.3.31.7.11
•a9.3*.")5 i3.i7 9.».3.5.7».ii2.i3.i7
•2". 3'. 55.13*. 17 •>>.7'. I r^. i3*.i7. 19 '2*. 5.7*. i3-. 19 (r — 3) (^r -4- i)Cr= 3[C2C;._2- Cscv-a-»- CvC;^'»-h...-4- Cr-jCj] pour r > 3.
Déi'eloppement de ^u en série.
frl |-2i^3 \ A'î«-3' = O.
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XCII (suite).
En posant on a
_ C^Ay-l ,6^,^Av-> (V-I)(2V-|)
— ^ (2/1H- 3/1 — \){^m -4- 6/1 — \)am-\,n'
A, = - ^S A, = - 6^3, A, = ~ I ^î, Ai = — i8^,^3r A«= ^^3 — 2i6^J, A7 = — g\gz.
«0,0=1, ai,o = - I, «0,1 = — »> «2,0 = — 3', «1,1 = — 2.3, [«3,0 = 3.23, ao,j = — 2.3], «1,1= 3«. 19, [«4,0= 3.io7,«i,, = 2'. 3.23], [«3,1 = 2'.3*.3ii, «0,3 = 2'. 3. 23], [«5,0= 3'.7.23.37, «j,i = 2*. 3'. 5.53],
[av,i = 3*.5. 20807, «1,3 = 2*.3.5*.3i], [«j 0 = 3'.3i3.5o3, «8,5 = 2'. 3*. 5.37. 167, «o,v = 2'.3.5*.3ï].
Développement de ^^^11 en série,
rîV
M = 2 ( Av -f- Bv ea -i- Cv e\) -^ ;
du^
'^»- 5i ' A,_— ^^;— + — — , A,= jï ,
B,= o, B, = -i, B,= o, 8, = -^?, Bt = _ili|£-',
B _ 3VÎ _3».:)^,^3 R 33.401^3' . 3.7.1 l3^i,
Co=o, Ci = o, C,= -3, G3 = o, C4 = ^^,
r 3'- ^^3 p 33.ii^î 33.7.13
XCIII (suite).
. «^Av-i 1 , <^Av_i ^v — i)('2v — 3) . ^ o 7 r
Av = '^^'-^^ + 3 *■« -5?r ~ ^ 6 " ^«^*- - 3 ^»«v-^ 4 ^»<^'
u «^Bv_i a , <)Bv_i (v — i)(2v — 3) -, ^ n A
Les quatre fonctions 3r vérifient 1 équation -r-j =4^* x: "
Développement de Jlf)(«/, j/q) ^'^ série.
« / X 3'(u-+-Mo) r » r w* a' II" "1
tf w 3^ Wo ML ^ ' 3 ! /» ! J
a^ — I, 3t, = 0, aî = — pMo, «3 = — p'uo, «4 = — 3p*ao-+-^^i, a* = — **pii#p'««i
9.0 a«= — 5p»Mo — /TiP^o-^ -r-<?3, «7 = — 3p» 1^0 P' "0 — 3^1 p'wo;
/< — 3 pWo '>-Cj îCr I ^'^\
(/i — i)! (/i — vi)! (/i— i)! (71 — 2/')! ' \ -•«/
où l'on a /'i — et où cj, C3, . . ., Cr sont donnés par le Tableau (XGI ).
Développement en séries des solutions y de Inéquation dijférentieile
J = a^'* -f- oy^ -r- c.
du
et, en supposant a -f- ^ -t- c — o,
y -^ , + ( A<,'> + Ai") '±',+.. ..,- (Air' -f- Ar, -. . .-- AS,-) s -+-•■• •
sont des solutions de l'équation différentielle, si Ton prend pour les coeflicients A les valeurs qui suivent.
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XCV (suite).
= îi«.3.a«, A'i»> = x'iJjab, AJ,») = ^« -4_ 2*.3ac;
= 2*. 3*. 5a», A',»» = îi».3.5.7a«6,
= 2».54ia6»-r-2».3».5*a»6c, Ai^^= 6*-+-2».3î.i7a6«c-r-2^3».7aîc2
= •>.«.3*.5«.7a», Ai5)== 27.33.>«.7.iirt>^,
= 2*.3'.5.7.ii»a>6«-f- 27.3*.5.7.iia*c,
= •2*.3.5.ii.227a«6»~-2«.3*.5.ii.i3d»6c,
= 2.ii*.6ia6*-î--2^3».ii.i39a«6«c-f- 2«.3'.7.ii«rt'c»,
= 6»H-2».3.46ïa63c-i- >>.33.3o7a«6c«;
= 2««.3».5«.7.iia«, A')«î= 29.3*.5*.7.ii.i3a«6,
= 2».35.5.7.ii.i3a»c-t-2".3».5.7.ii.i3.43a*6«,
= 2*. 3*. 5. II. 1 3.53 «^ 6c -T- 2^. 3*. 5. II. i3.479«»6»,
= 2*.3*.7'.ii.i3a'6*c -t- 2". 3^.7.11.13. i7rt*c*-+- 2'. 3. 7.1 i.i3.63ia'6S
= 2*. 3'. 5. 7. i3. i37a'6»c -f- 2^. 3*. 5. 7.13. io3rt'6c' -h 2*. ).7.i3.73a65,
yn^x)- (2r — i)2raAi.^\H-(2rH- i)*6 AJ."' -4- (2r-h 2) (2/--- 3)c A;.«\
AJ.'*^ = o pour r<o et pour r"^ n.
Ai»
K' Ai»
Ai' Ai»
Ai»
Ai'
A«« Ai»
Ai»
Ai»
Ai»
y-: cnw.
y~ ànu.
ZeoL
3ea
3ea
ga CALCUL INTÉGBÀL.
Valeurs pour u = o des dérivées de snw, cnw, dna.
sn'(o) = i, -sn"'(o) = i -+- A «, snt'J(o)= i -+- 1 4 A-* -+- A:*,
— snt'"Ho) = I -+- i35A:« 4- i35A:*h- A^,
sn<"> (o) = I -+- 1228 A»-+- 5478 A*-M228 A6 4- A«,
— sn^»'' (o) = I -+- 1 1069A-* -+- 165826 A* -h 165826 A« -h I loôgA* -+- A-«o, sni""^(o) = i-+-99642A*-+-449435iA*H-i3i8o268A«
— snt"'(o) = I -+- 8968o3A« -h 1 16294673A* -+- 834687179^»
-+- 834687179A8 H- 1 16294673 Aïo 4- 896803 A»« -h A-i*.
cn'(o) = -i, cnt«v)(o) = (_ i)v[n- A^^U"» -f- AÏ^^A-^-h...-!- ASIjA-sv-ï], (In'(o) = -- A*, dn^«v)(o) = (_ i)v[a;^J_j A» -h AÏ'ljA* h-. ..4- A<J" A-»v-« ^ >t«v] ;
Ay^ = i; A<,»'=4; A'4') = 44, Ai») = i6; Ai*' = 408, A^/) = 9i2, Af3*' = 64; Afi«' = 3688, Aï/' = 30768, Ai»> = i58o8, AV»' = 256; A\«' = 33212, A',«) = 870640, A'3«) = i53856o, A'^«^ = 269328, A^^' = 1024 ; A^'J = 298932, A^^^ = 22945o56, A',7' = 106923008, A'J' = 65008896,
Ai7J = 4180992, Al,-' = 4096.
^» _ 4 ,,. /., ... /Tz _ 4
(e,-ej)« ,6(e, — ej)6
Dérivées de pu en fonction linéaire des puissances de pu.
TABLKAU DES FORMULES. 98
XCVII (suite).
^2'.>.7.ii'^ 2«.7.ii «s. 3.5». II '
1 / 3ffi 7/rl \ ^D^-lT/g-l^g-a .
Vv>.«.7.i3 -i».!».!}/* a«.3.5«.7.ii.i3'
-^p'""(«) = p««-'^p««-^fîp.aH--i^p'«
a'.3.>«.7.ii ' ' •2».3.")».i3 •2'.5.7».ii.i3
XGVIII.
Les dérivées d'ordre pair des solutions y de l'équation diiïérentielle -^ j = a^* -h 6j^5 -f- c s'expriment par la formule
où les coefficients A}/", A^"', Al/*', ..., A^,f' sont donnés par le Tableau (XCV;.
îio(") = 3ea£ao(w)-+-aîio(")' îïoOO = (45eî-3^,)?ao(w)-+-6oeaÇào('*)-+-24Uo(")'
9^ CALCUL INTfiGRAL.
XGVIII (suite).
sn'a = — (i M- A') sn w -+- iA* sn'i/, cn"w = i^ik^ — I) cnw — o.k^ cn^/f, àïï" u = (i — k^) (In M — adn'w:
sn'* w — (i -+-i4A:*-h A**) sna — 9.oA*(î -I- /:*) sn'« -r- 24 A* sn*//. cn'^M = (i — i6A*-i-i6A:*) en m h- 2oA*(i -— 2A*)cn'w -h 24/:^cn5w, (In'W/ = (i6— i6A:»-l- A-*)dnM-+- 2o(A-*— 2)dn3M -r- 24dn*M.
2[JLWi -- 2V(0:ï
(2) ntiinu) = ^Ç(a — apt.v) — /i(/i — i)tj,,
IJl.V)
(3) w«p(/ia) = 2p(m — a,jL,v),
<!A. V) (JX.V)
( fl =*o, 1 , 2, . . . , n — I ; V — o, 1 , 2, . . . , /i — i ) :
{'}) ^(iu) = ■}.:fu -—^—^ ^ —^, £-_î^_? ',
CTWi 3*102 O^Wg
(<>) 2 Ï(2W) = ÇW-H Ç(« — (0,)-h Ç(m — Wi) -+- Ç(W — IO3),
(7) 4p(2W) =pM -;-p(w — w,)4-p(M— wj) -^ p(u — tOa).
I Ça" — Ça(w-f-tT)-f-Ça«=(^a— ^?)?o?(o)[?ya(") ?ra(" "+-<') — Syo(< I ) <
l î« — Çp(w-Ha)-hÇy« = îpv(a)£ao(M)$vp(M-l-a).
5«o(w)5{so(«^-+-«) = $po(«) $Yo(") — Sao(«)£yo(« -Ha), (^?— ^a) ?oa(") ïya(" + o) = $po(«) î?a(w) — $ao(a) $pat(«^ -H «),
-T- (e^ — CR) îayCa) $as(w -f- a).
•p)ïay(«)$ap(w-f-«).
TABLEAU DES FORMULES. <)5
Z( M) -+- Z(a) — Z(m -t- a) = a* sna snu sn(u -+- a)
— — î [en a — cnu cn(u -h (i)\ — [un a — anMdn({/ -r- a) ;
dna "^ '■" cna*- ^
snacnadn(M 4- rt) = dna sn(a -h f?) — en « snw, ena en w dn(M -- «)•= dna dn u cn{u -t- a) -+- A'* sna snM. dnaenw sn(a -f- a) = sna dn(M -i- a) ~r- »nu cn(u -h a), A* cna ena en(;/ -T- a) = dna dnw dn(w -+- a) -- A*'* ;
,, / V ,, sn(wH- a) r . , T
— A'snasnasn(t/-i-a) — a* r — [en (m -r-a) — en a en// 1
dnia-f-a;"^ ^
— ^rdn(aH-a) — dnadn// ,
cn(u -ha)*- '
^ ' J sn(a -+- a) ena dn/^ = dn(/i — a) sni^ -T- en(/4 -+- a)sna,
cn(i^ -r- a) ena dnw = dn(/f-r-a)en u dna — A'* sn(^/^-f-a} sna,
dn(u -f- a) ena sn w = sn(// -i- a) dna — sna en u.
(3) EK'-f-E'K — KK'=-;
(4) A-isn«a = Z'(o)~Z'(//), Z'(K) = Z'(o) — A*,
ru p
dn<a£?/i = r^ 1/ -+- Z( /i),
/*" A* snaenx dnasn*a , _, ^ 1, B(« — //)
Il(w,3l)= / r; ; ; du = uZ( H) -\- - \os ;
^ ' ' / I — A« sn*asn«/f ' 7. ''e^a-T-//)
am
u= I dnudu^ eoama = am(K — a), (6) { sinami^ = sna, eosam// = ena, Aam</ = dna,
am(/iK) = /i — > am(M -i-'2/iK) = am// -H /iir, ain(— //) = — am//.
Cil (suite).
E = E(K)=y dn\{u,k)du,
E'= E(K') = f dn»(a, A')rfa,
(10) n(K,a)=:KZ(a) = KE(a) — aE;
cm.
Formules d'addition de Cm et pu.
^ ' -«-T-T. '1 pu — pa
I d fp'u zz p'al ^^ ' ^ 1 duypu — pa \
1 ^ ^ pu — pa
f Ç(a-va) — C(w — a) — 2Ça = ^-^ — ;
l p(u -^ a) -i- p{u — a) — ip u = ^ —^ ^*
] *^^ ^ (pu^pa)*
i / \ f N p'up'a
I p'u — p'a _ [p(a-+-a) — pM][pa — P^JH-lp'w
] 1 pu — pa pu
__ [p(u -h a) — pa][pa -- pu] -h j p'^a ^
^^^ ^^ ^ 2(pw — pa)* '
(5) p(M±:a)-^pw-+-pa= - ^^-^*^- ;
4L pw — pa J
TABLEAU DES FORMULES
cm (suite).
(pupa-h^j -^gz(pu-\-pa)
(pu — pa)*
p(a-i-ù) — p'(a-hb)
pa
pb
pu p'u \ pa p'a pb p'b
p'a^p'b __ p'b — p'r _ p'c^p'g pa — pb pb — pc pc — pa
pbp'c — pcp'b __ pcp'a — pap'c _ pap'b — pbp'a pb — pc pc — pa ~~ pa — pb *
[a -^ 6 -h c = o, modd. 2U>|, 20)3].
\(pbpc-hpcpa-^papb-\'^) ={ipapbpc — g{){pa-hpb-{'pc)', (lo) / \ 4 /
( fa z± ^ dbc ^ o, modd. 2a)|, 9.0)3].
(ipapbpc — ffi)(pa-{-pb-hpc)
— (pbpc-^pcpa-^papb-^Y)
(II
^^a^'^bcf^c
^—(pb—pc)*[pa "Pib -hc)][pa — p(b — c)] ^ — (pc— pa)«[p/> — p(c -^a)][pb — p{c^a)] = —{pa — pb)^[pc-'p(a-hb)][pc—p{a—b)];
/ p'a — p'b ^ p'c—^p'd p'(a -hb) — p'(c-hd) \ pa — pb pc — pd p{a-\- b) —p(c -h d)
j p'a — p'c p'b — p'd p'{a-\-c) — p'(b-hd)^ \ pa — pc pb — pd p{a-hc) — p{b-hd)'^
I puo p'uo ... p^^-^Hwo)
I pui p'ui ... p^^'^'Cmi)
I pu,i pu,, ... p^'»-*^(i/«) T. et M. - IV.
= (— i)«i! 2Î ...ni
^{Uo-h 1*1-+-.
a'«-^>aoa'«-*-»a,...o"»-^»
ill''^ ««-«?>
(«.fJ)
CALCUL IXTtGBAL.
^2/7 0)]+ 2 ârW] ,
ap^q=-^ — ; (/? = o, I, 9, ..., /i — i; <7 = o, I, a, . .., /i — I).
[i!2!...Ui — !)'•]
(3) Vîv-hi(w)= (2v-i-i) JJ (pw — pao,^) J][ J][ (pw — i>«/»,7)-:
^ïv(M) = 4vp'a J][ [pa -p(wj-4-rt^,o)l Jj[(pw — P^o.v)
X j][ [p"-pi"^i-^«o.7)]ix H (pw— p^p.wî
;y = l <7 = — iv — l)
'*^ ^ M.L j i-^t \^ excepte /? = çr = o /
p(/iM) — pw — —
^1 2Wi\/ 2t0j\/ "^.W-A/ 2W|— 2tO.,\ = 3^p£/-p-j-*j(^pM-p-^j(^p//-p— j(^pW-p :j y
= 8p w(^pw-p-j(^p«-p— j [ï^^t'-ï^ T/v'""*^' — r~'j
^pU-p ^to, -f- ^jj ^U - p ^(03-4- '-^jj
TABLEAU DBS FORXIILES.
La fonction h(v) est une détermination de logsinTic holomorphe dans tout le plan de la variable v, où l'on a pratiqué une coupure, le long de l'axe des quantités réelles, de — oc à o et de i à H-». Elle est déterminée par les inégalités suivantes, où Ton suppose ç = a -\- bi, a et b réels, n entier et où les logarithmes doivent être remplacés par leur détermination principale.
PARTIE INFÉRIEURE DU PLAN; 6 < O
Is(t') = logch?:^ H- ('2/1 — \)T.i.
BORD INFÉRIEUR DE LA COUPURE \ b ~ O.
111 < n <i'in -■- I,
Is(t') — log sinTia -f- •inizi,
ls(p) = log I sinTra | -+- (m -h i) izi.
Dan? les formules suivantes, v étant mis sous la forme i? = a-i-P':, où a, 3 sont réels, on suppose | p | < i pour les dcu\ premières formules (2), j 3 I < i pour les deux dernières formules (7.) et pour les formules (3).
log&,(i') = logiy,(o)+ls(P) + 2,-:;T=^(^*''"''^''''
rz=l r = »
log3r,(t;) = log3r,(o)-ls(t>H-,')+21(-'^';77I^/'-^'"^
r=iaa
log2ra(i') = log&,(o) + 2 (-')'■ 777:1-^ (* *'"'■"">'
rr. 1
log3r,(i;) = log2r;(o; -^ ^ rn^a^^ ^'^ s^'^''^^'
lOO
GV (suite).
logsii {iKi>) = 2log3r3(o)4-ls(i^)— V -—-^ — — i^sinrr.v)*.
(3) ( log CD (aKO ^IsC»- H- i)- 2 rjTT^^TT^ (*»'■"•■"•')*.
r= ao
-col7ri'= > — - — 7-sin2r7ri'= > '-
^lang7:p= ^ (- i)'' ^ _^ ^^ sinarTii^ =2l
* = ao
— nU «:
^"sin^rp
=:-2-l— i = > (— I)*^ — T-- Sin2/"Iti' = > i^ ,
kT.Ji^{v) jhd^ 1 — 7*'- jhd i-h2q^s^icos2Tzv-^g^'-^
r = l r = oo
*: ao
tr
Sin2/
y*'-* sînaTTi?
2^^*'-* cos27rp-f- y*'-*
Si ar est mis sous la forme x = 2Ka h- 2iK'P, où 2 et ^ sont réels et si l'on suppose I P | < J-, on a
Z(Kx)=iJ2
rlr
sinnzje
= -jv^ V y^ qr(i^-i^ sinr^TJT
jf — 00
7**-* simrx
- 27**-* costtj: -h çr**-«*
:— K«sn*(2Kx) = V ^^ ,,. sin^/TJ:.
TABLEAU DES FORMULES. fOl
Si u est mis sous la forme u = lonni + 2^0)3, où a, ^ sont réels, et si Ton suppose | ^ { < i pour les deux premières formules de chaque groupe, I P I < 1 pour les deux autres, on a
, ^ , 2i0| TiiM* , Tzu v* 7*'' / • rraX* los^u = log — • ■+- — h ioffsin h > — — -( 2sm ) j
^ ^7: 2(0, ° 2tUi ^r(I — y*'*)\ 20)1/
log 0*1 U = -^ h log cos h > (— i)*" —r-^ — r- ( 2 sm )
log3'ia= -ii h > (__|)r _^L_^ (2sin )
20)1 ^Êà f'0 — Ç^'^)\ 20)1/
logCsM = -î H > — — =^ — r-T ( 2 sin ) ;
. . ira -« *=• <7*^sin —
— — cot = — > — ^ — r-sin = — >
r = l ' ^ ' ' 5=1 1 — 29** COS H^
r=ao *=• — âr*' sm
T.iM 7: TZU 27: V^ ^ ^ ÛTÎ'* rtZU 271 V^ 0)1
0)| 20>i 20)1 0)1 ^d ' I ûr*'" (1)1 0)1 ^d ,, 7CI« .,
r = l ^ , = 1 I-i-2ûrî*C0S hÇT**
'• = • * = • — ûrî*-lsin
= — > (— i) — -—r sin = — >
0)1 o)i .^d I — cr*'' (oi o)| ^
r=l " "" ' ' m I -h 29»*-» cos — -f- 9^*-*
r = co s =00 âr 1^-1 Sin
ïjiM 27: Y^ gf" rizii 27: v^ "^i
M 27: VT' 7'' rizu 27: v^
— = — > — ^^ — r- sin = — >
>i 0)1 ^Éd I — q^f" ii)i 0)1 ^d
o)i 0)1 .«iid I — q^f^ ti)i 0)1 ^M ., . 7:w .^ ,
r=l ^ ,= l l — 2O**-»C0S hûr**-*
T'ii / 7^ \* » . 7ÏW 27:* v^ r^**"
p a = ■ h ( ) COSéc» r- >. ^—r
G VII
Dans les formules suivantes relatives aux 2r, on n*a écrit qu'une formule sur quatre, les autres se déduisant de celle-là par Taddition de ^ soit à », soit à fv, soit à chacune de ces variables. D'ailleurs on déduit aussi aisément les quatre formules relatives au\ âr des quatre formules relatives aux p que l'on a écrites. Le symbole Si{a) veut dire partie réelle de a.
I^KI^K
9\(^)9\iy)
X -{- x~^ y -^ y * ^C^ q^'* X *'''K * ^r^ o*'*wF*'*y* ~ X — x-^ y — y-^ jLà i — y~^q^'* jid i — y^ç^**'
pî(^)Pi(r)
X — a:-' ^-H^-' .M \-t-y-^q^'* ' Âd i-{-y*q^»^
9\(\)9ti^y)
a: ^ 1 ^+^-1 y a^na: iny 1 y .„ q^'^'^f
Pi(^)pi(^)
^Wo)3r^(ç> -1- tv) I V^ 7*« sin '2 71(71 p -h iP) — q^^ fi'm'inT.ç
/ a. / \cr / X — 7 [cotTiP 4-COl7:«'] = > ^ î^— 7- ^
/i'i::J,(i;)5i(«^) 4 -^ ï — 2 7*'*cos'2i:w -H 9*«
• p;(')p3(^r) ^ '^- _ ^ y , ,.„ q^n-X j^tn^l y-1 _ ^ y (_, ,« ^iLllf!!:!/
9l{^)9^(y) X-\-X-^ ^^ ^ i—y-lqtH'l ^ ,_^l^t/«-l
TABLEAl' DES POBMtXES. Io3
CVII (suite).
(?.) [suite'\.
^1 (^)^3(^ -t- »' ) 1 _ ^ ^*'»~*sin7r[(2w -i)p-h2W']-+-ç'*'»-*sin(A/i — i)r.v
i~ 3r|(ç>j2?j(»') /|siniti? .^ i-+- 2y*«-* cos2 7rtv -h y*«-*
n - aa fi_ 1. « = «0 «— -1-
Pi n)pi(.rx) ^(_i)/i^ «jp-î/iH-i^i ^(-_|)/»^ *aT*«-«.y
?'i(ï)pi(^^) \^ 7 *j7-ï/i -4-1^-1 V' ^ 'a:*'»-»^
ji I — y-«<7««-i ^^ 1— y*
^- Pi(')pî(^7) ^ ^ y y''"^^-^"-^Vr-^ -h a Y y^H^^^r .
2#|(o)Sr|(t>-Hty) _ V< . /i-i y * sinTC[(2/? — \)v->rw\->rq 'sin7:[(2n — I)^> — w\
{TT &3( 1^)3^3 (iV) "^-ii^ ^ T-i- 2y*'»->C0S2 7rtV -+-7^'»-«
lo4 CALCUL INTÉGRAL.
CVII (suite).
/iTf < 1 ' l< -t;^-
Pi(0P3(^) _ a _^ 2 V (— i)^y"3^'v-' _ ^ V (— Ol?«jp'V
P3(^)pl(7) y—y~^ -^ I— ^«çr«» ^ 1— jrt^lii
lt=: oD /l = ao
.. Pi(0p8(^r) _ ^ -L- 2 '^ q'^x-^'^y-^ _^ „ V ^7"-'**^r
P4(^)pî(r) ^-+-^~^ ^ i-T-j^-*5r«« jLdi-^y^q'
/r = oB n = oB
p3(^)Pi(r) J'-^-r"* ^ i-t-j^«5r*« ^ i-Hj'*^»*
n = ao #1=: oB
Pi(0p4(^^) _ 2 _^ ^ y^x-'^^ï '^ q'^x^'^y
P*(^)Pi(r) r— r"* .6d I— j^»^*« .^ I — j'»^»"
n=rl ii = i
4ir3r8(i;)3ri(iv) "~4siniv7: jLà ^ i — 27*'* cosiwtz 4- 9**
in = « /t = 00
/ Q. / V Q. / — ■ — -(coti^T: -h cotwT:) = > > ^*'»'* sin2it(/ww -f- np).
* -^ — i-^-= : r^r.nt 1; TT -u rotwr ^ = > >
m-=oo /!:= ao
j(tv) 4sint'7: .iM j
4 sint'i:
nt'^<*> /? rr ao
m = l nrri
TABLEAU DES FOBMULBS. lo5
Dans les formules suivantes, on n'a écrit qu*une formule sur deux, les formules non écrites se déduisant des formules écrites en ajoutant | à la variable v.
it = « n ^ »
4- Sr,(o)3r,(i;) 4 "" A^^ ' 1-4-7*'* jU^ 'n-2 5r*'»cos27ri'4-7*'*
4^2^,(0)2^3^ 4"-^^ '>\^^t«^^s^''^^-^^ '^ i-+-a7«'»-«cos27ri^-+-<7*«-î'
/f =r 00 It =r 00
ir Sa(o)3r,(p) 4simrc ^i-i-y*'*-» ^ ' ^"^ 1 — '>.<jf«'»cos27:p-hç'*"
/t=oo /l— * /»=:flO /l— -^
/t=oo /i— * n=:to n—-^
iTl^s(0)%(v) Jhd^ ' l-h<7«'»-> ^ ^ jLà^ ' l-h27«'*-»C0S2TtPH-7»«-
4ir 2r4(o);Ji(t') 4siniri^ ^1 — 7*'»-» ^ .Ad 1—2^*'» cos 27:1^ -4-*/*''
I 3r;(o)3r,((;) in 7 ' . , , 'V (n-y*'*-»)^ * simri'
4-ir27v(o)3r4(i>) ^i-^««-i'*'"^'''* ^ i-2y««-»cos2 7:i;-+-y*«-î'
Les seconds membres de la première de chacune des égalités (CVIIIi,j,s) convergent pour — ^(-r)<cR(-7)<^(-); les seconds membres des
dernières égalités(CVIÏIi,j,5) convergent pour— R K j < 2R f ^ j <R ( 4 j •
Les derniers membres de toutes les égalités (GVIIIi^j^j) convergent quel que soit v.
Dans ce Tableau on n'a écrit qu*unc formule sur deux; les formuler que Ton n*a pas écrites se déduisent de celles que Ton a écrites en ajoutant ^ à la variable v.
I pjoj 2 ^ y y (-i)«^«i«-^î'«-i)sin(2/i -Otti^
— q^'* sin {'7.n — \)T.v -4- q^** sin2/ii:i>
I — 27*" COSTTi» -r- 7*" /» = !
-, y S/1-1 sin (2/1 — 'i)T.v — grV«-« sin (2/1 — \)t,v
I — 2^*'*"* cosirt» -\- 7*'»-* »— 1
/I — ao
, _^î/i eos2 7:t' -h </♦'*
nzrl
in — \. /»«»w •» ^t» _i_ /j Vm— i
/l ^ ao
I :j'?{0\ I V^ , COS(2/l — 2) TTC — ÛT*" COS2/l'ni» —\— -_^ 2 ^ /l<7*" ^^ — — »
ji:* ^î(*') 4sin*7:i; Ad ^ i— 'Àq^'* cosxtzv -h q^'^
Il .-_
^1 («) -i V^ ./ V cos(2/i — 2)1:1' -T- ûf'«-* cos2/l7:t•
^l(v) ' jLà ^ i-H2 7"»-> COS2 7:i^ -h ^*'»-*
Les formules (GIXi) concernant sr-;— : et ^^r^ sont convergentes pour
ar,(p) 5,(p) ° '^
— ^tl(-T)<,!A.|T Jl(-r: celles concernant ^ et ^ sont
vergentes pour — ^(^) <2^R.(-j <,;R.(4j-
con-
Ci)
TABL8AU DES FORMULES. I07
ex.
^*~""Tâ^ oi* ^ ^ '^ n-(— i)«y'*
^'^ ~ 1-2(01 ~" "ûTT -^ I — q*'*
2« Utoi/ \ 35.7 3 Zài — q^"}
n — te /l := ao
iK/T ^V 7
»=ii-+-7'* "=1 I — q *
nr= 00
iii v^ = , .. i "y ( - . )'• -^ ^ . .- i "y (- . )- -^^,
fo8 CALCCL I7(TÉGIAL.
ex (suite).
A = OB
'•' '-^ ' - > I.rh^. ' > l'-y- r&^
,„„<|!. = ,2<"-)ri^ = iï;'""ô
îii-l
n'rrl « = 1
Intégrales des fonctions doublement périodiques,
pt"' a giP'^u 5gi pu ^'^^
II! -2.5 7I 2.7 5! 2^.3* 3! a^-S-y.!!"* \'2*.7.ii S.ii/
- r^"'^^ . Ti;* p^"'^^^ _^ /?;3 p;^ . lg\ P'"u ^.i-Jgtgt P^«
' iJ: 2«.5 9Î 2* 7'. A». 3.5 5! 2*. 5. II 3Î
_ / 7-^'^i 5^1 \ _^ 433jSr|^,fi
TABLEAU DKS FORMULES. lOQ
CXI (suite).
* ~" i5! 5 II! 7 9'. 2*. 3. 5* 7! 7.11 5!
/ 6t^î 3.3iAi\p^a i67^|>g-3 / 13^1 7^»^! \ ^.
V2*.5».i3 2«.7«.i3/ 3! 2».3.5.7.ii^ \2».7.i 1 '2«.3. j. 1 1 / '
_ p<'^>M 3«^i pt">f/ .3Vj P^"'^ 3.i3^j pt"'>M 3«.i3yg-t^3 P^'^a '~ 17! "^ 2«.5 i3î "^ 2«.7 II! "^ 2*.5« 9! "^ 2^5.11 7Î
/3.47/g'i ■ 3».53^«\p"ii 3».i8i^,V>p'a ■^\2*. 5«.i3 2*.7«.i3/ j! 25.5«.7.ii 3!"
/7.ii^» 3».223^,^î \ ^^ ^ / 7ffi _^ 383^1^, \ ^,
\2'.i3. 17 "^ 2*.5.7. II. i3. 17/ ** \2. 5. 11.17 2^.7. 1 1. 13. 17/
p^'^"^y/ /ç;, p^""'/^ 2£^ P^"^M 29^1 pt"^ff 3.T7>trty?'3 p^""^ u 19Î 2 id! 2.7 i3! 2*. 3.5 II! 2*. 7. 11 9!
^ / 3i. 1453^1 ^ 3.ij87iA^t.jrî\ jVw ^ \2'.3.5».i3. 17 2*.7*.ii . i3. 17/ 3!
\2*.7.i 1.13.19 ^ 7. i3. 19/ "• \2*.7. II .i3. 19 "^ 2*0.7. 1 1. 19/
Kf/») R(/l),
où
( r = o, 1,2, . . . , /i -h i) ; B^/*' = o pour /• < o et pour r > n.
J == r__?ffi__.
lOg ^, = — 2Wrt'H-p i^.Ji,
J. Ç(„ _ (,) _ i Ç( a -H i.) = Afo'a -h A^jOU, -+- AV>U„
^p(a - i;) — lp(a -^ P) -: Afo>)a -T- AVU|-i- Ai»)J,H- AyUj,
1 p'( w — t>) -h A p'(a -f- 1') ^ Ao«> u -i- A',*U, + Ai*) J,-T- A'3*) J3-+- A'^^'J^,
I p(/i)(a — i') — -J-p^w^C— w — P) = A'J'^^Wi -+- A«/»+») J, -i- At«+i J,
-r-zlj 'J3-»-i\^ J4 -t- . . . -r i\^^.j J/9^-3.
CXII (suite).
(i) [suite].
du'* pu — pp {pu — pv)* (pu — pv)"-*-*
Ay>'=p(', Aio)=.ip%', Af,o'=|p'îi,, B«,o» = }pV,
Ai»> = - pV, AV' = - J p'^r, AV» = - fpVpV, Ai»> = — p'^i-,
a;,*' =- p>, A^,*' = ip^'^Ji', A;«^= |p'«i^-+-24p'«i;pi^,
a;,=»' = — p"'r, A',»> = — ipî»^', s:^f-^~ _L^.pt-»»)t,_^ ip^"i>pt',
A'3" = — ijpVCp'^i'-r-Hj/n'pP), Ai»>= — aopVp'ît', Ai»» = — lap'n-.
V ~ (I — V) Av-1,
Ai/'"'^ = --2(2v^-i)Bia^,— i7.vp(^Bi'^,H-(i-2v)p'i;Bi''^-h(i--v)p'«i>Bl^',; ( V = o, 1,2, ....// -h 3 ) ; By"' = o pour v < 2 et pour v > « -+- 2.
In- f ^^^
p' (;/ — wa) ^ 21/ A^o>-i- 12^» A',«U, ->- 6( \\^ )« Jj,
36oea(A<,o')'J|-+- i20(A\<'>)»J,
Si V est une quelconque des solutions de l'équation pv = > on a
f ^pu -h ^ , _ OLU ao — 3 Y r dit
TABLBAU DE$ FORMULES. I I I
Si y est solution de Téquation difTérentieile ( ~ \ — ay^ -^ by^ -\- c, on a, en posant }„ = j ^ « du^
Voir le Tableau placé à la fin des formules (XGV).
BV' = — b, B\«^ = — -2.56, B'j«> = 3«6« — 2«.3ac, B'i»' = — 5.7^,
\V}) = 7.376' — 2V3*.7ac, B'3») = — 3«.5»63 -+- •2».3'.5a^^c,
B',*' = — 2*.3.76, Bi*' = — 2\3'.7acH-2.3.7 47^*,
B1."J= B1'»-»J— (2/1 — O^èBi-li»'— («in — •2)»(«/i--3)(2/i — i)«cB5,'L-j*',
( r = o, 1 , 2, . . . , 71 ) ; B'o"' = I , BJ."' = o pour r < o et pour r > /i.
pf,i) = — 46, p',*' = — 2*. 56, p<,«> = 2«6î — 23.3«ac, p«i3> =— 2». 76, pi'' = 2*.7«6» — 2».3.7ac, p^3»' = — 28.3Î63-H 2^3. i3a6c, pfj*' = - -23.3.56, pi*^=2*.3.7.i36î- 2*.33.7ac, *' = - 28.5.4i63-4-2«.3s.5.iiâr6c, p<^^) = 2i*.3«6^ — 2»o.33.i7a6ïc-h 2".3».7*«2c2:
ps/" = ?',«"*^— 4^*^ Pi-1*^ — 2/1(2/1 -ov^/i — 2)00 pl«v^
( / • = o, f , 2, . . ., /i); pj/*^ = I, p^**' = o pour /•< o et pour r > /i.
pu) = _ .2c, ptî) = 7.«6c, p(3' = — 27.3S62C -f- 2^3.5îacî,
pt*) = 2»3.3«6*c-f-2^.3.5«ac«; p(«) = — 4/i«6 pt«-»' — 2/1(2/1 — 0* (2/1 — 2 )ac pt^-ï».
5a?(w)^" = -7==^ *^& tïTp(") -+- V^^^-^r ?op(w)]» / ?^ (w)rf" = ^7:^^^-
V gp — ^r «/ '^ *^r ^?
CALCUL l^iTÉGRAL.
oa
oa
xo
ao
xo
xp
u)io^(ii)ciur- .^--1— j^^iu)du- —L—Jl^^(u)du.
• CTo» — Cv
U)^^y{U)du —
logÇya(w),
w)$a?(")^" = / ï?o(w)^"-^(<'p— ^ai) / Çop(w)c^«,
w)$Py('0^" — logîoyC"),
a)U^{u)du-^'-f^J\^,^a\du^'.^^
a)$yp(ii)</a = Ço?('0.
fsnadu — — 7. log(dna -i- A cnw), / en u du — - log(dnM — iAsnu),
/ dna</i/ = flog(cnw — isnu), j ^^ = lo
r du I ,
(\nu — en snu
cin w+ A'snu
/du __ j_ . en t/ -f- ik' sn u i\XiU~' ik' ^^ d^li
J cnu
fS.'!!^ du =
J lïnu
ri"-" du =
log >
A' '^ cnu
1 , I — /• sn ?/
- 1- '°s an» '
I —cnu
loc »
" su a
i . ik' — k en u :T>log . ,
kk
ânu
cnu ,
du
sn u
ï — dn w sna
ânu cnu
du — log — ^
cnu
TABLEAU DBS FORMULES.
Il3
CXV (suite).
snu en u du = — -r-r dn a,
crnit dnu du = sn Uy
/ sa u dnu du = — en u,
J SDUcnu J snu J cnu
_^ =f^du^ A-. n^ du, r-^=^, f—d'^-Si r^à
Bnuanu J snu J dnu J cnuanu k^J cnu k^J dna
*n^udu = vT Z (o)— 7-7 ^7— - A:* ^ ' A:* 6(a)
n^u ~ X:'» ^^ A:'« Hi(a)'
du
dn»£/. A'* K A:'« e,(M)
cni4 dnM snu
t/u = log snu,
snu cnu , . i , ,
du = — -ri log dnu,
dnu
cnu , , snu du = log
^nudnu
dnu'
sn u dn u
cnu
snu
du = — log en u,
en
«..*- , I , dnu
—T — du= jy- log
u dn u A * ° en u
dnu , , snu du = log
sn u enu
enu
snu cn*u
rf«=Tr,
I dnu
A'* enu
dnu , enu
^— — du = »
sn^u snu
cnu , snu 7-5— du = -j — 1 dn'u dnu
enu , dnu
du =
sn*u snu
snu , _ I enu dn«u ~ k'* dnu'
dnu , snu
du =
cn*u cnu
T. et M. - IV.
ii4
CALCUL INTÊGtAL.
^'^"'ifûW-Uiu.) = "^»"«
— . ar
log
<'^) ^««^""^/ûôô^
.a — tto , w — «ô
o CTa
a-f-Mo^ w-f-Mo
Cft Ty
5* Ta —
5ao("o)
= wÇ ao-4-log
<"'> ^PT<«»)/t^)^î^7(.^)-"':'.-+'°s
^ U — th ^ M — Mo
T Ta
Cgj _
^n'ao / = uZ{uo)-h\os
J snw— snwo
^g — r/^^ff — Mo
Ci)
en
,/ en M
du
en Mo
— mZ(mo)
log
dn'Mo / 1 j =MZ(Mo)4-log
./ dnM— dnMrt
W — Mo^ // — Mo
Oj
n — Uo M — Mo
En donnant à la constante Mo des valeurs convenables, on parvient à des formes nouvelles pour des intégrales antérieurement calculées(CXIIIj,CX\>
Si l'on désigne par^=/(M) Tune quelconque des fonctions (ox(")f
$ae('0» ?pr(")> snM, cnw, dnM, par Uo une constante, par ^o» ^'o»/!» ••• la valeur pour u = Uq de la fonction /(m) et de ses dérivées, enfin para. b, c [Tableau XGV] les coefficients de l'équation diiïércntielle
v'* = ay^ -h by^ -f- c,
que vérifie la fonction /(u)^ on aura, quel que soit n,
<fi - Oyo*J« -^{'i-n — 3)7; J,|_, -+-(/! — 2)(6aj';-+-6)Jrt_î
-\- (4/1 — Io)M7o J/I-3-+- (/l — 3)rt J,|.-4 = -^
en posant
(r— Vq)
TABLEAU DES FORMULES. I 1 5
Oq suppose
Mo = aaa)j-f- 2 3a)j, a = 'lao)! -+- 'iS'iOa, v^i = — ^ = a h- 3t,
a, p, a', p' étant réels; r, 5, v sont des entiers donnés; r et 5 sont premiers entre eux, sauf dans la formule (6). Le chemin d'intégration est supposé ne contenir aucun pôle de la fonction sous le signe f*; m^ n, x, n' sont des entiers déterminés par les conditions
m<a<mH-i, n<p</n-i, n<P/* — a5<N-T-i,
Dans les formules (4) et (5) le logarithme a sa détermination réelle si ^li ^3» "0» W|, a sont réels. Dans la formule (6), log Ca est défini comme une fonction holomorphe de u, le long du chemin allant de u'q à u\y congru au chemin d'intégration donné.
dv = — {1 n -\' \) iz i,
/ ç.^) { c^t' = — v7r£[2N-T- I -T-2^ç^«-hv5(r-4- 5t)1;
/ Cm c?M = 2x^3(^0 -4- W3) 4- (2m H- 1)111,
/ Çmc?m = 2v(r7), -h 57)3)(Mo-+-rvai|4- 57(1)3) — v(2N-+-i)7r£;
' -' = — t/M= — 2a(rTj|H-STj3)-h2(rw,-4-5a)3)Ça-4-2(N — n')7ti;
2 p M — pa X / >
(6) / Cm c?« = logCM'i— log3'Mi-f-(2rT<,-4-25rjj)(M; — m'o)
[mo — m'o -+• 2rwi-f- 250)3, t^i = m', -h 2rtiii 4- 25u>3 J ;
(7) / ÇMt/M= ^(mÎ-mJ)4-J 5^(77^''' M.-=2U>,t'.
ex VIII.
Cas normal où 4 est réel et positif.
Si lé chemin d'intégration ne sort pas du rectangle dont les sommets
sont y on a, en désignant par Ni le nombre de fois que le chemin
d'intégration traverse de haut en bas, par Nj le nombre de fois qu'il traverse de bas en haut le segment de droite allant de o à — -» et en prenant pour logdi(p) sa détermination principale.
Si vq est un point du segment de droite allant de — ; à -, le
point excepté) et si Ton prend le signe supérieur ou inférieur suivant
que la partie réelle de -? est positive ou négative, on a
Si (>o = 2 + ^"^1 où a, ^ sont réels, ^ non entier, et si le nombre entier n est déterminé par les conditions /i < 3 < w -+- 1, on a (GXVIIi)
Si Vq est un point du segment de droite allant de ^ à — ^ — ^ , le
point ^ excepté, si l'on désigne par a la partie réelle de i^o» et si Ton
prend le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que a est positif ou négatif, on u
SiC")
dv — in ( — 2a ± i).
TABLEAU DES FORMULES. II7
CXVIII (suite).
Si nif n désignent des nombres entiers et or, ^ des nombres vérifiant les conditions
a différent de zéro, <a<-, <3<-,
et si Vq = m -^^ nz -i- a -h ^x, on a, en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que ex est positif ou négatif,
Si, en outre, r est un entier positif, on a
Si m, /i désignent des nombres entiers et a', ^' des nombres vérifiant les conditions
a' différent de zéro
si enfin a = m -h a', p = w -h (i', et si Ton prend le signe supérieur ou inférieur suivant que ex' est positif ou négatif, on a, en prenant pour le logarithme sa détermination principale,
I l8 CALCUL INTÉGRAL.
INVERSION
On donne trois nombres distincts S], St, z^, st-h £t-h £3 = o; quand les points Sj, £{, 83 sont en ligne droite, if désignera toujours le point intermédiaire; X, Yi, Y3 seront les nombres
Sj — ^3
, Yi = 'i(e;4-£| -+-£|), ^3=UiHu;
/. n'est ni un nombre réel négatif, ni un nombre réel plus grand que 1. Dans ce qui suit, /x, /i — x, /i — xsin<(j> désignent les déterminations des radicaux dont la partie réelle est positive; y^, /i — x les détermina-
tions des radicaux dont l'argument est compris entre — 7 c' Tî ^^g* ""
4 4 nombre dont la partie réelle est le logarithme népérien de | x | et dans lequel le coefficient de { est l'argument de x supposé compris entre — ::
et -+- 7:.
v'o V i — xsin'(p
X(X)=:X(.-X), -=YÔCj'
la partie réelle de -; est toujours positive.
On entendra par /x, /\' les déterminations de ces radicaux dont la partie réelle est positive.
Si a, d sont des entiers impairs, 6, c des entiers pairs tels que cul—bc •=- 1 . on a
^,rcx(x.) + yx'(x)i .^
I <IX(!C) ■+■ ib\ (x)J
Si a, ùy c, d ont la même signification et si ayant fixé arbitrairement une des déterminations de ^/ei — £3, on pose
ax(x)H-f6x'(x) c\(x)-h idx'M
on a
^2(W|, 0)3) = Vj, ^3(«*>1» <«3) = Y3,
fx = p(wa| w,,a)3) = £a, (a = i, 2, 3).
TABLEAU DBS FORMULES. II9
CXIX (suite).
^ r I tx'(x)i — 5 r |tx.'(x)i
TT : — IZ
l-¥- ie * *^' -1-2 6 » <*» -h . . .
on a toujours | p | < i.
1/ - LJ3 o — -^ — /x(x), 1/ - Mm o I / / = VI— x/x(x>.
/£| — 63 VÊi — £3 VÊi — 63
/e, — ^3= /îi— 63, /^i— €,= /6i— £3/1 — X, /c, — es = — V^Bi — £3 A; {/e,— «3 = v^e, — £3, v^ej— et = {/si — £3 V^» — x, v^e, — e, = t v^e, — s, ^x ;
«I = £|j ^1 = Sî, es = £3.
Dans les Tableaux suivants on suppose coi) (03, /ô)^ déterminés parles formules (9) ; ^Zi — £3 est fixée arbitrairement à moins qu'on ne prévienne du contraire; de même v^£i — £3 est une racine carrée, fixée arbitrairement, de /ei — £3.
lao CALCUL INTÉGRAL.
Dans les formules (i), (2), (3) on suppose |x| < 1 ; cette supposition n'intervient pas dans les formules (4).
En posant
X(x)= I -^-^a^x», [i(k) — 2a„6rtX«,
et en désignant par A, B deux constantes arbitraires, la solution générale de réquation
X ^^y / . dy i
xc— ■)-ji;-+(^x-,)-j + -^=o
est
y = \ X(x) -+- B[4 fx(x) -+- }.(x)logx].
x(x) = ^ X(x), x'(x) =- 5 [4 K(x) + X(x) log ^] ,
où le logarithme a sa détermination principale.
X(x) = I log(i — X) — E(x), I e(x)|< T |x|;
x(i — x)=x'(x), ''(iTirT) =^'\T~^J = /«^^x(x),
X'(l -X) = X(x), X'(^) = Jt (jè^) = /^^^[X'(x) ± tx(x)],
où il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que la
partie réelle de - est positive ou négative. Pour deux valeurs conjuguées
de X, les valeurs de x(x) sont conjuguées, les valeurs correspondantes de T sont représentées par deux points symétriques par rapporta Taxe des quantités imaginaires.
TABLEAU DES FORMULES. 121
Si r est un nombre positif et si | x| < i, on a, en posant q =s e »i*) ' ,
/! = oe
2".C8 == 483 127, 2*». Cl, = 40784671953; Cf. T. m, p. 23 1, note.
7» = i {/i+2^ {/xj -t-i5^ v^j -h iDoQ v'xj ->-....; |x|<i
V = iP-^(ip)V.5(ip)V.5o(ip)'V..., P = ^^
/ iit\ g = ±ie * = ± t. 0,065829.
y.'\e^~)= 1, 54369 qit.o,4i363
CALGLL INTÉGRAL.
GXXII.
Dans toutes les formules de ce Tableau on prendra les signes supérieurs o(i inférieurs suivant que la partie réelle de -r est positive ou négative.
if
L'argument de /i — xo est compris entre — 7 ^^ ~^" "> *
Dans les formules (4)> logQ a sa détermination principale.
NUMEROS D ORDRE DE LA REQION
hF
I zîz z
lîll — T
TABLEAU DES FORMULES
Iî3
CXXII (suite).
Valeur de /ei — E3
Valeur de v/eî — Kj
Valeur de \/ei — Es
ValeursdeEifEifEs
NUMÉROS d'ordre DE LA RÉQION.
v/ei —
— /ei — £3 V^
/si— £3V^i —
V^Si — £3
Si, £3» £2
£îj £iï £3
NU.MÉROS d'ordre DE LA RÉGION.
Valeur de v^E| — E3
/ /ci 63
//ei — £3 v^x
Valeur de /ej — E3
— tV^i — £3/» — *'^
di/Ei £3/1 X
«V£i — SsA
Valeur de v/ei — Ej
^Vei — £3
ValeursdeBi,Et,E3
ft,
X(Xo) /ei — E3
_ncTxo)_.
V^Ei— £3
^St^
Hj = UjT
CALCtL INTÉGBAL.
CXXII (suite).
I v/Eî-E3 = tl/^ ^î(o|t), v^Ei-Eî = ^^2r4(o|T),
La partie réelle des radicaux qui figurent dans les formules suivantes
est positive; /t — i = i /i — t.
Si X est dans la région II, on a y = — q, oji = û|, CM3 = =bû| -h ûj; ^n = "1, ^53 = ±Hi-HH3;
Tri
3r,(p|T) = e *3r,(p|T), ^iC*' h) = e^ * 3r,(t, l t), 3r,(i;|T) = 3r,(c>|T), Sr^Ci' I') = 2^3(1' | t).
On peut d'ailleurs employer les mêmes formules que dans le cas où x est dans la région I.
Si X est dans la région III, on a ^ = e*=^^ , (i>i = û| —Ct^, 0)3 = ûj; T^, = II, dbHs, Ti3 = Hj;
ICI . i''7ri
=:= e"^ "^ /r±T c~ î'^ Sr^ ( i; I T).
Si X est dans la région IV, on a ^ = e ^ r^\ ="s, >)3 = — "i±«3;
tO,= Û81 01)8 = — Û| it Û3
-^(3q=l) /- —ni
/re^ 3r,(i.|T),
— -T-(îTi) /— — iri ;
v/xe^ 2^4(^1 t),
TABLEAU DES FORMULES. 1^5
CXXII (suite).
(9) [suite].
TZ i «'*
&. (^)x) = e ' v/îe^"''^.(p|T),
Ttl f'
S»(^|T) = e * ^«'"'^.(pIt).
Si X est dans la région V, on a ^ = c » , a>i = ûj, (03= — û, ; tjj = 113, ru = — iii;
a,(^|x)=e * y/fe ' â^i-lT),
7t /■ »*• ir /
TT / «•« TT I
^'(îr)"^ * ^''^ ' s>(«'|T).
it * t*' IC I
TTi
Si X est dans la région VI, on a q = e—^-''f (Uj ;=i|i ûi -♦- Û3, toj = — ûi; 7,1 = =Fiii-t- H3, 7)3 = — m;
(I V _2Lî T-H I I /
On peut aussi, quand X est dans la région VI, appliquer les formules concernant le cas où x est dans la région V.
CXXII (suite).
(lO).
Dans le cas où x est très petit on peut faire usage des relations suivantes, obtenues en négligeant x', et dans lesquelles, si Ton se donne seulement X, on prendra pour y/si — £3 la valeur que l'on veut, par exemple le nombre i. Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont les déterminations principales.
[X 25x' I / X iix*\, i61 / - ' ^ .1 -^ 184" -^ 6 (■- 4 - -iîT j '"^tJ ♦^^"- ^' = ,, T./ y, 3x»\ _., X i3x* x/ 3x\ , 16
En négligeant x* on a de mémo
37, (t'I T) = X^ ( l-h g j siOTTP; Sr3(P|T)=: I -f- ^ COS'JlTrç':
2r,(i>|':) = x^ / 1 -h- j cosTrr; ^^ (r | -:) — 1 — g cosat.v:
TZi' = (i— l\ u/s, —£3; 3- (//| w,,t03)= - — ^( I -h-j sin(7:t')e« ; ^,(1/ 1 10,, (03) = f 1 — ~ sin«7:r j <?«" :
^i(" I wj, 0)3) = cos(7rp) e« ; Cj(m | u>,, 0)3) = M -h - sin^rc: ) e«" ^^ :
^1 t£|to,,ti)3)= v^£i — £3 ( i — 4 j f Y-+-cot7:P j; P(m I 0),, 103) = — ^ ( I— - ) ( 1 r-T — ) ;
sn(«,x) X / x\ . cn(M, x) ^ - ./ x\
sin(i-7J// ^ ^ cos^i— -JM ^ ^ '•'
dn(«^, x) — I sin' ( i — -7 ) w-
TABLEAU DBS FORMULES. 1 27
CXXII (suite).
(II)
Dans le cas où y. = i — x© est très voisin de i, on fait de même souvent usage des relations suivantes :
Xo — I — X ;
[Xo aîxj' /i Xo iixJX iGI ,
' - 6 - 184" " lé ~54 - HT/ '"» ^J ^"~'''
Êj — £3 ;
,, Xq 1 JXq
J(,^?ir)„,L«; E-=:(,-S_î|j.
TTt , Xo Xq l3Xo
T ib 2 64
7C' t»'« IT'U'»
(ii\toi,(ù3) = --_J=^(i-hyjsh{Tzw)e 6 ; o',(w>i,W3)= i-i-^shî(7rir) e
I— jsh*(7:iv) e « ; a'j(aîw,,u)3)= ch(7rw)e «~:
rr , X / / ^o\ r ^"' Ch(7rw)1
«lu.„a.,) = (e.-S3)(.-5) |; -t- ^-jjî^]
sh
sn(
dn(«,x)= ^* ^ ^
ch
ia8 CALCUL INTÉGRAL.
Cas où Sj , Êj, 83 sont réels; st > o ^^ Sj > Bj; Yi > o; 73 = ®? ff ^ *^* Si ei, S2, £3 sont donnés, on prendra
Si l'on se donne seulement x^i, on fixera arbitrairement le nombre positif I /ei — es I et l'on prendra
o. — y.. . ax— I. . — X — I £i =^ — ^ (£1- Ss), ej = — 3 — (£1 — 63), Êj= :^ (6|— 6j).
I — I v/| — xl I -h VI — 5^
7=r>-^(5?)+'5Qp)+«5o(ip)'V.... 7^= It^yl,
X = - (l -i- 2*7 4- *2^*-h 2^«-h. . .)*, X'= X logy,
X /x' ix' CJJ.T
l/e,— cal |/£,_£3| X to,
v/x = I v/x I , /wl = I )/^x I ,
r2Wi W| \i — </* I — q^ 1 — q^ i — y* /
_ I 3r7(o|T) __ re
'''' -' ■" Tï^ 2r; (o I T) ' ^"'^ -""'•' ~ ^ ■
y/s, — c^ = I y/sj _ £3 I ; ^£, _ £3 = I J/£j — £3 I ; v/x = 1 /x I ; v^x = I v^x I :
/i — X = I /i — X 1 ; v^i — X = 1 v^i — X I ; s/ex—ti — /i — x/c, — £3; /e,— e3 =— y/xy/st— E3; ^ey—e^ = \/£|— £3: (/(',— e2 = /T^ X /si— Î3; /es— 6-3 = t v^x v^Ei— £3; /^i— ^'3 = V^£i — ^j.
TABLEAU DBS FORMULES. 1 29
GXXIII (suite).
^,(t^ I t) — •>.7^(cosf 11 -4- r/* cos3r7r -+- q^ cosSptt -h ^'-cosji?- -f-. . . ),
^3(f I t) = I -H 2<7 cos^t'- A- o.q* cos4i'T: -»- iq^ cosôptt -f-. . . ,
2r^(w I t) = l — 2<7 005 21^7: -h 27^ COS4t'7: 278 COsGPTT-r-. . .,
3r'j(i;|':) ~ 27:7* (co%VT. — '^q-co%ZvT.-\-:}q^cos,^vT. — '^q^^co^'^VTZ -f-. . .).
?nw =
M = 2Wi i".
*,(« I to„ a>,) = f-^~ e'-.l.*'', ïjCk I u),. 103) = l''f\'\ e^'^.r."',
p(«iu,.,«.,)=-!ii--L^r5:'i^i.
T. et M. — IV.
l3o CAtCDL INTÉGRAL.
Ca$ où. El, Sj, 63 sont réels; 5i > êj^o > £3; y^ > o; 73 = 0; (j'>o. Si 61, £5, 63 sont donnes (êi-I- ej-t- £3 = o), on prendra
Xo = I — X =
gl-g« < l.
Si Ton se donne seulement x^-^, on fixera arbitrairement le nombre positif (ei— £3) et Ton prendra
2 — X, . -ÎX — I — i_x
«!=«= — j— (ei — S3), £j= — ^ — (st — £3), £3 = 3 (El — tî).
po — 1 i ,- , »
Xo = - (l -4- 9.Q -4- 9.Q^-4- 2Q«-I-. . .)*, X^ = Xq ^«gO,
TZ
— W3 = Ql= , , Tf (0| = Û3 =
^'Iv'îi — £3 1 I /m— £3 I
Q 1 ti>3 T
I'AC03 (OjVl — qS I — Q^ I — Qû ^I q8 /
^1 -XlÇli (U3 2(03
y/sj — £, = I /£, — £3 I , V^E| — Ê3 = I V^£l — 63 I ;
v/xo = | v^>tol, V'i — îto = l/i — Xol, V^Xo=|v^Xo|, v^i — Xq = | {^i — Xo|
V^Ki— El = «Vi — Xo v/£| — £3 , V^K-2 — E3 = — i V Xo /ej — £3 ,
v/k, — K3 = i ^tx — £3 ;
TZi _ 3iri
v/k, — Eî = e' y/ï — >^o V^M — £3, V^Kî — E3 = e * V>te V^£| — e,,
ir/
V^Ki — K3 =^ e^ ^£1 — £3.
TABLEAU DES FORMULES
iw\T} Iiv|T)
GXXIV (suite).
(Si).
2IQ* [sh(iV7r) — Q* 9h(3iV7r)-4- q" sh(5w7r) — Q** shCjwic) -f . . .],
•2Q^ [ch(iV7r) -h Q* ch(3tV7r) -H Q« ch(5(V7r) H- Qï* ch(7«'7r) -f-. . .],
1 -+- 2QCh(2iV1t)-+- 2Q* Ch(4 WTî) -h 2q9 ch(6«"ïr) -^. . ., i — iQch{iwTz)-h 2Q* ch(4«''ïr) — 2q9 ch(6iV7r) H-. . .,
2 7tQf [ch(wTz) — 3Q*ch(3iV7r)-h5Q«ch(5iV7r) — 7QÏ*ch(7iV7r)-+-
K = x„, K = Xo»
TQl
/e, — ej
Xo —
TQJ
Slti _ w'ffi ICI w' iti
H(M) = e~*/Tc~ » 2r,(w|T), e (w) = e""*'v/Te ^2r,(iiv|T),
ici w'iti iti u/'iti
Ili(a) = c" * /re~ » ^^(iw\T), ei(u) = e~~^ \/Te ^
1/7:^0 ^«^^^1^) {/i=l^^t(^-«'|T)' ^""-^^^^,(âv|T
3' (W|t0,, Wj) 3'|(w|Wl, W3) 0',(W| Wi, W3) 3'3(M|0>,,a)3)
j;(m I toi. 103)
^3r,(tiv|T) = 0* (a I û|, Û3) ;= 2«ûi
g-lH,Û,lV*^
IIi u
I 3r',(iw|T)
t" iiii 2^1 ;Ji(icv I T) Hiûi I d [" y^(iw |t)
(ûi i)^ (2û,ô* û^tv
ins le eas limite où ei = o, xo = )c = X, 72 = 0» Y» = 4^i = 4^J, W| = -.'> t = i, ^ =e
l32 CALCUL INTÉGRAL.
Cas où Si = A -f- Bt, e, = — 2A, 63 = a — Bi, k et b étant réels,
A^O, B>0, Ysèo, g<0.
Si El, Êï, £3 sont donnés (ei -h s» -+- £3 = o), on prendra
Si l'on se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positifs et Ton prendra
2(2 — x) 2(2X — l) 2CX-4-I) . Êl = ^ Bl, E, = Be, £3= —- i Bl.
On formera successivement :
^ tel que l'on ait
tang^^= — ^, o<t];^-;
.Q = -iang| + 2
(;""ej)'+'5(i""e|)'+iSo(lt.=g|)'V...;
I V^2sinij/| I /2Sin<];|
T,\. /sin4;|(i-t-SiO*-l-2QÏ«-4-.. .)* , -h u)3 = ûi = - 1/ — -— 1 ;
/ûT = l/ûll,
cos* -^
U)3 — tOt __ 2Û3 — Ûi _ 2Qi . I
OÙ le logarithme est réel.
âi I-hT*
123 Hi TTi
H3 = — — -> >;i = Hi — H3, Ti3=H3.
Ul 2Ui
TABLEAU DES FORMULES
CXXV (suite),
(i) [suite].
/Ei — E2
\y sin
Siti
v/ej — E3 = I ^2 b I e *
v/ei — E3 =
y sin 4
•Vi
V^Ei — Kj =
y/ sin il;
ICI
V^E, — Es
I Y sin^
aQ* [sinPT: — q' sinSi^- -f- q* sinSpr — q^s sin 71^7: -h...].
= 'iQJf [cOSi^TT-f- Q* COS3t»7:-r- Q® C0S5pX -+- Q^* COSyPT: -h...], I -+- 2Q COS 21^71 -h 2Q^ 005 41^1^ H- 2Q' COsC^'T — . . .,
3j^(v\t) — I — 2Q COS2i''X -h 2Q* COS \VT: — 2Q5 COSGi^r
3'j(p |t) — 2 7:Q*^[cosi'T: — Bq'cosSpt: h- 5Q*cos5pr — 70**0087^7: -t-...|.
li = '2QiV.
tfaCw
U),,CU
tu,, 0)3) —
eu,, W3) =
Wt,0)3) =
;(«|n,,Û3)=ïi«-^-'-î^^
. Il, I rf rsrWHi)!
l34 CALCUL INTÉGRAL.
Cat où El = \ -h Bi, 61 = — aA, Bj = A — Bt\ k et B étant réels,
A 5 O, B > O, vj ^ O, Ç < O.
Si £|, Ej, Ej sont donnés (£| -1- £j -h £3 = o), on prendra
E« — Ej I 3 A .
Si Ton se donne seulement X, on fixera arbitrairement le nombre positif b et l'on prendra
2^7 — X) l(2Y. — \) . 2()C-+-l) El = B*. El = B«, E, = El.
il)'
On formera successivement :
cp tel que Ton ait
tangç=^, o<3)l^;
vO = iiang|H--2(jtangîy+i5Qtang|y-f-i5o(itang|yV...,
V'-2 sino v'-2 sin9
(o), - 0)3) = lû, = - I ^ -^ I
cos* Y
Wi -+- W3 = *2Û3 — Ûi — lOg ->
OÙ le logarithme est réel.
Ûl I — T
Ul = 1 -4-2 r H- 3 T -h . . . = ë.;) 1
12Û, Ûl Li — Q* I — Q* 1 — (i« J I-2ÛI 3rj(o;T)
TT (2Û, — ûl) H|i lli
H3 = — : : 1- - , r,i = 113, Tfj3 = Hs — ii| :
2«ûi liai 2
TABLBAU DES FORMULES. l35
CXXVI (suite).
(i) [suite].
_ _?:/ rni
/e, — E3 = l/iele *, V^E, - Es = I V^'A B I e » ,
/ei— E, = « 1/-^ — c», /ei — Ej = i/^-
(ir-«-9i/
3^1 U*«' |t) = 2iQ*[sh(wic) — Q* shCSwTT) H- Q« sh(5ivi:; — 0^* sh(7ivic) -h. ..],
&t(«tv |t) = 2Q* [ch(w7:)-T- Q'ch(3wir) -+- Q*ch(5ivic)-l-Q'*ch(7ivit) -+-...],
dt(«V |t)= I h- 2Qch('2tV7r) -t- 2Q^ ch(4iVTr)-+- 20' ch(6tvit) -+-. . .,
^^(iV I t) = I — 20ch(2iV7r) -T- 20^ ch(4«'7r) — 2Q' ch{GwTz)-h. . .,
3'i(iw|T) = 2 7:QV[ch(tvic) — 3q« ch(3tvic) -H jq« ch(5ivic) — 7Q**ch(7ivic)-i-. .].
M = >.iSllW = 2/(c0i — W3)it'.
Ci(w I 0)1, 0)3) = ^srw I ûi> Û3) = "5^-)" ^""'''•*^''
o',(M I o),, o),) = 3',(w I ûi, Û3) = -^[j^r~r ^- '"•"''^'»
^(M I co,, u),) = cr,( a I û,, û,) = -^-^^^^^ e-î-tû.»-',
Ç (m Wi, (1)3)= — -. ;W-»- . - -
*^^ ' '' '^ (iÛi)î (2IÛ,)* e/iV ^^^^^.
I iV I T '
l36 CALCUL INTÉGRAL.
CXWII.
Si l'on se donne deux nombres ;; el k lels que | X- j < i, | ks ]< i, on satisfera à réquation
sn(M, A ) — -5, en posant
n = \ OÙ
et OÙ l'on a fixé arbitrairement celle des deux déterminalions que Ton
veut de /i — ^*, puis celle des déterminations de log(i5-i- /i — ^*).
Si Ton se donne, en outre, Tun des deux nombres z' tels que Ton ait -3'* = (1 — ^*Kï — ^'*'^*)ï ^21 valeur de a, calculée au moyen de la formule précédente, satisfera aux deux équations concordantes
sn(a, A:) = 5, ^^ - -^5,
pourvu que, ayant fixé yj \ —k^z^ parla condition que sa partie réelle soit
positive, l'on choisisse pour v^i — z^ la détermination , — ^ •
Si l'on se donne deux nombres ;; et k tels que | A | < f , | >5 : > i, on satisfera à l'équation
sn (w, X) — j,
en posant
-i/-ï4;im.T'":^]''"s.(è)'
OÙ Ton a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l'on veut de 4 / 1 — 'Çx~i> P"^s celle des déterminations de log ( j^ -î-i/ 1 — 7t~ï )'
TABLEAC DES FORMULES. 187
CXXYII (suite).
(i) [suite].
Si l'on se donne, en outre, Tun des deux nombres z' tels que Ton ail 5'* = (i — 5')(i — X*5'), la valeur de iiy calculée au moyen de la formule précédente, satisfera aux deux équations concordantes
sn(ï^, k) — :;,
pourvu que. ayant fixé a/ ^ _ J_ par la condition que sa partie réelle soit
positive, l'on choisisse pour 4/ i — 7—-— la détermination *
On donne p, Sj, ej, £3 et l'on suppose
£l-r-ei-i-£3 = 0, Yj = ?.(£* -r- sf t- sj ), Ys = 4m£j£3»
îj — £.1 £1 — £3
4/ . T. TZ o 1 — /l — X
Vi — X a son argument compris entre — — et - » p = ^ »
B, = X(?*) - ., B, = B, - (;)'PS B3 = B, - (^)'P
n désignant celle des déterminations de II = y'^i — x 4 / ^ dont la partie
réelle est positive; les déterminations de ^ii — £3, \/i — 5*, puis celle de
log(5 -i- iyi — zy sont fixées arbitrairement. Dans ces conditions, on satisfera à l'équation
pdi'y ÏÎ1T3) = P, en posant
i /si —£3(1-:- /r — x)'
-; 7 47 vi Bi^-i-- Bî;;3_^^-^B3^»-i-^-r-B4^^-+-... 1.
^e,-e,(iH_^,-_x)* \ «i 3.5 3.5.7 /
CXXVII (suite).
(3) [suite].
Si Ton se donne, en outre, l'un des dcu\ nombres p' tel que Ton ait p'« = 4p» — YîP — Ys» ^^ valeur de w, calculée au moyen de la formule précédente, satisfera au\ deux équations concordantes
P("; Yî» Y») = Pî P'("î ïî»ïs) = p',
pourvu que, ayant fix soit positive, on pren
é /i — p*^' pa ne égal
r la condition < a
[]ue sa partie r
éelle
Vi-x)(i-3«
^ïMP — sj) 2/|-P*5*
SUMEUOS d'ordre DE LA RËQION.
I ou II.
|x;< x-ii.
.x|>i,|x— ||>I, |x|<|x-il.
V ou VI.
Valeur de y ,
Let arfaBMtt
racinai mm e pris entre - r>«
Valeur de— .
L«« raciMS t
«léiemieêaf é»
çon qee U ^t réelle de U* 1 poiiUfe.
Valeur de p..
Leepartietrée
iV* "" X
des nelMS |
ilTes.
Valeur de R.
IP £3)(P
(p— Si)(P — £j)
TABLEAU DES FORMULES. iSq
CXXVIII (suite).
On donne e^, êj, Sj, yj, ya, p, p' tels que ti-+- 61-4-63 = 0, Yi= 2(e}-4-£| -hej), Y3 = 4Êieî£3, p'* = 4 p* — Yî^ — Ys-
Pour déterminer une valeur de u vérifiant les deu\ équations concordantes
p("; Yt'Ya) = »s p'("; Yî»Y3) = p'»
on formera d'abord les quantités y, IIq, p, R d'après le Tableau précédent, puis les quantités %, z^^ ^(^0)) ^/O) ^0 ^^ moyen des formules
o I — y I I— Tl. . .Q.^ x^ ri.3.5...(2v — i)1*o.
B,., - B,_,.o - Y^^ ^,^._ .^-J pj '=2, [ 2.4. 6..., V J P» '
So = S(Zo) = Bjo^o-^- ^ Bjo^J 4- 1^ Bjo-îJ H- l^y- Bio-J -4-
Si, en formant Sq, on s'arrête au terme en ^sj""*, l'erreur commise est inférieure à
lpj"^*^r^'i
(n-H I) I v/(4i H- î) it 1 (i - 1 ?5 I) (I- I pj^î i) ' On remarquera que X(^J) peut auf^si être calculé au moyen de
par la formule Ceci posé, on a
_ 9.X(;pS)iofî(srt-^ i^\ — zi^ 1 v^i — 35 So
' P vM — £3(1-+- /)* P /si — ^3 (i -H y.)*
pourvu que l'on prenne pour ^ty — £3, /i — z\ des déterminations de ces racines pour lesquelles on ait
v/si— 63 2Hv/r^35j3
où la partie réelle de /i — PJ^J est positive.
l4o CALCUL INTÉGRAL.
Cas où Yj cf 73 sont réels.
Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXIH), on conservera aux quantilés p, Çy q^, X, x', tui, 0)3, T, T^^y r,j la signification adoptée dans ce Tableau, et Ton appliquera les formules (CXXVni)qui correspondent au cas où X est dans la région 1. La quantité ^o <^^l alors égale à Ç et est comprise
entre o et j-'^ ; on prendra pour ^ti — Ej sa détermination positive et l'on aura
).(pv)=|/r— ^;iîiî[, + {/rr-x]«.
Si p est réel et plus grand que £|, zq est réel et compris entre — 1 et -+- 1 ; 0 désignant l'unité positive ou négative suivant que p' est négatif ou positif, on prendra pour 0 une solution des deux équations
^Q = cosO, o|/i — ;;j|=sin8, et l'on aura une solution réelle des deux équations concordantes
p(";ïît ïî) = p, j>'(";ïî,ïs) = p'>
par la formule
0)1 « •;► sinO ^ , .
a= — On =— -j: . S(cosO).
L'erreur commise sur ^(zq) en s'arrêtant au terme en z^ est moindre que
En ne conservant qu'un terme dans S(cosO), l'erreur commise sur u
sera moindre que ou que
Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXIV), on conservera aux quantités Po» Q, Q*, Xo, x[,, iîi, Q3, T, Hi, 113 la signification adoptée dans ce
Tableau, cl l'on appliquera les formules (CXXVlll) relatives au cas où x
est dans la région V. On aura
).(35) = iv/^r^i-^-i[.+N'-
2 Mk
TABLEAU DES FORMULES. l4l
GXXIX (suite).
(2) [suite].
Si p est réel et plus grand que £|, Zq est réel et compris entre i et ^; on prendra pour 0 la solution réelle des deux équations
-Sq = ch8, 0 I \/zl — I I = sh6,
où 8 est égal à -r- i ou à — f , suivant que p' est négatif ou positif, et Ton aura une solution réelle des deux équations concordantes p{u; Yîi Ys) ^ p» P'(w; Yi, Yî) = p' P^^ ^^ formule
En ne conservant que deux termes dans S(ch9), Terreur commise sur u sera
moindre que — . ^^ -. > et, quel que soit po> moindre que
aSi/si — £3 1 io*|/£i — £3!
Si Ton est dans le cas du Tableau (CXKV), on conservera aux quan-
tilés A, B, ^y pO) Q) Q^) ^0) ^o> ^if ^3} T, Hi, H3 la signification qu'elles ont
dans ce Tableau, et Ton appliquera les formules (GXXVIII) relatives au
cas où X est dans la région III. On aura
1, Po = aa„g|, X(?5) = 4cos.||y/ »
sin<]/ 1 2 7C
Si p est réel, plus grand que S|, on calculera successivement les nombres réels a, Zq^ 0, u par les formules
Zq = cot J- tang l~ ) = cosô,
L / • * • i / sin - sin
i^I Zl= Ù — i ;-; r-!^ = SIUO,
Sin Y cos
'i COS* 7 I /b I
Dans ces formules, 8 désigne l'unité positive ou négative suivant que p' est négatif ou positif.
CXXIX (suite).
Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXVf ), on conservera aux quan-
titcs A, B, cp, Po) Qj Q^j ^07 ^01 ^1) ^3) T, Hn H3 la signification adoptée dans ce Tableau, et l'on appliquera les formules (CXXVIII) relatives au cas où x est dans la région IV. On aura
X = «""» Po = * tang 2 , XOî ) = 4 cos« 2 | ^-ÎL
(i)j COi
TC
Si p est réel, plus i^rand que s» H — -. — > on calculera successivement les ' ° ^ sincp
nombres réels a, Zo^ 0, u par les formules
tanga =
Zq = cot ■'■ tangf i "•" ~ ) = chO,
> ^ /~. ~. o -h 0 0 4 / sin - sin -i
sin T cos ( , H — ) 4 \4 a/
= shÔ
2 I /B 1 cos' i
Si p est réel, compris entre Ej et £2
sinçp
» on calculera successivement
les nombres réels a, z^^ 0, u par les formules
langa =
3o = - cot ? tang (^? - "; j = — (chO),
■si / . a . a — 9 0 i / sin - sin î-
^^^= — Li ^ = shO;
sin -- cosl -\ )
// 1^ to, -4- a>3 —
(03 — II
iTT
i9+jyî!^'jL«s(..).
2 1 v/b I cos- y
Dans ces formules, 0 désigne l'unité positive ou négative suivant que p' est négatif ou positif.
TABLEAU DES FORMULES
gl ET gi SONT DES NOMBRES récls.
Y = 4j^3 _ g^y _ ^3 = 4(j, _ ei) (7 — et) {y — e^).
C<is où <?|. ej, <?8 50/i< réels; tfi > tfj > ^j.
Gf (CXXIIf), (CXXIV), (CXXIX,-,) en supposant ex = ei, e, = s,, « j = s„
^2 = Tî» ^3 = Ts» ^* = >t,
Fig. A.
Plan des y.
[ql o.-c-yja
; -,0 |ft>|-(U3],' O,- "* IIVj I
I -.0 (?toi+t«)a]J o
Plan des u.
Cùi+(i)3
"S-oj,
C«>,-Cù3
Plan des y.
image de(7^) / imagede(7>) >
g y C's Cz Jp *-»
\ im*gede(r,) /
i mage de (r^)
-roc
Dans le plan des y, les valeurs entre crochets correspondent au plan des a; dans le plan des u elles correspondent au plan des j'.
p = e^-h kiei — e^);
y^' dy _ y^'
^ = e3 — k(ei — ei).
'C^' dy r* ^v
i.mrLw- "
OÙ a>i, (1)3 sont formés au moyen de et, e^, ^3 comme dans les formules (CXXllI), (CXXIV).
Cas où ei est réel; -^. — ? > o.
Cf (CXXV), (GXXVl), (CXX[X8_4), en supposant e^ = e,, e,= e„ e, ^î = Tî' ^3 = Ya, ^' = X,
Fig. B.
= ej,
-oo
\or [(ù,-^ -.o B(3tt>ra>i)]L ♦^
♦oo
U* [Ci)3-^,] -.O |î{30B,-<^|[5{«Oi*û>aflW
Plan des u.
P/a/i des y.
image de (rj)
image de (r^)
Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plao des a; dans le plan des u elles correspondent au plan des y.
TABLEAU DES FORMULES. lf\5
CXXXI (suite).
m = ei-\ -. — kk . m = e, ; — A A- .
dv
où (i>|, (i>3 sont formés au moyen de ei, e\^ e^ comme dans les formules (CXXV), (CXXVl).
Substitutions linéaires.
Z = A^^-+-4B^»-h6G^»-+-4D--f-E = A(5 — zx)(- — iî{i)(-5 — Zv)(5 — 5p),
Y = 47' — ^jj' — ^j = 4 (7 — ^a) (r — «3) (7 — «r)»
^j = AE -t- 3 C« — 4 BD, ^3 = ACE -t- 2 BCD — AD» — EB« — C\
T Zp I „ff T Zp rfj 6?y
r — ^a= 7(-p — -^iiX'Sp-'Sv) :: — -'
L.= («1 — iJaX^i— -8*), M = («i — 5,)(53 — 5O1 >• =(-1— -i)(-i — -3), L = iM-i-N;
es — «y = —(-SX — ^p)(^|i — -v)i ^îf ^a = 7 (-a — -SpX-v— -)J,
^a — ^p — y V'^v — '^p) (-'X "~ ^îi)«
T. et M. — IV. 10
■ 48 CALCUL IRTtGKÀL.
CXXXIV (suite).
/i < — i; 3«i = i — n, 3ci = — 2 — /i, 3«j = i-T-a/i, il:» = "^
AS
A>o; 3tfi=A*-+--2, 3ej = /i> — I, 3^, = — aA* — I, it« =
i-kA«
y" rf5 r' dz ri' dz w.
A>i; 3<r| = aA» — I, 3e, = a — A», 3ej = — i — A», Ar» = ^ r* rf* •/- rf* _„ _ > K r* '^^ _ "" _ ■ K'-
Z ^(l-r5«)(l-r-A»iî«).
i>A>o; 3«i~i-i-A«, 3^1 = 1 — 2 A*, 3«?5 = A« — 2, Ar« = i — A»,
A > I ; 3«, = iH- A», 3e, = A» - 2, 3<?s = i — 2 A», A^* = ^* ',
Dans tous les cas, on suppose K = x{A-*), K' = x(i — /:').
TABLEAU DBS FORMULES.
Cas oà Z est du troisième degré et admet une seule racine réelle Z\.
-Si — ^.1
tf j = 7- (2«î — -81— -83); tfj — c, = - (-51 — -8|);
= ^j -4- I •^i— «1 /-Sj — -ss |.
(1)1 -+- Wi '2
r*« rf4f
(0| (Oi
LJv/z|
r^'dz ^-«1-4- -«8 r''û?^
où (I)], (0| sont formés au moyen de «i, «i, «g comme dans les formules (GXXV), (CXXVl).
Fig. C.
Plan des u.
Plan des z.
[Ml
to,-to»
[±ool
Cv)
^ [Ml
CU
(rj)
CV
(rn
i^tl
(rn
ir;)
Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u ; dans le plan des u elles correspondent au plan des z.
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CcLS OÙ Z est du quatrième degré et admet quatre racines réelles
A>o; «1 — tfj = lAL, «1 — ef = JAM, e^ — ei=JAN, it«= j» »'• dz 'r*' dz co, V'' dz V dz r^* dz
=. COf.
A<o; et — ei = |AL, et — Ci = J^AN, e^ — ei = |AM, A:*=^»
Dans ces formules et les suivantes (CXXVIll), ta>iy ci>s sont formés ao moyen de ei, et, et comme dans les formules (GXXIll), (CXXIY).
CXXXVIII
Cas où Z admet deux paires de racines imaginaires conjuguées.
Zi — Zt
Zk — Zt
>o, Zi-^Zt^Zt-hz^; A>o.
Cl — Cj = - AL, Cl — ej = 7 AM, et — ^i = 7 AN, ^« = -•
Plan des u.
Fig. D.
ptti^m
Dans le plan des^ les valeurs entre crochets correspondent au plan desu; dans le plan des u elles correspondent au plan des z.
Zi Zt — ZtZK-^-\ yj{zx ~^j)(2i — ;;4) y/^ ^i — ^4X^1 — «s ) I
>Zi -+- -5j — Zt — Z\
__ ZtZt — ztZi,'- I /(Z| — .G,) ( ;;i — -34 ) ^{Zi'-z^)(zt— Zt)\
Z\ -h iîj — Zt — -84
TABLEAU DES FORMULES
CXXXVIII (suite)
(i) [suite].
» dz
= tOj.
r'dz r'^dz 'T'dz r^'dz
Pour la détermination de /Z dans ces intégrales, voir n^ 604.
Z = z*-4-2r*(i — 2Cos*6)z*H-r* = (3*-4-2rz cos6-4-r*)(^* — ar^cos6-hr*),
.x(sin«e).
Plan des u.
Fig. E.
Plan des z,
ir3)
Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u ; dans le plan des u elles correspondent au plan des z.
Dans le plan des Zj on a omis, pour ne pas charger la figure, d'écrire p = y(-5i-h>5i) = -J-(53-+-5v)» à l'intersection de l'axe des quantités réelles et de la coupure.
Xjv/zr /
.Vz
'*• dz
dz
r'" dz 7^
'Ç' dz _ V'*'
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Cas où Z admet deux racines réelles z^ > ^v et deux racines
imaginaires conjuguées; — î— ; — > o.
I ^1 — - -Sv I 24 "^
tf, = — [(5i — 5,)« — (5i-t-5, — 2^,)(5i-*-5, — a5k)]: '24
— 2 — = -rj \^\ — ^i)\^t — ^kh
Dans les formules suivantes a>i, (oj sont formés au moyen de ei, «t» ^s comme dans les formules (CXXV), (GXXVl).
I — 0 ' dz
dz dz
(Oj-+- Ci)| '2
ti)j — U)i
cojH-Wi
X.i/zrJ
r dz _ '/*"• £/5 ^ (jjj _ (0|
r_dz_ ^ 'r*' _dz_ ■r'' ds _ .. iv/zrJ. i»/zi"^lj/zr
f' _ds r'' _dz (ua — 0),
1 iv/zrX iv^zr ■^' '
coj 4- tO|
r"" dz 'r' dz o)5-i-w,
TABLEAU DBS FORMULES.
CXXXIX (suite).
dz
dz
W3 — Wj '2£
0)3 -4- fa)| '2
(03 — tO| '21
Substitutions quadratiques dans le cas où Z est du troisième degré et n'admet qu'une seule racine réelle, Zf,
Z=za{z — Zi)(z — Zt){z — Zi)\ -^ — - >o;
9(z) = z^^iZiZ -h Zi(zi H- 53) — -1^3 = (;; — !;,)(« — j;,); (-« — 3i)(5 — ^3) </« dr
-* — ^t y/Z yjax{x — a^i)(a? — Xz)
yjaxi^x — xx){x^x^) _ (g — giX^ — ^3) v/z (-»-*.)« '
ar, = 2^1 — 5, — 53, a:j = 2î;3 — ^t— s,; Cl > ^« > ïs, ^1 > o > 373 ;
îl H-«
JTi -i- X
Sgnç(5)...
dx
^ax{x — a7i)(ar — J73)
où il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que 2 est dans l'intervalle ^[3. . .^i ou hors de cet intervalle.
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Substitutions quadratiques dans le cas où Z est du quatrième degré et admet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires conjuguées.
Z = A(z — Si){z — Zi)(z — Zi){z — Zk): z^^z^ imaginaires conjuguées.
<p (z) = (Zt -h >54 — ^1— -23) «* H- 2 (^1 Zi— Zf Z,,)z-h(Zi-^ Z^) 3, 54— («,-♦- Z^) Zi -5,.
(z — Zi)(z — zi)
dz
dx
(2 — 5i)(5-;î3) /z \/Xtx(x^xi)(x — Xt)
^\ix(x — art) (37 — 373) __ 9(^^
( ar — a:,) ( a: — 073 ) ( ;;, — ^8 )»
= (^l — -3)*a:*-h-2['2(3iZ3-4-5,54) — (5, -h ^3) ( 5j -h S*)] 27 -*- ( ;5, — Z^)«,
2 î, — 5, — ;5k 2 Î3 — Jl— J5j .
^îî— «l— -«3'
^i = ~ir 1^ r^ » ^3
•^Ct — «1 — «3
Sj -+- -84 < 5, -4- 53 ; ^i > Ca-
Sgn(p(^).
» -1 Çs -4 Çl -^- «
Lorsque ^2* ^k sont imaginaires, on doit les effacer, dans ce Tableau, ainsi que les quantités o qui leur correspondent.
Zi -\- Zj = iîj -+- Zj,
Sgn^(z)..
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CXLI (suite).
(2) [suite].
ZtZ^<iZtZi, 371=1, a^a = T- — rr;
(Zi — «4)*
ZtZk>ZiZiy ^3 = 'i ^i==7Z rTf*
^^1 — Zzr
/ I / ri = / I / ri = o»9^7o38.
GXLIII.
/dz\*
( -T- 1 = R(«) = ao«*-H iaiz* -h6atz* h-4«j«-h«*;
^, = 2aiaja3H-aoaiat— ^40} — a| — aoûff ;
(1) pp= -i— , p'ç= ! ^!-j=J ^— î;
(4) ^ = -j^zl^pu — anz^^iatz-at];
(5) — R'(-s) = ao-s*H-aaiZ -h aj = pa H-p(a H- p).
Dans ces formules la détermination de yâo est fixée arbitrairement.
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, ^ r zdz , Vax I „, '\ I - ^(a-^p)
/ON r z'^dz r zdz - ^, V».
(3) ao / -7== -+-7-ai / -== =c''-a,a — ÇCuH-t') — Ça;
/ . N /• «• ^5 _ r z'^dz - r zdz . ,1 /TTT — -
"~ J v/RcT)'
ao(r -+- 2)Jr+3-*- îi(ar H- 3)ai J^+i-?- 6(r -+- 1) ai Jr+i
H-i(2r-H r ) a, Jr -h ra* Jr-1 = -5''v^H(z);
-s = - ; R|(^) = «*ar* -+- 4aja:' -hôaja?* -^ 4ûtia?H-ao;
/6?« _ r x''dx zr v/R(>~) ~ J /RlT^) *
Dans ces formules, r est un nombre quelconque; c, c', c", c" désignent des constantes arbitraires.
agi iiel — gt agi \iel — gt > • /»
d(k*) A» — A«+i 3 jg-.
(îi)
3aÇ^ = 9«-3'-a-6«-,r,a, 64Ç ^ = <g-?a,i- iS^-.tla.
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CXLV (suite).
^^ ' ir . ' T? ^K' __}__U' ' p/
ax 2x 2x(r — x) ax 2(1 — x) 2x(i — x)
(4) |^=_i_K-H-LE, ^' = ^_ K'- -pl-^ E',
' ' ax 'ix 2x ax 2(1 — x) a(i — x)
dZ'(o) _ 11 [Z7o) ~x]« ^
Dans les formules (4-^)) ^ désigne la fonction x(x) de la variable x.
B = 2- » g-ïT ^^^, c = -?- (y- !)->/• *,
V <^*A ... -, <JA
,6g ^ = l^.tf- |<f3«o-'+ [Uî«' + U3] *;
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CXLVI (suite).
64Ç^ =(i25'tî; — i85'jw)p'-^a4^«P*-"365',p — 4<rî;
32C,' ^ = [-9^,UH-6^,Î] 5i« -^ [9^3- 6^,(ca-^P)]?o«;
3îàg^=[i^îii-9^.î]«;o^[i^î-9^.(e«-^P)]U, 3aS^ = [-9^3«H-6^,î]Ç'«o-+-[~9^3-*-6^,(c«-+-p)]Ç«;
3aS5^ = [Î^ÎM — 9^3!;]5pY-^95'8(«y — cp)5pr'
, .dsn(u) r _,,„, ô'imI ,
(8) ^ j.x(,-x)-^^ = [«Z'(K)-gL^Jcn'«,
d dn(u)
(9) ^^T-^^ = — 7^ ^ rMZ'(K)Z'(a) — xcn*aZ(a) + xsnacnadnttl
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Détermination de la fonction inverse de pu au moyen des formules CXXVIII et CXXIX.
Reprenons toutes les notations et conventions du Tableau (CXXVIII), sauf celles qui concernent la détermination de ^i — zj, -r log(zo-+- «V'~ -^j), que, dans cette Note, nous fixerons comme il suit :
Dans le plan de la variable Zq, du point o comme centre, avec un rayon
égal à ï» décrivons un cercle, et pratiquons à l'intérieur de ce cercle
Po
deux coupures allant respectivement des points + i, — i aux points 9 — 7-ô~i* I^ans Taire intérieure au cercle modifiée par ces coupures,
regardons la fonction v^i — z^ comme ayant sa partie réelle positive, et la fonction -rlog(-5o-+- ** y^i — -sj) comme ayant sa partie réelle comprise
entre — ir et ir. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords des coupures, sont données par le Tableau suivant, où les radicaux et les logarithmes sont réels et positifs :
Coupure de gauche.
Bord supérieur. . . -^i^zl — i, t: — «log( — Zq -h /«J — i). Bord inférieur — «V-^o — h ir-+- i\o^{— Zq h- /^J — i).
Coupure de droite.
Bord supérieur. . . — i^zl — iy — *log(zo-+- ^^î — 0»
Bord inférieur ■+■ i\/zl — i, -+- Uog(-8o-f- /-«î—- 0-
Pour Zq réel, compris entre — i et -h r, la fonction -r log(zo-f-iV" — *î) coïncide avec la fonction arc cos^ définie comme étant comprise entre o
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et TT. Dans l'aire du cercle, modifiée par les coupures, cette fonction est holomorphe, ainsi que la fonction
et que la fonction
2X(p*)iogU-hiv/7^r^ _3yi-^«s
/pv/ei — e,(i-+-x)* PV^êi— £3(1-4- X)*
puisque Sq est une série entière en z^^ convergente dans le cercle et sur sa circonférence. ?fo«s désignerons par F(^o) 1^ second membre de cette
formule, où il est bien entendu que /i — zl et -r log(-So-f- i^i — zj) ont
le sens qui vient d'être précisé. Si l'on regarde alors ^o comme la fonction de pqui a été spécifiée dans le Tableau (CXXVIII), u = FUo) devient une fonction de p que nous désignerons par ^py, en posant p =y\ cette fonction est parfaitement déterminée pourvu que la partie réelle de Do ne soit pas nulle, et l'on a identiquement p((ipy) =^. Les trois équations concordantes
établissent une correspondance entre les trois variables Zqj j^(ou p), z^, correspondance qu'il est aisé d'approfondir dans les quatre cas du Tableau (CXXIX) (yj, y» réels). Dans le premier de ces cas, la fonction ap/ coïncide avec la fonction argp^ défînie au n* 591; il aurait été facile d'établir la coïncidence entre les fonctions ûpy et argp^ (n^ 594) dans le troisième cas.
Quoi qu'il en soit, dans les quatre cas du Tableau (CXXIX), par les formules précédentes, au cercle et aux coupures du plan des Zq correspondent, dans le plan des^, un système de coupures rectilignes ou circulaires qui passent par les points £}, ej, Sj et, dans le plan des a, le contour d'un rectangle égal en surface à la moitié d'un parallélogramme des périodes et symétrique tantôt par rapporta l'axe desquantités réelles, tantôt par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. Sur le contour de ce rectangle se trouve le point o qui correspond au point 1 du plan des Zq et au point x du plan des^'. Aux points intérieurs de ce rectangle correspondent d'une façon univoque les points du plan des ^ non situés sur les coupures et les points du plan des Zq qui sont intérieurs au cercle sans être situés sur les coupures. Quand le plan ^ comporte des coupures circulaires, elles sont situées sur le cercle de centre Si qui passe par les points ei, £3.
Les figures schématiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre cas, cette correspondance. Pour plus de clarté on a sépare les bords des coupures et l'on a entouré les points critiques d'arcs de cercle infiniment petits que l'on regardera comme continuant les bords des coupures. Dan< le plan des ^0? S" cercle infiniment petit décrit du point i comme centre,
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correspondent approximativement dans le plan des u un demi-cercle infiniment petit décrit du point o comme centre, et, dans le plan des y, un cercle de rayon infiniment grand, que Ton regardera comme embrassant tout le plan et dont on n'a figuré que Tamorce, vers -4- oo, ou — oo, suivant les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des aires simplement connexes qui se correspondent point par point et où les fonctions F(2o)i ^Py^ P^ ^0°^ respectivement holomorphes. Une flèche indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, db 00, o, suivant qu'il se meut dans le plan des Zq, des^, ou des u, pour suivre dans le sens direct le contour qui limite Taire considérée sans jamais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se correspondent. On n'aura dès lors aucune peine à distinguer la correspondance entre les bords supérieurs et inférieurs, extérieurs ou intérieurs, des diverses coupures des plans des Zq ou des y et des diverses portions du contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du plan des Zq, on a employé, pour désigner les points remarquables de la Ggure relative à ce plan, les mêmes lettres, placées entre parenthèses, que pour le plan correspondant du plan des^; on a répété ces mêmes lettres placées entre crochets, à côté des points correspondants du plan des u.
T. et M. — IV. II
C;>o; £i>o^e2>s,; ^i > o, Ys il.o.
[Voir CXXIII et CXXVIII, cas I.J
Plan des u.
Plan des -s».
..(u, -f'jij
Plan des y.
-oo
Ta ♦
t' est de signe contraire aux coefficients de i dans y et dans ^o* A deu\ points ^ dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points z«. ou deux points u, symétriques par rapport aux axes des quantités réelles. Au cercle du plan des^ décrit de £| comme centre avec un rayon k'{Lx — ej). cercle par rapport auquel les deux points ej et £3 sont symétriques (n** 5^).
correspondent dans le plan des ^, le diamètre qui va du point — - au
point |^> et, dans le plan des a, le segment qui va de -^ — ^ u>s a coj.
Au segment indéfini du plan des y qui va de £1 à -4- x correspondent, dans le plan des >s, le segment qui va de (£1) à -H 1, et, dans le plan des <£, le segment qui va de o à (Op
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[Voir CXXIV et CXXVIII, cas V.]
Plan des z^.
Plan des y .
-♦-oo
Po Po
/*/a/i rfe* M.
/ a le signe du coefficient de i dans^ et le signe contraire au coefficient de i dans .Sq. A deux points y dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points z^ d'affixes conjuguées et deux points u symétriques par rapport à Taxe des quantités purement imaginaires. Au cercle du plan des^ décrit de £3 comme centre et par rapport auquel les deux points Sj, £2 sont symétriques, correspond, dans le plan des z^^ le diamètre qui va
du point Q- au point — q" > ^^i dans le plan des w, le segment qui va de
po Po
— wj 5 à wj ^ • Au segment indéfini du plan des y qui va de — »
à £3 correspond, dans le plan des z^^ le segment qui va de 1 à (£3)^ et, dans le plan des m, le segment qui va de o à — (03.
[ Voir CXXVI et CXXVIII,
cas IV. ]
Plan des m^.
Pian des y.
-oo
?, = aang|^,
( m' ) = col f ,
(c,) = ICOl^,
P/a/i des u.
a i sin ^
— cot -J »
= — « cot
fc«j(;<-i*<-3
[^^3 ry K
jC^i-Ouj) •*>. 5<t».j*3'j#.)
U = (Wj-h Wj) ^4- - (coj — W|)^; o<^<i, — i<r<i
t' est de signe contraire au\ coefficients de i dans^ et dans ^o* A deu\ points j^ dont les affîxes sont conjuguées correspondent deux points ^ ou deu\ points u symétriques par rapport au\ axes des quantités réelles. A deux points y de même affixe, mais situés sur les deux bords d'une coupure circulaire allant de ni à Zy ou à £], correspondent deux points ^o ^y~ métriques par rapport à J*axe des quantités purement imaginaires et deux points u symétriques par rapport à coi ou à C03. A la partie non figurée du cercle du plan des^, de centre et, qui va de ei à &), correspond, dans le plan des ^o> 1^ diamètre qui va de (si) à (ej), et, dans le plan des u, le segment qui va de (i>i à la^. Au segment indéfini du plan des ^, qui va de E, à -h 00, correspond, dans le plan des ^o^ '^ segment qui va de (&«)à i. et) dans le plan des a, le segment qui va de coi + co] à o.
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[Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV.]
Plan des z^.
Plan des y.
p, = ïtang|,
( m ) = cot 7- »
(p ( e, ) = — « cot y- »
— cot 7 >
ICOt y,
Plan des u.
ey ^
Jttur3<u,) ûttrcuj
.fcbl
< est de même signe que le coefficient de i dans j" et de signe contraire au coefficient de i dans Zq. A deux points y^ d'affixes conjuguées, correspondent deux points ^o symétriques par rapport à Taxe des quantités réelles et deux points u symétriques par rapport à Tune des quantités purement imaginaires. A deux points^ de même afdxe, mais situés sur les bords opposés de la coupure circulaire allant de /n à £| ou à 63, correspondent deux points Zq symétriques par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires et deux points u symétriques par rapport à (Oj ou à — fos. A la partie non figurée du cercle décrit de &s comme centre dans le plan des j", allant de £i à £3, correspond, dans le plan des Zq, le diamètre qui va de (si) à (£3), et, dans le plan des u, le segment qui va de cui à — u)j. Au segment indéfini du plan des y qui va de — oc à Ej correspond, dans le plan des Zq^ le segment qui va de 1 à (sj), et, dans le plan des a, le segment qui va de o à a>| — (03.
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Le lecteur trouvera dans le texte, au Chapitre IX, tout ce qu'il faut pour établir ces divers résultats qu'on a cru pouvoir ici se contenter d'énoncer.
Il observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction ^ l\y^ — g^y — g^ assujettie à être positive pour un point d'affixe très grande et supposée, s'il y a une telle coupure, sur le bord supérieur de la coupure rectiligne qui va vers -h x, est holomorphe dans le plan des y limité par les coupures indiquées. Dans ces conditions on a, en deux points correspondants,
et, en supposant que le chemin d'intégration ne traverse aucune coupure.
•^' dy
"pri — «p^o =
gty — gt
ET A LA MÉCANIQUE
§ I. — Longueur d'un arc d'ellipse.
647. Soient a et b les demi-axes de l'ellipse; supposons a^ b. Nous prendrons, pour origine des arcs s de l'ellipse, l'une des extrémités de son petit axe et nous orienterons l'ellipse à partir de cette extrémité dans un sens déterminé arbitrairement choisi. Si l'on met les équations de l'ellipse sous la forme
X = asnuj y = b CTïUj
en se réservant de choisir convenablement le module A*, et si l'on fait varier le paramètre u de o k K, on obtient la longueur / du quart de l'ellipse. Soit s la longueur de l'arc de l'ellipse correspondant à une valeur de u comprise entre o et K; si l'on désigne par ds la différentielle de cet arc, les formules (LXVIII), (LXIX) donnent la relation
ds^ = (a'cn'adn*M -h b^sn^udn^u) du* = a^dn^ul i — sn^ujdu'^,
que l'on peut écrire, en prenant pour le module k Vexcentricité de l'ellipse,
ds* = a*dn>u(i — k- sii*a) du* = a* dn*a du*; T. et M. — IV. 13
jf)8 PONCTIONS ELLIPTIQUES.
on a donc
s — aj dn^udu, l = a j dn^udu,
La valeur de la dernière intégrale se lit immédiatement sur la formule (Cllg); on a donc
La valeur de s résulte, dans tous les cas, de la formule (CXVi), d'après laquelle
on en déduit immédiatement, en tenant compte de la formule
(LXXlXi), la relation
que l'on peut aussi écrire (CIIi^s)
C'est ce problème de la rectification d'un arc d'ellipse qui a servi de point de départ aux recherches de Legendre sur les fonctions elliptiques; le nom même de fonctions ettipliques, d'abord employé pour désigner les intégrales elliptiques, en lire son origine.
LXXI,,C1I
et l'expression de s pourra être mise sous la forme (CII-), (LXXVIIIO,
qui convient au calcul. On fera usage des Tableaux (CXXIII) ou (CXXIV), suivant que a^ est plus grand ou plus petit que 26^. Pour k^ petit, on a, en négligeant k*^
— = u k^l u sin2u).
§ II. — Longueur d'un arc de lemniscate.
649. L^équation de la lemniscate rapportée à son point double comme pôle et à son axe comme axe polaire est, comme on sait,
/•> = a' COS2O;
on en déduit immédiatement pour la longueur ds de Tare élémentaire de cette courbe, la relation
I — 2Sin*0 2 I — J sin«\j/
en posant
r = acos^f V^2 sinO = siinj^.
Convenons de prendre tous les radicaux avec leur détermination arithmétique; convenons aussi de prendre 5 = 0 et ^ = 0 pour Q=:o; on a alors pour la longueur / du quart de la lemniscate et pour la longueur s d'un arc quelconque de la lemniscate plus petit que /, compté à partir de l'extrémité de son axe, les formules
on a, de même, pour la longueur / — s d'un arc quelconque plus petit que / et compté à partir du point double, les formules
OÙ l'on a posé
^ ~" /•* ^ cos*«j; ~" COS2O
De ces formules on déduit, pour
cj = î, e2 = o, e3 = — I, gl='^, ^3 = 0, A* = i,
les relations
§ UI. — Aire de rellipsolde.
Soit
X^ yt Z^ ^ -
l'équation de Tellipsoïde rapportée à ses axes. Groupons les points de la surface où la normale fait un même angle avec Taxe des z ; à cet effet, posons
on voit immédiatement que tous les points envisagés se projettent orthogonalement, sur le plan des xy, suivant une ellipse de demiaxes,
L'aire intérieure à cette ellipse est égale à où l'on a posé, pour abréger,
donc l'aire de l'anneau elliptique compris entre les deux ellipses qui correspondent à r et à v -\- ds^^ est égale à
Tzab -7- av\ dv
l'aire de la partie de la surface du demi-ellipsoïde qui se projette orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par suite, égale à
T^abv -7- dv\ dv
donc eofin Taire S du demi- ellipsoïde est égale à
= Tzab j
dk. ^ dv
Pour effectuer l'intégration, posons
^ = ?xo(w);
alors à la limite v=.co correspond la valeur u =.o\ nous spécifierons tout à l'heure la valeur u^ qui correspond à la limite d'intégration (; = I . Si nous choisissons e\^ e^, e^ de façon que l'on ait
^|A — «x = '— ^' ^v-^x = '— Ji'
on devra prendre [x=i, v = 2, \ = Z pour avoir ei >> e^ >> e-^. Dans ces conditions, on aura
Quand a varie de o à (o,, \zq{u) varie de + co à ^e, -^ ^3 < i ; on prendra pour £/| la valeur de u comprise entre o et i pour laquelle on a
pw, — 63 = 1, pa,— ei=— , P"i — «2 = ^> '^"*~'""â6'
valeur pour laquelle i^» = Ç3q(m) est effectivement égal à -f- 1 . On a d'ailleurs
/ V ^-r- dv = Xv — / A c^i' ;
en faisant dans l'intégrale indéfinie j Adi^ la substitution ^ = i8o(")j on trouve de suite
j A dv = j (Ci -\- i — p u) du = (Ci -h i) u -h l^u -h const.
On aura donc
dK 0
la quantité entre crochets est une fonction impaire de u ; si l*on développe suivant les puissances ascendantes de u, on reconnaît de
suite que les termes en — disparaissent, en sorte que cette fonction
est nulle pour w = o; d'autre part, ÇJoC"») ^" P"» — ^s ^-^^ ^S*' à I ; on a donc finalement
§ IV. — Pendule simple.
652. Considérons un point pesant, de masse égale à 1 , assujetti à se mouvoir sur un cercle de centre O, de rayon /, situé dans un plan vertical. Si Ton rapporte, à un instant quelconque ^, la position de ce point à deux axes Ox^ O5, dont le premier est horizontal dans le plan du cercle, le second dirigé suivant la nadirale, on a immédiatement les relations
dx^ -h dz'^ a:* -4- >5î = /*, V* = ^— = *igz -\- h,
dont la seconde exprime Tintégrale des forces vives; V désigne la vitesse du mobile à Tinstant /, g Taccélération de la pesanteur et h la constante des forces vives. On en déduit sans peine que z vérifie l'équation dilTérentielle
où les racines du second membre sont en évidence. En affectant de l'indice o les valeurs des variables à l'époque ^ = o, on a
o.sr ' o.g
La racine du second membre de l'équation difTérentielle.
toujours inférieure à /, peut être comprise entre /et — /ou être
plus petite que — /; puisque 2gZQ -H h est positif, 5, dans le premier cas, oscille entre /et : le mouvement est alors, comme
on sait, oscillatoire; dans le second cas, z est compris entre / et — / : le mouvement est tournant. Nous excluons le cas où, h étant égal à 2gl, rinlégralion peut s'effectuer parles fonctions élémentaires; dans les autres cas, z peut toujours atteindre la valeur /, et nous conviendrons de prendre Torigine du temps à un instant où z est égal à /.
653. Pour ramener Téquation différentielle à la forme normale nous ferons la substitution
9jl _h^
elle prend alors la forme
(j^j =4(z — ei)(z — e,)(z — <?i);
les racines ^i, ^2, ^3, supposées telles que Ton ait ex> e^> ^3,
correspondent aux quantités — /, > / rangées par ordre de
grandeur croissante, puisque z et z varient en sens contraire ; dans tous les cas / correspond donc à e^. L'intégrale de l'équation différentielle est
en désignant par X la constante d'intégration; pour / = o, :? doit être égal à / et z à ^3 ; X doit donc être congru à (O3, modulis 2 (o, , 20),; rien n'empêche de supposer A r= 0)3, ce que nous ferons désormais.
Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas.
1" Mouvement oscillatoire. — On suppose
on a alors
'-U'-ii)' -é- '—M'-^y *-J'('-A)
puis, en se rappelant que z est égal à pit-ho)^)^ en utilisant les
formules (L1X),(LX), (LXI) eten posan* pour abréger 11 = ti/^^
ff
[p(/-HW3) — 63] = f (/-+-.;^]5îs« = 2/A-«sn»ii,
/-t-^ = — — fp(/H-t03) — ei] = 2/5îji = 2/cln*a, o
j- = //» — 5* = v/a^^ -1- a ?o3 < $js ^ = 2 //: sn u dn m, V* = 9. £^z -r- h = i k^ gl cn^ u, v = 2 A: ^gl en a ;
pour déterminer le signe de la valeur de x, on a fixé le sens des x positifs de façon que V© soit positif; k est la racine carrée positive de A'^.
Si Ton désigne par 0 fangle que la tige du pendule fait avec la nadirale, en sorte que ^ soit égal à /sinO et 2 à /cosO, les formules précédentes fournissent immédiatement celles-ci :
/rr
sin - = A- sn u, cos - = dnu, u = /â/-,
sur lesquelles le caractère oscillatoire et les propriétés de symétrie du mouvement se lisent si facilement qu^il nous paraît inutile d\ insister; notons seulement que les positions les plus basses du mobile (:; = /) correspondent aux instants
t — 'ànKi/ .
V = — —.\ correspondent aux instants
en désignant par n un nombre entier, que la durée d'une oscillation complète est
T-. 2Ki/-,
que l'angle entre la nadirale et la lige du pendule dans sa {3osition
la plus haute n^est autre que la valeur a de Q pour u==K.', on a donc (LXXII)
sin - = A\ cos - = k', 9. 1
Pour les applications numériques on utilisera les formules (CXXIII) ou (CXXIV) suivant que h est négatif ou positif. Si II est très voisin de — igl ou de 4- 2^/, on pourra se servir des formules
(CXXIf,o) ou (CXXIIh).
2" Mouvement tournant, — On suppose
on a alors
6/* it^\ hgj il^\ bgj A* 'il\ igj
puis, en posant cette fois
"-[/M'-êi)-
on trouvera
l-z= -y [p(/ -f- tuj ) — es] = I ^/ -I- — ^ ÇJ 3 / = 2 / sn« a, o
a: = -2 / sn u en a, ^ ~ 7, V^^^ ^^" **»
sin - = snw, cos - = cnu, 0 = '^aiiia. •2 2
Le caractère tournant et les propriétés de symétrie du mouvement se lisent immédiatement sur ces formules; la durée d'une révolulion complète est donnée par la formule
WU-^)-^-.
§ V. — Pendule sphérique.
654. Soient X = rcosh, y = rsinO, z les coordonnées d'un point pesant assujetti a se mouvoir sur 11 ne sphère de rayon / dont le centre est à Torigine des coordonnées; Taxe des 5 est dirigé suivant la nadirale. Soient v la vitesse du mobile, g l'accélération de la pesanteur, c et h les constantes des aires et des forces vives; les intégrales des aires et des forces vives
et Téquation de la sphère H -+- 2^ = /^ fournissent immédiatement la relation
dont nous désignerons, pour abréger, le second membre par ^( z).
Convenons d'affecter de l'indice o les valeurs des variables pour / = o. Excluons le cas où c serait nul, le mouvement étant alors le même que celui d'un pendule simple, et le cas où f{zo) étant nul, Zq serait racine double de «p(5), le mobile décrivant alors d'un mouvement uniforme le parallèle sur lequel il se trouve d'abord.
Dans le cas général où nous nous plaçons, ^{zq) est positif ou nul et, s'il est nul, ^{z) est positif pour des valeurs de / un peu plus grandes que o; la substitution dans cp(2), à la place de z^ des nombres — 00, — /, Zq, /, -f- oo montre ainsi l'existence de trois racines réelles a, 6, c placées comme l'indiquent les inégalités
l'une des racines a, h pouvant être égale à Zq, De l'identité
{•igz '\- h){l^ — z"^) — c"' = — 'ig{z — a) {z — b ){ z — c )
on déduit d'ailleurs les relations
Il hl* c*
a -h 6 -r- c = > ab -\- bc -i- ca = — /*, abc = 1- •
Comme o et h sont compris entre — / et 4- /, l'expression
— ab — /-, donc aussi [a -4- 6)c, est négative, en sorte que, c étant négatif, on doit avoir (*)
655. Dans Téquation diflférentielle que vérifie z^ faisons la substitution
de manière à obtenir une équation différentielle de la forme
\Ji) =4^'~'^«^""<^3 = 4(z — ei)(z — e,)(z — ej),
les racines ei, ^2, Cj, supposées telles que Ton ait ^i }> ^2 !> Cj, correspondent respectivement à c, 6, a, puisque ^ et z varient en sens contraire, et Ton a
^* ~ 67* (^-^^"■'^^)^ et — e^= ^(^"^)»
L'intégrale générale de l'équation différentielle est
\ étant une constante arbitraire. En prenant, pour origine du temps, l'un des instants où le mobile est sur le parallèle z=^ a, on a
on en déduit que J>(a) est égal à ^3 ; X devra donc être congru à Wj (modulis 2 0)|, 20)3) ; nous prendrons X = 0)3. La solution de l'équation différentielle en z est
(') Kotr pour la discussion, le Traité de Mécanique de M. Appell, t. I, p. 4^5.
656. Avant d^aller plus loin, il convient de faire quelques observations concernant les données. Si, outre ^et /, on regarde z^ ou a comme une donnée, les deux constantes A et C ne sont plus indépendantes et Ton doit supposer c^ égal à rjvj, c'est-à-dire à
rl(2ga-^ A), d'où
sous le bénéfice de celle supposition, Inéquation ^(z) = o admet la racine a; en la débarrassant de cette racine, on trouve, pour l'équation que doivent vérifier 6, c, l'équation
dont on aperçoit de suite que les racines sont réelles et séparées par le nombre — a; mais a devant être, par hypothèse, la plus grande racine de ^(^), on doit avoir
le cas limite où C^ serait égal à ^-^ correspondrait au cas limite
où a serait une racine double. La quantité C, que l'on peut évidemment supposer positive, peut prendre toutes les valeurs de
rji/- à H- oo; toutes les constantes du problème dépendent alors de C. Une discussion élémentaire montre facilement que C augmentant de / i! i /- à 4- 00, b décroît de a à — a et c de — ^L-lt — à " V ^ '^^
— 00; A*2 = croit de zéro insqu au maximum - - — - —
qu il atteint pour c =: I / -» puis décroît jusqu a zéro;
K et y varient dans le même sens que A'^, K de - à f' et qr de o à o;
K' varie dans le sens contraire de -f- oc à -f- oc. Le sens de la variation de
avec c n'apparaît pas immédiatement; mais il est clair que lorsque C
a dépassé la valeur i/ > co, décroît et tend vers o quand
C augmente indéfiniment ; au reste il est aisé de trouver des limites supérieures de (i>| en se servant par exemple de la relation
K < —77 (n" 538) ; on trouve ainsi
Lorsque k^ est très petit, c'est-à-dire lorsque C est très voisin de r\ l/- ' ou très grand, on peut se servir des formules (CXXII).
On peut écrire aussi
z — a — = — (« — o) sn»('2Ki-),
g pt — e:^
z — b= — (e, — ^3)^- = (a — 6.)cn*(2KiM,
g pt ^Ci
z — c= — (gi — ga) ^[~^^ = (rt_c)dn«(2Ki^),
où l'on a posé c = — • Les valeurs ainsi trouvées pour z sont
réelles, quand t varie de — oo à -f- oo. Quand le point t parcourt dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, 0)4, ci)| + (1)3, (1)3, on sait que pi varie en diminuant constamment de -f-oo à — 00; on conclut de là et des formules précédentes que z va en diminuant constamment de a(/ = o) à 6(^ = (i>i), purs à c{t = co< 4- (03), puis à — Qo{t = (1)3); là il passe brusquement de —^00 à -}- 00 et revient, pour ^ = o, à la valeur a. Les mêmes résultats peuvent d'ailleurs se lire sur la seule formule
z^a = [p(/-f-ci>3) — ea],
en suivant le chemin que parcourt le point t + (1)3, ou le point i — (1)3 qui fournit pour t la même valeur; dans ces conditions p(^t + (1)3) va constamment en augmentant, en passant toutefois de + cx> à — 00 quand t atteint la valeur (03. Il suit de là que z atteint les valeurs — /, 4- / pour deux points ^2» ^1 situés le premier
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entre (Oi et coi -\- (1)3, ie second entre (03 et o)| ; on a, en ces deux points ^], 1.2,
/-+-a= -- [p(<î-4-Wj) — ej], p(/2^-ct)3)= ^ >
658. Ces valeurs /1, /:2 vont intervenir dans ie calcul de 0, et il importe de donner le mojen de les calculer avec précision. Observons que Ton a, quel que soit t^
et que f{z) se réduit à — c^ quand on suppose / égal à tt ou à i^ ; on a donc, pour ces valeurs de /,
ifirc
d'ailleurs quand t décrit le segment (o, . . «coi 4- 0)3, p(i 4- CO3) va en augmentant; si donc on pose pour un instant / = cO| -f- i\ la dérivée, par rapport à la variable (réelle) \ de la fonction (réelle) p(o)| + (1)34- )./) sera positive pour les valeurs de X comprises
entre o et -r-; on aura donc
et, par suite.
de même
fj)'(7j-+-a>3)> 0
,,7/.+co,)=-;^^
On a ainsi tout ce qu'il faut pour appliquer les formules (CXXVIII) et calculer, si Ton se donne les éléments numériques du problème, les quantités /| -h ^3, /a H- (1)3 à des multiples près des périodes, c'est-à-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambiguïté.
639. Remarquons, en passant, que les deux valeurs C^ 4- wj, — 1-2 — W3 font acquérir à la fonction p' t la valeur -^i la fonc-
APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE ET A LA MÉCANIQUE. l8l
lion p'/ — ;-y^ est une fonction doublement périodique de /, du
troisième ordre, avec o pour pôle triple; la somme de ses zéros devant être congrue à la somme de ses pôles, on en conclut que son troisième zéro est /^ — f\'y en d'autres termes, on a
On peut évidemment poser t^ — /| = coi -h /A, X étant une quantité réelle comprise entre ^ et -:^ ; la formule précédente montre
que X est positif: en efiel, la dérivée, par rapport à la variable (réelle) \ de la fonction (réelle) j)((i), -[- A), c'est-à-dire /p'(^>i -\- A), est de signe contraire à X, puisque p(ci>|-f- A) décroît quand X
croît de o à -7^ et croît quand X croît de ^ à o; or, d'après la
formule précédente, /p'((i), -|- /X), c'est-à-dire ip'{t2 — <i), est
négatif. Ainsi X, c'est-à-dire -r (^2 — ^i — ^i)» est compris entre o
11 va sans dire que l'expression de p'{f2 — ^i) aurait pu être déduite, parles théorèmes d'addition, des expressions de p(/i -+- (03), p(t2-\- o)s), p'{ti -4- W3), J>'(^i-t- W3). Voici quelques formules obtenues par cette voie et qui pourraient servir pour le calcul de /i , /a :
Pifi-^ft)-- ^^^77 ' p\t,-^(,)= .^, »
Pift—fl)=-^fiy P{ti-h)= .^^3-
660. L'expression de p'(/| 4- ^2) montre que /|-i- /a ala valeur w, pour hl^= C^, c'est-à-dire pour c-= - gl'^r^j valeur dont on reconnaît de suite qu'elle est plus grande que la limite inférieure de C*-* et plus petite que la valeur de C'' qui rend A'-* maximum. Pour cette valeur particulière, on se trouve dans un cas signalé par M. Greenhill, où les formules se simplifient notablement;
( ' ) Les valeurs des fonctions sn, en, tin, pour les valeurs de v qui correspondent à < = /j ou / = ^2 se déduisent très facilement des expressions de ^ — a, ^ — 6, z — c, et l'on a, dans tout ce qui précède, tout ce qu'il faut pour la détermination des signes.
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d^abord b est nul, en sorte que le mobile reste compris entre l'équateiir de la sphère et le parallèle z = a; on a ensuite
Lorsque C^ est compris entre -gr^ et -g^^/'J, b est positif et ip'{ti'{- ti) est négatif; c'est le contraire lorsque c dépasse -gl^rl; on a, suivant les deux cas,
/| -4-(/t — toi) < w.
661. C'est surtout en vue de la détermination de 0 (ou de x^ y)
que nous avons calculé les valeurs de p(ti -\- (03), p^{tt -+- CO3),
On a
d'où, en tenant compte des formules
/ — 5 = (/ — «)~-(5 — a)= — (p('-+-wa) — P('i -Hto,)],
l ^ z = {l ->r a) -\- {z -k- a) = [p(/-+-o)3) — j)(/j -hco,)],
qui résultent immédiatement des valeurs de / — a^ l -{- Uy z — a^ que les précédents calculs mettent en évidence,
dh dt
et en décomposant en éléments simples, ou, ce qui revient au même, en utilisant la seconde formule (CIII|), les expressions
de p'(^i-t-o)3), p'('2 4- <A>3), ainsi que les formules (XIl4^5),
En intégrant et choisissant la constante d'intégration de façon que 6 s'annule en même temps que ^, on a
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d'ailleurs, à cause des expressions de / — Zy l-\-z que l'on a écrites plus haut et des formules (VIIi), on a aussi
r._(/-.)(/-+-.) = --^^,-^^ CJ t Cî /, CJ t,
donc
ou, en extrayant les racines carrées et choisissant le signe de façon que Ton ait r = r© pour ^ = o, 0 = o,
662. Cette formule montré que x-\- iy et, par suite, x eiy sont des fonctions univoques de t, La forme même àe x -\- iy montre que c'est une fonction doublement périodique de seconde espèce; c'est le produit d'une exponentielle par la fonction
dont les multiplicateurs [jL|, u.3 relatifs aux périodes 2(0|, 20)3 sont respectivement
On pourrait prendre pour l'élément simple relatif à la fonction a: 4- *y la fonction
et transformer l'expression de ^ 4- y^ en la décomposant en éléments simples (n° 367).
Nous nous bornerons à quelques remarques relatives à la fonction y(^), qui ne sont d'ailleurs que l'application des observations faites au n° 372. D'après ce qui a été dit plus haut, t^ -\- ^2 est de la forme C0| 4- awa, a étant un nombre réel compris entre o et 2; si l'on considère la fonction doublement périodique de seconde espèce
T. et M. — IV. i3
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aux périodes 2(i>i, 2 0)8, sont respectivement ^"""'^', e'^'; si, par conséquent, a est de
la forme —» p eiq étant des entiers premiers entre eux, [^(/)]^^ sera une lonction doublement périodique ordinaire ; il en sera de même de l'expression
que Ton pourra obtenir sous forme explicite par la méthode de décomposition en éléments simples; elle admet le pôle unique ois, d'ordre de multiplicité \q. Gomme on a donné plus haut l'expression de p[t^ + ^2)) d'où il est aisé de déduire celle de J3(acoa), on voit le moyen de déduire l'équation algébrique que doit vérifier
la constante C pour que a ait une valeur donnée -9 de l'équation
algébrique que vérifie p ( - 0)3 j > équation algébrique qui sera étudiée plus tard. Nous nous contenterons de ces indications sommaires sur un sujet qui se rattache d'ailleurs à la théorie des intégrales pseudo-elliptiques, que nous n'avons pas abordée; le cas simple où a=:i sera traité explicitement un peu plus loin (*)•
En posant
V = » iri = , - -h «ri = y
de façon que les quantités réelles /'i, r-2 soient positives et plus petites que A> les formules de passage des fonctions cS* aux fonclions Et fournissent immédiatement les formules
où l'on a posé, pour abréger,
( ' ) Voir Greenhill, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad. par Griess, Chap. III; voir aussi, pour le cas où oc = i, le Traité de Mécanique rationnelle de M. A.PPELL, t. I, p. 494»
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On peut faire sur ces expressions de .3 — a et de a: -j- iy^ qui spécifient le mouvement du point x^y^ z et qui sont appropriées au calcul numérique quand on se donne les éléments numériques du problème, quelques observations faciles qui se feraient d'ailleurs tout aussi bien, le lecteur ne l'ignore pas^ sur les équations différentielles du mouvement.
L'expression de 5 — a montre que les valeurs de z se reproduisent quand on remplace v par sf-\-\\ dans les mêmes conditions ^ + «y se reproduit multiplié par le facteur e'^, ainsi qu'il résulte des formules (XXXIV) ou de ce que l'on vient de dire sur le caractère de la fonction x -^ iy\ lorsqu'on a la position M du mobile à l'instant t^ il suffit donc, pour obtenir sa position à Tinstant ^-f-2(0|, défaire tourner le plan M0.3 d'un angle égala A autour de l'axe Oz; la périodicité du mouvement est ainsi bien mise en évidence et il est clair qu'il suffira d'étudier le mouvement de / = o à ^ = 2C0|. Il suffit même de l'étudier de ^ = o à / = a}|, car à deux valeurs de t également éloignées de C0| correspondent deux valeurs de v de la forme \ — ^^j ï H- ^^^ dont la somme est égale à i, et, par suite, les valeurs de z que l'on obtient sont manifestement égales, tandis que les valeurs de j; + ry s'obtiennent en multipliant un même nombre
par deux nombres imaginaires conjugués
les deux positions correspondantes du mobile sont donc symétriques par rapport au plan qui passe par l'axe des z et la position M| que le mobile occupe à l'instant ^ = (1),, (i; = l). Ce point Ml est la position du mobile pour laquelle z est minimum; ses coordonnées sont données par les formules
le coefficient de e ^ * '^ est manifestement positif : c'est le rajon
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vecteur r< de la projeclîon du poinl M| sur le plan des xy\ il est
facile de vérifier qu'il est égal à sj l^ — 6*.
L'expression de a: H- y^ met en évidence que Tangle polaire de la projection du point M| est, à des multiples prés de 2 7c, égal à it -}- ^A, en sorte que la courbe décrite par l'extrémité du pendule
est fermée, ou non, suivant que -A est un nombre rationnel ou
irrationnel. On verra plus loin que tî -i- ^ A est l'angle dont tourne effectivement le plan MO^ autour de l'axe O^ pendant que /croît de o à (Oi, et non cet angle augmenté d'un multiple de 2ir; mais ce qui précède suffit à montrer l'intérêt qui s'attache à la constante réelle A dont il convient de dire quelques mots.
On peut mettre A sous la forme
r^ et 7*2 sont positifs et plus petits que — .; il en résulte que dans
l'une et l'autre des séries chaque terme est positif; r2 étant plus grand que ri, on conçoit que A soit négatif, et c'est un point que Halphen a établi par une analyse intéressante que, toutefois, nous ne reproduirons pas en raison de sa complication (*). Chacune des séries regardées comme une fonction soit de ri, soit de r^, la
variable étant supposée comprise entre o et — .j est une fonction
croissante : cela est évident pour chaque terme de la première et se vérifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il résulte de cette remarque que l'on a
(') Après Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le même résultat sans fair« usage des fonctions elliptiques; il a^ en cfTet, montré [Cf. I^ote sur le pendule sphérique (Bulletin des Sciences mathématiques, 2* sér., t. XX, p. ii4)] que l'angle dont a tourné le plan MOz autour de Oz quand t croit de o à Uj est plus
petit que 1:; on va voir que cet angle est égal à — -+- a; de sa démonstration ré-
suite donc immédiatement que a est négatif.
mais on a
on en conclut
A>— 7:, --+-TC
11 serait intéressant d'étudier comment A varie avec la constante C dont dépendent r^ To et q.
Signalons quelques autres expressions de A. On a
la seconde de ces formules qui, seule, a peut-être besoin d'explication, a été déduite de la première en remplaçant dans la première des formules (VII3) w et a par ^i -i- 0)3, /j -4- 0)3 et en utilisant les valeurs préalablement calculées de p(^i+ W3),p'(^|-h 0)3),
CCI), A
et le fait que A est négatif apparaît bien facilement en se servant de la relation K<; — r, qui donne
L'intérêt de ce cas particulier consiste en ce que l'on y peut obtenir séparément les valeurs de x et de y. En remplaçant, dans l'expression de j; + iy^ ir^ par ^t — ir\ , on trouve de suite
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en appliquant ensuite la première formule (LVI4) et les formules (LXXI), puis en posant pour abréger
on obtient
x-\-iy = roC''^'^'^'*'[cn(2Kp)-*- îfjisn(2Kp)dn(2Ki')],
ou, puisque A et [x sont réels,
x=i ro[cos(A-*- 'ït)pcn(2Kp)— ixsin(A -h'ït)^ sn(2K(') dn(2Kp)], j' = ro[sin(A-+-T:)p cn(2Kp)-h fjLCos(A H- 'ït)psn(2Kt») dn(2Kp)].
En faisant i^ =^ dans ces formules et en se rappelant que pour cette valeur z est nul et ^x'^ -hy'^ égal à /, on trouve sans peine
et c'est ce qu'il n'est pas difficile de vérifier, d'ailleurs, sur l'expression même de [x.
666. Il nous reste à étudier, dans le cas général, la façon dont Ô varie avec t. De l'expression dee^*® donnée au n° 661, on déduit aisément, au moyen des formules de passage des fonctious 0- aux fonctions 2r, la formule
6 = Ai'-+--Ulog/(r), OÙ l'on a posé, pour abréger,
. 2r,(i>t— p)^t(i>t — i^) _ ^i(i>i — i^)Srt(r — i — t>,)_
dans cette formule qui donne, à chaque instant ^, l'angle 6 dont a tourné le rajon vecteur dans le plan des xy^ il s'agit de fixer, pour chaque valeur de v^ la détermination du logarithme. Nous nous j airélerons d'autant plus volontiers que la même question se présente dans un très grand nombre d'applications.
Pour suivre la voie régulière qui a été indiquée au Chapitre VI et qui permet sûrement de lever toute ambiguïté, il faut tout
d'abord transformer l'expression de -r de manière qu'il n'j figure
plus que les dérivées logarithmiques de la fonction 2f^ ; on trouve alors
Sti (p — ^ — i>,) Sr, (i» — i -4- 1>,)
et pour avoir la valeur de 6, qui correspond à une valeur donnée de Vy il suffit d'effectuer les intégrales rectilignes
On observera d'abord que dans l'évaluation des logarithmes, qui résultent de l'intégration, on n'a à se préoccuper que des parties purement imaginaires; les parties réelles disparaissent évidemment dans les différences. Les quatre intégrales à évaluer peuvent être remplacées par les suivantes
— -—trt-h%* — -+-iri + «'
portent maintenant sur la quantité ^—; le problème de l'évaluation de pareilles intégrales a été complètement résolu au Chapitre VI; nous nous reporterons à la méthode exposée aux n°' 506 et suivants.
667. Supposons d'abord que v soit comJ)ris entre o et ^, c'està-dire que L soit compris, entre o et coi ; on voit alors de suite que pour les quatre intégrales le chemin d'intégration est contenu dans l'aire du rectangle (R) figuré à la page i55 du tome JII et formé par la réunion des quatre rectangles (R|), (R2)» [^z)j {^\)y C" sorte que (CXVllIi ) les quatre intégrales précédentes sont respectivement égales à
logSTi (y — «>,) — logSTi (— i>, ;, logSTi {v -f- irx ) — log^Ti (e>, ), logSr, (y—\ — ir^ ) — log^Ti (— \ — irj), logSTi (p — -J -+- «/'j) — log2ri(— ^-h !>,),
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OÙ les logarithmes ont leurs déterminations principale^, en observant toutefois que les points Sr^ ( — ^ — '^2)» ^i ( — 5 + '^a) doivent être regardés comme étant le premier sur le bord inférieur de la coupure de gauche, le second sur le bord supérieur de la même coupure, en sorte que les coefficients de i dans les logarithmes sont respectivement — tt, H-tt; ils sont et H — pour
logSr^ ( — ir^)f log&i {ir^); on aura donc, dans ce cas,
0 = Ac-h — : |logSri(p — i/'i) — log&,(p-i- iVt)
en attribuant aux logarithmes leurs déterminations principales; d^ailleurs, le point &< (r -h «>,) est situé dans l'aire (R', ), le point &! (^ — i>i ) est le point de l'aire (R4) symétriquement placé par rapport à l'axe des quantités réelles; il résulte de là que
- [log2ri(i> — 1>,) — log3r,((;-4-i>,)]
est l'angle, compris entre o et » dont il faut faire tourner le
rayon vecteur qui va de o au point STi ((^ -{- ir^ ) pour l'amener sur la partie positive de l'axe des quantités réelles; de même, puisque les points 2ft{v — ^ — «Va), â| (t» — ^4- iri) sont symétriquement placés dans les aires (R'3), (R^)» on voit que
^. [logâ. («' - i - ir.) - loga. (" - i + «>,)]
est l'angle (obtus), compris entre — ;^ et — tt, dont il faut faire
tourner le vecteur qui va du point o au point STi (r — ^ -f- i/'2) pour ramener sur la partie positive de l'axe des quantités réelles ; d'après cela, on reconnaît très aisément que Ton peut écrire
6 = At'H -9
en désignant par a et ^ deux angles positifs, moindres que 77, dont le premier s'obtient en faisant tourner dans le sens positif le vecteur qui va du point o au point 2f^ (ir^ -\- ç) pour l'amener sur le vecteur qui va du point o au point Sr^ (i>, — «;), dont le se-
cond s'obtient en faisant tourner dans le même sens le vecteur qui va du point o au point 3'i(p — ^ + '''2) ^" 3'2(^ -+" ^''2) pour ramener sur le vecteur qui va du point o au point 2fi{v — - — îr2) ou 2f2{v — '''2); on peut encore écrire, si l'on veut,
e = Ai>-+- Aiog/(i>),
en convenant de prendre le second terme du second membre compris entre o et u; il a d'ailleurs la valeur o pour r = o, et la valeur TT pour V =: ^\ pour ^ = o, a et p sont nuls; pour (; = ^, a et p sont égaux à tc. L'angle e dont le plan MO.? a tourné autour de O^, quand t varie de o à u), (c; de o à ^), est bien égal, comme
on l'a dît plus haut, à 7: H — •
De ce que A est compris entre — tt et o on conclut que e est
compris entre- et tt. C'est Puiseux qui^a, le premier, démontré
que e est toujours plus grand que -• Sa démonstration (Journal
de Liouville, i" série, t. Vil; 1842), qui est devenue classique, n'a toutefois rien à voir avec la théorie des fonctions elliptiques.
668. Nous avons exposé ces résultats en suivant pas à pas la voie indiquée au Chapitre VI; on y parvient d'une façon plus courte, en interprétant la formule même qui donne l'expression de 6 et en remarquant que 0 devant s'annuler pour f = o, log/(t') doit être nul pour i; = o et que les valeurs que prend successivement cette fonction se suivent d'une façon continue. En se reportant toujours à \^fig, i55 du Tome III, et en suivant la façon dont se déplacent dans les aires (R|), (R'a), (R's)? (R'4) les points STi (i"/'i + ^)î ^%(ir^ — ^)> ... on n'a aucune peine à retrouver les résultats précédents.
L'étude peut se poursuivre lorsque v est compris entre ^ et i, en partant de la propriété /(i — ^)f{^) = * de la fonction f{v) qui résulte immédiatement des formules (XXXIV); si l'on pose i' = j-j-wp, on devra, à cause de cette propriété, adopter, pour les valeurs de w comprises entre o et ^, une détermination de
~. log/(| -f- w) de la forme
!.. log/ (1 + ..) = A ,r - ±. log/ ( J - «.) .
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OÙ k est un nombre entier déterminé^ cet entier est, d'ailleurs, égal à 2, puisque pour ç^ = ^, «'= o, la formule précédente se réduit à log/(^ ) = ikiz et que Ton sait que \o%f{^) = 2 Itz, La symétrie du mouvement se reconnaît très aisément sur cette même formule; nous ne nous y arrêterons pas, puisqu'elle a été établie sur l'expression de a? + (y. En résumé, deç^ = ^àç^=i,ona
e=A('-+--î;. log/(i>)
si Ton convient de prendre pour le second terme du second membre celle de ses déterminations qui est comprise entre ic et 21c. Pour i^ = I , on a
6 = A-4- ~. log/(i) = A-f- 'iiî = aO;
ce dernier résultat aurait pu se déduire aisément de la formule (CXXVIII,).
Pour poursuivre cette étude lorsque v est plus grand que i , il suffirait de partir de la propriété de la fonction v exprimée par les
relations
/(p)=/(,^-p)=/(a-hi>)=/(3^-P)=...;
on peut ainsi montrer directement que quand v est successivement compris entre i et |, | et 2, 2 et |, . . . , - et > • • • > c'està-dire t entre 2(0| et 3ct)|, 3(a)| et 4^<} 4^i ^^ ^^m • • • 9 ntù^ et (/i-i-i)(i)i ..., on doit dans la formule
0 = AP H ; \0cf(v)
prendre successivement, pour le second terme du second membre, celle de ses déterminations qui est comprise entre 27c et 37c, Sr et4'«^î ^Tz et 5t^^ .. ., mz et {n -\- i)tz^ ....
§ VI. — Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe dans le cas où il n'y a pas de force extérieure.
669. Nous allons étudier le mouvement d'un corps solide dont un point O est fixe et qui n'est soumis à aucune force autre que la réaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concerne la partie mécanique du problème et l'établissement des équations
dlfTérentielles du mouvemenl, aux divers Traités de Mécanique rationnelle, particulièrement à la Note de M. Darboux sur les mouvements à la Poinsot, qui se trouve dans le Traité de Despeyrous; nous emprunterons à cette Note nos notations, d'une part, et, d'autre part, l'équation différentielle de Therpolodie.
Le corps solide est rapporté à un système de coordonnées rectangulaires Oxyz qu'il entraîne avec lui et que l'on supposera coïncider avec les axes principaux d'inertie relatifs au point O. Le problème final consiste à déterminer à chaque instant la position du trièdre Oxyz par rapport à un systèmed'axes fixes OXYZ; il est résolu si l'on connaît, en fonction du temps t^ les trois angles d'Euler qui déterminent la position du trièdre mobile par rapport au trièdre fixe. C'est à ce résultat que nous nous attacherons (*). ' Soit (E) l'ellipsoïde d'inertie du solide pour le point O ; soit OQ le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation w, vecteur dont les projections sur les axes Oar, Oy^ Oz sont /?, q^ r. Le moment des quantités de mouvement est un vecteur fixe dans l'espace dont nous désignerons la longueur par /, et dont les projections sur les axes Ox^ Oy^ Oz sont A/?, Bgr, Cr, en désignant par Â, B, C les moments d'inertie du solide par rapport à ces axes. L'ellipsoïde (E) est constamment tangent à un plan fixe (II), au point J où ce plan est percé par la demi-droite qui porte le vecteur Où; le lieu du point J dans le plan fixe (II) est l'herpolodie, le lieu du même point sur l'ellipsoïde (E) est la polodie; la polodie roule sans glisser sur l'herpolodie; le problème peut être regardé comme résolu quand ce dernier mouvement est connu. Nous laisserons de côté les cas où la polodie se décompose en deux ellipses se coupant suivant l'axe moyen de (E), ou en deux cercles parallèles, ou encore se réduit à deux points; l'herpolodie est
(*) M. Klein a employé d'autres paramètres qui donnent des résultats plus symétriques. On peut consulter, sur ce sujet, le livre qu'il a publié avec M. Sommerfield sous le titre Lieberdie Théorie des Kreisels, ou une Noie de M. Lacour dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 5* série, t. XVIII; 1899. ^^^ ^*" pressions des neuf cosinus sont dues à Jacobi {Journal de Crelle, t. 39; i85o). Les formules auxquelles nous nous bornons ont été données sous une forme à peine différente par Hermite ( Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Paris, i885). On peut aussi consulter : Halphen, Traité des fonctions elliptiques, t. II; 1888; Lindemann, Sitzungsberichte de l'Académie des Sciences de Munich, t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de VÉcole Normale supérieure^ 1900.
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alors une spirale (dont Téquation s'obtient au moyen des fonctions élémentaires), un cercle ou un point.
Nous supposerons l^herpolodie, dans le plan (El), rapportée à un système de coordonnées polaires; le pôle sera le pied P de la perpendiculaire abaissée de O sur (II) et Taxe polaire sera la direction qui va du point P vers la position initiale Jq du point J ; nous représenterons par 8 la distance OP du point O au plan (II) : elle est évidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des
quantités-—: > --=.> ——; nous désignerons par R8 et 6 les coor-
données polaires du point J dans le plan (II).
Les intégrales des forces vives et des aires fournissent les relations
h = A/>*-f- B^«-f- Cr», /« = A*/>« -4- B»^»-f- C«r»;
la constante des forces vives h est liée à / par la relation h = PZ^ qui se déduit immédiatement de ce que, si Xf y, z désignent les coordonnées du point J par rapport au trièdre OxyZy on a
-hR»o*
Nous introduirons enfin une constante positive [jl définie parles relations
On a alors
Nous poserons
au c
en vertu d'une observation antérieure, i est compris entre la plus grande et la plus petite des quantités a, 6, c; nous poserons aussi
Ta = — (I — ^^)(I — CK T/,=— (i — c)(i-ûr), Tc= (i-a)(i-6).
Enfin, nous nous contenterons d'écrire les équations suivantes dans les cinq premières desquelles on reconnaîtra les équations d'Euler, les intégrales des forces vives et des aires, et dont les trois
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dernières s'obtiennent en résolvant, par rapport à /?2, <jr^, r^, celles des équations précédentes qui sont linéaires en/?^, q^^ r^,
oc -± -f-a(o— - c)qr = o, h ~- H = ix*.
dt ' a b c ^ ^
a6 -r -hc(a — b)pq = 0, />»-+- <7« -+- r* = ta* = fJL'(R*-h 1),
^ ^'.uMTg- R^ ) 6V«(T^-R>) _ c^fjL«(Te-R«)
De ces équations, de la relation
dp dq dr ^ dK
^ dt ^ dt dt ^ dt
et des équations d'Euler, on tire sans peine la relation
<iR* R»^^ = î^'(T«-R»)(T,-R*)(T,-R').
Si l'on y fait
fiîR» = J jx«(Ta -+- T^ -f- T,) - j^„
elle prend la forme normale
où
^a= J îxHTft-f-T,-'2Ta), 6^-6^= îJL'(^^-c)(i-a),
e^ = i fx«(Ta + T^ - 2Te), ea - ep ^y^{a--b) (i - c).
Nous conviendrons de ranger les axes Ox, Oy, O^ de manière que b soit compris entre a et c et que (i — 6) (i — c) soit positif; deux cas sont alors possibles :
|0 rt > ô > I > c,
on constate que, dans ces deux cas, on a é'y > ^a > <?p ^ nous prendrons toujours, en conséquence, y = i, a = 2, ^ = 3; en sorte
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que l'on aura
v/«?, — e, = ii\\/{a^c){b — ï)\, j. l./^ — à ' — g !
v/es— C3 = — jx|v/(a — ^>)(i — c)|, ^
/ei~e3= jx|v/{6 — c)(a — 1)1, |y/6 — ca — ij'
671. L'intégrale de l'équation difTérentielle eny^ est de la forme
À étant une constante. [1 est aisé de reconnaître que l'axe instantané de rotation vient, pour des valeurs convenables de /, se placer dans le plan des xz] nous choisirons un de ces instants pour origine du temps; nous supposerons, de plus, que les directioos positives des axes soient telles que, pour < = o, les valeurs />q, r© de /?, r soient positives ; pour t = o, q ^= Oj et, d'après la seconde
équation d'Eiiler, ^ est du signe de a — c; nous désignerons par e Tunité positive ou négative suivant que a est plus grand ou plus petit que c; enfin, nous introduirons une constante purement imaginaire v satisfaisant aux inégalités o < - < -:^ et définie par les égalités concordantes
Çiot'^ 7 lv/(a-i)(a-c)I, $jot'= '^^ | v/(a — 6) (a — c) |,
if ie
ip'ç = izix^{a — b)(a — c){a— i ).
Pour ^ = o, ^r = o, R^ doit être égal à T^, donc y^ qui se réduit à jjX doit être égal k e^'jX doit donc être congru à CO3, rnodulis 2 0),, 2W3; rien n'empêche de supposer X^coj. De la relation j, = p(^ -}- (1)3) on conclut l'expression de R^ en fonction de /, savoir
où Rq est la valeur de R pour ^ = o ; ayant ainsi Texpression de i-, ou de R^, ou en déduit celle de /?-, y-, r^, puis, en extrayant les
racines carrées et en délerminanl les signes de façon que, pour / = o, /?, r soient positifs et que q ait le signe de e,
-Vs
-»'li/i^
672. Pour déterminer 6 en fonction de i-, nous partirons de la relation, établie par M. Darboux,
il suffit de remplacer R^ par sa valeur en fonction de pt, et d'appliquer la méthode de décomposition en éléments simples, ou plutôt la seconde formule (CIIIi), pour trouver
dt ^ lis pt — p(t^H-wi)
= [kb-h -T- [2^(1^-^101) H- Ç(« — p _ a>i) — Ç(r -f- (;-+- (0,);
puis, en intégrant, on obtient, après quelques réductions faciles.
En multipliant l'expression de e^"^ par la dernière des expressions de R^, extrayant les racines carrées et choisissant le signe de façon que, pour ^ = 0, l'expression de Re"^ se réduise à Rq, on a enfin
le signe se conserve puisque le second membre reste continu et ne s'annule pas.
Cette dernière formule montre que, dans le plan (II), les coordonnées rectangulaires d'un point de l'herpolodie sont des fonctions univoques de /, et ce résultat peut, à la rigueur, dispenser de rechercher quelle détermination on doit donner au logarithme
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dans l'expression de 6. Au reste, cette recherche ne présente aucune difficulté si Ton applique la même méthode que dans le pendule sphérique. Pour i^ =: 2(i)< (v, ^ = 2a)| T, on a
^= ,^ J_ p;(T -«>-!) &;(T-f-ci^-,M1^
dr 2«£ [3ri(T — il' — i) 2ri(T-+-w — •)J '
où
A = 20)1 fx6 -h — ^^^ = 2(JJi ua -4- T- 5-*^ — .
' 4£ STj M' '^ fS 3, iV
Lorsque T varie de o à i , on en déduit
e = AT -f- ETH- E -U log/(T),
où l'on a posé, pour abréger,
et où — . log/(T) mesure l'angle négatif dont il faut faire tourner
le vecteur allant de o à â|(T-hw — ^) pour l'amener sur l'axe des quantités positives. Cet angle est obtus, droit ou aigu suivant que T est inférieur, égal ou supérieur à .}; il est nul pour T= i. Si donc on désigne par 6, l'angle polaire du premier point de tangence J| de l'herpolodie avec le cercle de centre P et de rayon
^L' — b'^y on a
Pour T = i , on obtiendra de même, pour l'angle polaire 0^ du premier point de tangence Ja de l'herpolodie avec le cercle de
centre P et de rayon y/7- — a^ (après le point Jo),
Bj = A -+- £71 = A 01.
Lorsque T varie de n à /i 4- 1 , /i désignant un entier positif quelconque, on devra prendre dans l'expression précédente qui donne 6 en fonction de T,
-^. log/(T) = -f- nr -T- -^. log/(T - /i),
où le logarithme qui figure dans le second terme du second membre est déterminé par ce qui précède, puisque T — n est compris
entre o et i . La symétrie de Therpolodie par rapport à PJ| ou à PJ2 s'établit comme dans Tétude de la courbe décrite par la projection de OM sur le plan des xy dans Tétude du pendule sphérique.
673. Il reste à déterminer, en fonction de /, les angles d'Euler A, 9, o qui fixent la position du trièdre Oxyz^ entraîné avec le corps, par rapport au trièdre fixe OXYZ. JNous choisirons Taxe OZ suivant la direction fixe du vecteur qui représente le moment des quantités de mouvement par rapport à O, et nous supposerons essentiellement que le trièdre OXYZ a la môme disposition que le trièdre Oxyz\ les neuf cosinus directeurs des axes Ox^ Oy, O;:, par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment désignés par le Tableau :
Jk • • • •
Ma ... ,
ïi
Ys
quant aux angles ^, 6, (p, ce sont les angles dont il faut, pour l'amener sur le trièdre OXYZ, faire tourner le trièdre Oxyz : i^ autour de OZ, 2° autour d'une direction arbitrairement choisie OX, sur l'intersection des plans des xy et des XY, 3** autour de Os; par ces rotations successives, le trièdre OXYZ occupe successivement les positions OX, Y, Z, OX, YjZ, Oxyz^ et Ton passe d'un système d'axes au suivant par les formules
X = X|C0s4' — Yj sin^, Y = Xi sin<J/ -h Yicos'}', Yj — Yj cos 6 — -ssinô, Z— Yjsin6-+-3 cos 0,
Xi = xcoso — ^sincp, Yj = 0? sinç -i-^cos«p;
l'élimination de X,, Y,, Y2 entre ces formules fournit les expressions de X, Y, Z au moyen de x^ y^ z, et les expressions des neuf cosinus directeurs au moyeu de 0, 4, «p.
T. et M. — IV.
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Les formules de Cinémalique
d^h dSS d^ d^ d^ </o
peuvent s^écrire immédiatement en envisageant la rotatioD représentée par le segment Où (rotation dont les composantes suivant les axes Ox^ O^, 0-3 sont/^j^r, r) comme résultant de la composition des trois rotations -^ suivant OZ, -^ suivant 0-3,-7- sui-
dt ^ dt ' dt
vant 0X| et en appliquant le théorème des projections.
La détermination de ^, 6, o en fonction de t revient à l'intégration de ces trois équations différentielles linéaires où p^ q^ r sont maintenant des fonctions connues de t,
674. Les projections sur Ojc, O^, O^ de Taxe fixe des quantités de mouvement par rapport à O étant A/?, B^r, Cr, on a
Yi = sinO sin<p =z -^ = «Vet — «3 Çoî^ $i3^, Yj ^ sinOcos© = ^ = — e/<?, — Ca^iii'Çot',
Ys = cos6 = — =Ui^Uit\ on tire de là
cette expression ne s'annule pour aucune valeur de /; sa racine carrée, devant être continue, ne peut changer de signe; on devra donc donner à cette racine carrée le signe de la valeur initiale de sinO, que nous supposerons positive : on peut, en effet, supposer toujours que Tangle Oq est compris entre o etit; il en sera alors toujours de même de l'angle 0, et Ton aura
sin6 = — /ej — Cl ^— — ^^ ^ -^ ;
<^nV ^it
dès lors sinO, cosO, sin'^, coscp étant déterminés sans ambiguïté, il n'y a plus qu'à déterminer l'angle '{^, c'est-à-dire qu'à intégrer Tune
des équations de la Cinémalique, où tout est connu sauf ;7^; il est
de
commode de se servir de la combinaison obtenue en multipliant
la première par sincp, la seconde par coscp et en ajoutant, ce qui
donne
d'I _ /) sino -+- 7 cos<p __ /?sino -♦- 7 cos©
tlt Yi sino H- Vj coso "~ ^ p . q
' • * ^ — sino-+- r cosp
puis, en remplaçant sin'^ et cos(p dans le dernier membre par les quantités proportionnelles -> |f
EL ^91 \ d^ __ a b
les valeurs précédemment trouvées pour /?, q donnent ensuite
d'où Ton conclut
puis, en intégrant, et en supposant que ^ soit nul pour / = o,
^ V^ It^ I lit ^ 3'(i' — t)*
la détermination du logarithme donne lieu à des observations analogues à celles que Ton a développées dans la théorie du pendule sphérique et rappelées à propos de Tangle 0 ; nous nous contenterons d'énoncer les résultats :
Si l'on pose
on aura
et si / = 2/1(1), -f- ^', n étant entier cl t' étant compris entre o
et 2 0)1, on devra prendre
7iog/,(0 = an7r-i-^Iog/,(^'),
T iog/i{t') élant un nombre réel compris entre o et air; si ^' est
compris entre o et {, - log/i {t') est le double de l'angle positif aigu dont il faut faire tourner le vecteur qui va du point o au point STi ( j pour l'amener sur la partie positive de l'axe des quantités purement imaginaires; pour deux valeurs de t' également éloignées de coi, les deux valeurs de -^logy*(^') ont une somme égale à 2Tc; si /i est un nombre entier, on a
7log/i(/ia>,) = /ITT.
If
675. La solution peut être regardée comme achevée, puisque les neuf cosinus s'expriment au moyen de ^, 6, o, Hermite a toutefois donné pour ces neuf cosinus directeurs des expressions simples qu'il nous reste à faire connaître.
Calculons d'abord les valeurs initiales de ces cosinus, en faisant ^ = o dans les expressions qui donnent sinO, cosO, sin 9, coso, on trouve
sin 6o = i ^ e^ — e^ Joi ^, cos6o = Ç3ît'» sirnpo=i, cosçpo = o;
on a ensuite, en affectant d'indices supérieurs o les valeurs initiales des cosinus, et se rappelant que Ao = o,
a; = o, a5 = -i, ag = o; pf = cosOo, PJ = o, PJ=— sine,;
Y;=sin6o, Yi = o, 73 = ^0560.
Rappelons encore les formules de Cinématique
et celles qu'on en déduit par les permutations circulaires effectuées sur les lettres a, [3, y, permutations qui laissent invariables les quantités /?, </, r aussi bien que les indices 1,2, 3; dans ces formules, comme dans celles qui suivent, les accents indiquent les dérivées prises par rapport à l.
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En Utilisant ces relations, le fait bien connu que dans le déterminant
Ti Yi Y3
chaque élément est égal au mineur correspondant, et les résultats déjà acquis, on trouve sans peine
^^io,(..-^UM = .^i^^
rr
En intégrant entre les limites o et t^ et en se rappelant que pour r = o, a3 + «£?$ doit se réduire à
ce qui détermine la constante d^ntégration, on parvient aisément à la formule
a, -H a?3 = e y/e. - ej "^[""Z^} e^i^^^^^'^,
En changeant i en signe, on obtient
— i dans cette formule, ce qui change v de
en sorte que as et ^3 sont entièrement déterminés. On a ensuite
a, -f- lep, — — v-Q
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et, par conséquent, en tenant compte de la formule (XV4),
De même
a ^.-.fi _ - T' T« - « »T»
= «[(e,-e,)î.,i.Ç„PU<?u'H-Çi.«'5«0:;^7^STi*"**"*^'"' ou, en tenant compte de la formule (XV5),
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PREMIÈRES APPLICATIONS A L'ALGÈBRE ET A L'ARITHMÉTIQUE
§ I. — Division des périodes par un nombre entier.
676. Nous allons nous occuper du problème qui consiste à trouver, quand on se donne g^ et g^^ ou Ar, les valeurs de pdp.q ou snap^q^ où Ton a posé suivant les cas
_^ apwi -4- açrws __ipK-\- 7.qiK'
ap,q — - 9 ^PyÇ — ~ »
en désignant par n un entier positif donné et par/>, q des entiers quelconques, tels toutefois que 2p, 2q ne soient pas tous les deux divisibles par n. Ce problème se relie au problème de la transformation d*une part, et, d^autre part, à la recherche des valeurs de
p— 9 sn- quand on se donne pu, snu, c'est-à-dire au problème
de la division de l'argument ; pour ^2 = 47 ^s = o? il est, d'ailleurs, identique au problème de la division de la lemniscate dont nous nous occuperons plus loin.
Le problème ne se présente pas pour n= 2] il a été complètement résolu pour n = 4 (n°* H7, 334); nous réunissons ici les formules que Ton a obtenues; les signes supérieur et inférieur se correspondent dans les deux membres d'une même équation :
*»*1 \rt ^t , .,, 0)3 ± (i)| . vif,
p— i = Cl -+-(<?, — <?i) A:, p — = <î3— (<?i — e,)A:, p — = ej =p e(<?i — c,) A:A:',
K I iK' i K±iK' /r^TT db ivrrx
sn — = t sn = — — ) sn —
K )pP Œ' v^iH-A: KdtiK' i^^iy/k'
en — = ■» en — = r-) en = — -= — :>
én^=. yfk\ dn i^ = yfTTk, dn ^^^^ = î^ (/TTT' q: e /T^TÏ').
677. D'une façongénérale,lesvaleurs de pa^,,^ sont racines d'une
équation f{y) = o de degré ~" ou -, suivant que n est
impair ou pair, équation que Ton a appris à former aux n^* 4-56, ..., 460 et dont on obtient, suivant les cas, le premier membre
en remplaçant pu par z dans Wn{u) ou dans -r-^\{u) (CIV);
suivant que n est impair ou pair, la première ou la seconde de ces expressions est un polynôme en pu dont les coefficients sont des polynômes entiers en,g2',gz à coefficients numériques rationnels. Quant à Téquation F(:;) dont les racines sont les valeurs non nulles de sn-^a^^^, elle se déduit immédiatement de la précédente; en regardant pour un instant R et VJ comme des fonctions de T, puis en prenant to, =R, (1)3 = /R', et, par suite, y/ei — ej = i,
en sorte que Téqualion F(5) = o résulte de Téliminatioii de y entre les deux relations
on a alors
et les coefficients de l'équation F(5) = o sont évidemment des polynômes en k^ à coefficients numériques rationnels.
Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas où /i = 2v -h i est un nombre premier impair; Téquation y(^) = o est alors de degré ^{n^ — i) = 2v(v + i). Puisque ses coefficients sont rationnels en ^2? g^j elle ne change pas quand on remplace 0J4 , ojj par Q, = aa)| -i- P0J3, Q3 = ycoi -\- 0(1)3, a, j3, y, 5 étant des entiers qui vérifient la relation a8 — ^y = ' • en effet, ces substitutions ne changent ni les quantités g2i ^3, ni la fonction pu. De même l'équation F(z) = o, de degré 2v(v-h i) en 5, ne change
pas quand on remplace t par - — ô~' ^' ?>T»^ étant des entiers qui vérifient la condition ao — ^y = i , les nombres a, 8 étant en outre
(») (XCVI) Cf. Nouv. Ann. de Mathém., 3»sér., t. XIX, p. 2.
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assujettis à être impairs, et les nombres p, y étant pairs, puisque ces substitutions ne changent ni A*', ni sn^u,
678. Appelons élément un couple de nombres entiers (/>, q) rangés dans un ordre déterminé et qui ne soient pas tous deux divisibles par /î. Nous dirons que deux éléments (/?, y), {p\q') sont indistincts lorsque les deux nombres p — /?', q — q' ou les deux nombres p-\-p', q-ï-q' sont divisibles par /i, en sorte que l'on ait p{^p,q) = p{cip'^q'). On observera que Ton peut toujours remplacer un élément donné (p, q) par un élément (/>', q') qui n'en soit pas distinct, et dans lequel />', q' soient premiers entre eux; on peut même imposer, en outre, à p', q' la condition de donner comme restes, pour un module quelconque a, premier à /i, des nombres e, y\ arbitrairement choisis, pourvu que l'un d'eux soit premier à a. Rappelons, en effet, que la forme Aœ + B, où A et B sont des entiers fixes et x un entier variable, peut représenter une infinité de nombres premiers à un nombre entier quelconque C premier à A; on obtient l'un d'eux en choisissant x de manière que le reste de la division de Ax -f- B par C soit i ou un nombre quelconque premier à C; ceci posé, on déterminera deux entiers Xo, [Xq qui vérifient les congruences
toutes les solutions de ces congruences sont de la forme
X = Xo -f- a.r^ 11= yiQ-\- ay^
X ely étant des entiers arbitraires; on prendra
/)'=/> -i- Xq/i -h ana?, q' = q -^ ix;,n -i- any;
l'un des nombres/) H-Xo/i, y -|- [Xq/i est, par hypothèse, premier à a; supposons que ce soit p -{-Xon; s\p n'est pas divisible parn, />' sera premier à an quel que soit x que l'on fixera arbitrairement; on choisira ensuite y de manière que q' soit premier à/>'; si /> = X| n est divisible par /i, X, -f- Xq + ax sera premier à a quel que soit x; on choisira x de manière que Xi -f- Xo -i- ax soit premier à n et, par suite, à an; puis, en observant que q est certainement, dans le cas présent, premier à n et qu'il en est de même de q'j quel que soil^, on choisira^ de manière que q' soit premier
à Xi 4- Ao -H ax^ et, par conséquent, à />'= /i(A| H-)^o -+- aj:). On peut, par exemple, supposer/?'^ i, 5r'^o(mod. i6).
Il y a 2v(v-f- 1) éléments distincts, qu'on obtient, par exemple (n" 438), en donnant à /> la valeur o et à y les valeurs i, a, ..., v, à/) l'une des valeurs i, 2, ..., v et à gr les valeurs — v, — v-j-ii •••» o, ..., V — I, V. Nous appellerons système complet le Tableau formé par 2v(v H- 1) éléments distincts.
679. En désignant toujours par a, p, y, S des entiers qui vérifient la relation ao — 3y = i, nous dirons que Télément
est le transformé de l'élément (p^g) par la substitution
CD
Deux éléments (/?, q), (/>', y') transformés par une même substitution S donnent des éléments distincts ou non, suivant qae les éléments (/>, gr), (/?', q') sont eux-mêmes distincts ou non. Si l'on transforme tous les éléments du système complet, par la substitution S, on reproduit le système complet.
Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions
2 = ( ? U où a, p, Y, 8 sont des entiers qui satisfont aux conditions suivantes : ao — ^y est égal à i, p est pair et l'on a, en outre, a = 5 ^ I , Y — o (mod. 16). L'intérêt d'une telle substîtu-
tion consiste en ce que la substitution de • — q- à t ne change ni
<P(t) = y/A*(T), ni la fonction sn(w|T) et qu'elle change K, iK respectivement en aK-i- «*?K', yR-h /•5K'(XLVII, LXXX). La substitution inverse d'une substitution S et le produit S2:i' de deux substitutions (n**» 146, 147) qui satisfont aux conditions précédentes sont eux-mêmes des substitutions qui satisfont à ces conditions; les substitutions S forment un groupe.
680. Étant donnés deux éléments distincts, on peut trouver une substitution S telle que le premier élément, transformé par cette substitution, devienne le second élément, ou plutôt n'en soit pas distinct. Supposons que le premier élément soit (o, i) et soit
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{p, q) le second élément; (o, i) transformé par S devient (y, S); il est permis, en remplaçant au besoin (/?, q) par un élément qui n'en soit pas distinct, de supposer /?, q premiers entre eux, puis p^o^q ^ I (mod. i6) ; on prendra y == /?, 8 = 5^? puis, en désignant par olq, Po une solution entière de Téquation qcn — ^ ^ = i , on devra prendre a = ao-f-X/?, ^=: ^Q-^Xq; on choisira rentier X de façon que ^ soit pair; la condition qa — ^^ =r i, qui est toujours vérifiée, montre, d'ailleurs, que l'on a a^ i (mod. 16); toutes les conditions imposées pour que la substitution S soit une substitution S sont alors vérifiées. La substitution S"*, inverse de S, transformerait l'élément (/?, q) en (o, i), et une nouvelle substitution S' du même type transformerait l'élément (o, i) en un autre élément arbitraire (/)', q'); la substitution composée S'S"% qui appartient toujours au même type, transformerait donc l'élément (/?, ^)en (/?', gr') (*).
681. Les V éléments (rp, rq), où r = 1 , 2, ..., v, sont distincts; nous dirons qu'ils appartiennent à une même ligne. En donnant à r une valeur fixe et à r' les valeurs 1,2, . . ., v, les éléments (rr'p, rr^q) reproduisent la ligne à laquelle appartient
(*) Si Ton veut s'occuper de l'équation qui a pour racines les valeurs non nulles de sn(a ), et non les carrés de ces valeurs, il est nécessaire de modifier un peu ce qui précède et, en particulier, la définition de deux éléments indistincts; deux éléments {ptq)t ip'yç') seront indistincts si l'on a
c'est-à-dire soit
p' — p — o (mod. 2n)f g' — g = o (mod. n),
soit
P'h-/?-=o (mod. 2/1), <7'-h^ = o (mod. /i);
le cas où Pj g seraient tous deux divisibles par n est toujours exclu. Les dernières congruenccs montrent que l'on peut, si l'on veut, supposer p impair. Le Tableau des éléments distincts contient alors /i^— i = 4^(^ "^"0 éléments. Deux éléments restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substitution Z. En modifiant légèrement la démonstration du texte (n* 678), on reconnaît aisément que l'on peut remplacer un élément (/?, g) par un élément (/>', g') qui n'en soit pas distinct, et pour lequel on aura
p'^if g' — o (mod. 16).
Dès lors, on voit de suite qu'il y a toujours une substitution £ qui transforme un élément donné en un élément donné, pourvu, bien entendu, qu'on ne distingue pas les éléments indistincts.
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l'élément (/>, q)^ caries valeurs absolues des restes minimums des nombres r/''( m od. n) sont les nombres i, 2, ...,v. Un élément détermine la ligne à laquelle il appartient. Le Tableau (T)des éléments du système complet, rangés en lignes, contient 2(7 + 1) lignes. Les éléments d'une même ligne, transformés par la substitution S, restent les éléments d'une même ligne. Deux éléments XPt ?)> {P^'i yO appartiennent ou non à la même ligne, suivant que le déterminant j[?yi — p^q est, ou non, divisible par n; il suffît évidemment de démontrer que, pq^ — p%q étant supposé divisible par /i, les deux éléments (/?, y), {p^^ qx) appartiennent à la même ligne; or, si p est divisible par n, il en est alors de même de p^ , puisque q et />« ne sont pas à la fois divisibles par n ; on en conclut de suite que (/>, y), (/?<, q^) appartiennent à la même ligne formée des éléments (o, 1), (o, 2), ..., (o, v); s\ p est, au contraire, premier à /i, il existe deux entiers r, s tels que l'on ait /?! = /?r -j- nSj et l'on aura
PÇi—Pi^ =Pq\ — ipr^ns)q ^piqi —qr)^o (mod. n);
d'où l'on conclut que qt — qr est divisible par n, comme p^ — pr, et que les éléments (/>, ^), (/>|, qt) appartiennent donc à la même ligne.
682. Il existe une substitution S qui transforme deux lignes différentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux lignes différentes, choisies elles-mêmes arbitrairement. En vertu du raisonnement employé à la fîn du n° 680, il suffîra de démontrer la proposition en parlant des deux lignes
qui deviennent, si l'on en transforme les éléments par la substitution S,
(Y»û), (2Y, 20), ..., (vY, vo). (a, p), {2a,2?j, ..., (va,vp);
nous voulons que ces deux lignes coïncident respectivement avec celles qui contiennent les éléments (/?, q), (r, s).
Ayant choisi /?, q premiers entre eux tels que l'on ait p =0, q^ I (mod. 16)5 nous prenons d'abord v =/?, 2 =5^^ nous devons
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prendre ensuite a = Xr -f- a/i, ^ = X5 4- bn^ en désignant par a, è, }. des entiers, de manière à vérifier d'abord la condition
qui entraîne
{qr — ps)\ -\- n{qa — pb) = i \
qr — ps est premier à /i, puisque les deux éléments (/>, çr), (r, s) appartiennent à deux lignes distinctes; on peut donc déterminer les entiers X, [x tels que Ton ait
puis, les entiers/?, q étant premiers entre eux, déterminer les entiers a, b de façon que Ton ait
qa — ph = ji.
Si ao, 60 sont une solution de cette équation, on prendra
a = Xr-h /i(ao-H/>:r), p = X5 H- /i(6o -4- yar),
ar étant un entier que l'on choisira de façon que ^ soit pair, ce qui est toujours possible, puisque nq est impair; alors, à cause de la relation a.q — p/? = i, on aura a ^i (mod. 16).
683. Ces considérations arithmétiques vont nous fournir des renseignements précieux sur les équations que vérifient les quantités sn2(a^^^), p(a^^ç). Nous raisonnerons sur la première; les raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu'on n'a pas besoin de tenir compte des conditions imposées à a, P, y, S en dehors de la relation aS — Py = i .
Fixons un corps (*) û, formé au moyen d'éléments numériques quelconques et de la fonction <p(t) et considérons une équation f(^z) = o, entière en z^ dont les coefficients appartiennent au
( ' ) Un corps, ou domaine de rationalité, est un ensemble de nombres, constants ou variables, tels que, si deux éléments figurent dans cet ensemble, la somme, le produit, le quotient de ces deux éléments y figurent aussi. Tous les nombres rationnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si Ton veut, supposer que le corps O comprend seulement tous les nombres rationnels et toutes les fonctions rationnelles de «pCt) à coefficients numériques rationnels.
corps û, et qui soit vérifiée quand on y remplace z par
où /?, q sont deux entiers donnés, non divisibles tous deux par n; il faut entendre par là que la fonction analytique de t, f[sn^(ap^q)y cf], où T entre dans cp, dans sn, dans K et dans K', est identiquement nulle. Si, dans cette fonction, on remplace x par
' -ô-> ou 1= ( Is ) est une substitution qui satisfait aux con-
ditions précisées plus haut (n° 679), <p ne change pas, non plus que la fonction sn^ qui reste la même fonction de a, et ap^q est remplacé par ap^^g' en désignant par (/>', g') le transformé par S de l'élément (/), q); on voit donc que/[sn2(a^'^^'), cp] est toujours nul. Comme (/?', q') peut coïncider avec n'importe quel élément du système complet, on voit que l'équation /{z, ?)= o, du moment qu'elle admet pour racine une des valeurs de sn^(a^^^), les admet toutes.
Soit maintenant F(z) = o l'équation même que l'on a appris à former au n" 677 et qui a pour racines les valeurs non nulles de sn^ {ap^ç)\ ses coefficients appartiennent au corps Û. Il est impossible que F{z) admette un diviseur entier en z dont les coefficients appartiennent au corps Q. Si Ton avait, en effet, une identité de la forme
où f\{z)^ /^{z)^ •.. seraient de tels diviseurs, chacun de ces polynômes deviendrait une fonction analytique univoque de t, quand on y remplacerait z par sn^(ap^g)', leur produit F(s) étant nul identi((uement, l'un d'eux, /i (z), par exemple, serait aussi identiquement nul; il admettrait donc la racine sn^ap^ç et, par suite, toutes les 2v(v -h i) racines de F(>3)^ il serait donc identique à F{z) à un facteur constant près appartenant au corps û; l'équalion F(5) = o est donc irréductible dans le corps Û (*).
(') Si l'on considère l'équation V{x^) = o, obtenue en remplaçant z par x*, et qui a pour racines les valeurs non nulles de sna , on reconnaît de même, en utilisant les remarques contenues dans la note du n"* 080, qu'elle est irréductible dans le munie corps.
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684. Ceci posé, envisageons une fonction symétrique rationnelle S(>So Zfy . .., z^) de V variables 5|, ^2, . . ., ^ytlont les coefficients appartiennent au corps û^ remplaçons-y pour /• = 1,2, . . ., v la variable Sr par la fonction rationnelle (*) de sn^u qu'est sn^ra, puis sn^u par z, et désignons par R(^) la fonction de z ainsi obtenue. Cette fonction R(^) prend la même valeur quand on y remplace z par Tune quelconque des v valeurs de
sn*(rap,^) = sn«(arp,/g) (/- = i, 2, ..., v),
c'est-à-dire par Tune quelconque des v racines de F{z) = o qui correspondent aux éléments d'une même ligne du système complet : l'expression
R(sn*ap,ç) ou S(sn«ap,ç, sn«a,p,,^, . . ., snïavp,^)
est égale à
R(sn*ar/,,r7) ou s ( Sn* ar/,,r7, Sn«airp,îr7, ..•, Sn*Cfvr/»,vrg),
puisque les nombres r/?, 2/7?, ..., v/-/? sont congrus (mod. n) aux nombres zb/?, itz 2/?, ..., itv/?, que les nombres rg^ '^^^q^ •••, vrç sont congrus (mod. /i) aux nombres dz ^, ±: 2 <7, ..., ifcvy, et que la fonction S est une fonction symétrique de ses éléments. La fonction il(^), quand on y remplace z par les 2v(v -f- 1) racines de F (5), n'est donc susceptible que de 2(v-i- i)= /i -f- 1 valeurs au plus; nous allons montrer qu'elle en a exactement /i -|- 1, à moins de se réduire à un élément de Q. Supposons, en effet, que l'on ait
quoique les éléments (/?, </), (/?', ^7') appartiennent à deux lignes distinctes; en remplaçant t par ^q > ou S = ( ^1 appartient au type défini plus haut (n° 679), et en désignant par (/?i, <jr| ), (/'«' 7i) '^^ transformés par S des éléments (/?, ey), (/;', </'), on aurait encore
mais, comme les éléments (/?4,<7, ), {p\^(j\) peuvent appartenir
(*) Les coefficients de cette fonction rationnelle sont des fonctions entières, à coefficients numériques rationnels, de ^(t).
2l4 FONCTIONS ELLIPTIQUES.
à telle ligne que I'oq voudra (n° 682), il en résulterait que la fonction R (5) ne saurait prendre deux valeurs distincles pour deux racines de Téqualion F (5) = o, quel que soit le choix que nous fassions de ces deux racines; la valeur unique de R.{z) serait donc un élément de Q.
Si nous écartons ce cas, on peut donc dire que par la transformation y = R(5), Téqualion F (5) = o se réduil nécessairement à une équation G (y) = o de degré (/i -h i), dont les coefficients appartiennent au corps ù; elle est irréductible dans ce corps; elle a pour racines les (n -h 1) valeurs .)'o? J'i > •• •? yn que prend R(^J quand on y remplace :; par sn^a^^^ et (/?, q) par /i -h- 1 éléments appartenant aux n -f- i lignes distinctes du système complet; chacune des racines correspond à une ligne de ce système complet.
Si ys est une de ces racines, les deux équations
ont V racines communes, à savoir les v racines z^^s^ Z2,si •••} -^v,* de F(z) = o qui correspondent à la même ligne que^,; ces v racines dépendront d'une équation ^(5 ; y s) = o, que Ton obtiendra en cherchant le plus grand commun diviseur de F(z) et de R (z) — ys, en sorte que les coefficients de g{z', ys)i envisagée comme une fonction de 5, sont des fonctions rationnelles de^, et des éléments da corps û; en d'autres termes, ces coefficients appartiennent au corps ùs formé en adjoignant ys au corps Q.
Dans ce corps Q,, l'équation en 5, f{z\ y s) = o, est, d'ailleurs, résoluble par radicaux ; il est aisé de voir qu'elle appartient même au type le plus simple des équations résolubles par radicaux, car eXie esl cycliq ue . En effet, siX est une racine primitive du nombre premier n, les valeurs absolues des restes minimums (mod. /î) des nombres X, X^, . . . , X^ sont les nombres 1, 2, . . . , v rangés dans un certain ordre; de plus, X^+* est congru à a. Il résulte de là que chaque élément d'une ligne s'obtient en multipliant les deux termes de l'élément précédent par X, et qu'on reproduit le premier élément eu multipliant le dernier par X. Si donc on représente, pour un instant, par 9(sn2a) la fonction rationnelle de sn^ M qu'est sn-(XM), fonction dont les coefficients sont des fonctions entières de o(t) à coefficients numériques rationnels, on voit que les racines Zx^ z-y, » * - -, z^ de l'équation g{z^ y s) = 0
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peuvent être rangées dans un ordre tel que l'on ait
z, = e(5,), ^8 = 6('«i), ••., ^v = ô(zv-i), <si = e(zv);
c'est le caractère des équations cycliques.
Observons encore que si y = R' (z) est une autre fonction de z formée comme R(^) Ta été, et si Ton désigne par j^i» y^f -- '^ ^n les valeurs de y' = R'(^) qui correspondent respectivement aux mêmes lignes du système complet que les valeurs j^o? J^i 7 • • •? yn de y =^ R(^)» î^ existe une relation de la forme
y's^'^iys) (s = o, 1,2, ...,/i),
où W désigne une fonction rationnelle de ys dont les coefficients appartiennent au corps û,; en effet, l'expression R!{z) conserve la même valeur j^^ pour toutes les racines 5|,,, Z2^st • . •, 5v,j de l'é-
quation en 5, g{z^ ys) = 0; et j^^ = - ^^ R(5r,j) est évidemment
une fonction rationnelle (dans û) des coefficients de l'équation g{^^ys)y c'est-à-dire dejv
685. Des résultats tout pareils concernent l'équation y(^) = o dont les racines sont les valeurs de pcip.q] au lieu du corps ù on considérera toutefois un corps û' formé au moyen d'éléments numériques quelconques et des quantités ^2? gz*
L'équation f{y) = o est irréductible dans le corps l}'. Une fonction symétrique (ou même cyclique) des quantités pcip^q relatives à une même ligne et dont les coefficients appartiennent au corps Û', est racine d'une équation de degré n-{-i, dont les coefficients appartiennent à ce corps, et cette équation est irréductible dans ce corps si les valeurs de la fonction symétrique (ou cyclique) considérée changent quand on passe d'une ligne à l'autre. Toute autre fonction symétrique (ou cyclique) des mêmes quantités pcLp^q qui garde la même valeur pour les éléments d'une même ligne, et dont les coefficients appartiennent au corps û', est alors fonction rationnelle de la première.
Une racine de l'équation irréductible de degré (n + i) correspond à une ligne du système complet d'éléments et les — ^^— va-
leurs de pcip,q pour les éléments de cette ligne sont racines d'une T. et M. — IV. i5
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équation de degré dont les coefficients appartiennent au
corps û^ obtenu en adjoignant cette racine à Q'. Dans le corps Û^ , Téquation de degré est irréductible.
686. Parmi les fonctions symétriques des quantités pctp^ç relatives à une même ligne, qu'il convient d'employer, la somme Pz='^pap^q se présente d'autant plus naturellement qu'elle figure déjà dans les formules de transformation (XXI). Il resterait, il est vrai, à prouver, pour pouvoir affirmer que P vérifie une équation irréductible de degré /i + i, que P change de valeur quand on passe d'une ligne à l'autre ; dans les cas particuliers où /i == 3, 5, que nous examinerons plus loin, ^irréductibilité de Téquation en P, du quatrième ou du sixième degré, apparaît toutefois directement sur l'équation même et le changement des valeurs de P quand on passe d'une ligne à l'autre en résulte.
M. Kiepert a montré que, pour n >> 3, la fonction
R = JJ [P(''«P.7) - P('^rap^g)l
OÙ V = — ; — > était particulièrement avantageuse. On reconnaît
de suite qu'elle est une fonction symétrique rationnelle des v quantités p{f'cip,q)'i puisque p{'irap^q) est une fonction rationnelle de ^2> g^i Pi'^^p.q)-) ^"^ sorte que R peut être mis sous la forme
J^F[p(mp,^)].
F désignant une fonction rationnelle de p(''<^/>,y) (* )•
(') R peut être mis sous une forme intéressante que le lecteur retrouvera saos peine en reprenant les formules des n'\372, 373 (voir V Errata), On a, en continuant à designer par v, et en écrivant R au lieu de R,
«,■„ = <-■'' n t^'»^.., ("■",.„) »^-.p,-., (2 '•«,„)] = n ^^rêrTr'lh—v
Au moyen des formules (VI,) et en partant de la dernière expression de R ,
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§ II. — Équations modulaires.
687. Considérons d'abord les deux fonctions doublement périodiques p(u I (i)|, (1)3) et p ( w ~> 11)3 j, où /i est un nombre premier impair donné. La formule (XXI4) permet d'exprimer la seconde de ces deux fonctions au moyen d'une fonction rationnelle de la première ; les coefficients de cette fonction rationnelle de p{ii |ti),, (1)3) ou p{u\ ^2j ^3) dépendent des quantités pap^o- En développant les deux membres de cette égalité suivant les» puissances de u et en égalant les coefficients de u^ et de w', on obtient immédiatement les expressions des invariants G2) Gs de
la fonction p ( u \ —^ y (oA au moyen de g^i gi et des sommes
> p j > p<*^' ; SI, dans ces expressions, on remplace
les dérivées de p par leurs valeurs (XCVII) en fonction des puissances de j3, on a
Gi =^1-4- 60 2^1^^ —^ D(n — i)^j,
on trouve sans difficulté, en supposant « = 6^d= i, où l'on a posé
en particulier
Ces diverses transformations résultent sans peine des formules (XXXIJ, (XXXIIIj), (XXXVI,), (XXXVIII,,)» (LIj), (LIII2) ; on rappelle qu'ece /?, q désignent des entiers qui ne sont pas tous deux divisibles par n. Pour plus de détails, voir Kiepert. Journal de Crelle, t. 87, p. 199; t. 95, p. 218.
2l8 FONCTIONS ELLIPTIQUES.
comme les fonctions symétriques des quantités p sont des
fonctions rationnelles de Tune d'elles, P< = ^ p > par
exemple, on voit que G2, G3 sont des fonctions rationnelles de gi^g^j Pi (à coefficients entiers); en d'autres termes, Ga, Gj appartiennent au corps û^ obtenu en adjoignant P^ au corps û'; ou encore, il existe deux équations algébriques, à coefficients entiers entre G27
G3, g2j gi-
Si, entre ces deux équations et les deux équations (XXXVIIg), qui expriment que J(/it), J(t) sont respectivement des fonctions rationnelles à coefficients entiers de G2, Gj et de g^^ gz, on élimine G2, G3 et g2^ par exemple, on obtient une équation algébrique à coefficients entiers, entre J.C/'t) et J(t); dans cette équation ne peut figurer ^j, car si l'on change ti)<, cos en Xco^, Xcoj où \ désigne un nombre quelconque, t ne change pas, tandis que ^jse change en ^^"^ gz» H existe donc aussi (XXXVlIg") une équatioo algébrique, à coefficients entiers entre k^{n'z) et A:'-(t).
688. On peut encore reconnaître l'existence d'une équatioD entre y/^ = ^^{'^) ^^ \/^ = \/k(rvz) en s'appujant sur les résultats établis au n*^ 584, de manière à obtenir quelques renseignements de plus.
Supposons formée l'équation irréductible F(w) = o, de degré 2v(v + i), qui a pour racines les valeurs non nulles de sn^a^,^; les coefficients de cette équation appartiennent au corps û formé par les nombres rationnels et les fonctions rationnelles à coefficients entiers de <p(t)=:v/A\ Supposons aussi formée l'équation G{y) = o de degré 2 v -h 2 dont on a établi l'existence au n° 684 et qui a pour racines les diverses valeurs d'une fonction symétrique de celles des racines de l'équation F(5) = o qui correspondent aux éléments (/?, q) d'une même ligne; si les coefficients de la fonction symétrique appartiennent au corps û, il en est de même des coefficients du polynôme G(^). Enfin, supposons formée l'équation g{^'iy)= o^ du degré v en :;, qui, lorsqu'on y remplace y par une des racines de l'équation G(y) = o, a pour racines les valeurs de sn^^y,^^ correspondant à la même ligne d'éléments (p^q) que la racine de l'équation G(y)."=o; les coefficients de l'exprès-
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sion g(^]y), envisagée comme un polynôme en ^ et 5, appartiennent aussi au corps Q.
Ceci posé, reportons-nous à la formule (LXXXVI3) qui peut s'écrire
sijKo est la racine de l'équation G(y) = o qui correspond à la ligne (i , o), (2, o), . . . , (v, o) du système complet d'éléments (p^ q), le second membre, qui est évidemment une fonction symétrique de sn2(a^o), sn2(«2 0)7 •••» sn2(av,o)) c'est-à-dire une fonction symétrique des racines de l'équation en z, gi^iyo) = o, s'exprimera au moyen d'une fonction rationnelle R(yo) de^o? dont les coefficients appartiennent au corps û; il en sera donc de même du premier membre o^{n'z) ou y/7.
Si, maintenant, dans l'équation G(^) = o, de degré 2v + 2 en y^ on fait la transformation vp = R(y), on obtiendra une équation en tv, de degré 2v-t-2 = /z-hi, dont les coefficients appartiennent au même corps û, et que vérifie y//; cette équation peut être formée, en suivant la méthode précédente, par des calculs purement algébriques; nous en donnerons des exemples pour /2 = 3 et /i = 5. Cette équation est dite équation modulaire. On étend d'ailleurs ce nom à d'autres équations analogues.
Observons que le même raisonnement s'applique mot pour mot à la quantité
de l'équation (LXXXVI5) ; on formera ainsi V équation au multiplicateur, entre M et 'f (t), équation qui sera encore du degré
2 V -h 2 rr= /? -u 1 en M.
689. On peut se placer, pour définir l'équation modulaire (*), à un point de vue tout autre, d'où nous allons voir que la fonction
(') Cy. M. Krause, Théorie der Doppeltperiodischen Functionen . . . y t. I, p. 2o3 et suivantes. Le lecteur qui voudra pousser- plus avant l'étude des Fonctions elliptiques à l'Algèbre pourra consulicr le troisième Volume des Fonctions etliptiques de Halphen, et surtout les Elliptische Functionen de M. H: Weber.
<P(/it) elle-même est racine d'une équation algébrique, de degré /i -h I , dont les coefficients sont des polynômes en ç(t).
Si To est une solution de l'équation ©(':) = y©? où ç© est donné, toutes les solutions de cette équation sont des transformées
linéaires - — 1— de tq rentrant dans le type i® du Tableau (XX«),
et pour lesquelles on a
yo -h 0* — I ^ o (mod. i6),
comme il résulte du théorème du n^ 525 concernant les solutions de l'équation
et de la formule (XLVIi, cas i**) qui se rapporte à la fonction ç. Toutes les valeurs de la fonction ©(/it) sont donc de la forme
? — — Çi I > où a, p, Yî 5 désignent des entiers vérifiant les conditions précédentes ; il est bien aisé de voir que ces valeurs sont au nombre de /i -+- i .
i"" Si P est divisible par /i, on a
? :L «.. =?/ -^-^^ — \ = ?('»xo);
en effet, les nombres a, - > /ly, o vérifient les conditions imposées; d'abord leur déterminant est égal à i ; puis la condition yôn-o^ — r^o(mod. i6), supposant 8 impair, implique y^o (mod. 8); en ajoutant membre à membre les deux congruences
(n — i)y8=so, y^ "+" ^* — i^o (mod. i6), on trouve
/lY-o-i-û* — 1 = 0 (mod.i6).
2** Si P n'est pas divisible par n, on peut déterminer cinq nombres entiers a, b, c, rf, Ç tels que l'on ait
c + rfîi^ ô = r> aa — 6c = 1,
et cela quel que soitTo. Il faut pour cela que les nombres a, p, /?Y, /i8 soient proportionnels 2.na — 6$, 6, ne — d\^ rf, et comme
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le déterminant des quatre premiers nombres est égal à n, ainsi que celui des quatre derniers, le facteur de proportionnalité ne peut être que ± i ; supposons qu'il soit H- i , ce qui ne restreint pas la généralité de la solution, et cherchons à satisfaire aux équations
na — 6$= a, 6 = p, ne — d^ = n^j d = n^;
on en tire
il suffît évidemment de déterminer Ç de manière que a 4- pÇ soit divisible par /i, ce qui est possible, puisque ^ est premier à n; rien n'empêche même d'imposer à Ç la condition d'être divisible par un entier quelconque, premier à /i, par exemple d'être divisible par 16; a, 6, c, (f , Ç étant ainsi déterminés, et a, d étant impairs, 6, c pairs^ comme il résulte des expressions mêmes de ces quatre nombres au moyen de a, p, y, 8, Ç, on a (XLVIi),
d'ailleurs, cd-^d'^ — i = (y + 8S)/i5 -h/i^o^ — i, si l'on suppose Ç divisible par 16, est congru (mod. 16) à nyS -h /i^S^ — i, et, par conséquent, puisque yS + 8^ — i est divisible par 16, à (/i — i)Y3-h(/i2 — 0^^» ^^> P^^ suite, à n^ — i ; on a donc
» (« vm '<-'-^^ c-T-^)
690. Les diverses valeurs de ç(ait) seront donc les valeurs distinctes de
que Ton obtiendra, par exemple, en donnant à X les valeurs o, i , 2, . . ., /i — I. On reconnaît, d'ailleurs, très aisément que les valeurs ainsi obtenues sont effectivement distinctes, sauf pour des valeurs spéciales dcTo.
Il est clair, par ce qui précède, que la substitution à Tq d'une valeur de t telle qu'on ait ?(':)= 'f (tq) n'en peut altérer l'ensemble. Les fonctions symétriques élémentaires de ces(/i + i) va-
leurs seront donc des fonctions algébriques de ©o= ?('^o)qui ne sont susceptibles que d'une seule valeur, quand on se donne (po^ c'est-à-dire des fonctions rationnelles de ç^, à coefficients numériques. Il existe donc une équation algébrique K{iVj i/) = o, entière, à coefficients numériques, entre «' = ç(/it) et w = '^(t), de degré /i -f- i en w. On voit de suite qu'une telle équation, ne devant pas changer par une substitution linéaire qui n'altère pas ^ (t), est irréductible dans un corps formé de nombres et de fondions rationnelles de f (t) à coefficients numériques quelconques; nous la supposons débarrassée de tout facteur ne contenant que u ; elle admet les racines
w = ?(/ix), iv=(— i) 8 ?(^~^ — )' (X = o, I,-2, ...,/l-IJ.
L'égalité
R[(-ir^\(^)»?(^)]=o
étant vérifiée identiquement, on voit, en y changeant t en /zt, que
l'équation R [( — i) * u^ çvj = o est vérifiée en même temps que l'équation R((v, u)= o, qui, ainsi, ne change pas quand on
change iv en ( — i) * u et u en iv; d'autre part, le changement de T en T H- 2 (XLVg) montre que l'équation R(w, m) = o ne doit
pas changer quand on y remplace u par i^ u et w par f' w. On voit ainsi, en particulier, qu'en regardant u cl tv comme du premier degré, l'équation R(^ï^', u) = o est aussi bien du degré n-{- i en « qu'en iv^ qu'aucun terme du polynôme R(iv, u) ne peut être de dimension impaire, qu'aucun de ces termes ne peut non plus contenir une seule des deux variables (v, u à une puissance qui ne soit pas un multiple de 4*
691. Ces remarques permettent de réduire notablement le nombre des coefficients numériques de ce polynôme, qu'il reste à déterminer. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynôme écrit avec des coefficients indéterminés, w = cp ('^'^) et u = o('z) par les
développements entiers en </* que Ton déduit immédiatement des formules (XXXVIII,); on égalera ensuite à zéro les coefficients des
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diverses puissances de q^. Sauf le facteur y/2, qui disparaît à cause de la parité des termes de R(iv, a), ces coefficients sont entiers; on aura donc, pour déterminer les coefficients de R(tv, m), à résoudre des équations du premier degré à coefficients entiers; les solutions seront des nombres rationnels, ou même, si Ton veut, entiers. Les coefficients de l'équation R(tv, u)= o, considérée comme une équation en (v, appartiennent donc au corps û.
On écrit habituellement cette équation Véquation mo
dulaire proprement dite, en y remplaçant w par ( — i) * ç\ elle a alors pour racines
{—\)~~^ o{nz), ç \~~Ti — )' (X = 0, I, 2, ..., n — I).
A l'équation R(«', u) = o qui relie les deux fonctions (v = cp(/iT) et w = c5(t) correspond une équation toute semblable reliant les deux fonctions {v= <J^(t) et a = 'i(/iT). Si, en efl^et, dans Téquation
qui est vérifiée identiquement en t, on remplace t par > elle
devient
Le même mode de raisonnement permet de prouver Texistence d'une équation algébrique à coefficients entiers, entre J(/it) et J(t) qui, quand on regarde J(t) comme donnée, a pour racines
J(/it), J| j, (X = o, I, 2, . . . , /i — I):
elle est du degré n 4-1 par rapport à chacune des quantités J(/ît), J(t); elle est irréductible dans le corps formé par les nombres rationnels.
Il convient d'insister, enfin, sur ce que les formules (LVIII) de Schroler permettent d'obtenir directement des équations modulaires pour chaque nombre premier impair donné /?; nous en donnerons des exemples pour n = 3 et /i = 5.
aa4 FONCTIONS ELLIPTIQUES.
§ III. — Problème de la transformation.
693. Le problème de la transformation pour des fonctions doublement périodiques quelconques ^{u)^W(u) d'une même variable u consiste à rechercher la dépendance dans laquelle doivent se trouver les couples de périodes primitives de ^(w) et de W(«i) pour que ces deux fonctions soient liées par une relation aigébrique. Ce problème se ramène immédiatement à celui de la transformation pour la fonction pu, puisque ^(i/ 1 coi, (1)3) et p{u I Cl),, (03), d'une part, W{ii\Qi, Û3)et p{u\Qi, Û3), d'autre part, sont liées par une relation algébrique. Si p(u | coi, (03) et P(//|q,, Û3) sont liées par une relation algébrique
/[p(a 10)1,0)3), p(aHli, Û3)] = 0,
on voit aisément, en l'envisageant comme une identité en u, et en y remplaçant u par u augmenté d'un multiple entier quelconque /2, de 2(0,, que l'on a aussi
/[p{u jaij,o)j), p(a-h2W,w, |û,,Ûj)] = 0.
Puisqu'une équation algébrique ne peut avoir qu'un nombre fini de racines, cette relation envisagée comme une équation en
permet, puisqu'elle est vérifiée quel que soit l'entier /i,, d'affirmer que parmi les multiples (entiers) de 2 u>, il y en a certainement qui sont congrus à o, modulis 2û,, 2Û3 ; on verrait de même que parmi les multiples (entiers) de 2 o>3 il y en a certainement qui sont congrus à o, modulis 2û,,2û3; en sorte que, pour que deux fonctions pu puissent être transformées l'une dans l'autre, il faut nécessairement qu'il existe cinq entiers [jl, a^ &, c, d (que Ton peut toujours supposer sans diviseur commun), tels que l'on ait
|Jia)i = afli -+- 6û3, (JL0)3 = CÛi -t- C?Û3.
Soit 5 le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, 6, c, d\ nous savons, par la théorie des substitutions (n^ 133), que Ton peut déterminer des couples (co', , 0)3), (û,, û,) respectivement
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équivalents à (toi, toa), (ûi, Û3), et tels que Ton ait
!AW| = ^ — oû|, H^wj = ôQj.
Si l'on désigne par v le plus grand commun diviseur de |x et de
€ld ^ ÙC I 'Il
— ^ — > et par m, n Jes quotients de ces deux entiers par v, on peut d'ailleurs mettre ces relations sous la forme
wia», — /lolij, //i VU) 3 — 0 123;
m, n aussi bien que m, 8 et que v, 8 sont premiers relatifs. De ces relations on déduit que l'on a
\ Aïo 0/ \ m /?iv/
d'où, à cause du théorème de l'homogénéité,
mais p(8a) est une fonction rationnelle de p{u) formée avec les mêmes périodes; le numérateur est du degré 8^, le dénominateur d'un degré inférieur à 8^; en appliquant les formules (XXI4) et
(01114), on voit d'ailleurs que pfw — > co'j, j est une fonction rationnelle de p{u I (o',, (1)3), c'est-à-dire de p(w | coi, cos), dont le
numérateur est du degré /i, le dénominateur du degré n — 1;
81/ —> (1)3 j est donc une fonction rationnelle de p(m | tui, (1)3)
dont le numérateur est du degré /iS^, le dénominateur d'un degré inférieur à no'^. De même p( mu a\^ -- j est une fonction rationnelle de p(z/|û|, Û3) dont Je numérateur est du degré m^v, le dénominateur d'un degré inférieur à m^v. Ainsi deux fonctions p (m I Cl) 1,0)3), p(w|ûi,û3) ne peuvent être liées par une relation algébrique que si elles sont aussi liées par une relation de la forme
OÙ R et R| sont des fonctions rationnelles dont les numérateurs sont de degrés respectivement égaux à /iS^, m- y et dont les déno-
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minateurs sont de degrés inférieurs à /lo^, m^v; /??, /î, 3, v sont des entiers qui doivent vérifier la condition que m, n d'une part, m, 0 d'autre part, et enfin v, o soient premiers relatifs. Il n'est pas difficile de montrer que ces entiers sont les mêmes de quelque façon que Ton choisisse les périodes 2(0',, 2(o', ou 2û', , 2Q3 équivalentes à 2a)|, 2(1)3 ou 2û|, 2Û3.
On réserve le nom de transformation primitive à celles qui correspondent au cas où m = 0 = 5 = I ; n est le degré de la transformation primitive. Ce qui précède met en évidence que toute transformation peut s'obtenir au moyen de transformations primitives. On voit aussi comment les équations modulaires correspondant à une transformation quelconque dépendent des équations modulaires correspondant à une transformation primitive, dont nous avons parlé au § II.
§ IV.— Division des périodes par 3. — Équations modulaires
correspondantes.
694. Nous avons formé (CIV2,3), et explicitement au bas du Tableau de formules (CIV), l'équation W^{u)=^o qui, par la substitution j^ = p^/, prend la forme
^1 ^1 . • . 7-W| '2 tu» 2103 rh '^uii o» etdont les quatre racines sont j3-^ , p- y p — — -' Si, entre
cette équation et l'équation (XCVl),
qui suppose y/c^ — ^'3 z= i , on élimine r, on obtient immédiatement Téquation F{3) = o, dont les quatre racines sont sn^--,
sn-— —I su-' bn tcnanl compte des relalions (XCVl)
(n-.ilO),
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on parvient aisément à Tëquation
F(z) = it*5* — 6A:«5« -I- 4(1 -+- A:*) -5 — 3 = o.
Par la substitution z = kz^ cette équation se transforme en
(I) (z»-i)» = 4(i-pz-^z»),
où
les racines de cette équation sont les carrés des valeurs que prend la fonction Eu i>. ^j de Kronecker(LXXV3) lorsqu'on y remplace i'
par -> -> •
On peut déduire directement Téquation (i) de Tégalité
sn2ap,^ = (— i)/^îsnap,^,
qui a manifestement lieu pour n = 'i] en posant z = A* sn- ap^ç et tenant compte de la formule de duplication (LXXXV^), on a, en effet,
en supprimant le facteur tZ on retombe sur l'équation (i).
695. Si Ton désigne par Z| o la racine de l'équalion ( i ) qui correspond à l'élément (i, o), on a d'ailleurs (LXXXVI3)
en»-— ,
il suffit d'éliminer Z|q entre cette équation et l'équation (i), dans laquelle on a remplacé z par Z|o, pour obtenir une équation entre 'f^(3T) et o^{'^)s l'équation
à laquelle on parvient ainsi, entraîne immédiatement la relation
puisque les premiers termes des développements des deux mem-
bres (XXXVIII i) suivant les puissances de cf sont égaux (ils sont
tous deux égaux à -f- '\<f)' En posant
m = ©it). p = — o(3t>,
on obtient l'équation modulaire proprement dite (pour n = 3)
( 'X ) v"* — u^ — 7, uvd — M* i?' ) = o.
696. On va vérifier que celle équation (2) se déduit aussi de Téquation (i) par une transformation rationnelle. On a, en eflet,
_y7_ _ (A: — z ) (I — /^z) _ I — pz-hz^ _ (\ — z^y
la dernière égalité résultant de Téquation (1); on en conclut, en extrayant les racines carrées,
Cpï(T) -2(1 — A A j'
car il est bien aisé de voir que le second membre de cette égalité doit, comme le premier, être positif pour de grandes valeurs po-
sitives de -• On n'a plus qu'à faire la transformation
•i{\ - kz)'
en remplaçant dans (i), i - z'^ par 2(1 — /:z)^, en remarquant que le second membre peut s'écrire (i — kz)(i — j/^)' en supprimant le facteur i — Az qui, en vertu de (i), ne peut s'annuler que si A*2 = i , on trouve
^ ~ I — Az'
l'élimination de z, enlre cette expression de y^ et celle qui est fournie par la transformation ralionnelle elle-même, donne enfin
A*^* — 2 k^j'^ -H iy — 1 = 0, et, en posant A: =^ ;/', V = — -y on retrouve l'équation modu-
ce
laire (2) enlre 1/ = cp(T) et r = — '^(3t).
APPLICATIONS A L*ALGÈBRE ET A L'aRITHMÉTIQUE. 229
On a d'ailleurs aussi
lV»(T)68(3T) = fl-98(T)][l-Q8(3T)]
— (1 -f- fr'* — U"* — lt'*v'*){\ H- U* — t^^ — làv^)
— {\ — U'*V^ -h 1UV — XU^V^) (1 — 11"*^^ 7.UV -+- 2U3p*)
= (l — wH'i)2— î(l — M*P2),^Î<.2 =(i_ ^2^2 y»
= |i-oH'c)?'(3x)l^;
on en déduit immédiatement, en extraj'ant la racine quatrième, la relation
ou encore
y/F/ -^ s/Vi = I ;
c'est sous cette forme que Legcndre [Fonctions elliptiques, t. I, p. 23o) a donné le premier l'équation modulaire pour n ^= 3.
698. Plaçons-nous maintenant au point de vue du n" 691, et proposons-nous d'établir directement l'équation modulaire entre tt=tp(T) et (v = '^(3t). On sait qu'elle est du quatrième degré en çv, du quatrième degré en w, qu'aucun de ses termes ne peut être de dimension impaire en (v et w, qu'aucun de ses termes ne peut contenir w o\x u seul, à une puissance qui ne soit un multiple de 4; elle est donc nécessairement de la forme
(ay II'* -T- «•> //2 -4- «4 ) «'♦ -h ( hi u^ -+- ^3 a ) w^
(coti* -f- CiU^)w--+- (di u^ -i- d^u)w -t- CqU* = o.
Si Ton identifie cette équation avec les deux équations que l'on obtient en y remplaçant, d'une part, w par — z/, u par w, d'autre
part, u par i Uy w par i vv, on voit que :
ou bien
rt » = ^2 = ^3 — Cq = Ca = 6^1 = o et ^0 H- a^ = o ;
OU bien
«2 = ^3 = ^0 = ^1 — a, = h] = di = t'o = <> '
la première alternative est seule possible, car dans la seconde l'équation modulaire ne serait pas irréductible; l'équation modulaire
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est donc nécessairement de la forme
Si, dans le premier membre de celte équation, on remplace
u = ç(':), w= 'f (St) par leurs développements (XXXVIIIi), on
obtient, en égalant à zéro les coefficients de q^ et de ^r*, les relations
2^4 — f/3 = O, hi -h d:i = O,
en sorte que l'équation cherchée est
iv^ — a^ — iu^w^-\-iuw =0.
Pour çv= — i', on retombe sur Téquation (2).
699. Cette même équation (2) se déduit aussi de la formule (LVIIIi) et c'est peut-être par celte voie que l'on aperçoit le mieux la source commune d'où découlent toutes les équations modulaires (*).
Si nous faisons, dans cette formule, a= 1, p = 3 et, d'une part, :r = j,y = — i, d'autre pari, ^=: J,y= — |, puisque nous ajoutions les deux relations ainsi obtenues, il viendra
Si l'on transforme le premier membre de celle égalité, en appliquant la formule (XL<), il se présente sous la forme
[2;,(il4x) + &,(-i|4T)][^,(i|i2^) + a,(i|iaT)]
quel que soit T, on a d'ailleurs (XXXIV) S,(1|t) =-3,(i|T) =S,(o|T) =0; ^,(iT|T) = r"'~^ &,(o I T);
l'égalité précédente peut doue s'écrire
&i(ol4-)3ri(oli2-:) = &3(oi4x)2r,(o|iaT)-a,(o|4':)a,(ol 1%-.).
(') Voir Journal de Liouville. V sér., t. III, p. 360; i858.
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Cette équation, daus laquelle on peut supposer t remplacé par -, est manifestement identique à l'équation modulaire (2).
700. Observons en passant que l'on obtient, par le même procédé, des équations analogues en posant dans la formule (LVIII4), écrite pour a = i , p = 3, au lieu de
X =\y ^ = — 1, et a? = f , y = -.^, soit
37 = 2-: -+-|, y = i'z — {, et x = 'i'z-^^, ^ = •2-: — J,
soit
a: = 4T-h|, jK = 4^ — i» et a? = 4'c-t-f, ^=4'c-f;
on parvient ainsi aux relations
701. L'équation au multiplicateur s'obtient en éliminant z entre les deux équations
Mz(i — Az) = A — z, z* — 6z* -+- 4pz — 3 = o.
Ces équations sont équivalentes aux deux équations
Az«-f- Bz -t- C = o, A'z2-+- B'z -+- G' = o, où
A = M-f-i, B = 3AM2— 6AM — A, G = — SM^-f- 4A»M -f- M,
l'équation au multiplicateur est donc
(AG'— A'G)î = (AB' — A'B)(BG'— B'G);
en divisant les deux membres par (A^ — i)-, et réduisant, elle
prend la forme
L'équation f(y) = o dans laquelle se transforme l'équation ^3(w)=:o par la substitution y = pu (n° 694) étant du quatrième degré en y, est résoluble par radicaux; il en est de même T. et M. — IV. iG
(le l'équalîon F(z)= o. En général, ces équations ne sont pas abéliennes.
702. Dans le cas où g2 cl ^3 sont réels, il n'est pas difficile d'écrire explicitement les valeurs des quatre racines de Tcqualion /O) = o dans laquelle se transforme l'équation ^'^(u) = o par la substitution y=: pu.
Convenons de désigner par e la racine cubique imaginaire de
Tunité dont l'argument est — ^ ou -^, suivant que le discriminant
est négatif ou positif; par F la racine cubique réelle de — aÇ; par a^ 6, c les quantités
par ^ la racine positive de a; par \^b, sjc les racines de fr et de c
dont la partie réelle est positive; il est aisé de voir que \^b^ \/c sont imaginaires conjuguées et que le coefficient de 1 dans la
partie purement imaginaire de \/b est positif. On a alors
20)1 / /r /- 2(i>3H-2ti>, /- ,-r r-
2 0)3 i- ,j /- 2tU3 '2(0, /- /y /-
L'ordre dans lequel on a égalé les quatre racines de Téqua-
y./ V I 2C0i 2CO3 2(JU3dt2t0i ,,
lion /(j^) = O aux nombres j3 --> p-^-^ p r^ est de ter-
miné par la condition que p— ^- soit réel et posait, p —-^ réel
Cl négatif ; p s exprime au mojcn de p -— > j) — et du
produit p'-ô-^ • p' -TT-'j par les formules d'addition.
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§ V. — Division des périodes par 5. — Équation modulaire
correspondante.
703. Au lieu de former directement Téquation ^5 = o et Téquation f{y) = o, du douzième degré en y^ qui en résulte par la substitution y = pu^ équation qui a pour racines les douze valeurs
que peut prendre 1 expression pop^q pour ap^q^= -^ — - — -^
nous formerons. les équations du sixième et du second degré dont sa solution dépend.
Soient
En posant y = p{<^pjq)i on peut écrire (GIII7)
^y^ — g\y—gz et celte équation, si l'on regarde P comme égal à
e§t aussi bien vérifiée par p(«^^y) que par p(2a^,ç), puisque Ton a
P(4ap,7) = p(«A>,7); le polynôme
(r* ^-7^î)'-+- 2^3^— (7 — P)(47' — gty — gz)
doit donc être divisible pary- — P^ -h Q ; en écrivant qu'il en est ainsi, on obtient les deux équations
d'où l'on déduit
(3) p6-5^,P*-4o^sP'-5^|P*-8^,^3P-5^5=o.
Cette équation est irréductible dans le corps Q formé par les fonctions rationnelles de ^2» gz à coefficients entiers, puisque en la résolvant, par exemple, comme une équation du second degré
en ^3, la quantité sous le radical n'est pas un carré parfait. Il suit de laque les six valeurs àe p{ap^q) + p{2,ap^q) sont distinctes (' ). P étant déterminé par cette équation, on déterminera y par Téquation
On voit que toutes les fonctions symétriques entières de p{ctp^q)y p{'^^p,q)j dout Ics cocfficients appartiennent à û, seront des fonctions rationnelles de P dans le même corps.
En éliminant P entre les équations (3) et (4)) on obtiendrait Téqualioa du douzième degré f{y) = o, ayant pour racines les douze valeurs que peut prendre pctp.q pour /i = 5, équation que nous avons évité d'écrire.
704. Il n'y a aucune difficulté à former de même Péquation du sixième degré qui admet pour racine la quantité R introduite par M. Kiepert. On a, en effet, pour /i = 5,
= 4Q_p2=__Ap,^.l^,+ «Ç;
(') Faisons en passant sur la forme de l'équation en p quelques obserratioDs qui s'étendent aisément aux équations analogues pour n premier impair.
Le coefficient de la plus haute puissance de p est numérique et les autres coefficients sont entiers en g^^ g^\ cela pouvait être prévu, car ce caractère, comme on l'a vu au n<* 457, appartient au polynôme en y que l'on déduit de ^*^(u) quand on y remplace pu par y-y il appartiendra donc aussi, en vertu de U théorie des fonctions symétriques, à l'équation S(^) = o, ayant pour racines les
sommes de racines de l'équation en ^ et à tous les diviseurs entiers en z,
Szy ëi ^^^ ^^ ^^^^ P^^ divisibles par un polynôme en g^^ g^; or le premier mtmbre de l'équation en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont cerlaincs
sommes de racines de l'équation en y.
D'autre part, le polynôme en p est une fonction homogène de p, g^, g^ quand on regarde ces quantités comme du premier, du second, du troisième degré; cela pouvait aussi être prévu par l'équation d'homogénéité (VIII3).
Ces remarques montrent que, pour former l'équation en P, on n'a à déterminer que des coefficients numériques; en particulier, il Cbt certain que le terme en P" manque toujours dans l'équation en P.
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il suffit donc d'éliminer P entre les deux équations
pc _ 5^, P* -40^3 P»- 5^1 P» -8^,^,P- 5^î = o, ou encore entre les deux équations qui leur ^ont équivalentes
9(R« + ^îR-^i)P«-t-54^3aR- ^2) P- 81^1=0;
on trouve ainsi, sans aucune peine, Péquation
V(R) = 5R«-t-i2^,R»— i6ogR3-+-256Ç*
où
et Ton obtient, en passant, l'expression que voici de P en fonction
rationnelle de R,
— Rî— 2^,R»-+-i6Ç'
705. Pour n = 3, les équations modulaires entre g2i ^3> Ga? G3 se déduisaient immédiatement des équations (i) du n° 687, puisque pour /i =: 3, v est égal à i, et que, par suite, on a simplement
Pour /i = 5, il faut faire subir à ces équations une légère transformation. Puisque p—p-» P ^ sont racines de l'équation (4), on a d'abord
2w, 4a>, 20)1 4a>, Pj+i^g-iPi + ^a.
p — -^p^- = Pi. P — p-r = ëp; '
on en déduit
n3 ^"> _^. n3 i.^ - P3 __ P?-^î^îPl-^^3 . P ~T" -^P c — '^l o »
en remplaçant ces sommes par leurs valeurs dans les équations (i) du n° 687, on a ensuite
^ I 39P,^j-+- 4o^3H-PiG,— 8oP}=o,
les deux équations cherchées sont le résultat de Télimination de P| entre les deux équations (3) et (5).
On observera que les deux équations (5) sont linéaires aussi bien en Gj, Gs qu'en ^2? gz* Si on les résout par rapport à g^^ gi et que, en y remplaçant Pi par P, l'on porte ces valeurs dans Téquation (3), on obtiendra une équation du sixième degré en P dont les coefficients seront des polynômes en G2, G3 à coefficients entiers, et que devra vérifier Pi. Cette équation, jointe à l'équation (3) et aux équations (5), montre bien nettement comment les éléments de Tun des couples (^2, gs), (G2, G3) dépendent algébriquement de l'autre, les éléments de l'un des couples étant susceptibles de six valeurs quand on se donne l'autre couple. Il convient de remarquer que si l'on connaît deux couples correspondants (g2^ gz), (G2, G3), la valeur correspondante de P| , racine commune aux deux équations (4)> s'obtient rationnellement au moyen de ^2, ^3, G2, G3.
706. Passons à l'équation du douzième degré qui donne les valeurs de sn^ ap^q, où
ipK-\-i iq K'
Le système complet des éléments est, par exemple,
oii l'on a mis l'un sous l'autre les éléments qui appartiennent à une même ligne.
Si Ton pose
y = X:»sn*ap,^sn»2a,,,^,
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on aura, en vertu des formules d'addilion,
yjk^x\{iapn) = diix '- ,
/7 ,0 X 327 — 4pa7' -+- 6ar* — 27»
^ "" '''^^ 3ar> — 4pa76-h6a7* — I
d'un aulre côté, on voit de suite que l'on a
k sn*(3ap,ç) = k sn«(2ap,^),
et l'on a là le moyen de former une équation que devront vérifier toutes les valeurs de Arsn^a^^^; comme l'équation ainsi obtenue est du douzième degré, on est sûr que c'est l'équation cherchée; elle se trouvera mise sous une forme qui nous sera commode.
Si l'on pose, pour abréger,
et
A = 3 — 4o>5 4-6z» — ^*, B = 3z* — 4pz«-+-6-s* — I,
cette équation sera
(1) /(z) = A2{i - z*y — 4(1 — pz -+- 5*)Bî.
La fonction k'^ sn^(ap^g) sn^(2ap^q)^ rationnelle en ksn^(ap^q)j ne change pas de valeur quand on y remplace k sn^ (ap^q) par l'une ou l'autre des racines qui correspondent aux éléments d'une même ligne verticale. Si donc, dans l'équation /(z) = o, on fait la transformation
on devra obtenir une équation du sixième degré eny^ et les deux racines z qui correspondent à une même racine y de cette équation doivent pouvoir s'obtenir par une équation du second degré ; c'est ce que l'on va vérifier.
707. Regardons dans ce qui suit y comme mis simplement pour abréger à la place de la fraction rationnelle en z qui con-
stitue le. second membre de l'équation (2); résolvons cette équation par rapport à p et substituons la valeur ainsi trouvée dans A et dans B; on trouvera sans peine
puis, en remplaçant aussi dans (1),
D'autre part, on a identiquement en y, 5, p,
dans le premier membre, la quantité entre crochets est nulle en vertu de la définition (2) de j^; on a donc les deux égalités
zf(z) V -\- z^
qui peuvent être regardées comme des identités en z si l'on se reporte à la définition (2) dey] dans les deux seconds membres,
z n'entre explicitement que par la combinaison ^—^ — j z ne peut
donc être une racine de/(z) sans que la valeur de ^—^ — qui annule le second membre de la seconde égalité n'annule aussi le second membre de la première, c'est-à-dire sans que l'on ait
(5) 6(7) = iGp^y — (n- ây-y)H^ - 27 -4-j*) = o.
Réciproquement, si l'on prend pour j^^ une racine de celle équation, pour z une racine de l'équation du second degré en Zj
le second membre de la première égalité (4) sera nul [comme on le voit en éliminant p entre (5) et (6)], en sorte que
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sera nul; mais alors, en vertu de Tidenlilé (3) dont le second membre est nul à cause de (6), on aura, puisque j^ n'est pas nul,
c'est-à-dire que ^ satisfera bien à sa définition (2); dès lors, les identités (4) ont lieu, en sorte que /{z) est nul à cause de (6). Nous avons donc démontré que l'on obtient les racines de /(z) en résolvant l'équation (5) du sixième degré eny^ puis l'équation (6) du second degré en z.
708. Si Ton considère une fonction symétrique de deux racines de l'équation y*(::) = o qui correspondent aux deux éléments d'une même ligne et, par suite, à une même racine^ de S (y) = o, elle s'exprimera rationnellement au moyen de la somme et du produit des racines de l'équation (6), c'est-à-dire en fonction de la racine y considérée; celte fonction symétrique dépendra donc d*une équation du sixième degré. Tel est le cas, par exemple, pour l'expression (LXXXVI5),
en* --- en* -^
an' -r- an' -^ 5 5
en supposant que y soit Â'^sn^-r-sn^ ^, les deux racines de l'équation (6) seront k sn^ -— , /c sn^ ^ et leur somme sera ^^^ — -,
on en déduit
en remplaçant, dans le second membre, p par A* -\-j.^ et en supprimant en haut et en bas le facteur y — i, on trouve sans peine
où
ïï-
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en éliminant y entre B(^) ^= o. et l'équation qui définit ?T, on obtient sans difficulté l'équation en IT, puis l'équation en y//.
709. Si l'on veut former l'équation qui a pour racines o(5t), on constatera d'abord, comme dans le cas de /i = 3, que
^ cp(5T) ^ VZ est une fonction rationnelle de y. On a, en effet,
en remplaçant, dans le numérateur, '^^y par la valeur tirée de l'équation 6(^) == o, on trouve, après des réductions faciles,
y/k x(s\_y-^i^kHy^-Zf) J '
en extrayant les racines carrées et en choisissant le signe de manière que le second membre soit, comme T, positif pour de grandes
valeurs positives de -» on obtient
Ceci posé, on a à éliminer y entre les deux équations
en remplaçante^ par i — X, on est ramené à éliminer X entre les
équations
e(i — X) = X6-+- 4X5-f-i6|ji>(X — i) = o,
X^-h -2X3 -+- 4 (AT — i)Xî-i- 4 jjiT(X — 2) = o,
où l'on a écrit, pour abréger, \k au lieu de /: — t; la première de ces deux équations se simplifie en ajoutant le premier membre de la seconde multiplié par — À^ — aX; on est alors ramené à éliminer X entre deux équations du quatrième degré
AT X* 4- (lA-T -+- {jlT)X5 — 4 |ji(T + jji)X -h 4 jjLî = o, X*-h2X3-i- 4(X:T — i)X»-t-4iJiTX — 8jjiT = o.
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En appliquant la méthode de Bézout et en combinant.les lignes et les colonnes de manière à simplifier le déterminant du quatrième ordre auquel elle conduit, on parvient aisément à un déterminant du quatrième ordre dont sept éléments sur seize sont nuls, et que l'on n'a donc aucune peine à développer; on trouve ainsi, en supprimant des facteurs jjl et (i -h Â:'),
En posant f{o'z) = — ç^ 0(1) = w, donc T = , on trouve
finalement (* )
On parviendrait à la même équation en suivant la méthode appliquée au n° 698 pour /i = 3.
A r* 710. On peut mettre cette équation sous la forme ^ = |r, en
posant
on peut donc aussi la mettre sous la forme
ou
Ah- A
-wi)(i-f-PM,
C'est la forme que Legendre lui a donnée. Dans son Supplément aux Fonctions elliptiques^ p. ^S, il établit, en effet, l'équation
\Vk^V~i) «-^ ' + ^
De l'équation modulaire obtenue au n® 709 on déduit aisément
( * ) Jacobi, Fundamenta; Œuvres, t. i, p. 7S.
2^2 FONCTIONS BLUPTIQUBS.
la relation
[l-Cp8(T)][l-CpH5T)]=(l-W»)(l-p8) = [(I— aV)(,^p4)J[(,_ç;*)(i+e,4)]
4lW
d'après une remarque faîte au n®692, on a donc aussi
Il V ^^-^^JLi H' <.^>IJ i6ij;«(':)^;»(5':)
Si l'on divise ces deux, relations, membre à membre, et que Ton tienne compte des égalités
on obtient la relation
d'où, en extrayant la racine sixième des deux membres et choisissant les déterminations par la considération des développements suivant les puissances de q (XXXVIIIi),
C'est la forme même donnée par Jacohi à l'équation modulaire au § 30 de ses Fundamenta (' ), savoir :
(v/Â- - v/7) {/X yz + ( v/T - /?) t/iP '/? = o.
711. Dans la formule (LVIIIi) posons a = i, ^ = 5, et prenons d'une part x=z \^ y = ^^ d'autre pari :r = 5^, y = J ; ajoutons les deux formules ainsi obtenues ; transformons, comme dans le cas de /i = 3, par la formule (XLi ), les produits de 2? qui figurent dans
(') Œuvres, t. I, p. i25.
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le premier membre, en sommes de 2r; enfin, exprimons les 2rde l'argument j, | ou | par les 2r de l'argument o; nous obtiendrons ainsi la relation
3rv(o|':)2?^(o|io':) = 2r^(o|3T)3r,(o|i5':) — ^«3r^x|3x)2r,(5x|i5':)
^»2rv(sïT|3':)2rj(ioTli5':).
De même, prenons dans la même formule écrite pour a = i, ^ = 5, d'une part ;r = {, j' = — J ; d'autre part j: = '-, y = — J ; ajoutons les deux formules ainsi obtenues; réduisons au moyen de la formule (XL|), et nous aurons la relation
2r^(o|2x)3r^(o|iO':) = 3rj(o|3':)3rJo|i5T)-7«3r3(x|3T)3r^(5T|i5-:)
-h q^%{2'z\Zz)^,,{io'z\ 15-.).
Pour X = — '9 y = d'une pari, et a; =-3 — - -h- - ,
y = ; 7 d'autre part, on parvient de même à la relation
^î(o|^)2r, /'ol— ) = 2 2r,(o|3x)3,(o|i5T)-+-2y»3r,(T|3':)3r3(5x|i5':)
-+-2(7«3rj(2':|3x)3r3(iox|i5x),
tandis que pour x = — — , j/- = — d'une part, et ^ = h -*
5x I ^ = - " d'autre part, on obtient la relation
^, /o I ^) 2r, ^o I ^^ = 22r3(o| Sx) 2rj(o| i5x) -+- 2ryî3r3(T 1 3T)2r,(5 1 i5t)
r3(2x|3x)^j(ioxl i5x
Ces quatre relations, déduites toutes les quatre de la même formule (LVIIIi ) pour a= I, |3 = 5, vont nous fournir aisément l'équation modulaire pourn = 5. Nous avons établi (n<** 699, 700), pour [X = o, 1 , 2, la relation
&3(o|T)3r3([xx|3x) = 3rj(o|x)3r,(jxxl3x)-i-(-i)(^2r,(o|x)2r,(jiT|3x),
d'où l'on déduit, en changeant t en 5t, la relation
3r,(o|5x)^,(5|ix|i5x)-^(-i)t*3r^(o|5x)2r,(5îix|i5x)
= 3r3(o|5x)2j,(5{xx|i5x);
multiplions ces deux relations membre à membre et par 7'^'; si dans l'égaliré ainsi obtenue on donne à ui les valeurs o, 1, 2, on
obtîenl trois relations que nous ajouterons membre à membre; nous parviendrons ainsi à la relation
li = j
S,(o|T)3r,(o|5T)2y'^'2r,(txT|3T)3r,(5Hix| i5t)
3r3(o|T)2r,(ol5-:)2(-0t*^-»''^3(fx^|3T)^,(5HLT|ir.T)
= 2r,(olT)2r3(o|5T)2^*^'^«(.'^^|3x)2r3(5jjLT|i5T)
34(oh)2r3(o|5T)2(-i)lx7«:^'3r,(jxT|3T)2r3(5txT|i5i:),
lx=o
dans laquelle figurent précisément les quatre sommes, de trois termes chacune, que nous venons d'exprimer au moyen d'un produit de deux fonctions 2r(o); si l'on remplace ces quatre sommes par leurs valeurs, on obtient la relation •
ri2r3(o|T)2r,(o|5T)~^2r,(o|T)2?3(o|5T)]2r,(o|^)2r/o|^ = [ 2r^(o|T)^3(o|5T)- %(o\'z)^,{o\5z)]?j^(o\'i'z)%(o\io'z):
il suffit d'appliquer les formules de transformation (XLVIl), (XLVIlI)pour/^ = 2, pour apercevoirridenlité de cette relation (*) avec Téquation modulaire proprement dite pour /^ = 5.
(') La môme formule (LVIII,) fournil un procédé très rapide pour parvenir à l'une des formes de l'cqualion modulaire pour n = 7. Prenons, à cet clTct, dans cette formule a = i, fi = 7 et d'une part x = -(y y — — -J, d'autre part J7 = J, y = — J, et ajoutons les deux formules ainsi obtenues. Réduisons le premier membre par la formule (XLj) appliquée à chacune des quatre fonctions Hx qui y figurent; on aura
H- 2^'« .%(.', Ti8T)Srj(28T|5GT)-27'«Sr,(GT|8T)&,(^3Tl56T).
Faisons aussi dans la même formule (LVIII,), écrite pour a = i, fi = 7, d'une part a: = o, y = 0, d'auirc part ^ - J, ^' ^ •— J, ajoutons, réduisons le premier
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§ VI. — Division d'une boucle de lemniscate en 3, 4
ou 5 parties égales.
712. Le problème de la division d'une boucle de lemniscale en parties égales se ramène immédiatement à la recherche des valeurs
de J3 ( — - 0), , a>3 j dans le cas parliculier où les invariants ^2» gz
sont respectivement égaux à 4 ^t o. Si l'on prend le demi-axe a de la lemniscate pour unité de longueur, la longueur d'une boucle
de lemniscate est, en effet (n** 649), égale à -p aK ou 2a>< pour
va ^2 = 4, ^3 = o, en sorte que la longueur / — 5 de la n'«"c partie
membre par la formule (XL|); nous aurons
22r,(ol4T)S;2(o|28T)-i-2 2r3(ol4T)Sr3(o|-i8T)
= 203(01 8T)2r3(o|56T) -h 2/7* 2r3(2T|8T)Sr3(i4T|56T)
En ajoutant membre à membre les deux formules ainsi obtenues et rempla-
çant ensuite t par ji nous obtenons la relation cherchée
&2(o|T)Sr3(o|7T)-4-Sr3(o|T)Sr3(o|7T)-+-Sr,(o|T)&,(o|7T) = 2Sr,(ohT)2r2(o|i4T)4-2£;3(o|2T)2r3(o:i4T).
En tenant compte des formules (XXXVII) on peut l'écrire
En élevant au carré les deux membres de cette relation, on en déduit aisément la relation
si l'on extrait la racine carrée et si Ton détermine le signe en développant les deux membres suivant les puissances de q^ au moyen des formules (XXXVIII), on voit que le carre de l'expression ^{x) ^{']X) -^'^{x) ^{-jx) est égal à i; cette expression elle-même est donc aussi égale à i, comme on le voit, en observant que, d'après les formules (XXXVIII), elle se réduit à •+- 1 pour 7 — 0. L'équation modulaire ainsi obtenue
se présente sous une forme particulièrement élégante. Comparez Journal de Liouville, 2« sér., t. III, p. 261; i858.
de la boucle, comptée à partir du point double de la lemniscate, est égale à — î; les valeurs réciproques p des carrés des distances du point double aux (n — i) points de division sont donc données par les (n — i) expressions que prend p = p pour h = i,
Pour /i = 2, il n'y a pas de problème ; pour /i := 4? on a immédiatement (n** 676)
a>i _ I (Os _ I 103 d: toi i
Pour /i = 3, on déduit de même des formules (n^ 702)
i-+-iv/5
d'où
/S = o, ^ = IV^7 (V/2 + V/3-T-1V2-/3;),
v/c = J t/^ (v/2 -f- /3 - 1 V/2-/3), en sorte que l'on a
Ces mêmes résultats se lisent, d'ailleurs, aisément sur l'équation/(j^)=o que l'on déduit de la relation Y3(w) = o par la substitution j^ = j3W ; cette équation se réduit, en effet, pour 0^2 = 4, ^3 = o, à l'équation bicarrée iy* — 6y^ — 1=0.
Pour 71 = 5, l'équation du sixième degré en P se réduit à
P6 — 20P* — 8oP« = o;
elle admet donc la racine double P = o et les quatre racines
simples P =r. ^ 10 -^G \/5 où chacun des radicaux a deux déterminations. A la valeur P = o correspondent les deux valeurs
Q = ^ — y racines de la seconde équation (2) du n*' 703, pour
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^2=4, ^3 = 0. Aux quatre racines simples P correspondent deux valeurs de Q données par la relation Q = ^P- -+- 1 = 2 + y/5. Les douze valeurs de pctp.q seront donc les douze valeurs que prennent les expressions
quand on donne aux radicaux qui y figurent leurs deux déterminations.
Ces formules mettent en évidence ce fait que la division d'une boucle de leraniscate en 3, 4 ou 5 parties égales peut être effectuée à V aide de la règle et du compas seulement, tout comme la division de la circonférence du cercle 'en 3, 4 o^i 5 parties égales. Ce parallélisme entre les deux problèmes se poursuit, d'ailleurs, pour tous les nombres premiers impairs /i, et c'est à lui que Gauss fait allusion au début de la septième Section des Disquisitiones arithmeticœ,
713. Il n'est peut-être pas inutile de faire observer que, pour déduire les mêmes résultats de l'équation ^{y) = o [équation (5)
du n° 7071, on ne saurait prendre pour A'-* la valeur *"~^^ = i
trouvée au n°649; pour passer de l'équation en pudi l'équation en sn^ w, on a, en effet, au n®677, appliqué la formule (XCVI), qui suppose essentiellement \/e^ — e» = i, en sorte que dans l'équation 6(j') = o la valeur de k^ est liée à celles de ^2= 4i5'3 = o par les relations
qui sont vérifiées pour /{'-+- i = o, k- — a = o, mais non pour ik^ — 1 = 0.
Pour k = f, on a p = o, et l'équation 6 (y) = o est résoluble par radicaux; elle se décompose en
en sorte que y est, soit de la forme 2 h- y/5, soit de la forme 1 H- 2 ^ — I. Les deux quantités 2 -h y/5 sont racines doubles de S{y) = o; pour ces valeurs l'équation (6) du n** 7Q7 devient une
T. et M. — IV. 17
identité; les quatre racines de Péquation
sont d'ailleurs racines de l'équation /(s) =o; on obtient ainsi huit racines de /(5) = 0, savoir
-5=1 (y/so -f- 14 /5 -+- \/22 -+- 10 /s),
où chaque radical a deux déterminations. Les deux quantités I -f- 2 y/ — I sont racines simples de S (y) = o, et les valeurs correspondantes de z sont y i -f- 2 y,/ — 1 ; on a donc quatre autres racines de l'équation du douzième degré /(z) = o.
Pour vérifier que ces douze racines fournissent les mêmes solutions que les douze valeurs de y = pcip^q écrites plus haut, il
suffit de se rappeler que pu^= —r~ ^^> P^^ conséquent, de vérifier que Ton a
(v^io-+-G v/5 -h y/a -f- 2 /5) (\/i4 v/5 — 3o — y/io/S — 22) = 4, ce qui n'offre aucune difficulté.
714. Pour fixer celles des douze racines qui sont égales à p —^r p —p^i p -^ > p ^—^7 il suffit d'observer qu'en parcourant dans le
\J kJ \J
sens direct le rectangle dont les sommets sont les points o, a>i, C0| -f- (1)3, W3, O, on rencontre successivement les points o, —z-^y
4OJ1 40)3 •X(i}3 ^ ,
^-r^f (0,, . . ., 0)3, ~-9 — c-> O, et que, comme dans ce parcours pu varie de +00 à — oc par valeurs décroissantes, on a
P^>plf>.,>o>e.>p;i|i>pîp;
on voit ainsi que
20)1 6 -h c 4^1 ^ — c 4<J^3 — O-hc 2a>3 — ù — c
5 2a o la 5 ia ' j ia
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en posant, pour abréger,
a = |/5| — a, 6 = I v/i4a — >. !, c = | /loa — J
Les huit autres racines sont imaginaires; on peut les discerner aisément les unes des autres en tenant compte des valeurs des quatre racines que nous venons d'écrire, et en appliquant le théorème d'addition.
§ VII. — Division de rargnment.
Le problème de la division de l'argument pour un nombre
entier n consiste, pour la fonction j>m, à calculer J> { -; g2^ g A
quand on se donne J>(w; g2y gz)* Ce problème a été entièrement résolu pour /i = 2 par la formule (XVI|); il ne dépend que d'équations du second degré. Il suffirait, pour le résoudre dans toute sa généralité, de le résoudre complètement pour n premier impair; nous nous attacherons au cas où n = 5 ; la marche à suivre est la même dans le cas général.
Pour n = 5, le problème dépend d'une équation de degré 5^,
dont les racines sont les diverses valeurs de p( ^^ l?i!^ J.
La formule (CIVe), en y changeant // en t» permet immédiatement de former cette équation, et l'on voit de suite que ses coefficients appartiennent au corps Q formé par les fonctions rationnelles de g2i g3 à coefficients entiers. Elle y est irréductible, mais sa résolution peut se ramener à des résolutions d'équations du sixième et du cinquième degré, ces dernières étant résolubles par radicaux. Pour le faire voir, nous étudierons d'abord les transformations inverses de la fonction jjw, nous montrerons que ces transformations se ramènent à la résolution de telles équations, puis nous mettrons en évidence que le problème de la division de l'argument se ramène à deux transformations inverses successives.
716. Supposonsd'abordquel'on sedonnepf M ^j 0)3 j et les invariants correspondants G2, G3, et proposons-nous de calculer la
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valeur correspondante de p{u\ tO|, 103). Nous commencerons par calculer les invariants g2y ffz <le cette fonction au moyen de Gj, G3, comme on Ta indiqué au n** 70o; nous devrons ensuite résoudre par rapport à pu Téqualion du cinquième degré en pu^
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, à coefficients entiers, de pf // -r^» 0)3 j , G2, G3, P|, où P| est lié à G2, G3 par l'équation du sixième degré que l'on a appris à former au n** 705. Cette équation (quand on regarde P| comme connu) peut être résolue par radicaux (*); ses racines sont, en effet, manifestement
Xr = plu-] ^ l> (^ = 0, I, 2, 3, 4);
si donc on désigne par a une racine primitive de l'équation x^ — 1 =: o, on voit de suite que l'expression
X (XqH- OL-PXi H- OL-^Px^ -+- CL-^Px^ -4- a-*/» Xi ),
où p est l'un des nombres o, i, '2, 3, 4> ï^c change pas quand on augmente u de — r--> ou que l'on fait une permutation circulaire sur Xq, ;r,, ^Tj, .Ts, 0:4, car le premier facteur se reproduit, multiplié par — ; et le second par —^^; il suit de là que Ap est une fonction doublement périodique de w, admettant les périodes -r-^ et 20)3; on voit de suite que c'est une fonction paire de ii;
c'est donc une fonction rationnelle de p(u\-~f W3J; c'est même
une fonction entière de p(u\-,-y W3 j , car dans le parallélogramme
des périodes dont les sommets sont o, -7-^» — -- -f- ^^ W3, 9.(03, il n'y a pas d'autre pôle que le point o qui est d'ordre de multiplicité
(*) On démontre toutefois que celte équation, en général, n'est pas abélienne.
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2/? -1-2; A^ pourra donc s'exprimer par la méthode de décomposition en cléments simples, on par l'identification des coefficients des diverses puissances de //, au moyen d'une fonction du
premier degré de p f w V ' CO3 j et de ses dérivées d'ordre pair % 2/?,
ou par un poijnome en p(wUr*> toaj. Il est d'ailleurs aisé de
voir qu'on n'introduit pas, sauf a, d'autre irrationalité que celles que l'on a déjà introduites, c'est-à-dire que A^ est un polynôme en p(u -^> W3 j, dont les coefficients sont des polynômes
en a, p,, G2, G3 à coefficients numériques rationnels. Les polynômes A^ étant formés, on voit que l'on a
en ajoutant ces cinq équations membre à membre, on trouve (*) _ i r. Al \t Aj A4 "I
Les autres racines s'obtiennent en remplaçant y,/A| par ses diverses déterminations. L'équation proposée se résout donc par radicaux.
Il est à peine utile de dire que le problème qui consiste à trouver p(m| w,, W3) au moyen de piu to,, ^j se traite exactement comme celui dont nous avons développé la solution.
- C0{, (1)3 ], connaissant j3(i/|w<, (1)3). La formule d'homogénéité
(') Dans le cas général où le nombre 5 est remplacé par le nombre premier impair ai, il convient d'observer pour cela que les fonctions cycliques entières de
u,, a>3 I,ou r = I, 2, . . ., — ; — , comme les fonctions symétriques des
mêmes quantités, s'expriment rationnellement au moj'ende^j, ^3 et de la racine correspondante (ici PJ de l'équation du (/i + i)'*"* degré dont dépend le problème de la division des périodes par n.
montre que l'on peut regarder comme connue la fonction
Connaissant celte dernière fonction, on calculera p( r r»*«? "â^) î
on a pour cela, d'après ce qui a été dit aux n"" 705, 716, à résoudre une équation du sixième degré qui ne concerne que les constantes et une équation du cinquième degré résoluble par radicaux. Ayant
obtenu jd ( ^ to< , ^ j , on calculera p ( r Wi j Ws ) ; il semble qu^on
ait encore à résoudre une équation du sixième degré, mais on évite cette résolution puisque Ton connaît à la fois les invariants
de plj tO|, -^ ) et ceux de pf j to,, W3J, qui sont les données
g2, gz] on n'a donc qu'à résoudre (par radicaux) une nouvelle équation du cinquième degré.
718. Des considérations analogues s'appliquent à la division de l'argument pour la fonction snw; le calcul de sn f - j > connaissant sni/, est entièrement résolu pour /i = 2 par les formules du n® 334; il se ramène, pour n premier impair quelconque, à deux transformations inverses de la fonction sn«.
Si, dans la formule (LXXXVII4), on regarde sn(i/|T) comme
rinconnue et sn { ^
/iTj comme donnée, l'équation
nx = TT sn w ■ ■
est du degré n en sn u. Désignons par Ûq '^ corps formé des fonctions rationnelles de ^(t), cp(nT), à coefficients entiers-, on rappelle que 'f (t), f (^t) sont liées entre elles par l'équation modulaire, de degré n -j- i par rapport à chacune de ces deux quantités. Les fonctions symétriques entières des quantités sn^Or, 0 qui figurent dans l'équation (LXXXVII4) appartiennent, ainsi que M, à ce corps. La fonction o{n'z) doit être regardée comme donnée
en même temps que la fonction sn( r? /iTJ> et c'est par rapport
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à ç(t) que réquation modulaire doit d'abord être résolue; puis Téqualion (LXXXVII4) doit être résolue par rapport à sn(w | t) : en se reportant à Téqualion (LXXXVIIi), on voit que les racines de réquation en sn(w | t) sont de la forme
Xr = snlu-] j (r = o, I, 2. . . ., n — i)
et il n'est pas difficile d'en conclure qu'elles s'obtiennent encore par l'extraction d'une racine n^^^*^.
Le multiplicateur M est donné par la dernière des formules ( LXXXVI5); cette formule, en y remplaçant sn par son expression (LXXIq) au moyen des fonctions 2r, donne de suite
„ ^ ? Mnii TT ::iw .
en utilisant ensuite les formules (LI2), (XXXVI2), on arrive sans peine à l'expression
n 3r5(o|/ix)'
cette formule met bien en évidence la façon dont M dépend de t. Le problème qui consiste à trouver sn(a|T), connaissant
sn (^ -) et ^( - )> se résoudra de même au moyen des formules (LXXXlXji), après que l'on aura calculé cp(T) au moyen de l'équation modulaire du degré w -f-i, qni lie ©(t) ely ( - j • Au moyen des formules (LXXXVIII5), (LII2), etc., on trouvera aussi
3rî(olT)
Ceci posé, connaissant sn(/f|T), on commencera par calculer snfma -)> où l'on a écrit, pour abréger, m pour désigner le
multiplicateur M dans lequel on aurait remplacé t par -; c'est le problème de transformation inverse dont nous venons de parler.
Il exige d'abord la résolution par rapport à f(-) de Téqualion modulaire de degré n H- i entre cp(T) et o f - j > puis la résolution,
possible par radicaux, d'une équation de degré n en sn l mu - ) •
(Connaissant snf ww - j> on calculera sn (/?i/n'w| t), où Ton a
écrit m' au lieu de M] ce problème se résout au moyen de Téqualion (LXXXIX4) et peut être effectué par radicaux. Comme, d'après les formules (1) et (2), on a
on a ainsi obtenu sn ( - t j et le problème de la division de l'argument est résolu pour la fonction sn.
§ VIII. — Multiplication complexe.
719. Quel que soit le nombre entier n que l'on envisage, la fonction p(nu) s'exprime rationnellement (n® 460) au nioven dep//, en sorte que les périodes de pw sont des périodes de J3(/îw). Si un nombre complexe a, pour un couple de périodes données 2(01, 2(i>3, jouit de la même propriété, en sorte que les périodes de p(u\o)i, W3) soient des périodes de p([xa|too tog), on dit qu'il y a une multiplication complexe de la fonction pu par le nombre [ji, pour le couple de périodes 2a)|, 20)3.
Soit [x un tel nombre complexe et désignons par A(«) la fonction j3([ji// 1 w,, Wg) ; puisque tj^(^^) admet les périodes :2a),, 2CO3, ^{u) est une fonction rationnelle de p(^u \ Wi, 0)3), p'(w \ tO|, W3); •l(w), étant une fonction paire de Uy est donc une fonction rationnelle de p( « I (1), , W3) seulement.
720. Puisque les périodes de la fonction J3(w|wi, wj) sont des périodes de la fonction p^t-u \ Wi , 0)3), il est clair que 2iiLC0|, 2 jjlw, sont des périodes de la fonction p(a | o), , tog) ; on doit donc avoir, en désignant par a, p, y, 0 des entiers réels tels que ao — ^v soit
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différent de zéro, des relations de la forme
(i) fztoi = au)i -4- Pw3, (JLW3 = Y^i -H 00)3.
Réciproquement, des relations de cette forme montrent évidemment que la fonction p([jLw|to<, W3) admet les périodes 2a>i, 2 0)8, et que, par conséquent, il y a, en vertu de la définition, multiplication complexe par le nombre complexe |jl, pour le couple de périodes 2C0|, 2CO3.
Les égalités (1) peuvent s'écrire
(Oi = aQi + piîs, 0)3 = Y^i H- Sûa,
en posant
ûj = y Q^ = l
il y a donc transformation entre les deux fonctions p(u \ Wi, 0)3) et j3(w|Q<, Û3), et Ton voit encore de cette façon que p(a | û|, Û3) ou it.^p{^ku I <i)|, 0)3) est une fonction rationnelle de p(u\ to,, 0)3). Les équations (1) étant homogènes en co|, CO3, il est clair que, s'il y a multiplication complexe par [jl, pour le couple de périodes 2(0,, 2b>3, il y aura aussi multiplication complexe par le même nombre [x, pour le couple de périodes aî.w, , 2X10^, quel que soit "k ; on parlera donc de multiplication complexe par [jl et pour un rapport de périodes t.
En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour qu* il y ait multiplication complexe pour t et par [jl (t et [x étant des nombres complexes donnés) est que les équations
(2) fz = a-hPT, jjf: = Y -+- 0'
soient vérifiées pour quatre entiers a, p, y, 5.
On observera que p, y et a5 — [îy sont nécessairement différents de zéro. On peut supposer ^ positif, quitte à changer le signe des cinq quantités a, p, y. S, a.
721. Des conditions (2) il résulte immédiatement que, s'il y a multiplication complexe par ix et pour t, il y a aussi multiplication complexe par tout nombre de la forme a-{-6[x, où a et b sont des entiers réels quelconques.
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On peul d'ailleurs retrouver ce résultat par le raisonnement suivant :
D'après la formule d'addition de la fonction jd, l'expression p(au -\- biLu) est une fonction rationnelle de p(au)^ p(biLu) et du produit p'(au).p'(biJLu)] mais p{l>-ii) est, par hypothèse, une fonction rationnelle de j3w, en sorte que p'(^Lu) est le produit, par p'u^ d'une fonction rationnelle de pu] donc, comme p'(au) est le produit de p' u par une fonction rationnelle de pu^ et que p{b[Lii) est le produit de p'([JLw) par une fonction rationnelle de j3([jLw), l'expression p'(rtw).j/(6[jLw) s'exprimera par une fonction rationnelle de j3W seulement; il en est donc de même de p{au-hbiku),
Des équations (2), on déduit
Y -h OT
si donc, en désignant par p le plus commun diviseur des valeurs absolues des nombres — y, a — 0, p, on pose
— Y = ap, a— o=^p, ? = cp,
on définit trois nombres entiers a. 6, c jouissant des propriétés suivantes : a et c sont différents de zéro; c est positif; on a
a -h 6*: -+- CT» = o;
comme t n'est pas réel, on a nécessairement
6' — 4ac < o;
a est donc positif. Si l'on pose
on aura
Pi-^-^P Q > Pi — bp
et, par suite.
n = ao — pY = — ^— ? — — > ji = a H- 3-: = i-^ '-^1
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OÙ le radical est pris, comme dans ce qui suit, avec sa détermination arithmétique. On observera que le nombre entier n est la norme du nombre complexe [jl.
723. Inversement, supposons qu'on se donne les entiers a, 6, c, tels que ^ac — b^ = m soit positif, et les nombres entiers p, pi, dont le premier est positif, et tels que pi ± bo soit pair; les expressions précédemment écrites de a, p, y, o au mojen de a, 6, c, p, Pi définissent une multiplication complexe par le nombre
p, -f- ip y/m ,
pour la racine de Téquation
a -^bi-'t- c:* = o,
dont la partie purement imaginaire est positive, ainsi qu'on le voit de suite en retournant les raisonnements précédents.
724. Au lieu du multiplicateur jjl on peut introduire, pour le
même t, le multiplicateur
.. — %-\- i Jm M = >
£ étant égal à o ou à i, suivant que b est pair ou impair; jxcst lié à M par la relation
fz- pM = a — p,
OÙ ~" est manifestement entier. Le fait que M est un multiplicateur complexe, pour t, résulte, d'après les équations (2), de ce
que l'on a
Ht ^ — ^ Rf b-^z
M = h ce, M T = — a T,
ainsi qu'il est aisé de le vérifier. D'ailleurs, de ce que M est un multiplicateur pour t et de l'expression de [x au moyen de M, il résulte que [jl est, comme on le sait déjà, un multiplicateur pour t.
725. Si T* est lié à t par une substitution linéaire Ti = 5-»
à déterminant ao — py égal à 1, il existera une multiplication
complexe pour T| avec le même multiplicateur M; car T| vérifiera évidemment une équation du second degré
ai -+- bi^i -+- cix} = o,
où ^a^Ci — b\ est égal au produit de ^ac — b^ parle carré du déterminant de substitution qui est i, en sorte que h et b% sont de la même parité et que les quantités mi, £|, analogues à m, e, sont respectivement égales à ces dernières. Rappelons d^ailleurs que
l'on a
J(x) = J(tO.
726. Supposons toujours qu'il y ait multiplication complexe pour T. Des équations (2) il résulte que Ton a
d'où
D'autre part, quel que soit t, les valeurs x que prend la fonction il ^ ~ \ quand a, jî, y, 0 prennent toutes les valeurs entières possibles telles que Ton ait ao — j^y z= n^n étant un nombre entier positif donné, vérifient une équation algébrique
où l'on a écrit J au lieu de J(t); puisqu'il y a multiplication complexe, J vérifiera donc l'équation F(J, J) = o. Ainsi chaque invariant absolu qui correspond à une valeur de t pour laquelle il y a multiplication complexe, vérifie une équation algébrique à coefficients entiers (').
Kronecker a appelé ces invariants absolus particuliers : les i*/ivariants singuliers. Il a de même appelé modules singuliers les valeurs de k'^ (t), qui correspondent aux valeurs de t pour lesquelles il y a multiplication complexe.
(') On démontre d'ailleurs que c'est un nombre algébrique entier.
APPLICATIONS A l' ALGÈBRE ET A l'aRITHMÉTIQUE. sSq
727. La théorie de la multiplication complexe est liée à TArithmétique. On sait que deux formes quadratiques définies, à coefficients entiers,
f^ax^-T- bxy -h cy^, f = a' x'^ h- b'x'y H- c'y»,
sont dites (proprement) équivalentes quand on peut passer de Tune à l'autre par une substitution à coefficients entiers
a:' = aar -4- p^, y z=z^x -\-^y, dont le déterminant ao — ^Sy est égal à i. On a alors
[ a = a a! h- b' a^ -f- c'v-, (3) I 6= 2a'a3-i-6'(ao-i-pY)-+-5tc'Y3,
et V'^ — ^a' c' est égal à 6^ — ^\ac. Aux formes précédentes sont liées naturellement les équations
Si l'on désigne par t, t' les racines de ces équations pour lesquelles le coefficient de / est positif, si l'on pose, comme précédemment,
en désignant toujours pare, e' des quantités égales ù o ou à i et de même parité que 6, b' ^ on voit que, quand les deux formes / et /' sont équivalentes, M est égal à M'. En supposant toujours l'équivalence des deux formes, on peut passer de t à t' par une substitution linéaire (de déterminant égal à i), en sorte (|ue J(t) est égal à J (t).
Inversement, s'il y a multiplication complexe pour t et t', et si l'on a J (t) = J(t'), d'une part t et t' vérifient des équations de la forme
a-\- b'z -\- CT* = 0, «'-H b' -z 4- cz- = Oj-
où l'on peut supposer que les nombres entiers a, 6, c sont sans diviseur commun, de même que a\ b\ d et que c et c! sont positifs; d'autre part, à cause de J(t) ^:= J(V), il existera des entiers a.
p, y, 5 tels que l'on ait il en résulte que l'équation
a'( a -H ?•:)* H- 6'(a -+- pT) ( Y -h 8t) -+- c'rv -4- ot)« = o
a les mêmes racines que l'équation
a -+- 6t -h CT* = o.
Il est bien aisé d'en conclure que, si l'on suppose
les deux premiers membres sont identiques, d'où résultent immédiatement les équations (3) et, par suite, l'équivalence des deux formes envisagées. On voit d'ailleurs aussi que M = M'.
Il suit de là que l'égalité J(t) = J(t') est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux formes
ax^ -h bxy -4- cy^^ a' x'^ -h b'y'^ -h c'z'^
soient équivalentes. Si l'on range dans une même classe les formes équivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour un délerniinant 6^ — .\ac<io donné revient à la recherche du degré de l'équation F(J, J) = o.
§ IX. — Décomposition d'un nombre entier en une somme
de quatre carrés.
728. La comparaison des différents développements en série d'une même quantité, que fournit la théorie des fonctions elliptiques, conduit souvent à des propositions intéressantes d'Arithmétique.
Signalons, d'après Jacobi ('), le théorème sur la décomposition en carrés. II va résulter de l'identification des deux développe-
(') Œuvres complètes, t. I, p. 239 (fin des Fundamenta) et p. 2^7
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ments (XXXVI,, i)el(CX,)
'nrr-l-ao
\ (Vi /I = l /
où v^^ 1, 3, 5, 7, .... Considérons d'abord le premier de ces deux développements.
On reconnaît de suite, à cause de Pidentité
que, si l'on ordonne le carré de \] 7"' suivant les puissances en-
lières de y, le coefficient de y^ sera le nombre de solutions de l'équation
de même, dans le cube et la quatrième puissance de ^^q"\ le
coefficient de 7^ sera le nombre de solutions de l'équation
ni -+. n'i -4- n'^ = N
ou de l'équation
Cherchons maintenant le coefficient de r/^ dans les deux séries
Soit
p étant un nombre entier positif impair, et considérons le cas où r est plus grand que zéro. Pour que 2v(a -f- i) soit égal à '?J p^ il faut et il suffit que v soit un diviseur de /?; à chacun de ces diviseurs correspond un terme en q^ dans le premier développe-
ment; le coefficient de gr^ dans ce premier développement sera donc ^{p)j en désignant par ^(p) Ja somme des diviseurs de />. Si Ton a
n devra avoir la forme 2Prf,rf étant un diviseur de p qui peut d'ailleurs être égal à i ou à /?, et p un entier qui peut être nul, inférieur ou égal à r. Inversement, si n est de cette forme, en supposant dd'=pj il y aura un nombre
qui rendra n(P -h i) égal à 2'"/>.
Si 0 est inférieur à r, ^ est impair; le terme du second développement qui correspond aux nombres rf et p est ainsi — 2Prf; la somme de ces termes qui correspondent à une même valeur de d est
et la somme de tous 'ces termes qui correspondent à une même valeur de p est donc
Si p est égal à r, jî est pair; le terme du second développement qui correspond aux deux nombres rf et p = r est 9fd ; la somme de ceux de ces termes qui correspondent à une même valeur de/) est 2'' •}(/•).
Finalement, le coefficient de q^^ dans la somme
W — ao
rîV
JL I — ^rsv "^ ^ T-i-q" '
est
en supposant r >> o. Pour /• = o, on voit de même que ce coefficient est ^(/?).
On voit donc que le nombre de solutions distinctes, en nombres entiers positifs nuls ou négatifs, de l'équation
est 24 ^(/?) OU 8'}(/>), suivant que r est différent de zéro ou égal à zéro. Il faut entendre que les solutions /?, n' ^ n!\ n'" et /i,, n\, n\^ n'I sont distinctes si l'on n'a pas à la fois n=zfti^ n' -= n\^
Non seulement on a ainsi démontré la possibilité de décomposer en quatre carrés un nombre entier quelconque, mais on a le nombre de ces décompositions.
L'identité (XXX VI«)
traitée d'une façon analogue, conduit à la proposition suivante :
Le nombre des décompositions en quatre carrés quelconques d'un entier impair est égal à huit fois le nombre des décompositions du quadruple de cet entier en une somme de quatre carrés dont les racines sont des nombres tous impairs et positifs (').
(') Voir le Cours de Ch. Ilermilc, rédigé par M. Andoyer, \' éd., p. 241.
T. et M. - IV. ,8
Sur la fonction de x définie par l'égalité t = / ^-: — et sur un théorème de M. Picard.
On a expliqué au Chapitre VII comment t est une fonction univoque de /. dans le plan G obtenu en pratiquant dans le plan de la variable v. deux coupures allant le long de Taxe des quantités réelles, Tune de o à — 00, Tautre de i à -h 00. En dehors des coupures la définition de T n'oflfre aucune difficulté; nous avons expliqué au n® 5V5 comment, au moyen des formules (CXX), on pouvait compléter cette définition sur le bord supérieur de la coupure de droite et sur le bord inférieur de la coupure de gauche ; rien n'empêche, en distinguant les deux bords de chaque coupure, d'adopter une définition semblable sur le bord inférieur de la coupure de droite et sur le bord
supérieur de la coupure de gauche; la fonction '^- — - est alors
définie dans tout le plan G, y compris les bords des coupures, sur lesquels la fonction prend des valeurs infiniment voisines de celles qu'elle prend en un point infiniment voisin de la région du {)lan à laquelle appartient le bord considéré et ces valeurs sont fournies sans annbiguïté aucune par les formules (CXX^). C'est seulement aux points o, i que la fonction n'est pas définie. Nous représenterons les bords de ces coupures par des parallèles infiniment voisines os, l'i\ y'r/, -pi ©" regardant 0^,7'^^/ comme appartenant à la région supérieure du plan, o'e', Y^é comme appartenant à la région inférieure; nous relierons ces coupures par des cercles infiniment petits oao',Y?Y' ^^crits respectivement des points i et o comme centres (les points a, p sont supposés sur l'axe des quantités réelles); enfin, nous décrirons, du point o comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qui rencontre les coupures aux points e, t\ r,, t/ infiniment éloignés. Il est clair que le contour aoer/Y'^vT, £'o'a limite une région (S) simplement connexe dans le plan cT. Noire but est de montrer comment se fait dans le plan de la variable t, lié à /. par la formule
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rimage du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les formules (CXX) y suffisent entièrement. Nous représenterons systématiquement par {a) le point du plan des t qui correspond au point a du plan des x.
Limage cherchée est figurée schématiquement ci-dessous :
OP«C
Les points (a) et (3) sont sur l'axe des quantités purement imaginaires, le premier très près de o, le second très haut. L'aire à droite de la ligne ponctuée est Timage de Taire de (S) qui est au-dessus de Taxe des quantités réelles, l'aire à gauche est Timagede Taire de (S) qui est au-dessous de Taxe des quantités réelles : deux points x d'affixes conjuguées ont pour images des points (x) symétriques par rapport à Taxe des quantités purement imaginaires.
Il nous faut justifier les diverses parties de cette figure. Supposons d'abord que x décrive le petit cercle "{'^^ ; les formules (CXXj^j) montrent de suite que, x étant très petit en valeur absolue, on a
I j^^logalogd — x)-+-T.(x) -J . .^
ir 16
en sorte que x est sensiblement Jûgx, le logarithme ayant sa
détermination principale. Si Ton pose pour un instant xzrpt**^, on aura
--logx=- -^;
X décrivant le petit cercle y' py» ~ diminue en partant d'une valeur un
peu inférieure à i pour aboutir à une valeur un peu supérieure à — 1 ; le point T ou (x) décrit donc, approximalivemenl, le segment de droite parallèle à Taxe des quantités réelles, qui va du point (y') ou
î^ 4- I au point (y) ou ^^ — i.
La (igure décrite par le point t quand x décrit le petit cercle o'xo
se déduit de la précédente par la formule /(x) m -^ • Le point
I — X décrit alors, en eflfet, le cercle y^Y» donc /( i — x) décrit approximativement le segment rectiligne qui va de (y') à (f) ; /(*) décrit donc approximativement un arc de cercle de centre o allant de (o') à (o), arc de cercle correspondant évidemment à un angle au centre infiniment petit.
Si X décrit le bord supérieur os de la coupure de droite, on peut
regarder x comme prenant des valeurs réelles de i à -i-oc; - varie
alors de i à o, /( - j s'élève donc sur l'axe des quantités purement imaginaires d'un point très voisin de o à un point très éloigné ; de la
formule /(-)=: ^ — on déduit, par suite, que le point /(x)
décrit dans la région supérieure du plan, le demi-cercle qui a pour diamètre le segment qui va du point o au point i, ou plutôt du point (o) au point (e), puisque x ne va que de 8 à £.
Quand le point x décrit la coupure o'e' symétrique de oe par rapport à Taxe des quantités réelles, le point /(x) décrit le demi-cercle symétrique du précédent par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. Quand x décrit le demi-grand cercle et/ dans la région
supérieure du plan, - décrit le demi-petit cercle p^» /( ~) d^cit
approximativement le segment rectiligne qui va de (p) à (7); donc, enfin.
décrit un arc de cercle infiniment petit de (e) à(r/) dans le voisinage de I.
Quand le point x décrit le bord supérieur tj'y' de la coupure de gauche, en allant de — 00 à o, le point 1 — x décrit le bord inférieur
e'o' de la coupure de droite de -t-00 à i, 7- — décrit donc le demi-
cercle (e') (o') et ':=:/(x), la parallèle menée du point i à l'axe des quantités purement imaginaires à partir de (t/) infiniment voisin de (e) et de i, jusqu'à un point (y') infiniment éloigné au-dessus de l'axe des quantités réelles.
En réunissant toutes ces parties, on a Tirnage complète. L'aire (S) et son image se correspondent, point par point, d'une façon univoque.
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On peut si Ton veut supprimer les arcs infiniment petits ainsi que le côté (Y ) (y) infiniment éloigné vers le haut ; on a alors le théorème suivant :
Si dans le plan des x on pratique deux coupures allant de i à
•+- 00 et de o à — ce le long de Vaxe des quantités réelles, et si l'on
regarde le bord supérieur ou inférieur de chaque coupure comme
faisant partie de la région supérieure ou inférieure^ , le plan des x
ainsi coupé, par la transformation conforme 1-=. -^t — r^> « pour
image la partie du plan des t limitée : i^ en bas par les demi-cercles situés au-dessus de l'axe des quantités réelles, et ayant pour diamètres les segments de droite allant de — i à o et de o à -h I9 2** à droite et à gauche par les parallèles menées par les points -hi et — I à l'axe des quantités purement imaginaires. Les deux demi-cercles sont les images des bor^ls inférieur et supérieur de la coupure de droite; les deux parallèles sont les images des bords supérieur et inférieur de la coupure de gauche.
Quand on traverse la coupure de gauche et qu'on remplace x'(x), X (x) par les fonctions qui les continuent, la fonction qui continue 7 est, comme on Ta vu (t. III, p. 209), t =b 2 suivant que Ton traverse la coupure de haut en bas ou de bas en haut. De même quand on traverse la coupure de droite, la fonction qui continue t est — ^^ — > sui-
vantque Ton traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. On reconnaît très aisément quelles images du plan des x, coupé comme on Ta expliqué, fournissent les transformations conformes correspon-
dant à ces nouvelles branches de la fonction 1, / -
Si nous envisageons la fonction t iz:/(x), définie en un point x^ non situé sur les coupures, ainsi qu'aux environs de Xq, et obtenue par continuation le long d'une courbe quelconque, pouvant traverser les coupures, mais non les points o Ou i, nous savons que cette fonction est holomorphe à l'intérieur de tout contour simple entourant le point x^ et ne contenant ni le point o, ni le point i. Dans une aire contenant l'un ou Tautre de ces points singuliers, la fonction /(x) est susceptible d'une infinité de déterminations, mais toutes les branches de cette fonction que l'on engendre en tournant autour de l'un ou de l'autre des points singuliers o, i sont toujours régulières en un point quelconque du plan autre que o et i. En outre, le coefficient de /, pour une valeur quelconque de/(x), est toujours positif.
Ces propriétés de la fonction /(x) ont permis à M. E. Picard
d^établir une proposition importante concernant les fonctions entières (transcendantes ou non) et que voici (*) :
S'il existe deux nombres a, 6, tels que la fonction entière g(z) ne puisse acquérir, pour aucune valeur finie de Zy ni la valeur a, ni la valeur A, celle fonction est une constante.
Si la fonction entière g{z) ne prend ni la valeur a, ni la valeur b,
la fonction, aussi entière, ■ ,*' ne prendra ni la valeur o ni la
valeur i. Il suffira donc de démontrer qu'une fonction entière g^(z) qui ne prend ni la valeur o, ni la valeur i, est une constante.
Dans la fonction t=:/(x) précédemment définie, regardons x comme étant égal à ^(^); nous obtenons ainsi une fonction de z que nous désignerons par F (5) et qui (n** 49) est régulière pour toute valeur ^i^o de z^ puisque x n'est jamais égal ni à o, ni à i. La série entière en ^ — Zq qui représente la fonction F(^ ) aux environs de z^ ne peut avoir un rajon de convergence fini (n** 55); la fonction F(5) peut donc être représentée par une série entière en z — Zq (ou en z)y convergente quel que soit z; c'est une fonction entière.
Si, d'ailleurs, on pose F(5) = a H- iB, A et b étant réels, on est sûr que B est positif, quel que soit z\ or on a
|eiF(»)| = e-''<i;
la valeur absolue de la fonction entière e^^^^^ étant plus petite que i, quelque soit 3, cette fonction est une constante; il en est donc de même de F(^), et, par suite, de g{z). C'est ce qu'il fallait démontrer.
(•) Annales de l'École Normale supérieure, 1880. Cette proposition, généralisée tout d'abord par Tauleur lui-même, a reçu, grâce aux beaux travaux de M. Borel {Leçons sur les fondions entières, 1900), une extension considérable. Nous n'avons en vue que la démonstration même de M. Picard, relative au théorème énoncé.
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Sur les suites arithmético-géométriques de Gauss.
En parlant de deux nombres positifs quelconques «o, b^^ dont le premier a^ sera supposé plus grand que le second b^y considérons la double suite indéfmie
^'0» ^i> ^2» •••> ^'«-1» ^*«> •••> obtenue en supposant, en général,
(I) aa= ■ > bn= \'an-\bn-\ ( /l = I , '^., 3, . . . ),
où Ton doit entendre, comme dans ce qui suit, que le radical a sa détermination arithmétique.
On voit de suite que Ton a
an — On = > ffn "i" 0,1 = >
(2 (in—b„ _ / \/a„-i — y/^ff-iV / /^-i^7^/»:My
la dernière inégalité résultant de ce que Ton a
(v/an_, H- /^)* > («/»-! H- ^/i-l)'.
Les formules précédentes montrent que Ton a
Cln> bn, an<an-\, bn> bn-.\\
les nombres a^y ^n (f^ .-• vont donc en décroissant; les nombres />q, bu biy ... vont en croissant; les nombres 60, b^ 62, ... restent inférieurs au\ nombres Oq, a^ a^y ... de même indice; les deux suites ont donc une limite ; cette limite est la même à cause de Finégalité
(3) ^n—bn /ao— ^nV"
qui résulte immédiatement de Finégalité (2). On voit sur Tinéga-
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lité (3) que les deux suites convergent très rapidement vers leur limite commune.
Si l'on pose
Et
il est clair que Ton aura
lim Cl = o;
au reste, on reconnaît sans peine que Ton a
Gauss a appelé la limite commune des deux suites ao, a^, ... et />o, ^!, • . • la moyenne arithmético-géométrique des deux nombres positifs donnés «o» ^o> ^^ ^'^ représentée (*) par le symbole jx. On a manifestement, quel que soit le nombre positif /i,
|ji(/iao, A60) = /i(A(ao^o)-
Proposons-nous d'évaluer la moyenne arithmético-géomélrique des deux nombres positifs
ao = 2ri(o|'c;, 60 = 2rî(o|-:),
où 4 est un nombre donné réel et positif, en sorte que q ■=. e*^^' est
réel, positif et plus petit que i, et que ^o >• ^0 >■ o. On a immédiatement (XXXVIe)
Co = 3|(o[t), puis(XLVIl4),
«. = ^^^^^ = -[^5(oh) + &f(o:T)J = 2r|(o|^T>,
bi = )/aob„ = &3(o|T)2r»(o|T) = SKoIît),
,., =.^!»Zl^ = i[5,|(o;^)-&J(o|T)]=3î(o|aT,,
Cl, en répétant le même raisonnement,
(') Werke, t. III, p. 352; voir aussi t. III, p. 362 et suivantes {Nachlass)^ où Gauss emploie le symbole M au lieu de (x.
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Quand n croît indéfiniment, e*"^'^' z= ^'^ tend vers zéro, donc ^„ et bn tendent vers i ; nous aurons donc
Le changement de t en > dans cette formule, donne (XLlIln^ig)
et, par suite.
Ceci posé, appliquons les formules de transformation quadratique de Gauss, en nous rappelant que X y désigne le module correspondant à une valeur de t égale à la moitié de celle qui correspond au module ky et que Ton peut donc poser simultanément (XXXVIIi_, ) dans les formules (L.XXXIV), en y changeant, toutefois, t en 2^,
Sr5(o|T; ao' uq 2r3(oi':)'
y^. ^ .^il2iiZ^ = £l , yr.>_ ^1 _ Sr;(o|y.T)^
Srllol'i-w) ai' «1 SrJ(o|2TJ*
Si Ton désigne par ^q et cpo les fonctions amplitudes^ comprises
entre o et - ^ de w et de 7 > pour les modules X et A:, en sorte que
Ton ait
sn(z£, X) = sintj/o, sn ( -r> A') = sinço,
la formule (LXXXIV,) fournit la relation
sin^o = («1 -+■ Cl) ; ^ . , ,
Il , » • • Ct , I , (Zq —~ On on peut écrire, puisque -^ est égal a ~ — t
Cti Uq •+• Oq
(*> sm4;o = 7 j—. \ — ^1 — ;
c'est sous cette forme que Gauss en a fait usage (*).
(') Werke, t. III, p. 352.
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Des relations
<};o = «'wlM, À)» oo= am( T> ^l
on déduit, d'ailleurs, par inversion,
'r'^* dt _u r^' dt
"~J^ |v/i-X«sin*/f '-^^'""Jo |v/»-A-*5in»/|'
en sorte que Téquation (i) est équivalente à celle-ci
I OIS) I
Jo I v«Jcos«/-h ^J sin»^ J^ I /a} cos*/-+- 6î sin«/ ,
• De même, les deux, relations
og(p«<
(•p.) Sin'^„= j— -. 1 r-r ,
(rt«-r- ^„)COS«Cp«-h 2artSin5Q« ^17
et
(•2 bis) I = i , -
J^ |v/a,îcos«/-h6Jsin«f| 7^ | /aj^, ces*/ -4- 6*^i sin«/ |
sont équivalentes quel que soit /i =0, i, 2, 3, ....
Ces formules permettent de ramener le calcul d'une intégrale elliptique quelconque de première espèce, mise sous la forme normale de Legendre, et dont le module est réel et compris entre o et i , au calcul d'une intégrale du même tjpe ayant un module positif plus petit qu'un nombre positif aussi petit que l'on veut. Si, en effet,
dt
y/aj cos'^ -+- ùl sin^t
est l'intégrale donnée, à module —> la formule (i bis) montre qu'elle est égale à Tintégrale
*?• dt
)Ja\ cosî^-i-6} sin^^l
à module — moindre que — > et où <po s'exprime au moyen de ^^ par
la formule (i). En prenant ensuite i}>, =z cp^ dans la formule (2 bis) écrite pour w = 2, on voit de même que l'intégrale donnée est égale
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à rîntégrale
^' dt
I \l a\ cos* i -\-b\ sin*^
à moduie — moindre que —. et où 'fi s'exprime au moyen de ^,i=:<po
par la formule (2) écrite pour /i = i. Et ainsi de proche en proche, en appliquant les formules (2) successivement pour w = 2, 3, . . ., et en prenant chaque fois t}/; r= çp,_|, on voit que Ton a pour tout indice /i,
'r^* dt _ r^'* ^li
o« s'exprimant au moyen de ^^ par la chaîne d'équations du second degré (en sin^p,)
. , 9.rt/sin9/ ,
( Û| ^- fc>/ ) CCS* cpi -r- 2 ^1 sin* ^1
Or, par un choix convenable de /i, on peut toujours s'arranger de
façon que le module positif — de la dernière intégrale soit plus pelit
qu'un nombre positif donné à Tavance aussi petit que Ton veut. Le théorème annoncé est donc démontré.
En particulier, si Ton a à calculer pour un module quelconque donné, compris entre o et 1, la valeur de Tintégrale complète de première espèce de Legendre
^0 J^ |v/«5cGS*/-f
on voit que ce calcul revient à celui de l'intégrale
dt
I /aj CGS»/ -f- h\ sin*f
qui lui est égale, quel que soit le choix que l'on fasse de Tindice n^ et pour laquelle le module peut être rendu aussi petit que Ton veut.
Sur les covariants H et T d'une forme biquadratiqne R.
Toute forme binaire biquadratique
admet, outre son hessien (t. IV, p. 70)
H = Ao^} 4- 4 Aizf Zj -f- 6Aj5}5| -h GAj^i^J -T- Av5|,
un second covarianl T que l'on peut définir par Tune ou Tautre des égalités (*) équivalentes
T= — [ R(Ao5j4-3A,5Î5j-+-3A25,5Î-+-A3SÏ)
Zi
T =— — [ R(Ai2j-+-3Aj5Î5j-+-3A35i5|H-A4^i)
Delà relation p(2// — a — h) = ^. y — :p établie (p. 74 du t. IV),
on déduit aisément une relation fondamentale qui lie les deux covariants H et T aux deux, invariants ^j, g^ et à la forme R elle-même. Reprenons les notations
z= — —f{u), y = piiu — a — b):
on aura, d'une part, comme on vient de le rappeler,
Uizuz,)^
(') La différence des seconds membres, multipliée par - z^z^ se présenle soos
la forme KH — IIR et est donc nulle. Il peut élre bon d'observer que Ton a aussi
8 \^z^ dz^ ôz^^ ôz^,
îiOTB 3. -— covàriants h et T d'u?îe fobme biquadratique R. 275 d^autre part, on a
dy
— ^ky^—gty — gt
= d{iu — a — h) = d(iu)j
et comme la relation — =idu peut s'écrire
Zf dzi — Zi dzf
\/R(Zly Zi)
on a aussi la relation
= du y
Z9 cfZt — Z\ ttZn ciy
v/H( ;;i, z^ ) — /iy» — g^y — ^3
Si dans la relation (2) on remplace y par sa valeur tirée de (i), on obtient Tégalité
ZtdZi---Zidzz Rd\{ -UdW
mais Rdll — Ilt/Rest une fonction linéaire et homogène de dz^ dz^ dont il est aisé de calculer les coefficients; le coefficient de dz^ est 2-3jT, celui de dz^ est — 2 j/f; on a donc
Z\(iZ\ — Z\ f!lZ2 {Z^(lZ\ — Zi uZf ) 1
y/li{z,,zi) v/lU-4n3-h^,HR«-^-3K«j
On en déduit la relation fondamentale (*), due à M. Ilermite,
(') M. Weber, Ellipt. Functionen, p. i3, part inversement de celte relation pour établir Tégalilé (i).
2yG FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas
où les invariants sont réels.
Nous avons signalé, au n° 612, la transformation qui permet de passer d'une fonction /m j3(//| w,, wj) dans laquelle les deux périodes 2(0i, 2(1)3 sont imaginaires conjuguées à la fonction
-, / ! 10^-1-0)1 (1)1 — Wi \
dans laquelle les deu\ périodes sont, Tune réelle, Tautre purement imaginaire. Il convient d'étudier d'un peu plus près cette transformation, en raison du parti qu'on en peut tirer dans les applications. Observons d'abord, sans rien supposer sur les périodes 2to,, 2«x)j, que la fonction Y peut être regardée comme une fonction doublement périodique avec les périodes 2W|, 2W3; elle admet alors comme pôles doubles, dans le parallélogramme correspondant, les points o el wi-hwj; la formule de décomposition en éléments simples fournit immédiatement la relation
V / . ( <?* — Cl i( e* — en )
y — et
où l'on a écrit pu, ou j, au lieu de j)(// 1 cop w, ).
I^^u désignant par E,, Ej, E3 les valeurs de Y pour // =1 — *— ^ , (o^,
(O3 (Oi , ,
> on trouve de suite
E| = im — ^2, E2 — — 2ej, E3 = xni' — Ci,
où Ton a posé, comme au n** 59i',
0)3 -h (Oi
"'3 -T- wj / /
'" ^ i' = ^i -^ V «2 — c\ yet — 63,
W3 (Ui
m = p r= ej — V ^2 — ^1 /«2 — ^3 ;
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on en déduit sans peine les relations
d\ {y-^m)(y — m' ) dy ~ iy — Ci)^
Si nous nous plaçons maintenant dans le cas où (Oj, co, sont des imaginaires conjuguées, la partie réelle et le coefficient de i étant positifs dans W3, les quantités ^'ir^ A-hB/, e3 = A — B/ seront des imaginaires conjuguées, e^^=i — -iA sera réel et B sera positif (n® 565) :
\Je^ — ex , \Je^ — e^ sont des imaginaires conjuguées et leur produit
V^qA' -t- B* est positif. Les formules précédentes coïncidenl avec celles du n** 612. Les points m et m' sont les points d'intersection (le premier à droite, le second à gauche) du cercle {e^) décrit du point c'i comme centre et passant par les points ^,, e^. Si Ton imagine pour \\v\ moment que la variable Y soit figurée sur le même plan que la variable )', on voit que /?i, ni' sont au milieu, le premier de t'2> ^^d ^c second de ej, E3, et que le point Y, dont Taffixe est liée à celle du point/ par la relation
-^ ' Y— et
peut s'obtenir par la construction suivante : on prend le symétrique (n* 559) r, du point y par rapport au cercle (^j), puis le symétrique/' du point V, par rapport à l'axe des quantités réelles; en se rappelant que {e^ — ^i)(^2 — ^3) ^st le carré du rayon du cercle (e^), on voit de suite que l'on a
Y — et z.z(y — et) -f-(j^'— ^1);
Y est donc le quatrième sommet du parallélogramme dont y, 6*2, }' sont trois sommets. Aux deux points v, /' liés parla construction que l'on vient dédire, correspond évidemment un même point Y'; Tun des points r,j' est à l'extérieur du cercle (ej), l'autre est à l'intérieur. Si Tun des points y, y' est sur le cercle {e^)y il en est de même de l'autre, et, dans ce cas, le point Y est sur Taxe des quantités réelles entre e^ et E, ou entre e^ et E3 suivant que la partie réelle de y est positive ou négative. Lorsque/ est un point de l'axe réel,/, et y' sont tous deux confondus avec le conjugué harmonique de y par rapport aux points ni^ m' et le point Y est sur l'axe des quantités réelles, à droite de E, ou à gauche de Ej, suivant que / et >' sont à droite ou à gauche de ^j. Si y croît de e, à /?*, ou décroît de 4- «à m, Y décroît
de 4- 00 à El ; de même si y décroît de e^ à m\ ou croît de — oc à m\ Y croît de — 00 à Es, Ces diverses remarques se raccordent très facilement aux considérations développées aux n°* 5%, 595 et dans la Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur peut, par exemple, se reporter à la figure de la page 164 pour ce qui concerne la correspondance entre le plan des^ et le plan des ei, défini par la relation yz=z pu.
Remarquons d'abord que les deux points^, /', qui se correspondent par la construction que nous venons d'indiquer, peuvent être regardés comme les images de deux points e/, symétriques par rapport au point J(w3-f-Wi); à ces deux points u dont la somme des affixes est toj-t- W| correspondent, en effet, deux points y^=zpu et j^'rz: p(M -hw,), en sorte que Ton a
(7— ei)(y — C2) = (cj — ei)(^2 — 63).
L'image du rectangle du plan des u remplit tout le plan des y et conduit au système de coupure figuré à la page i64; Timage du même rectangle, en vertu de la transformation
(Os -h »X»i tOj
remplit deux fois le plan des Y. Si l'on sépare ce rectangle en deux autres, par la droite qui va de co] à co,, droite dont l'image dans le plan des y est l'arc ti/nt^ du cercle (ej), le rectangle de gauche aura son image, dans le plan des j', à V extérieur du cercle (êj). Si le point u décrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les points o, 1^(0)3 — wi), w,, J-((03 -+- co,), (1)3,1(0)3 — 0),), G, le point j se mouvra sur l'axe des quantités réelles de — 00 à ni' \ puis, sur le cercle (ej) de m' à £,, de £1 à m, de m à £3, de £3 km'; puis, sur l'axe des quantités réelles de m' à — 00, en ayant toujours l'aire indéfinie à sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas l'axe des quantités réelles et s'y mouvra de — 00 à E3, de E3 à E,, de E, à Ej, puis reviendra de Ej à E,, de Ej à E3, de E3 à — 00. L'image du rectangle de gauche envisagé (dans le plan des u) remplit tout le plan des Y. De même, l'image du second rectangle du plan des w, symétrique
du premier par rapport au point — -9 se fait à Tinlérieur du
cercle (ej) dans le plan des y^ et remplit tout le plan des Y. Si le point u décrit le contour de ce rectangle en passant successivement par les points 0)3+ w,, {(o), + 3tu,), W3, ^(0)3 4- w,), Wj, l((03-h Swi), ^sH- w,, le point/ se meut sur l'axe des quantités réelles de £, à m',
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puis sur le cercle (sj) de m' à £3, m, s^, m! pour revenir le long de raxe des quantités réelles de m' à e, ; le point correspondant Y décrira le même système de coupures que précédemment.
On n^a dès lors aucune peine, lorsqu^on substitue dans une intégrale définie ff{y)dyy à la variable/, soit la variable Y, soit la
variable £/, à voir comment les chemins d'intégration se correspondent.
Au lieu de la transformation Y =: jd lu
peut employer la transformation
W3+ COi (O3 — 0)1
"> on
Z = p(m I WjH-w,, W3 — w,);
c'est alors /=:j3w qui s'exprime rationnellement au moyen de Z. Eln conservant les mêmes notations, sauf à désigner maintenant par E'j, E',, E3 les valeurs de Z pour w=a)3-ha)j, 2(03, 103 — Wj, on trouve sans peine, par exemple, en se servant de la formule d'homogénéité (III3),
puis, par la formule de décomposition en éléments simples,
y = p{u I 0)3 -H (1)1, t03 — (1)1) -f-p(a — 2W3I CO3 -h C0|, (1)3 — a>i) — E',
, (E;-E;)(K;-Fy3) _ i
— ^ -1 ^ Fil — ^ T ^
en continuant de poser
ei = A-i-Bt, €î= — 2 A, ^3 = A — Bi. On en tire
oei-he^)
Z-A •^-^^= Z^TÂ
La construction ud point y au moyen du point Z s'eflfectue en se servant du cercle (A) décrit du point A =: E', = |(e, -4- ^3 ) comme centre avec un rayon égal à |B. On prend le symétrique Zj de Z par rapport au cercle (A), puis le symétrique 7J de Z, par rapport à la droite qui joint les deux points e,, e^; le point j' est le sommet opposé au point A d'un parallélogramme dont trois sommets sont A, Z, Z'; les deux points Z, Z' fournissent le même point/,
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La transformation précédente peut être commode quand on a affaire à des valeurs réelles de y\ on observera que le point u allant en ligne droite de o à cui + (1)3) puis de o)) + eu, à 20)3, le point Z va sur Taxe des quantités réelles de + 00 à Ej, puis de E^ à A, et le point j^, aussi sur Taxe des quantités réelles, de -h 00 à — oc.
Ces résultats mettent en évidence Texistence d^une transformation
rationnelle à coefficienls réels x ^=. —r^ ^, —.^ qui transforme
une différentielle de la forme / ^ où le polynôme du quatrième
degré R(^) à coefficients réels admet deux racines réelles et deux racines imaginaires en j% en une différentielle de la forme
dz
/4(Z-E',)(Z-K;)(Z-Ei)
/dx par une )/\\{x)
transformation linéaire en une différentielle de la forme
J —^My — ex ){y — C5 )(y — c,) ' on posera ensuite
NOTE 5. — VARIATION DES PONCTIONS â. !x8l
Sur le sens de la variation des fonctions 3 pour des valeurs réelles de Fargiunent dans le cas normal.
Les résultats établis au n^ 175, relatifs à la variation des fonctions ^
dans le cas où -; est positif et oîi la variable (^ est réelle, deviennent
intuitifs lorsqu^on se reporte aux formules de décomposition en facteurs (XXXIIj.j). Observons d'abord que, dans les quatre seconds membres, les produits infinis que Ton voit figurer sont formés de facteurs toujours positifs qui tous varient dans le même sens que — cos2i''re pour STi, Sr^, que ■+■ cos 2^''repour^2, ^j; le sens delà variation du produit infini est le même que celui de ses facteurs. Le sens de la variation de '^liv) et de 3r4(t^) est ainsi évident. Quant à ^i{v) et à ^i((0» 6° tenant compte des facteurs sine et cos(^, on voit que la première fonction augmente de o à &, {\) nzSr, (o), que la seconde diminue de 37,(0) à o, quand v augmente de o à |; les formules (XXXIV3) permettent ensuite de reconnaître le sens de la variation quand v augmente de y à i.
Des considérations analogues s'appliquent aux fonctions
j^iiiv), 2r,(/p), 3r,(eV), âr^iV),
décomposées en facteurs où figurent sht;, cht^ au lieu de sine, cosf'.
On reconnaît directement sur les expressions de 3r,(/t^), 2rj(eV) que ces fonctions, toujours positives, varient dans le même sens que t^; puis, directement encore sur l'expression de^4(eV), que cette fonction
décroît quand v croît de o à — .: quand f' croît de — . à -. > ^^(â') con-
linue de décroître, comme le montre la relation entre &4(/V) et &4 (x — i\'). Enfin la formule de passage de la fonction ^4 à la fonction
^1 montre que la fonction -:^i{iv) croît quand ^^ augmente de o à A»
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1. La lettre de Charles Hermite, que Ton va lire, demande quelques observations préliminaires.
Nous avons dit (n** 198) que les formules (XLVIi,!,}) qui expriment au moyen de ©(x), ^{'z)j xC*^) ^^^ fonctions <p(Tj, <Kt), x('r)> ^" ^*^^ suppose T = j—> en désignant par a, b, c, d des entiers liés par la relation
ad — bc = i^ étaient dues à Hermite. 11 les a données sans démonstration en i858. La démonstration qu^on trouvera dans cette lettre est la seule quHl aura publiée.
Cette démonstration, dans le cas où a, d sont impairs, 6 et c pairs (XX|, cas I"), repose sur la formule
qui est une conséquence immédiate des formules (XXXVlj), (XXXVIIIj), (XLVlIj), (XXVIIIfi). Cette formule a lieu quel que soit t, donc aussi quand on y remplace z par t. En supposant b = %b\ ic = c', on a d'ailleurs
et, puisque ad — b'c' est égal à i, on voit que les fonctions â(o|2T) sont liées aux fonctions 2r(o|2T) par les formules de transformation linéaire, comme les fonctions 2r(olT) aux fonctions 2r(olT). Le calcul se fait très facilement au moyen des formules XLH. Pour les fonctions ^(o|t), 5(0 1-:) on est, par hypothèse, dans le cas i® du Tableau (XXe); pour les fonctions 2r(o| -n), 27(0 12-:) on est dans le cas i" ou dans le cas 3« de ce même Tableau, suivant que ^' est pair ou impair: mais, dans les deux cas, v est égal à 3, m'" est égal à d; c'est toujours la formule (XLII^) qui s'applique et l'on a, en outre, à utiliser la seconde formule (XLIls) et la troisième formule (XLII7). En désignant par £1, i"l les quantités analogues à £, e'^, mais relatives aux entiers a, b\ c\ d^ on obtient ainsi, en supposant a > o,
tlh fie cd 1 2"
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on a d'ailleurs, par une proposition d'arithmétique bien connue,
et, par conséquent,
rt* — 1 ab /a-^d \
De la relation ad — 6c = i, et de l'hypothcse que 6 et c sont pairs, il résulte que les nombres a et c^ sont tous deux congrus à i ou à — i (mod. 4), et que, par suite, a -h d est le double d'un nombre impair; le nombre
c(i±i ^ .) est donc divisible par 4, et .'on peut écrire finalement
C'est la formule que Ch. Hermitc établit dans sa lettre et d'où il déduit toutes les autres. Mais ce n'est pas ainsi qu'il procède.
2. C'est à lui encore qu'on doit les formules générales de transformation des fonctions â; il les a données en i858 dans le Journal de Liouville. Par une analyse très simple et très profonde, il a fait dépendre la constante qui figure dans ces formules, et dont le signe est si difficile à déterminer, de l'expression (*)
En transformant la somme S au moyen des résultats dus à Gauss et en profitant des simplifications apportées à ces résultats par Lebesgue, dans différents Mémoires du Journal de Liouville, il a obtenu des formules équivalentes aux formules (XLII), que nous avons établies sous la forme donnée par M. H. Weber (Ellipt, Funct,), en partant des propriétés de h(T) que l'on doit à M. Dcdekind. Si nous n'avons pas adopté la démonstration d'Hermite, c'est qu'elle appartient à un ordre d'idées tout autre que celui où nous avons voulu nous placer, mais nous croyons devoir reproduire ici cette démonstration, d'une part à cause de sa beauté, d'autre part pour permettre au lecteur de mieux pénétrer la signification de la lettre de Ch. Hermite.
En appliquant la méthode qu'on lui doit (n^'STS, 27i, 381) pour trouver les fonctions (transcendantes) entières les plus générales qui soient doublement périodiques de troisième espèce avec des multiplicateurs donnés.
(•) Summatio quarumdam serierum singularium, 1808; Gauss, Werke^ t. II, p. 9.
on voit immédiatement que la fonction (transcendante) entière la plos générale qui vérifie les équations fonctionnelles
(I) /(<;-+-,) = (_ l)'^f{v\ f(v -H T) = (- OPe-'^'^-^T) /(,,),
OÙ a, p sont des nombres entiers donnés, est la fonction
l'indice n placé sous le signe S indique ici, comme dans la suite, que n doit parcourir la suite de toutes les valeurs entières, négatives, nulle et positives. La notation 6a,p(i'), employée par Ilermite, a déjà été signalée dans la Note du n** 160, où l'on a expliqué- comment elle se relie au\ notations de Jacobi, que nous avons adoptées.
En désignant par a', ^' deux nouveaux nombres entiers, en renoplaçant dans l'égalité (2), v par p -t-|(a''c -h P')et en remettant ensuite, à la place de ^sE^ -+- {(a -+- a')^ -+- JO -h P')], son expression au moyen de 6a-+-a',^P'(^)> qui résulte de cette même égalité ('2), on trouve immédiatement
(3) ea,p((;-t--;a''u-h-}P') = e ^ ^^' ^ ^a^-a', p-4-P'(«0.
Cette formule, sauf quelques différences insignifiantes dans les notations, a été donnée sans explications dans la Note que nous venons de rappeler, ainsi que les deux relations, évidentes sur la définition même de la fonction Oa,p(P),
(4) Oa+,,p(0 = (- i)P0«,p(O, Oa,M(^) = ^ot,?(^).
Quand nous aurons besoin de mettre en évidence la façon dont la fonction Oa,p(*') dépend de t, nous l'écrirons 6a,p(^l")'
11 résulte clairement du n" 178 que, si l'on désigna par a, 6, c, d quatre nombres entiers liés par la relation ad — bc = \ et si l'on pose avec liermite
(5) n((^) = e^«*»''(«-+-*^^Oa,p[(a-H^':)p|'u],
la fonction n(p) ne diffère que par un facteur constant de la fonction
Oa.,p,
c -\- dz\ , , . o 1 1
T- ] y en desiprnant par ol*. ai des nombres entiers convena-
blement choisis. Ce premier résultat, que nous avons déduit de la théorie de Ja transformation linéaire des fonctions 0', ressort d'ailleurs aussi très facilement, ainsi que rcxpression des entiers ai, pj, au moyen de a, b^ r, </, a, p, du théorème de Ch. Ilermite sur la résolution des équations fonctionnelles (1). En effet, la formule (3) permet de calculer ce que devient
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le second membre de Téquation (5) quand on y augmente p de i ou de
c -\~ dz T = j-9 puisque alors la quantité (a h- b'z)^ s'augmente de a -h bz
ou de c-\-dz; on trouve ainsi, après des réductions faciles, en tenant compte des formules (j) et de la relation ad — bc = i,
(6) u(v-hi) = (- i)««n((^), n((^-f-T) = (— i)P.e-'«i**'-»-T'n(t'),
où
ai = aoL-{- b^ -h aby ^i = ca-h d^ -h cd.
Les équations fonctionnelles qui vérifîent ainsi la fonction (transcendante) entière U{v) ne diffèrent des équations (i)que parle changement de a, p, T en aj, pi, t; celte fonction ne peut donc différer de 6oi„p,(p|T) que par un facteur (s, indépendant de v, et qu'il reste ù déterminer. En d'autres termes, on a
ou, en remontant à la définition des fonctions 6,
(7) 51 e'«?Kn) = G V (— i)«?, e^îtTC/i+ia,)«-Hii7Ui'(i-f-ia,),
OÙ Ton a posé, pour abréger,
tp((^, n) = b{a -h bz)v^-h (in -h OL)(a-\- bz)v '{--^^'z(2n -h ol)^— n^.
Observons, en passant, que, à la propriété de !!((') de se reproduire, multipliée par ( — i)*i, quand on y remplace c par v-^ij correspond la propriété, bien facile à vérifier, de la fonction ?p(i», w), qu'exprime l'égalité
ïp(p H- I, n) — ç(t^, n -h 6) = '2 a/4 4- «1.
Il sera commode, pour ce qui va suivre, de multiplier les deux membres de (7) par e-'''^*'^*!, de^manière à faire disparaître tTCPai dans l'exposant de chaque terme du second membre et à pouvoir profiter tout à l'heure
de ce que l'intégrale / c'''^'*'û^(' est nulle ou égale à i, suivant que n est
différent dsî o ou égal à o. L'égalité (7) est alors remplacée par la suivante
OÙ la fonction
^{i>, n) = cp(i>, n) — ajr
jouit évidemment de la propriété
^{v -\-i, n) — ^(v, n -h b) = lan,
OU, plus généralement, de la propriété
^{v-i- py n) — ^{ç, n-\- pb) = lapn-h abp{p — i), en désignant par p un entier quelconque, en sorte que Ton a
Nous supposerons maintenant que b soit entier positif; cela ne res-
c -\- ciz treindra pas la généralité de la solution, puisque j-^ ne change pas
quand on y change les signes de tous les nombres a, b^ r, d. En intégrant entre o et i les deux membres de Téquation (8) et tenant compte d*une remarque antérieure, on trouve
(10) fBe^''^'''=\ (y ei'^^-^^^\dv.
Le terme e^'^M*'»'*'^ de la série qui figure sous le signe d'intégration, n'est pas modifie si l'on augmente v de r, pourvu que Ton diminue n de r6, ainsi qu'il résulte évidemment de l'égalité (9); dès lors, si l'on réunit ensemble,
dans la série \^ e''^1'^»''«>, les termes pour lesquels les valeurs de n sont congrues, suivant le module b, de manière à écrire cette série sous la forme
il est clair qu'on pourra tout aussi bien l'écrire en observant enfin que l'on a
on voit que l'égalité (10) pourra s'écrire sous la forme
(II) Gel''^Ta? = ^ / è'^'Y^y^^ dv,
Quant aux b intégrales qui figurent dans le second membre, en se rappelant que '^{Vy p) est un trinôme du second degré en r, elles se calculent au moyen de la formule
. p r— 7« I ITZ' '
s/—ip
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dans laquelle la variable d'intégration est réelle et qui est valable pourvu que le coeffîcicnt de i dans p soit positif, condition qui se trouve vérifiée pour o(i', p) puisque le coefficient de v'^ est ab-^b^z. Dans le second membre, la partie réelle de y/ — ip est supposée positive (*). On trouve ainsi
v/ — ib{a -{- b-z)
( *) Cette formule est due à Cauchy (Œuvres, 7* s., t. VII, p. "^80). Cauchy avait déjà aperçu, pour un cas particulier, le rôle qu'elle peut jouer dans la théorie qui nous occupe, rôle que Ch. Hermite a mis en pleine lumière dans le cas général. L'Analyse de Cauchy à peine modifiée peut être résumée comme il suit:
Désignons par A, b deux nombres quelconques, dont toutefois le premier a son
argument trigonométrique compris entre — ~ et -4- ^'» et considérons l'intégrale
rectiligne
rt
où la variable d'intégration x suit l'axe des quantités réelles, du point x^ vers — 30, au point j?, vers -4-x. En posant t = ax ■+■ B, on remplace cette intégrale rectiligne par une autre intégrale rectiligne
if
dans laquelle la variable d'intégration t décrit la droite qui va de ^0 = A^r, + B à /, = A^, + B. La fonction e~'' étant holomorphe dans tout le plan, il sera évidemment démontré que l'intégrale précédente diffère très peu des intégrales rectilignes
si l'on prouve que les deux intégrales rectilignes
r'« dt
sont très petites. Il suffira de considérer la seconde.
Lorsque la variable l - ne'? décrit le segment de droite qui va de ar, à /, — Ax,-T- B, son argument 9, d'abord nul, augmente en valeur absolue, jusqu'à ce que t soit en /|. D'ailleurs, comme J7| est infiniment grand positif, l'argument de f, difi'rre infiniment peu de celui de Ax^ ou de a ; l'argument de t reste donc
inférieur, en valeur absolue, à un nombre u < ^-; on a donc, sur la droite qui va
(le a?, à ^p
I e-*' I < e-«îco»2w ( cos 2 0) > o ), en désignant par R, le minimum de R. L'intégrale est donc moindre que le pro-
où l'on suppose
A = 6 kO(a-hbt) e*'*
On en déduit par un calcul aisé, dans lequel on a toutefois à tenir compte de la condition ad — 6c = i,
v/ — ib{a -^bz) où l'on suppose la partie réelle du radical positive et où
s = 2e>"'^Kp-«)
et
3. La somme S s'évalue au moyen des sommes de Gauss {*). Nous donnons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives à ces somaies, nécessaires pour retrouver les formules définitives d'Hermite.
On appelle somme de Gauss une expression de la forme
îiir rr' o
OÙ a Q\. b sont deux entiers (positifs ou négatifs) premiers entre eux, et où /•, l'indice de sommation, doit prendre l^j valeurs entières incongrues suivant le module 6, que nous désignerons par /-q, Tj, .... /'6-i> P^r exemple les valeurs o, i, vt, . . . , | 6 1 — i. Il est clair que la valeur de la somme ne dépend pas du système choisi pour les nombres r^. ri, ..., r^— i.
duit de e""?cosîa) par la longueur du chemin d'intégration qui est évidemment du même ordre de grandeur que R,; or le produit n,e~»îcossa) tendant vers zéro quani Hj augmenle indéfiniment, la proposition est démontrée et Ton a
Supposer que Targument de a est compris entre — ^ et -h^» c'est supposer
que la partie réelle de a- est positive. On remarquera enfin que a est celle des racines de a^ dont la partie réelle est positive.
Le résultat annoncé est complètement justifié dans le cas particulier considéré; Tcxtension au cas général est immédiate.
(') Summatio quarumdam serierum stngularium {Werke, t. Il, p. ii).
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Les propriétés suivantes de la fonction ç (a, b) apparaissent immédiatement (^) sur la définition.
Quand on change de signe Tun ou Tautre des nombres a, by la quantité ç(a, b) est remplacée par la quantité conjuguée. On ne change pas ^(a^ b) en remplaçant a par un entier a' congru à a suivant le module b.
Etant donnés les deux entiers a^ a', premiers à b^ s'il existe un entier /71 tel que Ton ait
a'^ni^a (mod. ^), on aura
car m étant forcément premier à b, l'ensemble des restes, pris suivant le module b^ .des nombres mr esl le même que l'ensemble des restes des nombres r. En particulier, si l'on a
a ^^ /II* (mod. é), on aura
(p(rt,^») = cp(i,6).
On a aussi
o(a, 6)cp(6, a) = o(i,a^).
Le produit tp(ûr, 6)cp(^, a) est, en effet, égal à
OÙ r doit prendre \b\ valeurs incongrues suivant le module 6, tandis que r' prend séparément \a\ valeurs incongrues suivant le module a; dans ces conditions, ar-hbr' doit prendre \ab\ valeurs incongrues suivant le module ab; le produit cp(a, b) 9(6, a) est donc égal à (p(i, ab). On a aussi
ç.(i,a) = /rti»-« — -r
en désignant par ^a la valeur positive de la racine si a est positif, et en
supposant /a = — ^ jy/— a | si a est négatif. Il suffit d'établir cette proposition quand a est positif; la seconde partie résulte, en effet, de la première, en changeant a en — a, et se rappelant que 0(1, «) est alors remplacée par la quantité conjuguée (*). Kronecker a montré (') que l'on
(') Voir Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlenlheorie von Lejeunc-Dirichlet, 4* éd., p. 293.
(-) Celte proposition résume divers cas cnumérés par Gauss dans le Mémoire cité et qu'il a irailcs d'une façon purement algébrique.
(■') Monalsberichie dcr Derliner Âkadcmic^ 1S80.
obtient rapidement la formule relative au cas où a est un nombre positif, en écrivant que l'intégrale
JlIC —
giinz *
prise le long d'un contour qu'on va définir, est égale à iîtz multiplié par la somme des résidus de la fonction sous le signe / relatifs aux pôles i,
2, . . ., situés à l'intérieur du contour. Celui-ci est un rectangle sy-
métrique par rapport à l'axe des quantités réelles, dont un côté, situé sur l'axe des quantités purement imaginaires, va du point — yx très éloigné vers le bas, au point ^'t situé très haut; le côté parallèle à celui-là passe
par le point -; pour éviter le pôle o, on décrit de ce point comme centre, à l'intérieur du rectangle, un demi-cercle de rayon très petit, et Ton supprime du rectangle l'intérieur de ce demi-cercle; si a est pair, — est un
pôle que l'on évite de la même façon ; les demi-cercles ainsi décrits entrent naturellement dans le contour. Il est aisé de voir que la partie de l'intégrale qui correspond aux côtés parallèles à Taxe des quantités réelles est négligeable, quand |^| | est très grand. On parvient aisément, quand a est impair^ à la formule
^^ 2iTCr« y^* 2f7ty»
et la méthode même permet d'affirmer que l'intégrale recliligne qui figure dans le second membre a un sens. En multipliant par 2, remarquant que
dans la somme II 6 '* , étendue aux valeurs r = i, 2, ,.., a — i, les termes à égale distance des extrêmes sont égaux, changeant enfin y en xyja, il vient
La valeur de l'intégrale définie qui figure dans le premier membre de cette formule est ^(1 — i); elle se déduit immédiatement de celle de l'in-
tégrale / e~^* dt qui est, comme on sait, égale à ^ /~; elle résulte d'ail- Jo
leurs aussi de la formule même, pour a = 3. On trouve finalement
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C'est le résultat annoncé; il subsiste pour a pair, comme on le voit sans peine en reprenant les calculs, après avoir modifié, comme on Ta expliqué, le chemin d'intégration. Le fait que cp(i, a) est nul, quand a est congru à 2(mod. 4) et n'est pas nul quand a n'est pas congru à 2(mod. 4), se reconnaît directement.
Posons maintenant, en supposant que 6 ne soit pas congru à '2(mod.4))
9(rt, b) = (a,^*)o(i, h),
et cherchons à déterminer la valeur de (a, b) qui n'a de sens que sous la condition précédente.
On observera d'abord que, en vertu de cette définition, (1,6) = i, que, en vertu des propriétés de cp(a, 6), on a (a, b) = {a-, b) quand a et a' sont congrus mod. 6; enfin qu'on peut, sans changer la valeur de {a,b), supprimer de a tout facteur carré parfait qui s'y trouverait.
En supposant qu'aucun des deux nombres a, b ne soit congru à ^(mod. 4), l'égalité <p(«, b) o(by a) = tp(i, ab) et l'expression de ©(i, a) fournissent de suite la relation
(l _f- iab\ (i -+- i)
OÙ ta,b est égal à i si l'un des nombres a, b est positif et à — i si ces deux nombres sont négatifs. Cette égalité se réduit à
(a, b)(b,a) = Za,h
si l'un des nombres a, b est de la forme ^n -r- ly et à
(a, b){b, a) = — la.b
s'ils sont tous les deux de la forme ^n — i, donc enfin à la forme
(rt — 1)|6— I) (a,6)(6, «) = (— I)~ * ta^b,
si l'on sait seulement qu'ils sont tous les deux impairs.
Supposons qu'on veuille calculer (a, b) dans le cas où b est impair. On peut toujours supposer a impair et moindre que b en valeur absolue, car il existe toujours un nombre impair a' congru à a(mo(l. b) et moindre que b en valeur absolue, c'est le reste positif de la division de a par b si ce reste est impair, et, dans le cas contraire, ce reste diminué de 6; ou remplacera a par a .
Supposons donc a impair et |<Tf|< \b\\ l'égalité précédente ramène le calcul de ( «, b) d celui de (b,a)y et le calcul de (by a) se ramène ensuite, comme on vient de l'expliquer, au calcul d'un symbole (b\ a), où 6' est impair et où 16'| <|rt|. En continuant de la même façon, on voit que le calcul de (a, b) se ramène au calcul d'un symbole de la forme (=t 1, a),
aga fonctions elliptiques.
où a est impair, positif ou négatif, et que Ton a
(a,6) = ih(=hi,a).
D'ailleurs (i, a) = i, et Ton a
en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que a est positif ou négatif, comme on le voit en recourant à la valeur de ç(i, a), et en se rappelant que ©(— I, a) n'est autre chose que la quantité conjuguée deîp(i,at); a étant impair on voit que (a, b) est égal à ziz i.
Les calculs que Ton vient d'indiquer sont très analogues à ceux du n** 2â9 ; en se reportant à ce que l'on a dit alors, le lecteur verra de suite que Ton a
toutes les fois que ce dernier symbole est défini, c'est-à-dire lorsque b est impair et que les deux nombres a, b ne sont pas tous deux négatifs. Nous avons, en effet, établi relativement au symbole (a, 6) toutes les propriétés
relatives au symbole de Legendre-Jacobi, sauf la propriété (a, ^) = (a, — b);
o( Q b ) or celle-ci résulte de ce que (a, b) est réel et de ce que ■^ , \ se chancre
en la quantité conjuguée, c'est-à-dire ne change pas, quand on change b en — b.
Supposons maintenant a impair et b divisible par 4* La formule (la; donne alors l'une ou l'autre des deux relations
(a, b){b, a) = £«,*, {a,b)(b, a) = — tta.by
dont la première est valable si a est de la forme J\n-hiy la seconde si a est de la forme f\n — i. Le symbole (6, a) se calculera comme on vient de l'expliquer; a étant impair, il est égal à db i, en sorte que l'on a finalement
(a, b) = ta,b{b, a) ou (a, 6) = — itaM^y^)
suivant que a est de la forme 4/1 -\-i ou ^n — i .
En résumé, on sait calculer <p(a, b) toutes les fois que b est impair ou divisible par 4 et sa valeur est zh i ou db i; quand b est le double d'un nombre impair, ^(a, b) est nul.
Nous avons à appliquer ces résultats au calcul de la somme
,_^ itza / 1 , \«
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(le la somme ne change pas quand on remplace p par un nombre qui lui soit congru (mod.6) et qui, par suite, est de la même parité; d'ailleurs, quand p prend les valeurs o, i, 51. ..., b — i, p — J 6 prend un système
iit/i
<le h valeurs incongrues (mod. 6), et, puisque la somme ^6 ^ ne dépend pas du système de b valeurs incongrues que parcourt r, on voit de suite que l'on a
On n'a alors, en supposant b = 9^*61, ô| impair, qu'à appliquer les règles précédentes et, en outre, quand h est pair, la formule bien connue dans les éléments de la théorie des nombres
pour trouver les résultats suivants, dont le lecteur constatera sans peine l'identité avec ceux que Ch. Hermite a donnés dans son Mémoire et qui seront rappelés dans sa Lettre.
Si h est impair, on a
'■« / _ V / _\ /'rt
s = /6e-T (^) = /6 {^) er^""-'\ si a = i(mod. 1 ;;
S = /Âe * (—. — j, sia = — i(mod.4). Si h est pair, on a
lie j / V
s = /Ze* ( —7 — j 9 si a s — i(mod. 4).
Il reste enfîn à évaluer la somme S quand b est impair. Ayant déterminé les entiers m et n tels que l'on ait a = mb — 8 /i, et remplaçant a par celte valeur dans l'expression de S, on trouve sans peine
— "'"^i V^ *"^^ ri _tfiTti __ mizi
S = e *~ y] ^ '' '^ =« ~o{.in,b) = e ^ o(n,b),
puisque n est premier au nombre impair b. On n'a plus qu'à remplacer <p(/t, b) par sa valeur.
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S^-Jean-de-Luz, villa Bel-Air, 34 septembre 1900. Mon cher ami,
Je viens dégager ma parole et m'acquitter bien tardivement, il me faut l'avouer, de ma promesse de vous démontrer les formules concernant les quantités cp ( r- ) données dans mon ancien article Sur Véquation du cinquième degré.
Le bon air de la mer m^a aidé à surmonter la torpeur qui faisait obstacle à mon travail; j'en profite pour échapper aux remords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les yeux cet article, j'aborde comme il suit la question.
Mon point de départ se trouve dans les formules de la page 2 et de la page 3, qui donnent les expressions de ^k et de ^k' comme
fonctions uniformes de q^ ou plutôt de t, en posant 1^=—-, et,
parmi ces formules d'une extrême importance dont la découverte est due à Jabobi, j'envisagerai pour mon objet la suivante, à savoir :
y y introduirai tout d'abord la quantité t, en me servant, au lieu des fonctions 8, H, . . . , de la série
Oa,^(p) = S(— n«?e l» J (/i = 0. dz I, iii2, ...)
\^voir mon article Sur quelques formules relatiies à la transformation des fonctions elliptiques {Journ. de Liouville, i858)]. et j'écrirai
J'ai posé, comme vous savez,
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on aura donc
/ c -^ fi'z\ ^ \ a -f- 6 T / "~
Dans cette égalité, a, 6, c, <i désignent des entiers assujettis à la condition ad — ic = i ; je fais la supposition qu'ils appartiennent an premier cas (p. .{) ('), où b et c sont pairs, rt et rf impairs, et je ferai
nous aurons ainsi
et, comme nous conservons la condition ad — ù'c =^ i, la question se trouve ramenée à celle qui concerne la transformation de la fonction 6a,p((^). Dans l'article cité tout à l'heure, j'ai obtenu les résultats suivants, dont je vais faire usage.
Soit en général, pour des valeurs quelconques de «, 6, c, rf,
Œi ~ «a -h ôp ~ ab, ^1 = ca -h d^ -^ cd, ^ (.ac a'->- î 6r aS ■+- 6rf8" -+- s abc a -h 1 abd S -t- a6»r)
puis, en supposant /> positif,
le signe de la racine carrée étant pris de manière que sa partie réelle soit positive. Nous avons l'égalité
et nous en concluons, pour i^ = o,
e,.?(oIx) = (S0„.3,(o|f^;).
(') Cas !«» du Tableau XX^.
T. et M. — IV. ao
La condition de b posilif peut toujours s'obtenir en changeant, comme il est permis, le signe des quatre entiers a, 6, c, d. Cela étant, la somme S s'exprime comme il suit, au moyen du symbole f T-j de la théorie des résidus quadratiques.
Supposons (en premier lieu) que b soit pair. Je ferai b^=2^bi^ ii étant impair, et l'on aura, suivant que l'exposant h est pair ou impair (*),
ou bien
En second lieu, supposons 6 impair; alors on pourra déterminer deux nombres entiers m et n par l'équation
a = mb — 8n, et l'on aura
s = ^M -^ 1 eT""-'-'"'*-"•-'^-""
-''Ki)
'-?l(fc-l)«-ïml
Je vais faire, en entrant dans tous les détails du calcul, l'application de ces formules aux quantités
Je supposerai qu'on ait
a^i, 6=so, c^o, d^^i (moil.!i).
Ce sera donc le premier des six cas qu'il faudra considérer; nous verrons bientôt que tous les autres s'en déduisent immédiatement. Soient d'abord a = o, ^ = i . Des deux nombres
ai = 6 -h abf
p, = É? -4- cd,
le premier est pair, et même multiple de 4, le second est impair. Ayant donc en général
OîO(,îp-^l(i'|'T:)=:(-l)^Oo,(p|T),
(*) Le Mcmoire du Journal de Liouville contient ici une faute d'im pression les mois pair et impair ont été transposés.
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nous en concluons Fégalité
K,io\-.)^ts..%,.{o\l±^)
J'ajoute qu'on peut mettre sous une forme plus simple la quantité
qui entre dans la valeur du facteur
V^— ib{a -i- bx)
Des hypothèses faites sur les entiers a, 6, c, d résulte, en effet, la
congruence
bd -^ labd -\- ab^ c ^= — bd (mod. 8),
ce qui permet d'écrire
ô = tf *
bi nous passons ensuite a la quantité ^n i ( o n — 1* ou o =-
et c'= 2C remplacent 6 et c, a et rf ne changeant pas, on a
le premier de ces deux nombres est encore pair et le second impair, mais ol\ n'est pas nécessairement divisible par 4^ et, par conséquent, on a l'égalité
b'-^ab' / \ I . j \
où 5' représente ce que devient, dans ce second cas, le facteur G. Désignons aussi par 8' et S' les nouvelles valeurs de 5 et de S ; on aura
V^— ib'{a -h b' .'iz) c'est-à-dire
y — J ib{a -+- bi)
et nous en concluons
agB FONCTIONS ELLIPTIQUES.
Je m'arrêterai à cette formule, et je remarquerai en premier lieu
que, en passant de S à S', le nombre b est remplacé par -• Il en
résulte que, a^^ant posé b=^i^bi^ l'exposant h varie de l'une à l'autre d'une unité. [Je supposerai d'abord A > i .] Cela étant, la comparaison des valeurs de S et de S' nous donne l'égalité
d'où résulte
Ceci posé, écrivons le facteur ( — i) * sous la forme e * ,
et employons l'expression de S', à savoir
^, -'-^{ù't/-hiab'fi-^ah'*c') -'-^iM-^iaM-^ab'n
on aura ainsi
^ j^ Ç/ '--[a'*-l-htù{i-¥-a)-lOd-tabd—ah*e]
Or on vérifie facilement la congruence suivante (A) 2b(t -h a) — ibd — iabd—ab^c^= — ab (mod. iG);
faisant, en effet, passer tous les termes dans un même membre et divisant par 6, qui est pair, elle peut s'écrire
2(1 — arf)-h3(a — </) — a6c £= o (mod. 8),
puis, d'après la condition ad — 6c = 1 ,
— 26c-f-3(a — d) — a(ad — i) = o (mod. 8);
mais 6 et c étant pairs et a impair, on a
nbc^i^o, a^ —- i (mod. 8;;
elle deviendra donc simplement
4(a — d) = o (mod. 8),
ce qui a lieu, en effet, a et (fêtant impairs. Nous avons, en conséquence,
ir --,,,^-ab-h
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Nous obtenons ensuite, au moyen de l'expression qui a été notre
point (le départ,
la relation fondamentale
- 'rt'— «/; — Il
[Lorsque l'exposant h est égal à i , 6| est égal à // et le calcul (le S' n'est plus le même; cependant la même relation subsiste toujours; on a, en effet, comme lorsque h était plus grand que 1, l'égalité
htl-k-tabd-^ah*t
et, à cause de la congruence (A), qui peut se mettre sous la forme M H- 'xabd -^ ab-c ^^. bda -\- 1 -- 'id) (mod. 16),
on peut encore écrire, en remplaçant b par 26',
ô' ~{Za \-i-td)b-
mais ici, pour calcuhîr S', on doit commencer par déterminer les entiers m et /i, tels que l'on ait
a = mb' — 8/1, et l'on a alors
En tenant compte enfin des relations
on en conclut
OÙ
M =2{Za-\-9. — 'xd)b'—im —2 — 'Hab'-^ i)* -+- A'»— i-h 46'(a -f- 1);
en réduisant on trouve
à cause de la relation ad — 6c = i , où 6 et c sont pairs, on voit
que les nombres impairs a et rf sont congrus (mod. 4)? en sorte
que Ton a
4(a — û?) = o (mod. i6);
les congruences
86'=- 8, a«-sm«6'«, /?i*6'* -- m» (mod. i6)
sont évidentes, et il en résulte que Ton a
or cette dernière expression est congrue (mod. i6) à
a' — xab' — I = rri^b'^ — 2m b'^ — i, puisque la différence
( j. — :im — i m^ -h b'^ ) — (m*b'* — 'imb'^— i)
est égale à
et que m et 6' sont impairs. La relation fondamentale (I) est donc établie quels que soient les nombres pairs b ei c]
On en lire les deux systèmes de formules concernant les fonctions cp(T) et ^{1) pour tous les cas que présentent les entiers a, 6, c, rf, pris selon le module u. Ces cas sont indiques dans le Tableau suivant, que j'ai donné dans mon article Sur risquation du cinquième degré (' ) :
(') Voir la Noie 1 de la page 63 du Tome 1[. Les cas II cl V de Hermite correspondenl aux cas que nous avons désignes par 5° el 2".
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Soi
Kn premier lien, je change, dans Inéquation (I), t en A, c, d en />, — r/, rf, — c; on trouve ainsi ( ' )
- et«,
Dans la même équation, je remplace ensuite t par t — i , a Ql c par a -r h et c + rf; il vient
•— ia^-hab- i) e *
Passant à Téquation (Il ), je change t en t -h i . « et c en « r — ciy ce qui donne
— ù cl
IV
Je continue en remplaçant, dans (V), t par — - et a, 6, c, rf par h, — a, cL — c, et j'obtiens
(VI) ./c + rf.
,/c-|-ax\ I -—{b^-ab-\)
C) En tenant compte des formules (\LV).
Pour avoir le système complet des formules cherchées, il ne me reste plus qu'à changer dans celte équation t en t — i , a et c en a -\- b ei c -\- d; on a ainsi
en emploj'ant l'égalité
Voici maintenant les résultats réunis et mis en regard des six cas énumérés dans le Tableau précédent (*) :
C — fil\ ., — (a* — aô-1)
IV /c + rfx\ g(2
tic .^
-hah — l)
J'ai à y joindre enfin les formules qui concernent la fonction c3(t). Je remplacerai à cet elTel «, 6, c, rf par — r, — rf, a, 6 ; on change ainsi
en
et aux divers cas
IV. o( j- ) = -— — e
J'observe enfin que les deux séries de formules établies, dans le cas où b est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le voit en changeant a, 6, c, d en — a, — 6, — c, — cf.
Avec une rectification pour les équations (III) et (IV), d'une inadvertance qui me sera échappée, ce sont bien les résultats que j'ai indiqués et dont je me reproche d'avoir tant tardé à vous donner la démonstration que vous m'avez demandée. Mais cette démonstration, je dois le reconnaître, opère peracto, ne me contente point : elle est longue, indirecte surtout; elle repose en entier sur le hasard d'une formule de Jacobi, oubliée et comme perdue parmi tant de découvertes dues à son génie. Je vous l'envoie, mon cher ami, valeat quantum, en vous informant que je serai revenu dans quelques jours, et à votre disposition pour tout ce que vous aurez à me demander. Et nous causerons aussi d'autre chose que d*Ânalyse, nous argumenterons, nous nous disputerons. De ma proximité de l'Espagne je rapporte des cigarettes d'Espagnoles; si vous ne veniez pas en fumer avec votre collaborateur d'aujourd'hui, votre professeur d*autrefois, c'est que vous avez le cœur d'un tigre.
Tuus et inio et toto corde.
Ch. IIERMITE.
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