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PRÉFACE
Nous désirons, avant tout, expliquer pourquoi nous avons osé écrire un livre sur les fonctions elliptiques, si peu de temps après la publication du Traité que l'on doit à Halphen, Il va sans dire que nous n'avons point la prétention de remplacer ou d'égaler l'œuvre de ce Maître ; celle-ci est inachevée ; mais la partie qui reste incomplète, qui était attendue avec impatience par ceux qui aiment la Science pour elle-même et pour sa beauté propre, n'aurait pu avoir qu'un nombre restreint de lecteurs, que peuvent contenter, dans une certaine mesure, les beaux fragments publiés par M. Stieltjes : il ne nous appartient pas de compléter l'œnvre d'Halphen.
C'est un livre beaucoup plus élémentaire que nous avons tenté d'écrire; ce sont les étudiants de nos Facultés que nous avions en vue : nous avons essayé de faire un livre qui se raccordât avec l'enseignement qui leur est donné; s'ils peuvent, après nous avoir lus, traiter des applications faciles et les pousser jusqu'au bout ; si quelques-uns d'entre eux complètent leurs connaissances dans le livre d'Halphen, s'ils étudient en particulier les belles applications qui remplissent le second volume, s'ils se retrouvent sans peine dans les Formeln und LehrsâHe zttm Gebrauche der eiliptiscken Functionen que M. Scbwarz publie d'après les leçons et les notations de M, "Weierstrass, s'ils lisent les Mémoires fondamentaux d'Abel et de Jacobi, s'ils pénètrent enfin dans la riche et admirable littérature des fonctions elliptiques et prennent en particulier connaissance des recherches de Kronecker et de M. Hermile, nous aurons entièrement atteint notre but.
Il nous reslc à faire connaître l'ordre que nous avons suivi. Nous avons réuni dans une Introduction les éléments de la théorie des séries et des produits infinis qui nous ont para indispensables. Les propositions fondamentales de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire qui se déduisent de la considération des intégralesprises entre des limites imaginaires, propositions dont nous ferons largement usage, ont été, dans cette Introduction, systématiquement laissées de côté : elles sont, depuis longtemps, inscrites dans le programme de la licence es Sciences mathématiques; elles sont partout très bien enseignées et sont développées dans d'excellents livres, qui sont bien connus. On insiste souvent moins sur le rôle que jouent, dans la théorie des fonctions, les séries ordonnées suivant les puissances entières de la variable, bien que Cauchj ait rais pleinement ce rôle en lumière ('). Il nous importait surtoutd'exposer avec détail quelques ans des résultats essentiels obtenus par M. Weierstrass . Cette Introduction, nous espérons que beaucoup de nos lecteurs pourront se dispenser de la lire en entier; mais si, dans la suite, ils ont quelque inquiétude sur la rigueur de certaines démonstrations et transformations, ils pourront j recourir.
Nous introduisons immédiatement la fonction du sous forme de produit infini. Cette voie directe, qui est celle de M. Weierstrass, nous a paru naturelle et facile dans l'étal actuel de l'enseignement. Les propriétés essentielles de cette fonction et de celles qui en dérivent sont développées dans le présent volume. Le volume suivant contiendra la théorie des fonctions S et les théorèmes généraux sur les fonctions doublement périodiques, déduits pour la plupart de la proposition célèbre de M. Hermile sur la décomposition en éléments simples. Il terminera ce qui se rapporte au Calcul différentiel . Nous exposerons dans IcTome III le problème de l'inversion, les théories et les procédés qui concernent l'intégration. Enfin, dans le dernier Volume, nous déve-
à longtemps que M. Méray l'a exposé d'une façon systématique s d'Analyse infinitésimale et dans nne suite de beaux Mémoires
lopperons quelqui;» applicalions, d'une naUire élctnentaire, se rapportant à des branches diverses de la Science.
Un des ennuis de la théorie des fonctions elliptiques est dans la richesse même des formules qu'elle comporte et que la mémoire semble incapable de fixer. Il faut pouvoir renvoyer à ces formules cl les retrouver facilement; nous avons adopté, pour les plus importantes, un système de numérotage auquel nous prions le lecteur de vouloir bien s'accoutumer. Il les retrouvera toutes, avec leurs numéros, dans un Tableau dont la première partie paraîtra à ta fin du Calcul différentiel : ce Tableau constituera comme un résumé de la Théorie et facilitera beaucoup, nous l'espérons, la lecture et l'usage de notre livre.
Les notations que nous avons adoptées au début sont, sauf quelques légères modifications sur lesquelles nous nous expliquerons tout à l'heure, celles de M. Weierstrass; mais nous n'avons pas cru devoir nous borner aux fonctions qu'il a introduites. Ces fonctions sont, d'une part, très propres à traiter de la façon la plus simple beaucoup d'applications, beaucoup de celles, en particulier, qui se rapportent à la Géométrie et à la Mécanique, D'autre part, elles se prêtent très bien, en raison même de la façon symétrique dont les périodes y figurent, à l'exposition d'un très grand nombre de propriétés, qui peuvent être regardées comme véritablement élémentaires. Il nous a donc paru qu'elles constituaient un excellent point de départ. Mais, d'un autre côté, bien des propriétés, et des plus importantes, tant en Algèbre qir'en Arithmétique, n'apparaissent que lorsqu'on sépare les périodes : elles restent cachées là où les périodes sont engagées d'une façon symétrique. Là où importe cette séparation des périodes, d'autres notations reprennent l'avantage. Nous avons donc cru devoir laisser une place considérable à ces fonctions de Jacobi, dont on a dit qu'elles ne joueraient plus qu'un rAle bisloriqiie : à la vérité, ce rôle serait encore assez beau. Il ne faudrait pas s'étonner si la mulliplicité des notations se trouvait être dans la nature des choses et s'il convenait d'en changer suivant les Cjuestions que l'on aborde. Il semble d'abord que cette multipli-
cilc soit une gène el un ennui, il se peiiL qu'elle soit une richesse. Quoi qu'il en soit, nous avons mis tous nos soins à bien expliquer comment les diverses nolatioos se raccordent les unes aux autres et à faciliter la lecture des principaiix Mémoires et Traités.
C'est le désir d'une parfaite symétrie qui noiis a conduits à écrire D,, (Ou, (1)3 là où M. Weierstrass écrit w, — to", w'. Cette modification n'altère pas les fonctions rf«, rf, u, rfî «, d^ u : elle permet de condenser singulièrement les formules et d'en écrire une seule lorsque, autrement, il faut en écrire trois. Ce changement présente quelque inconvénienl {') : le plus grand, à nos jeux, est d'obliger à quelque attention le lecteur qui voudra se reporter aux Formeln und Lehrsâtze {^) de M. Schwarz. C'est au lecteur à juger si les raisons de symétrie, qui nous ont décidés et qui sont évidentes, étaient assez fortes pour que nous nous permissions de nous mettre un peu en désaccord avec cette belle publication, qui présente, à tant d'égards, un caractère définitif : c'est après bien des hésitations que nous nous sommes résolus à ce léger changement.
Le lecteur, qui voulant se borner à un aperçu de la théorie et acquérir seulement les notions indispensables aux applications élémentaires des fonctions elliptiques à ta Mécanique, pourra, dans la partie du Calcul différentiel contenue dans ee Volume, se dispenser délire les n°' 96, 116, 117,119 et s'arrêter à la fin du n^lââ.
(') Voir la note de la page aoî.
C) Voici le titre de l'édition trançaise de ce Recueil : Formules lions pour l'emploi des /onctions elliptiques, d'après des leçons manuscrites de M. K. Weierstrass.
I. — Séries et produits infinis à simple entrée
1. Si a désigne nn nombre réel ou imaginaire, nous emploierons l'expression valeur absolue de a, que l'on réserve d'ordinaire au cas où a est réel, avec le sens que l'on donne habituel] em en l, dans la théorie des nombres imaginaires, au mot module, qui a, ailleurs, des significalions diverses ; cette valeur absolue sera désignée par le sjmbole \a].
Nous supposons connues les propositions élémentaires relatives aux séries à termes réels ou imaginaires, la notion de convergence absolue, la possibilité de changer l'ordre des termes dans une série absolument convergente et de grouper comme l'on veut les termes d'une pareille série, chaque groupe ne comprenant qu'un nombre fini de termes, enfin les règles relatives à l'addition et à la multiplication des séries.
Nous désignerons par le sjmboîe
ne d'une série convergente
Nous aurons souvent à considérer des suites de termes dans lesquels l'indice, qui sert à distinguer les termes, peut prendre des valeurs entières positives, nulles ou négatives : une telle suite est donnée quand on se donne la loi qui détermine chaque terme en fonction de l'indice.
Supposons essentiellement que les deux séries
soient absolument convergentes; nous représenterons alors par l'un ou l'autre des symboles
le nombre obtenu en ajoutant les sommes de ces deux séries; c'est encore, si l'on veut, la somme de la série
dont le (n + i)''""' terme est «„ + «_„. On pourrait d'ailleurs grouper les termes d'une infinité de manières.
On a besoin quelquefois d'exclure de la sommation un ou plusieurs termes de la suite, le terme a,, par exemple : on emploie alors des signes particuliers que nous indiquerons plus tard.
Il peut être utile de faire observer que la façon dont nous avons précisé la signification des précédents symboles rend incorrectes quelques expressions dont l'usage est couvant et dont nous nous s nous-mêmes à l'occasion quand elles ne pourront causer
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aucimc ambiguïté ; dire que la série
est convergente oii aLsolumenl convergente semble inutile, puisque, autrement, l'emploi du symbole serait illégitime ; dire que cette série est divergente est encore plus incorrect. Dans ces façons de parler, ce n'est pas à la somme de la série qu'il faut penser, mais uniquemenl à la loi de succession des termes de la série. Pour que le langage fût irréprocliable, il faudrait employer des mots différents.
%. Nous allons donner maintenant les propositions élcmcntaires relatives aux produits infinis {' ).
Considérons la suite infinie
et posons
Oo aura évidemment
(le sorte que, ii grandissant indéfmiment, P,, tendra ou non vers une limite suivant que la série
r + a, + «jP, -h. . . + «„P„-, + «„^, P„ -I- . . ,
sera convergente ou non, et celte limite, si elle existe, sera lii somme de la série.
Si cette série est convergente, Xe produit infini
a donc un sens et l'on peut lui donner pour valeur la somme de
(') On peut consulter sur ce sujet le Traité d'Analyse de Cauchj et le Mémoire de M. Weieratrass : Ueber die Théorie der aiialytischen Functionen {Crelle, t. 51); noua empruntons l'emploi de la série que non valence à M. Mittag-Letfler {Acta mathematica, t. I, p. 3o).
la série : cette série est dite équivalente au produit inrmî; «,, «2i ■■■> «<ii ■■■ sont les termes du produit infliii; ! + «,, i + flï, ..., i + n„, ... en sont les yhcieftrj. Toutefois, afin de conserver aux produits inGuis les propriétés essentielles d'un nombre limité de facteurs, nous ne laisserons pas à la notion de produit infini la généralité qui précède.
3, Avant de préciser les restrictions qui vont être apportées à cette notion, considérons le cas où chacun des termes a,i est réel, positif ou nul. Les nombres P), Pj, ., ., P„, ... sont alors positifs et au moins égaus à un ; la série à termes positifs, équivalente iiH produit Infini
ne peut être convergente que sî la série
est elle-mfime convergente. Réciproquement, si cette dernière série est convergente, P„ tend vers une limite quand ii augmente indéfiniment.
En effet, lorsque n augmente, P„ ne peut qu'augmenter; afin de prouver que P„ a une limite pour n infini, il suffit donc de prouver que P„ reste toujours inférieur à un nombre fisc. Or imaginons qu'on développe le produit
{i + ay){i + a.,)...{y + a,;) et qu'on l'écrive
et en désignant par A la somme de la série convergente
on voit de suite que l'on a
yGoosle
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et la proposition est ainsi démontrée. H est à peine utile de dire que )a série équivalente au produit infini, dans laquelle la somme des n -h 1 premiers termes est égale à P„, est alors convergente.
Ainsi, lorsque les nombres a,, a^,, .. . , a„, . . . sont positifs ou nuls, la condition nécessaire et suffisante pour que
iiit une limite pour n infini est que la série
suit convergente. S'il en est ainsi, cette limite, qui est la valeur du produit infini
se représente par le symbole
ne-".).
■4. En supposant qu'on se trouve dans les conditions précédentes, nous allons démontrer que la valeur du produit infini est indépendante de l'ordre de ses facteurs.
Supposons, en effet, que, en rangeant d'une façon quelconque les termes (tous positifs) de ia suite
on obtienne la suite
hi, h., .... b,„ ..., et soit
Le produit d'autant de facteurs que l'on voudra pris, chacun une fois, parmi les nombres i -|- «n ou i + &„, est inférieur à P; donc le produit infini dont le n'*°° facteur est i + &„ est convergent et sa valeur est au plus égale à P. D'autre part, si l'on choisit arbitrairement un nombre Q plus petit que P, on peut déterminer un
6 INII10DU€TION.
enlier positif h tel que le produit
(i + ai)(! + «2)'--(' + «'')
soit plus grand que Q; si ia suite
il, Ih, ■■■, bk
contient tous les termes de la suite
au «5, ■■■, «/o le produit
dépassera Q; donc la valeur du produit infini
(, + 6,)(, + 6,)--. (' + *«)■■■ dépasse Q : elle est donc égale à P.
5. Supposons maintenant que a,, a^, ..., «„, ... soient de nombres quelconques, réels ou imaginaires : nous dirons que 1 produit infini
est absolument convergent, si la série est absolument convergente.
Nous allons montrer que le produit Pn des n premiers facteurs d'un produit infini absolument convergent tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. Cette limite, qui est la valeur du produit infini, se représente encore par le symbole
ne*...).
Nous montrerons, en outre, que cette valeur ne dépend pas de l'ordre des facteurs et qu'elle ne peut être nulle que si l'un des facteurs est nul. Nous emploierons d'ailleurs, pour les produits infinis comme pour les séries, les mêmes expressions incorrectes (n"!) consacrées par l'usage.
r PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS.
6. Faisons d'abord la remarque suivante : Si, dans un polynôme entier en a, , «2, . . . , a„, à coefficients réels et positifs, on remplace «i , «î, ..., a„ par leurs valeurs absolues, on obtiendra la somme des valeurs absolues des termes de ce polynôme, et cette somme sera supérieure ou égale à la valeur absolue du polynôme. Or le polynôme
que l'on obtient en effectuant le développement de P«, a ses coefficients positifs : de même, si m désigne un entier plus grand que n, on voit de suite que le développement effectué de Pm contient, outre les termes qui figurent dans P„, d'autres termes à coefficients positifs; il en résulte que, si l'on regarde P», — P» comme un polynôme développé et réduit, les coefficients de ce polynôme seront positifs. De là résultent les conséquences suivantes :
Si l'on désigne en général par PJ^ le résultat obtenu en remplaçant, dans P„, a, , £12, - . . , «n par leurs valeurs absolues, on aura
P«â|P.|, P;«-PU1P«-P«| (m>«);
il est à peine utile de dire que P^ — Pj, est positif ou nul. Des inégalités analogues ont évidemment lieu, si l'on considère, à la place de P^, P», des produits formés avec un nombre fini de facteurs pris dans le produit infini, mais. qui ne sont pas les premiers facteurs de ce produit, pourvu que la première expression contienne tous les facteurs qui figurent dans la seconde.
Ceci posé, puisqu'on suppose convergente la série à termes positifs ou nuls
le produit infini, à termes positifs ou nuls,
est convergent : soitP' sa valeur. Puisque PJ, admet une limite pour n infini, à chaque nombre positif e correspond un entier po-
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sitif p, lel que l'on ait
sous les seules conditions
on en conclut, d'après la remarque précédente, tjue, sous les mêmes conditions, on a
lPi.-Pvl<^
et, par conséquent, P„ admet une limite pour n infini. C'est la première des propositions annoncées.
Cette limite est indépendante de l'ordre des facteurs
Supposons en effet que, en rangeant autrement les termes de la suite a^y «a, ..., «„, ..,, on obtienne la suite b^, b-i, ..., bni • ■ • ■ Le produit infini
sera convergent et aura ponr valeur P'(n° 4'); désignons en général par Q'„ le produit de ses n premiers facteurs et par Q„ le produit des n premiers facteurs dn produit infini
produit infini qui est absolument convergent puisque la série
est convergente, et dont il faut montrer que la valeur est égale à celle du produit infini
ne-..).
Puisque les deux produits infinis
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unL la même valeur, on peut faire correspondre à chaque nombre positif e un entier positif /j tel que l'on ait
iQ'i.-p;i<^-
sons les seules conditions ll >>jO, v >/). Or si l'on suppose ^ assez, grand pour que tous les facteurs qui figurent dans Py figurent aussi dans Q|i, on aura, d'après une remarque antérieure,
iqi.-Pv|<q;.-p;
et, par suite,
Si donc l'on fait croître \i- indéfiniment, on aura, en désignant par Q la limite de Q^ pour [Jl infini,
IQ-Pvl^^,
et enfin, en faisant croître v indéfiniment,
("est ce qu'il fallait démontrer.
est convergente, le produit infini
ne peut être nul que si l'un de ses facteui's est nul. Supposons d'abord que l'on ait, quel que soit «,
nous allons montrer que P ne peut être nul. On a, en cffel, en conservant toujours les mêmes notations,
d'ailleurs le produit infini
est absolument convergent : en effet, les séries à termes positifs
sont convcrgenles en même temps, puisque le rapport des termes de rang n dans ces deux séries est 1 1 + a„ ], quantité qui a pour limite l'unité quand n augmente indéfiniment. Il résulte de là que le produit des n premiers facteurs de ce produit infini tend vers une limite ; par conséquent, P„ tend vers une limite qui n'est pas nulle; c'est ce qu'il fallait établir.
Ne faisons maintenant aucune restriction sur les facteurs i + a,,, en supposant toujours convergente la série
Si l'on suppose m > n, on a évidemmenl d'où, en faisant grandir m indéfiniment,
p = (, + «,)(,+«,)...(,+ ^„) "Il (, + «„^,) ;
or, puisque l'on a
on peut ])rendre n assez grand pour que l'on ait, quel que soit v,
l««+vl<.;
dès lors le produit infini
nc-H— )
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aura une valeur différenle de aéro; P ne pourra donc être nul que si le produit
est nul, cl, par conséquent, si l'un des facteurs
H«i, i + aj, ..., 14-a,i
est nul. C'est ce qu'il fallait démontrer.
9. Nous ajouterons encore la remarque suivante, relative à la possibilité de grouper les facteurs d'un produit infini absolument convergent.
Tout d'abord, si 0|, Oî, . . . , a„, . . . sont des nombres positifs . ou nuls, on aperçoit immédiatement la vérité de la proposition suivante :
Soient K, , 7i2) . ■ . , iip. ... des entiers positifs croissants; po-
(■ + ■>.,-,*,)(■ + "..,„*.) ■■•(1^ «.,) = ■ + »„. Si le produiL infini
est convergent, il en sera de même du produit infini
et les deux produits infinis auront la même valeur. C'est une couséquence immédiate des définitions.
Supposons ensuite que le produit infini
ne-..
soit absolument convergent, les nombres «i, a-i, ■ ■ ■ , a,,, • ■ •
élanl d'ailleurs rcels ou imaginaires, el désignons par i + B,, 1 +■ Bj, . . . , I -H Bp, ■ . . ce que deviennent les premiers membres des égalités qui définissent i + i, , 1 + b^, . ■ ■-, i + bp, ... quand on y remplace «1 , «2, . . . , «„^, . . . par leurs valeurs absolues. L'égalité
è[= ai-i-a^-i- . . . -h (ï,i,-l- aidj-h ...
Cl les égalités analogiies montrent que l'on a
Le produit infini
étant convergent par hypothèse, il en sera de même, en vertu de ce qui a été établi plus haut, du produit infini
la convergence de la série
qui résulte de la convergence du produit infini précédent, entraîne la convergence de la série
on voit donc d'abord que le produit infini
est absolument convergent. Maïs il est manifeste que le produit des j5 premiers facteurs de ce produit infini, qui est formé des iip premiers facteurs du produit infini
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ne peut avoir d'autre limite qxie la valeur de ce dernier produit iufmi ; on peut donc, dans ce produit infini, grouper les facteurs comme il a été expliqué. D'ailleurs, puisque, dans un produit infini absolument convergent, on peut changer l'ordre des facteurs, on voit que le groupement des facteurs peut être fait d'une façon arbitraire, pourvu que chaque groupe ne contienne qu'un nombre limilé de facteurs.
10. Ainsi les propriétés essentielles des produits d'un nombre limité de facteurs se conservent dans les produits infinis absolument convergents. 11 n'en est pas de même des produits infinis qui ne sont pas absolument convergents. C'est pourquoi nous ne considérerons ici que des produits infinis absolument convergents et c'est là la restriction que nous avons annoncée.
Nous adopterons pour les produits infinis absolument convergents des notations analogues à celles que nous avons adoptées pour les séries. Ainsi, si les deux séries
sont absolument convergentes, nous représenterons par le symbole le produit des valeurs des deux produits infinis
gc--)- fie— '^
}"i(i-t-«„)=(i+«o)n[(i+«„){i^«-»ii
et l'on pourrait adopter une infinité d'autres modes de groupement des facteurs.
1^ INTBODUCTIOK.
II. — Séries à double entrée
H. Nous avons considéré jusqu'ici des suites
de nombres qui dépendent uniquement d'un indice, chaque indice indiquant le rang que le nombre qui en dépend occupe dans la suite : nous allons maintenant considérer des ensembles infinis de nombres dont chacun dépend de deux indices; un quelconque de ces nombres sera représenté, par exemple, par le symbole «h, 3, t^, P étant des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, c'est donner la loi qui détermine un terme quelconque lorsque l'on connaît ses deux indices et leur ordre. On peut d'ailleurs supposer, sur les indices a, p, qu'ils peuvent prendre indépendamment toutes les valeurs entières et positives, ou toutes les valeurs entières positives, nulles ou négatives; on peut aussi supposer que l'un d eux ne prend qu'un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d'exclure telles combinaisons d'indices que l'on voudra, d'après une loi arbitraire.
Si l'on imagine un plan indéfini décomposé en carrés par des parallèles à deux axes rectangulaires, distantes de l'unité de longueur, de telle façon, par exemple, que le centre de l'un des carrés soit à l'origine et que les coordonnées de tous les autres centres soient deux quelconques des nombres o, ± i , ± 2, ± 3, ... ; on peut inscrire chaque nombre aa,^ dans celui des carrés dont le centre a pour abscisse a et pour ordonnée ^; on aura ainsi constitué un tableau à double entrée; des cases en nombre fini ou infini peuvent d'ailleurs rester vides.
12. Il convient tout d'abord de remarqiter qu'un tableau à double entrée ne constitue pas quelque chose d'essentiellement distinct d'une suite indéfinie de nombres rangés linéairement, ou dont chacun ne dépend que d'un indice (' ). En d'autres termes, étant donné un tableau à double entrée de nombres Oa,^, on peut en ranger les éléments dans une suite linéaire b,, b^, ■ ■ ■ , b,,, . . -
de telle façon qu'on puisse trouver pour cliaqiic élément a^,^ du tableau le terme &„ qui lui est égal et réciproquement.
Considérons, en effet, les divers systèmes {') non exclus de deux nombres entiers (a, p); nous allons montrer qu'on peut établir entre ces systèmes et les nombres entiers positifs i , 2, , . . , n, ... une correspondance telle que, à chaque système, corresponde un entier positif et un seul et que, à chaque nombre entier positif, corresponde un système non esclu et un seul; une correspondance satisfaisant à ces conditions est dite univoque et réciproque. Cette correspondance établie, il siiffira de convenir que l'on a
toutes les fois que le système (a, p) et l'entier positif n se correspondent, pour avoir transformé le tableau à double entrée en une suite linéaire, ou la suite linéaire en un tableau à double entrée.
Quant à la possibilité d'établir une telle correspondance, on la mettra en évidence, si l'on veut, comme il suit.
Essayant de ranger sur une même ligne tous les systèmes différents non exclus, on conviendra, par exemple, de placer sur cette ligne le système (a, p) avant le système («', P') si la somme des valeurs absolues des nombres a, p est inférieure à la somme des valeurs absolues des nombres a', fl'; il ne restera plus alors qu'à indiquer comment on range sur cette ligne ceux des systèmes non exclus pour lesquels la somme des valeurs absolues des nombres qui les composent est égale à un nombre entier positif donné N. Or ces systèmes sont en nombre évidemment fini, et l'on pourra adopter pour les ranger telle loi que l'on voudra; en supposant, par exemple, que l'on ait
on pourra convenir de placer le système (a, fi) avant le système (a', p') si la première des différences a' — a, fJ — ^ qui n'est pas nulle est positive. Dès lors tous les systèmes possibles sont rangés
(') Nous entendons par système de deux nomtirea l'ensemble de ces deux nombres, ensemble dans lequel il faut tenir compte de l'ordre de ces nombres. Deux systèmes de deux nombres sont identiques si les éléments de ces systèmes sont les mêmes et sont rangés dans le même ordre.
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d'une façon déterminée; d'abord vienl le système (o, o) s'il n'est pas exclu, puis les systèmes { — i, o), (o, ~ i), (o, i), (i, o), puis ceux pour lesquels la somme des valeiirs absolues des éléments est égale à deux, puis les systèmes pour lesquels cette somme est égale à trois, etc.; il suffit maintenant de faire con-espondre chaque système à son rang dans la suite linéaire ainsi formée pour réaliser la correspondance univoqiie et réciproque dont il a été parlé plus haut.
On voit tout ce qu'il y a d'arbitraire dans la façon dont on a établi cette correspondance et il est manifeste qu'elle aurait pu être établie d'une infinité d'autres façons. En particulier, la représentation géométrique qui a été décrite précédemment fournit aisément des moyens de réaliser celte correspondance ou, ce qui revient au même, de désigner sans ambiguïté chaque case du tableau par un seul entier positifau lieu de la désigner par les deux entiers a, {i qui sont les coordonnées de son centre ; on donnera, par exemple, le n" 1 à la case {o, o) qui contient l'origine; puis, tournant une première fois autour de cette case à partir du carré qui a son centre sur la partie positive de l'axe des x, on affectera des n"= a, 3, 4, 5, G, 7, 8, 9 les huit cases {i, o), (i, i), (o, i), {— j, i), (— i, o), ( — i, — i), (o,— i),{t, — i); puis, tournant une seconde fois autour des cases précédenles, on donnera les n"' lo, 1 1, .. ., aS aux seize cases (2, o), (a, i), . . ,, (a, — i). On continuera de la même façon; au 7''™* tour on afFectera des n"*
les 8r cases que l'on rencontre.
Dans tous les ensembles de nombres «a, p que nous considérons, nous supposerons toujours, pour simplifier le langage, que les indices a, p puissent prendre toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, sans exclusion. On devra alors poser «a,g^ o quand le système particulier (a, ^) est exclu, on bien, si l'on préfère ne pas introduire ces termes nuls, on supprimera, dans les sommations dont il va être question, les termes €ta,^ qui correspondent aux systèmes d'indices (a, ^) exclus.
13. Soit donc un ensemble de nombres «o^g. Supposons qu'on ait adopté entre les divers systèmes (a, ^) formés avec deux nombres
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eatiers positifs, unis ou négalifs et les nombres entiers positifs 1, 2, . . ., n, ... «ne correspondance univoque et réciproque telle que l'une de celles qui ont clé décrites pins liaut, puis que l'on fasse
toutes les fois que le système {y., P) et le nombre n se corre^ijondeni; alors la suite linéaire
contiendra une fois cliacun des nombres aa,^ et ne contiendra pas d'autres nombres.
Inversement, étant donnée une pareille suite linéaire, on peut en disposer les éléments dans un tableau à double entrée.
Supposons d'abord que tous les nombres «„_p et, par suite, tous les nombres bg soient positifs ou nuls.
On dira que ces nombres «a^p sont les termes d'une série convergente à double entrée, si la somme d'autant de termes qne l'on veut pris parmi ces nombres, chacun n'étant pris qu'iine fois, reste toujours inférieure à un nombre fixe A; dès lors il est clair que la série à termes positifs ou nuls
est convergente et que sa somme S est au plus égale à A.
Réciproquement, si cette dernière série est convergente et a pour somme S, la série à double entrée est aussi convergente, d'après la définition précédente, puisque la somme d'autant de termes que l'on veut pris dans le tableau à double entrée est inférieure à S. On peut d'ailleurs prendre, dans la suite b,, bi, ..., b,i, .-., ou dans le tableau, assez de termes pour que leur somme dépasse tel nombre que l'on voudra, inférieur à S. Il en résulte que la somme S est indépendante du mode spécial de correspondance que l'on a adopté entre les systèmes (a, p) et les entiers positifs n. C'est le même raisonnement que l'on emploie pour prouver que, dans une série convergente à termes positifs ou nuls, on peut intervertir l'ordre des termes; c'est, au fond, le même théorème.
Noiis dirons parfois que S est la somme de la série à double entrée.
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14. Ceci posé, on va prouver les propositions suivanlcs : i" Les séries à termes positifs ou nuls
lit convergentes.
Nous rappelons, une fois pour toutes, ce qui a clé dit au n" 1, qu'un pareil symbole désigne le nombre obtenu en ajoutant les i des deux séries
a" Soil
la série à termes positifs ou nuls
est convergente et sa somme est égale à S.
Les séries (i) sont convergentes, comme toutes celles dont les termes figurent, cbacun une fois au plus, dans la suite fii , fci, . . . , fo,j, , . . , et leurs sommes sont, au plus, égales à S. L'emploi des
symboles 2«a,p) ^a ^st donc légitime : il est commode de dire
que Sa représente la somme de tous les termes du tableau à double entrée qui figurent dans une même ligne horizon laie.
Soient p et q deux entiers positifs. Désignons par le symbole Sa,q la
il est clair que les nombres Sa,q, tous inférieurs à S, vont c mentant quand a. reste fixe et que le nombre positif^ va e
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menlanl.; quand ce nombre augmente indéfiniment, s^^^ a pour limite s^.
Désignons par le symbole dp^^ la somme
dp^ î peut aussi être regardé comme la somme de tous les nombres (ïa,ai dans lesquels le premier indice est, en valeur absolue, inférieur ou égal à p et dont le second indice est, en valeur absolue, inférieur ou égal à g. Ce nombre, positif ou nul, dp^g, est donc aussi au plus égal à S, quels que soient p et q. D'ailleurs, dp^ q ne peut qu'aller en augmentant quand l'un des indices augmente; lorsque, jD restant fixe, q augmente indéfiniment, dp^q tend donc vers une limite au plus égale à S. Cette limite n'est autre cliosc que la somme
par conséquent, la somme d'autant do termes que l'on voudra, pris, chacun une fois, parmi les nombres Sa, est au plus égale à S. Il en résulte que la série
est convergente, et que sa somme est au plus égale à S. Il est aisé de voir qu'elle est précisément égale à S, car elle dépasse tout nombre B inférieur à S. On peut prendre, en effet, dans le tableau, assez de termes pour que leur somme dépasse B, ce qui revient à dire qu'on peut prendre p ei q assez grands pour que dp^q dépasse B; mais la limite, pour/» infini, de dp, ne peut pas être inférieure kdp^q-, cette limite est donc supérieure à B. On a donc, en résumé,
1 lieu de faire la somme s^ des termes conte
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de toutes ces sommes parûellcs, on aurait pu aussi bien faire la somme de tous les termes contenus dans chaque iigne verticale, puis la somme de toutes les sommes partielles ainsi obtenues. En d'autres termes, on a aussi
On écrit souvent, d'une l'açon plus abrégée,
cil n'iiidifpiant pas l'ordre dans lequel s'efTectncnt les sommations.
Réciproquement, si, étant donné le tableau de termes posilll's
ou nuls (la, 9i les séries •V="Zj«a,p sont convergentes, ainsi que la série ^Sa> et que l'on désigne encore par S la somme de cctLc
dernière série, on voit de suite que !a série à double entrée est convergente, parce que la somme d'autant de termes que l'on veut, pris dans le tableau, ne peut dépasser S; alors la série
est forcément convergente. Sa somme est donc égale à S, d'apr le ihéorème qui vient d'être démontré.
13. Plaçons-nous maintenant dans le cas général où les non bres aa,a sont quelconques, réels ou imaginaires.
On dira que la série à double entrée, dont les termes sont a^,^ est absolument convergente, si la série à termes posiiifs o i nul dont les termes sont |ffla,p[; est convergente.
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Supposons qu'il en soit ainsi; la série
bt-i-bi-h...+ 6„-T-...,
dont les termes sont toujours les nombres «a,p rangés dans une suite linéaire, est alors absolument convergente. Désignons-en encore la somme par S, et soit S' la somme de la série à ternies positifs ou Euls
On a alors les tliéorèmcs suivants :
i" Les séries
Gela résulte immédialeraenl de ce f|iic l'on a démontré, dans luméro précédent, que les séries
Ii«
sont convergentes.
■>.•> S ou
'= = 21 ""'fi'
est absolument convergente, et sa somme est égale à S,
Si l'on pose, en effet, p et c/ désignant toujours des nombre entiers positifs quelconques,
il est clair que l'on aura, poiir cha(|iic entier positif/) et chaque entier positif ç,
d'ailleurs Sa est la limite, pour q infini, de %^ç. Si donc on désigne par s'^ la limite, pour q infini, de 5^,.,, on aura nécessaire-
Mais, d'après le paragraphe précédent, !a série à termes positifs est eonvergenl.e; donc la série
est absolument convergenln. 11 reste à prouver que sa somme est égaie à S.
Or sij après avoir choisi les entiers positifs p et ç, on choisit l'entier positif m, supérieur à tous les entiers positifs qui correspondent à ceux des systèmes (a, ^) pour lesquels on a
il est clair que la difTcrencc
ne sera autre chose que la somme d'un certain nombre de termes du tableau <Ta,f;; on aura donc
lèi + *, + ...+ 6„,-='p,,|<|ii| + |i,l + ...+ |/.„,| -4,,,
le second membre étant, de Ini-même, positif ou nul. Faisons croître m indéfiniment; celte inégalité ayant toujours lieu, on en déduira
si l'on fait ensuite croître q indéfiniment, 'ip^q et d„„ tendront
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respeciivcmcnt vers leurs limites
et l'on aura donc
Mais, lorsr[uc p augmente indéfiniment, ^J, a pour limite S'; il faut (lune que rf^ ait pmir limite S. En d'autres termes, on a
Il est à peine utile de faire observer que l'on pourrait effectuer les sommations partielles par lignes verticales, au lieu de les effectuer par lignes horizontales, et encore d'une infinité d'autres manières, en raison de ce que la correspondance entre les systèmes (a, P) et les entiers positifs i, a, ...,/!, ... est arbitraire, ou encore, en raison de ce qne les termes de la série
peuvent être rangés arbitrairement. Au fond, on est parvenu à une généralisation complète du théorème sur la possibilité de grouper arbitrairement les termes d'une série absolument convergente, la restriction que le nombre de termes contenus dans chaque groupe est fini étant supprimée : il peut y avoir un, plusieurs, une infinité de groupes qui soient eux-mêmes des séries.
16. 11 peut être utile de faire observer que si, étant donné le tableau à double entrée ««, p, on savait que !es séries
sont absolument convergentes, ainsi que la série
on ne devrait pas en conclure que la série à double enirée dont les éléments sont ] «a,? 1 est convergente.
17. Comme application du lliéorème général qui vient d'ôtre démontré, signalors ce fait que, si deux séries
sont absolument convergentes, il en est de même de la série à double entrée dont le terme général est «a^pi If^s indices c, ^ ne pouvant prendre ici que des valeurs positives. En rangeant ensuite les termes de cette série à double entrée en une série linéaire, de façon que les termes, dans lesquels la somme des indices est la même, se suivent, on retrouve la règle ordinaire de la multiplication des séries.
18. Voici une autre application très Importante dans la lliéorlc dos fonctions elliptiques.
une forme du second degré dont les coefficients X, o., v soient réels ; supposons, de plus, que cette forme soit posi'lwe, c'està-dire que l'on ait
en sorte que, quelles que soient les valeurs réelles que l'on mette dans la forme à la place de x, y, on trouve un résultat positif, sauf dans le cas où l'on ferait x = u, y=^o.
Nous supposerons qu'on remplace ^, jk par les divers systèmes de deux nombres entiers positifs, négatifs ou nuls (a, p), en excluant toutefois la combinaison a^o, ^ = o, et nous considérerons la série à double entrée dont le terme général est
(î>a=-v-a]iap-i-vfis)f''
clicrclions pour quelles valeurs du nombre positif /> cette série est convergente.
Pour faire correspondre les systèmes de nombres entiers (a, f,) aux nombres i , 2, . , . , h, . . , , nous adopterons l'un des procédés expliqués au n" 12, et qui consiste essentiellement à ranger, sur une même ligne borizontale, les systèmes (x, ^) pour lesquels
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m (ilaiit un entier positif. L'éqviaûoii
Lidinet »i- -h I solutions distinctes oii x, y sont des nombres eiiliers, positifs ou nuls : en tenant compte de ce que les systèmes (a, p), (—M, p) ne sont distincts que si a est différent de zéro, on en déduit que l'équation (i) admet 4'« solutions distinctes. Ceci posé, la suite' linéaire des quantités (a, fj) sera formée en plaçant d'abord les quatre systèmes pour lesquels |a|-|-[p| est égal à un, puis les buit systèmes pour lesquels la même quantité est égale à deux, ... ; de celte façon, le tableau à double entrée est remplacé ])ar une série linéaire à termes positifs ; cette dernière série sera convergente ou divergente en même temps que la séi-ie dont on obtient le m'°"'^ terme c,„ en réunissant dans on même groupe les 4 m termes de la série primitive pour lesquels | a | -i- | p ] est égal à m. Nous allons évaluer des limites supérieures et inférieures de <;„,.
On a
désignons par g le plus petit des nombres positifs
cl par h le plus grand des nombres 7*, | [a |, v ; ou aura, en supposant
et en remarquant que l'un des nombres k, [3 est en valeur absolue au moins égal à — .
est convergente quand on a r >■ i , divergenle quand on a /■ ^ i •, la série don i le terme général est c„ sera donc convergente quand on aura ip — i >■ i , ou ja >■ i , divergente quand on aura /> ^ i . 11 en sera de même de la série à double entrée.
On arriverait à la même conclusion en utilisant la représentation géométrique décrite au n" 12 et le mode de correspondance obtenu en tournant successivement autour des cases ; on réunirait alors les ternies qui se siiivent dans un même tour.
Ceci posé, désignons par a, a', b, b' des nombres réels quelconques, tels cependant que ab' — a' b soit différent de zéro, de sorte que, si l'on pose
A et B soient deux nombres quelconques soumis à cette seule restriction que leur rapport ne soit pas réel, et envisageons !a série à double entrée dont le terme général est
Il étant un entier positif fixe ; a et p peuvent prendre toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles à l'exclusion de la combinaison a ^ o, fl =i o.
La valeur absolue de la quantité précédente sera
OÙ l'on a posé, pour abréger,
>, = a'^+«'s, \i- = ah + a'b', -i = b^-hb'^;
mais alors la forme
X ^5 + 9.\i. ay -f- 'jy'^
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est positive, car la quantité
),v — ;j.3 =(n5'_rt'6)3
est positive, puisque ab' — a'b esl supposé différent de zéro; nous sommes donc, pour la série des valeurs absolues des termes de la série à double entrée considérée, dans le cas précédent ; la série des valeurs absolues est convergente si l'on a
divergente dans le cas contraire.
Ainsi, sous les hypothèses précédentes, la série à double entrée dont le terme général est
(KA + pB)"
est absolument convergente quand \ entier n est égal ou supérieur à trois; elle n'est pas absolument convergente pour les valeurs de n égales à lux ou à deux.
19. On pourrait encore considérer des séries à entrée/)"''''^ dont les termes
dépendraient de p indices a, p, . . . , l- On montrerait qu'il est possible d'établir enlre les systèmes de p nombres entiers
et la suite des entiers positifs i, a, ...,»,. .. une correspondance univoque et réciproque, fondée par exemple sur le fait que l'équation
hi+iPi+...+iM = '»,
où m est un entier positif, n'a qu'un nombre limité de solutions ; le reste de la théorie de ces séries s'établirait comme pour les séries à double entrée. Le lecteur pourra, par exemple, s'exercer à généraliser la première partie du théorème établi dans te paragraphe précédent, en considérant à la place d'une forme quadratique positive à deux variables une forme quadratique positive à p variables.
III. — Produits inûiiis à double antrée
50. On peut considérer des produits infinis à douLlc cnlrèv. comme des séries à double entrée.
Reprenons les notations antérieures et supposons les termes "ï,pî où a, p peuvent prendre toutes les valeurs entières, positives, nulles ou négatives, rangés suivant une suite linéaire h^, h«, ..., b,„ ....
Le produit infini à double entrée
sera dit absolument convergent si la série è double entrée dont le terme général est «„, p est absohiment convergeule ; la valeur de ce produit infini est, par défim'tion, celle du produit absolument convergent
?jous allons prouver epie celle valeur peut être oblenuc pnr des règles analogues à celles qui concernent les séries à double entrer.
21. Supposons d'abord que toutes les quantités a^,^ soient positives ou nulles.
Le produit d'autant de facteurs que l'on veut, pris parmi les quantités i + ««, p est au plus égal à l'. On peut prendre assez de facteurs pour que leur produit dépasse tel nomlire que l'on veut inférieur à P.
Soient/», q deux entiers positifs ; posons
'->v',ï- II(i'i-i„.„)= (1+ /_^,,)([+ ;_^+,,^)..,(.+. V./)
yGoosle
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I + Xp,^ peut aussi être considcié comme \<: produil de Ions lt;s fadeurs 1 -|- a.a,^ pour lesquels on a
/„,,,, À,,_j sonl. positifs OU nuls cl l'on a
Quand y augmente indéfinimciH, i + 'a,,, qui augmente avec 7,
où le second membre représente, comme il a été expliqué (n" 10), le produit des valeurs des deux produits infinis dont les facteurs s'obtiennent en faisant varier, dans «a, pi ^ de o à -H ^ et de — 1
D'ailleurs, si dans Tinégalité
on fait croître q indéfiniment, on voit, en se reportant à la définition de 1 +Xp^,, que les a/) + i facteurs qui le composent tendent respectivement vers
i '^l-i,, 1 + L,,-vi. ..., i-r/o, l + ?l, 1 + h, .... n-/,„
Comme les nombres la sont jiositils ou nuls, on eh conclut que le produit infini
nc-w
est convergent et a une valeur égale ou inférieure à P. Mais cette valeur ne peut être que supérieure à i + Âp^^; or, si l'on se donne un nombre positif B<; P quclcontjue, on peut, d'une part,
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jii'enrlfc n assez grand pour que le produit
dépasse B cL, d'autre part, prendre/), q assex grands pour que tous les fadeurs qui précèdent entrent dans la composition de I + \n,î qui sera dès lors supérieur à B. Donc, la valeur du produit infini, étant supérieure à B, est nécessairement égale à P.
Remarquons en passant que la convergence de la série à termes positifs ou nuls
résiiUc de la précédente analyse,
2â. Supposons maintenant que les quantités Ua,^ étant quelcoQqnes, réelles ou imaginaires, la série à double entrée dont le terme général est [«h, p| soit convergente. Conservons les mêmes significations aux quantités /o,,^, Xj,,, et posons
fi ---+7
Le produit infini
esl absolument convergent à cause de la convergence de la série à termes positifs
La valeur de ce produit infini est la limite i -!- /h de i + /a, 7 pour ij infini, et l'on peut poser encore
'.-ri'— ■-«■
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Si l'on fait de même
011 aura ôviJcmment
Mais, d'après le numéro prccédciit, la série
est convergente; il en est donc de même de la série
et, par suite, le produit infini
est absolument convergent. Nous allons prouver que sa valeur est égaUP.
Choisissons, à cet effet, un entier n assez grand pour que tous les facteurs i -l-<ïa,p tels que l'on ait
figurent parmi les facteurs
! + />,, n-éï, ..., i + b,r,
désignons par P„ le produit de ces facteurs et par P^ le produit des fadeurs
D'après un raisonnement déjà employé (n" If»), nous aurons alors
d'où, en faisant croître n indéfiniment et en désignant par I" lu limite de P^ pour n infini,
ip-(i+v./)[ii"-o-->^;,,,).
yGoosle
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puis, en faisant croUre q indérmimenl,
lorsque p augmente indéfinimenl, L)re est zéro; on a donc finalement
Pour la même raison
on sorte qu'on peut grouper, soit d'abord par lignes lioriïoulalcs et réunir en un même produit infini les produits partiels ainsi obtenus, soil d'abord par lignes verticales et réunir en un même produit infini les produits partiels ainsi obtenus, On pourrait encore effectuer ces groupements partiels d'une infinité d'autres manières.
SÉLIIES DONÏ LES lEliMRS BÉPliNDlîNT b'UNE VARIABLE.
I. — Définitions et premières propositions
23. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des séries ou des produits infinis dont les termes ou les facteurs dépendent uniquement de leur rang ; nous allons considérer maintenant des séries ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs dépendent d'une variable x réelle ou imaginaire.
Considérons tout d'abord une telle série
et supposons qu'elle soit convergente pour chaque valeur de x appartenant à un certain ensemble défini comme on le voudra. Alors la somme de cette série définit une fonction (') dont la valeur est déterminée pour chaque valeur de x appartenant à cet ensemble.
Désignons par S^ la somme des n premiers termes et par R„ le reste de la série limitée au terme u„, c'est-à-dire la somme de la série convergente
la série proposée est dite uniformément convergente pour les
(') Nous entendiof s le mol /onction sans épithète, dans ce sens : la variable j est fonction de la vmable indépendante x, si la valeur de j est déterminée quand on se donte h laLur de m. Cette signification du mot fonction est très différente de celle qu il | lend dans l'expression fonction analytique.
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valeurs de x appartenant à l'ensemble considéré (' ), si, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier positif /■ tel que, sous la seule condilion
" > '■, l'on ail
|S-SJ = |R„[<E,
quelle que soit la valeur de x appartenant à l'ensemble considéré. De même, si, pour toutes les valeurs de x appartenant à un ensemble, le produit
est absolument convergent, on dira qu'il est en oiilre wiiformémenl convergent pour toutes ces valeurs de x, si, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier r tel que, sous la seule condition
l'on ait, pour toutes les valeurs do x appartcnanl à l'ensemble considéré
en désignant par P la valeur du produit infini et par P,, le produit de ses n premiers facteurs.
D'après cette définition, on voit que le précédent produit, supposé absolument convergent, est uniformément convergent si la série équivalente à ce produit
est uniformément convergente.
i. S'il existe une auite de nombres positifs ou nuls
g,, g--, ■■■, g,i, ■-■ tels que la série
g\-^gi + ...-+ g,i+ ..
soit convergente, et que l'on ait, quel que soit n, et quelle que (') Plus bi'iùvemcnt, uûiformOmcnl convCTgente dans rtnscmtilc considcrÉ.
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soit la valeur de X appartenant à l'ensemble considéré,
la série
est absolument et uniformément convergente pour toutes les valeurs de x appartenant à V ensemble considéré et il en est de même du produit infini (')
ne- ■>■
Que la série soit absolument convergente, cela est évident, puisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que le terme correspondant d'une série convergente à' termes positifs. D'uQ autre côté, si l'on se donne un nombre positif s, on pourra déterminer un nombre positif r tel que l'on ait
gr+\-^ gr+i^ g,-^i-\- ■■■<'- -,
on aura donc, quel que soit/>, sous la seule condition n^v, et, par suite,
et cela quelle que soit la valeur de x appartenant à l'ensemble considéré.
Pour ces mêmes valeurs, le produit infini
est absolument et uniformément convergent, comme on s'en convainc de suite en comparant la série équlvaleutc à ce produit à la série équivalente au produit convergent
nc-^.)-
(') VVEiEnarnASS, Abhandlwtgen aus der Func
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Mais il importe de remarquer plus généralement que si, pour un ensemble de valeurs de x, la série à termes positifs
est uniformément convergente, et si sa somme reste inférieure à un nombre fixe A, le produit infini
rie-.)
sera absolument et uniformément convergent pour cet ensemble de valeurs de x, ainsi que la série équivalente
En effet, les quantités Pi, P^, . . ., P,j, . . . , P sont toutes inférieures en valeur absolue à
or, à chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un entier r tel que, sous la oondirion /( > r, on ai L
i««| + l«,.+iK|«„+,l+...<|; on aura donc, sous les mêmes conditions,
el cela quelle que soit la valeur de x appartenant à l'cnsemLle considéré.
23. Considérons un ensemble (E) de valeurs de x jouissant de la propriété suivante : Quelle que soit la valeur X(, appartenant à l'ensemble considéré et quelque petit que soit le nombre positif e, il existe des valeurs de x appartenant à l'ensemble (E) et telles que l'on ait
L'ensemble (E) pourra être constitué, par exemple, par l'ensemble des valeurs de x figurées par les points d'un arc de courbe, ou par les points d'une aîre limitée par un contour simple.
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Siy(ar) esl «ne fonction de x définie pour toutes ces valeurs de X, on dira qu'elle est co/iii/twe pour l'ensemble (E) si, à chaque nombre positif a, si pelil qu'il soil, l'on peut faire correspondre un nombre positif p tel que l'on ait
pour toutes les valeurs x, x' de l'ensemble (E) telles que l'on ait
26- Ces définitions rappelées, supposons que, pour l'ensemble (E), les fonctions «(, m^, .. ., a,,, ■ ■ ■ de la variable x soient continues et que la série
soit uniformément convergente. La somme de cette série sera alors une fonction /(a:) définie el continue pour cet ensemble.
Soil, en effet, Sn(a;} la somme des n premiers termes de cette série, R«{3:) le reste ; on aura
Puisque la série est uniformément convergente, on peut, à chaque nombre positif e, faire correspondre un entier n tel que l'on ait
R,.WI
pour toutes les valeurs de x appartenant à (E) ; n étant fixé, on peut, à cause de la continuité de S„(x) qui est manifeste dans l'ensembîe (E), faire correspondre au nombre e un nombre positif ïi tel que, pour toutes les valeurs x-, x' appartenant à (E) et vérifiant la condition \x — x'\<^'ti^ on ait
On aura donc, pour ces mêmes valeurs de x,
\f{x) -f{œ') 1 = 1 [S,.(^) - S„(^')] + R„(;*.) - R4:r') ] < ., C'est ce qu'il fallait démontrer.
Si, en otilrc, la série est supposée absolument convergente, on verra de racme que le produit infini
définit une fonction continue de x pour l'ensemble (E).
27. Soient o(i), '\{,t') deiix fonctions réelles de la variable réelle (, admettant dans l'intervalle (ro,i() des dérivées finies et continues 'f'(i), ^(O- -Ijorsque t variera de ;„ à i,, le point dont i'affixe est
décrira un arc de courbe (C). Considérons l'ensemble (E) des Taleurs de a; figurées par des points de (C) et soit, en général, F(jr) une fonction continue de X pour l'ensemble (E) ; en remplaçant, dans cette fonction, x par u(i) + i '^(f), elle prendra la forme
^(i), I'"(i) étant des fonctions réelles et continues de t dans l'intervalle (ip, t\ )■ Ceci posé, nous rappelons que l'on appelle intégrale de F(a;) prise le long de la courbe (C) et qu'on représente par le symbole
l'intégrale
= jf ' [*(0 f (0 - ^no 4''(0] -^^ + '/ ' ['i'(o i-'C) + 'F(o 9'(oi '^'■
L'existence des deux intégrales qia figurent dans le second membre, intégrales où tout est réel, est certaine, en raison de la continuité.
Soit maintenant une série
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uniformément convergente pour l'ensemble (E) des points de la courbe (G), et dont les termes soient des fonctions continues de x pour ce même ensemble. Désignons par F(x) la somme de cette série, qui est (n" 26) une fonction continue de x. Nous allons prouver que la série
^1 dx -
■adX'V.
où toutes
les
in te
grale:
i soni
; prises
le long
de (C),
et a pour
son
ime
rr(.
) dx.
Si, en effet, on désigne par S,j(3;) la somme des ii premiers termes de la série (i), et par Rh(:c) le reste correspondant, S,j(x) et Rn{3:) seront des fonctions continues de x, et l'on aura
Çv{x-)dx= rS„(a^)(te+ fR„(3:)dT, Jq Je •Je
I S,i(cv)dx=f H,<^3;-i-/ liîdx -^ . . .-\- j u„dx,
toutes les intégrales étant prises le long de l'arc (C). Ceci posé, à chaque nombre positif e correspond un nombre entier positif r tel que l'on ait
|lî«(^)l<E,
sous la seule condition 'i5 '", et cela, quelle que soit Ja valeur de s: appartenant à l'ensemble considéré. On aura donc, en désignant par rf la longueur de l'arc,
|j^li„(^)rf^'j<
I V\„{x)d^:\<_ti.
, la différence entre
et la somme des n premiers termes de la série (2) peut être supposée moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que l'on
ilo IN T no DUC T ION.
voudra, pourvu que n soit assez g^i'and. Cela prouve, à la fois, que la série (a) est convergente et que sa somme est égale à
Ce théorème s'appliquera, en particulier, lorsqu'on saura que la série (i) est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de a;, représentées par des points appartenant à une aire (A) limitée par un contour simple (*), et que ses termes sont, pour les mêmes valeurs de œ, des fonctions continues, la courbe (C) faisant tout entière partie de i'airc A.
Considérons maintenant les séries de la forme
où «II) «n "^2! ■ ■ ■ 1 '^"t ■ ■ • sont des nombres fiscs donnes.
Nous donnerons à ces séries, qui jouent en Anal_yse un rôle très important, le nom de séries entières en x, et nous emploierons le symbole
pour représenter la somme d'une telle série supposée convergente : la lettre 5^ peut d'ailleurs être affeclée d'indices, pour permettre de distinguer des séries particulières. Enfin, quand aucune ambiguïté ne sera à craindre, nous pourrons employer le symbole ^{x') pour représenter, non la somme de la série, mais la série elle-même, regardée seulement comme la loi de ia succession de ses termes; ainsi, nous ne nous interdirons pas de dire d'rme série déterminée qu'elle est divergente pour une certaine valeur de X.
On doit à Abel deus tbéorèmcs sur les séries de cette nature, séries qui jouent, dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire, un rôle prépondérant.
(') A moins que l'hypothèse contraire ne soit expressément énoncée, garderons toujours comme faisant partie d'une aire limitée par un ce points intérieurs et les points da contour.
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30, Voici le premier de ces théorèmes :
Si, pour x-=.b, la valeur absolue de chaque terme a„h" de. la série
est moindre qu'un nombre positif fixe h, la série ^{x) est absolument convergente pour toutes les valeurs de x dont la valeur absolue est moindre que celle de b.
Soit, en effet, b' un nomljre positif moindre que |/^|. La série à termes positifs
'^lè|^'^|6|^^---^"|il"
est convergente, Orles valeurs absolues des termes de la série $(x) sont, pour l'ensemble des valeurs de x qui vérifient ia condition
moindres que les termes correspondants de la s suppositions
les conclusions
On pourra donc appliquer les propositions du n" 24, et l'on voit que la série '^{x) est absolument et uniformément convergente, pourvu que l'on ait
c'est-à-dire pour tous les points situés à l'intérieur et sur la circonférence d'un cercle décrit du point O comme centre, avec un rayon moindre que | b\.
31. Si la série ^(x) du numéro précédent est convergente pour x^:b, comme la valeur absolue de aub" tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, il est clair qu'il existe un nombre positif A tel que l'on ait, pour toutes les valeurs de n,
donc la série sera absolument convergente pour lous les points situés à Vintérieur dn cercle décrit du point comme centre el passant par le point b; elle sera uniformément convergente à l'intérieur et sur la circonférence de toiit cercle concentrique au précédent et de rayon moindre.
Différentes circonstances peuvent d'ailleurs se présenter : Oh bien !a série '^(^) considérée est convergente, quel que soit X : telle est la série
alors 'S{x) esl uniformément convergente dans tout cercle décrit de l'origine comme centre, et même dans toute aire limitée par un contour simple. Cette série 'S{x) représente alors ce que l'on appelle une fonction transcendante entière.
Ou bien la série '^S[œ) est convergente pour certaines valeurs de X, sans l'être pour toutes. L'ensemble des rayons des cercles décrits dn point O comme centre, et qui passent par des points pour lesquels la série est convergente, admet alors une limite supérieure R, Le cercle de rayon R décrit du point O comme centre est le cercle de convergence de la série 'S{x). La série est convergente en tout point intérieur au cercle R; elle peut être convergente ou divergente en quelques points ou en tous les points de ta circonférence; elle est divergente pour tout point extérieur. Elle est uniformément et absolument convergente pour l'ensemble des points situés à l'intérieur ou sur la circonférence d'un cercle concentrique au cercle de convergence et de rayon moindre. Là où elle est uniformément convergente, elle représente une fonction continue. Signalons, comme exemples, les séries
-f-. -fî- -|5'
qui admettent tontes trois pour cercle de convergence le cercle de rayon un, décrit du point O comme centre. La première est divergente poiir tout point de la circonférence de ce cercle, comme on le voit en posant 3: = cos» + î'sinip, et en remarquant que les deux quantités cosna, sinnai ne peuvent avoir simultanément
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zéro pour limite quand n grandit indéûniment. La seconde est convergente, mais non absolument, pour tous les points de la circonférence ('), sauf pour a; = 1 . La troisième est convergente en tous les points de la circonférence.
Observons qu'une série entière en x pourrait n'être convergente pour ai7cune valeur de x autre que zéro : telle est la série
on dit alors que le cercle de convergence est de rajon nid.
(') Cela résulte de la première des deux propositions suivantes, signalées par M. DarbouK dans son Mémoire sur les /onctions discontinues {Annales de l'Ecole Normale supérieure, i" série, t. IV), et sur lesquelles on peut consulter l'Introduction à la théorie des fonctions de M. Jules Tannery, p. 96, n"?!).
Si la série à termes réels (qui peut être divergente)
que soit n, inférieure à un nombre fixe, 1
rmes reste, en i
(aleur absolue, quel -, positifs e„ £^, , . . ,
(II) =,g^,ï=.?.
(111) lim. s„ = (
la série
(IV) a,s,-^a,z,^-.-.+
Cette dernière série (IV) est encore conve et si les nombres positifs 6„ e,, ..., s„, lions (II).
rgcnte si la sérit . . . satisfont sei
; (1) est convergente
On prendra, dans le cas actuel, pour s,, e
les nombres i, -,
^1 ■■■) -, ■■- et, pour la série (I), l'une <
>u l'autre des séi
■ics (divergentes)
T-hCOS:p+COS.-^+,..
+ cos«?-h..,.
dans lesquelles les si
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Enfin, nous nous contenterons d'énoncer le théorcmc suivant, dont la démonstration est immédiate.
Si le rapport — ^^ a, pour h infini, une limite égale à R, le cercle de convergence de la série
est de raj-on li.
Supposons encore que la série entière en x
soit convergente pour x = b. On peut afGrmcr qu'elle est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x appartenant au segment de droite, qui va du point o au. point b. C'est en cela que consiste le second des théorèmes d'Abel, dont nous avons parlé.
Observons d'abord que l'on peut ramener le cas général au cas OH b est égal à un; il suffit, pour cela, de faire le changement de variable
Quand le point x décrit le segment qui va du point o au point 6, le point ^ décrit, en effet, le segment qui va du point o au point 1 .
Le second théorème d'Abel consiste alors dans l'énoncé suivant ;
Si la série
est convergente, la série entière en ce,
<P{3;) = «o+a,3:-Ha33r!-i-...-T-«„a^"-l-...,
est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de X gui appartiennent à l'intervalle {o, i), les limites de cet intervalle n'étant pas exclues.
On sait déjà, il est vrai, que la convergence est uniforme dans l'intervalle (o, a), a étant un nombre positif plus petit que i,
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maïs lesraisoiinemenLsqiiiprécèdent ne permettent pas d'atteindre la limite i .
ChcrclioDs donc à prouver directement que, à tout nombre positif arbitrairement donné g, correspond un entier r, tel que, sous les conditions
le reste ^„(x) de la série 'S{x), limitée au terme de rang ii, soit, en valeur absolue, plus petit que s.
Comme la série (2) est convergente, au nombre s correspond nn entier r tel que, pour n >■ r,
c'est-à-dire [R„(i) | soit moindre qui D'autre part, si l'on pose
et si l'on observe que dp est la différence entre
et
on voit que l'on aura, quel que soit j3,
D'ailleurs les égalités précédentes donnent
donc ia somme desp premiers termes de R,i(a:), peut s'écrire
tf,a;»+i + (tf, - tfO^''^" -h . . . + (rf^ - a',^i)a;"+/'
^ 3,/m (i _ a;) (tfj + rfja- H^ . . . -1- tfp., fl^P-s ) 4- tfpa;"+/' .
Si la valeur absolue de x est plus petite que i, le terme <jpX"'^P tend vers zéro quand p augmente indéfiniment; on peut donc
Cl, puisque les valeurs absolues des quantités rfy, sont toutes moindres que £, od aura, en supposant que x soit positif et plus petit que i ,
or la série qui figure entre parenthèses dans le second membre, a poiir somme -■— — ; on a donc, sous les conditions n.>r, o^xO, |R,,(^)l<t^"+i<E.
En réunissant à celte inégalité celle que l'on a obtenue plus haul, sous les condilions
Ilî«(Ol<;^<^>
on a bien démontré J'uniformilé de la convergence dans tout l'intervalle (o, i), les limites n'étant pas exclues.
A cause de cette uniformité, la somme de !a série est une fonction continue dans tout l'intervalle considéré, sans en exclure la limite i ; si donc a: tend vers i par des valeurs positives inférîcnres à I, la somme de la série a pour limite la valeur de la somme delà série pour x = t, c'est-à-dire
Par exemple, l'égalité
(') L'eïpi'ession précédente du reste permet d'aller un peu plus loin, ainsi que M. Stola l'a fait observer (Vorlesangen ziber allgemeine Arilhmecik, t. II). En ne supposant plus a: réel, mais en supposant toujours sa valeur absolue | a; ] moindre que i, on a, en effet,
et il est aisé de montrer que le facteur qui multiplie e reste moindre qu'un Dombre fixe, pourvu que l'angle aigu des deux directions qui vont du point i aux points a; et o reste moindre qu'un angle aigu fixe.
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, montre que
En effet, la série du second membre est convergente, donc, en vertu du théorème qui vient d'être démontré, lorsque le nombre réel œ tend vers i par des valeurs moindres que i , la série
or, dans les mêmes conditions, î donc bien
= loga
33. Dans les deux paragraphes qui précèdent non: posé la série entière en ar
rgente pour x =^ b : lorsqu'on sait que la série est, pour cette même valeur, absolument convergente, les termes de la série y?(^) étant, pour l'ensemble des valeurs de x qui vérifient la condition [ a: I ^ I 6 1, moindres en valeur absolue que les termes, tous positifs, de la série convergente
oKU'.M-^
OU égaux à ces termes, on peut appliquer la première proposition da n" 24, et l'on voit de suite, sans passer par le second théorème d'Abel, que, pour l'ensemble de ces valeurs, e'est-à-dire à l'intérieur et sur la circonférence du cercle de rayon |6| décrit du point o comme centre, la série est uniformément et absolument convergente et représente une fonction continue. Ce cercle peut d'ailleurs être le cercle de convergence ou lui être intérieur.
Si. Le premier théorème d'Abel (o" 30) nous renseigne sur la convergence d'une série entière d'après les valeurs absolues des
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coefficients de cette série. Inversement, la proposition qui suit et qui est due à Cauchj nous donne un renseignement essentiel sur les valeurs absolues des coeffîeieuts d'une série entière que l'on sait être absolument convergente sur la circonférence d'un cercle.
La série $(;«) étant absolument convergente pour 3; :=: 6, supposons que l'on ait, en désignantpar A un nombre positif, lï(»,)liA
pour tous les points de la circonférence du cercle décritdu pointo comme centre avec le rayon r = \ b \; rrn aura alors
Partons, en effet, de l'égalité
il est clair (n°24)que !e second membre sera une série uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x représentées par des points situés sur la circonférence du cercle de rayon /■ = \b\: on pourra donc intégrer celte série, terme par terme, le long de cette circonférence, ce qui donne
f<S{w)a:-"-'dx = a„ f ^-"-'dx-hai f x-"dx+...
toutes les intégrales étant prises le long de la cireonfcrcrice. Pour évaluer ces intégrales, on posera (n^ST)
d'où
et l'on aura, en général, en désignant par p un entier positif ou négatif,
I XI' dx = rt'+i j coi (p -h ( -t- ^ dt
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Si p est différent de — -i, les intégrales du second membre sont nulles; si /?=: — i, le second membre se réduit à aiV; on a donc (')
mais la valeur absolue de ^{x)x~"~^ est an pins égaleà A/-"""' et la longueur dn chemin d'intégration est aitr; le second membre de celte égalité est donc an plus égal à k.r~", ce qu'il fallait démontrer.
35. Voici une conséquence importante de cette formule. Si la série entière en x
est convergenle quel que soit x, et qu'elle ne se réduise pas à la constante «„, sa somme ne peut rester moindre en valeur absolue qu'un nombre positif A pour toutes les valeurs de X. En effet, l'inégalité
si l'on pouvait y faire grandir r indéfiniment, montrerait que |(ï„| peut être pris plus petit que tel nombre positif que l'on voudra ; on aurait donc
pour toutes les valeurs de « à partir de i .
On voit que, si l'on se donne les nombres positifs A, B, il j a au moins une valeur de X, telle que l'on ait
Cette propriété rapproche les fonctions transcendantes entières des polynômes entiers en ^. Il j a toutefois une différence essentielle :
(') C'est, aussi bien, comme l'on sait, une conséque
j,.,^^J^l!£La
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pour les fondions transcendantes entières on peut affirmer seulement l'existence d'une valeur de a: satisfaisant aux conditions précédentes ; pour les polynômes, au contraire, si l'on se donne A, on peut trouver Tin nombre B correspondant tel que toutes les valeurs de X qui vérifient la première inégalité vérifient aussi la seconde.
Soit
une série entière en x, convergente pour les valeurs de x telles que l'on ait
^(x) est alors une fonction continue dans tout cercle de rayon li' moindre que R; on a d'ailleurs
si donc C'a n'est pas nul, on peut fixer un nombre c, inférieur ou égal à R', tel que l'on ait
pourvu que l'on ait
Pour les valeurs de x qui vérifient cette condition, S'(^) ne sera jamais nulle.
Si les coefficients «„, «,,..., «p^, sont nuls sans que «^ le soit,
et l'on volt qu'il existera un nombre positif 3 tel que, parmi les valeurs de ^ qui vérifient l'inégalité I^lë5,
7:éro soit la seule pour laquelle 9^(x) s'aiinuîe. Par conséquent, pour que 'S{x) s'annule en une infinité de points disllncts dont l'ensemble admette zéro pour limite ('), par exemple pour tous
I') Ou dit que des poiots appartenant à un ensemble infini admettent % pour limite si, quelque petit que soit e, il existe dans le cercle décrit du point \ comme centre avec un rayon égal k s une infinité de points appartenant à l'ensemble.
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les points d'un arc de courbe qui aboutil au point o, il faut que tous les coefficients a„, a, , «i, . . . , a^, ■ ■ -, soient nuls.
Par conséquent encore, pour tous les points d'un pareil ensemble, deux séries
ne peuvent avoir Ses mêmes valeurs sans être identiques, c'està-dire sans que l'on ait a,;^6,i pour toutes les valeurs de n. Il suffit, pour s'en convaincre, d'appliquer la remarque précédente à la série
Soit
W„-l- Ul+ ((5-1- . ..-+- u,^+. ■ ■= 2 "^
une série dont les termes sont des séries entières en x, en sorte que l'on ait, en désignant par ag.,^ des constantes,
Si le rayon du cercle de convergence de chacune des séries «„ est supérieur ou égal à un nombre positif fixe A; si en outre la
série \] lia est uniformément convergente pour l'ensemble des
valeurs de x qui satisfont à la condition
la somme de la série proposée % u^ sera, pources mêmes valeurs
de .X, une fonction tp (x) parfaitement définie. Nous allons montrer que cette fonction peut, pour ces valeurs de x, être développée en une série entière en x,
ba-i-b,x^...^h„œ»-^....
yGoosle
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et que les coefficients de cette série sonl donnés par la formule
i.f(=a„,p^-«,,p^...-^-aa,fi^-■■■= 2"«'E^' la série qui figure dans ic second membre étant convergente. On voit que, sous les conditions requises, la série j" «« peut être traitée comme s'il n'y avait qu'un nombre fini de termes.
38. 11 j a un cas important et fréquent dans les applications où le précédent théorème est évident : c'est celui où la série à double entrée, dont les termes se déduisent de
on donnant à a, p les valeurs entières nulles ou positives, est convergente.
S'il en est ainsi, la série à double entrée, dont le tenue général est
est absolument convergente, pour les valeurs de x qui vérifient la condition jarl^A. En ajoutant les termes par lignes lionzonlaies, on trouve
el en réunissant les sommes partielles on reirouve la série 2. "«■
Au contraire, en ajoutant les termes par lignes verticales, on trouve
puis, en réunissant les sommes partielles, on forme la série
('^-i-(>,a:^-...-i-bi^ai?-h...:
dont ta somme est donc égale à celle de la série X '-'a- C'est c qu'il fallait démontrer.
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Pour que la série à termes positifs, dont le terme généra! est
soit convergente, il faut et il siiffil (ii" 14) que les conditions rpi suivent soient vérifiées :
i" La série à termes positifs
|^.,oH-|«.,iA|-h|<.„,.A^i-^.--
est convergente pour cliacjue valeur de a.
a" En désignant par A^ la somme de celte série, la série à termes positifs
A,-!-A,-^...+ AaH-...
est eonvergenle.
Observons que, s'il en est ainsi, la série \ h» est absolument
et uniformément convergente (n° 24) pour lOTites les valeurs de x qui vérifient la condition x^A, puisque, pour ces valeurs, on a évidemment
en sorte qii'on est bien cians lo cas du n° 24. Observons encore que la série
reste convergente quand on y remplace les termes par leurs valeurs absolues et x par Â, et que sa somme est alors au plus égale à la somme de la série
Eu effet, cette dernière somme n'est autre chose que !a somme de la série à double entrée et à termes positifs
et l'on a cerUinenicnL
H importe de remarquer que si les conditions (i°) et (2"), imposées dans le présent numéro à la série
sont yérifices, elles sont encore vérifiées pour k série
dont les termes s'obtiennent en groupant ensemble, comme la tnéorie des séries à double entrée permet de le faire, les termes
de la série \ Ua en nombre fini oir iniini, en sorte que chacun
de ses termes figure une fois et une fois seulement dans quelque
terme de la série ^ i-y. En effet, si l'on effectue ie même groupe-
ment sur les termes de la série
A,+ A,+ A=-h...+ Aa4-...,
on la transformera en une série de mârae valeur
Jl,a+=l,i + -^= + .,.+ J,,_i-i-..,;
d'ailleurs i-,, qui est la somme d'un nombre fini on infini delermes
pris dans % Ua., est, d'après ie théorème même que nous venons
de démontrer, une série entière en X, et la somme de cette série, quand on j remplace les coefficients par leurs valeurs absolues elx par A, est, d'après une observation qu'on vient de faire, au plus égale à X, : de même pour Cj. i.'„. . . . et J.<-.. . . ., Xa,
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Ainsi, la série ^ ''y satisfait aux mêmes conditions que la série
39. Plaçons-nous maintenant dans le cas général et supposons seulement que, pour l'ensemble des valeurs de x qui vérifient la condition
les séries entières nax
soient absolumenl convergentes el que la série \ Ua soit uniformément convergente (').
La somme des (n + i) premiers termes de cette dernière série est une série entière en œ, convergente sous la condition l3;|-< A; nous la représenterons par
i,:, (.+ ?'„, l^+----l-/'„ R.-rP-t-...,
JNous allons montrer que, si/i grandit indéfiniment, l)n,^ tend v une limite que nous désignerons par 6p, puis, que la série
est convergente sons la condition | as | <; A et que sa somme est égale à celle de la série
Puisque cette dernière série est uniformément convergente, on peut, à chaque nombre positif e, faire correspondre un entier positif r tel que, si on désigne par ra et m -1-/5 deu'x entiers plus grands que r, el d'ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs
-(') WniEftSTfiASS. Abhandlungen ans dcr Functionenlehre, p. 7$.
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lie X plus petites que A en valeur absolue,
On a d'ailleurs, pour ces mêmes valeurs cie x^
Soit p un nombre positif, moindre que A; l'inégalité précédente ayant Heu pour tous les points de la circonférence du cercle de rayon p et de centre o, on a (n" 34)
est donc convergente, puisque la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris après !e terme de rang r, peut être supposée moindre, en valeur absolue, que tel nombre que l'on voudra. Soit 6a îa somme de celte série, c'est-à-dire !a limite, pour n infini, de la somme è„^p de ses «+ « premiers termes, et soit Rn,p le reste correspondant à 6„,p; on aura
Cette dernière inégalité montre, par le premier théorème d'Abel, que la série
est absolument convergente si la valeur absolue de x est moindre que p; puisque p est seulement assujetti à être moindre que A, on voit même que celte série est absolument convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
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éLanl convergentes, il en est de même de la série
obtenue en les ajoutant terme à terme; il ne nous reste donc plus qu'à prouver que la somme de celte série est égale à la somme de la série proposée
Or, si p' est un nombre positif moindre que p, et si l'on a
la somme
|R„,oK|R„,i^|-i-...+ |iî„,p^P|-i-..,
où II est toujours supposé plus grand que ;■, est inférieure à
Donc la différence
R„, -T- R„, 1 37 -h ... -I- R„, ps:?-h..., entre la somme
et la somme
U0-hUl-h...-hli,„
des n + I premiers termes de la série proposée, estj en valeur absolue, plus petite que t'.
Sous la conditiou que x vérifie l'inégalité
on a donc
d'où l'on conclut que, pour chacune de ces valenrs de a:, le premier membre de l'inégalité précédente est nul, puisque le second membre peut être pris aussi petit qu'on le veut. Il en est de mfime évidemment, pourvu que x vérifie l'inégalité
C'est ce qu'il fallait démontrer.
40. Le pvéccdenL théorème entraîne une proposilion analogue pour les produits infinis- Désignons toujours par
Ma= «a,o-l-na.i^-l- . ■-'- aa,^x^-^- . . . ,
une série entière en x, eonvergenie pour les valeurs de x qui saiLsfonl à la condition ] a; | <; A. Supposons que, non seulement la série
mais aussi la série à termes positifs
soit uniformément convergente pour ces valeurs de x, et que, en outre, sa somme reste inférieure à un nombre positif fise. Alors le produit infini
.Qo
sera absolument convergent et définira une fonction i + i|.(x), '{-(jr) désignant une série entière en x,
convergente poiii' les valeurs considérées de x.
On peut, en elïel, substituer à P — i la série équivalente
oùP„_, est le produit des «premiers facteurs deP. Cette série (n'ai) est uniforinément convergente pour les valeurs considérées de x ; ses termes peuvent être mis; sous forme de séries entières en x, en appliquant la règle de la multiplication des séries ; on aura ainsi
remarquons, en passant, que les coefficients h„^p regardés des fonctions des aij peuvent être mis sous forme de poljnomi coefficients réels et positifs. En appliquant maintenant le tbéon
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précédent, on mettra la série équivalente à P — i sous la formo clierchée
en posaiil
^^= /ij,^+ /'],p-!-- • ■-■- à„,^A-...,
où la série qui figure dans le second membre est convergente. La somme de cette série est la limite, pour n infini, de la somme de ses H+ I premiers termes; cette dernière somme n'est antre chose que le coefficient de a;P dans le développement de
«„+«iP„-i-...-(-«„P«-,=(n-«o)(n-«,)...(i-^ !'.„)-!;
k^ n'est donc autre chose que la limite, pour n infini, de ce coefficient; en particulier /.o + i est la limite, pour n infini, de
et, en supposant qu'aucun des nombres i + a„^i, ne soit nul, k, est la limite, pour ;( infini, de
la quantité enlre crochets a donc pour limite — '-^! en sorte que la série
csl convergente et a pour somme — '-^■
M. il convient d'examiner le cas particulier, qui correspond au cas du n" dii, où la série à double entrée, à termes positifs,
est convergente. Il est aisé de voir qu'alo7-s la S' aP — i,
satisfait, pour les valeurs de œ telles que l'on ait
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aux condilioûs i" et 2" dn n" 38. En effet, en conservant d'ailleurs les notations du numéro précédent, considérons le produit infini à termes positifs
et la série à termes positifs, équivalente à Q — !,
Ao -^ Al Qo + . - . + A„ Q„- , -h . , . ,
où Q/i est le produit des n + i premiers facteurs de Q. Le produit AhQh.) pourra, par des multiplications de séries, être mis sous la forme
H„,„-hH„,iA -f-...-i-H„,pAP + ...,
où les H„^p sont les mêmes fonctions des 1 rt,,j | que les A„^p des(2,-j. En vertu d'une remarque antérieure on aura donc
la série
i ^«, 1 + I A„, 1 1 A -+- . . . + I A„, [i I AP+ . , .
est donc convergente et sa somme est au plus égale à A„Qn_i. D'ailleurs la série à termes positifs
A(,+ AiQ„-l-...4-A,.Q„_i + ..."
est convergente; la série équivalente à P — i vérifie donc, pour les valeurs de x qui satisfont à l'inégalité |a:|^ A, les conditions 1" et a" du n" 38 et peut donc se mettre sous la forme
k« + kiX + ...^k^X^ + ....
C'est précisément le résultat que nous avons obtenu dans le numéro précédent, pour le eas général.
Il est aisé de voir que, dans le cas qui nous occupe, la série qui fournit ^7- est absolument convergente.
Enfin, en vertu d'une remarque faite au n*' 38, la série
k„+kiX+...+ k^x'^-\-...,
qui reste convergente quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absolues et x par A, a alors une somme qui est au
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plus ligale à celle de la série
Ao-t-A,Qo+...+ A„Q„_i + ...= Q — 1.
Il convient de remarquer, comme dans le ii" 38, que, si les conditions imposées ici au prodiiit infini
sont vérifiées, elles le sont encore pour le produit liifiiii égal
dont les facteurs s'obtiennent en groupant ensemble, en nombre fini ou infini, les facteurs du produit P, ainsi que permet de le faire la théorie des produits infmisà double entrée. En effet, si on effectue le même groupement sur le produit infini
Q = (L + A„)(i + AO...(i + A«)...,
on le transformera en nn produit infini égal
d'ailleurs i -f- Wo étant obtenu en faisant le produit d'un nombre fini ou infini de facteurs de P, pris chacun une fois, iCo peut, d'après le théorème même que nous venons de démontrer, être mis sous la forme d'une série entière eux qui reste convergente quand onremplace loiis ses coefficients parleurs valeurs absolues et dont la somme est alors au plus égale à Bf,; de même pour (v,, Wn, . . . et B], B.j, ... ; enfin la série à termes positifs
est convergente; les conditions sontdonc vérifiées pour le produit transformé.
42. Nous allons maintenant déduire quelques conséquences très importantes de la proposition du n" 37.
Soit
une série dont le rayon de convergence est R. Pour une valeur
nnelconqne x satisfaisant à la condition
U fonction ^È{x) admet des dérivées première, .seconde, ntc, a sens de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire; c'es à-dire que l'expression
tend vers une limite 'S'[x) quand h lend vers zéro {'), que l'e; pression
tend, dans les mêmes conditions, vers une limite ï"(at), et ainsi de suite. Les dérivées successives de '■Si^x) ne sont autres que les sommes des séries convergentes
Soit en elTet x un nombre que nous regarderons comme fixe dans ce qui suit et dont nous supposerons la valeur absolue X moindre que R; soient Hun nombre positif fixe moindre que R — X et h une variable qui reste en valeur absolue moindre que H. Désignons enfin par Ap, A,, . . . , A,,, ... les valeurs absolues de a^, «,,..., a„, .... D'après le premier iliÉorèmc d'Abel (n° 30) la série à termes positifs
A„-T- Al (X -h II ) -H ... -f- A„(X -H n )" + ... , est convergente et il en est de même de la séné
'Ï(^ + A)=. aa+ai(x + h) + ...-^a„{^-^h)>^ + .. .
{•) En d'autres lermes, pour une valeur déterminée de x, au nombre '^(cc) correspond un nombre 'S'{a:) jouissant de la propriété suivante: ï chaque nombre positif e, on peut faire correspondre un nombre 'ii tel que l'on ait
On a d'ailleurs
et la somme des valeurs absolues des termes du poljnome en h qui figure au second membre, quand on y remplace h par H, n'est autre chose que Â„(X + H)". La série
Ao'i-A|(X -h H)-H...^A„(X + !{)"-!- ..,
étant convergente, on voit que la série 'S[x ^h), où l'on regarde /i comme la variable, se trouve dans le cas du n" 38; elle peut être mise sous la forme d'une série à double entrée absolument convergente, qui peut être elle-même ordonnée suivant les puissances de /(. Les séries partielles
i.2«i-1-a.3o3a^-i-. . .-\-(n — i)rta„a;"-2-l-
-■-, sont absolument convergentes et, en désignant les sommes de ces séries par ^I'(x), $'(a;), <^'{x), ..,, on, aura
Cette formule subsiste tant que l'on a
l;.|sil.
Ou déduit de cette formide la relation suivante
qui montre, puisque le second membre est une fonction continue de h, que l'on a
et ainsi de suite.
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Les séries 'S'{x), 'l"{x), . . ., aLsolomcnt convergentes tanL que l'on a
ne peuvent être convergea Les pour une valeur b de x telle que l'on
Si î'(^), en effet, clait convergente pour x:^b, on aurait
et a fortiori
par suite la série ^{x) serait convergente pour tes valeurs de x satisfaisant aux conditions
Toutes les séries 'S(x), 'S'(x), 'S"{x), . . . ont donc le même cercle de convergence. Il peut d'ailleurs arriver que, sur la circonfcrenec, la première série soit convergente sans que les autres le soient : c'est ce qui arrive si l'on suppose
La série
convergente assurément si l'on a
peut être convergente pour d'autres valeurs de h. Ce fait sert de fondement à la théorie de la continuation que l'on développera plus tard (n"' 31-60); la proposition qui fait l'objet principal du numéro suivant résulterait immédiatement de cette théorie ; toutefois nous la plaçons ici pour ne pas interrompre la suite des idées.
43. Soit 'S{x) rrnc série entière en x, coavergente dans un cercle C de rayon R et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. En un point Xf intérieur à C la fonction ^(x) ne peut pas être nulle ainsi que toutes s.
SfiRlRS IlOXT LES TERMES DÉPENDENT D'UNE VAHIABLfi, 65
En effel, si l'on pose
Supposons que $(ic) soit nulle ainsi que toutes ses dérivées pour x-^Xy] alors le second membre sera nul quel que soit h ; te premier membre sera donc nul pour toutes les valeurs de x qui vérifient la condition
sons laquelle le développement de 'S{x), suivant les puissances de k = X — X, est légitime ; c'est-à-dire que 'j;(^) sera nulle pour tous les points x situés à l'intérieur du cercle C| décrit de x, comme centre et tangent intérieurement au cercle C. Il en sera de même de toutes les dérivées de ^(x), ainsi qu'on le voit soit en regardant une dérivée comme la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable, soit parce que Ton peut écrire pour les dérivées î"(ic), ^'(x), . . . des développements suivant les puissances de /t analogues à celui de ï'(;c) que nous venons de considérer.
Si le cercle C, contient le point o, la fonction 'S{x) étant nulle en ce point ainsi que toutes ses dérivées, toiis les coéfTicients de son développement suivant les puissances de x devraient être nuls (n" 36), ce qui est contraire à l'hypothèse. Si le cercle C| ne contient pas le point o, on prendra à l'intérieur de ce cercle, sur le ra_yon opposé à celui qui aboutit au point :c,, «n point x^ pour lequel on appliquera le même raisonnement; 'S{x) devra être nulle ainsi que toutes ses dérivées pour tous les points intérieurs au cercle Cï décrit de x-i comme centre et langent intérieurement à C. Si le cercle C^ contient le point o, la démonstration est terminée; sinon, en continiiant de la même façon, on parviendra évidemment à enfermer, au bout d'un nombre fini d'opérations, le point o dans un cercle à l'intérieur duquel on saurait que la l'onction <&(ic) est nulle ainsi que toutes ses dérivées et l'on arrive toujours à la même conclusion.
-ii. Voici maintenant quelques conséquences importantes de
fifi ISTHODUCTIOS.
celle proposilion et qu'il faut rapprocher des résullats analogues obtenus dans le n* 36 poiir le point o.
Pour X = Xi la fonction ${x) peut être nulle ainsi que ses dérivées, ^ (^i)) ^"(^0' • ■ ■ ' iw^is il existe une dérivée $'"' (^i ) qui n'est pas nulle. En supposant que toutes celles d'un ordre moindre soient nulles, on peut écrire
^(^)=tV^, (^-^.)"'
P(^ — X,) désignant une série entière en^x — x,) qui n'est pas nulle pour x^^x^ et qui est convergente dans le cercle C, ; on dit alors que x^ est un zéro d'ordre n de '£[x).
Le point x,, intérieur au cercle G, ne peut pas être la limite d'un ensemble infini de points pour lesquels 'S{x) s'annule, par exemple x, ne peut pas appartenir à un arc de courbe, si petit qu'il soit, en tous les points duquel $(x) s'annulerait.
DeuK séries entières en x, convergentes dans le cercle C, ne [)euvent avoir des valeurs égales pour les points d'un ensemble infini admeltant pour limite un point x, intérieur à C, ^ar exemple pour tous les points d'un arc de courbe intérieur à C, sans être identiques, c'est-à-dire sans que les coefficients correspondants dans les deux séries soient égaux.
Enfin dans un cercle G' eoncenlrique à G et de rayon moindre, il ne peut exister une infinité de points distincts pour lesquels 'Ë(x) s'annule : si l'on considère, en effet, l'ensemble infini que formeraient ces points, on voit qu'il admettrait nécessairement comme point limite un point intérieur à G' ou situé sur sa circonférence {') et dans tous les cas intérieur au cercle C.
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sera convergente au moins dans le même cercle, car si, pour une valeur particulière de x, | a,tX" \ tend vers séro quand n augmente indéfiniment, il en est de même de — ^— x" .D'ailleurs, la dérivée '^{x) de la série ^(x) est égale à '-S{x)\ les deux séries f (at), ^(^) ont donc le même cercle de convergence (n" iâ). Enfin, on peut démontrer que, sur la circonférence même, la série ^(ic) est convergente aux points où la série ^{x) est elle-même convergente {' ) ; mais inversement, comme nous l'avons déjà fait observer dans le n" 42, sur la circonférence, la convergence de ^x) n'entraîne pas celle de 'S(x).
De l'égalité
résulte la conséquence suivante : si l'on considère un arc de courbe y, intérieur au cercle C, défini par la relation
oïl !a variable réelle t doit varier de t^ à t, et où '^{t), '^{f-) sont des fonctions réelles de t, admettant les dérivées 'f'(f), '\'{t), on aura,' en prenant l'intégrale le long de l'arc y et en désignant par x„, X\ les extrémités de cet arc qui correspondent aux valeurs t„, ti de (,
46. Reprenons les notations du n" 37 et considérons à nouveau
L seconde des propositions énoncées dans la iiote
(') Nous rappelons rapidement la démonstration de cette propositiou, afin d'éviter, dans l'esprit du lecteur, toute confusion entre les intégrales relatives aux variables imagioaires et celles qui se rapportent aux variables réelles.
Si, pour les valeurs de a; que définît la relation a: = ^^{1) + i-i/(_t), on a, en désignant par *((), f (0? *, ( ')i f, (') ^^^ fonctions réelles,
(Sont tous les termes (') sont des fonctions de x satisfaisant aiiï diverses conditions imposées dans ce n" 37. La somme tp{a") de celle série pent, comme on l'a vu plus haut, être mise sons forme d'une série entière en x pour les valeurs de la variable qui sali.sfont à ia condition
or ks inlégrales qui figurent dans le second membre ayant le sens de !a tlnione des fondions d'une variable réelle, on voit, en tenant compte des égailles (I), (|ue ces intégrales sont respectivement égales îi
ce qni dijmontre l'ésalité
On aurait pu établir le même résultat en partant du théorème démontré au n° 18. En supposant la courbe y intérieure à un cercle C concentrique i G et de rayon moindre et en se rappelant que, dans ce cercle C, la série 'S{x) est uniformément convergente, on voit qu'on pourrait écrire
f(S(x)dx = a,J dx + a.Jx dm+.-.-'r- a^J a;
lL à établir les égalités
qui sont, au fond, des cas particuliers de l'égalité que nous voulons démontrer, mais qu'il est facile d'établir directement en se reportant à la définition des intégrales prises le long d'une courbe.
<') Nous écrirons u^(a:) à la place de k„ quand nous aurons besoin de mettre la variable en évidence.
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elle admet donc (n" -42) pour ces valeurs, des dérivées ff'ia:), ffl''{^), . ..;nous allons montrer que, si l'on désigne par hJ,, «J^,. . ., les dérivées successives de la fonction «„, dérivées qui existent aussi en vertu du précédent numéro, les séries
sont convergentes pour les mêmes valeurs de a; et ont pour sommes
Soit en effet se un nombre fixe dont la valeur aSjsoluc X soit moindre que A : soit h une variable dont la valeur absolue H reste moindre que A — X. Considérons la série
dont les termes sont des fonctions de h ; on a, d'après le n" 42,
d'aillcurs la série ç(ar + /t) est uniformément convergente pour les valeurs considérées de h ; on peut donc appliquer le théorème du n" 37 et mettre <f{x-\-k) sous la forme d'une série entière en h ; on aura ainsi
et le théorème est démontre.
47. Supposons maintenant que, pour les valeurs de x qui satisfont à la condition
la série
soit uniformément convergente et que s à un nombre positif fixe, le produit
yGoosle
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pourra, pour ces valeurs de ^, être mis sous la forme d'une série entière ; la fonction V{x) admet donc des dérivées. Pour les former, on mcltra le produit infini
sous la forme d'une série entière en h, ce qui, en vertu du même raisonnement qiie pour la série, est possible pour loiiles les valeurs de h qui vérifient la condition
On a vu, n" 40, que, dans ce développement, le coefficient de la première puissance de la variaLle, qui est ici h, peiit se mettre sous la forme
hUo(x) n-U](a^) ■■■ i-l-u„(3;) '"]' pourvu qu'aucune des fonctions
i+«„(^), i+«,(^), ,.., i + Mx), ...
lie soit nulle, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de .v lelles que P(ic) soit différent de zéro. On a donc, en désignant par P'(«) la dérivée de P(at),
n^^_^', +^^+ , < , P(oi;) 1 + Mo i-i-Hi~^'" ]-!-((„ ■■■■'
et l'on voit que la dérivée logarithmique de P(x) est la somme des dérivées logarithmiques de ses facteurs. Si P(^) était nul, il faudrait que l'un des facteurs, i -1- u,, par exemple, fût nul ; on verrait alors sans peine que la dérivée de P(-î^) serait donnée par la 'formule
c'est encore la même règle que pour un produit limité.
■48. Plaçons-nous maintenant dans le cas du n" 38, où, en conservant les notations de ce numéro, la série à double entrée et à
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termes posilifs
est convergente. Désignons par
ce que devient la série u„{x) quand on y remplace les coefûcienls ««,ppar leurs valeurs ahsolues;!! est clair <jue les dérivées [i',^{x), U°(^), ... de \J„(x) ne seront autres que les séries u'„{x), «n(x), ... dans lesquelles on remplace aussi les coefficients par leurs valeurs absolues. On voit de suite que la série
où l'on regarde a; comme une constante dont la valeur absolue X est moindre que A, et k comme une variable dont la valeur absolue est inférieure ou égale à A — X, satisfait, elle aussi, aux conditions (1°) et (2") du n° 38; en effet, chacun de ses termes peut être remplacé par une série entière en /( ; el (i°) si, dans k
on remplace les coefficients des puissances de h par leurs valeurs absolues et h par Â^X, on formera une série dont les termes seront respectivement moindres que les termes correspondants de la série
u„(X)-HU;(X)i— ^ -Y-V';,iX) ^'^~^'^ ' -i-...^ u„{A) = a„: d'ailleurs (3") la série
est convergente. Dès lors, on peut ajjpllquer à la série qui représente <p(x + /i) et au produit infmi
P(^-4-/0-fJ[l + <',.(^ + /0]
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les résultats obtenus dans les n" 38, 41, cl l'on a ainsi établi, sans s'appuyer sur la proposition générale di.i n" 37, que les séries
sont absolument convei-gentes tant que l'on a |a:[<;A, qu'elles représentent les dérivées cp'(^), y"(a:), . . . de la série o(x) et que, en supposant toutefois P{x) différent de zéro, la série
est absolumont convergente dans les mêmes conditions et représente la dérivée logarithmique de P(^)- Il est aisé de voir, en outre, que la série
satisfait aussi, ainsi que les dérivées suivantes de <^{x), ans conditions (i") et (2")du n° 38, pourvu qu'on remplace A par A — s, s étant un nombre positif aussi petit qu'on le voudra.
Enfin, en vertu de remarques faites dans les n*" 38 et 41, des conclusions pareilles s'appliquent aux séries et produits infinis que l'on peut déduire de la série f{cc) ou du produit infini P(x) en groupant les termes ou les facteurs de cette série ou de ce prodiiil,
■49. Voici encore une conséquence du n" 3". Soient
deux séries entières, la première en y, la seconde en x.
Supposons, en désignant par A et B deux nombres positifs, que pour les valeurs de a: qui vérifient lu condition
la seconde série soit absolument convergente et que l'on ait
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supposons, de plus, que la premi<^re série soilaljsolument convergente pour^ = B.
La première série, quand on y regarde y comme égal à œ (œ), est uniformément convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition |x | <^Â; d'ailleurs [ï!(^)]"i pour ces valeurs, à cause de la règle démultiplication des séries, peut être mis sous la forme d'une série entière en a; ; il en est donc de même de la fonction /[(p(a:)].
En particulier, on se trouvera dans le cas du n" 38, si lu série à termes positifs
lioM-16,A1^...4-|6.A"|+.,, est convergente et a une somme égale ou inférieure à B.
50. I.a proposition précédente montre que l'inverse d'une série entière en x
où C est un nombre positif, peut elle-même être mise sous la forme d'une série entière en x, quand le premier cocffLcient Ct, n'est pas
l/i<kol;
on peut d'ailleurs déterminer un nombre positif D <[ C, tel que, sous la condition
|«|<D on ait
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K élant un nombre positif; cela résuUe de la continuité de 1
dans le voisinage de ^ ^ o. Dès lors, on voit que, poiirvo qno 3: soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises pour l'application du théorème du numéro précédent sont vérifiées, et, par conséquent, pour ces mêmes valeurs de x, l'inverse de 'S{ic) est elle-même une série entière en x. Il en sera de même du rapport
où $i(.K) est nne autre série entière en x, convergente lorsque l'on a I j; I < D, comme on le voit en multipliant les deuï séries
au surplus, pour trouver les coefficients de la série égale au rapport considéré, on pourra, au lieu d'appliquer le procédé précédent, employer la méthode des coefficients indéterminés ou effectuer la division comme s'il s'agissait de polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes de x.
Des considérations d'une auii'e nature montrent que le cercle
de convergence de la série entière en x qui est égaie à g^T— r est la
plus petite des valeurs absolues des racines de l'équation $(j;)=^o.
IV. — Continuation des fonctions
51. Les paragraphes précédents montrent comment la considération des séries entières donne naissance à des fonctions de X continues, admettant des dérivées. Toutes ces fonctions, obtenues par des séries entières, ou des combinaisons, en nombre fini ou infini, de ces séries, se ramènent elles-mêmes à des séries entières, et se trotivent loujotirs, à moins qu'il ne s'agisse de fonctions transcendantes entières, enfermées dans un cercle, le cercle de convergence de la série finale. 11 nous reste à montrer com-
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ment on peut sortir de ce cercle : ou y arri\e par la notion tic la continuation des fonctions ( ' ), Soit
une série entière en x — Xo, admettant pour cercle de convergence le cercle Co, de centre x„^ de rayon Ro. La somme de cette série définit «ne fonction de x pour toutes les valeurs de la variable qui vérifient la condition
Cette série est, suivant la terminologie de M. Weierstrass, un élément de fonction analytique.
Soit, maintenant, Wf un point situé à Vintérieur du cercle C|>. Si l'on fait
il existera, d'après le n" 42, une série procédant suivant les puissances de /(, ayant la même somme que la série proposée, et convergente tant que l'on aura
c'est-à-dire tant que le point x est à l'intérieur du cercle décrit du point X, comme centre, et tangent intérieurement ou cercle C,, ; nous désignerons cette série par
Les coefficients b„, b,, . - . , &„, ... ne sont autre chose que les valeurs, pour te = ;c,, des fonctions
ignons par R, le rayon du cercle de convergence C, de la ?i(œ ~ X,). Deux cas peuvent se présenter : ou bien l'on
(') M. Méray, qui, par son enseignement et ses public; cevix qui ont le plus coiiuibué à fonder la ihéorie des fnnc
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aura, quel que soit le poinL x, intérieur au cercle (3„, DU bien, pour certains points au moins, 00 aura
Dans le premier cas, dont on a d'ailleurs des exemples ('), la (') Telle etl la sÉrie signalée par M. Urch {Acta mathematlca, t, X, p. 87)
diint le cercle de convergence a pour rayon 1 : si l'on pose
et si l'on suppose f = - îtt, p et q étant entiers, on voit sans peine qu'on peut écrive, pour celte valeur de la varïahle,
La seconde partie du deusième membre est réelle et la valeur absolue de la première est moindre que g — i : la seconde partie croit d'ailleurs indéliniment quand /■ tend vers un, par des valeurs croissantes; 11 en est donc de même de I 'S(x) l quand le point x s'approche de la circonférence du cercle C„ en restant sur le rayon qui aboutit au point dont l'affiïe est
cos^îi + isin^î-Ti-
on en conclut que ce point ne peut Être situé à l'intérieur du cercle de convergence d'une série $,(3; — 3;,) déduite de $(a:) comme il a été expliqué dans le texte. D'ailleurs sur toal are de la circonférence du cercle C„ se trouvent une infinité de points dont l'affiïe a la forme précédente; tous les cercles de convergence des séries telles que Ç!,(x~x^) sont donc tangents intériei cercle C^. Il en serait de même pour la série
et d'autres séries analogues qui se rencontrent dans la théorie des fonctions elliptiques, mais la démonstration est un peu plus compliquée. On pourra consulter sur ce sujet an intéressant article de M, Méray dans le Bulletin des Scieni:es mathématiques, a' série, t, XII, p. a48-
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foDClion définie par la première série 'S(x ^ Xa) est réellemenl enfermée dans le cercle de convergence Cq ; elle ne peut être continuée au delà.
Le second cas esl celui qui se présente le plus souvent dans les applications élémentaires; nous allons nous y arrêter.
52. Dans le cas qui nous occupe maintenant, les deux cercles Cn et C, ont une partie commune [Cu,C,]. Nous allons démontrer que, en tout point ^, intérieur à la fois aux cercles Co, C,, les deux séries 'S„{x — Xg), ^i{x — Xi) représentent la même fonction.
D'abord, pour tout points', situé à l'intérieur du cercle Cj décrit du pointa;! comme centre et tangent intérieurement à Co, les deux fonctions $t{x — ■ Xa), 'Si{x — a:,) sont égales ainsi que leurs dérivées, La chose est évidente pour les dérivées, si l'on regarde celles-ci comme les limites du rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable. Elle apparaît aussi clairement, si l'on compare les deux développements
développements où ^"-^'{x' — Xo), ^'"'{x'^ X,) désignent les valeurs pour ^ =: .ï:' des /i'"""* dérivées par rapport à3:de^o('^ — ■^0)1 '£,(x — X,), et que l'on obtient en remplaçant, dans ces dernières fonctions, x par x' -]- h, puis en développant suivant les puissances de h. Ces deux séries entières en h doivent avoir des valeurs égales pour des valeurs suffisamment petites de h, et, par conséquent, doivent avoir leurs coefficients correspondants égaux {n"36). Si donc le point ^ est intérieur au cercle C\ , les deux séries *J'o(^ — X(,), 'S,(x — x,) ont môme valeur en ce point, ainsi que toutes leurs dérivées.
Si l'on considère, en général, deux points quelconques x^ et Cj on peut les supposer reliés de la façon suivante. Imaginons une suite formée par un nombre fini de points, d'ailleurs aussi rapprochés qu'on voudra,
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dont les points x^ et ^ soient le premier et le dernier, et ii correspondante de cercles
lels que le centre de chaque cercle soU le point correspondant de
et que chaque cercle contienne, à son intérieur, le centre du cercle suivant. Nous appellerons la figure formée par ces cercles et leurs centres chaîne de cercles entre ic, et ^ (').
Les points Xi et Ç étant intérieurs à l'espace [^Co,C)], nous supposerons la chaîne formée de cercles qui soient tous intérieurs à cet espace et qui n'en touchent même pas la limite. On pourra, si l'on veut, prendre, par exemple, les points ^t, ^s, ■■■[ £« sur le segment de droite qui joint at, à ^.
Ceci posé, en tout point du cercle c,, les deux séries '■Sq(x — Xo), ^i(^ — X,) ont les mêmes valeurs, ainsi que toutes leurs dérivées; nous dirons que, dans ce cercle, elles coïncident. Le point ^1 est intérieur aux cercles c,, Cn, C). Si, dans l'une ou l'autre des séries <Sq{x ~ Xa), ^i{x — x,), on remplace x par Ii+:r— ^1 et qu'on ordonne par rapport à x — 1,, on formera deux séries identiques entières en x^'zi- On peut représenter l'une ou l'autre par
cette dernière série converge sûrement dans le cercle T) , intérieur aux cercles Go, C|, et y coïncide tant avec '^o(^ —^o) qu'avec <j?,(^ — Xi). Le point $a est intérieur aux cercles Co, G,, F). Si, dans les^séries So(a^ — x»), $,(3; — ^,), ra,(^~^.,), on remplace X par ^3+ ^ — ki et qu'on ordonne par rapport à ^ — ^2, on formera trois séries identiques entières cn x—^2, et dont l'une quelconque peut être représentée par
cette dernière série converge dans tout le cercle l\ intérieur à
{') Il est souvent commode de supposer que chaque cercle contienne aussi !c centre du cercle précédent, afin qu'on puisse descendre la chaîne en allant de ï à X., comme on la monte en allant de x. à t
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C„ et à C, ety coïncide avec <.S<,(x — cr<,) et <i\{w—x,). On continuera de la même façon, et l'on parviendra ainsi, par un nombre_^n( d'opérations, aune sdrie entière en x — ^,
convergente dans le cercle F de centre ^, intci'ienr nus cercles Cu et C|, et coïncidant, dans ce cercle, tant avec '■Si,{:c^ x,i) qu'avec '^) (x — x^). La proposition est démontrée.
53. Nous venons de voir qu'il existe une fonction f{x) qui, pour tout point intérieur soit au cercle Co, soit an cercle C|, coïncide soit avec ^0(3: — a;,)), soit avec ^\{x — X{), soil avec les deux, si le point x est à la fois intérieur aus deux cercles.
Pour un point de la circonférence du cercle Co situé à l'intérieur du cercle C), on doit prendre pour définition de f{x) la valeur que fournit la série $1(3: — x,). A. cause de la continuité, on voit que, si la série $0 {x — x^) se trouve être convergente en ce point, elle fournira la même détermination, comme il résulte du second théorème d'Âbel , en supposant qu'on s'approche du point X en suivant le rayon du cercle Co qui y aboutit. Mais la série ^\(a; — x^) peut n'être convergente en aucun point de ['axe considéré, et Wfaut alors recourir à la seconde série 'Si, [x — a:, ).
Les points situés sur l'arc de cercle C|, contenu à l'intérieur de Co, donneraient lieu à des observations semblables.
Les arcs de chacun des cercles Co, C,, qui sont intérieurs à l'autre, peuvent être effacés, et, dans l'aire limitée par les arcs restants, aire que nous désignerons par le symbole
C„ GO
on a défini une fonction univoque /{x), jouissant des propriétés qui suivent : En chaque point a Intérieur à l'aire considérée, la fonction est finie, continue, et admet des dérivées de tous les ordres; elle est développable en une série entière en x — o, convergente pourvu que la valeur absolue de x — a soit suffisamment petite. (On exprime souvent l'ensemble de ces propriétés en disant que la fonction est régulière en a.)
On dit aussi que la série 'So{x — ^^o) est continuée dans le cercle C, , hors du cercle Cn, par la série T( (x — x, ).
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oi. Il est à peine mile de faire remarquer que, si la série
est continuée par la série
les séries
dérivées successives de la première, seront., de même, continuées par les séries
dérivées successives de la seconde.
De même encore, si l'on pose ^(x — a:^) = '^ ix — Xa) ^ ^ {x — x„Y-^ . . ,-^ -^ ^_. (a; — 2-()"+i-l- . . . .
la série ^oix — Xa) sera continuée, diins le cercle C, , par la série
qui, au point a;,, coïncide avec elle ainsi que ses dérivées. Dans le cas où le cercle Ci contiendrait le point Xa, les deux séries qui se contimient devraient être égales pour x ^^o; on aurait alors
5o. On a supposé, dans ce qui précède, que les cercles Go, C| étaient les cercles de convergence des deux séries 'Sa{x — x^), 'S,{x — ic,); mais il est évident que tous les raisonnements subsisteraient sans modification si l'on avait pris, à la place du cercle Co, un cercle concentrique de rajon moindre; puis, après avoir déduit de la même façon la série ^,(x — x,) de la série 'So{x — Xo), à la place du cercle C, un cercle concentrique plus petit.
Si l'on continue à supposer que les cercles Go et G, sont les cercles de convergence des deux séries 9„{x — Xo), ®, (ar — x,),
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on peut faire une remarque intéressante relative aux rayons Ro etR, de C» et C, :
Le cercle C| étant, au moins, intérieurement tangent au cercle C,,, on a
RiàRo-la^i — ^ol- On a, de même,
Ro-^ Ri — I a?i — Xa\.
Cela est évident, si le cercle C) ne contient pas Xf, à son intérieur ; dans le cas contraire, cette inégalité résulte de ce que l'on aurait pu déduire la série ^«{^ — a?o) de la série $) (x — x^), comme on a déduit 'Ê,{x — x,) àe 'Sis{x — x^); on poserait
et la série qui figure dans le dernier membre serait identique, terme par terme, è.'Sf,{x — x^), puisque les deux fonctions $|(,« — x,), '^o(iC — iCfl) doivent, pour x = Xa, être égales, ainsi que toutes leurs dérivées (').
56. Si l'on prend un point Xa intérieur à l'aire {(Cj,, C,)) et si l'on considère la série
entière en x — x^, qnî représente en x^ et aux environs immédiats la fonction /(a:), il peut arriver que le cercle de convergence de '$2(x — X2) dépasse l'aire ((C,, C,)), ce qui permet alors d'étendre l'aire dans laquelle la fonctiony(ic) est définie. Et l'on peut continuer ainsi. On concevra d'ailleurs plus facilement la possibilité de celte extension par les remarques que nous allons faire dans ce numéro et dans le suivant.
Considérons une portion (Â) du plan, limitée par un ou plu-
(') Si l'on donne au point ic, les diverses positions qu'il peut occuper dans le cercle Cj, à chaque position correspondra une valeur pour R,. Il résulte de la remarque précédente que la limite aupérieure, de l'ensemble dos valeurs de Rj est aR„. On démontre que la limite inférieure de cet ensemble est 0, limite qui n'est d'ailleora atteinte pour aucun point intérieur a G,.
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sieurs contours, mais d'ailleurs co««ea?e, c'est-à-dire telle f|T.ie l'on puisse toujours joindre deux points intérieurs à (A) pat une ligne brisée située tout entière dans (A) et n'en rencontrant pas le contour.
Supposons qti'une fonction f{x) soit définie pour tout point a appartenant à (A) ou à son contour, et soit telle qu'il existe une série ®a{^ — «); convergente pourvu que la valeur absolue de ic — a reste inférieure à un certain nombre positif fi\e r, indépendant de a, aussi petit qu'on le voudra, et que cette série ait les mêmes valeurs que f{x) dans le cercle de centre a et de rajon »"('). Nous dirons que la fonction /(a;) est holomorphe dans l'aire (A), et sur son contour.
Soit une seconde fonction f(x) aussi holomorphe dans l'aire (A) et sur son contour, le rayon de convergence des séries entières par lesquelles on peut l'exprimer aux environs de chaque point étant aussi au moins égal à r.
Si en un point a, intérieur à (A), les deux fonctions /(:c), »(^) sont égales ainsi que toutes leurs dérivées, elles coïncident en tout point de l'aire (A).
Autour de ce point a, en effet, dans un cercle de rayon égal ou inférieur à r, les deux fonctions sont représentées par la même série entière en œ — a; soil maintenant biin autre point intérieur à (A), on pourra relier les deux points a, b par une chaine de cercles, tous de rayons inférieurs à /' et tous intérieurs à l'aire (A). Dès 1 ors, le raisonnemeni employé dans le numéro précédent pour
(') Toutes les lestrietions que nous taisons ici, comme le lecteur s'en convaincra sans peine, ne sont pas nécessaires; elles sont faites pour faciliter le raisonnement dans une théorie dont nous ne voulons exposer que les parties les plus essentielles.
Ainsi la fonction f{a>), définie dans l'aire ((C„ CJ), dans le n° 53, ne satisferait aui conditions imposées que si l'on substituait aux cercles C„, C, des cercles respectivement concentriques, mais de rayons moindres.
Ajoutons encore qu'en pi d i s qui servent de contour ou de lignes
d'intégration, nous supp j que l'on a affaire à des lignes formées
d'un nombre fini d'arcs d n b i I i comme des portions de droitea, d'arcs
de cercles, etc., ou, plus en I m n d rcs de courbes analytîgues, c'est-à-dire telles, que les coordonné g 1 d'un de leurs points puissent s'expri-
mer par des séries en à ff nts réels, par rapport â un paramètre
réel t, lequel ne doit v q d 1 limites où ces séries sont absolument
convergentes.
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prouver que, au point ^, les deux séries $,,{3; — œ^), $, {x — Xf) avaient même valeur, ainsi que toutes leurs dérivées, subsiste évidemment; en allant de cercle en cercle, on voit que les deux fonclions/(3;), tf(^) sont représentées, dans chaque cercle, par la même série entière. On voit aussi d'ailleurs que ces deux fonctions doivent coïncider sur le contour de (A).
En particulier, si 'Sa{cc — a) est la série entière en x — a qui représente la fonction /(a:) dans le cercle de rayon r cl de centre a, l'cgalité
devra subsister pour tous les points x qui sont à la fois situés à l'intérieur du cercle de convergence de la série et à l'intérieur de (A), Si l'on considère un cercle de centre a et situé tout entier à l'intérieur de (A), l'application évidemment légitime de la formnlc de Cauchy
OÙ l'intégrale est effectuée le long de la circonférence de ce cercle, dans le sens direct, montre que l'on a, pour tous les points x intérieurs à ce cercle,
Le second membre n'est autre chose que la série $a [x — a) el l'on volt que le rayon du cercle de convergence de celle série est au moins égal à îa plus courte distance du point a au contour de (A) { ' ). Le rayon du cercle de convergence est même nécessairement un peu plus grand, en raison de l'hypothèse qui a été faite sur la façon dont la fonction f{x) se comporte sur le contour de (A).
Si maintenant ou part d'un point b intérieur à la fois à (A) et au cercle de convergence de la série 'Snix — a), et que l'on forme
(') Celte dernière conclusion pourrait se déduire, eu ut des propositions appartenant à la théorie même des série: dans la note du n» 55.
la série
pour tous les points x situés à la fois dans (A) et à l'intérieur du cercle de convergence de la série '^bi^x — 6), en sorte que, dans (A), la continuation de la fonction 'Sa{x — a), effecUiée comme il a élé expliqué dans les n"' 52 el 53, sera toujours fournie par la fonction /(a:).
Supposons enfin que l'aire (A.) soit limitée par un contour simple. Alors, si l'on part du point a intérieur y (A) pour atoulir, en suivant une courbe y dont tous les points appartiennent à (A), à un points appartenant anssi à A, l'intégrale
Jf{^)d^= J f{œ)dx
sera, comme il résulte du théorème fondamental de Caucliy sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, indépendante de la courbe (y); elle définira donc une fonction F{ic), univoqne dans l'aire (A) et Ton sait, par la théorie de Caucliy, que cette fonction est holomorphe dans (A).
On arriverait assez facilement à la notion de celte fonction F(.2:) en continuant dans l'aire (A) la série '^{x — fl) entière en (x — a) qui a pour dérivée, dans le cercle de centre a et de rayon /■, la série ^,i(a: — a) et cela en suivant un procédé qui sera expliqué tout au long au n" 04; nous laisserons ce soin au lecteur.
57. Considérons maintenant deux portions du plan (A), (B) limitées chacune par un contour simple et deux fondions /(a;), »(^) holomorphes chacune dans l'aire correspondante et sur son contour, au sens qui a été fixé dans le dernier numéro.
Supposons que les deux aires (A), (B) empiètent l'une sur l'autre et qu'en un point a intérieur à la fois à (A) et à (B), les deux fonctions /(;»), tp (3:) soient égales ainsi que toutes leurs dérivées correspondantes. Alors il est clair, par le numéro précédent,
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que les deux fonctions ne cesseront pas de coïncider, ainsi qne toutes leurs dérivées dans tonte la région (C) commune à la fois à (A) el à (B), et dont les différents points peuvent être reliés à a par une ligne brisée dont tous les points appartiennent àla fois à (A)età(B).
Supposons d'abord que les deux aires (A) et (B) n'aient pas d'autres points communs que ceux qui appartiennent à la région
(C) ainsi définie : on pourra effacer la partie du contour de (A) qui est dans (B), celle du contour de (B) qui est dans (A) et dans l'aire
dont les points appartiennent soit à (A) soit à (B), on aura défini une fonction bolomorpbe F (3;), égale à. /(^), à^(^) on aux deux fonctions/{x) et f{x), suivant que le point x est dans (A), dans (B), ou à la fois dans (A) et dans (B).
Mais, si les deux aires (A) et (B) ont une autre région commune
(D) telle que l'on ne pûl y pénétrer en partant de a et en restante la/ois dans les aires (A) et (B), rien, dans ce qui précède, n'autorise à dire que, dans cette région (D), les deux fonctions /(^), ^(ic) coïncident. Il pourra, suivant les circonstances, en être ou n'en être pas ainsi, el il faudra se garder, dans ce dernier cas, d'effacer les portions du contour de (A) ou de (B) qui limitent la région (D). On voit, sans que nous insistions davantage, comment s'introduit de cette façon, la notion de coupuj-e, que nous supposons d'ailleurs familière au lecteur.
58. Donnons un exemple des méthodes et propositions quiprécèdent. Parlons de la série
dans laquelle le cercle de convergence C a évidemment l'unilé pour rayon. En un point x intérieur à ce cercle, on a pour les dérivées
yGoosle
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el par suite, Xi étant un point intérieur à C,
<S{:r)=>S{Xi)^
On \oit d'ailleurs que la série
eulière en a: — x,, est convergente tant que l'on a
c'est-à-dire tant que le point ^esl situéà l'intérieur du cercle C,, décrit du point x, comme centre et passant par le point — i. Ainsi le cercle de convergence de la série
est généralement extérieur en partie au cercle C, ell'on a ainsi un premier moyen de continuer la fonction 'S(x) en dehors du cercle C, moyen dont on pourra d'ailleurs poursuivre plus loin l'applica-
D'autre part, si x' est un point quelconque eslérieur ou intérieur au cercle C, mais dont toutefois l'affixe n'est pas réelle négative et plus petite que — i (ou = — i), la série
entière en x — x', est convergente tant que x vérifie la condition
c'est-à-dire tant que x est situé à l'intérieur du cercle C décrit de x' comme centre et passant par le point — i ; et comme la dérivée par rapport k x àe 'S ( -, j est égale à
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les fonctions
oal en x louLes leurs dérivées égales; on en conclut que, en désignant par a une valeur de x vérifiant à la fois les conditions
les deux fonctions
coïncident ainsi que leurs dérivées au point a. Elles coïncident, par conséquent, dans toute la région commune à deux cereles respectivement concentriques aux deux eereles G et C et de rajons un peu moindres; par suite enfin, en un point quelconque de la région commune aux deux cercles G, C', laquelle contient le point a. Si l'on efface les portions des deux circonférences G, G' dont chacune est intérieure au cercle dont elle ne fait pas partie, on a défini dans l'aire
une fonction unique f{x) liolomorplie dans cette aire mais non sur le contour.
Si l'on avait pris comme point x' un point d'affixe réelle négative et plus petite que — i, il n'existerait pas de point a; c'est pourquoi nous avons exclu ces valeurs de x' .
Si l'on considère maintenant un autre point x" tel que la circonférence C" décrite du point x" comme centre et passant par le point — 1 n'ait aucun point commun autre que ce dernier point avec la région [C, G], commune aux deux cercles C, G', el, si l'on désigne par b un point intérieur à la fois aux deux cercles G, G", on voit que les deux aires limitées par des contours simples, C" et ((C, C')), auront en général deux parties communes : l'une contient le point b; les points de l'autre ne peuvent être reliés au point h sans franchir le contour de l'une ou de Tautre des deu& aires. Dans la première, les fonctions /(a;) et
KTT?)-*'(r^)-*("
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coïncident; rien n'autorise à dire qu'elles coïncident dans la seconde, et, en effet, elles n'j coïncident pas. Nous le savons, d'ailleurs, par les propriétés bien connues de la fonction non univoque log(n- x), et nous ne nous arrêterons pas à montrer comment le procédé précédent pourrait permettre de le reconnaître directement.
89. Il nous reste encore, pour terminer ce sujet, à expliquer ce qu'il faut entendre par continuer le long d'une courbe une fonction définie par une série $({ic — ^o)) entière en Xq.
Supposons que les points Xg, Xi, . . ., Xn soient les centres respectifs des cercles Co, C, , . . . , C,, formant une chaîne {o° 52), c'est-à-dire tels que chacun de ces cercles contienne le centre du cercle suivant; supposons, en outre, que les séries
soient respectivement convergentes dans ces cercles, et que chacune ait été déduite de la précédente par continuation, de sorte que l'on a, par exemple.
Enfin, supposons les points Xa, ^i, ■ . . , x» situés sur un arc de courbe (S), commençant au point Xf,, finissant au point X/, et satisfaisant aux conditions suivantes :
A chaque valeur de l'arc s, compté à partir de x^, correspond un point unique de la courbe. En se déplaçant sur la courbe de façon que l'arc s grandisse d'une manière continue, on rencontre successivement, et dans l'ordre indiqué, les points iCfl,;^,,.^;^,,.., a;,,, en décrivant successivement les arcs XgXf, x,x<i, , • ., x„_,x,t, respectivement contenus à l'intérieur des cercles Co, C), -.., Cn_|. S'il arrive que deux de ces arcs se croisent, on regardera comme essentiellement distincts le point du premier et le point du second arc qui coïncident; ces deux points se distingueront par la valeur de l'arc s, qui n'est pas la même pour l'un et pour l'autre. Convenons encore, si ^ est un point quelconque de la
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coiirbe (S) correspondant à la valeur rf de l'arc s, el si (y) esl un cercle décrit du point ^ comme centre, d'appeler arc de ia courbe intérieur au cercle (y) la portion de cette courbe qne l'on décrit en faisant croître ou décroître 5 à partir de rf, jusqu'à ce qu'on rencontre la circonférence du cercle (y); s'il y a d'autres points de la courbe intérieurs au cercle (y)i on n'en tiendra pas compte. Ceci posé, nous définirons sans ambiguïté, pour tout point x delà courbe (S) correspondant à un arc adonné, une fonction/( a;), par cette condition que, si le point x appartient à l'arc a;,a:,*+i , la valeur de/{a;) soit égale à celle de 'Si{x — xi).
La fonction f{x) jouit de la propriété suivante : Si l'on considère un quelconque ^ des points de (S) correspondant à la valeur d de i"arc s, il existera un cercle (y) de centre ^, de rayon p indépendant de tf, et une série ^^!(x — ^) entière en x — ^, telle que l'on ait
pour tous les points de l'arc de la courbe (S) intérieur au cercle (y). Il suffira, en effet, de prendre pour p un nombre inférieur à chacun des nombres S), 3^, , . ., Sn_i, où S; désigne la plus courte distance d'un point de l'arc iriX,-+t à la circonférence du cercle C,, et, en supposant que ^ appartienne à ce dernier arc, de prendre pour la série in(x — 5) la série qui se déduit de 'Si^x — x,-), en substituant x — ? + ^ — Xi k x — a;;, et en ordonnant suivant les puissances de x — ^.
Toute fonction /(x) jouissant de la propriété précédente est entièrement déterminée dès qu'on se donne la courbe (S) et le premier élément ®o{^ — ^0), 0^1 ce <ïwi revient au même, les valeurs des dérivées successives de la fonction /(x) au point x„. On s'en convaincra sans peine par un raisonnement employé déjà plusieurs fois, en s'avançant successivement sur la courbe (S) à partir du point Xq, et en formant une chaîne de petits cercles de rayons égaux à p dont les cenires soient sur (S), el se succèdent dans un ordre tel qu'on les rencontre successivement en marchant sur la courbe dans le sens des arcs croissants à partir du point Xa- On voit, d'après cela, que si, pour continuer la fonction $(i(^ ^^0) jusqu'aii point x„, on avait pris sur la courbe (S) une autre suite de points x\, x'^^ . . ., x', x„ correspondant à des
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valeurs toujours croissantes de l'arc s, de manière à obtenir, toiijours par le même procédé, une suile de séries entières en X — x\, X — a^'j, . . ., X — x'p^ et enfin x — x,,^
la dernière série ne peut qu'être identique à la série ®«(^ — Xit), trouvée au moyen de la première suite de points. On a ainsi une idée très nette de ce qu'est la continuation d'une fonction, donnée par un premier élément $o(a: — a^o), quand on suit une courbe déterminée, en supposant que cette continuation puisse se faire.
On conçoit d'ailleurs que, en suivant deux chemins différents pour aller du point ^^ au point x„, on parvienne eu ce point avec deux séries différentes, entières en x — Xn-, quoiqu'on soit parti du même élément $o(a! — x,^.
Si la courbe (S) fait partie d'une aire (Â) dans laquelle on ait défini (n^SC) unefoncLiony(a^) bolomorplie dans (A) etsuvle contour, et si l'on part de l'élément Îd(x — Xo), qui coïncide au point xn et aux environs avec f{x'), il est clair que la fonction que l'on définira ainsi le long de la courbe (S) coïncidera toujours avec /(^), et, dans ce cas, si l'on aboutit au même point x„ en suivant deux chemins différents, appartenant tous les deux entièrement à l'aiie (A), on arrivera en x„ avec la même série 'S„{x — x,i).
60. Reportons-nous maintenant au commencement du n" 56, où, en partant d'un élément '$t,{x — Xd), nous avons cherché à continuer la fonction que définit cet élément dans le cercle de convergence.
Il peut se faire qu'on parvienne, par une série de continuations successives, à définir dans tout le plan, sauf certains points, certaines lignes, certaines régions, une fonction univoque et régulière partout, sauf pour les points, lignes et régions exclues. Quant aux lignes de discontinuité, elles peuvent être de diverses natures ; les unes ne pouvant être traversées en aucune façon, comme dans l'exemple de la note du n" SI, tandis que les autres, qui séparent deux régions dans lesquelles la fonction est définie, pourraient être traversées sans obstacle par une ligne suivant laquelle on pourrait continuer la fonction par le procédé
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du numéro précédent, en partant d'un élément relatif à un point de la première région , mais avec cette circonstance, que les séries que l'on trouverait ainsi, après avoir traversé la ligne de discontinuité, ne coïncideraient plus avec les séries qui définissent la fonction dans la deuxième région.
Nous ferons encore la remarque suivante : Soit ^S (-) une série
entière en -< convergente tant que l'on a
où A est un nombre positif. Désignons par A> la région extérieure au cercle de rayon A décrit du point O comme centre. On observera d'abord que la série $(-) définit une fonction de la variable x liolomorphe dans toute aire limitée qui fait partie de J^ sans en atteindre la limite : cela résulte, si l'on veut, du théorème du n" 4Q sur la composition des séries. Imaginons maintenant que, en partant par exemple d'un élément de fonction ï'(i{x — Xg) et en appliquant le procédé de continuation, on parvienne à une série 'Sa{x — Xa), pour laquelle x^ appartienne à X et telle que, pour tous les points du cercle de convergence de cette série situés dans A, on ait
ft\(^-^.)-«(^);
il est clair qu'on pourra alors appliquer la proposition du n° 57 et que, si l'on continue l'élément $a(^ — ^a) en restant dans X, par exemple au moyen d'une chaîne de cercles tous situés dans X, toujours des séries 9^(x — x^) pour lesquelles on
dans la région où îes deux membres ont un sens, et l'on pourra regarder l'élément ^(-) lui-même comme fournissant la continuation de la fonction, dont la partie que l'on considère est dite alors régulière au point co.
M. "Weierstrass entend par fonclion analytique l'ensemble de
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touLes les séries lelies que
que l'on peut déduire par coutinuation, soit d'une façon, soi'l d'une autre, d'un élément '^^{x-^Xo)- Nous avons déjà fail obs^erver, et nous le répétons ici, que, dans cette expression /o«ction analytique, le mot fonction n'a nullement le sens que nous avons donné à ce mot dans ce Livre, et qui indique seulement une correspondance entre deux variables telle que l'une des variables, la variable indépendante, étant donnée, l'autre variable, la fonction, soit donnée. C'est ce dernier sens que nous conserverons toutes les fois que l'épitbèle analytique ne sera pas accolée an mot fonction.
11 résulte bien nettement de ce qui précède que l'ensemble des séries, qui constitue une fonction analytique, est déterminé quand on se donne une de ces séries; en d'autres termes, une fonction analytique est détei'minée par l'un de ses éléments. Comme on peut continuer une fonction en revenant sur ses pas et passant de x,i à iCo, au lieu de passer de Xq à x,,, on voit bien que la fonction analytique est déterminée par im quelconque de ses éléments.
V. — Application aux équations différentielles linéaires
61 . Le procédé de continuation d'une fonction donnée par un élément ^t,{x — x^,), c'est-à-dire, au fond, par la suite des coefficients d'une série entière en x — x^, n'est guère applicable directement pour reconnaître les propriétés de la fonction qu'on engendre ainsi, en raison de la complication évidente des calculs quand on passe d'une série à une autre, et l'importance de ce procédé est surtout théoriqiie. Il sert, par exemple, de base pour établir l'existence de fonctions définies par des équations différentielles,
Nous n'avons nullement l'intention d'exposer la théorie de ces fonctions. Nous nous bornerons, pour donner un exemple, à considérer les équations différentielles linéaires et à établir le tbéorème fondamental relatif à l'existence des solutions de ces équa-
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lions ('), théorème qui nous sera utile plus tard : nous nous contenterons, d'ailleurSj uniquement pour éviter quelques longueurs d'écriture, d'examiner le cas d'une équation différentielle du second ordre. Les raisonnements qui suivent s'étendent, sans difficulté aucune, aux équations d'ordre supérieur. Soit donc
une équation différentielle lÏDéaire homogène du second ordre. Supposons que p etq soient des fonctions de œ développables en séries entières en x — x^ absolument convergentes pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
Nous allons montrer que, en désignant par Un et if, deux nombres arbitraires, il existe une série de la forme
dans laquelle les coefficients h^, Wa. - ■ ■ sont parfaitement déterminés, convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition précédente (sauf, peut-être, celles pour lesquelles l'égalité a lieu), et qui, pour toutes ces valeurs, vérifie identiquement l'équation différentielle.
On voit d'abord, en faisant le changement de variable
qui change l'équation proposée en une autre de même forme, que Ton peut se borner à examiner le cas où l'on a
Soient donc, dans celte hjpolbèse,
(') La théorie des équations différentielles linéaires, ou point de vue des riablea imaginaires, est due à M. Fuchs, qui l'a développée dans une sérii Mémoires dont le premier se trouve dans le tome Ë6 du Jouiiial de Creite.
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les séries ;
i termes posilifs
Q = lî.l + l?,l+-.+ l5"l--
étant convergentes.
Cherchons à satisfaire idenliquemcnt à l'équalion différenlicll*; par une série de la forme
Ho, u, clant des nombres donnés. En prenant les dérivées première et seconde, pnis substituant dans l'équation flilTércntielle et écrivant qu'elle est idenliqaement vérifiée, il vient
.2Ui-hp(,Ui-h qa'ia= o.
Ces équations, où l'on doit regarder k^, «, comme des données, déterminent successivement et sans ambiguïté les coefficients it^, «3, - ■ ■ , f'«. ■ ■ ., et si la série
ainsi formée est convergente, il est clair qu'elle vérifiera l'équation différentielle. Nous allons montrer qu'elle est absolument convergente pour l'ensemble des valeurs de x qui satisfont à la condition
Soient, en effet, A et B des nombres positifs supérieurs ou égaus respectivement à P et à Q, et, par conséquent à \pn\, \ ^«1 pour toutes les valeurs de n-^ soient, en outre, Vd et Ci deux nombres positifs égaus ou supérieurs à | ((„! et ] ;()|. Considérons les équations
i.2p2= Ac, + Bp„,
9,.3i'j=-2A<'3-i-(A-i-B)i'i-i-Bco,
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(„_0i.-„=(«-i)A^„_,^[(rt-2)A + B]^„_, + [(n-3)AH-Bl^„-3-i-,.. + (A + C)^,+ Bc,,
il est clair que, si l'on détermine les quantités f^, i^j, . . . , i'„, . . . par ces formules, tous les nombres ainsi trouvés seront positifs et que l'on aura
or l'éqiiallon qui détermine !!„ peut s'écrire
en retranchant, membre à membre, de cette équation celle qu'on en déduit en changeant n en h — i , 11 vient
(« - i) /i.„ = in -i)[A + n~ 2] 9,,-., -<- B .„_, ;
ainsi, il suffit de supposer A > a, pour que v„ soit supérieur à "n-i, quel que soil n, supposé toutefois plus grand que un. On a d'ailleurs
le rapport -^^-2 étant inférieur à un, on voit que, lorsque n augmente indéfiniment, le premier membre a pour limite l'unité; par suite, si x' est lin nombre positif plus petit que un, la série
est convergente; la série
est donc absolument convergente si la valeur absolue de x est moindre que un. Le théorème est démontré.
62. La valeur de u.„ tirée des équations (I) est évidemment de la foi-me
!(„= A„jHc-l-ll!l««i,
où x,, et tiStj, sont des fonctions des coefficients /)<,, />,, . . ., '/(,,
y,, .... Si l'on suppose u,=o, Ua=^i, u» se réduit à A,,; de même il se réduit à il'o„ si Ut, = o, «, := i ; il résulte par conséquent du théorème précédent que les séries
X{a:) = 1 + A>5 572+X33-' + . . .-H JL„a-'M'. . , ■\l!i(2^) = a^-v-illi,,r= + illija:'-^...-nlli„a:"-i-.. .
sont convergentes pour les valeurs de X qui vérifient la coudilion
et la forme générale des solutions de l'équation différentielle, qui ])cuvent être représentées par une série entière en x, sera
où ((„, H, sont des constantes arbitraires égaies aux valeurs pour ^^ o de/(a;) et de sa dérivée.
Le fait que les coefficients de la série /{x) sont déterminés quand on. se donne les deux premiers, n'est que la traduction de cette proposition évidente a priori : si une foncllon est assujettie à vérifier l'équation différentielle
y-H/ij'-r?J- = 0,
les valeurs de ses dérivées seconde, troisième, ... en un point sont déterminées quand on se donne les valeurs en ce point de celte fonction ei de sa dérivée première; cela résulte pour la dérivée seconde de l'équation
elle-même, pour la dérivée Iroisièine du celle qu'on en déduirait en la différentiant, etc.
63. Supposons que les coefficients p, q de l'équation difiérentielle soient des polynômes entiers en x ou des fonctions transcendantes entières. Il existera «ne fonction satisfaisant à l'équation différentielle linéaire, prenant ainsi que sa dérivée au point X ^^ X(, des valeurs arbitraires Ua, "i et développable en une série entière en x; — x^, convergente dans un cercle de rajon arbitraire, c'est-à-dire dans tout le plan. La solution générale de l'équation différenlielie sera une fonction Iranscendante entière.
SÉRIIÎS LIONT LES TUEIMES LÉPENBENÏ L> [Ï\E VALUABLI!.
Gâ. Supposons que p et q soient des fractions rationnelles
tf(^), ^ix), ^{^) étant des polynômes entiers n'ayanl pas de facteur commun. Soient^,, a^, ..., a^ les racines distinctes de l'équation
soit enfin Xa un point du plan distinct des points a.^ , Ca, . . . , a^. Si R désigne un nombre positif moindre que tous les nombres
les fonctions/) et q pourront être développées e en X — ^oi absolument convergentes pour les
rifient la condition
i entières de X qiii
il existera donc une fonction y?^ {x — Xo) vérifiant l'équation différentielle, prenant pour x ^= Xo, ainsi que sa dérivée, des valeurs arbitrairement choisies lo, o-o, et convergente povv les valeurs de œ qui satisfont à la condition
I a^ - sr„ |< R.
Ceci posé, imaginons une courbe (S) partant du point Xa, ne passant par aucun des points «o, a,, ..., «p. Il est aisé de voir qu'on pourra continuer la fonction ^Sq{x — Xi,) tout le long de cette courbe. Soit, en efi'et, 5 un nombre plus petit que les plus courtes distances des points a,, a^ , ..., «j, à la courbe (S); considérons une chaîne de cercles Co, C), . -., C„ ayant respectivement leurs centres aux points Xg, a^i, . . ., ^„ de la courbe (S), et rencontrés successivement par un mobile qui partirait du point Xe et décrirait la courbe dans le sens des arcs croissants (n" 89). Dans le cercle Co la série ^i\ (x — Xg) vérifie l'équation différentielle; cette fonction prend, avec sa dérivée, au point x, intérieur à Cn, les valeurs 1|, jA) ; soit 'S,(x ^ Xf'jia série entière en 3;; — cc, qui vérifie l'équation différentielle et dont les dcus premiers coefficients sont 1) et p.,; au point X), les séries $o (^ — '^n) ^'
S)(j; — Xi) coïncident ainsi que toutes leurs dérivées; 'S, (a; — Xf) ne diffère donc pas de la série obtenue en remplaçant, dans
''Su{.'V ^ Xo), X — Xt} par
et développant suivant les puissances entières de x — Xf On continuera ainsi de proche en proche, et l'on arrivera en x,, avec une série détermioée ^n {x — x,,), qui peut être regardée comme déduite de <?o {x — Xo) par le procédé de continuation, en cheminant le long de la courbe (S) (n° S9). Cette série, qui -vérifie l'équation différentielle, dépend uniquement des nombres \, [t^ et du chemin (S) parcouru pour arriver au point x„.
Si l'on considère une aire (Â), limitée par un contour simple, ne contenant ni à son intérieur ni sur sa circonférence aucun des points «0, a, , . . ., ap, il existera une fonction f{x) holomorphe dans toute cette aire, vérifiant l'équation différentielle et entièrement déterminée si l'on se donne sa viileur et celle de sa dérivée en un point Xo de (A).
Supposons, en effet, pour simplifier, que le contour qui limite l'aire considérée ne soit rencontré qu'en deux points par toute droite parallèle à une direction convenable, et soit 3 un nombre moindre que la plus courte des plus courtes dislances des points «0, a,, . ■ -, dp au contour de (A). On pourra décomposer (A) en bandes par des parallèles équidistantes, la distance de deux parallèles étant - ; on pourra décomposer ces bandes en carrés, dont les extrêmes pourront être incomplets. L'un de ces carrés contiendra le point X(j, pour lequel la fonction et sa dérivée doivent être égales respectivement à X,,, [Aq; on formera la solution correspondante 'Sg{x — Xn), qui conviendra évidemment dans tout le carré; f{x) sera définie dans tout le carré comme devant être égale à 'Sq {x — x^). Daus un des carrés contigus appartenant à la même bande, se trouve un pointée,, situé aussi dans le cercle de convergence de la série 'S^{x — x^), dont le rayon est supérieur à S; soient )., et (1) les valeurs de $i>(;c — x^) et de sa dérivée, pour ^ :i= ^, ; on formera la solution correspondante $i {x — Xt) et l'on adoptera, pour valeurs de f{x) dans le second carré, celles de (C, (;c — Xi). Ces valeurs continueront celles qui ont été définies
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dans le premier carré. On passera eosuiie au carré suivant de la même bande, etc. ; on parviendra ainsi à définir la fonction dans toute la bande.
On la définira de même dans la bande contiguë en partant d'un point a;|,, situé dans le cercle de convergence d'une des séries précédentes; tous ces cercles, en effet, empiètent évidemment sur la seconde bande. Les valeurs de la fonction dans la seconde bande continuent celles qui ont été définies dans la première bande, puisque, an point a:'„, la fonction définie dans la première bande et celle définie dans la seconde bande sont égales, ainsi que toutes leurs dérivées. On peut donc effacer la ligne qui sépare les deux bandes, puis continuer ainsi de bande en bande d'un côté et de l'autre, jusqu'à remplir l'aire (A) tout entière.
Si l'on a maintenant une autre aire (B) de même nature que (A), ayant un point ^ commun avec (A) et n'empiétant sur (A) qu'en des points qu'on peut relier à ^, sans sortir ni de (A) ni de(B), on pourra de la même façon, en partant de ce point, remplir l'aire (B) tout entière, puis effacer la ligne de séparation entre (A) et (B), et ainsi de suite. On voit de cette façon qu'on pourra définir, sans ambiguïté, une fonction satisfaisant à l'équation différentielle, holomorphe dans toute aire limitée par un contour simple ne contenant aucun des points critiques a^, a,, ..., a^, pourvu qu'on se donne en un point Xg de cette aire la valeur de la fonction e( de sa dérivée. Si iCg, X,t sont deux points de cette aire, si on les relie par une courbe dont tous les points appartiennent à l'aire considérée, et que l'on continue la solution 'S„ (x -^ a;^) relative au point Xt) le long de cette courbe, comme il a été expliqué précédemment, la solution '$„(x — x„), avec laquelle on parviendra ainsi au point ce,,, sera évidemment indépendante du cbemin parcouru (n" 59).
Mais il en serait autrement si les deux chemins parlant de ^^ ^^ aboutissant en x». contenaient dans l'aire plane qu'ils limitent un des points critiques a,,, et), .. ., a.p. Si l'on relie tous ces points par une ligne brisée, dont tous ces points seraient les sommets, s'étendant ensuite indéfiniment à partir du dernier point et telle que chacun de ses éléments ne soit traversé par aucun autre, puis, que l'on pratique une coupure dans le plan le long de cette ligne, on voit, par ee qui précède, qu'il existera une fonction /(a:)
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holomorphe dans tout le plan coupé, satisfaisant s l'équation différentielle, et entièrement déterminée quand on se donne sa valeur et celle de sa dérivée pour un point du plan coupé.
Ces considérations s'étendent sans peine à des équations différeniielles linéaires plus générales que celle que nous venons de considérer, el l'on trouve ainsi, sans rencontrer de difficulté nouvelle, que, si les coefficients p, q sont liolomorphes dans une aire (A) limitée par un contour simple, il existera encore dans cette aire une fonction holomorphe, vérifiant l'équation différentielle, entièrement déterminée par sa valeur en un point de !"airc et celle de sa dérivée.
FONCTIONS TRANSCENDANTl
I. — Fonctions exponentielles et circulaires
65. Abandonnant maintenant ces considérations générales, nous allons établir quelques résultais fondamentaux dus pour une bonne partie à Euler et relatifs aux. fonctions exponentielles et circulaires (').
On sait que la série
est absolument convergente dans tout le plan : elle définit une fonction transcendanle entière. Nous allons montrer que sa somme est la limite vers laquelle tend
quand m augmente indéfiniment par dos valeurs entières et positives.
Supposons d'abord x réel et positif. La relation
(■} Les n- 65, 67,C maie par M. Daiboux
dans le second membre de laquelle les cocfficicnls de a:°, x' , x"^, . . . , x"' sonl tous positifs, montre que, lorsque m augmente, (14---) augmente, puisqu'il en est ainsi de chaque terme du second membre et que d'ailleurs le nombre de ces termes augmente. D'ailleurs ces termes sont toujours inférieurs aux termes correspondants de la série 'f{x), donc ii-\ — - 1 reste toujours inférieur à la somme de cette série ; f i + — 1 a donc une limite quand m augmente indéfiniment, et cette limite est au plus égale à la somme de la série 'f{x). D'un autre côté, cette limite est au moins égale à la limite de la somme des p -i- i premiers termes du développement de I n 1 j c'est-à-dire à
et cela quel que soit p. On voit donc qtic la limite de ( i -h- — ) est égale à 'f{x).
Supposons maintenant x imagiiiali'e. Si l'on ordonne, siuvunt les puissances de x, la différence
on obtiendra une série dont tous les coefficients sont réels et positifs et dont la somme ne peut donc qu'augmenter quand on remplace «par la:',. On a. m.i
mais le second membre de cette inégalité tend vers zéro quand 1/ augmente indéfiniment. Il en est donc de même du premier.
On représente la fonction <p(aï) définie pour toutes les valeur, de X par le symbole e^; «' ou e n'est d'après cela autre chose qui
L'applicaiion du théorème de la multiplication des séries montre
lédiateiiient Cjue I
et, de cette égalité étendue à un nombre quelconque de facteurs, on déduit sans peine que, quand x est entier positif, e^ n'est antre clidse que le produit de x facteurs égaux à e, en sorte que l'emploi de ce symbole n'implique aucune contradiction.
En remplaçant dans l'égalité
Lorsque x est réel, les séries 'i'(^), x(^) représentent, comme on sait, les fonctions cos^, sin.r, introduites en Trigonométrie. On pourrait même, si ces dernières fonctions n'avaient pas été introduites antérieurement, prendre ces séries comme définitions de cosx et s\ax; le nombre tz apparaît alors comme étant le double de la plus petite racine positive de l'équation ^[x) =i o ('). On a alors, par définition, pour toute valeur de x réelle ou imaginai re,
s peine que les propriétés établies en Trjgono-
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métrie (formule d'addition, périodicité, elc.) s'étendent facilement aux fonctions sin^, cosx, ainsi définies; nous ne nous y arrêterons pas.
Nous emploierons encore les notations
Toutes ces fonctions admettent des dérivées dont la formation est bien connue et se déduit d'ailleurs de la considération des séries précédentes.
Enfin, si l'on pose
er — s:
et si l'on pratique, dans le plan des x, une coupure allant du point o à l'infini en suivant l'ase des quantités négatives, il existe une infinité de fonctions de x, bolomorphes dans le plan coupé, qui vérifient l'équation précédente quand on les met à la place de y. Pour l'une d'elles, la valeur absolue de la partie imaginaire reste, quel que soit x, inférieure à Tt; c'est la détermination principale de loga^. Toutes les antres solutions de l'équation précédente s'obtiennent en ajoutant à celle-là un multiple entier de a-ict; l'une quelconque d'entre elles vérifie l'équation différentielle
Ces résultats, que l'on obtient d'ailleurs sans aucune diificnlté, sont trop connus pour que nous nous arrêtions à les développer
n étant un entier positif que, pour la cojnmoditc de ce qui va luivre, nous supposerons toujours impair, on a, par l'une des détilitions précédentes,
sl.(^) = lim.e(«t).
yGoosle
FONGl'lOKS TRANSCENDANTES
Les racines de réquation en x sont données nar ia l'ormiile
k étant un entier quelconque. On tire de là.
On aura toutes les valeurs de x en donnant à k les valenrs k étant supjjosé égal à l'un de ces nombres, nous ferons
/(■Tt
,77,,. = m tg — I
d'oi'i l'on voit, puisque est compris entre . et H — , que la
valeur absolue du nombre réel x^ est supérieure à celle de ktz.
Les racines du polynôme 9 (m) n'étant autres que les nombres l'^ft et le coefficient de x, dans ce polynôme développé, étant égal à un, on a
Soit/> un entier positif fixe et posons
(!(;«, = 0i('^)6=('"); nous allons chercher ce que deviennent les deux facteurs do second membre quand m augmente indéfini
k étant fixe et m. augmentant indéfiniment, Xk^ m tg ■ — ■ tenti évidemment vers kiz; on a donc
-'■"-'^'(-i)(-iS)' ■(■-.s.)
et il est clair que 9j(ffï) —_ -^ — ^ admet aussi une limite, pour m
infini, puisque Q{m) et &i(m) en admettent une. Il est aisé de trouver un nombre supérieur à la valeur absolue de cette limite : si l'on ordonne suivant les puissances de x le polynôme
les coefficients de ces puissances sont réels et positifs; la valeur absolue de ce polynôme est donc au plus égale au nombre positif que l'on obtient en y remplaçant x par \x\; en d'autres termes, on a
la dernière inégalité résultant de ce que \xi!\ est plus grand que Mais en raison de la convergence dvi produit infini
qui résiilte elle-même de la convecgenee de la série
il est clair que, si l'on se donne un nombre positif s arbitrairement petit, on peut lu! faire correspondre un entier positif ?■ tel que,
FONCTIOKS TR.
SOUS la condition jO ^ /■, le dernier membre des inégalités précédentes soit moindre que e. On a donc, sous cette condition,
e , par s,u e, ausbi j ^i^^^^ç^j _,| < ,,
On peut donc écrire, en désignant par e' nne quantité imaginaire dont la valeur absolue est au plus égale à s,
sh3; = lira.e(m) = lim.6,(ni)lim.es(m)
il
On en conclut que sha; est égal au produit infini convergent
eu d'autres termes, on a
chic pourrait s'obtenir par une analyse semblable; mais il est plus simple de se servir de la formule
le numérateur et le dénominateur peuvent être mis sous forme de produits infinis et, en supprimant les facteurs communs, on
{'es formules, quand on y remplace œ par ix, deviennent
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Ces belles formules, dues à Euler, mettent en évidence les valeurs de X pour lesquelles sin^ et cosa; s'annulent.
M. Hermite a fait observer (') que, si l'on y regarde les seconds membres comme définissant des fonctions dont on ignorerait les propriétés, elles permettraient de mettre en évidence, de la façon la plus simple, la périodicité de ces fonctions, et il a profilé de cette remarque pour en déduire un moyen de construire a priori des fonctions doublement périodiques.
Observons encore que, en raison de ia convergence des séries
IS
les produits infinis qui figurent dans les seconds membres de nos formules satisfont aux conditions imposées dans le n° M ; on en conclut la possibilité de développer ces produits infinis en séries entières en x, convergentes dans tout le plan. En identifiant ces séries avec celles qui donnent —~, cosa:, on parvient à une suite d'identités que nous nous contenterons de signaler ; nous retrouverons plus tard, sous une forme plus simple, des identités équivalentes.
En prenant les dérivées logarithmiques (n" 48) de ces produits infinis, on obtient les développements en séries
Ces formules, obtenues aussi par Euler, prêtent à des observations analogues à celles dont les produits infinis viennent d'être l'objet.
Elles sont d'ailleurs contenues dans des formules plus générales dues a Cauchy et qui peuvent s'établir par une analyse élémen-
(') Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, p. 4a.
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taire, analogue à celle qui nous a conduits aux expressions de si ou de cosa^, et que nous allons résumer très rapidement.
(j8. Soit X un nombre réel jjositif, au plus égal à un, l' pression
où X est un nombre queleon(|ue, est la limite, pour m îulini, de l'expression
où nous supposerons encore que m doit croître par valeurs entières, positives, impaires.
En décomposant <f{m) en fractions simples, on trouve
m en posant
J7A. = m ig -^^ ,
(-omme H_.irT=Bs, on peut écrire
1 peut, supposer a/, positif et moindre que - ; el l'on trouve
puis, k étanl supposé fixu,
|im,Bi = C-i)*cosî,A-7r.
Ceci posé, en désignant par/) un entier fixe, soieni.
l'oiir m infini, 'a{ni) et fpi(''*) ont fîes limites, on en conclut qu'il en est de même de !pa(m), et l'on reconnaît aisément que l'on peut supposer p assez grand pour qn'on puisse écrire l'inégalité
i^-<'»)^< E 7Hf^~'^^f-y
]i. étant un nombi-e fixe plus petit que i ; il résulte de là que, ou désig^nanî par s! un nombre imaginaire qui tend vers zéro quand p augmente indéfiniment, on peut écrire
d'où l'on conclut
_ 1 , y" (-i)«a eos>tj
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d'où
Bina, Zl' ' i'-*>™. ,li_"-i' ■' j'~Ait
De même
™l,. 'î^ (,.t-.)xoo,(2i-,)^ï ^.2^(-.)' :r^
= lim. 2 (-!)•-' '-
Le changement de a; en ix fournira des expressions analogui pour les foncl-ions
Si l'on remplace, dans les formules précédentes, X par — X, ces formules subsistent ; on peut donc les considérer comme éta- 'blies pour tout nombre réel 7, compris entre — i et + i .
En ajoutant à la série qui représente —. — ~ le produit de i par
la série qui représente —. — '-, on a la relation
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tjiie l'on peut écrire, en posant ^ ^ t^: el 7.-I
cette reiation est établie pour tout nombre réel positif â pbis petit que l'unité, et pour tout nombre non entier z.
69. Si, dans l'expression qu'où vient d'obtenir pour -'-.'— ^■- , on iail ^ ^^ 1 , on retrouve la formule
qui donne lieu aii\ observations^ suivantes i
Supposons, en désignant par a nn nombre positif plus pclit que Tt, que l'on ail
est alors déveîoppable en une série cotivorgenLc entière en x, savoir
Cette série reste convergente quand on y remplace tous les coefficients par leurs valeurs absolues et x par a; sa somme est alors égale à
D'ailleurs, la série à termes positifs y ^__
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se trouve donc dans le cas du n" 38, et il en résulte que la quantité cota; peut être développée en une série entière en œ,
comme il suit.
Posons, en général, r étant un entier pins grand que un,
on aura, sous la condition \x\ <Ct.,
iG-H=i-
Les nombres positifs Ba sont ce que l'on appelle les nombres de .liernoulli. Il est bien remarquable que ces nombres, qui jouissent d'ailleurs de propriétés arithmétiques très intéressantes, soient tous rationnels : ce fait résulte de l'égalité même qui précède, en j remplaçant cot.x par ^-^ — , multipliant par ^x^&mx, substituant y cosiC el sinx leurs développements en séries, effectuant dans le second membre les multiplications de séries et égalant les coefficienls d'une même puissance de ^; on trouve ainsi
) iî«-;,-^l
i.a.3...(..p-Hi)
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d'où successivement
bt) ayjo ti
L'emploi des formules
igm = cot37 — cotaa;,
permet de li'ouver des développements analo^^ues pour l^.r
II. — Théorèmes de M. Weierstrass et de M. Mittag-Lefller
70. Les expressions si remarquables qui donnent sin^, cos^, sons forme de produits infinis, cotiC,,tgx, —. — sous forme de séries dont les termes sont des fractions rationnelles, peuvent être rattachées à des types très généraux, découverts par M. Weierstrass et par M. Mittag-Leffler, et qui conviennent l'un aux fonctions transcendantes entières comme sin^r, l'autre aux fonctions tinivoques dans tout le plan comme tgir.
L'objet du théorème de M, "Weierstrass est de trouver l'espression la plus générale d'une fonction Iransccndanlc cnlicre dont on donne les zéros (' ).
Nous établirons d'abord le lemme suivant :
Soit II un entier positif; l'expression peut être mise sous ia forme d'une série
t-i-dirc les vaIcui-5 de la v
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convergente quel qiie soit x et dans laquelle tous les coefficients
a, «1, a,, ..., a^, ... sont réels el plus petits que i en valeur absolue.
Que l'expression ff(a^) puisse être développée en une série entière en x, toujours convergeote, cela résulte immédiate menl du n" 49. On a d'ailleurs, en supposant ] a; ] ■< i ?
inplaçant, dans le développement
on voit dn suite que le développement de a {x) a la forme indiquée plus haut. Il reste à prouver que l'on a
on pourra obtenir les coefficients p en remplaçant, dans le développement de eJ", y par
et l'on voit déjà ainsi qu'ils sont positifs. Il est clair aussi que l'ou remplace j' par la série indéfinie
on obtiendra un développement analogue, mais avec des coefficients plus grands; or ce développement ne sera autre chose que celui de
yGoosle
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on a donc D'ailleurs
d'où l'on conclut que les coefficients des diverses puissances de t sonl au plus égaus à l'unité, en valeur alisolue. Ce que nous voulions Établir,
Il résulte de là que si, dans la série
on remplace x par un nombre positif ^ plus petit qu coefficients a, a, , . .. ,a/,, ... par leurs valeurs absolues de la série ainsi obtenue sera moindre que
71. Voici maintenant le ibéorème qui est notre objet prlncipal(;).
Soit
une suite de nombres assujettis à cette condition que |a„| augmente indéfiniment avec h, et dont en outre aucun ne soil nul. On peut construire Tine fonction transcendante entière de x qui s'annule pour les valeurs de la suite précédente el seulement pour ces valeurs. En outre, si, dans la suite, il y a p nombres égaux à «„. el pas davantage, a„ sera un zéro d'ordre^ de cette fonction.
On peut, en effet, faire correspondre à chaque indice v un entier positif m^ tel que la série à termes positifs
soil convergente, quel que soi ta:. Il suffira, par exemple, de prendre niv=^ v: la racine v'™" du v'™^ terme de la série précédente aura
( ' ) Weiehstrass, Abliandluiigen ans der Functionenlehre, p, i
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alors manifesîcmentzéropoTjr limite quand v augmentera indéfiniment.
Cette correspondance établie, soit
et considérons le prod uit infini
oix les accolades indiquent que la quantité qu'elles comprennent est Hrt/acie«/'duproduitiïifini. Nous allons montrer que ce produit infini est absolument convergent dans tout le plan et qu'il définit une fonction transcendante entière de x.
Soit A un nombre positif quelconque el considérons les valeurs de X pour lesquelles on a
Les nombres \-fi,t[ augmentant indéfinimciit avec n, on peut faire correspondre au nombre A un entier r tel que l'on ait
|«vl>A, sous la condition
nous allons d'abord montrer que le produit infini
satisfait, pour toutes les valeurs de x qui vérifient l'in aux conditions imposées dans le n" -il, ou plutôt que li
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satisfait aux conditions i" et 2" du n" 38. En effet, on a vu que la série formée par les fonctions Uy{x), quand on y remplace les coefficients des puissances de x par Iciu-s valeurs absolues et ,r par A, a une somme moindre que
à termes positifs
est convergente, puisque, par hypotlièf à termes positifs
2ièr
et que le rapport de deux termes correspondants dans les deux séries a pour limite l'unité quand v augmente indéfiniment.
La nature du produit infini Wr{x) est ainsi liieii mise en évidence ; il peut être remplacé par une série entière en x, convergente pourvu que l'on ait
valeurs, 00 peut prendre la dérivée logarithmique (n° 48); cette dérivée sera, en indiquant les dérivées ordinaires par des accents,
les accolades indiquant toiijours que la quantité qu'elles ■ ferment constitue un terme unique de la série où elle figure.
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L'avanL-dernière forme trouvée pour W(~^ rentre dans une forme très générale signalée par M. MitUg-Leffler et que nous développerons bientôt (n" 75).
La dernière forme met en évidence la convergence absolue, prévue par la théorie générale, de la série qui représente la dérivée logarithmique de 'F^ ( œ) : on voit même que cette série, pour les valeurs de x telles que l'on ait
satisfait aux conditions (i") ci (2°) du n" 38; en eiïet, l'cspresïiion
est, pour ces valeurs de œ^ développable en une série entière en x qui, lorsqu'on y remplace les coefficienls par leurs valeurs absolues et x par A, a pour somme
Â U J 1 «V 1 - A ' i à termes positifs
est convergente. Par conséquent, la série qui représente ™^^-^ — : peut être mise, pour toutes les valeurs de x considérées, sous forme d'une série entière en x absolument convergente. On peut prendre la dérivée de cette série, terme par terme : on formera ainsi successivement des séries absolument convergentes, pourvu que I ce I soit inférieure à Â.
Rappelons enfin que, pour ces mêmes valeurs de x, les règles de dérivation, soit pour le produit infini, soit pour la dérivée logarithmique, s'appliqueraient aussi bien aux produits infinis déduits de ^r(^) oï" aux séries déduites de celle qui représente ^'" ■ par le groupement des facteurs ou des termes (n°* 38 et 41).
Ces conclusions s'appliquent au produit
ow=n
.^\jHm
qui ne diffère de Wr{x) que par l'adjonction d'ii facteurs dont noiis représenterons le produit par
en sorle que l'on a
età la dérivée logarithmique de G{x), savoir :
On voit d'abord que le produit infini G(^) sera uniformément et absolument convergent pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
I.ISA
Puisque ^r(x) est une fonction transcendante entière de a;, G(ic) sera développable en une série entière en x^ pour toutes les valeurs de x qui vérifient la condition précédente, c'est-à-dire pour toutes les valeurs possibles de x, puisque A est arbitraire.
On aura aussi
s valeurs de x qui satisfont à l'inégalité, et, par suite outes les valeurs de x, sauf les valeurs
La série qui figure dans le dernier membre de l'égalité précédente est absolument convergente pour toutes les valeurs de x autres que celles que l'on vient d'exclure. La fonction qu'elle représente admet des dérivées de tous les ordres que l'on obtient en prenant les dérivées, terme par terme, de la série. Toutes les se-
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ries que l'on obtient ainsi sont absolument convergentes pour les valeurs de x non exclues.
Relativement à l'uniformité de la convergence de la série qui représente ^tt-Vj observons que la série qui représente
' est «niformément convergente dans le cercle de rayon Â décrit du point o comme centre. En plaçant au commencement de cette série les ternies qui représentent
la seule chose qui puisse troubler l'uniformité de la convergence consiste en ce que, dans cette région, certains des termes ajoutés deviennent discontinus aux points «i, «2, . . ., Or- Si donc on entoure ces points de cercles d'un rayon fixe, arbitrairement petit 3, si l'on supprime du plan les parties intérieures à ces cercles et si l'on décrit du point o comme centre, avec un rayon A, un cercle, la série qui représente
sera \iniforraément convergente dans la portion du plan perforé intérieure à ce cercle. Il en serait de même des séries qui représentent les dérivées successives de cette fonction.
Les mêmes considérations montrent que toutes les fonctions représentées parées diverses séries peuvent être développées en séries entières en a; — x^, convergentes dans tout cercle de centre x^ et auquel sont extérieurs les trous que l'on a pratiqués dans le plan des X autour des points
Enfin, si l'on transforme le produit infini
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en un autre produit infini ou en une autre série, en groupant ensemble les facteurs ou les termes, on pourra appliquer les mêmes règles de dérivation au produit infini transformé ou à la série transformée. Quand on ne tient pas compte des r — i premiers facteurs du produit ou des r — i premiers termes de la série, la cliose ressort, comme nous l'avons fait observer plus haut, des n°' 38 et M, lorsque x est intérienr au cercle de rayon A. Mais la présence de ces r — i facteurs ou de ces r — i termes, en nombre fini, ne peut évidemment altérer en rien les conclusions; et, comme A est arbitraire, ces conclusions s'étendent à tout le
Puisque le pi-oduit infini G(a;) est absolument convergent pour toutes les valeurs de x, il ne peut s'annuler que si l'un des facteurs qui le composent est nul, c'est-à-dire si x est égal à l'un des nombres de la suite
S'il y a, dans cette suite, p termes égaux à «„, on voit que l'on peut faire sortir du produit infini p facteurs égaux à
et que le produit infini restant ne s'annulera plus pour x ^ «h, en sorte que la proposition énoncée au début de ce numéro est entièrement démontrée.
72. Il est aisé maintenant d'obtenir l'expression générale de loirtes les fonctions transcendantes entières qui satisfont aux conditions imposées dans l'énoncé de cette proposition.
Si *(x) est une telle fonction, la fonction /(;r) qui est égale à
■l-(^) G(aO
pour toutes les valeurs de x différentes de fl), Oo, . . -, Ov, ■ ■ ■ i et qui, pour X Tz^a-i, est égale à
;st régulière (u" 53) pour chaque valeiir de x.
TRANSCENDANTES ENTIÈRES
Cela résulte, si x n'esl pas un des nombres a^, de la règle pouila division de deux séries (n" SO) ; et si ^ =: «v, cela résulte encore de la même règle, en remarquant qTie l'on peut écrire, lorsque a-, est un zéro d'ordre /? (n° 44),
en désignant ici par^(^ — c(v)i '-^i (■^ — "v), des séries entières en X — «v, convergentes quel que soit x.
Par hypothèse la fonction f{x)^ régulière quel que soit x, est aussi différente de zéro quel que soit a:; les fonctions
où /'{x) désigne la dérivée de f{x), sont donc également, en vertu du même théorème sur la division des séries, régulières quel
rème de Gauchj sur le développement en séries des fonctions d'une variable imaginaire {'), développable en une série entière en x, convergente quel que soit x. Désignons cette série par g'{x), en représentant par g{x) une série entière en x, convergente quel que soit x; dont la dérivée soit g'{x). L'équation
où l'on regarde /(a;) comme la fonction inconnue, est une équation différentielle linéaire qui, d'après sa forme même (n^ôS), n'admet pas d'autres solutions que des fonctions transcendantes entières; l'une quelconque de ces solutions est entièrement déterminée quand on se donne la valeur de la fonction /(^) au point j;,,. Or, comme, d'une part, la fonction
où c est une constante arbitraire, vérifie cette équation, et que, d'autre part, on peut toujoiu's déterminer la constante de manière
(') On pourrait déduiii
que, eu ^5, cette fonction prenne une valeur arbitraire différente de zéro, il est clair qu'elle est la solution générale de l'équation différentielle linéaire. Bien n'empêche d'ailleurs défaire rentrer c dans ^(3;), en sorte que toutes les fonctions cherchées sont nécessairement de la forme
eff'->^' G(37).
Réciproquement, une expression de cette forme, où. gi^x) est une série entière en x, convergente qnel que soit x^ d'ailleurs arbitraire, satisfait évidemment aux conditions imposées dans l'énoncé du théorème.
Si l'on voulait avoir l'expression générale d'une fonction transcendante entière, admettant, outre les zéros de la suite
la racine zéro et cela m fois, il suffirait évidemment de midtiplie l'expression
oii les polynômes % sout choisis de façon que la série
sur
soit convergente quel que soit x, sont ^xV^ facteurs primaires do la fonction transcendante entière considérée.
Il arrive, dans de nombreuses applications, que la convergence de la série précédente a lieu en attribuant à m(, m^, ■ ■ ■! f^.,, . . . la même valeur fixe. S'il en est ainsi, soit m le plus petit des nombres entiers positifs poiir lesquels la série
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soit convergente; la fonction
-nlo-
."■oi
où les nombres m., sont tous clioisls égaux à m, est dite de gennm — I. Cette notion (le gerre est àwa à Laguerre.
73. Nous nous trouverons précisément dans ce cas si dous cherchons à construire une fonction qui s'annule, une fois seulement, pour Ions les nombres entiers positifs ou négatifs.
En excluant le nombre zéro, nous pourrons prendre alors
prendre pour facteurs primaires les quantités Le produit inllni
où n doit parcourir toutes les valeurs entières, positives et négatives, à l'exclusion de la valeur zéro (' ), s'annulera toutes les fois que X est égal à un nombre entier non nul. Ce produit est absolument et uniformément convergent dans toute portion finie du plan des x. Il représente bien une fonction transcendante entière, de genre lui, répondant à la question.
Comme ce produit infini est absolument convergent, on peul réunir ensemble les facteurs qui répondent à des valeurs de »
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égales et de signes contraires; on obtient ainsi le produit infini
dont la valeur est, comme nous l'avons vu au n" 67, égale à la formule
'— ii1(-o«"!
exprime donc la décomposition de siniï^c en ses facteurs pvî maires.
On aura de même
OÙ II prend toutes les valeurs entières, positives, nulles ou négatives.
De même encore,la fonction transcendante entière, de genre un,
.)-^.nl
s'annule pour ;r = o et pour les valeurs négatives entières de x. Celte fonction est liée à la fonction bien connue F {x) par la relation { ' )
en désignant par C la constante d'Euler, c'est-à-dire la limite, pour n infini, de
1 le reconnaît aisément en partant de la définition liabiluellc (') WniËRSiRASS, loc. cit., p. i3 et a3S.
. TRANSCENDANTES ENTIÈRES, de r(:.), savoir
r{^)=ii
La formule que nous venons d'écrire, et qui exprime donc la décomposition de =Y — ^ en ses facteurs primaires, est éminemment propre à établir les propriétés élémentaires soit de la fonction (fi{^) qu'elle définit, soit de la fonction r(x).
74. Si l'on fait le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non, il est clair qu'on obtient une fonction qui n'admet, à distance finie, d'autres singularités que des pôles; ces pôles sont les zéros de la fonction que l'on fait figurer au dénominateur, en supposant que les deux fonctions n'aient pas de zéros communs.
Réciproquement, il importe de remarquer que toute fonction univoque qui n'admet pas d'autres singularités à distance fniie que des pôles est le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non.
D'abord ces pôles sont isolés les uns des autres; car si, dans un espace limité, il y en avait une infinité, il' existerait dans cet espace un point limite, tel que, en décrivant autour de ce point un cercle de rayon arbitrairement petit, ce cercle contînt toujours une infinité de pôles; ce point ne pourrait être ni un point ordinaire, ni un pôle, ce serait un point singulier essentiel. Soient dès lors,
les pôles de la fonction considérée, rangés de telle façon que, s'ils sont en nombre infini, \a„\ augmente indéfiniment avec n; soit a.„ le degré de multiplicité du pôle a„. On peut, par te procédé de M. Weierstrass, construire une fonction entière, qui admette pour zéros les points «,, «a, . .. , a„, ..., avec les degrés de multiplicité tti, «a, .. -, a«, . .. : si les pôles étaient en nombre fini, cette fonction se réduirait à un polynôme; soit, dans tous les cas, W(x) cette fonction, et soit f{x) la fonction proposée; il est clair que la fonction univoque
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est régulière en loui point siuié à distance finie; c'est donc une fonction entière, transcendante ou non ; si on la désigne par *^{x),
c'est ce cju'il fallait démontrer.
75. Le lliéorème de M. Mittag-Leffler (') fournit l'expression d'une fonction iinivoque dans tout le plan et présentant aux points
des discontinuités polaires ou essentielles prescrites à l'ai
Avant d'en donner l'énoncé, nous ferons les remarques suivantes :
1" Soit
une série convergente quel que soit x^ el dans laquelle le terme constant est nul, et soit a un nombre positif plus petit que la valeur absolue d'un nombre donné a réel ou imaginaire, La fonction
est alors développable en une série entière en x, absolument convergente tant que l'on a
En effet, le terme
est développable en une série entière en x, et, si l'on remplace, dans celte série, les coefficients par leurs valeurs absolues el x par a, on obtiendra une série convergente dont la s
(') Sur la représentation analytique des fonctions inonogèiies uni/or. d'une variable indépendante {Acla mathemalica, t. IV, p. i).
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enfin la série
est convergente.
li" Si, maintenant, on considère le reste de la série entière qui représente g ( -— — - j bornée an terme en x", et si l'on remplace dans ce reste, qui est lui-même une série entière en x, tous les coefficients par leurs valeurs absolues et x par a, on obtiendra un nombre positif dont la valeur dépend de n, et, en choisissant convenablement n, on pourra manifestement faire que ce nombre soit inférieur à tel nombre positif s que l'on voudra, fixé à l'avance. A fortiori, le même reste, quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absolues et a: par un nombre moindre que a sera-t-il moindre que s,
76. Voici maintenant le théorème de M. Mlttag-Leffiei- : Soient
une suite indéfinie de nombres, tous différents, et tels que \a \ f^randisse iadéfifiiraeni avec v.
Soient
ff^i^), e.i^). ■.., fv(^), ...
une suite de fonctions entières (transcendantes entières ou polynômes) qui s'annulent toutes pour a; == o.
On pourra construire une fonction F(a:), univoque dans tout le plan, régulière ans environs de toute valeur de x qui n'appartient pas à la suite tï,, «n, . , ., a.,, . . ., et telle que la différence
soit régulière aus environs du point a^.
Supposons d'abord que a, soit différent de zéro et, par suite, qu'aucun des nombres a ne soit nul; faisons correspondre à ces nombres, d'une part, les nombres positifs
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asswjeuis à oeue seule condition que la série
soit convergente; (le l'autre, les nombres aussi positifs
définis par l'égalité
OÙ y; est un nombre positif arbitraire, moindre que un.
Ceci posé, développons ^vf—^::^—) en une série entière en x, convergente pour les valeurs de x qui vérifient l'inégalité
faisons correspondre au nombre positif Sv un entier positif m,, tel que, si l'on considère le reste de la série arrêtée au terme en x'^~\ puis, que l'on remplace, dans ce reste, tous les coefficients par leurs valeurs absolues et x par «vi le nombre positif ainsi obtenu soit an plus égal à Sy Désignons, d'ailleurs, par f v{^) la somme des m^ premiers termes de la série entière en x qui représente gy, { —^ — ■ ); en sorte que
sera une fonction définie pour toutes les valeurs de x autres que dv, et qui, pour les valeurs de x satisfaisant à l'inégalité précédente, sera développable en une série entière en x, laquelle ne sera autre chose que le reste antérieurement défini.
Nous allons maintenant montrer que la somme de la série
dont on établira la convergence pour toutes les valeurs de x autres que «(, «2, . . ., ay, . . ., satisfait à toutes les conditions imposées, dans l'énoncé, à la fonction F(x).
Soit, en effet, A un nombre positif fixe quelconque. Comme les nombres positifs «i , «i, . . . , Ov, . . . vont en grandissant indéfiniment, on peut faire correspondre au nombre A un entier /■ ici que, sous la condition
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Dès lors, pour les valeurs de x qui véritient l'inégalilé
la série
vérifie les conditions (i) et (2) du n" 38 : chacun de ses termes est développable en une série entière en x ; si, dans la série qui représente /^(aT), on remplace tous les coefficients par leurs valeurs absolues et a; par A, on aura une somme moindre que Erj de même pour/,.^,(a:),/j-^i(x), ...; enfin la série
est convergente.
La série
est donc, pour toutes les valeurs considérées de jî, absolument et uniformément convergente. De même les séries suivantes, où les accents indiquent des dérivées,
sont absolument convergentes, si [ a; [ est Inférieure à A, el peuvent alors être remplacées par des séries entières en x.
En supposant que x ne soit aucun des points a, , fl^, . , . , «,_.| , désignons par 'ï'r(^) la somme
sera absolument convergente pour tous les points x non exclus qui vérifient l'inégalité
SA
F(iB) = J.,(»)-^T„(»).
s, la funclion *,(,r) est régulière pour Loiis les poluLs
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non exclus qui se trouvent à l'intérieur du cercle de rajon A ; Il
en est donc de môme de la fonction F(x).
Enfin, ans environs d'un point «„ de la suite «i , a-i, . . . , <(,._| , la fonction
esl régulière, puisqu'il en est ainsi Je la fonction
/.(■^)-^.(^^)--?.{^); donc la fonction
est aussi régulière aux environs de a„.
Pour tous les points intérieurs au cercle de rayon ;V, la fonction F{x) satisfait donc aux diverses conditions de l'énoncé; elle y satisfait partout, puisque A est arbitraire.
La série qui représente F{;c) est absolument convergente partout, sauf aus points singuliers a, , «2, . . ., a.,, ■ . ■ . Elle est uniformément convergente dans toute aire limitée par un contonr simple et ne contenant aucun des points «,,05, ...,«„. ■ ■ ■] on peut en prendre la dérivée terme par terme, etc.
Nous avons supposé qu'aucun des points singuliers «,, c/.^, . . . , a,„ . . . n'était nul. Si, outre ces points, la fonction cherchée devait admettre le point o comme point singulier (pôle ou point singulier essentiel) et être telle qu'elle devînt régulière autour de ce point après qu'on en a retranché la fonction g" ( - ) > en désignant toujours par g{x) une fonction entière (transcendante entière ou polynôme) d'ailleurs arhitrairement donnée, il siiffirait évidemment d'ajouter à la fonction Y{^x), construite comme nous l'avons
expliqué, la fonction g{-y
Quand on a construit une fonction satisfaisant à loutes les conditions de l'énoncé, on formera la fonction la plus générale qui satisfasse à ces conditions en lui ajoutant une fonction entière arbitraire.
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CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES FONCTIONS PÉRIODIQUES
77. Désignons par a une conslanl-e réelle ou iiuaginaîrc; on dit que la fonction nniYoquc/(«) csl périodique et qu'elle admet la période a si l'on a, quel que soit h,
en changeant dans cette égalité u en u — a^ on trouve
f{u-a)=fiu),
en sorte que, si a est une période, — a est aussi une période; on voit aussi, en changeant u en u -i- a, « + ao, , . ., u — «, u — 2a, . . . , que l'on doit avoir, quel que soit l'entier positif ou négatif m,
Au + ma)=fia),
en sorte que, si a est une période, ma est aussi une période.
Les éléments de l'Analyse fournissent des exemples de fondions périodiques : sin u, e" admettent respectivement les périodes 2Tr, ■ii-K, la série
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supposée convcrgcnLe, représente une fonction admettant la période a."
78. Si une fonction univociue /(«) admet ]a période a, et si elle s'annule pour u^^Uf,, il est clair qu'elle s'annulera pour u= Uf,-^ «; mais il j a plus : si Uf, est un zéro d'ordre n de la fonction /(h), il en sera de même de «o+cr. En effet, dire que «„ est un zéro d'ordre n de la fonction y(«}, c'est dire que, aux environs de «oi cette fonction peut se mettre sons la forme
'■£{11 — i<(i) étant une série entière en u — ii„, qui ne s'annule pas pour u = «n, et celte égalité doit subsister pour toutes les valeurs de u qui satisfont à une condition de la forme
OÙ s désigne un nombre positif au plus égal au rayon de eonvergence de la série <S{u — «„); or si, dans l'égalité précédente, on change u en u — a, il vient
et l'égalité des deux derniers membres devant avoir lieu pour toutes les valeurs de u, qui satisfont à l'inégalité
obtenue en changeant aussi u en m — a dans la condition précédente, la proposition est démontrée.
Au reste, le même mode de démonstration prouve que si la fonction périodique /(k), aux environs du point Ko, peut être mise sous une certaine forme analytique
dans laquelle u — u^ '^o»e le rôle de variable, elle pourra, aux environs du point M„-+- a, être mise sous la forme
■'■["-(".-«)]■ Ainsi, si la fonction /(«) admet un pôle en h,, d'ordre /?. et peut
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se mettre aux environs de ce pôle, sous la forme
où A, Â|, ..., A„_, sont des constantes et <S {u — u,) «ne série entière en u — u,, cette fonction admettra le point ui + a pour pôle d'ordre n et, aux environs de ce point, pourra se mettre sous la forme
les constantes A, A(, . . ., An.., ayant les mômes valeurs que pour le pôle u,.
Puisque, si a est une période, il en est de même de -.a, en désignant par 711 un entier quelconque, il est clair «^..e tous les nombres (;„ + ma seront des zéros de même or'!, e ; de même tous les nombres u,+ ma seront des pôle= Je même ordre. C'est ainsi que les zéros de sinar sont to>- . simples et forment deux progressions arithmétiques dont la raison commune est 211, que les zéros elles pôles de cot.-»- sont tous simples et forment des progressions arithmétique? àontla raison est tî.
7G. Au surplus, lors même qu'on ne connaîtrait pas les fonctions tri go no m étriqués, la remarque si simple qui précède, relative aux fonctions périodiques en général, amènerait à les considérer par une voie très naturelle.
On est en effet amené, par ce qui précède, à se poser le problème suivant : Construire une fonction dont les zéros forment une progression arithmétique indéfinie. Si l'on veut, par exemple, construire une fonction transcendante entière, admettant c ros simples les nombres
et n'en admettant pas d'autres, le théorème de M. Weierstrass (n" 71) permettra d'en obtenir une infinité dont la plus simple sera
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OÙ le nombre n doit prendre toutes les valeurs entières posiUvcs ou négatives, à l'exclusion de la valeur zéro.
Nous rappelons les conventions suivantes qui seront constaiiimenl adoptées dans la suite : le facteur primaire
est mis entre accolades, de manière à indiquer que la quanlilé qu'enferment ces accolades constitue un facteur du produit infini, au sens du n" 71 ; i'acceni l'J dont est affecté le signe 1 I veut dire qu'on obtient les différents facteurs du produit infini en donnant à n toutes les valeurs entières positives on négatives à Vexclusion de la valeur zéro : nous rappelons aussi, une fois pour toutes, les propositions suivantes, qui ont été établies dans le n- 71.
Les produits infinis, formés en appliquant le théorème de M. Weierslrass, sont absolument convergents; ils définissent des fonctions (transcendantes) entières; leurs facteurs peuvent être groupés comme l'on veut, et les divers groupements conduisent toujours à des produits absolument convergents, de même valeur; on peut en prendre la dérivée logarithmique, comme s'il s'agissait de produits d'un nombre limité de facteurs, soit avant d'avoir groupé les fadeurs, soit après; les séries ainsi formées sont absolument convergentes, sauf pour les valeurs de la variable qui annulent les facteurs primaires du produit infini; elles sont uniformément convergentes dans tovUe région limitée du plan qui ne contient aucun des points dont les affixes sont les valeurs qu'on vient de dire, et dont le contour est à distance finie de ces différents points; on peut en prendre les dérivées terme par terme et l'on obtient ainsi toujours des séries absolument et uniformément convergentes dans les mêmes conditions que la première.
En particulier, dans le cas qui nous occupe, on aura, en désignant par If' {u) la dérivée de tp (m), la relation
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puis, en prenant les dérivées une fois de plus,
^lôT^
dans la première de ces relations, les accolades indiquent que la quantité qu'elles enferment constitue un terme de la série, et /? doit prendre toutes les valeurs entières positives el négatives, à l'exclusion de la valeur zéro, ce qui est indiqué par l'accent qui affecte le signe \^; dans la seconde, n doit prendre toutes les valeurs entières positives, nulles el négatives. Nous avons déjà dii («"'67,73) que ces expressions pouvaient conduire directement aux propriétés relatives à la périodicité des fonctions <e{u), - ■■■ ! ; mais nous allons établir à nouveau ces propriétés, afin d'indiquer un mode de raisonnement et quelques transformations de formules qui nous seront utiles plus tard.
Remarquons d'abord que l'expression même de y(w) montre que l'on a
puisque, sous le signe jj , le changement de i/, en — a revient au changement de « en — n qui n'altère pas le produit infini; •■ciu) étant une fonction impaire, il en est de même de ^^7-^ ■ Il est aisé de reconnaître que cette dernière fonction s'annule pour u = !-; on a, en effet,
le second membre est la limite pour/j infini de
limite qui est évidemment nulle.
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Si, maintenant, dans l'expression de cp(«), on change « en« + o, (( désignant un nombre quelconque non entier, on trouve
or, le factCLir primaire
peut être regardé comme le produit des trois quantités
donc, en raison de la convergence manifeste des trois produits infinis dont on obtient les facteurs en remplaçant, dans chacune de ces quantités, n par tous les entiers positifs ou négatifs, àTeTCclusion de zéro, on voit que le produitinfini
peut s'obtenir en multipliant les valeurs des trois produits infinis
on aura donc
ou, en faisant rentrer sous le signe | I le facletir
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUS LES FONCTIONS PÉRIODIQUES. l3f)
qui n'est autre que le factciir général écnt sous ce signe, eL dans lequel on supposerait n = o, on trouve fmalemenl.
dans le premier membre, n doit maintenant prendre toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives.
En prenant les dérivées logarillimiques des deux membres par rapport à u, on obtient la relation
que l'on déduit d'ailleurs directement de l'expression de-^--; les premiers membres des deux dernières égalités, regardés comme des fonctions de a, sont évidemment des fonctions périodiques, admettant le nombre i pour période ; en effet, le changement de a en a + 1 , dans ces premiers membres, revient au changement de n. en n— i qui ne fait que reculer d'un rang les facteurs ou les termes du produit ou de la série et n'altère pas la valeur de ce produit ou de cette série; on a donc
égalité qui montre que le second membre est indépendant de a] on voit de suite que sa valeur est nulle en y supposant r^ = ^ -; on a, en effet, par les remarques précédentes,
ainsi la fonction ", , est périodicruc et admet l'unité pour péiiode.
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On trouve de la même façon, en remarqiianl. encore que le prodait infini
considéré comme i îiode,
le fonction de a, admet rnnllé comme pé-
fia)
nanl compte de la péiiodicité de la fonction
égalité qui montre que le second membre est indépendant de a.
En y supposant « = > on trouve que sa valeur est — i ; on eu
conclut sans peine que la fonction f{u) est périodique el admet le nombre deux comme période. Les fonctions [»(m)]^) ^(2 11) admettraient l'unité comme période.
D'ailleurs, la fonction (f («) n'admet pas d'autres périodes que le nombre deux et ses multiples entiers, et c'est ce qui résulte encore de la remarque qui a conduit à la former. En effet, f{u) ne peut admettre comme période nn nombre impair 2 « + 1 ; on a, en effet, puisque 2 et an sont des périodes,
mais un nombre qui ne serait pas entier ne peut ctrc une période : en effet, puisque la fonction <f{u) s'annule pour u = o, elle doit
nuler pour toute période; or elle
nie que po
rdes
leurs entières de
On voit comment la forme considérée de la fonction f (") ^'^^^ en évidence les propriétés les plus importantes de cette fonction relatives à la périodicité. D'autres propriétés apparaissent moins facilement sur cette forme el se rattachent à d'autres formes analytiques qu'elle peut revêtir; mais nous ne voulons pas étudier davantage celte fonction, qui n'est autre chose que ■ ■ (n" 73),
et nous nous bornerons à récrire, avec les notations de la Trigo-
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iioméU'ic, les formules (a), (è), (c), [d), (e). On obtient ai
80. Nous avons dit que, si une fonclion/(i;) admettait une période égale à a, tons les multiples entiers de a étaient aussi des périodes de celle fonction; il n'y a pas lieu de regarder ces diverses périodes comme véritablement distinctes. Si la fonction f{ii) n'admet pas d'autres périodes que celles-là, elle est dite simplement périodique, et l'on dit que a en est la période primitive : ainsi 2 est une période primitive de la fonctioa f («) dti nuuicnt précédent, ai; est une période primitive de sinii.
On peut se demander s'il peut exister des fonctions univoques/{«) admettant deux périodes distinctes a el b, c'cst-ù-dirc des fonctions telles que l'on ait, quel que soit a,
fl.u + a)=f{u\ f{u-^b)=f{n),
el, par conséquent aussi, quels que soient les nombres entiers ni, II, positifs, nuls ou négatifs,
l'in disant que les périodes « et 6 sont distinctes, nous entendons simplement ici qu'il n'existe pas un troisième nombre a dont a el b soient des multiples entiers et qui soit lui-même une période de la fonction f{u). Si un tel nombre existait, on ne dirait rien de plus en disant que «, 6 sont des périodes, qu'en disant que % est une période. On peut se demander aussi s'il peut exister des fonctions unlvoques admettant trois périodes distinctes n, b, c,
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c'est-à-dire des fondions f{u) lellcs que l'oti ail, rpel rpc soit u et quels que soient les entiers m, «, p,
En disant qnc les périodes a, b, c sont distinctes, on entend qu'elles ne peuvent pas s'exprimer toutes trois en fonction linéaire à coefficients entiers de deux péiiodes de /(«)■ S'il en était ainsi, on n'aurait rien de plus que dans le cas des fonctions à deux périodes, etc.
81. Avant d'essayer de répondre à ces questions, nous établil'ons le lemme suivant :
Si une fonction univoque/(M) est régulière en un point, «o (n" 53) et ne se réduit pas à une constante, il existe un nombre positif s tel que la valeur absolue de toute période de cette fonction soit certainement supérieure à &.
En effet, dire que la fonction f{u) est régulière en «o, c'est dire qu'il existe un nombre positif -/] tel que, pour toutes les valeurs de h qui vérifient l'inégalité
l'on ait, en désignant par ii l'ordre de la première des dérivées di; /{h) qui ne s'annule pas pour u = ««,
Or, s'il en est ainsi, on a vu (n° 36) qu'il existe un nombre positifs tel que la série qui figure entre crochets dans le second membre de cette égalité ne s'annule pour aucune valeur de h moindre que ï en valeur absolue. Si donc on veut que l'on ait
il faut que I n | soit supérieure à s,
82. Il résulte de là que si la fonction univoque /(«), régulière en u„, est périodique, les_ différents points qui figurent les diverses périodes que cette fonction peut admettre sont tous à une distance du point o supérieure à s. Si cette même fonction admet
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les deux périodes a, b, elle admeltra comme périodes tous les nombres ma + nb, en désignant par m et « des entiers. En particulier, la différence de deux périodes quelconques sera une période; par suite, si l'on figure les diverses périodes par des points, la dislance de deux quelconques de ces points sera supérieure à E, puisque cette distance est ia valeur absolue de la différence entre les affises de ces points, différence qui est elle-même une période.
On en conclut que, dans une portion limitée du plan, il ne peut j avoir qu'un nombre fini de points figurant des périodes; en effet, on pourrait paver le plan avec de petits carrés dont la diagonale serait inférieiire à i ; or, dans chacun de ces carrés, il ne peut y avoir qu'un seul des points considérés.
83. Nous allons maintenant établir les deux pi'opositions suivantes :
I. Si une fonction univoque/{«), régulière en un point Ho, et qui ne se réduit pas à une constante, admet deux périodes a, b dont le rapport soit réel, il existe une période a de la fonction f{u) dont toute autre période est un multiple entier : en d'autres termes, cette fonction est simplement périodique et a. en est une période primitive.
Il, Si une fonction univoque/((i), régulière en un point «„, et qui ne se réduit pas à une constante, admet deux périodes a, h dont le rapport soit imaginaire, il existe un couple de périodes a, P de la fonction/(H), tel que toute période de cette fonction soil. une fonction linéaire homogène à coefficients entiers de a, p.
i" Si a, b sont des périodes dont le rapport est réel, tous les points ma -+- nb sont situés sur la droite qui passe par les points ■o, fl, b ; leurs distances mutuelles sont plus grandes que e ; il y a donc un de ces points qui est plus rapproché que les autres de l'origine, puisque sur un segment fini de cette droite ayant son origine en o, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de points figurant des périodes. Soit a l'affise du point le plus rapproché; tous les nombres jaoL, où jD désigne un entier, sont des périodes; ils sont figurés par des points équidistants sur la droite considérée ; or, aucune période p ne peut être figurée par un point situé entre
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deux points conséculiCs joa, [p -\- \)%, sans t[uoi la dialaEce tles points p et pa serait moindre que |a|, et, puisque la difFéreoce entre les périodes pa et p est une période, il y aurait «n point ligiiranl une période plus rapproché de zéro que le point a; ainsi, toutes les périodes sont des multiples de a, en particulier a et b, qui ne sont pas des périodes distinctes. La fonction est simplennent périodique et a est une période primitive ( ' ).
a" Si donc la fonction /(«), régulière en un point, admet deux périodes distinctes a, b, le rapport de ces deux périodes, et, pnr conséquent, l'une d'elles au moins, est imaginaire.
Avant d'aller plus loin, il convient de se rendre compte de la façon dont sont distribués tous les points ma + nb, m et n étant entiers.
Tous les points ma sont des points équidistants sur la droile qui passe parles points o, a; de même les points nb, sur la droite
(0 On arrive à la même conclusion par les considérations arithiméliques que
Supposons d'abord qne le rapport - 9oil nn nombre rationnel - > q et p étuni des entiers premiers entre eux ; il existera alors un nombre a tel que l'on ait
et il suffit de prouver que o est une période pour démontrer que o et È ne sont pas des périodes distinctes ; or c'est ce qui résulte de ce qu'il existe des entiers p', q' tels que l'on ait
1 '-pp'-\-qq',
■j. = p'a vq-b.
Supposons maintenant que le rapport des deux périodes - soit un nombre irrationnel réel p; la théorie des fractions continues montre qu'il existe des fractions à termes enlieis , à dénominateur aussi grand qu'on le veut et, telles que l'on
absolue Ali pa — qb on «(/J ^ 7?) étant
peut être supposée aussi petite que l'on veut; mais, pa — qb étant une période, voit que cela est impossible sï la fonction /( u) est régulière en quelque poi
r,oîisiDiînA.TioNs cénéralhs son les FONr/rcoss rÉmoniyuEs. i/|5 qui passe par les points o, b : les deux droites sont d'ailleurs distinctes, puisque le rapport -■ est imaginaire ; si, pat- les différents
points de division de la première, on mène des parallèles à la seconde, et, par les différents points de division de la seconde, des parallèles à la première, on décomposera le plan en un réseau de parallélogi-ammes tous égaux et dont les sommets auront des affixes de la forme ma -|- nb ; le point ma -\- nh sera obtenu par l'intersection de la parallèle à la seconde droite, menée par le point ma, et de la parallèle à la première droite, menée par le point nb.
Nous désignerons sous le nom Ae premier parallélogramme du réseau le parallélogramme ajant pour sommets les points o, a,a-\-b, b, et nous regarderons comme appartenant à ce parallélogramme tous les points qui lui sont intérieurs, les points situés sur le côté qui va de o à a, sauf le point a, les points situés sur le côté qui va de o à b, sauf le point b ; les points situés sur les deux autres côtés n'appartiennent pas au premier parallélogramme. De même, tous les points u + ma + nb, où m, n doivent prendre encore toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, sont sitiiés aux sommets d'un réseau de parallélogrammes identique au précédent, et qui s'en déduirait en faisant subir à toute la figure une translation égale au segment qui va du point o au point a. Tous ces points u -\- ma + n6, pour lesquels la fonction f{u) reprend la même valeur, sont situés de la même façon par rapport aux parallélogrammes du premier réseau {ma -|- nb) qui les contiennent; nous dirons de tons ces points qu'ils sont congruents ; étant donné un point quelconque u du plan, il existe un point appartenant au premier parallélogramme, et un seul, congruent au point u.
Il est clair, d'après cela, qu'on connaîtra entièrement une fonction admettant les périodes a, b, si on la connaît pour tous les points qui appartiennent au premier parallélogramme du réseau ; elle se reproduira dans les autres parallélogrammes.
Remarquons encore, en général, que si n, i, c sont les affixes de trois points, le quatrième sommet du parallélogramme ayant l'un de ses sommets en a et ayant pour diagonale le segment qui joint les points 6, c a pour affixc b + c^a; en effet, si l'on
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désigne par d cette affixe, on devra avoir, en vertu de la représentation géométrique de l'addition des nombres imaginaires,
il résulte de là, en particulier, que, si a, /i, c sont des périodes de la fonction /(«), le quatrième sommet de tout parallélogramme dont a, &, c sont trois sommets figurera aussi une période.
Ceci posé, imaginons que la fonction univoque/(M), régulière en un point, admette les deux périodes a, b k rapport imaginaire et considérons l'ensemble des points qui peuvent figurer des périodes de celte fonction : ces points, que nous appellerons points-périodes, sont isolés, et leurs distances mutuelles sont au moins égalesàe; choisissons arbitrairement l'un d'eux, et menons, à partir du point o, la demi-droite qui le contient; il y aura sur celle demi-droite une infinité de points-périodes, mais, comme on l'a vu plus haut, il y en a un qui est plus rapproché de o que les autres ; désignons-le par a ; décrivons du point o comme centre un cercle, avec un rayon plus grand que | a | et assez grand pour embrasser un ou plusieurs autres points-périodes, non situés sur le rayon qui passe par a; faisons tourner ce rayon autour du centre de façon à rencontrer un point-période situé dans le cercle avant d'avoir décrit deux angles droits, et arrêtons-le dès que l'on a rencontré un tel point; désignons par ^ le point-période le plus rapproché de o, situé sur le rayon dans cette nouvelle position. Il est manifeste que le triangle ayant pour sommets les points o, a, p ne contient à son intérieur ni sur son contour aucun autre point-période que ses sommets; il en est de même du parallélogramme ayant pour sommets les points o, a, a + p, ^ : ce parallélogramme, en effet, est séparé en deux triangles par la diagonale qui joint les deux points a, P; l'un de ces triangles a pour sommets o, a, p; le second a pour sommets a, p, a-^p; or si ce second triangle contenait à son intérieur ou sur son contour un point-période y distinct de ses sommets, le sommet a+ p — Y ^^ parallélogramme dont le segment qtii joint a, ^ est une diagonale et dont y est un sommet, serait un point-période et appartiendrait au premier triangle, ce qui est impossible. Le parallélogramme dont les sommets sont 0, a, ce -|- p, ^ ne contient donc à son inlêrieur et sur son contour aucun autre point-
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période que ses sommets. Dès lors, si on le considère comme le premier parallélogramme d'un réseau dool les sommets auraient pour af fixes les différentes valeurs de mm-i- n^, on voit qu'aucun parallélogramme du réseau ne pourra contenir à son intérieur ou sur son contour (en dehors des sommets) aucun poiu [^période, sans quoi, le point congruent du premier parallélogramme serait un point-période, ce que l'on a démontré être impossible.
Ainsi, toute période de la fonction f(u) esit nécessairement de la forme /nx + n p, et l'on voit en particulier que cette fonction ne peut admettre trois périodes distinctes (').
En résumé, lorsqu'une fonction univoque /( «), régulière en un point, admet un couple de périodes à rapport imaginaire, il existe
(') La démonstration arilhniétiqufi de cette dernière propositi généralisation de la méthode d'approïimation des fraci et qui est due à M. Hermite.
Soient a^, a,, . . ., a^, n nombres réels quelconques; on peut en approcher comin il suit par des fractions à termes entiers et de même dénominaleur : soit J^ « entier positif arbitrairement choisi et a: un des nombres i, a, . . ., -CTi P'^""! pour a:,, te nombre entier défini par les iné|;alités
sont nulles on en restera là; sinon on prendra pour a; un autre des nombres de la -.uite I, s, . . . , J^. Si, après avoir essayé tous ces nombres, aucun des ^" sjstemes dp n nombres entiers positifs moindres que 4^, formés par les parties entières des n expressions -(^(a,ai — œ^) n'est composé de nombres tous nais, c'est que deuï systèmes sont composés de nombres identiques, puisque, avec les i^
nombres o, i, 2, -i^— i, on ne peut former que J^' systèmes distincts de 11.
nombres, et que l'un de ces systèmes est formé de 11 nombres nuls; par suite, dans le cas supposé, il existe deux nombres ic, a;', pris dans ta suite 1,2, ..■, i^, tels que les parties entières des n expressions
Dès lors, on aura
en résumé, on peut toujours choisir les entiers x, a:,, ic,, , . ., x,,, tels que l'on ail.
l48 CALCUL DIFrÈiinsTIEL.
un couple de périodes dont toutes les autres périodes sont des fonctions linéaires à coefficients entiers : un tel couple de périodes est dit couple primitif ; nous verrons d'ailleurs plus tard qu'il en existe une infinité. La fonction f{u) est dite doublement périodique.
A la vérité, rien encore n'autorise à affirmer l'existence de pareilles fonctions, existence qui a été supposée dans ce qui précède; c'est la construction de ces fonctions qui va maintenant nous oc-
84. Parmi les fonctions univoqucs, les plus simples sont les fonctions rationneUes; mais on aperçoit de suite qu'elles ne peuvent être périodiques, à moins de se réduire à une constante. 11 j a, au contraire, des fonctions périodiques parmi les fonctions transcendantes entières; telles sont les fonctions simplement périodiques
le nombre x est pos i f et a plu e al â J il est facile d'assigner des limites supérieures aux valeurs alsol es dea n rabres a:,, œ,, . . . , x„. Ceci établi, on dénontrera comme 1 sut l'impossibilité de troi^ périodes
a = ï. + î. 6 = p: + lA î e^^^ + t'i;
si l'on désigne par x, y, s des entiers, le nombre P -i- iP', où l'on suppose
sera aussi une période, et il suffit, pour établir la proposition énoncée, d'établir
ipiel'on peat choisir les entiers ce, y-, z de manière que fes valeurs absolues de P,
P' soient moindres que toute quantité donnée : or, on tire des égalités précédentes
(V->>»^-(i^^'-H-''')3 = Pt^'-P>,
(),[j.'-),'iJ.)y-CX'v-),v')3 =V\-W;
en effet était nulle, le rapport ^ serait réel, et ce casa déjà été exclu; or, après aToir fixé le nombre entier -!^, on peut déterminer les entiers j:,y, a de manière que les premiers membres des égalités précédentes soient moindres en valeur absolue que -^; si donc on désigne par j, e' des nombres moindres que i en yaleur
'LW~ 1»
J^ peut être supposé aussi
grand qu'on le veut, P
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sinar, e^\ mais toute fonction entière, transcendante ou non, qui est doublement périodique se réduit à une constante. C'est Jà une proposition extrêmement importante, due à Liou- YÎUe et dont l'illustre géomètre a montré qu'elle pouvait servir de principe pour fonder la théorie qui nous occupe ('). Sa démonstration est d'ailleurs immédiate; considérons en eil'et le réseau de parallélogrammes formé, comme il a été expliqué plus haut, au moyen de deux périodes; une fonction (transcendante) entière restera évidemment finie dans le premier parallélogramme du réseau; sa valeur absolue y restera inférieure à un nombre positif fixe Â; et, à cause de la périodicité, cette valeur restera moindre que A dans chaque parallélogramme, c'est-à-dire pour n'importe quelle valeur finie de la variable : or, on a vu (n" 3S) que, dans ces conditions, une fonction transcendante entière se réduit nécessairement à une constante; le théorème de Ijioaville est donc démontré,
8S, Après les fonctions transcendantes entières, les fonctions univoques les plus simples, parmi celles qui admettent des dérivées, sont celles qui n'admettent pas d'autres singularités à distance finie que despôles : sauf en ces pôles (et au point oo), elles sont partout régulières ; leurs pôles sont nécessairement isolés. Elles se comportent comme des fonctions rationnelles pour toutes les valeurs finies de la variable. Rappelons encore qu'elles peuvent être regardées comme le quotient de deux fonctions entières, transcendantes ou non (n" 74); ce sont ces fonctions que nous considérerons exclusivement, et voici la marche que nous suivrons pour former celles d'entre elles qui sont doublement périodiques.
Considérons une telle fonction univoque /{(*), n'ayant pas d'autres singularités à distance finie que des pôles. Supposons que l'on ait
•!>(«) et ^"(") désignant des fonctions entières (transcendantes ou non) de la variable u, qui ne s'annulent pas pour une même
(') Leçons sur les foncUom doublement périodiques {Journal de Crelle, l. lAXXVIII).
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valeur de «; les pôles de /{u) correspondront aux zéros de W{k), ses zéros correspondront aux zéros de *(")• Supposons qne la fonction/(w) admette les périodes a, b, dont le rapport sera nécessairement imaginaire, et envisageons le réseaii de parallélogrammes formé au moyen de ces périodes. Dans le premier de ces parallélogrammes, la fonction /{«) aura au moins un pôle, sans quoi, elle n'en aurait nulle part. Elle en aura, d'ailleurs, an nombre fini, sans quoi, elle admettrait nécessairement dans ce parallélogramme un point singulier essentiel, limite des pôles en nombre infini. Si les pôles distincts appartenant au premier parallélogramme sont
tous les points congruents aux points p,, fj-^, . . . , p^ seront aussi des pôles de la fonction, avec les mêmes degrés de multiplicité respectifs que ces points. En effet, si m, n sont des entiers, ma ■+- nb est une période et, par conséquent, ^,+ ma h- nb est un pôle de même ordre v; que p,, (/^ i , 2, . . .,g)\ donc la fonction ^'■(u) admetfra comme zéros tous les points ^i-\- ma + nb, avec l'ordre v;, (i;= i, 2, . . .,ç/); elle n'en admettra pas d'autres. De même, dans le premier parallélogramme, la fonction /(w) admettra au moins un zéro; car, autrement, la fonction doublement périodique
qui n'admet aussi d'autres singularités que des pôles, n'aurait aucune singularité si elle n'admettait pas quelque pôle dans le premier parallélogramme; ce serait donc une fonction entière, et, par conséquent, en vertu du théorème de Liouville, une constante. Dans ce premier parallélogramme, /{«) ne peut admettre qu'un nombre fini de zéros; soient donc
les zéros distincts de la fonction 3>(w), appartenant au premier parallélogramme, et soit ^,; {i= 1, 3, ,/>), l'ordre de multiplicité du zéro «j-; tous les nombres «;+ ma -\- nb seront des zéros d'ordre ja,-, (i =^ i , 2, . . , , /)), pour la fonction W(«), et celle-ci n'admettra pas d'autres zéros.
Imaginons donc qu'on construise, par la règle de M. Weicr-
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Strass (n" 71), une ïonction transcendante entière rf« (') admettant pour zéros simples tous les nombres ma-{- nb, et n'en admettant pas d'autres, on devra avoir, en vertu du théorème q\ie nous venons de rappeler, et en désignant par «(«), ^{u) des fonctions (transcendantes) entières de u,
*(«) = e?t«i[tf(«-û.)lt'4'^("-«ï)>'---[a'("-«p)]l'f. q'(<<) = e^'<'"[tf(M-p.ir'-['^(''-POP'---L«'(«-WP''- En effet, on voit de suite, comme au n" 72, qiie la fonction, régulière pour toute valeur finie de w, et ne s'annulant pour aucune valeiir de u,
*(ii)
[tf(u-a,)]^^.[<r("- ",)>>... Ltf(«-«;.)]^/
est une fonction (transcendante) entière de u du la forme
U en résiiUe que la fonction/(i() est nécessairement de la forme
Nous retrouverons cette forme plus lard, avec une signification plus précise; nous avons seulement voulu montrer ici comment l'étude de la fonction rfw s'imposait d'une façon nécessaire; c'est la construction de cette fonction et l'examen de ses propriétés élémentaires qui vont maintenant nous occuper.
C'est Eisenstein qui, le premier, a construit cette fonction (^). Toutefois le produit infini à double entrée qu'il considère n'est pas absolument convergent et est, par suite, moins maniable que celui que nous allons considérer en suivant la méthode et en adoptant les notations de M, "Weierstrass.
(') Dans les Ghapilres qui suivent, on désignera par ce symbole une fonction particulière entièrement déterminée.
(') Genaue Untersuchung der uoendlichen Uoppelpcoduitte, aus welchen die elliplischen Funktionen als Quotienten zuiammengesetit sind. {Eisenstein' s Mathematiacke Abkandlurtgen, p. 3i3; Berlin, 1847.)
CHAPITRE II
L\ FONCTION rf(i ET LliS FONCTIONS QUI EN DlilRTVENT,
I, - Les trois fonctions cj;, >;«, pa. L'argument augmente de ?.u)ï. 86. Nous adopterons les noLalions el les convcnlioiis qui
Désignons par 2W|, aw, deux nombres dont le rapport soit imaginaire ; nous apprendrons bientôt à former des fonctions doublement périodiques, pour lesquelles ces nombres constitueront un couple primitif de périodes, et nous emploierons de suite les mois périodes pour désigner ces nombres; quoiqu'il en soit, nous considérerons le réseau de parallélogrammes formé par les points
m, Il prenant toutes les valeurs entières positives, miHes ou négatives; comme dans le n" 83. Nous désignerons sous le nom de premier parallélogramme le parallélogramme dont le premier, le deuxième, le troisième et le quatrième sommet auront respectivement pour affixes
lepremier, le deuxième, le troisième elle g'^dî/'/èmecôlé joignent respectivement les points o,aw,; atO), awi-f-aoïa; yW)-i-2(!Jj, 2(03) 2(1)3,0. Comme an n" 83, nous regarderons comme appartenant au premier parallélogramme loiis les points intérieurs, et tous les points situés sur le premier et le quatrième côté, sauf les points 3(o,, 20)3. Nous adopterons des conventions analogues pour le parallélogramme dont les sommets sont
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qiii seraL dit parallélogramme des périodes relatif au point u; tous les points «+ 27rtCi)(-H2n(i)9 sont dits congruents; supposons en particulier que le point u appartienne au premier parallélogramme, tous les points congruents sontsitués,par rapport aux divers parallélogrammes du réseau qui les contiennent respectivement, de la même façon que le point u par rapport au premier parallélogramme. Étant donné un point quelconque «' du plan, il existe un point u appartenant au premier parallélogramme et congruent au point u' ; l'affixe de u est la valeur réduite de u' .
Dans le langage de l'Arithmétique, on dit que les nombres u et m' 5ontco/î^rw5 par rapporiau système de modules awi, aw,, ou encore, congrus modulis 2w,, 2(03, si l'on a, en désignant par m et n des nombres entiers,
87. Nous allons maintenant nous occuper du problème posé à la fin du Chapitre précédent, de la construction d'une fouction transcendante entière admettant comme zéros simples tous les nombres irruû, + antog, en désignant toujours par m, n des entiers positifs, nuls ou négatifs.
La série à double entrée
HP
étant absolument convergente (n" 18) lorsque a est un entier plus grand que deux, on voit que la fonction cbercbée est une fonction transcendante entière de genre deux.Voutl^ construire, il faudra donc, d'après le théorème de M. Weierstrass (n°71),
{') La notation un peu singulière modci. a élé proposée par Gauss {Werke, t. II. Nachlass, p. ïSg}; elle a été adoptée et est employée couramment par M. KroQecker et ses élèves, pour distinguer les congruenoes snivanE un système de modules des congruences suivant un seul module. Cette même notation est adoptée en Algèbre par M. Kronecker dans un acna bien plus général. (Voir^WtAmetische Théorie der algebraisohen. GrSssen, Festachrift et les Sitzungsberiehte der Berliner Akademie, surtout depuis 1886.)
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prendre pour facteurs primaires les quantités
dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les deux, facteurs doivent être regardés comme liés indissolublement. Le produit infini à double entrée
ni
où s doit être remplacé par les diverses valeurs que prend l'exprès s loo
quand on y met à la place de nî, n les différents nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs, à l'exclusion de la combinaison m = o, nz=o, est alors absolument convergent quel que soit u. Il jouit de toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. Il en est de même du produit infini à do\ible entrée
qui admet pour zéros simples toutes les valeurs de s et n'admet pas d'autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs de s, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, et en outre la valeur o; en d'autres termes, toutes les valeurs que peut prendre l'expression zmisi, + zntuj quand m et n sont des entiers quelconques.
C'est cette dernière fonction transcendante entière que nous s par
ou, quand nous voudrons raeltrc les périodes dont on part, e dence, par
Alors, toute fonction transcendante entière admettant les n
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zéros simples, eL n'en admettant pas d'autres, est de la forme
OÙ g{u) désigne une l'onction entière quelconque, 88. On a donc, par définition,
En prenant la dérivée logarithmique du produit infini à double entrée, couime s'il s'agissait du produit d'un nombre fini de factenrs, on obtient une série à double entrée
qui représente (n" 71) la dérivée logai'itbmique — — de la fonetiou^M; les éléments d'un même tpvme
doivent être considérés comme liés indissolublement.
Les pôles de la fonction --— que cette série représente sont ici bien en évidence: ce soni tous les points 5; ce sont des pdles simples.
Nous désignerons, par ^u, la fonction -— ainsi 1
engendrée de rf«.
Lorsque nous voudrons mettre en évidence les n
ombres w,, w, au
moyen desquels elle est formce„nous écrirons
On a donc
La fonction ^u engendre elle-même, par dilTéren tiation, une fonction — ^'u qui est représentée par la série à double entrée
... ■ Zi Uu-,f
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obtenue en différenliant, terme par terme, la série qui représente — X^a. Les éléments d'un même terme
doivent toujours être regardés comme liés indissolublement.
Les pôles de la fonction — "Qu sont bien en évidence : ce sont tous les points s ; ce sont des pôles doubles, Nous désignerons par pM ou, si l'on veut, par p{m]w),(D3), cette fonction --"Qu engendrée de X^u et, par suite, de du.
On a donc
De même pu engendre par différentiation une fonction p' ii qui ;st représentée par la série à double entrée
Z {u-sf ''2u{u-lf
obtenue en différenliant, terme par terme, la série qui représente pu. Les pôles de p' u sont bien en évidence : ee sont tous les points s ; ce sont des pôles triples.
On a donc
où la somme est étendue à toutes les valeurs s -— amw, -t- 2 «ùj^, y compris zéro.
89. Les propriétés qui suivent se lisent immédiatement sur les formules {II|_,).
La /onction cii( est impaire. En eii'et, à chaque valeur de s, non nulle, correspond évidemment une valeur égale et de signe contraire, en sorte que, au facteur
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correspond le facteur
et ces deux facteurs se permutent l'un dans l'antre quand on change
Il en résulte immédiatement que "C^u est aussi une fonction impaire, pu une fonction paire et p'« une fonction impaire; cela se voit d'ailleurs aussi sur les formules (IIî_a).
On a encore immédiatement, quel que soit le nombre a différent de zéro,
III
(3) p(««|««>i,K»,,)=^,p(«|<o„ma).
90. Soit S la dislance du point o au plus rapproché des sommets s du réseau de parallélogrammes.
Si l'on a I i( ! < S, on peut écrire
donc, en remplaçant dans l'expression de î^« chaque terme qui ligure sons le signe \ par
et en ordonnant ensuite, ce qui est permis (n" 38), on aur; seule condition | h | < 3,
î»=i-»'i:"'i-«'i;"'i-— »"2"'?fc.-
ou, en tenant compte de ce que, dans les sommes de la fi
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les termes se détruisent manii'estement deux à deux.
En jnlégranl par rapport à «, un a
C étant la constante d'intégration et ]a détermination de logM dépendant du cberain d'intégration. On aura donc
La constante C doit être prise égale à zéro, afm que le rapport — ait pour limite l'unité quand u tend vers zéro, ce que la formule (II| ) exige manifestement. En remplaçant
-'"'S'''t~'""S"~~-par le développement en série entière en «,
on voit que d u peut se mettre sous la forme
Ce développement est valable quel que soit u; il n'a, à la vérité, été établi que sous la condition |m|<S; mais, comme la fonction crw peut être mise sous la forme d'une série entière en m, partout convergente, et que cette série doit coïncider avec la série (IV,) pour toutes les valeurs de u qui satisfont à la condition précédente,
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elle coïncide nécessairement (n° 36) avec celte même série, quel
On remarquera qiie le terme en it^ manque dans le développement de du.
D'un autre côté, en différeutiant par rapport à h la relation (IVj), on trouve ia formule suivante, que l'on aurait aussi bien pu déduire de la définition de pw.
Cette formule sera valable tant que l'on aura j h | <; o ; si celte condition n'est pas vérifiée, le second membre n'est pas convergent. En différentianl encore une fois, on trouve
La méthode précédente permet sans doute de calculer autant de termes que l'on voudra dans le développement en séries de du, i^«, ^u\ mais elle ne permet pas de trouver la loi de formation de ces séries. Ce n'est qu'après avoir obtenu des équations différentielles aitxquelles doivent satisfaire ces fonctions que l'on peut établir cette loi. Il convient toutefois de signaler dès maintenant ce fait important que les coefficients des séries (IV,.,) sont des polynômes entiers à coefficients rationnels par rapport aux. deux nombres
(ivo ^^--=^'=2'''7i' -'■^-'^"S*''^'
Les nombres g^ et ^3 ont reçu le nom dHn.i'arianCs, qui sera justifié plus tard.
91. La formule (11,) peut être transformée comme l'acte la formule analogue pour sinita; dans le n" 79. En désignant par a un nombre assujetti seulement à ne pas être égal à l'une des valeurs de s, on aura, en remplaçant dans (II, ) u par u + a.
cf(« + «)_
II
l6o CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Or le facteur primaire, qui figure sous le signe TT , peut être regardé comme le produit des trois quantités
et, à cause de la convergence manifeste de chacun des trois produits infinis dont les facteurs s'obtiennent respectivement en donnant à s, dans les expressions précédentes, tontes les valeurs dont ce symbole est susceptible, sauf la valeur zéro, il est clair
que ■ — ~ est égal au produit de ces trois produits infinis.
Le dernier d'entre eux est égal à une puissance de e dont ^e^posant est
mais, en vertu des formules (Ui) et (11^), on a
D'autre part, le second des prcdviits infinis est, en vertu de la formule (fit), égal à
On a donc
<ïr!(.-^)'
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En faisant rentrer parmi les facteurs du produit infini le fae
qui n'est antre chose que le facteur général qui figure sous le signe I I , dans lequel on supposerait 5 = 0, on aura finalement
(Vi)
ï^is^«-"="ï--nl(--^)---
oii 5 doit prendre toutes les valeurs, sans exception, que l'on obtient en remplaçant, dans l'expression a«î W| -H anws, m et n par tons les nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs.
En prenant les dérivées logarithmiques, par rapport à u, des deux membres de l'équation précédente, on tombera sur la formule
(vo ;(« + «)-
Et, en prenant les dériyt^es par rapport à u dans les deux membres de cette dernière égalité, on a
Ces deux égalités se déduiraient tout aussi bien des formules (lli)
a (II.).
92. Les égalités (V) ont ceci de très remarquable que les quantités qui figurent dans les seconds membres ne changent manifestement pas quand on j remplace a par a -f- «, où j est l'une quelconque des valeurs que peut prendre amw, + a^wj. II est clair, en effet, q\ie, par ce changement, l'ordre des factetirs ou des termes qui figurent dans le produit infini ou dans les séries est seul modifié. Ainsi, considérés comme des fonctions de a, les premiers membres sont des fonctions doublemenl. périodiques à
péril
ode;
yGoosle
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Voici quelques conséquences essentielles qui résultent de cette remarque et dont nous empruntons la déduction à Halphen ( ' ) : 1" On a
d'oii, en remplaçant u par b — «,
on voit donc que les deux membres sont égaux à une constante, indépendante de a et de 6. Pour déterminer celle constante, supposons d'abord que les deux entiers /n et « ne soient pas tous deux pairs, en sorte que -s ne soit pas un des nombres exclus pour a ;
posons alors « := et rappelons -nous que p est une fonction
paire; on voit que la conslanle cberchée est alors nulle.
On a donc, en particulier, pour m =; i, n = o et pour m ^^ o,
et, par conséquent, quels que soient les entiers m et n,
(VI.) ,(,, + .2».„,+ î,»».) = pU.
2" On a de même, en conservant les mêmes notations,
En réduisant, au mojen de l'égalilé précédente et en posani u = b — a, il vient
Ici encore les deux membres sont donc égaux à une conslanle indépendante de a et de b. Pour la déterminer, dans le cas où m
et n ne sont pas pairs simiiltanément, posons «= 1 ce qui
est alors permis; rappelons-nous aussi que la fonction Ç est impaire, et nous aurons alors, pour la valeur de cette constante,
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En particulier, pour m = i, « = o, pour m =; — i, n = — i el pour m=^o, n = i , on a
OÙ le nombre w^ est défini par la relation
el est inlrodiiit poiii' des raisons de symétrie dont le lecteur s'apercevra bienlôt.
On en déduit
de sorte que l'on a
On pose habituellement (VU) K'oz^-ra,
en sorte que la relation précédente peut s'écrire
et que l'on a, en écrivant u au lieu de a,
U« + 2o.„) = (;« + 2ïi„ (« = i,s,3); donc aussi, par répélition, quels que soient les entiers m et n, (Vis) Çf«+-a/««>i + 2n<03) = Ç" + 2mvi, + a«-ia-
3° Enfin, on a, en conservant toujours les mêmes notations.
En réduisant, au mojen des égalités précédentes, il vient
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et, en remplaçant u par b ^- a,
ïliii) ,-«„.,.*■,,,) „ ?(» + ') --.■■,.,.-u.,.v.
Ici, encore, les deux, membres sont égaux à une constante indépendante de a et de b, et, si m, a ne sont pas tous deux pairs, on déterminera cette constante en posant
ce qui est alors permis. On obtient, dans ce cas, pour cette constante, la valeur
on a donc, pourvu que l'un des deux entiers m, n soit impair, el, en particulier,
La première de ces trois égalités, par répétition, donne
de même
tf(tt + an <U3) = (-1)" â2,i,(««+n'«,) ;
en remplaçant, dans l'avant-dernière égalité, u par j( 4- 2 7J<i)3 et en tenant compte de la dernière, il vient
sans qu'ici l'on ait à exclure le cas où m et ti seraient pairs à la fois; on a posé, pour abréger,
A = 27], [m{«-i- anjioj) 4- m2(0,J -h -ivia [«M + îî'ios]
= (aniT.i-H 2nil,)(K-i- m«.i-i- ntUî) -I- 2m«CiiiUi3 — 7,1(0,).
En échangeant m, w,, n, et n, Wj, ïi,, on aurait de même
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OÙ
Il (aul que l'on ail. e' ^^ e" et, par suite, que
soit un multiple entier de aiti, quels que soient les entiers m, n. Si, en particulier, on prend m ^ i , « = i , on voit que
est un multiple entier de — ■ On peut ajouter que c'est un multiple impair, puisqu'on doit a\oir à la fois
ce qui implique
On prouvera p!us tard (n" 108) que l'o
suivant que le coefficient de i dans — est positif ou négatif.
Quoi qu'il en soit, dans le seul cas d'abord esclit, celui où m et n sont pairs à la fois, la quantité
sera un multiple de aTtj, et l'on aura, dans ce cas,
On a donc, dans tous les cas,
Ajoutons encore que, de la double périodicité de jim, on
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déduit immédiatement celle de toutes ses dérivées jj'm, p" u, ■■■ ■ On a donc
(VIO p'(« + î.m.O,+ 2«tO,)=P'«-
Si l'on fait dans celte formule h ^ — to, , m = i , /( = o, on a
d'ailleurs, puisque la fonction pu est paire, la fonction p' u est impaire; on a donc
puisque (0| n'est pas un pôle dejV^;. De même p'u^^z o, p'w3:=o : ainsi
Le lecteur retrouvera immédiatement ces résultats sur l'égalité qui donne, par exemple,
il est manifeste que le second membre est composé de termes égaux et de signes contraires qui se détruisent deux à deux. On verra de même que les dérivées d'ordre impair de la fonction pu s'annulent pour m = (i>,, Uï , Wj. La formule (Vie bis) povir a= I, î, 3 se trouve aiusi établie à nouveau.
La périodicité de p' u est d'ailleurs mise directement en évidence par la formule
car le second membre ne change évidemment pas quand on change « en M + ami W| + aH| w3,où m, et «i sont deux entiers déterminés quelconques : dire que l'indice s prend toutes les valeurs a.TiW) 4- anwa ou dire que s — 2m, ai, — 2/1^*113 prend toutes les valeurs amw, -(- 2«(J3, c'est, en effet, dire exactement la même chose, et la somme double étant absolument convergente,
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on peut, sans changer sa valeur, intervenir à volonté l'ordre de ses termes.
De la périodicité de p'u ainsi établie directement, on aurait pu déduire celle de pu et, par suite, les formules établies plus haiit pour X,{u+ amw, + 2/iWs) et rf(i(+ amto, + anwj). En effet, de l'égalité
par exemple, on déduit, en intégrant,
istante; si l'on pose a^ — n),, cette dernière
formule devient
on en conclut que c = o, car jjm est une fonction paire et ai, n'est pas un pôle de p u.
De même, la relation
donne, en intégrant,
c est encore la constante d'intégration, dont on trouve la valeur 2 Çwi , en supposant u =^ — (o, et en se rappelant que Ç u est une fonction impaire. EnGn, en intégrant l'équation différentielle
et l'on trouve c ^w, en supposant encore « = — (o, .
Ajoutons que les périodes îwi, 2W3 constituent un couple de périodes jDï'tmi'aVes pour la fonction j)m; en effet, puisque o est un pôle de cette fonction, toute période de pu doit aussi être un pôle; or la série qui définit pu montre qu'il n'y a pas d'autres pôles que les nombres 5 congrus à zéro, modulis 2w,, 2033.
Le parallélogramme que nous avons désigné comme premier peut donc aussi être désigné sous le nom Ae primitif .
Nous avons ainsi établi, sur leur définition même, quelquesunes des propriétés fondamenlates des fonctions riu, tji^ pu.
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II. — Premières relations entre les fonctions tf w, Ci P"t p'"-
94, Nous allons maintenant faire une courLe digression pour établir entre ces fonctions quelques relations plus cachées, mais de la plus haute importance. A la vérité, nous aurons occasion plus tard de retrouver ces relations par une voie peut-être plus naturelle, et comme conséquence immédiate de l'application aux fonctions doublement périodiques du théorème fondamental de Cauchy sur les intégrales de fonctions d'une variable imaginaire prises le long d'un contour, mais il nous sera commode, quand nous continuerons l'élude directe de la fonction rf, d'avoir ces relations, afin de pouvoir écrire nos formules sous une forme plus définitive; les nombreuses propositions de la théorie des fonctions elliptiques, d'une pari, se groupent, comme le verra le lecteur, autour d'un petit nombre de principes, et, de l'autre, se pénètrent mutuellement ; la digression que noiis allons faire évitera des répétitions et des renvois fatigants; elle aura d'ailleurs l'avantage de montrer immédiatement au lecteur le lien des fonctions que nous venons d'introduire, d'après M. Weierslrass, avec des questions qui lui sont certainement familières. C'est tout d'abord une relation, analogue à la formule
que nous allons établir. La fonction (ÏKJoue, à certains égards, le même rôle que la fonction
dont la dérivée logarithmique admet pour dérivée
de même qiie la dérivée de la dérivée logarithmique de rfw e — pu.
Les deux fonctions de u
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se rapprochent naturellement Tune de l'aulre; tout d'abord, elles sont toutes les deux doublement périodiques, avec les périodes 2W|, 2ti)3, ainsi qu'il résuhe, pour la seconde, delà formule (VI, ), qui montre que, si l'on remplace u par w + awa, le prodiiil tf{« + a)d[u — a) se reproduit multiplié par le facteur
exactement comme d-ti. D'ailleurs, des deus fonctions considérées, la première pu — pa s'annule pour toutes les valeurs qui annulent le numérateur de la seconde, el, ce qui importe surtout dans la démonstration qui va suivre, les pôles des deux fonctions sont les mêmes avec les mêmes ordres de multiplicité; ce sont les nombres s, qui tous sont des pôles doubles pour les deux fonctions; aux environs du pôle o, la fonction pu — pa se présente sous la forme
d'un autre côté, le produit d(a -+- «)a'(« — u) est le produit des deux séries
les premiers termes de son développement suivant [es puissances de u sont donc
d'ailleurs le développement de rf^ u commence par un terme en m-, avec le coefficient un, puisque celui de ^h commence par le terme u : on a donc, dans le voisinage du pôle o,
par conséquent, la différence
est régulière aux environs du point o; comme c'est une fonction
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(loublemenl. périodique, qui admet pour période l'un quelconque des nombres s, qui ne, peut pas avoir d'autres pôles que ces nombres, et que tout se passe auloiir de ces points comme autour du point o, il est clair qu'elle est régulière en tout point à distance finie ; c'est donc, en vertu du théorème fondamental de Liouville, une constante, et cette constante est nulle, comme on s'en assure en supposant u=: a; on a donc
(Vil,) pu~pa^~
c'est la première relation que nous voulions établir. 9S. EUe montre tout d'abord que l'équation
n'admet pas d'autres solutions que celles des équations
tf(<. + «) = o, tf(K-«) = 0, c'est-à-dire que les valeurs de u données par !a formule
on déduit de là sans peine une seconde démonstration de ce que aw,, atiia constituent un couple de périodes primitives pour la fonction doublement périodique pu.
Remarquons encore que les trois nombres poi,, pto^, pw^, qui joueront dans la tliéorie un rôle essentiel et que nous désignerons respectivement par e,, ^a, 63, sont différents; si l'on avait, par exemple,
on devrait avoir
+ (u, ES [u,-i- Wj (raodd. 3(0], 2 0)^}; 01' ces congruences entraînent toutes deux la suivante
(U3 ^; o (modd. a(ii|, awj), qui est impossible.
La relation (VII,) conduit immédiatement à une relation
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très importante, qui résulte de l'idenUlé évidente
En désignant par «, 6, c, u des nombres quelconques dont nous supposerons d'aljord qu'aucun n'est congru à zéro modulis aw,, 2 W3 et en posant
A = pa, B = p?', C = pc, D = p«,
(pM-pfl)(p6-pc)-^(pH-p6)(pc — pa)
-l-(p)i — pc)(p«— pi) = o.
En remplaçant les quantités JJH — pa, pb — pc, ... pur
et multiplianl par ri-iKi'^ad^b'i^C, il vient (Vil,) . +rf(«+6)3-(«-é)tf(c-H«)tf(c-«)
Le premier membre de cette égalité, élanl évidemment une fonction continue des quantités u, a, b, c et restanl nul lorsque quelqu'une de ces quantités s'approche de l'un des nombres congrus à zéro modulis 2iiif, 2(1)9, est nécessairement nul encore lorsqu'on atteint cette limite. L'égalité (Vll^) a donc lieu, quels que soient les nombres u, a, b, c.
Cette belle ideniiic offre ceci de remarquable qu'elle caractérise la fonction du; d'une façon plus précise, il n'existe pas d'autre fonction transcendante entière que la fonction rfu dont la dérivée se réduise à 1 pour « ^ o et qui jouisse de la propriété qu'esprime l'égalité (Vlla); nous renverrons pour la démonstration de ce théorème, dont nous ne ferons pas usage, au Traité des fonctions elliptiques de Halphen, t. I, p. 187.
97. En prenant la dérivée logarithmique des deux membres de la formule (VII,), successivement par rapport à u et par rapport
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à a, on obtient les relations
pii — pa qui, par addition et sooslrac-tion, donnent
formule f[iic l'on écrit liaLitucllcmcnt
et qui porte le nom Ae foi-mule d'addition de la fonction 'Q. On a, en particulier,
En prenant la dérivée, par rapport à U, de la relation (Vil^), on obtient de môme W/ormule d'addition relative à la fonction pu
^ ■' ' ^ ■ ' ' 2 dii\_pu — pa \
Dans ces i'ormules, tes sigaes supérieurs se correspondent.
98. Nous allons encore déduire de la relation (VII, ) une relation entre pu et sa dérivée p' u, qui nous amènera, dans un instant, à ce fait capital que la fonction pu vérifie une équation différentielle très simple du premier ordre.
On peut écrire la relation (Vil,)
en faisant tendre u vers a et passant à la limite pour « ^ «, on a donc, quel que soit a,
ET LES FONCriO.NS QUI EN DÉRIVENT.
Or la formule (H,), si l'on y remplace u par 2 m, devient
groupons les facteurs où m, n sont pairs, ceux où m est impair et n pair, ceux où m est pair et n impair, ceux où m et « sont impairs; en tenant compte de la formule (V,), qui donne, pour
nl(-
et en tenant compte aussi de la relation vi, + ï]2 + '1^3 ^ o, nous o!) tiendrons, pour la \aleur de <i[iiu), l'espression
On a donc
et, par suite, en changeant u en — u et en remarquant que les fonctions rf et p' sont impaires,
En multipliant ces deux égalités l'une par l'autre et en tenant compte de l'égalité (VII,) pour a = (lia, on a enfin
Mais les deux fonctions pu et p'u sont doublement périodiques et admettent le couple de périodes (aw,, a(i)3).La fonction transcendante entière
doit donc être aussi doublement périodique d'après l'égalité précédente; elle ne peut donc être qu'une constante, comme on le voit directement ou comme il résulte du théorème fondamental de Liouville. Or ceci exige que l'on ait
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Ainsi la fonction pu et sa dérivée p'u sont liées pai- la relation
(Vils) p'=K==4(pM-ji<0i)(j)u — piUaXpw — pw^).
Nous en concluons, en posant
(VIU) pQ,a = e„, ei-i-e2+ea = o,
que la fonction de u, y^ pu. est une intégrale particulière de l'équation différentielle du premier ordre
dont l'intégrale générale est doncj' = jj((/ -h c), où c est une constante arbitraire. En prenant pour
\/i{r-er)(y-e,)(,j-e,)
celle des deux déterminations de cette racine qui est éga — p'u, nous voyons aussi qne les deux variables u et y=: sont liées par la relation
dy
car, pour u = o, on a y ^ rji.
99- Avant de passer à un autre objet, nous allons encore déduire quelques conséquences essentielles de l'équation différentielle du premier ordre à laquelle satisfait pu.
Et d'abord on peut écrire cette équation différentielle
p'^u = 4p'« + 4(e2ea -i- «jèi + ei^î) \^u — ^e^e^e^.
Remplaçons dans les deux membres pu et p' u par leurs développements en séries donnés par les formules (IV3) et {IV, ), que l'on peut écrire
p' !( = — — -4- 2 Ci M 4- 4 C3 O
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en posant, pour abréger (IVi),
On aura alors
^ " "^ T^i ~^ '^ ~^ 3cj + ..., P'^"= ^ — -^'- — i6cs 4-.. .;
donc, en égalant, dans les deux membres de l'équalion différentielle, les coefficients de — ^ et les termes indépendants de u, on obtieot les deux relations
— 8f;, = i2C!-i-4(e2ej+e3fi,-i-fi,eO,
d'où l'on déduit
ÈKa-l-eaCi -hc,C5 = — 5c5 = f ^ " " Xd jï'
oe qui permet d'écrire l'équation différentielle sous la forme ( ' )
100. En prenant les dérivées par rapport à u et en divisant [jar p'u, on tire de celle équation
(') Comparez Eisemstein, loc. cit., p. a85. Les formules (5) et (6) sont identiques à nos formules (Vllj} et (VTIJ. Kronecker a proposé récemment, pour honorer la mémoire d'Eisenstein, d'écrire en{u) au lieu de pu, ie symbole en étant formé au moyen de la première et de la dernière lettre d'Eiseostein. Nous conserverons la notation de M. Weierstrass, qui a fait conuaiti-e le râle et la place de la fonction pu dans la théorie des fonctions elliptiques : celte noiation, d'ailleurs, est aujourd'hui universellement adoptée.
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En prenant les dérivées encore une fois, on a (VIIO p'"« = iîp«p'w,
et l'on petit continuer ainsi el obtenir, en tenant compte chaque fois des équations précédentes, les dérivées successives de pu en fonction de p« et de p'u. On aperçoit sans peine qne ces fonclion-i sont rationnelles entières en pu el p'u; on peut même montrer que les dérivées d'ordre pair de pu sont des fonctions rationnelles entières de pw seulement et que les dérivées d'ordre impair de pu sont égales au produit de p'u par une fonction rationnelle entière de pu seulement.
Ce résultat, en effet, se vérifie de suite sur les formules précédentes pour les dérivées seconde et troisième; il se démontre ensuite par induction, sans aucune difficulté.
iOi. L'équation (Vil,) permet d'obtenir sans peine, par des calculs successifs, les coefficients c^, c-^, . . ., e,-, ... au moyen des deux coefficients
En remplaçant, en effet, p" u et p^'( par leurs développements e série, on trouve, après quelques réductions faciles, en égalai dans les deux membres les coefficients de u^""'', la relation
On reconnaît en particulier que, comme on l'avait annoncé au commencement, tous ces coefficients sont des fonctions entières à coefficients rationnels de g^ et de g^ et que, par conséquent, toutes les sommes telles que
où !• est un entier plus grand que 3, s'expriment par des fonctions entières, à coefficients rationnels, au moyen des sommes
r?- Ti
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Lorsqu'on se donne to,, (i>a, ces deux dernières sommes, ou, ce qui revient au même, les quantités g^ et ^3 sont déterminées sans ambiguïté.
Nous montrerons plus tard que, inversement, si l'on se donne les quantités g-2 et gj, telles toutefois que les racines e,, d, e, de l'équation
soient différentes, c'est-à-dire telles que le discriminant
tj = ^iffl ~ V ffl) = (e«.— e,y (e,- e^)-' (e, ~ e^y^
de cette équation du troisième degré soit différent de zéro, il existe deux nombres w, et (uj qui vérifient les équations (TV^)
et tels que le coefficient de i dans le rapport — soit différent de zéro (et môme positif). La fonction pu, formée avec ces quantités 2(D|, 2(i>a, satisfera manifestement à l'équation différentielle (Vils); elle sera, dans le voisinage du point zéro, représentée par une série de la forme
et, comme on vient de vérifier que les coefficients, Cj, C3, ..., Cr, ... sont entièrement déterminés par g^ et g^, on voit que ces coefficients g^ et gi déterminent sans ambiguïté la fonction pu, bien que, à la vérité, les équations (IV5) admettent une infinité de solutions Wi, oj^.
Cette remarque justifie la notation
P("; gîy gs)
pour représenter la fonction ainsi déterminée. La fonction ^u est d'ailleurs entièrement déterminée dans les mêmes conditions, puisqu'on doit avoir, dans le voisinage du point zéro.
yGoosle
Enfi condiuoiî!
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fonction dit est aussi dcLermince s
i ambiguïté par les
au du - -■ ' ^ ' ! successivement
Ci il' c,u6
en sorte que l'on pourra employer les notations
pour représenter sans ambiguïté ces fonctions.
lOâ. Les équations d'iiomogénéilé (111) prennent une forme un peu différente avec ces nouvelles notations. En effet, quand on multiplie a>i et (1)3 par a, les nombres g^ et g-,, en vertu de leurs définitions (IVs), sont multipliés respectivement par -;i j : 011 aura donc
On observera que cette dernière relation se 1 sur l'équation différentielle
p'^a = ^p'a — g.pa — gi.
La fonction
doit en eifel véritlei' l'équation dilTérentielle
ciiielqiii
( ET i.iîs ïONCTioNS QUI ES dériyh:
\ du)
■tu) =i("-!)--s.c-i)-f..
qui s'obtient en changeanl dans (Vllg) pu en a^o; ces deux fonctions doivent donc être identiques, puisqiie, dans le voisinage du point zéro, leurs développements suivant les puissances de n doivent commencer tous deux par nn terme en -^•
103. La méthode précédemment exposée nous fournit le moyen d'avoir autant de termes que l'on veut dans les développements
de du, Zu ) TfU 7 en séries entières en u, chacun de ces
termes étant exprimé en fonction entière de g^ et de g). Il est utile d'avoir les premiers termes de ces développements, dont on verra plus tard l'usage fréquent. Nous transcrivons ci-dessous ces premiers termes
SÈ
aî.5
ffl
On rappelle que les deux derniers développements ne sont convergents qu'aux environs du point zéro.
Le lecteur rapprochera naturellement ces forniulcs des formules (IV).
m. — Représentation de o'u par un produit infini à simple entrée.
iOi. Nous allons maintenant reprendre l'étude directe de ia fonction dtt et chercher à transformer le produit infini à double entrée, qui définit rf«, en produits infinis à simple entrée.
Supposons n différent de zéro et désignons par P„ !e produit de toits les facteurs primaires de dit pour lesquels 11 a la même valeur. Un de ces facteurs
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~ 2mW| + 27J(iJ3, esl. le produit des deus qni
ot- les deux produits infinis que l'on obtient en prenant respectîvemenl pour facteurs ces deux quanlltcs, où m prend toutes les valeurs entières de — oo à +00, sont évidemment convergents. Le premier produit
d'iiprès la formide {}/,), où l'on remplace 1.1 par ■— et a pai ^-, est égal à
l.e second est égal à une puissance de e dont l'exposant e quantité qui, en raison de la formule (I3), est égale à
Il reste à effectuer le produit des facteurs primaires où « -= o. Ce produit
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esL égal au produiL des deux produits convergents
et
d'ailleurs (n° 69)
P„ = ~ i e^iwî .
oA Po esl supposé remplacé par sa valeur établie plus liaiil. GclLc formule, ayant été obtenue uniquement en groupant les facteurs du produit infini qui définit du, est valable quel que soit u; le produit infini à simple entrée est absolument convergent el l'ou peut en prendre la dérivée logaritbinique.
Comme la dérivée logarithmique de P„ est
on aura, en désignant cette expression par Q,;,
^ 12 Cl? 2;ù, 2Ui JU ^'
Cette dernière formule aurait pu être déduite très aisément de la formule (lia) en groupant ensemble les termes qui correspondent à une même valeur de n. On peul prendre la dérivée de la série
j83 calcul différentiel.
qui figure an second membre, terme par Lerme. Si donc on pose
On parviendrait d'aiUeurs à cette dernière formule par un groupement convenable des termes dans le second membre de l'équation (II3).
103. Ces formules se simplifient; cela résulte de ce que la série
est convergente, parce que Se rapport ~ est imaginaire.
Si, en effet, a cl b sont des nombres réels dont le dernier n'est pas nul, on a
donc, puisque les valeurs absolues des quantités
et que la valeur absolue d'une somme de deux termes est plus grande que la différence des valeurs absolues de ces termes,
\s\n(a-hbi)\ est supérieure à si 6 est positif, à —
si b est négatif; on a donc toujours
Si donc on désigne par p la valeur absolue du coefficient de i
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et, pai' conséquent, la série considérée est absolnment convergente.
106. Ceci posé, considérons la valeur de du. Puisque l'„ est le produit des deux quantités
et que le produit infini
est absolument convergent et n'a pas une valeur nulle, il faut que le produit infini
Si d'ailleurs, dans ce produit infini, on groupe ensemble les termes pour lesquels n a des valeurs égales et de signes contraires et si l'on tient compte de l'identité
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. r[ii'il prend la forme
où le caractcre de convergence absolue est manifeste, puisque la
série
^ . . nu>:
est absolumenl. convergente.
On a donc finalement
régcr,
(Xi)
où l'on a posé, pour abrège
(XO
Le lecteur rapprochera naturellement la formule qu'on vient de trouver pour /iu de la formule d'Euler qui doone sinx sous forme de produit infini.
On aura de môme
, ,, , _ )li « Tt TTU T. v^''H u — 3n.tu.i niUî] (Xj) r,a= — 1 COt ~-^— > COtTÏ + ROtTi^ ■ !,
Si, dans l'avant-dernière formiilc, on fait w =: di, , ou trouve
en remarquant que, pour deux indices n égaux et de signes contraires, les termes sous le signe \ sont alors égaux et de signes
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contraires. Ceci montre que la quantité ■!!), définie parla formule (X.,), est hien la même que celle que l'on a définie plus haut par la formule ( VI^ ) .
107. On peut, dans les formules (X), échanger w, et 0)3, ce qui reviendrait d'ailleurs à grouper, dans le produit infini ou les séries qui ont servi de définition primitive, les facteurs ou les termes pour lesquels m est le même; 'r^, doit alors être remplacé
Les formules (VI), relatives aux changements que produit dans les fonctions du, X^u, pu l'addition de 2tû, ou awj à l'argument, ont été obtenues dans le n" 98 par une voie détournée; il importe de remarquer qu'elles se lisent en quelque sorte directement sur les formes (X) données à ces fonctions et sur celles qiii s'en déduisent en changeant u», en Wg, eu sorte qu'un groupement, d'ailleurs bien naturel, des facteurs primaires de du met en évidence ces propriétés fondamentales.
Si, dans la formule (X2), on fait u = w^, on trouve
en posant, pour abréger.
la seconde valeur de A s'obtient, en eflct, en prenant lu demisomme de ia première et de celle qu'on en déduit en j cbangeanl M en — n.
On a d'ailleurs, comme on le voit en faisant la somme des /*
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premiers termes dans la seconde expression,
Or si, en désignant par a et 6 des nombres réels, on suppose
— ' r.:a-i- In,
on aurii, h étant un entier positif,
COt A (a -h /)(■)= i ' - Ua.1^ -htiJ -Ua.1^ hb ''
et il est manifesle que, lorsque h augm.ente indéfiniment par valeurs positives, le second membre tend vers — i ou vers 4- t, selon que h est positif ou négatif; on a done, suivant les cas,
et, par suite, comme on l'avait annoncé (n" 92),
suivant que la partie réelle de-— esl positive ou négative.
109. Nous nous servirons de la formule (X^) pour vérifier directement l'identité démontrée déjà au n" lOi
que l'on retrouvera encore plus tard par une antre voie. On trouve de suite
rrH5-|i
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Les deux dernières sommes prises ensemble donnent
D'un autre côté, écrivons ta formule (X,) sous la forme
si nous observons qu'on a, en séparant les termes où n est pair
et que, à cause de i'identité
et de la convergence des séries employées, on a
il vient, en remplaçant dans l'expression de \^ — - — -_-— , multipliant par 4 t;t réunissant les deux séries Èi termes identiques,
donc
En substituant cette valeur de -fj, dans l'expression trouvée plus haut pour ptOi + ptoaH-pw^, on voit de suite que cette somme est nulle.
CALCUL BlPPÉliEKTIEL.
IV. — Les cofouotious ffiw, ^su, (f^u
HO. A la fonelion du, il convient, pour la commodité des notalions, d'adjoindre trois autres fonctions rf, m, rfï«, rfaM qui jouent, par rapport à du, le rôle que le cosinus joue par rapport au sinus.
En désignant par a l'un quelconque des trois nombres i, a, 3, nous poserons ( ' )
(XM ^-'= ''''"y:7°'"' = """''j:r'" -
Ces fonctions sont définies de manière que toutes trois se réduisent à I pour u^o. Elles sont toutes trois des fonctions
qui mettent ce fait en évidence, résultent immédiatement des
(') Dans ses recherches fondamentales sur les fonctions elliptiques, M. Hermite a désigné des fonctions admettant les mêmes zéros que les trois oofonctions f,u, en affectant d'un indice double la fonction qu'il coDsidère. Cette notation, qui offre, elle aussi, de grands avantages, a été appliquée par M. Klein à la fonction au {Abkandlangeii der kônigtichen sàcksischen Gesellschaft der Wissenscha/ten, t. XIII; i885). Voyez aussi les Vorlesungen Uber die Théorie der elUptiscken Modulfunctianen du même auteur. Il convient de prévenir le lecteur qui voudra lire les beaux travaux de M.Klein que les quantités qu'il désigne paru,,
",■ ^1' \ ^""^ celles que nous désignons par au,, au,, aT|,, aTj,.
On passe des fonctions o-^u, a',,!/, tf„M, y,," de M. Klein aux fonctions au,
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égalités
en y remplaçant u par m ^ lo^ et en se rappelant que la fonction du est impaire.
Les dérivées logarithmiques de ces trois fonctions, que nous désignerons par Ça(w)i sont des fonctions impaires et s'annulent pour u =^ o. Elles peuvent être définies par les formules
{Xh) ïc:« = a« + '^«)-vi„ (« = !,,., 3).
Les dérivées des fonctions ^a.{ii-), changées de signe, ne sont autre chose que les fonctions
On montrera tout à l'heure que p[u -+- tû^) s'exprime rationnellement au moyen de p u.
m. Nous allons d'abord, par quelques exemples, montrer l'utilité de ces notations.
Envisageons, par exemple, l'expression trouvée pûur(j(a«) au n^OS. Elle pourra s'écrire maintenant
De même, l'expression obtenue dans le même n" 98 pour p' u peut, en tenant compte des égalités
s écrire ,
De même encore, la relation (Vll|), pour a ^ (Oh, pourra s'écrire maintenant
et nous pourrons, à î'aide de cette relation, séparer nettement les deux racines carrées de pu — e^ et, par suite, les racines carrées des sixdifïérences des nombres e^, e^, 63, ce qui nous sera bientôt très utile.
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Nous conviendrons de désigner par la fonction univoque de u
En faisant u ^^ W3 dans la formule on a i3onc anssi
Ail moyen des relations (IV), nous pouvons trouver maintenant autant de ternies que nous voudrons dans le développement des fonctions s'a u en séries entières en u. En extrayant la racine carrée de pu — e», de manière que la fonction rf^M donnée par la formule
soit égale à + j pour u =^ o, on aura facilement
mais on n'aperçoit pas, par cette méthode, la loi do formation des coefficients.
H2. Nous allons maintenant développer pour les trois cofonctions des formules analogues à celles que nous avons déjà obtenues pour la fonction tf «. Ces formules résultent immédiatement des définitions, des formules (VI,_,), (VII„), {VIIO> (XI,) et (Xia). Pour simplifier l'écriture, nous ferons, une fois pour toutes, la convention suivante:
Les trois indices a, p, y désigneront toujours les trois nombres entiers ], 2, .^, pris dans un ordre quelconque, de sorte que l'un des trois indices a, fl, y soit i, que l'autre soit a et que celui qui reste soit 3, Quand, dans nne formule, figureront deiis seulement des trois indices a, p, Yi on pourra donner à chacun de ces
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deux, indices l'une quelconque des valeurs i, 2, 3, pourvu qu'on ne leur donne pas la même valeur. Enfin quand, dans une formule, ne figurera qu'un seul des trois indices a, p, y^ il sera entendu que cet indice pourra prendre l'une quelconque des trois valeurs i, 2, 3.
Ceci posé, voici les formules annoncées, Oii les signes supérieurs se correspondent ainsi que les signes inférieurs :
1 tfa(i(-(-20)„) = — e=nJ''+»«>ira«, 5'c((« + amo)M-l-2n(op-t-ar(Uy)
(XIM >
(XII.) Ca(«±">„) = <« ±1a,
] eljMc = i— '— = -—__!_ .
Les formules (XIT)) se déduisent de la définition des fonctions tfaH {Xl| ) en supposant u = («a, u = wp et en se rappelant que d(2Ma) est nul, que Wy est égal à — wa— <op. Parmi les formules (XII2), la première résulte des formules (VI,); la deuxième et la troisième s'obtiennent en remplaçant dansles formules (XI,)
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u par i( + 2«a ou (t + 2wp et en réduisant au moyen des formules (VI| ) ; la quatrième se déduit de la formule (VL) en y remplaçant « par î( + 2/'(i)î et en réduisant au moyen de la formule (Xe) qui montre que chacune des quantités "/laWp — vipWa est égale à ± — . En changeant dans la quatrième formule (XIIj ) u en u -\- Wd, on obtient aisément la cinquième. La première formule (XII3) ne diffère pas de la définition des fonctions rfa«; les premières expressions de (ia{u + <ùa), rfa(H-f-w^) s'en déduisent en changeant u en m -H Wa, u + tù^ et réduisant au moyen de la première formule (XIlj); en changeant ensuite u en — u, on obtient les expressions analogues pour <i'a{i( — ^a)': ^a{'i — <^3)- La seconde expression de ija(«±wg) se dédnit de la première en tenant compte de la seconde formule (XIT,); en remplaçant, dans celte seconde expression de (>„(« — wp), «par tog, on obtient une équation qui ne diffère que par les notations de la première formule (Xlïe), laquelle permet de ramener la première des expressions de rfa(« — t^a) à la seconde. Les autres formules (XIIo) s'obtiennent en remplaçant k respectivement par wp et Wa dans les expressions de a'(« -h (l'a)? 3'a(« + (op),
113, Remarquons encore que, si nous remplaçons dans l'expression -^- — ) obtenue dans le numéro précédent pour ^/e^ — e^, rfptda par sa valeur tirée de (XII)), on obtient la relation
(Xiii.) '''"-"^ = --'-ï0l7p-
Si l'on compare cette formule à celle qu'on en déduit en échangeant les indices , on a de suite la relation
D'ïiUeur., à ciu.e des fonmiles
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Cl chacune de ces qiiantilés est égale à ± — ■
Dans le cas oii le coeflicient de i dans — est positif, on a
et, par conséquent,
Dans des applications très fréquentes, e,, e^, e^ sont des nombres réels tels que l'on ait
aussi convient-il d'écrire los relations précédentes sous la forme
Si !c coefficient de t dans - était négatif, on devrait elianger
114. Si maintenant, dans la formule (Xï,), on change u en : -t- (,)„, on a
or, en vertu des relations (XII3) et (Xlj), le second raemhn peut s'écrire
uiad'îo.^ C
a donc
(Xlils) p{u + ^^) = er^^-
pu-e^
formule qui est d'un usage fréquent dans les applications et qui pourrait se déduire aussi facilement du théorème d'addition relatif à la fonction pu.
T. et M. - I. i3
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115. Les relations (XT.i) mellent en évidence des relations algébriques entre les fonctions ^h, rf, «, s'a;/,, (^j w; en effet, en éliminant pu entre ces relations, on trouve
(XIV,) *â«-^^« = (^p-^.}ï'«;
parmi les relations de cette espèce, il j en a évidemment deii\ d'indépendanles.
Signalons, comme conséquence de ces formules, \a relation
■M6. An moyen de ces mêmes relations (XI,), la formule fondamentale (Vil,) peut s'écrire
tf(H-^a.)tf(«^
- =pa-pu = ~
Si, dans cette dernière Ibrmide, on change « en <ï + Wa et si l'on lient compte des formules {XII5) et (XIj), on trouve
de même, en changeant u en u ■+- (u^, puis échangeant les indices * et j3, on trouve
(SV3) tf^{tt--a)a-a((i-«) = crâ«3'^a-(e„-^p)tf!«tff«.
Au reste, l'identité entre les deux seconds membres des deux dernières formules résulte aisément des relations enti-e les quatre fonctions rf, relations qui permettraient d'ailletirs de transformer de diverses manières les formules précédentes.
Nous joindrons de suite à ces formules d'autres analogues qui donnent les expressions des produits rf(i(-t-«)(3'„(î( — g), rff (« + a) rf^ {u — a) relatifs à deux fonctions d d'indices différents.
Observons d'abord que, de la formule (VII2), on peut déduire d'autres identités analogues où figurent les cofonclions, en ajoutant, par exemple, aux quantités u, a, b, c quelqu'une des
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quantiiës u,, m,, u^; nous nous contenterons d'écrire les deux suivantes :
.-Hc)tf (H-c)tf„(«H-&)a-((t-6)=o,
^^-i)tfp(«-&)tfa(c^-a)tf(c-a)
^ + c>rf^(«-c)crtt(«-H6)cr(«~S) = o,
donl la première résulte simplement de la formule (VII2) en augmentant toutes les quantités h, a, b, c de ~ , et donl la seconde résulte de la première en y remplaçant u par u -\-t^^; après avoir fait ces changements, on n'a plus qu'à réduire au moyen des formules (XIIs).
Si, maintenant, dans les relations qu'on vient d'obtenir, on suppose c^o, 6 r^ L>p, on trouve de suile, toujours au moyen des formules (Xlla) et après avoir divisé par d^m^ d u)^,
(XV;) ^^{u + a)iiu-a) = iua,u^^a^ya-<ia<ï^a>ï^uc^^u,
celle dernière relation, ai l'on tient compte de la formule (Xlc), s'écrit définitivement
(XV,) tfv(«+«)5'p(«-«)=3'-ïW^3M^ï-7tfp«+(ep-^j)^«3-„«ï«î^^(.
On obtient encore deux nouvelles formules, que nous nous dispensons d'écrire, en cbangeant dans (XV^) et (XV3) a en — a.
117, Nous allons mainletiant déduire de la formule (XV j) l'espression de p- el, en particulier, de p — qui nous sera bientôt utile. En y remplaçant a par u, puis u par - > on trouve
c^a w = <râ ^ tf ^ ^ — ( Ca- ep) tf! - a'? " ;
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en changeant a en p, il vient
d'où, en ajoutant et en retraiicliant,
Sans nous arrêter à ce fait, que ces formules mettent en évidence les valeurs de u qui annulent rf^» + s^u, d^"- — '^^i'-, cliangeons dans la première (3 en y et divisons membre à mcmljro; il viendra
vertu des formules (XI,i),
7p"— eï-r-/pi'-C,. p- _ fi,
— «y v/jJ « - Cg -i- ea i/j) (' -
luUipliant par \/pii — e^ -^ y')3u — Cy et tenant compU; Je
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el, en particulier, en supposant h ^^ Wa,
I] importe de remarquer que, dans ces formules, les radicaux ont ie sens précis qiii a été spécifié dans le n" 112,
118. On obtient immédiatement les expressions de rf) i(, rf^H, ^3 «, décomposées en facteurs primaires, en partant de leurs définitions (XI,) et en utilisant la formule (V,). On trouve ainsi
Cette formule met en évidence les zéros des trois fonctions rf( a.
En groupant les facteurs exactement comme on l'a fait pour d a et en eli'ectuant des réductions toutes pareilles à celles que l'on ;i rencontrées alors, on obtient successivement quelques identités intéressantes. Soit d'abord a=:;i. On remplacera partout, dans le second membre de l'équation précédente, — - — ■ par
alors, en appliquant les foimulcs (l3_:i), on (rom'era, pour produit des facteurs où n reste le même,
Les deux facteurs mis entre crochets donnent naissance à dcf
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produits infinis convergents dont le premier peut, en groupant les termes où /( a des valeurs égales et de signes eontraires, et en tenant compte de l'identité
co.(o - i.) tos(« ^ 6) = COS.- -iin>i,
d'ailleurs la valeur du second s'écrit immédiatement; oo a donc finalement
On a de mêmC; poui
En remplaçant, dans les trois formules que nous venons d'établir, u par M + 2(ù| par exemple, en tenant compte des formules (Xlla) et en comparant les nouvelles formules aux anciennes, on obtient les trois identités
(XVII,) jvi.^^.pw.^J^ 2-
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qui periiieltent d'écrire comme il suil les trois formules oLteniicf
(3) ^..=^-=o.!;iin
<4, .,....îSn[,--
En développant les seconds membres de ces dernières relations suivant les puissances de u, on obtiendra aulant de termes que l'on voudra dans le développemenl en séries entières en u, des fonctions paires rfnW, sans apercevoir toutefois la loi de formation des coefficients. Si l'on lient compte des trois identités précédentes, on verra par exemple, sans peine, que le coefficient de u^ est égal à ^i de sorte que
On retombe a
déjà obtenu a
.me autre voie, sur le développement (XI^)
119. Nous réunirons ici quelques remarques relatives mogénéilé, qui nous seront miles plus tard.
Imaginons que l'on forme d'abord les fonctions d, t„ p et les constantes r|a, Sa qui en dépendent, au moyen des quantités w,, ws, puis que l'on forme les fonctions et constantes analogues au mojen des quantités
(XVIII,) (o'i == Xuj,, (oi ^ Xw,, •,,; - - tu; — w;,
et désignons par -r^'^, e'^ les quantités analogues i aux nouvelles fonctions. Cherchons comment le; tions et les nouvelles constantes s'expriment au mojen det
i l'ho-
ïla, Éf^ relatives noiivelles fonc-
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Les équations d'humogénéilé (III) peuvent s'écrire
(xvni.) C(«IS,..;)=Jï('^l
Eli faisant « = o)',, u = (.>' et en se repo
qiiai
ux définitions des
on en conclut les relations (XVIlIifiw) "^^"1:' "^ = 7^'
Si maintenant on se reporte à la formule qui définit da{i.i.\^\-,'^'^, 3'(«+c.;|«.',,^)=--e''«V{<l<oi,to;)a'„{«]to'„ («',),
on en conclut, à cause des relations précédentes et en [ de la relation d'Iiomogénéité pour la fonction rf,
icnlie
et, par suite, en comparant à la formule qui définit da,{u\iiii, i>>a), mais on a (Xlf,)
donc (XVIIIi)
ce qui s'accorde d'aillenrs avec les résultais antérieurs.
Ainsi les quantités -/ja, ^ea — e^ sont des fonctions homogènes
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de w,, lûj el du degré — i ; le rapport de deux de ces quanlités ne dépend que de —
120. Nous lerminerOES ce paragraphe en disant quelques mots d'un cas particulier, très important d'ailleurs, de façon à per- , mettre au lecteur, au moins dans ce cas, de se représenter l'ensemble des résultats acquis d'une façon moins abstraite.
Supposons W| et -4 réels et positifs. Si l'on suppose en outre
que la variable u soit réelle, on voit que la fonction du est réelle. Cela résulte aisément de la première définition de tfi(, en groupant ensemble les facteurs pour lesquels les valeurs de s sont conjuguées, c'est-à-dire sont égales à
d'ailleurs la chose apparaît nettement sur la formule (X,); la formule (Xi) montre que ï], est alors réel ftl^ositif.-Les fonctions Î^H, pu sont aussi des fonctions réelles; les invariants ^^ ^^ ^a
sont réels-, -^ est réel et«iégattf (X^); e,= pi^u Cs=z più^ sont des quantités réelles, puisque pu est une fonction paire; e^ est donc aussi réelle; les formules (XVII) montrent que les fonctions dg^u sont aussi des fonctions réelles.
Examinons maintenant le signe des fonctions d dans la même hypothèse.
Quand u croît à partir de zéro, du augmente d'abord, puisque d'{o) ^ I ; cette fonction commence par être positive et reste positive tant que u n'a pas atteint le premier zéro au, de du; ce /.éro est simple : donc, si u continue de grandir, du change de signe. Dans l'intervalle (o, 2ii»i), d« est positive; dans l'intervalle (aw), 4wi), du est négative, et ainsi de suite. Pour « ^ o, la fonction d, u est égale à un; elle reste positive jusqu'à ce que u atteigne la valeur w, , puis elle est négative dans l'intervalle ((0|, 3ti),), etc. Les fonctions rf^M, d^u, qui sont égales à i pour u = o, restent positives pour toutes les valeurs réelles de «, puisque leurs zéros sont imaginaires.
Considérons de même les valeurs purement imaginaires u = iu'
20a CALCUL DIFFÉRBNTIEL.
de rargiimenl; la fonction — .- est réelle, et l'on voit de même qu'elle est positive quand i(' est compris dans l'intervalle lo,--^), négative quand u' est compris dans l'intervalle l-^i — -)' etc. Pour ce3 mêmes valeurs, les fonctions paires d^ u soni réelles ; si u' est positif et voisin de zéro, les trois fonctions sont positives; tftU et rfau, n'ayant pas de séros qui soient purement imaginaires, restent toujours positives; au contraire, n'a u admet comme zéros purement imaginaires les multiples impairs de Ug, en sorte que celte fonction est positive quand u' est compris entre zéro et -■:' , négative quand u' est compris entre -^ et 3 -'. ete.
Si l'on se reporte aux formules (XI
on voit par ce qui précède que y/ci — €3 , y'ci — e-i sont des quantités réelles et positives; au contraire, ^63 — Ca est une imaginaire pure et iy/ë^— -Ca est une quantité positive, puisque rfatoj est positif ainsi que — r^; \/eî — £3 , qui est égal à — i\/ei — e-2 (XIII.,), est donc un nombre négatif. On déduit de là d'abord que les quantités réelles e,, e^, ej sont rangées par ordre de grandeur décroissante; leur somme étant nulle, la première est positive, la deniière négative. Enfin, des trois radicaux à valeur réelle
les deux premiers ont la signification arithmétique, tandis que le troisième est négatif ( ' ).
(') C'est là l'inconvénient du système de notations que nous avons adopté et sur lequel nous nous sommes expliqués daas la Préface. M. Weierstrass, suivi en cela par M, Schwarz, au lieu des quantités u,, u,, u,, avait introduit les quau' tités ui, iii', (j]" = bi H- u' ; on fait coïncider les deux notations en supposant u = u„ a' = uij, in' — — uij, puis T, = T\,, T|' — Ti,, 11" — — fil- Dans les Forinetn uiid Lehrsàtae de M. Schwarz, \/e,— e, et '\/e^~e, représentent les quantités que nous désignons par les mêmes sjraboles, changées de signe.
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122. Considérons maintenant la fonction pu. Si u est réel et un peu plus grand que zéro, pu a des valeurs positives très grandes, puisque, dans les environs de m ^ o , la différence pu j reste finie. Reportons-nous aux formules (XI),
j)' ;t ^ — a -^ ^^ ^ = — 2\/jj« — «ii/pw — ej/P" — «a;
on voit qucj dans l'intervalle (o, Wi),p'« est négatif; pu décroît donc de +00 à e, ; si « continue de croître, rf) u change de signe, et, dans l'intervalle (w,, 2Wt), pu croît de e, à +00 ; ensuite, à cause de la périodicité, p h reprend les mêmes valeurs. Ainsi, pour des valeurs réelles de u, la fonction pu reste supérieure à e,, 62, (îj, ce que, d'ailleurs, la formule (XI^) met en évidence.
Envisageons aussi les valeurs iu' purement imaginaires de l'argument u; la fonction paire pu est réelle pour ces valeurs; pour de petites valeurs de u', elle a des valeurs négatives très grandes. La dérivée de p{iu') par rapport à u' est d'ailleurs
en désignant par p'(iu') ce que devient p' u quand on y remplace if par iu'; quand u' est compris entre o et ~, les trois fonctions
rapport à u' reste positive; donc, quand u' croit de o à -!'-, p{iu') croît de — co à e^. Lorsque u' traverse la valeur -.'. ri^i^iu) s'annule et change de signe : donc, lorsque u' croît de -;^ à 2 -^ , p(*'"') décroît de Cj à — so , La fonction reprend ensuite périodiquement les mêmes valeurs.
On a d'ailleurs (Vir,_5)
[^P'('«')r --ap('"') ~ ^.] [P('«')- «.] [P("0 ~ «d et, par suite, lorsque u' est compris entre o et -^i
ip'(.iu') = -r-^p(iu') = 2^[e,-p(ia')][e,-p[iu')\[e,~p(M)\,
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membre doîl êlre positif.
Il résulte de cette analyse que l'on a
^^^ r" dy _____ ,^ r" dy
J,, ■>.,/(y — e:){y — e^liy — Ei) Je, ^/hy^—g'Ly —
' J_^2</{e,'-y)(e,-y)(e,-yj J_„
les radicaux étant pris avec le sens ariihmétiqne.
On a donc exprimé, dans ce cas particulier, Wj, Wj au mojen de g^, g3; on a résolu en quelque sorle, par rapport à w,, Wj, les équations {IV5); mais il reste évidemment à résoudre la question suivanle, qui se pose d'elle-même.
Etant données (') les quantités réelles ^2, ^3, telles que l'équation
ait ses racines réelles, désignons ces racines, rangées par ordre de grandeur décroissante, par g), e^, «a; déterminons les quantités w,, »i>j parles formules précédentes; aura-t^on cfFectivement
C'est là en effet ce qui a lieu. Quoiqu'il ne soit pas difficile de le démontrer, nous renvoyons cette démonstration à plus tard, afin de pouvoir réunir ce qui concerne les différents cas.
Observons enfin, en restant toujours dans le même cas, et relativement à la fonction pu, que, à cause de la relation (VII(), qui montre que l'on a, a et fc étant réels,
la quantité p(a ■+- bi) ne peut être réelle que si le facteur 'i2bi est nul; ceci ne peut avoir lieu que si b est un multiple de -4-, et, s'il en est ainsi, p(a + ii) est en effet une quanùté réelle.
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V. — Transformatioû linéaire des fonctions <i. — Substitution aux périodes primitives de périodes équivalentes.
123. On a vu déjà, sur de Dombreux exemples, le parti que l'on peut tirer de l'application à la fonction du de ce théorème : dans un produit infini, absolument convergent, on peut intervertir l'ordre des facteurs et grouper ces facteurs comme l'on veut; c'est là le grand avantage des notations de M. Weierstrass sur celles d'Eisensiein. D'autres conséquences essentielles de cette proposition vont apparaître dans ce qui suit; elles se rapportent aux éléments de la théorie de la transformation.
Nous avons montré comment on pouvait construire une fonction <iu au moyen d'un couple de deux nombres à rapport imaginaire 2W,, 20)3 et engendrer, au moyen de celte fonction, une fonction doublement périodique admettant 2(0,, 2(1)3 pour périodes primitives ; nous allons montrer (n" 125) comment il existe une infinité dénombres 2fli, '2K3, liés simplement à aw,, 2(03, au moyen desquels on peut engendrer les mêmes fonctions du, X^u, pu.
Mais voici d'abord quelques remarques et définitions qui vont nous servir à caractéiiser ces nombres aiii, aûj.
Soit, en général, F(k) une fonction univoque doublement périodique et admettant 2m,, aw, pour couple primitif de périodes.
Posons (KIXj) ùi = awi-h i(U3, Sis = cw,-H </w3,
en désignant par a, b, c, d des entiers tels que le déteruiinanl (t) = arf — bc ne soit pas nul. On observera d'abord que, dans le rapport —, le coefficient de i est différent de zéro et qu'il a le
même signe que dans le rapport —, ou le signe contraire, suivant que ad — bc est positif ou négatif. Si l'on suppose, en efi'et,
œ, p, A, E étant réeb,
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Il est clair que tout nombre de la forme 2 ^q, -h avijs, où [x, v sont des enliers, est une période de la fonction F(f(), et il est clair aussi qu'un nombre, s'il peut être mis sous cette forme, ne peut l'être que d'une seule façon (puisque le rapport — est imaginaire), et cela même si l'on suppose seulement a et v réels.
124. En résolvant par rapport à w,, (O3 les équations qui définissent sii, £13, on obtient
"' = 5 "'-il"" "■■=^o°°'-5i''''
les quantités w, , w.t ne pourront donc être mises sous la forme |j.si| -l-Viia, [j- et v étant entiers, que si les coefficients iti' "TcT' "70"' Ta ^'^^^ entiers, et s'il en est, par conséquent, do même du déterminant de ces coefficients, c'est-à-dire de
il faut pour cela que (î) soit égal à ± i .
Inversement, s'il en est ainsi, il est évident que les quantités 2(ij|, 2(ij3 et, par suite, toute période de la fonction F(î(), pourront être mises sons la forme 2[jliJ| -I- avfia, p. et y étant enliers. En d'autres termes, si l'on continue à désigner par m, n, y., v des nombres seulement assujettis à être entiers, on peut affirmer que, si CD est égal à ± 1, à cbaque nombre 2[Aai + avos correspond
) nombre amco, -\- anwj, et un seul, qui lui est égal, à savoir celui pour lequel on s
, qui
n = hiL^d-i,
et que, à chaque nombre 2miù) + a/idij, correspond u 2[j.fl| + 2yii3, et un seul, savoir celui pour lequel on a
(S|j. = md— ne, (01 =-
Lorsque (D est égal à it i , nous dirons que le couple (2 a, , 2 n,), défini par les formules précédentes, est équivalent au couple (2tij|, 2(i)j). Les deux couples sont proprement ou improprement
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équivalents selon que (B esl égal à -f- 1 ou à — i ('). Nous ne considérerons plus tard que des couples proprement équivalents, afin que le coefficient de i ait le même signe dans — et — ; mais, loul d'abord, cette restriction n'est pas nécessaire. ; remarquer que, si le déterminant
est égal à ±1, deux noiïiljres a, b, c, d, pris dans une même ligne on une même colonne, ne peuvent être pairs simultanément.
11 résulte de ce qui précède que si le couple 2K,, 2B3 esl équivalent (proprement ou improprement) au couple 2(0|, aiû, et si l'on forme un réseau de parallélogrammes au moyen de aûi, 203, comme on en a formé un au moyen de au,, awj, les sommets des deux réseaux coïncideront; nous laissons au lecteur le soin de montrer que les aires des deux premiers parailéîogranimes des deux réseaux sont égales.
12S. En supposant toujours lescouples (au), 2ft3)et(awi, aua) proprementou improprement équivalents, nons allons maintenant montrerque les fonctions rfu, Çh, pu, formées au moyen du couple (aa,, aûs), sont identiques aux fonctions <iif, Ç«, p«, formées au moyen du couple (atu,, 2W3) : en d'autres termes, on a
I (2) tf(«|a„s,) = :^(«|a>i,u.3),
(XIX) . (3) a"|û!,fi.)-C("|"'„"<s).
\ (4) p(«|si„aO = p("l"^b"^a);
les deux dernières égalités sont d'ailleurs des conséquences évidentes de la première.
On vient de voir qu'on pouvait établir entre cliaque système de nombres entiers m, n et chaque système de nombres entiers Y-, V une correspondance telle que, si l'on pose
aoS CAlCUt 111FFÉRENT1KL.
les nombres s, s soient égaux quand les sjslèmes (m, n) d'une part, ( |j., v) de l'autre, se correspondent et que, réciproquement, cette égalité n'ait lieu que dans ce cas. D'ailleurs les systèmes [A ^ O, V ^ o et m = o, n ^ o se correspondent ; par conséquent, les deux, produits infinis
et
ne diffèrent que par l'ordre des facteurs; on a donc Lien
tf(«j<.„«j.) = tf((i|n„n,).
Le même raisonnement (d'ailleurs inutile) s'applique aux séries qui représentent les fonctions ^u, pu.
126. Les deux séries entières en a (IV,), qui représentent !i(u I W) , Wa), rf(M I a, , ùs) doivent donc être identiques terme à terme; c'est d'ailleurs ce qui résulte de l'expression des coefficients; on a, par exemple (IV^),
=2"i' 7ïo^'=E''i'
et il est manifeste que la substitution des nombres s aux nombres 5 ne change pas la somme des séries qui figurent aux seconds membres; l'ordre des termes seul est modifié. C'est ce qui justifie la dénomination A' invariants donnée aux nombres g-^, gi-
127. Voyons maintenant quelle modification apporte aux fonctions rf)«, d-iU, <if,u, Ç|«, ÎJijH, î^gK la substitution du couple de périodes 2Q|, 2^3 au couple de périodes au,, 2CÙ3.
En définissant d'abord, par analogie, un nombre a^ par l'égalité
et posant ensuite
I.A FONCTION -iu HT LUS FONCTIONS Qfl EN I
OD obùendra de nouveau
Hitia— llani = («tî— 6c) (ï,ni)3—f,j eu, ) ==:(■(! I (1)3— )]3u)i),
OÙ il faudra prendre le signe + ou le signe — suivant que le couple 2ft,, 2 ils est proprement ou improprement équivalent au couple primitif atii,, auj. Quoi qu'il en soit, Hiiis— uaSi, est donc, comme {n" 92) ïi|(J3 — 'la'Ji, un multiple impair de —• Il résulte d'ailleurs du n" 108 que ■r,t<^j — ta^t est égal à
H ou à — ^ suivant que le coeflicient de i dans — est positif
ou négatif. Nous avons vu, d'autre part (n" 123), que le signe du coefficient de i est le même ou est opposé dans les deux rapports — et ~» suivant que le couple a£2,, 2123 est propi-ement ou improprement équivalent au couple afO|, 2(03. Donc, dans les deux cas,
(XX3) iiiiïi— Hjfl, =:£: ^,
où il faut prendre le signe + ou le signe — -, suivant que le coeificient de i dans le rapport — ^ est positif ou négatif.
128. En désignant toujours par s l'une quelconque des valeurs 2().S2, 4- 2vii3, où |j, et V sont deux entiers quelconques, on voit que le noraljre
est congru modiiUs 1l^)^, au, à quelqu'un des nombres s ^ to,, s — W2, 5 -^ (03 ; on sera dans le premier cas si a est impair et b pair, dans le second si tï et 6 sonl impairs, dans le Iroisiùme si a est pair et 6 impair.
Supposons, pour fixer le langage, qu'on soit dans le premier cas. Si l'on se reporte à la formule (V,), on aura, en y remplaçant
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«par w,,
Si, dans le second memLre, on remplace s par s cl d, par a,, on voit de suite, par un raisonnement identique à celui du n" 124, que, à chaque système d'entiers m, n, on peut faire correspondre un système d'entiers [a, v, de manière qne les nombres s — w,, s — a, soient égaux si les deux systèmes se correspondent et que, réciproquement, celle égalité n'ait lieu que dans ce cas; le second produit infini a donc la même valeur que le premier ei l'on a
^■(U+IOllQil
tf(<u,|u>,,«>
□■(«H-fliIft,
, Ûa)
Mais on a
et, dans le cas qui nous occupe, où a csl impair cl pair, on u évidemment
p(£l. I «>], "la) = Plui ] ui, w^) ^ e,.
Si donc on se reporle à la définition de U fonclioii d, u (n" HO), on voit que, dans ce cas, l'on a
D'aillcurs, comme ad — bc est égal à ±: i , rf est, dans le cas qui nous occupe, nécessairement impair.
Si c est pair, on a
p{a% \ £1,, £!a) = P(i"î I wi, W3) = «3,
donc, en remplaçant a par (o^ dans la formule (Yt) et raisonnant comme tout à l'heure, on aura
yGoosle
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lontraire, c est impair, on a
p(aî|ni,iia) = p(t"ï|"Ji, !"3)^
j>(ûa|ii,,ii3) = p(»)s|»).,o.3) =
et l'on par
ient aux relations
tf.i(Mlni.ûs) = a's(«|"'u'«>3)
a'=(«|£!bilî) = a'2(»l"i,".)
La même démonsiration s'applique à tons les cas, et l'on reconnaît que la substitution des périodes 2£i,, aûj aux périodes 2(!),, 2(1)3, on laisse les fonctions d, u, rfjU, rfjif invariables ou ne fait que les remplacer par les mêmes fonctions rangées dans un autre ordre qui ne dépend que de la parité des nombres a, 6, c, d, à savoir dans l'ordre où il faut placer les quantités «i, e^, e^ pour obtenir les quantités pu,, pûa, piia- D'une façon plus explicite, voici le résultai auquel conduit l'examen de ces divers cas. Soient
UI
oui,
i, V sont les nombres enLÎers i,
, 3 ra
que détermine le Tableai
ingés dai
Ki
ii,
co,
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Au-dessous de a, b, c, d, dans chaque ligne horlzonlale, sont les restes de la division de ces nombres par a. Sur la môme ligne, au-dessous de a^ , sia, ssa, sont celles des quantités w, , toj, 11)3, qui sont congrues respectivemeni à ûi, q^, Si^ moduUs aw,, auj. Sur la même ligne encore, au-dessous de X, [i, v, sont les valeurs par lesquelles doivent être remplacés ces indices, tant dans dxu, d^u, rfyi' que dans Ci, e^, e^; enfin, pour la commodité de ce qui suit, chaque ligne horizontale porte un numéro d'ordre qui permettra de désigner le cas correspondant.
Il est à peine utile d'ajouter que la substitution du nouveau couple de périodes au couple primitif ne fait que changer les fonctions i^, i(, Ç^k, X^^u dans le même ordre que les fonctions rf, ((, d-iU, d^u.
Posons (XI
a-(lifiltii,"s) '
puisque les quantités f,i , ë^, Ej ne sont autres que les quantités «i , e-,, fis rangées dans un certain ordre, il est clair que les six différences F.p — Eh ne sont autres que les sis différences ep — Ca rangées dans un ordre convenable, que l'on déterminera sans peine, dans chaque cas particulier, à l'aide du Tableau précédent; mais il importe de remarquer que si l'on a, par exemple,
un ne peut en aucune façon affirmer que l'on a
en adoptant pour chacun des radicaux la signification précise qu'exige la formule (XI^); on sait seulemeut que l'on doit avoir
la détermination du signe qu'il faut adopter dépend de la valeur des restes de la division des nombres «, b, c, d par 4- Nous allons montrer, dans un cas particulier, comment se fait cotle dctermi-
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nation, et nous réunirons tous les résriUats dans un Tableau ; le lecteur n'aura aucune peine à vérifier ces résultats. Pour éviter toute ambiguïté, nous conserverons la notation ^£p — En quand même nous saurons, dans chaque cas particulier, auxquelles des racines g], e^, e^ sont respectivement égales les quantités Ep, r,a, parce que, autrement, on serait amené à écrire deux fois le même symbole, nti radical cari'é portant sur une différence de deux des quantités «i, Ca, 63, avec deux sens différents.
Enfin, dans ce numéro, nous supposerons que le coefficient de i dans -— est positif, et que ad — bc est égal à i ; le lecteur traitera sans peine les autres cas. Dès lors, îe coefficient de i dans -■'- sera aussi positif, en sorte que les formules (XIII,) s'appliquent aussi bien aux quantités y^Ea — Ep qu'aux quantités \/e„ — cp; en d'autres
et il suffira d'avoir les résultats pour les trois radicaux \/e-, — t:^, v/e, — Es, \/ei — Sa-
Nous désignerons, pour abréger, par a', b', c', d' les quotients entiers de la division par 2 des nombres a, h, c, d pris de façon que le reste soit toujours o ou 1 ; par exemple, dans le cas 2" du Tableau (1 = 1, p. = 3, v z= 2), on aura
et l'égalité montre que l'oi
/i{a'd'—b'c')-vi.a' + -id' — ih' = Q--, iéquent, «.'+ d' — b' est pair, donc aussi a' -{- d' -\- b'.
1 ] 4 CALCUL DIFUÉBENTIEL.
A chacun des cas dic Tableau correspond un résuUat de même nature; tous ces résultats sont compris dans le Tableau suivant où, en face du numéro d^ordre de cbaque cas, on a placé la congruence correspondante prise suivant le module 3
Remarquons encore que, en vertu des formules (XII^), quels que soient les entiers p et q, les relations
;( + 3/>u.,-Ha?W3)
B-Ha/KOi-t-içiOa)
■ïx
«-1-3/J(0,+ 5ÇW,)
(t-+-'i/llU,-V-MÇIU3)
Ceci posé, revenons an cas a" que nous traitons comme exemple; on a alors, en convenanL de ne pas écrire les demi-périodes quand elles sont (o,, w,,
tf,(»la,,n.) = J,.i,
_ (^jlfli I ail 03) _ ■i^(^'
»(!i,|ai,ti,) ï(2«'», + f
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q':,(aa|fli,n3) a'(Û2]!i„Û,)
gî[— a(<i'+c'-H)Mi — a(fc'+d')Mi— u),]
3'[— 2(<l'-HC'+l)wl~a(*'-f-rf')u.3— (U3]
la dernière cgalûé provenanL des formules (XlIIf); enfin ,■ _ -■-_ ^i<a, 1 fti, Q3)
Les cinq autres cas se iraileront de la même façon, et tous les résultats se trouvent résumés dans le Tableau suivant : la première colonne contient les numéros d'ordre des six cas; la seconde, la troisième et la quatrième colonne contiennent les va-
((+1 (—0 ^ /ei— i^j
<-,;tv,,_,.
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"VI. — Transformation d'ordre quelconque des fonctions tf. — Substitution aux périodes primitives de périodes nouvelles liées linéairement aux anciennes.
130. Nous avons montré ce cjuc devenaient les fonctions du., d^ H, d^ii, d^u quand, au lieu de les former au moyen des demipériodes ti)|, (03, on les formait au moyen àes demi-période. s (■((0, + fo(i)3, cw, + dd),, oii a, h, c, d sont des entiers liés par la relation
ad— hc = i.
11 est naturel de cliercher, d'une façon plus générale, quel lien existe entre les fonctions
tf(«[«„toj), tf^(«|<o„,o,) (c< = i,^, 3), d'une part, et les fonctions
d'autre part, lorsqu'on suppose
où a, b, c, c/sont des nombres entiers assujettis seulement à cette condition que le déterminant
ad —hc^Cù ne soit pas nul.
Le problème peut d'ailleurs cire notablement simplifié. Nous prouverons en effet, dans le numéro suivant, que, si l'on suppose w, , 0)3, Si, , SI3 liés par les relations qui précèdent, il existe, d'une part, un système (to,, to^) proprement équivalent à {w,, W3), de l'autre, un système {ii\, iSj) proprement équivalent à (ûtjfts)? tels que l'on ait
\, ^ étant des nombres entiers assujettis seulement à ces deux conditions : 1° leur produit est égal à (B ; 2" leur plus grand commun diviseur est le même que celui des nombres a, b, c, d.
Dès lors on voit que le problème posé sera résolu si l'on sait
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quel lien existe entre les fonctions
et les fonclions
el ce dernier problème se décompose lui-même en deux : passer des fonctions d, rf,, d-,, rfs, formées avec un système de demi-périodes W), wj, aux mêmes fonclions formées avec les mêmes demipériodes dont l'ane ou l'autre est multipliée par un nombre entier ou divisée par un nombre entier. Comme le système (wi,wa) est improprement équivalent au système ( — wi, wa), on voit même que l'on peut se borner au cas dans lequel le multiplicateur (ou le diviseur) est un nombre entier positif. C'est le problème qui nous occupera quand nous aurons démontré le tliéorcine annoncé.
131 . Ce théorème, si l'on ne tient pas compte pour un momeni des conditions imposées aux nombres )., fx, revient à dire que, en supposant ii|, Sj définies par les relations
(a) Sii = au), + f>'U3, £i:t = CiO|+ rfuij,
OÙ rt, b, c, d sont des entiers tels que
( 6 ) (Q = ad~bo
ne soit pas nul, il existe des nombres entiers œ, p, y, S, a', fi', f', S' liés par les relations
et tels que les relations (a), jointes aux suivantes
i B'i = a'sji-l- p'Sia, il'a — 7'ai-l-ô'ii3, entraînent les relations
où \ y. sont des entiers. Cela revient encore à dire qu'on peut satisfaire, au moyen des nombres entiers c, p, y, 5, a', ^', y'i
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S', 'K, jx aux relations (c;), d'une parr,, cl., de l'autre
( a-( +Cù:^ [I-f
qui s'obtiennent en éliminant w',, w',, ii,, Sij enire les relations (a), («Oî ('^)i '^^ V^^ fournit les équations
et en écrivant ensuite que les coefficients de w,, (d, sont respectivement égaux dans les deux membres.
Des équations (e), on déduit d'ailleurs immédiatement
(aS - p-f)X[x = tad~/>c)(^'i'- 'fi'-;-),
ce qui montre, en tenant compte des relations {<:), que l'on doit
Ceci posé, supposons d'abord que a, 'c soient premiers entre eux et choisissons deux entiers arbitraires x, y tels que l'on ait
on tirera de là et de la première des équations (e)
d'où l'on déduit sans peine qu'on doit avoir
h étant un entier arbitraire ; ces formules fournissent d'ailleurs la solution la plus générale de la première équation (e) quand on y regarde a', p' comme les seules inconnues. Si, dans la troisième équation (e), on regarde de même -fi ^' comme les inconnues, la solution la plus générale de ces équations sera fournie par les formules
iff) ■;■= i,.-!x-hkc, S'= ii-(y-ha,
k étant un entier arbitraire.
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Si l'on subiiluic, dans la deuxième el la quatrième des équations (e), les valeurs de a', |î', y', 5' données par les quatre formiiies (^'■), on trouvera, après des réductions faciles, en tenant compte de (/),
D'un autre côté, si l'on forme, au moyen des formules (g)^ l'expression a'S' — ^V, on trouve de suite qu'elle est égale à
ce qui montre que l'on doit avoir
Inversement, si l'on peut trouver des nombres entiers X, [a, a, y, A, k tels que l'on ait
le problème sera résolu; car, une fois ces entiers trouves, si l'on détermine fi, 5 par les équations (A) et et', p', y', 3' par les formules (§■), il résulte de l'analyse précédente que les relations (a) et {d) entraîneront les relations («').
On voit, à cause de (A"), que \ |* doivent être choisis premiers entre eux; on décomposera donc lO en un produit de deux facteurs \ [JL premiers entre eux; on choisira ensuite des entiers A, k de façon que les entiers [jlA et "kk soient premiers entre eux; enfin on choisira a, y de manière à satisfaire à l'équation
On peut prendre en particulier \^=: ad ~ Oc, ia =^ i .
13ïi, Supposons maintenant que a et c ne soient pas premiers entre eus, mais que a, b^ c, d aient pour plus grand commun diviseur l'unité.
On commencera par substituer à to,, d^ des nombres proprement équivalents w',"', Wg"', définis par les équations
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S étant des entiers qui vérifient k l'ekl
a = cp -h dr, do = cq -^
Or il est aise de voir qu'on peut choisir les nombres 7!, r premiers entre eux de façon que «o, Co soient premiers entre eux. Il faut évidemment, pour cela, prendre r premier au plus grand commun diviseur de a et de c, puis p premier d'une part à )\ de l'autre au plus grand commun diviseur de 6 elde cf. Si/>, /■ satisfont à ces conditions, il est clair que a„, Co ne peuvent avoir comme diviseur commun un facteur premier divisant soit p, soit /■, soit le plus grand commun diviseur de b et d, soit le plus grand commun diviseur de a et c. Nous imposerons encore une autre condi-
Décomposons (Si en deux facteurs premiers entre eux A et B; A comprendra tous les facteurs premiers de (D, pris avec leurs exposants, qui divisent le plus grand commun diviseur de o et c; B sera formé des autres facteurs premiers. Nous prendrons pour ;■ un multiple de B, ce qui n'est évidemment pas contradictoire avec les autres conditions auxquelles/?, /■ restent soumis. Mais, en éliminant p entre les équations qui définissent «„, Co, on obtient
ce qui montre qu'un diviseur premier de «„, c„ devrait diviser A, B ou /■. Gela est impossible, puisqu'il ne peut diviser ni ?•, ni B qui est un diviseur de r, ni A qui est composé des mêmes facteurs premiers que le plus grand commun diviseur entre a, c.
Les nombres premiers enire eux />, /■ étant ainsi choisis, on choisira q, s parmi les entiers qui vérifient l'équation
et l'on aura trouvé le couple (w','", (■ij"') satisfaisant aux conditions imposées. Des lors, puisque Oo, Cq sont premiers entre eus, on
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pourra, comme il a été expliqué plus haut, trouver des nombres w,, Wj proprement équivalents à u',"', to'j"' et, par suite, à W), (Oj, et des nombres a',, ûj proprement éc|uivalents à fli, n^ tels que les relations (a) entraînent les suivantes
')., [A étant des entiers assujettis seulement à être premiers entre eux et à avoir pour produit ad — bc.
133. Si enfin ii, b, c, d ont un plus grand commun diviseur m , on écrira les relations («} sons la forme
n h ,■ d a, = — mu,-; mujj, nj= — ï/iM,H "IW3,
et l'on est assuré, par ce qui précède, de l'existence d'un système {m<û\, »iWj) proprement équivalent à (mw,, inws) et d'un sjs- . tème (il',, û!,) proprement équivalent à (iii, sij), tels que les relations précédentes entraînent celles-ci :
X, ^ étant des entiers seulement assujettis à être premiers entre
eux et à avoir pour produit 1 D'ailleurs, si les systèmes
(wiiùi, /nwj) et (nid)',, HîWj) sont proprement équivalents, il est clair qu'il en est de même des systèmes ((Oi, w^) el (w',, w!,). Puisque le plus grand commun diviseur de Xm, y-m est m et que le produit de ces deux nombres est ad — bc, le théorème énoncé au début est entièrement démontré,
13i. Nous allons chercher maintenant à exprimer les fonctions d, !^,p formées avec les périodes - — - 1 awaau moyen des fonctions d,'Ç, p formées avec les périodes 2W,, 20)3; n est un entier positif.
Partons de l'expression de <ï ( « -- - , (03 1 décomposée en facteurs primaires (11, )
I l'on suppose
et oi'i [i, V doivent prendre toutes les valeurs entières positives, nulle ou négatives, à l'exclusion de la combinaison [jl = o, v = o.
Nous allons grouper ensemble tous les facteurs primaires pour lesquels les nombres [i. sont congrus suivant le module n; en multipliant ensuite tous les produits relatifs à n nombres choisis arbitrairement, mais telsqueladifl'érence de deux qiielconi^ues d'entre eux ne soit pas divisible par n, il est clair que nous aurons employé Ions les facteurs primaires de o'f» — j (03I et que celte fonction sera égale au produit considéré.
Soit d'abord — r iin nombre entier quelconque non divisible par n; les nombres [i- congrus à — r suivant le module n sont de la forme
p.= iJ.' n — r.
où ^' est un
nombre entier
quclconqi
danles de s :
sont de ia forme
en snpposar
el l'on aura tous les nombres s considérés en supposant que ; prennent toutes les valeurs entières sans exception. Le pro de tous les facteurs primaires correspondants sera
•(--•iri
el la formule (V|), dont l'usage est légitime puisque 2 pas l'un des nombres s, montre que ce produit est égal
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les fonctions d, Ç, j) étanL formées an moyen du couple de périodes 2Wi, 2t03.
Quant aux facteurs primaires pour lesquels \i. est divisible par n, en comprenant le fadeur u parmi eux, on voit de suite que leur produit est égal à (ïh; on a donc, en désignant par j-,, /'a, .. ., 'n-ii n — 1 nombres entiers tels qu'aucun d'eux ne soit divisible par II, non plus que la différence de deux, quelconques d'entre eux
135. En vertu de la périodicité, j)( ^ — ^j ne change pas quand on augmente r d'un muUîptc eiitiei' de n; par conséquent
ne cliange pas quand on substitue aux nombres r d'autres entiers satisfaisant aux mêmes condilions; si donc on pose
(XXI,) 2p(^2^) = ,p, (,.
De même, à cause de la formule (Vlj), l'expression
ne change pas quand on augmente r d'un multiple entier de n ; donc l'expression
ne change pas quand ou substitue aux nombres /■ d'autres enlier^
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x mêmes conditions ; si l'on prend poiii
suivant que n est impair ou pair, on voit, en se rappelant que t, est une fonction impaire et que l'on a Î^m, = t„ , que la quantité précédente est toujours nulle; on peut doue écrire
On déduit do là, en prenant les dérivées logarithmiques,
<xx,,, t(,.|:^..,.).c,..2={»^-:r)-2^-»-.^
puis, en prenant la dérivée par rapport ii u et chaiigeanl les 133. Nous poserons, conformément aux notations (XXi.^),
(xxr.) «.-p('j|^.'".). i!. = j>(».|'"^.™.), E,^ii,+iî. = ".
(') Les formules (XXI) ont dû être données par M. Weierstrass dans ses Leçons de 13-50-1871. Voir l'important Mémoire de M. Krepert : Ueber Tlieilung und Transformation der eUiptischen Functionen (Mathematische Annalen, t. XXVt, ■9). La formula (XXI,) y est obtenue en prenant pour point de départ la égalité entre les deus membres est une conséquence facile du tliéorème de Liouïiile; les formules (XXI,), {XXI,) sont ensuite obtenues par des intégrations successives. On verra plus tafd que la formule (XXI.) est une conséquence immédiate du théorème de M. îlermite sur ta décomposition en éléments simples.
considération des pijles de la fonction plu — i^tbi,];
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Le calcul des quanthésHi, Hj se fait sans difficulté. On a(XXT3; ju, en vertu des relations (XIT^),
s la sonrime
est nulle, comtiic on le voit par un raisonnement semblable à celui qui a élé fait plus liant : on a donc
(XXh) n,^»v„-i-^',HÏ',.
D'ailleurs, puisque n est positif, les quantités h, Ws— nj—el *1i wj — -/"ij b},, qui sont toutes deux égales à ± — > sont de même signe : elles sont donc égales. De leur égalité et de !a formule précédente on déduit
(XXI5} [1, =r,|-f. ^^I>|.
137. On peut déduire de la formule fondamentale, par le chan-
gemenl de u en u + —> u — 0)3 '-> u + Wj, des expressions
analogues pour les fonctions !^k(k —) (i>aj (a^i, 2, 3). Nous donnerons un peu plus loin un exemple de ce calcul; mais il est plus commode de déduire ces résultats des expressions de ces fonctions décomposées en facteurs primaires (XV!!,), en employant la même marche que plus haut.
Partons donc de la formule
'.(..|î'".)--=ni(- -^^--^ ■'■-''<
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[j., V devant prendre tous les systèmes de valeurs entières. Soicni l'e; i'\t i'->, ■ • •! '"rt-it n. entiers tels que la différence de deux quelconques d'entre eux ne soit pas divisible par n\ pour faire coïncider ces notations avec les précédentes, il suffira de supposer ?■„ divisible par n. Groupons ensemble, dans le produit infini, les facteurs primaires tels que les nombres [j. soient congrus à — r siiivant le module n; les valeurs de s auxquelles ils correspondent sont données par la formule
en sorte que, pour l'un de ces facteurs primaires, s— — peut s'écrire
Le nombre (y./' + i) — n'est jamais congru à zéro suivant le système de modules 2Wi, awj; quant aux nombres t*', v, ils doivent prendre lous les systèmes de valeurs entières; d'après la formule {V|), le produit de tous ces facteurs primaires sera donc
-^î^-O^ÏpP^".).
iquent s'i f w — > t^s) sera égal au produit
lultiplié par une puissance de a dont l'exposant sera
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D'ailleurs l'expression (XX!,) dep f î( ~j (03 J montre que l'on u
'-SK"^ "■)-'■'■■■ "■-'■•"■ ■■->■■
l'cxposanL de e se réduit donc à
Quant à la quantité 2j^( ^^i ) ' on démontrera qu'elle est
égale à ^,~ ^ïh, soit directemeni, comme plus liaui, pour une
somme analogue, soil en faisant u = — dans l'expression de n « — , (1)3], qui devient alors égale à n, ou à r,, 4- ^^ P|. Finalement on a donc
(XSI,)
Mais on a aussi
à cause de la formule {XU3), et par conséquent on peut encore écrire
(XXI,) ,,(,.1^.„.) = . ..., Jl
Si de même on remplace dans la formule {XVII, ) a par
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(1)1 par ~ f ce qui change s en s =^ 'i[;. — + 2V(ùj j, puis, simullanément, «par — u et s par — s, on reconnaît que le prodoit des facteurs primaires qui correspondent aux nombres [j. ^ — r(mod. n), c'est-à-dire aux indices s pour lesquels on a
est égal au |iriiduit de
par une puissance de e dont l'exposant est On a d'ailleurs
et l'on trouve, toujours par le même mode de raisonnement,
en effet, le premier membre ne dépend manifestement pas du système de nombres incongrus (mo<^«/o n) choisis pour /■(,, /■,, ...,
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/■„_,, el l'on vérifie de suite qae les deux sommes sonL nulles, comme se composant de termes égaux et de signes contraires quand on prend pour ces nombres o, i, 2, . . ., /i — 1 . On a donc finalement
{xxr,
j.(„lï,„.)^rr"-"-n-
Enfin on trouve de même
139. Les formules qui précèdent peuvent être transformées de diverses manières; mais, pour ces transformations, il convient de distinguer le cas où n est pair de celui où il est impair.
Il suffit d'ailleurs de considérer te cas où n est impair (') el celui où n = 2. En effet, si l'on sait exprimer les fonctions formées avec les périodes — -t 2W3 au moyen des fonctions formées avec les périodes awi, 2(1)3 dans ces deux cas, on le saiira toujours.
140. Soit d'abord « = a. Nous supposerons, pour ce qui regarde les fonctions rf, Ç, p, que l'on prenne ;-, =: i ; oci aura d'ailleurs 2P1 = «1 ; donc
XXII,) V I
(XXII,) p(^«|^,^,)=p„ + p(«
(') Il suffiraïl même manirestemenl de ne considérer que If mie/' impair, mais les formules qui suivent immédiatement n simplifiées si nous faisions cette restriction.
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Ces deux dernières formules donnent le mojen de calculer h,, H3, E|, E;, et l'on trouve successivement
(XXII,) H, = p», 4- p(u),-n.|) - e, - «,+ «■- e, = — Ki,
d'où, en se reportant à l'expression (XIV3) de p -' 1 (XXir^) E, = 61+41/^;^^/^^^.
Knfin, puisque e, + r.^-l- Ei, doit être nul, on aura
formule qu'il serait d'ailleurs aisé d'obtenir directement. La fonction^ = pi( vérifie l'éqwalion différenlielle
la fonction
doit donc vérifier l'équation différentielle
résultat que le lecteur pourra établir directement.
141. Dans les formules relatives aux fonctions rf), rA, rfj, nous supposerons re=^ o, ?-, = i . On aura alors
i.A fo;nciion -in liT lls i'osciions qi:i en dérivent. aSi
En tenant compte de i'iigalité (XV^) pour « =; !^ et a = i ,
des relations entre les carrés des fonctions du, dait et la fonction pu, enfin de la valeur trouvée pour p — {XVlj), on trouve sans peine les formules
•.Hî.»f
Cette expression peut se transformer de diverses manières; par exemple, en remarquant que l'égalité (XV3), dans laquelle on a permuté u et a, devient, pour 12=— elœr^a, p = j,y:=3,
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Après des réductions faciles et en faisant usage successivement des égalités (XVI,), (XIV), (XT,), on trouve encore
Dans ces diverses formules les radicaux ont le sens précis qui i été adopté au n° Hl et elles ne supposent rien sur le signe de I. partie imaginaire du rapport des périodes.
142. On pourrait obtenir de la miîme façon (es formules rela tlvcs aux fonctions tf^wjw,, "-^^ a'a(«|(o,,^j; mais on les dé duit des précédentes, en remarquant que l'on a
en sorte qu'on obtiendra les formules cherchées en échangcaotles indices i et 3 et laissant Tindice 2 invariable; il faut toutefois, si l'on veut n'écrire jamais que les radicaux \/e) — Cg, \/e, — e-j, yje-i — Ca, tenir compte, après avoir fait cet échange, des formules
ET i.es FONCTIONS yt; rs iiÉnivEST (Xm,), (Xe); on obtient ainsi
(XXIV,) tf(«ita„^) = e^^« ^,„ = «^tf^„i/^7r37;
CXXV
l/ei — es H- /ei — e^
M^. Supposons maintenant n impair.
Les formules qui donnent les expressions de
^"lï^
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peuvent alors être comprises dans une formule unique. En effet, les n nombres ar + i — n, (;-^ To, r, , . . ., /■«_)), qui figurent dans deux d'entre elles, sont tons des nombres pairs el la différence de deux quelconques d'entre eux n'est pas divisible par n\ il en résulte que les n nombres 2/' -|- i — n peuvent être regardés comme formant un système complet de nombres incongrus {modulo n), absolument comme les nombres r; inversement les éléments d'un tel système peuvent toujours être mis sous la forme précédente, en sorte que rien n'empêche d'écrire les trois formules (XXIî_,j) sous la forme unique
On peut encore supposer ra = o, les nombres r,, r-î, . . ., /■«_: étant alors incongrus entre eux et incongrus à zéro [modido n): alors les quatre formules relatives à
jirenncnt la forme très symétrique
^{,A'- . \ ~"è^''*""'' .;. "TT ^*-"^'""'
Dans ces formules figurent H — inombres pairs ?.;■ qui sont assujettis à la seule condition qu'aucun d'eus n'est divisible par n, non plus que la différence de deux quelconques d'entre eux. On pourrait, en détruisant à la vérité im peu la symétrie, introduire aussi bien h — i nombres impairs 2r — i assujettis exactement aux mêmes conditions; il suffira pour cela de remplacer, dans les formules précédentes, — w, par w, + w, et d'appliquer les
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formules (XII3) relatives à l'addition d'une demi-période; on trouvera sans peine, en observant que les n — i nombres 2 /■ — i sont tous des nombres impairs et que la différence de deux quelconques d'entre eux n'est pas divisible par n, de même que les n~ i nombres a /■ — h,
(XXVIi)
On pourra prendre, par exemple, pour les n — 1 nombres !*■ — 1 la suite
— n-i-'i, — )t + ^, ..., —3, —1, (, 3, ..., if — 4, ii — 1. \^^. Si dans les formules (XXVI, ) on prend pour les nombres
Iles deviennent
XXVI
11 n'est pas mémenficessairedespécialiseraulant les valeurs de/'.
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Choisissons, en effel, nombres /-, , r^, ...,/■ _ tels qn'aucini
d'eux ne soit divisible par n, non plus que la différence ou la somme de deux d'enire eux; cela esl toujours possible, puisque les
nombres r, 2, . . ., salisfonL à ces condilious; il esl, clair que,
parmi les n — 1 nombres
aucun ne sera divisible par «, non plus que la diEFérence de deux quelconques d'entre eux. En prenant ces n — i nombres pour r,, /"a, . . ,, r„_,, on arrive évidemment aux mêmes formules que précédemment; seulement ;■, au lieu de prendre les valeurs i, a, . . ., — ^j doit prendre les valeurs r,, i\, . . .. r
Ceci posé, les formules précédentes montrent clairement que les fonctions tffii — ) W3K rfalu — i W3J s'expriment, sauf le facteur exponentiel e"'''', en fonction entière de du, rfa». On s, par exemple, en tenant compte des relations (VII|, XI,),
'(■'lï'-)-""-nh-Kï-)]
De même, en tenant compte de la relation (XV..) pour ; — — -w, et de la relation (Xli), on trouve
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Dans ces diverses formules, ;■ doit prendre les valeurs i , a, . . ., ~ — ou, sil'on veut, les valeurs /■), /-j, . ... r^_ définies plus liaul.
On pourrait transformer, d'une façon analogue, les formules où ligurent des multiples impairs de — - ; nous ne nous y arrêterons
l-io. Enfin, comme rien dans co qui précède ne dislingne les périodes w, , w,, on peut, en écliangeant les indices i et 3 et laissant invariable l'indice 2, écrire
Dans ces formules, ;■ doit prendre n— 1 valeurs ;-, , z-^, ..., l'ii-t^ dont aucune ne soit divisible par n non plus que la dlfi'érence de deux quelconques d'entre elles.
Il est facile d'établir les relations
XXVII
I 11;= ■'., -i- — Pa-
Quant à Pu, Il est défini par l'égalité
{xxviio ^^'= lii'i^-^ '■"=)•
On pcul écrire aussi
^".-îj^
ïî»-(e.-.[!)(.,
■Kï"-)
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Dans ces formules, r doit prencli'p valeurs dont aucune ne
que la somme ou la différence de
soit divisible par n non pli deux quelconques d'entre elles.
Si l'on porte l'altenlion sur la formuli
voit que !a solution du problème posy ■cclierclie de la quanliti5
; dépend plus que de
et des fonctions symétriques des quantités dont P, est la somme, fonctions symétriques qui entrent dans le produit qui ligure dans le second membre. C'est Jà un problème d'Algèbre, sur lequel nous aurons à revenir plus tard, et dont la solution, lorsque n est premier, dépend d'une équation de degré it + i.
Ii6. Les pages q\ii pvécÈdenl mettent en évidence l'importance de l'opération qui consiste à substituer au couple de demi-périodes (tD|, wj) le couple (aw, -h §wj, yw( H-Sw,). Nous aurons besoin plus lard de connaître quelques notations et propositions concernant lathéorie de ces substitutions; nous les rassemblerons, à la fin de ce Chapitre, dans les numéros qui suivent, afin de ne pas être obligés, quand nous aurons à les invoquer, d'interrompre la suite naturelle des raisonnements.
Désignons par ce, y deux quantités quelconques; ce seront, si l'on veut, des indéterminées, ou bien, comme dans les n"" 123 et suivants, des nombres à rapport imaginaire. Nous appellerons substitution ( ' ) l'opération qui consiste à remplacer ces quantités x^y par deux autres qui en soient des fonctions linéaires à coefficients déterminés et de déterminant non nul ; si, par exemple, nous remplaçons X, y respectivement par a.x -\- jSj', y^ -h %y, nous dési-
(') I,e mot substitution n'avons pas k développer ii
ailicatioii beaucoup plus
LA FONCTION ^U ET LES L'ONGILONS QUI I
gncrons celle opéralion par le symljole
Nous emploierons sonvenl une seule lelLrc poai' désigiier \:i même opéralion; si nous écrivons, par exemple,
nous entendrons simpleracnL que l'opération S esl la même que l'opération
Si nous effectuons celte opération sur x, y et si nous effectuons ensuite sur les quantités a^ + ^y, yx + Sj-, l'opération
^{'ly
cela reviendra à remplacer ax 4- {iy, -^x -\- hy par
et l'on aura finalement remplacé x, y par les seconds membres des équations précédentes, c'est-à-dire qu'on aura effectué sur X. v l'opération
Vfa + a'T f^ + 3'5 )
La double opération qui consiste à effectuer sur ;c, y l'opéralion S, puis sur les quantités qui remplacent alors a;, /l'opération S', s'écrit
les opérations s'effectuant dans le sens indiqué par leurs symboles en allant de la droite vers la gauche. Le déterminant de la substitution S'S est égal au produit des déterminants des subslilutions
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S et S'. Il est essentiel de remarquer que les deux symbole et SS' désignent en général des opérations dlfTérentes, Si S" est un troisième sj'mholc de substitution
n désignera par le symbole
l'opération qui consiste à effectuer sur x, y l'opération S, puis sur les quantités ainsi obtenues l'opération S', puis sur les résultats l'opération S", ce qui donne finalement
Cela revient encore à effeetuer sur x, y une certaine substitution linéaire dont il est bien aisé de calculer les coefficients.
Les substitutions S'S, S'S'S sont dites composées avec les substitutions S, S' ou S, S', S". !1 est clair que la notion de composition peut s'étendre de procbe en proclie à un nombre quelconque de substitutions.
Si S' et S représentent la même opération, c'est-à-dire si, en conservant les notations antérieures, on suppose
.■=., fl'=^, Y-v. S'- 3
(ce que l'on écrit plus rapidement S':= S), on convient d'écrire S^ à la place de SS ; de même S' a le même sens que SSS, On comprend dès lors ce que signifie un symbole tel que
où pf p,, p.2, pj sont des nombres eaticrs positifs; on doit cfl'ecluer sur ^, y l'opération S une première fois, puis encore cette même opération sur les résultats, etc., en tout, p fois; puis, sur les résultats, l'opération S' une première fois, sur les résultats encore la même opération S' une seconde fois, etc., en tout p' fois, etc.
Il est à remarquer qu'on peut écrire
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les parenthèses indiquant que les opérations multiples dont elles enferment les symboles doivent être remplacées par une seule opération : la première égalité n'exprime pas autre chose que la déûnition même du symbole S"S'S ; la deuxième veut dire que l'opération S"S'S revient à effectuer d'abord l'opération S, puis, sur les résultats, l'opération S" S'. Cela esta peu près évident, et se vérifie d'ailleurs sans difficulté.
Il résulte aisément de là que, dans un produit symbolique de substitutions, on peut grouper ensemble plusieurs facteurs consécutifs (').
lâl. En supposant toujours
. 8 y on désigne par S~' un symbole de substitution
tel que l'on ail
On voit alors, par ce qui précède, que les nombres a', ^', y', 5' sont déterminés par les quatre équations
En résolvanl les deux premières par rapport à a', ^' et les deux
(') En conservant ies mêmes notations, l'opÈratioii pi'fcédenle S''S'S, par exemple, peut étie définie d'une façon un peu difieieate : on suppose que les opérations partielles que l'on ya décrire s'effectuent non plus de droite k gauche, mais bien de gauche à droite.
Partons des formes linéaires a'x -+- ^° y, "f'ic -1- B"j', dont les coefficients sont les éléments da premier sjmbole (en partant de la ganclie) S"; remplaçons-y les variables a;, y par les eipressions linéaires a'x + f-'y, y' 3;+ S'y, dont les coefficients sont les éléments du second symbole S' ; puis, dans les Cormes transformées, mettons encore, à la place de m, y, les expressions linéaires a a; -H ^y, -(s; + &y dont les coefficients sont les éléments dn troisième symbole S; les coefficients des formes finales seront les éléments du symbole composé S''S'S.
T. et M. - I. 16
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autres par rapport à V, S' et en désignant par (B le délerminant
te ==. ccS - ^-f,
il vient
Il importe de remarquer cjue la substitulion :st S; en d'uiUres termes, on a
s-is = ss-i
On désigne par S" la substitution identique i jj qui n'al-
tère pas les variables.
Le symbole S" a été défini pour n entier positif ou nul; on ■convient de donner au symbole S"" le même sens qu'à (S~')". Il est aisé de voir que, quels que soient les entiers positifs, nuls ou
Celle égalité est évidente quand m, n sont positifs ou nuls; bornons-nous done à établir l'égalité
d'oii il est aisé de déduire ensuite les autres cas. En supposant par exemple n = 3, on aura
S3S-3-- SSSS-'S-'S-i = SS(SS-')S-'S-';
comme SS""' = S" est la substitution identique, on peut évidemment la supprimer et l'on a ensuite
SSS-iS-' = S(SS-t)S-' = SS-' = S*':
le raisonnement est général.
Observons encore que l'égalité
S" = TS-'S
on tire, en effet, de la première égalitc
S"S'SS-'S'-i = TS-'S'-', et le premier membre peut s'écrire successivement
S"S'(SS-')S'-i = S"S'S'-' = S"(S'S'-') = S'.
Lu mâme égalité entraîne la snivanle :
S = S'-'S'-iT.
148. Les substitutions de celte nature, à coefficients entiers, à déterminant ■+- 1 , jouent, comme on l'a déjà vu aux n"' 124 et suivants, un rôle particulièrement important : elles méritent de nous arrêter quelque peu. D'abord, on voit qu'en composant entre elles deux pareilles substitutions, on trouve une substitution qui appartient au même type, puisque les coefficients en sont encore entiers et que son déterminant est égal à un comme produit des déterminants des substitutions proposées.
Parmi les substitutions de ce type, on peut signaler les siii-
Il est très remarquable qu'on puisse les obtenir toutes en combinant deux de celles-là, les deux premières, par exemple, et leurs puissances positives cl négatives.
Que la dernière se ramène aux deux premières, c'est ce qui résulte de l'identité, bien facile à vérifier,
V = TUT
On tire de là
Par suite, toute puissance positive ou négative de V s'exprimera en composant les substitutions T, U et leurs puissances.
Avant (le démontrer la proposition énoncée, observons tout
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d'abord que l'on a
pais
On tire aisément de ces dernières égalités
et, en particulier,
Ces diverses relations sont d'ailleurs vraies, que n soit positif ou négatif.
149. Ceci posé, nous établirons la proposition que nous avons en vue dans un cas particulier auquel nous ramènerons tous les autres, celui où l'un des nombres a, ^ est nul. Puisque aS — (îy est égal à un, on doit avoir, si a est nul, soit
soit
et si 8 est nul, on doit avoir, soit
On a donc à considérer les quatre substitutions où Y et s désignent des entiers positifs ou négatifs quelconques.
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La deuxième et la quatrième se ramènent à la première et à la troisième, puisque l'on a
D'ailleurs, on a et, d'un autre côlc,
par conséquent
Par suite, le théorème est démontré, dans le cas oi'i l'un des nombres a, ^ est nul.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/lmentsdelathori05tanngoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Éléments de la théorie des fonctions elliptiques (3)

		Éléments de la théorie des fonctions elliptiques

		a Paris, | b Gauthier- Villars, je

		PRÉFACE

		I. — Séries et produits infinis à simple entrée

		SÉRIES ET PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS

		Cette limite est indépendante de l'ordre des facteurs

		SÉUIES ET PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS

		H«i, i + aj, ..., 14-a,i

		II. — Séries à double entrée

		PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS

		III. — Produits inûiiis à double antrée

		I. — Définitions et premières propositions

		i. S'il existe une auite de nombres positifs ou nuls

		R,.WI

		Soit maintenant une série

		Considérons maintenant les séries de la forme

		Supposons encore que la série entière en x

		Soit

		Soit

		SÉBIE3 DONT LES TERMES DÉFENDENT D'UNE VABIABLE

		IV. — Continuation des fonctions

		C„ GO

		SÉRIES DONT LES TERMES DÉPENDENT D'UNE VAKIAELE

		V. — Application aux équations différentielles linéaires

		I. — Fonctions exponentielles et circulaires

		En remplaçant dans l'égalité

		il

		IS

		II. — Théorèmes de M. Weierstrass et de M. Mittag-Lefller

		I.ISA

		TRANSCENDANTES ENTIÈRES

		TRANSCENDANTES ENTIÈRES

		SA

		CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES FONCTIONS PÉRIODIQUES

		CHAPITRE II

		III

		I.* FONCKON du UT LES FONCTIONS QUI EN DÉIUVENT, iSg

		II

		Ajoutons encore que, de la double périodicité de jim, on

		LA FOKCTIOK ^U ET LES FONCTIONS QUI ES DÉBIVIÎNI

		La relation (VII,) conduit immédiatement à une relation

		Si, dans la formule (X2), on fait u = w^, on trouve

		rrH5-|i

		IV. — Les cofouotious ffiw, ^su, (f^u

		ET LES FONCTIONS QUI EN DÉRIVRNV

		Si l'on se reporte aux formules (XI

		L.V FOMCIION Cf« ET LES FONCTIONS Qljl RN DÉRIVENT. 2o

		I.A FONCTION -iu HT LUS FONCTIONS Qfl EN I

		LA FONCTION *M ET LES FONCTIONS QUI EK DÉRIVENT

		UI

		Posons (XI

		L.l fONCTlON rfM ET LES FONCIlOiNS QUI EN CÉRIVIÎNT. 2l

		LA FONGTIOH ^U KT LES FONCTIONS QUI O DÉRIVKST

		ET LES FONCTIONS QUI EN DÉRIVENT, 22J

		L* FONCTION ÏW ET LES FONCTIOSS QUI EN DÉRIVENT

		DIFFÉRENTIEL

		Si de même on remplace dans la formule {XVII, ) a par

		XXII,) V I

		CXXV

		XXVI

		XXVII

		LA FONCTION ^U ET LES L'ONGILONS QUI I

		S" = TS-'S

		V = TUT

		Sources et licence





