Éléments de la théorie des fonctions elliptiques
Jules Tannery
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Les fonctions Ç, sn, en, dn
407-418. Développement de pu en série entière. — Expression des dérivées de pu et de p( M — a) au moyen des puissances dep«. — Expression linéaire des puissances pu au moyen des dérivées de pu.. 02 4I9-4'28. Développements en séries entières des fonctions l, sn, en, dn. — Expressions linéaires des dérivées des fonctions ?, sn, en, dn au moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions linéaires des puissances des fonctions |, sn, en, dn au moyen des dérivées
de ces fonctions 62
429. Application de la transformation de Landen au développement en
série entière de la fonction en 70
YI TABLE DES MATIJiKES.
l'jiKos.
430-432. Application aux fonctions de Jacobi de la méthode de décomposition en éléments simples 7.1
CHAPITRE V
Développements en séries trigonométriques.
46i-472. Développement de logS7(t>), de ses dérivées et des fonctions doublement périodiques ordinaires . 110
473-488. Développement des fonctions doublement périodiques de seconde
espèce 120
489-492. Développements des quantités e^,, r,^, k, K, E, . . . en séries en g. i38
XLVI
Page 80 remplacer les lignes 20 et suivantes ainsi que les 8 premières lignes de la page 81 par le texte suivant :
divisible par 4. La différence des deux expressions
(c-4- ïnd^ d— (an- inb) ô-hrf^-f- (a -v inby- — 2, cd — ab -\- rf- + a-— 2
est en effet égale à 2 « [d* — 6' _^ 2 ai -f- 2 nô'] ; comme b est pair, d impair, et que n est supposé pair, cette différence est divisible par iG.
KRRATA.
l'agcs.
Lignes.
Ju lin, fie :
-{a-\-bx,y
CHAPITRE PREMIER
APPLICATIONS DU THÉORÈME DE GAUGHY SUR LES INTÉGRALES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE.
351 . La plupart des résultats obtenus dans la première Partie de ce Traité, résultats que nous avons groupés sous le nom de Calcul différentiel, ont été déduits de la définition de la fonction a* m, au moyen d'identités analytiques qui, cette définition une fois donnée, s'offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous sommes guère écartés de cette voie que pour établir (n" 94), en nous appuyant sur le théorème de Liouville, l'égalité
pa — pu
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et quelques points de la théorie de la transformation, ou pour introduire, en nous appuyant sur le théorème de Laurent, les fonctions $ de M. Hermite {n°' 274-277) et en établir la propriété fondamentale, et encore, tout en rattachant à cette propriété les théorèmes d'addition des fonctions 2r, avons-nous pris soin d'établir directement (n"^ 285, 286) une identité dont ces théorèmes se déduisent sans difficulté. C'est maintenant une voie tout autre que nous allons suivre : quelques propositions de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire vont nous conduire rapidement à des théorèmes capitaux concernant les fonctions doublement périodiques.
Liouville, dans un cours professé au Collège de France (') en 1847, a fondé la théorie des fonctions elliptiques sur le théorème que nous avons fait connaître au n" 84 et qu'il a communiqué à l'Académie des Sciences en i844-
Antérieurement à Liouville et concurremment avec lui (-), Cauchy a montré tout le parti que l'on pouvait tirer de son calcul des résidus pour obtenir les développements en série relatifs aux fonctions elliptiques. D'ailleurs, la proposition du n" 35, dont le théorème de Liouville est une conséquence immédiate, lui appartient.
En appliquant, comme nous allons le faire, à la théorie qui nous occupe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouver, avec d'autres, les théorèmes généraux établis par Liouville.
Dans cet ordre d'idées, M. Hermite a obtenu une proposition que l'on trouvera au n" 358 et qui domine en quelque sorte la théorie des fonctions doublement périodiques.
Le lecteur ne manquera pas d'observer que les propositions que nous allons établir auraient pu être prises comme point de départ : c'est ce qu'ont fait Briot et Bouquet dans les deux éditions de leur Traité des fonctions elliptiques (^).
(') Ce cours a été reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVIIt du Journal de Crelle.
{») Voir les Comptes rendus de i8')3 et i84'J.
(•) Paris, Mallet-Bachelier et Gauthier-Villars (i" édition, iSSg; 2' édition, 1875).
Il convient aussi de signaler les importants Mémoires que ces deux Géomètres ont publiés dans le Journal de l'École Polytechnique (i85G).
Voici le théorème de Cauchy sur lequel nous nous ap
lierons principalement :
Hnlégrale, prise le long df un contour simple parcouru is le sens direct, d'une fonction univoque d'une variable
laginaire, régulière en tous les points du contour et de l'aire rjuil renferme, sauf en des points isolés, en nombre fini, non situés sur le contour, est égale au produit par 2 ir^ de la somme des résidus relatifs aux points singuliers. Cette somme est nulle si la fonction est holomorplie sur le contour et à l'intérieur du contour.
Ce théorème va être appliqué à une fonction univoque F(m), régulière en tout point du plan, sauf en des points singuliers que nous supposerons être des pôles^ en nombre fini dans toute portion finie du plan. Nous prendrons pour contour le parallélogramme dont les sommets sont Uq, Wo+2w,, «0+20^1 + 2(03, «0+ acog ; Wq Gst un point quelconque, choisi toutefois de manière que les pôles de F(«) ne soient pas sur les côtés du parallélogramme; les quantités to<, 0)3 sont telles que la partie réelle du rapport — -. soit positive; nous continuerons (n° 86) d'appeler ce parallélogramme : parallélogramme des périodes.
Pour parcourir le contour de ce parallélogramme dans le sens direct, nous supposerons que la variable réelle t croisse de o à i, d'abord dans l'expression «„ + 2 w, <, puis dans l'expression //„ -h 2 w, + 2 0)3 f, puis qu'elle décroisse de 1 à o dans les expressions WqH- 2W3+ 2(0, «, Mo+2t03<; nous rencontrerons ainsi les sommets du parallélogramme dans l'ordre spécifié plus haut, et, à cause de l'hjpothèse faite sur le rapport —-.-, nous aurons parcouru son contour dans le sens direct.
D'après cela, le théorème de Cauchy nous donnera l'égalité fondamentale
20), / [F(Mo-!- 2Wi^) F(i/o->- 2W3-I- 20)1^)] C^f
— 2103 / [F(j<o+ 2CO3O — F("o-l-2Wi-t- awjO] c^iî = 2iir£,R,
011 Sc'îl désigne la somme des résidus relatifs aux pôles de la fonction F(m) à l'intérieur du parallélogramme des périodes.
353. Avant d'aborder notre objet principal, nous ferons une application de ce théorème, qui en montrera la portée.
La fonction univoque ^(u) n'admet dans le parallélogramme des périodes qu'un pôle, congru à o, modulis '2.^3i^, 20)3, et le résidu relatif à ce pôle est i , comme il résulte de la formule (Il2)- D'ailleurs, il résulte de la formule (VI3) que l'on a
Uuo
-+- 1tX>it)
— 2-rii
l'égalité fondamentale nous donne ainsi, et de la façon la plus aisée, la relation du n" 108,
•ir]iW3— r^soj, = — .
3o4. Arrivons maintenant à la théorie des fonctions doublement périodiques et rappelons d'abord que nous entendons toujours par là des fonctions univoques, n'admettant pas d'autre singularité que des pôles. Les périodes seront toujours désignées par 2 w, , 2(1)3, à moins qu'on ne prévienne du contraire; elles seront regardées comme données, et la partie réelle du rapport — -. sera supposée positive.
Si/(w) est une fonction doublement périodique, le premier membre de l'égalité fondamentale (n^352), où l'on remplace V{u) Y>air f{ II) est évidemment nul. Donc :
La somme des résidus dUine fonction doublement périodique, à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est nulle.
Il n'existe pas de fonction doublement périodique n'admettant qu'un pôle simple dans le parallélogramme des périodes. En effet, le résidu de ce pôle devrait être nul; le pôle n'existerait pas; la fonction serait entière ; elle se réduirait à une constante (n° 84).
3oo. La dérivée logarithmique d'une fonction doublement périodique/(m) est elle-même une fonction doublement périodique. Mais la somme des résidus de la fonction •^.; .■ est la différence
entre le nombre des zéros (') et le nombre des pôles de la fonc-
(*) Un zéro (ou une racine) d'une fonction /(m) est une valeur de u pour laquelle celte fonction est nulle.
lion /(a), chaque zéro ou chaque pôle étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Donc :
A l'intérieur du parallélogramme des périodes, une fonction doublement périodique a autant de zéros que de pôles, les zéi'os et les pôles étant comptés comme on vient de l'expliquer.
356. Appliquons encore l'égalité fondamentale du n° 3o2 à la fonction
désignant toujours par f{u) une fonction doublement périoique. Al'inlérieurdu parallélogramme des périodes, la somme S,^ îs résidus de cette fonction sera la différence entre la somme des 5ros et la somme des pôles de la fonction /(w); chaque zéro ou laque pôle doit figurer dans la somme autant de fois qu'il y a ['unités dans son ordre de multiplicité. On a immédiatement
F(« -f- 2 0») - F(«) = 2^1 -^Çf^,
F(m + 20)3) — h (u) = 2W3 -— — ; en sorte que le premier membre de l'égalité fondamentale devient
— 2Wi / "HHz-— —dt-\-%iàz I
OU encore
— 2W3 / 4?^—^ ^ du ^21^1 / :^~^^ ^ du.
Les deux intégrales qui figurent dans cette expression sont rectilignes; elles sont respectivement égales à quelqu'une des déterminations des quantités
/(;<„+ 2 Mit /(uq-^ims)^
^ puisque la fonction f{u) admet les périodes 2w,, 20)3, chacun des logarithmes est égal à un multiple entier de 2uî. Donc : A l'intérieur du parallélogramme des périodes, la somme
des zéros cl' une fonction doublement périodique, diminuée de la somme des pôles, est congrue à zéro, modulis 2co,, 20)3.
Ce ihéorème est dû à Liouville.
3o7. Comme les pôles de la fonction doublement périodique f{u) — C, où C désigne une constante, coïncident avec les pôles de la fonction doublement périodique /(w), on voit que le nombre des racines de l'équation /(a) = C, contenues à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est égal au nombre des pôles de f{u), et que la somme de ces racines est congrue à la somme des pôles de f{u). Cette somme des racines, si l'on ne tient pas compte des multiples entiers des périodes, est donc, comme leur nombre, _ indépendante de C ('). fl
II. — Décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples.
358. On doit à M. Hermite (-) une formule capitale qui donne l'expression de toutes les fonctions doublement périodiques. En raison de son analogie avec la formule de décomposition des fractions rationnelles en fractions simples, il convient de donner à
C) On observera que l'équation /(m) = z définit u comme fonction implicite de z. En se reportant à la théorie des fonctions implicites, ou, ce qui revient au même, à la théorie du retour des suites, on apercevra immédiatement la vérité de la proposition suivante. Supposons marqués, dans le plan qui sert à figurer la variable z, les points dont les affixes sont les valeurs de /{u) pour les racines de l'équation _/'■ (m) = 0, et considérons une aire (A) limitée par un contour simple et ne contenant aucun de ces points : si z„ appartient à l'aire (A) et si «;„ est une racine de l'équation f{u) — z^, il existe une fonction (et une seule) u — (p(^), se réduisant à w„ pour z = z^, holomorphe dans (A), et qui est telle enfin, que l'on ait identiquement, dans cette aire,
Il y aura, dans l'aire ( A ), autant de fonctions holomorphes, distinctes entre elles^ jouissant de cette dernière propriété, que la fonction /(m) a de pôles. Elles se réduiront, pour z-=z^, aux valeurs des racines de l'équation f {u) = z^. k l'une quelconque d'entre elles on peut ajouter d'ailleurs 2mto,-i- arau^ où m et n sont des entiers quelconques, sans que la dernière relation cesse d'avoir lieu.
(") Note sur la Théorie des fonctions elliptiques ajoutée à la sixième édition du Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix.
celle formule le nom de décomposition d' une fonction périodique en éléments simples. C'est la fonclion "C^u qui va y jouer le
rôle d'élémenl simple, le même rôle que joue la fonction - dans la théorie des fonctions rationnelles.
Considérons la fonclion
où f{(i) est une fonction doublement périodique, et où x désigne pour le moment une constante quelconque; on aura
F(«-^2Wi) — F(«) = —2iqif(u),
si donc on applique à la fonclion F(w) l'égalité fondamentale, on voit que la somme de ses résidus à l'intérieur du parallélogramme des périodes, multipliée par 21^, est égale à
'2(iist)dt,
et que, par conséquent, elle est indépendante de œ.
Si, maintenant, l'on désigne par a l'un quelconque des pôles de la fonclion /(u) et par a l'ordre de multiplicité de ce pôle, on aura, aux environs du point «, un développement de la forme
/(« + /0 = A^ + A,D^^ -i-A2D(2^ ^_t_... + Aa-iD('^-i)^ -\-(S{h),
où <J? (/i) désigne une série entière en h, où A, A, , ... , Aa_i sont des constantes, où enfin D, D^-', . . . , D^^'"'^ sont des symboles de dérivation par rapport à h. On a d'ailleurs, aux environs du même point rt,
^{x — a — h) = ^(a- — a) — il'(x — a) -i ^" {x — a) — ... ;
en désignant par "Ç' (x — a),i^"{x — a), ... les dérivées successives de ^u par rapport à m, dans lesquelles on a remplacé u par X — a. Le résidu de la fonclion F{u) = /{u)^{x — u), relatif
au pôle rt, c'est-à-dire le coefficient de j dans le développement
de y(« -\- h)^{x — a — h), ordonné suivant les puissances croissantes de A, est donc
A!;(a7 — a) + AiÇ'(^ — a)+...+ Aa-i^<^-"(^ — a).
Les résidus de la fonction F(w), relatifs aux divers pôles de f{u), s'obtiendront de la même façon; mais cette fonction F(w) admet encore comme pôles les pôles de ^{x — u). Dans le parallélogramme des périodes, ces pôles se réduisent à un seul , à savoir le point congruent à ^ ; ce pôle, pour la fonction ^{x — u)^ est simple et son résidu est — i ; le résidu correspondant de la fonction/(?^) ^{x — u) sera donc — /(^)-
Ainsi, la somme des résidus de la fonction F(«), à l'intérieur du parallélogramme des périodes, est égale à
2[A<'' ^(^ - ai) + A'" C (^ - Ci) + . . . + A'^_._, ^(^-1^ {X - ai)] -f{x),
où les pôles distincts, à l'intérieur du parallélogramme des périodes, sont désignés par as, a^. ...,«,, . . . , «v, où a/ désigne l'ordre de multiplicité du pôle «/, où enfin A^'\ A',", . . ., A^.L, désignent des constantes qui dépendent, comme on l'a expliqué, du développement de la fonction /(«/ 4- /i), suivant les puissances ascendantes de h.
Cette somme ne dépend pas de x; en la désignant par C, et en remettant enfin u à la place de x, on voit que toute fonction doublement périodique /(a) peut être mise sous la forme
C'est la formule annoncée. Réciproquement, une expression telle que le second membre, lorsqu'on y remplace u par m + aW), ou par u -\- awà, se reproduit augmentée du produit de 27|,, ou de aT,3, par la somme des résidus A^'^ + A^-' + . . . + A^''^ relatifs aux pôles du parallélogramme. Elle sera donc une fonction doublement périodique si la somme des résidus est nulle. Nous savions déjà que cette condition est nécessaire.
Nous ferons, sur cette formule, quelques observations
On a supposé, pour l'établir, que les pôles de la fonction doublement périodique /(m) étaient situés à l'intérieur d'un même parallélogramme des périodes; mais il est clair que si, dans le second membre, on substitue aux nombres ai des nombres qui leur soient respectivement congrus, modulis 2Wt, 2 (03, on altérera tout au plus la constante C; d'ailleurs (n° 78), aux environs de deux pôles congruents a,, a] les développements de la fonction /(m) suivant les puissances ascendantes de u — <2,, a — a^ sont identiques; on pourra donc appliquer la formule de décomposition à un système quelconque de pôles de /(m), pourvu que ce système comporte un représentant et un seul de chaque pôle de/(w); on obtiendra la même forme avec les mêmes coefficients; la constante C pourra seule être changée.
Il est d'ailleurs bien aisé de voir que, sauf la substitution insignifiante qui consiste à i^emplacer quelques pôles par des points congruents et à changer alors la constante additive, la décomposition d'une fonction doublement périodique en éléments simples ne peut se faire que d'une façon. S'il y avait, en effet, deux telles décompositions, la différence entre les deux expressions comporterait quelque pôle.
Les propriétés de la fonction (^w, qui sont intervenues dans la démonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit à des constantes additives près, quand on ajoute les périodes à l'argument; elle n'a qu'un pôle simple dans le parallélogramme des périodes; ce pôle est congru à zéro, modulis 20),, 2103; le résidu correspondant est un. Les deux premières propriétés sont les plus essentielles; le lecteur apercevra de lui-même les légères modifications qu'il y a lieu de faire subir à la formule quand on substitue à la fonction (^(w) une autre fonction qui possède seulement les deux premières propriétés.
Lorsqu'une fonction doublement périodique sera décomposée en éléments simples, on pourra l'intégrer; les termes en ^'{u — a), ^"{u — a), ... s'intègrent immédiatement; quant à ^(« — «), c'est la dérivée de ]og<7(M — a).
360. Une fonction doublement périodique est dite du /i'^Ane ordre lorsqu'elle a , dans le parallélogramme des périodes, n pôles (ou n zéros). Chaque pôle (ou chaque zéro) doit être
compté autant de fois qu'il j a d'unités dans son ordre de multiplicité.
Il n'j a pas de fonction doublement périodique du premier ordre.
La formule de décomposition en éléments simples m*et en évidence l'existence de fonctions doublement périodiques de tous les ordres, à partir du second.
Les fonctions du second ordre appartiennent à deux types distincts suivant que leurs deux pôles sont simples, ou qu'elles n'ont qu'un seul pôle double.
Dans le premier cas, les résidus relatifs aux deux pôles a,, a^. seront égaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme C + A[Ç(i/ — «i) — ^(a — oîa)]- Si h\ est un zéro de cette fonction, l'autre zéro sera congru [modulis 2 w, , 2 103) k a\-\- a^ — b^.
Dans le second cas, le résidu de la fonction relatif au pôle unique a sera nul, et la fonction sera de la forme C -+- Bj3(w — a). Si b^ est un zéro de cette fonction, l'autre zéro sera congru à ia — ^,. C'est à ce dernier type qu'appartiennent les fonctions îrl^u).
On voit aussi que si/(w) désigne une fonction doublement périodique du second ordre, d'ailleurs quelconque, toute autre fonction doublement périodique du second ordre ayant les mêmes pôles pourra être mise sous la forme A -4- B/(?^), où A, B sont des constantes. Il suffira, en effet, de déterminer la constante B de manière que la différence entre cette fonction et la fonction donnée n'admette plus qu'un pôle simple, et, par conséquent, se réduise à une constante.
On classera de même les fonctions de chaque ordre.
III. — Fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Décomposition de ces fonctions en éléments simples.
361. M. Hermite a désigné sous le nom de fonctions doublement périodiques de seconde espèce les fonctions univoques, sans autre singularité que des pôles, qui se reproduisent multipliées par des constantes quand on augmente l'argument d'une période. Par opposition, les fonctions doublement périodiques ordinaires
sont dites que\c[uc(ois de première espèce. Nous sous-entendrons souvent les mots : doublement périodiques.
Si l'on désigne par,^(a) une fonction de seconde espèce, par [jii, a,5 des constantes auxquelles on donnera le nom de multiplicateurs, on devra avoir
^{U -1-20)1) = lli^(u), S{u-\- 2CO3) = ]J.^^{U).
On tire de là, en désignant par /i,, n^ des entiers quelconques, positifs ou négatifs,
5'( Il -+■ 1 n 1 co 1 -t- 2 «3 103 ) = [ji'î' [i.3' ^( a ) .
Si, en particulier, on suppose /?, =: /?3 = — 1 ; si l'on continue de poser
0) 1 -r- W2 H- CO3 = o ;
si, enfin, on désigne par Ua l'inverse du produit pi., JJI3, on aura
Il est parfois commode de dire aussi de [j.2 qu'il est un multiplicateur de la fonction #(«).
Il est clair que, si C désigne une constante quelconque, J^(«-f-C) désignera une fonction de seconde espèce, ayant les mêmes multiplicateurs a.| , [Jt.3 que J[u) ; ê( — w), ^{C — u) seront
des fonctions de seconde espèce, avec les multiplicateurs — ? — •
362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde espèce est aussi une fonction de seconde espèce; les multiplicateurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients des multiplicateurs correspondants des premières.
Une fonction exponentielle de la forme e<^«+'^', où c et c' sont des constantes, est une fonction de seconde espèce, dont les multiplicateurs sont e^cw,^ e^cwj gi l'on se donne une fonction de seconde espèce S{u) dont les multiplicateurs soient [^i^ et [Xg, en la multipliant par e''"^^', on lui fera acquérir les multiplicateurs ^j.( e I, jj.3e 3.
Le premier multiplicateur sera égal à l'unité, si l'on déterminée par la condition acw, = — logiX), et cela, quelle que soit la détermination du logarithme.
Nous dirons d'une fonction de seconde espèce qu'elle est réduite si son multiplicateur relatif à la période 2(0, est égal à l'unité. On peut toujours réduire une fonction de seconde espèce en la multipliant par une exponentielle convenable. S'il arrivait que, pour l'une des déterminations des logarithmes, on eût
il est clair qu'en multipliant la fonction i{u) par e^«, où — c désigne la valeur commune des deux rapports précédents, on obtiendrait une fonction de première espèce /*(«); inversement, ^(m) s'obtiendrait en multipliant /(m) par e~^", et ce cas ne nous fournirait rien d'essentiellement nouveau; nous pourrons donc l'écarter dès que nous le voudrons.
Il est à peine utile de faire remarquer que tout point congruent à un pôle ou à un zéro d'une fonction de seconde espèce est luimême un pôle, ou un zéro, du même ordre de multiplicité.
La dérivée logarithmique d'une fonction de seconde es
pèce5'(w) est évidemment une fonction de première espèce /"(i^), dont les pôles sont les zéros et les pôles de la fonction ^(u); le résidu de chaque pôle de /(u) est l'ordre de multiplicité du zéro ou du pôle correspondant de §{u), cet ordre étant affecté du signe -4- s'il s'agit d'un zéro, du signe — s'il s'agit d'un pôle : donc, puisque pour une fonction de première espèce la somme des résidus doit être nulle pour les pôles qui appartiennent à un même parallélogramme, on voit que, pour une fonction de seconde espèce, dans le parallélogramme des périodes, le nombre des pôles doit être égal au nombre des zéros, chaque pôle ou chaque zéro étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
La fonction
e''»a'(M-4- Mo) ^S\){u) = G — : j
où c, c et Mo sont des constantes quelconques, n'admet qu'un pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir le point congruent à zéro; c'est une fonction de seconde espèce, dont les
APPLICATIONS DU THÉORÈME DE CAUCHY. - l3
mulliplicateurs sont respectivement
ainsi qu'il résulte des formules (XXII)). Ces multiplicateurs peuvent être identifiés à deux nombres quelconques [jl,, pig, en supposant
Il ' I
cwi+ UûTii — - logfxj, caj3-i- «o'ia = - 'ogl-^si
d'où l'on tire
C = -r- (r,i l0g|X3— T^3l0g[Xi), Mq = "^ ( «3 log [a, — Wj logi^a),
à cause de la relation r,) Wg — 7)3(0, = — • Les déterminations des logarithmes peuvent d'ailleurs être choisies arbitrairement.
On observera que Uq n'est congru à zéro, modulis aw,, 2W3, que si, pour une détermination convenable des logarithmes, on a
log[^i ^ l^g]^.
Dans ce cas, la fonction ^S^i^u) se réduit à une exponentielle de la forme e<^«+'''. S'il n'en est pas ainsi, la fonction \S^o{u) admet pour zéro le point — Uq et tous les poinls congruents; elle admet pour pôles simples les points congruents à zéro.
363. Si l'on suppose que [x,, ^-^ soient les multiplicateurs d'une fonction donnée de seconde espèce, ^{u); si l'on détermine, comme on vient de l'expliquer, les constantes c et Mq de manière à former la fonction i)Î)(m), les fonctions
^y #(«)lft,(-«), ^"(«)D],(Co-«),
OÙ Go désigne une constante, seront des fonctions de première espèce, en sorte que l'introduction de la fonction ^S^>{u) ramène l'étude des fonctions de seconde espèce à celle des fonctions de première espèce.
Nous allons d'abord déduire de là la proposition suivante, qui est l'analogue du théorème de Liouville pour les fonctions doublement périodiques ordinaires :
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Eji dehors de la fonction exponentielle e'""+'''^ il n^ existe pas de fonction transcendante entière qui soit doublement périodique de seconde espèce.
Si, en effet, §{u) est une fonction transcendante entière, la fonction doublement périodique ordinaire S'{u)\S^{ — u) ne peut avoir dans le parallélogramme des périodes qu'un pôle unique et simple, à savoir le pôle de i)l)( — u)] elle se réduit donc à une constante C différente de zéro. Si Uq n'était pas congru à zéro, pour u^^Uo la fonction il'o ( — u) serait nulle et le produit a)Jî( — u)É{u) ne pourrait être égal à C, puisque la quantité §{uo) est finie. Il faut donc supposer que Uq soitcongru à o; c'est le cas où la fonction ill)(w) se réduit à une exponentielle de la forme qcu+c' .^ il en est de même de la fonction §{u).
3G6. On voit aussi que, quelle que soit la fonction de seconde espèce ^{u), si ses multiplicateurs pi,, u.3 vérifient, pour une détermination convenable des logarithmes, la relation
en d'autres termes, si u^ est congru à zéro, modulis aw,, 20)3, la fonction S'{u) sera le produit d'une fonction doublement périodique ordinaire f{u) par une exponentielle de la forme 6^^"+^', puisque le rapport
est une fonction doublement périodique ordinaire, et que ^S\){u) se réduit à une exponentielle; c'est d'ailleurs ce que nous savions déjà (n° 362). Désormais nous écarterons ce cas.
Supposons donc d Uq différent de zéro, nous poserons
et l'on aura
La fonction r.X,{u) admet le point o pour pôle, et le résidu correspondant est I. On reconnaît aisément qu'il n'existe pas d'autre
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fonction de seconde espèce aux multiplicateurs a, et [jLg, admettant pour pôle simple le point zéro et les points congruents, n'en admettant pas d'autres, et telle enfin que le résidu relatif au pôle o soit égal à i. En effet, le rapport d'une telle fonction à A,(u) serait nécessairement une constante, puisque ce serait une fonction doublement périodique ordinaire sans pôle, et l'on voit que cette constante doit être égale à i, à cause de l'hypothèse relative aux résidus.
367. Si, maintenant, ^'(a) est une fonction de seconde espèce, aux multiplicateurs u,, pis, et si l'on désigne par a: une constante quelconque, la fonction ^(u)A,{x — u) sera une fonction de première espèce; la somme de ses résidus à l'intérieur du parallélogramme des périodes sera nulle. En calculant cetle somme, exactement comme on l'a fait pour la fonction /( m) î:^(.r — u), on arlivera à cette conclusion que la fonction ^{u) peut se mettre sous la forme
OÙ <2| , a.y, . . ., «V désignent les pôles distincts de la fonction ^(u) situés à l'intérieur du parallélogramme des périodes, où le nombre entier positif a/ est l'ordre de multiplicité du pôle a/, où A>'(u — «<), J<o"{u — ai), ..., Jl9^°'«~*'(?« — a,) désignent les dérivées par rapport à u de la fonction X(ii — «,) jusqu'à l'ordre a,— i, où enfin A^'', A'/', . . ., A]^l_i désignent les constantes définies par le développement
:^{ai-^h) = AC' i ^ A'/' D i +. . .+ Af^]_, D'^-D l + c£{h),
relatif aux environs du pôle «/; dans ce développement, qui procède suivant les puissances ascendantes de h, ^(h) désigne une série entière en h]Dj, • ••> D^^'j^"-.- désignent les dérivées successives, par rapport à h, de j jusqu'à l'ordre a/ — i.
La fonction if(u) est ainsi décomposée en éléments simples.
Réciproquement, une expression telle que le second membre de l'équation (a), lorsqu'on y remplace M par « -f- ato,, «^+2103,
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se reproduit multipliée par jjl,, u.3, puisqu'il en est ainsi de la fonction X(u) et de ses dérivées par rapport à u. Ce second membre représente donc une fonction de seconde espèce dont les multiplicateurs sont ceux de la fonction J{o{u).
368. Cette formule suggère des observations toutes pareilles à celles qui ont été faites au n" 359.
D'abord, si l'on substitue au pôle ai un point congruent
a'i = ai -+- a/îicoi-i- 2/13(03, il est clair, à cause de la relation
A, ( u ~ ai) = tjLj""i ix^"» A>{u — ai),
que, dans la formule (a), les nombres A('>, A',", . . . , Aâ',', 1 devront être multipliés par [Ji-"'[J^3'; mais, d'un autre côté, l'égalité
cT(m + 2/li Wi+ 2/^3(03) = I.X"'(J."3 ^(u)
montre de suite que, dans le voisinage du pôle a'^ , les coefficients du développement de ^{u)^ suivant les puissances de u — a| , s'obtiennent en multipliant par [j."' pi"» les coefficients du développement de S{u) suivant les puissances de u — «/, dans le voisinage du pôle a,. Par conséquent, on pourra appliquer la formule (a) et la règle pour déterminer les coefficients en prenant pour les points a,, «2, ..., «v un système quelconque de pôles de la fonction ^(u), pourvu que ce système contienne un représentant et un seul de chaque pôle. On voit aussi que, sauf la modification que nous venons d'indiquer, la décomposition en éléments simples ne peut s'effectuer que d'une seule façon. On reconnaît enfin que les propriétés essentielles de la fonction X(m), qui servent dans cette décomposition, consistent à admettre les multiplicateurs [JL,, 1K3 et à n'avoir, dans le parallélogramme des périodes, qu'un pôle simple. L'hypothèse que ce pôle est le point zéro et que le résidu correspondant est i ne sert qu'à simplifier la formule.
369. Quand les multiplicateurs li.,, Ug d'une fonction de seconde espèce ^{u) sont donnés, il y a une relation entre les zéros et les pôles. En effet, puisque la fonction ^(u) X{ — u) est de première
espèce, dans le parallélogramme des périodes, la somme de ses pôles, diminuée de la somme de ses zéros, esL congrue à o, modulis ato,, 2 W3. Chaque pôle et chaque zéro doivent figurer dans chacune des sommes autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Comme le pôle de X( — u) est congru à o, et son zéro à ?^„, on voit que la somme des pôles de la fonction ^(i^) diminuée de la somme de ses zéros doit être congrue à Mq ; en d'autres termes, en désignant un pôle quelconque par a, un zéro quelconque par b, par Sa, S6 les sommes des pôles et des zéros contenus dans un parallélogramme, chaque pôle et chaque zéro figurant dans la somme autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité, on a
Sa — 2^» = T- (tOalogiJLi— coi logjjis) (modd. 9,w,, 2103).
Ce théorème, qui est l'analogue de celui du n° 3oo pour les fonctions de première espèce, subsiste si l'on a u^ = o. On le retrouverait, ainsi que le théorème sur l'égalité des nombres de pôles et de zéros, en appliquant l'égalité fondamentale du n° 352 aux
„ . i'{u) ff'iu) 5,11 p
fonctions u-^ -, -. ; c est un calcul que nous aurons 1 occa-
ff{u) S{u) ^
sion de développer bientôt dans un cas plus général.
370. Le nombre des zéros d'une fonction de seconde espèce étant égal au nombre de ses pôles, on peut classer les fonctions de seconde espèce, comme celles de première, d'après le nombre de leurs pôles. Une fonction de seconde espèce qui a n pôles ou n zéros est dite du n^ème ordre, La formule de décomposition en éléments simples met en évidence l'existence de fonctions de seconde espèce de tous les ordres. X{u)es\, une fonction de seconde espèce, du premier ordre.
371. Cette fonction A,{u) joue un rôle considérable dans la théorie des fonctions doublement périodiques. Signalons quelques cas particuliers.
Si la fonction X{u) est réduite, elle jouera le rôle d'élément simple pour les fonctions réduites; on a alors, puisqu'on peut supposer logpi) = o,
_ _ (^1 log[^3 _ T^i log!^3 _ — y,i?<o .
T. CL M. - III. î
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la fonction A,(ii) se présentera donc sous la forme
ou encore, en posant
sous la forme
X = 2Ki>, To = 2 K (Jo ,
20)1 31(^^)271(^^0) ~^^' ""' II(^}H(^o)
372. Considérons encore le cas où les multiplicateurs jj.,, jx;, d'une fonction de seconde espèce seraient des racines n '""*''* de l'unité, en sorte que la puissance n'"'^" de cette fonction serait une fonction doublement périodique ordinaire. Soient, par exemple, en désignant par/?, q des nombres entiers non divisibles tous les deux par /i,
IM = e " , p.3 = e « ;
nous désignerons, dans ce cas, l'élément simple par .l,^^y(«) ; on trouvera sans peine
^/ _2;> 0.1 + 2^0)3 \ oAo/j nr( U) —
il sera lui-même la n''""^ racine d'une fonction doublement périodique ordinaire.
Dans le cas où n = 2, on peut prendre, pour le système de nombres entiers (p, q), les trois systèmes (o, i), (i,o), (i,i), et l'on retombe ainsi sur les fonctions Çao(?^)> q^i sont, en effet, relativement aux périodes 2 0j, , awg, doublement périodiques de seconde espèce, avec les multiplicateurs ±: i . Les fonctions <^\op^q{u) sont donc, comme le remarque M. Kiepert, qui a montré leur rôle dans la théorie de la multiplication et de la transformation, la généralisation immédiate des fonctions iao('0'
373. Les propriétés suivantes de ces fonctions résultent immédiatement de leur définition, des propriétés élémentaires de la
Tonction du et de la formule (VII,) :
■îq-Ki
2(/> — f/lTt/
cl,;,, y {u -\- ■ioi-î) = A^,>,q {u)e " ,
A>jo,r/(«^ -+- 2W3) = «^/J,7(«)« " ' Xp+„,,,(U) = cil,/,,^(<0,
Xp,,,(-U) =X-p,-q(u),
Ao/,,7 ( U ) a%>-p, -,j(U)=pU — p( n— 1 n—l
P « — JM '
Celte dernière égalité suppose que n est un nombre impair.
374. Désignons enfin par A,(ii, 11^) ce que devient la fonction générale X{i/) quand on j remplace la constante c par Z{uo); posons, en d'autres termes,
On observera que la dérivée logarithmique de X{if, Uo) est
éffaie (VIIi) à ~ — -; on en conclut aisément que la fonc-
& ^ ■^^ 1 pu — puo ' ^
I pu — p Uo
1 pu — p Uq
lion X{u, Uq) vérifie l'équation différentielle linéaire
du''
[■ipU -f-pMo] X{U, Mo)-
La fonction X[u, Mo)i coiisidéiée comme une fonction de Wy mérite de fixer un instant l'attention. Il suffit de se reporter aux égalités (XII) pour voir qu'elle jouit de la propriété qu'exprime
l'égalité
X{u, «0-+- '-iWa) = A,(«, Mo) (a = I, -î, 3).
Elle devrait donc être regardée comme doublement périodique, si nous n'avions pas exclu les fonctions, même univoques, qui admettent des points singuliers essentiels; tel est évidemment le cas de la fonction X{u^ Uq) qui, puisque J^«o figure en exposant, admet comme points singuliers essentiels tous les pôles de ^«o- On
observera que, dans le parallélogramme des périodes, la fonction
X{u, Uo)j regardée comme une fonction de Uq, n'admet qu'un
zéro, congru à — u^ et un pôle congru à o [modulis 2w,, 2W3).
On reconnaît de suite, à cause de l'égalité (Vlli), que l'on a
X{u, «0) «^'^(M, — uo) — pu — pMo.
IV. — Fonctions doublement périodiques de troisième espèce
375. En faisant un pas de plus dans la voie que nous venons de suivre, nous sommes amenés à étudier les fonctions que M. Hermite a désignées sous le nom de fonctions doublement périodiques de troisième espèce; c'est à ce tjpe qu'appartiennent les fonctions du^ d^u^ ^('^)' Les fonctions de troisième espèce sont définies, en général, comme étant univoques, comme n'admettant aucune autre singularité à distance finie que des pôles, et enfin comme satisfaisant aux équations fonctionnelles
M,,N,, M3, N3 étant des constantes. Ici encore, il est clair que les pôles et les zéros de la fonction *F(m) devront se reproduire périodiquement.
376. Les constantes M,, N,, M3, N3 ne peuvent être choisies arbitrairement; en efTet (*), les équations précédentes entraînent celles-ci :
^F(i<-r-'JlWi -+-20)3) = e(Mi + M3)«+2M,W3 + N,+N, \p(„) — g(M, + M3)« + 2M3W,+N, -t-.Xa XJ" ( f< ) ,
et ces dernières exigent que l'on ait
M1W3 — M3W1 = Attj,
en désignant par h un entier positif, nul ou négatif.
Dans l'expression de W(u -t- aw, + 2(03), remplaçons u par /^ + 2(02 et résolvons par rapport à W {u -\- •j.<ù2) ] en tenant
(') C'est le même raisonnement qu'au n° 92.
compte de la relation w, + lOo + W3 = o, nous aurons d'où l'on conclut qu'on peut écrire eu définissant M2 et N2 par les égalités
Il seconde égalité, où h' désigne un entier quelconque, résulte lément de ce que l'on a Ai lai
Ml -f- M.2-+- M3 — O, Xi -4- N2 -I- N3 — M 1 w 1 — M2 W2 — M3 W3 = ( 9. h' -+- h)r. i.
^(Mi -h M3) W2 2M3W1 — (xMiCOi + M2t02-+- MstOa) = M1W3 M3W1,
Ainsi, les six constantes M| , Mo, M3, N), No, N3 satisfaisant aux îlations précédentes, on pourra remplacer les deux équations fonctionnelles qui définissent la fonction ^ (u) par les trois équations
W(u-h'?.io^j^)= eM«" + >'aXF(M) (a = r,2,3).
Nous conservons aux quantités e*'»"-^'"^» le nom de inultipUcateuis, déjà employé pour les fonctions de seconde espèce.
377. Le produit ou le quotient de deux fonctions de troisième espèce est aussi une fonction de troisième espèce; les multiplicateurs de la fonction ainsi engendrée sont les produits ou les quotients des multiplicateurs correspondants des fonctions primitives. Lorsque le premier multiplicateur ^^'1"+^' est égal à i, la fonction est dite réduile.
Une exponentielle de la forme eA"'+B"+c^ où A,B, C sont des constantes, est une fonction de troisième espèce; on peut disposer de A, B de façon que le multiplicateur de cette fonction relatif à la période 2to, soit précisément g*''"-*-^' , m, et N, étant donnés. Dès lors, étant donnée une fonction de troisième espèce, on peut la réduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme précédente. Inversement, toute fonction de troisième espèce peut se déduire d'une fonction réduite, par le même procédé.
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378. Dans une fonction réduite de troisième espèce, on peut supposer nuls M, et N, ; M3 se déduit alors de la relation
Mio>3 — M^wi = hr.i,
et la fonction doit vérifier les équations fonctionnelles
Observons que la constante N3 n'a pas grand intérêt; si, en effet, dans les équations précédentes, on change n en u -+- C, en désignant par C une constante quelconque, puis que l'on désigne par Wi (u) la fonction W{u + c), on voit que la fonction W, (n) vérifie les équations
lltZi II TC/C
ce sont les mêmes équations que vérifie *ï''(;^), si ce n'est que N:j est diminué de —^ ; d'ailleurs, connaissant la fonction ^P'i(w),
on connaîtra la fonction W(?<) = ^^\{u — C), On peut donc suj)poser que N;( ait telle valeur que l'on voudra, par exemple la valeur o, ou la valeur — -'• Dans ce dernier cas, les équations
fonctionnelles qui déterminent la fonction ^I''(m) prennent la forme
Ainsi la recherche des fonctions de troisième espèce se ramène à celle de la solution la plus générale de ces équations fonctionnelles.
379. Avant d'aborder cette recherche, nous allons établir, pour les fonctions de troisième espèce W[u)^ à multiplicateurs quelconques, deux relations concernant l'une la différence entre le nombre des zéros et celui des pôles, l'autre la différence entre ];i somme des zéros et celle des pôles, analogues à celles qui concernent les fonctions de première et de seconde espèce.
Appliquons d'abord l'égalité fondamentale du n" 352 à la fonction
Puisque la fonction ^V{ii) n'admet pas d'autre singularité à distance finie que des pôles, le nombre de pôles ou de zéros de cette fonction contenus dans le parallélogramme des périodes sera nécessairement fini. Désignons par «,, a-i, . . ., «v d'une part, par />,, 0-2, . . - , 6p d'autre part, les pôles et les zéros contenus à l'intérieur du parallélogramme autour duquel on effectue l'intégralion, chaque pôle ou chaque zéro étant répété exactement autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité; la somme des résidus de la fonction F(m), à l'intérieur du parallélogramme, sera o — v.
Le calcul du premier membre de l'égalité fondamentale pour donc
F(//) = est immédiat; on trouve 2(lMit03 — Msto,). On a
2(Mi (lis— M3W1) = 2711 (p — v),
en sorte que le nombre entier que nous avons désigné plus haut par h n'est autre que l'excès du nombre de zéros sur le nombre de pôles.
Appliquons le même théorème à la fonction
la somme des résidus à l'intérieur du parallélogramme sera la différence d entre les sommes Z>,+ bo-i-...-\- bp et ai + rto 4----+ «v des zéros et des pôles.
On trouve d'ailleurs immédiatement
F(i<o-f- 2 0)1 1) — F(uo -H 20)3-+- 2 Wi t)
= — ( i<0 + 2 W3 + 2 Wi ^ ) M3 — 2 0)3 - F(«o-r- 20)3/) — F(«o-t- 2 0)1 4- 2 0)3^)
,-. T'(Mo+20)i<)
^-(«0-^2O)i + 2O)3OMi--2O)i ^p^— -^-^.
et, si l'on observe que les intégrales
Mo-+-2t"3 0 ^^
sont respectivement des déterminations des quantités
2t0i ^""S W(Mo) ' 2C03 ''^ W(tto) '
c'est-à-dire qu'elles sont respectivement égales à
M, «0+ Ni-4- ■2n,Tri M3 Mo -(- Nj -f- 2 «3 ir ^
2Wi 2W3
en désignant par /?,, /?3 des nombres entiers, on obtient r . s ,T Mi«o-4- Ni-4-2n,7rn
2Wi («0+ Wi-f- 2W3) JVI3 20)3
— 20J3 — (Mj+ W3-I- 2Wi)Mi— 20.1 = 2rf7t<.
En tenant compte de la relation (O3 M 1 — WiMi = /nzî, on en déduit
, toiN3— W3N1 cofMs— w|Mi , , .
TZ l TZ l
Dans le cas d'une fonction réduite, M, et N, sont nuls et l'on a donc, puisque li est égal a —, la congruence
d ^ ^ .^- — // Wi (modd. 2Wi, 20J3).
TT i
381. Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus général des fonctions de troisième espèce.
Si la fonction de troisième espèce est transcendante entière, h désigne, d'après ce que nous venons de voir, le nombre de zéros contenus dans le parallélogramme des périodes : c'est un nombre entier positif. Quant à d, c'est la somme des zéros. Si l'on suppose la fonction réduite, les équations fonctionnelles prennent la forme ( ' )
W(m + 2Wi) = W(îO, ■<F(M + 2W3)^e W. "^''li^M),
dont on a, comme on l'a démontré au n" 274, la solution la plus
(') Cette forme même montre qu'on ne peut supposer h nul, puisque alors la foaction serait do seconde espèce et se réduirait donc à une exponentielle 6"^"+''.
générale, savoir
\ h-Kl
Nous rappelons que la fonction ^(w) comporte h constantes arbitraires Aq, A,, ..., A^_| qui y figurent linéairement, et que Ton a
*(iO = Ao<ï>o(m) + Al<ï>l(^0+...-^- A/j_i*/j_i(m),
en supposant
(n/.-4-rl- rî
où p, suivant notre habitude, est mis à la place de
En résumé, si l'on se donne les deux périodes 2w,, 2W3, et le nombre h de zéros dans le parallélogramme des périodes, la fonction transcendante entière la plus générale qui soit une fonction réduite de troisième espèce sera la fonction <I>(;^ + C), qui comporte les li-\- I constantes Ao, Aj, . . ., A;i_,, C; la dernière est liée à la somme d des zéros par la congruence
d^s h((i)2— C) (modd. acoi, 20)3),
qui se déduit immédiatement de celle que l'on a obtenue à la fin du n° 380, en remarquant que C est égal à — Wj rzr^'
Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entière la plus générale en multipliant 0(m + C) par une exponentielle de la forme e^"''^^", où A et B sont des constantes arbitraires; il est inutile de prendre cette exponentielle sous la forme eA«»+B«+c'^ puisque le facteur e^'' ne ferait que modifier les constantes arbitraires Aq, A<, .. ., A^_, qui figurent dans <!>(« -h C).
On observera que le théorème de Liouville n'a pas ici son analogue puisque, comme on vient de le voir, il existe des fonctions de troisième espèce, autres que l'exponentielle e^"'"''^"'*'^, qui sont transcendantes entières.
382. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer les propriétés importantes de la fonction ^{11) que nous avons obtenues en pas- >ant. C'est une fonction de troisième espèce dont les multiplica-
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leurs correspondant aux périodes ?.w,, aoj^ sont respeclivement
cette propriété n'est autre chose que la définition même de la fonction transcendante entière $(?^); mais nous venons d'apprendre en outre que, dans le parallélogramme des périodes, elle a exactement h zéros et que la somme de ces zéros est congrue niodalis 2W, , 2CO3 à h{^^i^ + (O3) ou, si l'on veut, à Jhù^-
De la première de ces deux propriétés on déduit que la fonction Sig ne peut admettre plus d'un zéro dans le parallélogramme des périodes, puisque la fonction ^^{u)i pour A = 1 , se réduit à
2»Q ( -: ) • Ce théorème étant le seul pour la démonstration du-
Vacoi I / ^
quel nous nous sommes appuyés sur la décomposition des fonctions 2r en facteurs, le lecteur a maintenant tous les éléments nécessaires à l'établissement d'une théorie des fonctions 2? fondée uniquement sur les développements en séries trigonométriques (n° 160) qui les définissent et sur le théorème (n° 274) de M. Hermite.
De la seconde de ces propriétés, il résulte que si l'on se donne tous les zéros, sauf un, de la fonction ^(m), ce dernier zéro est déterminé.
D'ailleurs, on peut construire une fonction ^{u) admettant Il — 1 zéros ^,, b-ii .., ^A_i, et cette fonction est déterminée à un facteur constant près. En effet, les h constantes Aq, A| , ..., A/,_, qui figurent linéairement dans ^{u) seront liées par h — i équations qui, dans le cas où tous les zéros sont distincts, seront
^{bi) — o, «t>(62)=o, ..., <l>(6/j_]) = o,
et qui, dans tous les cas, resteront linéaires en A^, A, , . . , , A^_, . Ces équations admettent toujours une solution dans laquelle toutes les inconnues ne sont pas nulles et déterminent les rapports mutuels des constantes A^, A,, ...,AA_,.On ne peut, en effet, se trouver dans le cas d'exception de la théorie des équations linéaires, car, si l'on obtenait deux fonctions distinctes ^(«), ^\{u) admettant les li — i zéros donnés, le rapport de ces deux fonctions serait visiblement une fonction de première espèce qui n'aurait point de pôle : ce serait donc une constante.
On voit aussi qu'il existe des fonctions transcendantes entières de troisième espèce, qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, h zéros donnés b\ , b^t • • -, bh- Une telle fonction, si elle est réduite, sera de la forme <ï>(« -|- C), C étant une constante qui satisfasse à la congruence
AC = Aa)2 — cl (modcl. '2 10,, 2W3),
en désignant par d la somme des zéros du parallélogramme. On choisira pour C Tune des solutions de cette congruence, et l'on déterminera, à un facteur constant près, comme précédemment, les 11 constantes qui entrent linéairement dans $(«-hC) de façon que cette fonction s'annule pour h — i des zéros donnés, par exemple, pour 6|, 60, • • ., bh-\ ; la fonction ^(«), qui a h zéros dans le parallélogramme, s'annule pour 6, + C, ^o + C, . . . ,
C son /i''""' zéro, on devra
bi H-G + io— C-f-...-!- b/i-i -r- C -I- 6)j -4- C = /i M. y ou
d -i- A G -r- 6/j — b/i ss h wo, d'où l'on conclut
b'/^^b/i^^o (modd. 2coi, 2 tos).
On obtiendrait, d'ailleurs, diverses solutions avec des multiplicateurs différents, en j^renant pour C les diverses solutions de la congruence.
383. Nous ferons encore sur les fonctions ^(n) la remarque suivante, qui va nous être utile tout à l'heure. Si l'on y pose
les fonctions <!>,.(«), (/■ = o, i , . . . A — i) prennent la forme
sur laquelle la propriété fondamentale (L'V2) apparaît immédiatement; car, lorsque l'on remplace u par ?« -}- ato,, a; ne change pas, non plus que la somme de la série, et quand on remplace u par Il -+- 2(1)3, X est remplacé par q-x, en sorte que la série se repro-
duit multipliée par
hiTZ
384. Il est aisé de former une infinité de séries, constituées d'une façon analogue aux précédentes et, en particulier, à la plus simple de toutes
qui jouissent de la même propriété, mais qui ne représentent plus des fonctions entières. C'est un point très particulier des belles recherches de M. Appell sur les fonctions de troisième espèce ('), que nous allons exposer en disant quelques mots d'une de ces fonctions, appelée à jouer le rôle d'élément simple.
La recherche des fonctions de troisième espèce les plus générales peut êti e ramenée, comme on l'a vu au n° 378, à la recherche des fonctions réduites qui satisfont aux équations fonctionnelles
et nous avons montré au n" 379 que h désigne l'excès du nombre de zéros sur le nombre de pôles. On prévoit qu'il jaura deux cas à distinguer suivant le signe de A.
Supposons d'abord que h soit positif.
i-rzu
Il est aisé, en supposant toujours :c = e '^' , de former une série qui se reproduise multipliée par q~^ x~^ quand on change x en q'-x et dont la somme représente une fonction qui n'admette, dans le parallélogi^amme des périodes, qu'un pôle unique et simple,
congruent au point donné w. Telle sera, si l'on pose y =^ e^' , la série
Cette série est absolument et uniformément convergente dans toute région finie du plan de la variable w, qui ne contient
(') Annales de l'Ecole Normale supérieure, 3' série, t. I, If, III. Voir aussi Halphex, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 468 et suivantes.
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aucun des points u pour lesquels on a q-'^x — y = o, c'esl-à-dîre un des points u^ w -\- innùi + 2/1103, où m désigne, ainsi que n, un entier quelconque. La série garde même ce caractère dans les régions qui contiennent quelques-uns de ces points, pourvu qu'on en supprime les termes qui deviennent infinis.
Si l'on isole le terme qui devient infini pour u = w, savoir
ïT(«-M'r
on voit de suite que le résidu relatif au pôle simple (v est t-^ Si l'on pose finalement
on aura une fonction de a qui satisfait aux équations fonctionnelles, qui admet comme pôles simples les points congruents à «', et dont le résidu, pour le pôle (T', est égal à i .
38o. Nous aurons à envisager cette fonction F(«, <v) tant comme fonction de u que comme fonction de w. A ce second point de vue, il est clair que la fonction F(?^, w) jouil de la propriété
F( ?i, w -i- '.ifo, ) -- F( u, w),
mais, relativement à la seconde période 20)3, elle se comporte d'une façon plus compliquée.
Tout d'abord, écrivons-la sous la forme
F(«,tv)= — > qn-lixnk-L L £_
wi ^ ^ w, ^ ^ xq-^'i—y
puis changeons w en ^v -f- 2CO3, y en q'-y, n en /i + i, on aura
V{U,W + •>.W,.,) H *o(") = — y q^n+\Y-li^in * •
^ ' coi isi\J^^ xq^"^ — y
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relranchons des deux membres la quantilé
la série qui figure dans le second membre deviendra
xq'-'^—y
et, en prenant pour X la valeur q^y^ de manière que le numérateur de la fraction devienne divisible par le dénominateur, on obtiendra l'égalité
F{i(, n' -t- 20)3) — g'^y^Fiii, w) = — g^' y, g"''''x"'' -^ 5^
en effectuant la division de (^-"^)^+' — J '^"^' par q^"x — y, on
aura finalement
Fiu, w -+- awaj — q'^y'^ F{u, w) -t- ''''^ ^ y^'-'^q"!^ <i\.{u).
386. La fonction F(?^, w), envisagée comme une fonction de //, va nous permettre de construire toutes les fonctions de troisième espèce qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, un nombre quelconque de pôles et un nombre de zéros égal à ce nombre de pôles augmenté de h unités; elle admet elle-même un pôle et /i -h I zéros.
Observons d'abord que les fonctions de a
àV dJ_F à^
sont toutes des fonctions de troisième espèce, avec les mêmes multiplicateurs que la fonction F(?^, (p); chacune d'elles n'a dans le parallélogramme des périodes qu'un pôle, mais ce pôle est
double pour—-) triple, quadruple, ... pour les fonctions suivantes.
Considérons maintenant une fonction W(?^) de troisième espèce,
- 'ii^ a
avec les multiplicateurs i et e '^' ' . Soit w un de ses pôles
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d'ordre a, en désignant par A une constante choisie de façon que, dans le développement suivant les puissances de s de la fonction
dans laquelle on a remplacé u par iv -+- e, le terme en — manque, on voit que celte fonction n'admettra plus le pôle w qu'à l'ordre a — I ; on la ramènera de même à ne plus l'avoir qu'à l'ordre 7. — 2, .... puis à ne plus l'avoir du tout : les fonctions successives que l'on formera ainsi seront toujours des fonctions de troisième espèce, avec les mêmes multiplicateurs, et les pôles autres que w ne seront pas modifiés. On enlèvera ainsi successivement tous les pôles, et alors il ne restera plus qu'une fonction transcendante entière de troisième espèce, c'est-à-dire une fonction ^{u). On conclut de là que, si l'on désigne par «), a-2, ..., a^, les pôles distincts de la fonction ^(«) dans le parallélogramme des périodes, par a/ le degré de multiplicité du pôle «,, on pourra mettre ^ {u) sous la forme
ou 1 on entend que, dans les expressions r , -r— > -r — - , • • • » on remplace, après avoir fait les opérations, w par «/. Inversement, une expression telle que le second membre représentera, quelles que soient les constantes Aq, ..., ^h-\ qiii figurent dans <ï> et les autres constantes A|,", A*,", ..., une fonction de troisième espèce,
avec les muUiplicaleurs i et e '^' \ avec les pôles ai, d'ordre
de multiplicité a/(f = i, i, ...,v), et admettant un nombre de zéros égal à /i + a, + a^ +...+ avl tel est aussi le nombre de constantes arbitraires qui y figurent, si l'on regarde les pôles comme donnés.
387. Il n'y a pas lieu de s'arrêler au cas où h est nul puisque l'on aurait affaire à une fonction de seconde espèce.
Supposons maintenant h négatif et soit encore ^' {u) une fonction de troisième espèce avec les multiplicateurs
I zj w.
admeltant, par conséquent, dans le parallélogramme des périodes
lin nombre quelconque de zéros et un nombre de pôles supérieur
de — /i à ce nombre de zéros.
Formons les fonctions ^{u), ¥(u,w) qui correspondent au
nombre — h, c'est-à-dire des fonctions de troisième espèce, aux
multiplicateurs i, e'"' , dont la première est une fonction
transcendante entière, contenant linéairement — h constantes
arbitraires Ao, A,, . . . , A_a_o et dont la seconde admet dans le
parallélogramme des périodes le pôle unique w. Les fonctions
sont de première espèce, et, pour chacune, la somme des résidus est nulle dans le parallélogramme des périodes.
Soit a un pôle de ^(w), d'ordre de multiplicité a, et soit, en posant u = a -+- 1 et en désignant par Bo, B, , . . . , Ba_, des constantes, par ^(e) une série entière en s,
Bo Bi B2
on aura
F(aH-£, w)=^ F(a) + F'(a) - +. . .+ F(a-i)(a)
•i...(a — I) ca-t
OÙ F' (a), F" (a), ... désignent ce que deviennent
^¥(u,^v) ()2F(m, w) du ' dû^ '
quand on j remplace u par a.
Le résidu de la fonction ^''(i/) ^{u), relatif au pôle a, sera donc
Bo*(a) -+- Bi*'(a) -h. ..+ B^-i *'«-!'(«),
et, la somme de tous les résidus analogues devant être nulle, on ' aura, en désignant par a,, «25 • . . , «v les pôles distincts de ^^(w), par oLi le degré de multiplicité de ai, une égalité de la forme
([ui équivaut en réalité à — h conditions, puisque cette égalité, devant avoir lieu quelles que soient les constantes Aq , A, , . . . , A_a_i (jui figurent dans <ï>, se décompose en — h autres égalités.
Appliquons le même théorème à la fonction W{u)¥{u^ w) en remarquant qu'elle admet, en dehors des pôles de '^{u), le pôle a :=nv de F(«, w) avec le résidu W{w)^ et nous aurons
d'où, en changeant w en u,
6 \ir(a) = — y [B(/' F(aj, u) -t- B'/' F'(a/, «<) + .,.-+- B\j}^_^ F(ai-»(«,-, u)]
en sorte que la fonction '^{ii) est décomposée en éléments simples ; on rappelle que F^^^ (a,, u ) désigne ce on j a remplacé a par at^ puis w par
on rappelle que Ff^^(a,, u) désigne ce que devient ^"' "" quand
388. Cette forme de décomposition, obtenue par le même procédé que les formules des n°* 358 et 367 relatives aux fonctions de première et de seconde espèce, n'est pas toutefois de la même nature, car c'est le second élément de la fonction F(m,(v), qui joue le rôle de variable, et la fonction F(i^, w) n'est pas doublement périodique de troisième espèce par rapport à cet élément, en sorte que la formule trouvée ne met pas en évidence la périodicité de la fonction W(«); c'est que, en effet, les constantes BJ,'', B'i'\ ... ne sont pas arbitraires, mais doivent vérifier les — h conditions contenues dans l'égalité {b). Sous le bénéfice de ces conditions, la périodicité apparaît, comme le lecteur le reconnaîtra sans difficulté, s'il veut bien se reporter au n° 385, où nous avons donné l'expression (') de F(w, w -f- 20)3). On voit que, dans le cas où h est négatif, si l'on se donne les pôles a/ de la fonction '^{u), le nombre de constantes arbitraires qui figurent linéairement dans l'expression de cette fonction est encore
(') On n'oubliera pas que h doit être changé en — h, puisque, dans le cas nous nous plaçons, h est négatif.
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/i 4- a,-l- oL.y +• • •+ ^Cvl c'est, dans tous les cas, le nombre de zéros contenus dans le parallélogramme, en comptant chaque zéro autant de fols qu'il y a d'unités dans son degré de multiplicité.
V. — Autres expressions propres à représenter les fonctions doublement périodiques.
389. Les fonctions doublement périodiques sont susceptibles d'être mises sous d'autres formes particulièrement importantes, et qui mettent en évidence à la fois les zéros et les pôles.
Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque pôle ou chaque zéro répété autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
Considérons d'abord une fonction de première ou de seconde espèce; elle a dans le parallélogramme des périodes autant de pôles que de zéros; désignons les premiers par «i, a^, . . . , a^, les seconds par b^, bi, • ' -, b^; IsL dérivée logarithmique de cette fonction sera une fonction doublement périodique ordinaire, n'admettant que des pôles simples; si at, a^^ ..., a^t, d'une part, b\^ 62, . . . , èv d'autre part, sont distincts, l'ensemble de ces points constitue l'ensemble des pôles de la dérivée logarithmique ; dans les autres cas, cet ensemble est constitué par ceux des points a,, «2? . . . , «v et ceux des points 6), ^2» • • • , ^v qui sont distincts; le résidu correspondant à chacun d'eux est, dans tous les cas, l'ordre de multiplicité du zéro ou du pôle de la fonction primitive, affecté du signe — s'il s'agit d'un pôle; de sorte que l'on a, dans tous les cas, pour la dérivée logarithmique décomposée en éléments simples, l'expression
c + ^(i<— 6,)+...+a"-^v)-ç(ii— «i)-...-ç("-«v),
où C est une constante. La fonction qui admet cette expression pour dérivée logarithmique est
(j{u — ai)'j{u — a^) ... a'(M — «v) OÙ les zéros et les pôles sont bien mis en évidence.
390. Quand on remplace, dans la dernière expression, u par u -\- 2Waj elle se reproduit multipliée par e-^'^a"^''^*, en désignant par d la différence entre la somme des zéros et la somme des pôles. L'expression précédente représentera donc, en général, une fonction de seconde espèce dont les multiplicateurs |x, et [JL3 seront donnés par les formules
2CtO,— 20?T)i = l0g[Jli, 2CW3 — 2C?T)3 = logJJlj,
d'où l'on lire inversement
C = — . (T), logfZs — 7)3 l0g[Xi), d= — . (C0il0g[jl3 — WslogfJli).
Ces relations ont été déjà obtenues aux n"^ 364 et 369.
391. Si l'on veut avoir affaire à une fonction doublement périodique ordinaire, les quantités log[ji.,, log 1x3 doivent être des multiples entiers de ira] en sorte qu'on doit avoir
C = o(modd. 27]i, 27^3) et <i? = o(modd. 2Wi, 2W3);
la dernière relation a déjà été démontrée au n" 356.
Comme le rapport de co, à {03 n'est pas réel, la supposition c^= 2/1, w, + 2/i3W3 entraîne les trois égalités
l0g[J(.3 = 2«iTrt, l0g[a, = 2/13 TTi, C = 2(/liTf)i -+- «37)3),
en sorte qu'une fonction doublement périodique ordinaire, dont les pôles «1, «25 • • . , «V et les zéros ^j, Z>2, • • . , b^ vérifient la relation
OÙ /î), ^3 sont des nombres entiers, aura pour expression générale
A est une constante qui a été mise à la place de e^'.
Si les représentants (') des pôles et des zéros ont été, comme
(') On a vu (n" 359) qu'il n'était pas nécessaire de prendre les pôles ou les zéros dans un môme parallélogramme, pourvu que chaque pôle ou chaque zéro soit représenté par un point congruent à a,, a„ ..., a„ ou b^, 6„ ,.,, b^.
on peut toujours le faire, choisis de façon que l'on ait
61 -I- 6, + ... -f- 6v = ai -H «2 ^ •■•-+- «V, l'expression de la fonction doublement périodique sera
(i{u — bi)<^(u— bi) ... cfiu — 6v)
Au)
puisque l'on aura alors /i, = /Zg = o. Cette formule met en évidence les zéros, les pôles et la double périodicité.
Toute fonction rationnelle entière de pw etde p'u est une fonction doublement périodique ordinaire n'admettant que le pôle o, qui est nécessairement multiple; la somme des zéros d'une telle fonction est donc nécessairement congrue à o (modd. 2Mt, 2 Wg) ; ce résultat équivaut à une proposition due à Abel. On voit en outre qu'une telle fonction peut se mettre sous la forme
. ^{u-bi)c^(u-b,)...^iu-b^)
392. Il y a quelque intérêt à retrouver ces divers résultats et, en outre, ceux de même nature qui concernent les fonctions de troisième espèce, sans nous appuyer sur la décomposition en éléments simples. Le théorème de Liouville y suffit.
En désignant par a,, ao, ..., «v les représentants des pôles d'une fonction de troisième espèce, et par bt, bo, • • • ■, bp les représentants de ses zéros, on voit, en se plaçant au point de vue du n° 85, que cette fonction doit être de la forme
yi^(a , == e^(«) ^("'-b,)^(u-b,)...cf(u-bp) . (j{u — a,)cj'(M — aï) . . . ^(m — av)'
cela résulte du théorème de M. Weierstrass sur la décomposition en facteurs primaires, et de ce que les seuls pôles et les seuls zéros de la fonction W{u) doivent être respectivement congrus, modulis ihii , 2W3, à a,, a^, . . . , «v et à 6,, ^o» • • • 5 ^p ! g{u) doit être une fonction entière, transcendante ou non. Posons, comme nous l'avons déjà fait,
{b i -\- b.2 -h . . . -T- b n) ~ {ci), -\- a^ + . . . -\- as^) = d , p — > — h\
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en remplaçant, dans W(u), u par u + aw^, eL en tenant compte des formules XII2, on trouvera immédiatement
Si donc on veut que la fonction ^(«) soit une fonction de troisième espèce, avec les multiplicateurs e"a"+^'aj il faut que l'on ait
g(u + 2aja) — g{u)-^ hrù^ ir^ri{hu-{- ho}a, — d) = Ma,u -f- Na + in^rù,
/la. étant un entier qui ne peut dépendre de u à cause de la continuité évidente du premier membre. En prenant les dérivées secondes par rapport à u, on en conclut
la fonction entière g"{u)-, étant doublement périodique, se réduit à une constante; o-^^^) est donc de la forme AW-+ Bw + C, où A, B, C désignent des constantes, et l'on devra avoir
Va -t- B) 2u>a-f- 4A2 + 2rix(A"-l-/iW3( — d) -hhru = Ma" + N 01.-^2/1^,1:1,
et, par conséquent,
Ma= 4AWa + ^Avia,
Na = 4A.u>| -h 2Ba)a -t- 2-irja(/iWa — d) -h hizi — 2n^r^i = w-fMa -+- aBWa — 2C?y)a -+- hrù — in^Tzi,
393. Il résulte de l'analyse précédente que toute fonction de troisième espèce qui admet les pôles «1, «2» • • • , «v et les zéros 6,, 62, . . . , bç peut être mise sous la forme
^r(„) = eA.=+B«+C ^{i^-bx)^{u-b,)...<:f{u-bç) (^{u — ai) a" (a — a^). . .^{u — Uy)
et que, inversement, toute fonction de cette forme est une fonction de première, de seconde ou de troisième espèce.
Considérée comme de troisième espèce elle admet les multiplicateurs e*'«""^^«, les constantes M^, Na étant exprimées au moyen de A, B par les formules qui précèdent. On en conclut immédia-
tement les relations
Ml -+- M2 -+- M3 = O,
Ni -f- N2 + N3 = MtWi -+- M2W2 + M3W3 + hru -t- ih'Tzi,
OÙ h' est un nombre entier, relations qui sont conformes à celles obtenues au n" 376; on retrouve aussi aisément la relation
Miojs — Msioi = /iTzi;
puis, en éliminant B entre les expressions de N, et de N3, on obtient, après quelques réductions immédiates, la congruence
c?= — . [wf M3— a)§Mi -+- 0)1 N3 — W3N1] — 2/ia)2, (modd.atoi, 2W3).
TZl
Inversement, si cette relation et la relation M, (O3 — M3 w, = hni sont vérifiées, on pourra déterminer les constantes A, B en fonction de Ma, Na et l'on obtiendra l'expression générale
tf (a — «1 ) a" (a — «2 ) • • • 3" (î< — «v ) dont on s'est donné les pôles, les zéros et les multiplicateurs
Le cas des fonctions de deuxième et de première espèce est contenu dans ce qui précède. Pour les fonctions de seconde espèce, on a M, = o, M3 = o, et, par suite,
A = o, P = V, puis
<j?= _t__3 — _ — 3j_2 =^ — ((jjj logjX3 — C03 log[Jii) (modd. awi, 2W3),
en désignant par [x, et pis les multiplicateurs. Pour les fonctions de première espèce, on a
p = V, f^ = o, (modd. 20)1, 20)3).
En résumé, l'analyse précédente montre, d'une part, qu'il existe des fonctions doublement périodiques de première, de seconde et de troisième espèce, et elle donne, d'autre part, le type le plus général de chacune de ces fonctions.
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394. Enfin, il est aisé de former encore, au moyen des fonctions $ de M. Hermite, l'expression la plus générale des fonctions de troisième espèce qui ont un nombre donné de zéros et de pôles. Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entière, se rapporte, comme on l'a vu, à l'entier positif h qui exprime le nombre de ses zéros ; pour garder la trace de ce nombre, nous
t emploierons ici la notation ^^h){u) qui représentera la fonction entière la plus générale de troisième espèce avec les multiplica-
leurs I , e "'
Considérons maintenant une fonction "^{11) de troisième espèce, admettant p zéros et v pôles dans le parallélogramme des périodes. Nous pourrons former (n° 381) une fonction entière $(v)(m + G), qui admette pour zéros les v pôles de W(w). La fonction W(M)<ï>(v)(zf-f- C) n'admettra plus de pôles; elle sera de troisième espèce; elle admettra p zéros, les p zéros de W(a); elle
sera donc de la forme
e'^"'+i"'<ï>(p)(it-f-D);
la fonction ^ {u) sera donc de la forme
yv{u)
Inversement, une telle expression est une fonction de troisième espèce admettant v pôles, p zéros et ayant relativement aux périodes 2(0,, 2(1)3 les multiplicateurs
4AW,«+4Awî-l-2BW, UW3M+4AWI+2DW3 — -— (H + tO,) — — (pD — vC)
OÙ l'on a encore posé /t := p — v. Ces multiplicateurs peuvent être identifiés avec e*''"+^'', e^'8«+'<3^ si Pon a
h-KÏ , .,
4 ACOi = Ml, iPi(i^3 = M3, 4AWT H- 2B(0i + 2ni ut = Ni,
4Aai§ -f- 2B0i3 (pD — vG) + 2/l3 7rt =N3,
lOi tOi
en désignant par/i,, n-j des nombres entiers. On tire de là, en éliminant A et B,
Ml 0)3 — M3a)i= hT:i,
N3101 — Ni (1)3 = Ml 0)3 ((1)3 — lOi) — hTziiùi
— Ttl(pD — V G)-t- 2Ttl(«3 Wl — «)("3)-
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Si l'on se rappelle (n" 381) que p(cL)2 — D), v(ol)2 — C) sont respectivement congrus (modulis 2w,, acoa) aux sommes des zéros des fonctions $(pj(w-f-D), <I>(v)(w-t~ G), on voit que la quantité V C — p D est congrue à /i 102 + d, en désignant par d la différence entre la somme des zéros et la somme des pôles de W(u); la seconde des égalités précédentes nous fournit donc encore une fois la congruence
j W1N3 — W3N1 W?M3 — wIMi , / 11 N
a= -. 1 : — ^— — 2Aa>2 (modd. 2 0)1, 20)3).
TZ l TZl
395. Le cas que nous venons d'examiner contient le cas des fonctions de seconde et de première espèce. Pour ces dernières, en particulier, on trouve A = 0, B=o, C = D, et l'on voit que la fonction doublement périodique ordinaire la plus générale, comportant v zéros et v pôles, peut être mise sous la forme
. Ao1'o(m. -H-G)-)- Ai^i(^-)-G)-4-...-H Av-i<t>v_i(M-t-G)
où C, Ao, ..., Av_4, Ap, ..., A'v_i sont des constantes arbitraires, et $05 ^i, ■ • •■, ^w-i des fonctions parfaitement déterminées, dont la forme a été rappelée au n" 381 ; on doit toutefois remplacer la lettre h par la lettre v.
I. — Les fonctions a', Z, p
396. Nous établirons dans ce Chapitre diverses conséquences très importantes de la formule de décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples, conséquences dont plusieurs ont déjà été établies, mais qu'il convient de grouper maintenant autour d'une même origine et dont la déduction ne supposera rien autre chose, en dehors de la définition des fonctions (3", p, Ç, . . . et des propriétés qui résultent immédiatement de cette définition, que les propositions générales établies dans le Chapitre précédent.
Considérons d'abord la relation (VIIi)
a'iu -h a)a'{u — a)
_1 ; — 1 :: = pa — pu,
et désignons-en le premier membre par /(m); on reconnaît immédiatement que /(«) est une fonction doublement périodique à périodes awi, atog, admettant, comme seul pôle dans le parallélogramme des périodes, le point o : ce pôle est d'ailleurs double ; /(w) doit donc être de la forme C-1-C'î^'m = G — C'pw où C et C sont des constantes; C est le coefficient de la dérivée de -
dans le développement de /(m), mis sous la forme CD --h $(m); dans ce développement, on n'a pas fait figurer de terme en u~^ , parce que le pôle o est double. On peut dire encore que C et — C sont le terme indépendant de u et le coefficient de u~^ dans le dé-
veloppement def{u) suivant les puissances ascendantes de ?/ ; on obtient ce développement en multipliant le numérateur de f{u),
1^ a -\- Il :i a -\ tfa-f-...! — da -{- u<i a tfa-H.
expression qui, ordonnée suivant les puissances de u^ donne
— tf^a-f- (cy'2a — a a a'" a) u^-h. . .,
par le développement de — — ^^^r~ ' ^^i ^^ s'appuyant seulement sur la formule (IV,) et les définitions (IV5), on trouve
le coefficient de — et le terme indépendant dans le développement de/(w) sont donc respectivement — 1 et
(y'^a — a'aa'"a _ d tf'a _
on a ainsi — C'= — i, C = J3a ; cette dernière valeur, après avoir obtenu C'^i, pouvait s'obtenir en remarquant que C — G'j3?f doit s'annuler pour ?^ = a, de même que/(w). Finalement, la formule (Vil,) est démontrée à nouveau.
Observons d'ailleurs que le premier membre de cette formule appartient au tjpe du n°391, où les zéros et les pôles sont mis en évidence; la somme des affîxes + a, — a des deux zéros est bien égale à la somme de l'affixe du pôle double o.
Rappelons encore que, de cette formule (VII,), on tire immédiatement les formules d'addition (VII3)
p(.±:a)-p.^=.-l j-P'" + P'", •^ ^ 1 du pu — pa
dans chacune desquelles le premier membre n'est autre chose que le second décomposé en éléments simples; nous reviendrons sur ces formules dans un Chapitre suivant.
397. Etablissons maintenant l'équation différentielle (Vile). Nous observerons pour cela que toute puissance entière de jd ?/ est une fonction doublement périodique admettant le seul pôle zéro, qui est d'ailleurs multiple d'un ordre double de l'exposant de la puissance ; le résidu de ce pôle est nul ; par exemple o est un pôle sextuple pour p'^ u, et l'on doit avoir
p^u = C -f- Al Ç' M -t- Â2 r "-•-•••+ A.5 ^'' M,
en désignant par A,, Ao, . .., A5 les coefficients qui apparaissent dans le développement de p^ u mis sous la forme
p3a = AiDi ^A2D2-!--f-...+ A5D5i +^(a);
quant à la constante C, elle est ici manifestement égale au terme indépendant de u dans ce même développement; en utilisant seulement la formule (IV3)
écrite en tenant compte des définitions (IV5), on calcule aisément la partie fractionnaire et le terme indépendant de u dans le développement de p^ m; on trouve ainsi
U^ 20 U^ ib 10 20 u I'20 u
et l'application de la règle précédente donne
En appliquant exactement la même méthode à la fonction doublement périodique p'- u, dont le seul pôle est encore o, et pour laquelle ce pôle est encore sextuple, on obtient
p'2 M = ^ ^ pu-^ — p'v a.
En éliminant p'^w entre les deux dernières équations, on trouve p'2u = ^p^u. — gipu — gz.
398. Les formules fondamentales relatives à la division par n de l'une des périodes se présentent comme d'elles-mêmes.
Si, par exemple, on considère la fonction ^{u\~, 0)3 j dans le
parallélogramme relatif aux périodes aw,, 2CO3, on reconnaît de suite que c'est une fonction doublement périodique dont les pôles, tous doubles, sont donnés par la formule u =.ir —-, où r prend les valeurs o, i, 2, . . ., « — i ; d'ailleurs on a
en sorte que la formule de décomposition en éléments simples nous donne, en désignant par C une constante,
d'ailleurs, si l'on fait tendre u vers zéro, on reconnaît de suite, sur les développements en série, que la différence du premier membre et de jdm tend vers zéro; il en résulte
et l'on retombe ainsi, après avoir changé u en — «, sur la formule (XXI4), d'où l'on pourrait déduire par intégration les formules analogues (XXI3) et (XXI2), qui concernent les fonctions ^ et a*.
399. De ces formules et de celles qui eu résultent lorsqu'on j transpose les périodes 210,, 20)3, on peut déduire des formules de multiplication pour les fonctions d^ l^, p. Il suffit de répéter ce que l'on a dit au n° 347 pour établir les formules de multiplication relatives aux fonctions sn, en, dn.
Mais on parvient aux mêmes formules en décomposant la fonction p(nM) en éléments simples.
Pour simplifier l'écriture, nous poserons
2fia)i
A = 2p(«m)' B = 2Ç(«ix,v).
En appliquant la formule du n° 358, on a
^p(nu) =^p(u — a^^^) — A..
En intégrant, puis passant des fonctions Z, aux fonctions c^, on obtient ensuite les relations
Dans toutes ces relations les sommes sont étendues à toutes les combinaisons a, v des entiers o, i , 2, . . . , ;i — i ; le produit est étendu à ces mêmes combinaisons, la combinaison |jt. = o, v = o, exceptée.
La dernière relation s'obtient d'ailleurs aussi en répétant, sur la fonction d(nu), les raisonnements que l'on a faits au n° 134
sur la fonction d(u\—, Wgj; elle résulte au fond d'un groupement convenable des facteurs de la fonction d{nu) décomposée en ses facteurs primaires et de l'application de la formule (V,). Si, dans la dernière relation, on remplace u par u-{- awa et si l'on fait usage des formules (Xil2), on voit que les expressions
doivent être, quel que soit m, de la forme im^r:i, où m^ désigne un nombre entier; on a d'ailleurs
on voit donc, d'une part, que A est nul, et, d'autre part, que l'on a
Si l'on écrit cette égalité pour a = i et pour a = 3, on trouve
successivement, en faisant usage de la relation ri, Wg — ri3(o, = ±^>
les relations
•im^iMy — ami W3 = qr n(n — 0^2)
B = ±(2 ma 7)1 — 2miï]3) = ± Ç(2m3cui — amicos)
— Ç[/l(rt — 1)0^2] = — ll{ll — 0''Î2'
On a donc finalement établi les formules de multiplication
(IC) / (2) rii;{nu) = ^l^{u — a^^^y)-n{n — i)ri2,
(3) rt2p(,iji) = 2]p(m — «jX.vX
et l'on a aussi démontré les relations
(IC4) 2^ajjL^^) = _,t(,i — i)rj2,2p(api,v) = o;
dans toutes ces formules, les sommes sont étendues à toutes les combinaisons des indices [Ji, v choisis parmi les entiers o, i, 2, ..., n — I ; pour le produit, la combinaison jx ^ o, v = o est exceptée.
Si l'on décompose en éléments simples l'expression
qui, comme on l'a vu au n° 391, représente une fonction doublement périodique ordinaire quelconqvie de u, on obtient des identités intéressantes. A.insi, puisque la somme des résidus de f[u) est nulle, on doit avoir
^ ^ V^ ^i a-k— à,) (f(a/c— 62) • • ■<^(ai— b^ )
^ <3'(«A — «O- ..<^{a/,— ai,-\) ^{ai-— a^+i). . . cf{a/.— a^)'
Pour V = 3, cette relation est identique à la relation (VII2).
Les fonctions
cf^u p--0a"j-(M-HOa)
sont des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, à multiplicateurs H- i et — i ; les derniers membres appartiennent au type X(u) du n° 366.
Les carrés des fonctions ^ sont des fonctions doublement périodiques de première espèce ; observons que les formules (LXIÏI, ^3,4) ne sont autres que des formules de décomposition en éléments simples. Il en est de même des formules (LXIIIs^c) relatives aux fonctions ipo(w ) ^ïo('Oj ioY('0 ^ap(")-
402. La théorie de la décomposition en éléments simples des fonctions de seconde espèce conduirait sans difficulté aux équations différentielles que vérifient les fonctions Ç; par exemple, en observant que la fonction ipo(") ^yo(") admet les mêmes multiplicateurs que la fonction iao('')> *!"'> n'ayant pas d'autre pôle que zéro dans le parallélogramme des périodes, peut jouer le rôle d'élément simple, et que cette même fonction ipo(w)iyo(«) admet, comme pôle unique, le pôle double 11 = 0^ on voit qu'on peut
écrire
?po(«)?ro(«) = A^ao(") ^-B^;o(M),
A et B étant des constantes : or, en se rappelant seulement que le développement de ^ao ( w), suivant les puissances ascendantes de u, commence par un terme en - et ne contient pas de terme indépendant de u, on voit de suite, si l'on égale dans les deux membres les coefficients des puissances négatives de u, qu'on doit avoir A = o, B = — I : on retrouve donc ainsi la formule (LXI|)
$âo(«) = — $.3o(")?Vo(").
d'où l'on déduit immédiatement l'équation différentielle (LXII,)
lâo(") = [«a — ^15 -4- ^|o(")] [^a— Cy-I- ^âo(«)J-
4-03. Supposons n impair. Dans le parallélogramme des périodes de la fonction j3(w | w, , Wg), les fonctions ioa \u — -> iii-i ) >
ipy/if — jWgj sont doublement périodiques de seconde espèce,
avec les mêmes multiplicateurs ± i que les fonctions ioa('^)» ipY(?<). Leurs pôles et leurs zéros se mettent immédiatement en évidence, d'où l'on conclura sans peine leurs expressions sous forme de produits rentrant dans le type du n" 389 ; on retrouve ainsi les formules, relatives aux fonctions ^, que l'on obtiendrait par la division membre à membre de celles, relatives aux fonctions rf, qui figurent au Tableau (XXVI).
La décomposition en éléments simples permet d'obtenir, sous forme de sommes, les expressions des fonctions
on trouve ainsi, en particulier et en conservant les mêmes notations qu'au n° 129,
{r = /'o, /'i, ..., rn-i)-
Les formules (LXXXVII.-a) et (LXXXIX.-g) se déduisent de celles qui précèdent par le passage des fonctions ^ aux fonctions sn, en, dn.
404. Les combinaisons que l'on peut former en multipliant une fonction ^ de l'argument 11 par une fonction ^ de l'argument 11 + a sont des fonctions doublement périodiques de première ou de se-
conde espèce; on parvient à des formules intéressantes (') en les décomposant en éléments simples.
Considérons, par exemple, la fonction iao(") iao (" + «); elle est de première espèce, du second ordre; ses pôles, qui sont simples, sonto, — a et les points congruents; le résidu relatif au premier pôle est ^aoC^'^); OQ en conclut de suite
^ao(")?ao («* + «) = ?ao(«)[C« — C("^-«)-+- A].
A est une constante que l'on trouve égale à J^a<^ en écrivant que le second membre est nul pour ii = Wa-
Nous récrivons ci-dessous la formule ainsi complétée, et d'autres qui s'en déduisent, en ajoutant Wa ou wp à u ou à a. Ces formules, et celles qu'on en déduirait en échangeant les lettres u et a, donnent les décompositions cherchées de celles des combinaisons que l'on considère qui sont de première espèce,
?oa(«)^ao(«)?ao(« -+-«)= C« — Ç (m +«) H-^a «,
\ (^a — ep)(ea— eY)^oa(«)?oa(«)?oa("-(-a) = Ca" — Ça(« + «) + Ça«,
(Cl) / (ep — ea)?oa(«)lYp(")?rP^"^-«)=^P" — ^pC"-!-»)-^?»»,
i ^ao(«)Uo(«0^oa(" + «)= s" — Ça(«i + «)+ C«,
En tenant compte des relations (LXIIIg-e) on voit que la première et la troisième des relations précédentes peuvent s'écrire
rtf — !;(i<-4-«)-^^a = ^oa(«) ^ao(") ?ao(" -H «) + ?po(«) ^;'a(«), Ca«i — sa(« -^ «) -^ ba« = (^a— «p) ?op(«) [$va(") ^ya(" + a) — Iyo(«)].
Sans nous arrêter à multiplier les relations de cette nature, rappelons que Î^m — J^(ï<H-a)-t-î^a n'est autre chose (VII3) que
'P ^ 'P — Enfin, on voit aisément que, en faisant tendre a
ipu — pa i '
vers o dans les formules précédentes, on retombe sur les formules de décomposition en éléments simples (LXIII,^ 3^ 4) des fonctions
iao(w), Çua("), ^3y(")-
405. En consultant le Tableau (XII2), on aperçoit que le multiplicateur [jia de la combinaison l{u)^{u -+■ a), où chacune des
(') Voir le Cours de M. Hermite, XXIV* Leçon.
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deux fonctions l est affectée d'indices quelconques égaux ou inégaux, est égal au produit d'autant de facteurs égaux à ( — i) qu'il y a, parmi les indices des deux fondions i, de nombres o et a. Il en résulte que si /», r/, /*, s sont pris parmi les nombres o, i, 2, 3, /? et ^ d'une part, /• et s de l'autre, étant nécessairement inégaux, les expressions ^pç{u) Irsiii- -h a) sont des fonctions doublement périodiques de première espèce ou de seconde espèce avec les multiplicateurs + i et — i. Celles de ces fonctions qui sont de seconde espèce sont celles pour lesquelles les deux systèmes (/?, q), (r, 5) admettent un élément commun et un seul. Considérons, par exemple, la fonction ^pq(u')^pr(u -+- a) où les nombres q et /■ sont différents entre eux et différents de /?, et désignons par s celui des nombres o, i, 2, 3 qui n'est ni y?, ni q, m r. Cette fonction et celles qui s'en déduisent, soit en remplaçant p par s, soit en échangeant deux des nombres p et q ou p et /•, ont les mêmes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d'ailleurs aussi ceux des fonctions ^qr{u) et \ps{u)- D'ailleurs la fonction \p(j[u) 'ipr{u -\- a) n'a que deux pôles, simples tous deux, dans le parallélogramme des périodes; elle s'exprimera donc en fonction linéaire de deux des expressions
;/;5("+«'l), ii,s{u-^lll), Iqriu^u'i), 'c,,,r{u -+- U',),
les constantes U\^ u-,^ «', , u'., étant fixées de façon que les deux expressions choisies aient leurs pôles congrus à ceux de la fonction ^pç(u) lpr{ii -\- Cl)' La même chose s'applique aux fonctions qui se déduisent de la fonction ^pq{u) ^pr{u + «), en remplaçant p par 5 ou en échangeant deux des nombres p el q ou p et /*.
Dans chaque cas, les coefficients des fonctions linéaires s'obtiennent très aisément en donnant successivement à a des valeurs qui annulent chacun des termes.
On doit avoir, par exemple,
^ay(«) ^py(« -^ «) = A ^oyC") + B^oy(" + «),
et l'on déterminera les coefficients A, B en supposant successivement u = o, u = — a. On trouve ainsi une série de formules, parmi lesquelles nous n'en transcrirons que trois, parce que les autres, quand on passe (L1X| ) des fonctions ^ aux fonctions a", ne fournissent pas de relations distinctes de celles qu'on déduit de la
même façon des trois seules formules que nous conservons, savoir :
m ^] («p— ^a)^oa(«)?va(«-f-«) = ?po(«)^pa(«) — ^ao(«)?pa("^-«), J («a— ep) $ya(")lrp(" -+-«) = {«a— ^y) $py(a) l^a{u) \ +(ev— ep)^aY(«)çap(^i^-«)•
De ces formules et de celles qui s'en déduisent par le changement de a en a, il serait bien aisé de déduire les formules d'addition des fonctions \; enfin on reconnaîtrait mieux leur nature et, en particulier, leur genre de dissjmétrie en les récrivant après avoir remplacé u par b el u -\- a par — c, a, b, c étant alors supposés reliés par la relation symétrique « + 6 -h c = o ; mais nous laissons au lecteur le soin de développer ces matières.
406. Les notations relatives aux fonctions Ç permettent de condenser beaucoup les formules. Lorsque l'on veut passer de ces formules aux fonctions sn, en, dn, il est nécessaire de particulariser les valeurs des indices a, |^, y, en sorte qu'une formule où ne figure qu'un seul de ces trois indices conduit à trois formules relatives aux fonctions sn, en, dn; une formule où figurent deux ou trois indices a, p, y fournit six formules qui, à la vérité, peuvent n'être pas distinctes. Nous n'écrirons ici que quelques-unes des formules relatives aux fonctions de Jacobi; le lecteur obtiendra les autres, soit par le même procédé, soit en ajoutant à l'argument les quantités K, f'K', K -f- «R'.
Tout d'abord la relation (LXIII3) donne, pour a = 3 et en rem-
plaçant u par ■■
v/^i — es (ei — es) («2- 63)^03 ( / " ) = —«i—'^'si ,— )
ou, en tenant compte des formules (LXVll)), (LXXVIIT',) et
(xxxviio,
A-2 sn2« = ll^ "" — Z'{u).
On en déduit, pour a = o,
(GII.) Z\o)^l±±--—^l=^;
puis
(GII4) A-2sn2M = Z'(o) — Z'(m).
Comme on a cn^ u= i — sn^ u, dn- m = i — k- sn- m, on en conclut les formules
( A-2cn2M = /:2_z'(o) + Z'(m), '^ ^ j dn2M = i — Z'(o)-4-Z'(jO.
Si dans ces formules on ajoute K, iK', K + iK' à l'argument m, on obtient des formules analogues concernant les inverses des fonctions sn^u, cn-u, da^ 11 et leurs rapports mutuels; toutes ces formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXIII).
De la même façon, on déduira des relations (XGVII), en y supposant a ^ 3, celles-ci :
/ Z{u) -+- Z{a) — Z(a-4-a) = /c^ sna snu sn[u -{- a)
(Cil) < A-ïsna^ ^ ^_, sna^, , , . ^,
/ = — i [en a — cnw cn(« + a) 1 = — [un a — dnu dn(a-{- a)];
\ dna "^ ^ ^-' cna"-
puis, des formules (C2), les suivantes :
CI
snacnudn{u -h a) = di\asn{u -h a) — cna sn m, cna cnu dn(u ■+- a) = dna dnu cn{u + a) -h k'^ sna snu, dnacnuin{ii ■\- a) = sna dn(M + «) -f- sna cn(ii -f- a), ^2 cna cnM cn(a -i- a) = dna dnu dn(it + «) — A-'2,
auxquelles il convient d'adjoindre, outre les formules qui résultent du groupe précédent quand on néglige le premier membre, celles qu'on en déduit en échangeant les lettres u et «, et en remplaçant successivement u par u — a et a par — a.
III. — Développement de pw en série entière. — Expression des dérivées de ^uqX de fi{u — a) au moyen des puissances de pu. — Expression linéaire des puissances de p« au moyen des dérivées de p«.
4-07. L'équation différentielle obtenue pour la fonction jjw conduit à des conséquences importantes relatives au développement en série de cette fonction et à l'intégration de ses puissances entières.
Rappelons tout d'abord que l'équation différentielle (Vllg) permet (n° 101) d'établir la formule récurrente
(r-3)iir-^i)Cr='i^CiCr-i (/•i4),
qui, jointe aux expressions déjà connues (IX3) de C2 et de c^, fournit autant de termes que l'on veut dans le développement de pu
On reconnaît immédiatement que la série qui représente pu est
iivergente, sauf au point o, pour tous les points intérieurs au
I icle décrit du point o comme centre, avec un rayon égal au plus
])(lit des nombres 2 | Wa|. Grâce à la périodicité et à l'emploi du
théorème d'addition, on peut toujours ramener le calcul de pu
au cas où le point u est intérieur à ce cercle.
Du développement de pu on déduit immédiatement celui de
Ç «^ = — fpu du
qui converge dans les mêmes conditions, et celui de la fonction transcendante entière
cïu = e-*"?" ''«
I H- / ^ a <5?a -f- j-L [fZ,u duy -+- .
les premiers termes des développements de pu, Î^m, o'w figureront dans le Tableau de formules.
408. On voit d'ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule récurrente jointe aux expressions de C2 et C3, que chacune des expressions Cr+i est un polynôme entier en g2i gz à coefficients numériques rationnels. Parfois, on désire mettre en évidence la forme seule de l'un ou l'autre de ces polynômes c^+i sans s'occuper de la valeur numérique de ses coefficients; on j parvient facilement en faisant usage de la formule d'homogénéité (III3).
Si l'on désigne par \ un nombre quelconque et par C^+i ce que devient C;-^, quand on remplace co,, cog par Iw,, Xwg, on voit immédiatement en appliquant cette formule que l'on a la relation
D'antre part, si l'on désigne le poljnome entier en g^^^ «-3, qui représente c^^, par
OÙ ao, ag sont des entiers positifs ou nuls, où Aa^a, est un nombre rationnel et où la somme est étendue à un nombre fini de combinaisons des entiers ao, aj, on a manifestement
^'•+1 - 2d "''"' X^aa "X6a3
(OCj, «a)
Il suffit de comparer ces deux résultats pourvoir que les nombres entiers positifs ou nuls ao, as qui correspondent au nombre entier déterminé, positif ou nul, r vérifient nécessairement la relation
En tenant compte de cette relation, on voit immédiatement quelle est la forme du poljnome en ^27 gz cjui représente c^+i- Ainsi le coefficient <?< 2 de u-'- est de laforme A^g + B o-^^2_j_q^«^ où A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation 2a2 + Sag = 12 n'est vérifiée que pour les trois couples d'entiers positifs ou nuls a2 = o, ag = 4 5 a2 = 3, ag = 2 ; ao = 6, ag = o.
Il va sans dire que ces résultats pourraient se déduire sans peine, par induction, de la formule récurrente elle-même.
409. Au développement de du^ il convient de joindre celui des fonctions d^ii^ ou, plus généralement, de la fonction transcendante entière de «,
cr Uq n !
qui se réduit à d^ii pour Uq = w^; la relation
I \df{u,u,) df{ii,u^n _
dont la déduction est immédiate, fournit la formule récurrente
A„= —^ (n— l)A„_2pMo,
qui permet d'obtenir autant de termes que l'on veut, dès que l'on a les deux premiers, qui s'obtiennent directement : on trouve ainsi
Ao = i, Ai = o, A2=— pwo) ^3= —p'uo, Av = — Sjy^Mo-t- — > •••;
il ne reste plus qu'à faire «^o = f»>a pour avoir le développement cherché, dont on trouvera les premiers termes dans le Tableau (XCIII).
410. En effectuant la division de la série qui représente/(i^, Uq) par la série qui représente du, on obtient le développement de la fonction X{u, Uq) du n° 374, sous la forme
développement qui est valable dans les mêmes conditions que celui qui représente pu] d'ailleurs l'équation différentielle linéaire (n" 374) que vérifie X[u, Uq) fournit, pour les coefficients y.,i dont l'indice est supérieur à 3, la formule de récurrence
-j- -\- puo -r -H 2 C2
'' (/t— 6)! ■ ■■' ' {n — 'ir)\ ' ''
où les Cr sont les coefficients du développement de pu; l'indice r ne doit pas dépasser la valeur-; si n est pair, (n — a/)! doit,
pour 7=^ —, être remplacé par i. On trouvera dans le Tableau (XGIV) les expressions des premiers coefficients.
411. Le raisonnement que nous avons fait pour p^u dans le n" 397 montre en général que p" u, où n désigne un entier positif, est une fonction linéaire de pu et de ses dérivées, jusqu'à la {'ifi — a)'^""^; on a plusieurs manières pour calculer ces fonctions linéaires, de proche en proche.
Tout d'abord, maintenant qu'on est en possession du développement de pu, avec autant de termes qu'on veut, on peut appliquer exactement la méthode que nous avons suivie pour J3^ f^, c'est-à-dire la formule de décomposition en éléments simples.
On peut encore utiliser cette remarque déjà faite au n° 101 ; les dérivées d'ordre pair de pu sont des polynômes en pu. Inversement l'expression de ces dérivées permet, comme on le verra tout à l'heure, d'obtenir, par la résolution d'équations du premier degré, les expressions linéaires des puissances de pu au moyen de pu et de ses dérivées d'ordre pair. H y a donc quelque intérêt à pouvoir pousser un peu loin le calcul de ces dernières; voici comment on peut procéder.
Si l'on pose pour abréger y = pu^ on reconnaît aisément par induction (n° iOl) que la dérivée 2/1'^'"^ de pu^ que nous représenterons par P„, est un polynôme en y de degré /i -h i ; désignons par P^'j, PJj les dérivées première et seconde de ce polynôme, prises par rapport à y. On aura
du " du^ du''- " \dul " du"^ '
mais on a, d'une part,
d^Fn _ d'-'i+'ipu _
du-^ "^ f/M2«+2 — «+!'
et, d'autre part, à cause des équations (VIIg-t),
on aura donc, en remplaçant,
cette relation, jointe à celle-ci
permet évidemment de calculer de proche en proche les polynômes P« ; on trouvera dans le Tableau (XGVII) les expressions de P,i pour les premières valeurs de /z.
412. Quand on veut pousser les calculs un peu loin, il est commode de les fractionner davantage et de calculer séparément les coefQcients de chaque polynôme.
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Il suffit d'observer ceux des polynômes qu'on a calculés pour prévoir que P« doit être de la forme
où les coefficients A^âl]<x, sont purement numériques et où aa, a;, sont des entiers positifs ou nuls qui satisfont à la condition
•2 a2 -H 3 as ^ rt -4- I ;
il sera commode tout à l'heure d'admettre que les indices ao, cl^ peuvent prendre d'autres valeurs que celles-là, mais que, alors, les coefficients A^^'œ^ sont nuls.
Le fait que le polynôme P„ est ainsi constitué résulterait d'ailleurs aisément des propriétés d'homogénéité de la fonction p{u] gii gz)\ il nous suffit ici de le regarder comme un i^ésultat d'induction : car la subslilulion de la valeur précédente de P^, dans le second membre de la relation de récurrence, montre bien que la loi se conserve pourP,,^,, et que dans ce polynôme le coefficient de
o-a. p-aa i^tt-4-2— 2ai— sa,
est le nombre P^^^^^l en posant
Aa",tà' = ("î/i -i- 2 — 43C2— ôas) {in H- 3 — 4=^2— 6x3) A^'^'^j^ - ( « 4- 3 — 2a,— 3 as) ( n + 4 — 25t2 — 3 as) A^^'^^^,!
^ (2« + 5-4a2— 6a3)Ai/;Li,a3;
dans cette formule 0.2 et as doivent être deux entiers positifs ou nuls qui vérifient la condition aaaH- Sag^/i -+- 2, et ceux des coefficients d'indice supérieur égal à /?, pour lequel l'un des indices inférieurs est négatif, ou pour lequel la somme de deux fois le premier et de trois fois le second dépasse n-t-i doivent être regardés comme nuls. La relation précédente permet évidemment de calculer les coefficients du polynôme Ph^.» quand on connaît ceux du polynôme P„-, elle permet même de calculer autant des coefficients que l'on voudra de P^ en laissant n indéterminé; ainsi elle donne
A[,«J»)=.(2nH-2)(2/i-t-3)A'„'J'o,
et comme l'on a A.J,"q ^ 3 !, on en déduit de suite
on trouve aussi, pour n plus grand que i , 2, 3, 4, respectivement
AH-1)! ~ 20 ' (2/H
A'ii^i) _ (n+i)(3n — 8) A'i^'i _ (n-t-i)(ii/i — 3fi) _
(2« + i)!"~ 23,3.52 ' (2«.-i-i}!~ 2'^.5.7.ii
413. Ayant ainsi formé les expressions de P,, Po, P3, . .., il suffira de résoudre les équations ainsi obtenues par rapport à y^, y^,y^., . . . pour avoir les expressions de ces puissances de pu en fonction linéaire de y et de P, , Pg, P3, c'est-à-dire de pu et de ses dérivées d'ordre pair; on obtient ainsi
p.„=£__+^£_f _^"_lp,-^__^2;
ff-2 2'''. 3'
fp
Sur ces formules, on lit immédiatement les valeurs des intégrales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) ces valeurs pour les premières puissances de pu.
41i. Mais, quand l'exposant de la puissance de pu est un peu élevé, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans passer par la résolution des équations du premier degré.
On y parvient facilement en formant la dérivée seconde de p" u par rapport à u\ cette dérivée est
n(n — I ) p'^-2 II p'2 n _j_ ji p'f-i u p" u
= 2n(2n-t-i)7"+>— ' ê'iy"'^- n(n — i)g3y'^-^;
S'ar''
on a donc
yn+l — .
2Ai(2/Z-t-l
dHy-) -in-i .„_
) du^ 4(2AiH-l)«'-^
2(2/i-hl)
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et il est clair que cette formule permettra d'obtenir l'expression linéaire de jk""*"' au moyen de y et de ses dérivées, si l'on connaît de pareilles expressions pour jk'*"^^ ^«-i^ ^«^ Le calcul se fera simplement en supposant
-^ ~ '^ (2n— l)! rfa2«-2 •■^^r (2n — 2/- — I)! ^a2«-2'--2 ^••
- 3 ! du^
les coefficients B^"' étant des polynômes en g.>, g^. En substituant dans le second membre de l'équation précédente, on obtient la relation
'" '2 rt ( 2 /i -f- I ) '
+ ïiT^v> ""-"«•'+ .l^TTTT) "'■■- '^-
Dans cette formule on peut donner à r les valeurs o, i, 2, ..., /z + i, si l'on convient que les coefficients B|.'", dans lesquels l'indice inférieur est négatif ou est plus grand que l'indice supérieur, doivent être regardés comme nuls. Elle permet d'obtenir autant de termes B^"' que l'on veut. B'^^"' est égal à i, B'"' à o, pour tout entier positif 11.
41o. Si l'on veut fractionner encore les calculs, on constatera, sur les valeurs trouvées, que B^"' peut être mis sous la forme
/ . "a., aa 6 2 03'
OÙ les nombres entiers ao , a;,, positifs ou nuls, satisfont à la condition aa^-l- Sas ^ /'1 et où les coefficients purement numériques B^x'^'j;^ se déterminent par la relation récurrente
^a.as- 2/i(2/t-l-i) *^'«^
in 1 T>{,j_t) , '^ t D(«-2)
Dans cette relation, on donnera à aj, as toutes les valeurs entières positives ou nulles qui vérifient la condition 2a2+ Saj^ aï + i.
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en regardant comme nuls les coefficients pour lesquels un indice inférieur est négatif ou pour lesquels la somme des deux indices inférieurs, respectivement multipliés par 2 et par 3, est plus grande que l'indice supérieur.
Cette relation de récurrence permet de calculer l'expression générale d'autant de coefficients B'^J^a ({^^^ 1'<>ïi veut; pour tout entier positif /i, B'^''^, est égal à i ; pour n plus grand que 2, 3, 4, 5, on a respectivement
416. Aux expressions qui donnent les dérivées p''"^ (u) au moyen de pu et de p' u^ il convient de joindre les expressions qui donnent, au moyen de pu, pa, p' u^ p' a, les dérivées p<"^(i^ — a), prises par rapport à u, de la fonction p{u — a).
La formule d'addition (VII3) peut s'écrire
^^ ^ ^ 'i (pu-pay
ou encore, en permutant les lettres u et a et en désignant par jv la fonction pu, parjj/'"^ sa dérivée n''^"^^ prise par rapport à u, et parc, c^"^ ce que deviennent j^j JK^"' qi^ia^d on y remplace u para,
Le second membre de cette formule peut s'écrire
où l'on a
On voit, par induction, qu'on doit avoir en général
A(«) ACrt) AUO
.{y — cy {y-cyi (y-
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et la démonstration même fournit les formules de récurrence
AU+i) ^ _ 2(2v + i) B^^'2— I2CvB;'^\— c"(2v — i)B('"— c'2(v — i) Bi;% B^"+i'= -(v — i)A<,'i\,
qui s'appliquent pour v = o, i, 2, ..., /i-t-3, si l'on regarde comme nulles les quantités B dont l'indice inférieur est plus petit que 2 ou plus grand que l'indice supérieur augmenté de 2. Ces formules permettent de calculer les coefficients A^"^ et B^''' pour chacun des indices n.
Les relations
I I Al"' Al")
que l'on déduit des précédentes et de celles qui en résultent par le changement de u en — m, donnent immédiatement, par intégration, les formules du Tableau (CXII), qui permettent de calculer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs
de l'intégrale
_ r du
Les calculs sont effectués pour les premières valeurs de n.
418. Quand a est égal à Wa, les relations précédentes se simplifient parce que c' est nul; on a alors
en supposant A',"' égal à Se^ r = (^a— ep)(ea— <?y)-
Dans le Tableau (CXII), le calcul des valeurs de l'intégrale
- est effectué pour les premières valeurs de n.
(pu — eoi)
IV. — Développements en séries entières des fonctions ^, sn,cn,dn. — Expressions linéaires des dérivées des fonctions ^, sn, en, dn au moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions linéaires des puissances des fonctions ^, sn, en, dn au moyen des dérivées de ces fonctions.
419. Connaissant le développement de p u suivant les puissances ascendantes de u, il n'j a aucune difficulté à calculer autant de termes que l'on veut dans le développement des fonctions ioa^, ^ao'^7 ipr'^î <l*^*i sont des fonctions algébriques simples de pu; on n'a qu'à appliquer les propositions établies dans l'Introduction. Nous nous contenterons de donner quelques explications à propos de la fonction
v/ei — 63^03 ( , )
\\/ei — eJ
D'après la relation d'homogénéité (VIIT3), on a
Vei— es en posant, pour abréger,
Si = 7Z 7^2 ' ^3
en se reportant aux formules (XXXVIgji), (XXXYII,j2)) O" a d'ailleurs les relations
la relation entre les fonctions sn et p peut donc s'écrire
l/p(«; ^'2, ^3) — j^zr^^ l/p(«; s%. s\)-^ -
En utilisant le développement de pu et en tenant compte des
valeurs de^^, g'.^, on trouve
on n'a plus, pour trouver le développement cherché, qu'à appliquer la formule du binôme : on trouvera dans le Tableau (XCVJ) les premiers termes de ce développement.
Les polynômes en A- qui figurent dans le développement de snu comme coefficients des puissances de u sont réciproques; cette circonstance résulte de ce qu'il en est manifestement ainsi dans le développement de
à cause des valeurs de g'., et de ^'3. La considération de ce développement permet aussi de reconnaître aisément le degré de ces polynômes : le coefficient de w-"'^' est de degré n en k-.
420. Il va sans dire que l'on obtient de la même façon les développements de cnu et de dnw; on en trouvera les premiers termes dans le Tableau (XGVl). On peut aussi les déduire du développement de snu par les formules
en a = [i — sn^w]^, àna = [i — A^ sn^if]^ ;
enfin, on remarquera qu'il suffit d'avoir le développement de l'une des fonctions cnu, Anu pour avoir aisément le développement de l'autre, comme il résulte des formules de transformation relatives au cas 3" des Tableaux (LXXXs^e): où l'on peut supposer que le nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors
i) = dn(/^, a), dn(., ^.)=cn(|, /■
Les mêmes Tableaux donnent la relation
A sn V j
qui, jointe à ce que le coefficient de ?^-"+' est un polynôme en kde degré /i, met aussi en évidence la réciprocité de ce polynôme.
421. D'autres méthodes que nous allons indiquer sommairement permettent de retrouver ces résultats et quelques autres.
Les équations différentielles que vérifient les fonctions ^, sn, en, dn sont toutes de la forme
où a, 6, c sont, suivant les cas, des fonctions connues de Ci, 62, 63 ou de k'-', les conséquences qu'on peut tirer de ces équations sont toutes pareilles à celles que l'on a déduites de l'équation différentielle que vérifie pu, et les détails que nous avons donnés à ce sujet nous permettent d'être maintenant plus brefs.
Les dérivées d'ordre pair 2/1 de toute fonction y, qui vérifie une équation différentielle de la forme
{^fry=^y'^'y'^'
sont des polynômes en y, de degré 2/1+ i, ne contenant que les puissances impaires de y. On a, en effet, en posant
du-"-
et en admettant que Q^ soit un polynôme en y satisfaisant aux conditions énoncées, dont les dérivées par rapport à y sont Q)^ et QJ^, la relation
Si l'on pose
on trouve
A^«+i) == ir{ir-i)a A^-'l'i + (2/- + ifb A(.«>-f- (a/- + 2) (2 r -i- 3 ) c A^«', .
Cette égalité permet de calculer les quantités A^"' puisque l'on connaît A'j"= 2a, A'(," = &; r doit y prendre les valeurs o, i,
2, . . . , /i + I ; lorsque dans le second membre un indice inférieur est négatif ou plus grand que l'indice supérieur, la quantité A^"' correspondante est nulle.
On trouvera dans le Tableau (XCVIII) les résultats ainsi obtenus pour les premières valeurs de ;•.
422. Si l'on veut fractionner les calculs davantage, on observera, sur les premières valeurs calculées, que A^"' est un poljnome entier en a, b, c homogène, à coefficients entiers et positifs, de degré n si l'on regarde a, 6, c comme du premier degré, de degré n — r si Ton regarde a, 6, c comme étant respectivement des degrés o, I, 2; on peut donc poser, si cette loi est générale,
(a) A^.") = V A(.^^«'-+Y6«-'-2rcY,
les A|.'y étant des coefficients purement numériques ; r peut prendre les valeurs o, i, 2, . . ., /i; /- étant choisi, y doit prendre les va-
, . iy n — /' n — r — r
leurs o, I, 2, ... jusqu a ou , suivant que n — r
est pair ou impair. La généralité de la loi se démontre par induction et l'on parvient en même temps à la formule
A(.«+>) = ir{ir-i) Aj.'!^,,y 4- (2 r -+- 1)2 A)"^ + (ar + 2) (2 /• -1- 3 ) A^;!/,^.^_i ;
;• ayant été choisi parmi les nombres o, i, 2, . . ., /i -f-i,
y doit prendre les valeurs depuis o jusqu'à ou ^ ~ ' ~-' ,
suivant que n — /est pair ou impair; d'ailleurs, dans le second membre, ceux des coefficients où le premier indice inférieur est plus grand que n, ceux où le second indice inférieur est plus grand
que sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inférieur est
négatif. Tous les nombres Aj."| sont entiers et positifs.
Observons que la relation que nous venons d'établir donne, en particulier,
K?^x\\ = (2n + 0 (2« + 2) A(,",'„, Ai,« + i' = AS,«> ,
(f où l'on déduit sans peine
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Les calculs se font assez rapidement, et l'on observe avec un peu d'attention que l'on a (')
A("' ~ , AC
,,^, — 5-+-9.32«— 5.52«-+-72" . ,„)_ i4 — 28.32«-(-ao.5-"— 7.72«+92«
423. Si la fonction y est impaire et s'annule pour u == o, comme ioa(w) ou sn(;^), on a, dans le voisinage de u = o,
en désignant par j'„, j-^, jk^", ... les valeurs pour m = o des dérivées d'ordre impair; on a d'ailleurs
f/it^/i+i du ^"' du'
et il est clair que, pour u ^= o, Q)^ se réduit à A„" et -p à ^c; on peut donc écrire
par exemple, pour y = ioa("), on a a = {e^— e^) {e^— e^),
6 = 3<?a, c = i; pour j-= sn?^, on a a=zk^^b=: — {v-\-k-),
c = I ; on aura donc le développement de Çoa(^^) et celui de sn«.
Pour cptte dernière fonction, les quantités A^"' sont des polj-
(') Dans sa Thèse {Annales de l'École Normale supérieure, 2° série, t. VI, p. 265), M. D. André a montré que, quand on se donne arbitrairement /■ et y, les quantités A^"J sont des fonctions de n définies par la relation
^ = ;- + y ^iCy= 2 ^i\(n)(2f + i)-,
OÙ (S„in), ^,(/i), ..., ^,.{n) sont des polynômes en ra, de degré y, à coefficients rationnels, qu'il reste à calculer, tandis que pour chacun des indices t > r, 9i',(n) est un polynôme en n de degré y — t + r.
Ce résultat est déduit de recherches fort intéressantes qui ont permis à M. D. André d'établir l'équation génératrice 1res simple de la série récurrente dont Aj."v! est le terme général.
nomes en A-, de degré n en A-, comme il résulte évidemment de la formule (a), qui s'écrit alors
il est manifeste, sur cette formule, que ces polynômes sont réciproques.
424. Si y est une fonction paire et prenant pour u=o la valeur I, comme ipyW, en m, dn?^, on a, dans le voisinage de u = o.
{in)]
en désignant par Q,,Q2, ...,Q„, ... ce que deviennent, pour j- = I, les fonctions Q,, Qo, . . ., Q«, ... ; on a, en général,
« — -f^o -i- A\ ' -T-. . .-1- An ,
si l'on se place, par exemple, dans le cas de cn«, on trouve
A'/" = y (- l)''+YA5.^|Â:2('-+Y)(2^2_ ,)«-r-2Y(, _ /.2)y.
Dans ce cas, les polynômes A^"' sont, en A-, de degré maximum égal à /i ; il en est de même de Q^ ; dans ce dernier polynôme, le terme indépendantde A-- esti; dans la somme A'(,'"+A'"'4-...-f-A^f', il n'y a, en effet, que l'élément A'"' qui contienne un terme indépendant de A"^, terme qui n'est autre chose que A„|J,. Dans ce même pol^'nome Qn, le terme en A-" fait défaut, cela tient à ce que l'on a ici « + 6 + c = o, 2a -{- b = — i ; en sorte que l'expression générale Q^ {ay'* -f- by- + c) + Q,', (2 «jk* + by) de Q«+i , quand on y remplace j^ par i, se réduit à — ■ Q)^, en désignant par Q^j ce que devient la dérivée de Qn prise par rapport à y après qu'on y a fait^=i; comme Q,i ne peut contenir A:^ qu'au degré n, il est clair qu'il en sera de même de Qw+i ; par suite, Q^ est un polynôme du degré n — i par rapport à A-.
42o. En résolvant par rapport aux puissances dey les expressions des dérivées d'ordre pair de la fonction y, on voit que les puis-
sances impaires âe y s'expriment linéairement en fonction de j^ et de ses dérivées d'ordre pair; jk'""*"' contiendra les dérivées jusqu'à l'ordre ^n; mais il est plus commode de calculer directement les expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul intégral; du même coup, on montrera que les puissances d'ordre pair s'expriment linéairement au moyen de y^ et de ses dérivées. On a, en effet,
n{n -H i) ayn+^ = Y ^^ — n'^by'^— n{n — i) cy"-"^,
et il est manifeste que si l'on a exprimé y'^ ely"~^^ en fonction linéaire àe y et de ses dérivées dans le cas oti n est impair, en fonction linéaire àey'^ et de ses dérivées dans le cas où n est pair, on obtiendra par celte formule une pareille expression pour y""^-.
426. Si l'on veut fractionner les calculs, on procédera comme il suit.
Pour le cas des puissances impaires, remplaçons dans l'égalité précédente n par in — i, et posons
('9nV a«r2«+i — B'"' — ^ -4- -4- B<'" -- -
b«'"jk;
on trouvera aisément la relation
B^.'»' = B(.«-»' — (2/1 — i;26B(/i-ii' - (2/1 - '2)2 (2/1 - 3) (2/1 — i) ac Bi.'i^2',
qui, jointe aux relations B|j"'=:i, By'=i, B*,"= — ^, permet de calculer facilement les quantités B^."'. L'indice /■ doit prendre les valeurs o, i, 2, ..., n; dans le second membre celles des quantités B^"' pour lesquelles l'indice inférieur est négatif, ou plus grand que l'indice supérieur, doivent être regardées comme nulles. Il est clair que B'J" est toujours égal à i ; les quantités B|."' sont des polynômes entiers en b et en ac à coefficients entiers. On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces polynômes, pour les premières valeurs de n.
A'jtFl. Si Ton veut fractionner le calcul davantage, on observera, sur les premières valeurs de ces polynômes, qu'ils sont homogènes et du degré /' en b et en «c, quand on regarde b comme du pre-
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mier degré et ac comme du second. On est ainsi conduit à poser
les coefficients B^'Ç étant purement numériques.
L'indice /'étant choisi parmi les nombres o, 1,2, ...,/i, l'indice y
doit prendre les valeurs o, i, 2, . .., - ou • > selon que /' est
pair ou impair. La généralité de cette supposition apparaît immédiatement et l'on trouve du même coup la relation
Bj»! = B;.'^-" — (an — 1)2 B'.'LlJ^ _ (2« — 2)2 (an — 3) (2/1 — i) B^.'i-2fj_,.
Pour ce qui concerne snw, on reconnaît immédiatement que les polynômes B|,"\ regardés comme des fonctions de A-, sont réciproques.
1428. On observera que, si dans l'équation (^)'=^->''-^^-^'-^^' on remplace y par -> elle prend la forme
dz\''- , -,
— - = cz*-i- DZ--+- a;
1 en déduira, puisque les polynômes B^"' ne changent pas quand on échange les lettres a et c,
"■ ' -^ » duia ' du^'^ -
La même méthode s'applique aux puissances paires dey; leurs expressions s'obtiendront en partant de la relation du n" 425 où l'on remplace n par 2/1.
On trouvera dans les Tableaux (GXIII) et (CXIV) les expres-
>ns des intégrales
j ytn+idu et /y2«
du s
(h'duites des relations précédentes et permettant de calculer successivement ces intégrales pour les premières valeurs de 11.
V. — Application de la transformation de Landen au développement en série entière de la fonction en.
429. On peut, comme l'a montré M. Hermite ('), obtenir, par une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients des puissances de u- dans le développement de la fonction cnu.
On sait déjà, par ce qui précède, que dans ce développement le
coefficient cn^-"^(o) de - — -., ordonné suivant les puissances crois-
santés de A-, est de la forme
cn(2«) (o ) = ( — 1)« [i-H A(«' A-2 + A(«' A-* + . . . + A'fjj Â:2«-2],
où A'"', A'/", . . . , h.\'p_^ sont des quantités purement numériques, qu'il s'agit de calculer.
La formule de transformation de Landen (LXXXIIg)
en M,
va nous permettre d'effectuer ce calcul pour chaque indice n. Cette formule est une identité par rapport à u et par rapport à •:.
Si l'on clianofe T en r^, en donnant à a. b, c, d des valeurs
rentrant dans le cas 3° du Tableau (XXq) et pour lesquelles k se
change en -- et k' en dz ~ (LXXX5), elle devient
V'' kzt'i/c'J - '
k di
où les signes supérieurs se correspondent. Le second membre se transforme par les formules du Tableau (LXXXe), écrites dans
( ' ) Voir Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LVII, p. 6i3 et p. 993.
ce même cas 3"" pour c = o, en
.-a±ik')/.sn^{j^,.,k)
— l/^ On a ainsi
kz^ik'-] kz^zik'-ksn^u.k)
;VA')cn Uk±ik') u, |^^1
cn{u,k) '
on déduit de ces deux relations, par addition, en posant aussi
A' d= ik' = e±'«, J'idenlité en u et a
e-'s'cnfe'^i/, e--'^) -+- e'^ cn(e-'^u, e^-'^) = î cosa cn(u, cosa).
Il suffît de développer chacune des fonctions
cn('e±'3'?(, e-2ia)^ en (m, cosa)
par la formule de Maclaurin el d'égaler les coefficients des mêmes puissances de u dans les deux membres, pour obtenir entre les nombres A^"' et a la relation
cos[(2rt — r)a] + A^'!i, cos[(2n — 3) a] + A'i"''cos[(?.n — 5) a]
-+- A',fJ2 cos [( 'in — 7 ) a] -H ... = cos a + A'j"' cos' a -f- A'^'^cos^a-i-. . .4- AifiiC0s2«-ix;
les deux derniers termes du premier membre sont
Aj,"^i cos3a -H A|,'L'i cosa, quand n est impair;
A^'^2COs3a + A^"' cosa, quand /i est pair.
On transforme aisément le second membre en une fonction linéaire des cosinus des multiples impairs de a. En égalant ensuite les coefficients des cosinus des mêmes multiples de a, on obtient les relations cherchées; on a d'abord A\"^^ = x, puis successivement,
en désignant par ( . ) le coefficient binomial
Ai"i, /2/i-3'
A(rt)
Ar 7
où l'on doit remplacer Ay"' par i et où, pour n impair, on doit
remplacer 1 indice [jl par — ; — :. 1 indice v par , tandis que,
pour n pair, on doit remplacer l'indice [J. par — — - et l'indice v par -• De simples résolutions d'équations du premier degré donnent ainsi directement, pour chaque indice n, les valeurs des constantes A'"', A!,"', . . . , Aj/i',, et il importe de remarquer, pour les calculs numériques, que l'on a un procédé de vérification de ces calculs puisque l'on a n équations et ai — i inconnues seulement. Comme on l'a fait observer au n° 420, le développement de la fonction dn(«) se déduit immédiatement de celui de la fonction
en (m). La relation
sn'(a) = cn{u) dr){u)
permet ensuite d'obtenir aisément le développement de la dérivée de la fonction sn(M), et, par suite, celui de la fonction sn(u) ellemême.
La méthode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nouveau procédé pour dresser assez facilement le Tableau (XGVI); elle permet d'obtenir aussi la loi de formation des coefficients des polynômes cn^2«;^Q^ ordonnés suivant les puissances de k-.
VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la méthode de décomposition en éléments simples.
430. Quand on veut appliquer directement aux fonctions de Jacobi la méthode de décomposition en éléments simples, ce qui permet de retrouver les relations essentielles entre ces fonctions, il convient d'introduire, comme élément simple pour celles de ces fonctions qui sont doublement périodiques de première espèce dans le parallélogramme des périodes o, 2K, 2(K-f- f'K'), 2iR', la fonction impaire 'Zj(u) définie au n"316; elle admet, comme pôle unique et simple dans le parallélogramme, le point iK.'] son résidu relatif à ce pôle est i ; elle s'annule pour u=z o el u = K et jouit des propriétés mises en évidence parles formules (LXXIX2_3) qui montrent clairement comment elle peut jouer un rôle analogue à la fonction ^u, en sorte que toute fonction doublement périodique de première espèce dans le parallélogramme considéré est, à une constante additive près, une fonction linéaire de quantités telles que Z(ii — a), X(u — b) et de leurs dérivées; les constantes a, b, ... n'étant autres que les affîxes des pôles de la fonction considérée, diminuées de i¥J .
,,,,.,.,,. If.- H'(i<) ii\(u) e\(u)
Jl est a peine besom de dn-e crue les fonctions .,, ,? ,,', ,■> —- — peuvent jouer le rôle que nous venons d'attribuer à la fonction Z(«).
431. Quand on se sert comme élément simple de la fonction 7j(u), il est souvent commode, surtout pour la détermination de la constante additive, d'avoir les premiers termes du développement de cette fonction en série entière. On les obtient aisément au moyen des formules (CII4) en utilisant le développement de snu. On trouve ainsi
(CII7) Z(«) = Z'(o)"-2Â-2-^^ + 8A-2(A-^-M)||-....
432. De même que l'on substitue aux quantités w,, W3 les quantités K et K' introduites par Legendre, on remplace, dans le même système de notations, les quantités tj,, 713 par les quantités E, E'
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que définissent les égalités
/^,^ l±i! _ ^_Jli__ _ , _ ^ (Cil) , via
\ ( \ ' + ^ ' Vi3 ^ _ E '
On remarquera (n° 406) que le premier membre de l'égalité (i) est égal à Z'(o).
L^'ntroduction de ces notations permet d'écrire la relation (Gïle )
sous la forme
An^ii =r — -t- Z'{u).
On en déduit immédiatement, en se rappelant que Z(o) et Z((R) sont nuls, la formule
(GUg) f dn^(u,k)du = E,
où l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant le segment de droite qui va de o au point K. Si maintenant on fait la transformation
ûj = 0)3, £23= Wi,
qui, ainsi qu'il résulte des formules (LXKX3_5), donne
/ = A', r =k, L = K', L' = K, v/jii — 1^3 = — f \/ei — e, et
H,= r(Ûi) = r(co3) = r,3, notre dernière formule deviendra
(GII9) f dn2(M, k')du = E',
où l'intégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant le segment de droite qui va de o au point K'.
Observons que la relation r^ Wg — visWi = — peut s'écrire
^.1 TQs TC .
K v/ei — e-i iVJ^e
KK
si donc on introduit E, E' au moyen des relations (Clli^a)» elle prend la forme
(CII3) EK'-t-E'K-KK'=:=-,
qui est celle sous laquelle elle s'est d'abord présentée à Legendre. Relativement au même parallélogramme o, 2K, îi(K-f-iK'), s>, t'K' et pour les fonctions de seconde espèce, M. Hermite a employé comme élément simple, dans une suite d'importantes recherches, la fonction de u
qui ne diffère pas au fond de la fonction <h{u), comme nous l'avons montré au n° 371. Elle admet pour pôle unique et simple le point o ; le résidu relatif à ce pôle est i .
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CHAPITRE III
433. Considérons une fonction doublement périodique (' ) du second ordre F(u) aux périodes 2w,, 2W3 et supposons d'abord que ses deux pôles a, b soient distincts; a, b seront aussi les pôles de la fonction doublement périodique du second ordre F{u) — F(mo)| comme «0 est un zéro de cette fonction, son second zéro sera a -\- b — Uq et Ton aura F(a-\- b — Uq) — F(mo) = o; comme Uq est quelconque, la fonction F(u) prend donc les mêmes valeurs pour deux valeurs de a dont la somme est
a + b. On peut dire encore que la fonction F f
paire; les pôles de cette dernière fonction sont dz ; ils sont
distincts des points o, w,, 0)2, tO;,. La dérivée F'i — ^ h u\ de
cette même fonction est impaire et n'admet pas de pôles distincts
des pôles de la fonction ¥( — ^ h ii); étant impaire et étantfinie
pour u = o, elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi pour «^ = oi^: en effet, les deux quantités finies F'|
F' ( lûa) doivent être égales et de signes contraires puisque
la fonction F'( (- «) est impaire, et égales puisque 2t0a est
une période de la fonction F'{u). Ainsi les quatre zéros, évidemment simples, de la fonction du quatrième ordre F'(w), sont
, — -HtOj, h 0)2, h W3.
(') Dans tout ce Chapitre il ne sera question que de fonctions doublement périodiques ordinaires.
La fonction doublement périodique *(„,= [FU)-F(:i±^)][F(,„-F(^-..„)]
est du huitième ordre; ses zéros sont en évidence; chacun est double, puisque la dérivée de chaque facteur s'annule pour le zéro correspondant; elle admet les mêmes zéros, au même degré de multiplicité que la fonction F''^(u); elle admet aussi les mêmes pôles, au même degré de multiplicité; le rapport des deux fonctions ^(u), ¥''■^(11) est donc une fonction doublement périodique qui n'admet pas de pôles : c'est une constante; par conséquent :
Toute /onction doublement périodique y de la variable u, du second ordre, à pôles distincts, vérifie une équation différentielle de la forme
oh M, A, B, C, D sont des constantes.
Soit maintenant^ =/(«) une fonction doublement périodique du second ordre admettant le pôle double a. On reconnaît, comme précédemment, que la fonction /(a + w) est paire et que son pôle est distinct des points w,, coo, (03; puis, que la fonction du troisième ordre/'(;^) n'admet pas d'autres zéros que les points a+to,, a-h to.j, rt + W3 ; par conséquent :
Toute fonction doublement périodique y de la variable u, du second ordre, à pâle double, vérifie une équation différentielle de la forme
OLi M, A, B, C sont des constantes.
Telle est, par exemple, la fonction pu. Il résulte de là que les dérivées d'ordre pair d'une fonction doublement périodique du second ordre y sont des fonctions rationnelles entières de j', et que les dérivées d'ordre impair sont égales au produit de/' par
une fonction rationnelle entière dey. Nous allons généraliser ce théorème.
iSi. Soit '-^{u) une fonction doublement périodique du second ordre, dont les périodes soient ato,, 20)3 et dont les pôles soient rt, b. Toute fonction doublement périodique ^{u), admettant les mêmes périodes c[ue 'f{ii), et telle que l'on ait $ [a-{-b — u) ^=^{ii), s'exprime rationnellement au mojen de ^(w)- Le cas où la fonction '^{u) admettrait un pôle double a^^b n'est pas exclu.
Le théorème sera démontré si l'on prouve que la fonction
-^ — ^j. où A et B désignent des constantes, s'exprime rationnellement au moyen de '•^{u)', or on peut toujours déterminer les constantes A et B de manière que la fonction —7 — l — ~ , qui jouit
des mêmes propriétés que la fonction <!>(«) et dont les pôles et les zéros sont respectivement les solutions des équations ^{u) — B = o, <E>(m) — A=o, n'ait aucun pôle ou aucun zéro qui coïncide soit
avec a, soit avec b, soit avec ; nous pouvons donc taire immédiatement cette hypothèse sur la fonction $(«)•
Dès lors, si a est un zéro ou un pôle de cette fonction, a-f- b — a sera un zéro ou un pôle, distinct de a, du même ordre de multiplicité; la fonction ^(u) aura un nombre pair de zéros et de pôles ; elle sera d'ordre pair 2/1, et l'on pourra représenter /i de ses pôles para, , 7.0, . . ., a,j, les autres pôles étant a-\-b — a,, a-\-b — ao,..., a -\- b — (3.,i\ de même, on représentera /i de ses zéros par ^,, j^a, ..., [3«, les autres étant a + Z>— ^,,«4-^ — [32,...,a+6 — |3«. Si maintenant l'on considère la fonction doublement périodique
^(,,^ ^ [c?(»)-'p(Pi)][T(^0-yrp.2)1...[y(^)-cp(^„)]^
[(p(«)-o(ai)J[tp(«; — ?(a2 )].•.[?(«) — ?(««)]'
on reconnaît qu'elle admet les mêmes zéros et les mêmes pôles que la fonction $(«) au même degré de multiplicité; elle lui est donc identique à un facteur constant près, et la proposition est démontrée.
Notons, en passant, cette façon très remarquable de représenter une fonction doublement périodique telle que ^(?^), de manière à mettre en évidence ses pôles et ses zéros. Le cas où $(f/) et
'f{ii) sont des fonctions paires est parliculièrement digne d'attention.
Les formules (LXXXVII.i.e), (LXXXIX,_6), (CX,_c), ainsi que les formules analogues que l'on peut établir pour les fonctions l, et dont l'une a été obtenue au n" 337, peuvent être regardées comme des exemples.
435. Soitçp(M) une fonction doublement périodique du second ordre. Toute fonction doublement périodique ^{u), ayant les mêmes périodes que »(w), s'exprime rationnellement au moyen de 'f («) et de sa dérivée 'f'(u). Soient, en effet, «, b les deux pôles de <f (w), les deux fonctions doublement périodiques
jouissent évidemment des propriétés qu'expriment les équations
f{ii)^f{a^b-u), f,(u)=/,(a-^b~u); ce sont donc des fonctions rationnelles de «p(«); on a d'ailleurs
<ï>(«) = ^/(»)-^/i(«)cf'(a),
et la proposition est démontrée.
En particulier, si l'on prend pour 'f («) une fonction paire, on voit que toute fonction doublement périodique paire ^(«), ayant mêmes périodes que 'f{u), s'exprime rationnellement au moyen de 'f (m) seulement.
436. D'après la dernière des propositions que nous venons d'établir, toute fonction doublement périodique aux périodes 2(0,, 2W3 est une fonction rationnelle de pu, p' u.
11 importe d'observer que cette dernière conséquence résulte très simplement de la formule de décomposition en éléments simples. Soit, en effet, /(?/) la fonction doublement périodique considérée, dont nous désignerons pour un moment les pôles distincts par ai, l'ordre du pôle ai étant a,. Si, dans la formule
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op remplace ^(u — cii) et ses dérivées par JIw — Ça/ + - P " ~ P ^i ^ ' ^ ^ pii — pat
et les dérivées de cette quantité, qui sont des fonctions rationnelles de pu et de p' ii, puisque toutes les dérivées de pu sont des fonctions entières de pu et de p' u, on voit de suite que /(m) s'exprime aussi rationnellement au moyen des mêmes quantités; en effet, après la substitution, le coefficient de ^u est SA^", qui est nul. La proposition annoncée est établie.
Il résulte de ce raisonnement et des expressions des dérivées de pu au moyeu des puissances de pu que, si la fonction doublement périodique n'admet dans le parallélogramme des périodes que le pôle zéro, lequel est nécessairement multiple, elle est une fonction entière de pu et de p' u. On reconnaîtra sans peine que si ce pôle unique est d'ordre /z, ainsi que la fonction doublement périodique f{u)^ celle-ci se mettra sous la forme A + Bjj'if, A étant
un polynôme en pu dont le degré sera égal à ^* quand n est pair, plus petit que - quand n est impair, et B un polynôme en pu
dont le degré sera égal à quand n est impair, plus petit que
— — quand n est pair.
437. Dans le cas général, en procédant comme on l'a expliqué, f{u) se met sous la forme
A -4- Bp'?/ j3 '
A, B, D étant des polynômes en pu. On parvient à cette même forme par un procédé un peu différent qui va nous fournir sur les polynômes A, B, D quelques renseignements utiles.
Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas où la fonction/(;/) n'a point de pôle ou de zéro qui soit nul; s'il en est autrement, le lecteur verra sans peine les petites modifications qu'il convient d'apporter à l'analyse suivante.
En supposant que la fonction /(?/.) soit d'ordre n, on peut la mettre sous la forme (n° 391)
•^^"^ - ^ a'(i.-aOtf(u-a,)-..^(«-««)' 2à "' = 2à ^"^
SUITE DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. - 8l
OÙ C désigne une constante. On ne suppose pas que les nombres r/,, a,-, ..., (i/i soient distincts, non plus que les nombres bi, b>, ...j b/i] mais les premiers nombres sont nécessairement tous différents des seconds. On a alors, en tenant compte de l'égalité (VII,),
en posant
D = (pu — pai)(pu — pai)...(pu—pan),
F (m) est une fonction doublement périodique d'ordre in, n'admettant dans le parallélogramme des périodes que le pôle o; cette fonction F(?^) est donc de la forme A-j-Bjd'm, où A et B sont des polynômes en jdw, dont le premier est de degré n et le second au plus de degré n — 2.
438. Observons que le produit F(«) F( — «), toujours à cause de l'égalité (VII,), est égal à
\z!ai'.'.^aj '^y - P^i)- • -^y — V<^>i) ( y — Pbi). . .{y — pb„) ,
ou
y remplace pu] on aura donc f:^b,...:fb
(J'ai .. .:^an
y^{y~pb,){y-pb,)...{y-pb,).
Il résulte de là que le polynôme A- — B-(4jK^ — g2y — ^3) est divisible par D et que le quotient, qui n'est autre chose, à un facteur constant près, que [y — pb\) [y — p^a). . .(jK — pb/i), est premier à D.
Les fonctions jK = pu et z =f(u) = n^~» ^ cause de la
relation p'- u = 4jK' — o'^X — 0^3' ^^^^ liées par la relation
(D^ - A)2 = BH^y^- g,y-g^) ou
T. et M. - III. 6
D'après ce que l'on vient de dire, cette relation est entière; elle est du second degré en :;, du n'^"™^ degré en y\ enfin, le premier membre n'est pas divisible par un poljnome qui contienne y seulement. Cette conclusion subsisterait dans le cas où la fonction f{u) admettrait quelque pôle ou quelque zéro qui serait nul.
On observera encore que le premier membre de cette équation ne peut être décomposé en un produit de deux polynômes entiers en jK, ^, sauf dans le cas où B serait identiquement nul, c'està-dire où z serait une fonction paire. En effet, il n'est pas divisible par un polynôme contenant^ seulement; il n'est pas divisible par un polynôme du second degré en ^, sans quoi le quotient serait un polynôme en y seulement; il reste à supposer l'existence d'un diviseur du premier degré en z; dans ce cas, les deux racines de l'équation en z seraient rationnelles en y, ce qui n'est possible que si ^^[^y^ — g^y — ^3) est un carré parfait; or cela n'a lieu que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas où B est nul, le premier membre de l'équation considérée n'est pas le produit de deux polynômes entiers en y et z] il en résulte en particulier que le discriminant de cette équation, considérée comme une équation eny^ n'est pas identiquement nul et que cette équation a ses II racines distinctes, sauf pour des valeurs particulières de z^ en nombre limité.
439. Dans leur belle Théorie des fonctions elliptiques, Briot et Bouquet sont allés plus loin dans la voie ouverte par Liouville et ont établi quelques nouveaux théorèmes parmi lesquels le suivant, qui est fondamental.
Entre deux fonctions doublement périodiques, admettant les deux périodes 2(0,, 20)3, il existe une relation algébrique.
En effet, si l'on pose
r = p(«|wi,a>3), y = p'(m| 0),, W3)
et si l'on désigne par ^ et ^ les deux fonctions de u considérées, on pourra les mettre sous la forme
A-t-Bj' ^ X -f- ifb y
en désignant par A, B, D, X, iib, (D des polynômes en y. En éliminant jk eiy entre ces relations et la relation
on obtiendra une relation
qui devra être vérifiée quel que soit u.
440. Inversement, si l'on considère un système de valeurs en z, t qui vérifient cette équation, il existera un système de valeurs y^y c^m vérifieront les trois équations (a), {^)-^ d'ailleurs, à un système de valeurs j-,jk' qui vérifient l'équation (j3), correspond, dans le parallélogramme des périodes, une valeur de u qui fait acquérir à pu, p' u les valeurs jk, y'] par suite, tout système de valeurs de z, t qui satisfont à l'équation (y) peut être considéré comme un système de valeurs des fonctions z, t qui correspondent à une même valeur de u.
K{z, t) est un polynôme en z, t. Il peut être divisible par un polynôme en z, dont les racines correspondent aux valeurs de u, qui annulent simultanément X-{-^i\)y' el (D ; il peut de même être divisible par un polynôme en t. Supposons, d'une façon générale, que l'on ait
0(5) et '^(t) désignant respectivement des polynômes qui contiennent, l'un la variable z seulement, l'autre seulement la variable t, et g,(z,t), Ç^i^ft): •••' désignant des polynômes irréductibles contenant les deux variables z, t; en disant que ces polynômes sont irréductibles, nous entendons que l'un quelconque d'entre eux n'est pas le produit de deux polynômes.
Quand on regarde dans l'identité précédente ^ et ^ comme les fonctions données de u, le premier membre est identiquement nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun est une fonction analytique de u; l'un de ces facteurs est donc identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analytiques dont aucune n'est identiquement nulle n'est pas lui-même identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant à la
règle de la multiplication de deux séries entières. Or il est clair que les fonctions cp(5), 'j'(^), regardées comme fonctions de u, ne peuvent pas être identiquement nulles puisque, dans le parallélogramme des périodes, elles ne s'annulent que pour im nombre fini de valeurs de u\ c'est donc un des polynômes (j\ (5, t), Q^i^^t)^ ..., qui s'annule identiquement quand on y regarde z el t comme les l'onctious données de u; nous le désignerons par (j'(^, t).
Nous allons montrer que tous les polynômes Cj", {z, t), CJ2 (5, t), ..., considérés comme des fonctions de z, t, sont identiques à Ç{z, t). Considérons, en effet, un système de valeurs z^, t^ qui annulent, par exemple, le polynôme ^((s, t); R(^o? ^0) est nul; donc, d'après ce que l'on a dit au début, il existe une valeur Uq de u qui fait acquérir les valeurs Zo, t^ aux fonctions z^ t\ puisque la fonction ({"(z, t) s'annule identiquement quand on y regarde s et ^ comme les fonctions données de u, il faut que Ç{zq, t^) soit nul; ainsi, toutes les solutions de l'équation (j*, [z, t) = o vérifient l'équation Ç{z, t) = o. Puisque les deux polynômes Ç, (^, t), Ç{z, t) sonf, irréductibles, il faut qu'ils soient identiques à un facteur constant près. Le même raisonnement s'appliquant aux polynômes (j2(s, t), . . . , il est clair que l'on pourra poser
R{z,t)=o{z)'!^it)[CJ(z,t)]\
OÙ V est un nombre entier, et l'équation Ç{z., t) = o jouit des propriétés suivantes que nous rappelons : elle est irréductible; elle est vérifiée pour tout système de valeurs des fonctions z, t qui correspondent à une même valeur de ii] si l'on considère un système de valeurs ^oi ^0 q"i la vérifient, il existe une valeur Uq de u qui fait acquérir les valeurs Zq, t^ aux fonctions z, t.
441. Désignons par m, n les ordres respectifs des fonctions doublement périodiques 5, t.
L'équation ^(^5 ^) z= o, considérée soit comme une équation en z, soit comme une équation en t, n'a de racines égales que pour un nombre fini de valeurs de t, ou un nombre fini de valeurs de z, puisqu'elle est irréductible. Considérons-la, par exemple, comme une équation en f, en donnant à z une valeur z,, pour laquelle l'équation (j'(^, , ^) = o n'ait pas de racines égales et qui, en outre, soit distincte des valeurs que prend la fonction ;: quand on y rem-
place u par l'une des valeurs qui annulent -^- Il j aura alors, dans le parallélogramme des périodes, m valeurs distinctes de u qui feront acquérir à 5 la valeur 2, ; désignons-les par m,, u^^ . . ., u^, et désignons par ^,, ^25 •••1 ^w les valeurs correspondantes de t; ces dernières valeurs vérifieront l'équation ()(si, <) = o; aucune autre valeur de t ne vérifiera cette équation dont aucune racine n'est double et dont, par conséquent, le degré en t sera exactement égal au nombre des quantités tt, t2, . . ., tm qui seront distinctes. En particulier, si toutes ces quantités sont égales, t sera une fonction rationnelle de z. Un raisonnement analogue s'applique au degré en ;; du polynôme Ç{z^ t).
442. Supposons, en particulier, que t soit la dérivée 5' = — de la fonction z : on voit tout d'abord quily a une relation algébrique entre une fonction doublement périodique et sa dérivée. Cette dernière proposition, que l'on connaissait avant le ihéorème général, est due à M. Méray.
Il est aisé de voir que cette relation
est, en z' , de degré m égal à l'ordre de la fonction z. Nous montrerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acquérir à 5 la même valeur, elles feront acquérir à z' des valeurs différentes. Cela résulte, ainsi que l'a fait remarquer M. Weierstrass, de ce que les égalités
dz dz dz^ dz dz dz ^ dz
déterminent sans ambiguïté les dérivées successives z", z'", ... en
fonction de 2, z', pourvu toutefois que la dérivée partielle ^ ne
soit pas nulle. Si donc deux valeurs Ui, u-x faisaient acquérir une même valeur à la fonction z d'une part, à la fonction z' de l'autre, elles feraient acquérir la même valeur à-s", à 2'", — En désignant pour un instant par/(w) la fonction z, on voit que les deux développements de Taylor des deux fonctions de h, f{ut-{- h) et /(w2 + /i), seraient identiques; par suite, puisqu'il s'agit de fonc-
86 CALCUL LMÉGRAL.
lions analytiques, ces deux fonctions seraient égales pour toute valeur de A, et, en remplaçant h par u — î^,, on aurait donc, pour toute valeur de u^ f{u-\-U2 — Us) =/(u), ce qui exige que M2 — Uf soit une période; en d'autres termes, que les points Ut, u^ soient congruents, contrairement à l'hypothèse.
L'équation §{z, z') = o est donc de la forme
Zoz'"t -f- Zi 2'"^-i -t-. . . -f- Z,n = o,
où Zo, z,, . . ., Xm sont des polynômes en z; le premier est une constante, puisque, pour toute valeur finie de z, la fonction z' (dont les pôles ne sont pas distincts de ceux de ^) a une valeur finie ; de
plus, Z^_, est identiquement nul; en effet -^~' est, au signe près,
la somme des inverses des valeurs de z' qui correspondent à une valeur donnée de z. Désignons par ?/,, m.,, •••? lim les valeurs de u qui correspondent à la valeur z; m,, Wg, . • ., Um pourront ôtre regardés comme des fonctions de z, et la règle de dérivation relative aux fonctions inverses montre que l'on a
Z;„_i dui du2 du,n ^
Z„j dz dz " ' dz '
puisque la somme w, H- ^0 + . . .+ Um est constante, on voit que le polynôme Z„j_, doit être identiquement nul (').
443. Le théorème du n° 439 admet la réciproque suivante (2) :
Si les deux fonctions doublement périodiques F(?^), ^(i^), admettant respectivement les périodes 210,, 2(03, ato', , 21O3, sont liées par une relation algébrique, les quatre périodes se réduisent à deux, c^ est-à-dire qu'elles sont des fonctions linéaires à coefficients entiers de deux périodes.
Soit, en effet,
la relation algébrique entre F(i/) et $(m); on en conclut, en po-
(•) Briot et Bouquet, Fonctions doublement périodiques, i" édit., p. 90. O Voyez Jordan, Cours d'Analyse à l'École Polytechnique, 2* édit., t. II, p. 344.
sant 0 = 2[ji.cl)', + 2701)3+ a/iw,, où [x, v, n sont des entiers, que l'on a
comme on le voit immédiatement en changeant d'abord, dans (a), a en u -f- anw,, ce qui n'altère pas F(m), puis dans $(;/-h2/iW4) seulement, u en u + 2p.to',+ avco'g, ce qui n'altère pas *(«).
D'ailleurs, on a vu (') que, si les trois nombres 2w,, 2w'^, 20)3 ne sont pas des fonctions linéaires à coefficients entiers de deux nombres, on peut choisir les entiers [jl, v, n de façon à rendre 5 aussi petit qu'on le veut, en valeur absolue. Il en résulte, puisque R[F(i<), <b{u-{- 8)] est développable en série entière suivant les puissances de o, que cette quantité, regardée comme fonction de 5, est identiquement nulle; si l'on pose ?/ + ô = ^^', l'égalité
R[F(«), *(ti')] = o
sera vérifiée, quels que soient u et u' , et, par conséquent, quels que soient F(w) et $(?/); tous les coefficients du polynôme en F, 4> qui figure au premier membre seraient nuls.
444. Revenons au cas général et reprenons les notations du n° 439; si les deux poljnomes B et ^S^ étaient identiquement nuls, z el t seraient des fonctions rationnelles de y et l'on formerait sans peine l'équation entre z et t, en éliminant y. Supposons que le polynôme B ne soit pas identiquement nul, on pourra procéder comme il suit :
De la première équation (a), on tire y et, en portant dans l'équation ([S), on trouve, comme on l'a vu au n° 438,
A2_B2(4r3— £-, r — ^-i) (O Dz^-ikz^- iy ^^=o;
cette équation est entière en z et y, du second degré en 5, du ^ième (Jegré en y et elle est irréductible. Des deux équations (a) on tire, en éliminant y'^ , , ciUB — Aift)-f-all>Dz
le second membre est une fonction rationnelle en y. Si, entre les équations (^) et ['t\) on élimine y, on formera une équation
de degré m en t\ les m racines de cette équation, quand on donne à z une valeur particulière, sont les m valeurs que prend la fraction, rationnelle en y, qui forme le second membre de l'équation (rj), lorsqu'on j remplace jK par les m racines de l'équation (J^) envisagée comme une équation en y.
Ceci posé, supposons que l'équation (en t) Q(2, t) = o n'admette de racines multiples que pour des valeurs particulières de z, et soit Uq une valeur de u qui fasse acquérir à la fonction z une valeur ^0 distincte de ces valeurs particulières; soient ^q, jKo ^^s valeurs des fonctions i, y pour u = Uq. L'équation Q(^o) ^) = o admet la racine simple ^ = f „ ; d'après la théorie de l'élimination, le? deux équations en y, (^) et (t]), dans lesquelles on remplace z et t par^o et t^, n'admettent donc qu'une racine commune, et cette racine commune est nécessairement jKq; cette racine commune unique s'obtient par des opérations rationnelles ; ainsi jKq s'exprime rationnellement en to, u^; le raisonnement s'appliquant à toutes les valeurs de u, sauf un nombre fini de valeurs exceptionnelles dans le parsUélogramme des périodes, on voit que y = pu est une fonction wâtionnelle de ^ et de ï; il en est de même de
, Dz — A
d'ailleurs toute fonction doublement périodique s'exprime rationnellement au moyen de y, y' ; donc ( ' ) :
Si z et t sont deux fonctions doublement périodiques, aux périodes ato,, 20)3, si z étant d'ordre m, les m valeurs de t qui correspondent à une valeur donnée de z sont en général distinctes, toute fonction doublement périodique, aux périodes 2(0,, 2CO3, s'exprime rationnellement au moyen de z et t.
(') Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un théorème de M. Weierstrass relatif aux fonctions 2 r fois périodiques de r variables {Crelle, t. 89; Œuvres, t. II, p. 182).
415. Ce théorème s'applique en particulier au cas où t est la dérivée de z (n° 442). Ainsi, toute fonction doublement périodique est une fonction rationnelle d'une fonction doublement périodique arbitraire, admettant les mêmes périodes, et de sa dérivée. Cette dernière proposition, qui est une généralisation du théorème de Liouville du n° 435, est due à Briot et Bouquet.
Si F(w) est une fonction doublement périodique à'périodes 2(1),, 2W3, il en sera de même de la fonction ¥{u-\-v) regardée comme une fonction de u] la fonction F (a + ç») est donc une fonction rationnelle de F(m)^ F'(m); il est à peu près évident que les coefficients de cette équation sont des fonctions rationnelles de F(p), F'((^), dont les coefficients ne dépendent ni de u ni de v. Au reste, il ne subsistera aucun doute dans l'esprit du lecteur s'il remarque que 'F{u-{-v) peut s'exprimer rationnellement au moyen àe p{u-\-v), p'{u-i- v) par exemple; que, en vertu des formules d'addition (VII3), ces quantités s'expriment rationnellement au moyen de pu, pç, p' u, p'p, et qu'enfin pu, p' u s'expriment rationnellement en fonction de F(i^), F'(m); tandis que pt^, p' v s'expriment rationnellement en fonction de F(p), F'(t'), d'après le théorème précédent. Ainsi ¥{u-\-v) s'exprime rationnellement au moyen de F(w), F(f), F'(i^), F'(p).
En prenant la dérivée de cette fonction rationnelle par rapport à u et en tenant compte de ce que la fonction doublement périodique ¥"(^u) s'exprime elle-même rationnellement au moyen de ¥[u)^Y'[u), on déduit du théorème précédent que la fonction F'(M-f- v) est elle aussi une fonction rationnelle de F(u), F'(w), F(p), F'(p). Il en est de même des dérivées de tous les ordres de la fonction F(m -f- v). Les mêmes résultats s'appliquent d'ailleurs à la fonction ¥{u-\-v-\-c), onc désigne une constante quelconque, puisque ¥{u-\-v-[-c) est une fonction rationnelle àe¥{u-\- v) et de ¥'{u + v).
446. Si x=:¥{u) est du second ordre, sa dérivée ¥' {u) est égale (n" 433) à la racine carrée d'un polynôme /(a:) du troisième ou du quatrième degré; si l'on pose en o\x\xe y =z¥ {v)^ z = ¥{w)^ on en conclut que, si w, f, w sont liées par la relation
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OÙ c est une constante quelconque, z et \/f{z) s'expriment rationnellement en fonction de x, y//(:r), y, \/f{y)- C'est encore lin cas particulier du célèbre théorème d'Abel ('); il se réduit, pour u =z o^ à une proposition due à Euler, sur laquelle nous reviendrons au Chapitre IX, proposition qui a été le point de départ des principaux travaux des Géomètres qui ont fondé la théorie des fonctions elliptiques.
447. Revenons au cas général où F(w) est d'ordre quelconque. Comme F'(?f), F'(t^) sont liés à F(i«), F(^') par des relations
algébriques
g[F(^), F'(ii)] = o, g[F(P), F'(p)]-o,
on conclut, du théorème démontré au n° 445, qu'il y a une relation algébrique
entre ¥{u 4- v), F(w), F(p), dont les coefficients ne dépendent pas de H et de v.
Quand une fonction F(?^) jouit de cette propriété, on dit qu'elle a un théorème algébrique d'addition. Toute fonction doublement périodique F(m) a donc un théorème algébrique d'addition.
Quand une fonction ¥{u) jouit de la propriété que Y{ii-\-v) est une fonction rationnelle de F(?^), F(t>), F' (m), F'(p), on dit qu'elle admet un théorème algébrique d'addition univoque. Toute fonction doublement périodique F(w) admet donc un théorème algébrique d'addition univoque.
448. Il convient de rapprocher des théorèmes que nous venons d'établir d'autres théorèmes qui peuvent être regardés comme leurs réciproques. La démonstration de ces théorèmes repose sur des propositions de la théorie des fonctions que nous avons voulu éviter. Ce sont eux qui servent de point de départ à l'exposition magistrale de la théorie des fonctions elliptiques que M. Weierstrass a donnée dans ses Cours à l'Université de Berlin (-).
La fonction analytique la plus générale, ayant un théorème
(') Œuvres, t. I, p. i45 (nouvelle édition i88i). (,2) ScHWARZ, Formules, etc., n" 1, 2.
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d'addition univoque, ne peut être qu'une fonction analytique univoque se comportant aux environs de tout point fini comme une fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une région finie quelconque du plan, qu'un nombre fini de pôles; elle ne peut prendre, dans cette région finie quelconque du plan, qu'un nombre fini de fois une valeur déterminée arbitrairement fixée. On en conclut qu'elle ne peut être qu'une fonction rationnelle, ou une série entière, ou le quotient de deux séries entières. On démontre d'ailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est nécessairement périodique; mais les fonctions univoques périodiques ne peuvent être, comme nous l'avons montré (n° 83), que simplement ou doublement périodiques.
Les fonctions doublement périodiques ont toutes un théorème algébrique univoque d'addition. Relativement aux fonctions simplement périodiques ayant un théorème algébrique univoque d'addition, on démontre qu'elles sont des fonctions rationnelles de
e^ , où to est une constante ; d'ailleurs, les fonctions rationnelles de u ont évidemment un théorème algébrique univoque d'addition. Ainsi, les fonctions analytiques de u^ ayant un théorème algébrique univoque d'addition, sont les fonctions rationnelles de m,
Il TZ i
les fonctions rationnelles de e '^ et les fonctions doublement périodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles àe pu et de p' u construites au moyen de périodes convenablement choisies. Plus généralement, on démontre que toute fonction analytique qui admet un théorème algébrique d'addition, dans le sens qui a été expliqué plus haut, est une fonction algébrique de m, ou une
iiTZi
fonction algébrique de e " , ou encore une fonction algébrique de la fonction pu construite au moyen de périodes convenables aco,, 2W3.
I. — Théorèmes d'addition pour la fonction pu
449. Nous avons rencontré, à plusieurs reprises, les formules relatives à V addition de l'argument dans les fonctions doublement périodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus spécialement de cette question.
Rappelons d'abord les formules (VII3) établies à nouveau au n° 396, et d'où l'on déduit immédiatement les relations
t{u -^ a) -^Ziu — a) — ilu = — ■<
pu — pa
Z(u^a) — au — a) — -2^a= ~~ P ^ ■ P{u^a)^piu-a)-^pu=.^ J^J^ \
P^"-^">-P("-^^=(p.-pa)-^'
l [p(« + a)-p«] Pi^-^lil^ + -^ = i V'^^-V'a .piTî ^ ' ^ i ^u 'ipu 'X pu-pa
La quantité
(pa — pa)2
est symétrique par rapport à u et a, et c'est une fonction paire
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(Je II et de rt; le second membre doit pouvoir se mettre sous une forme qui mette ces propriétés en évidence^ en exprimant tout en fonction entière de pu^ développant et réduisant, on trouve, pour le numérateur du second membre,
on a donc
{pu-paf
Cette équation, avec la seconde des équations (ClIIo), conduit immédiatement au résultat suivant :
(CIIU) p(»±a) = ^'P" + P^^^"P^^P^-"^^^^-^^^P'"P'^.
■i.{pu~pa)^
Le lecteur établira sans peine, au moyen de ces formules, les relations (')
(5) p(„±.)H-p„-Hp<. = i(|^;^';)'.
pMpa-4- — ) +^3(ptt + p«)
(6) p{a-\-a)ji{u — a)
(pu — pay puis la relation
i(pupa-h-^j H- 2^3 (p "■+•?«)
{pu^pa){ipupa — \gi) — g3Z+:p'up'a qui, pour u = a, donne
(GIII7) P(2M)
Ainsi p u est une fonction rationnelle de p ( - ] > donc aussi de
P\~m) ^^ ^^ ^^^ "'^ entier positif quelconque; c'est là un cas particulier d'un théorème que nous établirons dans le paragraphe
(') Voir ScHWARZ, Formules et propositions pour V emploi des fonctions elliptiques, traduction de M. Padé; article 12. — C'est à cette édition française que nous renverrons dorénavant.
suivant. En faisant ii ^ a dans la formule (GIII5), on a immédiatement cette seconde expression de p{i m),
(GUI:) i^{iu)-^i]^u=='-^^.
Si l'on pose, pour abréger
x = p(u-+-a), y = pii z =: - " — )
2 pu — pa
on peut écrire les relations (CIII3), (CIII5), (VII3),
{x — pa)(y — pa) = -p"a — zp'a,
en éliminant x qI y entre ces trois relations, on a
'dz\^
du
&z'^pa-v- ^zp' a-{- ^p^a — -xp" a.
Nous savions déjà, parle théorème de Liouville(n°433), que toute fonctions doublement périodique du second ordre de la variable u
vérifie une équation différentielle de la forme [-r-j —/(s), où
f{z) est un polynôme du troisième ou du quatrième degré en z', nous connaissons maintenant la forme particulière de ce polynôme pour la fonction z^-- — ; cette forme nous sera
^ 2 pu — pa
utile plus loin.
Considérons la fonction de u
I pu pu i pa p'a I p b p' b
où a et 6 sont des constantes. Il est clair que f{u) est une fonction doublement périodique du troisième degré et que o est un pôle triple, sauf dans le cas où le coefficient de p' u s'annule, c'est-à-dire sauf dans le cas où l'on a
a^b (raodd. 20)1, 2CO3);
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excluons ce cas pour le moment; la somme des zéros dans le parallélogramme des périodes doit être congrue à la somme des pôles, c'est-à-dire à o; puisque a et b sont des zéros distincts, il faut que le troisième zéro soit — a — b; on en conclut l'égalité importante
( p{a-^b) —p'{a-hb) (GlIIg) I pa p'a
I pb p'b
ou, si l'on veut, le théorème équivalent : la congruence
entraîne l'égalité
I pa p'a I pb p'b I pc p'c
(modd. 2.W1, 2CO3)
Cette égalité subsiste évidemment si l'on a b^c; elle n'a plus de sens si l'on suppose b^ — c, puisqu'il faudrait alors qu'on eût a ^ o, en vertu de la congruence supposée.
452. Observons encore que, d'après le n° 391, on peut écrire, en conservant à /(m) la signification du précédent numéro,
cfiii — a) 1:^(11 — b)a'(u-ha-hb)
pourvu qu'on n'ait pas a^EE^±z b; on déterminera la constante C en égalant les coefficients de — dans les deux membres développés suivant les puissances ascendantes de 11, savoir :
— %{pb — pa) = — i pour le premier, et
Crfa^fbcfia + b) pour le second; on en conclut la valeur de C et la relation
i pu pu I pa p'a I pb p'b
^^ad^bci^u
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Il est bien aisé de vérifier que cette identité subsiste dans le cas, que notre démonstration exclut, où a serait congru à è, modulis 2 0),, 20)3. Si, dans cette identité, on suppose a =: w,, 6 == 0)3, en se rappelant que l'on a (VIIi)
— a'(a)i — 0)3) (^Wo
P^^-P'"^^ a-^co. 0-^0)3 ''
il vient
a'(ft — («1 ) ^(m — («2) Cf» — 0J3)
a" Wj S'Wj I3'U)3 tf* u
C'est de cette égalité qu'on a déduit, au n° 98, l'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction pu.
Si l'on a
a H- è -i- c ^ o (modd. 2 0)1, 20)3),
le déterminant
pa p'a I
Vb p'b !
pc p'c !
est nul; si donc on exclut le cas où l'on aurait pa = pb = pc, il existe deux nombres (') ^, [■*■, tels que l'on ait
!p' a = Ipa -h [JL, p'b = lpb~ ix, p'c =lpc -^ix.
D'ailleurs les couples de quantités p'a, pa; p'b, pb; p'c, pc, mis respectivement à la place de X', X dans l'égalité
vérifient cette égalité. Les quantités pa, pb, pc vérifient ainsi l'équation
si donc, comme nous le supposerons dans la suite, deux de ces quantités ne sont pas égales, on aura identiquement
4X3_X2X2-(^2+2X[^)X-(^3-t-fJt2)-4(X-pa)(X-p6)(X-pc),
(') Foi/Halphen, Théorie des Fonctions elliptiques, t. I, p. 3o.
c'est-à-dire
/ pa-\-pb-hpc =:-ll-^,
(3) lpbpc-hpcpa^papb= — • (^.2-H 2X|x),
( papbpc = -^(g3-^[x^).
En remplaçant dans ces égalités \ et lu par leurs valeurs tirées des équations (a) qui donnent
^Glil,) ^^^P'b-p'r^p'c-p'a^p'a-p'b
pb — pc pc—pa pa — pb
^ ^ pbp'c — pcp'b ^ pcp'a — pap'c ^ pap'b — pbp'a ^ Pf> — P(^ pc — pa pa — pb
on obtient une série d'identités qui toutes seront des conséquences
de la congruence
« -F 6 -i- c = o (njodd. 2Wi, 2W3),
et parmi lesquelles figurent en première ligne celles-ci
k\pb — pcj Wpc — paj \\pa — pb
qui équivalent évidemment à l'égalité (CIII5), dans laquelle on a pris les signes supérieurs.
On a supposé que deux des quantités j3rt, p^, pc n'étaient pas égales. En tenant com|>te de la continuité, on voit de suite que si l'on suppose deux de ces quantités, mais non trois, égales, celles de ces égalités où ne figure pas un dénominateur nul devront subsister.
Si l'on élimine A et ix entre les trois équations ([S), on parvient à l'égalité
i \p(ipo^pcpa^papb^^\
(GIIIio)
f =^'\papbpc— g3){pa + pb-^pc),
qui est encore une conséquence de la congruence
a -h 6 -i- c s= o (modd. 2toi, 2W3),
et même des diverses congruences
a ± 6 ± c ^ o, T. et M. - III. 7
puisque les deux membres ne changent pas quand on y change h ou c en — h ou — c.
4o4. Nous nous contenterons de citer les relations suivantes, que le lecteur établira sans peine en se reportant au type le plus général d'une fonction doublement périodique donné au n" 391 et aux formules (CIIIio), (^Hi)' relations qui ont lieu quels que soient a, b, c,
(GIIIu)
pbpc + pcpa^paj)b
(^ (a -^ b -ir c) 'i i a -\- b ~ c) cï U
tf* a 3'* b :i'*c -_. -{Tpb — pcY[pa-p{b ^c)][pa — p{b — c)] ^ -(pc —pay[pb — p{c -^a)][pb — p{c —a)] =~- —{pa — pb)-[pc —p{a-\- b)]{pc —p{a— b)].
Signalons aussi l'égalité
GUI
p'a -p'b Pb P'c
pa p'a
PC p'b
P'd ^ p'{a^b) — p'{c-^d) ■pd p{a-^ b)—p{c-hd) ■p'd p'(a-r-c) — p'(b-\-d)
pa — pc
Pb
p{a-hc) — p{b-hd) '
qui a lieu quels que soient a, b, c, d. Elle se déduit immédiatement de l'identité que l'on obtient en remplaçant chaque fraction parla différence des fonctions "Q à laquelle elle est égale, d'après la première des formules (VII3).
45o. Nous allons (*) maintenant établir le théorème général dont les égalités (CIII/,), (GlIIg) sont des cas particuliers. Si l'on pose
I p Mo P' Wo I p«, p'Ui
fo(Uo, Ml, . . ., Un)
et si l'on regarde cette fonction comme une
onction de Uq, elle
C) Voir KiEPERT, Journal de C relie, t. 76, p. 21.
n'admeltra dans le parallélogramme des périodes qu'un seul pôle, Je point o, et ce pôle sera d'ordre /? , + i ; ce sera donc une fonction doublement périodique, d'ordre /i + i, si toutefois, comme nous le supposerons d'abord, le coefficient de p^"''^hio, que l'on peut représenter par ( — 1)«/<(;^,, Mj, . . ,, u,i), n'est pas nul : J\{U{, Uo-, • • •, Un) est un déterminant de même nature que /„. Ce déterminant /o, regardé comme une fonction de ii^, a un pôle unique dans le parallélogramme des périodes : ce pôle est congru
;'i zéro; Je coefficient de -Tjijrjj dans le développement suivant les
iniissances ascendantes de «o? est
//,, U2, ...,M« sont n zéros incongrus de/o, le (/i + 1)''""' zéro est donc — ( ;^, + Mo 4- . . . + u,i), en supposant que cette quantité ne soit pas nulle : par suite (n'^ 391), on peut écrire
f .„ „ „\ r g'C»! — "0) ^(iij— Uo)...<f(u,i— f^o) J'(;/.o-^- h, + ...-4-//„) J,{uo,Ui,...,u„) = Co -^^^^^ -'
Co ne dépendant pas de Uq] on trouve la valeur de Uq en égalant les coefficients de —j^:^ dans les développements des deux membres, suivant les puissances ascendantes de Kq-, on obtient ainsi :
en traitant Je déterminant /, de la même façon que/,,, en continuant toujours de la même façon et en observant que l'on a
I I p{««) I a'Uin':^-u„-i
on obtient une suite d'égalités qui, multipliées membre à membre, donnent
3'(j<o-î- "I-+-- • •-+- u„) FT a'iu^— it^) CIIIu) /o = (-i)«i!2!...«! — -;— ^_ '-,
OÙ le produit est étendu à tous les systèmes de nombres (a, [î) formés par chacune des combinaisons des nombres o, i, 2, . . ., «
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pris deux à deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours supérieur au second. A la vérité, cette démonstration suppose qu'aucune des sommes MjH- Uo -{-... ~h Un^ ?<2+ «3 -+-...+ m«, ..., u,i^i+ Uni Un n'est congrue à zéro modiilis aoj,, 2(1)3; mais la considération de la continuité montre que la formule doit subsister, pourvu qu'aucun des nombres Uq, m,, u^i ■ . ., u,i ne soit congru à zéro.
II. — Multiplication pour la fonction pw
456. La formule précédente peut se transformer en supposant que quelques-unes des quantités u^, Uf, . . ., Un tendent vers une même limite; nous supposerons par exemple qu'on y fasse
Uq — U^ Ui= U -h h, . . . , Un = U -r- uh
et que h tende vers zéro.
Observons d'abord que si l'on considère un déterminant dans lequel les éléments d'une colonne sont a^^ cii, . . ., a,i, on peut remplacer ces éléments par les différences
«1 — ao,
«2 — 2ai-f- ao,
a,i a,i-i-\ ^ «rt-2 — . • .-T- (— i)'»ao,
pourvu qu'on fasse la même chose sur les autres colonnes; si l'on effectue cette transformation sur le déterminant /o et si l'on remarque que l'expression
<p (a -H nh) o [u -^- {n — i) h]
H ^— ■ ce[a-f- (« — 2) AJ +. . . -r-(— i)"ç(m),
développée suivant les puissances entières de /i, fournit comme premier terme h^o^"^{u), on voit de suite que le premier terme du développement, suivant les puissances de /t, de
fo{u, u -{- h, u-i- -ih, . . ., u-i- nh),
sera le produit de li
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déterminant
p"tt
p(«+i)jt
p{n) Il p(«+l)K ... p(2«-l)if
D'un autre côté, le second membre de l'égalité (ClIIia), si l'on ne tient pas compte du facteur numérique qui est en avant, se réduit à
:!\{n-^i)u}<i'^{h)^''-^{-ih)ci>^-'^{Zh)...^^'{{n — i)h'\^{nh)^ c-'i+i u c'«-^* ( a -H /t) tf^+i ( M -H 2 /i ) . . . C'^+ï {u -h- nh) '
et si l'on remarque que la limite, pour h = o, de
"'" + ■' h"' (ih)"-^ " ' nh
est évidemment égale à i! 2! .../?!, on voit que, en égalant dans les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h,
on obtient l'expression de ^j:^^^^^ ' ^^^ ' ; après avoir changé n en
,1 — I ^ nous écrirons le résultat sous la forme suivante : Posant
(CIV,) on a
(GIV2) W„{u)
tf'"(a)'
p(n-Vil
4-o7. Cette formule mérite de nous arrêter quelques instants.
D'après sa définition, et les propriétés élémentaires de la fonction 3*, le premier membre est une fonction doublement périodique, d'ordre n- — i, admettant o comme pôle multiple de cet ordre; elle est donc, suivant que n est impair ou pair (n" 436), de l'une ou de l'autre des deux formes A, Bp' u^ en posant
A = ao72v'+2V_|_ rt,j2V=+2V-l_f_. . .-Ha2v'-+-2V (« = 2V H- l),
y est mis à la place de j)m, et «oi «m •••i «av'+avj ^o? ^i, ••••, ^2v°--j? sont des coefficients numériques qûeFon peut déterminer en développant les expressions précédentes suivant les puissances ascendantes de u et en identifiant avec les développements analogues
^(nu) cfinu) r\ . • • • ,
pour \, et pour — ; — -—r, — :• Un trouve ainsi aisément
' ci"\u) ^ puc^'^iu)
Ao = «, Al r= o; Bo = ? Bj = o.
Dans tous les cas, W'f^{a) est un poljnome en y dont le premier
458. Proposons-nous de former autrement les polynômes Ael B. Les zéros de W,t(u) sont simples et s'obtiennent en donnant à chacun des nombres p et q, dans la formule
n valeurs entières quelconques telles que la différence de deux d'entre elles ne soit pas divisible par n, et en excluant toutefois la combinaison pour laquelle les deux nombres />, g seraient tous deuK divisibles par n. Si l'on pose, comme au n" 372,
le produit
5t/>tO
-^iqoizX
'i II
ri
'ipiù
-+- iq t03
où /j, q prennent les systèmes de valeurs qu'on vient de dire, admet les mêmes zéros et les mêmes pôles : c'est une fonction doublement périodique, comme il résulte très aisément des formules (XIL), et, comme dans ce produit le coefficient de ■ ^,_^ est
( — i)"'~* = ( — i)"""', tandis que dans Wn[u) il est égal à n, il est clair qu'on a, dans tous les cas,
(-1)"-11F„(«) = « JI^'^cH.;,,,
en écrivant, comme nous le ferons dans la suile, Xp^q à la place de 'J^p,q{u).
Si n est de la forme av + i, on pourra prendre pour p, q les valeurs — v, — v -f- i , . . . , — i , o, i , . . . , v — i , v, en excluant la combinaison p z=: o, q = o. On est amené à grouper dans le produit les facteurs tels que dans l'un les indices soient les mêmes que dans l'autre, changés de signe, de manière à pouvoir utiliser la formule (VII,). Ce produit s'obtiendra, d'une part, en groupant les termes pour lesquels/» est nul, ce qui donne
YY cho,qA>o,-q^ JJ {pU—pao,,f);
d'autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesquels /> ait des valeurs égales et de signes contraires, ce qui donne
et en donnant ensuite les valeurs i, 2, . . . , v à /?. En résumé, la fonction W2v+t (m) est représentée par la fonction entière en pu de degré vH- [v('iv H- i)] =: — - — que voici
(CIV3) W2v+,(«) = (2V + i)]^(p«-,pao,,) J~J JJ(,P«-pap.v)-
Quand n est pair, on peut, en posant n = 2v, donner à/>, q les valeurs — v + i , . . . , — i , o, + i , . . . , v — i , v, en excluant toujours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la même façon les facteurs pour lesquels aucun indice n'est égal à v, et ce groupement fournira v — i + (v — 0 (^'■^ — i) = av (v — i) facteurs du premier degré en pu. Il restera à effectuer le produit
<^^v,o = ^10? c^VjV — Ç20) A')o,v — Ç30 ;
Mais on a
et, par suite (XI3),
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d'ailleurs, on a encore
^lv,7^iv,-7 = pî« — P(wi-I- «0,7), et l'on voit finalement que, lorsque n est égal à 2v, on a
(GIVO Wn{u) = ]-i'u.B,
où B est la fonction entière en pu de degré [2v(v — ')]"^ ^'^ — ^ ou que VOICI
= 4^ ££ [pj« — p(w3+a/,,o)l PJ [p« — p(wi+«o//)] JJ JJ (P" — P«,-),7)p-i 7 = 1 /7 = i ,7 = -(v-i)
On reconnaît aussi aisément que l'on a toujours, que/?, soit pair ou impair,
(CIV3) n(«) = /i'-JJ {ipu-pap,,i
en supposant que/?, ^ parcourent séparément un système de /r valeurs entières, telles que la différence de deux quelconques d'entre elles ne soit pas divisible par /i, en excluant la combinaison où les deux valeurs de/>, q seraient divisibles par n.
459. L'expression (CIV2) de W„(?/) n'est pas commode pour obtenir explicitement les fonctions entières A et B de pu. Mais il est aisé de trouver une relation récurrente qui permette de calculer de proche en proche ces expressions.
Si, dans l'équation (VII2), on remplace respectivement «, 6, c, u par c(.u, ^?/, y?/, 8^^, où a, p, y, S sont des nombres entiers, puis que l'on divise par une puissance de du dont l'exposant soit
(P + Y)'+ ( P - Y)2-4- (a + o)2-f- (a - 0)2 = ^(a^-t- [32+ y^^ ^^)' il vient ^Fp+y>P'p_yXr^+8iFa-S+ »FY+aVF^._a^Fp+gVFp_g+ XFo,+p^V?^VS^y-5= o ;
de cette formule, on peut en déduire plusieurs autres propres au calcul de nos polynômes. Si, pour un entier négatif ou nul quel-
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conque /?, on pose encore
:f{nu)
il vient, pour [i = m, y = n^ a ^ i , S = o,
puisque, comme on le vérifie aisément, on a
en prenant m= n + i , on a donc
de même, en changeant m en n + i et /i en /z — i , on trouve
Ces diverses formules permettent de calculer les polynômes W^ quand l'indice est supérieur à 4j au moyen des polynômes d'indices inférieurs ; W, est égal à — p' u, W^ et ^, se calculeront directement au moyen de la formule (CIVo), en tenant compte des expressions (XGVII) des cinq premières dérivées de pu en fonction des puissances de pu.
On trouvera, dans le Traité des Fonctions elliptiques d'Hal- |)hen, des procédés intéressants qui permettent d'abréger beaucoup ces calculs.
460. Il est maintenant bien aisé d'obtenir p{nu) au moyen de la fonction W,i{u). En effet, la relation
p{nu) ~ pu^ i-^ — - — \ ' / X — — ■
donne immédiatement
'CIVo) p{nu) — pu =
et l'on a, par conséquent, p{nu) en fonction rationnelle de pu pour tout entier positif /i.
III. — Théorèmes d'addition pour les fonctions ç, sn, en, dn.
461. Nous avons donné aux n"^ 405-406 les formules d'addition pour les fonctions ^, sn, en, dn. Le procédé suivant, où tout ce qui est essentiel appartient {*) à Abel, permet d'obtenir, pour ces fonctions, le théorème d'addition sous une forme très générale, d'où le lecteur tirera sans aucune difficulté les formules que nous venons de rappeler.
Soit jK= ^(;^) l'une quelconque des fonctions ioa(w), iao('0' ipa(w), et soit z =y-. Il est clair que l'expression
où z' est mis à la place de -,^ et où F{z), f{z) désignent des polynômes entiers en 5, des degrés respectifs n el n — 2, est une fonction doublement périodique à périodes aco,, 20)3, qui n'admet qu'un pôle dans le parallélogramme des périodes, à savoir, le pôle de la fonction ^ que désigne j-; ce sera soit o, soit Wal ce pôle esl d'ordre 2.n; c'est aussi l'ordre de la fonction doublement périodique. La somme des affixes des pôles (confondus) de ^{z) esl, dans tous les cas, congrue à o, modulis 2{0(, 20)3; il en est de même, par conséquent, de la somme des affixes des zéros. Si donc on détermine les in coefficients des polynômes F(3) et f{z) de façon que ^[z] s'annule pour les valeurs m,, u-x, •••, Uin-\ attribuées à «, ou, si l'on veut, pour les valeurs 5,, z^^ . . ., 52«-t attribuées à z, cette même fonction s'annulera pour la valeur
ou pour la valeur correspondante z-^n attribuée à z. Les valeurs des coefficients de F(^) et de f [z) s'obtiennent aisément sous forme de déterminants.
(') Voyez : Abel, Œuvres, 2' édit., t. I, p. 53a. — Brioschi, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LIX, p. 999. — Cayley, Journal de Crelle, t. 41, p. 57. — GiJNTHEB, Journal de Crelle, t. 109, p. 210.
Ceci posé, la fonction
W{z)^[F(z)Y-z-nf{z)Y
est un polynôme en z de degré an. En effet, z'- est un polynôme en z du troisième degré, comme il résulte du théorème établi au n° 433, et comme on le vérifie sans peine au moyen des formules qui donnent les dérivées des fonctions ^ : ce polynôme du troisième degré est évidemment divisible par z. Par suite, si l'on désigne par «0 et «« le premier et le dernier coefficient de F(5), le premier et le dernier coefficient du polynôme ^(s) seront respectivement al et af^.
Mais les valeurs de z qui annulent ^(z) sont v|, z-,, ■ ■ -, z-.n et l'on a
VF(^) = al {Z - z,){z - z,).. .{z~- z,n),
d'où l'on tire une série d'identités en égalant les coefficients des diverses puissances de z; en particulier, si l'on suppose z = o, on
et, par suite, en extrayant la racine carrée
«orij2---r2«-
.Yt^ y-2-, •••? JKa/i-i étant mis à la place de ç(mi), ^("2)5 •••' ç(w2«-))i ^^ ^ ainsi exprimé le premier membre en fonction rationnelle des quantités i(wi), ^(wo), ..., i(«2«-i)i i'(«i)j -••?
i'(w2«_i), comme il résulte évidemment de la forme de «„, «« et de ce que l'on a :;'= 'i^(ii) l'{i() = "ijv'-
462. Il est d'ailleurs aisé de mettre en évidence dans «„ le facteur y^y2' ' •JK2W-I et de déterminer le signe qu'il convient de prendre devant le second membre. Tout d'abord, on voit que, en faisant abstraction des signes, ^(f/, -f- «^+...-h «2//--1) se présente sous
la forme du quotient ^ de deux déterminants A, B de Tord
rc
i; les lignes de rang /' de ces déterminants s'obtiennent en
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remplaçant u par Ur dans et dans
■y2fi—^ 0/2/1—4- ^ _ ^ j -1/2W — 3 y' y2n.—o y' ^ ^ ^ Y y' •
Quant au signe, il se détermineaisément [en supposantjK= ioa(w)]> si l'on imagine que les quantités w,, M2, • . ., W2«_< soient infiniment petites du premier ordre; le terme principal de
est alors m, -h «2 4-' • • + W2«-t ; les éléments, réduits à leurs parties principales des lignes de rang r dans A et dans B, se réduisent à
Les suites
, o, in — 3, -în — 5, ..., i présentent respectivement
i4-2-i-3-t-...-f-/i — 2 et i + 2 + 3-f-...-i-/i — 1
inversions, si l'on convient de dire que deux termes présentent une inversion lorsque le premier de ces termes, en commençant par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura facilement que le premier déterminant est égal au second multiplié
par ( — i)«-' (uf + Mo + . . .+ Mow-t); on a donc en général
463. On reconnaît de suite que le rapport ^j quand on remplace jK/- ^^ y'r P^i" Xj^r> ^JKrî se reproduit multiplié par \; d'après cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si l'on ajoute o>a à chacune des quantités ?^,, Uo, ..., U2n~\i l'égalité prend la forme
en supposant que, dans A et dans B, yr, y'^ représentent iao(«/ ), ^ao(w/-) * si l'on ajoute au contraire t^i^ à chacun des arguments w,, «o, ..., Uin-t, on trouve de même
cette fois, dans les déterminants A et B, yr et y'^ représentent Enfin, on a de même
en ( Ml -H «2 + ■ • • -+- "2«-l) = ï> '
/^ dn( «1 -i- M> -t- . . . -I- u=>,i-i) = — )
OÙ, dans A. elB, yr et y',, représentent respectivement snUr,sn' Ur, en Uri en' Ur, dnw;., dn'wr-
Gomme on peut supposer que «aw-i est nul, les formules précédentes sont générales.
CHAPITRE V
I. — Développement de Iog2r((^), de ses dérivées et des fonctions doublement périodiques ordinaires.
464. On a vu l'importance des développemenls des fonclions 3((^) en séries Irigonomélriques, séries qui procèdent suivant les sinus ou les cosinus des multiples de ct: et qui mettent en évidence les propriétés essentielles de ces fonctions. Les développements en séries irigonomélriques que nous donnerons dans ce Chapitre ont également une grande importance, surtout dans les applications de la théorie des fonctions elliptiques; mais ils présentent, pour la plupart, un caractère très différent de celui des séries relatives aux fonctions 3'(p) : ces développemenls, en effet, ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de l'argument.
Nous nous occuperons d'abord de quelques-unes de ces séries qui se déduisent immédiatement des formules relatives aux fonctions Hl(^') : elles concernent les logarithmes de ces fonctions et leurs dérivées logarithmiques.
46o. Commençons par rappeler la définition de la fonction élémentaire logsiuTîf.
Les diverses déterminations de cette fonction sont régulières pour tous les points v qui n'annulent pas sinut^, c'est-à-dire pour les points dont l'affîxe n'est pas un nombre entier. Les points pour lesquels la fonction n'est pas régulière étant tous rangés sur l'axe des quantités réelles, il est clair qu'on peut définir la fonction logsimcp comme fonction holomorphe de v, soit dans la partie supérieure du plan, soit dans la partie inférieure.
Envisageons en particulier la déterminalion principale de la fonclion logsinTzt', c'esl-à-dire celle pour laquelle le coefficienl de i est compris entre — tc et + tî:; elle sera définie dans toute région du plan de la variable v ne contenant aucun point v pour lequel siuTct' soit négatif ou nul; or si l'on pose v = a-\~bi, où a cl h sont des nombres réels, on aura
sinTct» = siniza c\\Tzb -h icosTza shTzb;
pour que sinizf soit réel il faut donc que a soit un multiple impair de ^ ou que b soit nul; pour que sinup soit négatif ou nul il faut, dans le premier cas, que a soit un nombre pair diminué dc:^, dans le second cas, il faut que le plus petit entier inférieur à a soit impair. Donc, la détermination principale de logsiuTz^' sera définie dans toute région du plan de la variable v limitée par les parallèles menées à Taxe des quantités purement imaginaires par les points dont les affixes sont de la forme in — ^, où n est un entier quelconque, et par les segments de l'axe des quantités réelles joignant chacun des points dont l'affixe est un nombre entier impiair quelconque^ au point dont l'affixe est le nombre pair qui est plus grand que lui d'une unité. Les parallèles à l'axe des quantités purement imaginaires sont perpendiculaires à ces segments, en leurs milieux.
Ceci posé, nous définirons de la manière suivante une fonction de V que nous désignerons par ls((^), qui sera holomorphe tant dans la partie supérieure du plan que dans sa partie inférieure, mais pour laquelle l'axe des quantités réelles jouera le rôle de coupure, sauf toutefois entre les points o et i , de sorte qu'en deux points de même affixe, appartenant l'un au bord supérieur, l'autre au box'd inférieur de la coupure, les valeurs de ls((') seront différentes.
Dans celle des régions précédemment définies où se trouve le point ^, ls((') sera, par définition, identique à la fonction holomorphe de p, représentée par la déterminalion principale du logarithme de sin-t'; les valeurs de 1s(p), lorsque l'on est sur les limites (a) de cette région non situées sur l'axe des quantités réelles, seront fixées par continuité, en approchant de ces limites depuis l'intérieur de la région; dans la partie d'une région contiguë située soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quantités
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réelles, nous prendrons ensuite pour la fonction ls((^) celle des déterminations de la fonction log s\nv, holomorphe dans la partie de région envisagée, dont la valeur tend, quand on s'approche des limites (A), vers les valeurs de Is {ç) déjà définies sur ()v); la fonction ls(p) est ainsi définie dans une région contiguëàla première et sur les limites de cette région : on procède ainsi de proche en proche.
On peut encore définir la fonction Is (p) par la formule
IsCp- ) = / : diJ,
J SinTTP
- en supposantquelechemin d'intégration ne traverse pas la coupure. Le Tableau suivant, où n désigne un nombre entier, où v est supposé mis sous la forme a -\- bi^ a et b étant réels, et où les logarithmes sont toujours supposés avoir leur détermination principale, donne la définition précise de la fonction ls((^) à laquelle on parvient ainsi.
(CVi)
II. Partie inférieure chi plan, 6 <o
An — 1
Is ( (^ ) = lo g simi p -H 2 /i 71 1, Is(p') = log ch-nb -h (in — i)T.i.
Bord inférieur de la coupure, b = o.
2/i<a<2/n-i, ls(f ) = log simta -1- 2/îTrt, 2/i + i<a<2/i-i-2, ls((^) = log 1 sinTia I + (2/1 + i) TUf.
UÉVELOPPEMEXTS EN SÉRIES TRrGONOMÉTRIQUES. Il3
Les valeurs de Is (ç), tirées de I et de 11, coïncident le long de l'axe réel sur le segment qui va du point o au point i , et, en effet, ce segment ne fait pas partie de la coupure qui comprend seulement les deux parties de l'axe des quantités réelles allant de o à — GO et de I à -h GO.
On observera que l'on a toujours
\s(v -h 2n) = h(i>) zp 2m:i,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que l'on est dans la région supérieure ou inférieure du plan.
Posons maintenant
on aura, en désignant par A le nombre 2q~' q^ qui ne dépend pas de Vy
d'où, en prenant les dérivées et faisant v = o,
et, par suite,
&i(i^|T)=i^;(oh)sinTrp/^
puis, pour une détermination convenable des logarithmes,
log2r,(p|T) = log\^ 2r', (o|-:)H-logsimrp-i-log jj^-
Choisissons arbitrairement une détermination de log- ^\ (o|t) ; prenons pour logsinTzp- la fonction holomorphe Is(t') définie plus haut; observons enfin que, si l'on pose x =z t-hit', en désignant par t, t' des nombres réels, la fonction /((^), dont les zéros sont les mêmes que ceux de la fonction S, (v), à l'exception des zéros de cette dernière fonction situés sur l'axe des quantités réelles, ne s'annule pas entre les deux parallèles à cet axe, menées à une T. Cl M. - III. 8
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distance de cet axe égale à ^', en sorte que les diverses déterminations de la fonction log J) peuvent êlre définies comme des fonctions holomorphes de v entre ces deux parallèles; choisissons celle des déterminations qui s'annule pour (^ = o. Dès lors la fonction logSr, (pIt) sera définie pour tous les points situés entre les deux parallèles, excepté les points pour lesquels p est un nombre entier, sauf à regarder comme distincts les points de même affîxe qui sont situés sur des bords différents des deux coupures, allant sur l'axe réel de i à + oo et de o à — oo; à l'intérieur de la région limitée par les parallèles et les deux coupures, elle est holomorphe.
467. Occupons-nous d'abord du développement de la fonction \o^f{v). En posant t^ == a + [Ît, où a et [S désignent des nombres réels, on aura
où h désigne la valeur absolue de ^; on aura donc
I qin g2vni I — fi2{n+^)^ | gin g-icKi | — h^Ui-^) ;
si [S est en valeur absolue plus petit que i, les quantités précédentes seront toutes deux plus petites que i ; donc, puisque la fonction
\og(i-x) = _- _ _ - j -...,
où le premier membre désigne la détermination principale de log(i — x), est une fonction holomorphe de a; tant qu'on a j ^ [ < I , les fonctions de t^
log(l — cf-'ie^iv-Ki) = ^ V 1 ginre^ironi^
log(i — ag'^/î cosaç'Tr -i- g'*") = — ^ — ^^nr cos2 rvTz /• = i
seront holomorphes tant que l'on aura | ^ ] <^ i . La série
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en supposant qu'elle soil convergente, est évidemment une des déterminations de log/(^'); la convergence de cette série et le fait que sa somme est une fonction holomorphe de p, tant que Ton a |P|<;i, seront établies à la fois (n° 37) si l'on prouve que la série double
\^ - q'^'"' cosirvTz (n, r = ï, 2,3, . . .)
est absolument et uniformément convergente tant que | [3 1 est moindre qu'un nombre plus petit que i. Or on a
etj par suite,
I 2 cos 2 rt^ TT I < A2''P -H A-2''P ;
dès lors il suffit de prouver la convergence des séries à termes positifs
21a^(-P)'-, ^Ih^-^n-^^r,
qui est évidente lorsque l'on a | ^ | <^ i , puisque la somme de la première série, par exemple, est égale au logarithme de l'inverse du produit infini
TT(x_A2(«+p)).
Nous pouvons donc, en supposant 1 13 | <^ i, définir log/(^'), log \, comme des fonctions holomorphes de v parles égalités
, /., V V ^ >,„,. V 2 û'*'' cos an
rvTz
et celte détermination de log ^t^J est bien celle qui s'annule pour
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468. Il suffit de remplacer log 4t— - par le développement précédent, dans l'expression de logS», (ç) définie plus haut, pour avoir le développement de cette fonction en série trigonométrique.
Il est clair que le procédé employé pour développer logS, (ç) en série trigonométrique s'applique aussi bien aux trois autres fonctions 2r(ç'); nous réunissons ci-dessous les formules ainsi obtenues, qui peuvent être utiles dans diverses circonstances :
log&,(p) = \og -y^{o)-h \ogs\nT.i> -i-^ —2—-— (2 sin rTzvy,
Co.
CV
log.%(p) = log2r2(o) H- Iogcos7rp+ \ ^— (2 sxni-Tzvy
Si l'on suppose v mis sous la forme p = a+ ^t, où a et ^ désignent des nombres réels, les deux premiers développements sont valables sous la condition | [3 [ << i , les deux derniers sous la condition I P I <C ^- On doit prendre pour log sinrc la fonction ls(p), pour logcosTîc^ la fonction ls(p + r,).
469. Ces formules fournissent immédiatement les développements des logarithmes des quotients des fonctions .S' et, par conséquent, des logarithmes des fonctions sn, en, dn et de leurs quotients; on a, par exemple,
logsn {iKv) — i\og^z{o) 'H logsinTTi' — V ~-^ — ~ (2 ^xwrr.v)^ (GV3) ^ logcn(2Kp)=:- 'ogcosu^^-^ ,.]^^_^?Liyqr\ (2sin/•7:p)^
logcln(2K(^) = — > ^^ ; — -- [2sin(2/' — i)Trc]2,
sous la condition 1 13 [ •< r,.
Oa déduit aussi, pardifférentialion des formules obtenues poulies fonctions S'(t'), les développements
r. COtTP -r- 4
T. > — - — — sinaz-TTi^,
Jmi I — «72/-
(GVO
^^^ = - 7: langT.v -^4T:^(-iy _^, sin^.m^
SUp)
— — - = 471 7 (— i)' — - — —smir-KV, 3{v) ^ ÂA^ ' i — qir
qui peuvent être différentiés à leur tour.
En se reportant aux formules (LXXVI2), (LXXIX,), on déduit de la dernière formule (CV4) la relation
(GV,)
L(x) = -— - > — i — — sin — rr-
pourvu que le coefficient de i dans -^ soit inférieur en valeur absolue à ^•
470. Les formules (XXXIITg_6), en prenant les logarithmes des deux membres, fournissent les développements
, _, , --, .,,.<2 . T.u \^ q^' . r-rziiY logj'M = log h ~ hlogsin <- y —r-^ 17^ 0^ ^in ,
•2 0), ïli«2
r-Ku\^
logo-, M = -ii u log COS r > -^ , . 2 Slll
tGVl,) <
log s'a M = -^ (- 7^ — —TTl 2 sin ,
lOgO'sM = -^-! \- > ^ r- 2 Sin .
i8 On a aussi
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(GVI2)
X^u — 1 cot 1 > —î^ — — sin ,
Wi 2Wi 2C0i Wi .^d 1 — q^r CL»!
r—\ /•:=oo
y riiu TT Tiff 27C v' ( — lYg^'' . rr.u ÇiM = -* tang 1 > :^ L^— sin ,
^, 7), M 271 V' (— l)'"7'' • ''TC"
t, if = -! 1 > ^^ ^-f- sin ,
tO) lOi .^d I — ^2r (jjj
„ TllM 2 7: V' 7'' '"'^w
Ç3 « = J 1 y . — 1_^ sin ;
Wi 10] .^^ I — gr^'' coi
et, par suite.
' , „ TTii 2712 i|^ 7'72r rViU
cosec2 ■ r > — ^-— cos ,
2Wi U)2 ,^d I 5'2'- a»!
CVI
r2 v^ (— iVra^'- rr.u T X ^ ,,. cos ■
P(" + Wi) = — — + sec'- ^^^ ' ^
^ 2Wi / 2 0)1 a)5
p(« + 0)2) = — ii > ^ L^~ cos ,
, . 7)1 27:2 v^ rg'' rizu n ( M + W3) = 7 , - — i-— , cos ;
d'où l'on déduit aisément, par différentiation, des formules analogues pour les dérivées d'ordres quelconques de pu, p{u + oia). Si l'on suppose u mis sous la forme m = aa(o,H- 2 [^103, où a et ^ désignent les nombres réels, toutes ces formules sont valables sous la condition | [3 | ■< ^- Celles qui concernent logo"?^, logo', m et leurs dérivées sont même valables sous la condition | [^ | <C i •
On déduit immédiatement des développements obtenus pour les fonctions logo'i^, logo'af^, ceux qui concernent les douze fonctions log^(t/); ces développements sont analogues à ceux que nous avons écrits pour les fonctions log sn p, log en ç^ log dn c.
471. Les fonctions ^w, Z(;r) peuvent servir d'éléments simples dans la décomposition des fonctions doublement périodiques de
première espèce à périodes 2to,, 2W3 ou 2K, ii¥J ; les développements précédents (CV5), (CVIo) fourniront donc, pour toute fonction doublement périodique de 'première espèce, un développement en série trigonométrique. Le lecteur pourra appliquer cette méthode aux carrés des fonctions ioa(^<)5 iao(w), i^y(w), ou encore aux carrés des fonctions sn, en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels ; nous nous contenterons de citer la formule
(CVe) -A A-^K2sn2 i^ ^ y _Z^ sin2/-^,
4112 Ti ^ 1 — q-^i-
qui est une conséquence immédiate de la formule (CII4), (n°406).
472. Chacune des séries qui figurent dans les formules (CV4_5) et (GVI2) peut être mise aisément sous la forme d'une série à double entrée; ainsi, l'on peut mettre l'expression (CV5)de Z(^) sous la forme
Z(K:r)= T?2 ^'"'^*~*'sin 7-713;= ^^ ^''^^^-'^ [e'""^'— e-'-i^^'],
OÙ /• et s prennent toutes les valeurs entières positives.
Dans chacune des séries à double entrée ainsi obtenue on peut effectuer la sommation d'abord par rapport à r; on obtient ainsi de nouveaux développements en série pour chacune des fonctions envisagées; ainsi
iq-^
Ce développement s'obtiendrait de suite en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de la formule (XXXIIg); en se plaçant à ce point de vue, on voit qu'il est convergent quel que soit X. Il en est de même des développements analogues que le lecteur trouvera dans le Tableau des formules placé à la fin de l'Ouvrage [(CV^-s) et (CVL)]-
II. — Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
Considérons (') l'expression
^ig,^,y)
1 Pi(')Pi(^JK)
où les fondions p sont celles qui sont définies par les formules (XXXII), de sorte que l'on a
V doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m toutes les valeurs entières positives, nulles et négatives, n toutes les valeurs entières et positives.
Cette fonction F(q, x,y) est définie pour toutes les valeurs de ^, jqui ne sont pas nulles et qui n'annulent pas p4(^), p4(jK). ' Les valeurs de ^, j- qui annulent p/, (^), p^iy) sont comprises dans la formule ±^'""^2; si l'on pose \q\ = h, on voit qu'elles sont représentées par des points diamétralement opposés, situés sur des cercles ajant l'origine pour centre et ayant des rayons égaux à A""^2; sur chacun de ces cercles il existe un couple de ces points et un seul. Si l'on considère la fonction F(q, x, y) comme une fonction de x seul, par exemple, tous les points x = ± q"'^^ seront des pôles simples de cette fonction, comme il résulte évidemment de la seconde forme sous laquelle elle a été mise.
Dans l'espace annulaire compris entre deux cercles consécutifs il n'j a pas de point qui soit un zéro pour a,,[x) ou pi,{y) '• tel
( ' ) Voir Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1881.
est, par exemple, l'anneau compris entre les deux cercles de
rayons y//i et-pr- Nous aurons bientôt à nous restreindre au cas
sjh
où l'une au moins des deux variables x^ y est représentée par un point situé à l'intérieur de cet anneau, c'est-à-dire que nous supposerons que X ou y vérifient les inégalités
^fk<\x\<^, v/^<ir|<^;
il est clair que ; — r ou -, — - vérifient alors les mêmes inégalités.
Pour toutes les valeurs de Jc, y qui vérifient à la fois ces inégalités, la fonction F(^, x,y) est finie et déterminée. La fonction p,
s'annule aux points ± s/q, ± -j= situés les deux premiers sur la
limite intérieure de l'anneau, les deux derniers sur la limite extérieure. Autour des points ±: sjq comme centres, avec un rajon très petit, décrivons des cercles et supprimons de l'anneau la partie intérieure à ces cercles; aux points des petites régions supprimées correspondent, par la transformation z' ^ -i des points dont l'ensemble constitue deux petites régions, intérieures à l'anneau et voisines des points ± -— ; supprimons-les encore et dési-
gnons par (A) l'anneau ainsi modifié. On observera que si x est un point situé dans (A), il en sera de même des points — iP, ± jc~' , et que si x, y sont assujettis à rester dans (A) ou sur son contour la fonction F(^, ^, J'), regardée soit comme fonction àex, soit comme fonction dey, sera holomorphe ; en particulier, il existera un nombre positif N tel que l'on ait
Laissons de côté, pour un moment, les restrictions imposées à X ely; les propriétés suivantes, de la fonction F(^, x,y)^
(a) ¥{q,x,y) = zt' q'^nn' x^'^' y"^'»- ^ {q,zxq'^ ,t' yq'^'),
OÙ e, t' représentent ±: i et où n^ w'désignentdes nombres entiers quelconques, résultent aisément des formules (XXXIV7). La pre-
mière de ces deux relations monlre, en particulier, comment l'on peut ramener le calcul de la fonction F(^, ;r, y) lorsque x ely sont représentés par des points extérieurs à l'aire (A), au cas où ils appartiennent à celte aire, pourvu que les points œ, y soient à une distance suffisamment grande des zéros des fonctions ^i,{x),
Considérons maintenant l'intégrale
dans laquelle x sera regardée comme une constante assujettie seulement à être représentée par un point qui appartienne à l'aire (A); quant à jk ce sera une constante telle que ^i{y) ne soit pas nul. Nous allons montrer que, si l'on prend cette intégrale sur la circonférence d'un cercle ne passant par aucun pôle, ayant son centre au point o, de rajon infiniment petit ou de rajon infiniment grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour un instant, qu'il en soit ainsi.
Entre deux cercles ayant pour centre commun le point o la fonc-
F(ûr, X, z) ^ , . , , . 1111
tion — '-— , ou z est la variable, est univoque ; elle n admet pas
d'autres singularités que des pôles, en nombre fini, quand on a fixé les deux cercles, à savoir le point s ^ y, que l'on peut toujours supposer situé entre les deux cercles, et ceux des points z=i± q^"^^^ où n est un nombre entier, qui sont aussi situés entre les deux cercles. Tous ces points sont des pôles simples de la
fonction — ^^ — '- — considérée comme une fonction de z. Par suite,
lorsque le rajon d'un des deux cercles croîtra indéfiniment, que l'autre décroîtra indéfiniment, la somme des résidus de la fonc-
Y {a X z^ tion - ^^ ' — , résidus dont l'un est ^{q^ ^^y)-, tendra vers zéro.
On prévoit ainsi qu'on obtiendra Yici^x^y) sous forme d'une série. On voit même, puisque l'intégrale est infiniment petite sur le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que la somme des résidus relatifs aux pôles compris entre deux cercles ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon du cercle intérieur décroît indéfiniment ou que le rajon du cercle extérieur grandit indéfiniment.
475. Désignons par R un nombre positif fixe, assujetti seulement à cette seule condition : le cercle décrit du point o comme centre avec R comme rayon a sa circonférence contenue tout entière à l'intérieur de l'aire (A). Considérons le cercle (C) décrit de l'origine comme centre avec le rayon Kh", n étant un nombre entier positif que nous ferons tout à l'heure grandir indéfiniment et que nous supposons de suite assez grand pour que le point y soit à l'extérieur du cercle (G). Quand n grandira indéfiniment le cercle (C) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que l'intégrale
prise le long de ce cercle, tend vers zéro quand n croît indéfiniment; si l'on pose en effet
cette intégrale devient
iT.Kh'^ I ■ ■ ^ ' . du,
où le signe dépend du sens dans lequel on parcourt le chemin d'intégration; d'ailleurs on a, en vertu de l'égalité (a) du n" 473, oij l'on remplace s et e' par + i , /i par o, n' par — n ei y par R/i«e'^«,
et, puisque la valeur absolue de q est A, la valeur absolue de Rh"q-" e^'^'^ est R; en d'autres termes, le point Rh"q~" e''^" appartient à l'aire (A); on a donc
I F{q,x, R/i'»5r-«e'TO)| < N,
et par conséquent la valeur absolue de l'intégrale considérée est moindre que
\y\ — R/i« IjkI — R/i« \x\^'''
comme — — est plus petit que i, il est évident que cette quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
476. Soit mainlenanl G' un cercle de cenlre o et de rayon égal à -jT-, — Considérons la dififérence des deux intégrales
dont la seconde est nulle puisque la fonction F(^, x^ z) est impaire et que le contour (C) est symétrique par rapport au point o. Si l'on change z en -> le contour (C) devra être remplacé par le contour (C) et, en tenant compte de l'égalité
x\\\\ résulte de l'égalité (^) du n" 473, on voit que le second membre prendra la forme
y f^ÎJ^plj^dz^- f'^^S^^^dz;
or cette dernière intégrale appartient au type précédemment étudié, sauf le changement de x, y en :c-', y-', changement qui n'altère pas les conséquences; cette intégrale tend donc bien vers zéro quand n croît indéfiniment. Il en est de même de l'intégrale proposée quand le cercle G' grandit indéfiniment, ainsi qu'on l'avait annoncé.
Il nous reste à évaluer les résidus de la fonction de z
Le résidu relatif au pôle y est F(^, .r, _/). Le résidu relatif au pôle zq"'^^ s'obtiendra en remplaçant z par £^""^2 dans l'expression
le calcul se fait sans peine au moyen des formules (XXXIVg-t), (XXXV4,o)5 6t l'on trouve, pour le résidu cherché, la valeur
( "-iV
Ay—-g J
On voit de suite que les deux séries, dont le terme général se déduit de là en remplaçant e par + i ou par — i, sont absolument convergentes quand on donne à n les valeurs o, i , 2, 3, ..., oo; il n'en est pas de même pour les valeurs négatives de n\ pour avoir une série absolument convergente, il faut réunir dans le terme général les deux résidus relatifs aux valeurs + i et — i de s et l'écrire
sous la dernière forme, la convergence absolue de la série dont on vient d'écrire le terme général, quand on donne à n les valeurs — I, — 2, — 3, ..., — GO, est manifeste.
Ajoutons que la forme r— ,^^r, ,- , — ir,' trouvée plus haut pour
J 1 1^1 R/i« I ^ |2rt i^ 1
une limite supérieure de la valeur absolue de l'intégrale envisagée, met en évidence (n° 30) ce fait que la série
est uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs de x telles que l'on ait \ a;\^0L^i, en désignant para un nombre fixe plus grand que i ; l'intégrale, en effet, n'est autre chose que le reste de la série. Une conséquence toute pareille concerne la série analogue relative aux valeurs négatives de n, pourvu que l'on ait
478. En écrivant que la limite de la somme des résidus de la fonction ^Ali^i^, relatifs à ses différents pôles, est nulle, on trouve, en remplaçant F(^, x,y) par sa valeur (n** 473),
n = oo VLzl « = « Lîîzii
où chacune des séries est absolument et uniformément conver-
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gente sous les conditions qui viennent d'être expliquées. Rien n'empêche donc de différenlier ternie à terme, si on le désire.
479. La formule (CVII3) peut se transformer de diverses manières en ajoutant aux arguments ç, w les quantités -} - ou ,
ce qui revient à multiplier a: ou jk par h s/ç ou i\/q.
Les changements de cette sorte que l'on peut faire subir à w ne demandent aucune précaution puisque w est quelconque. De même quand on ajoute ^ à ç^, il est clair que, les conditions
\/Ti<\x\<^, ^h<c\ix\<~
étant identiques, le domaine de convergence de la série n'est pas modifié par ce changement.
Il n'en est plus ainsi quand on change x en a;\^q; pour que l'é~ galité (CVII3) reste valable après ce changement, il faut que Ton ait
v/Â<Uv/^l<-^, c'est-à-dire
Supposant d'abord que x satisfasse à ces conditions, nous allons remplacer, dans l'égalité (CVII3), x el y par x\/q,y^Çj; la modification à apporter au premier membre résulte des formules (XXXIV5_6) et l'on trouve
p\(i)pi(x_y) y^ a^-2n+2
La première série est convergente pourvu que l'on ait |^| < j; c'est la seconde série dont la convergence implique la condition 1^1 > I ; il est naturel, pour essayer de retrouver une expression analogue à celle de F(^, ^, y), d'introduire dans le second membre la série
J-2gr2;
qui converge pourvu que l'on ait | ^ | > A; en ajoutant et retranchant celte quantité, le second membre prend la forme
a donc finalement
p'i(i)pi(a?y) Pi(^)pi(7)
G VI II
-2 ,^ ffZa^inyi
_y-'iq-ui ^^i-y^q-i
Cette égalité est démontrée sous la condition i ■< | :r | << t; mais
les séries sont convergentes sous la condition /i ■< | ^ 1 <^ y> et l'égalité subsiste si ces dernières conditions sont vérifiées, puisque les deux membres sont des fonctions analytiques de ^; on peut s'en convaincre encore en changeant x^ y en ^~*,y*, ce qui change le signe des deux membres, et ce qui ramène la valeur absolue de ^ à être comprise entre i et A, si elle était comprise
entre i et r • h
480. Rien n'empêche maintenant dans les deux égalités (CVIIi) et (GVII3) de changer j- en iy^ys^/q, iys/q, puis, dans les résultats, X en ix. Chacune de ces deux égalités en engendre ainsi sept autres; on a, en tout, seize égalités de même forme qui fournissent des développements pour toutes les quantités telles que
Pa(^7) /a = 1,2, 3
Pp(^) \p = i,2,3,4
Nous réunissons dans le Tableau (CVIIj) ceux qui se rapportent aux indices a = i,2; [^^1,2; dans le Tableau (CVII2) ceux qui
se rapportent aux indices a = 3, 4; ^=152; dans le Tableau (GVII3) ceux qui se rapportent aux indices a = i , 2 ; ^ = 3, 4*, enfin dans le Tableau (CVII4) ceux qui se rapportent aux indices a = 3,4; |â = 3, 4.
Les formules (CVIIi.s) supposent /i < | .r | < 7 » les formules
(GVIIs.^) supposent \/ h <C | ^ | -< -7= •
481. Si l'on remplace x ç,ly par e''^', e""^', les seize développements précédents se transforment en seize développements pour toutes les quantités, telles que
2ra(P+tv) /a = 1,2, 3,4
^p(^) Vp-i,2,3,4
on les trouvera sous les mêmes numéros (CVII,_4) dans le Tableau des formules. Les deux égalités (CVIL) et (CVila), par exemple, établies aux n°' 478 et 479, se transforment en
&;(o)2ri ((. + <.»-)
(GVIIi)
(CVIIs)
p)2ri(fv
/ V « sin (2 m:
TTtV -t- /î > «2/J ^
, V^ „ sin (2mït' -t- 2x(p) — ûr2" sin2n7:p
= col TCP -+- col TT (V -4- 4 X| ^ ' " '''
4tc 2r4(p)^4(H^)
_ -^ — ^ — sin [(2/1 — i) Tzv -^ Tzw] — grî/i-i sin [(2/1 — i)~p — r.w]
^•à ^ I — 2 g2/i-l coS 2 TT W -t- grV't-2
La condition A << | ^ | <! t équivaut manifestement à la condition
où le symbole ^ placé devant une quantité signifie que l'on doit envisager la partie réelle seulement de cette quantité. De même,
la condition sjli<^\x\<. -J= équivaut à la condition \Jh
Si l'on pose c = a + jSt, en désignant par a et [3 deux nombres réels, on peut dire aussi que les formules (CVIIi_2) ont lieu sous la condition [ ^ | < i et les formules (GVIJ3_^) sous la condition
lN<-i-
482. Nous allons maintenant supposer que la variable y vérifie les conditions h<.\y\<i j dans les formules (CVIIi,^), les conditions y/Zi < I JK 1 < "7= dans les formules (GVIl2,3)- Y h
Plaçons-nous, par exemple, dans le cas de la formule (CVIL) ; en supposant que les valeurs absolues de x,y soient toutes deux
comprises entre i//i et --p, et en désignant par a, v des nombres
impairs positifs quelconques, on aura
(GVII:)
Pi(')pi(^r)
471 Sr4(.)2r,(»') 2^^ ''°^
En nous plaçant dans le cas de la formule (CVIIi) du n° 479, on aura de même, en supposant que les valeurs absolues de ^, y soient toutes deux comprises entre A et j et en désignant par m, n des entiers positifs quelconques,
,^..,, , I 'zs'.(o)'^\(v -\- w) . V^ . . ,
(L.VII5) 1; ; \^ — -- = colTt^ -(- cotTTW -T- 4 > q^'^'"%m{inT.v^-i.m-rtw)
Les quatorze autres formules (CVIIt_/,) fournissent des développements analogues en séries trigonométriques à double entrée.
483. Il est aisé (') de déduire, de chacun de ces seize dévelop-
(' ) Voir Halphen, Fonctions elliptiques, t. I, p. 438. T. et M. - III.
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pements, des séries très rapidement convergentes et convenant, par suite, aux calculs numériques.
Plaçons-nous dans le cas de la formule (CVII7) du n° 482 et
XV
groupons dans la série à double entrée \ q "^ x^ y^^ qui figure
(v,EX)
dans son second membre, tous les termes pour lesquels la difierence ui. — v des deux indices de sommation est égale au même nombre y?o,s/^(/" ou nui, que nous désignerons par is puisqu'il est nécessairement pair. L'ensemble de ces termes sera représenté par la série
2^q^ :rvjv+2,s (v = ,,3,5, ...);
l'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, pour lesquels \x — v est un nombre pair quelconque positif oa nul, est donc
c'est-à-dire, en effectuant la sommation par rapport à 5,
V) IV
L'ensemble des termes de la série à double entrée envisagée, dont nous n'avons pas encore tenu compte, est formé par l'ensemble des termes de cette série pour lesquels ]x — v est un nombre négatif; il est identique à l'ensemble des termes de cette série pour lesquels v— \x est un nombre /jo^/^?/ pair; il est donc représenté par
c'est-à-dire par
^ -^ Wî = I. .2, 3,
q'^ ^ x^y\>-{qV-x^- -t- q^-\i-x'* + ...)= "V q'^^
9^ xV-yV-
qVx''
et l'on a finalement, en observant que le premier membre de l'expression (CVII7) du n" 482 est égal à la différence entre la série à
double entrée envisagée et celle que l'on en déduit en changeant X et j- en ^~' et jK~*i
i-grva^-z I — ^rvj.-
ce que l'on peut écrire, en groupant convenablement les termes,
I S'', (o) S'i(t^ -f- (v) _ ■^ -y' sinv7r(p -^ w) — g'^ sin [vtiw + (,v — 2)tt^']
> <7- sinv7r(p -I- w)
^ ^v» sinv-iT(p -+- w) — y'^ sin[(v — 9.)-n:«' + vTrt'j
l'indice v prend toutes les valeurs impaires positives.
On a de même, en se plaçant au point de vue de la formule
(GVII,) du n° 482,
colTTf + colTzw — 4 ^ g'^"^ sin2mr(p -i- tv)
.sin2mz(v -+- w) — q^"^ sin[(2n — 9S) tzv -h imziv ]
(«) ' \^ 2n' sin2n7:(f -I- <<>) — g^^" sin [(an — -2)71 (^^> -^ imzi'^
l'indice /i prend toutes les valeurs entières positives, non nulles. Les expressions des premiers membres des seize formules (GVIl5_8) fournissent des développements analogues. Tous ces développements convergent quels que soient v et \v^ et convergent très rapidement.
484. Nous avons obtenu, dans les numéros précédents, le développement de chacune des seize fonctions
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SOUS trois formes différentes. Si, dans chacun de ces développements, on donne à l'une des variables p, w des valeurs particulières convenablement choisies, on obtient des expressions très remarquables pour les quotients des fonctions 2r, les inverses des fonctions 2?, les inverses de leurs carrés, les inverses de leurs produits deux à deux; c'est de ces développements que nous allons dire quelqvies mots.
Au mojen des développements des quatre fonctions
on obtient aisément, en faisant tendre w vers o, les expressions
des dérivées logarithmiques g, de chacune des fonctions ^{^)
sous la forme déjà obtenue au n° 469 et aussi sous d'autres formes remarquables. Ainsi, en observant que l'on a
hm ^— <5,— — — ôTT — r^ — COtTiP — COlTttv
= lim ^ - , : r-, , , — COtT.V -[ = - g. ' . — COtTTP,
les formules concernant la lonction - , .g, , \ tournissent les trois développements
' ^ ^ — COtTTÇ'
.sina^TTP — o^/j sin(2n — a) TTC' ■^ ûr2rt(/i-hi) _
, X;^ „ .sina^TTP — o-i" sinfan — 2) TTC' ,'Sr^() .^ ^ I — •2g'2/icos2 7rp -f- ^r^'i \^ I
dont le premier nous est connu, dont le second est une conséquence immédiate du premier, mais dont le troisième est un développement bien différent qui converge beaucoup plus rapidement que le premier. On obtient enfin un quatrième développement pour la même fonction en faisant tendre ç vers o dans la
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formule (GVII,) du n° 481 ; en remplaçant ensuite w par (^ on a
Il présente cette particularité que la série qui v figure est toujours convergente, pourvu que v ne soit pas un zéro de 2r|((^), et conserve la même valeur quand on j remplace q par q~^ , tandis que le premier membre n'a aucune signification quand la valeur absolue de <7 est supérieure à i. Les développements de cette nature figureront dans le Tableau des formules (GV).
Les développements de celles des seize fonctions
où l'indice de Si((v) au dénominateur n'est pas égal à i, fournissent chacun, si l'on j fait np ^ o, trois développements des douze quotients
on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un quatrième développement en faisant t' = o dans les développements
de celles des seize fonctions ^ — s- — : où l'indice de ^(v) au dénominateur n'est pas égal à i , et en remplaçant w par v. A.insi les lormules qui se rapportent a la fonction ^ , ^r^ , — r lournissent les développements
I ^'i(o) &,(t^) VI ^ -^ ., , V T^ •
' 7 — : sin(2rt — i)Tti^= > q^ sinvTît^
3r,(o) ^vl^^) ^ '-^-^
= Sinirt^ > ^ ^
2^2«-lCOS2 7rt' -1- ^^«-2 n — \
Les deux premiers développements supposent [ [^ ] < ^ (n° 481); le dernier est valable quel que soit c.
On trouvera tous ces développements dans le Tableau des for-
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mules (CVIIT) : à cause des formules (XXXVI5), (XXXVn,_,), (LXXl6_8), on en déduit immédiatement ceux des fonctions sn, en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels.
486. Pour obtenir les développements de l'inverse de la fonction 2r, (ç), il suffît de faire
dans les formules qui se rapportent à la fonction
on a ainsi
I Jj (o) _ I ^ -^ ^^^ sin(2n — i)-Ki> — q^'^ sinanup
et un troisième développement à convergence très rapide que nous laissons au lecteur le soin d'écrire; on peut d'ailleurs lui substituer un autre plus simple et également très convergent qui a été donné par Jacobi.
Observons d'abord que, dans la dernière formule, on peut se contenter de faire parcourir à l'indice m tous les nombres impairs positifs, puisque le tableau à double entrée des valeurs que prend s\n2(n — m')-rzv, quand on y remplace rt, m' par tous les entiers positifs, est formé de termes nuls ou égaux et de signes contraires : on a donc
- ^V^ = î --f- y û'2«!X(^2/i-lA_a7-2«+|X)
OÙ n est un entier positif quelconque et ]x un nombre positif impair, de sorte que les exposants de x sont tous des nombres impairs. Groupons tous les termes de la série à double entrée pour lesquels l'exposant de^r est égal au même nombre impair positif v et ceux pour lesquels l'exposant de x est égal au nombre impair
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négalif — v; on aura immédiatement
' PW _ ! ^. y (a;V_a^-V) y r^(2r-l)(2/-l+V)_^2r(2
a:^''^''+l) 37-1 qrir+i)
La série qui figure dans la dernière égalité, multipliée par ^ — :r *, se met sous la forme
en transformant le terme général au moyen de l'identité
g2''(a7'--t- 37-2— 2) = (l - q^'T- - (I - 372^2'-) (t — 37-2<jr2r),
et en remarquant que la somme de la série
est égale à un, on voit qu'on peut écrire encore
2 pi(a7) X-X-ijLà^ ' (I — a72^2r)(i_a;-2^2r)
Il résulte de là que la fonction ^ ' ^ peut être mise sous la forme
- e,', : = -^ -1- 4 y «V sinvTTP (v = I, 3, 5
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en posant
OU encore sous les formes très rapidement convergentes, quelque soit i^,
■-.' ' = -. — 4 simr (^ > -^^ ~ ^^ i— -
En changeant x en x^q dans l'une des expressions précédem'ment obtenues pour - —^ — -, on trouve de suite
ou, en réunissant les fractions qui ont pour dénominateurs
2 p,(^) Zi ^ '^ ^
(I_^.2^2r-lj(^[_a^2^2/-lj
formule qui équivaut à la suivante :
!_ 5Uo) ^ V ^_,v-i .C'-i)^ '-^"-^
I — 2 cos2Tit' q^''-^ -+- q'-'-
I 3'i(o) V* / Li i =L y { iV~' a
En changeant t' en ^ 4- i, on a immédiatement les formules analogues pour les inverses des fonctions 2»2(t'") et ^3(<^)' O^i les trouvera dans le Tableau (GIX).
foi^ c ^ \ c 1 • 9\{^Y) 2rt(p-f-»')
bi, dans les lormuies qui concernent , / ou — l
' ^ Pi(^) ^v{v)
^ ox(xy) 2ri(p -f- w) , , ,
et - — y~ ou — ^ ; — -, on changée w en — (v, qu on prenne les
P4(^) ^U^) ° 'ni
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dérivées par rapport à t', puis que l'on fasse c = w, il vient, d'une part,
2r',^(o) Tf2 o «V o COS (9. « — l)'7rP 72«cOS2nTCP
— ■ — ■ — — Q 'j^2 ^ TtO ^^ ''~~ '
Jry^ = -^-^J^ 8712 V ng'2«'«cos2(rt — m)TrP,
et, d'autre part,
în — t = — •> > ( 'i n. — \\ n
Pi («) X:» / V 2 r 372/1-2 a^-2«+2 -1
^ — — 1 y iin — \)q ; ; — - ~ — — — -
S'i2('o) _ /^îV^/ ^ ^\-^ cos2(n — i)ttp — ^2/1-1 cqs 2m: t'
2r|(p) ^d '^ I — 2g'2n-l coS2TrP + g'*"-2
nr=I
ê- ^ = 4Tr2 ^ vgf 2 cos(v — \i.)T:v — it."^ N ([ji + v)5r2 cos(v — \t.)-KV.
A. VI ([J,,V
En changeant dans ces formules x en ix^ (^ en f + 4, on a immédiatement les formules analoeues pour les inverses des fonc-
tions ^'i[x)^ ~'2(^) ^^ p3('^)' ~^3(*^')- ^'^ '^^ trouvera aussi dans le Tableau (CIX)"
488. Ces divers développements, au mojen des formules de passage, en engendrent d'autres relatifs à la fonction réduite JU (m) du n° 371,
^ ' <^u:fUo 210, ^i{i>)^i{w)
ou aux expressions analogues, où les fonctions a" sont remplacées par des cofonctions. Comme pour toute fonction de seconde espèce, dont l'un des multiplicateurs est i, la fonction X(u) peut servir d'élément simple, on a donc aussi des développements en série trigonométrlque pour toute fonction réduite de seconde espèce.
l38 CALCUL INTÉGRAL.
Nous n'écrirons que les deux suivants, concernant A^(u),
, , . T: / TZU TUo\ 9.TT X?
X (u) = cot h- cot — - M- — >
sin — (nu -h Uq) — «2^ sin
Wi ' -^ (0,
TlUo I — 2 <72« COS h a*"
oA9(m)= cot- 1- cot — -] -\ > q^""'sin — (nu-hmuo);
20)1 V 2(..), 2tûi/ Wj .^^ ^ (Oi
ils sont valables, le premier pourvu que la partie réelle de
Wi c
soit comprise entre la partie réelle de — ? et celle de 1, le
second pourvu que les parties réelles de — . et de — ^. soient chacune comprise entre ces deux mêmes limites.
III. — Développements des quantités e^, ria_, k, K, E, ... en séries en q.
489. Les développements des fonctions doublement périodiques, de première et de seconde espèce, en séries trigonométriques, engendrent un grand nombre de développements en série pour les constantes que l'on a introduites successivement dans la théorie des fonctions elliptiques; dans ces séries, c'est çr = e'^^' qui est l'élément; c'est pourquoi nous les appellerons séries en q. Nous n'en citerons que quelques-unes.
Les développements (CVI3) de pu et de p{u + Wa) fournissent des séries en q pour e,, e.>, 63 et ■^,. En égalant les termes indépendants de u on a, en effet,
(GX2) o ___ + -___2^___,,
_ ï)i 2 7t2 '^ rg'' (x>i wf ^ I — g^i"
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Les trois dernières de ces équations sont identiques aux relations (XVII2), comme il est aisé de s'en assurer. La première donne r,, ; en la retranchant des trois dernières on a
6wf
CX
2Tr2
Si, dans les développements (CVI3), on compare les coefficients des mêmes puissances de 11^ on obtient une suite de séries en q pour g-o, g3 et divers polynômes formés au moyen de <?i, 62, 63, go, gi-
490. Les développements (CVIITg) de s4^' que l'on a donnés au n" 485, engendrent des séries en q pour A^K^. Si, dans ces développements, on fait v = o après avoir pris les dérivées par rapport à p, et si l'on tient compte des formules (XXXVI5), (XXXVIIj), (LXXI3), on obtient, en effet, les relations
1 K' = i ai(o) 2-1(0) = 2%'"^ (^^^ = 2 ^'^'^
h iq^' — ^tq''
engendrent aussi des séries
Les mêmes développements ^ ,
en q pour AK, y/A'K, et pour la quantité K elle-même. Si Ton y fait V = j par exemple, on a
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Si l'on fait ç = ' ~^ ^ dans la dernière des séries citées, qui reste 2 '
convergente pour cette valeur de c, on trouve, après une transformation facile,
Si l'on fait enfin ç = -, et si l'on observe que les formules
(XXXIVe) fournissent, pour v= — ^, la relation
Des développements (CVIII) des autres quotients mutuels
âe^t(ç), ^2{^)i ^3(^)1 ^i{^) on déduit de même, en j faisant r = o, -> -5 -i -) -, de nouvelles séries en a pour K, A'K,
y/A'K, ainsi que des séries en q pour A'R, y/Ar'K.
Ceux des développements obtenus qui concernent K nous fournissent aussi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. En effet, le développement (GV5) de 7j{x) fournit, pour Z'(o), l'expression en q^
_,, . 2712 ^ rqr
d'où, en tenant compte de la formule (Cil,), l'expression en q
492. Les développements ((^IX) des inverses des fonctions 2^2(0), 2r3(o), ^^{o) fournissent des séries en q pour \Jk''¥>., y/A-y/A-'K, y/A: K. En faisant v =■ o dans le développement de
^ , : par exemple, et en réduisant au moyen des mêmes rela-
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lions (XXXVI) et (XXXVII) que plus haut, on a
Ce n'est pas le même développement qu'au n° 490.
Les développements (CIX) des inverses des carrés des fonctions ^2(^)1 •^3(^)> ^ti^) fournissent aussi, en donnant à p des valeurs particulières, des séries en q pour les quantités A"R-, A'R-, kk'K-, et plusieurs de ces séries se présentent sous une forme différente de celles que nous avons obtenues au n° 490 pour les mêmes expressions.
On trouvera tous ces développements au Tableau (CX) à la fin de l'Ouvrage. Le lecteur les rapprochera naturellement, non seulement les uns des autres, mais aussi des développements en q déjà obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage et, en particulier, de ceux qui sont contenus dans les formules XXXVI et XXXVII; on obtient ainsi de nombreuses identités.
CHAPITRE VI
I. — Intégrales rectilignes le long d'un segment joignant deux points congrus, modulis q.mi, 2103.
493. Avant d'aborder le problème général de l'intégration d'une fonction doublement périodique à périodes 2w,, 2103, le long d'un chemin arbitrairement fixé, il convient d'étudier le cas particulier où l'intégrale est rectiligne, où le chemin d'intégration ne passe par aucun pôle de la fonction et où les deux limites d'intégration sont représentées par des points dont les affîxes sont congrus suivant le système de modules atoj, 20)3. Nous indiquerons qu'une intégrale est rectiligne en mettant un accent à gauche du signe d'intégration (').
Soient t et t' la partie réelle et le coefficient de i dans l'expression de T, -=it + t'i. On sait (n° 466) que log2ri(^') est une fonction holomorphe de c dans la région du plan de la variable t', limitée par les parallèles à l'axe des quantités réelles menées à la distance de cet axe égale à l\ région dans laquelle l'axe des quantités réelles joue le rôle de coupure, sauf entre les points o et i . Il en résulte que si <'o représente l'affixe d'un point intérieur à cette région et non situé sur l'axe des quantités réelles, on peut évaluer, sans aucune ambiguïté, la valeur de l'intégrale
(') C'est la notation adoptée par M. Schwarz : Formules^ etc., p. 3i.
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On a vu, en effet, que logS, (c) peut alors être regardé comme la somme de la fonction \s{v) et d'une série trigonométrique qui, elle, définit une fonction holomorplie à l'intérieur de la région envisagée, reprenant la même valeur pour Çq et pour Co + i î on en conclut que la valeur de l'intégrale envisagée est égale à ls(<'o4- i) — ls(i^o)5 c'est-à-dire, ainsi qu'il résulte de la définition de la fonction Is, à — Tzi quand le coefficient de i dans Vq est positif, à -h -f quand ce coefficient est négatif.
494. Il est aisé d'en déduire la valeur de la même intégrale recliligne pour une valeur quelconque de Çq = ^-'r ^t, sous la condition que p ne soit pas entier. Observons tout d'abord que le résultat doit être indépendant de a, car si l'on désigne par a un nombre réel, on aura
or les deux intégrales
sont égales, comme on le voit en changeant la variable d'intégration V en r + I ; on a donc
Il nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que a ne soit pas un nombre entier, et le résultat sera donc indépendant de cette supposition.
49o. Soient m et n les nombres entiers déterminés par les conditions
posons en outre
et considérons l'intégrale
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étendue au parallélogramme dont les côtés sont (v,,, «Vo + i , ^o+ij ^0- Deux côtés de ce parallélogramme sont parallèles à l'axe des quantités réelles, les deux autres sont parallèles à la direction qui va du point o au point x ; en le parcourant dans le sens qu'indique l'ordre de succession des sommets, on voit qu'on le décrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n est positif ou négatif; les zéros de la fonction ^\{v) contenus à l'intérieur de ce parallélogramme sont d'ailleurs les points
m + I -f- T, m-f-i-f-2T, ..., m -^ \ -\- nz
dans le premier cas, les points
ni-\-i, /n -t- I — -u, m -\~ \ — 11^ ..., m -\- \ -i- {n -\-\)z
dans le second; leur nombre est toujours égalàjn]; chacun d'eux est un pôle de la fonction ^ , dont le résidu est i ; l'intégrale considérée est donc égale à ±: 2 | n | Tct, suivant que l'on a marché dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans tous les cas, égale à inrù. Elle peut d'ailleurs être regardée comme la somme algébrique des intégrales
mais la seconde et la quatrième de ces intégrales sont manifestement égales; on a donc
et, par conséquent, comme Wq est dans la région étudiée au n°493 et que, le coefficient de i dans «^0 étant positif, la première intégrale est donc égale à — izi, on a
496. Il est aisé d'en déduire la valeur de l'intégrale rectiligne
di>,
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OÙ maintenant il est nécessaire de supposer que a n'est pas un nombre entier.
L'égalité
yJ-\--)
qui se déduit immédiatement de la formule (XLIII5) donne, en effet,
et, en changeant la variable d'intégration v en vxj ce qui n'altère pas le caractère rectiligne de l'intégration,
dv
on a d'ailleurs
et, par conséquent, en appliquant le résultat précédemment obtenu,
(CXVII,) f %^^dv = — Tii{iv^^z)-^{'im^i)rù. 497. Si maintenant on se reporte à la formule (XXXIII7)
OÙ M = 2('to,, et si l'on remarque que, l'un des deux points m, v décrivant une droite, il en est de même de l'autre, on obtiendra immédiatement les conséquences suivantes :
Si l'on pose, en désignant par a, p des nombres réels,
Uo = 2au»i -!- 2^103, T. et M. — m. 10
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et si l'on désigne par m et n des nombres entiers déterminés par
les conditions
m < a < w -4- i , n < p < rt -1- I , on aura
(GXVII2)
du — •xt]i{U(i + (0,3 ) -r- ( 2 m -t- 1) 11 i
Pour la première intégrale, on suppose seulement que ^ n'est pas entier, pour la seconde que a n'est pas entier.
498. Soient r, 5 deux nombres entiers premiers entre eux. Adjoignons-leur deux autres entiers /*', s' tels que l'on ait
rs — r s —
et posons (XIX, XX)
Q, = /■ 0)1 -'- S 0)3, Hi = /• 7)1 -•- S T^3,
£23 = /-'oji H- s'oj3, 1I3 = r'v)i-+-5'r,3.
Appliquons les résultats précédents à la fonction
nous aurons, en supposant toujours l'intégrale rectiligne,
/ ^î^c^M — 2IIi(mo-*- ^1) — (2N -l-i)7ri;
le nombre entier N est déterminé par les conditions
N< P^- — as < N-l- I, puisque l'on a
«0= 2ao)i4- 2[3o)3 = 2 (as'— p/-') ûi -H 2(t3/' — as)û3. On peut donc écrire, en supposant r, 5 premiers entre eux.
-2rw, + 25(03
<5^a = a(7-r]i + SYI3) (i<o-+- ''^"1-+- 5^3) — (2N-+- i)Tr£.
/ tu
En observant que la valeur de N ne change pas quand on remplace a par cf.-\-r et ^ par [3 + .S, et en remplaçant successivement
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dans celle formule Uo par ;/oH-2''Wi-r 25W3, «foH-4''Wj + 4st»>3î ••-, //o+2(v — i)(/-co, + 5W3) et ajoutanl, on trouve
J ^1*0 + 2 v{rw,-4-.?W3) f Çmû^u — 2v(rTi,-i-Sr,3)(Mo-t-''VWi-l-SVW3) — v(2N-+-i)7:/,
et, par conséquent, dans les mêmes conditions
En résumé, on a le moyen d'obtenir toutes les intégrales rectia forme
lignes de la forme
X^udu, I
dv,
où r et s sout des entiers quelconques. Disons encore une fois que le segment de droite qui va de «o à Uo + 2r(o,-h 25(03 ne doit contenir aucun pôle de ^11.
En prenant dans l'avant-dernière égalité r = s= — i, on obtient
I t^u du = 2-r\i(uo-\- U)i) — (2fJH- !)-::«,
où [JL est un entier déterminé par la condition
[x<a — 3<[j.-+-i, et qui est évidemment égal à m — n ou km — n — i .
499. Les résultats qui précèdent permettent évidemment d'obtenir les intégrales rectilignes de la forme
I ^(u)du,
où ^{u) est une fonction doublement périodique à périodes 2 w,, ■ioi^i et où /•, s sont des entiers quelconques.
Si, en effet, on décompose la fonction cp(?^) en éléments simples, on obtient une somme de termes de la forme
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multipliés par des constantes. Les termes de la première sorte s'intègrent immédiatement; la partie qu'ils fournissent, dans l'évaluation de l'intégrale envisagée, ne dépend que des limites et nullement du chemin d'intégration, puisque la fonction ^(u — a) est univoque ainsi que ses dérivées; pour chaque pôle a, cette partie est nulle si n est plus grand que i et égale à arv), + 257)3 si n est égal à i . Les termes de la seconde sorte peuvent être évalués par ce qui précède : en posant Ut = Uç, — a, on a
' ^«*o + 2 rto, + 2* 0)3 ' ^M,-l- 2 rw, + 2S(03
/ Ç(m — a) du = I t,u du.
Si, par exemple, on prend pour ^{u) la fonction
'^ ' 1 pu — lia ^^ ' ^ ^ '
où a est une constante qu'on peut supposer mise sous la forme 2a' 0), -h ajS'wg, a', P' étant des nombres réels, on aura, en désignant par r, s des nombres premiers entre eux,
'f{u)du = — -iirrti-h 5^)3) a
-T- 2 ( r wj -t- s 0)3 ) Ç « -I- '2 ( N — n' ) TC t ,
où N et n' sont des entiers déterminés sans ambiguïté par les conditions
N<p/- — aS<!N-t-l,
le cas où l'un des nombres [3r — a.ç, ([i — [S')/- — (a — 7.')s serait entier doit être exclu.
II. — Intégration le long d'un chemin quelconque. Cas général.
501. Lorsque l'on a à intégrer une fonction doublement périodique 'f (m) à périodes 20),, 2W3 le long d'un chemin déterminé (C), allant d'un point i^o à un point ?/,,ilfaut d'abord, pour que la question ait un sens, que le chemin d'intégration ne passe
par aucun pôle de ^{u). Cette condition étant vérifiée, la marche générale consiste à décomposer la fonction (p(w) en éléments simples; o{u) est alors une somme de termes de la forme
du"^
multipliés par des constantes. Les termes de la première sorte s'intègrent immédiatement, et la partie qu'ils fournissent dans l'évaluation de l'intégrale envisagée ne dépend que des limites Uo et «1, et nullement du chemin d'intégration. Quant aux termes de la forme "(^{u — a), on les intègre en partant de ce que l'on a
d\oga'(u — a) ^
ils introduisent par intégration des termes de la forme
\oga'{ui — a) — loga'(i<o— ^)-
La valeur de cette différence n'est déterminée, pour des valeurs données de Uo, W), qu'à un multiple près de 2 1t:, et ce multiple dépend essentiellement du chemin (C).
C'est la détermination de ce multiple d'après la nature du chemin (C) ou, si l'on veut, le choix des déterminations des logarithmes qui est l'objet de ce paragraphe.
502. La question ne se pose pas quand les invariants g^, gz de la fonction du sont réels, que le pôle a est réel et que le chemin d'intégration est l'axe des quantités réelles. On ne peut alors supposer que l'axe des quantités réelles contienne entre Wq et m, un zéro de la fonction d{u — a), qui serait un pôle de la fonction o{u)', il en résulte que les deux quantités d{uo — a), d{ui — a) sont de même signe, et la partie de l'intégrale qui provient du terme ^(m — a) est alors
(GXVII,) f"\{u-a)da = \oz^-\'^^^,
où la quantité dont on doit prendre le logarithme est positive et où le logarithme a sa détermination réelle.
La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants étant
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toujours réels, le chemin d'intégration est une portion de l'axe des quantités purement imaginaires, et que le pôle est un point situé sur cet axe. Les relations d'homogénéité (VIII) donnent, en effet, les formules
a'(w; ^2, gz) = i^{u; g^, —gs), K(iu; gz, gz) .= — tÇ(M; g2, ~g3), p{iu; gi, ^3) = - p (u; g^, —g^);
mais si l'on considère un pôle d'affixe îa, et le chemin d'intégration rectiligne qui va du point Iuq au point iut, a, Uq, Uf étant réels, on ne peut supposer que ce chemin contienne un zéro de la fonction <i[i(u — a); gi, ^3]; il en résulte que la fonction réelle 3'(m — a\ g2^ — ^3) conserve le même signe quand u varie de U(, à u. Dans ces conditions on aura
(GXVII5) { '■"" ,
djUj — a; g,_, —gz) <ï{Uo—a; g2, —gs)'
= j H^iu — a; g2, —g-i) du = log en conservant au logarithme sa signification réelle.
503. Mais le problème posé ne peut être évité en général. Il est clair toutefois qu'il suffit de le résoudre pour la fonction ^u, puisque, en désignant par (G) un chemin quelconque et par (C) ce que devient ce chemin (G) quand on lui fait subir une translation égale au segment de droite qui va du point o au point — a.
J' ^{u — a) du = I "C^udu.
W est clair aussi, en vertu de la formule (VI3), que si l'on sait effectuer l'intégration pour un chemin (G'), on saura l'effectuer pour tout chemin (G) qui se déduit de (G') par une translation égale au segment qui va du point o au point 2ra)i + 250)3, en désignant par r et s des entiers. En supposant, par exemple, que le chemin (G') soit dans une région où logrfw ait été défini comme une fonction holomorphe, si l'on fait se correspondre les points u et u' par la formule
M — m'-I- 2/'Wi-l- 250)3,
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on aura, en désignant par m'^, u\ les points qui correspondent à «0, M,,
(GXV'Hg) / Cm c?i< = loga'Mi — loga'Mo-r- (az-T)!-^ 2sr^3)(ai — «'(,),
Or, si l'on considère les parallèles à la direction qui va du point o au point lOi, menées par les points d'affîxe (a/î + i)to,, oij n désigne un entier positif ou négatif, ces parallèles sépareront le plan en bandes, dont chacune pourra, par des translations du genre de celles que l'on vient de définir, être amenée sur telle bande que l'on voudra, par exemple sur la bande (Bq) qui contient le point o, et dans laquelle logo*/* est défini (n° 470) comme une fonction holomorphe, sauf toutefois sur la coupure que comporte cette bande. Or le chemin d'intégration, quel qu'il soit, se compose de parties dont chacune appartient à une seule bande et peut ainsi être ramenée, par translation, à être située dans (Bq). On pourra donc se borner à considérer des chemins d'intégration situés dans (Bo).
La même réduction s'elTectue encore en appliquant le théorème de Cauchj (n" 352) : on peut, en effet, substituer au chemin (C) un chemin (C) ayant les mêmes extrémités, tel qu'on puisse déformer le chemin (C) pour l'amener sur le chemin (C) sans passer par aucun pôle de "Çii. Le même théorème permet même de supposer qu'un ou plusieurs pôles de "Qu se trouvent à l'intérieur de Faire limitée par les chemins (C) et (C) pourvu qu'on en tienne compte. Si le chemin (C) va de u^ à Ui on déterminera dans (Bq) deux points u'^, u\ respectivement congrus à Wq, U\ modiilis 2a>i, a(03,et l'on substituera au chemin (G) le chemin (C) composé du chemin rectiligne qui va de Uq à m'^,, d'un chemin quelconque situé dans (Bo) allant de u'ç^ à m,, et enfin du chemin rectiligne allant de ii\ à M,. Les intégrales rectilignes s'obtiendront par la formule (CXVn2) et il ne restera plus qu'à effectuer l'intégration le long du chemin situé dans (B<,). Il va de soi qu'aucun pôle de X.u ne doit se trouver sur le chemin (C). Il ne faudra pas oublier de tenir compte des pôles contenus entre (C) et (C).
504. Quant à Tinlégration le long du chemin situé dans (Bq), on pourra se servir, pour l'effectuer, de la définition de lo^du
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donnée au n" 470 et de la série trigonométrique. Mais il faudra faire attention à la coupure : on pourra toujours l'éviter en appliquant convenablement le dernier procédé; sinon, on devra morceler le chemin en parties qui ne la traversent pas et effectuer l'intégration le long de chaque partie de chemin, en se rappelant que les valeurs de logo" m ne sont pas les mêmes sur les deux bords. Nous aurons l'occasion d'appliquer cette remarque dans le prochain paragraphe.
50o. Rappelons enfin la formule, déjà utilisée au n° 497,
(CXVII,) £\udu = ^(u^-ul) -^fj^^^d.;
Il est égale à aw, p et les chemins d'intégration se correspondent; ils sont semblables (et même homothétiques quand ato, est réel); le centre de similitude (ou d'homothétie) est le point o. Cette formule montre qu'il suffit de traiter le problème qui nous occupe
dans le cas où le signe / porte sur la quantité ^^~~-l'
Quand on se donne la valeur de c, la valeur de 2r, {ç) est donnée par une série très convergente, de sorte que l'on peut aisément calculer la valeur de logS?, (t^) avec une très grande approximation, sauf toutefois un multiple de 'j.Tti, qui est entièrement inconnu. Pour déterminer ce multiple, il suffit de calculer directement logS, {y) au mojen des formules (CVI, , CVo), avec une erreur moindre que tt en valeur absolue, donc, avec une approximation assez grossière. Afin de savoir combien de termes il faut prendre dans le développement de logSr, (t-), donné parla formule (CV2), pour avoir la valeur de ce logarithme avec une erreur moindre que 7î en valeur absolue, nous allons évaluer une limite supérieure de la valeur absolue de la somme
où l'on suppose P ::::= a -f- ^t, I [3 i ^ - • On a
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et, par suite, h désignant la valeur absolue de q,
I i sin rTzv\ < h''? — h->'? < /i^ -^ h -,
la dernière inégalité résultant de ce que la fonction x -i- x~* de la variable positive x grandit lorsque x diminue et de ce que, si ^
est positif, h^ est plus petit que h'?. On aura donc
Le second membre de cette inégalité peut d'ailleurs s'écrire, en >upposant r^/i,
r(i — h'-) ^ T-^-^lï^ ~r '
On en déduit, pour /?= i ,
t, pour n
Les seconds membres vont manifestement en grandissant avec //.
On trouve que ~f^^^ r ^st plus petit que ir pour h =0,57.
Si h est inférieur à cette limite, le calcul de la somme de la série qui figure dans la formule (CVo) est inutile; or, on verra que dans les applications les calculs peuvent être dirigés de façon que h reste très au-dessous de cette limite.
Pour h égal ou inférieur à 0,78 on trouve, de même, ] R2 1 <7r en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculer un terme de la série (CVo).
On voit donc comment l'indétermination pourra toujours être facilement levée.
Il est bien clair que le même procédé s'applique aussi bien aux expressions de log(3'a(«) ou de log.^a+i c), données par les formules fC VI,, CV,).
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III. — Seconde méthode ne convenant qu'au cas normal
506. Nous allons résoudre le même problème que dans le paragraphe précédent, en suivant une méthode toute différente, qui nous fournira des renseignements intéressants et utiles, concernant la fonction S, (p), mais qui ne convient qu'au cas où- est un nombre réel et positif.
Nous établirons d'abord la proposition suivante ( ' ) :
En supposant que -. soit réel et positif, la partie réelle et le coefficient de /, dans la fonction ^4 (a 4- ^x ] t) où a, ^ désignent des variables réelles dont les valeurs absolues sont inférieures ou égales à -, sont respectivement du même signe que a et ^.
Nous désignerons le point ^t (v) comme V image du point ç; si ce point v décrit une figure (F), le point 2r,(p) décrira une figure (F') qui sera l'image de la ligure (F). On sait que dans ce mode de correspondance (représentation conforme) les angles se conservent.
Nous allons déterminer les images R'^ , R!,, R3, R'^ des quatre rectangles R,, R2, R3, Rj dont les sommets successifs ont respectivement pour affixes
Il suffît de faire cette étude pour le rectangle R,, car si l'on pose, en général,
OÙ A et B désignent des nombres réels, on aura
2ri(a— pt) =: A — Bf, 2;,(— a — Pt) =,— A — Bi, Si( — a-i-px) =--A-+-Bi,
puisque, d'une part, la fonction Sr,(t') prend des valeurs imaginaires conjuguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de v
(') Voyez ScinvAuz, Formules, elc, n° 51.
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et que, d'autre part, celte fonction est impaire. Par conséquent, R', et R^ seront symétriques par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires; R', et R, seront symétriques par rapport au point o; R', et R'^ seront symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles.
o07. Tout revient donc à étudier l'image R', du rectangle R,. Supposons que le point v décrive ce rectangle dans le sens direct en partant du point o. Quand v croît par valeurs réelles de o à -? la fonction 2i, (v) est réelle et croît depuis o jusqu'à
^,(i) =^,{o)=-.9.qoguK
ainsi qu'il résulte du n" 175 et des formules (XXXIV .4), (XXXVI2); le point 2r, (^') décrit donc le segment de droite qui va (') du
point o au point 2r, (-)• Supposons, maintenant, que le point c
zl;
IJ
(RJ
décrive le second côté du rectangle; nous ferons (^ = — ha-, en
( ' ) Sur la figure, on a suppose 9 = 0,8 et l'image est réduite au quart des dimensions réelles qu'elle devrait avoir par rapport à celles des rectangles R,, R,, R„ R..
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supposant que la variable réelle a croisse de o à i; 2rW - -haest alors égal à 2»2(a - ] : c'est une quantité réelle, positive et
croissante avec a, ainsi qu'il résulte immédiatement de la formule (XXXIIo) qui montre que la fonction ^^{i^)-, où v est une variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent
tous avec v; lors donc que a croît de o à i, la fonction 2r2(acroît en restant réelle et positive de So(o) à
9 'gogh
en sorte que, lorsque le point ç décrit le second côté du rectangle, son image décrit le segment de l'axe des quantités réelles qui va
du point S, ( - j au point ^i ( — — j •
Tandis que le point v décrit les deux premiers côtés du rectangle qui se réunissent à angle droit au point -> son image
décrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement l'une de l'autre. Cette contradiction apparente avec le principe de
la conservation des angles tient à ce que, au point -» la dérivée de
la fonction .3r^ (ç) est nulle (XXXVa).
Supposons, maintenant, que le point ç décrive le troisième
côté du rectangle, qui va du point — — au point -; on fera t'= — et l'on fera croître la variable réelle a de o à i: on
lura
alors
Lorsque a croît de o à i , la fonction Sg ( - j est réelle, positive
et décroît (n° 175) depuis la valeur ^3(0) =^ Çoq?, jusqu'à la valeur ^4(0) = ^0^3; d'ailleurs, la valeur absolue de .^i((^) est
rj ^ 2^3 (- j; son argument est — ; le point 2») (p) décrit donc, dans
les mêmes conditions, une portion de courbe représentée en coordonnées polaires p, lo, quand on prend l'origine pour pôle et l'axe des quantités réelles positives pour direction positive de
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l'axe polaire, par l'équation
dans laquelle on devra faire varier w de o à -• Cette courbe relie le point 2î, ( — ~~)' situé sur l'axe des quantités réelles, au point ?Sf (-)' situé sur la partie supérieure de l'axe des quantités purement imaginaires; le rayon vecteur qui va du point o à un point de la courbe décroît à mesure qu'il tourne dans le sens positif ('). Supposons, enfin, que le point v décrive le quatrième côté du rectangle qui va du point - au point o. La fonction 2r, (^v) est purement imaginaire; le point ^i{v) ira donc, en restant sur l'axe des quantités purement imaginaires, du point S, ( - j au point o: du reste, il est bien aisé de voir, en i^aisonnant comme au n" 175. que le coefficient de i dans ^^ (f), quand 7 croît, par valeurs positives, de o à —., est positif et croissant (-).
(') Cette courbe peut, suivant les cas, présenter ou non, un point d'inflexion. (-) Reprenons les notations du n" 175 et posons
/(«.) = ^&,(w), /'(tv)=Sr;(w).
On déduira de l'égalité (XXXIII,) la suivante : d f(w)
[p(2co,Mv;^^];
dw /(«')
la fonction réelle p(3c>,ï(v) est égale à — x pour tv^o; elle est croissante quand w croît par valeurs positives jusqu'à la valeur w — — — . = -. qui annule sa dérivée; pour cette yçileur de w le second membre est égal à
quantité négative (XX.X,) ; lors donc que w croit de o à — . par valeurs positives,
la fonction décroissante
d'abord positive, se réduit, pour w — —., à r, comme il résulte de la formule
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En vertu du principe de la conservation des angles, la ligne courbe, image du troisième côté du rectangle R,, rencontre à angle droit les axes des quantités réelles et des quantités purement imaginaires sur lesquels sont situées les images des second et quatrième côtés de ce rectangle.
En résumé, quand le point ç décrit le rectangle R dans le sens direct, en partant du point o, son image décrit, aussi dans le sens direct, le contour R' d'une aire limitée par le segment de l'axe des
quantités positives qui va du point o au point Et, passant par le point 2r, (,-)' par une portion de courbe qui rejoint le point 2i, ( -^7^ ) au point 2rW - K enfin, par le segment
de l'axe des quantités purement imaginaires qui va de ce dernier point au point o.
508. Nous allons montrer que l'aire (R|), limitée par le rectangle R<, a pour image l'aire (R,), limitée par le contour R'^. A chaque point situé à l'intérieur de R, correspond évidemment un point et un seul situé à l'intérieur de R', . Inversement à chaque point a, situé à l'intérieur de R',, correspond un point et un seul v situé à l'intérieur de R, ; en d'autres termes, l'équation en ç
admet une seule racine figurée par un point à l'intérieur du rectangle R<. On sait, en effet, que si une fonction f{v) est holomorphe à l'intérieur d'un contour (C), le nombre de zéros de f{v) contenus à l'intérieur de ce contour (G) est égal au quotient par 2 «71 de l'intégrale de la fonction c/log/((^), prise le long de (G) dans le sens direct, ou, ce qui revient au même, au quotient par ■iTz de la quantité dont s'augmente l'argument de /(^), quand v décrit le contour (G) dans le sens direct. Mais, lorsque le point ç décrit le contour R, dans le sens direct, le point ^i{i>) décrit
(XXXVJ; elle est donc toujours positive. Dans ce même intervalle la fonction /((v) ne s'annule que pour «v = o; elle est toujours positive pour w—-.;la fonction f'{w) est donc, elle aussi, toujours positive et la fonction f{w) toujours croissante, ce qu'il fallait démontrer.
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le contour R', dans le sens direct et le segment de droite qui joint le poin,t a au point 2r, [v) tourne autour du point a, dans le sens direct, d'un angle égal à air; l'argument de 3, ((>) — a augmente donc de 2 7c; donc le nombre de zéros de la fonction holomorphe 3, [v) — «, contenus à l'intérieur de R< est égal à i .
De ce que (R'J est l'image de (R»)> il suit que la partie réelle et le coefficient de i dans la quantité 2r, (a + ^x), où a et [3 sont des nombres réels, compris entre o et -> sont positifs; on peut même
ajouter que la partie réelle est inférieure à 3W — ^ — ^ )•
Des conclusions toutes semblables s'appliquent aux images Rj, Rg, R*, des rectangles R2, R3, R,, images qui se déduisent toutes de R', par symétrie. Les contours R'.,, R.,, R', limitent des aires (R!,), (R3), (R4) qui sont les images des aires (Ro), (Rs)» (l^*)' limitées par les rectangles Ro, R3, R^. Quand le point v décrit dans le sens direct un des contours R2, R3, R4, son image décrit le contour correspondant dans le sens direct.
509. Remarquons, enfin, que les quatre aires (Ri), {^-2)1 (R3), (Rr.) forment, dans, leur ensemble, une aire (R), limitée par un rectangle R; cette aire a pour image l'aire (R'), ensemble des aires (R',), (R'o)? (^3), (R'J? limitée par un contour simple R', formé par l'arc de courbe qui a été décrit plus haut et par des arcs symétriques.
Il est dès lors aisé, en pratiquant une coupure dans le rectangle (R), de définir dans ce rectangle log2r,(p) comme une fonction univoque, le coefficient de /, dans cette fonction, étant l'argument de 3, [v).
Lorsque v est un point de (R), Sr,(p) est un point de (R'). L'argument de ^\{v) peut être défini, sans ambiguïté, si l'on pratique dans (R') une coupure quelconque, allant du point o à un point de R' et ne se croisant pas elle-même; pour nous conformer aux habitudes, supposons que cette coupure soit pratiquée le long de l'axe des quantités négatives du point o au point
2^i(— — — ) en passant par le point ^A h le segment de
droite qui va du point o au point .3, f — -\ est l'image simple du segment de droite qui va du point o au point
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tangle (R), le segment de droite qui va du point 2r, / j au
point 2r, ( \ est h la fois l'image du segment qui va du point
— - au point et du segment qui va du point au point
■ — On regardera la coupure totale comme ayant deux bords,
un bord supérieur sur lequel l'argument de 2?, (t^) est tt, un bord inférieur sur lequel cet argument est — tî. Pour les points ^i{^) de (R') qui ne sont pas sur la coupure, l'argument de ^i{v) est compris entre — ti et + tc. Pratiquons, de même, dans (R) une
coupure rectiligne allant de o à ^ et désignons par (Rq) la
figure ainsi modifiée, dont le contour est formé par la droite qui
va du point o au point (bord supérieur de la coupure), les
droites qui vont successivement du point — - au point
de ce point au point -, de ce point au point - ^ " . de ce point
au point , de ce point au point et de ce point au
point o (bord inférieur de la coupure). Le contour de (Ro) est simple; la fonction logE», (ç^) définie comme étant la valeur principale du logarithme de 2r, (i^) est régulière en tout point v situé à l'intérieur de (Ro)- Sur le bord supérieur de la coupure et sur
le segment qui va de à — ^^^ le coefficient de /dans logS», (ç)
est tt; il est — tî sur le bord inférieur de la coupure et sur le segment qui va de — - à -' La fonction log2»,(c) est définie
sans ambiguïté pour tous les points de (Ro) et 'de son contour, sauf au point o, à condition de distinguer les deux bords de la coupure.
510. Si l'on désigne par ç^ et p, deux points intérieurs à (Ro) et si l'on imagine un chemin allant de Vo à v', et dont tous les points soient intérieurs à Ro, on aura le long de ce chemin
"It^^'^'^'^sSriC.O- logSr,(.o),
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OÙ nous adopterons pour log2r,((') la définition précédemment fixée. Cette égalité subsiste lorsque l'un des points Çq, c^, vient sur le contour de (Ro) et même sur la coupure, mais il importe de distinguer sur quel bord on se trouve; il suffit pour cela de considérer les points infiniment voisins de Pqî ^t sur le chemin d'intégration. Elle subsiste encore si les deux points Çq^ ^t sont sur la coupure et si l'intégrale est rectiligne; on peut, dans ce cas, se placer indifféremment sur un bord ou sur l'autre, mais il est indispensable de regarder les deux points Çqi ^i comme placés sur le même bord.
511. Supposons maintenant que, eu allant de Vo à *'« par le chemin d'intégration, on reste toujours dans le rectangle (R), mais qu'on soit obligé de traverser la coupure au point v', par exemple, en passant de bas en haut. Nous distinguerons les points v\, v'.^ de même affixe que v' et situés l'un sur le bord inférieur, l'autre sur le bord supérieur. On aura alors
où il est entendu que les intégrales portent sur la même quantité
^ et que les intégrales du second membre sont respectivement
étendues aux deux portions du chemin d'intégration qui vont de t'o à p', , de v'.^ à Vt, lesquelles ne traversent plus la coupure. De cette égalité et de ce que \og^i{v\), ]og^t{v'.,) ont même partie réelle, tandis que leurs parties imaginaires sont respectivement égales à — -i et H- ni, on déduit
D'une façon générale, en supposant que le chemin d'intégration ne sorte pas du rectangle (R), on aura
(GXVIIIO y^"|l^^^^,= Iog2r,((.,)-log2r.(i.o)+ïN7ri,
en adoptant pour les logarithmes leurs déterminations princi- T. et M. — III. Il
pales et en désignant par N un nombre entier que l'on obtient en ajoutant autant d'unités positives que le chemin d'intégration traverse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d'unités négatives que le chemin d'intégration traverse de fois la coupure en allant de bas en haut.
Considérons, par exemple, l'intégrale rectiligne
dv.
où (^0 est un point du segment de droite qui va du point
au point ? à l'exclusion du seul point — ^ -• Le chemin d'intégration ne traversant pas la coupure, on aura
^li^)
dv = log3ri(i;o-4-i)— log2ri(Po);
les deux nombres 2t,(Po+i)' ~^i(^^o) sont réels, égaux et de signes contraires ; suivant que le coefficient de i dans (^o est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que le point Vq est situé sur
l'un ou l'autre des segments qui vont du point aux points
^^^, , l'argument de S;, ((^n) est -|- it ou — tî ; d'ailleurs
l'argument du nombre positif 2r, (fo+ t) est nul; on aura donc, suivant que le coefficient de i dans t^o est positif ou négatif.
CXVIII2) Ç
513. Les deux résultats contenus dans la dernière formule peuvent être reliés l'un à l'autre par le théorème de Cauchy qui permet plus généralement de déduire toutes les intégrales de la
forme / ' \ \ dv de l'une d'entre elles.
Soient, en effet, v^^ w^■^ deux points quelconques tels que les parallèles à l'axe des quantités réelles menées par ces points, et le segment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun zéro de la fonction 2rj(f). Soit (^0 celui des deux points situés le
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plus bas ; considérons alors le parallélogramme dont les sommels sont ('o, ('o+ij ('^o+ij <Vo; en parcourant ce parallélogramme, de manière à rencontrer les sommets dans l'ordre indiqué, on le parcourra dans le sens direct. Si A est un point quelconque du segment qui joint les points Co, Wq', si B est le point d'intersection du segment qui joint les points Iq 4- i , <Vo + i et de la parallèle à l'axe des quantités réelles menée par A, la fonction -^, — prend les mêmes valeurs en A et en B; il résulte de là que l'intégrale / ^ dç, étendue au périmètre du parallélogramme, est égale à la différence des intégrales reclilignes
D'un autre côté, l'intégrale étendue au parallélogramme est égale à lir^ multiplié par la somme des résidus de la fonction
K-^ - relatifs aux pôles de cette fonction situés à l'intérieur du
parallélogramme, c'est-à-dire par le nombre de zéros de la fonction 2r<(t') situés à l'intérieur du parallélogramme, nombre qui est évidemment égal au nombre n de zéros de la même fonction situés sur l'axe des quantités purement imaginaires entre les deux parallèles à l'axe des quantités réelles menées par les points Po,<»'o- En appliquant l'égalité ainsi obtenue,
'^" — ' - dv — iiTzn,
2ri(p)
lOl
cas oii Po est un point quelconque du côté du rectangle (R) qui
11 • t T I t: , . I ntles deux points 1 — > . autre que le point »
el en tenant compte du résultat du n" 512 relatif à la valeur de l'intégrale du second membre pour ce choix de c,,, on obtient aisément le théorème suivant qui comprend celui du n" 512, comme cas particulier :
Si l'on a en désignant par a et [3 des nombres réels, dont le second n'est
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pas entier, et si l'on détermine l'entier n par la condition
n < P < /i-4- I, on aura ( ' )
^^^^/^--(■^ri + O^L
Considérons encore l'intégrale rectiligne
rfp.
où Çq est un point situé sur le côté inférieur du rectangle R qui
va du point au point
Supposons d'abord que la partie réelle de t^o» que nous désignerons par a, soit positive; le chemin d'intégration ne rencontrant alors pas la coupure, on aura
Le second membre est l'une des déterminations du logarithme de
il est donc égal à la quantité
— lirAa.— - ) -f- jTi — i-KZ ■= 411(1 — 10.)
augmentée d'un certain nombre entier de fois liiz. D'ailleurs, l'argument de 2ri(ç^o) «st compris entre o et — -; l'argument de Sfj(c'o + 't), égal et de signe contraire au précédent, est compris
(') C'est à M. Hermile que l'on doit la détermination des intégrales de ce type et du type suivant. (Voir la Note insérée dans le tome II du Calcul différentiel et intégral de J.-A. Serrel, p. 887.) Il est à peine utile de faire observer que les déterminations obtenues dans les n"' 512-516 sont contenues comme cas particulier dans la formule générale donnée dans le précédent paragraphe.
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<'iilre o et-; le coefficient de i dans logSî) (<^o^- '^) — logSr, (ç^o) est donc positif et compris entre o et t; c'est donc 7:(i — aa).
Si, au contraire, la partie réelle de v^^ que nous continuerons (le désigner par a, est négative, le chemin d'intégration rencontre la coupure au point a en allant de bas en haut, et l'on aura
Dans ce cas encore, logS», (t'o + x) — logSift^o) est égal à /■-(i — 2a) augmenté d'un certain nombre de fois lir^; d'ailleurs l'argument de .^i (cq) est compris entre — - et — t:, et celui de
•^i(t^oH-") est compris entre- et tt ; le coefficient de i dans la différence des logarithmes est compris entre tz et au; c'est donc encore 7i(i — aa) et l'on a, par conséquent, suivant que a est positif ou négatif,
(CXVIII;) y''°"'|il^rfp^,-^(d.i-2a).
On a, en parLiciiIier,
Supposons maintenant qu'on ait à effectuer l'intégrale
■ç^ dv suivant un chemin quelconque donné (C).
Imaginons le plan recouvert d'un réseau de rectangles, tous <'gaux au rectangle R. Le chemin d'intégration se décomposera en parties dont chacune appartiendra à l'un de ces rectangles, et il est clair qu'il suffit, pour savoir calculer l'intégrale totale, de savoir la calculer pour l'une quelconque de ces parties, c'està-dire pour un chemin contenu tout entier à l'intérieur d'un cerlain rectangle Ryt du réseau ; mais comme on peut faire correspondre les points des rectangles (Ra), (R) par une relation de la forme v' =z v -\- m-{- n-z, où m et w sont des entiers, on pourra ramener toutes les parties du chemin d'intégration à être contenues dans R.
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Considérons, par exemple, l'intégrale rectiligne
,f„-4-To./
Sru.)
où i^o est maintenant un point quelconque, tel toutefois que la partie réelle de Vo ne soit pas un nombre entier, afin que la droite qui passe par les points Pq? t'o-^-'^ne contienne aucun zéro de ^t(v). La position de celte droite, qui est limitée aux points f,, et Vq~{-x, empiète en général sur deux rectangles du réseau.
Posons Vo = m -{- nx -{- a -\- ^t, en désignant par 771, 7i, a, ^ des nombres réels dont les deux premiers sont entiers, et dont les deux autres vérifient les conditions
On aura, en entendant que le signe d'intégration porte toujours sur la même quantité iJ -,
remplaçons, dans les intégrales du second membre, la variable d'intégration v par m+/iT + (V pour la première, et par /n ^-(/^ + i)t + i^v pour la seconde. Le second membre deviendra
= / 7^'^ ' dw — i( n --'6 ~ - ] iTzz.
L'intégrale qui figure encore dans le second membre de cette équation a été calculée au n° S14; elle est égale à — Q.y.rùûzTzi, en prenant le signe ■+■ ou le signe — suivant que a est positif ou négatif; on en conclut
CXV,...) _
dv — — imi v^^— m \ — ni -
On déduira de là, en désignant par r un en lier positif,
(GXVlIIe) J^'"' |l|^fi?t>=-2r.-7t(.o-m + ^±-
Dans ces deu\ formules, on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que la partie réelle de Cq — m est positive ou négative.
517. Considérons enfin les intégrales rectilignes du type assez fréquent dans les applications
où a et ^ sont des nombres réels dont le premier n'est pas entier. Une telle intégrale est un nombre purement imaginaire ; elle est, en effet, le produit par x de l'intégrale
où la variable d'intégration x est réelle, et dont tous les éléments sont réels, puisque les nombres a + .rx, a — X' sont des imaginaires conjuguées.
Supposons, ce qui est toujours permis, que ^ soit positif, et déterminons deux entiers m, n tels que si l'on pose
on ait
^ 1 1 il
On observera tout d'abord que la fonction ^^ ne changeant
as quand on change v en v -{- m, on a
on a d'ailleurs
a'— P'T '^a' + P'x ' a' + P'T-f-nT
a'— 8t «^a'— S't— nx »^a'— B't «-^a'
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toutes les intégrales portant sur la même quantité -^ On en
conclut, en appliquant les résultats précédemment obtenus, (CXVIII,) / ^^d.rr. / i^^«f,_2„,-^(,^a^-p,),
oîi l'on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que a' est positif ou négatif. Quant à l'intégrale qui subsiste dans le second membre, il est aisé de reconnaître qu'elle est égale
à la détermination principale de log^—— ; — ïr-l : la partie réelle
est nulle ; le coefficient de /, compris entre — tc et -i- tt est positif si a' et |B' sont de même signe, négatif dans le cas contraire, nul pour les valeurs particulières a' = dr |.
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INVER SION
CH4PITRE VII
ON DONNE A2 OU ^2, gi\ TROUVER x OU w,, w,.
I ~ Le problème posé admet une solution et de cette solution on peut déduire toutes les autres.
0I8. Dans ce qui précède on a toujours regardé les nombres (o, , W3 comme donnés : sur ces deux nombres on a supposé seulemenl que le coefficient de fdans le rapport t r^z — est différent de zéro, et même positif toutes les fois qu'interviennent les fonctions 2». C'est avec ces nombres to,, 0)3 que nous avons construit toutes les quantités ou fonctions que représentent les symboles gi^ ^;,, :^(m|(o,, W3), ^(m|w,, W3), ^(wUo,, (03), <?,, ^2, 63, ■/!), rjj, Tia, y/e, — 63, ... ; c'est avec leur rapport t que se construisent les quantités et les fonctions q^ A", A-', 2f((^), K., K', snw, . . ., qui sont toutes déterminées sans ambiguïté.
Il y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de mettre en évidence les nombres 10 , , Wg , t. Nous écrirons alors ^2 (^i , W3 ), ^3 (w, , (03), /-(^r), -^(x), v'ICÔ, sjW), K(t), R'(t), au lieu de g.,, g,, k, k' , yÂ-, y/ A-', K, R'. Nous continuerons à écrire 2»((^|t) au lieu de ^{v) et nous écrirons aussi, dans le présent Chapitre, sn(MJT), cn(t^|T), dn(M|T), pour désigner les fonctions de u et de t définies par les relations (LXXIa^CT,», XXXVII,, 2), au lieu de sn(u,k), cn{u,k), ân{u,k), notation que, afin de nous conformer à l'usage, nous avons introduite au n" 301.
Dans les problèmes qui dépendent des fonctions elliptiques ce n'est cependant pas les nombres lOt, (03 ou t qui sont immédiatement donnés. La solution de ces problèmes se ramène à l'intégration de l'équation différentielle
du
^^JK-*— T2JK — T3,
où u désigne la variable, j^ la fonction inconnue et ya» Ys des nombres donnés^ tels que l'équation 4jk' — 72^ — 7.3^=^0 n'ait pas de racines égales.
On obtiendra une solution de cette équation si l'on connaît deux nombres w,, (03 à rapport imaginaire, tels que les quantités o-j,(w,, W3), ^3(oj,, (03), définies par les séries (IV5)
(2m<oi-i- 2/10)3)*
aient les valeurs données ya, y^. Cette solution sera la fonction P(m|(o,, (03) formée au moyen de la variable u et des nombres w,, (1)3 comme il a été expliqué aux n°^ 86-88; on a, en effet, démontré au n" 98 qu'une telle fonction vérifie l'équation différentielle
dyV
^) =47^ -^2(^1, C03)jK — ^3(101, W3),
et ^2(^1, CO3), o-j^co,, (1)3) sont respectivement égaux à ya, y.a-
Les mêmes problèmes dépendent, si l'on veut, de l'intégration de l'équation différentielle
où X est un nombre donné différant de o et de i. On obtiendra une solution de cette équation si l'on connaît un nombre imaginaire T, dans lequel le coefficient de i soit positif, et tel que la quantité A-2(t), définie par la formule (XXXVII,)
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ait la valeur donnée x. Cette solution sera la fonction sn(i^lT) formée au mojen de la variable u et du nombre t de la manière suivante : on construit d'abord (XXXII) les fonctions ^{v\-z) de la variable indépendante p et de t; on forme ensuite (XXXVIIi,2> LXXI3) les quantités
^^^^l^^i' K(x)-.^&|(olx),
et l'on pose enfin (LXXIo) sn(M|T) =
En effet, d'après ce que l'on a vu aux n°^ 301-306, la fonction (le u ainsi formée, qui est identique à la fonction sn(/^, k) définie nu n°30I, doit vérifier l'équation différentielle (LXX,)
et A-(7) est égal à x.
On voit, dès lors, se poser les problèmes suivants :
Quand on se donne les nombres yo, ys ou x, existe-t-il deux nombres à rapport imaginaire to,, to,,, ou un nombre imaginaire T dans lequel le coefficient de i soit positif, qui vérifient respectivement les équations
^2(^1, W3) = Y2, j^'sCWl, W3) = Y3>
ou
Quelles sont toutes les solutions de ces équations où (o,, (03 ou T sont les inconnues?
ol9. Nous démontrerons d'abord les deux théorèmes suivants :
I. — Si l'on se donne deux nombres y2j Ys iels que V équation en y
4jk3 — Y2JK — Y3 = o
ait des racines distinctes £1, £05 ^3, ou, ce qui revient au même,
si Von se donne trois nombres distincts s,, eo, £3 dont la somme soit nulle et si l'on pose
il existe deux nombres w,, tog tels que la partie réelle du rapport ~ soit positive {non nulle) et qui vérifient les équations
(a) ^2(^1, W3) = Y2, .^3(Wl; «3)=: Ys.
II. — Si l'on se donne un nombre x qui n'est ni négatif, ni positif et plus grand que i, il existe un nombre 1 dont le coefficient de la. partie imaginaire est positifs qui vérifie l'équation
520. Nous commencerons par montrer que le théorème I[, supposé vrai, entraîne le théorème I.
Les nombres distincts s,, $0, £3 étant donnés (s, + £3 4- £3=0), posons
On peut toujours supposer que les nombres £,, £2, £3 aient été rangés de façon que les conditions imposées à x soient vérifiées : elles le sont, quel que soit l'ordre de £|, £2, £3, si ces trois points ne sont pas en ligne droite; s'ils sont en ligne droite, on prendra pour £,, £3 les points extrêmes, pour £2 le point intermédiaire.
Avec le nombre t qui, par hypothèse, vérifie l'équation ([3) construisons les fonctions 2r(t'|T), puis, ayant choisi arbitrairement la détermination de y/£, — £3, déterminons to, par la condition
^ /si — £3
et posons W3 = to, t. Construisons ensuite les fonctions ^(w | w, , 103), p{u\^ù^, i3i^), ... et reprenons, pour toutes les quantités qui se rapportent à ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. Nous aurons (XXXVI3)
^^^^e,-^—^Uo\
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et, par conséquent, ye, — -e3 = v^« — ^s 1 or, celte égalité, rapprochée de la définition de x et des équations
dont la première résulte de la formule (XXXVII,,), montre, puisque X est, par hypothèse, égal à A^(t), que Ton a
Cl — £|, e-2= £2, «3= £3,
et, par conséquent, ^^ = ^21 o3 = Y3-
o21. Tout est donc ramené à la démonstration du théorème M. Nous démontrerons d'abord ce théorème lorsque x est un nombre réel, positif, plus petit que un, et nous établirons, pour cela, la proposition suivante :
Un- — Si X est un nombre réel, positif, plus petit que un, on satisfait à l'équation (,3) en posant
.', \/ 1 — y- sin^ ^ J^ y/i — (i — x)sin2i
Dans les intégrales, oii tout est réel, les radicaux ont le sens arithmétique; -. est donc réel et positif.
Construisons, en effet, avec la valeur de -z ainsi définie, les fonctions 3(p|t), k{-z), k' {-:), K(-:), K'(t); les quantités A-2(':), A'-(t) seront réelles et positives (puisque - est purement imaginaire), plus petites que un (puisque leur somme est égale à un), et l'on aura, comme on l'a vu (' ) au n° 311,
(') A la vérité les formules du n" 311 ont été déduites des formules des n"" 297 il 298 qui donnent, sous forme d'intégrales, les expressions de w, y/e, — e,, ~^ v'^,— e, lorsque w, et -^ sont réels et positifs; mais, d'une part, les formules que nous citons dans le texte auraient aussi bien pu être déduites directement
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en donnant aux radicaux leur signification arithmétique. Puisque (LXXIg^^) i K.'(x) est égal à ':K(t), on a donc la proportion
/c^(x)] sin^çp
\/i — A-2(T)sin2cp
or cette proportion entraîne l'égalité x = /f- (t); car si, dans le premier rapport, on regarde pour un instant x comme une variable et si l'on imagine que x augmente de o à i , le dénominateur augmentera en même temps que le numérateur diminuera; le rapport diminuera donc constamment et n'atteindra la valeur du second membre qu'une seule fois, quand x sera égal à A"^(t).
La proposition est donc démontrée, dans le cas où x est réel, positif, plus petit que un; en d'autres termes, dans ce cas, on a
ou, d'une façon plus explicite encore, si, dans le premier membre de l'équation ([^), on remplace z par -y-, ce premier membre se réduit identiquement à x.
522. C'est cette dernière remarque, établie seulement dans le c as où X est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la démonstration du théorème II dans sa généralité, démonstration qui résultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent coïncider sur une ligne sans être partout identiques.
dans le cas où - est réel et positif, sans passer, comme nous l'avons 'ait, par l'intermédiaire des fonctions ^; et, d'autre part, si l'on veut rétablii- toute la chaîne des déductions que nous avons faites dans ces divers numéros, il suffit, après avoir choisi t comme nous venons de l'expliquer, de choisir arbitrairement
le nombre positif w,, de prendre w^ = w, x, en sorte que -r soit réel e . positif, de
construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-périodes w,, w^; e,, e^, e^ sont alors réels, rangés par ordre de grandeur décroissa-ate, etc. : la conclusion est la même, et les quantités w,, w^ ne figurent dans cette conclusion que par leur rapport x.
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Nous établirons le théorème suivant :
\lb. — En supposant que x ne soit ni un nombre négatif, ni ((H nombre positif plus grand que un, on satisfera à V équation X r= A'-(t), en faisant
(cxix,) x='/- -^^-—, x'=yv=â==
do , ' r^ do i x'
On suppose que la variable d'intégration osoit réelle et que les parties réelles des radicaux soient positives. Dans ces conditions, le coefficient de i dans x est positif.
523. Observons d'aboi'd que les intégrales définies qui précèdent ont un sens pourvu qu'on fixe la signification des radicaux et que les quantités sous les radicaux ne s'annulent pas dans les limites de l'intégration; dans ces limites i — xsin-cp ne peut s'annuler que si x est réel et plus grand que un, i — (i — x) sin^cp ne peut s'annuler que si x est négatif.
Ces remarques conduisent à introduire dans le plan qui sert à représenter le nombre x deux coupures, l'une qui ira du point i à H- 00 en suivant l'axe des quantités positives, l'autre qui va de o à — 30 en suivant l'axe des quantités négatives. Nous désignerons par (T) le plan dans lequel on a pratiqué la première coupure seulement, par (T') le plan dans lequel on a pratiqué la seconde coupure seulement, par (5), enfin, le plan avec les deux coupures. Il va sans dire que quand on parlera d'un point appartenant à l'un des plans coupés (T), (T'), (5), on entendra que ce point n'est pas sur ime coupure du plan considéré.
C'est surtout au plan (S), à deux coupures, que nous aurons affaire : nous réunissons ici quelques remarques et conventions qui nous seront utiles, soit immédiatement, soit dans la suite.
L'argument de tout point x du plan (S) sera supposé compris entre — -tt: et 4-7^; cet argument varie d'une façon continue avec X, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. C'est celte valeur de l'argument que l'on adoptera pour celles des fonctions de x dont la détermination dépend de l'argument de la variable; ainsi, en désignant par m un entier positif, s/v. sera un nombre dont la valeur absolue sera la racine m'^™* arithmétique
de I X I, et dont 1 argument sera compris entre et — ; \/y. ser;i
alors dans le plan (C) une fonction holomorphe de x, fonction dont la partie réelle sera positive et dans laquelle le coefficient de i aura le même signe que le coefficient de i dans x. De même logx sera un nombre dont la partie réelle sera le logarithme népérien de |x|, et dans lequel le coefficient de i sera l'argument de x; ce coefficient sera encore du même signe que le coefficient de i dans x, et l'on aura
logx =:: log( — y.) •; Tzi,
suivant que le coefficient de i dans x sera positif ou négatif.
Il est clair que le point i — x est le symétrique du point x par rapport au point ^, qui est lui-même un centre de svmétrie pour
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les deux coupures; les deux points appartiennent en même temps au plan coupé.
Tout ce qu'on vient de dire de l'argument de x, de ^x, de logx, s'applique naturellement à l'argument de i — x, à y/i — x, à log(i — x); on observera, en passant, que les coefficients de / dans X et dans i — x sont de signes contraires.
Toutes les fois que, z désignant une quantité quelconque, log:; est défini, nous entendrons par \o^(az), où a est un nombre positif
quelconque,
log(a^) = loga -+- iogz,
où log<^ a sa valeur arithmétique.
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Lorsque x appartient au plan (C) nous adopterons pour log—-— la détermination logx — log(i — x); on peut dire encore
que le coefficient de i dans log est l'angle moindre que tt en
valeur absolue, sous lequel on voit du point o le segment qui va du point 1 — X au point x : cet angle est positif si x est au-dessus de l'axe des quantités réelles, négatif dans le cas contraire. Celte
détermination est encore la valeur principale de log- -> qui est
holomorphe dans (S).
Lorsque cp varie de o à -, le point i — xsin^cp décrit le segment
de di'oite qui va du point i au point i — ^x; en même temps le point I — (i — x)sin2'^ décrit le segment de droite qui va du point I au point x; les deux points i — x sin-œ, i — (i — x) sin^cp, qui, pour une même valeur de cp, sont situés sur une même parallèle à la droite qui joint le point 1 — ^x au point X, appartiennent au plan (g), si le point x appartient à ce plan.
Nous définirons les quantités y/i — xsin^cp, y/i — (i — x) sin-cp d'après la règle générale donnée plus haut pour y/x, y/i — x : leur partie réelle, qui ne s'annule certainement pas, est alors positive, de sorte que la définition qu'on adopte ici est conforme à celle qu'on a adoptée dans l'énoncé du théorème lU, pour préciser le sens des intégrales définies X, X' ; les coefficients de i dans ces deux radicaux sont d'ailleurs de signes contraires. Le pointy/i — ■ x sin^fp est situé dans l'angle aigu formé d'une part par l'axe OP des quantités positives, de l'autre par la bissectrice de l'angle formé par ce même
axe et la droite qui va de O au point i — x; le point — est
/i — xsin*cp
situé dans l'angle aigu POA symétrique de l'angle qu'on vient de définir par rapport à l'axe OP. On verra de même que le point
--=z=^=z:z= est situé dans l'angle aigu POA' de la figure : la
v/t — (1 — x)sin*cp
direction OA' est la symétrique, par rapport à l'axe OP, de la bissectrice de l'angle formé par la droite OP d'une part, par la droite qui va de O à x, d'autre part. Dans la figure la direction OA est au-dessus de l'axe des quantités réelles, et la direction OA' est au-dessous; cela tient à ce que le point x a été pris
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au-dessus de l'axe des quantités réelles; ce serait l'inverse s'il était au-dessous.
524. On reconnaît immédiatement que si deux nombres imaginaires sont représentés par deux points situés à l'intérieur d'un angle ayant pour sommet le point O, la somme de ces deux nombres sera représentée aussi par un point situé à l'intérieur du même angle; il en sera de même si l'on considère autant de nombres que l'on veut, tous représentés par des points situés à l'intérieur d'un même angle, et la même conclusion s'étend à une intégrale, qui est la limite d'une somme. On voit donc que l'intégrale définie X sera représentée par un point situé à l'intérieur de l'angle POA et l'intégrale définie X' par un point situé à l'intérieur de l'angle POA'; les parties réelles des deux nombres X, X' sont essentiellement positives; quant aux coefficients de t, ils sont de signes contraires; le premier est positif, le second négatif quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de la figure ; c'est l'inverse quand x est situé au-dessous de l'axe des quantités réelles; les coefficienls de i dans X, X' ne sont nuls que si X est réel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, l'angle AOA', qui est la moitié de l'angle sous lequel on voit du point O le segment qui va du point i — x au point x est aigu; il en est de même, a fortiori, de l'angle intérieur à celui-là formé par les deux directions qui vont du point O aux points X, x', c'est-à-dire
de l'argument du rapport —• La partie réelle de ce rapport est donc positive : il en serait de même de la partie réelle du rapport inverse. On observera que l'argument de — » fixé comme nous l'avons fait, est, d'après ce qu'on vient de dire sur la position des points x', X, négatif si le point x est au-dessus de l'axe des quantités réelles, positif dans le cas contraire; en d'autres termes, les
coefficienls de i dans — et dans x sont de signes contraires. X °
Ceci posé, dans le plan (s), X et x' sont des fonctions univoques de X, d'après leur définition même. En chaque point du plan (5) ces fonctions sont régulières, c'est-à-dire que si l'on augmente x d'une quantité A, suffisamment petite en valeur absolue, les fonctions X et x' ainsi modifiées sont développables en séries entières
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en A (on donnera tout à l'heure les expressions de ces séries); elles sont donc des fonctions holomorphes de x dans le plan (s). Il en est de même du rapport - puisque x ne s'annule pas, non plus que sa partie réelle.
Reportons-nous maintenant à l'équation A'-(t) = x. D'après la
formule (XXXVlIe), A- est égal à — ^-; il est donc clair que si
l'on regarde x comme une variable, A""(x) sera une fonction holomorphe de t pour tous les points t situés au-dessus de l'axe des quantités réelles; or le rapport — est représenté par un tel point, tant que x appartient au plan (©); k-{x)^ quand on y regarde t comme égal à — , est donc une fonction (de fonction) holomorphe
de X ; or /f 2 / — j est égal à x quand x est réel compris entre o et i ;
donc enfin l'égalité A-^ / — j = x subsistera pour toutes les valeurs de X appartenant au plan (5).
o25. Nous avons obtenu une solution de l'équation en t, /»-2(':) = X, à savoir x = — ; nous nous proposons maintenant de les avoir toutes. Et d'abord, dès qu'il y a une solution, il est bien évident qu'il y en a une infinité; si a, ^, c, d sont quatre nombres entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas i° du Tableau (XXc), on a, en efl'et, comme il résulte du Tableau (LXXX5) dans le cas i",
de sorte que, si «, d sont des entiers impairs et 6, c des entiers
pairs tels que l'on ait ad- — 6c = i , le nombre r— est, en même
temps que le nombre x, solution de l'équation /i^(x) ;= x. Mais n'y en a-t-il point d'autres?
Nous avons rappelé que la fonction y = sn(M | x) de u et de x vérifie l'équation différentielle (LXX,)
la fonction ^ = sn-(w I x) vérifie donc manifestement l'équation
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différentielle
'dsV-
{^^J'=^^(^~^)[^-kH^)^]-
Il en résulte que, si Xt et T2 désignent deux solutions de l'équation A-2(t) = x, les deux fonctions sn2(M|T,), sn^(u\x2) de la variable u vérifieront nécessairement la même équation différentielle
\du)
mais alors ces deux fonctions sn'^{u \ t, ), sn-{u |T2)dela variable u sont nécessairement identiques. En effet, on sait que la fonction snM est développable en une série de la forme
au -+- bii^ -+- cu'i -H ... ;
la fonction sn^a sera donc développable en une série de la forme
or, comme il est bien aisé de le voir, l'équation différentielle précédente détermine sans ambiguïté les coefficients A, B, C, ... de ce développement en fonction de x seulement.
A la vérité, la démonstration ne s'applique que dans le domaine de convergence de la série en w^ ; mais, comme deux fonctions analytiques de u ne peuvent coïncider dans une portion du plan sans coïncider partout, notre assertion n'en est pas moins évidente.
Les deux fonctions s,n^{u |-, ), srî^{u \ T2) de la variable u étant identiques admettent évidemment les mêmes zéros : les nombres (*) 2m<K(T,) + 2m, îK'(x,) sont donc les mêmes dans leur ensemble que les nombres 2m2K(T2)+ '2.m'^i¥J{'Z2) en supposant que mi, m',, mo, m^ soient des entiers; c'est-à-dire que les nombres K(t<), i¥J{xi) doivent être équivalents aux nombres K(t2), iK'(T2); ils ne peuvent êti^e que proprement équivalents, puisque les coefficients de i dans les rapports
K(tO ^" K(T2) ^''
C) Voir Tome II, p. 285, fig. i.
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sont de même signe; en d'autres termes, il existe quatre entiers a, b^ c, d liés par la relation ad — bc = i, tels que l'on ait
K (T2)=:aK(Ti) + 6tK'(Ti),
D'ailleurs la fonction sn-(«|T2) devient infinie, ou égale à un, quand on suppose u égal à /K.'(-2), ou à K('72); il doit en être de même de la fonction sn-(M ji:,) qui est la même fonction de w que sn^(w I Ta), quand on y suppose u égal à cK(t, ) + c/i K'(t, ) ou à aK(x,) -j- biK'(i:t); on en conclut bien aisément, par les formules (LXXII), que c elb sont pairs, a et d impairs. Si t, est une solution de l'équation a: = ^'^i'^)-, toute solution de cette équation est donc de la forme
^ _ c -4- dzi
où a, b, c, d sont quatre nombres entiers qui satisfont aux conditions du cas i" du Tableau de formules relatives à la transformation linéaire. Or t, = — - est une telle solution; les nombres dé-
finis par la formule
ex -t- dix'
~ ax-hbi\'*
où a, b, c, d ont le sens que l'on vient de rappeler, et ceux-là seulement, vérifient donc {*) l'équation A-2(t) rr= x.
526. Cherchons maintenant toutes les fonctions analytiques de la variable x qui, mises à la place de t, changent identiquement X-(-) en X. Désignons par Xq une valeur de x où l'une des fonctions analytiques cherchées soit régulière; la valeur de cette
C) Si l'on demande seulement les nombres x qui vérifient réquation A:»(t) = x et pour lesquels la fonction sn ( m | t ) est la même fonction de u, en rejetant ceux pour lesquels la fonction sn(M | t) est remplacée par — sn(M | x), on voit aisément, en s'appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres de la forme
ex + dix'
' ~ ax-h bi\''
où a et d sont congrus à i, modulis 4? tandis que 6 et e sont des nombres pairs choisis parmi ceux pour lesquels on a ac? — 6c — i, et ceux-là seulement, qui répondent à la question. (Cf. Schwarz, Formules, p. 3i.)
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fonction pour x = X(, peut être mise d'après ce qui précède sous la forme
_ cx(xa) -+- dix'i-Ao) " " ax(xo) -H 6jx.'(xo)'
oii a, b, c, cl sont des nombres déterminés choisis parmi ceux du cas i" du Tableau (XXc). La fonction de x
c\(y.)-i- dix' {y.) rtX(x) -I- bix'{y.)
se réduit à Xq, pour x = Xo, et vérifie identiquement l'équation /c2(-:)=:x. C'est la seule fonction de x, régulière en Xq, qui satisfasse à cette double condition; en effet, une telle fonction est entièrement déterminée, puisque l'équation /:-(t) =x détermine sans ambiguïté les valeurs, pour x =: xq, de toutes ses dérivées.
527. D'après ce qu'on a dit au n° 520, on obtient une solution des équations (a) en prenant une solution de l'équation x = A'^(t), par exemple la solution t = — ■■, en choisissant arbitrairement
une détermination de ^s, — £3, puis en faisant
71 2r§(o|T) '^ \/ei — £3 ou, ce qui revient au même,
on a alors, comme on l'a vu au même numéro,
«a = P(wal Wi, W3) = £a, y/ci — 63 ^ ^^ = v/^i - £3-
528. On peut sans peine déduire toutes les solutions des équations (a) d'une solution (0,, 0)3; en effet, une seconde solution iù\, (O3 conduirait à la même fonction pu que la solution w,, W3, puisque les deux fonctions vérifieraient la même équation différentielle et comporteraient les mêmes développements en série. Les deux fonctions p(u\ oit, 0)3), p(^u\iô\, w'j) étant identiques, les réseaux des parallélogrammes de périodes coïncident : on en conclut que les nombres io\^ tOg sont proprement ou impro-
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premenl équivalents aux nombres w,, W3 ; en d'autres termes, toutes les solutions des équations (a) sont données par les formules
,^viv ^ a\-hbi\' cx+di\'
(LAIX3) wi = — j a>3 = — — =- .
où a, b, c, r/sont des entiers assujettis à la condition ad — b€=^ i. Les fonctions analytiques de yaj Ys qwe définissent les formules précédentes sont d'ailleurs les seules qui, mises à la place de w,, 103 dans les seconds membres des équations (a) transforment ces équations en identités. Le problème proposé est donc résolu.
529. Revenons maintenant à l'équation A-(t) — x et à ce fait essentiel que, en supposant le point x dans le plan (S), elle se transforme en identité quand on y remplace t par -^; nous allons réunir ici quelques conséquences de cette proposition, conséquences qui nous serons utiles plus tard.
Tout d'abord on a, en attribuant à y/x, ^ « — ^x les significations qui ont été spécifiées au n** 523,
M-It)
en effet, pour chacune des deux égalités, les quatrièmes puissances des deux membres sont égales, en vertu de l'égalité
X = A"- ( — ] et, pour chacune des égalités, les seconds membres
sont, comme les premiers, positifs lorsque x est positif et plus petit que un; l'égalité, établie pour ces dernières valeurs de x, subsiste dans tout le plan (S), puisque les diverses fonctions que l'on considère sont holomorphes dans ce plan. On peut écrire encore
(cxix,) t/x ^ /^(f)' t/7^ ^ \/Kt') •
Des relations (XL,) on a déjà déduit au n" 173 la relation
JT7T—) ^ 1 — /^^) ^ 3r3(o|T)-2y,(o|T)
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comme on vient de voir que, dans tout le plan (G), i/k' (— \ est égal à ^i — x, on a donc, dans tout le plan (G),
En se reportant à la formule (XXXVIl,), on en conclut l'égalité
OÙ, dans le second membre, on suppose que q = e'^''^' est remplacé
ZLi' par e * .
L'expression ^. -? qui est évidemment une fonction ho-
1+ VI ~"'^ lomorphe de x dans le plan (G), jouera un grand rôle dans les calculs numériques; nous la représenterons par p. Observons que sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie réelle de y/i — X étant positive, le point ^i — x est à une distance moindre du point I que du point — i, et le rapport de ces deux distances n'est autre chose que la valeur absolue de ^.
On a de même
(GXIXe)
En effet, lorsque x est positif et plus petit que un, l'égalité X = A'2(t) entraîne les égalités
puisque K(t) et X, d'une part, K'(t) et X' de l'autre sont alors représentées parles mêmes intégrales définies; mais, quand on
regarde t comme égal à '^ , K.(t) et K'(t) sont, dans le plan (S),
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des fondions (de fondions) holomorphes de x; les égalités subsistent donc dans tout le plan (E).
De la relation
on déduit, en désignant par y/\ la racine carrée de X dont la partie réelle est positive, et par i - la racine carrée arithmétique
de -,
en effet, les deux membres qui sont des fonctions holomorphes de X dans le plan (S) sont positifs quand x est positif, plus petit (jue un. Cette égalité, jointe aux précédentes, donne les relations
(CXIX-i
d'où, à cause de la relation (XXXVI5),
531. La première formule (XL,) donne immédiatement, en tenant compte des formules (XXXV II2) et (LXXI3),
( K(4t)=^27Ko|4v)-|27;Ko|^;[i^-v/^V^'.?
[ =^^K(.)[■-^v'^TT)]■^
Voyons ce que devient cette égalité quand on y remplace t [jar -- j. X et x' étant les fonctions holomorphes précédemment définies de la variable x qui est assujettie à rester dans le plan (5). La fonction k^(':) se change alors en x; A2(4t) se change donc
(GXIX5) en
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quantité qui, comme nous l'avons vu, est en valeur absolue plus petite que i. Désignons aussi par X| ce que devient X quand on j remplace X par X) : à la vérité x, peut être négatif et se trouver, par suite, sur une coupure du plan (S); X, n'en est pas moins défini puisque l'on a vu que la coupure pratiquée le long de l'axe des quantités négatives n'intéresse pas X qui est défini dans tout le plan (T).
Le dernier membre de l'égalité à transformer devient manifestement
Pour voir ce que devient le premier membre, plaçons-nous
d'abord dans le cas normal où - est réel et positif; x= k'^{'z) est
alors réel, positif et plus petit que i, et il en est de même de ^'> = k'^^^'z)] il est donc clair que dans le cas normal X, est égala K(4t) comme X est égal à K(-:). On a donc, dans ce cas, l'égalité
D'ailleurs, quand x reste dans (S), ,3^ reste dans (T) ; x, est donc une fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifestement de même du second membre de l'égalité précédente; cette égalité subsiste donc pour toutes les valeurs de x qui appartiennent au plan (S).
En écrivant x(x) au lieu de X, c'est-à-dire en regardant X comme un signe fonctionnel indiquant une opération à effectuer sur le nombre x, on pourrait écrire le résultat précédent sous la forme
(GXIXg) X [fi^q^Yl ^ l x(x) (, -. yT~y,f.
En se rappelant que K'(4'r) est égal à 4fTR(4T) comme K'(-) est égal à iTK(^), on déduit de l'égalité (a), la suivante
En désignant par x'^ ce que devient x' quand on y remplace x par p% et en raisonnant comme tout à l'heure, on verrait que,
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dans le cas normal où r est réel et positif, cette égalité devient, lorsqu'on y remplace x par — ,
mais cette égalité ne subsiste pas dans tout le plan (S) parce que la coupure le long de l'axe des quantités négatives intéresse l'intégrale x'.
532. Pour ce qui est de la solution des équations (a), où s,, £2, £3 sont les données, solution qui est fournie par les formules
\/£i — £3 y/si— £3
nous avons fixé arbitrairement la signification de \/zi — £3, sans
\U^ — £2, v/e2 — £3; convenons de prendre
y/ô,— £j= v/ei— £3 \/\—T^, ^£2 — Es ^ — \/^l—H /v- i
les radicaux y/e, — e^, sje^ — e-^ coïncideront alors respectivement avec les radicaux y/£, — £2, y/£2 — £3; on sait déjà que \^e^ — e^ coïncide avec y/s, — £3.
Choisissons pour y/£, — £3 celle des racines carrées de y'Si — £3 que l'on voudra, et prenons, en conservant pour yx la détermination spécifiée plus haut,
/~ (CXIXs) /c
à cause de la formule (XXXVI3), on aura alors y/e, — «3 = \J t\ — £3. Déterminons enfin les valeurs de \U^ —£2, v £2 —£3 P^r les conditions
(GXIX9) v/£i — £2 = v/^i— 63 v/i— X, v^£2 — £3 — t v/£i — £3 \f^,
et les valeurs de \Je\ — e<i, sje-i — e-^ coïncideront avec celles de v^Ei— £2, \/£2 — £3.
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II. — Étude de l'intégrale / ^ — considérée
/ \/i— xsin^cp
do - X s
comme fonction de x.
533. Nous allons maintenant étudier de plus près les fonctions de X,
r^ d-z, , r^ do
/ y/i — xsin^cp J^ y/i — (1 — x)sin2çp
que nous désignerons aussi par x(x), x'(x) = x(i — x). Ces deux fonctions sont (n" 524) holomorphes dans le plan (S); la première est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (T').
En supposant que x appartienne à (T) et que le cercle décrit du point X comme centre avec un rayon égal à [ /i | n'atteigne pas la coupure de (T), on peut écrire
v/l (x + /i).Sin2o , : / /îSin^CD
' V 1 — xsni-icp
en conservant à tous les radicaux le sens prescrit au n° 523; les deux membres sont, en effet, certainement égaux au signe près et les signes sont les mêmes pour les petites valeurs de h] l'égalité subsiste donc tant que les deux membres sont des fonctions holomorphes de h. En développant la quantité
/ /i si n 2 o \
\ I — X sin'^co/
par la formule du binôme, et en intégrant entre les limites o et -^ on trouve
xfx + //) = x(x) -;- - Ji /i -(- ^- J2A--I-...H ^l_i: ■ J,,/i«+....
2 2.4 'i.^...:in
où l'on a posé
/2 sin2«cp do (i — xsin2cp) 2
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Il est aisé d'obtenir pour les intégrales J^ une formule de réduction. En intégrant entre o et - les deux membres de l'égalité
— [(I — y. sin^cp) - sin2»-»(p coscpj
— ' (2/i -t- i)x(i — X sin^cp) 2 sin2"c5(i — sin^cp)
-h {in --\) (i — xsin-oj - sin2«-2cp(i — sin^tp)
— (i — xsin^cc) - sin2«cp, on trouve
in2"cp do
/•2 sin2"cpcfc3
2 <;jfi2«— 2cp Û?C?
(•?.«- 1) / — ^ 2„ + i — (2n+i)xJ,t+i— (?^/? — i).I/,- J/>-
(i — xsin^o) 2
D'ailleurs, on reconnaît sans peine que les deux intégrales qui figurent dans le second membre sont respectivement égales à xJh+i + Jrt, y.J« -f- J//_i j on en conclut l'égalité
Jo n'est autre chose que x; les fonctions suivantes J, , J2, J3, ... sont, à des facteurs numériques près, les dérivées successives de X; la relation précédente n'est donc pas autre chose qu'une relation linéaire entre trois dérivées consécutives de X; en particulier, si l'on suppose /i = i , on trouve que X vérifie l'équation différentielle du second ordre ( ' )
d^Y , .dy I
534. Cette équation ne change pas, comme on s'en assure immédiatement, quand on change x en i — x. Il en résulte que X'(x), qui n'est autre chose que x(i — x), vérifie aussi l'équation (y).
(') M. L. Fuchs {Crelle, t. 71, p. 91) a le premier appliqué les propriétés des équations différentielles linéaires à J'étude des modules de périodicité des fonctions hypereliiptiques, et, en particulier, à l'étude de la fonction que nous désignons par X.
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Le fait que cette équation (y) ne change pas quand on y change x en I — X n'est pas isolé; elle ne change pas non plus quand on
change x en - ou en — — et y en j'y/x, ou encore quand on change x en - — — ou en — - et v en yJ i — x.
Si, par exemple, en désignant par y, une fonction de la variable X(, on pose
x,= — ^-, .ri=rv/i — >^,
y sera une fonction de x qui s'obtiendra en remplaçant x, par J_
dans j', et en divisant le résultat par y/i — ^x; on aura dans ces conditions
puis
^^iTr->;(x-i)['x(x--i)g + (2x-T)^ + -i.r]'
et l'on voit ainsi que, si la fonction y^ :=f(^jct) annule identiquement le premier membre, la fonction
annulera identiquement le second. C'est la proposition annoncée dans l'un des cas.
533. Quoique cette vérification suffise à notre objet essentiel, nous voulons indiquer l'origine des propriétés de cette nature.
Observons d'abord que, si l'on regarde x comme l'une quelconque des fonction^ analytiques de x définies par l'équation ([3), x = X:2('t), les fonctions K(t), K'(Tr) regardées comme des fonctions de X, vérifient l'équation (y) : en effet, ces fonctions sont (n° 525) des combinaisons linéaires à coefficients constants de X, x'.
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Considérons maintenant, outre l'équation ([3), l'équation
cL supposons que - et t, soient des fonctions analytiques ^(x), A'i (x») qui vérifient ces équations; les fonctions K(x), K'^t) d'une part, les fonctions K(t,), K.'(t,) de l'autre vérifieront respectivement l'équation (y) et l'équation
d'^Vi , dY\ I
Si, maintenant, en désignant par a, ^, y, o quatre nombres entiers dont le déterminant ao — ^y soit positif, on établit entre x et T) la relation
cela revient à établir une relation entre x et x, , à savoir
nous représenterons, pour abréger, ces relations par x, r^y(x), X = F(x, ), On a d'ailleurs
K(xi) """^'^ aK(T)-t-piK'(x)'
et, par suite, en désignant par z une fonction convenable de t, on
peut poser
K(x,)^ ^[aK(x)-hPiK'(x)J,
K'(x,)-|[YK(T)-i-8.-K'(x)J;
il résulte de là que les quantités ^K('û), 5K'(t), qui sont évidemment des combinaisons linéaires à coefficients constants de K(t)), K.'(t,), si l'on y regarde t comme égal à^[F(x,)], vérifieront l'équation (yi); en d'autres termes si, dans cette équation, on commence par faire le changement de variable et de fonction défini par les relations
yx=^zy, x,=/(x),
où dans 5, t doit être remplacé par ^(x), elle se transformera en
une nouveJle équation du second ordre qui admettra les mêmes solutions K(t), K'(t) que l'équation (y); la transformée sera donc identique à cette équation (y). Cela revient à dire que l'équation (y) se change en elle-même quand on y change x en f (^v.) , y en zy . Or, si l'on suppose que les entiers a, (3, y, S vérifient la relation aS — Py = I, on trouvera dans le Tableau (LXXX5), suivant les six cas possibles, que la fonction /(x) peut avoir les six
formes x, > -» > i — x, — — , auxquels correspondent,
'x — IXI— X 'x ^ ^ '
d'après les formules (LXXXg^,), les valeurs de z données par la formule ^=vvj c'est-à-dire i, y/i — x, y/x, y/i — x, i,\/y.. Onn'a pas tenu compte pour écrire ces dernières valeurs du facteur ( — i) qui figure dans les cas 4° et 5", ce facteur n'oflVant aucun intérêt, puisque toute solution d'une équation linéaire peut être multipliée par une constante arbitraire.
On obtient ainsi les résultats mêmes que nous avions annoncés et dont le lien avec la théorie de la transformation linéaire apparaît clairement.
On voit de la même façon, en se reportant au n" 531, que l'équation (yj) se change dans l'équation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction défini par les formules
(') C'est maintenant un problème qui se pose naturellement que de chercher à déterminer les fonctions z et / de x, telles que l'équation (yj se change dans l'équation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction défini par les équations
Nous nous bornerons aux indications suivantes :
En désignant par des accents les dérivées prises par rapport à x, on trouve immédiatement les conditions
la première donne, en intégrant,
C est la constante d'intégration. En portant cette valeur de z dans la seconde
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Observons aussi que l'équalion différentielle (y) appartient au l^pe de l'équation, étudiée par Gauss, que vérifie la série hjperj^éomélrique (' )
dans le cas où l'on suppose a :^" |j =:^ - 7 y z=i i . A ce point de
vue, les propriétés relatives au clianjrement de x en — — ? -> ' I r o .^ — I y.
- _ , IX, —y — ne sont que l'application à ce cas particulier de
propriétés connues de celte équation.
o36. Nous allons chercher la solution générale de l'équation dilTérentielle (y). D'après les principes que nous avons rappelés dans l'Introduction, on sait que, si l'on considère un point Xq, autre que les points 0,1, il existe une fonction de x, vérifiant l'é- (juation différentielle (y), l'onction qui est holomorphe dans toute aire limitée par un contour simple ne contenant ni le point o, ni le point 1, qui, enfin, si l'on se donne deux nombres arbi-
l'ciualion, on liouve, pour déterminery, l'équalion ditFérentielle du troisième ordre
en remettant x, à la place de / et en ne spécifiant plus la variable indépendante, cette équation se met sous la forme
2 d% f/x, ( (/' X, df. — d/.^ rf' -x ) - 3 ( d' x, dt. — df.^d'%) ( d" x, f/x -••- c/x, d' x )
-T- ax? ax» I -,—,- - — ,— ax: — -, — ; -— ax' — o.
K'tî— *J (x^— x)^ J
En remplaçant respectivement x, x, par A-', l', on met cette équation sous la forme que lui a donnée Jacobi
2 ^ A" dl dk {dld'k - dk dH) - 3 k' l' ( dl d' k ^ dk d' l) {dl d' k -+- dk d' l )
-'"■^■[(fr^)'"<''=-(r^)'*-'"'] «•
On n'aurait aucune peine à former aussi l'équation différentielle que vérifie z. Le lecteur reconnaîtra sans difficulté que c'est l'équation diflerentielle du troisième ordre que doit vérifier le quotient de deux solutions quelconques de l'é- (juation (y).
(') Voir, par exemple, la Thèse de M Goursat [Annales de l'École Normale supérieure, i!^8i : supplément au tome X).
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Iraires jKo) JKÔ se réduit à jKo pourx ^x^, tandis que sa dérivée, au même point, est égale ày„.
D'après cela, si Xo appartient au plan (E), il y aura une solution , de l'équation différenlielJe (y), liolomorphe dans ce plan, qui, pour x = Xo, se réduira, ainsi que sa dérivée, à des valeurs arbitrairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, pour X = Xo, la fonction X et sa dérivée, ou la fonction x' et sa dérivée, cette solution liolomorphe dans le plan (5) ne sera autre que la fonction X, ou la fonction x'.
Nous désignerons, dans ce qui suit, par Co, C, les cercles de rajon un décrits des points o, i comme centres, par D leur corde commune; par (Co), (Ci) les régions intérieures, par (C'^), (C\) les régions extérieures aux cercles Co, C,, par (Do), (D,)les deux demi-plans, séparés par la droite D, qui contiennent respectivement les points o, i; puis par(CoC,)]a région commune aux deux régions (Co), (Cj); par (CoC,Do) les régions communes aux trois régions (Co), (C, ), (Do) ; ....
Si l'on cherche à vérifier l'équation différentielle (y) par une série de la forme «o -r «^ç, x -h «2'^" + • • -H- a«x" H- . , . , on trouve de suite, en substituant, puis égalant à o le coefficient de x"~', la relation
On en conclut que, si l'on pose
la somme de la série
(GXXi ) X(x) = «0-1- «ix -H. . .-+- a„x'»-t- . , . ,
dont le cercle de convergence est manifestement (Co), vérifiera l'équation différentielle (y). On voit de plus que toute solution de cette équation, holomorphe dans (Co), se réduit à la fonction X(x) multipliée par une constante.
On trouve une seconde solution de l'équation différentielle (y), en posant
y = 4[A(x)4-X(-/.)logx;
a(x) est une fonction inconnue que l'on va déterminer tout à
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l'heure; les théories de M. Fuchs sur les équations difierentielles permettent de prévoir que la fonction tJi.(x) sera holomorphe dans (C,)); quant au coefficient 4 il a été simplement introduit pour la commodité des calculs. Quoi qu'il en soit, en portant la précédente valeur dans l'équation différentielle (y) et en tenant < (Mupte de ce que X(x) est une solution de cette équation, on trouve immédiatement, pour déterminer u.(x), la relation
( y' ) 4 x(y. — I ) ix"i:/.) — 4(1 — ■)■■/.) i^'C''-) -^- [^ W = — 2(-/. — i) X'(x) -- \ (x).
Si l'on essaie de satisfaire à cette relation par une série entière <le la forme «o^^'o + <^i ^i >' + • • • H- ««^«x" + . . , , oii les «« sont les coefficients déjà définis, que l'on introduit ici en vue de réductions ultérieures, on trouve, en égalant dans les deux membres les coefficients de x"~', la relation
•X II — i }.n ^ -^ '
nti en conclut que si l'on pose
I I 1 r II
On = n, yi — I 1 . . . , 0,1 — i -H - — - -t- ... H- j
la somme de la série
CXXi) l-'-i'^') = aibiY. ■+- a.ibiY^-\-. . .-t- a ,ib ,1'/-'^ -\- . . .,
dont le cercle de convergence est évidemment (Cq), vérifiera l'équation différentielle (y).
On voit donc que toute solution de l'équation différentielle (y), en particulier les fonctions X, x', pourra dans (Go) se mettre sous la forme
(GXXi) A X(7.)-+- B[4 [jl(x) -t- ),(■/.) logx],
en désignant par A, B des constantes convenables.
537. Avant d'aller plus loin, nous étudierons de plus près les fonctions )^(x), [J.(x) de manière à obtenir des valeurs approchées de ces fonctions, en supposant |xj <^ i.
La formule de Wallis fournit, pour tout entier positif «, les
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inégalités ( ')
( 2 /i -i- I ) TT "" " -in-
On pourra donc poser
i. Il •>. Il ■+- 1
et l'on aura l'égalité
(GXX3) X(x) -1+^2 7i'" -'(■'^^ - .- -^iog(i--/0-^(-'^),
OÙ e(x) est une série entière en x, à coefficients tous positifs, que l'on peut écrire sons la forme
etdont la somme est, par conséquent, moindre en valeurabsolueque
I X 1 ^ - (— ' -- ) --= I X ] - ( I - - log2 ) :
en se reportant à la valeur 0,693147... du logarithme naturel de 2, on voit que l'on a
Posons de même
6„=^ log2— £'„, o<^',^< --;
(') En faisant a; = - dans la formule ( I, ), on trouve de suite
où l'on a posé
_ ( 2M + l)=(2« + 3)-. ..(2M + 2A- — l)" ( 2« -4- 2A- + I) * *^ ( 2 71 + 2 )^ ( 2 rt + /| )" . . . ( a /( -f- 2 /r )»
On a d'ailleurs, pour tout entier positif k, ''-— - '_ i, — - > r.
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r égal i lé
«•iitraîne la suivante
(CXXs) f;,(x) =._ '•'-^-î l0g(l_x)- 7)(X),
où T, (x) = \] "^.«x" est une série entière en x dont les coefficients
>()nt tous positifs; on a d'ailleurs
U(«):<im2(J;*^"*"!
cl des inégalités
£'„ ^ / I I \ j ^ -yAo^T. / I 1 \
n ^ \ 9- n 2 « 4- I / « « -- ^ \^ ,j^ ^ in -!- i /
on déduit ensuite
I Tl(x) ; < ! X 1 |(l — l0g2) (l — l0g2) < I I 5C |.
Ces expressions fournissent des valeurs d'autant plus approchées de )^(x), |ji.(x) que la quantité |x| est plus petite. On observera d'ailleurs que
qui est la seule fonction dont dépendent les expressions approchées de X(x) et de {Ji.(x), est une fonction liolomorphe de x dans (Co); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire
à celui de i dans x ; il est compris entre et - •
La partie réelle de a(x) s'obtient en retranchant la partie réelle de £(x), qui est moindre en valeur absolue que 7^, de la partie
réelle de i log(', — 5^)? quantité qui dans (Co) est toujours
supérieure à 1 ~ ou à ^jj ; cette partie réelle est donc plus
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grande que |; elle ne s'annule donc pas dans (Co), non plus que X(x). On trouverait sans peine que le coefficient de i dans \{y.) est moindre, en valeur absolue, que j^^ Le coefficient de i est moindre en valeur absolue que |^ dans yj(x) et que ^ dans jj.(x).
le
Puisque X(x) ne s'annule pas, le rapport —^t est, dans
cercle (Co), développable en une série entière en x; il importe de démontrer que les coefficients de cette série sont tous positifs, qu'elle reste convergente pour x r— i et que sa somme est alors égale à loga.
Tout d'abord, des équations dififérenti elles que vérifient à(x), [ji.(x), équations qui peuvent s'écrire
4^-[(x-.)xX'(x)]a-X(x):-0,
4^[(>'.-i)-/ia'(x)] + ia(x)--2(x-i)V(-/.)-X(x), on tire aisément
puis, en intégrant entre les limites o et x, et en divisant par
dY.l{Y.) X ' X(l — x) X"''(X)
Cette égalité montre, en passant, que, si x augmente par valeurs réelles de o à i, ^— — va toujours en augmentant; en effet, on a, dans ces conditions,
puisque le coefficient de x" dans le développement de à(x) est lo carré du coefficient de x" dans le développement de > coeffi-
cient qui est moindre que un : la dérivée du rapport y—^ est donc positive; ce rapport croît de o à loga, limite vers laquelle il tend
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quand x tend vers i, comme il résulte immédiatement des valeurs approchées de À(x), [J(.(x).
L'égalité (s) montre que le développement de yy — s'obtiendrait aisément si l'on avait celui de v ; cherchons d'abord celui de
À^(x). En formant l'équation différentielle linéaire que vérifient les carrés des solutions de l'équation (y), on trouve sans peine
et, si l'on cherche à vérifier cette équation par une solution de hi forme aoH- a, x H- ajX^ >- . . . , on obtient aisément la relation récurrente
{n -4-i)3(a„4-i — a„) = rt3(a„- - a„ -, ) — - (i/i -f- i)a„,
qui, avec les conditions ao- i, a, =^ -> détermine complètement les coefficients a„ du développement de ^-(x). Tous ces coefficients sont manifestement positifs, et l'équation récurrente montre, en raisonnant par induction, qu'ils vont en décroissant; il en résulte que la fonction
est de la forme i — ^,x — ^ox^- • • i tous les coefficients [3,, jiia, - . . étant positifs. Si l'on se reporte à la valeur approchée de }v(x), on voit que, lorsque x tend vers un, (i — x)).-(x) tend vers o; il faut donc, lorsque x tend vers un par des valeurs positives, que j^ix-i- ^2^^-}- . - . tende vers un, ce qui, puisque tous les ^ sont positifs, ne peut avoir lieu sans que la série ^i h ^a-i--soit convergente et ait une somme égale à un. Il en résulte que pour tout point de (Co) la valeur absolue de pjx 4- [âaX^H- . . . est moindre que un, et l'on peut écrire
i-i- >.(B,x-32xM-...)";
le second membre est développable en une série à coefficients positifs; il en est de même de 4 -7- I; — ■ et do r~— ; mais, quand
X tend vers i, ce dernier rapport tend vers log:^ ; il faut donc que la série qui le représente soit convergente pour x —^ i, et ait une somme égale àlog2.
Tous les coefficients de la série qui représente i- — sont évidemment rationnels.
539. Puisque l'équation différentielle (y) ne change pas quand on change x en i — x, il est clair que, dans le cercle (G,), elle admettra les solutions
X(l - x), 4 (Jl(l — x) -t- X(i— x)log(i — x).
Les deux cercles (Co), (Gj) ont une partie commune (GqGi), qui appartient tout entière au plan (©). Nous adopterons, pour cette région, les déterminations de logx, log(i — x) qui ont été précisées au n° 523; en particulier, si x est réel (compris entre o et i) les logarithmes seront réels. Dans cette même région les solutions qu'on vient d'indiquer doivent être des fonctions linéaires à coefficients constants des solutions )v(x), 4 l>-{'^/ + ^('^) ^o?'^ ^"' conviennent à la même région, c'est-à-dire qu'on doit avoir, en désignant par A, B, A', B' des constantes,
j X(i-x)-AX(x)-^B[4i-t(x)-+-X(x)logxJ,
j 4 1^(1 -xj ,- X(i ^- X) log(. -x) -- A' X(x) -4- B'[4 .a(x) -^ X(x) logx].
Nous déterminerons ces constantes en supposant x réel. En remplaçant, dans ces identités, X(x), iJi.(x), X(i — x), !j.(i - x) par les expressions du n" 537, elles prennent la forme
B^ -j logx "V" '*'S( ' - x; -- a(x) .= o,
r,, 4l0g2\, A'-t-4B'Iog2 -- TT , , ^ 0/ s
B'^ - — ^-- logx 2^- - - log(i — x) +- p(x) --t= O,
-71/ -Il
oîi a(x) et [3(x) désignent des fonctions de x dont les valeurs absolues restent inférieures à des nombres fixes quand x s'approche de o ou de i, comme il est aisé de le voir en se reportant aux limites obtenues au n° 537 pour £(x), Ti(x) et en observant que xiogx tend vers o avec x et que logxlog(i — x) tend vers o quand x tend vers o ou vers i .
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Il est clair alors, en faisant tendre x successivement vers o ou vers i, que les dernières égalités ne peuvent subsister sans que les coefficients de logx, log(i — x) soient nuls; on a ainsi quatre ('■quations pour déterminer les constantes A, B, A', B', et l'on trouve
j^,^i6^1og^.-^^^ 3,^_4j.og.^ AB'-A'B=^i.
On pourra, si l'on veut, résoudre les équations (J^) par rapport à ).(x\ 4 !^('^) f- ^ (>^) logx; on obtiendra immédiatement le résultat en changeant dans ces équations mêmes x en i — x.
Ces équations sont valables tant que x reste dans la région (CoC,V, dans le cercle (Co), en dehors du cercle (C,), les fonctions X(i — x), [jl(i — x) n'ont pas de sens. Si l'on adoptait dans le cercle (Co), oiî les fonctions )v(x), [J>.(x) ont une signification précise, comme définition des fonctions A(i — x), ul(i — x) la signification qui résulterait des équations {"C,) elles-mêmes, on ne ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conveigence (C() des séries qui les définissent (n°^ 51-52).
540. Les formules précédentes nous fournissent de nouvelles expressions des fonctions X, x'. En effet, X étant une fonction holomorphe dans le cercle ( Cq) ne peut différer que par un facteur
constant de ^(x) ; pour x -- o, X est égal à - j >>( x) à i ; on a donc
(CXX, ) x(x) := -X(x).
D'ailleurs x'(x) est égal à x(i. — x)ou à -X(i — x); on a donc, dans la région (CoCi ),
( CXX,, ) x'(x) - - ^ [4 H^(x) - X(x) log ^^ .
Cette dernière formule n'est établie que pour la région (CqC,); mais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, c'est-à-dire dans toute la région du cercle (C») qui fait partie du plan (5), ou encore dans le cercle (Cq), lorsqu'on j a pratiqué la
coupure qui va du point o au point — i ; log-^ a sa valeur principale.
541. La propriété qu'a l'équation (y) de se reproduire dans les conditions qui ont été spécifiées au n° 534 permet de même de déduire des solutions )^(x), 4 [^(î*) + ^(>t)logx, valables dans le cercle (Co), d'autres solutionsyalables dans les régions (Do), (C,). (C'„), (D,), et il sera aisé de relier deux de ces diverses solutions en les comparant entre elles dans une région où toutes deux sont valables. 11 nous suffira de considérer les régions (Dq) et (DoCo) qui comprennent le point o.
La région (Do) est caractérisée par la condition ^^ 1 •< i; il
résulte d'ailleurs du n° 534 que l'équation (y) admet dans cette région les solutions
XI/ ° X I J
La première fonction est régulière au point o; en ce point elle est égale à I, si l'on adopte pour le radical la détermination qui se réduit à i pour y. r-z o. On a donc, aux environs de >t r:^ o,
puisqu'une solution de l'équation (y), régulière au point o, ne peut différer de X(x) que par un facteur constant (n" 536). Cette égalité subsistera dans toute la région (Go Do) où les deux membres sont holomorphes.
Quant à la seconde solution, nous la remplacerons par la fonction
qui n'en diffère que d'un certain nombre impair de fois / ^ ( ~T:r~ ) ' ^^ ^^"» P^'^ conséquent, vérifie aussi l'équa-
tion (y). Dans la moitié du plan (S) qui fait partie de la région (Dq), F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour
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\og -_— et y/^i — X les valeurs (principales) spécifiées au n" 523.
Envisageons, dans la région (CqDo), modifiée parla coupure du
plan (5), la solution F(x) — 4 ^{^) — X(x)logxde l'équation (y). On a
._[^x(^^).og->^_X(x).o,x]; le second membre, si l'on tient compte des égalités
X(x)=. —A=^l(-^^), log — — -logx-log(i-x),
se réduit à
4vvbK.-'^)~H
X(x)log(i— x);
cette quantité est donc une solution de l'équation (y) : elle est régulière au point o, s'annule en ce point; elle est donc identiquement nulle dans la région (GqDo). Par suite, dans la région (CqDo), modifiée par la coupure du plan (5), on a
Les deux équations (r,) permettent d'exprimer les fonctions yj- ]■> |J. ( — ' — ] au mojen des fonctions ^(x), [Ji.(x), ou inversement,etde continuerles premières fonctions dans tout le cercle (Go), ou les fonctions )v(x), [Ji.(x) dans toute la région (D„), à l'ex ception des coupures. Il est aisé d'en conclure d'autres formules
de passage, en changeant y. en i — x, puis x en -; mais nous nous
bornerons à établir les formules de ce genre, pour les fonctions
\(x), x'(x), qui sont notre objet essentiel.
542. Observons d'abord que, si l'on veut, par exemple, relier les fonctions x(x), x'(x) aux fonctions X ( -^ ), ^'(~zr~)' '^ ^°"" vient de rester dans une région oii toutes ces fonctions sont holomorphes : les deux premières sont holomorphes quand le point x
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reste dans le plan (G) ; les deux secondes, quand le point ^-^— reste
dans ce même plan: les quatre fonctions seront donc holomorphes si l'on assujettit le pointx à rester soit au-dessus, soit au-dessous
de l'axe des quantités réelles : car alors - "— sera imaginaire
comme x; mais, si x était réel compris entre o et i, serait
réel, négatif, donc figuré par un point situé sur une coupure de (g). La même observation s'applique aux nombres -,- —5 1 — x,
: si X reste soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quan-
ti tés réelles, les fonctions x(x), X (—'^), ^(r\ x(^^— ), x(i — x),
X( )î x'(x) ^'{~~ t) resteront toutes holomorphes. TI
convient d'observer encore que le coefficient de i a le même signe dans x, et et un signe contraire à celui-là dans
543. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent et qui comportent un double signe, de prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que le point x est situé au-dessus ou au-dessous de l'axe des quantités réelles. Supposons d'abord que le point X appartienne à la région (CqDo) ; on aura alors, en appliquant les formules (CXX^),
dans le second membre de la dernière équation le logarithme a sa valeur principale; on a d'ailleurs (n° 523)
^ 16(1 — X) ^ ib(x — I)
suivant que le coefficient de i dans ;- est positif ou négatif,
ou, si l'on veut, suivant que le coefficient de i dans x est positif
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OU négatif : on a donc, en tenant compte des relations (t^V
d'où enfin, en appliquant encore une fois les formules (GXXo),
X. {-:zz~) "^ /i— ■'txCx), ^' ( rzr-) ~ y/i -^[x'(x) ± jx(x i].
Les deux formules auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont établies que dans la région (CoDo); mais elles sont valables tant que les divers membres restent holomorplies, c'est-à-dire tant que le point X reste soit au-dessus, soit au-dessous de l'axe des quantités réelles.
Si, dans ces formules, on change x en i — x, et si l'on n'oublie pas que les coefficients de î dans x et dans i — x sont de signes contraires, on trouve
x (-~- ) = v^xd— x) -. /xx'(x), On a d'ailleurs
Finalement, on obtient le Tableau de formules qui suit, où la signification du double signe a été précisée plus haut,
(cxx.) ! ^'(r-7) - '^ (r--^.) - v/r--x[x'(x)±.-x(x)j, ^('-i^)-^'(x) -v/-'(x),
544. Il est bien aisé de conclure de ces formules que le coeffi-
x'(y.) cient de i dans le rapporl —y— est toujours compris entre — i et
4- 1 . Plaçons-nous, en effet, dans le cas où le coefficient de i dans x est positif. On tire alors des formules (CXX/, )
d'ailleurs le coefficient de i sera négatif dans — '— ; mais (n" 524)
le coefficient de i est toujours de signe contraire dans x et — ; il
\'(v.) sera donc négatif dans '—- — - et positif dans le premier membre. Il
faut donc que le coefficient de i dans ' " ■ soit compris entre — i
et o. On verrait de même qu'il est compris entre o et i, lorsque le coefficient de i dans x est négatif. On voit encore qu'il n'est jamais nul, sauf dans le cas où x est réel, compris entre o et i (').
545. Lorsque le point x en restant dans le plan (G) s'approche d'un point déterminé d'une coupure, aulre que le point o ou le point I, X et x' tendent vers des limites déterminées, puisque ce sont des solutions de l'équation différentielle (y), lesquelles peuvent toujours être continuées le long d'un chemin déterminé quelconque ne passant ni par le point o ni par le point i. Ces limites apparaissent d'ailleurs immédiatement sur les formules (CXX^).
Supposons, par exemple, que le point x s'approche d'un point X| de la coupure de droite, en restant dans la partie supérieure du plan (5); on aura
"■''■'->- vi^'y^)
( ' ) Dans le même ordre d'idées, il est aisé de démontrer le théorème suivant : Le parallélogramme dont les côtés sont respectivement o, x, x+ ix', ix' est décomposé en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux sommets X, i\' si le coefficient de i dans x est positif, par la diagonale qui joint les deux sommets o, x + tx', si le coefficient de i dans x est négatif; lorsque x est positif, compris entre o et i, le parallélogramme est un rectangle.
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Les fonctions X(-)i ^^'(r) sont continues quand x s'approche de X, et tendent vers des valeurs réelles et positives x( — j) \' ( ) ; -7^ tend vers la valeur réelle et positive -,_ , et l'on a
lim[x(x)] = J^ [x i'-\^^iy^(}-\V
lim[x'(x)j = -^^'=x'(i-).
Rien n'empêche de regarder ces limites comme étant les valeurs (le x(x, ), x'(x|) qui n'ont pas encore été définies; les fonctions \(x), x'(x) sont alors définies sur le bord supérieur Aç, la coupure (jui va du point i à + oo, en suivant l'axe des quantités positives;
Va partie réelle du rapport est encore positive, puisque
\ ( — j et x' ( — j sont positifs et la continuité montre que l'équation en T, ^'-(tJ^^Xi, est encore vérifiée quand on suppose
_ ?-X'(Xi)
'~ x(xO"
On peut, si l'on veut, modifier la définition du plan (s), de manière à faire rentrer dans ce plan le bord supérieur de la coupure de droite^ mais on n'y fera pas rentrer le bord inférieur de manière que les fonctions x'(x), x(x) soient univoques dans tout le plan (s).
On voit alors, sur les deux dernières formules (GXX,), que ^i X tend vers le point x, en restant dans la moitié inférieure du [)]an, x(x) et x'(x) tendent vers les limites
-"^xY - ) =X.'(X).
v/xi V^iJ
La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuité.
Les mêmes observations s'appliquent à la coupure de gauche, relative aux valeurs négatives de x; mais, pour conserver la symétrie du plan ( g) par rapport au point -, il convient de définir les
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fonctions x(x), x'(x), quand x s'approche du poini y..y de la coupure en restant dans la partie inférieure du plan; en sorte que pour cette coupure, c'est sur le bord inférieur que les fonctions seront définies, par exemple, par les formules
^■<->=7r':T,KT.^)--(7-^)]-
On fera encore rentrer le bord inférieur de la coupure de gauche dans le plan (S). On voit alors que, si x tend vers le point x^ en restant dans la moitié supérieure du plan, x(x) etx'(x) tendent vers les limites
La coupure de gauche devient donc, elle aussi, ligne de discontinuité. Les propriétés établies pour l'ancien plan coupé (s) subsistent après les modifications qu'on lui a fait subir et qui permettent de regarder les fonctions X, x' comme définies partout, sauf aux points o et i .
Les formules ((^XX/,) subsistent d'ailleurs pour toutes les valeurs de x, autres que o et i ; lorsque x est réel, il faut toutefois faire attention, pour les formules qui comportent un double signe, à prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que x est positif ou négatif et à regarder, quand x est négatif, y x comme égal à — i\\j — xj, et quand x est positif, plus grand que un, y/i — x comme égal à — /] y/'x— i | .
o46. Nous allons maintenant envisagerles fonctions analytiques de X que l'on obtient en continuant les séries entières qui, aux environs d'un point x,, du plan (G) non complété, coïncident avec les développements dex(x) et de x'(x).
On voit sur l'équation différentielle (y) que l'on peut continuer ces séries de proche en pro.che le long d'un chemin quelconque
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ne passant ni par le point o ni par le point i , mais traversant un nombre quelconque de fois les deux coupures.
Les fonctions ainsi continuées n'offrent plus, comme x(x) et \'(x), des discontinuités quand on traverse une des coupures, mais ce ne sont plus des fonctions univoques dex et elles ne coïncident plus en général avec x(x) et x'(x).
Pour les comparer aux fonctions univoques x(x) et x'(x), considérons d'abord deux fonctions Y et i\' de la variable x qui, aux environs d'un point Xq situé en dehors des coupures, admettent les mêmes développements en série entière, en x — Xo, que les fonctions aX+ ^fx', yX-h 5fX', oui a, ^, y, 8 désignent quatre constantes réelles dont le déterminant «8 — [Sy ne soit pas nul. Fixons un chemin quelconque (R) partant du point Xq et ne passant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions Y, tv', étant comme les fonctions X, tx' des solutions de l'équation différentielle (y) pourront être continuées tout le long du chemin (R). Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, elles ne cesseront pas de coïncider avec les fonctions aX+jBiX', yX-hB/x'; il résulte de l'étude que l'on vient de faire de la discontinuité des fonctions X, x', quand on traverse la coupure o. . . — 00, que Y et i\' coïncident respectivement, après qu'on a traversé cette coupure, avec
f ï'= (y ± -20) X -T- otx',
oii il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que l'on traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou du bas du plan vers le haut; de même, Y et i\' , après que l'on a traversé la coupure i...-|-oo, prennent respectivement les valeurs
ax-i- (P q=2a) tx', Y^-^(° ^=2Y) tx',
où il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. Par conséquent, en un point quelconque x, du chemin (R) les fonctions Y, i\' peuvent être représentées par des expressions telles que «X + biyJ , c\.-\- dix', où l'on rappelle encore que X, x' sont des fonctions univoques et où les coefficients rt, 6, c, d^ dont le T. et M. - III. i4
déterminant ad—bc est égal à a8 — [iy, dépendent de a, p, y, ô et de la façon dont on a traversé les coupures; les différences a — a, 6— [3, c — Y, d — 5 sont des fonctions linéaires de a, ^, y, 5 dont les coefficients sont des entiers pairs.
547. Si l'on voulait se replacer au point de vue des n"' 147, 148, 149 et envisager a, ^, y, o comme les coefficients d'une substitution
permettant de passer des nombres X, i\' aux nombres Y, îy', on pourrait dire que l'efTet du passage par une coupure consiste à multiplier la substitution S par l'une ou l'autre des substitutions
T*2^ Yq:2 (j^i n° 148; en sorte que la substitution (^ A s'obtient
en multipliant S par un produit de puissances paires, positives ou négatives, des substitutions T, S. Un tel produit est évidemment une substitution linéaire appartenant au premier des six types du Tableau (XXc). Réciproquement ('), toute substitution linéaire
( ^j ou ( ^ ■> ) appartenant au tjpe i"du Tableau (XXq)
est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En oflPet, conservons les notations du n° 148; on peut toujours déterminer un entier positif ou négatif p. tel que dans l'identité
où l'on a posé a, = a — 2p-|3, yi=y — 2[j.S, la valeur absolue de a, soit plus petite que celle de ^ ; le déterminant a, 3 — ^yj est égal à I et la parité des nombres a,, y, est la même que celle des nombres a, y. De même on peut toujours déterminer un entier positif ou négatif V tel que dans l'identité
où l'on a posé p, i= [i — ava,, ô, i= ô — 2vyi, la valeur absolue
(') Voir la vingt-cinquième Leçon du Cours aulographié de M. Hermite, d'où sont tirés plusieurs des présents résultats.
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de ^, soit moindre que celle de a, ; le déterminant a, o, — j3,yi est égal à I et la parité des nombres ^,, S, est conservée. Par ré- [xHilion de ces deux opérations on parvient nécessairement à une
substitution de la forme ( , ^, ) où a'o' est égal à i et où y' est un nombre />af/\ Si a' est égal à + i le théorème est démontré jiuisque ( , j ^ Tï'; si a' est égal à — i, il suffira de multiplier la substitution ( _ * _ ^ ) P^*^ ^^^ mêmes puissances paires tie T et de V pour parvenir à une substitution où a' est égal à + i .
548. Reprenons les notations du n° 546; nous allons montrer (|ue les fonctions Y, y' ne s'annulent jamais le long du chemin (R),
et que la partie réelle de — est du même signe que ao — [iy. En
elî'et, posons x'= Çk + Y-^)^^ ^^ désignant par X, a des nombres
réels dont le premier est (n" 524) essentiellement positif; nous
aurons
y = a\~\- bi\' = (a — b[i -^ bXi)x,
i\' = c X -r- di\' = ( c — d^ -+- d\ i) x.
[\iisque X n'est pas nul non plus que X, on voit que aX4- 6iX', par exemple, ne peut s'annuler que si 6 et a sont nuls ; s'il en était ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par suite, identiquement nul, cas que nous écartons. D'autre part,, la
partie réelle du rapport - est égale à
\{ad—bc) _ X(ao — Py) 62X24-(a — 6|x;2 ~ bn^-\-{a — b^f-'
la seconde partie de l'énoncé est donc établie.
On voit aussi, en passant, si l'on imagine une aire limitée par un contour simple contenant à son inlérienr le point Xq, mais non le point o ou le point i, et si l'on définit les fonctions Y, ïY' comme des fonctions holomorphes qui vérifient l'équation différentielle linéaire (y) et qui, aux environs de Xo, coïncidenf avec ax+ ^«x',
y\ -h OiX', que le rapport- reste holomorphe dans l'aire considérée et que sa partie réelle y conserve le même signe.
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Supposons maintenant que l'on ait
en sorte que, au point Xq, les fonctions Y, i\' coïncident avec X, /x'; les valeurs qu'elles peuvent acquérir en un point quelconque du plan, en suivant, à partir de Xq un chemin quelconque, sont de la forme aX4- bi^ , cx-t- dils!, où «, b, c, ofsont les coefficients d'une substitution linéaire appartenant au type i" du Tableau (XXg); réciproquement, on peut leur faire acquérir toutes les valeurs de cette forme, en suivant un chemin convenable, comme il résulte de la composition d'une substitution de ce tjpe au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune
de ces valeurs n'est nulle; enfin, le rapport — a toujours sa partie réelle positive, et l'on peut, par conséquent, construire les fonctions ^ iv\~)' Dès lors, on voit que l'équation A'--('7) = x est
aussi bien vérifiée en prenant pour x le rapport — que le rapport — ; en effet, puisque l'on a
Y , tX
et que la substitution ( ,) appartient au type i" du Ta-
bleau (XXc), on
kU'-^\ = k^-^'^
résultat que la théorie de la continuation permettait de prévoir.
550. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue et en continuant de désigner par X, x' les mêmes fonctions de x, univoques dans tout le plan (S) complété comme il a été expliqué par l'adjonction du bord supérieur d'une des coupures et du bord inférieur de l'autre, envisageons l'équation
tx'(x) _
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où X esl l'inconnue et où t est un nombre donné dans lequel le coefficient de i est positif.
Si cette équation admet une solution, cette solution ne peut tire que le nombre A'-(t), en vertu de l'identité en x,
rnc7x)i
Pour savoir si A--(t) est effectivement une solution, remplaçons x par k- (t) dans le premier membre de l'équation proposée : ce premier membre prend une valeur déterminée t, , puisque (XXXVIIe,:) le point A'^(t) n'est ni le point o, ni le point i, et appartient par suite au plan (s) complété. Mais la même identité en x, quand on V remplace x par k^{~), montre que l'on a k-ijz) = A-2(t)) et, par conséquent, que l'on peut passer de x à t, par une substitution linéaire du tjpe 1°: l'équation proposée n'est pas nécessairement vérifiée, mais, le nombre t étant donné, il existe quatre nombres entiers a, b, c, d qu'on peut regarder comme les coefficients d'une substitution du t^'pe i", et tels que l'on ait
cx(x) -\- di\'(y.)
a.x.(x) -+- bi\'{y.)
(|uand on remplace X par /r^^^^. q^^ encore, il existe un chemin
fermé partant de x et y revenant, tel que l'on ait, pour x = k^Ç-z),
en désignant par y(x), y'(x) ce que sont devenues les fonctions \(x), x'(x) continuées le long de ce chemin.
Inversement, toute équation de la dernière forme, où l'on entend que y(x) et y'(x) peuvent être obtenus par des continuations ((uelconques de x(x), x'(x) ramenant x à son point de départ, admet donc la solution x = A*(t). Elle n'en admet pas d'autres : en effet, Y, y' ne peuvent avoir que des déterminations de la forme r/X -+- bi\', ex + dix', où a, b, c, d sont des entiers appartenant au type i"; mais l'égalité
_ iY'(x) _ cx(/.) -h c/tx'(x) ■ "~ \(x) "~ ax(x) -(- 6tx'(x) équivaut à celle-ci
tx'(x) _ — r -\- az X(x) ~ ^d—TT^
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qui ne peut admettre d'autre solution que
d'après l'observation faite au début de ce numéro; les nombres <i, — b, — c, a appartiennent d'ailleurs, comme les nombres a, b, c, d, au type i°; on a donc
L'équation ' = t, où y et y' sont les fonctions de x précédemment définies, où x est l'inconnue et x un nombre donné dans lequel le coefficient de i est positif, admet donc la solution univoque X = A"^(t) et n'admet que cette solution. (^ résultat, signalé par M. Fnchs (') est un point très particulier de la théorie des fonctions auxquelles M. Poincaré a donné le nom àe fondions fuchsiennes.
III. — Calcul effectif de t, wi
551. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i, les formules (CXXo) permettent de calculer (-) x(x) et x'(x).
C) Journal de Crelle, t. 83, Lettre à M. Hermile.
(^) Quoique le calcul des x(ic), x'(x) par les séries X(x), ix(x), lorsque l'on a 1 x I < I, ne soit pas avantageux, à moins que x ne soit très petit, il convient de compléter un peu ce que nous avons déjà dit à ce sujet (n"' 536-537).
Des formules (CXX,) on déduit immédiatement les relations
X (x) = 7 — J log(i-y.) — a(x),
x'(-/.) = 2log2- ^ii^ log.r+?(x), en posant
«^■'')=Ï] {ht-'^)^"^ PC.)=2^a„(log2_6Jx". n = 1 « = 1
Les séries que l'on obtient en remplaçant x pari dans a (x), P(x), séries dont les différents termes sont réels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, comme il
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Observons en passant que les deux premières formules (GXX4) montrent que l'on ax|ij ^xM-j-La valeur correspondante de
-Tri'
q = e " est e '^ := 0,0432189. . , ; on en déduit
(GXXI,) X' (^) = X (i) = ^ 2r|(o) .= , ,854075.
Les formules (CXX,) permettent également de calculer directement la valeur de q lorsque le point x est l'un des deux points
communs aux trois lignes Cq, C, , D. Pour les racines e ^ de l'équation ^ 5^, les deux dernières de ces formules fournissent
en effet la relation
résulte des inégalités démontrées au n°537; désignons leurs sommes par a(i), P(i); ces nombres seront, d'après le second théorème d'Abel (n" 32), les limites respectives de a(n), P(x) quand x tend vers i par valeurs positives plus petites que 1. II est aisé de montrer que l'on a
a(.).. ^(.) = J -2 !og2- 0,1845....
Il suffit pour cela d'égaler l'expression de x'(x) à celle que l'on obtient en remplaçant X par I — X dans l'expression de x(x), puis de supposer x réel, positif plus petit que i, et de faire tendre x successivement vers o et i.
Ces valeurs de a (i), p (i) permettent, en raisonnant comme au a" 553, d'évaluer facilement une limite supérieure de l'erreur que l'on commet en ne conservant, pour le calcul de a(x)ou de p(x), que les premiers termes du développement. On a d'ailleurs, en remplaçant les coefficients de a(x), p(x) par leurs valeurs
approchées a - — prei, '^^ 2 ÏO" ^
a(x)= 0,107 3ox ^(x)— 0,096 57X
• -h 0,0291 IX- -t-o,o3o89x»
-ho,oi3 27x' -;-o, 01494^'
-H 0,004 87 X' -j-o,oo5 75x'
-4-0,003 4ox« -(-o,oo4o6x»
-t- 0,002 5ox' +o,oo3o2x'
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on en déduit ^ 1= ± /e ^ = ih i x 0,065829. La relation
que l'on peut déduire de chacune des deux dernières relations (CXX4), met d'ailleurs en évidence ce fait que les deux quantités
sont imaginaires conjuguées. La formule X = - .^3(0) permet de calculer la première d'entre elles. On trouve
fcxxn r" ^^ ^y = 1, 54369 d:txo,4i363,
\ x'\e V = 1,54369 :p txo,4i363.
Les nombres décimaux contenus dans ce numéro sont approchés à une demi-unité du dernier ordre près.
D'une façon générale, les formules du Tableau (CXX4) permettent de ramener le calcul de x(x), x'(x) au cas où l'on a |x|<<i. égalités
entraînent respectivement les inégalités
en sorte que, x étant supposé différent des deux points communs aux trois lignes Cq, C(, D, un au moins des nombres x, i — x,
— ^> -> ) est moindre que i en valeur absolue; dési-
X [XI XX
gnons-le par x, ; les formules (CXX2) permettront de calculer x(x,), x'(x,); en appliquant les formules (CXX4) on en déduira
oo2. Mais il vaut mieux porter l'effort sur la détermination du nombre
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Quand on aura, en effet, déterminé q, on aura X par la formule
X = -&|(o) = - {i ^ -iq -\- iq'' -¥■ iq^ + . . .y ,
OÙ la série qui figure dans le dernier membre converge très rapidement pour peu que q soit petit. On aura ensuite
-T.- =l0gy,
ou
1 faut prendre dans le second membre la valeur principale du logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de i est compris entre — tc et tt; cette formule déterminera donc x' quand on a calculé q el\ : tout est bien ramené au calcul de q.
Observons en passant que, connaissant q, on peut avoir, en désignant par /■ un nombre rationnel quelconque, à calculer q'^
(XXVIII3); en particulier, on peut avoir besoin de q' pour le calcul des fonctions Sî( (m), 2r2(?/). La détermination de ^'' ne comporte aucune ambiguïté; elle dépend, il est vrai, de la valeur que l'on choisit pour Targument de q\ mais c'est toujours la valeur comprise entre — t: et + - qu'il faut prendre pour cet argument, en vertu du théorème démontré au n" 544.
553. Nous allons d'abord donner une série entière qui permet le calcul de ^, quand on a |x|< i. (Schw^arz, Formules, p. 54-66.) Dans ce cas, on a, à cause des formules (CXX2),
On a vu d'ailleurs, au n" 538, que yrr e^t développable en une série entière en x, dont on peut obtenir autant de termes que l'on veut; en remplaçant et ordonnant suivant les puissances de x, on aura une expression de la forme
(GXXI2) '/ "= S ^« ■''■"'
2l8 CALCUL INTÉGRAL.
OÙ tous les coefficients Cn sont rationnels et positifs. Cette formule est évidemment valable tant que l'on a [ x | << i ; de plus, lorsqu'on suppose que x tende vers un par valeurs positives croissantes,
le rapport yhi ^^'^^ i^° 538) vers loga, donc q tend alors vers giiog2-_ j. \\ fa^it pour cela, puisque tous les coefficients C« soru
positifs, que la série N^ C«x" reste convergente pour x = i et que
sa somme soit égale à i. On peut d'ailleurs calculer autant de coefficients que l'on veut et l'on trouve
On observera que, si l'on calcule ^ par cette série en s'arrétanl au terme en x", l'erreur commise sera moindre, en valeur absolue, que
I x'^+i I 2 Gn+p= I x«+i 1(1 _ Cl- G,-. . .- C„),
c'est-à-dire, pour les valeurs de n égales à i, 2, 3, 4> moindre respectivement que
ib ' d'2 1024 ' 2048 '
En vertu des formules (GXX^), on peut écrire
— 71 ±-Ki - lï
g = e "Uj^e \y.-ij = — e \y.-iJ:
il résulte de là, quand on suppose à la fois j x | << i , — - — <C • ? que l'on a
n — 1 it = l
Cette identité, si l'on ordonne suivant les puissances de x, con-
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(luit à la relation
r,_^/ ,\nir ^LZLLr (n — i)(n — o.)^
(rt — OCw — 2)('n — 3) „
I.2...(rt
qui permet de calculer C« au mojen de C», Co, ..., C«_) lorsque // est pair.
^o4f. Quand |x] est plus petit que i, on peut tout aussi facilement calculer la valeur d'une puissance positive quelconque de q. Soit, en effet, /• un nombre positif quelconque; on a (XXVIII3)
— TZr— '"^T 'log —
où log-^ doit être remplacé par sa valeur principale; dans ces conditions, on a
ifi'
en désignant par 16'' un nombre positif et par x' la détermination spécifiée au n° 523; on aura, par conséquent,
(GXXI,) gr^^e''y^K
11 est clair que le second membre est le produit de x'" par une série entière en x, dont les coefficients sont tous positifs, que cette série doit rester convergente pour x= i, et que sa somme est alors égale à i .
En particulier, pour r=\^ on aura l'important développement qui suit
(GXXI3) ^* = 2
OÙ l'on sait que tous les coefficients ô« sont rationnels et positifs, et que l'on a
i:-Gr=
On trouve sans peirn
6o=i, oi = 2, 02=i5, O3=i5o, ...;
en raisonnant d'ailleurs comme tout à l'heure, on reconnaît qu'en
prenant, pour calculer ^^, un, deux, Irois, quatre termes, on commet des erreurs respectivement moindres en valeur absolue que
555. Le procédé que nous avons indiqué pour calculer Oo, 6,, Oo, 83, ... n'est pas le seul qu'on puisse suivre :
Reportons-nous, en effet, à la première des relations (CXIX,) ,que Ton peut écrire
(H- -j^^r -f 2g''^-L- 25-9 -H. . .)-?— - = ^* -h ^^ H- <7 * -f-. . .; g = e »"". Nous savons qu'il existe une série entière en ^, savoir
qui, mise à la place de q" dans l'égalité précédente, la transforme
en une identité; en égalant dans les deux membres les coefficients
v/x des mêmes puissances de—, on obtient une suite d'équations
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients Oo, §4, 83? • • • • C'est ce procédé qui met en évidence, par une généralisation immédiate d'un théorème célèbre d'Eisenstein, ce fait intéressant que les coefficients 8« sont des nombres entiers (').
(') Voici, avec les petites modifications nécessaires ici, le résumé de la démonstration du théorème d'Eisenstein, d'après M. Hermite {Cours autographié de la Sorbonne).
Supposons que y soit lié à x par la relation
où i, j peuvent prendre toutes les valeurs entières positives ou nulles, où hs coefficients A- sont des constantes parmi lesquelles A„ „ et A» , sont nulles; sup-
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5o6. Nous allons raainlenant donner une série entière qui permet le calcul de q dans tous les cas.
La relation (CXXT3)
posons qu'on puisse satisfaire identiquement à cette équation en remplaçant y par une série entière en x de la forme
(2 ) V = j7 (a^+ a, J7 + a^jT--)-. . .-!- a,,cr"-t-. . .);
les coefficients a^, a,, ..., a„, ... seront des fonctions entières à coefficients entiers des coefficients A,- y, en sorte que, si ces derniers sont des nombres entiers, il en sera de même des coefficients a„.
Soit, en elfet, en désignant par p un entier positif et en supposant en général a„ , =^ «„)
yf = ^;'(x,^^^_-f- a, ,,37 + ^l^^^x'' +. . .+ a„ /r" + ...) :
il est clair que a„ sera une fonction entière à coefficients entiers de a„, a,, ..., a„ indépendante de a„^,, a„^j, ...; en substituant dans l'équation (i), il vient
par suite, si l'on fait m-hi = i-{-j-i-n, et que l'on égale dans les deux membres les coefficients de x'"+\ il viendra
«„, = A,„ . , . + y A,- , a,„ .,_._. . ; ^i-^-i = ln + i)
sous le signe \ du second membre, j doit être au moins égal à i ; par suite, le premier indice m + t — i — y est au plus égal à m; il n'atteint cette valeur que pour i — o, j — i; mais, par hypothèse, A^ , est nul; il n'y a donc pas, dans le second membre, de terme en a^ , = a^, et les termes en «„+,_,- qui y figurent sont des fonctions entières à coefficients entiers de a„, ai, ..., «„_, ; si donc ces quantités sont des fonctions entières à coefficients entiers des A,., il en sera de même de a„; or, on a a, = A, „, a, = A, ,a„-f- A„ ^ a„ ^-1- A, „, La proposition
est évidente. Elle s'applique au cas actuel en supposant x — — >7= VI et en
prenant la première des équations (0x1X4) et l'équation (CXXI3) pour les équations (i) et (2).
M. Hermite s'est occupé récemment des séries (CXXI^ ,) et de quelques autres. {Bulletin de la Société physico-mathématique de Kasan, série II, tome VI.) Entre autres résultats, il établit le caractère rationnel et positif des nombres C„, au moyen de la transformation de Landen, et montre que les nombres 2^"C„ sont entiers; le caractère entier des nombres 5„ en résulte. L'illustre géomètre donne, d'après M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres 2'"C„ et en signale de curieuses propriétés arithmétiques.
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suppose I X I <; I ; si cette condition est vérifiée, elle peut, en
supposant ^ = e '"'", être regardée comme une identité en y.. Si, en regardant pour un instant t comme la variable indépendante,
on suppose 4 réel et positif et si l'on détermine x par la condition
la valeur de x sera manifestement réelle, positive, plus petite que I, on aura d'ailleurs (n*' 550)
et, par suite, pour toutes les valeurs de ~ considérées.
TTt/'
Si dans cette identité on change t en 4"^, on aura, pour les mêmes valeurs de t,
Jl,,[mi^Y-,
et, par conséquent, pour toutes les valeurs de x réelles, positives et inférieures à un,
ir x' ( X )
eu posant, comme on l'a fait au n'^ 529,
L'avant-dernière égalité, établie pour toutes les valeurs de x qu'on a spécifiées, subsiste tant que les deux membres sont des fonctions holomorphes de x, c'est-à-dire dans tout le plan (g) : on
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|)Ourra donc, au moins théoriquement, calculer rj dans tous les cas par la formule
(GXXI;) ^"=^^41
557. Nous allons montrer qu'on peut toujours s'arranger pour que la série qui figure dans le second membre de la formule (CXXI,) soit très convergente et que, en même temps, q soit petit.
La chose apparaît clairement quand les données sont les nombres Y2> Y3- On peut, en effet, supposer les racines e,, £2» £3 rangées dans un ordre tel que les quantités | s, — £3 1, | £, — £3 [, | £0 — £3 1, -oient rangées par ordre de grandeur décroissante, c'est-à-dire supposer que l'on a |x[^|i — x|^i, ou encore que le point x appartient à la région (GoC)Do); il suffira pour cela, après avoir figuré le triangle formé par les trois points £,, £0, £3, de placer £0 au sommet qui réunit les deux plus petits côtés, £) au sommet qui réunit les deux plus grands.
Pour nous rendre compte de la rapidité de la convergence de la série envisagée, lorsque x appartient à la région (CoC|Do) ou à sa limite, nous chercherons d'abord à déterminer le maximum (le I ^|. Cette dernière quantité n'est autre chose que le rapport (les distances du point \/i — y. aux points i et — i; quand le point •/, reste dans la région (GoC(Do), le point y^i — x reste dans une région qui est limitée par la courbe que décrit le point y/i — x quand x décrit la limite de la région (Co(^|Do) : cette limite se compose de deux parties, d'une part l'arc du cercle C|, compris à l'intérieur du cercle Cq, qui va, en passant par le
Ut m
point o, du point e ^ au point e ^, et, d'autre part, la portion (le la droite D qui s'étend d'un de ces points à l'autre. Quand le point X décrit la première partie, le point i — x reste sur le cercle Cq et le point {/i — x décrit le petit arc du ceixle Co com-
pris entre les points e '^ et e*^ ; quand le point x décrit la seconde partie, le point ^/i — x décrit un arc de courbe qu'il est aisé de
construire et qui relie les deux points e '% e'^; une étude
sommaire de celte portion de courbe montre (*) qu'elle est comprise tout entière à l'intérieur du cercle G qui est orthogonal au
cercle Co et passe par les deux points e '^, e^^. Quand le point x reste dans la région (CoG)Do)ou sur sa limite, le point ^i — x reste donc à l'intérieur du cercle C et n'atteint ce cercle qu'aux
deux points e^'^ et e ^^ Or, sur le cercle C, le rapport des distances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend une valeur plus petite à l'intérieur de ce cercle ; donc le rapport des distances du point ^i — x aux points + i et — i, lorsque ce
point y/i — X reste dans la région considérée ou sur sa limite, est
_2L£ Ef' , ,, J^
maximum pour les points e '^ et e'^5 mais on a, pourri — x = e'-,
ijz _ijz in
? = — 7^ = -^ — hë"^"'^"*"^^'
et, par conséquent, lant que x reste dans la région (C„CtD„) on sur sa limite, on a
Quant à la valeur de | ^ | pour la même région, elle est manifestement inférieure ou égale à
(') Il est aisé de voir que celte portion de courbe est décrite par le point
e 4(2cosm) 4 quand la variable réelle a va de — '" à 4-^". Quant au cercle
C, son centre est le point séc— et son rayon est égal à tang — Le point doit
être intérieur à ce cercle, ce qui se traduit par l'iiiégalité
TT u i \' . u I r
; --COS - ^, +^'"'r /- <tan§'--
ï-' ^ y^COSW/ 4 y/2C0SM '-^
C'est un problème de nature élémentaire que de montrer que cette inégalité est vérifiée quand u varie de — 5- à + ^r-
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et, par conséquent, à
> o„{ - tan" — - :=: y o„{ tang -—
or, la série dont la valeur absolue figure dans le second membre
n'est autre chose que la valeur de q pour ■/. = e '^ , valeur qui a été calculée au n° 551 ; on a donc
pour tous les points x qui appartiennent à la région (CoC,Dq), ou à sa limite.
Dans ces conditions, en calculant q au mojen des v premiers
termes de la série, on commet une erreur égale à ^ S«
quantité dont la valeur absolue est moindre que
c'est-à-dire que
puisque l'on a vu que \ ^« ( ~ ) ^^^ égale à i. On trouve
ainsi que, en prenant un, deux, trois, quatre termes, l'erreur commise est moindre que
■liPI^' Û
Sia'P' ' 8192'' ' '
donc sûrement plus petite qu'une unité du quatrième, huitième, onzième, quinzième ordre décimal.
Pour les valeurs réelles positives de x, plus petites que -? on
T. et M. — HT.
:> tOj
Ayant calculé q^ X, x' puis co
V^£l— £3 " /si— £3
on obtiendra ti, par la formule (CX2) par exemple, où la série en q^ converge rapidement puisque q'^ est plus petit en valeur
absolue que —?, ou, mieux encore, par la formule (XXXIX,);
on obtiendra ensuite YI3 par la formule (XXVIIIi), sfk^ \Jk\ K, R', E, E' par les formules (CXIX4 g) et (Cil).
On a ainsi toutes les quantités nécessaires pour le calcul des fonctions 2r, a", sn, en, dn, î^, p, . . ..
559. Ce qui précède suffirait à la rigueur; toutefois, il est souvent avantageux de ne pas fixer tout d'abord, comme nous l'avons supposé, l'ordre des quantités e,, £2, £3 par les conditions
|£i— £3 |i|£i— £2|^|£2— îsl;
ou bien, si c'est le nombre x qui est donné directement, comme il arrive quand on se sert des fonctions de Jacobi, ce nombre peut ne pas satisfaire aux conditions | x | S | x — 1 | -< 1 ; il est donc nécessaire d'expliquer avec des détails suffisants comment on peut cependant ramener les calculs à se faire avec la même facilité que dans le cas précédent.
Il convient tout d'abord de compléter les observations que nous
avons déià faites sur la façon dont les points — ^— , -, , i — x,
— ; — correspondent au point x.
Convenons de dire de deux points qu'ils sont symétinques par rapport à un cercle quand ils sont situés sur un même diamètre et qu'ils divisent harmoniquement ce diamètre, ou encore, ce qui revient au même, quand ils se changent l'un dans l'autre, par l'inversion dont le centre est le centre du cercle et la puissance le carré du rayon du cercle. Cette définition comprend la définition de la symétrie par rapport à un axe; elle ne s'applique pas à la symétrie par rapport à un point, pour laquelle nous conservons la définition habituelle.
La vérité des propositions suivantes apparaît immédiatement sur la figure.
Les points x et i — y. sont symétriques par rapport au point •
ON DONNE A^ OU ff^y gz'-i TROUVER T OU Wi, W3
Les points - et — ^^ symétriques par rapport au point - , sont respectivement les symétriques par rapport à l'axe des quantités réelles et à la droite (D) du point symétrique du point x par rapport au cercle Cq. Les points et — —, symétriques par
rapport au point - , sont respectivement les symétriques par rapport
à l'axe des quantités réelles et à la droite (D) du symétrique du point X par rapport au cercle C|. Quand le point x décrit l'une
des trois lignes Co, C|, D, les points ;; , -, -, i — x, -
décrivent aussi, chacun, quelqu'une de ces trois lignes.
Il est aisé, d'après ces remarques, de dresser le Tableau suivant. Les six régions dans lesquelles peut se trouver l'un quelconque
des points x, > -» > i — x, sont enumerees dans la
colonne verticale qui porte en tète l'alfixe de ce point, et les six
points sont toujours respectivement dans les régions dont les symboles figurent dans une même ligne horizontale ; ainsi, si le point /. est dans la région (C,), le point -— — est dans la région (Co).
(Co)
(Do)
(Di)
(Co)
(Do)
CO
(Dt)
(Co)
(Do)
(Do)
(Co)
(Do)
(Go)
(Cl)
(Ci,
(Do)
(Co)
Chaque point qui n'est pas sur une ligne de séparation appartient à la fois à trois des régions (Cq), (C^), (Ci), (C,), (Dq), (D,), c'est-à-dire qu'il se trouve dans l'une des six régions dési-' gnées, d'après nos conventions, par les svmboles (CoC(Do),
(DoC',Co), (c;d,c;),(c;DoC'„), (CCoDo, (d,c'„g,). Uré-
suite du Tableau précédent que, si le point x est dans la première région, les cinq points _ > -, , i — x, -— — sont respecti-
vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est dans la deuxième, la troisième, la quatrième, la cinquième ou la sixième, c'est le point 7— -5 -? — -— > i — x, — ^ — qui est dans la première; désignons, dans tous les cas, ce point parxo- On observera sur le Tableau (LXXX5) que Xq est précisément égal à la valeur que prend l^ dans le cas dont le numéro d'ordre est celui de la région où se trouve le point x.
CXXII
qui sera, comme on l'a vu au n°557, plus petite en valeur absolue que j^, puis la quantité
(GXXII3) Q=2^"^^
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qui sera plus petite en valeur absolue que^j, puis les quantités x(xo), x'(xo), T =^ ^' / ". > comme on l'a expliqué nu n" 552. Les formules (GXX^) fourniront les valeurs de x(x), x'(x) au moyen de x(xo), x'(xo), et celle de T au moyen de t; on en déduit l'ex-
lession de t
i\'(y.) , ix'(xo)
au moyen de T —
X(Xo)
et celle de T au
moyen de t; ces expressions sont de la forme
a -t- bz
où a, 6, c, d et a', b', c', d' désignent des nombres entiers; on les trouvera, pour chacun des six cas envisagés, dans les deux dernières colonnes du Tableau suivant, où l'on doit prendre, ainsi que dans toutes les formules suivantes, les signes supérieurs ou inférieurs suivant que le coefficient de i dans x (et non dans Xo) sera positif ou négatif :
(CXXIIi)
X EST DANS
la région
EXPRESSION
de x„ au moyen de x
EXPRESSION
de T au moyen de t
EXPRESSION
de T au moyen de T
(GoCiDo)
(GoC;Do)
iqzT
(G'oG'iDo)
niH-T
(GoGiD,)
(G'oGiD,)
561. On pourra, si l'on veut, calculer q au moyen de t. Toutefois, il est avantageux de faire les calculs numériques au moyen des séries 2r((^ I t) plutôt qu'au moyen des séries 2r(t' |t) à cause
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de la rapide convergence des premières; aussi convienl-il de donner pour chaque cas l'expression des séries 2r( v | t) au moyen des séries ^{v\t). Cette expression résulte immédiatement des formules de transformation linéaire (XLII), dont les quatre premières peuvent s'écrire
^ 'V I / \a -^ b r\a -hb T/
v/a'+è'Te«' + ''"'&v+i (p|t) = &4( —
Lorsque x est dans la région III, par exemple, on a, d'après le Tableau (CXXII,),
de sorte que les nombres a\ b', c', d' qui figurent dans les formules précédentes sont a'= i, 6'= ± i , c'= o, c/'= i ; la parité de ces nombres, qui vérifient la relation d d' ~ 6'c'= i, montre que l'on est dans le cas 3" du Tableau (XXc) ; en se reportant aux formules (XLIIct), on a donc immédiatement
en tenant compte des valeurs ),=:2,[jl = i,v^3 correspondant au cas 3° du Tableau (XXe), on obtient ainsi les formules suivantes (')
3^1 / — ^ T ] = e"^ * \/i± Te~i±^3'i((^ I t),
(GXXII9)
I Zt T
^^(tïiI^)^'"' /i + ï^'i^^St^CpIt),
(') On arriverait au même résultat en décomposant la transformation considérée
en transformations de la forme t± i, — - (n" 191 ).
ON DONNE Â* Oi: gi, gi] TROUVER T OU O),, CO3. 23l
OÙ les radicaux doivent être délcrminés de façon que leur partie réelle soit positive.
Lorsque x est dans l'une des régions I, II, III, IV, V, VI, la parité des coefficients a', b', c', d' de la substitution linéaire qui donne x au moyen de T nous place respectivement dans les cas i ", 2", 3°, 6°, 5", 4" du Tableau (XXe). Si l'on tient compte de cette remarque, on déduit immédiatement des formules de transformation linéaire (XLII), par un calcul semblable au précédent, les formules du Tableau (CXXII9) placé à la fin de l'Ouvrage, qui se rapportent aux cas où x est dans une quelconque des six régions envisagées. On a ainsi ce qui est nécessaire au calcul des fonctions 2r, sn, en, dn pour une valeur donnée de l'argument v.
562. Si l'on ? affaire aux fonctions p, "H^, d, . . . , on pourra
les supposer conslruiles avec les demi-périodes oJ| = —^ »
(O3 = -^" '-• On pourra aussi les construire avec des demi-
périodes équivalentes; en appliquant les formules (CXX4), nous allons montrer, dans chacun des six cas qui peuvent se présenter, comment on peut former au moyen dex(xo), x'(xo) de telles demipériodes û,, Q3 équivalentes à to,, W3; à ces demi-périodes correspondront des quantités H) , H3, de même que Yi, , r.g correspondent à w, , (03 ; on pourra calculer H, au moyen de û, et de Q par la formule (XXXIX,), puis H3 par la relation H, «3 — H3Û1 = — ^ d'ailleurs, ■f\{, Yis s'expriment linéairement au moyen de H,, H3 parles mêmes formules qui expriment w,, tog au moyen de û,, ^3] toutes ces quantités pourront donc être regardées comme connues. Le plus souvent on déduira les fonctions d{u \ £2) ,^3)5 <^a(« I i^i , "3) des fonctions S T— T ) par les formules de passage (XXXIIIs^e), dans lesquelles on suppose t, ^, o),^ W3, ri, etç = —remplacés respectivement par T, Q, Q,, û3, H, et \ = ^; on sait d'ailleurs que d{ii\ û,, Û3)est identique à <i{u | w,,(03), et que les trois fonctions 'ia.{u\Q^,a■i) sont les trois fonctions s", (m | w,, 0)3), (^^{u | to,, 103), 3'3 (m |to,, (1)3) prisesdans un ordre convenable: cet ordre se détermine parla parité des nombres «, 6, c, d au moyen des formules (XXg^e).
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Les fonctions construites avec les demi-périodes Q) , £23 engendrent des quantités E, , E2, E3, y/E, — E3, . . . , de même que les fonctions construites avec les demi-périodes C0(, (03 engendrent des quantités 6{, Co, 63, y^e, — e-i, ...; les quantités Ej, Eo, E3 coïncident d'ailleurs dans leur ensemble avec Si, £27 ^3, puisque, en tant que fonctions de u, les deux fonctions p{u\sit, ûg), p(m|oi),, 103) sont identiques. Les quantités E), E2, E3, y/E, — E3, . .. seront, dans chaque cas particulier, exprimées sans ambiguïté au moyen des quantités dont le sens a été précisé antérieurement, et cela au moyen des Tableaux (XXc_7); l'examen de chacun de ces cas particuliers montrera que l'on a toujours
(GXXIIe) - - ''^"""^ - - ''^'^""'^
\/Ei — J'-3 s/Ei— lis
563. Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvent se présenter.
Cas 1 ; X est dans la région (CoG, Dq).
Cas II ; X est dans la région (Cq C, Dq) : | x | <^ [ , | x — i | > i , I x| <; I X — I |. On pose, conformément à la définition adoptée plus haut pour x^,
Y, Xo
Xo = , y. = •
X — I Xo I
Il résulte de là que y^i — x y/i — Xo est égal à ±1; il suffit de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions relatives aux radicaux (n° 523) pour voir que l'on a
y/i — X v/i — ■/.o = I, v^T^x \/i — Xo= I.
Dans ce cas, les formules (CXX4) donnent donc
«■^(xo)],
où
No
= V^.-Xo
x(xo),
— Xo[x'(Xo)=)=
v/i- US po
>'-i. X(Xo)
serons
(x„)±x(xo)],
— XoXCXo)
v/i — Xo iX'(Xo)
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les relations précédentes deviennent alors
co, = 0,, ,03 — -b a, -H «3, d'où
■ni = "il ^i3 =± Hi + H3;
on a aussi, si l'on veut,
Q.\ — coi, Q3 — :p to, -(- (03 ; on voit donc bien que 2Q,, 2Û3 sont des périodes de jd?^ comme
Les coefficients <:/, />, c, «? de la substitution linéaire qui donne T en fonction de t sont
a^^\, b — o, c=:qzi, d=i.
Par conséquent, en se reportant aux Tableaux (XX^t), on a, en tenant compte des formules (CXlXj),
1 y/ 1-1 — E3 = /si— £2 = /si— ^3 /i — ■/-,
(CXXII5 ) • /k2 — K3 = ip i y/sa — £3 = ^'=-1 — £3 v/y-,
( v/ki — lia = /si — £3,
d'où
Kl = £1, E2 = £3) E3 = £2-
La première des formules (CXXÏI3) permet d'écrire les expressions de Q,, a-i sous la forme annoncée
x(xo) ^ tx'(v.o)
v/ei — E3 v/ki — E3
Il convient d'observer que l'on a, dans le cas actuel,
et, par suite,
en sorte que, au point de vue de la convergence des séries 3?, on ne gagne rien à faire la transformation précédente; il vaudra tout autant faire les calculs comme dans le cas 1°, où x est dans la région (CoC,Do).
Toiite cxplicalion est désoi'mais inutile : il suffira d'écrire \ei résultats.
Cas III. Le point x est dans la région (C„C,D,) :
lx|>i, |l-x|>I, |-/.|>|i — x|, I 4/ — •*/- a V '^
x(x) = v/xo[x(xo)± fx'(xo)], x'(x) = v/xox'(xo), x(xo)v/xo ,^ _,^ o i'x'Cxo)/-/^
ni =rji ip-^3, n3 = T,3,
El =£2, E2=£i, K3 = £3,
v/ei — E3 = v/£i — £3 yjy-, v/k2 — E3 = — /£
v/ei — E2 = ± iVîi — ^ VI --- ■''- Crt5 7F. Le point X est dans la région (G|,C, Do' |x|>K |,_x|>i, |x|<|i-x!,
v/xo y/i — X = I, x(x) = x'(xo) /xo, x'(x) = [x(xo) rp Jx'(xo)] v/x^,
X(Xo)\/xo
«x'(xo) v^xo
-1 —1 ^i — ' las. 1 v^l _ .
iV^I— '3 ^V'I '3
II) =± r^i — -/;3, 113= r^i,
El = £2, E2 = £3, E3 = £1,
v/ei — E3 = f /ei — £3 \/i — X, v/e2 — i':3 = — i /^i — £3,
V^Ki — E2 = ± ^£1 — £3 /■'<•
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Cas V. Le point x est dans la région (CqC, D, ) :
lx|<., |,_xi<i, |x|>Ii-x|, _ „ I — v^x
Xq — I X, po = nr- J
x(x) = x'(xo), x'(x) = x(xo),
X(i.o) ïX'(Xo)
l /sl - - E.-î t /Sl — £3
"1 = — ■^(3, "3 = -Tii,
El = £3, K-, = î,, K, = £|,
\/ei — K3 = i /s] —- Î3, \/t2— «3 = — f v/-l — £3 /' — "''m
V^Kl — 1:2 = « /'I — ^3 //-
C^5 F/. Le point x est dans la région (C'^C) Dj) :
|x|>i, |i_xi<i, Ix|>!i — x|,
(/x v/i — xo = I,
x(x) = /i — Xo[x'(xo)=h tx(X(,)], x'(xo) = v/i — '^ox(xo),
x(xn)v/i — x„ • x'(xo)v/i — Xq
iîi = — W3 = 7— j Q3 = w, zp W3 = ■ — ;
j/si — £3 V^^i — £3
ili = — fl3, "3 = ru q=T,3,
V^Ei — E3 = i /îi — ^3 v/"''-j v/e2 — K3 = ± v/£i — £3 y/i — X,
Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas V et VI, la convergence des séries est la même : il suffira d'employer dans un cas et dans l'autre une seule et même transformation.
Les quantités ^E, — E3, y^Ea — E3, y^E, — E2 sont entièrement déterminées (XXXVI3) dès que l'on a fixé le sensde\/a|, qui peut être choisi arbitrairement. On pourra les exprimer au moyen de ^e, — £3, y/x, ^i — X, dans les six cas, dès que l'on aura fixé le
sens de la première de ces quantités, ce qui fixe le sens de v/<j>ii comme on l'a vu au n° 532; on n'oubliera pas que y/sj — eg doit être une racine carrée de ^/t^ — £3 : les expressions cherchées s'obtiendront aisément ensuite au moyen des résultats du n° 532, des formules (CXXII9) où l'on fera ^^ = o et enfin des formules (XXXVI3).
564. Il y a, dans la pratique, deux cas particulièrement intéressants : celui où les trois nombres S), £21 £3 sont réels et celui où, l'un de ces nombres étant réel, les deux autres sont imaginaires conjugués. Dans ces deux cas y^ et y.'i sont réels; inversement, si Y2 et Ys sont réels, on est nécessairement dans l'un de ces deux cas.
Dans le premier, x est réel et, s'il est compris entre o et j , X et x' sont réels, positifs; il en est de même de q, qui est, en outre, plus petit que i. Si x est compris entre o et-, on sera dans le cas I, et l'on appliquera donc les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas I. Comme on a
pi- '~^ _^ =r= 0,086427 < -, 5r<e-iï<o,o432i5< —,
les séries seront très convergentes. Si x est compris entre 7el i, on sera dans le cas V; on posera donc
et l'on appliquera les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas V.
On peut toujours supposer qu'on soit dans un de ces deux cas, en rangeant e,, £0, £3 dans un ordre convenable (n''557); cet ordre revient ici à prendre soit £1^ £2 > £3, soit £3]> £0 > £». Nous conviendrons de faire toujours la première de ces deux hypothèses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules (CXXIII) et (CXXIV) placés à la fin de l'Ouvrage, la reproduction des formules ainsi obtenues qui sont d'un usage fréquent; les quantités réelles et positives y sont mises en évidence.
Toutefois, en adoptant les conventions du n" 545, on peut traiter aussi le cas où x étant réel est positif et plus grand que i, ou bien est négatif. Si l'on a 2 >> y. >> i , on est dans le cas VI; mais.
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comme on l'a fait observer, la convergence des séries est la même dans les cas V et VI ; rien n'empêchera donc d'adopter la transformation du cas V : pour cette dernière transformation, j^o et Q seront négatifs. Si l'on a x > 2, on est dans le cas III; on adoptera alors la transformation de ce cas III, [Sq et Q seront réels et positifs. Supposons enfin que x soit négatif; si l'on a — i «< x «< o, on sera dans le cas II et l'on appliquera la transformation du cas 1; on posera Xo = x ; ^o et Q s'feront négatifs; si, enfin, on a x << — 1 , on appliquera la transformation du cas IV; ^o etQ seront positifs.
565. Si, yo et Y3 étant réels, deux des nombres s,, So? ^s sont imaginaires, on prendra pour £3 la racine réelle et pour s, = A -f- Bt celle des deux racines pour laquelle le coefficient de i est positif; on aura alors £3 := A — Bf, £2 = — 2A, et, par suite,
La partie réelle de x étant-» x et i — x seront des imaginaires conjuguées; de même X et x', de même encore w, et 0)3 : on a, en effet,
y/s, — £3 = y/ïB i — e ^ \J-). B ;
donc
v/2 B sl-i
On peut fixer (n'' 520) pour y/£, — £3 celle des deux déterminalions du radical que l'on veut; il en est donc de même de y/2 B; on prendra sa détermination arithmétique. Si l'on se reporte maintenant aux remarques qui ont été faites au n° 523 sur la position des points X, x', on reconnaît de suite que les droites que l'on désignait alors par OA, OA'font avec l'axe des quantités positives, dans le cas actuel oii x est situé sur la droite D, des angles moindres que -, et l'on voit ainsi que l'argument de x(x) est
compris entre o et 7 si A est positif, entre o et — 7 si A est négatif; dans le premier cas, l'argument de co, est compris entre o
et — -, dans le second entre — 7 et '\ dans les deux cas, la
partie réelle de w, est positive, le coefficient de i est négatif. Ce coefficient est, en valeur absolue, plus petit que la partie réelle dans le premier cas, plus grand dans le second.
Les nombres w, et toj étant imaginaires conjugués etya, ya réels, 7)4 =î;(w,; Y2,Y3) et 7)3 = ^(^3 ; Y2, Ya) sont aussi imaginaires conjugués.
566. Pour effectuer les calculs on n'a qu'à appliquer les Tableaux précédents. Mais on peut aussi suivre une autre marche particulièrement avantageuse dans le cas actuel.
Observons d'abord que, le point x étant sur la droite D, les cinq DOints > -j > 1 — X, — seront sur la circonrerence du
cercle Co, sur celle du cercle C(, ou sur la droite D elle-même, comme il résulte du Tableau du n° 569. Si nous désignons par x, l'un de ces points situés sur la circonférence du cercle Cj, le point I — X, sera situé sur la circonférence du cercle Co ; il en sera donc
de même du point y/i — x,, et, par suite, la quantité
Pi =
sera purement imaginaire ; mais alors la quantité Q, définie commi étant la somme de la série convergente (CXXI4),
IH't)
sera elle aussi purement imaginaire. L'avantage qu'il jaàcalculer avec des quantités purement imaginaires pour former les diverses constantes dont on a besoin et les fonctions 2» est évident; il sera d'ailleurs aisé, une fois ces constantes et ces fonctions auxiliaires connues, de passer au moyen des transformations linéaires, aussi facilement que dans le cas général où le point transformé était toujours dans la région (CoC,Do), aux constantes et fonctions qu'il s'agit finalement d'obtenir. Toutefois, comme le point X, n'est plus nécessairement dans la région (CqC) Dq), on pourrait craindre que la convergence de la série qui définit Q au moyen de pi ne fût plus très rapide; nous montrerons qu'elle est encore bien suffisante pour les besoins des calculs numériques.
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567. Il est nécessaire de distinguer le cas où le point x est audessous de l'axe des quantités réelles, et celui où il est au-dessus. Dans le premier cas, A est négatif, £3 et, par suite ys, est positif; dans le second cas, $2 et ya sont négatifs.
Supposons d'abord que nous soyons dans le premier cas. Les points O, T, L de l^Jig. 3 représentent respectivement les points o, I, -du plan (S). On a figuré les deux cercles Cq, C| qui se coupent en E, E'; la droite D n'est autre chose que la droite EE'. Soit M le point x; soit M' le point symétrique de M par rapport à L, c'est-à-dire le point 1 — x; soient Pet Q' les points où les droites OM, OM' rencontrent le cercle C,, Q et P' les points où
Fig. 3.
les droites IM, IM' rencontrent le cercle Col la figure PQ'P'Q est un rectangle dont le centre est en L; on reconnaît de suite que les points P, Q', P', Q représentent respectivement les points
— — , -, — —, ^'~^ : les points P et O' sont sur le cercle Ci ; on I — X X X — i y. ^ ^
pourrait prendre arbitrairement l'un de ces deux points pour le point X,; en prenant x,= —^, on a à faire une transformation du
cas IV; en prenant x,= -» une transformation du cas III. Nous nous
placerons dans ce dernier cas ; x, est alors en Q', i — x, en Q ; l'argument de I — X, est l'angle dont il faut faire tourner 01 pour l'amener sur OQ; il est négatif, compris entre o et — | si M est audessous du point E, entre — ^ et — 71 si M est compris entre E et L (c'est le cas le plus désavantageux); nous le représenterons par
— 2<]>, ^ étant un nombre positif compris entre o et - ; désignons
pour un instant par a la valeur absolue de l'argument de x,, ou l'angle lOM égal à l'angle OIM; puisque le triangle lOQ est isoscèle, son angle au sommet 2 «]> est égal à t — 2 a ; on aura donc
tang6 = tang Ç^-ctjrr. —1- ,
et cette formule, puisque «]> est compris entre o et -> permettra
de calculer tj; sans ambiguïté; on voit, sur les valeurs de £3 et £3 (n" 566), que <\i peut être défini comme l'argument positif et moindre que ■rc de £2 — £3 •
Puisque l'argument de 1 — x, est — 2'h, celui de (/i — x, sera
— - et l'on aura
2 = y8ji.a„„4
la valeur maximum de tan": - correspond à la valeur limite •} = -; on s'en approche indéfiniment quand le point M s'approche indéfiniment du point L, car alors le point Q s'approche du point — I ; il n'est pas difficile de reconnaître que la valeur
limite de - est e ^ = 0,2078. . .; il nous suffira de remarquer que, dans tous les cas, tang^ est inférieure à tang^" =y/2 — i=o,4i4--
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et que la somme de la série^ o„ (^ tang ^ j est inférieure à
(),?.i comme on le reconnaît de suite en se bornant au premier terme. Par conséquent, le nombre réel et positif? sera inférieur à Y^, et la rapide convergence des séries est encore assurée.
068. Connaissant Q, on a|ypliquera les diverses formules établies aux n'"* 561 à 563, pour une transformation linéaire quelconque, dans le cas III, en ajant soin de prendre le signe inférieur partout où il y a un double signe. Ces formules ont été reproduites dans le Tableau (CXXV) que l'on trouvera à la fin de l'Ouvrage.
On voit d'abord que a, et H, seront réels; on a en effet (n" 563)
tOj rr= Q, — «3, Tji r^ II, — II3,
0)3= ii:i, r,3=z II3,
et (I),, (O3 sont imaginaires conjugués, ainsi que r,,, r,,-, (n° 566). La réalité de iii n'apparaît pas sur la formule (CXXIIg)
v/ei— Es •■'- /e, — Es '^ /xy/ei — £3 ^' Jt J^J^^
mais il est aisé de transformer cette formule en partant de ce que Q, est réel et même positif (n" 565). La racine carrée de û, étant
Tii
réelle, il en est de même du quotient de 2*3(0 [t) par e* y/x; ce quotient ne change donc pas quand on y change i en — f ; mais alors, puisque Q est purement imaginaire, 2r3(o|T) se change en ."^..(oIt), comme on le voit par les formules (XXXVl,); d'ailleurs y X se change en y 1 — ^ x; on a donc
273(oIt) Srjo|T) &3(o|T) + 2rv(o|T) aâaCoUr)
la derni«'re égalité résultant de la formule (XL| }; finalement, on a
•>tTr2r2(ol4T)
/El —HJ
T. el M. -III.
Sous cette forme, on voit bien que Q, est réel et positif, puisque le numérateur est réel et positif, ainsi que le dénominateur, qui est le produit du nombre réel et positif y/aB par le carré de la somme de deux nombres imaginaires conjugués. On choisira pour y/û, la détermination arithmétique.
De la formule
on déduit, en donnant au logarithme sa détermination principale
d'où
logQ = —TZ —)-~ = -Kl — X(Xi) Qi
l0g-=--l0gQ= — —
puisque -r est un nombre réel et positif, log- est aussi un nombre réel et positif; cette formule fournit donc un moyen simple de calculer le nombre — ^. — - et par suite a.,. On avait déjà démontré au n" 565 que ce nombre, qui n'est autre que —^. — -■, était réel et positif.
Il convient aussi d'observer relativement à la quantité {/q qui
figure dans les séries ^, qu'en adoptant pour iV ^ la détermination réelle et positive, on doit supposer (XXVIII3)
Les autres formules du Tableau (CXXV) s'entendent d'ellesmêmes.
569. Lorsque A est positif on pourrait calculer <{;, j3,, Q par la même méthode; <!/ serait alors négratif, ainsi que ^, ?: dans le calcul précédent, les résultats finaux devraient donc être modifiés. Nous allons indiquer une marche un peu différente qui permet d'obtenir des nombres analogues, mais positifs.
Observons d'abord que la /ig. 3 convient encore au cas actuel.
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mais en l'interprétant autrement. On regardera le point M' comme figurant x et le point M comme figurant i — x; les points P, Q',
P', 0 représentent alors -, -, — ; — , Les points P et Q'
sont sur le cercle C4, c'est l'un d'eux qu'il faut prendre pourx, ; nous choisirons encore le point Q', et nous désignerons maintenant par — 10 l'argument de i — x, , o étant un nombre positif compris entre o et -; on aura alors tangcp = — au lieu de tang'} = -—TT- ; en sorte que si l'on convenait de regarder J> comme
un angle positif, plus petit que 7t, défini toujours par cette dernière égalité, cp serait égal à t — '}.
Le calcul de ^(,Q, ^Q, Q\, ^i se fait exactement comme dans le cas précédent, si ce n'est que d» doit partout être remplacé par ?p.
On a fait la transformation du cas IV, x, = Comme le point x
est au-dessus de l'axe des quantités réelles, on a
wi — $23, r^i = H3,
103— — Q1H-S23, r,3 = — Hi-i-Hs;
12, et H, sont alors purement imaginaires; -^ est négatif (n"565).
Une transformation toute semblable à celle du cas précédent permet d'ailleurs de mettre û, i sous la forme suivante, qui met en évidence le caractère réel et positif de ce nombre,
9,71^1(0 Ut)
/ni^e* yz
On choisira pour y/a,f la détermination arithmétique.
Les autres formules du Tableau (GXXVI) placé à la fin de l'Ouvrage s'entendent d'elles-mêmes.
CHAPITRE VIII
I. — Représentation de la fonction inverse de sn u par une intégrale définie.
570. L'équation z =^ 'snu définit u comme une fonction implicite de z; cette fonction peut être représentée explicitement par une intégrale définie.
Rappelons d'abord que à chaque valeur de s il correspond une infinité de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs de u comprises dans une même classe sont congrues modulis J^K, 2ïK'; la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes différentes est congrue à 2K. Chaque racine de l'équation (en u), z = snu, est simple, sauf dans le cas où elle annule la dérivée de snw, ce qui ne peut avoir lieu que si le point z coïncide avec
l'un des points ±1, —r, que nous supposerons marqués dans le plan de la variable z et que nous désignerons sous le nom de points critiques.
Soit (A) une aire limitée par un contour simple et ne contenant aucun point critique; soit Zq un point situé à l'intérieur de (A); soit enfin Uo une solution quelconque de l'équation Zq=^ snuo. Il résulte de la théorie des fonctions implicites (n° 357) et de ce qu'on vient de dire, qu'il existe une et une seule fonction '^{z) satisfaisant aux conditions suivantes : la
fonction d'(:;) est holomorphe dans ( A) ; dans (A) elle rend sn?/ identique à z quand on y remplace u par 4'(^) 5 enfin, elle se réduit à u^ pour 2 = 5o. Il est clair que toutes les fonctions que l'on obtient en ajoutant un nombre entier de périodes 4^^, ii)kl aux fonctions ^{z)^ aK — 4/(5) jouissent des deux premières propriétés et qu'elles sont les seules fonctions analytiques qui, mises à la place de u dans la fonction sn^^, la rendent identique à z.
Si donc on considère une courbe (Z) du plan des ^, partant de So et ne passant par aucun des points critiques, on voit, en fractionnant convenablement cette courbe, qu'il existe une fonction analytique et une seule, M = di(2), régulière en tous les points de (Z), vérifiant en tous ces points l'équation ;; = sn m, prenant enfin la valeur «0 au point de départ ;;o ; toutes les fonctions analytiques qui vérifient l'équation 5 = su m aux différents points de (Z) s'obtiendront en ajoutant un nombre entier de périodes à l'une des fonctions J> (5), 2K — <|'(^)*
En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant u comme
égal à ^(^),
du I I
dz cnwdna J^ z'^ ^ i A'
si l'on choisit pour chacun des radicaux y/ 1 — ;3^ , \/ \ ■ — k'^z-, celle des déterminations qui est égale à cnî^, dnw. Il importe de montrer que cette égalité subsiste quand on se place, pour définir les radicaux, à un point de vue un peu différent.
(Considérons un point quelconque;:) de la courbe (Z) et la valeur correspondante i/i = 'i>(^,); attribuons aux radicaux \J \ — z'\^ \l V — k'^z\ les valeurs cn/^i, dn^^, et supposons que le long de la courbe (Z), en partant du point ^,, soit en avant, soit en arrière, on définisse par continuation les radicaux y/ 1 — i;-, sj \ — k'^z-\ cela pourra se faire sans ambiguïté, puisque la courbe (Z) ne
jiasse par aucun des points critiques dr 1, ±7.; tout le long de
(Z), si l'on regarde a comme égal à ^(s), les quantités cnw et dnw, dont les carrés restent toujours égaux à 1 — z'^ , i — k'^ z'-^ resteront respectivement égales à y/ i — 5^, y/i — k'^z'^^ ainsi qu'il résulte de la continuité. En adoptant ces définitions pour y/i — 3=*,
k'^z^, on aura donc encore, tout le long de (Z)
du I
On en déduit, en se reportant à la définition de l'intégrale définie prise le long d'une courbe, l'égalité
Mo
l'intégrale est prise le long de la courbe (Z) à partir du point s,> jusqu'à un point quelconque z de cette courbe, et c'est ordinairement pour le point de départ ^o que l'on fixe le sens des radicaux. Telle est l'expression à laquelle nous voulions parvenir, qui représente, au moyen d'une intégrale définie, une solution de l'équation z = snw.
Quoique cette conclusion subsiste évidemment, en vertu de la continuité, lorsque la courbe (Z) vient aboutir à un point critique, nous continuerons de supposer pour le moment qu'aucun point de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z).
571 . Si, en conservant les points de départ et d'arrivée z^^z on remplace le chemin d'intégration (Z) par un autre chemin d'intégration (Z) ), ne passant par aucun point critique, on obtient encore évidemment une solution de l'équation ^ = snM. On peut d'ailleurs obtenir n'importe quelle solution en choisissant convenablement le chemin (Z,) : en effet, soit u^ une de ces solutions; dans le plan de la variable «, joignons le point u^ au point m, par un chemin quelconque (Ui ), qui toutefois ne passe ni par un zéro de sn'w, ni par un pôle de snw, et prenons pour chemin (Z, ) le chemin que parcourt le point 2 = sn^^ lorsque le point u parcourt le chemin (Ui); ce chemin (Z,) sera fini et ne passera par aucun des points critiques ; d'après ce qui précède, l'expression
r dz
où l'intégrale est maintenant prise le long de (Z) et où les radicaux sont continués le long de ce chemin, en partant des mêmes valeurs initiales que dans le cas précédent, est égale à W).
Dans le cas où les deux chemins (Z), (Z, ) sont compris à l'intérieur d'une aire telle que (A), il faut, puisque la fonction ^j>(s) est liolomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux intégrales soient les mêmes.
572. La fonction inverse de sn;^ étant ainsi mise sous la forme d'une intégrale définie, on verra, dans le paragraphe suivant, comment le calcul de cette intégrale définie peut s'effectuer, quand le chemin d'intégration est donné, au moyen de séries convergentes. Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de l'étude directe de cette intégrale, étude qui, dans le cas où tout est réel, a été historiquement l'origine de la théorie des fonctions elliptiques et qui, dans le cas général, peut se faire aisément au moyen des théories de Caucliy. Par exemple, la propriété qui vient d'être signalée, relative au cas où les deux chemins (Z), (Z,) sont compris dans une aire (A), résulte immédiatement de la propriété fondamentale des intégrales prises entre des limites imaginaires.
Nous allons indiquer comment on peut, en général, étudier l'influence du changement du chemin d'intégration, en nous bornant, ce qui suffit évidemment, au cas où z^ est nul.
Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas général, où k est imaginaire.
Imaginons quatre lacets partant du point o et entourant les points critiques. Chacun de ces lacets est formé d'un segment de droite oa, parlant de o, se dirigeant vers le point critique, et se terminant en a, avant d'arriver à ce point, à une distance infiniment petite; puis d'un petit cercle, passant par a, décrit du point critique comme centre. Décrire le lacet, c'est partir du point o, suivre le segment de droite oa, tourner autour du point critique en suivant la circonférence du cercle, puis revenir au point o par le segment de droite. Il résulte du théorème de Cauchy que tout chemin partant de o et aboutissant au point z donne pour l'intégrale la même valeur qu'un chemin composé d'un certain nombre de lacets, aisé à déterminer dans chaque exemple, et d'un chemin arbitrairement choisi partant de o el aboutissant k z; on prend pour ce dernier chemin le segment de droite, qui va de o à c, lorsque ce segment ne contient aucun point critique.
11 est bien enlendu que lorsque le chemin d'intégration (qui ne doit passer par aucun point critique) est fixé, on suppose, pour spécifier le sens de l'intégrale, que les radicaux ont une valeur déterminée (±i) pour z^^o, et que le long du chemin leur détermination résulte de la continuation.
Nous allons d'abord calculer les valeurs de l'intégrale prise le long des lacets, en supposant que les radicaux aient la valeur + I à l'origine.
Considérons le lacet relatif au point critique f- i. En suivant le segment oa, on obtient d'abord une intégrale qui est infiniment voisine de
r^_ dz _ n d^
Jq V^l — 52 y/l — ^2^2 Jo /i — ^2si„2çp'
cette dernière intégrale est précisément celle dont l'étude a été l'objet essentiel du Chapitre précédent ; en employant les notations de ce Chapitre, on la désignera par li.(k^). Il convient actuellement de regarder le nombre k- =r. x comme une donnée;
si, dès lors, on prend pour t la valeur t r=rr — - , on a, comme on
l'a vu, X=— K, x'=:K.'; c'est ce que nous supposerons désormais.
On doit ensuite décrire, dans un sens ou dans l'autre, le petit cercle, dont nous désignerons le rayon infiniment petit par p; on reconnaît immédiatement, au moyen de la substitution 5 r=z I -I- pe'?, que l'intégrale est infiniment petite; lorsqu'on a fait le tour du cercle, l'argument du facteur i — z a varié de air, ceux de I -h 5 et de I — k- z- n'ont pas changé, le radical a donc changé de signe; lors donc qu'on parcourra une seconde fois, en sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de l'intégrale sera, à un infiniment petit près, égale à K, comme la première fois.
En résumé, et puisque l'intégrale, prise le long de tout le lacet relatif au point critique i , ne dépend pas du rayon p du cercle, elle est pour tout ce lacet égale à 2K.
Passons au lacet relatif au point • Un raisonnement tout pareil
montre que, pour ce lacet, la valeur de l'intégrale est égale au double
de celle de l'intégrale
dz
Faisons, dans cette dernière intégrale, la substitution z :== -"7 qu iTultère pas le caractère rectiligne de l'intégration ; on aura
'M dz _ I ' /^' ^-^
les radicaux qui figurent dans la seconde intégrale ont toujours la valeur +1 pour ^'=0 : cette seconde intégrale est donc, en adoptant encore les notations du Chapitre précédent, égale à
X ( ^ ) . D'après les formules (CXX,), cette dernière quantité est
égale à ^'k^^[X{k^) zii iX'{k-)], où la partie réelle de \/k- esl supposée positive, et où l'on doit prendre le signe supérieur on le signe inférieur suivant que le coefficient de / dans k- est positif ou négatif; la détermination spécifiée de y//:- est égale à k. pour la valeur choisie de 7 (CXIX4). La valeur de l'intégrale pour
le lacet relatif au point j est donc 2K zn 2/K',
La valeur de l'intégrale pour les lacets relatifs aux points — i , — T est respectivement égale à — 2K, — 2K.±:2 iK.'.
573. 11 nous reste à examiner le cas où A' est réel. Nous nous bornerons à quelques indications relatives à la supposition o < /c < I ; il est alors nécessaire de modifier le lacet relatif au
point 7» pour éviter le point critique i. On composera le lacet
d'un segment de droite allant du point o à un point a infiniment voisin du point i, d'un demi-cercle aa' situé dans la partie supérieure du plan et décrit du point i comme centre, d'un segment
de droite a."^ allant jusqu'à un point ^ infiniment voisin de^>
d'un petit cercle passant par ^ et décrit du point j comme centre,
enfin du chemin déjà décrit ^a'ao.
25o CALCUL INTÉGRAL.
La seule difficulté consiste à évaluer l'intégrale rectiligne prise entre les limites a! et §. On observera tout d'abord que, en parcourant le demi-cercle aa', l'argument du facteur i — z diminue de 7î, tandis que ceux des facteurs i + «s, i — k"^ z- ne changent pas; il résulte de là que la valeur du radical le long du chemin a'^ est égale à — i\i'z'^ — i \' \. — k'^ z'-. où l'on entend pary/^^ — i, y/i — k'^z'^ les déterminations positives de ces racines. L'intégrale rectiligne que l'on veut évaluer entre les limites a' et |3 est donc infiniment voisine du produit de i par l'intégrale
dz
or cette dernière intégrale, dont la valeur est réelle et positive, se transforme par la substitution réelle
dans l'intégrale réelle et positive
dv
qui est égale à x(/i'^), c'est-à-dire à K'. On trouve ainsi que l'intégrale envisagée, prise le long du lacet relatif au point critique T j est égale à 2K -j- ii¥J ; on trouverait de même que cette
intégrale, prise le long du lacet relatif au point critique — 7, est égale à — 2K — 9.i¥J .
Ces résultats pourraient d'ailleurs aussi se déduire de ceux du cas général où t est imaginaire par un passage à la limite qui, toutefois, demande quelque attention.
En résumé, les conclusions établies pour le cas général subsistent dans tous les cas.
574. Il importe de ne pas oublier que, d'après ce qui précède, lorsqu'on a parcouru un lacet et qu'on est ainsi revenu au point o, un des radicaux et un seul a changé de signe. Il résulte de là, en
parlicuHer, que si l'on parcourt une seconde fois le même lacet en gardant la nouvelle détermination des radicaux, on obtient pour ce second parcours une valeur de l'intégrale égale et de signe contraire à celle qu'avait fournie le premier parcours, de sorte que si le chemin d'intégration comprend deux fois de suite le même lacet, cette partie du chemin peut être supprimée. De même, si l'on parcourt successivement deux lacets différents, en partant par exemple de la valeur + i attribuée aux deux radicaux, la valeur totale de l'intégrale prise le long du chemin formé par ces deux lacets est égale à la différence entre la valeur calculée plus haut pour le premier lacet et celle calculée plus haut |)our le second lacet.
Nous sommes à même, d'après ce qui précède, d'évaluer la valeur de l'intégrale prise le long d'un chemin composé uniquement de lacets. Si le chemin est composé d'un nombre pair de lacets, on revient au point o avec la même valeur pour le produit des deux radicaux, et l'on reconnaît sans peine que la valeur de l'intégrale est de la forme 4^*^^ + 2/i'/K', où n et n! sont des entiers qui dépendent de l'ordre dans lequel on parcourt les lacets. Si le chemin est composé d'un nombre impair de lacets on revient au contraire au point o avec l'un des deux radicaux changé de signe, et la valeur de l'intégrale est de la forme 2K-j-4'iK+ in'i¥J. Dans les deux cas, on peut d'ailleurs toujours déterminer l'ordre de ces lacets de façon que n et n' prennent des valeurs entières quelconques prescrites à l'avance.
Si l'on considère maintenant la dittérence des valeurs de deux intégrales de la forme
r dz
oii les limites sont les mêmes, mais où les chemins d'intégration diffèrent, on voit de suite que celte différence peut être remplacée par une seule intégrale où le chemin d'intégration part de o pour aboutira o, c'est-à-dire par une de ces intégrales que nous venons de calculer.
L'évaluation de l'intégrale, pour un chemin d'intégration quelconque, est ainsi ramenée à celle de cette intégrale pour un chemin arbitrairement choisi, au calcul de K, K' et au calcul des nombres
entiers n^ /i', que nous avons appris à déterminer dans chaque cas particulier.
Les propriétés de l'intéffrale / , — r , que nous
venons de retrouver par la méthode de Gauchj, jointe à ce fait que l'équation différentielle
permet de définir z comme une fonction holomorphe de u ('), fournissent les éléments essentiels d'une théorie de la fonction sn;^. Elle serait l'analogue d'une théorie de la fonction sinu, qui
serait fondée sur les propriétés de l'intégrale / -j—^^— > et qui,
ainsi, procéderait dans l'ordre inverse de celui qu'on suit habituellement dans la théorie des fonctions circulaires.
575. Ces résultats se généralisent immédiatement. On a prouvé que toute fonction doublement périodique du second ordre /(m) vérifie une équation différentielle de la forme
(■-r-) =R(^), où R(s) désigne un polynôme du troisième ou du
quatrième degré en z. Il résulte de là tout d'abord que la fonction
fournira la fonction inverse de f(u), fonctic
inverse dont les propriétés peuvent être déduites soit des propriétés supposées connues de la fonction f{u), soit de l'étude directe de l'intégrale. Si Ji{z) est de la forme 4^^ — g-2^ — g'^i on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par l'autre, les propriétés de la fonction inverse de pu.
- est d'ailleurs toute pa-
reille à celle de l'intéffrale / ^___ , r- les points critiques
sont alors les racines de l'équation R(-5) =^ o. On est amené à
)nction
(') Cette belle proposition, que nous nous contentons d'énoncer, est due à Briot et Bouquet. Leur démonstration a été complétée sur un point important par M. E. Picard (Bulletin des Sciences mathématiques, p. ig\; 1887).
introduire trois ou quatre lacets partant de Zq et entourant les points critiques, suivant que K{z) est du troisième ou du quatrième degré. Bornons-nous à ce dernier cas; la seule différence importante avec le cas particulier que nous avons étudié consiste dans la nécessité d'établir la relation a — P+Y — 8 = 0 outre les valeurs des intégrales relatives aux quatre lacets. Cette relation, évidente dans notre cas particulier, s'obtient en partant
de ce que l'intégrale / ,Jl > prise le long d'un cercle de ravon
1 *= J s/Riz) ^ ^
infini, est nulle; elle permet de montrer que les valeurs diverses que peut acquérir l'intégrale / -7= sont comprises dans deux
classes; les valeurs d'une même classe sont congrues, modulis 2 (a — ji), 2(a — y) ; la somme de deux valeurs appartenant à deux classes différentes est congrue à 2a. Cette proposition, jointe à la
propriété de l'équation différentielle (^) = R(^) ^^ définir z comme une fonction univoque de w, permet de montrer que cette fonction est une fonction doublement périodique, quel que soit le polynôme R(^), supposé toutefois sans racines égales.
Cette dernièi^e propriété sera établie, dans le prochain Volume, d'une façon toute différente, en restant dans l'ordre d'idées qui nous est habituel.
II. — Évaluation de u connaissant sn« ou p
o76. Nous allons maintenant résoudre simultanément les deux c|uestions suivantes :
1" Effectuer au moyen d'une série convergente le calcul de
l'inléerale C — ^' - — prise le long d'un chemin déter-
X. \/i — z^ v/« — A'^-s* rainé (Z) ne passant par aucun des points critiques.
2" Étant données deux valeurs concordantes z et z' de snu et de sa dérivée sn'w, c'est-à-dire deux valeurs z, z' liées par la
(') Voyez ScuwARZ, Formules, etc., p. (i;.
relation z'^ = {i — s2)(i — k-z^), trouver une valeur de u qui vérifie les deux équations ;; = sn u, z =- sn'u.
Nous supposerons tout d'abord que l'on a | /r | << i et nous prévenons, une fois pour toutes, que le radical y/ 1 — k'-z'^ sera regardé comme ayant la valeur i pour 5=0, et ses déterminations successives le long du chemin d'intégration comme en résultant par continuation. Quant au radical y/i — z^, nous ne spécifierons pas d'abord sa détermination, mais il est bien entendu que celte détermination devra aussi, le long du chemin d'intégration, résulter par continuation de la valeur initiale.
Avec le rayon r , du point o comme centre, décrivons un cercle T; à l'intérieur de ce cercle, y/r — A^^^ gg^ ^^g fonction holomorphe (dont la partie réelle est toujours positive), et l'on a
Supposons que le chemin d'intégration (Z) qui ne passe par aucun point critique reste tout entier à l'intérieur de F, ce qui implique la condition | kz | ■< 1 pour la limite supérieure de l'intégrale. Divisons les deux membres de l'égalité précédente par y/i — z- et intégrons le long de (Z) entre les limites o et c, ce qui est évidemment permis; nous aurons
dz
r dz r dz k^ r z^-dz
r) dz
v/r^^:?Jg.(-)v/r^^].
(') En faisant tendre z vers i, par valeurs positives, on trouve aisément
OÙ l'on a posé
On en conclut
î««rfx5 1.3. . .(an — 0 r r" dz
r z^'^dz _ i.3...(2n — i) r /"- c?z X Vr-=^2~ 2.4...2n [j^ ^rZT^
Qn(z)s/i
Cette relation, sous la supposition l/i|<; i, permet de transformer la série de manière à obtenir la relation
où «(,«21 • • • désignent les mêmes coefficients et )v(ar) la même fonction qu'au n° 536.
La série qui figure dans le second membre peut être regardée comme une série à double entrée dont le terme général serait
a» ^^'V' h c ^'^" z-^~* , V prenant les valeurs 1,2, .... oc. Cette
av — i
série est absolument et uniformément convergente pour tous les points z situés à l'intérieur et sur la circonférence de F. Si, en effet, on pose | A" | = p, /i =: v -f-p, son terme général est, en valeur absolue, inférieur ou égal à
- -4. . •^^V-.)^,._,.^.^^^^^^^-4...(av-2) p,^^._
Or, la série à termes positifs
ap+,-f- -«;,+,+ — a„+3 + - . .-4- 3.5...(2v_i)''^^^"^-- *
est convergente, comme il résulte immédiatement de la règle de Gauss relative au rapport d'un terme au précédent; désignons-en la somme par A^,^,; comme «^+, est plus petit que Up, il est clair que A;,+, sera plus petit que A^; dès lors, il est manifeste que la série à termes positifs
Aip -4- A2P*-!-.. .+- A,jp2«-i-H. ..
est convergente, puisque l'on a p < i • La somme de cette série est
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supérieure à la somme d'autant de termes que l'on voudra, pris dans la série à double entrée
et la proposition énoncée est donc démontrée.
On en conclut que la relation obtenue subsiste quand le chemin d'intégration vient aboutir en un point z de la circonférence du cercle F.
577. Supposons maintenant que, pour 2r=:o, y/i — z^ soit pris égal à I et considérons l'identité
la quantité iz-\- \ji — z"^ ne s'annule pas; dès lors, on peut supposer que les fonctions y/i — ^-, log(t3+y/i — z-) sont déterminées le long du chemin d'intégration parleurs valeurs initiales -h I, o, puis par continuation, et l'on aura
578. Il est aisé de voir, en partant des propriétés de la fonction sin^, que le premier membre de l'égalité précédente peut aussi être défini comme il suit : Considérons un plan dans lequel on ait pratiqué deux coupures allant, l'une de + i à -f-oo par l'axe des quantités positives, l'autre de — i à — oo par l'axe des quantités négatives; arc sin;; peut être regardé comme une fonction holomorphe dans ce plan, fonction dont la partie réelle est comprise entre — ^ - et -! — et qui vérifie identiquement l'équation
sin(arc sin^) — z, dz
le cht
La fonction / — coïncide avec arcsin:; tant qi
d'intégration n'a pas traversé de coupures; elle se change en
— — arcsin^ quand on traverse la coupure de droite et en
— TT — arc sinz quand on traverse la coupure de gauche, de sorte
(ju'en traversant les coupures dans un ordre convenable, on obtient telle détermination que l'on voudra de h fonction inverse de sin^.
La première question posée au début est résolue quand le chemin d'intégration ne sort pas du cercle T.
579. Nous allons jnainlenant établir la proposition suivante : (Quelles que soient les déterminations attribuées au logarithme et au radical y/i — :;-, l'expression
(GXXVII.) u= 4À(/.-2)log(/;; + v/'"-^2)-/7^=^22a,,/t2''(j'„(^)
satisfait à l'équation z = sn u.
En elTet, modifier la détermination du logarithme revient à augmenter u de la quantité
- X ( k- ) 2 Ai 1 71 = 4 rt K,
où n désigne un entier. De même, changer y'i — z- en — y/i — z^ revient à changer log [iz -hy/ i — z-) en
(111 -i- \)tu — log {iz 4-/1 — ^^),
ce qui revient à changer a en (4/^-^-•^•)K — u, où n est un nombre entier.
L'équation (CXXVII,) définit une infinité de fonctions holomorphes de z dans le cercle F. Si, par exemple, on introduit dans ce cercle deux coupures rectilignes allant, l'une du point -+• i jusqu'à la circonférence deF parl'axe des quantités positives, l'autre du point — I à la circonférence de F parl'axe des quantités négatives, il est clair que, dans l'aire F' ainsi déduite du cercle F, les fonctions yi — z-, log(/^4-y/i — Z-) peuvent être définies comme des fonctions holomorphes de z, en regardant les valeurs de V''i — z- et de log {iz^\/t — z-) comme étant respectivement «'•gales à I et à o pour 5 = 0; la partie réelle de y 1 — z- sera alors toujours positive et la partie réelle de -. \og{tz -]- yf i — z-) sera
comprise entre — -et -j- -•
On peut d'ailleurs procéder tout autrement et définir d'une in- T. et M. — III. n
(inité de façons des aires limitées par un contour simple, situées à l'intérieur de F, dans lesquelles la fonction définie par le second membre de l'équation (CXXVll,) soit holomorphe.
Si l'on considère une telle fonction ^F(5), on aura, pouichaque point de la région où elle est définie
sn[V(^)] = z et, par conséquent,
dW(z) I ^ I
dz Sn'W{z) y/i_22^i_/,2-'2'
il suffit de prendre la dérivée de l'expression de ^{z) ou, plutôt, de se reporter à la façon même dont cette expression a été obtenue, pour reconnaître que l'on a
dW(z) I
dz ^iI_22y/i_/,-2-2'
en attribuant au radical y^i — z- la môme détermination que dans W(2).
Si l'on considère maintenant une courbe quelconque qui, toutefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de T, les deux membres de l'équation précédente pourront être regardés comme des fonctions continues de z^ régulières en tous les points de la courbe, de sorte que, en désignant par ^o et z les extrémités de cette courbe, on aura l'égalité
on a ainsi, sous une forme plus générale, la solution de la première question, tant que le chemin d'intégration ne sort pas de T. On voit aussi que, si l'on se donne les valeurs concordantes :;, z' de snw, sn'w et si l'on prend dans ^(^) pour la déterminalion de y/i — s-,
on aura snu = z, sn' n =- 5', en regardant 11 comme égal à ^{z). ijA seconde question est donc aussi résolue quand le point :; n'est |)as en dehors de T.
INVERSION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. - ^Sg
580. Restons toujours dans le cas où l'on a |A'I <; i- JNous avons supposé que le chemin d'intégration ne sortait pas <lu cercle (F) ; nous allons supposer maintenant qu'il ne sort pas (le la région (y) extérieure au cercle de rayon un décrit de o comme centre; les deux régions (T) et (y) ont une région commune, en forme de couronne, dans laquelle conviennent, et le développement que nous venons d'étudier et celui que nous allons établir.
Partons des relations (LXXlïo)
/ •^J■|^ ' 1/ -tris sn'tf
sn ( K ~ t K ) — -, , sn ( M -i- i K ) — — - — — - .
Soient ::, :;' des valeurs concordantes données de sn^^, sn'w, et dont la première est, en valeur absolue, supérieure ou égale à i.
Puisque la valeur absolue de A- 7- = - est, au plus, égale à 1, on
pourra, en appliquant la règle précédente, trouver une valeur de if -h iK' qui satisfasse aux équations
^ kz kz^
• l en déduire la valeur de a qui satisfait aux équations sn a = 2, sn'« = ;;',
(GXXVII,)
-\/'-xi2:-^"'fî"(i)-
.a valeur de 1 1 — p^ est déterminée par l'égalité
dans laquelle on suppose positive la partie réelle de 4 / i — — • La seconde question est résolue.
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581. Pour ce qui est de la première, regardons z comme un point variable de la région (y); la dérivée du second membre de l'équation (CXXVir^) est
~ kF^ ~
où l'on suppose que {/ i ■ ^ est la fonclion de ^, holomorphe
dans (y), dont la partie réelle est positive. Quant à t / i — Tf-i' sa détermination est la même que dans l'équation (CXXVII2). Si donc on considère une courbe ne pénétrant pas en dehors de (y) ; si l'on désigne par ^, (s) une des déterminations du second membre de l'équation (CXXVII2) qui soit continue le long de cette courbe et qui soit régulière en tous ses points, on aura
en supposant que l'intégration ait lieu le long de la courbe considérée : or, le second membre n'est autre chose que (')
dz
si l'on suppose que l'on ait le long de la courbe
On sait donc effecluer les intégrales de la forme
le long d'une courbe déterminée entre ^0 et ^, pourvu que celte courbe ne sorte pas, soit de la région F, soit de la région v; si la courbe a des points dans les deux régions, on la séparera en parties dont chacune soit située tout entière dans l'une des régions, et l'on fera la somme de ces intégrales partielles.
( ' ) Il est à peine utile de faire observer qu'il n'y a pas lieu de tenir compte ici de la restriction imposée à la définition de V' — A-^^- au début du paragraphe.
582. Les séries que nous avons obtenues ne convergent que si l'on a [ A" j <; I , et elles ne convergent rapidement que si la quantité I k\ est très petite; nous allons en déduire, au moyen d'une double transformation de Landen, d'autres séries qui, d'une part, sont très bien appropriées au calcul numérique et qui, d'autre pari, conduisent facilement à la détermination d'une solution des équations j3M= P, p' u = P', où Pet P' sont des nombres donnés concordants, c'est-à-dire liés par-la relation P'- = /^P^ — g^P — ga-
Nous commencerons , en supposant | /r [ < i , \ /xz\'^i, par transformer les résultats du n° 580, en y changeant u en K — n^
. , , cnu d cnu -r^ ^ ,
ce qui chanc;e snu. sn u en -; — -, — ,- -^ Ji,n tenant compte de
^ & 5 dnu du dnu '■
•) K (^e que \ (A-) est égal à ^— et de ce que l'on a, en négligeant les
multiples de 2 7r/,
la formule fondamentale (CXXVII)) devient
u =-^ ^-^ log(z -H i v/r-TTO -^ v/i'^=^^2 ««^"'"^«(^)'
et la valeur de u que l'on vient d'écrire satisfait, quelles que soient les déterminations du logarithme et du radical y/i — z-, aux deux équations
dnw du dnu
où la partie réelle de y/ 1 — k^z- est positive.
Dans les égalités qui précèdent, regardons pour un moment Acomme une fonction de t, et en m, dna comme des fonctions de u
et de t; changeons partout -: en 4":, puis u en ^ (i -f-y/'Â')"'; en
observant que, en vertu des équations (XL, ,2), (LXXIy^g) et de la relation [a) du n"531, on a
en Y^i^-^Sp^YU^^dny^^k'
T. et M. III.
dn[^(i--v//7)M4.] '"
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OÙ b est mis à la place de \J k{4^) = —, nous arrivons aux
conclusions suivantes.
Supposons toujours | è | << i et posons, pour abréger,
^ dnv -^ \/k'
pourvu que l'on ait [ 6-;i | ^i, on satisfera aux équations
oiif'Çv) désigne la dérivée dey"(ç^) par rapport à p et où la partie réelle de ^'i — ù' z'^ est positive, en prenant ç = F (z). Il est bien entendu que, dans l'expression de F(-s), \/i — -s- a la même signification que dans la seconde des équations à vérifier.
583. Pourvu que l'on ait toujours \b-z\'$_i, il est clair que la même conclusion subsisterait si, dans les égalités précédentes, t'était remplacé par v — 2«K'; d'ailleurs le changement de v en ç — 2iK' change dnt^ en — dn^' et ^/(w-) en 7-.- — ; donc, pourvu (jue l'on ait | b^z\ 5; i, on satisfera aux équations
en prenant v~ 2iK'= F(:3); il est bien entendu que, dans l'exj)ression de F(^), y/i — -z'-^ a le même sens que dans la seconde équation à vérifier que nous venons d'écrire. Or, si l'on se donne daç^ l'une des quantités b/(v), j—r — est inférieure ou égale à 1,
en valeur absolue; si donc on se donne pour dnç^ et dn'f deux valeurs concordantes, on pourra toujours calculer i^ au mojen d'un développement 'F(z) dans lequel on a \bz'.'£i, donc \b-z\<Ci- Dans la pratique, où c'est x qui est donné, si l'on prend t= — , b devient la quantité que nous avons désignée dans le Chapitre précédent par [3, quantité dont la valeur absolue
est toujours plus petite que i et peut même être rendue plus petite que —', la série F(;;) est alors rapidement convergente.
581. Le théorème final du n" 382 peut être énoncé sous une forme légèrement diflférente qui va nous être commode.
Si Ton se donne un nombre Çq tel que l'on ait \b-f{çQ)\<i, et que l'on remplace dans F(-;), z par /(^o) et y/i-— ^ ou V/T^=7^) par ^-:^%a^^^, où .^^H;^/^) a sa
partie réelle positive, F(c) prendra une valeur v qui, d'après l'énoncé de ce théorème, satisfera aux équations
dans la seconde desquelles il est bien entendu que y/'i — /'('^'o) a ïe même sens que dans F(5); mais le second membre de cette même équation, en vertu de la détermination attribuée à y i — f'iya)-) n'est
1 — * b f (Vq) ■^ . (.
autre cliose que - , — ; donc on satislera aux équations
en prenant v = F(^), où z doit être remplacé par/(ç'o) et y i — z'^ par , -^ __-^-'
585. Nous transformerons ce dernier énoncé en passant des fonctions su, en, dn à la fonction p par les formules (LXVII). On trouve tout d'abord, en posant p = w y/e» — es,
_ aAH^^snt^cnp _ k^ /e, — e7[i " b^f^(v)]p' "■ ,
Si maintenant on pose ç'o -^ Wov'e» — <?3, on arrive au résultat suivant :
Si l'on se donne le nombre Uo, on satisfait aux équations
pu =-- puo, p'u = p'uo,
en posant u = -^ ^F(:;^, où z et y i — -c- sont déterminés
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par les formules
l ^?3 Mo — A' * ^23 "0 4- V^^'
/-- — _ (i — A-') y/ei — 63 [i — 6^-s^] — P'"o
2^1 — è^^2 (P"o-e2)(p«o — es)
à condition que l'on ait | b'^z | 1 i •
586. Supposons maintenant que l'on se donne non pas Uo, mais bien les valeurs numériques concordantes P et P' de pii^el p'uo-he nombre Uo n'est déterminé par les valeurs P et P' qu'à un multiple prèsde aïo, et de 20)3; nous pouvons le supposer tel que y/ A' ^^^(wo) ait sa partie réelle positive, puisque, si cette condition n'est pas vérifiée pour Uq , elle le sera certainement pour «0 + 20)3 [puisque ^32(^0 -\- ^^3) ^^ — i32(wo)]- Pour cette valeur de Wq,
^32(^^0) sera donné par la détermination de t qui, multipliée
y P — ^2 par y/ A', a sa partie réelle positive. Dans ces conditions, on aura
\bz\$i [el a fortiori \b- z\<C\)^ puisque le point ^'k' ■ !
est plus voisin du point 1 que du point — 1. Nous pouvons donc énoncer la proposition finale que voici :
Si V on se donne deMX nombres concordanlsV et^\on satisfera
aux équations pM =^ P, js'w =: P', en posant u = - . ■ F(:;),
V^ei —es c'est-à-dire
où z et \l \ — z'^ sont déterminés par les formules
VP-
-ez
-ej
VFI
-es
Rappelons encore une fois que les parties réelles de y/'i — b* z'^ et
de i/fiT —z:^^^=: sont positives.
587. Dans la pratique, c'est la valeur de k-:=-x. que l'on donne et l'on peut supposer que x appartienne au plan (S) ; il est alors naturel de prendre, en conservant les notations du Chapitre précédent, T = -^ ; on a vu que l'on a alors
IH
air
On a toujours | ^ { << i , et même j ^ j -< -^ si le point x est dans la région (Co C| Do). Dans ce dernier cas, la série ^ ^n'^'"' Çn (^)
converge très rapidement. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, obtenir une limite supérieure de l'erreur commise en ne conservant dans cette série que les n premiers termes ; l'inégalité I ^;; 1 < I entraîne, en effet, l'inégalité | [3'«(j'«(5) | < j i^ |2«+' g,, (i) ; il résulte de là et de la valeur calculée plus haut, pour ^«(i), que le reste considéré est inférieur en valeur absolue à
i.3...(an-Hi) I pj2«+3 •2.4. ..(2/H-2) I — I P P *
Notre série a été ordonnée, jusqu'ici, suivant les puissances de ^. Dans la pratique, il est plus avantageux de l'ordonner suivant les puissances de s; c'est sous cette forme que les résultats figureront dans le Tableau de formules.
Si le point x n'est pas situé dans la région (CoCi Do), conformément à la marche suivie à la fin du Chapitre précédent, on commencera par lui substituer le point correspondant Xo de cette région, et l'on appliquera d'abord les formules précédentes comme si ce pointxo était le point donné; les séries conservent alors toute leur convergence. Au moyen des formules (CXXll), on peut ne laisser figurer dans les résultats que les données et c'est ainsi qu'ont été obtenues les formules (CXXVIII) du Tableau de formules.
Les simplifications qu'introduit l'hjpolhèse que Y2 et ^3 sont des nombres réels sont d'ailleurs évidentes.
588. Nous avons vu (n"* 583-586) comment, étant données deux valeurs concordantes D, D' de dnw, dn' a ou deux valeurs concordantes P, P' de pu, p' II, on pouvait trouver ?^au moyen de séries très convergentes; u est déterminé à des multiples près de 2K, 4/K' dans le premier cas, de 2(o< , 20)3 dans le second; quant aux valeurs de K, K', w,, (O3 on a appris dans le précédent Chapitre à les obtenir aussi au moyen de séries très convergenles quand on se donne A'^ ou g2i gs- Si l'on se donne deux valeurs concordantes -S, S'desnif, sn'w, il suffira, pour obtenir a, de passer par l'intermédiaire de D, D' au moyen des formules
D' = -A-2Sv/i^=T2,
où l'on choisira arbitrairement la détermination du radical. Ayant trouvé une valeur de u qui fasse acquérir à dn?^, dn' u les valeurs D, D', on sera certain que cette valeur fera acquérir aux fonctions snu, sn' Il soit les valeurs S, S', soit les valeurs — S, — S'; dans le dernier cas on ajoutera alv à la valeur trouvée^ d'une solution des équations sn w = S, sn' u m: S, on déduira toutes les autres, en ajoutant des multiples entiers de 4K.1 2iK.'. Des observations analogues s'appliqueraient au cas où l'on donnerait des valeurs concordantes C, C de cnu, en' u.
589. En terminant ce Chapitre, il convient d'observer que le problème posé au commencement du n° 576, problème qui consistait à évaluer, le long d'un chemin quelconque donné ne traversant aucun point critique, l'intégrale
dz
dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s'il a été résolu dans les numéros 576 et suivants, ne l'a été qu'imparfaitement au point de vue pratique. La série qui, pour|A-|< i, fournit la valeur de cette intégrale ne peut, en effet, être réellement utilisée que si j A-| est petit. A la vérité, on peut toujours ramener
à ce cas, par des transformations convenables, l'évaluation de l'intégrale envisagée comme aussi riniégrale
dz
^^Z^ — giZ — g3
définie d'une façon analogue; mais on ne s'est nullement occupé de l'influence de ces transformations sur le chemin d'intégration, et une pareille étude, possible sans doute sur des exemples numériques, n'est pas sans difficulté dans le cas général.
Si l'on veut n'emplojer que les séries très convergentes dont il a été question dans les derniers numéros, les problèmes relatifs à l'évaluation des intégrales que nous venons de citer ne sont résolus qu'à des nombres entiers près. Occupons-nous, par exemple, de la dernière. Se donner Zq et la valeur initiale du radical, cela revient à se donner les valeurs initiales concordantes Pq, P„ ; b; chemin d'intégration étant donné, on peut suivre, tout le long de ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs concordantes finales P,, V\. Si l'on désigne par Mqj U\ des'valeurs de la variable u qui satisfassent aux équations
}Mlo = Po p'ilo = P'o, pUi = Pi, p'm = P',,
la valeur de l'intégrale considérée sera de la forme
Ui — Uo -+- aniWi-i- 2 «3(03,
où n, et ris sont des entiers qu'il reste à déterminer. Cette détermination, comme on le verra dans un prochain Chapitre, n'ofl'rc pas de difficultés sérieuses lorsque ^2 et ga sont réels. Nous verrons aussi que la détermination des nombres analogues dont dépend la solution pratique du problème analogue concernant la première intégrale est aisée lorsque A- est réel, positif et plus petit que I .
FIN DU TOME m.
22682 Paris. — Imp. GAUTIHEU-VILIARS ET KILS, qaai des Grands Auguslins, 55.
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