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PRÉFACE
L'Ouvrage que nous offrons ici au public a pour but de combler une lacune singulière.
Il n'existe, en effet, aucun Traité moderne, français, delà Théorie des nombres.
Et cependant, tout le monde sait l'extrême importance de cette Théorie, base de toutes les Mathématiques, et dont il faut absolument connaître les principaux résultats pour entreprendre une recherche d'ordre tant soit peu élevé.
Qu'il nous suffise de dire qu'en Allemagne il existe plusieurs Traités de la Théorie des nombres : l'Ouvrage de Lejeune-Dirichlet, revu par Dedekind; celui de Tchébyscheff, traduit par Schapira ; l'Ouvrage plus récent de M. Bachmann, etc.
La première difficulté qu'éprouve l'auteur d'une Théorie des nombres, c'est de délimiter son sujet. Qu'est-ce, en effet, que la Théorie des nombres?
Il semble d'abord que ce soit tout simplement la Théorie des nombres entiers. Mais cette définition est trop vaste. En effet, la notion de nombre entier suffit pour donner la définition des nombres fractionnaires et incommensurables. D'autre part, le nombre servant de base à toute l'Analyse, et même à la Géométrie et à la Mécanique rationnelle, qui ne sont, à un certain point de vue, que des représentations conformes de l'espace et du temps sur le nombre, il résulterait de la définition précédente, que la Théorie des nombres comprendrait toutes les Mathématiques. Il faut donc se res-
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treindre et dire que la Théorie des nombres est la Théorie des nombres entiers, en tant seulement qu'ils sont entiers.
Mais il est évident alors que la Théorie des nombres fractionnaires ou incommensurables, en tant qu'ils sont fractionnaires ou incommensurables, est étroitement liée à la précédente. En fait, il est pratiquement impossible d'étudier l'une de ces Théories indépendamment des deux autres. Par exemple, les problèmes d'Analyse indéterminée du premier degré, problèmes dans lesquels les données et les inconnues sont des nombres entiers, se traitent par le développement en fraction continue d'un nombre fractionnaire. Les problèmes d'Analyse indéterminée du second degré, dans lesquels les données et les inconnues sont aussi des nombres entiers, se traitent par le développement en fraction continue d'un nombre incommensurable.
En résumé, la Théorie des nombres étudie les propriétés des nombres, en tant que ces nombres sont entiers, fractionnaires ou incommensurables; elle cherche à distinguer ces nombres, à les classer, à étudier leurs propriétés particulières; mais les propriétés qui appartiennent à tous les nombres, par exemple celles qui constituent le calcul algébrique et toutes ses conséquences, échappent à la Théorie des nombres.
Notre Ouvrage contient d'abord les matières suivantes : Premières propriétés des nombres entiers; Nombres fractionnaires; Fractions continues; Congruences; Restes quadratiques; Nombres incommensurables; Classification des nombres incommensurables ; Formes quadratiques binaires; Analyse indéterminée du premier et du second degré.
Il contient, de plus, sous forme de Notes, l'exposé de quelques questions particulièrement importantes ou intéressantes, et qui ne rentrent point dans le cadre précédent.
Parmi les principales, citons : Compléments à la Théorie des nombres premiers; Décomposition des grands nombres
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en facteurs premiers; Calcul des racines primitives; Fonctions numériques : Nombres imaginaires de Gauss; Nombres imaginaires quadratiques en général.
Telles sont les matières qui nous ont paru devoir entrer dans les Éléments de la Théorie des nombres. Nous réservons pour le Traité plus complet, que nous aurons peut-être le plaisir de publier un jour, les Théories de la composition et du nombre de classes des formes quadratiques; les Recherches de Riemann sur la fonction ^(5), et les travaux qui en ont été la conséquence; la Théorie des idéaux de Kummer et Dedekind^ etc. ; toutes matières plus difficiles que les précédentes et qui d'ailleurs, étant encore l'objet des travaux de nombreux géomètres, ne présentent pas ce caractère définitif que doit avoir un Traité didactique.
D'ailleurs, autant que possible, nous avons mis le lecteur sur la voie de ces questions : la Théorie des nombres entiers imaginaires étant, par exemple, une préparation à celle des idéaux.
L'Ouvrage se termine par des Tables numériques : Tables de nombres premiers, de racines primitives, d'indices, de diviseurs linéaires de formes quadratiques.
Ne voulant pas allonger inutilement, nous avons passé rapidement sur les théories élémentaires ou sur celles développées dans d'autres Ouvrages; par exemple, sur les premières propriétés des nombres entiers et sur la définition des nombres incommensurables. Nous ne pouvions les passer complètement sous silence, sans laisser une lacune dans l'Ouvrage. Nous avons d'ailleurs, en cela, suivi l'exemple des plus illustres géomètres, Legendre, Lejeune-Dirichlet, etc., qui, dans leurs Théories des nombres, n'ont pas jugé indigne d'eux de commencer au début même, à la définition du nombre entier.
Nous avons, dans toutes les questions, donné des exemples numériques. Ceci nous semble d'une grande importance. Il ne suffit pas de démontrer qu'un nombre existe, il faut savoir
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le calculer. Par exemple, la possibilité ou Timpossibilité d'une congruence du second degré se détermine facilement par remploi des symboles de Legendre et Jacobi; mais le problème de trouver les racines de cette congruence entraîne des calculs souvent pénibles.
C'est en nous plaçant au même point de vue, que nous avons donné les méthodes par lesquelles on détermine les diviseurs d'un nombre.
Tous ces calculs exigent l'emploi des Tables que nous avons placées à la lin du Volume.
En publiant ce Traité, nous avons pensé être utile à tous les étudiants en Mathématiques, à tous ceux qui, ayant besoin de la Théorie des nombres, sont obligés actuellement d'aller la chercher dans des Ouvrages étrangers qu'ils ne lisent souvent que difficilement.
Peut-être aussi intéresserons-nous ce que nous appellerons les mathématiciens amateurs. Nous voulons dire ceux, officiers, ingénieurs, etc., qui, ayant une instruction solide et le goût de la Science mathématique, prennent plaisir à s'en occuper, dans les loisirs que leur laisse leur profession. A ceux-là, la Théorie des nombres, plus difficile peut-être, mais exigeant moins d'études préalables que la plupart des autres Théories modernes, réservera de grandes jouissances.
On sait, en effet, l'attrait particulier qu'exerce cette Science, L'Auteur serait heureux, s'il parvenait à procurer à ceux qui liront cet Ouvrage, un plaisir égal à celui qu'il a éprouvé à le composer.
DE LA
CHAPITRE I
§ I. — Égalité des nombres entiers. Opérations. Numération.
i. L'Analyse tout entière repose sur les notions indéfinissables d^unité et de nombre entier. La notion A^égalité de deux nombres (*) est comprise dans les précédentes. Ajoutons-j la notion de somme de deux nombres. Enfin admettons que la somme de deux nombres ne dépend pas de l'ordre dans lequel on les ajoute,
2. Mais on peut définir la somme de plus de deux nombres en disant que c^est le résultat obtenu en ajoutant d^ abord les deux premiers nombres, puis la somme obtenue avec le nombre suivant, et ainsi de suite.
En particulier, on peut former tous les nombres, en ajoutant Tunité à elle-même, puis encore une fois l'unité au résultat, et ainsi de suite. Les premiers nombres ainsi formés s'appellent un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix et se représentent par les signes suivants :
I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, S, 9, lo.
(') Comme dans tout ce qui va suivre, il ne s'agit que de nombres entiers, nous supprimerons répithéte entier sans qu*il en r<^5ulte de confusion. C. I
Les nombres étant formés de cette façon, tout nombre est dit plus grand que ceux qui ont été formés avant lui, et plus petit que ceux qui ont été formés après.
Nous devons admettre encore un résultat sans démonstration, à savoir que : la somme de trois nombres ne change pas quand on change V ordre des deux derniers.
Nous en avons fini avec les notions indémontrables qui forment la base des Mathématiques. Tout le reste s'en déduit par les règles ordinaires du raisonnement.
3. Démontrons d'abord le théorème suivant : La somme d'un nombre quelconque de nombres est indépendante de Vordre dans lequel on les ajoute.
En effet, de ce que nous avons admis, relativement à une somme de trois termes, il résulte immédiatement que, dans une somme d'un nombre quelconque de termes, on peut interOertir Vordre de deux termes consécutifs.
Ceci posé, considérons les termes rangés dans un ordre quelconque. On peut amener le terme que l'on veut à la première place, en l'échangeant avec le précédent, puis avec le précédent, et ainsi de suite. Ensuite on peut amener le terme que l'on veut à la seconde place, et ainsi de suite, jusqu'à ce que tous les termes soient rangés dans l'ordre que l'on aura voulu.
4. Pour trouver la somme de plusieurs nombres, on peut les répartir en groupes, chercher séparément les sommes des nombres contenus dans chaque groupe, et enfin faire la somme de ces sommes partielles.
En effet, d'après la définition même de la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer les premiers de ces nombres par leur somme effectuée. Comme d'ailleurs des termes quelconques peuvent être placés les premiers, la proposition est démontrée.
5. Notations. — Quand on raisonne sur des nombres, indépendamment de leurs valeurs particulières, on représente souvent ces nombres par des lettres.
La somme de plusieurs nombres a, 6, . . . , / se désigne par a -T- 6 -4- . . . -h /.
égàuté des nombres entiers. 3
L'égalité de deux nombres a, b se note de la façon suivante :
L'inégalité se note de la façon suivante : a >> 6 ou a <; 6 suivant que a est plus grand ou plus petit que b.
6. Différence de deux nombres. — De la notion de somme, on déduit celle de différence de la façon suivante : On appelle différence entre un nombre a et un nombre b, et Ton représente par a — A, le nombre qu'il faut ajouter à b pour reproduire a. Cette différence n'existe que si a est plus grand que b.
7. Du nombre zéro. — Soit o un signe que nous appellerons zérOy et que nous placerons au rang des nombres.
Par définition, a étant un nombre quelconque, on a
On en déduit
aH-o-4-6 = a4-6-l-o.
Le nombre zéro jouit donc des propriétés que l'on a jusqu'à maintenant reconnues aux nombres. On peut donc raisonner sur lui comme sur les autres.
L'introduction dans les calculs de ce nombre zéro est indispensable dans la suite. Dès maintenant, elle nous permet, dans la définition de la différence, de supposer les deux termes de la différence égaux entre eux.
On a, en effet,
Remarquons aussi que
8. Polynômes. — On appelle polynôme une expression composée d'une suite de termes séparés par les signes -h et — , par exemple,
et représentant le nombre qu'on obtiendrait en additionnant a et 6, puis du résultat retranchant c, et ainsi de suite.
9. Calcul algébrique. — On appelle calcul algébrique Fart de transformer les expressions contenant des nombres indéterminés, d'après des règles indépendantes des valeurs particulières de ces nombres.
Dans cet Ouvrage, nous ne traiterons pas du calcul algébrique ; nous en regarderons les principaux résultats comme connus du lecteur, nous bornant à les rappeler, au besoin; parmi ces résultats, un des premiers est le suivant, relalif aux poljnomes :
Pour additionner deux polynômes, il suffit de les écrire les uns à la suite des autres en les séparant par le signe +.
Pour retrancher un polynôme d'un autre, il suffit de l'écrire à sa suite, en mettant le signe — devant son premier terme, et changeant les signes de tous les autres,
10. Multiplication, — Considérons une addition, dans laquelle tous les nombres à ajouter sont égaux.
Soit à ajouter b nombres égaux à a; la somme obtenue dépend de a et de b. On Tappelle produit de a par b. On représente ce produit par a x 6, ou a. 6, ou plus simplement par ab,
aetb s'appellent les facteurs du produit.
La multiplication se présente ainsi comme une nouvelle façon de combiner les nombres, et par suite comme une source de nouveaux calculs.
H. Cas des facteurs zéro et un, — Mais les nombres o et i échappent aux définitions précédentes. Il est cependant nécessaire que ces définitions n'aient pas d'exceptions, sans quoi les calculs seraient à chaque instant gênés par des restrictions insupportables. On donne donc les définitions formulées par les égalités
suivantes :
12. Produit de plus de deux facteurs, — On définit ensuite le produit de plus de deux facteurs. C'est le résultat obtenu en multipliant d'abord les deux premiers facteurs, puis le produit obtenu par le facteur suivant, et ainsi de suite.
OPÉRATIONS
Relativement à ces produits, on démontre le théorème suivant, analogue à celui qu'on a donné plus haut pour les sommes :
13. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on change d' une façon quelconque V ordre de ces facteurs.
En effet, reportons-nous à la démonstration donnée pour les sommes, et nous voyons que pour démontrer le théorème en question il suffit d'en démontrer les cas particuliers suivants :
I. Le produit de deux facteurs ne change pas quand on change l* ordre de ces deux facteurs,
II. Le produit de trois facteurs ne change pas quand on change V ordre des deux derniers.
Tout d'abord, si certains des facteurs sont zéro ou un, ces théorèmes sont évidents d'après les égalités (i).
Supposons donc qu'il n'en soit pas ainsi. Soit d'abord à démontrer que le produit de 4 par 6 est égal au produit de 6 par 4-
Considérons le Tableau suivant :
Chaque ligne contient 4 unités, et il y a 6 lignes; donc le Tableau contient un nombre d'unités égal au produit de 4 ps^r 6*
Mais, d'autre part, chaque colonne contient 6 unités et il y a 4 colonnes; donc le Tableau contient un nombre d'unités égal au produit de 6 par 4-
Donc 4x6 = 6x4-
Soit maintenant à démontrer que le produit de 4 multiplié par 6, multiplié par 3, est égal au produit de 4 multiplié par 3, multiplié par 6.
Considérons le Tableau suivant :
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Chaque ligne contient un nombre d'unités égal au produit de 4 par 6 et il y a 3 lignes ; donc le Tableau contient un nombre d'unités égal au produit de 4 multiplié par 6 multiplié par 3.
Mais, d'autre part, chaque colonne contient un nombre d'unités
égal au produit de 4 par 3, et il y a 6 colonnes; donc le Tableau
contient un nombre d'unités égal au produit de 4 multiplié par 3
multiplié par 6.
Donc
4x6x3=:ix3x6.
14. Conséquence du théorème précédent. — Du théorème précédent, on déduit, comme on l'a fait pour les sommes, la conséquence suivante :
Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut grouper les facteurs d^une façon quelconque, et remplacer un certain nombre d^ entre eux par leur produit effectué,
Un théorème non moins important est le suivant
Pour multiplier un nombre par une somme, il suffit de le multiplier séparément par les différentes parties de la somme et d'ajouter les résultats.
En effet, pour répéter un nombre 3 plus 4 plus 7 fois, par exemple, il suffit de le répéter 3 fois, puis 4 fois, puis 7 fois, et d'ajouter les résultats. C'est une conséquence du groupement arbitraire des termes d'une somme.
La théorie de la mise en facteur commun et celle de la multiplication des polynômes, qui appartiennent au calcul algébrique, découlent de là.
16. Puissances d^un nombre. — Un cas particulier de la multiplication est celui où tous les facteurs sont égaux.
Soit à faire le produit de m facteurs égaux à a. Ce produit dépend de a et de m ; on l'appelle puissance m^^'"^ de a et on le désigne par a*". Le nombre m est dit Vexposant de la puissance.
La deuxième et la troisième puissance d'un nombre se désignent par les noms particuliers de carré et de cube.
OPÉRATIONS
Relativement aux puissaoces, on a le théorème suîvanl, qui résulte immédiatement de ce qu'on a dit sur les produits de fadeurs.
17. Le produit de plusieurs puissances d'un même nombre est égal à une puissance du même nombre ayant pour exposant la somme des exposants des facteurs.
Comme cas particulier :
La puissance p^^"*^ de la puissance m'^'"^ d'un nombre a est égale à la puissance (mp)'^"^^ de ce nombre a.
Dans les théorèmes précédents, on peut supposer certains
des exposants égaux à zéro ou à un, au moyen des définitions
suivantes :
ao- I,
a» — a, lesquelles ne contredisent aucun des théorèmes précédents.
19. Division des nombres entiers, — La division est l'opération inverse de la multiplication, comme la soustraction est l'opération inverse de l'addition.
La soustraction pouvait en effet se définir : Étant donnés la somme de deux nombres et l'un de ces nombres, trouver l'autre.
De même, on peut poser le pi*oblème suivant : Étant donnés le produit a de deux facteurs et l'un de ces facteurs égal à 6, trouver l'autre.
Mais l'opération ainsi définie n'est pas, en général, possible.
En effet, considérons les produits de b parles nombres entiers successifs, ou, comme on dit, les multiples de b.
Il peut arriver qu'il y en ait un égal à a, soit
(a) a = qb.
Alors le problème posé est possible, le nombre q répond à la question.
Mais, en général, a est compris entre deux multiples consécutifs de b, soient qb et {q-\-\)b, et le problème proposé est impossible.
On a alors (3) a — qh-^r,
r étant plus petit que 6.
L'égalité (a) est un cas particulier de l'égalité (3), r étant égal à zéro.
Généralisons donc la définition de la division et disons que, dans chaque cas, l'opération qui consiste à trouver q et r s'appelle division de a par b. Dans le cas où r =x o, on dit que la division se fait exactement, q est appelé le quotient exact de a
par b et se désigne par j •
Dans ie cas où r n'est pas nul, r s'appelle le reste de la division, q \& quotient à une unité près de a par b et se désigne
parE(l).
20. Extraction des racines, — Enfin l'extraction des racines est l'opération inverse de l'élévation aux puissances.
Étant donné un nombre a, cherchons un nombre qui, élevé à la m^^"^^ puissance, reproduise a.
L'opération ainsi définie est, en général, impossible. En effet, considérons les puissances m'*-'™" des nombres successifs : il peut arriver qu'il y en ait une égale à a. Soit
Alors le problème posé est possible, le nombre c répond à la question.
Mais, en général, a est compris entre les puissances m*^"®* de deux nombres consécutifs, soit c'" et (c-f-i)"', et le problème proposé est impossible.
On a alors
r étant plus petit que (c 4- i)'" — c"*.
L'égalité (4) est un cas particulier de l'égalité (5), r étant égal à zéro.
NUMÉRATION
Dans chaque cas, Topération qui consiste à trouver c et r s'appelle extraction de la racine m'^'"^ de^sh Dans le cas où r = o, on dit que la racine s'extrait exactement; c est dit la racine m'*"* exacte de a et se désigne par y/a.
Dans le cas où r n'est pas nul, r s'appelle le reste, c la racine
^ièmc (Je a à une unité près, et se désigne par E( v^^).
fL 21. Numération, — La numération est Vart de nommer et d'écrire les nombres. Les deux numérations (écrite et parlée) reposent sur le théorème suivant :
Étant donné un nombre b {appelé base), soit N un nombre quelconque, il existe une façon et une seule de mettre N sous la forme
«0? «M - "^ ^n é^^^^ d^s nombres plus petits que b et dont certains peuvent être nuls.
En effet, l'égalité (6) peut s'écrire
a^ étant plus petit que b, cette égalité montre que a,^ devra être le reste de la division de N par b. Réciproquement, divisons N par b. Soit
Si l'on parvient à metlre N' sous la forme
N sera mis sous la forme (6).
On a donc ramené la question relative à N à la même question relative au nombre plus petit N'.
a^_, sera de même le reste de la division de N' par b; et ainsi de suite.
De proche en proche on détermine tous les nombres a,,, a„_,, ««-,, etc.
L'opération se termine d'ailleurs, car les nombres N, N', N''^, . . .
lO CHAP. I. — RAPPEL DES THÉORIES LES PLUS ÉLÉMENTAIRES.
allant en diminuant, on finit par tomber sur un nombre plus petit que b.
22. Ainsi à un nombre N correspond une suite déterminée de coefficients a^^a^^ , . , ^ an ei réciproquement.
Ces coefficients sont certains des b nombres o, i, . . ., i — i. Représentons ces b nombres par b signes différents^ et le nombre N sera représenté par la suite des signes qui représentent les coefficients «o? ct\^ • • • ? ««•
La numération ordinairement employée est la numération à base lo ou décimale. Les signes employés ont été donnés au n®2.
23. Quant à la numération parlée, elle repose sur le même principe. Il suffit de danner des noms aux nombres o, i , . . . , 6 — i , pour pouvoir, en combinant ces noms, nommer tous les nombres; mais, ce principe une fois admis, la numération parlée est plutôt une aflaire de grammaire que de Mathématiques.
A partir de maintenant, donner un nombre voudra dire : donner le moyen d^écrire ce nombre dans un certain système de numération ; décimale, par exemple.
24. Opérations arithmétiques, — Les opérations arithmétiques, addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances, extraction de racines, peuvent alors être définies de la façon suivante, l'addition par exemple : Des nombres étant écrits dans le système décimal, écrire leur somme dans le système décimal, et de même pour les autres opérations.
Quant aux règles pratiques de ces opérations, elles appartiennent à l'enseignement le plus élémentaire et nous ne les développerons pas.
§ II. — Divisibilité. Diviseurs communs.
25. Multiples et diviseurs. — Comme nous l'avons déjà dit, on appelle multiple d'un nombre le produit de ce nombre par un autre. Ainsi ma est un multiple de a. Inversement a est dit diviseur de ma.
Tout diviseur de plusieurs nombres est un diviseur de leur somme.
DIVISIBILITÉ. DIVISEURS COMMUNS. Il
Car si
îl en résulte que
Comme cas particulier, tout diviseur cVun nombre est diviseur de ses multiples.
On voit de même que tout diviseur de deux nombres est un diviseur de leur différence.
26. Théorie du plus grand commun diviseur. — Plusieurs nombres ont des diviseurs communs, car ils en ont au moins un qui est l'unité. Ils peuvent en avoir d'autres; en tout cas, ils en ont un plus grand que tous les autres, et qu'on appelle leur plus grand commun diviseur.
On ramène d'ailleurs la recherche de tous les diviseurs communs à plusieurs nombres à celle des diviseurs de leur plus grand commun diviseur.
27. Occupons-nous d'abord de deux nombres. La recherche de leur plus grand commun diviseur repose sur la possibilité, étant donnés deux nombres a et 6, de trouver un nombre q et un nombre /* plus petit que 6, satisfaisant à l'égalité (3).
Il est bien évident en effet, que, si a est divisible par 6, les diviseurs communs à a et à 6 ne sont autres que les diviseurs de h et que le plus grand commun diviseur est b lui-même.
Si, au contraire, a n'est pas divisible par 6, les diviseurs communs à ces deux nombres, divisant a et 6y, divisent leur différence r. Réciproquement, les diviseurs communs à 6 et /*, divisant bq et r, divisent leur somme a.
On en conclut que les diviseurs communs à a et 6 sont les mêmes que les diviseurs communs à 6 et r.
On déduit de là un procédé pour déterminer par des divisions successives le plus grand commun diviseur de deux nombres.
Soient a et 6 ces deux nombres. Divisons a par 6, puis divisons b par le reste de cette division et ainsi de suite. On a les
égalités
a = bq -h /'i,
r, = ri^,-+- Ta,
f^n-t — f't^-iqn-l -+■ f'nj
Les restes Ti, r2, ... allant en diminuant, le dernier est nul. Or les diviseurs communs à a et 6 sont les mêmes que les diviseurs communs à 6 et r^ qui ^ont les mêmes que ceux communs à /•« et r, et ainsi de suite.
En définitive, les diviseurs communs à a et 6 ne sont autres que les diviseurs de r^, qui est lui-même le plus grand commun diviseur de a et de 6.
Le raisonnement précédent montre que
Les diviseurs communs à deux nombres sont les diiuseurs de leur plus grand commun diviseur,
29. Nombres premiers entre eux, — On dit que deux nombres sont premiers entre eux, lorsqu'ils n'ont pas d'autre diviseur commun que l'unité.
On obtient facilement des nombres premiers entre eux de la façon suivante. Remarquons d'abord que :
Lorsqu' on multiplie deux nombres par un troisième, le reste de leur division est multiplié par ce troisième.
Car soit
a = bq -\- r,
on en
déduit
am = {ùm)q -{- rm
Or
donc
rm < bm.
Donc l'égalité (7) montre que rm est le reste de la division de am par bm.
DIVISIBILITÉ. DIVISEURS COMMUNS. l3
11 résulte iromédiatemeot de là que, inversement :
Lorsqu^on divise deux nombres par un dii^iseur commun, le reste de leur division est divisé par ce diviseur commun.
Ceci posé, considérons la suite des divisions qui donnent )<' plus grand commun diviseur de deux nombres a et 6. Si Ton multiplie ou divise ces deux nombres par un troisième, les restes de toutes les divisions successives sont multipliés ou divisés par ce même nombre. Or le plus grand commun diviseur est Tun de ces restes. On peut donc dire que :
Lorsqiion multiplie ou divise deux nombres par un troisième, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou divisé par ce troisième.
En particulier :
Lorsqu'on divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux.
Telle est la façon, que nous avons annoncée plus haut, d'obtenir des nombres premiers entre eux.
30. Comme application de ce qui précède, démontrons le théorème suivant qui est d'une extrême importance :
Quand un nombre divise un produit de deux facteurs, et qu'il est premier avec l'un d'eux^ il divise Vautre.
Soit m qui divise ab et qui est premier avec a. Le plus grand commun diviseur de m et a est égal à i. Donc le plus grand commun diviseur de mb et ab est égal à b. Mais m divise évidemment mb^ il divise aussi ab\ donc il divise b.
Recherche des communs diviseurs à plus de deux nombres
La recherche des communs diviseurs à plus de deux nombres repose sur le théorème suivant :
Dans la recherche des communs diviseurs à plusieurs
l4 CHAP. I. — RAPP£L DBS THÉORIES LES PLUS ÉLÉMENTAIRES.
nombres, on peut remplacer deux de ces nombres par leur plus grand commun diviseur.
Soit, en effet, à chercher les communs diviseurs aux nombres (i^ 6, c, rf.
Soil D le plus grand commun diviseur de a et 6.
On a vu plus haut que les communs diviseurs à a et 6 sont diviseurs de D.
Réciproquement, les diviseurs de D sont communs diviseurs à a el 6. 11 en résulte que les communs diviseurs à a, ft, c, d sont les mêmes que les communs diviseurs à D, c, rf. C'est ce que nous voulions démontrer.
On ramène ainsi la recherche des communs diviseurs à n nombres, à la recherche des communs diviseurs à /i — i nombres. De proche en proche, on est ramené à deux nombres. Leurs communs diviseurs ne sont autres que les diviseurs de leur plus grand commun diviseur. Ce dernier nombre est donc le plus grand commun diviseur des nombres proposés, et l'on voit que le théorème du n" 28 s'étend à plus de deux nombres.
Il en est de même des théorèmes du n** 29, comme on le voit facilement. En particulier :
32. Lorsqu^on divise plusieurs nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus n'ont plus d'autre diviseur commun que l'unité. On dit qu'ils sont premiers dans leur ensemble. Il faut distinguer cette expression de celle de nombres premiers entre eux deux à deux.
§ III. — Nombres premiers. Décomposition des nombres en facteurs premiers.
33. On appelle nombre premier absolu ou, plus simplement, nombre premier, un nombre différent de i , et qui n'a d'autre diviseur que lui-même ou l'unité (*). Exemple * deux, trois, cinq, sept, etc.
(^) Nous ne comptons pas i au rang des nombres premiers; certains auteurs le comptent. La question n'a d'ailleurs qu'un intérêt secondaire. Toutefois notre façon de voir a Tavantage qu'elle permet d'énoncer sans restriction le théorème sui-
Tout nombre qui n'est pas premier est dit composé. L'importance des nombres premiers résulte du théorème suivant :
34. Tout nombre qui n'est pas premier est décomposable en un produit de facteurs premiers, et cela d'une seule façon.
Soit en effet un nombre N. Si N n'est pas premier il admet un
diviseur n, et
N= nq.
Si /i et ^r sont premiers, N esl décomposé en facteurs premiers; sinon, et si n par exemple n'est pas premier, il se décompose luimême en un produit /2{^t, et
N =-- niçtq,
et ainsi de suite. 11 est évident que cette décomposition ne peut se prolonger indéfiniment. Donc, à un certain moment, N sera décomposé en facteurs premiers. Ces facteurs ne sont pas d'ailleurs forcément différents entre eux. Supposons qu'il y en ail a égaux à a, p égaux à 6, Y égaux à c, . . . , X égaux à /. On aura
Reste à montrer que cette décomposition n'est possible que d*une seule façon.
Soit en effet, d'une part,
N = abc . .,qr
(les facteurs premiers a^b^Cy , . .^ q^r étant différents ou non) et,
d'autre part,
vant : Un nombre n*est décomposable que d'une seule façon en facteurs premiers,
A notre point de vue, nous distinguons trois espèces de nombres : les nombres composés, les nombres premiers et les nombres unités, la dernière espèce ne contenant qu^un échantillon, le nombre i.
Dans la théorie des nombres entiers négatifs, la dernière espèce contient deux échantillons.
Dans celle des nombres entiers algébriques, la dernière espèce peut contenir plus de deux, et même une infinité d'échantillons.
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de sorte que
(8) abc ,..qr ^a'b'c' ,. ,q' r'.
Le nombre premier a, divisanl le premier membre de cette égalité, divise le second. Or, si a n'est pas égal à a\ il est évidemment premier avec lui (puisque a et a' sont premiers absolus), a étant premier avec a', et divisant le produit de «' par yd,,.q^i^^ divise è'c'... grV.
De même, si a n'est pas égal à b\ il doit diviser le produit d , ., <//•'. En poursuivant ce raisonnement, on voit que, si a n'est égal à aucun des facteurs a', b\ c\ . . . , y', il doit diviser r', ce qui n'est possible que si a = /. Ainsi tout facteur de l'un des membres de Tégalité (8) se trouve dans l'autre. Les deux membres sont donc composés identiquement des mêmes facteurs.
35. Vu l'importance des nombres premiers, il serait utile d'en avoir une table. On doit donc d'abord se demander s'il existe un nombre limité ou non de nombres premiers. La réponse est que :
La suite des nombres premiers est illimitée. Autrement dit : Étant donné un nombre premier p y il en existe un plus grand. En effet, faisons le produit de tous les nombres premiers de i à /> et ajoutons-lui i. Nous obtenons un nombre A.
Si A est premier, comme il est évidemment plus grand que /?, le théorème est vérifié.
Si A n'est pas premier, il a des diviseurs premiers. Or ces diviseurs premiers sont plus grands que />. En effet, un nombre premier plus petit que/?, divisant le produit «.3.5.7 .../>, ne peut diviser ce produit augmenté de i.
Le théorème est donc démontré.
36. Crible d' Eratosthène, — H résulte de là qu'on peut seulement construire une table des nombres premiers depuis i jusqu'à une certaine limite. On y arrive par le procédé dit crible d^Ératosthène.
On écrit tous les nombres, depuis i jusqu'à la limite en question, puis on barre successivement tous les nombres qui ne sont pas premiers.
I n'est pas un nombre premier, on l'efface. 2 est premier, mais les nombres 4, 6, 8, ..., de deux en deux à partir de 2, ne sont pas premiers; on les efface. 3 est premier, mais les nombres 6, 9, . . ., de trois en trois à partir de 3, ne sont pas premiers; on les efface. Et ainsi de suite. On remarque que :
i" Quand on a effacé les multiples d^un nombre premier p, le premier nombre non effacé après p est premier, — En effet, il ne peut avoir de diviseur premier, puisque les multiples de tous les nombres premiers, plus petits que lui, ont été effacés.
2** Quand on efface les multiples d^un nombre premier q^ on peut commencer à q^, — En effet, les multiples précédents de q ont été effacés, comme multiples de nombres premiers plus petits que q.
3** Excepté 2, tous les nombres premiers sont impairs. D'ailleurs, dans la suite des nombres impairs, les multiples d'un nombre impair p se succèdent àe p en /? (*), comme dans la suite naturelle des nombres. On peut donc se borner à écrire les nombres impairs depuis i jusqu'à la limite voulue, et à leur appliquer le procédé qui vient d'être décrit. On rétablira ensuite dans la table le nombre 2 .
37. Quant au problème suivant : Reconnaître si un nombre est premier, on pourra toujours le résoudre, même si l'on ne possède pas de table des nombres premiers, en essayant les divisions du nombre donné parles nombres plus petits que lui. Si aucune ne réussit, ce nombre est premier (2).
38. Remarque, — Tous les nombres premiers sont des multiples de 4 augmentés ou diminués de 1 ; ce sont aussi des multiples de 6 augmentés ou diminués de i . Les réciproques de ces théorèmes ne sont pas vraies.
39. Application de la décomposition des nombres en facteurs premiers, — La décomposition des nombres en facteurs
(') Ceci n'est pas évident, mais résulte simplement de ce qu'un multiple de /?, kp, est impair lorsque k est impair et dans ce cas seulement. Les multiples impairs de p sont donc /?, 3/?, 5/?, La différence entre deux consécutifs est
égale à 2/?; donc ils se suivent de /? en /> dans la suite des nombres impairs.
(2) Voir la note C.
l8 GHAP. I. — RAPPEL DES THÉORIES LES PLUS ÉLÉHEIfTAlRES.
premiers met en évidence certaines propriétés de ces nombres. Par exemple si l'on considère, d'une part, que pour faire le produit de deux nombres il suffit de former un produit unique avec tous les facteurs premiers contenus dans ces deux nombres ; d'autre part, que le produit ainsi obtenu se trouve décomposé en facteurs premiers et ne peut l'être d'une autre façon, on en conclut que :
Pour qui! un nombre soit divisible par un autre, il faut et il suffit qu'il en contienne tous les facteurs premiers avec un exposant au moins égal,
40. D'une façon analogue, on voit qu'wn nombre est une puissance m^^"^^ parfaite lorsque les exposants de ses facteurs premiers sont tous divisibles par m.
41. Quand deux nombres ne sont pas premiers entre eux ils ont forcément des facteurs premiers communs. De cette remarque on déduit facilement les théorèmes suivants :
Quand un nombre est premier avec plusieurs autres, il est premier avec leur produit,
42. Quand deux nombres sont premiers entre eux, deux puissances quelconques de ces nombres sont premières entre elles,
43. Recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, — Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs premiers, pour qu'un nombre les divise tous, il faut et il suffit que ce nombre ne contienne que des facteurs premiers communs à ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant an plus égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus petit.
Donc, pour former le plus grand commun diviseur des nombres proposés, il faut faire un produit avec tous les facteurs premiers communs aux nombres, chacun d'eux étant pris avec un exposant égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus petit.
Exemple : Le plus grand commun diviseur de
720 = vt^.S'.S, I 3-20 = a'.S .5 .11,
est
DÉCOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS
44. liecherche du plus petit commun multiple de plusieurs nombres. — Plusieurs nombres ont des multiples communs, en, particulier leur produit et les multiples de ce produit; mais ils peuvent en avoir d'autres ; en tout cas, ils en ont un plus petit que tous les autres et qu'on appelle leur plus petit petit commun multiple.
Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs premiers, pour qu'un nombre soit un multiple commun de ceux-là, il faut et il suffit que ce nombre contienne tous les facteurs premiers contenus dans ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant au moins égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus grand. Donc pour former le plus petit commun multiple des nombres proposés, il faut faire un produit avec tous les facteurs premiers contenus dans ces nombres, chacun d'eux étant pris avec un exposant égal à celui qu'il a dans le nombre où il aie plus grand.
exemple : Le plus petit commun multiple des nombres
est
Du procédé précédent on déduit facilement les conséquences suivantes :
4o. Les multiples communs à plusieurs nombres sont les multiples de leur plus petit commun multiple.
Lorsqu'on multiplie plusieurs nombres par un même nombre, leur plus petit commun multipte est multiplié par ce même nombre.
Inversement, si Von divise plusieurs nombres par un diviseur commun, leur plus petit commun multiple est divisé par ce diviseur.
Lorsque plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur produit.
Le plus petit commun multiple de deux nombres, multiplié par leur plus grand commun diviseur, donne un produit égal au produit de ces deux nombres.
Cette dernière propriété permet de calculer le plus petit commun multiple de deux nombres, sans les décomposer en facteurs premiers. Cette remarque est importante dans le cas où les nombres proposés sont de grands nombres, puisqu^il se peut alors que la recherche de leurs facteurs premiers soit impraticable.
Quant à la première propriété, elle permet de calculer le plus petit commun multiple de m nombres, de proche en proche, comme on l'a expliqué au n" 31, pour le plus grand commun diviseur.
§ IV. — Nombres fractionnaires. Opérations sur ces nombres.
46. L'idée de fraction s'est introduite dans la science par la mesure des grandeurs. Mais voulant rester dans l'analyse pure, et en particulier dans la théorie des nombres, nous définirons la fraction de la façon suivante :
On appelle fraction r ensemble de deux nombres entiers, Vun appelé numérateur, et r autre dénominateur.
Le numérateur et le dénominateur d'une fraction s'appellent ses termes.
Une fraction s'écrit en plaçant le numérateur au-dessus du dénominateur et les séparant par un trait.
Deux fractions ^ et ^ sont dites égales lorsque
ad = bc.
Si arf> bCy la première fraction est dite plus grande que la seconde.
Si ad<ibc^ la première fraction est dite plus petite que la seconde.
De cette définition on déduit immédiatement que :
En multipliant ou divisant les deux termes d^une fraction par un même nombre, on obtient une fraction égale.
En particulier, si l'on divise les deux termes d'une fraction par leur plus grand commun diviseur, on obtient une fraction égale et dont les deux termes sont premiers entre eux. Une telle frac-
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tion est d'ailleurs irréductible ; c'est-à-dire que toute fraction égale a ses deux termes respectivement supérieurs. En effet,
soit T cette fraction et -3 une fraction égale, de sorte que (9) ad=bc,
tij divisant bc et étant premier avec 6, divise c. Donc
c = at,
t étant un nombre entier; et en portant cette valeur de c dans l'égalité (9)
ûf= bt.
Donc c el d sont respectivement plus grands que a et 6.
48. Nombres entiers considérés comme cas particulier des fractions. — Par d^nition, une fraction dont le dénominateur est égal à i est égale à son numérateur
On vérifie facilement que cette définition n'est contradictoire avec rien de ce qui précède.
Il en résulte que, lorsque le numérateur d'une fraction est divisible par son dénominateur, la fraction est égale au quotient.
Ceci justifie l'emploi de la notation -j pour désigner en même
temps la fraction -r et le quotient de a par 6, quand la division se fait exactement.
49. Réduction au même dénominateur, — Étant données des fractions, on demande de trouver des fractions respectivement égales et ajant même dénominateur. Il suffit de choisir un multiple commun des dénominateurs, puis de multiplier les deux termes de chaque fractipn par le quotient de ce multiple commun par son dénominateur.
Si l'on veut réduire des fractions au plus petit dénominateur commun, il faut d'abord les réduire à leur plus simple expression ; puis prendre comme dénominateur commun le plus petit commun multiple des dénominateurs.
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Offfl ihtn'ti'Tf*. propriété permet de calculer le plus petit commuu rtMillipIn tic deux nombre», sans les décomposer en facteurs pfemier», (ielte remarque est importante dans le cas où les uomlirefl proponé» sont de grands nombres, puisquHl se peui rtlur*» i\{\v ta recherche de leurs facteurs premiers soit impralienlile.
l^UrtiU à U première propriété, elle permet de calculer le plus pelil rommuit mullipir de m nombres, de proche en proche, comme oti Ta expliqué au n'* 31, pour le plus grand commun diviseur.
j; tV. - Nombres fraotionnaires. Opérations sur ces nombres.
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50. Opérations sur les fractions. Addition, — Liant données des fractions, on peut toujours supposer qu'elles ont été préalablement réduites au même dénominateur; leur somme est, par définition, une fraction ayant même dénominateur qu elles, eU un numérateur égal à la somme de leurs numérateurs.
Il est facile de voir :
I** Que cette définition comprend celle de la somme des nombres entiers comme cas particulier;
2® Que la somme de plusieurs fractions ne dépend pas de Tordre dans lequel on les ajoute; d'où l'on déduit les mêmes conséquences que pour les nombres entiers.
51. Soustraction. — La différence de deux fractions est la fraction qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première.
Les deux fractions étant préalablement réduites au même dénominateur, leur différence est évidemment une troisième fraction ayant même dénominateur, et un numérateur égal à la différence des numérateurs des deux premières.
Cette différence n'existe que si la première fraction n'est pas inférieure à la seconde.
Quand deux fractions sont égales, leur différence est nulle.
52. Multiplication. — Le produit de -r par ^ est, par rfe/înition, égal à -^. Le produit de plus de deux fractions, t>^> y-
est, par définition, égal à , ,^ ' " -
Il est indépendant de l'ordre des facteurs. On en déduit les mêmes conséquences que pour les nombres entiers. Le théorème du n° 15 s'applique aussi aux nombres fractionnaires.
Les règles de calcul relatives aux polynômes s'appliquent donc aussi aux nombres fractionnaires.
53. Disfision. — On appelle quotient de deux fractions une fraction qui, multipliée par la seconde, donne un produit égal à la première.
Le quotient de | par ^ est égal à ^« En effet, si l'on multiplie
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cette dernière fraction par g on retrouve j^-j o^j ^^ simplifiant, ^ .
54. Remarque. — Cette règle s'applique aux nombres entiers, qui sont des cas particuliers des fractions. Le quotient de a par 6,
c'esl-à-dire de - par -» est donc égal à -g»
Donc, par V introduction des nombres fractionnaires dans le calcul, la division exacte d*un nombre entier a par un nombre entier b est une opération toujours possible, le quotient étant
égal à y
55. Élévation aux puissances, — L'élévation aux puissances n'est qu'un cas particulier de la multiplication,
56. Extraction des racines. — La racine m'^"^ d'une fraction est une autre fraction qui, élevée à la puissance m'^"'^, reproduit la première.
La fraction donnée peut être supposée réduite à sa plus simple expression.
Si, alors, elle a ses deux termes m}^^*^* puissances parfaites, on obtient évidemment sa racine /n*^"* en extrayant les racines m'^"*" de ses deux termes.
Si, au contraire, la fraction réduite à sa plus simple expression n'a pas ses deux termes puissances m'^*"" parfaites, elle n'a pas de racine m'^°®.
En effet, quand une fraction irréductible -r a une racine m*^"*,
on peut supposer cette dernière réduite à sa plus simple exprès-
sion, soit ^ ; et 1 on a
Mais c eid étant premiers entre eux, c'" et d^ le sont aussi (n° 42). L^onc -j- est une fraction irréductible. Les deux fractions irré-
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ductibles t et ^ étant égales sont identiques. Donc
Donc a et b sont des puissances m'^°*" parfaites.
57. En particulier, un nombre entier a, est une fraction irréductible dont le dénominateur i est une puissance m'^"® parfaite.
Donc un nombre entier qui n'est pas la puissance m'^'^^d'un nombre entier n^est pas non plus la puissance m'^'^^ d'une fraction,
58. Fractions décimales. — On appelle fraction décimale une fraction dont le dénominateur est une puissance de lo.
• L'importance pratique de ces fractions résulte de ce qu'on peut les former et les écrire d'une façon analogue à celle dont sont formés et écrits les nombres entiers. On peut en effet décomposer une fraction décimale en un nombre entier, et en la somme de fractions décimales ayant pour dénominateurs les puissances successives de lo et pour numérateurs des nombres plus petits que lo.
Exemple :
32 587 32000 5oo 8o 7^58 7
1000 1000 1000 1000 1000 lo 100 1000
D'où il s'ensuit une écriture analogue à celle des nombres entiers, la fraction précédente, par exemple, s'écrivant
Il en résulte pour les opérations sur les fractions décimales, des règles analogues à celles des opérations sur les nombres entiers, et sur lesquelles nous n'insisterons pas.
59. On remarquera à ce propos que la somme, la différence, le produit de fractions décimales sont des fractions décimales, mais qu'il n'en est pas de même, en général, du quotient de deux telles fractions.
OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES FRACTIONNAIRES
En effet, le quotient des deux fractions ^ et -^ — ^> par
' * lOOOO lOOOOO ^
exemple^ est
327 X looooo 3270
— t ou — — •
9134 X loooo 9134
Il se présente sous forme de fraction ordinaire. Or une fraction ordinaire n'est pas, en général, réductible à une fraction décimale, car :
60. La condition nécessaire et suffisante pour qu^urie fraction ordinaire soit réductible en décimales est que, cette fraction étant réduite à sa plus simple expression^ son dénominateur ne contienne que les facteurs premiers 2 ou 5,
Car si T = — ' r étant irréductible, lo^* est un multiple de b. loP h ' *
Donc b ne contient que les facteurs premiers 2 ou 5.
Réciproquement^ soit une fraction —^^'
Si a = p, cette fraction est décimale.
Si a et ^ sont différents, supposons a -< P pour fixer les idées :
îfc«5P "" 2P5P ~" loP
61. Évaluation d'un nombre fractionnaire à une certaine approximation. — Ainsi une fraction n'est pas en général réductible en décimales.
Mais il existe en tout cas des nombres décimaux qui sont dans une relation simple avec cette fraction. Nous voulons parler de ses valeurs approchées décimales.
On appelle valeur approchée d'un nombre fractionnaire à une unité, un dixième, un centième, etc., près, le plus grand nombre d'unités, de dixièmes, de centièmes, etc, contenus dans ce nombre.
62. Règle. — Pour obtenir la valeur approchée d'un nombre fractionnaire, à une unité, un dixième, un centième, etc., près, on multiplie son numérateur par 1,10, 100, etc., on cherche le quotient à une unité près du produit obtenu par le dénomi-
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nateur de la fraction^ enfin on divise ce quotient par \, lo, loo, etc.
En effet, soit la fraction — à évaluer à — près. On a
' 7 loo ^
aaoo = 7 X 3i4-h i, d'où
iiL 3i4 1
7 loo 7 X loo
Or 2 est plus petit que 7.
Donc - est plus petit que 1, et par suite est plus petit
que — • ^ 100
Donc — est la valeur approchée de — à — près. 100 ^*^ 7 100 *^
Définition. — On dit qu'un nombre variable a tend vers une limite fixe A, lorsque la différence entre a et A peut devenir et rester plus petite que n'importe quel nombre donné fixe.
Remarque. — Si Ton considère les valeurs approchées d'un nombre à une unité, un dixième, un centième, etc., près, ces valeurs diffèrent de moins en moins de ce nombre. On voit qu'elles tendent vers ce nombre. Leurs numérateurs successifs obéissent d'ailleurs à une loi simple^ dont nous parlerons plus tard.
Valeur approchée par excès. — Les valeurs approchées que nous venons de définir sont des valeurs par défaut. On appelle valeur approchée à une unité, un dixième, un centième, etc., près par excès, la valeur précédente augmentée de une unité ou un dixième, ou un centième, etc. Ces valeurs par excès sont plus grandes que le nombre fractionnaire; elles tendent également vers ce nombre.
63. Valeur approchée à — près. — Voici une généralisation immédiate des notions précédentes : On appelle valeur approchée par défaut à - près d'un nombre le plus grand multiple de - contenu dans ce nombre.
Il est facile de voir que pour obtenir la valeur par défaut d'un nombre à— près, il suffit de multiplier ce nombre par ^,y
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d'évaluer le nombre obtenu à une unité près, et de multiplier le résultat obtenu par ^«
La valeur par excès à ^ près est égaie, par défloilion, à la précédente augmentée de -•
64. Racine m'*'"'^ d'un nombre fractionnaire à une certaine approximation. — On appelle racine m'**'"*^ approchée à - près,
par défaut d'un nombre, le plus grand multiple de — dont la puissance m*^'"^ soit contenue dans ce nombre.
En particulier, la racine m**^*"* à une unité près par défaut d'un nombre a est le plus grand nombre entier dont la puissance m'*"*" soit contenue dans le nombre a.
Dans le cas où le nombre a est entier, sa racine m*^* à une unité près a été définie déjà au n** 20. Nous avons rappelé au n** 24 qu'il existe un procédé simple pour obtenir cette racine.
Si le nombre donné est fractionnaire, sa racine m'*™* à une unité près s'obtient en extrayant la racine m'*"* à une unité près de sa partie entière. Par exemple 4} qui est la racine cubique à une unité près du nombre 71, est aussi la racine cubique à une unité près du nombre 714-7; car le cube de (4 4- 1) étant entier et dépassant 71 dépasse aussi 714-7.
Enfin la recherche de la racine m*^"* à - près se ramène à celle
de la racine m**"* à une unité près. Eu effet, soit j- le nombre
donné, soit ^— sa racine m*^"* à — près.
X est défini par les inégalités
(ir.f<[<— >fr
Donc X est la racine m**"* à une unité près du nombre ^2_-.
ou
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On voit que : pour obtenir la racine m}^'^^ à ^ près d^un
nombre t> il faut multiplier ce nombre par ^> extraire lu racine m*^"*^ à une unité près du résultat et multiplier le nombre trouvé par -•
La racine m^^^^ à — près par excès est, par définition, le
nombre qu^on vient de trouver, augmenté de ^•
Dans la pralique, on a surtout à considérer les racines m'*™** à
— , — f , -•• près.
lO lOO lOOO '^
Si l'on calcule la suite des racines /n**"*®' d'un nombre -r à — s
b lo
— » > • •• près, plus ffénéralement la suite des racines m**"^
lOo looo r î r o
d'un nombre à -, ^» —^> ••• près, la suite des nombres ^> ~,
^> • • • tendant vers zéro: on obtient une suite de nombres dont
les puissances m*^"*®* tendent vers y •
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Problème. — Former tous les diviseurs d'un nombre
Soit le nombre n décomposé en facteurs premiers
/i = a*6PcT. . .A.
CoDsidérons le tableau suivant :
I 6 6* ... èP (1) { i c c« cY
Multiplions chacun des nombres de la première ligne par chacun des nombres de la seconde ligne; multiplions chacun des résultats obtenus par chacun des nombres de la troisième ligne, et ainsi de suite. Finalement, nous obtenons un certain nombre de produits. Ces produits sont les diviseurs demandés.
En effet :
I** Tous ces produits sont diviseurs de n\ car, d'après la façon dont ils ont été formés, ils ne contiennent que les facteurs premiers a, i, . . ., /, et avec des exposants au plus égaux à ceux qu'ils ont dans le nombre n\
2° Tous les diviseurs de n sont obtenus ainsi. En effet, soit
le diviseur
aa'cY'...A' (a'<a, p'fP, ..., Vi:X).
On Ta formé, car on a pris tous les nombres de la première ligne du tableau (i), en particulier a*'. Ce nombre a*' a été
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multiplié par tous les nombres de la seconde ligne, en particulier par I, ce qui a donné comme produit a*'. Ce produit a*' a été multiplié par tous les nombres de la troisième ligne, en particulier par cY', ce qui a donné comme produit a"'cT', et ainsi de suite. En définitive, le diviseur a*'cY'. . . /^' a été formé ;
3° Deux des diviseurs obtenus sont différents, car ils diffèrent au moins par le facteur choisi dans une ligne du tableau (i). Or deux produits de facteurs premiers ne peuvent être égaux que s'ils sont identiques.
En résumé, on a bien formé tous les diviseurs du nombre /?, chacun d'eux une fois seulement.
66. Nombre des diviseurs d'un nombre. — Dans la première ligne du tableau (i) il y a (a-j-i) nombres. Chacun de ces nombres, multiplié par les (P -h i) nombres de la seconde ligne, donne (^4- i) produits; en tout (a -|- i)((î -f- 1) produits. Chacun d'eux, multiplié par les (y-H i) nombres de la troisième ligne, donne (Y + i) produits; en tout (a-H i)(P 4- i)(y -i- i) produits, etc. En tout il y a donc
(a-Hi)(PH-i)...(X-hi)
diviseurs du nombre n.
67. Somme des diviseurs d^un nombre* — Additionnons les nombres contenus dans chacune des lignes du tableau (i). Nous obtenons les sommes
Ensuite, faisons le produit de ces sommes. Pour cela, il faut multiplier chaque terme de la première par chaque terme de la seconde, puis chacun des résultats obtenus par chacun des termes de la troisième ligne, et ainsi de suite. On voit donc que les termes du produit obtenu sont justement les diviseurs de /i. La somme cherchée est donc égale à ce produit, c'est-à-dire à
C'est-à-dire à
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68. Somme des puissances p^^"^^' des diviseurs d^ un nombre ; fonctions symétriques des diviseurs d*un nombre. — La somme des puissances p^^^*"* des diviseurs du nombre n est évidemment égale à
(iP-f-aP + a»/'-h...-+-a«/')(i/'-+-6/'-hà»/'-+-...-i-^P/')...(i-h//'-f-...-+-Ap)^ c'est-à-dire à ,
Sachant calculer les sommes des puissances semblables des diviseurs d'un nombre, on sait calculer les fonctions symétriques rationnelles quelconques de ces diviseurs.
69. Produit des diviseurs dUin nombre. — Soient (2) I, d, d\ ..., n
tous les diviseurs d'un nombre.
Ck)nsidérons les diviseurs complémentaires :
Les diviseurs de la suite (3) sont en même nombre que ceux de la suite (2); d'ailleurs deux quelconques d'entre eux sont différents. Par conséquent la suite (3) contient, comme la suite (2), tous les diviseurs de n. On a donc, en appelant P le produit cherché
V = i.d.d' ... n et
n n n n ^^T'dd'"'n'
Faisons le produit de ces deux égalités et remarquons qu'il y a, dans chacun des seconds membres, (a -f- i) (P -|- i). • .(X-+-i) facteurs ; il vient
d'où
Cherchons l'expression générale de o(n
Soit n = a^b? , . . l^. Supposons écrits les nombres
dans cette suite barrons successivement les nombres divisibles par a, puis ceux divisibles par 6, etc.; barrons enfin tous les nombres divisibles par /; nous aurons ainsi barré tous les nombres de la suite non premiers avec n et il ne restera plus qu'à voir combien il reste de nombres dans la suite.
Or les nombres de la snite divisibles par a sont :
a, 2a, 5a, . . . , — ci'j a
leur nombre est -> et quand ils sont barrés il reste
n = n ( i ) nombres.
Les nombres de la suite divisibles par b sont de même (5) 6, 26, ..., ^b.
Mais certains ont déjà été barrés comme multiples de a: il faut donc commencer par barrer les multiples de a de la suite (5).
Or soit kb un nombre de la suite (5) : pour qu'il soit divisible par a, il faut et il suffit {a et b étant premiers entre eux) que k soit divisible par a.
Donc pour compter combien il restera de nombres de la suite (5),
(') Si l'on définissait 9(n) comme le nombre des nombres plus petits que n et premiers avec lui, on aurait 9(1) = 0, tandis qu'avec la définition du texte on a ç(i) = i.
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quand on aura barré les multiples de 6, il suffit de résoudre le même problème pour la suite
Or, d'après ce qu'on vient de dire, si dans cette suite on barre les multiples de a, il reste
■r ( I ) nombres.
Ce sont ces nombres qu'il faut barrer dans les nix j qui
restent de la suite (4). H en restera donc
ou
el ainsi de suite. Finalement, quand on aura barré de la suite (4) les multiples de a, de 6, . . ., de /, il restera
(6) ç(/i)=/i^i — M /,_ M...N -ij nombres.
72. Remarque /. — Si /i est premier ç(/i)==n — i. C'est évident à priori, et c'est d'accord avec la formule (6).
73. Remarque IL — ?(w) est pair à moins que n = 2. En effet, à tout nombre k premier avec n, correspond le nombre n — k qui est aussi premier avec n. D'ailleurs on ne peut avoir k = n — k
que si A" = -• Mais - n'est premier avec n que si /i = 2. Donc, ce
cas écarté, on voit que les nombres premiers à n vont par couples. Donc leur nombre est pair. Cela d'ailleurs résulte aussi très facilement de la formule (6).
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les deux nombres n et n! n'ayant pas de facteurs premiers communs, on a
comme décomposition de nrJ en facteurs premiers. On a donc
Donc
(p(nn') = <p(/i) ?(«')•
7S. Théorème. — La somme des indicateurs des diviseurs d'un nombre est égale à ce nombre.
En effet, considérons le produit
[(p(i)4-7(a)+(p(a«)+...4-f(a«)][<p(i)-+-cp(^»K...4-(p(6P)]... [9(1)4- cp(/)^...^
Si l'on multiplie un terme de la première somme par un terme de la seconde, par exemple cp(a'") par ^{bP), a^ et b^ étant premiers entre eux, on obtient o(a'^bP). Multipliant ce produit par un terme de la troisième ligne «p(c^), on obtient ff{a'^bPc9) et ainsi de suite. On voit donc que le produit indiqué est égal à la somme des indicateurs des diviseurs du nombre n. Or
De même
<p(l)-+-(p(6 )■+-... 4- <p(6P) = 6P..., etc.
Donc le produit indiqué est égal à c'est-à-dire à n.
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76. Vu rimportance de ce théorème, nous allons en donner une seconde démonstration.
Soit€/ un diviseur de n. Cherchons combien il y a de nombres plus petits que n et ayant avec n, comme plus grand commun diviseur, le nombre d.
Soit a un nombre plus petit que n et tel que le plus grand
commun diviseur de a et de n soit d. Par suite, «'=2 ^^^ P'*^* petit que ^ et est premier avec lui.
Réciproquement, soit a' un nombre plus petit que ^ et premier
avec lui ^ a^d sera plus petit que /?, et aura avec lui d comme plus grand commun diviseur.
Donc le nombre cherché est égal au nombre des nombres plus
petits que ^ et premiers avec lui, c'est-à-dire ^^{2)'
Ceci posé, soient 1, rf, rf', . . ., n les diviseurs de n.
Parmi les nombres i, 2, 3, . . ., /i non supérieurs à n, il y en a
<p f — j qui ont avec n le nombre i pour plus grand commun diviseur.
D'ailleurs tous les nombres i, p., ...,n se trouvent dans l'éni*mération précédente. On a donc
ou, puisque les nombres -, -j> -t7> • • • » — ne sont autres que les nombres i , rf, rf', . . . , n (n° 69),
ç(l)-hcp(rf)-+-<p(rf')-t-...-4-ç(/l) = 71.
Remarque. — Généralisation de la remarque du n^ 38 de la première Partie. — Soit h un nombre, a< , aj, .. . , a^^^) les nombres
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plus petits que h et premiers avec lui. Tout nombre premier est de l'une des formes A/i-f-ai, A/i + aa, . . ., An-h a^^^)» Vi étant un nombre entier.
77. Indicateurs des différents ordres. — La théorie de l'indicateur se généralise delà façon suivante :
On appelle indicateur du p»*™® ordre le nombre de groupes de p nombres, tous non supérieurs à n, et tels que ces p nombres et n soient premiers dans leur ensemble. On peut encore définir ces groupes, en disant que ce sont les groupes de p nombres, tous non supérieurs à n et tels que leur plus grand commun diviseur soit premier avec n. Désignons ce nombre par <fp{n).
On a
Cherchons l'expression générale de ^p{n).
Soit n= a^b? ... l^. Supposons écrits tous les groupes de p nombres non supérieurs à n. Ces groupes sont au nombre de nP. Barrons successivement les groupes dans lesquels tous les nombres sont divisibles par a, puis ceux dans lesquels tous les nombres sont divisibles par b, etc.
Or, les nombres non supérieurs à n, et divisibles par a, sont
Ils sont au nombre de - et peuvent former (-j groupes
de/? nombres.
Donc, si l'on barre ces groupes, il reste
nPou
n/'U— ^j groupes.
Le raisonnement se continue comme on l'a fait plus haut pour <p(/i), et l'on trouve
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78. Nous nous contenterons d'énoncer les théorèmes suivants :
II. <fp(n) est pair, à moins que n
m. n et n! étant premiers entre eux
rV. La somme des indicateurs du p^^^"^ ordre des diviseurs de n est égale à nP,
Tous ces théorèmes se démontrent comme les théorèmes analogues sur rindicateur du premier ordre (*).
§ III. — Décomposition en facteurs premiers du produit des n premiers nombres. Applications.
79. Problème. — Le produit des n premiers nombres étant supposé décomposé en facteurs premiers, quel est l'exposant du facteur premier p dans ce produit?
Parmi les nombres de 1 à /z, ceux qui contiennent le facteur premier/) sont les nombres
i./?, 2./>, 3./>, ..., ^y^J'Pf
leur nombre est E ( - j .
Maïs certains de ces nombres contiennent le facteur premier p élevé au carré, ce sont les nombres
!./>«, 2./>«, 3./>«, ..., e(^)./>î, leur nombre est E ( — J •
(*) L^indicateor do premier ordre a de nombreuses applications : à la théorie des équations binômes, à celle de la division du cercle, etc.
L'indicateur du second ordre s*est rencontré dans la théorie des fonctions modulaires elliptiques (t;oi>, par exemple : Vorlesungen ûber die Théorie derelliptischen Modulfunctionen de Klein, publié par Fricke). Nous le rencontrerons plus loin dans la théorie des substitutions linéaires.
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De même le nombre des nombres de i à n qui contiennent le
fadeur />* est E ^-^ j et ainsi de suite.
On voit que le facteur premier p est contenu dans le produit proposé un nombre de fois égal à
Kî)-'^(,-)— '^(^>
p^ étant la plus haute puissance de />, non supérieure à n, c'està-dire, a étant tel que
On peut d'ailleurs remplacer la somme précédente par e(-We^^W... (indéfiniment),
puisque tous les termes qui suivent E( -^ j sont nuls.
80. Appliquons ce résultat à la démonstration du théorème suivant :
Le produit de n nombres consécutifs est divisible par le produit des n premiers nombres.
Ainsi (m -^\){m-\- 2). . .(m -+- n) est divisible par n\ {n\ représentant comme à l'ordinaire le produit des n premiers nombres).
En effet, nous allons montrer que tout facteur premier p est contenu dans le premier de ces produits avec un exposant au moins égal à celui avec lequel il est contenu dans le second.
L'exposant de p dans le second produit est
Pour trouver l'exposant de p dans le premier produit, remarquons que ce produit peut s'écrire
Donc l'exposant cherché est
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On a donc à montrer que
Pour cela, il suffit de montrer que chacun des termes du premier membre est plus grand que chacun des termes du second, et pour cela, enfin, il suffit de montrer que, K étant un nombre quelconque,
<„ E(!^)-E(2)iE(i).
Or on a
Donc
Donc, puisque le second membre est entier,
ca qui revient à l'inégalité (7).
81. Autre démonstration de ce théorème. — Une autre démonstration du théorème précédent repose sur l'identité facile à vérifier
Pour démontrer que le premier membre est divisible par n!, il suffit de prouver que m(/n 4- i). . .(m + n — 1) est divisible par n\ et que (m 4- i)(m-|- 2), . .(m + n — 1) est divisible par (/i — i)!; c'est-à-dire qu'on est ramené au même théorème que
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celui que l'on a en vue, mais m étant remplacé par m — i ou n par n — i . On voit que, de proche en proche, on est ramené à des propositions évidentes (* ).
§ IV. — Des nombres entiers on fractionnaires négatifs.
82. Nous supposons que le lecteur connaît la définition et les règles du calcul des nombres négatifs.
En particulier, si Ton considère des nombres entiers négatifs, quelles sont les propriétés démontrées jusqu'à maintenant pour les entiers positifs, qui peuvent s'appliquer à ces nouveaux nombres?
Les définitions de multiple, diviseur y subsistent sans changement.
83. Des restes négatifs, — Soient a et b deux nombres, a n'étant pas divisible par 6. Il y a deux multiples consécutifs de 6 qui comprennent a, soient qb et (gr + i)6, et l'on peut écrire
a — qb -\- r,
ou
r et r' étant positifs et plus petits que b, La quantité r' peut s'appeler un reste négatif.
Reste minimum, — Entre les nombres r et r' on a la relation
Il y a donc en général un des deux nombres r, r' qui est plus
b petit que -•
(') On sait que ce théorème résulte d'ailleurs de ce que l'expressioa
(m -Hi) (m-i- a)...(m-i- /i) . , , , ,. • j / . v
-^^ — r-^ i représente le nombre de combinaisons de (/?n-/i)
objets /i à /t.
Le lecteur pourra démontrer les théorèmes du même genre suivants : V ex pression (m/i)I est divisible par l'expression (m!)''(/i!), théorème que
l'on rencontre dans la théorie des groupes de substitutions. L* expression ( a m) ! ( 2 n ) ! est divisible par l'expression m\ n\ {m-^ n)\y
proposition déduite par Catalan de certaines formules elliptiques.
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Dans le cas particulier où b est pair et où r = -, r' est aussi
ésral à - •
En définitive, on voit qu'on peut toujours écrire
a = 6^ -t-p, p étant positif ou négatif, mais au plus égal à - en valeur absolue.
p s'appelle le reste minimum de la division de a par b. Il est déterminé, excepté quand, b étant pair, a est équidiflerent de deux multiples consécutifs de b. Dans ce cas, le reste minimum
est indifféremment H — ou
84. Les diviseurs de a et de — a sont identiques. Dans la recherche des communs diviseurs à deux nombres, on peut donc toujours opérer sur des nombres positifs.
Le nombre — i doit être considéré comme une nouvelle unité.
Les nombres négatifs sont décomposables, et d'une seule façon, en un produit de facteurs premiers positifs, multipliés par — i.
Pour que cette décomposition ne puisse se faire que d'une seule façon, il faut convenir que l'unité — i n'est jamais élevée à aucune puissance.
8o. Nombres fractionnaires négatifs. — La seule remarque que nous ajons à faire sur ces nombres porte sur l'expression suivante : partie entière d^un nombre négatij. D'une façon générale, la partie entière M d'un nombre quelconque m est définie
par les conditions
Ml m < M -M.
On voit que les nombres m et — m n'ont pas des parties entières égales et de signes contraires, à moins que m ne soit entier. Ainsi la partie entière de (7 -hf) est 7; celle de — (7 -l-|) est — 8.
Aet B étant des nombres entiers positifs ou négatifs, la partie
entière de ^ s'appelle aussi le quotient à une unité près de -^'
Si de A on retranche le produit par B de ce quotient, on trouve un nombre positif que nous appellerons reste (à moins qu'on n'indique spécialement qu'on veut parler d'un reste négatif).
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§ V. — Fractions continues.
On appelle fraction continue une expression de la forme
aj-f-
Un
«2? • • • j ûJ„ étant des nombres enûers positifs. Quant à a<, c'est un entier positif, négatif ou nul.
Nous représenterons aussi cette expression par la notation plus simple [tZ], a2j • • • > ^/t]-
87. Toute fraction continue est égale à un nombre commensurable, car si l'on considère les nombres
le dernier de ces nombres n'est autre que j^. Or, le premier de ces nombres étant commensurable, le second ^2 l'est aussi, puis y», et ainsi de suite.
Réciproquement, tout nombre commensurable est égal à une fraction continue et à une seule.
En effet, soit un nombre commensurable ^', cherchons à déter-
miner des entiers «i, «2, . . . , a« positifs à partir du second, de façon que
Oa-h.
On voit que ^ doit être égal à a< plus un nombre positif plus
petit que i. Donc a^ est le quotient à une unité près de A par B. a^ étant ainsi déterminé, on tire de l'égalité (8)
A — Bai «3-
an
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Or, at élant le quotient de la division de A par B, le nombre A — Bui en est le reste; appelons-le r^ On a donc ,
ri ai-
de sorte qu'on est ramené à réduire en fraction continue le
nombre — •
eza est le quotient de la division de B par r, à une unité près, et si l'on appelle rj le reste de cette division on a
— = ajH
et ainsi de suite.
En définitive, les nombres a<, a2, . . . sont déterminés par une suite d'opérations qui est la même que celle qui sert à trouver le plus grand commun diviseur de A et de B. Cette suite d'opérations amène à deux nombres dont la division se fait exactement.
Soient r„_2 et r„_< ces deux nombres. On a
rn-i
et
an
Exemple : Soit le nombre ^« On a à efTectuer les opéra-
tions suivantes :
d'où
ID
Réduites, — Soil à calculer la fraction contÎDue
[«1, ai, ...,«„]
connaissant ai, as, • • • , a/i.
La méthode qui se présente la première à l'esprit est de calculer les nombres
j\ jn—x
dont chacun se calcule en fonction du précédent et dont le dernier est la fraction continue cherchée.
Mais on peut au contraire calculer la suite des nombres
^1» «iH » aiH- ' ) •••» «iH •
aj I «1-1-1
Le dernier de ces nombres est la fraction continue elle-même. Mettons en évidence leur forme fractionnaire. Le premier d'entre
eux étant «i, ou —t posons
P, = a„ Qi = i.
De même le second étant ai H ou — ^— ^ — > posons
Pj=aia,-t-i, Qi=a2, et ainsi de suite; de sorte que la p^^^^ fraction ainsi calculée est désignée par ^^ •
Ces fractions s'appellent réduites (* ).
(^) Mais P et Q ne sont évidemment pas définis par la seule conditioo p que ^ est égale à la /?**"»• réduite. P^ et Q^ sont déterminés par le fait
qu'ils sont calculés comme on vient de le dire, ou encore, comme on va le
P^ voir, P^ et Q^ sont déterminés par le fait que J^ est la forme réduite à sa plus
simple expression du nombre a, h • C*est pour celte raison que ^
s'appelle réduite.
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89. Je dis qu^on a pour calculer les nombres P et Q de proche en proche les formules
Qp=Q/»-iap-4-Qp-i.
En effet, cette loi de récurrence se vërifie facilement pour les premières réduites. Supposons-la vraie pour les réduites jusqu'à la {p — i)»*"'. On a donc
Pp-i __ Pp-jqp-t -4- Pp-3 ^
Qp-i Qp-i«p-i -+- Q/>-3
P . p _ * I Or ^ se déduit de -^^ en changeant ap_i en ap_< H ;
d'autre part, Pp^2f Qp-2j P/>-3) Q/>-sî sont indépendants de a^„<. La formule précédente donne donc
p^ ^ ■-/'-« V"P-.-^ -y -^'-P-. _ (P^,a^^,-t-P^_,)ap.^P^.,
>_, («;,-.+ f) + Q.-, (Q/-»«p-.-t- Q/-3)«p+Qp-«
Mais par hypothèse
Pp_jap_t H- Pp-» = Pp-iï
Qp-î «p-i ■+- Qp-3 = Q.p-1' Donc
Donc
Pp _ Pp-tUp-i-Pp-t
Qp Qp-iap-h Qp-i'
1 P;.= Pp_,ap-f-Pp_„
Remarque, — Ces formules montrent que, si a» est positif, les quantités P^ et Qp sont positives et croissent avec Tindice. Si a^ est négatif, P^ est négatif et Q^ est positif, mais leur valeur absolue croît avec l'indice.
Exemple. — Soit la fraction continue
Les deux premières réduites sont
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et
et en calculant les autres de proche en proche, on trouve la suîte
Les réduites -et-* — La loi de formation des réduites
que nous venons d'indiquer ne commence à s'appliquer qu'à la
troisième réduite. Ainsi, dans l'exemple précédent, les deux pre-
I 5 mières réduites - et 7 ont été calculées directement. I 4
Soit la fraction
[ai, as, . ,.,an\y on a
Qi "" 1 ' Qî "" a, •
Il est facile de voir qu'en posant
Po=i, P-i = o, Qo=o, Q-i=i,
P P on peut calculer 5^ et g^ par les formules générales (9).
On a, en effet,
Pj = a, a, -h I = Pj aj -h Pq, Q, = I X a, -1-0 = Qia,-^Qo et
P,= 1 X ai^-o = Poai-4- P_i,
Q, = o X ai-f- I = Qoat ■+■ Q_i.
Cette remarque permettra quelquefois d'étendre, sans démon-
P P stration particulière, aux réduites q^ et g^, des résultats dépendant des formules (9).
91. Théokème. — Entre les termes de deux réduites conséxiste la relation
PpQp-t-Pp-iQp=(-i)p.
P — P cutives jc^-i et ^ existe la relation Vp-i Vp
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En effet, remplaçons P^ et Qp parles expressions (9), il vient Vp Qp-, - Pp-, Qp = ( P;^, ap 4- P;^, ) Qp- j - Pp-, ( Qp-, ap -h Qp_, )
ou
Pp Qp^, - Pp-, Qp = - ( Pp-, Qp-î - Pp-i Qp-, ).
Autrement dit, la quantité P/>Q/>_i — P/>-<Q/» conserve la même valeur absolue, mais change de signe quand p augmente d'une unité. Or pour/> = o
PoQ-,- P-,Qo= (I X i)-(o) (o) = I.
Donc, en général,
PpQp_i-Pp-.,Qp=(-i)p.
92. Corollaire. — Les réduites sont des fractions irréductibles. — En effet, d'après Tégalité précédente, le plus grand commun diviseur de P^, et Qp doit diviser i .
Théorème. — Si Von considère deux réduites consécu
P P iives -^ et 7^^ y si p est impair, la seconde réduite est plus
Klp Vp-Hl
grande que la première; sip est pair, la seconde réduite est plus petite que la première. D* ailleurs la valeur absolue de la différence entre ces deux réduites diminue lorsque V indice augmente.
En effet
P/H-i Pp ^ Pp4-,Qp- PpQp-H, ^ (-î)P-"' QfH-, Qp Q/>Q/^i QpQpH-i
Donc la différence en question est positive si p est impair, et négative si p est pair; de plus, elle diminue quand p augmente, puisque Qp et Qp+i augmentent.
94. Corollaire. — Les réduites forment donc une suite de nombres tels que chacun d^ eux soit alternativement plus grand et plus petit que le précédent, et tels que la différence entre deux consécutifs de ces nombres aille en diminuant en valeur absolue.
Or, quand on a une telle suite de nombres, on peut dire que
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tout nombre de la suite est compris entre deux consécutifs précédents.
En effet, soient
ces nombres. Je suppose
et
"l— «1> Mj— M3> M4— as>
On a, en supposant q >/?,
1/27 étant égal à W2/>_< augmenté d'une somme de termes positifs est plus grand que Uip_^»
On a d'autre part
U^q = a,p — [( M,p -^ Mjp+i ) — ( Ujp+j ■— Mîp+i )]
W2^ étant égal à u^p diminué d'une somme de termes positifs est plus petit que Wa/»»
Donc
Wlp-1< "27<"î/>-
Ainsi u^q est compris entre deux termes consécutifs précédents, "2/7-1 et i/2p.
On ferait une démonstration analogue pour le terme 1/274.1- Le théorème précédent se voit plus clairement par une représentation géométrique. Représentons les nombres successifs par
Fig. I.
O A, Aa AsA^ A,
des abcisses 0A|, OA2, OA3, . . . portées sur une droite à partir d'une origine O. D'après les hypothèses, A2 est à droite de A| , A,
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est à gauche de A2, maïs Ai A3 étant plus petit que AiAa, A3 est entre A« et A^. De même A4 est entre A2 et A3 et par suite entre A| et A2, et ainsi de suite.
Il résulte aussi de ce qui précède que, dans la suite m,, Moj •••?"/!> les termes d'indices impairs vont en croissant avec l'indice, tandis que les termes d'indices pairs vont en décroissant. Un terme quelconque d'indice impair est d'ailleurs plus petit qu'un terme quelconque d'indice pair.
Si l'on applique ce qui précède aux réduites d'une fraction continue, on voit que toute réduite est comprise entre deux réduites consécutives précédentes. En particulier, la dernière réduite, c'est-à-dire la fraction continue elle-même, est comprise entre deux réduites consécutives quelconques.
ly ailleurs les réduites d'indice impair vont en croissant, les réduites d'indice pair vont en décroissant^ et une réduite d'indice impair quelconque est plus petite qu'une réduite d'indice pair quelconque.
95. Considérons encore la suite (10). Si la différence entre deux termes consécutifs de cette suite est plus petite en valeur absolue que la moitié de la différence entre les deux précédents, il arrive que, de deux termes consécutifs, le second diffère moins que le premier de tous les suivants.
Considérons les deux termes consécutifs U2p^Ky Uip et un terme suivant, U2q par exemple. On a vu que
Je dis que
(11) ajp— Uiq< Uiq— U,p-i.
On a, en effet,
D'après ce qu'on a vu au n® 94, tous les termes de cette somme, à
partir de "'^'"^ "*^"' sont positifs; U2ç est donc égal à "«p-< ~^ "«p
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augmenté d'une suite de termes positifs. Donc
inégalité qui revient à Pinégalité (i i).
Ce résultat d'ailleurs se voit encore très facilement par la représentation géométrique de plus haut. Si A3 A2 est plus petit
que > le point A3 est plus près de A2 que de A| ; il en est de
même a fortiori de A4, A5, . . . puisque ces points sont à droite de As.
La circonstance précédente se présente justement pour les réduites d'une fraction continue. La différence entre deux réduites consécutives est plus petite en valeur absolue que la moitié de la différence précédente. En effet, deux différences consécutives sont, en valeur absolue (n** 93),
et
Or
Qp-hi = Qp«/»-Hi -f- Qp-i-
Qi, est plus grand que Qp_i, et le nombre entier positif a^^» est au moins égal à i ; donc
Donc
On peut donc dire que de deux réduites consécutives, la seconde diffère moins que la première de toutes les réduites suicontes, et en particulier de la dernière, c'est-à-dire de la fraction continue elle-même.
En résumé, les réduites successives d'une fraction continue sont alternativement plus petites et plus grandes que cette fraction, et chacune d'elles diffère moins de cette fraction que les précédentes,
96. Enfin une dernière propriété des fractions continues, d'une grande importance dans les applications, est la suivante :
Théorème. — Dans la réduction en fraction continue d'un
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nombre positif j chaque réduite diffère moins d'une réduite
suis^anle quelconque {et en particulier de la fraction continue
elle-même) que toute fraction irréductible ayant des termes
plus simples,
En effet, soient une réduite ^r» une réduite suivante -^ et une
fraction .= . Le théorème revient à dire que, si -^ est plus appro-
chée de -^ que ^r' A et B sont respectivement plus grands que Pp
et Q,,.
En effet, supposons, pour fîxer les idées, p impair, de sorte que
^ ^ £ ,^ ^p~^ Qp ^ Q ^ Qa>-.
^ étant plus approché de ^ que ^ Test a fortiori plus que ^^ •
On a donc
On en déduit
Qp-i Qp^Qp-i B^""' d'où l'on déduit (à cause de la relation Py,_< Q), — Q/»-i P/, = i )
I BPp-,-AQ^-t ^ ^ .
Qp ^ B ^ '^'
d'où
. B>Qp(BP^,-AQp_t)>o.
B est donc plus grand qu'un multiple positif de Q^, donc a for-
P A BP
tiori plus grand que Qp. D'ailleurs, de ^ < ^ on tire A > -7^-^'
Vp ** Vp
et a fortiori A ]> P^,.
97. Remarque sur la réduction en fraction continue des nombres négatifs. — Réduire en fraction continue un nombre
négatif — ^, c'est écrire
a^fc
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de sorte que le premier quolient incomplet — ai soit le plus grand
eutier négatif immédiatement inférieur à — ô ^^ 9"^ ^^^ quo-
tieni^s incomplets suivants soient tous positifs.
Il est facile de trouver la réduction en fraction continue d'un
nombre — k^> connaissant celle du nombre ô* Soit, en effeï,
d'où
ou encore
Si è ^ I , l'expression précédente est la fraction continue cherchée.
Si 6 = I, Texprcssion précédente est égale à
qui est la fraction continue cherchée.
DES CONGRUENCES
§ I. ~ Premières notions sur les congruences.
98. La notion de congruence, ou plutôt la notation par congruences et leur analogie avec les équations, est due à Gauss. Voici en quoi elle consiste :
On dit que deux nombres a et 6 sont congrus par rapport à un module n quand la différence a — b est divisible par n. Cette congruence syndique de la façon suivante :
a^ b (mod /i).
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre, on peut supprimer
le module et écrire
Il y a, entre les congruences et les égalités, des analogies dont nous allons parler et qui sont mises en lumière par la notation précédente.
99. On peut ajouter, soustraire, multiplier membres à membres des congruences prises par rapport à un même module.
Soient, par exemple, les congruences
a — h ( mod /i\ a = ù' (mod n ).
Elles sont équivalentes aux égalités
(i) a = b -h nh,
(^) a'= 6'-+- nh\
h et A' étant des nombres entiers.
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Ajoutons ces égalités, dous obtenons
a-\-a'= 6 H- b'-hn(h-hh').
Donc
a -H a' EH 6 -h 6' (mod n).
La démonstration s'étendrait au cas d'un nombre quelconque de congruences.
On voit d'une façon analogue que l'on peut soustraire membres à membres deux congruences.
On peut aussi multiplier deux congruences membres à membres. En effet, des égalités (i) et (a) on tire
aa'= bb'-h n^hb'-^- h' b -h nhh').
Donc aussi
aa'=::^bb' (mod/i).
Ce théorème s'étend sans peine, de proche en proche, à un nombre quelconque de congruences. En particulier, on peut élever les deux membres d'une congruence à une même puissance.
100. Si l'on combine entre eux les résultats précédents, on arrive sans peine à l'énoncé général suivant :
Si l'on a
a^a! (mod n),
b ^ b' (mod n),
c —^ c' (mod /i),
on a aussi
f étant une fonction rationnelle entière à coefficients entiers.
On ne peut pas, en général, diviser les deux membres
d'une congruence par un même nombre. D'abord, cette opération
n'a de sens que si les deux membres sont divisibles par le diviseur
en question; ensuite, celte condition étant réalisée, l'opération
n'est permise que si le diviseur est premier avec le module.
En effet, soit
ar^b (mod n), d'où
(3) a — 6 1= o (mod /i).
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Soit d un diviseur commun à a et 6, et par suite diviseur
de a — 6, et soit
a-^b^dd'.
Diviser les deux membres de la congruence (3) par d revient à écrire la congruence d^^o (mod n). Or, de ce que n divise dd'^ on n'a le droit d'en conclure qu'il divise d que s'il est premier avec d.
Si, après avoir divisé les deux membres d'une congruence de module n par un même nombre rf, on veut encore obtenir une congruence sûrement exacte, il faut diviser le module n par le plus grand commun diviseur de n et de d.
Exemple, — Soit la congruence
270 £1^ 60 (mod 14).
On peut diviser les deux membres par i5, parce que i5 est premier avec le module i4, et l'on obtient la congruence exacte
lîjod
Mais, si l'on divise les deux membres par 6 qui n'est pas premier avec 14) on obtient une congruence inexacte
45 " 10 (mod i4).
Pour obtenir une congruence exacte, il faut diviser le module i4
par le plus grand commun diviseur de 6 et de i4) qui est 2, et l'on
obtient ainsi
45 rjE 10 (mod 7).
102. Congruences à module premier. — Ici se dessine, pour la première fois, le caractère plus simple des congruences à modules premiers. Supposons, en effet, que le module n soit un nombre premier absolu. Alors, pour qu'on puisse diviser les deux membres d'une congruence par un de leurs diviseurs communs rf, il suffit que d ne soit pas divisible par n, autrement dit que d ne soit pas congru à zéro (mod n). L'analogie des congruences avec les égalités est ainsi plus grande.
Quoi qu'il en soit, dans ce cas, comme dans celui du module non premier, il subsiste encore cette différence avec les équations que d doit être un diviseur commun des deux membres de la congruence. Nous allons supprimer cette restriction.
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103. Théorème. — Soit a un nombre premier avec n. Si l'on divise par n les nombres
les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres I, 2, .... n — I.
En effet, aucune division ne se fait exactement, car n étant premier avec a ne peut diviser ha que s'il divise A, ce qui est impossible si h est plus petit que n.
Aucun des restes n'étant nul, ces restes sont certains des nombres i , 2, . . . , n — i .
Deux de ces restes ne peuvent être égaux, car si ha et A'a donnaient le même reste, (A — A') a serait divisible par /i, ce que nous venons de voir être impossible.
Les restes étant des nombres de la suite i, 2, ..., n — 1, étant en même nombre qu'eux et étant différents entre eux, sont ces nombres mêmes.
Remarque, — Considérons en outre le nombre /la; ce nombre divisé par a donne comme reste zéro. On peut donc dire que si l'on divise par n les nombres
a, 2a, ..., (/i — i)a, na^
les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres I, 2, ..., 71 — 1, n.
Autre énoncé, — Les nombres a^ ia^ ....(/? — i)a, na sont congrus (mod n) aux nombres o, 1 , 2, . . . , (/i — 1 ).
104. Système complet de restes incongrus par rapport à un module, — On appelle système complet de restes incongrus par rapport à un module n, un système de n nombres tels c\\x'il y en ait un et un seul congru (mod n) à n'importe quel nombre donné.
Il est évident que les nombres o, i, 2, . . . , (/i — i) forment ua système complet de restes incongrus (mod n).
Il en est de même de tout système de nombres respectivement congrus aux précédents; par exemple, les nombres a, aa^ 3a, ... y na du théorème précédent.
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On généralisera facilement en démontrant la môme propriété pour les nombres a + 6, 2a 4- 6, •••) na -^ b. En d'autres termes, n termes consécutifs dUine progression arithmétique, dont la raison est première avec /i, forment un système complet de restes incongrus (mod n).
105. Quotient de deux nombres (mod/i). — Soient deux nombres A et B et un module n premier avec B. D'après ce qui précède, il existe un nombre q et un seul (à un multiple près
de n) tel que
B^ s A (mod n).
q peut s'appeler quotient de A par B (mod n). Si A ^ o (mod /i), il en est de même de q.
Dans le cas particulier où A = i , les nombres B et y peuvent être dits inverses Vunde Vautre (mod n),
106. Généralisation des résultats du n^ 101. — Nous pouvons maintenant, comme nous l'avons annoncé, généraliser les résultats du n** 101 relatifs à la division des deux membres d'une congruence par un même nombre premier au module.
Il n'est pas, en effet, nécessaire que ce nombre soit diviseur commun des deux membres de la congruence pour que l'on puisse faire celle division; il suffît que ce nombre soit premier au module. D'après ce qui précède, si deux nombres sont congrus (mod /i), leurs quotients (mod/i) par un nombre B premier à n sont aussi congrus (mod n).
En particulier, si le module est un nombre premier absolu, on peut diviser les deux membres de la congruence par un même nombre quelconque, non congru à zéro.
107. Remarque. — Pour qu^un produit de facteurs soit congru à zéro, il faut et il suffit, quand le module est premier, que l'un des facteurs soit congru à zéro.
En effet, ceci revient à dire que, pour qu'un nombre premier divise un produit de facteurs, il faut et il suffit qu'il divise l'un des facteurs.
Les théorèmes précédents mettent bien en évidence l'analogie qui existe entre les égalités et les congruences, surtout les congruences à module premier. Cette analogie va se poursuivre.
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§ II. — Congruence du premier degpré à une inconnue. Analyse indéterminée du premier degré.
108. De même que parmî les égalités on distingue celles appelées équations dans lesquelles cerlaines quantités sont inconnues, de même on peut distinguer les congruences dans lesquelles certaines quantités sont inconnues et doivent être déterminées de manière *à ce que la congruence soit vérifiée.
La congruence du premier degré à une inconnue a la forme
(4) ax^-b (mod n),
a el b étant connus, x étant inconnu.
D'après ce que nous venons de voir (n** 105), si a est premier avec /i, il existe un nombre et un seul {à un multiple près de n) qui satisfait à la congruence.
Si a n!est pas premier avec n, soit d le plus grand commun diviseur de a et de n. Si b n'est pas divisible par rf, la congruence est évidemment impossible. Si b est divisible par rfj soient
a ^ a'dy b — b'dj n ^ n'd^
la congruence proposée est équivalente à la suivante :
(5) a'x^b' (modn').
a' et /i' étant premiers entre eux, il existe un seul nombre (mod /i') satisfaisant à cette congruence, soit Xq, Toutes les solutions de la congruence (5) sont données par la formule
(6) X --- Xq-t- n! t^
t étant un entier quelconque.
Cherchons combien cela donne de solutions incongrues (mod n) pour la congruence proposée (4).
Pour que les deux valeurs de x données par la formule (6), pour deux valeurs t' ^ t" de t soient congrues (mod/i), il faut et il suffit que leur différence
soit divisible par /i, c'est-à-dire que t^' — d soit divisible par d. On aura donc toutes les solutions incongrues (mod n) de la
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congruence (4) en donnanl à / les valeurs o, I, a, ..., d — iy
ce qui donne d solutions.
109. Dans le cas particulier où n est un nombre premier absolu /?, on a le résultat suivant, complètement analogue à celui relatif à l'équation du premier degré :
La congruence ax e^ ft (mod p) a une solution sia^o (mod p), [On ne compte pas comme différentes deux solutions congrues (mod /?)].
«Si a = o (mod/?) et que h^ào (mod/>) la congruence est impossible,
Sia^b^o (mod /?), la congruence est indéterminée.
110. Application. — Résolution en nombres entiers de Inéquation ax -\- by = c, — Comme nous Pavons dit dans Tlntroductîon de cet Ouvrage, un des objets principaux de la théorie des nombres est la résolution en nombres entiers des équations à coefficients entiers.
Pour Téquation la plus simple, équation du premier degré à une inconnue ax= 6, la réponse est immédiate.
Cette équation a une solution si b est divisible par a; elle n'en a pas dans le cas contraire.
Passons maintenant à Téquation du premier degré à deux
inconnues
ax H- by = c.
La solution de cette équation revient immédiatement à celle de
la congruence
ax^^ c (mod 6).
En effet, soit x^ une solution de cette congruence, axç^ — csera divisible par 6; soit — ^o 'e quotient, on aura
ax^-\- byQ= c.
Ainsi à toute solution de la congruence correspond un système de solutions de l'équation.
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On voit que si a et b sont premiers entre eux, le problème est possible; soit ^oj yo ^^ système de solutions; d'après ce qu'on a dit plus haut, toutes les valeurs de x sont données par la formule
t étant un entier quelconque. La valeur de y correspondante, donnée par Téquation ax -h by^=Cj est
(B) ^-rc-«^
et le problème est résolu.
Si a et b ne sont pas premiers entre eux, soit d leur plus grand commun diviseur. Si d ne divise pas c le problème est impossible. Si d divise c, on peut d'abord diviser tous les termes de l'équation par d et l'on est ramené au cas où les coefficients de x et dey sont premiers entre eux.
H2. Résolution par les fractions continues, — Nous avons démontré l'existence des solutions, mais nous n'avons pas donné de méthode pour les calculer, sinon par tâtonnements, en essayant pour X successivement tout un système de restes incongrus par rapport au module b.
L'algorithme des fractions continues permet de résoudre le problème plus rapidement.
En effet, comme nous venons de le dire, on peut supposer a et b premiers entre eux. Réduisons en fraction continue la
fraction , • Soient 7-^- el ,/ Tavant-dernièrc et la dernière réduite.
On a
(9) P/.Qa-.-Q:Pa-i---(-i)^.
Mais les fractions tc^ et -r> étant égales et toutes deux irH^uc ylk o ^ \
tibles, sont identiques. Donc
Donc l'égalité (9) s'écrit
aQA_,— 6 Fa-, = (-!)*.
On en déduit
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Donc ( — i)*Q^_,c et ( — i)*^*Pa-i<^ forment un système de solutions. On en déduit tous Jes autres par les formules (7) et (8). Exemple. — Soit l'équation
L'avant
-dernière réduite est
'Ao.Donc >9
ou
.44(-i5o49) = ioi.
La solution générale est
113. On peut envisager la question précédente d'une autre façon.
On dit qu'un nombre n est représentable par une expression /(^,^', 5, . . .), lorsqu'il existe des valeurs entières des variables x^y^ z, , ,, qui rendent /{x^y, ^î • • •) égal à n.
Les résultats précédents peuvent dès lors s'énoncer comme il suit :
La forme linéaire ax -i- by peut représenter tout nombre divisible par le plus grand commun diviseur de a et de b, et elle ne peut représenter les autres.
En particulier, si a et b sont premiers entre eux, la forme linéaire ax + by peut représenter tous les nombres.
D'ailleurs, quand la représentation d'un nombre est possible, elle l'est d'une infinité de façons.
114. Résolution de C équation ax ■+■ by -hcà'\-.,.-hkS'-\-ll = m,
, 6, c, .. ., Ij m s^ni donnés; x^ y, ^, . .., « sont inconnus.
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Si a, 6, c, . . ., / ne sont pas premiers entre eux, soît d leur plus grand commun diviseur. Si d ne divise pas m, le problème est impossible.
Si d divise m, on peut diviser toute Téquation par d. En un mot, on peut supposer les coefficients des inconnues premiers entre eux dans leur ensemble.
Nous allons montrer que dans ce cas l'équation est possible et que sa résolution se ramène à celle d'une équation contenant une inconnue de moins. Pour cela, nous allojis montrer que si c'est vrai pour une équation à /? — i inconnues, c'est vrai pour une équation à p inconnues.
L'équation proposée s'écrit
(lo) ~ ax -^-hy -\- cz-^, .,-^ks = m-~lt.
Si a, 6, c, k sont premiers entre eux, donnons à t une valeur quelconque, et il reste une équation en x, ^, . . ., 5, qui par hypothèse est possible.
Si a^b^c, ., ,^ k ont un plus grand commun diviseur 8 ^ i, on doit d'abord'déterminer t de façon que
m — lt=^o (raod 8).
Cette congruence est possible, car /et 8 sont premiers entre eux, sinon a, b, c^ . . .^ ky l ne seraient pas premiers entre eux. On obtient donc pour t une expression de la forme
« u étant une nouvelle inconnue.
Substituons cette valeur de t dans l'équation (lo), tous les termes deviennent divisibles par 8 et l'on est ramené au cas précédent.
Remarque, — Ce résultat peut s'énoncer comme au n°'H3. La forme linéaire ax -h by 4- - * . -\-ltpeut représenter tout nombre divisible par le plus grand commun diviseur de a^ b. ., .^ l, et ne peut représenter les autres,
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Supposons d'abord qu'il y ait seulement deux modules, et que l'on veuille trouver un nombre x satisfaisant aux conditions
X ^ a (raod a), X L-^ b (mod P).
Les nombres satisfaisant à la première de ces conditions sont
de la forme
X — Oit -^ a,
et il ne reste qu'à déterminer t par la seconde condition
at-^ a -} b ( mod p ) ou
atz^.b — a (modp).
Soit d le plus grand commun diviseur de a et p. Si d ne divise pas b — a le problème est impossible. Si d divise b — a la .congruence est ramenée à
Soit to une solution, toutes les autres sont de la forme
ce qui donne pour x des solutions de la forme
ou
x = Xo-i- -g-w,
u étant un entier quelconque.
Remarquons que -^ est le plus petit commun multiple de a et p.
De proche en proche il est facile de résoudre le problème général.
Supposons qu'il soit possible de trouver des valeurs de x
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satisfaisant aux congruences
X — a (mod a),
X ^ b (mod P),
X ^ l (mod X),
et que la solution soit de la forme
X = x^-\-Mty
M étant le plus petit multiple commun de tz, fc, . . ., /.
Je dis que Ton pourra trouver, si elles existent, les valeurs de X satisfaisant à une congruence de plus, et que la solution est d'une forme analogue.
En effet, déterminons t de façon que x satisfasse à une congruence de plus
x ^^m (mod \l).
Cela exige que
aro -+- M ^ ^ m ( mod \t. ) ou
^\t -= m — Xo (modfx).
Soit d le plus grand commun diviseur de M et de [/.. Si d ne divise pas m — x^^Xe problème est impossible. Si d divise m — x^ la congruence précédente est ramenée à
M m — Xa
Soit Iq une solution, toutes les autres sont de la forme
ce qui donne pour x des solutions de la forme
Mais -^ est le plus petit commun multiple de M et de [jl, c'està-dire le plus petit commun multiple de a, p, .... Xj^ La solution est donc bien de la forme supposée.
Cas particulier, — Examinons le cas particulier où les
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modules a, p, . . . , X, (ji sont premiers entre eux deux à deux. Dans ce cas le plus petit commun multiple des p premiers mo dules est premier avec le (/> -+- i )**''"''. Donc le problème est possible. De plus les solutions sont de la forme
car le plus petit commun multiple des nombres a, fi, . . . , A, jx est é*;al à leur produit.
D^âilleurs, dans ce cas on a facilement la solution particulière .r„ de la façon suivante : cliercbons d'abord un nombre X\ tel que
X\-.^ \ (mori a), xx <> (inod 3 ),
j"i - <» ( iiiod ). ), j^i o ( niod jji).
On a évidemment un tel nombre par la formule py.. .a;jl/,, /, étant déterminé parla condition
PX. . .À;ji./|;- I ( niod a).
Soient de même x ^^ .r;,, . . ., Xn des nombres satisfaisant aux conditions
x^'^- o (niod a). ^3 . <» ( mod a ;,
r* r-i I (mod^), j-ji-o (niod 3 j,
j-j^o (modY), ^3 I (modY)t
j'jH^o (mod(ji). X3 o (niod;ji).
X X , Xi^ . . . , :r„ étant ainsi déterminés, le nombre
Xq — axx -^' bxt -+- . . .-H /j'/i-i -4 rnx„
répond à la question.
Il est à remarquer que X|, a'j, . . . , x„ sont indépendants de
rt. by ..., /, m.
§ III. — Théorèmes de Fermât et d'Euler.
117. Bien que le théorème de Fermât ne soit qu'un cas particulier de celui d'Euler nous le démontrerons d'abord à cause de sa grande impprtance.
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Théorème de Fermai. — p étant un nombre premier et a un nombre non divisible par />, on a
aP-^^\^^o (mod/?).
En effel, considérons les nombres (il) rt, ia, Za, ..., (p — \)a.
îls soriL congrus aux nonibres
{il)
jiris dan^ Lin certain ordre (n** 103).
Donc le prodnil des nombres (ii) est congru au produit des nombres (il), c'eîit-à-dîre que
( * *, . .(/^ — I) a/'-' £= r .2. . .(/> — r) (mod/>),
ou rn divisant tes deux nombres par i,'A..,p — i qui est premier iivec/1,
aP-^ - I
(mod p).
I 18. /temarqur. — tjn peut dire que Ton a
aP — a ^^ o (inodb), quel tj Ht* soit ff.
lin i^fîet, <(J' — a ^st lo produit des deux facteurs a et aP~^ — i .
Si (i est Uivli^jLile par // le premier facteur est congru à zéro; si a irest pas divisible par />, c'est le second fadeur qui est congru A i,éro, d'aprrs le ibéon'me de Fermât. Dans tous les cas, le produit est coriL^rii k Ki^ro.
119. Autrr dfhnonslrfirion du théorème de Fermât. — V'u l'Imporlimce flii Hironmi' de Fermât, nous allons en donner une autre démonsIraLioiu Elle s'appuie sur ce fait que dansia formule qui lionne la ptiissarjce /?'""' d'un polynôme
.-hX=/>),
î^i Ton sMp|j(>sr p [ïrcmier absolu, tous les coefficients du second ftieftiliie, -^jmI rcus de xt*^ yP^ . . ., uP, vP, sont divisibles par/>.
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En effet, dans le coefficient '"f ^» puisque
ce coefficient est entier, tous les fadeurs premiers du dénominateur se trouvent au numérateur et disparaissent; mais aucun de ces facteurs n'est égal à />, puisque a, P,. . .,X sont plus petits que/?.
Donc ces facteurs se trouvent dans le produit 1,2.../? — i.
Donc -^-—6 =r est éeral à un nombre entier a:
donc le coefficient en question est égal kpq, et il est divisible par p.
Ceci posé, la formule (i3) donne donc, en supposant que x^
y^ . . . , s soient des nombres entiers quelconques,
(JT -^-y -h --+-.. .-H M -h V)P — {XP-^ yP->r-. , .-r- UP \- VP) C3 O ( 1110(1 />),
eX en supposant que jr^y. v,...,//, r soient lous égaux à un, rît soient au nombre de </,
aP — a ^= o (mocl/?),
ce qui est le tbéoréme de Fermât.
120. Théorème de Fermât généralisé par Hider, — n étant un nombre quelconque et a un nombre premier avec /i, la quantité a9<"^ — i est congrue à zéro (mod n).
Nous démontrerons d*»ibord le Icnime suivant :
Lemme. — Soient < I i ) «lî «î» • • .» 3tçi/o
les nombres plus pelils que n et premiers avec lui.
Considérons les produits
Je dis que ces produits divisés par n donnent comme restes, dans un certain ordre, les nombres (i4)'
En effet, aucune division ne se fait exactement, car, n étant premier avec a ne pourrait diviser a^a que s'il divisait a^, ce qui est impossible, puisque cLç est plus petit que n^
Les restes sont d'ailleurs plus petits que n.
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De plus, ces restes sont premiers avec /i, car soit
sî n et Pg avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait a^w. Alors n et dga ne seraient pas premiers entre eux, ce qui est impossible, puisque a^ et a élant premiers avec n, il en est de même de leur produit.
Je dis enfin que deux des restes sont inégaux. En effet, si a^a ela^'a donnaient le même reste, (a^ — v)^ serait divisible par n; mais, n élant premier avec a devrait diviser a^ — a^-, ce qui est impossible puisque a^ et a^- sont plus petits que lui.
Les restes étant des nombres de la suite (i4)> étant en même nombre qu'eux et étant différents entre eux, sont ces nombres eux-mêmes.
Ce lemme peut encore s*énoncer en disant que les nombres de la suite (i5) sont congrus (mod/î) aux nombres de la suite (i4)-
121. Démonstration du théorème d^Euler. — Ceci posé, la démonstration du théorème d'Eulcr est la suivante, analogue à celle du théorème de Fermât :
Les nombres
%x a. oLitt, .... a^(,i,fï
étant congrus (mod/?) aux nombres
le produit des nombres de la première suite est congru ( mod n) au produit des nombres de la seconde
at| ûtî . . . a^ „) flr?^"' -- «i aj . . . 7.^^n) i mod n i.
ou, en divisant les deux nombres par a, a^. . .7.^^^n) q"i est premier avec /i, il vient
a? "' -- \ (mod n),
122. Applications à la solution en nombres entiers de r équation ax -\- by z=: c. — On peut supposer a cl b prenHer> enlre eux (n® IH). On a donc
= un nombre entier u
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OU
d'où
a(ca?^'^^-»)-^ b{— eu) — c.
Donc ca'^^^^~^ vX — eu forment un système de solutions de Téqualion proposée, et on en déduit tous les autres comme on a mi au n** m.
§ IV. — Premiers principes sur les congruences de degré quelconque à module premier.
On appelle conguence de degré r une congruence de
la forme
f{x).*'.o (mod/i),
/{x) étant un polynôme entier en x^ à coefficients entiers et de degré /•.
Remarquons d'abord que si une telle congruence admet une racine x^j elle admet aussi comme racines tous les nombres congrus à Xq (mod n) (d'après le théorème du n° 100); mais nous ne considérerons pas ces racines comme distinctes, et quand nous parlerons d'une racine Xo, nous voudrons parler de x^ ou de tout . nombre congru à Xq (mod n).
Étudions d'abord les congruences à module premier.
124. On dit qu'une congruence (à module premier p) est identiquey ou que son premier rpembre est identiquement congru à zéro, lorsque lous ses coefficients sont congrus à zéro, c'est-à-dire divisibles par/?.
On dit que deux polynômes en x sont identiquement congrus (mod p) lorsque leur difierence est identiquement congrue à zéro.
Il faut remarquer ici une différence essentielle entre les congruences et les équations ordinaires de l'Algèbre. En Algèbre, on dit qu'un polynôme est identiquement nul, lorsque tous ses coef- (icients sont nuls; mais il revient au même de dire qu'un polynôme est identiquement nul lorsqu'il prend une valeur nulle pour n'importe quelle valeur de x. Au contraire, on ne peut pas dire qu'un polynôme est identiquement congru a zéro (mod p) lorsqu'il prend une valeur congrue à zéro, quel que soit x.
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Considérons en effet le polynôme
tp — X.
D'après le théorème de Fermai, ce polynôme prend une valeur congrue à zéro (mod p) pour toute valeur de :r; et cependant ce polynôme n'a pas tous ses coefficients congrus à zéro.
Nous indiquerons une congruence identique par le signe =.
Remarquons que si deux polynômes sont identiques algébri- (fuemerity ils sont identiquement congrus (mod />).
125. Division (mod/>). — Diviser un polynôme f{x) pai' un polynôme o{x) (suivant le modale p ou plus simplement modp)^ c^est trouver un polynôme Q{x) et un polynôme R(-^)? R(j^) étant de degré inférieur à «p (^), tels que :
(Il ne s'agit, bien entendu, que de polynômes à coefficients entiers.)
Pour démontrer Texislence de Q(^) et de R(.r) et, en même temps, pour les calculer, il suffit de faire sur f{jo) et o{x) les mêmes raisonnements el calculs que Ton fait en Algèbre pour la division algébrique ordinaire. On peut, dans le courant du calcul, remplacer tout coefficient par un autre qui lui soil congru (mod/>), ce qui peut servir, par exemple, à abaisser la valeur absolue des coefficients au-dessous de /y.
Le quotient d'un terme A^'" par un terme h! x"^' est B.r'"'" , B étant le quotient de A par A' entendu au sens du n" 103. Le module/^ étant premier, ce quotient existe toujours pourvu que V^ o (mod p).
En particulier, on dit que le polynôme /(^) est divisible (mod />) par le polynôme o{x) lorsque R(^) est identiquement congru à /.éro (mod p). On a alors
/(.r)^o(j') Q(a7) ( mod /> I.
Exemple, — Soit à diviser 5x^ — 3.r*-f- ix^ — 5x--l- lijr-h-i par Zx^ -{- X' — v)X — 'à (mod 7).
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On peut disposer Topéralion de la façon suivante :
— 4 T* -h 20x5-+- sar^
— (kï^-4- :r5-+- 3x»H-2r
-h 2T^ — IOT'— 4^
Pour diviser un coefficient A par un coefficient A', il suffit de multiplier A par l'inverse de A' (mod p) (voir n" 105). Voici, pour faciliter le calcul, le Tableau des nombres inverses deux à deux (mod 7) :
( mod 7).
Remarquons qu'un polynôme est toujours divisible (modp) par un facteur numérique ^ o.
126. Plus grand commun diviseur (mod/?) de deux poljnômes. — On peut maintenant établir une tbéorie du plus grand commun diviseur (mod p) absolument analogue à celle de l'Algèbre. Le plus grand commun diviseur (mod/>) de deux polynômes s'obtient en divisant le premier par le second, puis le second par le reste et ainsi de suite. Nous laissons au lecteur le soin de voir que tous les raisonnements qu'on a fails en Algèbre à ce sujet peuvent se répéter ici.
De cette théorie du plus grand commun diviseur (mod />), on déduit d'ailleurs les mêmes conséquences que de celle du plus grand commun diviseur ordinaire. Nous nous contenterons d'énoncer celles dont nous allons avoir besoin.
127. I** Tout diviseur commun (mod p) de deux polynômes est un diviseur (mod p) de leur plus grand commun diviseur (mod/>);
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'jl"" Quand on multiplie deux polynômes par un troisième, leur plus grand commun diviseur {mod p) est multiplié par ce troisième;
3° Quand on di\>ise deux polynômes par un di{>iseur commun (mod/i), leur plus grand commun diviseur (mod/>) est divisé (moôp) par ce troisième;
4** Quand on divise (niod p) deux polynômes par leur plus grand commun diviseur (mod />), les quotients obtenus ont pour plus grand commun diviseur un nombre. On dil qu'ils sont premiers entre eux (mod //);
5** Quand un polynôme divise {mod p) le produit de deux autres, et qu^ilest premier (mod p) avec l'un d^eux^ il divise r autre (mod />);
6® Quand un polynôme est premier (mod/?) avec plusieurs autresy il est premier avec leur produit ;
7*" Quand deux polynômes sont premiers entre eux (mod />), deux puissances quelconques de ces polynômes sont premières entre elles;
8" Quand un polynôme est divisible (mod p) par plusieurs autres polynômes premiers entre eux deux à deux (mod/?), il est divisible par leur produit ,
La déinonslration de ces théorèmes esl idenlique à celle qu'on donne dans la théorie de la divisibilllé ordinaire des polynômes, ou dans celle des nombres entiers (').
Théorème. — Si a est racine de la congrue nce
/(a-)- o (mod/>),
f{x) est divisible {mod p) par x — a et réciproquement.
( ' ) Les trois derniers théorèmes sont analogues aux ihcorèmes sur les nombres entiers énoncés aux n*" 42, 43, 45. Ceux-ci ont été démontrés en s'appuyant sur la théorie de la décomposition des nombres en facteurs premiers.
On pourrait ici faire une théorie analogue, eu considérant des polynômes qui ne sont divisibles (mod/?) que par un facteur numérique ou par un polynôme ile même degré qu'eux [pol^'nômes irréductibles (mod/?)]; mais on peut aussi remarquer que les théorèmes des n*' 42, 43, 45 se démontrent facilement, sans s'appuyer sur la théorie de la décomposition en facteurs premiers : c'est ce que nous laissons au lecteur le soin de voir.
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En effet, divisons (mod p)/(x) par x — a. Le reste A est
indépendant de or.
/(.r)-l(-r—a)Q(x)-h \ (mod p).
Remplaçons dans cette identité x par «, il vient
o - V (mod p); donc
f(''^)^{f — n)Ç){x) fm()(l/>),
ce qui prouve (\\\p f{x) est divisible (mod/>) par x — a. Quant à la réciproque, elle est évidente.
129. Racines multiples, — On dit que a est racine multiple d'ordre a de la congruence f{^) '^ o (mod />), lorsque le polynôme /(:r) est divisible (mod/?) par {x — aY et ne Test pas par (x — aY"^^ .
130. Théouèmb. — Si a, h, c^ . . . , / sont des racines incongrues deux à deux, d^ ordres a, p, v, . . , ,\ de multiplicité d'une congruence /{x):^o (mod p), f{x) est divisible {mod p) par te produit (x — aY{x — b)^. . .{x — 7)^.
En effet /(x) est divisible (mod/?) séparément par (x — </)«, {x — b)^j . . ., (jF — /)^; or remarquons d*abord que les polynômes X — a, X — A, . . . , jc — / sont premiers entre eux deux à deux (mod/>). En effet, un diviseur commun (mod/?) de x — a et X — A, par exemple, doit diviser leur différence a — b, qui est tin nombre non congru à zéro (mod/>). Ce diviseur commun ne peut donc être qu'un diviseur numérique.
Les polynômes x — a^ x — b, . . . ^x — / étant premiers entre eux (mod/?) deux à deux, il en est de même de leurs puissances <|uelconques.
/(x) étant divisible (mod /?) par les polynômes (x — a)*, ( j: — 6)P, . . . , (.r — /)^ qui sont premiers entre eux deux à deux, l'est aussi par leur produit.
131. Corollaire. — Une congruence de degré r ne peut €ivoir plus de r racines, une racine d'ordre a étant comptée pour a racines.
Car, sinon, le premier membre de la congruence serait divi-
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sible (mod p) par un polynôme de degré plus élevé que lui, ce qui est impossible.
132. Comme exemple de congruence ayant autant de racines incongrues que d'unités dans son degré, on peut citer la congruence
jr-p-i I — o (moâ p)
qui, d'après le théorème de Fermât, a pour solutions les nombres
ConoiLAiRE. — On a
xP-^ — i=(x^i)(jr — 2).. .(t — p-\- I ) (mod/?).
133. Théorème de Wilson. — Si dans l'identité précédente, on fait :r = o, il vieni, en remarquant que p est impair,
i.i...(p — i)-hi = o (mod/?),
égalité qui constitue le théorème de Wilson.
Réciproque du théorî^me de Wilson. — Si l'on a
i) -h I =^ o (mod
/e nombre p est premier.
En effet, sinon le nombre p aurait un diviseur plus petit que lui, qui étant contenu comme facteur dans le produit i.2...(/? — i) le diviserait; mais ce diviseur devrait aussi diviser i.2...(/? — i)-hi qui est multiple de p, (^esl impossible.
134. Nous venons de dire qu'une congruence de module premier a, au plus, autant de racines qu^ily a d'unités dans son degré.
Mais il y a des congruences qui ont moins de racines que d'uiiilés dans leur degré. Par exemple, on vérifie facilement que
la congruence
a-' — 3 = o ( mod 7 ) n'a pas de racines.
A ce propos, on a le théorème suivant :
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la congruence
/{x)^o {modp)
a autant de racines que d^ unités dans son degré, il en est de
même de la congruence
o(x)-=o (mod/?).
En effet, soit Q(^) le quotient de/ (:r) par(p(a:). La congruence
f{T)^o (mod/))
peut s'écrire
^(.r)Q(ar)=o (mod/>).
Le degré de f{x) est la somme des degrés de ^{x) et de Q(:r Comme d'ailleurs une racine de f{x) est nécessairement racine soit de ç(a:), soit de Q^{x) ; si la congruence
^(x) — o (mod/?)
avait moins de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré, il faudrait que la congruence
en ait plus, ce qui est impossible.
136. Cas particulieu. — Soit d un diviseur de p — i , la congruence
x^ — I =s o (mod/>)
({ d racines. Car on sait que le polynôme x^ — i est diviseur algébrique du polynôme xP~^ — i .
Racines communes à deux congruenres
Les racines communes à deux congruences sont les racines du plus grand commun diviseur de leurs premiers membres.
138. Corollaire. — Soit ^{x) le plus grand commun diviseur (mod p) d* un polynôme /(x) et du polynôme xP — x,
i" La congruence (p(^)^o (mod/?) a autant de racines quil y a d^ unités dans son degré; li" ces racines sont toutes les racines de f{x) ^ o (mod />).
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En effet,
i" ç(^) étant un diviseur de xP — jr, et lacongruence xP — x^u (inod/>) ayant autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, il en est de même de la congruence «p(j?)^o (mod/>) (nM35);
2** Tout nombre étant racine de xP — x z^o (mod/?), toutes les racines Ag f{x) ^ o (mod p) sont racines communes à cette congruence et à la précédente, donc elles sont racines de o{x) ^ o.
Ce théorème permet donc de voir combien une congruence a de racines.
139. Remarque, — Si la congruence /(.r) e^ o (mod p) est de degré supérieur à/? — i, la première opération à faire dans la recherche du plus grand commun diviseur (mod^) de /(x) et de xP — X consiste dans la division de /(x) par xP — x. Pour trouver simplement le reste de celte division, il suffit de remplacer dans f{x) xP par x, de façon a rabaisser tous les exposants au-dessous de/>.
Exemple. — Soit la congruence
'^ \x^ — "xx"^— \ox^-\-\^x — () ^o (mod 7).
Je commence par réduire les exposants supérieurs à 6; pour cela je remplace l'exposant 1 1 par l'exposant 5, l'exposant 10 par l'exposant 4) etc., et j'obtiens la nouvelle congruence
x^ — 3j' - ./---h y.r - (> - o (mod 7).
Cette congruence n'ajant évidemment pas zéro pour racine, au lieu de chercher le plus grand commun diviseur (mod/>) du premier membre avec x'' — jc, il revient au même de le chercher avec x^ — i , ce qui donne les opérations suivantes :
ir^-^ X'^-^IX^^ÙX-
;kf^-h x3 -h^x—\
X^ hjT^^Gx
3x3-h3xî— 2X-^3
-3jr3
JX -+- I
2X' — Gx
Gx' — ^x^'i
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Le plus grand commun diviseur est 6x'^ — /\x — 2. On vérifie facilement que la congruence
(\x^ — 4.r — 9. -- o ( mod 7 ) a deux racines x ^z i cl .r ^- >..
>i V. — Gongruences binômes. Restes des puissances successives. Racines primitives. Indices.
On appelle congruence binôme une congruence de lu
forme
.r" ~ (f (mod/?).
Le cas particulier où <^ i " o se traite immédiatement. Dans ce cas, la congruence a une solution et une seule : x m o.
141. Examinons maintenant le cas de arii. La congruence devient alors
(16) .c" I (mod/?).
On sait que toutes les racines de la congruence (16) sont racines de la congruence obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur (mod/?) de x" — i et de xP~* — 1, cette dernière ayant d^ailleurs autant de racines distinctes qu'il y a d'unités dans son degré (nM38).
Or si Ton cherche le plus grand commun diviseur par la méthode ties divisions successives, on voit facilement qu'il est égal k x^ — 1 , o étant le plus grand commun diviseur de n eip — 1. (D'une façon plus générale, le plus grand commun diviseur (mod/?) de x'' — 1 el X* — I est x'^ — I , d étant le plus grand commun diviseur de /• et 5; il est identique au plus grand commun diviseur algébrique^ et est indépendant de /?.)
Donc la congruence x^ — 1 :~ o (mod p) sl racines distinctes qui sont les racines de j:*^ — 1 _-: o (mod />).
i42. Nous sommes ainsi ramenés à n'étudier, parmi les (ongruences de la forme (16), que celles dont l'exposant est un diviseur 8 de /? — I , et qui ont S racines distinctes.
Parmi ces 8 racines, il y en a qui sont en même temps racines de congruences de môme forme, mais de degré inférieur.
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Considérons en eflfel la congruence
x^' — I ^^ o (inod/)),
0' étant un diviseur de 0. Toute racine a de cette congruence est aussi racine de la congruence
(17) J'Z^lr^o;
car on a, par hypothèse,
d'où, en élevant les deux membres à la puissance ^,>
a5== I (mod/?).
Réciproquement, loule racine de ta congruence (17), qui est
en même temps racine d' une congruence de même /orme, mais
de degré inférieur
jr'' — I -— o
est aussi racine d'une congruence de même forme mais dont l'exposant est un diviseur de 2, plus petit que 5.
En eflTet, une telle racine est en même temps racine de la congruence obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur des polynômes x^ — 1 et x'* — ï. Or nous avons vu que ce polynôme est x^' — 1 , 0' étant le plus grand commun diviseur de r et 0, et par suite 5' élant un diviseur de plus pelil que 5.
Ii3. Racines primitives. — On peut donc diviser les racines de la congruence x^ — 1 ^ o en deux catégories : 1° celles qui ne sont racines d'aucune congruence de même forme, mais de degré inférieur, et qu'on appelle racines primitii^es; 2® celles qui sont racines de congruences de même forme et de degré inférieur, et qu'on appelle racines non primitives,
144. Nombre des racines primitives de la congruence a:^— - 1 = o (mod /?). — Soit 5 = a«6P.../^, la décomposition de S en facteurs premiers. Je ferai d'abord la remarque suivante :
à savoir que le plus grand commun diviseur des deux nombres -»
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r> par exemple, est -7 • En effet, si l*on divise— et y^ par -y^, on
trouve comme quotients b et a qui sont premiers entre eux. Ce résultat se généralise. Le plus grand commun diviseur des
quatre nombres ""' t» ~ ' ^» par exemple, est , , ♦ En effet, le plus
grand commun diviseur de - et t est— ; , comme on vient de le
^ a o ao
voir; ensuite, le plus grand commun diviseur de —r et - est —r- ,
parce que si l'on divise -y et - par — r-» on trouve comme quotients c et ab qui sont premiers entre eux; et ainsi de suite.
On déduit de ce qui précède que les racines communes au\ 8 3 5 3
congruences x" — i ze o, x'' — i ^ o, .r* — i ^ o, a:'' — i ^ o sont
les racines de la congruence a;"*'^'' — i ^ o.
Ceci posé, la congruence x^ — i ^ o ( mod p) a en tout 5 racines.
Celles de ces racines qui ne sont pas primitives sont racines de l'une des congruences
.F"— 1:jO, X^' — I -^ o, ..., .J^ — I ^ o.
Supposons «'^crites les 8 racines de la congruence x^ — i eei o
dans une suite S, et de cetle suite barrons successivement les
racines de la congruence x" — i = o, puis celles de la con-
gruence x^ — i = o, . . .; il ne restera plus qu'à voir combien il
reste de racines dansja suite.
Or les racines de la congruence x" — i ^^ o sont au nombre
de -; si on les barre dans la suite S, il reste dans cette suilc
ô — — = ( i 1 racini
Les racines de la congruence x^ — i ?= o sont de même au
nombre de t« Mais certaines d'enïre elles ont déjà été barrées
comme racines de la congruence jt" — i::^o; il faut donc commen-
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cer par barrer dans la suite des racines de la congruence :r'' — i ^ f>
S celles qui sont racines de x" — i e= o.
Or ces racines communes aux deux congruences sont racines o_ >
de x""^ — ii^o; leur nombre est donc —r? et après les avoir
barrées dans la suite des racines de la congruence x^ — i ^ o, il
ne restera plus que . ^ ou ^ ( i j racines dans cette suite.
Ce sont celles qu'il faut barrer parmi les S ( i j racines qui
restent dans la suite S. Le nombre des racines restant dans cette suite est alors
i-7,)i-ïy
Il faut maintenant barrer les racines de la congruence
x'' — 1 E^ O qui n'ont pas encore ëlé barrées comme racines de
Tune des congruences x" — i ^ o, x'' — i =e2 o.
En définitive, le raisonnement et le calcul se poursuivent absolument comme on Ta fait au n** 71 , et l'on trouve
ou cp(o) racines primitives de la congruence x^ — i ^ o (mod />).
145. Autre démonstration de ce résultat, — Voici de ce résultat une autre démonstration, dont le principe est dû à Gauss. Nous la diviserons en plusieurs points :
I. Soit a une racine de la congruence
(i8j x^* — I -j o (mod y?).
Il en résulte que a^ est congru à i (mod/?). De plus, si a est racine primitive de la congruence, S sera le plus petit exposant tel que a^ soit congru à i, et réciproquement.
II. Tout nombre a non congru à zéro (mod p) est racine d'une congruence de la forme (i8), o étant un diviseur
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de p — I . — En effet, d'après le théorème de Fermât, a est racine de la congruence xP~^ — i ^ o; donc ou bien a est racine primitive de cette congruence-là, ou bien il est racine de congruences de même forme, mais de degrés inférieurs. Comme d'ailleurs, nécessairement, il y a un minimum à ce degré, a est certainement racine primitive d'une de ces congruences.
III. Si des nombres a, p, y sont racines de la congruence x^ — I ^ o, leur produit oL^yest racine de la même congruence.
Car si l'on a
on en déduit, en multipliant ces congruences membres à membres,
Donc a^Y est aussi racine de la congruence.
Cas particulfer. — Si un nombre cl est racine de la congruence x^ — I ^ o, toute puissance de cette racine l'est aussi,
IV. Si la racine ol de la congruence x^ — i -o est une racine primitive, les puissances d^ exposants 1,2, . . . , rfe cette racine reproduisent toutes les racines de la congruence.
En effet, les nombres
sont tous racines de la congruence. Comme ils sont au nombre de S, si l'on démontre que deux d'entre eux sont incongrus (mod/?) le théorème sera démontré. Or, si Ton avait
on en déduirait
a'-'"'-- I (nioil p).
Alors S ne serait pas le plus petit exposant tel que a^ soit congru à i (mod/>).
V. Si Von considère la suite indéfinie dans les deux sens des puissances de a, a étant une racine primitive de la congruence x^ — 1^0, cette suite forme une suite périodique^ le nombre des termes de la période étant 3, et deux termes de
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même rang dans deux périodes différentes étant congrus (mod/?).
En particulier, les puissances qui sont congrues à i sont celles dont V exposant est divisible par 5.
Ceci résulte évidemment de ce qui précède.
VI. Si la congruence x^ — i ^ o a une racine primitive, elle en a ç(5). — En effet, les nombres (19) représentant toutes le» racines de la congruence, cherchons la condition pour qu'un de ces nombres a'" soit racine primitive.
Il faut pour cela et il suffit que, dans la suite des puissances de a^, la première qui soit congrue à 1 (mod p) soit d'exposant 0.
11 faut donc et il suffit que la plus petite valeur positive de \ qui satisfasse à la condition
(20) a'"5==i (inod/>)
soit i=:8.
Mais puisque a est racine primitive de la congruence x^ — 1^0, la condition (ao) peut être remplacée par la suivante : à savoir que rÇ soit divisible par 0.
Or, pour que la plus petite valeur de Ç qui satisfasse à cette condition soit Ç = il faut et il suffit que /* soit premier avec 0.
En résumé, il y a dans la suite (19) autant de racines primitives qu'il y a dans la suite des exposants i,'^j...,2 de nombres premiers 8.
Or il y en a 'f (8).
VII. La congruence x"^— 1 -i o a y(o) racines primitives, — Nous avons seulement démontré que celle congruence a zéro ou ç(8) racines. Il reste à démontrer qu'elle en a effectivement ^(8).
Or, soient
le> diviseurs de /? — 1 .
Parmi les /> — 1 nombres non congrus à zéro, et incongrus <^eux a deux (mod />), parmi les nombres i, u, ...,/> — i par
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exemple^ supposons qu'il y en ait
/tt qui soient racines primitives de la congruence x — i - o, ni a x^ — t - o,
ni' » x^' — I = o,
ip^i
XP-i -^ I -5. O.
D'après ce qu'on a dit plus haut, les/? — i nombre-» considérés sont tous compris dans cette énumjration. Donc
/*!-+- ng-H /15'-H.. .4-/1/,-! =/î — I.
D'autre part
/Il = o ou /l| = f (i),
/!{ = o OU /Ig = <p(8),
ni' = o ou /ïg- = ?(5')»
n;_, = o ou /!,,_, = <p(/> - i).
Or
<p(l)H-ç(0)-4-...-hç(/?~l)=/? — I,
et, comme on l'a dit plus haut,
/t|-+- /Ig-H /Ig-h. ..-H /Ip-i = /> — I.
Donc, si un seul des nombres /i|, /ig, . . ., /i^.i était nul, leur somme ne pourrait être égale à/> — i .
Donc
/i, = <p(i), /ïs=©(5). ng'=(p(8'). ..., /ip_, = <p(/) — I). C'est ce qu'il fallait démontrer.
146. Racines primitives du nombre premier p, — En particulier, il existe cp(/> — i) racines primitives de la congruence
xP-^ — \ ~.o (mod/>).
Ces racines primitives sont dites racines primitives du nombre premier p.
147. Théorème. — Si a est une racine de la congruence x^ — I ^ o et a' une racine de la congruence x^' — i ^o, aa' est racine de la congruence x^^' — i ^o.
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Eïi effel, des eoiigrucnces
aL*^''^ K
on dédutl facilcmcnL
148. TjiÉonrMK. — Si a esf racùie prît/titwe Je la con^ g r lien ce x^ — i^o et % racine primitive de la con- ^ruence j-^'— 1=0 ei que Z et 3' soient premiers entre eux, aa' est racine primitive de la cangruence x^^' — t = o.
En cffrtj supposons que aa' soll racine de la congru encc On a Jonc ou en élevanl les deux membres à la puissance 3
Mais a^ esl congru ït 1. Donc la condilion précédente peut s'écrire
Or puisque x' est racine |>rîmiLive de la congru en ce x^' — 1 ^ 0|
ceci exige que 3/r soit uu niulliple de 5', et, |)uîsque 5 et S' sont
premiers entre eux, ceci exige cnlln que /i soÎL un mufliple de î* On verrait de même que A est un mulliple de 3', A étant un niullrple commun de 3 et 5' qui sont premiers entre
eu^, h est niultif*le de 5o^ Donc la plus petite valeur possible*
de h est égale à 55',
Donc ocai' est racine primitive de la congruence
119, liestes des puissances successi^^es d*tin nombre par rappcri à un module premier, — Les résulials précédents peuvent s'énoncer autrcmenl.
Soit a un nombre quelconque non divisible par un module premier/?, (.unsidérons la suite indéfinie des puissances de a,
ms
.Ui
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et divisons-les par />, elles donnent des restes dont aucun n'est nul et qui sont par conséquent certains des nombres 1,2,...^ p — I. Soient
'*i. 'i rz, rs+.,, ...
ces restes.
Nous avons vu qu'il existe toujours une congruence x^ — i := o dont a est racine primitive.
Les nombres a, a^, . . . , a^ sont alors incongrus deux à deux, le dernier de ces nombres étant congru à 1 . De plus on a vu que ces puissances forment une suite périodique de termes, deux termes dont les rangs diffèrent d'un multiple de 8 étant congrus (mod/>).
Donc, les restes r<, r2, . . . , r^ sont inégaux, le dernier étant égal à 1. La suite indéfinie des restes est une suite périodique de 5 termes, deux termes dont les rangs diffèrent d^un multiple de 5 étant égaux.
Ce nombre 0, qui est un diviseur de /> — 1 , est dit Vexposant xiuquel appartient 7. par rapport au module premier p.
Il existe ç(3) nombres incongrus deux à deux (mod/?) et appartenant à Vexposant 5.
En particulier, les racines primitives du nombre p sont les nombres qui appartiennent à l'exposant/? — 1. Il y en a cp(/7 — i) incongrues deux à deux. On peut les choisir parmi les nombres I, 2, ..,/? — I.
Le théorème du n" 148 peut s'énoncer ainsi : Si deux nombres a, a' appartiennent à deux exposants 3, 8', premiers entre eux, le nombre aa' appartient à Vexposant S3'.
ioO. Indices. — De la théorie précédente de la congruence X" — 1^0, nous allons déduire une nouvelle notion, celle d'indices, qui nous servira ensuite dans la considération de l'équation binôme la plus générale x'* — a eie o.
Soit g une racine primitive de/7. Les nombres
sont congrus (mod/>), à l'ordre près, aux nombres
Par suite, soit a un nombre quelconque, non divisible par /?•
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Il cuisle un des nombres de la suite (21), et un senlj qui est congru à a (mod/?), Soil g^ ce nombre, a esl dit Vindtce de a dans \r système d'indices de base g ci d^ modale p.
On remarquera Tanalogie de celle défini tîon, avec celle des logaritbnies.
On désignera T indice de a dans le système de base g par la notation ind^^.
151, Théorème, — Soit a l'indice d'an nombre a\ soit S fe plus grand commun divàear de % et de p — i ; Je dis que a
appariient ii £ exposant ^--9— -
En efietj on u
a = ^^ (moûp).
Donc
quel que soit /■.
Donc pour que a^ soil congru à t , il faut et il suffit que rz soit divisible par /^ — i, c*est-à-d»re que l'on ait
ou
t'3L = o I iriinh p —I >]
Or, pétant premier avec ^-Ç^% h première vuleur de r pour
laquelle celle condition a lîeu esl /* ^=r ^-^ 1 ce qui démontre le
lliéorème.
Eu particulier, les racines primitives sont les nombres donl rindice est premier avec p — t. Ainsi : Connaissant une racine primitive^ on les a touies en élevant la première à des puissa nées do m les exposants sont premiers avec p — i- (C'est \m lliéorème VI du n° 145.)
152, Voici maintenant de;^ propriélés des indices qui montrent leurs analogies avec les logarilbmes :
TiiÊotifcME- — L* indice d'au prodnii de fadeurs est confftti [mod {p — ! )], à ia somme des indices des /acteurs.
En effet, soient «, a! ^ a" des fadeurs; a, a\ a" leurs indices. Soil A l'indice du produit. On a
a - ^'^ (mod/;i,
rt' - j^'ï' (iTiod/> ),
rt" -A'*" (mod/î).
Donc
Mais, d'autre pari,
Donc
aa'a" _^ a^^ ^-« ^ »" ( mod p ).
o^x^-a'^a' ^ ^/. ( inod/? I,
a -h a' 4- a* À | iiiod (yo ~ 1)], ce qui démontre le théorème.
ce qui entraîne
153. Corollaires. — Uindice de la puissance m'^"'^ d'un nombre est congru [mod (/? — 1)] à m fois V indice de ce nombre,
154. L indice du quotient (mod/>) de deux nombres est congru [mod(/? — \)\à Vindice du dividende diminué de rindice du diviseur,
loo. Changement de base, — Soient a l'indice d'un nombre a dans le système de base g^ ol' l'indice du, même nombre dans le système de base g^. On a donc
(22) ^x^ ^'a' (imimI/>).
Soit Y l'indice de g' dans le système de base g. On a
ff'r-^y (nun\p).
Donc l'égalité (22) peut s'écrire
g'^~= ^1^' (mod/>),
d'où
'1% i^' CL [ inod(/> — 1)].
Telle est la relation par laquelle on calculera l'indice a', connaissant rindice a.
En particulier, si a = ^^ on a a= r , et d'autre part a' est Tindice
CllAf, îlf, — DIS C05G1llî£;VC£S,
*le g dans le syslèina de ba^c g^. On a donc la relation
lad g^g^ y<.U\d g*^= i [ mod ( // — i ))*
136* Application à la congnience binôme générale, — Noas allons mainleDaot étudier ia coiigruence binôme générait*
(aî)
(moép)*
Cherchons la condition néressaire el siifjjsante potir qite cetïe congruence ait des solnUons^ et combien elle en a.
Si rt^o, comme nous Tavons déjà dit, la congruence a une ïtoluiion et une seule, j* ^^ a.
Soit maintenant afâu.
Dans ce cas, la considération des indices va nous permettre de ramener TcUide de la congruence binôme à celle d*une con^nituice du premier degré. Prenons en eflet les indices (dans une base quelconque) des deuit membres de la congruence (23); il vient
/i tfid J^^ind ^ I mod (/î — i)j.
Soit 5 le plus grand commun diviseur de n et de /? — i , Si o divise indd, la congruence {^i), dans laquelle on considèi-e înd x comme Tinconnue, a o soin Lion s, el il en est de même de la con* gruence proposée. Si o ne divise pas ind a, la congruence (^4) esi impossible et il en est de même de b proposée*
La condition qu'on vient de trouver^ à savoir que 3 divise indu^ peut s'énoncer autrement. En effet, divisons ind a par Sj soient fc le quotient et r le restCi
îjlil fi — /, ^ Hr- /■ o^ r < 5.
Donc
a^^^r^ (mod/?).
en appelant g la base du sjsttme d'indices.
On en tire
r(p-lt
rsp-l>
{môâp).
Si est un diviseur de iud a^ r est égal à zéro* l\ir suite l'égalité précédente donne
a ^ ^i ( mod p ),
Si au contraire ù ne divise pas ind a, /' n^est pas nul, el comme r est plus petit que S^ on a
Donc
p — l r[p— li
a ^ -g i ^t (mod/>).
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la con-
gruence
T'^-^.a (mod p)
soit possible^ est que l'on ait
(a5) a - I (mod/?),
en désignant par le plus grand commun diviseur de n et de p — I .
Quand la congruence est possible elle a d'ailleurs solutions.
Définition. — Un nombre a tel que la congruence
x'^^a (mod/?)
soit possible s'appelle un reste de puissance n^^"'*' par rapport au module p. Ces nombres sont les solutions de la congruence
a à - i (mod p)
(non compté le reste o. D'ailleurs, ce reste joue un rôle particulier et il sera souvent sous-enlendu qu'on ne s'occupe pas de lui).
Il V en a donc - T *
On a vu plus haut que, lorsque la congruence x"=z a (mod/?) est possible, l'indice de a est un multiple de 8. On peut donc encore dire :
Soit g une racine primitive de p^ les restes des puissances
p^zli fiièmes gQ/^^ /^^ nombrcs g^j g'^, ..., ^ s (non compté le
reste o).
Cas parlicuiîcr. -* Si n ^^ a les nombres tels que k
cungnience
,^-=,a (mûd/>)
soît possible s'appellent restes quadraitffues relalivemenL au
module p.
Si p ^ a, p — I est pair, donc 5 esl égal à a. Donc il y a ^.^' restes c|uadratiqueâ; ce sont tes nombres o tels que
cï ' ^= î { riotl p ) cl il riarîl Fiin de ces restes, la congru ence
a deux racines î néon grues.
Ces restes quadratiques peuvent d'ailleurs élre représentés par
159» Calcul des racines p ri m iltves cl des indiees^ — La considération des indices qui nous a servi à trouver la condition pourqu^une congruence binôme soit possible sert aussi à résoudri" rircclivcment cette congrrience,
M faut, pour cela y posséder une Table des indices des nombres
I, i p — I par rapport au nombre premier /> et a une
cerlainc racine primitive fie ce module.
La première chose a la ire est donc de calculer nne racine primitive du nombre /î. D'ailleurs quand on en aune on les a toutes, d'après la conséquence du tliéorème du n" 151.
100. liechercke d'une racine primitii'e du nombre p, — \^ méthode consiste à elierclier des nombres successifs, appartenant iV des exposants de plus en plus grands, jusqu'à ce qn^on arrive » lin nombre d'exposant p — i .
On essaye m\ nombre % plus grand que i et plus pelti que p. Pour cela on forme la suite des puissances de a, en réduisant cbaeune, pour plus de sim[>licilf', au reste de sa division par^ ou k son reste nniiîmum; et Ton voit quel est le premier reste égal à i» Soit 3 le rang de ce resle^ 5 est Te^cposant auquel appartient ot.
Si 5 =/? — I, a est racine primitive et le problème est résolu.
Si 8 n'est pas égal à p — '1 , a n'est pas racine primitive. Aucun des restes obtenus ne l'est non plus, car ces restes étant congrus aux puissances de a constituent avec a toutes les racines de la congruence x^ — 1^0. Ils sont donc d'un exposant au plus égal à 0.
Choisissons donc un nombre ^ qui ne soit égal à aucun des restes précédents, et essayons-le de la même manière que a. Si [4 est racine primitive, le problème est résolu. Sinon, supposons qu'il appartienne à l'exposant 3'. Le nombre 0' n'est certainement pas un diviseur de 8, car alors p serait racine de la congruence afi — I ^ o, et par suite serait l'un des restes fournis par les puissances de a, ce qui n'est pas.
Mais 3' peut être un multiple de S. S'il en est ainsi, nous avons trouvé un nombre appartenant à un exposant supérieur au précédent.
Supposons enfin que 3' ne soit pas un multiple de 3. Soit m le plus petit commun multiple de 3' et 8; ce nombre m n'est pas égal à 8, puisque 8' n'est pas un diviseur de 3 : il est donc plus grand que 8. Nous allons trouver un nombre d'exposant égal à m. A ceteflel, décomposons m en deux facteurs qui soient respectivement des diviseurs de 3 et 8' et qui soient premiers entre eux. Soit
- et -7 étant premiers entre eux.
Pour réaliser une telle décomposition de m, on décomposera 3 et 8' en facteurs premiers, puis on supprimera dans 3 les facteurs premiers communs à 3 et 8' qui se trouvent dans 3 avec un plus petit exposant que dans 3'; et dans 3' les facteurs premiers communs à 3 et 8' qui se trouvent dans 3' avec un plus petit exposant que dans S. Si un facteur premier se trouve dans 8 et 3' avec le même exposant, on le supprime dans celui de ces deux nombres que l'on veut.
Ceci posé, considérons les nombres a^ et ^^'(ou les restes de leurs
divisions par /?). Ils appartiennent respectivement aux exposants -
. ^' et -7 premiers entre eux.
fi3 mhv* m. — lïBs congruiïccrs.
Donc leur produit ot^jî^' (on le reste de sa division par/?) lïpparliem à un exposrtrit égal ô leur prodinl, c'est-à-dire égal à m. Le problème peut donc êlre considéré comme résolii.
161 • Exemple* — Trouver une racine primilive du nombre i Sy. Nous essajons a, nous trouvons la période suivante :
rTi
ii'-t
ro3
Le calcul est îcî simplifié par le fait qite le vingt-sixième reste est 1 56 qui est congru à — 1 (mod t5^). Le reste suivant sera donc congru à — ^, le suivant à — 4* etc.; on retrouvera les rester» précédent!? changés de signe, jusqu^au 5'^" qui sera congru à t<
Ainsi .4 appaiiient à l'exposant 5q,
Le nombre 3 n'est pas contenu dans les restes précédents, Es?ayons-Ie* Nous trouvons lu période
tQl
iî4
tm
Mi
i3js
Mo
lia
io
lïO
too
ïi3
laa
Le calcul se sîmpliJie pour ta même raison que le précédent; 3 appartient à FexposanL 78.
Or on a
Le plus pelîl rnutlSple commun Je 5u et 78 est i 56 ^2- x3x i3» qu'on peut décomposer de la façon suivante en deux facteurs premiers entre eux ci respectivement diviseurs de Sa et 78 !
a*xiî 'ix3xi3 ja 78 i3 '1 iJ 3
Les nombres 2*^ et 3^ appartiennent donc respectivement aun exposants ^ et ^, et leur produit 2^* x 3* appartient à l'exposani i56j c'est-à-dire que c'est une racine primitive.
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D*ailleurs les calculs précédents ont montré que 2'5=28 mod iS^).
On obtient donc la racine primitive
28x9 = 2r2=E55 (mod 1 57).
Maintenant que nous avons la racine primitive 55, si nous rélevons successivement aux puissances 1,2, ...,i56 et que nous remplacions les restes obtenus par leurs reslçs (mod 167) nous obtenons les résultats suivants :
Exposant»
iadiees.
«9 ai
EipotanU
Expovanls
Expo«anU
Exposant*
Exposants
ou
ou
ou
ou
ou
Indicu.
indices.
Indices.
Indices
indices.
SS
io5
ii^i
ao
ii(i
IOt>
ii3
3Ci
ii5
at(
io5
Mti,
li:
ai
ii.J
lOI
Ml
io3
loi
.4îl
Les nombres de gauche sont les indices des nombres de droile.
162. D'autres simplifications que celles qu'on vient de voir se présentent quelquefois dans le calcul.
cBir- tif. — urs
roîci par
cxem
pie une, reposant sur le théo
rèijie suiv
aot ^
ijfièMr, —
S île
nombre premier p est de ta
forme ih
le nombre a
appartienne.
relativement à p.
a l'expo- V
^— t le nombt '1
e (—a) est racine primât ii-e.
elTelj soil $ resposanl auquel appariienl le
nombre
If.
^iiit€
^^^^^^M appartient ù
'cxpo^ianl ^^
^^^^^H Donc us est un mulliptc de^-^
Ah^
» esl impair.
Donc s esl aussi tin mul
liple J
^^^^^H iJotic Paip0»afiL s est égal à ^ — -
- ou à p — 1 .
^^^^^H Mai§ s îiVst pa§ égal à ^-^^ , c-^v
si l'on a va il
^^^^^^m an
iJrJnirail
= 1 (mo<l/>),
** que a n
'ajqrH
r lie nd rail pas
à Fexposanl —
J, Cl
qu'il faîlail d
éïnoDïrcr,
mplcn —
- Soil à clierclier une racine
primilivt
• du J
^^^^^H nom lire 19t. Es
iajoui '^, nous obtenons la suîLe ùi
es resles :
3a (j1 iï«
JO 2D
80 iGo 129
it5
lit Si io'j^
(3<i 81 iGi
îï
iH 3<; 7^1
«iî 97 -l
^^Hl
2 appartient à l'exposant gS, cest-à-dire à l'exposant —-"^ •
Or 191 esl de la forme 4'* — i- Donc ( — 2) ou 189 est racine primitive (*).
163. Résolution effectue d^unc congruence binôme, — La considération des indices, qui nous a servi à trouver la condition pour qu'une congruence binôme
x'*^^a (mo(i/>)
soit possible; sert aussi à résoudre effectivement cette congruence. Il faut pour, cela, posséder une Table des indices des nombres 1,2,...,/? — 1 par rapport au module /? et à une certaine racine primitive de ce module.
On trouvera à la fin du Volume une telle Table pour tous les modules inférieurs à 200.
Exemple. — Soit à résoudre la congruence
^12-^47. (mod 181).
Celte congruence donne
l'i Indx -= 36 (mod 180),
congruence du premier degré qui peut s'écrire
ïndar s^ 3 (mod i5 ).
On en déduit pour Ind a: les valeurs suivantes (au mod 180 près): 3 18 33 48 63 78 93 108 193 i38 i53 168
qui donnent pour j: les valeurs
95 12a i3o 5 3î 64 86 59 Ji 176 146 117.
164. Plus généralement on résout immédiatement par la considération des indices la congruence
ax^Ea b, (mod p).
D'ailleurs celte congruence devient immédiatement une congruence binôme en divisant (mod/?) les deux membres par a.
\ « ) Voir la Note D.
96 CHAP. III, — t>ES <:ô ?ir. Il t EXCES.
D'une façon générale, on petit toujours, dans une congruence tjuclconquc^ suppo&erque le premier cocfiiclerit est réduU à t.
11 suffit de dlviâcr (mod /?) loute la congruence par ce cocfficient-
Pour /i =^ K la congruence précédente devient la congnience du premier degré*
Exemple. — Soil la coogruence
Elle donne^ successivement :
Indag -^ Ind^ <^ Ind37 (modr98), î n d j" = Ind 37 — I nû 59 \ mo<i i gS ),
Indxi- ia( — i>« = 161 {mod 198),
%^l. — Bes congruences à modules non premiers.
Hj5. Les résultats précédents ne s'iipplit|ueiil qu*en partie aux modules non premiers.
Kn particulier, nous avons déjti vu (n" !()8)<]u%jnc congruence du premier degré à module non |>remîcr peut avoir pUn d'une solution^ ou être impossible, sans que le coefficient de x soil congru â zéro, Aiilremeul dît, on ne peut définir d'une faain générale le quotient (mod n) d\\n nombre A par un nombre B* On ne peut pas faire une lliéorie de la division algébrique (rnod /il comparable à celle de la divigioo algébrique ordinaire, €t par suite* ranalo;E;;ie avec les équations vX avec les congruenceâ à module premier se trouve rompue dés le début.
166. Lu têmUttîon d'une congruence it mod aie non premier se ramène à ia résolution de congritence^ è modules p remierjf.
En efTet, soit la congruence
(afî) /(ar)^o < inud « K
Supposons n décomposé en un produit de nombres premier^ entre eux deux à deux
DES CONGRUENCES A MODULES MON PREMIERS
Toute solution de la coDgruence(26) est en même temps solution des congruences
(^7> f{x)"Q (mod n'),
(28) /(x)'-.o (mod/i"),
(29) /(x)^o (mod/i'^),
et réciproquement, un nombre solution commune aux trois congruences (27), (28), (29) est évidemment solution de la congruence (26).
Soient
a une solution de la congruence (27),
De
2» on déduit une infinité de solutions de la congruence(27) qui sont congrues à a(mod n'). P » (28) » p(mod/i'),
Y '^ (29) » Y(modn'").
Donc, de a, ^, y, on déduit une solution de la congruence (26) en cherchant un nombre qui soit congru à a(mod n'), congru à P(mod/i"), congru à Y(mod n'"). Les modules n, /i', nf^ étant premiers entre eux deux à deux, on est ramené au problème du n® 116. Ce problème est toujours possible, et la solution est de la forme
5'î i"? ^" étant des nombres déterminés satisfaisant aux conditions
/l'/i'"^' I (mod/i'),
n'^n'\' I (mod n"), n'n'l"'. .1 (mod n"').
et / étant un nombre entier quelconque.
On voit donc qu'il n'y a qu'une de ces solutions (mod n), .\însi de lout système de solutions des trois congruences (27),
(28), (29) on déduit une solution de la congruence (26). D'ailleurs de deux systèmes différents de solutions des trois
congruences (27), (28), (29) on déduit deux solutions différentes
de la congruence (26).
CHAP. m. — »E8 cofiém
En elTel, :ioienL ^M^irri "^^ '^ L^ongruences (5t7),(^8), (ay)^
Jtre «iVstt^Tiic tle solutions de^
On en déduira la solution
et pour que
,rt'rt"*t-+-fii n"
J" + Yi '*' ""£" "*" '^^ '*" ^" "'
les solutions (3o) et (3i) lussent congrues (rood il) U
iViudraît que Ton eût
(*^^,)«''«''r-r(fi-?i)/i"«'r-^-(T-fl)'^''*'î"
d'où
l^niod #1 ),
{a-flrrrrt*r*'"r--(?-?'^''"»'ï"'^U-Ti)'^''»"r^o (iiiadi^;u
ou
Mais on a Donc on aurait
de sorte que % et at, ne seraient qu/uoe même solution de b congruence (s?). De même, [i el ^^ ne seraient qu\uie même solii* lion de la congrucuce (^8): f el Y* ne seraienL qu'une même solution de la congruence (ag).
Conclusion. — Si Ton a trouvé
B âolulions incongrues de la congruence (27J,
on en déduit pqr sohillons incongrues dt> la congruence proposée (26),
167. En particulier, on peut décomposer n en facteurs premiers
rt*, 6^ . . . , A étant premiers entre eu^t deux a dcuit ; on voit t\ue h solution de toute congruence se ramène k celle de congruence^ de la forme
/(^^^o (mod/ï«)
(/> étant un nombre premier).
DES CONGRUENCES A MODULES NON PREMIERS. QQ
168. Maintenant nous allons montrer comment la solution de la congruence (^a) se ramène à celle de la congruence
<33) /(^)^-o (mod/>'^-i),
ce qui, de proche en proche, ramène la congruence proposée à une congruence de module premier.
En effet toute solution de la congruence (82) est solution de la congruence (33). Soit Xq une solution de la congruence (33).
On en déduit une infinité de solutions de cette congruence (33), de la forme
Posons donc, dans la congruence (82)
Y étant une nouvelle inconnue.
Il vient
ou
Tous les termes de cette congruence sont divisibles par p'^~^; soit «0 le quotient de /(^o) par P^~*y on peut écrire la congruence (34)
ou plus simplement
(35) a^'\- yf'{x^)'^o (mod/>).
Si /'(xo) ^ o (mod /?) il J a une valeur de )' el une seule (mod />) satisfaisant à cette congruence. On en déduit pour x, par la formule ^ = ^o-h/^'^"'^» ^^^ seule valeur (mod z?'^).
Si/'(a:o):^ o et que «o ^ o? il n'y a pas de solulion.
Si/'(:ro) =: o et que a^ ^1 o, la congruence (35) est iudélerminée, elle a/? solutions (mod/?), d'où Ton déduit p solutions pour X (mod/>^).
Application. — Appliquons les résultats précédents à la
roo
congrue oco
THAP. Ilf. — DES COWGRUBKCiS,
J.I — li — o
(mod nu
a étant supposé pi-emier avec le moduie n.
L D\tbordi si n est un nombre premier impair , on saîi (n/* 138) qiJf la con^nicnce eist possible el a dcns. soi u M nos si ri reste quadratique de n ; elle est îiti possible dans le cas contraire.
H, Si n =p'^f p étant impair, soil x^ une soluliou de U cotigniencc
(37) m^-- a ^o { mod /^t^- ' ) .
Posons daos la fiongruence (3t>)
j' est deleniiîuu par lu congru en ce
^^*ï*oJ'--
(mnrl p
Or, ,ir^ salisfal^anl à la congruence { ^7), et a étant premiei avec/?,cc nombre j:© n'est pas Congru à xéro (mod/î). Dune il en est de même de 'ix^* Donc la congru ence (38) a une racine et «nt* seule. Donr. la congru en ce (-Î7) a autant de racines que la congru en ce (38); donc de proche eri procfie on voit qu'elle en a autant que la congruenct:
eVsi-à-dire deuiÊ,
m. Soit n ^ À. — Alori l^i coJigrucncc a un^ solution jr ^ 1 (par h}fpothèse a est impair).
tV , Soit ti {. — Alors a est impair. La congrucnee ne peut
avoir pour solution qu'un nombre impair. Mais le camt d'un
nombrt! impair
{•Ah -I k* - 4 hih ♦- 0-^ «
e.^l coui^rn 1 (mod j ^
Lu couj^rueuce n est donc possible que si a est congru â 1 (mod j) et elle a deu\ solutions - i el — i*
DES CONGRUENCES A MODULES NON PREMIERS
V. Soit n = S. — Le carré du nombre impair 2 A -|- i , à savoir 4à{h 4- 1) -f- 1 , est non seulement, comme nous venons de le dire, congru à 1 (mod 4)> mais même congru à 1 (mod 8).
Donc, pour que la congruence soit possible, il faut que a soit congru à 1 (mod 8), et elle a pour solution n'importe quel nombre impair. Elle a donc quatre solutions incongrues (mod 8), à savoir
Remarquons que si l'on substitue ces solutions dans x^ — a, on obtient deux résultats :
divisibles par 8. Les quotients par 8 sont égaux à — — et —^ h 1 :
ils diffèrent de 1 . Donc l'un est pair, l'autre impair.
VL Soit n = 2^. — Je dis que, d^une façon générale, pour
la congruence
X* — a = H o ( mod 2f )
a quatre solutions ±z Xq, zh x^, à condition que
a — I (mod 8).
De plus, de ces deux nombres :
xl — a x] — a
C un, et un seulement, est pair.
En effet, le théorème étant démontré pour it =: 3, il nous suffit de montrer que, s'il est vrai pour une certaine valeur de u, il est vrai pour la valeur 7t -h 1 . Or, soient ±Xo, ±: J7< les quatre solutions de
(39) x* — a ^- o (modî'ï),
et supposons
xji — a .
— î— - — impair.
Suivons la méthode générale et pour résoudre la congruence (4o; 37*— a-- o (moda^-*-*),
posons successivement
3^ = ti: ^i -h i^J-
La première subslilulîoo donne pour y la congrucnce
{ moà ? )»
maïs celle congruence est impossible, puisque -°;^^— e&t impair. Au contraire, la seconde subsiîlulîon donne
(moda),
congruence indéterminéej puisque — ^7^^— est pair. On pt*ul donc prendre y — o ou ^ = i, ce qui donne, pour la congruence {ioK quatre soiulions ; •
ou, ce qui revient au même, au module a^^' près^
Maintenanl, substituons ces valeurs dans Texpression ^-^^, » il vient
— ^rr ' \t i -^ ^1 -+^ ^J*^~* »
valeurs entières dont la diOTërence est impaire {puisque ^ >> a et que Xi est impair); donc, si Tune est paire, l'aulre est impaire. Donc tout ce qu*on a supposé pour la congruence (Sy) est ausi^^i vrai pour la congruence ( ^u), et le ihéortme esit démontré.
VII, Enfin, supposons que n soit queicontjue, il suffit de décomposer n en facteurs premiers
et d'appliquer la métbodedu n* 166*
En particulier^ lorsque n est impair et premier avec a la congruence, si elle est possible, a 'âV- solutions, [x étanl le nombre des facteurs premiers dilTérenls de /î.
DES CO:<ïGRU£NCES A MODULES NON PREMIERS.
io3
Cas particulier, — Quel est le nombre de solutions de
la congruence
x^ — ii = o (modn).
Remarquons que le nombre i esl reste quadratique de tout nombre premier impair, et qu'il esl congru à i (mod 2), (mod 4) et (mod 8). On a donc les résultats suivants :
Si n est impair y soit (jl le nombre de ses facteurs premiers distincts, la congruence a 2i* solutions;
Si n est pair ^ soit encore u le nombre de ses facteurs premiers impairs (jx pouvant être =0) :
Si n est simplement pair, la congruence a 7.^ solutions;
Si n est divisible par 4 et non par 8, la congruence a i^"^^ solutions;
Si n est divisible par 8 ou une puissance supérieure de •>., la congruence a 1'^'^^ solutions.
171. Comme application des résultats précédents, donnons une généralisation du théorème de Wilson :
Généralisation du théorème de Wjlson. - Le produit a, a2 . . . oL^(n) des nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, est congru à -|-i ou à — i (mod Ai). Ce produit est congru à — ijsi n est une puissance d'un nombre premier impair, ou le double d^une telle puissance, ou si n est égal à 4- Ce produit est congru à -i-i dans tous les autres cas.
En effet, soit aA l'un des nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui. Le nombre a^^ étant premier avec n, possède un inverse (mod /i) (n** lOo), c'est-à-dire qu'il existe un nombre a^v',
tel que
aiitXk'^i (modn)
et ce nombre a^'Cst évidemment lui-même premier avec /<, et peut d'ailleurs être supposé positif et plus petit que n.
Si OL/^ et oLff sont différents, nous dirons que a^ et a^' sont associés du premier genre.
Mais il peut arriver que a^ et a^' soient égaux. Pour cela, il faut
et il suffit que
il^ï (mod/i),
lOiJ cil A p. III. - DES CONGHUËNGES.
c'esl-à-dire que ola soil racine de k congruence
Ma in tenant, reinarr|uoni* que si un nombre a^ es L racine de celle coBgriience, ie nombre n --a^{ lequel est premier avec /*, posilif et plus petit que n) Test aussi.
Les deux nombres 'x^ et n —^k ne sont d^ailleurs pas êgauii, car |JOur que cela arrive il faudrait ï|ue
ce qui n*e$t pas, puisque ajt est premier avec n*
Enfin ces deux nombres ka et /î — ak ont un produit congru h
-\\ car
ajî ( /i -- mi, ) -' ^ aj -- ^ I (moà n )-
Appelons ces deux nombres associés du second genre.
Ainsi les nombres a se répartissent en couples : les couplet d'associés du premier genre doolle produit est congru k t , et les couples d\issociés du second genre dont le produit est congru à — ^i.
Le produit de tous les nombres ot est doue congru à ^ ^t)**, jt désignant le nombre de couples d'associés du second genre, c*esiii-dire la moitié du nombre des racines de la congrue net (ii)*
l*our terminer la question^ il ne reste donc qu'à dt'^îermîner ce nombre de racines ou, plus simplement^ avoir si la moitié p, de ce nombre est paire ou impaire.
Or, si Ton se reporte aux résultats du n" 170, on voit que et* nombre n*est impair que ^t n est une puissance d'un nombre premier impair, ou le double d'une telle puissance, on si n ^^ 4* Donc, dans ces cas senlement, le produit en question est congru k -^ X (mod n). Dans les autres cas, il est congru à -i-K
Remarquons que, si n est un nombre premier, ceci donne tttie flémonstraHon do théorème de Wilson^ dUTérenle de celle donaée
au n'
172. fîesteê^ par rapport à un module non premier n, des^ /ftttssances successives d'un nombre a, premier at^ec le module*
DES GONGRUENCBS A MODULES NON PREMIERS. lo5
Soit a un nombre, premier avec un module n. On divise par n les puissances successives
et l'on obtient des restes
(4^) ri, r,, ..., a, r^^i,
Nous nous proposons de démontrer que :
1° Les puissances successives de ol forment une suite périodique; deux puissances de même rang dans deux périodes étant congrues (mod/i); par suite, /es restes forment aussi une suite périodique; deux restes de même rang dans deux périodes étant égaux;
9r Soit k le nombre de termes de la période y on a
ak'^~i (mod/i) et r*^— i; 3** A* est un diviseur de o{n).
On voit que ces théorèmes sont des généralisations de ceux démontrés au n° 149 pour les modules premiers.
Ces théorèmes du n" 149 ont été déduits de Tétude de la congruence binôme, qui a été déduite elle-même de la théorie générale des congruences à module premier. Comme il n'existe pas de théorie analogue pour les modules non premiers, nous allons traiter la question des restes, directement. D'ailleurs la méthode que nous allons suivre s'appliquerait, sans aucun changement, aux modules premiers.
I. Les restes Tj, Tj, . . . sont positifs et plus petits que /i. De plus, ils sont premiers avec n^ puisqu'ils sont congrus (mod n) aux puissances successives de a qui sont premières avec n.
Il résulte de là que le nombre de ces restes est limité et atteint, au plus, ç(/i); par suite, ilya nécessairement des restes qui se reproduisent.
II. Ilya dans la suite (43) des restes égaux à i . — En effet, nous avons vu qu'il y a des restes qui se reproduisent.
Soit
rm — rm' (m>m'),
io6
CHAP- nu — DES CON6RUEITCE5,
tl'oii
On en déduit
( raoJ n i
d'où
ï mofl n ),
m. Soiirf, ie premier resic th^ la siuie (43) qui soil égal â i , />c' Ti fif /> /ex restes sont tlifférents, — Car si Ton avait
f'm^ rm* f m H m :: A), on en déduiraÎL^ comme plus haut,
de sorte que r* oe serait pks le premier reste de la suite i\î3) qui serait congru ii k
l\ . />e«.r rej/i?4f rfo/i^ les rangs^ dans ta suite (43). diffèrent de k sont égaujt:, — En eflTet,
Mats, puisque /^ -^ i , on a Donc Donc
%^=EH (mùân).
Eti particulier, les restes qui sont égaux à i soDt les restes r^t
Il reste à démontrer que k est un diK^istutr de 'f{n). Or, noit* venons de voir que les restes qui sont égaust à i sont ceux dont rîndice est un multiple de /r ; d'autre parti d'après le théorème d*EuIer, r^^a^ est égal k t .
Donc f{n) est un multiple de k (*).
( * } îif celle façïjn, jjour tlérfiontrcr que k est un dîvrsem' de f (n)> î\ou^ s^upposons élabïi le lliéorèmo trEuler» On peut» au contraire, dt^munircr qiit? A cil un diviseur de n sans s'appuyer soi le théorumc d'KuIcr, et en déduire ce dcrnîcr tliëorème*
En effet, tes rcsi€s r^ /•,, *,., r^ sont lous différents* Si ces restes conaUtoeni
DES CONGRIENCES A MODULES NON PREMIERS. IO
Le nombre k s'appelle V exposant auquel appartient a par rapport à n ( * ) .
tous les nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, on a A's=cp(/t) et le théorème est démontré.
Sinon, soit a un nombre positif, plus petit que n et premier avec lui, et qui no soît égal à aucun des nombres r,, r,, ..., r^. Considérons les nombres
Deux de ces nombres sont incongrus entre eux, car si l'on avait
*a'"_^*a'"' (mod/i), il en résulterait
*(«'"-'*•' — i)— o (mod/i),
ce qui est impossible, puisque s est premier avec n et que ««-'«' n'est pas congru à 1 (modn).
De plus, un nombre quelconque de la suite (44) est incongru à un nombre quelconque de la suite (43)) car si Ton avait
*a'" - aP (mod /i), on en déduirait
s ^ aP-"» ( si /> > wi ) ou
* r- a*-»-/'-'» (si/?<m), d*où
p~ ttt k i-p — fit' .
ce qui n'est pas, puisque s n'est égal à aucun des nombres r,, Tj, ..., Tj.
Si donc l'on divise les nombres (44) P^i* ^j on trouve comme restes k nombres *,, *,, ..., *jk positifs, plus petits que n et premiers avec lui; différents entre eux et différents des nombres r.
Si les nombres r,, rj, . . ., r^ et *,, «j, • • •» *k forment tous les nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, on a
Sinon, on considérera un nombre <, positif, plus petit que n et premier avec lui, mais qui ne soit égal à aucun des nombres r,« Tj, ..., Tj^, ni à aucun des nombres «,, *2, ..., 5^, et l'on raisonnera de la même façon.
Si les nombres r,, r^, .. ., r^, \5,,53, . . ., *|^ et t^f t^j . ..j t^ forment tous les nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, on a
3A- = ?(/i), et ainsi de suite.
Donc 9(1) est un multiple de k.
On sait, d'ailleurs, que les termes de la suite (42) dont l'indice est multiple
de k sont congrus à i (mod/i). Donc
a?(''> : I (modn).
( ' ) Existe-t-il, pour un module composé n, des racines primitives, c'est-à-dire des nombres appartenant à l'exposant 9(n)? Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que de telles racines primitives existent lorsque n est une puissance d'un nombre premier impair, ou le double d'une telle puissance. Dans les autres cas, il n'y a pas de racine primitive.
io8
chap- jii. — des'
la
question
fies /raclions
l.iomme ïip|ihcalion, traitons i iécîm a ieJi pèrioiJiqu e.s.
Soit une fraction ordinarre j- Supposons qu^oo en ait extrait
la partie entière, de sotie qu'elle soll plus petite que i* Nous supposons, de plus, qu^ello est irréductible, cVst-à-dire que a et // sont premiers entre eux,
I^uur IVSîiluer à ^'^j, yj^, r^-^ ^ * - pfès, il faut diviser par b les nombres
Supposons d abord ù premier avec 10. — Soit k rexposanl
îHiquel appartient lo par rapport à b. On a
(Foù
I ^ io* ^ 10** ^^ , * . ( mod b ),
Comme a est plus petit que fr, ceci prouve que les divisions des nombres io*^i^ iu-*«, . . . par 6, donnent le même reste a- Donc les reste* successifs et par suite les cliifl'res du quotient présentent une période de fc cliifTies, commençant immédiatement après la virgule.
Il n'existe pas d'ailleurs de période de moins de A' chiffres, car
potir que Ton ait
a = 10*' a (mod b), il faudrait que Ton eôt
1== ïo*' (mod û).
ce qui est Impossible si A'< k.
On peut remarquer que le nombre de chiffres de la période est indépendant de a.
Exemples :
^- — o,238og ja3So95< . , .
Ces fractions décimales périodiques, dont la période commence immédiatement après la virgule, s'appellent fractions périodiques simples.
FONCTIONS SYMÊTR. DES NOMBRES PLUS PETITS QU*tN NOMBRE PREMIER. IO9
Supposons maintenant que b ne soit pas premier avec \o. Soii
6' élant premier avec lo.
Supposons, pour fixer les idées, a^- p. Si Ton multiplie la
fraction proposée j par lo*, elle devient
rt.5*~P est premier avec b' qui est premier avec lo. La frac-
lion — ^,- est donc égale à une partie entière, plus une fraction
dont le dénominateur est 6', et dont le numérateur est premier avec b' . Cette dernière est une fraction périodique simple. Pour retrouver une fraction égale à la fraction proposée, il faut reculer la virgule de a rangs vers Ja gauche; on obtient alors une fraction périodique dans laquelle la période ne commence pas immédiatement après la virgule : c'est ce qu'on appelle wr\c fraction périodique mixte.
Exemple :
Réciproques. — Les réciproques des théortmes précédents sont vraies.
Une fraction -j étant réduite à sa plus simple expression, si b est premier avec 10, cette fraction est égale à une fraction périodique simple; sinon elle est égale à une fraction périodique mixte, la période n étant d^ ailleurs composée que de zéros si b ne contient que les facteurs premiers 2 et 5, auquel cas la fraction est limitée.
§ VII. — Fonctions symétriques des nombres plus petits qu'un nombre premier.
174. Soit un nombre premier/). Considérons les fonctions symétriques rationnelles et entières, à coefficients entiers, des nombres 1,2,3, ..., p — I. Je dis quune telle fonction est divisible par p quand son degré n'est pas divisible' par p — i .
Considérorfs d'abord les sommes S,, S^, S3, ..., 8^.2 des puis-
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sances semblables des nombres u 3 p — i, depuis Teipo-
saut 1 , jusqu'à l'exposant p — y.
est évidemment divisible par jo.
Supjjuîsoiis le ibc'orivmc vrai pour S|, S^, **.,Sjt^ii démontrons-le pour S|(A</?^i). On a la relation, démontrée en Algèbre,
ik- \\k
Or le second membre est divisible par/>, doue le premier Test aussi. Mais par hypothèse k-^ \<^p* Donc S^ est divisible par/>.
Pour k^p — 1 , fous les termes du second mcn»brc sont divisibles par p^ excepté le terme — p. Donc si Ton divise les deuv membres de régalîfé par/?, il vient
Soit main tenant un norobrc /^ plus grand (jnc /?— i, SI l'on a
k*==k (nraod/î — 1),
on a
fi^* =^ a^ f rnotl /?),
quel que soit f/^ il'ïqirès le théorème de Fermât donc anssi
Do
ne
Sji'^^o (mod /ï) quand // nVsi pa.^ dlvî^sible [lar p~ t, Sjf ^^ i (mofl /? ) cjunnd A' e^l divisible parp — i.
Le Un^'orème s'étend sans peine aux fonctions sj^métrique^
d- ordres quelconques {*).
En ellVïl soit une telle fonction d'ordre n et de degré ^o (mod ^—1)5 (et que je peui supposer simple, c'est-à-dire que tous ses termes se déduisent de Vnn d'eux par perinutation
{*} ifnâ foaetioii symélnquc d*ardre n csl une fonctmn dont tons îes termes conUeunenl n k^Ur«!s.
FONCTIONS SVnÉTR. DBS NOMBRES PLUS PETITS Qu'UN NOMBRE PRfcMIER. I 1 1
des lellres, et ont comme coefficient i),
a-h^-f-y-}-...-!-)^ étant ^^ o(mod/? — i).
Supposons d'abord a, p, y, . . . , X tous différents. On a alors
Saa6?cY...A=SaiSp...Sx-F,
P désignant une fonction symétrique de même degré que la proposée, mais d'ordre inférieur d'une unité.
Or a, p, ...,X ne peuvent être tous iz:o(mod/? — i). Donc l'un au moins des nombres S^, Sp, . . . , Sx est divisible par /?; par suite on est ramené à démontrer le théorème pour la fonction P dont l'ordre est inférieur d'une unité à celui de la fonction proposée.
Supposons maintenant que les exposants a, p, y, . . . , X ne soient pas tous différents, qu'il y en ait A égaux à a, B à p, C à y, etc. On a
A X i.2...Bxi.2...Gx
Les nombres A, B, C sont plus petits que />, puisque les quantités a, ^, c, . . ne sont qu'au nombre de yo — i. Donc on voit, comme plus haut, qu'on est ramené à démontrer le théorème pour la fonction P dont l'ordre est inférieur d'une unité à celui de la fonction proposée.
De proche en proche on est ramené à démontrer le théorème pour les fonctions d'ordre i, qui ne sont autres que les sommes de puissances semblables (* ).
175. Application à la démonstration des théorèmes de Fermât et de Wilson. — Considérons l'expression
Si on la développe par rapport aux puissances décroissantes
( ' ) On pourrait aussi démontrer ces résultats, en partant de la congruence identique
-arr-' — I __. (x - i) (x — 2) .. . (x -r /? 4- 1) (rnodj?),
démontrée au n* 132, et écrivant que les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres sont congrus (mod/?).
lia
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de JT, le coeffictenl de xP~^ est î, le coefficienl indépendani est 1 .îi, . .(p — i). Quant aii)£ autres, ce sont des fonctions sjmé* triques des nombres 1,2, <,,,/? — r , d'ordre plus pelil que p ~%. Ils sont donc congrus à zéro (mod p).
On a donc
(45) (^_g{^ _*/)._(^r"pH-r3= af^-»-^i.^.,.(/> ^ i) {mmî p^
quel que soit^*
Faisons ;r — I, il vient
o^i-Ki,a. ..(/3 — g (mod/?).
ce qui est le théorème de Wilsoo.
Ensuite, remplaçons dans la congruence (45) 1*2, . *(/>— t) par — I et faisons jt — /?, a étant l'un des nombres 1, 2, , , , j (/? — 1 "» ; il vient
û = a/*-* — I ( mnd p h
< c qui est le théorème de Fermât,
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§ I. — Restes quadratiques. Symbole de Legendre.
176. Nous avons déjà défini (n'* 158) ce qu'on appelle reste quadratique par rapport à un module premier p. C'est un nombre^/
tel que la congruence
a?» -z a {moâ p) soit possible.
Celte définition se généralise immédiatement pour un modul(> non premier n.
On dit qu'un nombre a est reste qiuidratique par rapport à un module non premier n, lorsque la congruence
;r'^ a (mod n) est possible.
Dans cette définition on ne suppose pas que a soit premier avec n.
Mais nous avons vu (n** 169) que lorsque a est premier au module /i, le cas du module composé se ramène à celui du module premier.
Nous avons vu, en eflet, que pour que a soit reste quadratique de n il faut et il suffit :
1" Que a soit reste quadratique de tous les facteurs premiers impairs qui entrent dans n ;
2'' Si n est divisible par 4> ^^ "O" par 8, il faut de plus que a 1^ I (mod 4) (se rappeler que a est supposé premier avec le module et par conséquent ici impair);
3** Si n est divisible par 8 ou une puissance supérieure de 2, il faut de plus que a i^: i (mod 8).
A partir de maintenant nous ne considérerons plus donc que le cas où le module est un nombre premier/) non diviseur de a. C. 8
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Be m arque, — Au Heu du mot reste quadraUque noii§ euxploierons, quiind il n*y aura pas d'ambigané possible, le mol resie. Tout nombre qui n'esl. pas reste quadralirpie par rapport à ua certain module sera dit un non-reste.
DeuiE problèmes se posent
i" Étant donné le module premier p^ quels sont tes
nombres a qui en sont restes quadratiques?
%"" Étant donné le nombre a^ quels sont les modules premiers dont a est reste quadratique?
Le premier de ces problèmes a été résolu au n" 138, fiouB n^avons plus que quelques observations à présenter.
Si /?= 2, tout nombre impair a est reste quadratique; et la coogruence x^^^ a(mod 2) a une solution x ^u
Si/> est un nombre premier impair, rappelons que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre a non divisible par /< soit reste quadratique âc p csl
o * ^ j { mod p), et celte eondition étant remplie, la eongruenefe
j?s — a {mod p) a deux solutions^ égales et de signes contraires (mod^).
178, Caractère quadratique, - Soit/? un nombre premier
impair, a un nombre non divisible par y?» D'après le théorème de
Fermât on a
ai*-^—\^-±Q (mod p),
ou
éSl congru
Donc fun des deux nombres « * ™i ou a ' àuéro-
lis ne le sont pas d'ailleurs lous les deux, puisque leur différence, qui est a^ ne l'est pas.
SYMBOLE DE LEGBNDRE. fl5
Or on sait que, si a est reste quadratique de />, oa a
ïzl
a * — i = o, et réciproquement.
Donc, si a est non-reste, on a
Dans le premier cas le reste minimum de a ' par rapport à p est I , dans le second cas c'est — i .
Désignons ce reste minimum par la notation ( — J (symbole de
LiCgendre). On aura
si a est reste quadratique de/);
si a est non-reste.
La quantité f— j s'appelle encore caractère quadratique du nombre a, relativement au module premier impair p.
179. Théorème. — Le caractère quadratique d^un produit de facteurs est égal au produit des caractères quadratiques de ces facteurs.
C'est-à-dire que
En effet
p—^ f (mod/)).
et
/aa'a''\ , , n~ ,
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Donc
Comme d^ailleiirs chacun des membres de celle congraeoce oe peut être égal qu*à 4- i ou à — i, celle congruence se change eii égaillé, ce qui démontre le théorème*
Ce théorème prouve que
Le produit de deux restes est un reste;
Le produit de deux non-restes est un reste;
Le produit d^un reste par un non- reste est un non -reste.
En g<5nt'ral, (e produit de plusieurs facteurs est un reste ou un non-reste, suivant que le nombre des faeteurs du pradtaf gui sont des non-restes est pair ou impair.
g II, ^ Modules dont un nombre est reste quadratique. Loi d& réciprocité*
assons maintenant au second problème énoncé au
Étant donné le nombre a^ quels sont les modules premiers dont a est reste quadratique?
On peut même se borner à chercher les modules premiers impairs dont a est resie quadratique, car on voit toul de suite que, pourvu que a soit impair, il est reste qnadralique de a.
Ce prolïlénie est plus dinicile cl phis long à Irai 1er que Je précédent ; en voici d^abord un cas particulier évident : c'est celui de a ^= I *
182, a = I est reste quadratique de tout module premier, —
En ettel lacongruence
^» i"i I ( moil /i >
admet évidemment pour îîolutîons quel que soit/).
MODULES DONT UN NOMBRE EST RESTE QUADRATIQUE. I
Ce cas particulier traité, je dis que :
183. Le cas de a quelconque se ramène à celui de apremier, et à celui de ar=z — i .
En effet il suffît de se reporter au théorème du n° 179 : Le caractère quadratique d^un produit de facteurs est égal au produit des caractères quadratiques des facteurs. Or tout nombre positif est décomposable en un produit de facteurs pt*emîers; et tout nombre négatif en un produit de facteurs premiers, multiplié par — i .
184. Ca^ de a := — ï . — Ce cas est encore très facile à examiner.
Le nombre ( — i) est reste quadratique de tout module premier impair de la forme 4 A 4- i . Il est non-reste des modules premiers de la forme 4 A — i .
Cela résulte immédiatement de ce que
est égal à i si /? est de la forme 4/^ + i ; et à — I si /? est de la forme /\h — i .
Reste à examiner le cas où a est un nombre premier quelconque, p étant toujours un nombre premier impair.
Nous démontrerons d*abord les lemmes suivants :
185. Lemme I. — a étant un nombre quelconque et p un nombre premier impair, non-diviseur de a, si Von divise par p les nombres
(i) la, ua, 3a, ..., a,
et que Von prenne les restes minima (n° 83) de ces divisions, les valeurs absolues de ces restes sont, dans un certain ordre,
les nombres i , q, . . . , ^"^1.
En effet, aucune division ne se fait exactement, car /? étant pre-
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mîer ne peut divîser ha que s'il divise A oia a; or il ne divise pas*i par hypolhêse, et il ne divise pas h si /* esl plus petit que luL Deux resteâ sont difTérenls, car si l'on avait par exemple
ou en déduirait
ou
ha^h'a (niod/>),
(h — h')a = o (moà p),
ce qui est impossible puisque h — h^ est plus petit que p.
Non seulement deux de ces restes ne sont pas égaux, mais ils ne sont pas non plus égaux et de signes contraires; car si l'on avait
rh= — rfi', on en déduirait
ha -— — fi a (mod p), OU
(h-^ ft*}a = o (mQÛp)t
ce qui est encore impossible, puisque A ei A' étant des nombres de la suite 1,2, , . . ~^-^ ^^"'~ somme est au plus égale kp-*%*
Ceci posé, considérons les valeurs absolues des restes minima. Ces valeurs absolues sont au nombre de ^^^-j elles sont positives, elles sont au plus égales à -^-7- — * deux d^enlre elles sont diflcrentes; donc ce sont^ dans un certain ordre, les nombres
186. Lemme il — Le nombre des restes précédents qui sont négatifs est pair ou impair f suivant que a est reste quadratique de p ou non.
Autrement dit, soit pi le nombre de ces restes qui sont négaiifs; on a
a • ~-{~i)V-i,^, , , "^ — {mod p)y
OU en divisant les deux membres par 1,2,...,— — >
a » ^ r-i)|x, ce qui démontre le théorème.
187. Ces deux lemmes vont nous permettre, san§ plus, d'étudier le cas de a = 2.
Mais auparavant, comme exercice, retrouvons, en suivant cette voie, les résultats relatifs k a -^ i eta = — i.
Pour a = I, les termes de la suite (i) deviennent
qui sont eux à eux-mêmes leurs restes minima, et qui sont d'ailleurs tous positifs. Donc }x = o. Donc
Pour a = — I, les termes de la suite (1) deviennent
Ils sont encore à eux-mêmes leurs restes minima, mais ils sont
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Ums négallJs* Donc ^ = ^-t' t^onc
fn)-,_r— .
189, Etudions maintenant le cas de a ^ ^.
TutoVikun, — Z^p nombre ^ o/ /'^j/e quafirûtiqtie deâ nombres premiers de la forme Hh-^\; il est nftn*reUe de^ nombres premiers de la forme 8 A :'i 3.
ICn eflal, h( suilL- (i) devient dans ce cas
Comptons les reîites minima ni^galifs des divisions de ces nombres par p.
i}r il est bien th^ideni que les termes de Ja série (a) sont de
(icii\ sortes.
D'abord les termes
jusqn^au terme immtidîaiemenl inférieur à ^< Ces termes donnent
des restes m î ni ma positifs (égaux a eux-mêmes).
Ensuite (en les écrivant dons l'ordre inverse), les termes
/>— Jt p — à, p-5
jusqii^au terme immédiatement su]>érieur à ^< Ces termes donnent les restes minima négatifs :
Eu d«''(initive, tout revient à corapier combien il y a dans la suite
de termes plus grands que ^* ou ce qtii revient au même combieii il y a dans b suite
de termes plus petits que -^
Remarque. — On peut énoncer ce résultat en disant que
191. Maintenant, passons au dernier cas, celui où a est un nombre premier impair. Le nombre p étant lui-même supposé un nombre premier impair, pour plus de symétrie dans les notations, remplaçons la lettre a par la lettre q, La solution du problème repose sur le théorème suivant, dit loi de réciprocité (') :
(') Ce théorème célèbre était connu d'EuIcr, mais Legendre, le premier, l'a
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Loi HE RitciPftociTÉ* ~ p et tj étant des nomùres premiers impairs difft-rentSj on a
ou encore : Les symboles (^j et (^-j soni égaux, st Van au
moins des deftjo nombres p et q est de la forme ^h-^ t. Ces symboles sont de signes eoniraires^ si les deux nombres p et q sont, tous les deux^ de la forme 4 A — i •
En efiet, p et q étant diirérenls, supposons, pour Cxer les idées j q > p*
Pour trouver la valeur à^ (^-j il faut diviser par q les nombres
Soient
au «,, ,.., «Xi —?u ~Pt, --. -^1
les restes mioima de ces divisions; a,, a^, — • » «x étant les restes positifs, — p,, — pa, . . » . — pjt les restes négatifs. Oo a
De même, pour u-ouver (^] il faut diviser par p les » ombre s
(5) Soient
uq, 2.q, ,.., ,-^'
Ti. Y»^ '"^ Yvi —^1» —^7 '*'* —Su
énoncé cxplidlement, et en a Xçnlé une démonslration. La démonBtralioii de L^gcnHrc est ïncomptéte. La loi de réciprocité it iHi* démonirée pour la prcmîètie fob par Gauss, qui en s donné ^ix démonstrations, ticpuis de nouvelles ont été données par Lejcune-Dincblei^ Kronockpr, etc. Celle» que noua donnons ici sflnt ducs* la première au p^g^leur Zeller, la seconde k Kronecker. Ce sont Je* pluSi simples que nous connaissions.
^Êm
LOI DE RÉCIPIOCITÉ. laS
les restes minima de ces divisions; Yn Ya Y^ étant positifs^
— 8|, — 82, . . ., — Op étant négatifs. On a
On a donc
Ceci posé, considérons les nombres ^. Ils sont plus grands que o et ne dépassent pas • Divisons-les en deux catégories :
1° Ceux qui ne dépassent pas - — ;
2** Ceux qui sont plus grands que ^ •
Je dis que ceux qui ne dépassent pas — — sont identiques
aux nombres y> et que par suite leur nombre est v. En effet, soit hp un nombre de la suite (4) donnant le reste — p, tel que p
ne dépasse pas ^ • On a
d'où (7)
Or on a
et
hp.
= kq~?,
kg .
= hp-^?.
On déduit facilement de ces deux égalités, et de l'égalité (7),
iq 'iq
OU
Le nombre k étant eijitier, ces inégalités reviennent à
o<klP---l.
134 CHAF, n. — RESTEi QrADBATJQtJlS. COIfGEirÉNCEg DC SECOND BCGRÉ.
Donc kq est un nombre de la suite (5), et puisque p ne dépasse pas ^^^ , régalité (7) montre que ce nombre Aq donne comuie
reste minimum p. Ce nombre p est donc égal à un nombre %.
Reciproquementj soit Âq un nombre de la suite (5) donnant un reste minimum positif y, on démontre de la même façon qu'il* y a un nombre hp de la suite (4) qui donne un reste minimum négatif égal k — y.
Les nombres ^ qui ne dépassent pas ^ ~^^ étant identique?^ auic nombres y, leur nombre est égal à v. Si donc nous appelons -j le nombre des ^ qui dépassent — - — on aura
Par suite Tégalité (6) devient
Mai
Donc
Re?*Le à évaluer o-, c^est-à-dire le nombre de fermes de la suite i f ) qiit\ divisés par ly, donnent un reste minimum négatifs
supérieur en valeur absolue à^^^ - Plus simplement, il suffit d*évaluer la parité de ^*
Soit m,p un terme jouissant de la propriété qu'on vient de dire; je dis que le terme
Jouit de ta même propriété.
En efTet, soit
mp ^ rq ^^
on eu déduit
(tj)
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Pour démontrer ce que nous avons en vue, en ce momenl, il suffit de faire voir que
est supérieur à -^~ > et ne dépasse pas ^^-~' Or, par hypothèse,
Donc on a
OU
ce qui peut s'écrire (en remarquant que tous les termes de ces inégalités sont des nombres entiers)
Rs-JL . - ILlzl _ 3 ?JZi .
C'est ce que nous voulions démontrer.
Puisqu'à tout terme de la série (4) jouissant de la propriété en question en correspond un autre jouissant de la même propriété, le nombre o* de ces termes est impair ou pair, suivant qu'il y a un terme égal à son correspondant, ou non. Il ne reste donc plus qu'à voir s'il y a un terme égal à son correspondant.
Or écrivons que le terme mp est égal à son correspondant. Il vient
OU
Nous distinguerons deux cas, suivant que q est de la forme 4 A — i ou de la forme ^li-{-\.
I** Si q est de la forme ^li — i , la valeur de m n'est pas entière. Donc il n'y a pas de terme de la série qui se corresponde à lui-
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même* Donc t est pair. Dodc Inégalité (8) se réduit à
Donc, si de plus p est de la forme \h ■\- 1 ,
si, au coniraire, p est de (a forme ^h — i^
( ~ ) ^'^ f'^) ^^^^ ^^ signes cûnii^aii*es,
%"" Si, maÎDieaaDl, r/ esi de tajonne 4 /t + i , la valeur m = ^^ —
est eniière. Mais il resle à voir si le terme mp répondant â cette valeur de m, à savoir le lerine
donne réellement un reste niiaimum négatif, plus grand que £— - Or on a
<iû)
'-'■-^^Hv-ûh-
Si p est de la forme /j A -h i , les nombres ^ " ^M 7 "" ^ ) 7 sont entiers.
D'ailleurs [7 — -f^\q *^st positif et plus petit que *-* Donc
rëgalité (10) montre que la division du terme 2— — /?, par y,
donne comme reste minimum le nombre positif f-t — ^) Ç"
Donc il n y a pas de terme de la série (4) jouissant de la propriété en question* Donc t esl pair,
Par suite
(Dii)'^-'"''-'-
Donc ( — 1 et {^\ sont égatis.
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Mais si p est de la forme 4 A — i , écrivons l'égalité (lo) sous la forme
D'ailleurs le nombre
est négatif, et de valeur absolue plus grande que ^ ■ et au plus égale à 2-I~_i .
Donc la division du terme ^— ^ — /?, par gr, donne comme reste
minimum un nombre négatif supérieur en valeur absolue à ^ >
et ce terme est égal à celui que nous avons appelé plus haut son correspondant. Donc o* est impair; donc
Donc ( — j et (2. j sont égaux.
En résumé, il n'y a qu'un cas dans lequel ( — j et f — j soient de
signes contraires : c'est lorsque p Gi q sont tous les deux dé la forme 4 A — i.
La loi de réciprocité est donc démontrée.
192. Seconde démonstration de la loi de réciprocité, — La démonstration précédente est due au pasteur Zeller (*). En voici une autre, non pas plus simple, mais plus concise, due à Kronecker (^). D'autre pari, cette démonstration de Kronecker, est, tout au moins à première vue^ beaucoup plus artificielle que la précédente.
On a
( ' ) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1872.
(') Sitzungsberichlc^ 7 février 1884 ; t. II, 12 juin 1884.
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p «.Haut le nombre de restes inipima négalîfs, fournis par les divisions p^^p des termes de la suite
t.y, ti-^i
Sait /ijy un tcrine de celle suile. Le re^te minimum correspondant est négatif, s'il existe un nombre entier A", tel que
du
pt réciproquement. D'ailleuis^ sî le nombre k existe, il e^ï uDique. Les dcLiK inégalités (il) peuvent être remplacées par la seule
inégalilé
ou
IV
\ p qf \p -xq qf
Comme nous Tavons déjà dit, il y a au plus un nombre entier /' satisfaisant à celte inégalité* Ce nombre est d^âilteurs au plus égal
à ^ ^ ^ > car si Ton remplace A par un nombre entier supérieur
h cette quantité, comme d'ailleurs h est au plus égal à '^ ^ '^ ïl est
visible nue les deux facteurs - — -el-- 4-^ sont né^înili^,
I P q p Aq q
et qtie, par soi te ^ leur produit est positif.
Si donc dans rcxpression (12) on fait successivempni
et que Ton fasse le produit des résultats obtenus, on obtient uti résultat
11 \p q! \p ^q ql
qui est posîlil ou négatif, suivant que le reste minimum fourni par la division de hq par/? est lui-méjne positif ou négatiL
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Transformons cette expression. Pour cela remarquons que le second facteur 1 peut s'écrire
Quand A* prend les valeurs 1,2,.. , ^ "" > le nombre
prend les mêmes valeurs en sens inverse. On a donc
11 \p'^'^'"q) " 11 \p^ q~~ ^)' OU, plus simplement,
11 \îp'^a^"~9/ 11 \p'^ Ç~~ ^/
De sorte que l'expression (i3) peut s'écrire
Telle est la nouvelle forme de l'expression, qui est positive ou négative, suivant que le reste minimum delà division de hq par p est lui-même positif ou négatif.
Si maintenant dans cette expression on fait successivement
et qu'on multiplie les résultats obtenus, on obtient un produit qui est du signe de ( -) • Ce produit est
.=^^ ..ti
n na-î^)(^î-.i)
i3o CHAP, I¥. — flESTES QLADHATIQIjBS. CONGIUÊMC
On verrait de même que (- \ est du signe de
ri "ff (:-^)(^^.;)
iCOND tIEGRt.
Maïs, dans ce dernier produit, on peul inlerverUr l'ordre des
signes TT, el, de plug, on peul faire un cliaDgemenl de notatiûiis
en remplaçant h par k ti k par A.
Ce p rodait s'écrit alors
Sous eette forme, on voit que les facteurs des produits (ij) €t (i5) sont identiques au signe près. Comme il y a ^ ^ * ? — de CCS facteurs, Tun des produits est égal à T autre multiplié par
( — i) ' * . On a donc bien
ou, ce qui revient au même, ^
ce qu'il fallait démontrer.
193. Application au second problème du tr 177, — Le second problème énoncé au n" 177, à savoir :
Étant donné le nombre a, quels sofit les modules premiers dont a est reste quadratique?
peul être maintenant considéré comme résolu.
Nous allons le montrer sur des exemples*
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Exemple I. — Soit a =r — 2.
On a
La valeur de ( — ] dépend du reste de la division de p par 4- La valeur de ( - j dépend du reste de la division de p par 8.
Donc la valeur de l ] ne dépend que du reste de la division
àe p par le plus petit commun multiple de 4 et de 8 (n** H5), c'est-à-dire par 8.
Si /> = 8A-4- I,
donc
Si /> = 8A — I,
Si p= 8Ah-3,
Si/) = 8A — 3,
( — 2) est donc reste quadratique des nombres premiers impairs de la forme 8A-I-1 ou 8/1 + 3; il est non-reste des nombres de la • forme 8 A — i et 8A — 3.
Exemple II : a = i. — Le nombre 3 est de la forme 4 A — i . Donc on a, si /> = 4 A -f- 1 ,
SI /? = 4A — I
^^^^^^^^lB^€EJ^T}^^-
HISTIS QUADRATIQUES, CONGaLlNCES BU SKCOKD BffGtfi.
^^^^^H Quant
leur de f |
]> elle dépend du reste de la division 1
^^^^^^H de p par
^^^^^H Si ce
^^^^^H Si ce
^^^^^^1 Donc, en défînilive, la va
leur du symbole/ -^J
ne dépend que du ^
^^^^^^H resle de la division de // par
iijCt Ton forme facil
emenl le Tableau H
^^^^^H 3 est donc reste qiiadrati
que des nombres de 1
a forme t^h± i , 1
^^^^^^B non-reste d
es noinhres
de la forme i^Ji zîz :
^^^^^H Exemple II l
— Décomposons 36€
F en facteurs pre- ■
^^^^^H On peut d'abord
supprimer
, dans 36o, les factei
irs carrés 2*. 3-, ■
fl
-mify
^^^^^1 Mais '2^. 3- étant un carré
, onaévidcinmciii
^^^^^1 La valeur de (^
1 dé[)end J
Il reste de la division
de/) par 8* fl
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5 étant de la forme 4/^ + i , on a
La valeur de ( ? J dépend du reste de la division de p par 5. Donc la valeur de / — j = ( — j ne dépend que du reste de la
division de p par /\o.
p = 40/1 ifc 1,
p^iohdz 3,
p = ^oh± 7,
y? = 4oAzfcii,
p = 4oAzti3,
p s=ioh±.iy,
p — 4oAdii9,
36o ou, ce qui revient au mémey 10 est reste quadratique des nombres premiers de la forme ^oh±\y 4o/i±:3, 4oA=t9, 4o/tdzi3; il est non-reste des nombres de la forme 4oA — 7> 4oA ±: II, 4oA± 17, 4oA =b 19.
On voit que la méthode est générale et elle conduit au théorème suivant :
194. Théorème. — Le nombre a étant supposé débarrassé de ses facteurs premiers d^ exposant pair, autrement dit le nombre a étant supposé non divisible par un carré différent de i , les nombres premiers impairs dont a est reste quadratique appartiennent à des progressions arithmétiques de raison a ou ^a.
En effet : i** supposons que a soit positif et de la forme
l34 f:HAl\ tr. — KÊSTES QtAÛIlAîtQDEB* COKGttlESCES Dtf SlGOIf& mant*
i'i/t H- I, ce qui entraîne que les fadeurs premiers de a sont ton» impairs et qu'il j en a im nombre pair de la forme ih — i . Soîlj par eiçmple,
m étant supposé de la forme 4^^-^ i^ q eir de la forme 4 /* — » • SoiL/ï im nombre premier impair quelconque, on a
Ov m étant de la forme 4/' 4- ï
Y et /' étant de la forme 4/* — 1
si p est de ta forme 4 A h- i ,
si p est tie b forme ih — 1 ,
GO
(i)=-rr)
dans les deux cas Donc
dans les deux cas.
Or f ^ ji ( - ) * (-) dépendent, respectivement des restes des divisions de p par m^ rf^ i\
Donc (' J ne dépend que du reste delà division dejo par le plu^
petit commun multiple de m, */, r (n*113), lequel est ici leur produit ou a.
Donc les nombres premiers impairs dont a est reste quadratique appartiennent à des progressions aritlimcHiques de raison a>
3" Supposons maintenant aposili/ei de la forme ^h — i , ce
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qui entraîne que les facteurs premiers de a sont impairs et qu'il y
en a un nombre impair de la forme 4 /* — i •
Soit, par exemple,
a = mqr^
m étant supposé de la forme 4 A — i , gr et r de la forme 4^-1-1. On voit facilement que
si p est de la forme ^h -{- \^ et
sî p est de la forme 4 A — i •
Donc / - ) ne dépend que du reste de la division de/> par le plus
petit commun multiple des nombres /w, q^ r, 4» lequel est leur produit 4«.
Donc les nombres premiers impairs, dont a est reste quadratique, appartiennent .à des progressions arithmétiques de raison 4^.
3** Soit a positif pair et de la forme i{^h -\- \),
Soit, par exemple,
a = a mqr^
m de la forme 4 /* 4- « , gr et r de la forme /\h — \,
d'où l'on tire facilement, comme plus haut,
fô-(-;)œ(f)(?>
Or ( ~) dépend du reste de la division de p par 8.
\r \~r {/ dépendent des restes des divisions de p par m^ q, r.
Donc ( - ) ne dépend que du reste de la division de/? par Smqr ou 4a,
1^6 CUAP* IV. — RESTES QMIi1lATlQi£$, COXGRtîKKCES DIÏ iECOND DCGRll*
Donc les nombres premiers impairs dont a est reâlè quadra- Ijqiiê appfirtiennent à des progressions arillimétiqiies de raisaii
On examine de même tons les aulres cas \a posllif pair de la forme 2(4 A — i), ou a négatif].
195- Calcul de t expression l-\ quand p est un granti fiomùre. — La loi de réeîprocilé sert aussi a simplifier le calcul (le Texpresâion ( - \ quand p est un grand nombre.
Ewempte. — Calculer (— ij*
Oaa
Or
et
DODC
§ III. — Généralisation du symbole dô Legendre $3^inbole de Jaoobî.
196. On peut simplifier quelques-uns des résultais pr<5cédeol*»
[jar une généralisaiion du symbole de Legendre due à Jacobi.
Le sjTJibole de Legendre f - 1 n'a de sens que si /ï esl un nombre premier impair.
Supposons maiolenanl que/* soit un nombre impair quelconque et que a soil un nombre premier UK^ec p* Le lemme du n** 185 îîubstsle, celui du n^ 186 ne subsiste pas. Mais régalité démoûlréc dans ce lemme
tx étant le nombre des restes minîma négatifs fourois par les dtvi-
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sions des nombres a, 2a, . ., ^^—a par /?, peut alors senîr de définition au symbole ( — )•
De celle définilion, on déduit, comme dans le cas de p premier :
1" Les théorèmes exprimés par les égalités
2° La loi de réciprocité
3" Le théorème exprimé par V égalité
subsiste aussi.
Pour le démontrer, faisons d'abord les deux remarques évidenles suivantes :
1" Le symbole i-\ est du même signe que le produit des
restes minima négatifs fournis par les divisions des nombres
/i, 2/t, ^"" /i par p.
2** Deux nombres égaux et de signes contraires donnent des restes minima égaux et de signes contraires.
Ceci posé, soient les restes minima fournis par les nombres
a,, «2,. . .,ax élan lies restes minima positifs, — ^i, — ^j,. . . , — ^^ les négatifs, de sorte que
j38 CIIAP, J¥, — RESTES QtUI>RÂTIQiKS. tOHGRtJENCES DU SECOKO l>€Gatï.
Pour calculer (^J^ il faut d'abord chercher les resies minima fourDis par
Mais pour ce!a on peut, dans ces produits, remplacer les fac* leurs a^ a a, .* ., — — ti par leurs restes mioima* On trouve ainsi la suite (à Tordre près)
(Fil) %^ft\ 34 à\ ..., axa*; —pi a',
Si Ton compare cette suite à la suite
a , la
qui servirait à calculer ( — ji les nombres
3tit «1 3ti, Qi, j3î. ..
ëtaui identiques, à Tordre près, aux nombres i, 2, .,,j
le produit des termes de fa suite (t6) est égal au produit de* termes de la suite (17) multîpliif par ^ — i)ï*. Donc
197. Enfin, voici une dernière propriété exprimée par Pégiêlité suivante
\ppY..J -{p/ip'/ip")
Pour d(?montrer cette propriété dans sa généralité^ il suffit évidemment de la démontrer pour deux nombres p et p'
{^xm)-
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Or, on a, d'après la loi de réciprocité,
D'autre part,
L'égalité à vérifier devient donc, si Ton y remplace (—7)' ( -) et ( — ;) par leurs valeurs tirées des égalités (18), (19), (20), puis ( — j par sa valeur tirée de l'égalité (21),
;>— I rt — I ;»' — 1 ft — i PP' - ^ <T— I
OU
rt~l ( /> — 1 ) ( p' — 1 ) (-1) * * î -.1.
Or les nombres a,/?, /?' étant tous les trois impairs, cette égalité est évidente.
198. En particulier, supposons qu'un nombre P soit décomposé en facteurs premiers sous la forme
on aura
( - U (-1)9 • • • sont alors des symboles de Lcgendre. De sorte que cette égalité peut servir de définition au symbole de Jacobi(^)(-).
( 1 ) C'est d'ailleurs cette définition que Jacobi a donnée. La définition du n* 106 est due à Schering et Kronecker.
I^O CHAP. lir. — RESTES QUADRATIQUES. COTïGBtEKCES BU SECOND DEG»Ê,
On dédnii aussi de celle égalité la conséquence suivaiHe: Pour ffuUin nombre a soit reste qmtdran'c/ue d'un nombre impair l\
premier a^ec luiy it faut qtte (n) ^oit égal it -f-i. En elTeli
(voyr que a soit reste ciiiadraliquc de P, il faut et il suffit qu'il soil reste quadratique àe p^ p\ p^\ . . , , U faut donc que Ton ait
d'où
^lais la condition (^\^\ n'est pas suffisante, car elle n'entraîne pas les conditions (:^3).
199. Applîeadon. — Comme premiiVe application du symbole de Jacobi, on peut simplifier le calcul du n"* 193. On écrira
\mi) ' \3«V ' U<35; " \,-i67y " \î67; " U67/ Ur>7A
Or
parce que 267 est de la forme 8/< + 3 i
parce que 49 <?st un carré.
Donc
200. Le théortimr du u** 104 et sa démonstration s^élendent immédiatemenL Le. nombre a vtanl supposé non divisibie par an carré différent de i, les nombres impairs p^ tels yiit*
-hi,
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appartiennent à des progressions arithmétiques de raison a ou 4«-
Il y a d^autres applications du symbole de Jacobi, que nous n'aborderons pas ici.
§ IV. — Résolutioii de la congruence du deuxième degré à une inconnue.
Résolution de la congruence x'^Tzia (mod/>). — Dans
la pratique, si Ton a à résoudre une congruence numérique de la
forme
a:*=rt (mod/>) (/> premier),
il sera inutile de calculer d'abord le symbole ( — ); il suffira d'appliquer le procédé du n** 163.
Exemples^ — I. Résoudre la congruence
j7ï=53 (modgj).
Cette congruence donne
2lnda7 = i4 (mod96),
Indar= 7 (niod48).
Donc, deux valeurs pour Indjc,
7 et 55,
auxquelles correspondent les nombres
76 et 21, ou plus simplement
-h 21 et —21.
II. Résoudre la congruence
x^= 12 (mod II 3).
Cette congruence donne
2lndar = 7i (mod 112).
congruence impossible, puisque 2 et 1 12 sont pairs, tandis que 71 est impair. Donc la congruence proposée est elle-même impossible.
lija CHAP. IV. — RKSTIS QLUnnATiQUES. CO?ftiKUEÎ«CES DU SECOPTD liEt.ltÊ.
202. Rémhaion de fa corigraence générale du second degré, — Je suppose le module premierj puisque le cas ^én<?ral se ramène à celai-là.
Si le modiile égale a, la solulion est immédiate, puisqu'on n'*i ^« essayer que les valeurs o et i pour ^.
Supposons donc le module impair* On peut alors supposer le
coefficient de .r pair, car sinon on oiulliplierait la congruence
par 'A* Soit donc
ax^-h 2àx-+- c ^u (woép)
cette congrucnce.
Ou doit supposer a^o (mod/ï), car sinon la congruencc
serait du premier degré. MuUiplions alors la congru ence par a,
elle devient
OU
Pour que la congruence soit possible, il faut donc que ù- — ac soit reste quadratique de /?. Cette condilion remplie, on trouve pour ax -^ f/ deux valeurs [une seule, si b^ — ac^^o (mod^)].
Soit a une de ces valeurs, il reste à résoudre la congruence du
premier degré
Cl ^ -*- 6 ^ a ( raoci /?),
(pli a une soin Lion , puisque a n'est pas congru à zéro (mod/?). Exemple, — Soil la congruence
Sjt*— 7a?-h6^o (mod 89).
Cette congruence siéent
j ood?* — ï 4»^ H- 1 20 = o
On trouve pour lur — 7 les deux valeurs 1 1 et ^5. Reste a résoudre les deux congruences
ou ou
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qui donnent
x' =^ n ) « (modSg),
Ce sont les deux racines de la congruence proposée.
203. Exemple de résolution d'une congruence du second degré à module composé. — Soit à résoudre la congruence
7ar*— 1107-1- 4o = o (modôo).
Nous avons à résoudre les congruences
ou, plus simplement,
La première admet deux solutions : o et i, La seconde » une solution : i,
La troisième » deux solutions : o et 3.
Il y a donc quatre solutions de la congruence proposée, à savoir Une solution congrue à o (mod 4)» à i (mod 3), à o (mod 5), soit 3? = 40
>(mod6o).
» I u 1 3 u ar^i3
-jx^-
(mod 4),
-jx^-
(mod 3),
— lia? -h 4o^
(mod 5)
{mod 4),
(mod 3),
(mod 5).
CHAP. W — LES NOatniKS INCOMMENSLTtAeLES,
CHAPITRE V
LES NOMBRES ÎNCOMMENSUKAUiES.
§ I, — Définition des nombres incommensurables. Opérations sur ces nombres,
âOi* On a vu, dans les Chapitres précédents, comment l^usage (les nombres fractionnaires facilile Télude des nombres enlierj*.
Le nombre fractionnaire n*est d'aillenrs qu*on symbole représenlatif du système de deux nombres entiers.
Dan^ ces condîliopSf il vient natureUement à l'espril d'introduire dans les calculs des nombres représentatifs d'un système dr jf rois nombres entiers, oti d\in système de quatre nombres enlier* cl ainsi de suite* Nous tronverons plus loin de tels nombres, sous le nom de nombres algébriques dn second, du troisième, etc, degré* Mais ces nombres ne jouissent pas, par rapport aux opérations fondamentales, do propriétés aussi simples que les nombres entiers ou fracliounaires. Us ne se reproduisent pas par ces opérations, c'est-à-dire que la somme ou la produit de deux nombres algébriques du second degré, par exempte, n'estpas, 'en général^ lin ntimbre algébrique du second degré, maïs bien \\n nombre algébrique du quatrième degré.
Nous nous trouvons donc amenés à introduire à la fois les nombres algébriques de tous les degrés.
Mars ces nombres ne sont eux-mômes qu'un cas partîctdier de nombres dépeudauL d*nnc suite infinie de nombres entiers et qu'on appelle nombres incommensuraùies, par opposition aux nombres entiers et fructionn aires, dont Teusenible forme ce que I on appelle k*s nombres commensurabtes. Il n'est d'ailleurs pas plus compliqué d'expliquer le calcul de ces nombres iacominensurables en général que celui des nombres al^ébriqueSi Ce som
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donc les nombres incommensurables dont nous allons nous occuper maintenant.
205. Montrons d'abord comment un nombre commensurable peut, lui aussi, être considéré comme dépendant d'une suite infinie de nombres entiers.
Il suffit de considérer les valeurs approchées de ce nombre successivement à une unité, un dixième, un centième, etc. près par défaut. Les numérateurs et les dénominateurs de ces valeurs approchées sont parfaitement déterminés quand on connaît le nombre qui leur a donné naissance, et réciproquement. On a donc bien là une suite indéfinie de nombres entiers, dont la connaissance est équivalente à celle du nombre commensurable proposé.
Au lieu des valeurs approchées par défaut, on pourrait considérer les valeurs approchées par excès.
Au lieu des valeurs approchées à un dixième, un centième, etc.
près, on pourrait en considérer d'autres : les valeurs à — » ~-^y • • près, par exemple; ou, plus généralement, les valeurs à — > ^,,
^y ••• près, par défaut ou par excès, — > -7» A> ••• étant une
suite déterminée de nombres tendant vers zéro.
Comme tout nombre commensurable peut être considéré comme une valeur approchée à une certaine approximation de tout autre (*), ce qui précède revient à ce lait évident que, lovsqu! un nombre commensurable est déterminé, tous les nombres comniensurables plus petits que lui, et tous les nombres commensu râbles plus grands le sont aussi, et réciproquement.
C'est cette idée qui va servir dans la définition des nombres incommensurables.
206. Définition, — Supposons qu'une certaine règle permette de partager la totalité des nombres commensurables, positifs et négatifs, en deux classes, de telle façon que n importe quel nombre de la première classe soit plus petit que n^importe quel nombre de la seconde.
(' ) A condition que le premier nombre soit plus grand que la moitié du second. C. 10
I 56 ClIAP, V. — LE^ ?iOilttKES INCOMHOSMTRABLES.
DeuTt cas se [yrésciileiiL :
i'' Si, parmi les noïnbres cûmmen^unïbles de la première claijîe. il en exisle un plus grand qnc tous les autres, ou si, parmi le? nombres Lunimensurables de la seconde classe^ il çuexisle un plu* petit r|ue huis les au 1res, on (leuL dire que la classîfiCâLÎoo i*ji question tlèjinit ce no mûre commensurablff. Il est d* ailleurs <H'ideni que ces dcu\ circonstances ne peuvent se présenter à b fois,
1^ Si aucune des deux cîri'onstances précédentes ne se présenie. on peut dire que la elasâiflcation définît un noiulîre incommensa* rabie.
Les deux cas peuvent cflecti veulent se [>r(^scnler. Pour réaliser le premier, il sulllt de choisir à Tavance un nuiubre commen^u-
rable — j de ranf^er tous les nombres cômmensurables inférieur*
a — dans la iiremicre classe, tous les nombres commensurabl€^
su|)éricurs dans la seconde classe, et enfin de |>lacer — dans I0 classe que Ton veut,
Pour réaliser le second cas. soîl — un nombre commensurfiblf
positif, non carré parfait; rangeons dans la première classe tou^i les nouibiTs couîmcnsurables positifs dont le carré est inféricuT
à — \ dans la seconde classe, tous ceux dont le carré est supérieur
a -• Il try n pas, dans la première classe, de nombre supérieur
à tous les autres* En eflTet, soit a un nombre quelconque de h première classe: on a
Mai;? il existe (n" tîl) des nombres commensurables dont le
carré didère |iiir défaut de — d'aussi peu que Ton veut; on peut
donc trouver un nombre comincnsurable positif a' tel que a'^ < —
(et par conséquent fi' appartiendra à la [uemière classe)^ maïs tel que
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Or celle inégalilé enlraine
Donc il exîsle dans la première classe des nombres plus grands que a.
On verrait de même qu'il n'y a pas dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres.
Donc la classification en question définit un nombre incommensurable.
207. Égalité, Inégalité, — Deux nombres (commensurables ou incommensurables) sont égaux lorsque les classes qui les définissent sont identiques. Ceci est évidemment vrai pour les nombres commensurables; et c'est une définition pour les nombres incommensurables.
Un nombre a est plus petit qu'un nombre 6, lorsqu'il y a des nombres commensurables appartenant à la fois à la classe supérieure à a et à la classe inférieure à b ; ceci est encore une définilion pour les nombres incommensurables, tandis que c'est une propriété, d'ailleurs à peu près évidente, pour les nombres coniiT)ensur£d)les.
Les nombres plus petits que o sont dits négatifs.
On voit facilement que les égalités a = h^ b = c entraînent l'égal i lé a = c.
Les inégalités a >• 6 et 6 >• c entraînent l'inégalité a^ c.
En particulier les nombres commensurables faisant partie de la classe inférieure à un nombre incommensurable sont plus petits que lui; ceux qui font partie de la classe supérieure sont plus grands que lui.
208. Montrons, mainlenanl, comment on peut faire dépendre les nombres incommensurables d'une suite infinie de nombres entiers, ainçi qu'on Ta dit plus haut (n'*203). On y arrive, comme pour les nombres commensurables par la considération des valeurs approchées.
209. Valeur approchée dUin nombre incommensurable, — On appelle valeur approchée d'un nombre incommensurable Oj
GHJLP, V. — LES JYQMBRFS IHCOSlttENStritADUS.
à £- près (^ étant un nombre commensurable]f te plut grand multiple de — qui sait contenu dans ce nombre.
Autrement dit, trouver eetla valeur, c'est trouver un nomtrf* eatier m tel que
Autrement dît encore, c'est trouver un nombre entier wi, lel ciue ^ soîtdauâ la cksse inférieure à a, el -^ ---- dans la classe !>upérieure.
Plus — est petîl, plus rapproximatîon est iiie grande.
il est bien évident que lor&qu*uu nombre esl dcterminéj parla division des nombres commensurables en deux classes, ses valeurs approchées à n'importe quelle approxïmâtioii son! connues^ Réciproquement :
Un nombre a est déterminé lorsqu^on connaît sa vahur approchée à une approximation aussi grande que l'on veut^
En effet, soit — ? la valeur approcbéc de « à moins de -- près. On îk
Soit »{ un nombre commensurable. Si Ton a aussi
to
quelque petit que soît —^ cek veut dire que et = a,.
Donc m est alors déterminé.
Si les inégalités (t) n*ont pas lieu pour routes les valeurs de ^^ c'est qu*il y aura des valeurs de ^ suffisamment petites pour que ai
soit en dehors de rintervalle de — iî 'J!Lill2/l. Q» peut donc décider si «, est plus j^rand ou plus petit que a. On a doue une
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classification des nombres commensurables en deux classes qui définit a.
210. Valeurs « », 75, -pio» TôW? • • • P^^^* — ^^ définit en général un nombre, en donnant ses valeurs à une unité, un dixième, un centième, etc. près; c'est ce qu'on appelle, son développement en décimales,
211. Définition des opérations effectuées sur les nombres incommensurables. Addition. — Soient deux nombres incommensurables ou non, a et b.
Rangeons dans une première classe C les nombres commensurables qui sont la somme d'un nombre commensurable plus petit que a et d'un nombre commensurable plus petit que 6; dans une seconde classe G les nombres commensurables qui sont la somme d'un nombre commensurable plus grand que a et d'un nombre commensurable plus grand que b. 11 est bien évident que tout nombre de la classe C est inférieur à tout nombre de la classe C
Il est, de plus, évident qu'il n'y a pas dans la première classe C de nombre plus grand que tous les autres, ni dans la seconde C de nombre plus petit que tous les autres.
Si donc, de plus, aucun nombre commensurable n'échappe à cette classification, cette classification définit un nombre incommensurable c, qui, par définition, est la somme de a et de 6.
Mais il peut se faire qu'un nombre commensurable échappe à cette classification. Je dis, en tout cas, qu'il n'y en a qu'un. En effet, supposons qu'il y en ait deux, aetp(a< P). On voit facilement que, a n'étant pas dans la classe C, il en est de même de tout nombre commensurable supérieur; de même, ^ n'étant pas dans la classe C, il en est de même de tout nombre commensurable inférieur. Donc tous les nombres commensurables compris entre a et p échapperaient à la classification, et par suite un nombre quelconque de la classe Gdifi'érerait d'un nombre quelconque de la classe C d'au moins p — a. Mais cela n'est pas.
En effet, on peut prendre un nombre commensurable inférieur à a et un nombre commensurable supérieur à a, qui diffèrent entre
eux de moins de Ensuite on peut prendre un nombre com-
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mensiirable inférieur à 6 et un nombre commensurable supérieur
qui diffèrent également de moins de^-*On en déduit un
nombre de la classe C el un nombre de la classe G qui diflTèrenl de moins de ^ — a.
Dans le cas où il existe effectivement un nombre comracnswrable e, n'apparlenanl ni à la classe C, ni â la classe C\ c'est ce nombre c qui est dit la somme de a et //.
C*est ce dernier cas qui se présente en particulier lorsque a et f' sont eux-mêmes commensurables, et il est évident que la somme ainsi définie est le même nombre que celui qu'on enteodaii jusqu^à mai a tenant sous ce nom.
La somme de plus de deux nombres a, b^c^d se définit comme pour les nombres commensurables* Les deux classes qui définissent cette somme peuvent s'obtenir en additionnant d'une pari les nombres coinmensurables inférieurs à a, 6, r, </, d'aulre part les nombres domniensurables supérieurs. Il en résulte évidemment que cette somme est indépendante de Tordre des nombres que fôn ajoute.
212. Soustraction. — On appelle différence de deux nombres a, b le nombre qui, ajouté à //, reproduit a.
Pour trouver ce nombre il suffit de placer dans une classe C, les nombres commensurables obtenus en retranchant un nombre coin* mensurable supérieur à 6, d'un nombre commensurable rnférîeur ka\ et dans une classe C les nombres commcnsu râbles obtenus en retranchant un nombre commensurable inférieur à i, à\\n nombre commensurable supérieur à a. Le lecteur démontrera facileoicnt^ comme dans lentiméro précédent, que cette classification satisfait aux conditions fondamentales; el qu'il j a au plus un nombre commensurable c qui puisse y échapper. Si cette dernière circonstance ne se présente pas, la classification définit un nombre incommensurable^ sinon on peut dire qu'elle définit c. En tout cas, le nombre qu'elle définit est tel que tous les nombres commensurables inférieurs à lui, ajoutés aux nombres commensurables inférieur* à b, reproduisent les nombres incommensurables inférieurs à ci, cl que les nombres commensurables supérieurs à lui, ajoutés au% nombres commensurables sufié rieurs à 6j reproduisent les nombre»
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commensurables supérieurs à a. Donc la somme de ce nombre et de b est égale à a. Donc ce nombre est la différence entre a et h. Le lecteur verra sans peine que les théorèmes fondamentaux sur Taddition et la soustraction, qui se résument dans les règles d'addition et de soustraction des polynômes, s'appliquent aux nombres inconunensu râbles.
213. Multiplication. — Pour définir le produit de deux facteurs a, h (supposés positifs), nous rangeons dans une première classe C les nombres commensurables qui sont le produit d'un nombre commensurable plus petit que a par un nombre commensurable plus petit que b ; et dans une seconde classe G' les nombres commensurables qui sont le produit d'un nombre commensurable plus grand que a par un nombre commensurable plus grand que 6. Le lecteur achèvera sans peine le raisonnement qui est analogue à celui que l'on a fait pour l'addition.
Dans le courant de ce raisonnement, pour démontrer qu'il ne
peut y avoir deux nombres commensurables, a et p, échappant à
la classification, on est amené à démontrer que : on peut trouver
deux nombres commensurables «1,61, respectivement inférieurs
à a et 6, et deux nombres commensurables a, , b\ respectivement
supérieurs, tels que
a\b\ — axbx
soit plus petit qu'un nombre ^ — a.
Pour cela, il suffit de remarquer qu'on peut écrire
a, fej — ai6i=: {a\ — ai)l)i-^ (b\ — bi)ai-^ {a\ — ai)(b\ — b^).
Pour que le premier membre soit plus petit qu'un nombre p — a, il suffit que chacun des termes du second membre soit plus petit
que ^"7" - Il suffit pour cela, d'abord, que a'^ — ai eib\ — 6| soient *plus petits respectivement que '^ "7 " et ™ — > et ensuite que ces deux nombres a\ — a, et b\ — fr» soient tous les deux plus petits qu'un nombre dont le carré soit inférieur à ^-r — > toutes conditions qui peuvent être réalisées.
Nous avons supposé les facteurs positifs, sinon on ferait le produit de leurs valeurs absolues et l'on suivrait la règle des signes.
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Si Vnn des Hicleurs esi oui, le p^ocloît est nul par définiiion. Le produit (Je plusieurs facteurs «, ùjCesl le nombre obtenu en multipliant a par In puis le résultai parr, el ainsi de suile. Le lecleur démontrera facilemenl que ce produit est indt^pendant de Tordre des fadeurs. Il verra aussi que, pour mulliplier un nombre par la somme de deux autres, il suflU de le multiplier successiveinenl par chacun des termes de la somme el d'additionner les résullals. Ces deux tbëort^mes permetlenl dVtendre aun nombres inccimmensurables, les* rrgles rehaive^ au\ produits de facteurs, à la misr en facteur commun et aux produits de polynômes*
211* Divisioft. — Pour di^finir le quotient d'un nombre a pjr un nombre b [a el ù étant supposés positifs)^ on riinge dan^ unt* première classe C les nombres commensurables qui sont le qootient d'un nombre commensurable plus jjetitquea, par un nombre commensurable plus ^^rand que 6; et drjns une seconde classe C, les nombres commensu râbles qui sont le quotient d'un nombre commensurable plus grand que «, par un nombre încommensurabb^ plus peiil que ù. Le raisonncinent se fait comme dans les cas précédents.
Dans le courant de ce raisonnement on est amené à dëmuulrei que Ton peut trouver deux nombres commensiirables ai» fti respectivement inférieurs à a et £>, et deux nombres comme^surabIe^ a\j b\ respectivement supérieurs tels que la quantité
soit plus petite qu'on nombre ^ — 7.
Or cette quantité peut s'écrire
o\ b\ — djôi
fMb\
Soit B un nombre plus pelit que b\ on peut choisir b^ de façon qu'il soit plus grand que B.
Quanta b\^ il est nécessairement plus grand que B. Donc la quantité précédente est plus petite que
a\b\'-ntb%
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Pour que cette quantité soit plus petite qu'un nombre ^ — a il suffit que le numérateur «', fr', — ai b^ soit plus petit que (^ — a)B2 ; or nous avons vu plus haut que cela pouvait être réalisé.
D'ailleurs le quotient ainsi défini, multiplié par b^ donne un produit égal à a.
215. Extraction des racines, — Pour définir la racine n*'"*^ d'un nombre a nous partageons les nombres commensurables en deux classes, ceux dont la puissance /i*"^""* est plus petite que o, ceux dont la puissance n}^^^ est plus grande.
On démontre qu'aucun nombre commensurable n'échappe à celle classification, excepté un seul, si a est un nombre commensurable puissance /i'^*"® parfaite. Donc celte classification définit un nombre a. Reste à démontrer que la puissance /i'*"™* de a est égale à a. En efiet, si un nombre commensurable est plus petit que a, sa puissance n*^"* est plus petite que a. Donc, si l'on forme la division des nombres commensurables en les deux classes qu'il faut former pour définir la puissance /i''"* de a, on retrouve les deux classes qui définissent a.
En particulier, on définit ainsi, dans tous les cas, la racine n»*"'* d'un nombre commensurable «, ce qui n'avait pu se faire au moyen des nombres commensurables seuls (n** 56).
216. Nous avons donc défini les opérations fondamentales sur les nombres incommensurables (•), mais il reste à montrer comment on les réalisera effectivement. 11 faut pour cela remarquer que dans la pratique on définit un nombre incommensurable par une suite indéfinie de valeurs approchées avec une approximation de plus en plus grande (n° 209). Il faut donc montrer comment, de pareilles suites relatives à certains nombres étant connues, on peut en
(') Nous admettons implicitement, qu'un certain nombre de théorèmes, évidents ou démontrés pour les nombres commensurables, sont vrais aussi pour les nombres incommensurables.
Pour n'en citer qu'un exemple, nous admettons, dans la démonstration du n» 217, le théorème suivant :
Si des nombres sont respectivement plus petits que d'autres, la somme des premiers est plus petite que la somme des seconds.
Toutes ces démonstrations sont très simples, nous n'avons pas cru nécessaire de les donner {voir l'Introduction).
trouver d^autres relatives à la somme, à la difl'ërcnce, au produit, etc., de ces nombres.
Pour cela nous ferons usage des considérations «suivantes :
217. Définition générale de la limite. — Maintenant tjiie ' nous savoïiî; ce que c'est que la diATcrence de deu\ nombres
incommensurables, nous pouvons généraliser la définition de limite, donnée au n" 62 pour les nombres conmieusurables. Celle définition s'applifjuCj mot pour mot, au^ nombres iocummensiirâbles.
En particulier, si Ton calcule les valeurs dun nombre à ^, j^.
-~p, etc. près par défaut, plus généralement à ^, f\^ ^\* — - par
♦ 1. « lis
défaut, ^ 'y-;* ^* ■" iendunt vers zéro, on obtient une suilc de nombres co m mensu râbles qui tendent vers €t,
218. Il faut mainlenîjnl remarquer qu'on peut généraliser le «béorème du n° 209 el dire quV//ï nombre est déterminé quand on connaît une suite de nombres qui tendent vers lui. Celu est évident, car de la définition méjne de h» limite ii résulte qn^uor suite de nombres ne peut tendre que vers une seule limite.
Or on a les théorèmes suivants :
Si des nombres tendent vers des limites, la somme de ce» nombres tend vers la somme des limites de ces nombres.
Soient des nombres vari;ibles (V, b, c tendant vers des limiter A, B, C. Je dis que a -h b -^ c tend vers A H- B -j- C. En efTci, on m
( A H- U -H G) — \a -^ù ^- o) ^ ( A — ff) 4- ( H — />) -*- ( C — cr). Donc, pour que la valeur absolue de la difrérence
sojt plus petite qu^urj nombre donné i, il suffit que lu valeur absolue de chacune des différences A — a. B — //, C— c soiî phi^
petite que -• Or c'est ce qui arrive et subsiste à partir d'un cerUtei moment*
On a un théorème et une démonstration analo^Mies pour b différence de deux nombres.
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Si des nombres tendent vers des limites, le produit de ces nombres tend vers le produit des limites.
Il suffit évidemment de démontrer ce théorème pour un produit de deux nombres. Or, pour cela, il suffit de remarquer que
AB — a6 = (A — a)^-f (B - b)a-\- {X — a){B — ù).
Pour que la valeur absolue du premier membre soit plus petil que £, il suffit que la valeur absolue de chacun des termes du
second membre soit plus petite que 77 ; et pour cela, enfin, il suffit
que les inégalités suivantes soient satisfaites :
Or ces inégalités peuvent avoir lieu et subsister. ^
Nous n'énoncerons ni ne démontrerons les théorèmes analogues, relatifs au quotient, aux puissances, aux racines, aux exposants incommensurables. En définitive, le lecteur voit qu'on est ramené à la théorie connue sous le nom de théorie des limites j qui est traitée dans tous les cours d'Anal^^se. Cette théorie ne fait plus partie de la théorie des nombres, c'est pourquoi nous n'j insistons pas.
2i9. Celte théorie, appliquée au calcul des nombres incommensurables, nous donne le résultat suivant : Pour effectuer un certain calcul, composé d^additions, soustractions, multiplications, divisions, élévations aux puissances, extractions de racines sur des nombres incommensurables , on effectue le même calcul sur les valeurs approchées de ces nombres, pour des valeurs de plus en plus grandes de C approximation, et Von obtient une suite de résultats définissant un nombre qui est leur limite, et qui est le nombre cherché.
Nous terminerons par les ihéorémes suivants^ qui sont d^unt' application constante :
220, Théorème. — Si une sm'ie indéfinie de nombres
esi telle que chacun d^eujo soit supérieur ou égal au précédent; si, de plus, un (jiif^lconque de ces nombres est plus petit qu'un nombre dé terminé A, ces nombres tendent vers une limite inférieure ou égale à A.
En effet, classons les nombres comme nsii ru blés de la façon suivante ; Dans là classe inférieure C^ nous plaçons les nombres a. tels que, dans la suite
a,, ait •.*? «fl» -M
îl y ait des termes pins grands que a, Dan;^ la classe supérieure C. nous plaçons les nombres fij lels que dans la suile
il n'y ail pas de terme plu?; ^rand que P-
Il C!5l évident tju'aucuu nombre commeusiirable nVcbappe Jt cette classification, et que d^ailleurs cette classIOeiUion satisfait a loute» les autres conditions nt^cessaires pour qu'elle définisse un nombre. Soit « ce nombre. Je dis que les ierraes de la suite
tendent vers a.
En effet, soit b un nombre appartenant à la classe C, 6' un nombre appartenant ii la classe C\ On a
Mais quel que soit le nombre posiliCs^ on peut trouver les nombres b cl y tels que
et d'ailleurs on peut trouver un terme n^i tel que
On a alors
a — a,4 < rt — 6 < A' — è < f *
mm
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Donc les termes de la suite
tendent vers a.
Il est d'ailleurs impossible que cette limiter soit supérieure à A, car si cela était, comme il y aurait des termes de la suite
«1, aj, ..., «fl, ...
qui différeraient de a de moins de a — A, ces nombres seraient supérieurs à A, ce ^ui est contre Thypothèse. On démontrerait de même que :
Si une suite indéfinie de nombres est telle que chacun d'eux soit inférieur, ou égal au précédent ; si, déplus, un quelconque de ces nombres est plus grand qu^un nombre déterminé A, ces nombres tendent vers une limite supérieure ou égale à A.
Dans ces théorèmes les nombres
ai, «î, ..., a m ..•
sont commensurables ou non. Dans la théorie des nombres, ce seront les suites de nombres commensurables qui joueront le plus •;randrôle; par exemple, la suite des valeurs approchées par excès, ou celle des valeurs approchées par défaut, d'un nombre, à une approximation décimale de plus en plus grande (*).
Dans le Chapitre suivant, nous allons étudier d'autres suites du même genre : celles qu'on obtient par le développement d'un nombre incommensurable en fraction continue.
( ' ) La déGnilioo des nombres incommensurables qui fait l'objet de ce Chapitre ; ou des déGnitions analogues ont été données par MM. Catalan, Bertrand, Méray, Lipscliitz,duBois-Heymond,Canlor, Dedekind, Heine, Weierstrass, Tannery. Elle a étéexposée par M. Tanncry dans Ylntroduction à la théorie des /onctions d'une variable (Paris, Ilermann) et dans ses Leçons d'Arithmétique (Paris, Armand Colin ). Dans ce dernier Ouvrage, le lecteur pourra trouver plus de détails sur quelques points très simples, sur lesquels nous n'avons pas cru devoir insister
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I II- — Développement des nombre» incommensurables en fractions continues.
222, Revenons d'abord sur ce que nous avons dit (Chapitre II, S V) du développenient en fraction continue d'un nombre coni*
jncnsurabh*, et Taisons les remarques suivantes:
Lorsqirun nombre coinmensurable Jt est développé en fraclioii
<.:unUnue
j* = (ïj -^
ai"h
// , f'U ie p lu s g ra n ci e n ( ie r co n i en u da n ^ jc ;
a^ ie p/as ^rnnd entier contenu dans — — ■*
D'une façon ^^f^nérate, soil ~ In /**^™" rrduîte
Posons
,t pij:f, sont liés par la relalîon
fin
iVmi
*ih^\ ^st ie plus grand entier conienu dans .r^*
IjCs nombres «i, ...^ rr,^ sont positifs, exee(»tc le premier *]uî peut être nul, ou même négatif sï le nombre x est négatif*
^23* Sott mainlenynl un nijmbn? îneotnniensyrable *r. On peut déterminer des nombres unlicrs «,, rr^,, .., par los» mômes conditions, à savoir :
«t ^st le plus grand entier contenu dansœ\
Oi eu le plaâ grand entier contenu dttns
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D'une façon générale, ayant calculé a^, a^^ . . -^ Oh-^ soit
on calculera Xk par la relation d'où
Q^^a-hQa-i
et l'on prendra pour «a+i le plus grand entier contenu dansxk» Mais cette suite de nombres «i , r/j, » - .est illimitée, car, sinon, on obtiendrait une fraction continue limitée, égale au nombre incommensurable x^ ce qui est absurde.
Les nombres entiers «i, a 2^ ... étant ainsi parfaitement déterminés, je dis c\\\Uls sont positifs, excepté «1 qui peut être nul, ou même négatif si x est négatif.
Pour le démontrer je remarque que des égalités
Qa^— Pa , [h^ljL_
on lire en éliminant x
Qx-i^PA-hi^Avi-t-PA)— Pa-i(Qa-^iJ^h-Qx)
xu= -
Qa(Pa-hixa-^, -h Pa) ~ Pa(Qa>i^ -4- Q/ )
Or les quantités P>t, Qa, «a satisfont évidemment aux mômes relations de récurrence que dans les fractions continues limilces, c'esl-à-dire aux relations
Pa^i ^ Pa«a+iH- Pa-i,
Qa^i ^ QAaA+l-H Qa-1
et à la relation
PaQa-1- Pa-i Qa = (-!/.
Donc on peut écrire
OU cnUfij en remplaçant 1\^,, ei Qa^.» |*ar leurs valeurs.
Or, «A+i étant le plus grand enliercoolcnu dans ^At ceci montre que 7 — est compris entre o el i . Donc j-a+i ^st plus grand que i . Donc ait^2 esl positif,
22 i. Conclusion, — A un tt ombre incommensurabîé x donné, correspond donc une suite de nombres entiers par/ai terne ni déterminés «t, a^, , - . donnant iieti a une suite de réduites
Ht
Tt'
Le tli<^orènie suivent monïre que ces rt^duites Icndcnl vers ^,
225. TuÉOHKME* — Etant donnée une suite indéfinie quetcomjue de nombres entiers positifs (U- "2. .♦-. "' f*on formr tes réduites *
Ht
Pf 1
I** Cej réduites tendent vers une limite x; 'À^ Si fo n app liq ue a ce nomùt e x le p / m v t ' dé p r éc éde ni ^>ti retroui^e les nombres ff^, a.^, . , . :
3* j: est incommensurable.
En effet : î ' nous avons vu (n** 94) que, quelque loin qu^oo pousse le calcul, les /éduiles de rang impair vont en çrotssant
et restent toujours plus petites que ^,-h —■ Donc elles ont «110
limile. De même les réduites de ran^ pair vont en décroissant ^i restent toujours plus grandes que ti^, Donc elles ont auîisi une limite. D'ailleurs ces deux limites sont les mêmes* En eflei, U
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différence entre une réduite de rang pair ^^ et la réduite sui-
P I vante *""*"' est égale à ^ — r:z Or 02» et 02/1+1 sont des entiers
qui croissent avec n. Donc cette différence tend vers zéro.
Ainsi les réduites de rang pair et celles de rang impair ont une limite commune.
2** Soit X cette limite. On a
«1 < ^ < «I -+- — • Donc, a fortiori,
Donc fli est le plus grand entier contenu dans x. Ensuite
ai H < 0? < 0| H •
1 aj
Donc
a, < < ojH •
Donc, a fortiori,
at< - — -- <a,-f- 1.
Donc «2 est le plus grand entier contenu dans — —
D'une façon générale,
< j? < - — (en supposant k pair pour fixer les idées),
VA^-t-J
'écrire, en i
Qa-»-i Qah-j
ce qui peut s'écrire, en introduisant le nombre Xk défini par la relation x =
Qa^a-^Qa-i'
g^t ( «ah-i h- - — ) H- k'A-l d^où l'on tire facilement
«A-t-l <OPk< «A-Kl H •
Donc, a fortiori,
«^^A-hl < -2^ A- < «Ar-hl -H I .
Donc ûA+i esl le plus grand entier contenu dans xa. 3*^ Enfin x est incommensurable, puisque si x était commensurable la suite d'opérations qu'on vient de dire serait limitée. C. II
Dé/ïnition. — Les uombies entiers '£ïi, «g, .--,«*, - . * s*&|>-
pellenl qiiolienls tncompiets; les qiiantilés x^ x, , J^a r*, , . ,
s'appelient quotietits complets.
226* Limife de rapptommadon obtenue en s'arrétant à une rédiiiieW^^ — Le nombres étant compris entre ^ el o~* ''^'*" leur commise en prenant ^ comme valeur approchëe est plus petite que la valeur absolue de ^ -- ^» c'est-à-dire que q;^^ et a fortiori q»^ g?-
227. Exemple de développe me ni dUtn nombre en fraction iontinue illimitée, — Développer en fracUon continue le logarithme vulgaire de i 7, c'est-à-dire calculer le nombre x satisfaisant y Téq nation
Ce nombre étant compiis entre i et *2, le premier quotient incomplet est I*
Posons donc «r :== 1 -h — '
L'équation devicnl
OU
Ur on voit facilement que x, e$L compris entre 4 et 5 : le serotid quotient incomplet est donc 4^ Posons maintenant
LV-quation devient
il ou
(o,H3 Vil )-f^ :==(!, Î88ii,
X2 est compris entre -a et .k En continnanl ce proc*^de on trouva* le ih'seloppemenl
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Il est bien évidenl que ce procédé réussit pour le développement en fraction continue d'une racine d'une équation quelconque. Les quotients incomplets successifs sont les parties entières de racines d'équations successives.
228. Théorème. — Si l'on a deux valeurs approchées, Vune par défaut x^j Vautre par excès x^^ d'un nombre incommensurable x^ les premiers quotients incomplets, communs aux développements en fractions continues de x^ et de X2t appar- ^ tiennent au développement en fraction continue de x.
Soient a% , «2, • . .<, a„ ces quotients incomplets communs, ai étant la partie entière de Xi et celle de X2 est aussi la partie entière de x qui est comprise entre x^ et X2'
«a étant la partie entière de et celle de est
' Xi — ai Xf — Cil
aussi la partie entière de qui est compris entre
* X — ai ^ ^ Xi — ai
et > etc.
Exemple :
Les quotients incomplets communs sont
qui donnent les réduites communes
1134 7 32 09 71 4o5 536 looi
Ces réduites appartiennent au développement de e en fraction continue.
229. Réduction en fraction continue d'un nombre négatif. — Ce que nous avons dit au n® 97 de la réduction en fraction contioue d'un nombre commensurable négatif s'applique à un nombre
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incominensurable. Par exemple ayant
« = an-
IH
Oïl a
230, FrarMons continues îrrégiilières. — Nous appellerons ainsi des fractions coolinues de la lormc
ou \a, à, - ,, A^ /, ï, p* . . .|,
dans laquelle les élémenisot, ^, .,. sont, à partir d'uû cerlain rang, tous positirs, les précédents a, 6, c, , . ., I n'étant pas tous pû§itifsj et pouvant tire négatifs ou nuls. En particulier^ nous appelons / le dernier élément qui n'est pas pasilif*
Il csl bien évident que les formules qui permettent de calculer les réduites de proche en proche s'appliquent à ces fractioiîs. Elles «^'appliqueraient d'ailleurs à des fractions continues Jao'^ lesquelles les éléments seraient des nombres quelconques, nou entiers*
231. Nous allons montrer qa on peut transformer une ft action continue irrêgalière en une Jracîion continue ordinaux régulière, de façon que, dans les deux fractions continues* tous les éléments, à partir d'un certain rang, soient tesmémes^
Pour cela, nous allons montrer que rirrégularilé qui va jusqu*i* rélénienl / peut être remontée d'un ou plusieurs éléments^ Jt'
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façon à obtenir une nouvelle fraction irrégulière dans laquelle le nombre des éléments irréguliers est plus petit que dans la fraction proposée. En recommençant cette opération sur la nouvelle fraction, puis sur la suivante, et ainsi de suite, on arrive de proche en proche à une fraction régulière.
Dans la démonstration, nous distinguerons plusieurs cas.
A — IH = A
n — n :- n — an
d'où
Ct-^-T /l — 2-h
d'où, en supposant a > i et /i >> 2,
de sorte que, dans ce cas, l'irrégularité est remontée au moins d'un rang.
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= 1 et n > a, on ëcril rexpression précédente
> 1 et n = 14, on écrit Texpression
^ 1 et n == a, on écrit Tex pression
^^^^^^^ Dans tous les cas, riiTégtilarilé est rrmontée au moins d*(tn
5of7 efl/m / = — 1.
^^^^^H^ Oa pari alors de ridenltlé
^^^^^H d'où, en supposant x> 2,
, f^p , . ., k^ "ft 9c, p» *.*] = [fî, è, . .., A — 1, 1, «— a,
= 2, on écrit Teicpres&ion
^ ij revenons â Texpression
^^^^^^H Celte expression est f^galc à
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Si l'on suppose y > i , on a donc
Si Y = ' ) on écrit 1! expression
Dans tous les cas, Firrégularité a remonté d'au moins un rang.
Remarque, — Lorsque tous les éléments, à partir du second, auront été rendus positifs, si le premier élément est positif, la fraction continue est positive; si le premier élément est négatif, la fraction continue est négative.
232. Remarque, — Le nombre des quotients incomplets modijiés dans le calcul précédent est de même parité que le nombre de ceux qui les remplacent.
Il suffit de vérifier cette proposition dans tous les cas.
Dans le cas de /= o, on a remplacé les trois éléments X, o, a par un seul, A" -i- a.
Dans le cas de / = — n^ — i et a>i,n>2, ona remplacé
les trois éléments
/. , — «, a, par cinq
Dans le cas de
/ = — n jf^ — r, a =: \y n'^ i,
on a remplacé les quatre éléments
/•, — n, I, ?, ..., par quatre
k — \, I, n — -2, i-h^, etc.
Comme application traitons la question suivante
Condition pour que les fractions continues qui représentent deux nombres soient identiques ci partir d'un certain quotient incomplet.
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(Il s'agit, bieQ enLendii, de f onctions continu es régulières ordinaires.)
Cela revient à dire que ces deu% nombres ùj, w' ont up mém€ quotient conaplelx. On â les égalitéâ
to' =
en appelant ^^ la réduite qnî précède le quotient complet j*.
dans le développement de oi, et ^ la r^^duiie précédant ^; de
P' , même wi désigne la réduite qui précède le quotient complet ^*
dans le développement de ca\ et ^ la réduite précédant ^- Soit k
le nombre des éléments qtii précèdent s^ dans le développement de tj; A^ le nombre de ceux qui précèdent x dans le développement de cij'.
P, Q, R, S^ P\ Q\ R\ S' sont des entiers satisfaisani aui cott-
d liions
PS- QR^i— 1)*,
Si, entre les égalités (4) et (5), on élimine ^ on trouve
ou, en posant
,_ (PS — QR)fo^PR— P R
"** "^ (Q'S-QS')tD-i-PS^— Q'R*
PS— QR^a.
PR'--P R^p,
PS'^Q'Rz^S,
eu — — ^>
Yt" H- 5
D'ailleurs on a
aî _ Py ^(FS-QR')(PS'- Q'R;_(PR'_. FR)(Q'S-QS )
=^ f PS - QR )( P'S— Q R) = ( -» t)***'
Donc les deux nombres t-i g( oi' sont Ués par une relation
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de la forme
YOi -h
a, p, Y, S étant quatre nombres entiers satisfaisant à la condition
«0 — Py = ifc I .
(aS — Py = 4- I ow — I , suivant que les éléments qui précèdent le quotient complet commun, dans les développements de co et de (I)', sont en nombre de même parité ou non,)
Démon Irons maintenant que cette condition est suffisante. En effet, supposons qu'elle soit remplie.
Supposons d^ abord ^ = o.
On a alors
d'où
Donc 0)' se réduit à dz w ±: p.
Si (0'= w d= p, le théorème est évident.
Si w'= — a>±:p, ona
— (o'= o) ip p.
Ce cas se ramène donc au précédent, car si l'on se reporte aux n" 97 et 229, on remarque que les fractions continues qui représentent deux nombres égaux et de signe contraire, sont identiques à partir du quatrième quotient incomplet au plus.
Supposons maintenant -^yéo.
Réduisons la fraction - en fraction continue. Soit ï
Remarquons que l'égalité
prouve que v et a sont premiers entre eux. Donc - est une fraction
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îrrédiiclible* Si donc on appelle ^ la dernière réduite de la fraclion continue (7), on a
On a d^âilletir^
OU
Maintenant on peut toujours snpposer que X: soit d'une parilt^ telle que la c|iiantilé ao — Py ou Pj^o — Q*^ soil égale h (^ t'f.
Enefït?t, si ûto^ pY*^'^^*' ^ë^^' à{— 1)^', on écrirailla fraction (7) sous la forme
<le sorte que le nombre A" serait augmente d'une miilf^.
Les deux quantités P^Qa^^ — Qj^P^-i et P^o — Q^fJ étant alor?^. toutes les deux, égales à{— 1)*, on a
Pé el Qi étant premiers entre eux, celte égalité donne (n* Ht)
/ étant un nombre entier positif on "négatif -
Par suite, si Ton remplace a, j3, y, 5 par leurs valeurs dan* rt^galité (6) il \ienl
^ ^, ^ P^(tû-f-OH- F>A,i
Ce qui montre que la valeur de «!>' s'obtient en remplaçant^ daoé la fraction couiinue (7), / par / -f — •
Si donc le développemeni de w, en fraction continue régulière.
est
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on en déduit
(9) w'= [ay b, ..,, /, m -H/, /i, /?, ...].
Si m -h l est positif, cette dernière fraction continue est régulière, c'est la fraction qui représente lo'. Il est visible que les deux fractions (8) et (9) sont identiques à partir du quotient incomplet n et le théorème est démontré.
Si m-\- l est négatif ou nul, on commencera par rendre régulière la fraction continue (9). Comme dans cette transformation les quotients incomplets resteront invariables, à partir d'un certain d'entre eux, les fractions (8) et (9) sont identiques à partir de ce quotient incomplet-là.
234. Nous avons dit plus haut que ao — ^y = 4- 1 ou — i , suivant que les éléments qui précèdent le quotient incomplet commun, dans les développements de o) et de w', sont en nombres de même parité ou non.
La réciproque est vraie.
En effet :
ao — fiY = (— ')*•
D'ailleurs k est le nombre des éléments a, 6, ...,/.
Or comparons les fractions continues (8) et (9). Dans ces fractions, les éléments qui précèdent le quotient incomplet commun n sont au nombre de 1 pour la fraction continue (8) et Âr-f- 1 pour la fraction (9). Ces deux nombres sont donc de même parité ou non, suivant que k est pair ou impair. Si la fraction (9) est régulière, le théorème est démontré.
Sinon, on sait que, en rendant cette fraction régulière, le nombre des éléments modifiés dans le calcul est de même parité que ceux qui les remplacent.
Donc le théorème est encore vrai dans ce cas.
Mais il faut remarquer qu'il n'est pas impossible que deux nombres co, co' soient liés à la fois par deux relations
, atii -h 3 .NO X
'^CO -h , «1(1) -4- ?| / N o V
Y10U-+-OI
Si cela a lieu, il faut nécesmtremeni qiril y aitj datis ta, deux <|uoLienis complets de rangs différems, qui foient ideuliques i 1ID même quotient complet de bâ\ el par coDs^quenl idenliqiies entre eux. De plus, ces deux quotients doivent élre séparés par un nombre impair de qnotienls incomplets*
On en didiiit facilement que les quolienls iocoinplet^ de ta fiirmeni une suite périodique. Nous reviendrons plus loin stîr ce^ fi actions continue» périodiques.
% III. — Distinction entre les nombres conunexisurables et les incommensurables. Recherche des racines commensu râbles des équations algébriques. Nombres algébriques. Théorème de Lion- Tille. Classification des nombres incommensurables.
235. La question s ui va nie se pose maintenu ni : t n nombre tHant déjîni par une suite injinie de nombres t^ntiers^ reconnatlrû si ce nombre esi commensitraùie on incommensurable.
Celte question est loin d'être résolue. Elle est d'ailleurs trAs vâste, » cause de la multitude de façons dont on peut composer la suîle infinie qui définit un nombre* Mais nous possédons déjà les rëâul* lats suivants :
Un nombre étant drjini par son développement en décitna/eSf pour que ce nombre soit commensarable^ ii faut ei ii stiffit que ta suite des chiffres soit, à partir dUm certain rang,
périodique.
Le développement en fraction continue donne un autre critérium.
Pour qu'un nombre soit commensurabief il /tint et it suffit q ue son dé ve îoppe m en t en fra e t ion co n tin ne so it Hm ité ,
236. Racines comme n sur ab tes des équations algébriques. — Soit une équation algébrique
dans laquelle les coefficients a», f7,.*,*,i7,, sont des nombres» entiers.
(lO)
RACINES COMMENSURABLBS DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. Ijà
Voyons d'abord si celte équation a des racines commensurables. II suffît pour cela d'appliquer le théorème suivant :
Théorème. — Si V équation
(IqX^ -h axx^-^ -h. . .-t- an^\X -+- rt« = o
(a©, rt|,. . . , ûf/i_i, cin étant des nombres entiers) a une racine commensurable — (^ étant supposé une fraction réduite à sa
plus simple expression^ le polynôme premier membre di*
l'équation est algébriquement divisible par le binôme px — m, et tous les coefficients du quotient sont des nombres entiers.
Que le polynôme premier membre de l'équation soit divisible algébriquement par/^jc — /w, cela résulte immédiatement de ce
qu'il est divisible par x
Quant au fait que les coefficients du polynôme sont entiers, ce n'est qu'un cas particulier du théorème suivant dû à Gauss :
Si un polynôme à coefficients entiers
aoX"-\- axx^-^ -j-. . .H- an
est divisible, algébriquement, par un autre polynôme à coefficients entiers
b^xi* -h hx xP-^ -h, . .-^ bp
dont les coefficients sont premiers dans leur ensemble, les coefficients du quotient sont des nombres entiers.
En effet, on peut en tout cas supposer les coefficients du quotient réduits au même dénominateur.
Soit alors ^ ' le quotient, de sorte
que
' aoX"-^aiX'^^^-^.. .-^ an-ix-i- Un
= {bQXP-hbiXP-^-\- ,.-hbp-xX-\-bp)- î ^ LJ^JU:^ ^
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OU, pour abréger,
/=?xr
11 fauL démontrer cjue M divise tous les coenîcieols de ^; pour cela il f'àiil démontrer que tout facteur premier p. de M divise ces toeflîcienls. Or jjl divhe lous les coefficienls du produit f X 'L d'ailleurs it ne peut pas diviser tous les coeffieients de ^ (putâque par hypothèse ces coefricients sont premiers dans leur ensemble). On est donc ramené à démontrer le théorème suivant î
Si un nombre premier [x dtk-ise iou^ les coejficients du proihtit de detfx polynômes 'f x 'h^ et r/uUt ne divise pas iotts les coefficients de o, il divise toits les coefficienis de ^.
D'abord, si ^ divise certains coefiicicnts de Çj on peiit dans le produit ci retruneber le produit de la somme deees termes pari; il reste le produit t^ji, 'f^ étant un polynôme dans lequel aucun coefficient niest divisible par p., mait* tous les coefficienls de et j^roduil étânl divisibles par pi. Pour ne pas multiplier les itotitjonsj supposons que ee polynôme ft soit le polynôme*^.
Les coeHÛcienls du produit f*h développé sont
è^iCj-h 61 Coi
[^ divise tous ces coefficients.
Le facteur premier \l divisant />ac,y et nedivisanï t>as i*^, divise r„.
fx divisant A^f^ + //, Cjj, et divisant c^ divise />(,c,, ne divisîitit pas ùu il divise c,,
[A divisant ^>ûCVi-h 6,f,H-A2^«, et divisant Cq et c^ divise b^c,: tie divjsiinl pas 6« il divise c^, etc.
Ou voit que [x divise tous les coefficients c^Ci, . , •, r^.
Le théorème est donc démontré,
239, Revenons au cas particulier de ce théorème énoncé au n 237 dont nous avons à nous occuper maintenant.
Pour que Téquation (il) aox^-h aiX'*-^-h. ^ ,-h an-i^ -h aM= o
admette la racine commensurable ~ f — étant réduite à sa plus simple expression] il faut, avons-nous dit, que le polynôme
aoX^-{- UiX^-^ -+-...-+- a„-ix -f- an
soit divisible par le binôme />x — m et que tous les coefficients du quotient soient entiers.
En particulier il en résulte que m doit être diviseur de an et p diviseur de «q. Donc pour trouver toutes les racines commensurâbles de Téquation (ii) il faut procéder de la façon suivante : Prendre, de toutes les manières possibles, un diviseur de a„ comme numérateur, un diviseur de ao comme dénominateur; parmi les fractions ainsi obtenues, ne garder que les irréductibles,
et les faire précéder des signes + et — . Soit — un des nombres
ainsi obtenus : pour voir si ce nombre — est racine, on divise /(:r)
\mr pœ — m; si dans le courant de la division on obtient au quotient un coefficient fractionnaire, ou si le reste de la division n'est
pas nul, — n'est pas racine.
D'ailleurs des circonstances particulières peuvent simplifier le calcul.
En particulier, TAlgèbre enseigne à trouver une limite supé-' Heure et une limite inférieure des racines. Il sera inutile d'essajer des nombres non compris dans ces limites.
On voit aussi que /(or) étant divisible par px — m, et le quotient ayant ses coefficients entiers, si l'on donne à x une valeur entière, la valeur correspondante de /(x) sera un nombre entier divisible par la valeur correspondante de px — m. Par exemple /(i) est divisible par p — m, /( — i) est divisible par — p — m. Ces conditions restreignent les essais à faire sur p et m,
240. Nombres algébriques. — Considérons maintenant une équation débarrassée de ses racines commensurables. Je suppose,
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de plus, son premier memljre débarrassé de ses facletirs lïiulliples, d'après les règles données en Algèbre.
Soit /(a) = o. Nous allons montrer comment celte «^qti»lian peni encore admettre comme racines des nombres incommensurables. Pour cela, donnons à œ une suite de valeurs commeosurables
et considérons les signes des expressions
(13} fi^h fiph KV. ^^. /U).
On démontre, en Alg4U)re, qu'il y a un nombre maximum de variations de signe que la suite (i3) puisse préseuler, f|uels cjut* soient les termes extrêmes «, X, et quelque rapprochés quesoîcnl les termes intermédiaires de la suite (ri). On ol) tient ce nombre maximum de variations eu donnant à gt une valeur plus petite qu^uti certain nombre A (limite inférieure des racines), à X nne valeur plus grande qu ^ un cer tai n nom bre L ( I i m i te s u pérleu re des racines 1 et en choisissant les termes intermédiaires successifs p^y^*diderant entre euv de moins d'un certain nombre / (limilc supérieure du module de la différence des racines deux à deux)»Oii apprend d'ailleurs, eu Algèbre, a déterminer 4^ Lr^ /.
Ceci pose, soient y, 5, par exemple, deux termes conséculifs Je Ili suite (12), tels que /(y) et /"(S) soient de signes contraires, leb de plus que si Ton insérait entre y ^t 3 un nombre quelconque de termes commensurables et que Ton substituent dansy(x), la suite des résultats obtenus ne pré sien ta t jamais qu\jne seule variât iau^ quel que lik le nombre de termes introduits. Dans ces conditions on peut partager les nombres commensurables en tJeu% classes :
t" Les nombres commensurables non supérieurs à y, ou ceai qui, étant compris entre y <'t S, donnent à/(x) le signe de /(y);
a° Les notnbres commensurables non inférieurs ïj 5, ou ceu* qui, étanl compris entre y et 0, donnent à/(j^) le signe de /(S)*
Aucun nombre co m men su rable n'échappe à cette classincattoa. puisque, par li\pollicse, aiicuu nombre commensnrabic u'anniiW y(j*). Donc cette classificaiiou définit un nombre iucommcasu rable \.
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Ce nombre incommensurable Ç est racine de Téqualion c'esl-à-dire qu'on a
En effet, on démontre en Algèbre que, si x tend vers Ç, la valeur du polynôme /(ar) tend vers/($). Or, d'après la définition de Ç, suivant que x tend vers Ç par valeurs supérieures ou par valeurs inférieures à Ç, f{x) tend vers f{\) par valeurs d'un certain signe ou par valeurs d'un autre. Cela n'est possible que si
2il. Les règles données en Algèbre pour la division des polynômes en X s'appliquant quelles que soient les valeurs données au symbole x^ on en conclut que, si l'équation /(x)= o admet la racine incommensurable Ç, /{j^) est divisible par x — Ç. On déduit de là qu'une équation algébrique de degré m a au plus m racines; le nombre maximum de variations de signe de la suite (i3) dont on a parlé plus haut est donc au plus égal à m.
Ce nombre maximum peut d'ailleurs être nul, c'est-à-dire qu'il peut arriver que l'équation f(x) = o n'ait pas déracines.
Les nombres incommensurables ainsi définis comme racines d*une équation algébrique s'appellent nombres algébriques.
242. Degré d'un nombre algébrique, — Il vient naturellement à l'idée de classer les nombres algébriques d'après le degré de l'équation à coefficients entiers qui les définit^ mais un nombre algébrique pouvant être racine de plusieurs équations algébriques à coefficients entiers, nous dirons : on appelle degré d'un nombre algébrique, le degré de l'équation ou des équations algébriques à coefficients entiers de plus petit degré possible dont ce nombre est racine.
243. Équations et polynômes irréductibles. — On dit qu'un polynôme à coefficients entiers f{x) est irréductible lorsqu'il n'est divisible par aucun polynôme à coefficients entiers de degré inférieur à lui, pas même par un polynôme de degré zéro. Un polynôme de degré zéro est un nombre. Les coefficients d'un
178 CHâP. V. — LES «OMBRES ISCOHÏIENSII RABLES .
polynôme irréductible ne soni donc pas lous divisibles par tin même nombre, autrement dit ils sont premiers dans leur ensemble.
Le polynôme /(r) élanl irrcduciible, réqualion /(»= o esl dite aussi irréductibfe^
Mais comme une équation n^est jamais définie qu*à un faeieur numérique près, nous dirons encore qu'une équation /(,r) =0 est irréductible, lorsque soo premier nombre devient irréductible après suppression d'un facteur numérique commun a tous ies coefficients-
24i, Théoheme, — Léquaiion à coejiclents entiers dr degré le plus petit possible à laquelle sathfail un nombre algébrique, esl irréductible.
En elTet, âoil/(j^) ^ o cette équation. Si elle n*était pas irréductible, le poIjnAme/(^) serait divisible par un polynôme à coe^ ficients entiers (j>(jr) de degré inférieur et Ton aurait
On peut supposer que f(^) a ses coefficients premiers dans leur ensemble; alors, '}(.r) a ses coefficients entiers (n" 238).
Le nombre algébrique en question serait alors racine de Tuiie des équations 'f(jî)=^o ou f(x)=o. Donc l'équation /(jr) = 11 ne serait pas Téquation de degré le plus petit possible à coefll* cients entiers à laquelle pourrait satisfaire ce nombre, ce qui eM contre l'hypothèse.
213. néciproqttement : Si un nombre algébrique \ satisfait à une équation irréductible f{x)=o, le nombre l ne peut satisfaire à une équation à cûefficienls entiers de degré inférieur à celui de /(^r). En effet, si le nombre Ç saiisfaisail à atic équation f{x) ^ o de degré inférieur de f{jr), le nombre l satisferait aussi à léquaiion D(^) = o, D{x) étant le pins grand commun diviseur entre /(.r) et ^(.r).
Ce plus grand commun diviseur, obtenu par des divisions successives, esta coefficients commensurables. H est de degré au plus égal à celui de f{x), donc de degré inférieur à celui de /(^): d^ailleurs il divise /(^). Donc réqnation /(.r) = o ne serait pas irréductible.
NOMBRES ALGÉBRIQUES. I
246. Théorème. — Quand une équation à coefficients entiers F(x)=o admet une racine Ç, d'une équation irréductible
/{x) = o, elle les admet toutes.
En effet, le nombre $ est aussi racine de Téqualion obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur T){x) entre F(a:) el/{x). Mais, comme l'équation /(x) = o est irréductible, /(x) ne peut avoir d'autre diviseur que lui-même. Donc l'équation D(a:) = o est identique à l'équalion /(x) = o.
Or l'équation F{x)= o admet toutes les racines de l'équation D(x) = o, puisque D(x) est un diviseur de F(x) : le théorème ost donc démontré.
247. En particulier, si deux équations irréductibles ont une racine commune, elles sont identiques. En d'autres termes, un nombre algébrique déterminé ne satisfait qu'à une seule équation irréductible.
De ce dernier résultat combiné avec les théorèmes des n®* 244 et 245, il résulte que la définition du n^ 242 peut être modifiée de la façon suivante :
On appelle degré d'un nombre algébrique le degré de l'équation irréductible à laquelle il satisfait.
Remarquons qu'un nombre commensurable — satisfaisant à
une équation du premier degré px — m = o, les nombres commensurables peuvent se définir comme étant les nombres algébriques du premier degré,
248. Le fait qu'un nombre algébrique du degré m déterminé correspond à une équation irréductible de degré m déterminée peut être considéré du point de vue annoncé au n® 204.
La connaissance d'un nombre algébrique détermine complètement les m-f-i coefficients de Téqualion irréductible correspondante (supposés premiers dans leur ensemble). La réciproque n'est pas toujours vraie, car si ces m -f-i coefficients sont connus, Pëquation est déterminée, mais elle peut avoir plusieurs racines. Dans ce cas, on définira le nombre algébrique par une condition
iBo
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supplémcnlaire, comme, par exemple, d^être compris entre deux nombres donnés.
Quoi qu'il en soit, on voit qu'il est ioulile, pour définir les nombres algébriques, d*avoir recours, comme pour les nombre» incommensurables en général^ ù une suite infinie de nombres^ enliera, (resLace polnl de \ue que s'est placé Kronecker; mai& bien que la définition du nombre algébrique soil ainsi plus simple, Tappiicalion est plus pénible.
249» On remarquera l'analogie qui existe entre les palynâmes
irréductibles et les nombres premiers.
On peut d'ailleurs faire une tbéorîe des polvnônies en x k coefiicients entiers complètemenL analogue à celle des nombres entiers. L'addition^ la soustraction^ la multiptication de telspolvnômes, donnent toujours naissance a des pol>nôuies de même nature. Pour la divisioji, il suffit qu'un polynôme dividende soil divisible algébriquement pur un poljnôme diviseur, pour que, en supposant les coefficients du diviseur premiers dans leur ensemble, il existe un quotient à coefficients entiers (n'* 238),
La tbéorie du plus grand eu ni mu n diviseur ^subsiste sans modi* (ication. Les polj'nômes irréductibles sont analogues aux nombres premiers absolus. Tout polvnûme à coefficients entiers est décomposabk% d'une seule façon, en un produit de polynômes irréductibles; etc.
Maintenant, il faut résoudre le problème suivant
Un nombre algébrique éUitU défini par une ét/uaiion algébr iq aeiico effic ie n l s entiers /" ( j' ) =: o et par u n e con dit ion s upplérneniaire [par exemple^ par la condition d'être cùmprts enîre deux nombres a et 6, ne comprenant qu'une racine c/e Véquation f{x)^=:^ o], trouver le degré de ce nombre.
Ce problème revient immédiatement au suivant :
Décomposer un polynôme /(^) à coefficients entiers en /ac^ leurs irréductibles.
On sait que cette décomposition n'est possible que d'une seule
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manière (n** 249). On peut d^ailleurs supposer que les coefficients du polynôme f{x) soient premiers dans leur ensemble.
On peut aussi supposer que le polynôme f{x) n'ait pas de facteurs multiples, car TAlgèbre apprend à trouver ces facteurs.
Pour effectuer la décomposition demandée, cherchons d'abord si f{x) a des diviseurs du premier degré, ces diviseurs étant certainement irréductibles. Cette recherche revient immédiatement à celle des racines commensurables, dont on a parlé au n^ 239.
Cette recherche effectuée, on divise f{x) par le produit de ses
facteurs irréductibles du premier degré, et l'on obtient un quo-
• lient /j(;r) qui n'a plus que des facteurs irréductibles du second
degré au moins [puisque f{x) n'a pas de facteurs du premier
degré, multiples].
Soit
(i4) ax^-\- bx -\- c
un tel facteur.
a est diviseur diî premier coefficient de fi (x), c est diviseur du dernier; on aura donc un nombre limité de systèmes de valeurs possibles pour a et c.
D'ailleurs, f^ {x) étant divisible par ax^ -f- bx -+- c, et le quotient ayant ses coefficients entiers, si l'on donne à x une valeur entière, la valeur correspondante de f^ {x) sera un nombre entier divisible par la valeur correspondante de ax^ -^ bx -\- c. Par exemple, f\{\) est divisible par a -h 6 -h c. Il en résulte qu'à chaque système de valeurs possibles pour a, 6, c, correspond un certain nombre de valeurs possibles pour b. Il reste à essayer les polynômes obtenus et à voir s'ils sont réellement diviseurs de
y, ( jr). [Si, parmi les polynômes du second degré obtenus, il y en a certains que l'on aperçoit ne pas être irréductibles, il est inutile
de les essayer : ils ne peuvent être diviseurs de /% (a;), car f^ (^x) n'a pas de facteur irréductible du premier degré.]
Les polynômes irréductibles du second degré, facteurs deyi(^)
ëtant trouvés, on divise f\[x) par le produit de ces facteurs; on
obtient un quotient fiix)*
On cherche les facteurs irréductibles du troisième degré de
/^(^x) par une méthode analogue, en considérant les valeurs -4-1
et — I de ^ par exemple, et ainsi de suite.
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Exemple^ — Soil le polynôme f{;t) — Gj*- — ic^r^-f- 58jrû" jor^— ^J7jr>'+- 139^*— 1 1 1 .r -r- 3<i.
On trouve corainc facleuis du premier degré i^ — 3 ei 3x — 4' el i^'\ Ton divise le poljnôme proposé par le produîl
(■>:r — 3)(3;r-4l, on trouve comme quotient
Soit rt^T^H-^x-l-c un diviseur du second degré de ce poljnome.
a est diviseur de i , doue
c est diviseur de 3, donc
c = :± i ou ir *i.
Enfin a-\-b-\-c est diviseur de /*(i), c'est-à-dire de i, donc
a -h £► -^ c = rt I ou rt A*
On trouve les polynômes suivants comme facteurs possibles dti second degré ;
± (3?« -* a X -+^ 3>j ± { Jî« ^ 5 j^ -+- 3), dr (^* — *i JT ^ 3), :t: (a-* ^ 6 j + tï,
11 suffit évidemment d'essayer les polynômes précédés du signe +. On restreint le nombre des essais en remarquant que/, (— i)ou6 doit être divisible par ^ — /> -h r, de sorte que a — b -\- c ne peut èlrc égal qu'à ± t , ± a, ih 3, ou ± 6*
D'ailleurs tous les polynômes satisfaisant à ces conditions sont irréductibles^ il faut donc les essayer tous.
On voit que la méthode entraîne des calculs pénibles. Dans It* cas présent, on Irouvera que ,r- — 2^+3 est seul un facteur de /i (x) et que le quotient est
Le polynôme/3(.r) étant du Iroisiéiïie degré, et ne pouvant avoir
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de diviseur du premier ni du deuxième degré, est irréductible. En définitive, la décomposition de f{x) en facteurs irréductibles est
/■(ar) = (2iF — 3)(3a7 — 4)(a7»— 2a7H-3)(x» — a:H-i).
Les méthodes connues en Algèbre permettent de voir que Tëquation x^ — 2^: + 3 = o n'a pas de racine, et que l'équation x^ — X -\- i = o a une racine.
Donc Téquation f{x) = o a deux racines commensurables, et une racine qui est un nombre algébrique du troisième degré.
251. Définitions. — LesdifTérents nombres algébriques, racines d'une même équation irréductible, s'appellent conjugués,
Nombres transcendants. — Les nombres incommensurables qui ne sont pas algébriques sont dits transcendants.
L'existence de tels nombres n'est pas évidente a priori, elle sera démontrée plus loin.
La question suivante se pose maintenant
Un nombre incommensurable étant défini^ reconnaître si ce nombre est algébrique ou transcendant. Dans le cas où il est algébrique, trouver son degré.
Cette question, généralisation de celle posée au n" 23o, est, comme elle, loin d'être résolue. Elle est d'ailleurs aussi très vaste.
Nous avons rappelé plus haut (n° 235) comment le développement en décimales, ou celui en fractions continues, permet de distinguer les nombres commensurables, ou algébriques du premier degré, de tous les autres nombres.
253. Le développement en fraction continue porte plus loin : il permet de distinguer les nombres algébriques du second degré, au moyen du théorème suivant dû à Lagrange :
Tout nombre algébrique du second degré est développable en fraction continue périodique, et, réciproquement, toute fraction continue périodique est égale à un nombre algébrique du second degré.
Une fraction continue périodique est une fraction continue dont
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les quotienls iaconiplels se reproduisent périodiquement à partir d'un certain rang,
234. Avant de di^monlrer le théorème de Lagran«;e^ nous feroos les remarques générales suivantes sur le développement en fractions contiaues des nombres algébriques de degrés quelconques.
Soit une équalion algébrique de degré n n'ayani pas déracine mulliple
Soit 5 une racine de cette équation, définie par le fait qu^elle esl séparée, c'est-à-dire quelle esl comprise entre deux nombres ael ^, et qu elle est la seule comprise entre a et ^-
r*our la développer en fraction continue nous suivrons hi méthode du n**^?.
Soit donc «I la partie entière de Çj nous poserons dans Téqua-
tîon (i5)
x = ai -h — -
L*équaiion qVoD obtient pour ^i,
est également algébrique et de degré n.
A la racine Ç de inéquation (i5) correspond une racine Ç| de réquation (lû) plus grande que i . De même, toutes les racines de l'éqtraljon (iG) correspondant à des racines de Téquahon (i3) ayant a^ pour partie entière sont plus grandes que i* Certaines d*entre elles peuvent avoir même partie entière que Ç».
Mais les racines de Tèquation (H>) qui correspondent â des racines de Téquaiion (i3) n'aj^ant pas a^ comme partie entière, sont plus petites que i, el^ par suite, n'ont pas même partie entière que Ç,,
Maintenant soit €i^ cette partie entière de lu nous poserons dans Téq nation (ii3)
a?i = flj H- - — •
L'équation qu*on obtient pour j^g,
est encore algébrique et de degré m.
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Â la racine ii de réquation (16) et à toutes celles qui ont n^ pour partie entière, correspondent des racines de l'équation (17) plus grandes que 1; mais aux autres racines de l'équation (16) correspondent des racines de Téquation (17) plus petites que i.
En continuant ce procédé, comme il est impossible que deux racines de l'équation f{x) = o aient indéfiniment les mêmes quotients incomplets (puisque, si cela avait lieu, elles seraient égales, et qu'on a supposé l'équation (i5) débarrassée de ses racines égales) on sera conduit à une équation
a^^ant une seule racine \k plus grande que i. Soit a^^, la partie entière de Ça»
Si maintenant on pose
l'équation en x^^i aura une racine positive correspondant à \k et toutes les autres seront négatives; et il en sera de même dans toutes les équations suivantes.
255. Nous allons maintenant établir une relation de grandeur qui existe entre les coefficients des équations successives fk{xk) = o.
Soient—!^, ^ la (Â — i )'*"•' et la A-»*»* réduite du développement de Ç.
Pour avoir le (^-hi)*'"** quotient incomplet, il suffit, dans réquation /{x) = o qui définit x^ de poser
iik^k-^Qk-t'
et de calculer la partie entière de Xf(. L'équation en jta ^st donc
./ PkTk-^Pk--i \_^ ^\Qk^k^Qk-tJ^
ou, en rendant homogène la fonction /,
/{PkOPk-^ Pa-i, Qaj^ah- Qa-i) = o,
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OU en développant
-H{^^-)''-«(pA.t/;,+ Q<^l/gJ--...^/(P*^,.Q<-l)-0.
Considérons les coefficients de celle équation, le preraier esl
Posons
11 en résulte ou
;|Miisque/(Ç) = o].
MaiaieDanl, d'nprès ce qu'on a vu au n* 926,
Donc
Q*Q*+i "^Qf
et comme Qa> i et que \/\ \y \fi%\j elc*, sont plus petits que des nombres fixes (indépendants de A), on voit que
|A,|<aû(QAy'-^
an étant un nombre positif fixe.
Le second coefficient de Féquation (j8) esl (en appelant y et i les dérivées de f{jc) par rapport à r et a une variable d'homo* généitéjK),
A. = P.. A-. Q.../i.=. Qr- Q.^. [5^ , (^) ^ *(^)]
SI l'on développe la quantité entre crochets, le terme indépendant des £ se réduit à /(S), c*est-à-dire à séro.
Les termes du premier degré j par rapport aux e, sont
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îls sont plus petits en valeur absolue que ^r-^ — multiplié par un nombre fixe.
Quant aux termes de degré supérieur par rapport aux s, par exemple les termes de degré />, en les calculant, on voit qu'ils sont plus petils en valeur absolue que des quantités de la forme
01 — Qt^f^^^ multipliées par des nombres fixes; a fortiori, sont
elles plus petites que ^— — multiplié par un nombre fixe. Il en résulte que
|A,'<cc|Qr^
a« étant un nombre fixe.
Il en est de même pour tous les coefficients de l'équation (i8).
Tous ces coefficients sont, en valeur absolue, plus petits que Qa~^ multipliés par des nombres fixes, indépendants de A*.
256. De cette relation de grandeur à laquelle doivent satisfaire les coefficients des équations successives /a(xa) = o, nous allons en déduire une autre relative aux quotients incomplets eux-mêmes.
On sait, en effet, que la seule racine positive de l'équation fff(^Xk)= o est plus petite que
et a fortiori que
N désignant la valeur absolue du plus grand coefficient négatif dans l'équation. Il en est de même, a fortiori, du quotient incomplet ak^xj d'où, d'après ce que l'on 'a dit plus haut,
(«9) a*^,<aQJ-*,
a étant un nombre fixe.
Ce théorème est dû à Liouville, qui l'a démontré d'une autre façon (*).
( ') Sur des classes très étendues de quantités dont la valeur n'est ni algébrique, ni même réductible à des irrationnelles algébriques ( Journal de Lioui?ille, t. XVI). La démonstration de Liouville est plus simple que la nôtre, mais elle ne donne pas le théorème de Lagrange comme cas particulier.
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2o7. Comme le remarque Lîou\ille, ce ihéorérae prouve reiFslence de nombres incommeosurableâ Iranscendanls, existence qui n'est pas évidente a priori.
Il est, en effet, bien évident que Ton peut cboisir une suite dm nombres entiers c/^, a», . . *, cï^j . .. tels que, quels que soient les nombres fîves a et /?, l^inégalile (tg) ne soit pas vérifiée jiour toute valeur de X ; il suffit, par exemple, de prendre
la valeur de !a fraction continue dont tes quotients incomplets sont a^ , a^, . . , , a^i * * * est nécessairement un nombre incommensurable transcendant*
I nr. — Nombres algébriques du second degré.
2S8, Dans le cas où n-==^ %^ Qï'^ s^ réduit à i, donc les ioégalités précédentes montrent que les coefficients Aq, Ai, Aj soot inférieurs, en valeur absolue, à des nombres (ïxes*
Donc, après un certain nombre d'opérations on retombe sur une équation déjà trouvée ; ces équations et, par suite, les quotients incomplets, se reproduisent périodiquement a partir d'un certain d'entre eux. On a donc le ihéorème deLagrange, que nous avons df^jà énoncé au n" 233 :
Les nombres algébriques du second degré se dé^eioppeni en fraction continue périodique.
2S0. Vu rimportance de ce théorème, nous allons en donner une démonstration directe. Cette démonstration repo^ sur le lemmê suivant :
Lemme. — Soii une équation du second degré à coefficients entiers
fio)
«U?*-i- lfX*hÛ
5/ ton pose
J? ^ fJl ^
m étant un nombre entier^ y satisfait à une équation du second
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degré à coefficients entiers
a'y^ -h b'y -+- c' = o, telle que
En eflel, en remplaçant x par sa valeur (21) dans Téquation (ao), on trouve
alm-\ j -h6fmH — \ -^ c = i
ou
{am'^-{' bm -f- c)y^-\-{iam -+- 6)^^-1- a = o,
équation à coefficients entiers. Or, si Ton pose
am»4- bm -^ c = a\
lam -h 6 =6'»
on a
b'^— 4«'c'= (2«/n -+- ^)' — ^{am"^-^ bm '\' c)a =: b^^ ^ac,
260. Ce lemme démontré, supposons que nous ayons à développer en fraction continue, une racine positive d'une équation du second degré. On sait qu'en suivant la méthode indiquée au n® 254, on est amené, après avoir trouvé un certain nombre de quotients incomplets, à une équation qui n'a qu'une racine positive. Nous raisonnerons donc sur une telle équation, c'està-dire sur une équation
(22) a^*-+- 6ar -h c = o,
dans laquelle a et c sont de signes contraires.
Soit m< la partie entière de la racine positive, nous devons
poser
rr = miH ,
el nous obtenons pour X| une équation du second degré
a jant une seule racine positive, el, par conséquent, dans laquelle cii el c^ sont de signes contraires.
Soit ma la partie entière de la racine positive de cette nouvelle
écfuatioD, nous posons
et nous obtenons pour ^r^ une équaUon
ayant une seule racine positive, et, par consëquenl, dans laquelle «a ^t C2 sont de signes contraires.
El ainsi de suite; les quotients complets successifs sont déterminés par les équations (2a), (aS), (24) et les suivantes
et l'on a et, de plus,
ac < <j,
«it'i< o.
aiC^<o,
Mais le nombre des équations du second degré Ax*+ tix H- C ^ o satlsfaisaDfl à ces conditions est limité. En effet, si Ton appelle À la valeur commune des quantités (25), on a
avec
On en d<Mtiîl d'où
AG<o.
On voit que si Ton appelle A le plus grand entier conlcnu dans ijlj le nombre B ne peut avoir que les valeurs
Ot
D'ailleurs, à une valeur driernunéc de Bj correspond pour A et Ç un système de valeurs de vaut s^tisifaire à la condilton
Le nombre de ces systèmes de valeurs est également liniilt^
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Puisque le nombre des équations satisfaisant aux conditions indiquées est limité, les quotients incomplets qui sont les racines positives de ces équations, sont aussi en nombre limité. Donc, si l'on effectue la réduction de x en fraction continue, il arrive un moment où Ton tombe sur un quotient incomplet déterminé par une équation identique à celle qui définissait un quotient incomplet précédent. Il est clair qu'à partir de ce moment, les équations et, par suite, les quotients incomplets se reproduisent périodiquement.
Exemple. — Soit Féquation
Celte équation a une racine comprise entre 4 et 5; c'est celle que nous voulons développer. On a les équations suivantes :
\^x\ — SStj — i3 = o,
jr, = 2 H »
jj-* — 4ix,— 19 = 0,
jr, = 6 H >
19XJ 35X;— l3 = o.
L'équation en Xi^ est identique à l'équation en x^. On a donc X = p.-x, 6, 3, 2, 6, 3, ...1, la période étant
La réciproque du théorème précédent est vraie
Toute fraction continue périodique est égale à un nombre dlgébrique du second degré.
CRAP, V-
L£S NOiaR£f» INCOMMOSURABLE».
En effet^ soîeal €ïji le premier quotient incomplel de la première période, h le nonibie de termes de la période, de sorie que
et auBs!
Soil X la valeur de la fraclion conlioue illimitée. On a
OU
(QA_,.r - Pa^, )j*a-i h- QA-3:r — P^^, ^ o,
Éliminant ^A_i entre ces deux éqnationâ, on trouve une é<|iifttîoti du second degré x^
a6) — (Qj^-i PxWi-l- QA-lPjt+A-l
-h Pa^i P^.A^i- P*-»Pi^A^i = 0.
On voit facilemeol que cette équation a nne racine compris^^ entre ./^' et^r^^* En eiïel, les résultuts de substitution de ^r"^
et ^^ à j?, dans le premier membre, sont é^au\ respect! venieul à
et à
Diaprés les ibéorèmes connus sur le degré et le sensderapproxîmalion des réduiles successsives, il est visible que, dans too^^ les cas, ces doux qtianlitéâ sont de signe contraire»
Cest cette racine qui est égale à ^.
202. Fractions continues périùdlqnes simples, fracliùm continues périodiques mijttes.
On appelle /rrtc/f 071 conlinue périodique simple une frâc tîon dont h période commence au premier quotient incomplel^
NOMBRES ALGÉBRIQUES DU SECOND DEGRÉ. IqS
c'est-à-dire une fraction de la forme
Au contraire, on appelle fraction continue périodique mixte, une fraction dont la période ne commence pas au premier quotient incomplet.
263. Posons-nous la question suivante : Étant donné un nombre du second degré, reconnaître si ce nombre se réduit en fraction continue périodique simple ou en fraction périodique
mixte.
D'abord un nombre du second degré négatif donne naissance à une fraction continue dont le premier quotient incomplet est négatif, donc nécessairement à une fraction périodique mixte.
Ne considérons donc plus que les nombres du second degré positifs.
Nous allons d'abord étudier la question réciproque de la question proposée, à savoir : suivant que la fraction continue est simple ou mixte, quelles sont les propriétés des racines de l'équation à laquelle satisfait cette fraction.
264. Théorème. — L^équation du second degré à laquelle satisfait la valeur d'une fraction continue périodique simple a ses deux racines x^j x^ de signes contraires. De plus, ces racines satisfont aux inégalités
(^7) — i<.Ti<o<i < j-i.
En effet, soil la fraction
(28) Ta, 0, ..., /, a, 6, .... /, . . . j,
l'équation à laquelle satisfait la valeur de cette fraction s'obtient en faisant k = i dans l'équation (26), ce qui donne [en se rappelant (n« 90) que Po= i, Qo= o, P., = o, Q., = 1]
Q/ka?«-h (Qa-i- P/,)x - P/i-i = o.
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Il est évident que cette équation a ses deux racines de signes contraires.
D'autre part, la racine positive de cette équation, étant égale h U fraction continue (^8), est plus grande que a et, par suite, que i.
Enfin, SI nous remplaçons j: par — i dans le premier tnemlire de réqualion, nous trouvons
Q/i -- O/î-i -^ Pa— î^A-ï»
quantité é%îdemnient positive; donc — j est extérieur aux racines: d'ailleurs, ne pouvant élre plus grand que la plus grande, qui est positive, il est plus petit que la plus petite. Les inégalités (27) sont donc établies,
26S. Teêdreme. — U équation du second degré, ti laquelle xfitîs/ait la valeur d'une fraction périodique mi^stef dont lu pftrtie irrégulière ne contient quUtn qttottent incomplet, peut tuoir ses deux racines x, , x^ posinves, ou ses deux racines de signes contraires; mais, dans ce dernier cas, la racine nêgûit\e est plus petite que -^ i ,
Soit
La. b. ...
la fraction considérée.
La valeur de cette fraction est racine d^ioe équation qui s^nbtient en faisant /i ^ •?, dans Téqualion (a6). On trouve ain^î. ci» remarquant d'ailleurs que P* = m et Q^ :^ 1 p
Q/^j:'~(P/i-r- /nQh~ Q/i^|}Jf H- mP/4— P/^^i - o.
Le produit des racines esL
Qa ou, en remplaçant P^+t par i]\ -h l%_i,
Si m > /, comme d'ailleurs lVt> 1*a_m ce produit est pûsi
lif
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D'ailleurs Tune des racines est égale à la valeur de la fraction continue que Ton a supposée positive.
Donc si m > / les deux racines sont positives.
m ne peut pas être égal à /, parce qu'alors la période commencerait au premier quotient incomplet, et la fraction serait périodique simple.
Si m<Clj le produit des racines est négatif; les racines sont donc de signes contraires.
Remplaçons alors x par — i dans le premier membre de l'équation; nous trouvons
( Q/i -t- Pa )( iH- /?t) -( Pa-hi -H Q/i-H, ) ou, en remplaçant Pa+, et Qa^., par /Pa+Pa-i et /Qa+Qa-i,
(Qa-+-P/*)(i-+-/W) — (^QA-+-Q/,-,-H/P/i-HP/,-i)
ou
(Qa-^ P/.) (I -+- Aw - /) - (Q/i-,-t- P/,_i).
Or I -f- m — / étant négatif ou nul, ce résultat de substitution est négatif. Donc la racine négative est plus petite que — i .
266. Théorème. — V équation du second degré, à laquelle satisfait la valeur d^ une fraction périodique mixte, dont la partie irrégulière contient deux quotients incomplets, a ses deux racines positives , excepté si le premier quotient incomplet est nul et le second plus petit que le dernier quotient incomplet de la période. Dans ce cas, les racines sont de signes contraires, mais la racine positive est plus petite que i .
En effet, soit
la fraction proposée. On obtient l'équation à laquelle elle satisfait en faisant, dans l'équation (26), â:=:3; on trouve ensuite, par un calcul analogue au précédent, pour produit des racines
\ni P/,H_, P/,+, /n. Y\ f\ '
n — / nVst pas oui, car sinon la période commencerait un raaf plus Lot qu^on u^a supposé. Donc, si m n^est pas nul, les qum-
tîtés — ? ir^' Yr^ étant plus petites que i, on voit que les dçtiï
termes de la fraction sont du signe de n^l; donc cette fraction est po&ÎLÎve, et les deux racines sont de même ^igne. D^ailleurs Tune d'elles (la valeur de la fraction continue) est positive. Doue elles le sont toutes les deux.
Si m =. o, la fraction se réduit à
o, n, a, h, . . ,, i.rjt. à.
Elle est égale à l'inverse de ta fraction
In.ai .,.,;, a,. *,,/, ..J,
Donc Téquation dont dépend la première fraction acammeF»* cines les inverses de celle dont dépend la seconde fraction. Or ûû sait que, ou bien la seconde équation a ses deux racines positives (si /!>/), il en est alors de même de la première; ou l>ien la seconde équation a une racine positive plus grande que i, et mie racine négative (sî n<ii); alors la première a une racine pasîlivt; plus petite que i et une racine né^^'ative.
267. Théorème, — L'équation du second degré, à Imiueltc^ satisfait la valeur d'une fraction périodique mixte, dont la partie irrégulière cùntieni plus de deux quotients incomplets^ a ses deux racines positives.
En effet j soit
ïm,H, ...,p,a, b, ..., tf a, ù, ..., t, .,,1
cette fraction, la partie irrégulière contient A — i termes.
L^équation à laquelle satisfait cette fraction est réquation (26). Le produit des racines est
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qu'on transforme facilement en
(pQk-t H- QA:-3 )QA:-I-/«-î — Qk+t{ IQk-hh-i -+■ Qa-»-A-8 )
ou
^ Pk-t Pk^h-t Pk-tpk^h-t
D - / est un entier non nul; ^, w^"^^ ^' ^^^^^ sont des
fractions plus petites que i; donc ce produit est positif. Donc les deux racines sont de même signe et, par suite, positives.
268. Conclusion, — Des théorèmes précédents on conclut que les racines de l'équation du second degré à laquelle satisfait une fraction périodique simple satisfont aux inégalités (27), mais que les racines de l'équation du second degré à laquelle satisfait une fraction non périodique simple n'y satisfont jamais. Donc :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre algébrique du second degré soit convertible en une fraction continue périodique simple est que ce nombre soit plus grand que i et que son conjugué soit compris entre o et — i .
Soit
l'équation dont ce nombre est racine.
Les conditions précédentes donnent
{a — ib -\- c)c < o, (a -4- 26 -h c)a < o.
269. Condition pour que deux nombres algébriques du second degré O), (s)' donnent naissance à deux fractions continues dont les périodes soient formées des mêmes termes, se succédant dans le même ordre, les périodes ne différant que par le terme initial.
Autrement dit, les deux périodes se déduisent l'une de l'autre par permutation circulaire des éléments.
tgS OfAP. V, — LES 50M11ES INCOMMl^rSinRAULES.
Si les deux périodes élaîerjL écrites sur une circonférence^ d<: laçop que le dernier terme revînt se placer à côlé du premier, elles seraient identiques.
Il est bien ëvideni que cela revient à dire que les deu3t fraetioti^ continues sonl îdenliques à partir d*un cerlaîn quotient incomplet et rëciproquemenL.
Donc la condition cherchée est (0° S133) qu'il existe entre Ie*i deux nombres la, w' une relation de la forme
, xta -+■ 3
%j (3, y, étant quatre nombres entiers satisfaisant â l'une de^ conditions
it^ — py — Ttt,
Nous terminerons ces considérations sur les fractions contiaiie'ï périodiques par le théorème suivant qui nous sera utile plus tard :
Théorème. — Soil
\fj, b, , .^, i, a, ù. .. ,, L ...] = X
une fraction périodique simple dont la période coniieni h éléments. Si h est impair, il existe quatre nombres entiers \j jÀ^ V, satisfaisant à f égalité
ei tels que
Xp^f4v=-
Im-
vaf H- p
Réciproquement, si la valeur j^ d'une fraction périadiffu*' simple satisfait à une égalité de la forme (3o), Âj Uj y, p étant des nombres entiers satisfaisant à r égalité (39), le nombre des termes de la période de x est impair.
En elTetj si Ton désigne par - et ^ la deruit re et ravant-der-
^ P oière réduites de la fraction continue limitée
\a,b,,.,,il
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on a, d'une part,
vx -H p
et, d'autre part,
Réciproquement, si l'on a
kX -\- [L
VJ7-T- p
et
Xp — (IV = — I , h est impair.
En effet, l'égalité x = — — ^ est un cas particulier de l'égalité (6) du n° 233, o)' et o) étant égaux à x. Soit donc
ce développement étant écrit de façon qu'il ait un nombre impair 'xp 4- I d'éléments ( ô étant remplacé au besoin par — i -+- - K on en déduit, comme au n^ 233, (3l) a? = [a,p,...,e,/-Ha-]= ra,p,...,e,rH-a,6,c,...,/,a, ...,/,...!.
Si cette fraction est irrégulière, transformons-la en fraction continue régulière. On pourra dans la fraction (3i) trouver une période (a, 6, . . . , /) assez éloignée, la (A' -+- i)'*"« par exemple, telle que cette période et les suivantes ne soient pas changées.
Quant aux a/? -h i H- ArA éléments précédents, ils sont remplacés par des éléments dont le nombre est de même parité que
2^ -f- i-H kh.
Le nombre de ces éléments peut donc être représenté par
iq '\-\-\'kh.
On obtient ainsi
x=/a'p'...Ca, ^ ...,/, ci,b, ..., /, ...\; le nombre des éléments a'^'. . .Ç' étant
2ÙO
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Mais ce développement de x^ ëtaal régulier, doit être identique au développement
Donc les 2^ H- i ^ kh premiers ëiémenis consUiuenl un certain nombre de périodes.
Donc 'Jif/ -\-i -^kfi esi un multiple de /i. Donc il en eâi de même de ay -f- k Mais 2q -h i est impair. Donc h^ qui est un diviseur de 2iy + I , est lui-niémc impair {*).
(') La rccltercUc drs carai^lères r|u» disliTigucut les riombtc^ t'omincftsurable» des iticcimtiiensurabLeâ, les nombres algébriques des différcois degrés tnlrt eus, et enlîti les nombres algébriques des nombi^s transicendaau, est très peu avanrêe.
Il n'y a guère a citer comme rt^Miltai positif, à pttrt ceux énoncés dins ee Ch*rilre, que le théorème suivant : ies nonthres e et tc tant transcendants.
Les premières recherches, relatives k ce sujet soûl ducs à Lambert {A%iémùêr^ de l'Académie de Berlin ^ 1761, p. a 65).
La transccrtdaucc de « a été démoDlréc pour h première fols par \L Het-aiîtr {S tir la fond ion exponentielle^ P*ri*; 1874).
CeUe de it a été démoiilrée pour Ui première fois par M. Lindemann {Muihematische Annalen, lîd. 20, p. n3).
En ces deruiers temps, M. Klein a doniié de ce& deux irans^^eodafice* la démonstration la plus simple qui existe (voir Leçom sur cerf aines questions de Géométrie élémentaire, tiédactton française par J, Gnresa ; Paris, Non> ).
Jacobi a essayé de généraliser le tbéorênie de La granit;, pour les nombres algébriques du troisième degré, par un algorithme, généra li sa tinn de» fraettcms continues. La question a été reprise par MM. Hermile et Charve, mais o'i pas été résolue complétementH { Votr Vortesungen iiber die Nùtur der IrrutmmmisaïUenf par Baclimann. p. laS et suiv. Leipattg^ Teubner)
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CHAPITRE VI
LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES
§ I. — Formes quadratiques binaires. Formes contenues Tune dans l'autre.
271. On appelle /orme un polynôme entier homogène^ Les formes se classent, d'après le nombre de leurs variables, en formes à une variable, deux variables ou binaires, trois variables ou ternaires, etc.; et, d'après leur degré par rapport à ces variables, en formes linéaires, quadratiques, cubiques, etc.
Les formes dont nous nous occuperons ici sont à coefficients entiers, et les variables y sont supposées recevoir des valeurs entières. Aux n®* 113 et 114 nous avons parlé des formes linéaires. Actuellement nous nous occuperons des formes quadratiques binaires.
272. Dans une telle forme, il y a trois termes, un terme en x^^ un terme en xy et un terme en y^ (j*, y étant les variables). On peut supposer que le coefficient du terme en xy soit pair; car s'il n'en était pas ainsi, on multiplierait la forme par 2, et l'on étudierait la forme obtenue.
Soit donc
ax'^ -h ibxy -+- cy^
une forme quadratique binaire.
Nous désignerons souvent cette forme par la notation plus simple (a, b, c).
Si b^ — ac est un carré parfait, la forme quadratique se décompose en un produit de deux formes linéaires à coefficients entiers, divisé par a,
ax'^-^^bxy -4- cj^*= —{ax-^by-^ ^b^^acy){ax'\-by — ^b^^acy)-
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Nous supposerons donc à Tavenir que ù- — ac n'est pas un carré parfaii^
Celle expression changée de signe ^ soit ac ^ b^^ âe nomme le discriminant de la forme et nous le dt^ signerons par D-
273. Le problème qui nous occupera prîncîpalemeni est de savoir qut^ls sonf ies nombres qui sont représentables par une Jo I m e q u a dra i iq a e. bin a ire .
D'après les dénnilions données au n" 113 nous dirons qu'un nombre n esi reprcsenlabte par la lortne «x^^-t- atjry + rj* )orst|u'fl existe des valeurs de œ ely telles que
ax* -i-2b^y -h cy^ ^ n .
274, Représentation propre et impropre. — Mais nous ferons immédialement une dlslinclîofi. ISous dirons que la représenlalion
du nombre n par la forme est une représenlalion propre , lorsque X et y sont premiers entre eux.
La représenlalion esl impropre dans le cas coniraire.
Supposons qu'un nombre ^ soit improprement repr/senlé par une forme ax^-h àùxj- ~l- cy^j soil ô le plus grand commun divi- :§eiir de 0? el^5 soit
x' el^' sont premiers entre eux, et Ton a
ce qui montre : i^ que n esl divisible par 5-; li"* que ^ est prù-
prement représente par la forme {a, i, c).
11 suit de là que pour trouver les formes qui peuvent représenier improprement un nombre donné, !J suffit de diviser ce nombre par les diviseurs carrés qu'il peut avoir^ et de chercher les représentations /?ro/Jre5 des quotients.
Inversement, pour trouver les nombres qu%me forme donner» peut représenter improprement, il su fil L de trouver ceint qu'elle peut représenter proprement, et de les multiplier par dei carm quelconques.
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A partir de maintenant nous ne nous occuperons donc plus que de la représentation propre, et il nous arrivera de sous-entendre le mot /?ro/?re sans qu'il en résulte d'ambiguïté.
Formes primiliçes ou non, — On dit que la forme
est primitive lorsque les trois coefficients «, 6, c n'onl pas de diviseur commun.
Si la forme n'est pas primitive, soit S le plus grand commun diviseur de a, 6, c, la forme peut s'écrire
8(a'a?*-f- ^b' xy -^ cy^)^
a' x^ -{- 1 b' xy -^ d y^ étant une forme primitive. On voit donc que l'étude des formes non primitives, et de la représentation des nombres par ces formes, se ramène à celle des formes primitives; mais nous ne supposerons pas d'ailleurs dans ce qui va suivre (à moins que nous ne le disions expressément) que les formes soient primitives.
Substitutions linéaires, — Effectuer dans la forme
ax^-\- ibxy -^^ cy^ = {a^byc)
une substitution linéaire f ^ ), c'est remplacer dans cette forme
x par a a:' -H ^y\ • y par y^'^- ^y'
(nous supposons, bien entendu, les nombres a, p, y, 8 entiers.) On obtient évidemment ainsi une nouvelle forme quadratique
a'ar'«-+- ib' x' y' -\- c' y'^=^ (a\ b\ c'), en posant
6'= aap -4- 6(a8 -\- Py)"^ ^Y^»
c' = ap«-h26p$-4-co«.
On dil que la forme (a', 6', c') est la transformée de la forme (a, &, c) par la substitution ( n ]• ^> ?» Y? 5 s'appellent respec-
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livcment le premier, le second, etc. coefficient de la substitutioD. Comme nous ne nous occuperons que de sub^iti luttons linéaires, il nous arrivera de supprimer le mot linéaire, sans qa'il eu résulte
d^anibîguïtë,
277. Déterminant d' une substitulion* Relatian entre ce déterminant et les discriminants des deux /ormes. — On appelle déterminant de ta substitution le déterminant
Posons-Jc égal à A, Nous supposerons toujours à^o.
278, SoU D le discriminant de Ja forme ^.r^+ 26jErv-hcr*; IJ' celui de la forme a'^'^-h sft'iî'y + c'y^.On a la relation fondameutale
D'^ DA
Pour la démontrer il n^y a qu'à remplacer D, D\ à. ptr leurs valeurs, et vérifier ridentilé obtenue*
Cette relation montre immédiatemeot que sî la première forme (cï, 6, e) se décompose en un produit de formes linéaires, c^està-dire si — D est carré parfait, — D' est également carré parfait* el, par suite, la seconde forme se décompose aussi.
Celte relation montre aussi pourquoi dans la substitution ( *1
nous supposons toujours A ^ o* C'est parce que, sî l*oh supposait A ^ o, on aurait aussi D':= o : la seconde forme serait donc carré parfait.
279. Formes conienues l'une dans l'autre. — Nous avons dit plus haut que le point le plus important de la théorie des formes est de savoir quels sont les nombres qu'une forme peut représenter.
Or considérons une forme (a^ 6, c) et sa transformée (a\ b\t^} par la substitution
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Les variables x, y^ x\ y étant liées par les relations
il est bien évident qu'à tout système de valeurs entières de x' y' correspond un système de valeurs entières de x^y.
Donc, tout nombre représentable par la seconde forme l'est aussi par la première. On dit que la seconde forme est contenue dans la première.
§ II. ~ Notions sur les substitutions linéaires à coefficients entiers. Substitutions modulaires. (Groupes de substitutions. Congraences de substitutions.
Supposons que sur une forme
on efTeclue la substitution linéaire ( ^ ); on obtient une nou-
velle forme
Supposons que sur celle forme (a', 6', c'), on effectue la nouvelle substitution ( , î')' ^° obtient une nouvelle forme
Or on peut passer de la forme (a, 6, c) à la forme
par une seule substitution linéaire. En effet, les relations
X = aj7'-h 3y, x'= T.'x'-h p'y,
donnent
Autrement dit, effectuer sur une forme la substitution f ^ )>
, ^, J revient à effec-
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tuer sur k première forme la stibsiîluLîoo ( , l' ,
On dit que cette dernière Bubstitution est le prodaii des deui premiirres.
On conçoit facilemeot qu'au lien de deux subâtiliitions successives, on puisse en faire un nombre quelconque, et Ton voit que celle suite de substiLulJons pout toujours se remplacer par une seule, que Ton appelle produit des précède nies ^
281. Thkoîieme. — Quand une substitution linéaire est égale ait produit de plasieurf! aulres, le déterminant de cette substituiion est égal au produit des déterminants des autres.
Il suffit évidemment de vérifier ce théorème pour deux substi-
lulions* Or le produit des deux substitutions ( ^\ ( , ;J
étant égal à
le lliéorème en question n'est autre chose que renonce de ridentiié bien connue
tta'H-P7'
f «' -h Sy'
Y?'-^ÎS'
282, Hemarque* — L'expression employée, produit de substitutions, ne duît pas abuïier sur Tanalogie qui existe enlre ces produits et les produits de nombres* Par exemple, le produit de substitutions dépend^ en général, de P ordre de ces subuitutions. En efTet, le produit de la substitution
(t oJ ^'^^ W ^J "' It^^-Sï' tr-arj'
tandis que le produîi de
[■;' «•; ""'' [■; 5J "*' Uy'-yS' flY'H-îî'j' ces deux produits ne sont pas identiques en général.
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283. Puissance d\ine substitution, — En particulier, on ^ip^eWe puissance m'^'"* dUine substitution, le produit de m substitutions identiques à celle-là.
Par exemple
Le déterminant de la puissance m"''"* d'une substitution est égal à la puissance m*^"^^ du déterminant de cette substitution,
284. Substitutions inverses. — Si Ton passe des variables x^y aux variables x\ y par les relations
X = ax'-h ^y\
inversement, on passe des variables x',y aux variables x^y par les relations
OT B V
La substitution la substitut
s'appelle substitution inverse de
titution (^ ^V
285. Théorème. — Le produit des déterminants de deux substitutions inverses est égal à i .
C'est-à-dire que
C*estune identité extrêmement facile à vérifier, étant donné que A = ao — py.
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286* Siibsiîtuli'ons de délerminani égal à ± i . SubÊtilaliùns modulaires. — Tout ce que nous venons de dire jusqu'à niaintenant s'applique quels que soient les nombres a, p, y, S; maïs il est bien t:lair que, dans la tJiéorîe des nombres, on ne considère
que des substitutions u coefficients entiers.
On n^aura donc à considérer la substitution inverse |
\^ j qu à condilion que ^* 2» ;^' ^ soient dc3
nombres entiers. Il résulte de là que ao et py doivent t^tre divisibles par 1^. Donc oto — py, c'est-à-dire A, doit lui-même être divisible par A-, ce qui exige que A = ± i (le cas de A = o étani écarlê).
Ainsi nous n'aurons à considérer que des substitutions de déterminant égal à ± t .
Parmi ces substitutions nous aurons principalement à cousi* dérer les substitutions de déterminant t^gal à H- i . Nous les apjjcllerons substitutions modukures*
287, Puissances négatives d'une subsliiuiion. — Par définition, la puissance — i d'une substitution, c'est la substîtutioci inverse.
Quant à la puissance {— /?r'''"^) d^une substitution^ c^eslla puissance m*^"^ de la substitution inverse.
Le théorème du n^ 283 s'applique au\ puissances négatives*
288, Notations abrégées pour les substitutions. — M notiô arrivera souvent de désigner une substitution par une seule lettre cl de dire, par exemple la substitution A, la substitution B^ etc.
Le produit de plusieurs subsliluiions A, Bj C se désigne par ABC, la substitution à gauche étant celle que l'on effecîti^ ta première^ et ainsi de suite dans Tordre » Le produit de plusieurs substitutions dépendant de Tordre de ces substitutions, on n^a pas en général
ABC = OAB.
La puissance ni"*^^^ d'une substitution A se désigne par A*",
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Cette notation s'applique encore lorsque m est négatif.
En particulier, la substitution inverse de la substitution A se désigne par A~*.
Le produit de deux substitutions dépendant en général de leur ordr^, quand on multiplie une substitution A par une substitution B, il faut indiquer si on la multiplie à droite ou à gauche. Le produit de A par B à droite est AB; le produit de A par B à gauche est BA.
AB = BA
Soient
\Ya'-f-8f' YP'-t-8S7' V«Y'-t-T8' Py'-+-88'/'
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Pour que les subsLilutioûs soient échangeables il faut donc tù\ suffit que Ton ait
Il serait facile de trouver la forme générale des coefficîenis 3. pj -f, ù^ a\ p>\ -f, 0' satisfaisant à ces conditions, mais cela nous serait inutile.
291 . En particulier, deux puissances d'une mime substiiuûûh sont échangeables entre elles.
Car évidemment
Xm \p = XpA^ — A'«+/',
On voit de plus que pour muliiplier deu^ puissances d'unr même subsiiitition^ il suffît d^ ajouter les exposants,
292. Celle règle s applique aux puissances négattveSj pourvu qne Ton définisse convenalilemenl la puissance zéro,
11 est bien évident que A "* est la substitution inverse de A*« Donc le produit de ces deux substitutions n'est autre que la sub-
slttutton identique ^ 1 (la substitution qui consiste a rem-
placer j^ par :r et j^ par j^, c'est-à-dire, en fait, à ne rien sobsliluer).
Celte substitution identique pouvant, évidemment, être &iipjiriraéedans un produit quelconque , désignons-la par 1 .Convenons ensuite que A*= i , et nous voyons qu'on a
La règle du produit de deux puissances s'applique doneà deui eiposanls égaux el de signe contraire; et on Tétend facilement à deux exposants quelconques.
293* llemarqne sur la substitution inverse d'un prodtnt, - Pour écrire la substitution inverse d'un produit de substitutioni, ♦* suffit de renverser Tordre des facteurs et de cbanger de §igne I<?s
A«B-»C»)-»= C-»BA
294. Groupes de substitutions, — On dit que des substitutions, en nombre fini ou infini, forment un groupe lorsque : i^ le produit de deux quelconques de ces substitutions appartient au groupe; 2^ l'inverse d'une substitution du groupe appartient au groupe.
Un groupe quelconque contient la substitution identique. En effet, soit A une substitution du groupe, la substitution A"* appartient au même groupe, et il en est de même du produit A. A~*. Or ce dernier produit n'est autre que la substitution identique.
295. Exemples de groupes, — I. La substitution identique forme à elle seule un groupe.
III. Les six substitutions
comme on le vérifie facilement.
rV. D'après les théorèmes des numéros 281 et 283, les puissances, tant positives que négatives, d'une substitution modulaire ou d'une substitution de déterminant égal à — i forment un groupe.
V. Toutes les substitutions modulaires forment aussi un groupe. Ce groupe est appelé le groupe modulaire,
VI. De même l'ensemble de toutes les substitutions modulaires cl de toutes celles de déterminant — i forment un groupe.
296. Congruence des substitutions par rapport à un module. — On dit que deux substitutions à coefficients entiers
( •^j' (,' ^') ^^^^ congrues par rapport à un module /î.
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graud commun diviseur de y el S soil premier avec /î, auirerûcni dit f.|ue les trois nombres *f^ o, n soient premiers dans leur ensemble. Formons do oc d^aLord tous les couples de nombres -if, 2 in congrus deux à deux (mod n)^ qui salîsfonL à cette condition. Le nombre de ces couples esl(p2(/î) (n^^TT).
Je dis qu'à chacun de ces couples correspondent n systèmes d* valeurs (valeurs déterminées au mod n près) pour a, ^. En eflet. donnons à p une certaine valeurj la valeur de a est alors déterminée par la congruence
( mod fi h
Soil d\e plus grand commun diviseur de o et n (d peut étn* égal à ï, cela ne cbange pas le raisonnemcnlj. Pour que la con- ^ruence (4) soît possible, il faut donnera ^ une valeur telle que
yp -h î = o {modd}.
Or^ "( et d sont premiers entre eux, car sinon ^^ ^ ^t '^ Q<^ seraient pas premiers dans leur ensemble.
Donc la congruence (5) a une solution et une seule (mode/;.
Ayant pour p une valeur (mod rf), on en déduit -% valeurs (mod n .
A chacune de ces valeurs de [3 correspond une valeur de yp-f- 1 divisible par d, soit
La congruence (/j) devient alors
Sï^ rd {iuodn)
ou
■ (mod 5).
Les nombres ~ ^t -> sont premiers entre eux : donc cette congruence donne pour ot une valeur rmod ^ J *
Ayant pour œ une valeur (mod-^V on eti déduit d valeur*» (mod il).
Puisqu'il y a "2 valeurs pour ^, et qu'a chacune de ces valeurs
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répondent cf valeurs pour a, cela fait bien n systèmes de valeurs pour p et a.
Conclusion. — Il y a ^^i^) systèmes de valeurs pour y, S, et à chacun de ces systèmes correspondent n systèmes de valeurs pour a, ^. Donc le nombre des systèmes de quatre nombres a, ^, y, 8 est égal à n^j (/i). C'est le nombre cherché.
Cas particulier. - Si /i est premier, le nombre cherché est
300. Théorème. — Si deux substitutions A et B sont cong^rues (mod/i), les produits à droite ou à gauche de ces substitutions par une même substitution C sont aussi congrus (mod/i).
Soit
On a
H:iy -(:-^:> Hl
o'v yV'^^'P
Par hypothèse,
A = B (modn),
c'est-à-dire
Q^B' f (G) "^ , > (modn).
11 en résulte évidemment
(7) v r o r^ ; (mod/in
aX-f-pvr=a'XH-p'v «fjL -h Pp = a' fx H- P'p yX -H 8v ^ y' ^ "*■ ^'^ Yfx -+-8p = y'K"+" ^'P
On voit de même que
c'est-à-dire
AC^BC (mod/i).
CA — CE (modn).
GHAl\ \U
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Réciproquement^ si
AC 5^ BC f mod/î f,
r.'f sfV^jf substitution C o w/î déterminant premier avec «» 1/ <?n
résulte
A = B trîiod/i).
CVsl ce qui arrive, en particulier, lorsque la substitution C est modulaire.
Ko eflTclj par hypothèse, les conditions (7) sont remplies. MiiltipHons la première par p, h seconde par — v^ et ajoutant.
il vient
ou, puisque Ip -- p est premier avec /?,
a ï^ a' (modrt).
On voit, d'une façon analoguei que les autres conditions \^^ 5ont remplies.
On voit de même que, si
GA -^ CB ( moàn).
et que le délemiiuant de G soit premier avec /i, il en résulte
A ^B f mod n u
301* Périodicité par rapport à un module n des puissances d'une substitution modulaire, — SoitA une substitnlîou inodtJ
laire. Considérons ses puissances successives : soieni d'abord §eï puissances positives
A^ AS A
Toutes ces puissances sout elles-mêmes des subsiiiuiions modulaires ( n" 293).
Or le nombre des substitutions modulaires incongrues (mod/t ëtant limité, il y a forcément j dans la suite (8), des lermes qui ?t reproduisent* Soîl
^m^p^m^p (modnj.
Ceci peut s'écrire
A^ X A* ^ A'" X A^ ( mod n *.
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On en déduit (no 300)
X^ . Xp (mod/i)
On conclut de laque la première substitution qui se reproduit (mod n) est A®. Et si Ton appelle Ap la première substitution qui lui est congrue, les termes de la suite (8) forment une suite périodique, le nombre des termes de la période étant/?.
Ce résultat s'étend sans peine à la série indéfinie dans les deux sens formée par les puissances négatives et positives de la substitution A.
302. Nous n'aurons pas besoin de déterminer plus précisément le nombre/? (*); bornons-nous à démontrer que/? est un diviseur de /i^2(/i).
En efiet, considérons la suite des p puissances de A,
Si ces /? substitutions forment toutes les substitutions modulaires incongrues deux à deux (mod/ï), on a
et le théorème est démontré.
Sinon, soit B une substitution non contenue dans la suite (9;; considérons la suite
(10) BA», BA», ..., BAP-».
Deux de ces substitutions sont incongrues (mod/i), puisque ce sont les produits à gauche par une même substitution B de deux substitutions incongrues.
De plus, une quelconque des substitutions (10) est incongrue à une quelconque des substitutions (9), car si Ton avait
BA*-A*', on aurait
ce qui n'est pas, par hypothèse.
( ' ) Pour la détermination de ce nombre /?, voir^ par exemple pour le cas de n premieri VAlgèbre supérieure de Serrkt, t. II, p. 342 et suiv.
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Si les subslitulionâ (9) et (10) formenl Laules les substUulioits modulaires incoDgrues deux à deux {mod /? j, on a
p ^ -àn^ii n K
t*t le lliéoromc est démontré.
Sinon, prenons une âubstiLulion C qui ne soit contenue ni din* la suite (9), ni dan» la suite (lo); considérons la suite
GA^ CA
CXf'-K
On verra que ces nouvelles âubstituticns sont incongrues entre elles et au5t pri^cédentes. Si les substiluiions (g), (to), (11) formeot toutes les substitutions incongrues deux à deux (mod n)^ on a
et ainsi de suite»
p — ànfiin ),
§ IIL — Formes équivalentes- Classes de formes. 303. Formes équipaientes. — Soit une forme
Faisons la^âuLslitulton
nous obtenons une nouvelle forme
a* jc'* H~ a b'^'y* -H c'y*.
Nous avons vu (n*' 279) que U première forme contient la seconde, parce que, à tout système de valeurs entières de .r ' et v' correspond un système de valeurs entières de £ et j- Mais remarquons maintenant qu^on a inversement
,^- ^^-Pr
Si donc A =di I, il s^ensuivra que^ à tout système de valetirs
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entières de x et y correspondra aussi un système de valeurs entières de x' et y.
Donc la seconde forme conlient aussi la première. On dit alors que les deux formes sont équivalentes. Ainsi deux formes équivalentes sont deux formes telles que Von passe de Vune à l* autre y par une substitution linéaire de déterminant égal à±\. Chacune de ces formes contient Tautre. Tout nombre représentable par Tune des deux formes Test aussi par l'autre. Les deux formes représentent donc les mêmes nombres.
Exemple. — Soit la forme
x^ — !^xy -T- a^*.
Faisons la substitution
y = 5^7' T- iy\
dont le déterminant est égal à i , et nous obtenons la forme transformée
— x'^ — ix'y' -^y"^,
équivalente à la première.
304. Étant donnée une forme, on obtient toutes les formes équivalentes, en lui appliquant toutes les substitutions de déterminant égal à ±: 1 .
Toutes ces formes équivalentes ont même discriminant, à cause de la relation du n**278 que donne ici D = D'. Mais la réciproque n'est pas vraie; deux formes de même discriminant ne sont pas toujours équivalentes.
Exemple. — Les formes
ont même discriminant 12; cependant elles ne sont pas équivalentes.
En effet, la première ne peut représenter qu'un nombre ^ o ou ^i(mod4), taudis que la seconde peut représenter un nombre ^ 3 (mod 4).
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30o. Classes de formes, — Mais nous pouvons nous borner à la considération des formes qui se déduisent d'une forme donnée par toutes les substitutions de déterminant égal à -|- i ou substitutions modulaires.
En effet, soit A une substitution de déterminant égal à — i.
Considérons la substitution
Le déterminant de cette substitution N est aussi égal à — i. Si donc nous posons
AN-» = A
A' est une substitution modulaire.
Or
Donc toute substitution de déterminant égal à — j est (''gale à une substitution modulaire multipliée par N.
Nous nous attacherons donc spécialement à l'équivalence des formes qui se déduisent l'une de l'autre par une substitution modulaire.
On dit que ces formes appartiennent à la même classe que la première.
Ainsi, on appelle classe de formes toutes les formes qui se déduisent de l'une d'elles par les substitutions du groupe modulaire.
Les formes équivalentes à une forme donnée se composent :
i" Des formes appartenant à la même classe.
2** De celles qui se déduisent des précédentes par la substitution N, c'est-à-dire en changeant le signe du terme en xy.
Actuellement les problèmes qui se posent sont les suivants:
I. Etant données deux formes de même discriminant, voir si elles appartiennent à la même classe ou non,
II. Lorsque deux formes appartiennent à la même classe, trouver la ou les substitutions modulaires qui permettent de passer de la première à la seconde,
III. Etant donné un discriminant^ trouver les différentes classes déformes ayant ce discriminant.
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Formes réduites, — Pour résoudre ces problèmes, qui reviennent au fond à la comparaison de deux formes, la méthode consiste à remplacer ces formes par des formes de même classe, mais d'une espèce particulière, et qu'on appelle formes réduites. Tout revient ensuite à comparer entre elles les formes réduites.
Mais ces formes réduites sont totalement différentes suivant qu'il s'agit de formes à discriminant positif, ou de formes à discriminant négatif.
Occupons-nous d'abord des formes à discriminant positif.
§ IV. — Résolution des trois problèmes du n° 305 pour les formes à discriminant positif. Équation de Pell pour un discriminant positif.
Remarques sur les formes à discriminant positif
Soit une forme
Nous supposons
D = ac — b* > o.
Il en résulte que a et c sont de même signe; supposons-les positifs.
Remarquons que a et c étant supposés positifs dans la forme donnée, il en sera de même dans toutes les formes de même classe, car si l'on effectue sur la forme une substitution linéaire quelconque f )> les nouveaux coefficients
à'= aa'-f- 2ba-^ -h c^*
et
c'=ap«4-2^>p8-f-co»
sont aussi positifs.
D'ailleurs tous les nombres représentés par les formes de cette classe sont positifs.
Nous allons niaintenonL démontrer le tliéorénie suivant
TnÉoiiE-nE* — On peut passer d'une forme à discriminant p os it if q il etcottqne {a^b^c) à une fo rm e rédu ite de même classe^ en lui appliquant un certain nombre de fuis tes subMiîf ut ion s S etT,
Cfis deux substitutions étant modulaires, leur application réitérée donne toujours naissance à des formes de même classa que la forme primitive,
11 faut montrer que Ton peut transformer la forme (a, 6, c) en une formai satisfaisant à toutes les conditions (r3), (t4)t (ïS)*
Montrons d'abord qu%Mi peut transformer la forme (a, b^e) f*ii une forme satisfaisant seulement aux conditions (r3).
Dans l'ordre de grandeur des coenicienis de la forme* six cas sont possibles :
al%\b\>c, %\b\>e^a, a\t\>a>c.
é^mm
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Dans \e premier cas, c^a^2|6|, la forme satisfait aux conditions (i3).
Dans le second cas, a^ci;a|6[, appliquons à la forme la substitution T. La forme devient
Cette nouvelle forme satisfait alors aux conditions (i3).
Dans le troisième cas, c^i\b\'>a^ appliquons à la forme donnée m fois la transformation S, la forme (a, 6, c) devient (a, am -¥■ ô, ani^-^- ibm -+- c).
Or on peut choisir m de façon que
a I am -+- ô l '^ a
(il suffit de diviser b par a, de façon à obtenir le reste minimum, et de prendre pour m le quotient changé de signe); m étant ainsi
choisi, posons
am H- A = ^1»
am'^-^ ibm -^ c =^ C\,
La forme (a^b^c) devient
(a, bu Cl), et Ton a
a^i\bi\.
Si Ton a de plus
Cl^2\bt\,
la forme (a, ii, Ci ) se trouve dans le premier ou le second cas et
le problème est résolu.
Mais, si Ton a
faisons sur la forme (a, &i,C|) la transformation T, cette forme
devient
{Ci, — bi,a)
Puis, faisons m' fois la transformation S, m' étant choisi de façon
que
2| C|/n'— bi I ^C|.
La forme devient alors
(ci,6j,ai),
en posant
Ci m'— bi — 6,,
Cl m'* — 2 6i m' — a = «t
our, VI. LES roRiïs quadratiques BniAIlES.
Sil
on a
de ph
eiïal^il.
la forme (C| , //m^ a, ) se Irouve dans le premier ou le second cas, eî le problème est résolu* Mais si Ton ;i
faisons de nouveau sur la forme (C|, ij, ij* ) la transforma tioii T, cette forme devient
(tï|i —et, Cl):
puis faisons la transformation S, m" fols, m* étant choisi de façon ijue
Nous obitendrons une forme
[ai,ùj, Ci); et ainsi de suite.
Je dis qu'en continuant ce procédé on arrivera forcément â une (orme se trouvant dans le premier ou le second cas.
En ellel, si cela n'a pas lieu pour la forme (a, fr», Ci)j canmie h condition
est remplie, c'est que la condition
C|52|èt[
ne l'est paSt On a donc
De même si la forme (e,, ^a, a^ ) n'est pas dans le premier ou le second cas, c'est que Ton a
De même, si la forme (a^ , 63^ c^ ) n*esl pas dans le premier ou le second caSj c'est que Ton a
et ainsi de suite.
On a donc
^ià^\h\>\ct\;
«f > Ct > it, > Ct ,
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Les Dombres ay C{, ^i, ... sont tous positifs. Donc cette suite d'inégalités ne peut se prolonger indéfiniment. Donc on arrive forcément à une forme appartenant au premier ou au second cas.
Dans le quatrième cas, a^2|6l>>c, faisons la transformation T et nous sommes ramenés au troisième cas.
Dans le cinquième et dans le sixième cas, où l'on a
\ib \ > a,
faisons m fois la transformation S, m étant choisi de façon que
^I am -h b I la,
et nous sommes ramenés au premier, second ou quatrième cas. Le problème de trouver une forme de même classe que la forme proposée et satisfaisant aux conditions (i3) est donc résolu dans tous les cas.
310. Reste à montrer qu'on peut satisfaire aussi aux conditions (i4) et (i5). Supposons d'abord que la forme ne satisfasse pas à la condition (i^) tout en satisfaisant aux conditions (i3). Soit la
forme
— aB:r*-h2Bx/-+-C7« (C^|B|).
Appliquons-lui la transformation S, cette forme devient
Cette nouvelle forme satisfait alors à la condition (i {), tout en continuant à satisfaire aux conditions (i3).
Supposons maintenant que la forme ne satisfasse pas à la condition (i5) tout en satisfaisant aux conditions (i3) et(i4). Soit la
forme
Xx^—iBxyn- Xy^ (B>o, A> 2B).
Appliquons-lui la transformation T, elle devient
Cette nouvelle forme satisfait à ta condition (i5), tout en continuant à satisfaire aux conditions (i3) et (i4)*
Exemple, — Soit à réduire la forme
S36 CHAP. VI. — LES rûRlIBS QUA&MATIQITES mifiitES-
Nous sommes dans le siitième cas. Appliquons la substîiuhon S'*, nous obtenons
Nous sommes dans le quatrième cas. Donc nous appliquons la $ul>slilution T qui donne
Nûus sommes maintenant dans le troisième cys. La subslitiUîoa S~^ donne
Cette forme satisfait aun conditions (lii)^ mais non à la condition (i5). Appliquons-lui encore une fois la transformation T. La forme devient
Il)lle est rédnile.
Application au premier problème du
Élu ni données deiu: /ormes de même diseri minant pùsitif.
voir si ces formes appartiennent à la même classe ou non.
Il suffit de remplacer les deux formes données par les fûrnfle> réduites^ respectivement de même classe qu'elles, et de voir si ce$ deux formes réduites sont de même classe* Or ou a le théorèmt suivant :
Ihéoïïemë. - Deux formes réduites de discriminant positif, ne peuvent être de même classe que si elles sont identiques,
312. Pour démontrer ce théorème démontrons d'abord that ioégalités auxquelles satisfont les coefficients d'une forme réduite. Soit (a, bj c) une forme réduite
De rinégalîté
on tire (iC)
De Tinégalité
on tire, a étant positif (a" 306),
ma
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Comparant les inégalités (16) et (17), on obtient
d'où d'où
mV?'
Ensuite on a d*où, a fortiori
3ac=3D-(-36'liD 3a«r'iD,
et par conséquent
313. Soient maintenant (a, 6, c), (a', i', c') deux formes de
même classe, et ( > ) ^^ substitution par laquelle on passe de la
première à la seconde. Nous voulons démontrer que, ou bien ces deux formes de même classe ne sont pas toutes les deux réduites, ou bien elles sont identiques. On peut évidemment
supposer a'
On a
< iO)
i- «a -Py,
Cil )
a'= aa' -»-7.AfltY-î- cy'i
il-?.)
^'= aap -f- h{<il -f- Py) -^ cy8
L'équation (-îi) donne (23) aa'= (ax-h6Y)'-H Dy',*
or
Donc
aat ID,
OU, d'après l'égalité (.i3)
(aa-f-^Y)*-^I^Y*-f ^^ ou
(aa-i-6Y)2':;;DQ - y* V
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Il n^ulte de là que
Donc Y qui ^st un nombre entier ne peut être égal qu'à o, ou
I, SoÏL d'abord y = ^- — ^^^ équations (ao). (38î)> (aa)
deviennent alors
1 = ao,
è' = rta^ H- fiqtÔ.
On en conclut immédialemenl
rt' = rt, b* — ù doit être divisible par a. Mais
Donc |i' — ft|S<^^ (régalité n'étant atteinte que si des deuit nombres 6, // l'un (!'gale ' r^ €t TniUro ^ - aV
Si [i^— 6] < «, ù' — h devant être divisible par a^ c*est qoe
On a déjti
On en déduit
ac — b^= ac — 6'*,
Donc les deux formes sont identiques* Si I i' — A| == fl, les deux nombres b et 6' sont égaux ^ l'un a a^
Tautre à — -a^ DodCé Tune des deu% formes n'est pas réduite
(condition i4)*
iMH
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II. Y = di I. — Les équations (20), (21), (22) deviennent
(24) 1= a$ ipp,
(-25) a'= aa' =ti 26a 4- c,
(26) ^'=aa?-+-6(aSdbp)dzco.
L'équation (fi3) s'écrit
(27) a' — c = aoL^dzibot, Or
Donc
(29) aa*zh26aJo.
D'autre part,
et
Donc
a 2 ' 2 6 1 aa*^J2 6a|.
Donc ( 3o ) a a* di 2 6 a ^ o.
Comparant les inégalités ('^9) et (3o) on en déduit aoL^àz 26a = o,
et, par suite, l'égalité (27) donne
et les inégalités (28) montrent alors que
Ensuite l'égalité (2O) peut s'écrire en tenant compte de l'égalité (24)
b ->r b' = aap -h 26a8 rt: c8,
ou en remplaçant c par a et 26a par ip a 7.'^
b^b'= aapif:aa«5±a8 = a(a[i q:a»od:o)
c'est-à-dire que b -^ b^ est divisible par a.
CIUP, Vh
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On voii^ comme plus haiil, c|ii'il faul pour cela ou bien que
ou bîeo que
Dans le cas nii comme déjà
ei que
ou LM1 dtkluit
Mais la contltLiou (3i) donne de plus
Les deux formes soûl doue (fî, b, a), {fr. — //, a'n tinr> seule peul être réduite d'après la nondilion (rfî). Dans le cas; où
on trouve encore
fi =i a =^ c — c.
Le^ deuK formes sont donc identiques.
31 1, Le premier problcme du u'- 30S est maintenant résolu potïr les formes h (Jiscrîmiuyut positif. On voit que pour f/tjf detW formes de même discriminarii positif appartiennent à la même classe^ it faut et il suffit que leurs formes réduites soient idettùtjues^
Exemple- Les deux formes du u" 304. — Nous avons vu pai" un procède détourné qu'elles ne sont pas équivalentes. Nous fuyons maintenant que cela résulte aussi de ce qu'elles sonl réduites, et ne son t pas identiques.
31 S. Autre exemple. — Soient les àtnx formes de mèmt Ji*crîminaûL égal à 6 :
FORMES A DISCRIMINANT POSITIF. 23 1
Appliquant le procédé connu, on trouve que la première forme se réduit par l'application successive des substitutions
S, T, S-«, T, S3, T, S-« et devient
Pour la seconde forme, elle se réduit par Tapplication successive des substitutions
S-», T, S-3, T, S-> et devient aussi
Donc les deux formes proposées appartiennent à la même classe.
316. Résolution du second problème du /i" 305 pour les formes à discriminant positif.
Deux formes à discriminant positif, ayant été reconnues appartenir à la même classe^ trouver les substitutions modulaires qui permettent de passer de la première à la seconde,
La méthode qu'on vient d'employer pour reconnaître que deux formes appartiennent à la même classe permet en même temps de trouver une substitution modulaire qui transforme Tune dans l'autre.
En effet, soient (a, 6, c), (a', 6', c') ces deux formes et (A,B, C) la forme réduite qui est de même classe que chacune d'elles.
On passe de (ûr, &, c) à (A, B, C) par une suite de substitutions ' S et T, qu'on peut remplacer par une seule substitution G égale à leur produit. De même l'on passe de (a, 6, c) à (A, B, G) par une substitution H. Dans ces conditions, il est bien évident que Ton passe de la forme (a, 6, c) à la forme (a', 6', c') par la substitution GH""', égale au produit de la substitution G par l'inverse de la substitution H. On obtient ainsi une substitution K répondant à la question et qui est évidemment modulaire. 11 faut maintenant avoir toutes les substitutions modulaires répondant à la question.
Soit L une substitution modulaire transformant (a, 6, c) en elle-même. Il est bien évident que la substitution M r-r LR transforme (a, 6, c) en {a\ b\ d).
Réciproquement, soit M une substitution qui transforme
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{a^ù,€) en {a\b\c^). Puisque la siibstîtuiioD K iransforme (a, 6, c) CD \a\l/j€f), la siibsiitudon inverse K * imnsformf (a\i\r') en (a,b,c). Donc la subslitution MK'» traii§fornïr (rt, byc) en elle-même* Soit L celle substitution. On a
cFoû* en mullîpHnni les deux membres à droite par K,
M ^ LK
et, de plusj L est modulaire.
En rcsumi?, on voit que pour tromper tôutPS tes sabstitnUons modtflairês qui Iransforntent (a, /;, ri en \a\ ù\ c'), il faut miiliipiler In sfibstiuition K, à gauche, par toutes les substiiti lions modulaires f/ui It tissent invariable la sabstituitôfi (a^ l/^ r ). De sorte que le problème proposé est ramené au suivunl :
Trouver toutes les substitutions modulaires qui laissent invariable une forme (a, b^ e).
317. Soil ( ^] une telle substitution, a, ^, v* 5 sont Jeter* minés par les conditions
(H'ii (33)
3(3 -fit -t.
rt st^ — à ( 30 H- Py ) - c yS — 6 .
(La dernière équation a^'^-- ^j^b^^Z -{- cù^ -- c est rendue iuulil*par la condition ao — ^y — i , car cette condition suffit pour établir que la forme (a, ft, C) et sa iraïisformée ont même discriminant. Si, de pluSy le coefficient de x^ et celui de xy sôni\& mèmea dans les deu^t formes, il en sera de même dti coefficieûi dej^)
Si dans Téqualion (-1} ) on remplace ao par i -r- py, elle s'écrit
a%^ H-aèPf -Hc^S = 0.
Multiplions Pêquation (/Î5) para, Téquation (33) par — ^ et ajoutons, il vient
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OU, en tenant compte de l'équation (3^),
(36) cf-+-ap = o.
Ensuite, multiplions l'équation (33) par o, l'équation (35) par — y et ajoutons, il vient de même, en tenant compte de l'équation (32),
(37) a(a — ^) -^ib*{ = o.
Les équations (36) et (37) peuvent s'écrire
Soit a le diviseur de la forme, c'est-à-dire le plus grand commun diviseur de a, 26, c, les équations précédentes peuvent encore s'écrire
1_ = Ï = .?LZ1^
d'où,
en
posant
ces
rapports égaux
Pour que P» y, a — S soient entiers, il faut que u soit entier.
En effet, les nombres -1 -, — n'ayant pas de facteur commun, le dénominateur de w, supposé réduit à sa plus simple expression, ne peut diviser à la fois > > — — que s'il est égal à i.
Remplaçons ^ et y par leurs valeurs dans l'équation (32), il
vient
N ac .
aô H — - a* = I a*
ou
(a-+-8)t— (a — 8)» ac .
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OU, diaprés l'équation (io)^
ou
Il suit de là que ^~;~ est un nombre entier* Poâoiis
/«-HDlit
on il
et les nombres «, p, y, 8 sont donnés par les équations (38), (391, (4û), (4i)
Béciproquement, si i*on détermine deAix nombres eniiers sa lis/a isan t à V équation ( \ a ), puis qu'on prenne pour a, ^, ^i o fej vaieurs données par les formules {43 ), ( î4)i {'\^\ {4^^' *
1" ces valeurs sont entières; it" /a substitution i^ HA invariable lafonne (a, è, c).
au
f ^ frw
En effet :
i** Q divisant a eL c, ^ et y donnés par les formules (44) et (<5) sont des nombres eniiers. De plus, ^^ divisant ac et 4 b- divise 4^^ Inéquation (4'i) montre, par suilc^ que ff^ divise 4^*- \)nu(^ ^ divise a/. Il divise cl^aiUeurs ^b. Ceci montre que aixet 2 5 dounét par les formules (43) et (46) sont des nombres entiers. D^Mitle^if* leur somme — étant un nombre pair, ces deux nombres sont de même parité.
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Enfin leur produit
4(/« — 6«M«) _ 4(<T»— acu^) __ / _ a £ A
(jl "" (jl ""V (T <S /
étant pair, ces deux nombres sont pairs.
Les nombres 2a et 20 étant pairs, les nombres a et 8 sont entiers.
•î" Pour vériGer que la substitution ( ^ | laisse la forme
(rt, b, c) invariable, il suffit d'effectuer cette substitution, en remplaçant a, p, y, 5 par leurs valeurs, et de tenir compte de Téquation (4^^)'
318. Équation de Pell. — Tout revient à trouver les valeurs entières de / et de a satisfaisant à l'équation (4'^) î cette équation se nomme équation de Pell. Or, dans le cas qui nous occupe, D>o, la résolution de l'équation de Pell est très simple. Il suffit de donner à u les valeurs o, =bi, ±2, ... croissantes en valeur absolue, jusqu'à ce que la valeur correspondante de /*
devienne négative et, par suite, inadmissible. A chaque valeur de w, correspondra o ou 2 valeurs de /, suivant que c^ — Basera ou non carré parfait.
Examinons les choses d'un peu plus près :
i*' D'abord on peut toujours prendre pour u la valeur o, il faut prendre alors pour t Tune des valeurs ±:a. Ces valeurs de u et /, transportées dans les formules (43), (44)^ (45), (4^), donnent, pour a, P, Y, S, les valeurs (iti, 0,0, ibi), c'est-à-dire qu'on ob-
lient ainsi la substitution identique et la substitution ( ^ j
évidentes a priori, La seconde substitution est celle que nous avons désignée par I (n** 295).
a" Essayons maintenant pour u les valeurs zii 1, il en résulte
Faisons les remarques suivantes :
236 CHAP. Vf, — LBS POIIME9 QtlâPHAT|QLE$ BINAÎRE!t*
La quantité
est [josîtive et divisible par a'^.
Le quotient de 4D par ^^
est évîdemmeoL congru à o ou à — i{niod4). Donc ce quotient est égal au mojDS à 3. On a donc
(Jn conclut de là que la valeur (47) de i^ ne peut être positive ou nulle que si
OU
Dans le cas ou 4D ^ ^o-^j a- est pair, et Ton obtient pour I Tuiie des deuît valeurs li: -
On a alors quatre systèmes de solutions
H = tf II = — t ,
qui donnent quatre substitutions
tu ^
— Cl !A
■ff — ^
Appelons A la première de ces substitutions, on voit facilement que les trois autres àont A ", Al^ A^' L Avec la subslitmioo iden-
mM
FORMES A DISCRIMINANT POSITIF. 287
tique et la substitution i, cela fait en tout six substitutions modulaires qui transforment la forme en elle-même.
Dans le cas où 4D = 40"*? on obtient pour t la valeur / = o et Ton a deux systèmes de solutions :
qui donnent deux substitutions :
L'une élant A, l'autre est AI. Avec la substitution identique et la substitution I, cela fait en tout quatre substitutions qui transforment la forme en elle-même.
3" Enfin on ne peut donner à w de valeurs supérieures à i ; car on aurait alors
Donc
/»=(j«— Dwî^d»— 4D.
Or T^ — 4D est négatif, à cause de l'inégalité (4^)- La valeur de ^2, étant négative, ne peut convenir.
£n résumé, on a trouvé dans tous les cas les substitutions modulaires qui laissent une forme invariable.
En général il xiy en a que deux.
Lorsque 4D =: 3(t^, il y en a six.
Lorsque 4D = 4*''*) *' J en a quatre.
319. Remarque. — Dans tous les cas, il est évident, a priori, que les substitutions modulaires qui laissent une forme invariable forment un groupe. C'est ce que l'on vérifie facilement.
320. Exemple /. — Reprenons les deux formes équivalentes du n° 315 :
On passe de la première à la forme réduite par la substitution
STS-*TS«TS
^m CHAP< VL ^ tes POHMES QUlDnATK^tlSS BmAIBES.
Oo passe de la seconde à la forme réduite par la substitution
On passe donc de la preinièie à là seconde par la sub^tîliitîan
(STS-«TS*TS-J)x(S-»TS-4TS"ï)-i STS-ïTS«TS'.
En faisant le calcul, on trouve que celle substitution est Ta su i-
va II If
/ig H
Vr3 5;
Cherchons maintenant toutes les subâtitulions modalaires qui transforment la forme
en eîle-méme. On a ici
Dr^e, «r-i.
L'ét] nation en t gI u est donc rjui n'a que les deux solutions :
c*est-à-dîre qu^îl n'y a que la substiLulioa Identique on la subslîtulinn T qui répondent è la question. Il ny a donc que les deu%
su b s ti tu tiens :
qui transforment la forme
%o€^jt* — 888 ay' -h 638 j»
3 5^* -h i84a^^ H- alij^-
en la forme
32L Exemple II* — Quelles sont tes stibsiîttHion^ qui transfôrmeni la forme -^x^-h^ô^y-h^ij^ en elle-même?
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On a ici
D = 3, L'équation en t et u est
Elle a comme solutions :
Le premier système de solutions donne la substitution identique.
Le second donne la substitution L
Le troisième donne la substitution A=^l )•
Les trois autres donnent A~*, AI et A~* L
322. Résolution du troisième problème du n^ 305 pour les formes à discriminant positif.
Étant donné un discriminant positif , trouver les différentes classes de formes ayant ce discriminant.
Soit D le discriminant donné. Il suffit de trouver les formes réduites ayant ce discriminant. Or, dans une forme réduite, on a
'Vf-
On prendra donc pour b toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles, satisfaisant à cette condition. Ces valeurs sont en nombre limité.
Une valeur de b étant choisie, on a
ac = 6»-hD.
On décomposera donc, de toutes les façons possibles, 6^ -h D en un produit de deux facteurs positifs (*), et, parmi toutes les valeurs possibles pour a et c, on choisira celles qui donnent une forme réduite (a, 6, c).
( ' ) On suppose toujours a et c positifs.
2iO CHAI"» ri. — LES FORMES Ql A DU A TIQUES Bl?i AIRES.
Il importe de remarquer que Ton obtient ainsi un nombre^/?/
de formes,
323* Exemple / .'
Dans ce cas
IH
Donc
\lc
De
11 n'y a donc qu^une forme rédiiîle de discriminant t, à savoir
Exemple //
ans ce cas
Donc
Ak
D'ailleurs a doit être plus petit que c. Donc
n n'y a donc qu'une forme réduite de discriminant 2, a savoir
Exemple III .
jr*-+- 2^*
Da
ns ce cas
•Vr
Donc
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Si b = 0y
ac = 3.
Donc
rt = I, c = 3.
Si6 = dzi,
ac = 4.
D'ailleurs a doit être au moins égal à | 26|, c'est-à-dire à 2. Donc
n eic étant égaux, b doit être positif. Donc 6 = i . En résumé, il y a deux formes réduites de discriminant 3. à savoir
x^+^y* ei 2x»-(- ajr^-i-a^».
Exemple IV:
Dans ce cas
Donc
^ = ou 6 =±1.
Si 6 = 0,
ac = 7.
Donc
Si 6=±i,
D'ailleurs a doit être au moins égal à 2 ; donc
a — If c = 4»
La condition 26 ^ — a montre que b ne peut être égal à — i ;
donc 6=1. En résumé, il y a deux formes de discriminant 7, à
savoir
x^-hjy^ et ^x^-^ 2Xjr -h iy^.
Exemple V :
D r=II.
Dans ce cas
donc
b — o ou ^ = ib I.
C. iC
!lj^ CIIAP. >K — LES FOnaiES QLADRATIQLIES BIKAtR£Si
Si li^ O,
ae = I r î donc
D'ailleurs a doit être au moins égal à -a ; donc
a — *i| (* = Cîi
ti — 'à, c — \,
Maïs Si a = a, // ne peut ôlre ëgai à — i. En résumé il y a tjtialre formes réduites de discrîmioant \ i*
Exemple VI :
Dsnâ
ce cas
donc
Si 6 =
donc
SiA =
^ = ri.
6^:ha*
«r^fg.
D*a il leurs a doil être au moius é^al à s.
Ou peut donc prendre
^Sli^di
Mais a devant être égal au moins à 4i le plus peiît diviseur de al supérieur à 4 ^st 7; mais si Ton prenait « = 7 il faudmil prendre c ^= 3^ ce qui ne doit pas tHre; donc on n'oblicnl pas ainsi de nouvelle forme réduite.
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En résumé, il y a cinq formes réduites de déterminant 17.
f^ V. — Résolution des problèmes du n° 305 pour les formes à discriminant négatif. Équation de Pell pour un discriminant négatif.
324. Soit (rt, 6, c) une forme à discriminant négatif. Nous supposons donc D = rtc — h^< o.
Il en résulte que l'équation
a (!>•-+- 2610 -f- r = o îi deux racines réelles
ou
en posant
-D = A, A est alors positif.
Ces racines sont d'ailleurs incommensurables, puisque nous supposons toujours que — D n'est pas carré parfait.
Ce sont des nombres algébriques du second degré. Nous les appellerons racines de la forme.
Nous distinguerons la racine qui correspond au signe -{- du radical, que nous appellerons première racine et désignerons par (i>i , de l'autre que nous appellerons seconde racine et désignerons par Wj.
Wj = ) a>j= •
Si rt > o la première racine est la plus grande. Si a < o c'est le contraire.
325. Remarquons que la connaissance d'une forme entraîne celle de son discriminant et de sa première racine.
Réciproquement, si l'on connaît le discriminant et Ut première racine d'une forme, cette forme est déterminée.
En effet, si l'on connaît la première racine, on connaît la .seconde,
â44 mxP. VI. — LIS FORHES QUABft iXlQUES BINATRlS.
qui esl le nombre conjugué. On a donc
:^ Wj.
On en lire
^^ ( (il I H- Wi ) v^i — J
wt -- utt
Donc k forme csl déterminée,
326. liemarque* — Les deux'forme.^ {«,6,c}, (— a, ^6, — c) ont mêmes racin«!S, mais la premièreVracine de Tane est k seconde racine de rauLre.
Réciproquement* — Si denx formes de même discriminant nnl les mêmes racines, mais de façon que la première racine de Tune soit la seconde racine de l'autre» ces deux formes ont lecirs coefficients égaux et de signes contraires.
En eflel, soient (a, 6, c), {a\ &', c') ces deux formes. Ou a, par hypothèse.
^t^ ne — h'^ — ac* = à^
L*ëgdlité (5o) donne
( «1 -h a' ) \/l = ha* — ah\ ^à élanl incommensurable, ceci ne peut avoit licïi que si
il "on
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et alors de l'égalité (49) on tire
327. Substitutions linéaires sur une seule variable. — Effectuer sur une variable w une substitution linéaire ( ^ )> c'est
I aa> H- B •
remplacer o) par — r— rC •
Quand on effectue sur deux variabl^sa:, y. la substitution f ^ ]>
la substitution ( ^ ) ^^ trouve aussi effectuée sur leur rapport - •
Mais toutes les substitutions qu'on peut déduire de celle-là, en multipliant ou divisant les quatre coefficients par \in même nombre, sont distinctes comme substitutions sur deux variables, et ne le sont pas comme substitutions sur une seule.
En particulier, si Ton ne s'occupe que des substitutions à coefficients entiers, de déterminant égal à liz i ; ou, plus particulièrement encore, si l'on ne s'occupe que des substitutions modulaires, les
deux substitutions ( ^ )> r ^ 1 distinctes comme substi-
tulions sur deux variables, ne le sont pas comme substitutions sur une seule.
On peut donc distinguer le groupe des substitutions modulaires sur deux variables et le groupe des substitutions modulaires sur une variable,
328. Relation entre les racines de deux formes équivalentes. — Soit une forme (a, b, c) dont les racines sont <o, et lu^. Supposons que par la substitution ( J(a5 — py^zt i) cette forme
se transforme en une équivalente (a\ 6', c'). Il est bien évident que, si l'on appelle o>', , tOj les racines de la seconde forme, celles de la première sont égales à
aa>', H- p Qfio', -f- p
TT
de sorte que : les substitutions qui transforment une forme en
^^û CHAP* Vt. — LE^ PORTES QttDaiTIQlîIS 8!>'AI1ÈS.
une autre, trans/ormenl les racines de la seconde en celles tir la première.
Mais, je dis Ût plus que, si aS — fi-;' = i , autrement tlil^ si tes deux formes sont de même classe ^ les racines de même nom se correspondent. C'est le contraire si ût5 — ?Y ^ — ''
En eOcl, soit
itfi— — j—r^*
on en Uic
Siipposooà que d^i soit la première racine^ tcmpkçons-la par sa valeur
tt>,=
Il vient
En fiii^aiïL dis[>araîlrc le radical du déuouiiualeur, ou trouve après istuiplificaLions
c'esL-à-dire
. i/ -hi stS — Ûv ) xfb'*—a'G*
Donc : *ïî ao — py = i
iu\ c*.l Ja première racine^
si %Z — Py ^ — I
tù\ iîst la seconde lacino.
liéciproqtiemenfj si entre les racines de même nom, w^ m\ dt: i\eu\ fonues, il existe une relation de la forme
(ïe-?ï-^i>.
ou si entre des racines de nom contraire, il existe une relaiiou de même'forme mais pour laquelle oLù—^y^ — i, si de plus le.^
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deux formes ont même déterminant, on passe de la première
forme à la seconde par la substitution ( ^ )•
En effet, supposons, pour fixer les idées, que la relation existe entre les racines de même nom, et que aS — Py = '• En faisant
sur la forme (a, 6, c) la substitution ( ^ J, on obtient une forme
ayant même discriminant et même première racine que la forme (a', t', c') \ elle lui est donc identique (n** 325).
329. Revenons maintenant aux trois problèmes du n® 305. Le premier de ces problèmes s'énonce ainsi :
Étant données deux formes^ de même discriminant {négatif )', voir si elles appartiennent à la même classe ou non?
Soient (a, 6, c){a\ b'^c') ces deux formes. Pour qu'elles appartiennent à la même classe, il faut et il suffit que leurs premières racines tu, et iù\ soient liées par une relation de la forme
Or, nous avons vu (n'* 269) que pour cela, il faut que les périodes obtenues par la réduction de lUi et w', en fractions continues, soient composées des mêmes éléments, dans le même ordre, de façon que l'une des périodes se déduise de l'autre par une permutation circulaire des éléments.
Cette condition est-elle suffisante?
Soit A, B, . . . , L la période de o), ,
w, = Fm, /i, . . . , r, A, B, . . . , L, À, B, . . .1.
La racine to', ayant une période composée des mêmes éléments dans le même ordre, écrivons
w'j = rm', /i', ...,/?', A, B,...,L, A, B, ...1,
la période de iù\ pouvant d'ailleurs commencer en réalité avant A.
aiS cuir* VI. — LES FORve^ quadhatiqces tiNAiaEs.
Soient
h le nombre des éléments A, B^ * . . , L de la période; k le nombre des éléments m, /i, • . . , /■; k celui des éléments /?i', n\ . . . , //\
Soit d'ailleurs
rA, B, ...,L,A.B,
On a les égalités
wi-
qj g étant respectivement la dernière et ravanl-dernière réduiu*
P^ R' de la fraction cootinue [/?ï,«, ,..,/*]; —;» -pétant celles de lit
fraction continue [/n\ n\ . * , , ^/], d'où en éliminant x^ on oblieni nne relation delà forme
avec
et
ï = P'S-QR', p = PR'— PR.
a^PS'^Q R
«s — pY = ( PS - QR) { P S^- Q'R') = (- if^^\
Si donc A ei k^ sont de même parité^ k -^ k' est pmt et m — ^Y ^ ' • donc les deux formes sont de la même classe.
Si A' et k* ne sont pas de même parité mais que h est impair, rien n'era pèche de supposer que la période de *i>i commence A termes plus loin. On peut donc, dans le raisonnement préçédenlt remplacer k par A" + h ; maià /r + /« -j- A' csl pair; doue dfin% n^ cas encore les deux formes sont de la même classe^
Reste le cas où k et k^ ne sont pas de même parité et ou k e^ pair. Je dis que dans* ce cas tes deux formes ne sont pas de h même classe.
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En effet, on a
PS -QR
PS'-Q'R' = ( -i)^.
Supposons que les deux formes soient de la même classe, c^està-dire que l'on ait
Par réliraination de (0| etcu', entre ces trois équations, on obtiendrait une équation de la forme
__ Xx -+■ Il ~~ yx -\- p
avec
X = P(aS'— yR')-^Q(PS'-oR'), |ji = R(aS'— yR')-^S(PS'— 8R'), V - P(yP'~ aQ')-hQ(SP'- ?Q'), P = R(yP'— aQ')H-S(8P'-pQ'),
d'où
Xp — piv =r (PS — QR)( P'S'— Q' R')(ao — ^^) = (— i/-^*'.
Donc, dans le cas qui nous occupe, k et k' étant de parités différentes, on aurait
Xp — (Jiv — — I.
Or cette égalité est incompatible avec l'hypothèse h pair d'après le théorème du n^ 270.
Dans ce cas, les deux formes sont équivalentes, mais non de même classe.
En résumé, pour que deux formes de même discriminant négatif soient de la même classe, il faut et il suffit: i® que leurs premières racines développées en fractions continues donnent naissance à des périodes composées des mêmes éléments dans le même ordre, de façon que l^une des périodes sr déduise de Vautre par permutation circulaire des éléments; 2® que le nombre des éléments de la période soit impair, ou bien, si ce nombre est pair, que les nombres d^ éléments qui, dans chaque fraction, précèdent un même élément de la période, soient de même parité.
a5û CItAP. VI. — LES POItHES QlADHATIQi;»» BlNAtilB.
eux fûrmes
330, Exemple L — Soient les
et
ded
1SC1 un in an l
On à
pt
— t ^î j x' — î ï û Ty — 76/*
Les deii\ poriodes sont identiques. De plus h^ 1 esl impair. Donc les deux formes >onlde iiiejne classe.
E. temple //. — Soient les deux formes
hx^ — xomy -^ %y^ i\e discriminant — 1 5.
On a _
lu, :
el
K = ^-^^-[<.lM,3^, ■^-]'
Les deux périodes se dédnîsent Tone de Tautrc par permuifttion circulaire; h -^ 2 est pair. Mais en faisant commencer la période de ts>\ au quolienl incomplet a, de fueon que les périodes soient idenliques, on a A =^'^=3. Donc A et Â' sont de même pari ir» Donc les deux formes sont de même classe.
Exemple IIL — Soient enfin les deux formej^
^ jp* H- fî xy — 6^^^ , de discriminant — 3.
On a
mi - /i = p, 1,1, 1,3, ..,J
el
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Les deux périodes sont identiques; li=^i est pair, A' = i, A*'= 2 sont de parités différentes. Donc les deux formes sont équivalentes, mais non de même classe.
331 . A utre façon d^ exposer les résultats précédents. Formes réduites. — On peut exposer la solution précédente, de manière à rappeler celle qu'on a donnée pour les formes à discriminant positif. En effet, nous montrerons encore que toute forme est de même classe qu'une forme particulière, dite /br/wer^rf^/^e, et nous serons ramenés à voir si deux formes réduites sont équivalentes.
Nous appellerons forme réduite, dans le cas des formes à discriminant négatif, une forme dans laquelle la première racine est supérieure à i^ et la seconde comprise entre — i et o.
Pour qu'une forme (a, b, c) soit réduite, il faut d'abord que la première racine soit supérieure à la seconde, ce qui exige
Ensuite, il faut que le nombre i soit intérieur et le nombre — i
extérieur à l'intervalle des racines, ce qui donne les deux autres
conditions
Enfin, il faut que les deux racines soient de signes contraires.
Donc il faut
Ces quatre conditions sont d'ailleurs suffisantes. La propriété fondamentale et caractéristique de ces formes réduites est la suivante :
Lorsqu'une forme est réduite, sa première racine se développe en fraction continue périodique simple et réciproquement.
Ce théorème résulte immédiatement de ce qu'on adltaun^268.
332. Toute forme est de même classe qu'une forme réduite au moins. — En effet, soit une forme (a, 6, c). Développons sa
d^a CHkf, VI. — Lm rOUMEfr QlAbRATIQUËS EINAtllKS>
première racine en fraction continue. Soit
tut= [ m,fî, . . ,T Tf A, B, . . ., L^ A, B, . . .|.
= [ Wï,/î.
Soil h le nombre des termes de la période A, B, le nombre des termes irréguliers m^ m^ . . • , r. Posons, si A est pair,
L: soit X
Posons, si / est impair,
.r- rB. .... L,A,B, -.].
DaDS les deux cas on -à une relation de la forme
tu, ^
Q^-hS
(PS - i^W =^i).
D'ailleurs j il est évident i[u' yin nombre algébrique du seeond degré, est toujours la première racine d'une rerLaiue forme»
Done, X est la première racine dVine certaine tonne* Celte fornic est réduite, et elle est de même classe que la forme (a, é, c), puis*
(P R \ h Le
théorème est donc démontré.
Remarquons d'ailleurs que Ton pouvait faire commencer In période de x, deuit éléments ou quatre, etc^j plus loin. Doiir»
excepté pour h ^^ i ou // ^= a, il y a plusieurs I orme s réduites équivalentes à la proposée.
S33.* Maintenant, le premier problème du n** 30S est ramené mu suivant : ReconnaUre si deux formes réduites sont de ht mém** classe. G*e&t ici que Paspcct de la solution est différent de ce qu^it était pour les formes à discriaiinant positif. Pour les formes u dis* criniinant positif, nous avons, en elTet, vu (a" 311) que deu\ formes réduites ne peuvent être de même classe sans être tdcittiquer, il n'eu est pas de même pour les formes à discriminant négatif.
En eOel, si Ton ap[)liquc au^ formes réduites la conditioti
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trouvée au n° 329, on voit que : pour que deux Jormes réduites soient de même classe, il faut et il suffit : i°que leurs premières racines, développées en fractions continues, donnent naissance à des périodes composées des mêmes éléments dans le même ordre, de façon que Vune des périodes se déduise de Vautre par permutation circulaire des éléments; 2** que le nombre des éléments de la période soit impair, ou bien si ce nombre est pair, que le nombre d^ éléments qui, dans la seconde fraction, précède Vêlement qui est à la première place dans la première fraction, soit pair,
334. Étant donnée une forme réduite, il est facile de former toutes les formes réduites qui sont de même classe qu'elle. Soit, en effet,
:rA,B, ...,L,A,B,...1
le développement en fraction continue de la première racine de la forme. Cette forme est équivalente à celles qui ont pour premières racines les nombres
rc, D, ...,L,A, B,G,D, ...| rE,...,A,B,C,D,E,...1,
c'est-à-dire les nombres qu'on obtient en faisant commencer la
fraction continue (5i) successivement au 3*^, au S'^, etc., élément.
Soit h le nombre d'éléments de la période de x. Si h est pair,
il y a - formes réduites équivalentes à la proposée; si h est impair,'
il y en a li.
335. Résolution du second problème du n° 305. — Nous allons maintenant résoudre, pour les formes à discriminant négatif, le second problème du n** 305.
Deitx formes à discriminant négatif ayant été reconnues appartenir à la même classe, trouver les substitutions modulaires qui permettent de passer de la première à la seconde.
'i54 nH-iP. VI, — LES FORMES QrAimATiQiTES irwAniif.
Lii mélliode qu'on vient d'emplo) cr pour reconnaître que deux formes {€i^b^ c)^ {a\ ù\ c') apparljcnnenl à ]a même classe, donne en même temps une subsiitulion modulaire qui transforme Tune dans Tâutre. En e0*et, on £i trouvé^ an n"^ 329, itne stibstitulion
qui transforme or en o^, et une siibstilulion
qui transforme x en ta, ,
Dansées conditions^ il est évident que la substitution G transforme la forme (a^ ù, c) en la forme (rf, ^î/)î [^n appetant (r/, e^/j la forme qui admet ^ pour première racine]; et que H"' traus-* forme {djC,/} eu [a^b^c')* Donc h subslilulion Gli"* transforme (o, 6, c) en (a', 6', c'). Elle répond donc à la question.
11 faut m:tin tenant trouver la u tes les substitutions modulai re> qui tr^jnsiforment («, fr, c) en (a, ù\ c'),
11 suflit pour cela de trouver toutes les substitutions modulaires qui transforment w'^ en Wj et de prendre toutes ces subslitulîons-lÀ et toutes celles qu'on en déduit en changeant les quaire coefficients de signe (n" 327).
Soil L une substitution modulaire et qui transforme x en Itiîmi'^me. Il est évident que la substitution
GLti-i
transforme (aj h^ c) en (a\ f/j c') et par suite u}\ en ti),*
Uéciproquementj soit K une substiiulioa modulaire transfarlïianl ùi'i en ia^; il est évident que la substitution
transforme la forme ( J, e, /) en elle-même, et par suite a* en luimême.
Posons cette substitution égale à L* On a
d^oi^i
K = Gt.lt-^
En résuma, on voit que pour trouver foules les snbstii niions modulaires irans/ormani tù\ en tui, il faut irouver lûiiies tes
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substitutions modulaires transformant x en lui-même; puis multiplier ces substitutions, à gauche par G, à droite par H *.
336. Nous allons donc chercher les substitulions modulaires qui transforment x en lui-même.
Considérons la fraction continue formée par les éléments d'aune période de x, si le nombre h de ces éléments est pair, ou par les éléments de deux périodes de x, dans le cas contraire.
Soit [A, B, . . ., L] celte fraction continue.
Appelons ^ la dernière réduite et g- l'avant-dernière réduite de cette fonction. On a
~ Qi^'-f- Si et
PiSi-Q,K, = 4-i,
puisque le nombre d'éléments de la fraction continue est pair. Donc la substitution
répond à la question.
P, RA
Considérons maintenant les fractions continues qu'on obtient en prenant les éléments de 2, 3, 4> 5, . . . périodes lorsque h est pair; 4^6, 8, 10, .. . périodes lorsque h est impair.
On obtient de la même façon de nouvelles substitutions.
/Pî Rî\ /P» ï^»\
répondant à la question.
Enfin, les substitutions inverses des précédentes répondent également à la question,
337, Je dis que ce sont là toutes les substitutions répondant à la question.
En eflet, soit
(52) ^"^ \^ («$-Py = i)
une telle substitution.
Nous allons d'abord trouver des inégalités auxquelles satisfont
JiSÔ CHAP. Vh — LES FOKIES QCATIBATIQURS BINAIRES.
les coefficients atj p, Y» S. On a par hypolhèâe
On en tire
Or cette équation ajant pour racine le nombre x qui se dévc^ loppe en fraction continue périodique simple, a nécessairemeui ses deux racines de signes contraires j la positive étant pluià, faraude que i, et la négative plus grande que — i (n*268)*
Comme on peut évidemment supposer
car sinon on changerail le signe des quatre coefficients a, ^, y, î, les conditions précédentes s'expriment par les inégalités
Les nombres p et y étant positifsj il en est de même de py* Uégaljté
(16) 5t5 — Pt=>
montre alors que le produit m est aussi positif, c'est-à-dire que xet o sont de même signe. Mais remarquons maintenani que, si dans irne substitution de la forme (5:^.), les deux coefJîcienis x el 3 ont un certain signe, lorsque les deux autres sont positifs; dans la substitution inverse
les coefficients qui occupent les places a cl 5^ dans la substitution précédente ont le signe contraire lorsque les deux autres coefficients soni encore positifs^ Donc on peut se borner u cbercher les substitutions de la forme (52) pour lesquels on a
et Ton aura ensuite i adjoindre auv substitutions trouvées leurs inverses.
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Je dis que Ton a
Eq effet, si Ton avait
l'inégalité (55) donnerait
Des inégalités (57) et (58) on déduirait
ce qui est incompatible avec l'égalité (56).
On a donc
Ceci posé, réduisons - en fraction continue. Soit
ï - étant irréductible, à cause de Tégalité (56), est identique à la dernière réduite de cette fraction continue.
D'autre part, soit ^ l'avant-dernière réduite de cette fractioi> continue.
On a
et
ao'— P'y = -^-: I,
suivant que le nombre des quantités a^O. . . . , / est pair ou impair. Mais on peut toujours supposer que ce nombre est pair et que ao' — P^" f- ' • H suffit, en effet, dans le cas contraire, <le
remplacer / par (/ — i)H
Soit donc
(59) ao'-îi'Y^i.
le nombre des quantités r/, 6, . . . , / étant pair. Des égalités (56) et (Sg) on déduit
CttAP. Yt. — LES POIMES QUAUHITIQUES i1>41RË$,
Qt divise donc y( ^ — [!'). Mais il t;sl premier avec y : danc il divise p — p^ Or p cl P' tsOiit plus pelitâ que x.
Donc
el régal i lé (Go) donne alors (fil) Z^l\
L'égalilé (53) s'écrit alors
trou
iTon
Comme il n'y a qu'un développemenl possible de x en fraclioti continue^ et (jue d'ailleurs la suite a^ ù, , .,, / contient un noinbrr fïâir d'éléments, celte suite se compose d'une ou plusieurs foiîi b suite (A^B, . > ., L) dëGuie au n'' 330. Donc la substilulioii
vêï une des substitutions que nous avons désignées plus haut par
\Qi S^yl' VQt sj
li càl donc démontré que les substitutions ( ^1, cbangeunt x
en Ini-méine, pour lesquellesa, [ï,7iS sont positifs, ne sont aulrr% nue les substitutions
/Ti B,\ /1>, HA \Q» s,r \Qi ^Si/
tenant aux subslilution? dans lesquelles a, p, y, 5 ne sont |>a> tous positifs^ nous avons dit que ce s^ont les inverses des précédentes.
Donc, en dëCniLive, le procédé indiqué au n' 336 donne bien toutes les subslilulions modulaires transrormant jt en Ini-ttiéoie.
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339. Remarque, — Toutes ces substitutions constituent la suite des puissances, positives ou négatives, de la substitution
\Q. sj
Il suffit, pour le démonlrer, de démontrer que la subslituliou
(«+i »+- \ çg^ jg projyji jg Ja substitution ( " c")?^*" '*
substitution ( ^ „ )•
En effet
A,B, ...,K,LI
^=rA,B,....L,A L, ,...A, ...,L1 i
_ ' f (n périodes A, B, . . ., L).
^ =rA,B L.A L,...,A,...,K-|
7~^ s'obtient en remplaçant dans ^^ le dernier quotient incom-
yln-hi * Vjn
plet L par
Qi
~^ s'obtient en remplaçant dans pr^ le dernier quotient incom-
plet L par
Donc
et
p^ ^ q;''^^'^^" p.p. hQiR;>
Qn^i Pin ^«4 PiQ«-^QiS«
5ip„-t- R„ R/14 1 S| RiP„-4-SiRfl
Ri^ ^^ H,Q„-^S,S„
36ô rjlAP. VI, — LES FORMES OtAORATIQUlS BINAlllK^.
D'ailleurs on voit facilement que les nombres l'il%— i^iH^ et P, Q« -f Qi S/, sont premiers entre eux ; de mèine les nombres H^ P,,H" S* K,, et R^ Qn^S, S«. Les égalités précédenleidotinent
donc
(Vi^ Pit*,,-+^QtR«.
Donc la sttbslitulioii est identique à
l%P;, -QjH,, R,P,. hS,H«\
Or il est facile de reconnaître dans celle dernière le produit dt deux ï^ubstitiitioiis
/P. H.\ /Pi H|\
Le ihéotème esjL donc dé mon l ré-
3tO* Exemph. — Soient les deux former
U,ï. — \h (— M^»-— ï"5p — 7tî)
du n" 330.
Ou II
Donc eu pus util
On en deduii Mil)
iu,
5;r-hi
ix-^- 1
'a3jî+4
ft
fi ~
RÉSOLUTION DE l'ÉQUATION DE PELL. 26 1
Donc la subslilution ( j Iransforrae ts}\ en co,.
Mainlenant, cherchons loules les substitutions modulaires qui jouissent de cette propriété.
Pour cela cherchons toutes les substitutions modulaires qui transforment jt en lui-même.
Or
donc les substitutions cherchées sont les puissances positives ou négatives de la substitution
Les substitutions modulaires, transformant co', en cof, sont les substitutions de la forme
Enfin les substitutions modulaires transformant la première des formes données dans la seconde sont les substitutions précédentes, ou ces substitutions multipliées par la substitution I (a«295).
341. Résolution de V équation de Pell, dans le cas du discriminant négatij. — Mais on pourrait chercher à résoudre autrement le problème de trouver toutes les substitutions modulaires qui transforment une forme, réduite ou non, en elle-même.
En effet, la solution donnée au n** 3i7 pour les formes à discriminant positif s'applique sans y rien changer aux formes à discriminant négatif. Nous avons vu que :
Toutes les substitutions modulaires qui laissent invariable une forme (a, 6, c) sont de la forme
CD
a, fl, Y, ^^«/ï/ don fiées p€ir les formules
\ nu
^ e^^f/l/ /e diviseur de (a fomte et /, ?/ r tarif deux nùmbt*€» entiers sadsfaisani ù V équation dt? Pell
Mais le coel'ficieul de T^étaDt ici nég^alif, la métliode de résolution de cette équation donnée au n^ 318 ne s'ap|ilique plus* Nous allons donc, au contniire, déduire b solution de réqualioa
(le l*cll, de la connaissance des substitulîons ( ^ } déterminées par
la méthode précédente.
yiâ* Nous ni|>pellerons d'abord rjuc, ainsi qu'on Ta remarqué^ iin n"3i8, la quanlilé |D est divisible par 'j^, et que le quotient est congru a zéro ou à ^ — r (iiiod^)» Donc la quanti tr
est aussi divisible par or-, et le quotient -y est congru à zéro ou
;i un (mod ^) ou ce qui revient au même; on a l'une des deii\ rtin-
l^ruences
A ^ it ( inofl^*),
OU
4A:^ff« (tnod4ï*)-
Je disque^ réciproquement, deux nombres A et ^ qui satisfont è Tune de ces conditions sont l'un le discriminant changé de signe et Faulre le diviseur d'une forme réduite.
En eflel, si c'est la première condition ii = o(tnodT2) i{iii est ^tatisfaite, considérons la forme
unité près par défaut Si c'est la seconde condition 4^ ^ ^^ (mod ^t*^) qui est salis-
*/ étant la racîue à une unité près par défaut de —
RÉSOLUTION DE l'ÉQUATION DE PELL. 203
faite, considérons la forme
a étant la racine à moins de - unité près de --» c'est-à-dire celle
des deux racines, par défaut ou par excès, qui est la plus approchée.
Ces deux formes ont comme discriminant — A, comme diviseur 0-, et elles sont réduites.
En effet, en calculant le discriminant de ces formes, on trouve dentiquement — A.
D'autre part, dans ces deux formes les coefficients de x^, dexy et de y* sont divisibles par <t, et comme d'ailleurs, le dernier est — 0-, ce nombre o- est leur plus grand commun diviseur.
Enfin ces formes sont réduites, car les conditions du n** 331 deviennent ici : pour la première forme
et pour la seconde
conditions remplies, d'après la définition de a.
Connaissant une forme réduite ayant comme discriminant — A et comme diviseur o-, pour résoudre l'équation i^ — Aw^:=<t*, on calculera, comme on l'a fait plus haur, une substitution
modulaire ( ^ j qui laisse cette forme invariable, et les nombres
/, // correspondants sont, d'après les formules (63), donnés parles
relations
nUF* VI, -- IBS PaRUES QtAÎ>ll A TIQUES BINÀIBIS,
f ^ 73 -4- àiif
h f^ € élant le deuxième ei le troisième coeffîcîenl de la roroic. De sorlc que, dans le cas de A= o(modo'^), on a
f — ^{'x — a^fi} tilj (Iaz3§ le cas de 4^ ^^ ^^ (mod 4^'^}) on a
Dans ces formules, on donnera à a ei [i ton les les valeurs possibles^ à savoir les premierîj ei seconds €oefncienl& des sultslUtitions modulaires qui laissent la forme invariable, et rëquatîon de Pell sera complètemenl résolue. Cette résolution n'est d^aillciirs qu'un cas particulier de l'analyse indéterminée du second degré qui sera exposée plus loin.
343. Cherchons, f n parliculrer^ le système de solutions doot les \alcurs absolues sont les plus petites possibles (la solution I ^=r a^^ fi ^ o non comprise). Remarquons, en elTel, que d'a|)i6s la forme de ^équation
li's valeurs absolues de l et de u satisfaisant a réqualion croïsseDt oti décroissent ensemble*
Potir cela, d*après la formule
ît faut prendre (jour ^ la plus petite valeur possible. Or les valeurs de [i sont les nombi*es
Wu Ri, ..^
du n" 336 pour les substitutions dans lesquelles p est positif, el les valeurs
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pour les subslilulions inverses (sans compter la valeur 3 = correspondant à la substitution identique, qui donnerait la solution écartée par hypothèse u = o, t^ 7).
D'autre part,
Ri<Ri<..; il faut donc prendre
P=Ri el, par suite,
Donc, dans le cas de
Aso (mod »'), on a
/ = cr(P,-aR,) et, dans le cas de
4Ar=a* (motl4»*), on a
w = Ri,
/= ?(3P, — 2aR|-i- Rt).
Tel est le sjstème des deux plus petites solutions positives. 3^44. Exemple, — Soit Téquation
CT
A = 45, de sorte que
1=^0 (mod <j*).
On doit prendre pour a la racine à une unité près de -^>
c'est-à-dire ici
La forme à considérer est
oii = 2 -+- /5 = 4 -4-
La période de w, a un terme : il faut donc prendre deux
rdîKF. ru — LES PORURfî QlîADRATtQUr,^ ftinAUlfU Pi
périodes, pour former ^ »
*îl
Rt 4
Donc
ï\^t- rt R,= j,
On ytrrni (lune ici
/=.î(î7^-jix O-"*:
Tel esl le syslèmc des deux plus petites solutioos posUîi es«
315. /*;/ System f* des deux plus peiites solutions posiih es de
l'éqttutiùn fie PfU déduire toutes les auirrs.
Cûimnq ou sali trouver loules les substiluiions qui Uiissenl uncf forme invariable^ on sait aussi Irôuver toutes les soltitions de r^qiialton de PelL II suffit, dans tes formules du n° 3i3, de rcni* placer l*^ et R, successivement par V^ et H^j P^, et Rj, . **. Maï^ on peut aussi déduire directement toutes les solutions de Têquaiion des deux plus petites solutions positives.
Faisons d*abord la remarque ?ïuivante : soîenl (\ u\ f.a'' deux î^ysiètnes de solutious de Tequation de PelL
Posons
eVst-à-dire
i'f'^ltt'u*
t'ii"-^ f'u*
Je dis que les nombres i et u forment un nouveau système de solutious. En efl'et, de Tégalile (6,{) on déduit aussi
r—u\/\ f'^-tt'/ï f-^tii^à^
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d'où, en multipliant les équations (64) et (67),
7^ (jS gt
Or les deux facteurs qui figurent dans le premier membre sont, par hypothèse, égaux à i. Donc
— ïr- = «
ou
/*— Aw«= <x«;
l et u satisfont donc à Téquation. Mais il reste à montrer qu'ils sont entiers. Supposons d'abord
A — o (modd'); on a
^«— Am'»= a».
Donc T^, qui divise A, divise aussi t'^ et l"^. Donc o- divise t' et t". Donc les formules (65) et (66) donnent pour / et u des valeurs entières.
Supposons maintenant
4 A 5= a* (mod4^');
on en déduit d'abord que a- est pair.
Soit
On a
(68) Asp* (raod4p«).
(69) ^'«-Aw'« = 4p«,
(70) r*»— Am''*=4P«,
t't'-h lu'u"
L'équation (68) montre que A est divisible par p^. Les équations (69) et (70) montrent alors que t^^ et t"'^ sont divisibles par pet, par suite, que l' et /' sont divisibles par p.
a68 €HAP* VI. — LES PORXeS QUAlïllATIQFBS BlTîÀllB?î*
Soît
Ar^^pï^ /'^tj^p, f'-^a'p.
Les formules précède» tes deviennetil :
IJéqualion (ja) montre que r/=^ est de même parité que 5w'*^ el réqiiation(73) que V'^ est de même parité que or/-\
Done (0^6' )a est de même parité que (5w'/i^)2 et, par suite, 6'ft' l'Sï de même parité que oi/'w".
Donc / est un nombre entier.
U*autre part, d'après iMqnation (71), 5 est impair.
Donc 8'*, étant de même parité que qu*^^ est aussi de m^me parité que u*'^.
Doue V et (/ sont de même parité,
il en est de même de h^ ci u".
Donc (*W/ et H'^ti* sont de même parité.
11 en résulte que u est entier.
3i6. Nous ferons encore la remarque suivante : soît l, u un î^js terne de solutions positives. Les deux quanti les i et ( — tt) cori* stituent aussi évidemment un sj^slème de solutions de réqualioD de PelL On a d'ailleurs
fï— A«ï
Ceci prouve d'abord que la quantité - -"— est positive.
De plus les deux quantités positives ^—f — — — ^— ayaot
comme produit J, la plus grande, "^ " ^ ? est pluâ grande que l ; autre. ^ '—m esi plus petite que k
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Réciproquement, si un système de solutions /, u est tel que — — — soit plus grand que i, t ei u sont positifs.
Car Tégalité (74) montre que ~" " est positif et plus petit que I . On a donc
d'où l'on déduit sans peine que / et w sont positifs.
Si, au contraire, un système de solutions t, u était tel que la
quantité ^ fût plus petite que 1, c'est que t serait positif
et u négatif.
347. Ces remarques étant faites, appelons /, // le système des deux plus petites solutions positives et posons
c'est-à-dire
En donnant à n les valeurs entières successives croissantes
on obtient une suite indéfinie de systèmes de solutions positives
'il ''1» ^2, wj, •• t '«» W/11 ••••
Je dis qu'on les a tous. Supposons, en effet, qu'il existe un système de solutions positives, ï, U, non contenu dans la suite précédente. T ne pouvant être plus petit que ^,, puisque /, // représente le système des deux plus petites solutions positives, T serait compris entre deux nombres consécutifs de la suite l,, c^ '/î+iî p2ir suite, U serait compris entre u,t et iin^i^ et l'on aurait
/« -h M;, /Â ^ T -4-Uv/Â ^ tn+i H- M/,+, /À
CHAI». VI
LEft FORIES QllAnRATJQLEF BI?VAiafi^.
ou Maïs
^iV^A
Donc les iaégaLilés (75) peuvent sVcrire
Or on verra, comme précédemment , c|iren posant
T' el U' âeiaienL cnlîers el salisferaienl h Téqualion de Pelî,
D'ailleurs — — ^ étaiil plus grand que 1, les quanlîlés T^j LP
fornieraîenl un système de solutions positives, el ces solutions seraient plus petites que ^, //^ ; ce qui est impossible*
318, Remarque. — Consiilérons les formes réduites du n'3i2, Soîl, par exemple^ 4^ o(n[iodT^)etj par suite, la forme réduite
Ift^ Un étant un système de solutions de Téqualion de Pcll; on a. par les formules (63),
t^-^-auUn
/ — ff7W«
comme coefficients d'une substitution laissant ta forme invariable. D*aulre part^ toutes ces substitutions sonl^ comme nous FaTOti^
Yti au n* 339, les puissances de la substitution ( * ^\*
mtÊÊÊÊ
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Cherchons comment les indices des solutions de Inéquation de Pell correspondent aux exposants des puissances.
Je dis que f„, u„ correspondent ci[ cl*
En effet, il est évident que les valeurs positives de %„ et y,, données par les formules (76) correspondent aux valeurs positives de n et croissent avec n.
D'autre part, il en est de môme des coefficients de la puis-
, /Pi R,\ sance/i""* de ( _ ^ ).
\Qi Si/
Donc /«, u„ correspondent ai c ) *
\Qi Si/
Le théorème s'étend facilement au cas de n <C o.
Il se démontre de la même façon dans le cas où il 1^7^ {moi ^t^).
349. Résolution du tt*oisiènie problème du /«^ 305 pour les formes à discriminant négatif : Étant donné un discriminant négatif, trouver les différentes classes de formes ayant ce discriminant.
Soit A le discriminant changé de signe. Cherchons d'abord les formes réduites ayant ce discriminant. Soit («r, 6, c) une telle forme; on a(n°33i)
<77) rt>o,
<79) a-^'ib-^c <Co,
< 80 } rï — a é> — c > o,
parce que la forme est réduite, et, d'autre part,
<8i) 6*— rtc = A.
Les inégalités (79) et (80) donbenl, en les retranchant membre •à membre,
et, en les multipb'ant membre à membre,
Réciproquement les deux inégalités (82) et (83) peuvent rem-
CHAP. YL — LIS FORIES QtJAIUlATIQLE^ ei.NAlll£^*
placer les deux iuégalilés (79) et (80), car l'inégalîli? (83) mouU-c que les deux quantités fi 4- 26 + c et a — 26 + r sonl de signe» conlraires; et d^ailleiirs puisque 6<Coi c'est évidemnieni la première de ces quanlilés qui est négative, et la seconde po&ilivc-. Ainsi Ton peut remplacer les cinq conditions jvrecéderites par les cinq suivantes :
(ri) (m) (87)
à < ôj
AjouloiiA à Tégalilé (87) Tégalité (88} multiplîtc par 4 ; it vient
iroii, puisque
cl fi fortiori
a > o et c < D»
Ou donnera donc à a SLiccessivement toutes les valeurs entière* posiùves, depuiiï i jusqu\iu plus grand lïoiïibre entier inférieur
Une valeur de a étant clioisic, rinégalilé (pu) montre que l*0ri pourra prendre pour c toutes les valeurs négatives, depuis — 1 jusqu'à l'iitilicr négatif iinniédîateinent supérieur a a — y i*^-
a cl c étant choisis» ou prcudn* pour ù la valeur négîilt\«*
if = — /a H- a€ ,
a condition que cette valeur soit rationnelle.
Les valeurs de a, 6, r trouvées, satisfaisant à Tinégalité (9C1) et a Tégalilc (88), saLj&font à Finégalité (87). D'ailleurs la valeur de €i est positive, celles de i et de c sont négatives. Ces valeurs ÂRlîsfont donc u tontes 1rs conditions.
^itt
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On trouvera ainsi plusieurs formes réduites de discriminant — A (on en trouvera certainement, car il existe certainement des formes de discriminant — A, par exemple la forme x'^ — AX^)»
Il restera à reconnaître celles de ces formes qui sont de même classe. D'après ce qu'on a dit au n" 334, ces formes se distribuent en groupes de formes de même classe. Le nombre de ces groupes est le nombre des classes des formes de discriminant — A.
Il importe de remarquer que ce nombre est fini.
Exemple /. — A
On doit essayer
a = iy « = 2.
Pour r/ r= I ,
Donc on peut essayer
Pour a-^'i^
ce qui ne donne aucune valeur de c.
Il faut donc prendre
a = i, c = — I, alors
il y a donc une seule forme réduite
Par suite, il y a une seule classe de formes de discriminant égal à — 2.
Exemple IL — A = 3. Alors
On doit essayer
Pour a ^rz I,
Donc on peut essayer
^^^^^V CBAF. —
LES FORMBB QUADRATIQUES &lîfAl»If
^^^^^H valeur qui n'est pas rationnelle.
h=^^li — l,^-\.
C > 2 — ^/Tl.
^^^^^B Donc on peut essayer
il ^^ V^3— 3 = -!*,
^^^^^^B Pour
^^^^^^^^ n^j a valeur
possible de c.
^^^^^^^H On trouve ainsi deu\ formes
-\.-'i) el (a,--!, — t).
^^^^^^^1 qu'elles
oe sont pas de intime classe.
^^^^^^^^H donc deux
asses de formes de discriminanl
égal ù — .t. ^1
^^^^^^^H Exemple
^ Il faut essayer
rt = 5t, « = 3, rt ^ 4.
c > 1 — /âô,
c > u — v'îô,
^^^^^H essayer
^^^^^H essayer
^^^^^H Pour «1 = 4t il
a aucune valeur possible de r.
^^^^^^1 Ne gardant de
valeurs que celles tjui donnent
des valeur» ^|
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rationnelles de 6, on trouve les formes réduites
(l, — 2, — l) et (2,-1,-2),
<]ui ne sont pas de même classe.
Il y a donc deux classes de formes de discriminant égal à — 5.
Exemple IV. — A = 7,
Il faut essayer
Pour rt = I ,
c>i — ^28, il faut essayer
Pour a = 2,
il faiil essayer
Pour a = 3,
c > 3 — v/28, il faut essayer
Pour a = 4 >
c > 4 - /î8, il faut essayer
Pour a = 5 ,
il n'y a aucune valeur possible de c.
Si l'on essaye ces différents systèmes de valeurs de a et c, on ne trouve que quatre de ces systèmes donnant une valeur rationnelle de bj et Ton arrive aux quatre formes réduites
Mais si Ton développe les premières racines de ces formes en fraction continue, on trouve respectivement
r4, 1, 1, 1, 4ti,i, I, ...1, n, 1,4.1, 1, 1.4,1 — 1,
ji, 1, 1,4, 1, 1, 1,4, ...1, p, 4, 1, î, 1, 4,1, |.
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D'où Ton dédiai que la première et la seconde forme sont ilc même classe, ainsi que la troisième et la qualririne (n" 333). Il j a deux classes de furines de discriminant égala —7»
§ VI. - Recherche des nombres représentables par we forme.
3ol- Nous revenons cufiii au problème fondamental de b tliéorte des formes, énoncé au n" 273 :
Vm'rsiirn nombre m est reptésentabfe par une form€{aJj,n et iroaver ies valeurs de x et de y, pour ieM/uelles la trprr tentation a lieu^
En d'autres termes, résoudre, sic est possible, V équation indéterminée
Tout d'abord j nous pouvons nous borner à chercher les représentations /?ro/;re5 du nombre m par la forme («, 6, c). En effet, comme nous Tavons vu au n ■ 27i, si un nombre m est improprtraent représenté par une forme {a, b, c), pour les valeurs i^. 0/ des variables : r** le nojubrc m est divisible par S'| a" le nombre % est propremeat représenté par la forme (n, b, c) pour
les valeurs x\ f des variables.
Donc cberchoos les diviseurs de m qui sont carrt^s parfaits, S i\ nVn existe pas, le nombre m ne peut être improprement r*pr*^senlé. S*il en existe, soit S^ Tun d'eux; on clierclicra les repré-
sentations propres ou nombre p-
Le problème étant ainsi limité aux représentations propre*, tl<^ montrons le théorème suivaot :
3Sâ* TiîèoiikME, — Pour qu'un nombre m soii propremetti représeniabie par une forme (a, b, c), il faut que le disafniinani île la forme, ekangé rfe signe, soit reste fpiadranqm' de m .
En effet, soient %, -{ le système de valeurs de iV et y pour lesquelles la forme («, 6, c) représente proprement le nombre tti. de sorte que
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a et r étant premiers entre eux, il existe deux nombres p, S, tels que
ao — Py = ï •
Ceci posé, effectuons sur [a forme (cr, 6, c), la substitution modulaire
Cette forme devient
Le premier coefficient de cette forme est justement égal à m; posons les deux autres égaux à n et /?, et cette forme s'écrit
Mais elle est de même classe que la proposée, puisqu'elle s'en
déduit par la substitution modulaire ( ^ V Donc elle a même
discriminant. Donc
rnp — n' = D ;
d'où
/i' = — D (mod m),
ce qui démontre le théorème.
353. Cette condition que — D soit reste quadratique de m est donc nécessaire, mais n'est évidemment pas suffisante, pour que le nombre m soit représenlable par la forme (a, 6, c), puisque (feux formes de même discriminant ne sont pas toujours équivalentes.
Mais on voit, par la démonstration précédente, que non seulement — D est reste quadratique de m et que, par conséquent, on peut déterminer des entiers /i, p satisfaisant à la condition
mais que, de plus, la forme
(ni,n,p)
est de même classe que la forme (a, 6, c).
Réciproquement, si Von peut déterminer des entiers /?, p satisfaisant à la condition (91) {ce qui exige que — D soit
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reste quadratique de m)^ et. que ces n ombres n^ p soient teh que les formes {m, n,p) et (fi, h, c) soient de même classe, le nombre m est représentable par la forme {^/, bj e).
En edel, le nombre m est évidemment représcotablc par la forme (//?, /^ //) (pour j?= i, ^-^^ o) : il Tesl dooc aussi par b forme (fit, 6, c) qui est de même classe.
D^oîlletirs on sait trouver les siibstîlii rions qui pormellcnl de passer de ia forme {m^ n^ p) n h forme (a, 6, c), on saura doue trouver des valeurs de .r etjK pour lesquelles la forme («, 6, ci représente le nombre /?i, correspondantes à la racine n de h coo* gruence
ii*?s— D i mod m).
Soit f ^ jï la substitution qui fait passer de la forme (a» i, r»
k la forme (m^ '*?/>); 5t et y sont un sysl^me de valeurs dex elj pour lesquels la forme (a^ b^c) représente le nombre n.
334» Mais dans la congruence
(modm)i
si Ton trouve une raeioe /î, il en résulte une infinité d'autres qui sont coog^rues à celle-ei (modw)* Je dis que toutes ees valeurs de n donnent un même sjslcme de valeurs pour .r et j^> En eflet. à un tel système de valeurs ot, y correspondent une infinité de sys* lèmes de valeurs pour (ï, S, déterminés par Téqualion
Soient [iy, Ou Tun d'eux, tous les autres sont donnés par le>
formules
étant un entier arbitraire.
Si Ton remplace p et 3 par ces valeurs, dans l'expression de w,
rt = aoEp H- 6 ao -h 6 Py -*- ^ Y^t
on trouve
/] = a oEo ptf^ ^ 310^ -+- 6 pg Y -1- c Y^û-h ( El a* -f-^t^ti^ -^c^^}t
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OU, puisque <2a^+ 26aY4-cv2=: m,
/i = noH- mt.
On voit donc bien que les valeurs de n congrues à une même valeur n^ (modm) correspondent au même système de valeurs a, Y pour X et y.
En résumé
Pour savoir si un nombre m est proprement représentable par une forme (a, 6, c), on voit d^ abord si le discriminant changé de signe de la forme est reste quadratique de m. Si cette condition n'est pas satisfaite, le nombre n*est pas représentable par la forme. Si, au contraire, cette condition est satisfaite, on résout la congruence
(92) ni_:^^D (modm).
Soit n une solution (au module m près). On détermine le nombre p^ tel que
mp — /i*= D,
et Von voit si la for me {m ^ ^j p) ^^^ ^^ même classe que la forme (cr, 6, c). SUl en est ainsi, soit f \^\ une substitution modulaire transformant (a, b, c) en (m, n, p)\ alors le nombre n est représenté par la forme (a, 6, c) pour le système de valeurs x=z OL, yz=zy. Il y a autant de systèmes de représentations correspondantes à la racine n de la congruence (92) quUly a de telles substitutions»
Soit n! une autre racine de la congruence (92), incongrue à la précédente (mod m). On opère avec la racine n' comme avec la racine n.
Si aucune des racines de la congruence (92) ne donne de représentations pour le nombre m, le nombre m n'est pas proprement représentable.
Cetle méthode s'applique aux formes à discriminant positif et à celles à discriminant négatif.
aSa Soit
Ona
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de sorte que la forme générale des sjslèmes de soluiions de Fëquation proposée est
ou ces valeurs changées de signe, Pour A =^ 1 , par exemple, on Irotive
On obtient ainsi les systèmes de nombres qui représentent /)rôpremeni le nombre 137. D* aille tirs 197 étant premier ne peut élre représeaté improprement,
La méthode précédente donne toutes les solutions
Pour les formes a discriminant négatif, ces solutions^ quand elles existent, sont en nombre illimité, parce que, comme on l'îi vu aux n"* 336 et suivants ^ il v a une infinité de subshtutîons modulaires transformant une telle forme en elle-même.
Pour les formes à discriminant positif^ an contraire, le nombre des solutions est limité.
Ce dernier résultai peut d*ailleurs se démontrer Je la façon suivante :
Soit à résoudre en nombres entiers Féquation
€tc — 6*== D é^anl supposé positif.
Cette équation peut s'écrire
donc
Ce procédé peut même servir à résoudre Téquation. Soit
par exemple,
i3j?*h- 7,0 xy -+■ \%y^ =7*7- On peut écrire
Il faut prendre y de façon que 9821 — 56 j^ soit un carré. D'ailleurs x^ y étant une solution, — x, —y en est aussi une. Donc on peut se borner à y positif.
Pour
^ = o 9321 — j6^'= 9321 qui n'est pas un carré.
^= I 9321—56^^=9265 id.
7=2 9321 — )67* = 9097 id.
7= 3 9321— 56 ^«= 8817 id.
y= f\ 9321 — 56^»= 8425 id.
^ = 5 9321 — >6^*= 7921 qui est le carré de 89.
y = (S 9321 — 56 ^«= 73o5 qui n'est pas un carré.
y = '] 9321— 56^*= 6577 id.
^=8 93ai— >6^*= 5737 id.
^ = 10 9321 — 56^*= 3721 qui est le carré de 61.
y = Il 9321 — 56^'= 2545 qui n'est pas un carré.
y z= 12. 9321 -- 56^*= 1257 id.
y = i3 9321 -- 56 7« est négatif.
On peut donc prendre
j^ 5 avec i3a?H- 10^ =dt 89,
ou
y — 10 avec i3j7 4- 10^ = di 61.
Pour y = 5 avec l'dx -{- loy = 89, il vient i3a? = 39, X = 3.
Pour y = 5 avec \ix -{- loy =^ — 89, il vient i3x = — 139, impossible.
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|*our j = lo avec i3jc H- lor = <3(, il vient
Poiiry =: 1 o avec i 3.r H- ny ^= — tu, il vienl
1 î r ^ -^ Hî I , i inposs ili I c.
En rL'sumé, quatre sysLêmes de solutions
359. Cas particiilieroù m ^^o. — Dans ce cas parlicolier. V équation indé terminée à résoudre est
i>ii, en poâanl - ^— w,
ïtti^H- 2 // ti* -k c ^ O.
Pour qu'elle soit possible en nomlires entiers, il faut donc que l'équatiofi
itu^^^ %t tu + c = o
ail .ses racines corumensurables, ce qui exige que D soit un carre parfait. Cette condition étant remplie, soient
fi ^* S
ces deu:ï racines réduites à leur plus simple êîipression, Oo a
Les solutions générales de Inéquation (proposée sont a lois di>nnçe^
par les deui sjstèuicîï
l étant un entier arbitraire.
360- Nous avons toujours supposé jusqu'iei que le diâcrin^inanl changé de signe de la forme n'était pas un carré parfait ; parce que,
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s^il en était ainsi, la forme se décomposerait en un produit de deux formes linéaires divisé par a (n** 272).
Supposons maintenant que 6^ — ac soit un carré parfait d-. Comment résoudrait-on alors Téquation indéterminée
ax^ -f- 2 bxy -+- cy^ = /?i ?
C^elle équation peut s'écrire
\ax -\-{b -T- d)y\\ax -\- {b — d)y\ = am.
Pour la résoudre, il faut décomposer de toutes les façons possibles le nombre am en un produit de deux facteurs a, a' et poser
ax -f- (b -4- d)y — a,
ax -4- ( 6 — d)y -- %', d'où
lad
id
Mais parmi les différents systèmes de valeurs en nombre fini ainsi trouvés pour x^ y, on ne devra accepter que celles qui sont entières.
^ VII. — Analyse indéterminée du second degré.
361. La question traitée dans le Chapitre précédent appartient à l'analyse indéterminée du second degré, dont nous allons maintenant nous occuper en général.
Soit d'abord une équalion du second degré à une inconnue
ax^-\- bx -T- c = o.
Les coefficients a, b^ c étant des nombres entiers, on demande pour X des valeurs entières.
Or on a
Donc, pour que l'équation proposée admette une solution entière, il faut d'abord que b^ — 4^'^ soit un carré parfait m-.
en A p. VI.
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Ensuilc, il faut que Tim des deux oonibres — b±fn ou tous le^ deux soient divisibles par 'la.
On voil d'ailleurs immédiatement qu'une solution entière de réquation est un diviseur de c. D'ailleurs la question n'est cjn'uii cas particulier de la reciierche des racines commensu râbles, exposée au tiP 239.
362. Équation du second degré à deux inconnues, -* La Tortne générale d^une telle équaliou est
(93) aœ^'\*ib3ty-^€y*-^%dT-\-i€y^f=^.
Les coefficients a, 6, c étant des nombres entieru, on demande les systèmes de valeurs entières de x et ) , qui satisfont u celtt* équation.
(On peut toujours supposer que les coefficients des termes tnx\\ a:jj^ soient pairs, car, s'il n'en était pas ainsi, on inultiplicrait tou* les termes de IV^quaiion par -a,)
Dans le cas particulier où les coefficients d et 6 sont uuls, réqualion proposée se réduit à
cl la résolution de réquation n*est autre chose que la question traitée dans le Chapitre précédent.
363, Passons inainteDant au cas général où d He sont quelconques* Nous diviserons ce cas général en deuxj suivant qur H€ — b^ est différent de Kêro ou non, ou, pour parler un Imgage géométrique, suivant que réqualton (gi) représente une courbe a centre unique ou une courbe du genre paraljQle.
Premier vas. — ac ^b* ^q. Cas d'une courbe tt cenit** unique, — Multiplions Téquation proposée par {ac — ù^y ^m n'est pBfi nuK L'équation obtenue peut S'écrire
aliac — b*}sr^ i he — cd)\^
-^iih[{ac~^b^}3; — {be^cd)]{iac — b^)y — {bd— ae)]
^à[{ac^b^)y-^ibd^ite)Y
^ { ttc — h^)( acf-i- i bde — wt-î — cd^ — /^* )|
Posons
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Posons aussi
ac — b^=^ D,
acf-i- ibde — ae^— cd> ^ fb'^ — A, il vient
(94) aX«-i-26XY-HcY» = — DA.
(Remarquons que la transformation précédente est la même que celle qu'on fait en Géométrie analytique pour rapporter la courbe à des axes passant par son centre.)
A des valeurs entières de a; et j^ correspondent des valeurs entières pour X et Y. Il faut donc commencer par résoudre l'équation (94), ce que Ton sait faire.
Si elle était impossible, Téquation proposée le serait elle-même.
Si elle est possible, soit X©, Yq un système de solutions. On aura
1X0 -h be — cd X = 7- f ac — 6* ^ Yo H- oa — ae y - ac-b^ '
solutions qui ne seront acceptables que si elles sont entières.
Si D > o, la question peut être considérée comme résolue, parce que le nombre des valeurs de X©, Y© étant limité (n** 357), il est facile de voir quelles sont celles qui satisfont à cette condition que les expressions (95) soient entières.
Mais si D<;o, le nombre des systèmes de valeurs trouvées pour Xo, Yo étant infini, il n'en est plus ainsi.
Dans ce cas, ces systèmes de valeurs sont les premiers et troisièmes coefficients des substitutions qui transforment la forme (a, 6, c) en une certaine forme ( — DA, /i, p) (n^ 35S).
Ces substitutions sont de la forme GLH~*, H et G étant certaines substitutions déterminées; L étant une puissance quelconque, positive ou négative, d'une substitution déterminée
Soit
/a PY_/«* PA.
X et Y sonl des fonctions linéaires de a^t, P*, y^, 5*.
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Or on a vu (ii^ 301 ) que les resleâ de ûêa^ ^a* y*» 3^ par nijipoi t ^ lin modiil<? quelconque, se reproduisent pt'riocnqMenieiU. Il cti est donc de même pour X^ et Y^i et, par suite, pour li^s nuriiératctir^ de^ expressions (93), relativemenl au module etc — ù-. Donc 1) siiHira de trouver la période, puis d'essayer dans une période, les valeurs de X et Y qui rendent les expressions <95) entières.
Dans les autres périodes, ce seront les valiîurs de même ranj^ qui satisferont à la qtiesLiou.
Ejremple L — Soît à résoudre en nombres entiers l'équa
Iron
On a
L'équation (g4) est ici
ChercKons d'abord des représentations propres du nombre 36 par
la forme X^-h 'iXY — laY^.
ÎSou^ devons pour cela commencer par délerminer un nombre ti satisfaisant à la congru en ce
rt*=3 (mod36).
n doit être divisible par -5, posons n =^ -Ui* ; il vient
3rt'î= I (niotl i) ),
congrnence évidemment impossîljle.
Clierclions donc des reprcsentations iuiprnpres dir utjimbrc -î*» On a
Les carrés par lesquels 36 est divisible sont 9, 4^ 56 et les quolients sont 4t 9^ t. Il faut donc clicrcher des représenlalinnpropres soit de 4f ^^^^ de 9^ soit de 1 .
1^ /ïepréseniafion propre de 4-
il faut d'abord délerniîucr n tel que
flte3 (înodiK
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cette congruence est impossible, parce que 3 n'est pas reste quadratique de 4*
2** Représentation propre de 9.
II faut déterminer n tel que
/i-^ 3 (mod 9),
n doit être divisible par 3. Posons n^=^'in' \
3/i'ï^i (mod 3), congruence impossible.
3*^ Représentation propre de i .
11 faut déterminer n tel que
/i2--3 (mod i).
La \aleur de n, n'ayant besoin d'être déterminée qu'au module I près, on peut prendre pour n n'importe quelle valeur, par exemple n = o. On doit ensuite déterminer/) par la condition
— /> = 3, d'où
et l'on a à considérer la forme
Cherchons si les formes (1, 1, — 2) et (i, o, — 3) sont de même classe.
Les premières racines de ces formes sont
O), =- — H- /3, w'i = v/3, (i)i= To, I, 2, 1, 2, ...1, w', = Ti, I, 2, I, 2. .. l.
On reconnaît que les deux formes sont de même classe. Posons
on a
CHAI*. VI. — tUB FO«lllS QMORATIQUES ÛWÂliP
Quanl uti\ subslîtulîons modulaires qui IransfûrmenL ^ eo laimôme, ce soni les puîssanccs de la subsULitùon f j-
Les subâliUitianB qui transforment txi\ en Wi sont de la f<*rmc
en posant
L*iN \aleurs d»^ X, Y qui saLÎsfoal à l'équation (97) sonl ilom^ les premiers el troîsit^mes coeffieîents de ces substitutions, cm ces coefficients changés de signe, c'est-à-dire
(les signes 4- ou — plant pris ensemble)*
Les valeurs de X el \ qui satisfont à l'équation (96) Sont doni-
Les formules {95) donnent alors
_ J^6pA-^3
îPjfr-i
Pour / = M, Pour /. = I
Pour A =: — I ,
etc-
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36S. Exemple IL — Soit Téqualion
a?' -h ixy — 6^* ■¥- IX — 2^ -f- J = o.
Od a donc à résoudre l'équatioa
Xi-f.2XY-6Yî = — 126.
Cherchons d'abord les représentations propres de — 126 par la forme (1,1, — 6), il faut pour cela résoudre d*abord la congruence
n^^y (mod — 126).
On trouve
n = rh 49.
I" Prenons d'abord n = — 49-
Nous déterminons alors p par l'équation
/i*-h 126/? = 7, d'où
Nous avons à chercher si les deux formes
(1,1,— 6) et (— 126, — .19, — »9)
sont de même classe.
On trouve pour les développements des premières racines de CCS formes en fractions continues
ti>i = — i-h/7 =ri, I, I, I, 4, ... 1, .
^i = ^irT^ = r--'»'^''^>3,i,i,i,4,...j.
Les deux formes sont de même classe, et posant r = 1 I I I 4, î I ï î, . . 1, on trouve
— yx — 2 173: -t- 5
2Q'à nttiP. vu = LES FORMES ÇlTADR A TIQUES BINAIl^S.
Les stibstiHilions qui Iransformenl x en luî-mùme ionl \e^ pitUsaoces de la âubsliLulion
Posant
on trouve que les siibslUutioïis qui transforment la forme (i . i , — iJ» en la forme (— 126, — 49, -- "9) sont de h forme
_ / 3ij^-*i7pAH-57A— 170A 2ai-7?^— i^A- 7H
5aA— ï7?Jî'
aar* "7PA
Les valeurs de X et Y sonL donc
ou d^où
X = {5fl£x— I7P*^ 5Yit— I/^a).
\ ^ ^ ( 3 lA " 17 ?A + 5ya - 17SA n Y =— (SfltA — i7pA)*
(jK = ^
(SctA — î7^A)-4-a
(les signes + se correspondant ainsi que les signes — ).
Reste à déterminer A* de façon que les numérateurs de ce^ expressions soient divisibles par 7. Or, si l'on forme les puissances
successives de la substitution f ^ U depui s la puissance xérOtOti
Irouvc qu'elles sont respectivement congrues (mod 7) à
pour les &cpt premières puissances; à partir de quoi les mêmr^
résultats se reproduisent, la période éhiul aiusi composée île ^ept termes.
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Ceci posé, il est facile de voir que les numérateurs des expressions (98), prises avec le signe H-, sont divisibles par 7 pour toutes les valeurs de A', tandis que les numérateurs de ces mêmes expressions, prises avec le signe — , ne le sont pour aucune valeur de /. On a donc les expressions
ar= 5aA:— 17 ^A: -4-5 Yi-~i7^i^-^ > 5gA-i7pA-^'^-
comme solutions de Féquation.
Pour A* = o,
ar= I, ^= — 1.
Pour A' = I ,
elc.
2*^ Prenons maintenant /? r^-f- 49.
Les deux formes à comparer sont
(I, I, —6), (—126, 49, — MJ).
wi =-—14-/7 =r»' ^ I» ï. 4» ..]»
w', = ~_^^^^ ' =ro, a, I, 2, I, I, î, I, ... 1.
£n posant ici
et faisant commencer la période de w, au second élément de la période véritable, on voit que les deux formes sont de même classe. On a d'ailleurs
et les substitutions qui laissent x invariable sont
/Il oV./»*- h\.
le 5/ Vy* s*/'
on IrouvÊ
On Irouve comme période
L€& expressions (gg) prises avec !e signe H- ne sont enlîères jioiir aucune valeur de A. Prises avec le signe — , elles son! euhrres pour toute valeur de k.
On trouve ainsi pour k:=o^
pour /i = I ,
etc.
Nous avons trouvé les représentations propres de — 116 parla forme (i, 1, — 6). Mais 126 étant divisible par 9, il ^ a peul-étrc des représentations impropres de — 126 jiar hi forme (1, 1 , — *»)* Tour les trouver, il faut clinrclier les représeulalions de
— ïa6
cfVst-â-dire résoudre Téqualion
Il faut d^abord résoudre hi congruence
on Irouve
n ^ :fc 7.
i" Prenons d'abord n = y. Nous déterminons alors p par
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Téquation d'où
On a donc à comparer les formes
(I, 1, -6), (-14, 7, -^)- Les premières racines sont
(.>,= n, 1,1,1,4, », ir 'i4, .-.l, i*i\^ ro,3,4, 1,1, 1,4, ...1.
Les deux formes sont de même classe
"'1-73^^3 Les substitutions qui laissent x invariable sont de la forme
/i4 ^y^/ûc^ h\
On trouve
d'où
et
X' = zt:(3a^-i3?)tH-3YA— i35a), Y' = ±(3a;t-i3?A),
X=±:(9aA-39pA-^9YA-390A-), Y=d:(9a;t-393A)
±(9%A— 39 ?A-^ 9ÏA — ^O^X) -H > ., = f
r^(9gA— 39pA)-^!:>
On n'obtient pour œ,y aucune valeur entière, en prenant Je signe -h dans ces expressions. En prenant le signe — , toutes les valeurs trouvées sont entières.
2g6 CHAP, Tf* — LES POIHES Ql AURATIQUES IIPÏArnCS.
Pour /{ = o,
Pour /*' = ï ,
^- ff
elc.
Ji" FI este à prendre la valeur /j r^ -- -j, mais nous laissons au lecteur le soin d'achever ces calculs.
366. /{enia/fjNe^ — La méthode précédente s^appliqoe quel que soit le stgne de D, Dans le cas où celle quantité est posîiive, le nonibre des sol niions est liniilé. Il pent alors élre préfcrabîp de procéder par la décomposîtion en carrés, comme le montre Pexeniple suivant.
Soit Féqnation
Nous pouvons écrire après avoir décomposé le premier meaibre en carres par la méthode connue, et rendu Péqnation entière,
On voit que la quantité (3y + 17) doit, en valeur absolue, élrt^ au phtî^ éj^ale à la racine à une unité près de 4 1 ^^ c'est-à-dire qu'on
doit avoir
^2oS3j "h 17;^ 20, dVii
On essaye pour y toutes les valeurs entières salisraisanl à c«s conditions^ et Ton voit si réqualion (100) donne pour x des valeurs entières. On trouve ainsi les systèmes de solutions :
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ
plions réquation proposée par a, elle devient (en venu de Th^poihèse ac — fe^ =: o)
(101) {ax -^ hy)'^^'y.adx -\- laey -\- af— o.
Posons
i ax-^hy ^\,
( %adx -\-'i,aey -\- aj ~—\, L^équation (loi) devient
(io3) X» = Y.
A des valeurs entières de a: et j^ correspondent des valeurs entières de X et Y.
Il faut donc d'abord résoudre Téquation (io3) en nombres entiers, mais cette solution est évidente; il suffît de prendre une valeur quelconque entière pour X, puis pour Y le carré de cette valeur. Les formules (102) donnent alors
K ~ 'i{bd — ae) '
AV* V A
\ ia{ba — ae)
11 faut prendre pour X des valeurs telles que ces expressions soient entières, c'est-à-dire telles que
X*-h idX -r- a/ = o [moà 'i{bd— ae)]y — 6X* — iae\ — abf=io [raod 2a(6<i — «^)J,
congruences du second degré que l'on sait résoudre.
368. Exemple I. — Soit à résoudre l'équation 2a?* — %xy H- Sy^— ùx -^ Jiy — 1 = 0.
Les formules (io4) donnent
XI— 6X
4X»— 8X — 8 Xî-'iX-N!
Il faut choisir X de façon que
X«— 6X — 2-^0 (mod 16)
et
CRAI". VI. — Lli FOIIMES QlADftATfOLKS lINAtlCfi.
Maïs CL'S cong^ruenccs sonl impossibles, donc réqtialiotî proposée esl impossible.
Exemple /L — Soil à résoudre réquation
x^ ^ fy^y -h 9J'*-- 4*^ ^ ^7 — n » ~ ^'
Il fyut d'abord muUiplier par a pour rendre le coefficienl de jk
|>air,
'AX*-^ i2xy -^ i8j*" Bx-^ laj^ — aa-* = o.
Les formules (io4) donnenl
1 ^~ —lis
et
(mode»),
Jt faut choisir X de façon que
IX*^ it>X — i3:ia^o X»" 8X^ 444 ^û , Lci solutions de la premit^re sonl congrues à
lo, —11, -?/», I t (maû 68).
Civiles de la seconde sonl les mômes.
Il faul donc dans les formules (io5) poser
X^ — iiî'^68/, X = :ii ^ m f,
cv qui donne succcssivenienl
i jc :^ 'xo4i*-i-i3o/ H- i, ( *F =z ^o4'* — 6af — 15,
ou ou ou
X^— 681'" ^it^l, fy=— G8lî^3ïl— J, x= ao4r*H-i4aH-5. ) ^= 3o4f*— 74r — 13,
f (HanL un nombre entier quelconque*
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369. Pkorlème. — Pour quelles valeurs de x le trinôme ax^-^bx -{- c^ est- il un carré parfait ?
Celte question revient à résoudre l'équation indéterminée ax*-h bx -h c = j^',
ce qui se fera par la méthode précédente.
Suivant les valeurs de a, 6, r, le problème peut être possible ou impossible. Lorsque le coefficient a est positif ou nul, le problème peut avoir un nombre indéfini de solutions. Lorsque le coefficient a est négatif, le problème ne peut avoir qu'un nombre limité de solutions.
§ VIII. — Réduction des formes quadratiques à des formes
linéaires.
370. La question de la représentation des nombres par les formes quadratiques peut être regardée d'un autre point de vue que celui du § VI de ce Chapitre. Dans ce paragraphe, nous nous étions proposé, étant donnée une certaine forme, et étant donné lin nombre, voir si le nombre est représentable par la forme, et trouver la représentation. Mais on peut se proposer le problème suivant : Étant donnée une forme, quelle est l'expression générale des nombres qui sont représentables par cette forme?
Nous bornant à des exemples particuliers, nous allons voir que Jes nombres représentables par une forme quadratique sont, à de certaines conditions, représentables aussi par certaines formes linéaires. Ce résultat justifie le titre de ce paragraphe.
371. Décomposition des nombres en somme de deux carrés, — Décomposer un nombre m en une somme de deux carrés, c'est trouver deux nombres x^y tels que
C'est donc voir si le nombre m est représenlable par la forme (i,o, i).
Examinons d'abord le cas particulier où m est impair, et où ron demande pour j: et ^ des nombres premiers entre eux;
CHAP* VL — LES FOBIES QCAIHATIQLE& MNiliSr.
iHitremenL dit, Ton cherche les représentations propret dû' nombre m par la forme (i , o, i).
Pour que la nombre impair m soÎL représentable par la forme x'^-^-y'^^ il faut qtie le discriminant changé desij;rie de forme dcU forme, cVst-à-dire — i ^ soit reste quadratique de m> Lp notnlire — « doit donc aussi être reste quadratique de tous les facteurs prcmi**rî de m.
Il faut donc tjue (oits les factears premiers ci** m mient de i^i forme 4/i -h 1*
tléciproqttemenl y supposons cette condition remplie. La congruencc
OoOi
( mod m )
est alors possible, et a 'àV- solutions incongrues^ jjl étant le îioinbfe des facteurs premiers dilTcrenls de m (n" 169, Vli). Soit n une solution j et soit p le nombre tel que
?ï'^ fttp — — t.
Pour qu'à cette solution corresponde une représentation propre <lu nombre m par la forme (t ^ o, i), il suffit que cette forme elU forme {m^ 'h p) 'soient de même classe. Mais ces deux fonnes ofil le même discriminant t, et nous avons vu (n'* 32^1) qu'il n\ î» <prune classe de formes de discriminant u Donc ces deux former sont de même classe. Donc à chaque soltition de lacongrucnce(iu6) correspond autant de décomposlhons du nondire m en une somme <ie deux ctirrés^ qu'il y a de substitutions modulaires trarjsfonriani la forme (m, n,p) en la forme (1, o, i) (a* 3aS). Or ce nombre est égal au nombre de substitutions modulaires Iran^forniaRl 1^ forme (1 ^ o, 1) eu elle-même (n" 31U). Enlîn ce dernier nombre est égal 4 4 (n'* 318). Il j a donc 4*^^ représentations du lîonikrc-
Remarquons d'ailleurs que chaque décomposition
en donne immédiatement sept autres
D'ailleurs deux de ces décom(josi lions ne sont pas rdeotic|ties excepté si m = 1. En effet, pour que deux de ces décomposiiions
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soient identiques, il faut que l'un des nombres x ou y soit nul, ou bien que ces deux nombres soient égaux. Si Fun des nombres j", y est nul, comme ces nombres sont d'ailleurs premiers entre eux, il faut que celui qui n'est pas nul soit égal à i . Alors /n = i . Si^ et ^ sont égaux, pour qu'ils soient premiers entre eux, il faudrait que x ^\, y fussent égaux à i; alors m serait égal à 2, cas supposé écarté, puisque m est impair.
Donc, le cas de m = i écarlé, si Ton ne considère pas les huit représentations trouvées plus haut comme distinctes, le nombre 4.2I* de représentations doit être divisé par 8, ce qui donne ^H-"*, et l'on arrive finalement au résultat suivant :
Tout nombre impair m différent de ^ ^ et dont tous les facteurs premiers sont de la forme 4A -+- 1, est décomposable en une somme de deux carrés, de 2t*~* façons en désignant par [jl le nombre des facteurs premiers différents contenus dans m.
Quant au nombre i il est décomposable d'une seule façon en 0^4-1^.
Exemples :
(325 est encore décomposable en 10 -]- i5 , mais les nombres u» et 1 5 ne sont pas premiers entre eux; cette sorte de décomposition
va être examinée tout à l'heure.)
Comme cas particulier, on a ce théorème, dû à Fermât et démontré par Euler :
Tout nombre premier de la forme 4 A 4- i est décomposable d'une seule façon en une somme de deux carrés.
372. Passons maintenant à la représentation des nombres /?a// .s, et nous examinerons encore, en premier lieu, la représentation , impropre.
Soient 2m le nombre proposé et
une décomposition de 2m en une somme de deux carrés.
X et y nt peuvent être pairs tous les deux, puisque, par hj'poihèse, ils sont premiers entre eux.
302 CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES
Il ne se peul pas non plus que l^un de ces nombres soit pair et Tautre impair, puisque alors la somme de leurs carrés ne pourrait être paire.
Donc X et y sont impairs tous les deux.
Soient
On a alors
d'où
m = '>.x'^ -H i>y^ -r- 2x' -H zy -^ I .
Une première conséquence est que m est impair. Ainsi, un nombre pair ne peut être décomposé en une somme de deux carrés premiers entre eux, que si ce nombre est simplement pair.
Ensuite on peut écrire
D'ailleurs, x' -{- y -\- i et x^ — y sont premiers entre eux, car s'ils avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait leur somme 2j;'-hi et leur différence iy' -\' i; ce qui est impossible, puisque ix' -\- \ ei 2j^+ i sont premiers entre eux. Donc à toute décomposition propre de 2/71, correspond une décomposition propre de m.
Réciproquement, soit
une décomposition propre de m, on a
X et Y étant premiers entre eux, X -|- Y et X — Y le sont aussi.
Donc aussi, à toute décomposition propre de m, en correspoDd une de im,
H résulte de là que le nombre de décompositions propres de im est égal au nombre de décompositions propres de m.
Exemple :
H 17 =23 -MI
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373. Occupons-nous enfin des décompositions impropres. Soient m un nombre et
une décomposition de m en une somme de carrés de deux nombres Sx', 5j^, ajant 8 comme plus grand commun diviseur. On voit que m est divisible par S', et que l'on a
x' et j^ étant premiers entre eux il en résulte qu'à la décomposition supposée de m, correspond une décomposition propre
de 7q-« Réciproquement, à toute décomposition propre de t->
correspond une décomposition de m en une somme de carrés de deux nombres ajant S comme plus grand commun diviseur.
On peut supposer, dans ce qui précède, S ^^ i, ce qui correspond aux décompositions propres.
En résumé, pour trousser toutes les décompositions propres ou impropres de m, il faut diviser m par tous les carrés par lesquels il est divisible, i compris; chercher les décompositions propres du quotient et remultiplier les deux termes de chaque décomposition par le carré qui a servi de diviseur.
Exemple /. — Soit le nombre
considéré au n** 371. Outre i, ce nombre admet encore 5^ comme
diviseur carré.
Le quotient de 325 par 5* est i3 qui se décompose proprement
de la façon suivante
On en déduit
ou
325 — lo -h i5 ,
comme seule décomposition impropre de 325.
Exemple II. — Soit le nombre
3o4 CnAP. YI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.
Ce nombre est divisible par les carrés
Les quotients sont
Le premier et le troisième de ces quotients ne sont pas représentables proprement, parce qu'ils contiennent un facteur premier 3 qui n'est pas congru à i (mod4). Mais le second et le troisième quotient sont représentables proprement. On a
5 = lS-}-2«.
On en déduit les trois représentations suivantes du nombre 7605, toutes trois impropres :
374. On peut remarquer que les considérations précédentes, non seulement montrent de combien de façons un nombre est décomposable en une somme de deux carrés, mais permettent d'opérer la décomposition.
D'ailleurs, il pourra être plus simple d'opérer par tâtonnements.
Comme conséquence de ce qui précède, on a le iJiéorème suivant :
Si un nombre m est décomposable en une somme de deux carrés premiers entre eux, il en est de même de tout dimeur de m.
En effet, d'après l'hypothèse, ce nombre m ne peut être qu'un produit de facteurs premiers de la forme 4/«-f-i, ou le double d'un tel produit. Il en est évidemment de même de tout diviseur de ce nombre.
375. Décomposition d'un nombre en la somme dUin carré et du double d^ un carré, — Occupons-nous maintenant de la décomposition d'un nombre en la somme d'un carré et du double
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d'un carré; c'esl-à-dire, proposoDS-nous, élanl donné m, de trouver les nombres a:, y tels que
Examinons d'abord le cas particulier où m est impair et où l'on demande pour x qV y des nombres premiers entre eux. Il faut d*abord que le discriminant changé de signe de la forme, c'està-dire — 2, soit reste quadratique de m, et, pour cela, il faut que tous les facteurs premiers de m soient de l'une des formes 8A 4- i ou 8A-h3.
Réciproquement, supposons cette condition remplie. La congruence
(107) /i*£:= — 9. (modm)
est alors possible et a 1^ solutions incongrues, [x étant le nombre des facteurs premiers différents de m (n** 169, VII). Soit n une solution et soit
n^-—mp = — '3L.
Pour qu'à celte solution corresponde une représentation propre du nombre m par la forme (i, o, 2), il suffit que cette forme et la forme (m, /i,/?) soient de même classe. Mais nous avons vu (n®323) qu'il n'y a qu'une niasse de formes de discriminant 2. Donc les deux formes (i, o, 2), (m, «,/?) sont de même classe.
De plus, à chaque solution de la congruence (107), correspondent autant de substitutions modulaires transformant la forme (m, /!,/?) en la forme (1, o, 2) qu'il y en a transformant la forme (i, o, 2) en elle-même, c'est-à-dire deux (n** 318) et, par suite, deux représentations propres du nombre par la forme. Il y a donc 2.2Ï* de ces représentations.
Remarquons d'ailleurs que chaque décomposition
771 = 2r*-+- iy* en donne immédiatement trois autres
ar«-+-2( — 7)', ( — a7)*-+-2^«, ( — ir)' H- a(— j^)*.
D'ailleurs, on voit immédiatement que deux de ces décompositions ne sont pas identiques, excepté si m = i.
3o6 CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.
Donc, ce cas écarté, si l'on ne considère pas les quatre représentations, donl on vient de parler, comme distinctes, le nombre 2.2V- des représentations doit être divisé par 4, ce qui donne al*"', et Ton a le résultat suivant :
Tout nombre impair m, différent de \ , et dont tous les /acteurs premiers sont de Vune des formes 8 A -h i o£/ 8 A 4- 3, est dé composai) le en la somme d^un carré et du double d^un carre de deux nombres premiers entre eux, de at**"* façons, en désignant par [JL le nombre des facteurs premiers différents contenus dans m.
Quant au nombre i, il est décomposable d'une seule façon :
Exemples :
363 = 3 xii'= 5»-H2.i3 =19 -4-2.i>
(363 est encore décomposable en 11 -^2.11 , mais c'est une
décomposition impropre.)
Comme cas particulier, on a ce théorème dû à Lagrange :
Tout nombre premier de Vune des formes SA H- i ou%h-\- ^ est décomposable dUine seule façon en une somme d'un carré et du double d' un carré,
376. Passons maintenant à la représentation impropre des nombres pairs.
Soient 2 m le nombre proposé, et
Il s'ensuit que x est pair; par suite y est impair, puisque x et isont premiers entre eux. Soit
On a alors d'où
2/n = {ix'Y-\- 2(2^'-+- 1)*,
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D'abord m est impair. Ainsi, un nombre pair ne peut être décomposé en la somme du carré et du double du carré de deux nombres pemiers entre eux y que s'il est simplement pair.
De plus
m = (ay-f- !)«-+- 2.. t'»,
x' et 2j^4-i sont premiers entre eux, puisque x et j^ Je sont. Donc à toute décomposition propre de 2 m correspond une décomposition propre de m.
Réciproquement, soit m = X^h- 2 Y^ une décomposition propre de m; X est impair, et l'on a
2 Y et X sont premiers entre eux, car X et Y le sont et X est impair.
Donc aussi à toute décomposition propre de m en correspond une de 2/n.
Il résulte de là que le nombre de décompositions propres de nni est égal au nombre de décompositions propres de m.
Exemples :
377. Occupons-nous enfin des décompositions impropres. On arrive comme au n° 373 à la conclusion suivante :
Pour trouver toutes les décompositions propres ou impropres de m, il faut diviser m par tous les carrés par lesquels il est divisible, i compris; chercher les décompositions propres du quotient et remultiplier les deux termes de chaque décomposition par le carré qui a servi de diviseur,
Exemple 1. — Soit le nombre 363 = 3 . 1 1 , considéré au u** 375,
Outre I, ce nombre admet encore 11 comme diviseur carré. Le
quotient — - = 3 se décompose proprement en
On en déduit
3o8 CHAP. TI. — LRS FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.
Exemple IL — Soit le nombre
Ce nombre est divisible par 1^, 5^, ly , (5. i7)2etlesquotienb
sont
5*. Il .17 , II. 17 , 5. II, II.
Le premier et le troisième quotient ne sont pas représentables. Quant aux deux autres ils donnent
ll = 3«-t-2.1«,
d'où l'on déduit
pour représentations du nombre proposé.
On a le théorème suivant, analogue à celui du n
Si un nombre m est décomposable en la somme d^un carré et du double d*un carré de deux nombres premiers entre eux y il en est de même de tout diviseur de m.
379. Décomposition d^un nombre en la somme d*un carré et du triple d^un carré, — Occupons-nous maintenant de la décomposition d'un nombre m en la somme d'un carré et du triple d'un
carré
Nous supposons d'abord m impair et non divisible pari^ti nous cherchons les valeurs de x ely premières entre elles.
Il faut d'abord que le discriminant changé de signe de la forme, c'est-à-dire — 3, soit reste quadratique de m, et pour cela il faut que tous les facteurs premiers de m soient de la forme 6A 4- 1-
Réciproquement, supposons cette condition remplie, la con-
gruence
/i*^ — 3(mod m)
est alors possible et a 2(^ solutions incongrues, [jl étant le nombre des facteurs premiers différents de m.
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Soit n une solution et
n* — mp — — 3.
Pour qu'à cette solution corresponde une représentation propre du nombre m par la forme (i , o, 3), il suffît que cette forme et la forme (m,n.p) soient de même classe. Mais nous avons vu (n** 323) qu'il y a deux classes de formes de discriminant 3. Ces deux classes ont comme représentantes les deux formes réduites
(1,0,3) et (2,1,2).
Si donc la forme (m, /i, p) n'était pas de même classe que la forme (i, o, 3), elle serait de même classe que la forme (a, 1,2); et le nombre m serait représentable par cette seconde forme. Mais cela est impossible, parce que m est supposé impair, tandis que la forme (2, 1, 2) ou 2:r^-f- 2xy -+- ^y^ ne peut évidemment représenter que des nombres pairs. Donc la forme (m, n^p) et la forme (i , o, 3) sont de même classe.
En poursuivant le raisonnement comme aux n*** 371 et 375 on trouve que :
Tout nombre impair m, différent de i , dont tous les facteurs premiers sont de la forme Qh-^-i, est décomposable en la somme d'un carré et du triple d^un carré de deux nombres premiers entre eux, de 2i*~' façons en désignant par ]kle nombre des facteurs premiers différents contenus dans m.
Exemples :
ii83 = 7 X ii3' = 7ôV3.79*= 34*-+-3.3*.
\,ii83 est encore décomposable en 26 -h3.i3 , mais c'est une
décomposition impropre.)
Comme cas particulier, on a ce théorème dû à Euler :
Tout nombre premier de la forme 6A 4- i est décomposable d'une seule façon en une somme d'un carré et du triple d'un carré.
380. Passons maintenant à la représentation impropre des nombres />a/r5. Soit 2m le nombre proposé et
3lO CHAP. TI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.
Il s'ensuit que x eiy sont de même parité, comme d'ailleurs ils sont premiers entre eux, ils sont tous les deux impairs.
jrziz 27'-^!.
On a alors
d'où
m = 2a?'* ■+- ix'-h 6y* -h 6^'-+- 2.
Donc m est aussi pair. Soit m = 2 m',
m'= x'^-\- x'-\- 3(y -hj'')-f-i.
œ'^-\'X' et y^-\'y' sont pairs. Donc m' est impair. Ainsi, un nombre pair ne peut être décomposé en la somme d'un carré et du triple d'un carré de deux nombres premiers entre eux^ que s'il est doublement et non triplement pair.
De plus, on a les deux équations
Si j:' et j'' sont de même parité, l'équation (108) donne une décomposition de m'en un carré et le triple d'un carré de deux
nombres
x'-irZy-^i y' — x'
Ces deux nombres sont d'ailleurs premiers entre eux, car, s'ils avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait les nombres
et
rr' -f- 3 y' -4- 2 v' — x' ,
ce qui est impossible.
Celte décomposition de m' est donc une décomposition propre.
Si x' et y ne sont pas de même parité, c'est l'équation (109) qui donne une décomposition propre de m\
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En tout cas, à une décomposition propre de 2 m correspond une décomposition propre de m'.
Réciproquement, soit
une décomposition propre de ni\ X et Y seront de parités différentes, puisque m'est impair. On aura
2mr^4'w'=4X»-h i2Y»r^(X-4-3Y)5 4-3(X — Y)«.
X-|-3YetX — Y sont premiers entre eux. En effet, un facteur premier commun à ces deux nombres diviserait
X-f-3Y-(X — Y) = 4Y et
X et Y étant premiers entre eux, ce facteur premier commun ne pourrait être que 2.
Mais X et Y étant de parités différentes, les nombres X -h 3 Y et X — Y ne sont pas divisibles par 2. Ils sont donc bien premiers entre eux.
Donc aussi à toute décomposition propre de m', correspond une décomposition propre de 2m.
Il résulte de là que le nombre de décompositions propres de 2 m est égal au nombre de décompositions propres de m'.
381. Passons maintenant à la représentation propre des nombres divisibles par 3. Soient 3 m le nombre proposé et
3 m = ar*-f- 37*.
H s*ensuit que x est divisible par 3 el, par suite, y ne Test pas.
Soient
ar=3j7', 7 = 3yrhi.
On a alors
m = 3ar'«-+-(3yif:r)«.
D'abord m n'est pas divisible par 3. Donc un nombre divisible par 3 ne peut être décomposé en la somme du carré et du triple du carré de deux nombres premiers entre eux, que s'il est simplement divisible par 3.
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De plus,
/n = (3yiti)»-+-3ar'«,
x'et9.y±i sont premiers entre eux, puisque x et y le sont. Donc à toute décomposition propre de 3m correspond une décomposition propre de m.
Réciproquement, soit
une décomposition propre de m.
X n'est pas divisible par 3, et l'on a
3 Y et X sont premiers entre eux, car X et Y le sont, et X n'est pas divisible par 3. Donc, aussi à tonte décomposition propre de m, en correspond une de 3m.
Il résulte de là que fe nombre de décompositions propres de 3 m est égal au nombre de décompositions propres de m.
Nous laissons au lecteur le soin de terminer cette question en examinant le cas de la décomposition impropre et en traitant quelques exemples numériques.
On remarquera aussi que : lorsqu'un nombre est décomposable en la somme d'un carré et du triple d'un carré de deujc nombres premiers entre eux, il en est de même de tout diviseur de ce nombre,
382. Nous avons été amenés, dans le courant de la question précédente, à parler de la forme ix^-\- ixy -\' 7.y^. Occuponsnous de la représentation des nombres par cette forme. Celle question pourrait se traiter directement; mais on peut aussi la ramener à la précédente en remarquant les identités :
2(ar* -+- xy -\- y^) = 2 f jf H- — j H 7- .
si y est pair et x impair;
si y est impair et x pair;
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si o: et j^ sonl de même parité; et Fidenlité
2(X«-+-3Y«) = 2[(X — Y)5-4-(X — Y)(aY)-+-(2Y)»].
Ces identités montrent que tout nombre représentable par la forme
est égal au double d'un nombre représentable par la forme
(art -4- 3 j^»),
et qu'il y a autant de représentations du premier nombre par la première forme que du second nombre par la seconde forme.
383. Décomposition d^ un nombre en la somme d'un carré et du quintuple d'un carré, — Traitons encore de la décomposition d'un nombre en un carré et en un quintuple de carré.
La forme x^-f- 5^^, ayant comme discriminant 5, remarquons tout de suite qu'il existe une autre classe de formes de discriminant 5, représenté par la forme réduite
207* H- 'ÀXy -h 3 j*.
Cherchons d'abord les nombres m impairs et non divisibles par 5, représentables proprement par l'une ou l'autre de ces formes. Ces nombres ne doivent contenir que des facteurs premiers dont — 5 soit reste quadratique ; c'est-à-dire de l'une des formes
20/1-+-1, 20^-4-3, 2oA-h7, 20/1-1-9.
Cette condition remplie, soil [jl le nombre de ces facteurs premiers différents, on voit qu'il y a 2t^"^* représentations propres du nombre m par l'une ou l'autre des deux formes citées plus haut.
Mais il reste à déterminer par laquelle de ces deux formes se font ces représentations. Or il est évident que la première forme ^^-+- ^y^ DC peut représenter que des nombres congrus à i ou à — I (mod 5), tandis que la seconde forme
ne peut représenter que des nombres congrus à 2 ou — 2 (mod 5).
3l4 CHàP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.
Donc les 2l*"*"* représentations propres du nombre m sont des représentations par la première forme si m est de l'une des deux formes 5A ii= i, par la seconde si m est de l'une des deux formes
Remarquons d'ailleurs que les at*"*"' représentations par la première forme ne donnent que 2ï*~* décompositions distinctes du nombre en un carré et en un quintuple de carré.
384. Des considérations analogues s'appliquent aux formes à discriminant négatif, mais le nombre de représentations est infini.
Cherchons, par exemple, les nombres décomposables en la différence entre un carré et le double d'un carré,
(no) j:* — a^'= m.
Examinons d'abord les nombres m impairs, et ne cherchons que les valeurs de x et de y^ premières entre elles. Pour que l'équation (i lo) soit possible, il faut que 2 soit reste quadratique de tous les facteurs premiers de m. Il faut donc que ces facteurs premiers soient tous de l'une des formes 8 A -H 1 ou 8 A — 1 .
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on voit, comme dans les questions précédentes, quelenombremestreprésenlable proprement par une forme de discriminant — 2 et par toutes les formes de même classe. Mais nous avons vu (n°350) qu'il n'y a qu'une classe de ces formes. Donc le nombre m est représentable par la forme x^ — 2^^. Mais, d'après ce qu'on a vu, il y a une infinité de valeurs de ^ et y répondant à la question.
Exemple :
Pour ce qui est de la représentation propre des nombres
pairs, soit
im = x^ — 2^*,
X doit être pair, et, par suite, y impair. Soit^ = 2j:', j' = 2^-+-i
m = 2x'* — {7.y -^ i)*= {7.x' — ly' — 0* — a(ar'— ^y' — i)'.
On voit que m doit être impair. De plus, on voit qu'à chaque
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représentation propre de 2 m correspond une représentation propre de m et réciproquement.
Enfin les représentations impropres d'un nombre m s'obtiennent, comme toujours, en divisant m par ses diviseurs carrés, et cherchant les représentations propres du quotient.
3l6 NOTE A.
SUR LES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATION
386. La base b d'un système de numération (n° 21) est un nombre différent de 1, d'ailleurs absolument quelconque. Pour écrire les nombre?, dans le système de base 6, il faut employer, outre le zéro, b — i chiffres, représentant les b — i premiers nombres.
Les règles des opérations sont les mêmes, dans tous les systèmes de numération.
387. Une numération curieuse est la numération de base 2 ou binaire. Dans celte numération il n'est fait usage que de deux chiffres, o et 1.
Voici les premiers nombres écrits dans ce système :
un deux trois quatre cinq six sept
I 10 II 100 loi 110 III
huit neuf dix onze douze treize quatorze 1000 looi 1010 ton 1100 MOI 1110 ,
Dans ce système les opérations seraient plus simples que dans le système décimal; mais les nombres seraient beaucoup plus longs à écrire.
388. La possibilité d'écrire tout nombre dans le système binaire peut encore s'énoncer en disant que tout nombre est décomposable en une somme de puissances de 2 {la puissance d* exposant zéro comprise^ chaque puissance étant prise au plus une fois.
Exemple. — Le nombre quatorze qui s'écrit tiio se décompose en
389. On peiit donner à ce théorème une forme matérielle : une boîte de poids contenant les poids de \^\ 1^^, 4^» 8*"^, ..., (2«-*)«' peut servir à peser tous les corps (à i**" près) jusqu'à iH- 2 -h. . .-h 2"-^ grammes ou (2'» — i)S'^, les poids se plaçant lous dans le même plateau.
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390. Voici une autre réalisation matérielle : Inscrivons sur un carton, par ordre de grandeur, tous les nombres, depuis i jusqu'à 2" — 1, qui, étant écrits dans le système binaire, auraient pour dernier chiffre à droite un I (c'est-à-dire les nombres de la forme ih-hi) le premier de ces nombre est 1; sur un second carton, tous les nombres (depuis i jusqu'à 1^ — I) qui, étant écrits dans le système binaire, auraient pour avant-dernier chiffre un r (c'est-à-dire les nombres de Tune des formes 4^-+- a, 4^H-3), le premier de ces nombres est 2; sur un troisième carton, tous les nombres (depuis I jusqu'à 2" — 1) qui, étant écrits dans le système binaire, auraient pour avant-dernier chiffre à droite un i (c'est-à-dire les nombres de l'une des formes 4A-+-4ï4A-+-5,4^-'-Cr4^-f-7)»Ï6 premier de ces nombres est 2't ...; enfin, sur un n'^°* carton, tous les nombres (depuis i jusqu'à 2* — i) qui auraient pour /i*^* chiffre en partant de la droite un 1 (c'està-dire les nombres 2""-*, 2'»-*-hi, 2"-' -h 2, ..., 2"-* -h 2"-* — i), le premier de ces nombres est 2"-*.
Dans ces conditions, il est clair que tout nombre est égal à la somme des premiers nombres des cartons sur lesquels il est inscrit. Par exemple, le nombre 53, qui s'écrit iioioi, est inscrit sur le premier carton qui commence par i, sur le troisième qui commence par 4i sur le cinquième qui commence par 16, sur le sixième qui commence par 32. Or
391. La numération ternaire donne des résultats analogues. Quand un
nombre est écrit dans le système ternaire, lès chiffres ne sont que des i
ou des 2. Exemple :
Mais quand un chiffre est un 2, retranchons-lui 3, le chiffre devient égal à (—1) (nous l'écrirons T). Ajoutons d'ailleurs i au chiffre qui précède à gauche, le nombre n'aura p^s changé. De proche en proche, on arrivera à ce que tous les chiffres soient des i en valeur absolue. Ainsi le nombre précédent s'écrit successivement
10211201 = 10212T01 — 1022TT01 = I loTTToi.
Donc : tout nombre est décomposable en une somme de puissances de 3, diminuée d*une somme d'autres puissances de 3, chaque puissance n'étant prise qu'une fois.
Une boîte de poids, contenant les poids de i»*", 3«% 9^', ..., (3"-»)»% peut servir à peser tous les corps à i**" près, jusqu'à iH- 3 -h 3*. . .3'»-*
3«— I ou grammes, les poids se plaçant les uns dans un plateau, les autres
dans l'autre.
Il existe encore d'autres applications intéressantes. Voir Lucas, Récréations mathématiques (Paris, Gauthier-Villars).
3l8 NOTE B.
392. Nous avons démontré (n° 33) que la suite des nombres premiers est illimitée.
Ce théorème se trouve déjà dans Euclide.
Une généralisation très belle de ce théorème a été énoncée par Legendr** et démontrée par Lejeune-Dirichlet, à savoir : Toute progression arithmétique dans laquelle le premier terme et la raison sont premiers entre eux contient une infinité de nombres premiers (^).
Voici des cas particuliers de ce théorème :
393. // existe une infinité de nombres premiers de la forme 4A — i. Autrement dit, soit p un tel nombre, il en existe un plus grand. En efifet, faisons le produit de tous les nombres premiers de i k p\ multiplions ce produit par 2 et retranchons i au résultat. Nous obtenons un nombre A
Si A est premier, comme il est de la forme ^h — i et qu*il est évidemment plus grand que je>, le théorème est démontré.
Si A n'est pas premier, il admet des diviseurs premiers, et Ton démontrt\ comme au n^ 35, que tous ces diviseurs sont plus grands que p. Mais, d'autre part, ces diviseurs ne sont pas tous de la forme 4/t+i> puisque leur produit n'est pas de celte forme. Donc il y a au moins un diviseur premier de A, de la forme ^h — 1, et plus grand que p. Le théorème est donc démonlré.
394. On démontre de la même façon qu'<7 existe une infinité de nombres premiers de la forme 6^—1.
395. // existe une infinité de nombres premiers de la forme 4/1 -h 1. En effet, soit/? un tel nombre. Formons la quantité
Si A est premier, comme il est de la forme 4 /t -+- 1 et plus grand que/?, le théorème est démontré. Sinon A admet des diviseurs premiers, tous plu« grands que je>. Tout revient à démontrer que les diviseurs premiers de A sont de la forme \h-{-\. En effet, A est un nombre impair égal à la somme
( ' ) M. de La Vallée Poussin a donné dans ces derniers temps une démonstration de ce théorème, plus simple que celle de Dirichlet. Voyez : Recherches analytiques sur la Théorie des nombres premiers^ 2* partie, Chap. IV. Bruxelles; Hayer-
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de deux carrés premiers entre eux. Donc, d'après ce qu'on a vu au n* 37-4, tous ses diviseurs premiers sont de la forme ^h -^i,
396. Pour démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme ùh-hi on considérera l'expression
«t Ton s'appuiera sur le résultat du n"" 381.
397. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 8 A -h 5. Ici l'on considérera la quantité
C'est un nombre impair égal à la somme de deux carrés premiers entre eux, donc les facteurs premiers de cette expression sont tous de la forme 4 A-f-i, par conséquent de l'une des formes 8A-+- i ou 8/H-5. De plus, A étant de la forme 8A-+-5, ces facteurs premiers ne sont pas tous de la fornae 8A-+-I. La démonstration s'achève facilement.
398. Quant à la démonstration générale du théorème de Dirichlet, nous ne la donnerons pas ici. Elle repose sur la considération de séries de
la forme ^-^» «« étant un coefficient indépendant de s, et sur la trans-
formation de ces séries en produits contenant les nombres premiers. Nous allons seulement ici considérer une de ces séries, la série
Nous allons montrer, d'après Euler, comment on la transforme en produit contenant tous les nombres premiers. Nous en déduirons le théorème du n" 35, la suite des nombres premiers est illimitée.
Nous démontrerons d'abord les théorèmes suivants
I** La série (\) est convergente pour 5>i; a* elle est divergente pour 5^i; 3° lorsque s tend vers i par valeurs plus grandes que i, la somme de cette série croit indéfiniment.
En effet :
1° On peut grouper les termes de la série (i) de la façon suivante :
Si, dans chacun des groupes, Ton remplace chaque terme par le premier d'entre eux, qui est le plus grand, on obtient une progression géométrique
de raison — — r 2*-i
qui est convergente pour * > i et a pour somme •
La série (i) est donc, a fortiori, convergente pour s y i. Désignons, d'après Riemann. sa somme par ^(5), on a
2" Si, maintenant, l'on groupe les termes de la façon suivante :
et que, dans chaque groupe, Ton remplace chaque terme par le dernier d'entre eux qui est le plus petit, on obtient l'expression suivante :
la quantité entre crochets étant une progression géométrique de raison -j^> qui est divergente pour 5^ i. La série (i) est donc, a fortiori, divergente pour *î I.
3° Si s> I, la seconde transformation montre que
Si s tend vers i, le second membre de cette inégalité, et a fortiori le premier, croit indéfiniment.
400. Nous allons maintenant montrer comment on transforme ^(f ) en produit contenant tous les nombres premiers.
On a, pour «> i,
On en déduit
d'où, en soustrayant membres à membres,
les termes du second membre de cette égalité ne contenant plus au dénominateur que les nombres impairs.
Maintenant, de l'égalité (2), on déduit
et en retranchant membres à membres les égalités (2) et (3),
les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que les nombres non divisibles par 2 ni par 3.
En continuant ce procédé jusqu'au nombre premier/?, on obtient
les termes du second membre ne contenant plus, au dénominateur, que les nombres non divisibles par 2 ni par 3,... ni par/? (i).
401. Ceci suffit pour démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée. Supposons, en effet, pour un moment, qu'il n'y ait qu'un nombre limité de nombres premiers 1, 2, . . .,/>. L'égalité (4) deviendrait alors
(*) Rien d'ailleurs, dans le raisonnement précédent, n'oblige à supposer que les nombres premiers introduits dans le calcul aient été tous les nombres premiers croissants successifs. Soient Pj Çy . . .) rdes nombres premiers quelconques, différents deux à deux, on a
les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que des nombres non divisibles par p, ^, . . . , r.
OU
Mais cette égalité est impossible, car s tendant vers i, le premier membre croîtrait indéfiniment, tandis que le second tendrait vers
Donc la suite des nombres premiers est illimitée.
402. Reprenons l'égalité (4); supposons que /> avance indéOniraent danf la série des nombres premiers. Dans le second membre de Tégalité le terme
qui suit — est un terme qui, dans la série ^ ^> a un rang au moins égal
à /> -H 2. Donc le second membre tend vers i, quand p croît indéfiniment. On obtient donc à la limite
ou
le signe ^ s'étendant à tous les nombres entiers, et le signe I I à loos
les nombres premiers.
C'est ridentité d'Euler (»).
(') Voici une généralisation facile et qui mettra le lecteur sur la voie de la démonstration générale de Dirichlet :
Considérons la série
On démontre qu'elle est convergente pour j > o. Pour ces valeurs de i, elle représente une fonction de s que nous désignerons par xi^)- ^^ particulier
On démontre ensuite que
le nombre premier a n'entrant pas dans le produit, /?' désignant les nombres premiers de la forme ^h -hi, p' ceux de la forme 4^ — i. En comparant cette identité avec celle d'Euler, on arrive à démontrer qu'il y a
403. L'identité d*Euler, et les fonctions ((5) et analogues, ont donné naissance à de nombreux travaux, (i). Parmi les problèmes qui y sont traités, se trouvent ceux, relatifs à la façon dont les nombres premiers sont distribués dans la suite naturelle des nombres. Parmi les résultats obtenus se trouve celui-ci :
Quelque petit que soit le nombre positif k, le nombre des nombres premiers compris entre x et {i-\- k)x augmente indéfiniment avec x, démontré à peu prés en même temps par MM. Hadamard et de la Vallée- Poussin (•).
404. Signalons en passant un travail d'une autre nature dû à TchebyschefT et permettant de calculer une limite inférieure et une limite supérieure du
une infinité de nombres premiers de chacune des deux formes. (Pendant que nous sommes sur ce point, disons que le théorème de Dirichlet sur la progression arithmétique a été étendu par lui-même aux nombres représentés par une forme quadratique.)
(') Contentons-nous d'indiquer les principaax :
Lejeune-Dirichlet, Abhandlungen der Berliner Akademie (1837) ou Vorlesungen iiber Zahlentheorie, pnblié par Dedekind (3* édition, Brunswick, 1881).
ScHLŒMiLCH, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (iS^g).
Ibid. (i858).
RiEMANN, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse (Monatsberichte der Berliner Akademie; novembre i85g, ou Œuvres complètes).
HuRwiTZ, Einige Eingeschaften der Dirichlet' schen Functionen 7 (—)--;
( Zeitschrift fur Mathematik und Physik, t. XXVII, i88a ).
A. PiLTZ, Ueber die ffàufigkeit der Primzahlen in arithm^tischen Progressionen und iiber verwandte Gesetze. (Dissertation). léna, A. Neuenhahn; 1884 •
LiPSGHiTZ, Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen lieihen {Journal de C relie, l. CV, 1889).
Hadamard, Étude sur les propriétés des fonctions entières, et en particulier d'une fonction considérée par Biemann {Journal de Liouville, 1893).
Gahen, Sur la fonction C(«) de Biemann, et sur des fonctions analogues {Annales de l'École Normale supérieure, 1894).
De la Vallée-Poussin, Becherches analytiques sur la théorie des nombres premiers {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XX, 2* partie, .896).
Hadamard, Sur la distribution des zéros de la fonction ^(5), etc. {Bulletin (le la Société Mathématique de France, t. XXIV; 1896).
Von Manqoldt, Journal fiir . die reine und angewandte Mathematik , t. CXIV.
(^) J'ai donné {Annales de l'École Normale supérieure, 1894) une démonstration non rigoureuse mais très simple. Cette démonstration deviendrait rigoureuse si l'on parvenait à démontrer ce théorème énoncé par Riemann : Les racines
imaginaires de la fonction ^{s) sont de la forme — htij t étant réel.
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nombre des nombres premiers compris entre deux nombres donnés aeib. Ce Travail se trouve reproduit dans le second Volume du Cours d'Algèbre supérieure de Serret.
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405. Nous avons vu, au n" 37, comment on reconnaît si un nombre est premier. On le divise successivement par les nombres plus petits que lui, et Ton voit si certaines de ces divisions réussissent.
Il est évidemment avantageux d'essayer les diviseurs par ordre de grandeur croissante. On peut d'ailleurs se borner aux diviseurs premiers. On est <lonc aidé par une table des nombres premiers, même n'allant pas jusqu'au nombre proposé. En tout cas il est inutile d'essayer les diviseurs que l'on reconnaît immédiatement n'être pas premiers, par exemple les nombres pairs, les nombres divisibles par 3, par 5.
Enfin, les divisions étant faites dans l'ordre qu'on a dit plus haut, tandis que les diviseurs augmentent, les quotients vont en diminuant ou tout au moins n'augmentent pas. On arrive donc à une division dans laquelle le quotient est inférieur ou égal au diviseur.
Si, à ce moment, aucune division n'a réussi, on peut arrêter les essais, le nombre proposé est premier. En effet, si une division suivante réussissait, le nombre proposé serait divisible par le quotient de cette division, c'est-à-dire par un nombre inférieur ou au plus égal au diviseur de la division à laquelle on s'est arrêté, ce qui est impossible.
Ceci revient à dire qu'on n'a besoin d'essayer que des diviseurs inférieurs à la racine carrée du nombre proposé.
406. Enfin nous allons montrer comment on peut restreindre le choix iles diviseurs à essayer. La théorie des formes quadratiques va nous permettre, en effet, de fixer certaines formes linéaires dans lesquelles doivent se trouver les facteurs premiers d'un nombre.
Soit m le nombre dont il s'agit de savoir s'il est premier ou non. Je peux supposer m impair. Supposons qu'on ait mis m sous la forme
(i) m =^ ax^-h2bxy -hcyt^
Si or et ^ n'étaient pas premiers entre eux, m ne serait pas premier. Supposons donc que x et y soient premiers entre eux. On sait alors (n° 352) que la congruence
(2) n*s — D (mod m),
est possible, en posant
D = ac — 6».
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Soit p un facteur premier quelconque de m. Le nombre p est nécessairement impair, puisque m l'est.
La congruence (2) entraîne la suivante
/iJ — — D (mod/>), cette dernière entraîne la condition
Soit D'* le plus grand carré par lequel soit divisible D Posons
D = D'»D\ La condition ( '\ ) peut s'écrire plus simplement
Or D' n'étant plus divisible par aucun carré différent de 1, et p étant impair, cette condition entraîne (n^ 194) que p appartienne à certaines progressions arithmétiques de raison D' ou 4 D'« Pour voir si m est premier, il suffira donc d'essayer les diviseurs de m par des diviseurs appartenant à ces progressions.
407. Remarque, — Supposons qu'on ait mis m sous différentes formes m = ax'^-^'xbxy -\-cy^^ a' x'^-^'xb' x' y-\-d y^—a' af^-\-iV af y^-^-c'y^^ x^ y étant premiers entre eu%, ainsi que x\y' et J^,/'. On en déduit plusieurs systèmes de progressions arithmétiques auxquelles appartiennent nécessairement tous les facteurs premiers impairs de m. Il ne peut y avoir que les nombres communs à ces différents systèmes qui soient facteurs premiers impairs de m.
Remarque. — Le procédé précédent permet ainsi non seulement de reconnaître si un nombre est premier, mais de le décomposer en facteurs premiers.
408. Pour appliquer cette théorie, il faut, étant donné un nombre m, le mettre sous la forme
aa:--f- 7.bxy -h cy^.
On peut y arriver par tâtonnements. Si, par exemple, on se borne à la forme particulière ic*-+- D^*, il suffira de prendre un nombre x quelconque, de l'élever au carré, de retrancher le résultat du nombre m, puis de mettre la différence sous la forme Dj'*, ce qui est toujours possible» puisqu'on peut, en tout cas, prendre ^ = i. En prenant x assez voisin de /m. on aura, pour D^', un nombre relativement petit.
On trouvera d'ailleurs à la fin du Volume une Table donnant les expressions linéaires des diviseurs des formes quadratiques a?' -f- Dj^', pour toutes les valeurs de D de — loi à H- 101.
409. Exemple. — Dans la démonstration du n" 35, nous avons considéré l'expression A obtenue en faisant le produit des nombres premiers depuis I jusqu'au nombre premier />, et nous avons raisonné successivement dans l'hypothèse où cette expression est première, et dans l'hypothèse où elle ne l'est pas. En fait, est-elle première ou non?
Pour/? = 2, 3, 5, 7, II, on a respectivement
Toutes ces valeurs de A sont premières, elles sont contenues dans la Table donnée à la fin de cet Ouvrage.
Soit maintenant /> = i3, on trouve
A = 3oo3i.
Ce nombre sort des limites de la Table. Sa racine, à une unité près, est 173.
On sait d'ailleurs, d'après le raisonnement fait au n*35, que ses facteurs premiers sont supérieurs à i3. On voit donc dès maintenant qu'on n'a besoin de'ssayer que les divisions de A par les nombres premiers de 17 à 173, tous contenus dans la Table I.
Maintenant mettons 3o3oi sous la forme a?*H- ï>y^. Si l'on essaye ar= i;^, on trouve
3oo3i = i73 4-102,
valeur peu favorable, car la forme x^-\-ioiy^ sort des limites de la Table 111. Essayons x = 174, on trouve
3oo3i = 174 — 5.7'.
D'ailleurs 174 et 7 sont premiers entre eux. Donc 3oo3i est reprcsenié proprement par la forme
Donc, ses diviseurs premiers sont de l'une des formes
(4) 2o/i-hi, 9, t^i, 19.
En essayant a: = 172, on ne trouve rien de favorable. En essayant x = 175, on trouve
3oo3i =775* — 66.3».
175 et 3 sont premiers entre eux. Donc 3oo3i est représenté proprcmeni par la forme
Donc ses diviseurs premiers sont de l'une des formes
I 24A-H1, 5, i3, 17, 19, 25, 3i, 4i, 43, 49» 53, 59, 61 ( 85, 95, 97, io3, 109, 125, 139, i55, 161, 167, 169,
SUR LA DÉCOMPOSITION DBS NOMBRES EN FACTEURS PREMIERS
<Nous ne terminons pas rénumération, car nous n'en avons pas besoin, n'ayant à rechercher que les facteurs premiers entre 17 et 173.)
Les nombres premiers de Tirae des formes (4), compris entre i3 et 173, sont
<6) 19, 29, 3i, 4i, 59, 61, 7»t 79» % ïoi» Ï09» '3i, 139, 149, i5i.
Les nombres premiers de Tune des formes (5), compris dans les mêmes limites, sont
<7) 17, 19» 3i, 41, 43, 53, 59, 61, 97, io3, 109, i39, 167.
Donc, un facteur premier de 3oo3i doit appartenir à la fois aux. deux suites (6) et (7) et, par conséquent, ne peut être que l'un des nombres
<8) 19, 3i, il, 69, 61, 109, 139.
Enfin on peut encore faire cette remarque, à savoir que 3oo3i étant de la forme 4^ — ii a au moins un facteur premier de cette forme. Parmi les nombres (8), il ne reste donc à essayer que
Les divisions par 19 et 3 1 ne réussissent pas. Mais la division par 5g réussit, et l'on trouve
3oo3i = 59 X 509.
Ainsi, pour/> = i3, l'expression A n'est plus un nombre premier ('). D'ailleurs le nombre 509 est dans la Table l. Il est premier.
410. Sur la décomposition en /acteurs premiers des nombres de la /orme a^dzi, — Nous nous 'proposons, ici encore, de déterminer certaines formes dans lesquelles sont compris les facteurs premiers des nombres de la forme a'"dbi.
Examinons d'abord les nombres de la forme a"^ — i.
Soit m' un diviseur de m. On sait que a'»' — 1 est un diviseur de a"* — i. Donc tout facteur premier de a^' — 1 est aussi un facteur premier de a"* — i.
Nous pouvons donc diviser les facteurs premiers de a^ — 1 en deux classes : i** ceux qui ne sont facteurs d'aucun nombre de la forme a'"' — 1, m' étant un diviseur de m; 2° ceux qui sont facteurs de quelque nombre <le cette forme.
Bornons-nous à chercher les premiers. Or on a le théorème suivant :
(') En continuant ce calcul, on trouve :
Pour/? = 17,
A =19x97 X 277; pour p = 19,
A = 347 X 27953; pour p = 23,
411. Théorème. — Tout facteur premier impair de af^^t qui n'est facteur d'aucun nombre de la forme a^' — i , m' étant un diviseur de m, est de la forme hm -4-1.
En effel, soit/> un tel facteur. Dire que a"* — ! est divisible par />, mais qu'aucun nombre de la forme «"«'--i n'est divisible par />, c'est dire que a appartient à l'exposant m par rapport k p (n** 149). Donc m est un diviseur de/> -- 1,
d'où
p = mh -4- I .
412. Cas particulier. — m étant un nombre premier impair, tout facteur premier impair de a*^ — i, qui ne l'est pas de a — i, est de la forme hm-hi. D'ailleurs, devant être impair, ce facteur est de la forme •xAmn-i.
Comme cas encore plus particulier on a le théorème suivant : m étant un nombre premier impair, tout facteur premier de a"» — i est de la forme 2 hm •+- 1 .
On peut d'ailleurs, dans la recherche des facteurs de a"» — i, s'aider de? résultats tirés de la théorie des formes quadratiques. En particulier, si m
est impair, a"»— i = a\a * / — 1. Le nombre a*» — i est donc représenté proprement par la forme aar* — y^,
413. Exemple.— Décomposer en facteurs premiers io«— -1 = 999999999 10» — I est divisible par lo^ — i = 3'x 87, et l'on trouve
io« — I = 3' X 37 X I 001 001 .
Le nombre 1 001 001 est encore une fois divisible par 3, mais il ne l'est pas par 37, et l'on a
lo» — I = 3* X 37 X 333 667.
Reste à décomposer 333667 en facteurs premiers.
Or les facteurs premiers de 333667 étant facteurs du nombre lo'— 1, mais ne l'étant pas du nombre 10 — i, ni du nombre lo* — 1, sont de la forme 9A -h i.
D'autre part, la racine de 333667, à une unité près, est 577.
Cherchons donc, dans la Table, les nombres premiert de la forme 9^+1, compris entre i et 577. Nous trouvons
SLR LA DÉCOMPOSITION DES NOMBRES EN FACTEURS PREMIERS. 3^9 D'autre pari, remarquons qu'on peut écrire
lo» — I = io(io^)«— i«.
Donc le nombre — (lo'— i) est représenlable proprement par la forme
Donc, d'après la Table IV, ses facteurs premiers sont de l'une des formes
Or, parmi les nombres (9), les seuls qui soient de l'une de ces formes sont
On peut encore restreindre le nombre d'essais. En effet, s'appuyant sur ce que la racine de 333667, à une unité près, est 577, on trouve
Le nombre 333667 étant représenté proprement par la forme x^-^Siy^, la Table III montre que ses diviseurs sont de l'une des formes
328A -f- 1, 7, . . . (voir la Table).
Parmi les nombres (10), les seuls qui appartiennent à l'une de ce** formes sont
Enfin, remarquons que le nombre 333667 étant de la forme ih— i, ^ au moins un facteur premier de cette forme.
On peut se borner à essayer les facteurs
Si l'on essaye les divisions de 333367 par ces nombres, aucune ne réussit. Donc 333667 est premier. fi)n définitive,
414. Nombres de la forme a'"-f- 1. Tout facteur premier de a'^-\- i est aussi facteur de a"« — i.
La question est donc ramenée à la précédente.
Remarquons d'ailleurs qu'un facteur premier impair de a'"-+-i n'est certainement pas facteur de a"* — i, puisqu'il ne divise pas la différence 2 de ces nombres.
33o NOTE C.
415. En particulier, tout facteur premier impair d*un nombre de la forme
est facteur du nombre a'""^' — i, mais il ne l'est d'aucun nombre de la forme a*»' — i , m! étant un diviseur de 2»^->, car un tel diviseur est de la forme 2«(a;i/i), de sorte que le facteur en question serait aussi diviseur «le a*" — I, ce qui est impossible.
Donc tout facteur premier impair de «'""h-i est de la forme
416. Exemple. — Fermât avait pensé, sans en avoir de démonstration, que les nombres de la forme 2*"-+- 1 sont premiers.
Pour n = I,
2* H- I = 5 qui est premier.
Pour /i = -2,
2* H- I = 17 id.
Pour n = 3,
Pour n = 4.
Cherchons si 65 55; est premier.
D'après ce qui précède, les facteurs premiers impairs de 6553; ne peuvent être que de la forme 32 A 4-1. D'autre part, la racine, à une unité près, de 65537 est évidemment 2* ou 256. On n'a^onc à essayer que les facteurs premiers de la forme 32 A -hi, compris entre i et 256, c'eslà-dire 97 et 193. On constate que ni 97, ni 193 ne divisent 65537- Donc 65537 *^st premier, et la remarque de Fermât se vérifie encore pour ce nombre.
Mais, pour n = 5, on a
2»-hi = 4294ÎJ67297,
dont les facteurs premiers impairs doivent être de la forme 64^ + 1*
Or les nombres premiers de cette forme, compris entre i et la racine, à une unité près, de 4 294967297, soit 2*« ou 65536, sont
Si l'on essaye les divisions de 4293967297 par ces nombres, la di\ision par 641 réussit et l'on trouve
2«'-hi = 4294967297^ 64 « X 6700417.
Ainsi la remarque de Fermât est inexacte (*)• Ce dernier résultat est dû à Euler.
(') Voici quelques résultats curieux relatifs à ce genre de questions : ^^' — 1 = 2 147 5^3647 est un nombre /premier (Euler).
NOTE D. — SUITES DE BROCOT ET DE FAHBY
Reste à voir si le facteur 6700417 est premier. Sa racine carrée à une unité près est a 588. Il suffit donc d'essayer les divisions de ce nombre, par tous les facteurs premiers de la forme 64 A -h i, depuis 641 jusqu'à 2 588, c'est-à-dire par
641, 769, iij3, iai7, 1409, 1601, 2ii3, 256i. Or aucune de ces divisions ne réussit. Donc 6700417 est premier.
SUITES DB BROCOT ET DE FAREY.
417. Considérons deux fractions -n -r.* La fraction -, ,7 s'appellera
la fraction médiante de ces deux-là.
Les nombres de la forme 2**+2-h i ne sont pas premiers. En effet,
2<fc+2 -4- 1 = ( 22*+« H- a*-^' -+-!)( a^*"^* — 2*-»'> -+- I ) ( Aurifeuille ) .
2«"h-i n'est pas premier, il est divisible par 114 689 (Lucas). aJM-j-, est divisible par 274877906944» (Seelhoff).
Pour obtenir ce dernier résultat, on remarque d'abord que les facteurs de a*"-»- 1 sont de la forme
Mais, pour essayer un de ces facteurs, soit /, on ne peut effectuer la division, car le nombre 2ï"4-i a plus de vingt milliards de chiffres. On se contente de calculer le reste de la division de a*"-h i par/. Pour cela, on forme la suite des nombres 2, a^ a»', 2**, ..., dont chacun est le carré de l'autre. Aussitôt qu'un résultat dépasse /, on le remplace par le reste de sa division par /.
On constate que, pour h — 20, on obtient un facteur de 2*"'-hi. Ce facteur étant le plus petit diviseur de 2S**+i est premier.
Le plus grand nombre premier calculé est, croyons-nous,
2918000731816531 (Le Lasseur).
On trouve, dans les Tables, des nombres premiers, assez considérables, se suivant à deux unités d'intervalle. Exemple : 3029867 et 3029869.
D'autre part, il est facile de former n nombres consécutifs qui ne soient pas premiers^ à savoir les nombres :
I.2.../l(/l-M)-H 2, 1.2.../l(/l-hl
i.a.../l(/l-hi) 4- /l, l.2.../l(/H-i) 4- (/»-hi)»
qui sont divisibles respectivement par 2, 3, . . . , /i, n 4- 1.
Considérons une suite de deux fractions t ^^ tt' telles que
Ces deux fractions sont irréductibles, car un diviseur commun de a et 6. divisant a'b et b'a, divise leur différence et ne peut être autre que i.
Entre ces deux fractions, intercalons une médiante. Nous obtenons une suite de trois fractions formant deux intervalles.
Dans l'un de ces intervalles ou dans les deux, intercalons encore une fraction médiante et nous obtenons une troisième suite.
Continuons ainsi; en général, ayant la n'^"** suite dans certains des intervalles laissés par les fractions de cette suite, intercalons des médiantes, nous obtenons une (/n-i)''"« suite.
418. On voit que la définition de ces suites est susceptible d'un assez ^rand arbitraire. Voici cependant quatre propriétés générales de ces suites :
1° Les fractions d'une suite sont rangées par ordre de grandeur croissante, — C'est vrai pour les deux fractions de la première suite, à cause de la relation (i); et alors c'est évident pour les autres suites.
*i" Toute fraction d*une suite est médiante des deux qui la comprennent, — Supposons que ce soit vrai pour la {n — i)'*"»» suite, et soient
m m* m" mT
quatre fractions consécutives de cette suite. Supposons que nous inier-
calions une médiante entre —y et —=-y nous obtenons
\\ faut démontrer que — r est médiante de —et — > ^-i et que—,
et
p' " P-^P'-^P' m" m' -\- m' -\- ni'"
p" ~ P'-^P'-^P" Or ces deux égalités sont vraies, car elles se réduisent à m' m-^-nf
p' P-^P' m" m' ^ ni'
égalités vraies par hypothèse.
SUITES DE BROCOT ET DE PAR ET
418. Entre deux fractions consécutives — * —7 existe la relation
m'p — mp' = I .
En effet, c'est vrai par hypothèse pour les deux fractions de la première
suite: démontrons que si c'est vrai pour les fractions — et —7 ce sera
encore vrai pour les deux fractions — et — r* ainsi que pour les
iractions , et — r •
P-^P P Or
(m -H m')p — {p '\-p')m = m! p — pm' = i et
m'(p -^p')-r'p'{m-\' m') = m'p — pm'=zi.
Le théorème est donc démontré.
4" Toute fraction d'une des suites est irréductible. En effet, Tégalité m' p — mp' =^ i montre que m et p sont premiers entre eux.
419. Suites de Brocot, — Les suites de Brocot s^obtiennent en partant des
deux fractions - et - et intercalant des médiantes dans tous les intervalles I I
qui se présentent. On obtient ainsi les suites suivantes :
Tes
420. Suites de Farey. — Les suites de Farey s'obtiennent en partant dos deux mêmes fractions - et ~> mais en n'intercalant de médiantes qu'entre les fractions dont la somme des dénominateurs est égale au rang de
la suite que Von forme. On obtient ainsi o
^ ^ Il 11 \ 'il l il 1 l ^ i '^ ^ T76547357275374567
Par exemple, pour passer de la sixième suite à la septième, on n'a intercalé des médiantes que dans les intervalles
II 21 I 3 2 3 5 I
421. D'après la façon dont les suites de Farey ont été formées, ii n'y a dans la /i'"°* suite que des fractions irréductibles plus petites que 1 et dont le dénominateur ne dépasse pas n\ je dis de plus qu^elles y sont toutes.
En effet, supposons que ce soit vrai pour la (/i— i )'**** suite.
Soit alors — une fraction irréductible plus petite que i, je dis qu'elle
est dans la /i''"* suite. En effet, - n'étant pas dans la (w— i)'"^ suite est
, , .m ni'
comprise entre deux termes de cette suite -- et —,
On na pas p -h p <. n, car sinon la fraction r» mediantc de —
m •!•,»/ M^ . « ni m'
et —7 appartiendrait a la (/i — !)'*'"• suite, de sorte que — et —r ne seraient
pas deux fractions consécutives de cette suite. Posons
cp — mn = a, m'n —p'c = p ;
X et p sont des entiers positifs.
SUR LE CALCUL DES RACINES PRIMITITES DES NOMRRES PREMIERS
Multiplions les égalités (2) respectivement par p' et p et ajoutons. Il
vient
n ( m'p — mp' ) = a/?' -h p/>, ou
Or comme/>-h/>'^/t, il résulte évidemment de là que
et
Reste à montrer que c = m-h m'^ alors il sera prouvé que — est la mé-
diante des fractions — et — r, donc elle sera dans la n'^"* suite. Pour cela
P P nous retranchons les égalités (2) membre à membre, il vient
Or
p-^p'=^n, donc
Corollaire. — Si l'on rangée par ordre de grandeur toutes les fractions irréductibles comprises entre o et j, chacune de ces fractions' est la médiunte des deux qui la comprennent ( • ).
SUR LE CALCUL DBS RACINES PRIMITIVES DBS NOMRRES PREMIERS.
422. Nous avons vu (n*** 159 et suivants) que la recherche d'une racine primitive d'un nombre premier est en général pénible. Voici quelque«i théorèmes qui permettent, dans certains cas, de prévoir une racine primitive.
Théorème. — Tout nombre premier de la forme 2'"-+-i admet comme racine primitive le nombre 3 (*).
En effet, toute racine primitive d'un nombre premier impair est un nonreste quadratique de ce nombre.
(') Farby, Bulletin de la Société philomathique; 1816.
Halphen, Sur des suites de fractions analogues à la suite de Farey {Bulletin de la Société mathématique, t. V, p. 170; 1877).
(^) Quant aux nombres de la forme a'^+'-hi, ils ne sont pas premiers, étant divisibles par 3.
La réciproque n'est pas vraie en général, mais elle Test lorsque le nombre premier est de la forme p = a*"-!-!. En effet, Texposant auquel un nombre a appa rtient par rapport à /?, est un diviseur àt p — i = a*". Si donc a n'est pas racine primitive, c'est-à-dire si son exposant n'est pas
égal à a*'*, il est un diviseur de a*"-', c'est-à-dire de ^ •
On a donc
a * s I {moàp).
Donc a est un reste quadratique.
Ainsi, tout nombre qui n'est pas racine primitive est un reste. 11 en résulte que, inversement, tout non-reste est une racine primitive. Ceci posé, pour démontrer le théorème, il faut donc démontrer que
Mais a*«H-i étant de la forme 4Ah- i, on a
D'ailleurs
a*'*-!-!^ 2(mod3).
Donc
(!e qui démontre le théorème.
Exemple. — Depuis i jusqu'à 200 on rencontre comme nombres premier* de la forme précédente les nombres a'-^ 1 = 5 et a^-h i = 17. Ils admettent 3 comme racine primitive.
423. Théorèiie. — Soit p un nombre premier impair, tel que ip + \ soit aussi un nombre premier. Si p est de la forme 4 A -+- 1, le nombre xp -h I admet 1 comme racine primitive. Si p est de la forme 4^ — '1 le nombre 2/>-f-i admet ( — 2) ou, ce qui revient au même, ao — 1 comme racine primitive.
En effet, par rapport au nombre premier 2/? -h 1, tout nombre ne peut appartenir qu'à un exposant diviseur de a/>; c'est-à-dire ( puisque /? est premier) à Tun des quatre exposants
I, 2, /?, -ip.
Le seul nombre appartenant à l'exposant 1 est 1.
Le seul nombre appartenant à l'exposant 2 est — i.
Donc, pour démontrer qu'un nombre différent de i et de — 1 est racine primitive de 2/? -M, il suffit de démontrer qu'il n'appartient pas à l'exposant/?; autrement dit, qu'il est non-resie du nombre a/? -h 1.
SUR LE CALCUL DBS RACINES PRIMITIYES DES NOMBRES PREMIERS
Ceci posé, soit d'abord
Alors
Or on sait que le nombre 7. n*est pas reste quadratique des nombres de la forme 8^ -+- 3. Donc 1 est racine primili\e. Soit, au contraire,
Alors
Or on sait que le nombre — 2 n'est pas reste quadratique des nombres de la forme 8A — i. Donc ce nombre ( — 2) ou le nombre ip — 1 [qui lui est congru mod(2/>-hi)j est racine primitive.
Exemple, — Depuis i jusqu'à 200 on rencontre, comme nombres premiers de la forme ip -+- 1, tels que p soit premier de la forme 4 A -h i, les nombres
Ils admettent 2 comme racine primitive. Gomme nombres premiers de la forme 2/) -+- i , tels que p soit premier de la forme ^h — 1 , on rencontre les nombres
qui admettent — 2 comme racine primitive.
424. Théorème. — Soit p un nombre premier impair j tel que 4/>-i-i soit aussi un nombre premier. Le nombre ^p -+- i admet comme racine primitive le nombre 2.
En effet, par rapport au nombre premier 4/> -+- 1 , tout nombre appartient à un exposant diviseur de 4/>> c'est-à-dire à l'un des six exposants
Or le nombre 2 n'appartient ni à l'exposant i, ni à l'exposant 2. Il n'appartient pas non plus à l'exposant 4* ^n effet
Donc 2 ne peut appartenir à l'exposant 4» si 4/> H- i > i5. D'ailleurs le seul nombre premier de la forme en question, pour lequel cette condition ne soit pas réalisée est !3, et pour ce nombre le théorème se vérifie directement.
Restent les exposants
On voit donc que si 2 n'était pas racine primitive, il appartiendrait à l'exposant /> ou à l'exposant '2/>.Dans les deux cas on aurait
2^P^i (mod 4/? -h 1),
c'est-à-dire que 2 serait reste quadratique de 4/> •+■ i«
Mais c'est impossible. En effet, p étant un nombre premier impair est de la forme ih-\-i. Donc
Or on sait que a n'est pas reste quadratique des nombres de cette forme.
Exemple, — De i à 200, on rencontre, comme nombres premiers de la forme /ip-hi, tels que p soit premier impair, les nombres
Ces nombres admettent 2 comme racine primitive.
4i5. Théorème. — Soit p un nombre premier, tel que
soit aussi un nombre premier. Si, de plus, la condition
est satisfaite, le nombre 2'"-»-*/? -+- 1 admet 3 comme racine primitive.
En effet, par rapport au nombre premier i"*-^^p -h i, tout nombre appartient à un exposant diviseur de 2'"-^*/?, c'est-à-dire à l'un des exposants
1, 2, 2*, ..., 2'"-*-S 2'"-^', /?, 2/>, 2*/?, ..., 2'«-«-*/?, if^-^^p.
Le nombre 3 ne pourrait appartenir à l'un des exposants
que si l'on avait
(1) 3i2--^«)_,^o [mod(2'«-^V-^0] ou
(2) ( i'*'"^')- ,)(3<2'"^Mh- ,) = o [mod (2'«-^V -+- I)). Or l'on n'a certainement pas
3<2'«-.»_ I ^ o [mod (2'«-^«/? -+- i)], car cette congruence entraînerait
3 u(--Vj _ r = o [mod(2'"^->/> -i- O], ce qui voudrait dire que 3 serait reste quadratique du nombre 2'»^-*/>-+-i.
SUR LE CALCUL DBS RACUfCS PRIMITIVES DBS NOMBRES PREMIERS. 339
Or ceci est impossible, car le nombre 2'»»-^'*/) -h i n'est certainement pas
de Tune des formes lîAdbi. 1 II ne pourrait y avoir exception que pour
/> = 3, mais la condition p > ^^^^ ( 'w ^ i) entraine a fortiori p > 3 1. La congruence (a) entraînerait donc
3,2m+.,_^ , ^ o [ mod( 2'«-^«/? -+- 1)], ou
h étant un certain nombre entier.
Dans cette égalité h ne peut être nul; il ne peut non plus être égal à i puisque alors on aurait
ce qui est manifestement impossible, l'un des nombres étant pair et l'autre impair.
Donc h'^1. Donc l'égalité (3) donnerait
d'où
Or ceci est contraire à l'hypothèse.
Il en résulte que la congruence (i) est impossible; et, par suite, que le nombre 3 ne peut appartenir qu'à l'un des exposants
p^ 2p, 2*/?, ..., 2"*-^^py 2'«-»-«/).
Il en résulte que si 3 n'était pas racine primitive, il appartiendrait à l'un des exposants
Dans tous les cas, on aurait
3(2'^-^«/»= I [mod {i^-^ip -+- i)]
c'est-à-dire que 3 serait reste quadratique de (2'"-*-*/? -i-i).
Mais nous avons déjà vu plus haut que c'est impossible. Le théorème est donc démontré (*).
( ') L'énoncé de ce théorème se trouve dans la Théorie des congruences {Éléments de la théorie des nombres) de TchebyscheiT, avec cette différence, qu'au
lieu de la condition /? > — -;^^ — > il y a la condition, évidemment moins avantageuse,/?>^;;j:^.
34o NOTE F.
Exemple. — Faisons m = i. De i à 200 on rencontre comme nombres premiers de la forme 8/>+ i, tels que p soit premier impair et satisfasse
à la condition p > — 7— ou /> > 5, les nombres 89 et 137. Ces nombres
admettent 3 comme racine primitive.
SUR LÀ FRACTION APPROCHANT LE PLUS D'UN NOMRRE a ET DONT LE DÉNOMINATEUR EST Pt-US PETIT QU'UN ENTIER m.
426. A la théorie des fractions continues se rattache la question intéressante suivante :
Parmi toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit qu'un entier donné m, trouver celle qui approche le plus par défaut d'un nombre donné a. De même trouver celle qui approche le plus par excès.
Considérons les valeurs approchées par défaut du nombre a à ->-»-» ••• près; elles forment une suite
Dans cette suite, barrons tout terme qui n'est pas plus g^rand que tous les précédents. Nous obtenons une nouvelle suite que nous appellerons suite (A).
Il est bien évident que pour trouver, parmi toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit que m celle qui approche le plus par défaut de a, il suffit de prendre, dans la suite (A), la fraction qui a pour dénominateur le nombre le plus voisin de m et inférieur à ce nombre.
Si, au lieu des valeurs par défaut, on prenait les valeurs par excès de d, et que /'on barrât tout terme qui n'est pas plus petit que tous les précédents, on formerait de même une suite (B). Pour trouver, parmi toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit que m, celle qui approche le plus, par excès, de a, il suffit de prendre, dans la suite (6), la fraction qui a pour dénominateur le nombre le plus voisin de /net inférieur à ce nombre.
Il est bien évident qu'il n'y a qu'une suite jouissant de cette propriété de la suite (A) et qu'une suite jouissant de cette propriété de la suite (B).
Exemple. — Pour le nombre e on trouvera facilement les suites
3 II 3o ^ 49 68 I 4 <t '8 U.J
tio
SUR LA FRACTION APPROCHANT LE PLUS d'cN NOMBRE a. 34 1
427. Remarquons que, si nous réduisons a en fraction continue, Us réduites de rang impair sont nécessairement contenues dans la suite (A), et les réduites de rang pair dans la suite (B), d'après les propriétés de ces réduites démontrées au n" 96.
Nous allons montrer comment de ces réduites on peut déduire tous les termes de la suite (A) et tous ceux de la suite (B).
Soient deux réduites consécutives de rang impair, par exemple,
P^ et ^^-
Qa-hi On a
QifcH-t Qa:-i -I- «A-l-t Qk Considérons Texpression
Pour /n =0, cette expression donne la réduite ^ ~' »
P* Pour m = ajt-Hi, elle donne la réduite -rr-»
Pour les valeurs 1,2,..., a^t+t — idem, on obtient donc a/^+i — i fractions intermédiaires entre . .^"^ et ^ "*"* »
428. Je dis que la suite (k') formée par les réduites de rangs impairs et les fractions intermédiaires n*est autre que la suite (A).
En effet, d'après la façon dont elle a été formée, la suite (A') se compose de fractions croissantes, à dénominateurs croissants et tendant vers a.
Considérons deux fractions consécutives de la suite (A'), soient — et ^ •
Je dis qu'on a
En effet, — est de la forme
et —, de la forme
Donc
Qk-i-^ mQk^ P^_i^(m-hi)Pk
p'q — q'p =[Pk- i-^{m -^ i)Pk][(ik-i-^ rnQk]
-[P;t-i-^'nP^][QA-,-h(/n4-i)QA] = P*Qit-i — QaP*-i=i.
Ceci posé, je dis que la suite (A') jouit de la propriété caractéristique de la suite (A), ce qui prouvera qu'elle lui est identique.
344 NOTB G.
Nous allons supposer que la forme réduite (A, B, C) soit une forme primitive, c'est-à-dire que les trois coefficients A, B, C n'ont pas de diviseurs communs ( n° 275).
Nous allons d'abord montrer qu'il n'y a que deux substitutions qui transforment (A, B, C) en elle-même, excepté :
1° Si A = 2, B = 1, C = 2, auquel cas il y a six de ces substitutions;
2? Si A = I , B = o, C = I , auquel cas il y en a quatre.
En effet :
1° On sait (n^318) que, pour qu'il y ait six des substitutions en question, il faut que
Puisque A, B, G n'ont pas de diviseur commun, le plus grand commun diviseur 9 de A, 2 B et G ne peut être que i ou 2. Dans le cas qui nous occupe, il doit être pair d'après l'égalité (1); il est donc égal à 2, et l'on a
4D = i2 ou
Or, il n'y a (n^ 323) que deux formes réduites de discriminant égal à 3, à savoir les formes (1,0, 3) et (a, i, 2). Mais, pour la première, ff = i. Donc la seconde seule répond à la question.
2** Pour qu'il y ait quatre des substitutions en question, il faut que
Si <J = I, on a
Or il n'y a qu'une forme réduite de discriminant égala i, à savoir (1,0, 1). Elle répond à la question.
Si a = 2, D = 4. Or il n'y a que deux formes réduites de discriminant égal à 4, à savoir (2,0, 2)et(i, o, 4)- Mais la première n'est pas primitive, et pour la seconde 9=1.
432. A partir de maintenant, nous supposerons que (A, B, G) est une forme réduite, primitive, différente de (1,0, i) ou de (2, 1,2).
Dans ces conditions, soit (a, 6, c) une forme de même classe que (A,B,G), il n'y a que deux substitutions modulaires qui transforment (a, 6,c)en (A,B,G).
Soit R l'une de ces substitutions, l'autre est RI (n* 318).
Soit alors R une substitution modulaire quelconque. Si l'on applique à (A, B, G) la substitution R-*, on trouve une forme (a, 6, c). Inversement, la substitution R transforme (a,b,c) en (A, B, G). Il en est de même de la substitution RI ; mais il n'y a pas d'autre substitution modulaire que ces deux-là qui transforment (a, b, c) en (A, B, G).
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D'autre part, on peut passer de (a, 6, c) à (A, B, G) par une suite de substitutions S et T (n"' 309 et 310).
On en déduit donc que toute substitution du groupe modulaire à deux variables est identique à un produit de substitutions S et 1 ou à ce produit multiplié par I.
433. Si l'on considère le groupe modulaire à une variable (n^ 35!7), comme, dans ce groupe, les deux substitutions R et RI sont identiques, on peut dire que toute substitution du groupe modulaire à une variable est identique à un produit de substitutions S etT (i).
434. Nous appclerons/o/ic/«on numérique, une fonction qui n'est définie que pour les valeurs entières de la variable, et qui n'a elle-même que des valeurs entières.
Autrement dit, un nombre entier N est une fonction du nombre entier n, lorsqu'à chaque valeur de n correspond une valeur de N.
Exemple. — La somme des diviseurs du nombre /i, l'indicateur du nombre n, etc., sont des fonctions numériques.
435. Intégrale et dérivée suivant tous les nombres. — Soit une fonction numérique /(/i). La fonction
sera dite intégrale numérique de fin) suivant tous les nombres.
Inversement f{n) sera dite la dérivée numérique de F(n) suivant tous les nombres.
Exemples. — Si la fonction /(n) est égale à n, la fonction F(n) est
égale à "(^-^'>.
Si la fonction /(/i) est égale à /ip, la fonction F(/i) est égale à un certain polynôme en n de degré /> -H i, et qu'on appelle />*^"« polynôme de Bernoulli.
(*) Pour l'étude du groupe modulaire, voir Vorlesungen ueber Théorie der elliptischen Modulfunctionen (Klein). En particulier, le Chapitre III de la se> conde Partie de cet Ouvrage est consacré à la relation entre le groupe modulaire et la réduction des formes quadratiques et à la représentation géométrique de cette réduction.
436. II est évident que l'intégrale, suivant tous les nombres, d'une fonction déterminée, est déterminée par la formule (i).
Inversement la dérivée, suivant tous les nombres, d'une fonction déterminée, est déterminée par la formule
Nous désignerons l'intégrale suivant tous les nombres de la fonciion f{n) par la notation
Inversement, nous poserons
437. Intégrale et dérivée suivant les diviseurs, — Nous appellerons, d'après Tchebyscheff, intégrale suivant les diviseurs d'une îonciion f{n), la fonction 4>(n) définie par l'équation
if d^ d\ . . .^ n étant tous les diviseurs de n. Inversement, /(n) sera dite la dérivée de 4>(/i) suivant les diviseurs.
Exemples, — Si/(/i) est l'indicateur de n, 4>(n) est égale à n, Si/(/i) est l'indicateur du/?'*^"' ordre de n, 4>(n) est égale à nP.
438. L'intégrale, suivant les diviseurs, d'une fonction déterminée /(n) est déterminée par la formule (2).
Inversement, la dérivée suivant les diviseurs d'une fonction déterminée 4>(n) est déterminée. En effet, écrivons les n premières équations (2).
\ 4.(n)=:/(i)+/(rf)+/(rf')-t-... + /(/i).
Nous ea tirons
(4) ./(3) = *(3)-X(Or'^
Nous désignerons l'intégrale suivant les diviseurs de la fonction f{n) par la notation
d Inversement, nous poserons
^9. La fonction fx(n). — Soit f{n) une fonction égale à un pour n = i, et à zéro pour toute autre valeur de n. Nous désignerons par fx(n) la dérivée, suivant les diviseurs de cette fonction f(n).
Autrement dit, on a les égalités :
Les formules (4) donnent alors
Ft(0 = I,
fx(2)=— I,
Hl(6) = + i.
Je dis que, en général
|i(n) = o quand n contient des facteurs premiers multiples. jji(n)=-f-i quand n ne contient que des facteurs premiers simples et
en nombre pair.
jji(n) = — I quand n ne contient que des facteurs premiers simples et
en nombre impair.
Pour le démontrer, je remarque que la fonction |i.(/i) étant complètement définie par les équations (5) et (6), il suffît de montrer que les valeurs qu'on vient de dire pour fJL(n) satisfont à ces équations.
La chose est évidente pour /i = i, et, par conséquent, pour Téquation (5).
Soit maintenant n ^ i. Soit
la décomposition de n en facteurs premiers. Soit r le nombre de ces facteurs a^b^, . .y l. Les diviseurs de n qui contiennent des facteurs premiers
multiples, donnant par hypothèse des valeurs nulles pour la fonction \i, n'interviendront pas dans la vériGcation de la formule (6).
Les diviseurs de n qui ne contiennent que des facteurs premiers simples sont
i; a, ^, c,..., A-, /; ab, ac,...j kl] abc^abdj...^hkl\ ...; abc.hkl.
Il y en a i égal à l'unité,
» - contenant i facteur premier,
» — ^ contenant 2 facteurs premiers,
contenant 3 facteurs premiers,
ri r(r — i)(r— 2).. .1 « .
Il y en a — ^^ — contenant r facteurs premiers.
La somme des fx de ces diviseurs est donc égale, d'après les hypothèses faites sur la valeur de la fonction (i, à
Or on sait que cette somme est nulle. La formule (6) est donc vérifiée. 441. Application aux formules (4). — Je dis que ces formules s'écrivcnl
/(3) = fx(Y)*(i)-H|^(|)*(3),
Pour le démontrer, je suppose que dans les formules (3) on considère celles de rangs i, c?, c?', . . ., n, qu'on les multiplie respectivement par
P-l")» ^[7f)' ' " ' ^\~) ^^ qu'on les ajoute, il est facile de voir que
le coefficient de f{d) dans le second membre est
5 désignant les diviseurs de -i»
Or, cette somme peut s'écrire
Elle est donc nulle pour d ^ n cx. égale à i pour d = n. Donc on obtient bien ainsi la formule
442. Autre forme de cette formule. — Cette formule peut s'écrire sous une autre forme due à Liouville.
Soit n = a«6P... A.
Dans la formule (7) il n'y a besoin d'écrire dans le second membre que
les termes relatifs à des diviseurs de n, tels que -i ne contienne pas de facteurs multiples. Ces diviseurs sont
n n n n n n n ri
\ a l au ac kl abc... kl
et la formule (7) devient, en remplaçant les coefficients k( j) par leurs valeurs,
c'est-à-dire encore
(8) f{n) = ^^>{d)-^^nd'),
en posant
Telle est la formule de Liouville.
35o NOTE H.
443. Comme application, si la fonction /(n) est Tindicateur <p(/*), on sait que l'intégrale *(/i) est égale à n. La formule (8) donne donc alors
c'est-à-dire
On retrouve ainsi la formule du n*' 71.
444. Relations avec la théorie des fonctions analytiques, — Considérons une fonction analytique développée en série de Taylor. Dans ce développement le coefficient de a?" est une fonction numérique de n.
Inversement, soit/(/i) une fonction numérique de n. Le développement
(9) G(x) = ^/(n)xn
rt = l
définit une certaine fonction analytique de x (pour les valeurs de x pour lesquelles cetle série est convergente).
La connaissance de la fonction analytique G(x) entraîne celle de la fonction numérique /(/i) et réciproquement. Les connaissances des deux fonctions sont donc équivalentes.
Ceci peut être considéré comme une généralisation des idées de Kronecker relatives au\ polynômes {voir n* 248).
Il faut remarquer que la fonction /(/i) peut être telle que la série (9) ne soit convergente pour aucune valeur de x. On conçoit cependant qu*on puisse continuer à regarder la série comme un symbole représentant la fonction numérique. C'est une façon d'envisager l'introduction dans le calcul de séries divergentes.
Le développement de Taylor peut d'ailleurs être remplacé par un autre,
par exemple par un développement de la forme ^,- — —9 tel que ceu\. qu'on a considérés aux n*** 398 et suivants.
445. A ce point de vue, les procédés d'intégration et de dérivation suivant tous les nombres ou suivant tous les diviseurs sont caractérisés par les formules suivantes. Soit y(n) une fonction numérique, F(n) son intégrale suivant tous les nombres, ^(n) son intégrale suivant tous les diviseurs. On a les formules
/I = ao rt=roo /l=90
^f(n)x^^X^x^ = ^ F{n)xn,
et
fin) ^ Y _L = Y »(^)
I fin)
et
Ç(«) étant la fonction de Riemann, dont on a parlé au n^ 399.
Ces formules se démontrent en effectuant le produit indiqué au premier membre, et constatant que tous les termes de ce produit se retrouvent au second membre.
Exemple. — La formule (11), en supposant /(n) égale à l'indicateur ç(n) donne
d*où
n^ r,is)
rt — 1
Plus généralement) en supposant/(n) égale à Tindicatcur du p^^'"^* ordre fp(n)y on trouve :
Zà n^ ' C(5)
On obtient de la même façon la formule d'où
n' tis)
416. Nous terminerons cette Note par la démonstration de la formule
curieuse due à Smith
(/>, g) désignant le plus grand commun diviseur de p et q, et <p(A) l'indicateur de n.
Cette formule n'est qu'un cas particulier de la suivante :
(la)
4>(n) étant l'intégrale suivant les diviseurs de/(/i).
Pour démontrer cette formule, soient i, dj ..., n les diviseurs de n. Remplaçons les éléments de la dernière colonne du déterminant par la somme obtenue en multipliant les éléments de la première colonne par
, ceux de la cT^"' par jjl
• 9 ceux de la n''"* par
7 et
ajoutant, tous les produits relatifs aux éléments d'une même ligne. Cette transformation ne change pas la valeur du déterminant, puisque le
coefficient (^( — ) des éléments de la dernière colonne du déterminant est
égal à I.
Mais alors l'élément de la/>'''°*' ligne de la dernière colonne devient
(i3) i^(^j)n(P' ')] + i^(J)*[(/',rf)]+-.+ H'(^)*[(^,«)i-
Remplaçons dans cette somme ^[(p,d)] par\]/(ô); le signe^ s'éten-
dant à tous les diviseurs 8 de (/>, d). Remarquons que ces nombres o sont diviseurs de (/?, n). Nous obtenons ainsi une nouvelle somme.
Dans cette somme, réunissons les termes en /(8), 8 étant un certaio diviseur de (/?, n). Or pour que 8 soit un diviseur de (/), d) comme 8 est par hypothèse diviseur de p, il suffit qu'il le soit de d. Les nombres d tels que 6 soit diviseur de (/?, d) sont donc les diviseurs de n qui sont multiples de 8. Ce sont donc les nombres de la forme
rf = 8 X 8',
8' étant un diviseur de v*
Alors, si dans l'expression (i3) on réunit les termes en/(8), le coeffi-
cient est
le signe ^ s^étendant à tous les diviseurs S' de t-« Or cette somme est nulle, à moins que
Il ne peut donc rester qu'un terme dans la somme, le terme /(n).
Mais Ce terme n'existe que si l'un des nombres (/>, n) est égal à n, c'est-à-dire que si /? = n.
En résumé, la somme (i3) est nulle pour/? < n, et elle est égale à/(/i) pour/> = n.
Il résulte de là que le déterminant (12) devient par la transformation indiquée, égal à
<I>[(/i, I) <i>[(/i,2)] ... <P[(n,n^i)] /(n) Si donc on appelle D^ le déterminant en question, on a
d'où, de proche en prochç,
447. Il existe un grand nombre d'autres formules, plus ou moins curieuses, sur les fonctions numériques. En voici par exemple une dont le lecteur trouvera facilement la démonstration :
Soit /{n) une fonction numérique, g{n) sa dérivée suivant tous les nombres, et h(n) la dérivée de g{n) par rapport aux diviseurs. On a
Exemple, — Si h{n) est l'indicateur, on a
AiS. On sait le rôle que jouent en Algèbre les nombres imaginaires, c'est-à-dire les nombres de la forme a ■+- 6< (l'étant l'une des racines imaginaires de l'équation jr»-hi = o). On conçoit donc comment on a été amené (*) à considérer dans la théorie des nombres les entiers imaginaireSf c'est-à-dire les nombres de la forme a -h 6i, a et 6 étant entiers, positifs ou négatifs.
On a
{a -t- bi) -f- (a'-f- b' i) = a -h a' -h (6 -h b') «,
a->rbi —{a'-\-b'i) = a — a''^{b^b')i,
(a-f- bi){a'-h b'i) = aa'— 66'-H (a6'-h 6a') «.
Ainsi la somme, la différence, le produit de deux entiers imaginaires sont eux-mêmes des entiers imaginaires; et le même théorénre s'étend sans peine à la somme ou au produit de plus de deux nombres.
450. Mais il n'en est plus de même, en général, du quotient de deui entiers imaginaires.
On a, en effet,
a-^ bi __ aa'-\- bb' ba' — ab' , a'-hb'i" a'* -h 6'* a'*-hb'*
Le quotient de a -h bi par a'-hb'i n'est donc un entier que si les nombres entiers réels aa'-h bb' et ba' et ba' — ab' sont divisibles tous les deux par a'*-t-6''; sinon le quotient de deux entiers imaginaires est une fraction.
431. La quantité a* -H b^ s'appelle la norme du nombre a-i-bi (c'est le carré de la quantité connue en Algèbre sous le nom de module). On voit sans peine que la norme d*un produit est égale au produit des normes des facteurs.
Il en résulte que pour qu'un nombre soit divisible par un autre, il faut que la norme du premier soit divisible par la norme du second. Mais cette condition n'est pas suffisante. Les conditions nécessaires et suffisantes ont été données plus haut.
(') Gauss, Theoria residuorum biquadraticorum..
SUR LES NOMBRES E!«TfERS IMAGINAIRES.
<452. La définition de la norme s'étend aux nombres fractionnaires. Soit le nombre fractionnaire
a -h hi
a' -\- b' i égal à
bh' ba' -
nb' .
La norme de ce nombre est, par définition, la quantité
Elle est identiquement égale à -7^ — ^t^-
D'une façon générale, la norme du quotient de deux nombres, entiers ou fractionnaires, est égale au produit des normes de ces nombres
453. Représentation géométrique des nombres imaginaires, — Le nombre a + bi se représente par le point dont les coordonnées rectangulaires sont a et b. En particulier, les nombres entiers sont représentés par les sommets des carrés adjacents représentés dans la fig. 2. Ces carrés
forment ce que nous appellerons un réseau carré, ayant 01 comme base. Si A est le point qui représente un certain nombre, ce nombre s'appelle
Vaffixe de A. La norme est égale à OA .
454. Pour additionner deux nombres qui sont les affixes de deux points A et B, il suffit de construire un contour polygonal OAG dont le premier
côté soit OA, et dont le second AG soit égal, parallèle à OB et de même sens. Le point G est Taffixe de la somme cherchée.
Il résulte de là que si A et G sont les afHxes de deux nombres, AG représente la norme de la différence entre ces deux nombres.
La règle qu'on vient de donner pour trouver la somme de deux nombres s'étend sans peine à un nombre quelconque de nombres.
453. Nombres conjugués. — Les nombres a h- 6i et a — bi sont dits conjugués. Les points A, A' (Jig'i)i qui représentent deux nombres conjugués, sont symétriques par rapport à l'axe Ox, Les normes de deux nombres conjugués sont égales entre elles, et égales au produit de ces nombres.
La somme de deux nombres conjugués est réelle.
456. Quotient et restée de la division de deux nombres entiers. — Soient a -H 6«, c -t- dl deux nombres entiers. Le quotient exact de a -h bl par c H- dl n'est pas en général un nombre entier. Mais on peut, par analogie avec ce que l'on connaît sur les nombres réels, chercher un nombre q H- ri appelé quotient j et un nombre s -f- tl appelé reste, tels que
(i) a-^bl — (c -hdl)(q -h ri) -h(*-f- tl),
et tels de plus que la norme de s -\- tl soit plus petite que la norme de c -+- dl.
Or l'équation (i) peut s'écrire
a -\- bl . s •+- tl
c -+- dl ' c -h dl
D'après les conditions du problème, la norme du nombre fractionnaire
doit être plus petite que i. La question revient donc à la suivante :
c-t- dl
Étant donné un nombre fractionnaire 77 > trouver un nombre
•^ c-h dl
t'jT' a -\- bl entier q •+■ ri^ tel que la différence -j. — (^ -H ri) ait une norme
plus petite que i.
Or
a -h bl , . ac -h bd / bc — ad \ .
..— (a-i-rO = - . -.r — Ç -^ {—., — 7* '^ 1 '.
c-^di ^^ ' c^-^d^ ^ \c^-+-t^* /
Il faut donc déterminer q et r, de façon que
, , (ac^bd \» /bc — ad \«
Il sufOt pour cela de prendre pour q la valeur, à moins d'une demi-unité
» 1 , ac -h bd , , , . „ , . . .
près, du nombre — - — -j^ y et pour r, la valeur, a moins d une demi-unité
près, du nombre — , — y^* i^ans ces conditions l'expression (a) a une
valeur inférieure ou au plus égale àf-j "^f"")* c'est-à-dire à -> et,
par conséquent inférieure à i.
On voit d'ailleurs qu'il peut y avoir jusqu'à trois autres systèmes de valeurs de ^ et de r répondant à la question.
467. Géométriquement : Soit M le point qui représente . {fig 3 ) ;
il faut prendre pour q -f- ri une valeur entière dont le point représentatif, A, soit à une distance de M plus petite que i. Les seuls points pouvant
Fig. 3.
répondre à la question sont les sommets du carré dans lequel se trouve le point M. Suivant la position du point M, il peut y avoir deux, trois ou quatre de ces sommets qui conviennent.
A moins d'avertissement contraire, on prendra pour quotient q ■+• ri, celui dont il a été parlé plus haut, et qui est déterminé en général, excepté
quand l'un des deux nombres —-. j- > — r j- ï ou tous les deux, sont de
la forme [ A -f- - ) > h étant un entier. Ce quotient est l'affixe du sommet du carré qui est le plus voisin de M.
458. Des unités, — On dit qu'un nombre est une unité lorsqu'tY divise tous les nombres entiers.
Dans la théorie des nombres entiers réels positifs il y a une seule unité, le nombre i.
Dans la théorie des nombres entiers, positifs ou négatifs, il y a deux unités, les nombres -t- 1 et — i.
Dans la théorie des nombres entiers imaginaires, pour qu'un nombre p -^ qi soit une unité, il faut, d'après ce qu'on a dit au n^ 451, que sa
norme /?* H- ^' divise tous les entiers réels positifs : il faut donc qu'elle soit égale à i.
Il faut, pour cela, que l'un des deux nombres />, q soit nul, et Taatre égal à ±1. I ne peut donc y avoir que quatre unités, à savoir
-Hi, —1, H-i, — e.
D'ailleurs les identités
a -H 6i = (a H- bi) i,
a-\- bi = ( — a — bi) ( — i ),
a -h bi = (b — ai)i,
a-\- bi = ( — b -h ai){— i)
montrent qu'effectivement tout nombre a -+- bi est divisible par les nombres I, — I, H-/, — I. Ces derniers sont donc des unités.
^9. Il résulte aussi de ce qui précède que, au point de vue de la divisibilité, les quatre nombres a -^ bi^ — a — bi, b — ai, — b -¥- ai ne sont pas distincts.
Tout diviseur de l'un de ces quatre nombres est aussi diviseur des trois autres. De même, tout multiple de l'un de ces quatre nombres est aussi multiple des trois autres. Nous appellerons ces quatre nombres, associés.
Ces quatre nombres sont représentés par quatre points A., A|, Aj, A|, sommets d'un carré de centre O (Jig. 2).
460. En particulier, il existe toujours un de ces nombres situés dans le domaine limité par les bissectrices OD, OD' des angles arO^etarO/, OD' comprise, OD non comprise (Jig. 2).
Autrement dit, il existe un de ces nombres dont la partie réelle est plus grande en valeur absolue que la partie imaginaire, ou au plus égale lorsque la partie imaginaire est négative.
Les nombres de ce domaine DOD' sont deux à deux imaginaires conjugués, excepté ceux dont les affixes sont situés sur la droite OD', c'està-dire ceux de la forme a — ai,
461. Remarque, — Si un nombre a-^bi est divisible par un nombre c ■+- di, le nombre a — bi est divisible par c — di.
En particulier, si un nombre réel a est divisible par un nombre imaginaire c -t- diy il est aussi divisible par c — di.
462. Représentation géométrique des multiples d'un nombre. — Soit un nombre a -h 6/ dont l'affixe est A(yî^. 4).
Il est d'abord facile de trouver les affixes des nombres de la forme m(a-^6t), m étant un entier réel. Ce sont les points situés sur U droite OA à des distances les uns des autres égales à OA, l'un de ces points étant O.
SUR LES NOMBRES ENTIERS ISIAGIMIRES. SSq
Considérons maintenant le nombre i{a -4- bi); il a pour affixe le point D
(OD = OA et AOD = i dr.). Les nombres de la forme pi{a -h bi), p étant un entier réel, ont donc pour affixes les points situés sur OD, à des distances les uns des autres égales à OD, l'un de ces points étant 0.
Soit alors (m -h pi) (a -h bi) un multiple quelconque de a -h bi.
On a
(m -h pi) (a -h bi) = m{a -\- bi) -\- pi{a -f- bi).
On a donc l'affixe M du nombre {m-^ pi){a-\- bi) en prenant l'affixe B' du nombre m{a 4- bi), Taffixe G du nombre pi{a -h bi), et achevant le rectangle GOB'M.
Il en résulte que les multiples de a -h bi ont pour affixes les sommets d'un réseau carré construit sur OA comme base (réseau dessiné en trait plein dans \^ Jig. 4).
i63. Plus grand commun diviseur. — La possibilité, étant donnés deux nombres a-^-bi, c-\-diy d'en trouver deux autres g -\- ri, s -^ ti satisfaisant aux conditions
a -h 6t = ( c -+- di) {q -\- ri) -h s -h ti,
36o NOTE I.
permet de constituer un algorithme du plus grand commun diviseur identique à celui des nombres entiers réels.
Exemple. — Soient les deux nombres 67 — 691 et 64 — 60 «.
Leur plus grand commun diviseur est — 5 -H 7^*.
Tous les théorèmes démontrés dans les n®' 28 à 32 subsistent pour les nombres entiers imaginaires.
464. Nombres premiers, — Un nombre premier est un nombre qui n'est divisible que par les quatre unités, ou par lui-même, ou par ses associés (n»459).
Comme quatre nombres associés ne sont pas considérés comme distincts au point de vue de la divisibilité, nous pourrons ne considérer que des nombres premiers du domaine DOD' (n° 460). On voit facilement que :
Tout nombre est décomposable en un produit de facteurs premiers multiplié par une unité.
De plus, la décomposition n'est possible que d'une seule manière, à condition de n'employer que des nombres premiers du domaine DOD'.
En effet, dans cette hypothèse, comme il n'y a pas de nombres premiers associés, un nombre premier ne peut en diviser un autre sans lui être identique. Le raisonnement fait au n"^ 34, pour la décomposition en facteurs premiers des nombres réels, subsiste donc absolument.
Ces nombres premiers du domaine DOD' sont deu\ à deux imaginaires conjugués, excepté le nombre i— t, dont l'affixe est situé sur OD'(n'460}.
465. Il n'est pas difficile de déduire les nombres* premiers imaginaires des nombres premiers réels. Voyons d'abord si les nombres premiers, parmi les nombres réels, sont encore premiers parmi les nombres imaginaires.
Je dis que la condition suffisante et nécessaire pour qu^un nombre p, premier parmi les nombres réels, ne soit plus premier parmi les nombres imaginaires, est que ce nombre soit décomposable en une somme de deux carrés.
La condition est suffisante, car si l'on a
p z= a^-h b^j on en déduit
p z= (a -h ai) (a — bi).
Donc/> n'est pas premier parmi les nombres imaginaires.
La condition est nécessaire : en effet, si p n'est pas premier, il est dé-
composable en facteurs premiers nécessairement imaginaires; d'ailleurs, d'après ce qu'on a dit au n^ 401, s'il y a dans la décomposition de p un nombre imaginaire a-\-biy différent de i — i, il y a nécessairement le conjugué a — bi. Le nombre/? ne peut d'ailleurs contenir d'autre facteur premier que a -h bi et a — 6/, car s'il en contenait un autre c ■+■ di^ p serait divisible par les nombres a -f- 6i, c -h di, (a -4- 6/) (c -h di). Donc la norme de />, c'est-à-dire />', serait divisible par les normes de ces trois nombres, c'est-à-dire par a* h- ^«^ c'-i-^*, (a*-t- 6*)(c*H- é/*), ce qui ne peut être, car p, étant premier parmi les nombres réels, le nombre />< n'admet que deux facteurs réels différents de i, à savoir/? et /?*. On a donc
p =z [a -h bi)(a — bi) = «»-+- 6*.
Si p admet le facteur premier i — i, le théorème est encore vrai, car p étant divisible par i — i est aussi divisible par i -h i qui égale (i — i)i, et l'on voit, comme à l'instant, que
466. Conclusion, — On sait (n° 371) que les nombres premiers décomposables en une somme de deux carrés sont les nombres premiers de la forme 4^-+- i et le nombre i. On a donc le résultat suivant :
Les nombres premiers réels de la forme 4 A — i sont premiers parmi les nombres imaginaires. Les nombres premiers réels de la forme ih-i-i ei le nombre i ne sont pas premiers parmi les nombres imaginaires, ils se décomposent en un produit de deux facteurs premiers, imaginaires conjugués.
Exemple :
i3 = 2»-t-3«= (3 -+-2 0(3— Al).
467. En traitant la question posée au n** 465, nous avons trouvé des nombres premiers imaginaires; nous venons, en effet, de voir que,/> étant un nombre premier réel décomposable en une somme de deux carrés a*-h^', admet les deux facteurs a-hbi^ a — 6i, mais ne peut en admettre d'autres : les nombres a-\-bi et a — bi sont donc premiers.
Je dis qu'il n'y a pas d'autre nombre premier imaginaire.
En effet, soit a ■+- bi un nombre premier imaginaire; a — bi l'est aussi; et il faut démontrer que a*-t-6' est un nombre premier parmi les nombres réels. En effet, si a' -h 6* n'était pas premier parmi les nombres réels, il aurait un facteur premier réel c, et l'on aurait
a'^^ b^=i cd
(3) {a->t-bi)Ka — bi) = cd.
Mais cette égalité est impossible, car, si c et c? étaient premiers parmi les nombres imaginaires, les deux membres de l'égalité (3) se décompo-
seraient difTéremment en facteurs premiers, et si c et c? n'étaient pas premiers parmi les nombres imaginaires, le second membre de l'égalité (3) se décomposerait en un produit de plus de deux facteurs premiers, et le premier en deux seulement.
En résumé, les nombres premiers imaginaires sont : 1** Les nombres premiers réels de la forme 4 A — i; 2° Les nombres de la forme a -h 6i, a*-t- b^ étant un nombre premier réel,
468. Rema 'que, — Dans le raisonnement précédent, nous nous sommes (au n* 466) appuyés sur la théorie de la décomposition des nombres premiers en somme de deux carrés, c'est-à-dire sur la théorie des formes quadratiques. Il est intéressant de remarquer que l'on peut se passer de cette théorie, démontrer sans y faire appel les résultats du n° 466, et en déduire le théorème de Fermât du n° 371.
En effet, nous avons démontré au n° 465 que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre p, premier parmi les nombres réels, ne le soit pas parmi les nombres imaginaires, est que ce nombre soit décomposable en une somme de deux carrés.
Or, comme une somme de deux carrés ne peut être que de Tune des formes ^hj 4^ -^ i, 4^+2, il en résulte immédiatement le premier résultat du n" 466, à savoir : les nombres premiers réels de la forme ih — i sont premiers parmi les nombres imaginaires.
Pour le nombre 2, il est égal à 1*-+- 1^*
Enfin,. pour les nombres premiers réels de la forme ^h -^ i, si nous démontrons autrement que nous ne l'avons fait qu'ils ne sont pas premiers parmi les nombres imaginaires, il en résultera qu'ils sont décomposables en une somme de deux carrés, c'est-à-dire le théorème du n* 371.
Soit/? un nombre premier de la forme 4 ^ -m; considérons la coagruence
(4) ar/'-i — 1 = (mod p).
Cette congruence admet les /? — i solutions 1,2, ...,/? — i; mais elle admet aussi la solution x = i. Or, on démontre, comme dans la théorie des nombres entiers réels, qu'une congruence à module premier ne peut avoir plus de solutions qu'elle n'a d'unités dans son degré. La congruence (4) étant de degré p — i et ayant plus de p — 1 solutions, c'est que le module/? n'est pas premier.
469. Système complet de restes incongrus par rapport à un module a -t- bi, — La définition est la même que pour les modules réels. On appelle système complet de restes incongrus par rapport à un module a H- bi, un système de nombres tels qu'il y en ait un et un seul congru (mod a-t- bi) à un nombre quelconque.
Cherchons à constituer un tel système et à compter le nombre de nombres qui y sont contenus.
Nous avons vu (n** 462) que les multiples d'un nombre a -+- bi sont les
affixes des sommets d'un réseau carré Q coustruit sur OA comme base, A étant l'affixe de a -h bi. Construisons un autre réseau carré Q' formé de carrés et dont les côtés soient égaux et parallèles à ceux des précédents. (Le réseau Q' est représenté en pointillé sur la fig. 40 Soient P et P' deux points situés de la même façon dans deux des carrés (G) et (C)) du réseau Q' c'est-à-dire deux points qui viendraient à coïncider, si l'on transportait le carré (G) parallèlement à lui-même sur le carré (G'). Il est bien évident que le segment de droite PP' est égal et parallèle au segment joignant l'origine à un certain sommet E du premier réseau. Donc la différence des affixes des points P et P' est un multiple de a h- bi. Ges deux affixes sont donc congrues (mod a -H bi).
D'autre part, si l'on prend deux points dans un même carré du réseau Q', la droite qui les joint ne peut être égale et parallèle à un segment de droite joignant l'origine à un point du réseau Q. Les affixes de ces points ne peuvent donc être congrus (mod a ■+- bi).
Il y a exception pour deux points qui seraient situés sur le périmètre d'un carré du réseau Q' aux deux extrémités d'une parallèle à un côté, ou pour deux sommets de ce carré.
Il résulte de là que si l'on construit un carré (G) sur une base pirallèle et égale à OA et que l'on considère le domaine formé par Vintérieur de ce carréy deux côtés consécutifs de carrée et le sommet intermédiaire il existe dans ce domaine un point dont l'affixe est congru [mod {a-\-bi)\ à un nombre quelconque et il n'en existe qu'w/i. Les affixes des points situés dans ce domaine forment donc le système complet cherché.
470. Quant au nombre de ces points il s'évalue de la façon suivante : Considérons le carré (G), et le réseau formé par les points qui représentent tous les nombres entiers. Supposons, pour simplifier, qu'aucun de ces points ne se trouve sur le périmètre du carré (G); ce qui est toujours possible, puisque le carré (G) peut être déplacé parallèlement à lui-même. Il faut alors compter combien il y a de ces points à l'intérieur du carré (G). Or on peut dire que le carré (G) est décomposé en carrés de côté i, en convenant que lorsqu'un carré de côté égal à i est incomplet, on complète la portion de ce carré limitée par un côté du carré (G), avec la portion d'un autre carré limitée par le côté opposé.
Dans ces conditions, chacun des points dont on veut compter le nombre est un sommet appartenant à quatre carrés de côté égal à i, et d'autre part chaque carré de côté égal à i à quatre sommets; donc il y a autant de ces points que le carré (G) contient de carrés de côté égal à i. Or
la surface du carré (G) est égale à OA ou à d^-\- 6*. Donc il contient a'-t- b^ carrés de côté égal à i. G'est le nombre cherché. Il est égal à la norme de a -t- bi.
471. Indicateur, — Parmi ces nombres, combien il y en a-t-il qui soient premiers à a -H bil
Soient p -H g/, p' -\- q'i^ ... les facteurs premiers de a -h bi (certains de ces facteurs pouvant être réels).
Le nombre cherché est le nombre des points qui resteront dans le carré (G) après qu'on aura effacé, les points qui ont comme affîxes des multiples de /? -h qiy puis ceux qui ont comme affixes des multiples de />'-!- ^'/, et ainsi de suite.
Or les points qui ont comme affixes des multiples de/>-f-çi sont les sommets de carrés de surface égale à /?*-+-^*. On voit donc, par un raisonnement analogue à celui qu'on a fait plus haut, que dans le carré (C)
il y a — j de ces points. Quand on les a effacés, il reste dans le carré ( C ),
flî^-^î
p^-\-q^ ou
(at-H6i)(,--^^) points.
Le raisonnement se poursuit comme au n** 71, et Ton trouve
pour le nombre cherché.
Nous poserons ce nombre égal k^{a -^ bi).
Dans le cas où le nombre a -f- bi est premier, le nombre précédent se réduit à
472. Théorèmes de Fermât et d'Euler. — La généralisation des théorèmes de Fermât et d'Euler aux nombres imaginaires est immédiate. Soit a -h bi un nombre quelconque et c-hdi un nombre premier avec lui, V expression
{c^di)¥^-^f'i^'-\ est divisible par a -h bi.
Lorsque a -h bi est premier, ce théorème devient le suivant :
Soit a -h bi un nombre premier, et c -h di un nombre non divisible par a -h biy V expression
{cH-diy'-^-^'-^—i est divisible par a -h bi.
473. Théorème de Wilson. — a -h bi étant un nombre prem,ier, ie produit des a' -h 6* — i nombres non divisibles par a-\-bi contenus dans le carré (C), augmenté de i, est divisible par a-f- bi.
Ces théorèmes se démontrent comme les théorèmes analogues sur les nombres entiers réels.
Nous arrêterons ici la théorie des entiers imaginaires de la forme a -+- bi. Le lecteur pourra chercher à étendre à ces nombres certains résultats de la théorie des congruences et des restes quadratiques.
474. Application à la résolution des congruences, — Comme nous l'avons vu au n** 131 , si Ton se borne aux entiers réels, une congruence de degré r peut avoir moins de r racines. Ce résultat est complètement analogue à celui de TAIgèbre, car une équation à coeffîcients réels de degré r peut avoir moins de r racines réelles.
Mais l'introduction, en Algèbre, des nombres imaginaires de la forme a -+- bi permet d'énoncer le théorème suivant : Une équation de degré r a r racines.
Il n'en est pas de même pour les congruences. L'introduction des nombres entiers imaginaires de la forme a + bi permet, il est vrai, d'attribuer des racines à des congruences qui n'en ont pas dans le domaine des entiers réels, mais ne suffît pas pour qu'une congruence de degré r ait toujours r racines.
Exemple, — Soit la congruence (5) a:'=a (mod/?),
a étant un non-reste de p.
Cette congruence n'a pas de racine réelle.
Je suppose d'abord que p soit de la forme 4^-^-3, le nombre — i est un non-reste de p. Il en résulte que le nombre — a est un reste.
Soient alors a et — a les solutions de la congruence a:* ^ — a(mod p)\ la congruence (5) admet les racines imaginaires -»- at et — ai.
Mais supposons maintenant que/> soit un nombre premier de la forme 4 A -4- I ; a étant encore un non-reste de p.
Dans ces conditions, le nombre — a est également un non-reste, et la congruence n'a aucune racine. Supposons, en effet, qu'elle en ait une m -H qi. On aurait
{m-\-qiy^a (mod/?)
Ceci exige que
m* — q^-h 2mqi^a (mod p).
^ [ (mod^).
imq = o \ ^ ^
La seconde condition donne m = o ou g = o. Mais si m = o, la première condition donne
(6) ç« = — a (mod/?),
si g ^ o, la première condition donne
(7) /?i»E=a (mod/>).
Or les congruences (6) ou (7) sont impossibles, puisque ni a, ni — a ne sont restes du nombre/?.
475. On est alors conduit à introduire d'autres entiers que ceux de la
forme a -h hi. D'une façon générale, soit
une équation irréductible de degré /n. Elle définit m nombres algébriques réels ou imaginaires, les nombres réels n'étant autres que ceux définis au n*» 240.
Si le premier coefficient de/(ar) est égal à i, ces nombres algébriques sont dits entiers.
Il est facile de voir que a étant un nombre algébrique entier, il en est de même de a H- 6 a, a et 6 étant des entiers réels.
Mais la théorie de ces entiers ne peut pas, en général, se faire aussi simplement que celle des entiers imaginaires de la forme a -\- bi. En particulier, l'algorithme du plus grand commun diviseur et ses conséquences, par exemple le théorème qu'un nombre n'est décomposable que d'une seule façon en facteurs premiers, ne s'appliquent pas immédiatement.
Exemple. — Soit un nombre a = t/^ défini par la condition
On a
i^2tv/5)(i-2i-v
et cependant il est facile de constater que les nombres 3, 7, 1-4- 21/5 et I — 7.i^Z sont premiers, c'est-à-dire n'admettent aucun facteur de la forme a -t- bi^, diffèrent d'eux-mêmes ou d'eux-mêmes changés de signe ou de rhi. On a donc ainsi deux produits de facteurs premiers qui sont égaux sans être identiques.
476. Si l'on se borne aux nombres entiers quadratiques imaginaires, c'est-à-dire à ceux définis par une équation du second degré
x^ -h px -4-^=0,
où 4 y — P^ ^st positif, on démontre les résultats suivants :
Pour que ces nombres donnent naissance à un algorithme analogue à celui
de la division et, par suite, à l'algorithme du plus grand commun diviseur,
il faut et il suffit que la quantité ^q — /?' soit plus petite que la.
On peut d'ailleurs, par une transformation simple, supposer p égal à o
ou I, de sorte que les nombres qui satisfont à la condition précédente sont
donnés par l'une des équations
^'-+-1 = 0, a7*-f-2 = o, ar*-f-a?-h I =0, ar*-}-a7H-2 = o, a:*4-ar-H3=o.
Soient a et p les deux racines d'une de ces équations x^-\-px -f- y = o. L'ensemble des nombres a-\- 6a, où a et 6 parcourent toutes les valeurs entières réelles possibles, est identique à celui des nombres a-h bp. Les deux nombres a-{- ba et a -f- 6p sont dits conjugués.
La norme du nombre a -f- 6a est le nombre a* — p ab -4- qb^. Une unité est un nombre dont la norme est égale à i. Four les nombres définis par les équations
a7«H-2 = o, ar» -4- jc -H a = o, a?* h- a? + 3 = o,
il y a deux unités.
Pour les nombres définis par l'équation
x»-4-i = o, il y en a quatre.
Pour les nombres définis par l'équation
a?* 4- ar 4- I = o, il y en a six.
Le lecteur pourra poursuivre la théorie de ces nombres entiers complètement analogue à celle des nombres entiers de la forme a + bi.
ATI. Pour ce qui est des nombres algébriques en général, nous avons dit que les lois fondamentales de la divisibilité et de la décomposition en facteurs premiers des nombres réels ne s'y appliquaient pas immédiatement.
Cependant, Kummer est parvenu à leur appliquer ces lois, et à rendre, par conséquent, leur théorie analogue à celle des entiers réels, par l'introduction de nouveaux nombres dits idéaux; mais nous n'entrerons pas dans la théorie de ces nombres (i).
( ' ) Dedekind, Sur la théorie des nombres entiers algébriques ( Bulletin des Sciences mathématiques, i" série, t. XI, et a* série, t. I), et Supplément XI aux Vorlesungen iiber Zahlentheorie de Lejeune-Dirichlet, 4* édition; Braunschweig, 1894.
TABLES
Ces quatre Tables sont extraites de la Théorie des congruences de Tchebyscheff.
La disposition des Tables I, III et IV n^a besoin d'aucune explication.
Dans la Table II, à chaque nombre premier correspondent deux petites Tables, la première marquée I donnant l'indice d'un nombre connaissant ce nombre, la seconde marquée N donnant le nombre connaissant l'indice. Leur disposition est analogue à celle des Tables de logarithmes.
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Nombre premier 83. — Racines primitives 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20. 22, 24, 32, 34, 35, 39, 42, 4.3, 45, 46, 47, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60. 62, 66, 67, 71, 72, 73, 7i, 76, 79, 80. - Base 50.
'tH
Mit
lî
ÙO
HK S
TH
iÎ4 4«
5qi5
iB
jR
.^. rifiie;
lU
:iM
lïiifji
Slî
:ii,
at
TABLE II
Nombre premier 89. — Racines primitives 3, 6, 7, 13, 14, 15, 19, 23, 24 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56, 58. 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66. 70, 74, 75, 76, 82, 83, 86. — Base 30.
fi'
ïO
Nombre premier 97. — Racines primitives 5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 37, 38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74, 76, 80, 82, 83, 84, 87, 90, 92. - Base 10.
1 fi 7 s
SI
tj
it
Sn' 5î| «6
I lol 3' 3o
fil
'.fi
'il ri
tU
îfi
JÎ<5(
An
frf
lî
ît
tî3
rvi
in ■»7
IH
Si
3» ftk\ •-[
iS S3
Nombre premier ICI. — Racines piumitives 2, 3, 7, 8, 11, 12, 15, 18, 26, 27, 28, 29, 34, 35, 38, 40, 42, 46, 48, 50, 51, 53, 55, 59, 61, 63, 60, 67, 72, 73, 74, 75, 83, 86, 89, 90, 93, 94, 98, 99. - Base 2.
tn
:io
fï*i
7^ ai
ir
rJ S7
SB
Ft;4
yj
M{\ fi^
■jh
fio
in. Ji
hii
','fi
'y Si
lUi
rf r a
8 iG
Il 3Î
ta
30 Jo
,^rt :1
Aj
IMU
îl
ji
ie
fti
tg
Si
Nombre premier 103. — Racines primitives 5, 6, U, 12, 20, 21, 35, 40, 43, 44, 45, 48, 51, 53, 54, 62, 65, 67, 70, 71, 74, 75, 77, 78, 84, 85, 86, 87, 88. 9G, 99, 101. - Base 6.
:ii4
inj
iJ 60
fi/i. ;8
2fi
fl^'l 9^
39 2rt
fio
ik
10 J tf)7
LA
si 4
:ïô
*ll 25
lOI
yfii 6»
Ko
loi
iit
Nombre premier 107. — Racines primitives 2, 5, 6, 7, 8, 15, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 31, 32, 38, 43, 45, 46, 50, 51, 54, 55, 58, 59, 60, 63, 65, 66, 67, 68, 70, 71, 72, 73, 74, 77, 78, 80, 82, 84, 88, 91, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 103, 104. - Base 63.
qi
fia
io
qfi
io3
îl
lOJ
ID
loti
io3
TABLE II
Nombre premier 109. — Racines primitives 6, 10, 11, 13, 14, 18, 24, 30, 37, 39, 40, 42, 44, 47, 50, 51, 52, 53, 56, 57, 58, 59, 62, 65, 67, 69, 70, 72, 79, 85, 91, 95, 96, 98, 99, 103. - Base 10.
IN
Cï
lOI
lO'
SB
5fi
i tjO
JOJ
um
io5
ay
fi
in4
tir.
<ït>
un
io3
(iî
it*
io3
Bel
Hi
io4
:iH
KJ
ïi
7fi
Nombre premier 113. — Racines primitives 3, 5, 6, 10, 12, 17, 19, 20, 21, 23, 24, 27, 29, 33, 34, 37, 38, 39, 43, 45, 46, 47, 54, 55, 58, 59, 66, 67, 68, 70, 74, 75, 76, 79, 80, 84, 86, 89, 90, 92, 93, 94, 96, 100, 103, 107, 108, 110. — Base 10.
îy
(iî
ïf»
JÎS
ijJ
rf.,l
MO
3ri
HT J I
trjj
t ni>
iri
iri
ÏOfl
i>ii
rvi
in8
fi^
ai
,ot
ii>6
hii
*ii
JL
JÂ
rï
<iïi
un
loi
■jH
HH
hq
jjt
lOÏ
3li
ai
fti
fit
ttt
Nombre premier 127. — Racines primitives. — 3, 6, 7, 12, 14, 23, 29, 39, 43, 45, 46, 48, 53, 55, 56, 57, 58, 65, 67, 78, 83, 85, 86, 91, 92, 93, 96, 97, 101, 106, 109, 110, 112, 114, 116, 118. —Base 109.
îï
io5
Sc^
ji>
io3
ji
QI
■ij
JK
îl
ÏKJ
1 ru
■il
JO
ib
itiH
Hb
îl
IIO
fi«
Ti
iiB
tnj
io4
QJ
iS
Irt2
ii3
IJ
lO
lui
' sr»
io5
Ki
raï!n5
iS
lOq
Hr) e|
In
Nombre premier 131. — Racines primitives 2, 6, 8, 10, 14, 17, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 37, 40, 50, 54, 56, 57, 66, 67, 72, 76, 82, 83, 85, 87, 88, 90, 93, 95, 96, 97, 98, 103, 104, 106, 110, 111, 115, 116, 118, 119, 120, 122, 124, 126, 127, 128. - Base 10.
ïit)
ii5
io3
ii3
ii5
iiS
îl
is
io4
lOI
îî
io5
io5
IIO
'1 io3
TABLE II
Nombre premier 137. — Racines primitives 8, 5, 6, 12, 13, 20, 21, 23, 24, 26, 27, 29, 31, 33, 35, 40, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 51, 52, 53, 54, 55, 57, 58, 62, 66, 62, 70, 71, 75, 79, 80, 82, 83, 84, 85, 86, 89, 90, 91, 92, 94, 95, 97, 102, 104, 106, 108, 110, 111, 113, 114, 116, 117, 124, 125, 131, 132, 134. — Base 12.
loi
îî
lia
10 lia
Va
qo
9 108 63 i5 43io5
qo
Al
ii3
IIO
Si
lOI
loq
ïl
io5
Mi
lé
îl
Nombre premier 139. — Racines primitives 2, 3, 12, 15, 17, 18, 19, 21, 22, 26, 32, 40. 50, 53, 56, 58, 61, 68, 70, 72, 73, 85, 88, 90, 92, 93, 98, 101, 102, 104, 108, 109, 110, 111, 114, 115, 119, 123, 126, 128, 130, 132, 134, 135. - Base 92.
,lî
io3
fo
I3ti
io4
■it
ii5
lOI
lia
ii3
IIO
iS
Si
io5
to8
io8
rj
ao
Nombre premier 149. — Racines primitives 2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 21, 23, 27, 32, 34, 38, 40, 41, 43, 48, 50, 51, 52, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 65, 66, 70, 71, 72, 74, 75, 77, 78, 79, 83, 84, 87, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 97, 98, 99, 101, 106, 108, 109, 111, 115, 117, 122, 126, 128, 131, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 141, 146, 147. - Base 10.
II.) I
Il I
ih
lO
ii3
lOO
li?
io3
lO()
li>
TABLE II
Nombre premier 157. — Racines primitives 5, 6, 15, 18, 20, 21, 24, 26, 34, 38, 43, 53, 55,
114, 119, 123, 131, 133, 136, 137, 139, 142, 151, 152. - Base 139.
ii3 no
8« nj>
tX
'lî
Il 1
io5
MI
ii3
iii-j
Al 6i
Or
no
'Il
,rt
fi
fiJ9
fi^l
io^
inS
loi
*ii
jî
fo
l.'tO
iH
ïS
So
Si
la
ïi>
im
Nombre premier 163. — Racines primitives 2, 3, 7, 11, 12, 18, 19, 20, 29, 32, 42, 44, 45,
— Base 70. |
ifii
\ll
ii3
ti
ii«
l\ru
3ii
titii
io3
ii3
fyl
itki
■fi
iS
ni
fi:
ni
iS.
iri
ii8
fs
ii5
90 If*l
it5, 108I
jî
io4
IIO
Tn
i^)ïi,
lor
fi]
i.îti
tt
io5
iS'j
1^8 loi
ir>
lir
Ëi
Nombre premier 167. — Racines primitives 5, 10, 13, 15, 17, 20, 23, 26, 30, 34, 35, 37, 39, 40, 41, 43, 45, 46, 51, 52, 53, 55, 59, 60, 67, 68, 69, 70, 71, 73, 74, 78, 79, 80, 82, 83, 86, 90, 91, 92, 95, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 109, ÎIO, 111, 113, 117, 118, 119, 120, 123, 125, 129, 131, 134, 135, 136, 138, 139, 140, 142, 143, 145, 14Ô, 148, 149, loi, 153, 155, 156, 158, 159, 160, 161, 163, 164, 165. — Base 10.
^Mj
Si 5<*
tJ3
ilo ttiu,
Jo'
fW i5g 64 i3g
ifï2
laq
MH»
Ui7
SK
It
i3fj
ta-^
fil
lOÇ,
né
ly^
itiu
itrï
toî
ti
i:tt»
VJl
VJ
itH
il»
'ÎI
1 ji
7fi
tVJ
iH
K.ViV,
ibu
bu
in^
iM
iSn
li^ii
OU
ths
nu' 4l
lî
ji^
lin
IJi
ih
-fi
1 ij
roi
Kl)
i:ij
yt
lO
idi
lu
ifiS
ni iiM
MtH
Il I
HJl
ftjtt
uW
JS
jfi,î
lE
un
fï«
ii5
Si
Ml^l
r-ïo
^aii^-jî^
îï
T:iw
iio io4
^ri
nih
Ai
tiii
fîç,
fij|u^
nfî
ih
, :tu
ta4
ij
UH
i^ii
(iO
lof»
afi
Hlî
'ïS
Mb
Nombre premier 173. — Racines primitives 2, 3, 5, 7, 8, U, 12, 17, 18, 19, 20, 26, 27, 28, 30, 32, 39, 42, 44, 45, 46, 48, 50, 53, 58, 59, 61, 62, 63, 05, 66, 68, 69, 70, 71, 72, 74, 75, 96, 79, 82, 86, 87, 91, 94, 97, 98, 99, 101, 102, 103, 104, 105, 107, 108, 110, 111, 112, 114, 115, 120, 123, 125, 127, 128, 129, 131, 134, 141, 143, 145, 146, 147, 153, 154, 155, 156, 161, 162, 165, 166, 108, 170, 171. - Base 91.
ib2
lOI
ii«
ibq
ii5
io4
loq
IIO
IfJ
To3
ii3
iiti
IDO
to4
13 J fj
:io
bi
iiS
Bo
ii>8
1 Hn
i.is
liifi
^8 i3ri
iSS
riri
ifk
iBi
rir(
ru3
:fi:
t [Il i^t>î fis
Hi
inl'
ij5 4i
lli-r
^ lOÇ)
HH
fil
TABLE II
Nombre premier 179. - Racines primitives 2, 6,7, 8, 10, 11, 18, 21. 23, 24, 26, 28, 30, 32,
I.^ql 80I 67lll8'l
171 ijrf
sV,i4
hO
i5 i5oj
uàl 88'io3
ÙH 14:1;, 77
148 Ih io4 145
i5|i3o]ii2
Nombre premier 181. — Racines primitives 2, 10, 18, 21, 23, 24, 28, 41, 47, 50, 53, 54. 57,
163, 171, 179. - Base 10.
fi
' Ll.
lYA
■ji\
tl
yis
fta
bh
ri*
ié2
\ti ■!
fi?
ai>
ifJ7
inl
^) 1 JH
(Irï
Ûl
:iV *l
Ii3| 42
am
^fi
it62
HK} iHi
w^il 7^1
itî.
ij:1;ii^i
id
71 rf> ,.
-j ï' 1*5 i^JO !,>(
(kîl'il
fj?
^M ns
tii
tt7 \ -
57ln5i '/r.
ïB)
ifn 5»;
.fié
1 |{| Ht\
lOJ
tÀ
tJ
ïJ
iiï
u^io-j
IfB
îl;
tixi
;ïk ,^
ÏT
1 lis
tH3
ïf>a
i Nfj' 1 7 1
Se
i3ii
i:ti
MO
in
:i,,| nR
iti
1/17 lotj
1 Jr J î 1
lie
tm
IriK I7*J
ijj
ïî
tTio
Ml
lii. 't^
<*iS
la^.ïîi '-■
,i:;ii
ïii6
loi ffi') i4^
ti.i
VI *ï«
iô:{
IlS
' ti'
ilM4
75 fi
i^jfi
no n (
jfi
rjti <^t \h I2e>^ïu.^
SH
■ Ci
firiii; -J
ty>
lik)
i4ii*iiit^5 1
Nombre premier 191. — Racines primitives 19, 21, 22, 28, 29, 33, 35, 42, 44, 47, 53, 56,
57, 58, bl, 62, 63, 71, 73, 74, 76, 83, 87, 88, 89, 91, 93, 94, 95, 99, 101, 105, 106, 110, 111,
112, 113, 114, 116, 119, 123, 124, 126, 127, 131, 132, 137, 140, 141, 143, 145, 146, li«, 151,
157, 164, 165, 167, 168, 171, 173, 174, 176, 178, 179, 181, 182, 183, 187, 188, 189. - BcLse 157.
lï
4^||fï^^
ii5
i^ïMJ
lui
id
jH
io4
iMii
tan! Hi
i'Jt
lÊ
l^ki
(ri
,iS
Hh
imiUi
:lo
ri
}Ji*
uij
ibï
tA
jr
t^ii/yti]
îij?i
Àl
,oi
'Il
tt^
loH' 99
iqiiM
iMt
irf
r5:4 tjfv j^JÎ! ao
7ti
\el
it
ïtO
la
io3
;i(i t f3 1(19 175I ffiu
i5fi
i54'>io
3a ,ÎK'i?9
r;6 rjM
ii9;ioi
7fi
iiî!(
iq 100 160
iSS
tV|'(r< ,:/ l*j,>
1 ir}
lij
Ith
ii3
."là^liliiWi 8:i
If/l
ao
j3 iiô
iï*6
rya
Nombre premier 193. — Hacines primitives 5, 10, 15, 17, 19, 22, 26, 30, 34, 37, 3S, 40, 41,
. — ^aje 10.
ïï
f>jiK-2|i56
145 iH4|it>> l'-^o
in
1 Ntl lî
if*
q.i 1.16 lis ^3
iti7
i52 t^ij i m
5u ni
fit,
latf
iri3
Ii5
l3-| ii2
ai
ï^îq
, IM| 1 li.'î
ïïy
ifb
iitS
tK'i
it>3
in
ïG,
rie
ÎbI
:-■ 'lO
\Wi
154' rW9
«Tfï
br.
(il
ifii
ii;i
iiH
aa
7; 11)1 ,7:i;ï8fî|
io6 te»
(Wi
1 IQ
rjA
Ii|i( iKi
ai
.,'lC|
tt>7
(>ri
tOJ
lê^
"fi'.M
ii3
tm
lis
i8ti } î3
ttii
rf
raa
rJ3
(îï
liH
as ]7
fil
lïi»
Va
io8 8.P
•.Mi
iii)
tfî
j6ti
ao'
ïit7
ICi'i
<iH
iHt>
Kll
IU
tq
TABLB II.
Hombre premier 197. — Racines primitives 2, 3, 5, 8, H, 12, 13, 17, 18, 21, 27, 30, 31,- 32, 35, 38, 44, 45. 46, 48, 50, 52, 56, 57, 58, 66, 67, 71, 72, 73, 74, 75, 78, 79, 80, 82, 86, 89, 91, 94, 95, 98, 99, 102, 103, 106, 108, 111, 115, 117, 118, 119, 122, 123, 124, 125, 126. 130, 131, 139, 140, 141, 145, 147, 149, 151, 152, 153, 159, 162, 165, 166, 167, 170, 176, 179, 180, 184, 185, 186, 189, 192, 194, 195. — Base 73.
it i
fiï
ii«a
r^tl
1 3 J 1 fi
lu
i5o iiS
is:4
^jliijt
lK3
ifit
lii^
ti«
.Ti
iH
itj»
rj
(il ^.
,ri
it^i
eu
âo
lOl
ii>ïi
JCI
Ji
ai
iV' ^0
HH
ni
ri
iHS
ïf5 t«)3
tNï<
fî.^
ai
mt>
ib7
17V lÔV
JWl
^;; ug
iQ
(Hi
ni
ji
itiil K;
Jfîr^
yi
iH*|
Hl
DO
tj
3(i;t;rj
•ii
iiî
( an
rV^
.ïo
Ii8i43;i9^1
ît*
5tî
tfiX
jfiS
i:tti
ii3
nlî
t7tî
tWij
in\
iti*
k\ Il
iM
yi
Wy ia:t
*oy
Ui
tir
nq
in 8
iM
,Ni
*iH
'ti
i*iH
'Syi yH
ip
Nombre premier 199. — Racines primitives 3, 69, 71, 73, 75, 77, 84, 87, 95, 97, 99, 105, 108, 142, 143, 146, 148, 149, 150, 152, 153, 154, 163, 185, 186, 189, 190, 192, 195, 197. — Base 127.
,qo
ÏIJ
it^»
lOq
MO
■fï
i.Vj
831 Çyy.
ÎM
So^iStj
If,M
îo3 i5fi
si,,
fi
iXh
iK ■
nî*ti9|
iq4
ibi
it*i
ttt
lU
fi-i
Ii4
fi3
ai
fifl
lo
tb8
ai
tt
4ji,o
îo[i5»
FACTEURS IMPAIRS DES FORIES QUADRATIQUES J?'H-Dj'. 89 1
TABLE III
Table des formes linéaires des facteurs impairs des formes quadratiques â;'+ Dy^
de I) = I à D = ICI.
7i II-
iHZ-hly
II, i5, 23, 25.
^oz -4- I,
9, II, i3, 19, 23, 37.
II, 17, 19, 23, 25, 3i, 37, 4r
1165-4-1, 3, 5, 9, II, i3, i5, 19, 25, 27, 3i, 33, 39, 43, 45, 47, 53, 55, 57, 65, 75, 79, 81, 93, 95, 99, Î09.
1205 -M, II, i3, 17, 23, 29, 3i, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, 101,
ii3.
1245 -4- I, 5, 7, 9, 19, 25, 33, 35, 39, 4i, 45, 47, 49, 5i, 59, 63, 67, 71, 81, 87, 95, 97, loi, io3, 107, 109, III, ii3, 121.
I325-4-I, 7, 17, 19, 23, 25, 29, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 65, 71, 79, loi, 119, 127.
i365 -4- I, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 3i, 33. 35, 37, 39, 43, 45, 49, 59, 63, 67, 71, 79, 81, 83, 89, 95, 109, ii5, 121, 123, 125, i33.
1405-4-1, 3,9, II, i3, 17, 27, 29, 33, 39, 47» 5i, 71, 73, 79, 81, 83, 97» 99» ïo3, 109, 117, 121.
TABLE III
'^^'"'^h h ''«?'^'^^'7. V ?\'\^7. 29. 37, 39, 47, 49, ^h 53, 55, 59, bi 67, 69, 73, 70, 81, 87,91, 107, 109, m, 117, 119, 121, 137, i4i, 147.
ibSz
■» 3, 5, 7, 9, 11, i5, 19, ai, a5, 27, 33, 35, 37, 45, 47, 49, 55. 57, 61, ()3, 67, 71, y.i, 75, 77 79, 81, 95, 99, io5, iii,ii3. 121, I2J, i33, i35, l'ji, 147, 131. '
3, 17, 33, 25, 29, 3i, 4i, 43, 53, 55, 59, 61, 67, 71, 83, 89, 1 95, io3, 121, i3i, i49, 159, i(>3.
, 9, II, i3, i5, 17, 21, 23, 25, 3i, 35, 4i, 47. 49, 53, 57, 59. 1 ^7» 79' ^>» 83, 87, 95, 97, 99, loi, io3, 107, 109, m, 117, 121, 127, i33, i35, 139, 143, i'|5, i53, i65, 167, 169.
, 5, 9, II, 19, 21, 25, 3i, 37, 39, 4i, 43, 45, 47, 49, 5i, 53, DO, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 91, 95, 99, io5, 107, 109, 119, 121, 125, 127, 149, i5i, i55, 157, 167, 1B9, 171, 177, 181.
22Hz •
, 9, i5, 19, 21, 23, 25, 3i, 33, 35, 39, 4i, 43, 49, 5i, 53, 55, ' >9, 65 73, 77, 79, 81, 85, 87, 91, lOf, io3, 119, 121, i3i, i3S, i
, 5. Il, 25, 41, 43 47 49, 55, 59, 61, 71, 79.83,89, io3. 19, 121, 125, 127, i33, 137, i39, 149.
., 3, 7, 9, 17, 21, 25, 27, 37, 49, 5i, 53, 55, 59,61, 63, 65, < |ï» 7^, 879, 81,8), 89, 95, y7, 101, io3, III, ii5, 119, 121, i3i, I 43, 145, 147, 149, i53, i5o, 107, i59, i65, 169, 173', 175,177
:, 5, II, i3, 19, 23, 25, 29, '|i, 43, '49, 55. 65, 67, 71, o5, io3, 07, ii3, ii5, 121, 125, 127, i3i, i'|3, 145, i5i, 157, 167, 169,
, 3, 9, i3, 17, 19, 23, 25, 2*7, 29, 3i, 35. 37, 39, 49» 5i, 55. 7» ^7» 69, 71, 75, 77, 79, 81, 83, H^, 89, q3, q^, io3, io5, m. i3, 117, 121, 127, 139, 147, i49t »3»» i53, io5, 167, 109, 171, j
1, 11, 23, 25, 29, 3i, 35, 'ji, 47, 49i 53, 61, 65, 67, 73, 79, 83' 85, 89, 91, io3, ii3, 119, 121, 127, i3i, i5i, 157, 169, 173, i85'
, 9, i5, 21, 25, 3 1, 33, 35, 37, 39, 47> 49i 5i, 55, 57, Sg, 61, )5, 67, 69, 77, 79, 81, 83, 85, Qi, q5, 101, 107, ii5, 119, 121, 23, 137, 129, i33, i35, i3q, i ',3, 157, i5(,, 161, 169, 179, 187.
Il fi'\ «^1 "'^ "^rx J^ I W» K— f\'\ n\^ tt-k" » irv il» w>1 «oî
♦ ^' -J-) h y»^*''» '/' »y'_-"i ^^1 ^7» •'y* ^^y ^'> 4^ ^y, •^'» •'*'' 7, 63, 71, 75, 79, 81, 83, 87, 95, i()5, 107, 119, 121, 123, nS, 27, i33, i35, 137, i3û, 143, 143, 147, i5i, 109, i63, 167, 169, 71, 175, i8r, 189, 193, 197, 199, 2o3, 2o5, 2i3, 223, 225.
FACTEURS IMPAIRS DES FORMES QUADRATIQUES ^-'-l-Dj*. SgS
24'|5 4- I, 5, 7, 9, II, i3, 23, a5, 3i, 35, l\\, ^3, 4^> 49^ ^»» ^5, 67, 59, 63, 65', 67, 71, 73, 77, 79, 81, 87, 91, 97, t)9î »/5»» III, ii3, ii5, 117, 121, rj5, i37, i39, i4i, i43, i49ï '^»» ï'^^* *^9> *^'^ 169, 17.5, 191, 197, 2oa, 207, 211, 217,223, 225, 227, 22j, 241.
2485 -4- I, 3, 7, 9, II, i3, 21, 25, 37, 29, 33, 37, 39, 4i, 43, 47, 49, 53, 61, 63, 71, 75, 77, 81, 83, 85, 87, 91, 95, 97, ()9, io3, m, ii3, •ii5, 117, 121, 123, 129, i39, i4i, i^|3, i47, 109, i6f), 1-5,179, 181, i83, 189, 191, 193, 197, 2o3, 2i3, 22J, 229, 23i, 233, 243.
260Z-+- 1, 3, 9, II, 19, 23, 27, 29, 3i, 33, 37, 43, 4o, 57, 59, 61, 69, 71, 73, 81, 87, 93, 97, 99, loi, io3, 107, III, 119, 121, 127, 129, 137, 147, i5i, 171, 177, 181, i83, 193, 197, 207, 209, 2i3, 219, 239, 7.\S^ 233.
264s -f-i, 5, 7, i3, 17, 23, 23, 33, 4i, 47, 4n, 53, 61. 63, 67, 77, 79, 83, 8j, 91, 97, loj, toi), ii3, 119, 125, 127, i3i. i5i, 161, 16.J, 169, 173, 191, 20J, 221, 227, 233, 235, 245.
2685-4- I, 9, i5, 17, 19, 21, 23, 23, 29, 33, 33, 37, 39, 4?» 49» ^''» ^"^^ 65, 71, 73, ^7, 81, 83, 89, 91, 93, io3, 107, 121, 123, 127, 129, i3i, r33, 143, «4<>» »^'» 1^3» i55, 157, i39, i63, 167, 169, 171, 173, 181, i83, i8(), 1^3, ii)9, 2o3, 20J, 211, 2i5, 217, 223, 225, 227, 237, '}.\\y »33, 2J7, 2ifji, 263, 26j.
1,5, 7, i3, 17, 19, 25, 35, 43, 47, 49, 53, 5i), 63, 67, 71,73, 79. 85, 89, 91,95, io3, ii3, 119, 121, 125, i3i, i33, i3^, i49' 167, 169, 175, 179, 193, 199, 2i5, 221, 233, 239, 243, 247,265.
».9. >7' «9, 33,37, 39, 43, '17, 53, 39, 61,67, 69 ;i,;3, 79, 81. 87, 93, 97, 101, io3, 107, 121, 123, i3i, i39, 143, loi, i53, i63, 167, i(k), 171, 181, T91, 197, 223, 229, 23^, 249, 25i,?33,
- I, 3, 3, 9, i3, 19, 25, 27, 29, 37, 43, 45, 49, 57, 73, 75, 77, 79, 81, 83, 87, 89 91. 95, loi, io3, 107, 109, III, 119, 121, 125, 129, i3i, i33, 1^3, 145, 147, i5i, 157, 161, 167, 169, 171, 179, i8j, 187, iqi, 199, 2i5, 217, 219, 221, 223, 22a, 229, 23l, 233, 237, 24^, 243, 2 {9, 25 1, 23i, 261, 263, 267, 271, 273, 277.
-1, 7, 9, II, 10, 23, 3i, 37, 39, 4'i4-^, 4/» 49» 5i, 57, 09, 61, 63, 6j, 6y, 77, 81, 83, 8j, 87, 89, 93, 97, 99, io3, loo, loy, 109, ii5, 121, i3i, i35, 137, i39, 145, 149. i5i, 159, i63, i65,
296s H- f, 3, 5, 9, II, i3, i3, 23, 23, 27, 29, 3i, 33, 39, 4»> 4^» 49» 55, 61, 65', 67, 69, 73, 75, 79, 81, 83, 8^; 89, 93, 99, io3, 10-, 109, ii5, 117, 119, 121, 123, 125, i33, i3j, 137, i39, i43, i45, i47» i55, 165, 167, 169, i83, 191, 195, 199, 201, 2o5, 207, 211, 219, 223, 233, 23;, 239, 2'|3, 243, 2^9, il^i, 261, 275, 277, 279, 289.
3o82 H- I, 3, 9, i3, 17, 23, 27, 3i, 37, 39, 41, 43, f\n 5i, 53, 59, 61, 73, 75, 79, 81, 93, 95, loi, io3, 107, III, ii3, ii5, 117, iiQ, 123, 127, 129, 137, 141, 143, 145, i5i, i53, 169, 173, 177, i83, 199, 211, 219, 221, 223, 225, 239, 241, 243, 25i, 263, 279, 283, 289, 293, 297, 3o3.
TABLE III
3ia5 4-i, 19, 20, 29, 35, 37, 41,47, 49, 53, 55, 67, 71, 77» 79» ^^t ^» 101, io3, 107, 109, ii5, 119, 121, 127, i3i, i3t, i35, 161, i63, 167, 17.3, 179, i8j, 199, 2i5, 217, 229, 239, a5i, 253, 269,281,
289, 295, ?oi, 3oa, 307.
3i6^ + I, 5, 9, II, i3, 19, 21, 23, 25, 3i, 4'^» 4q» ^*i 5^î ^-^1 67» 7^» 81 , 83, 87, 89, 95, 9y, 99, 101, io5, m, 11 5, 117, 119, 121, i23, 125, 129, i3i, i4i, 143, i5i, i55, 159, i63, 167, 169, i-i, 173, '77j '79î *^*» '*^3, 189, 2o3, 207, 209, 2i3, 223, 225, 23i, 239, 241, 2^|5, 247, 253, 255, 257, iriQj 263, 269, 273, 275, 277, 279, 281, 283, 287, 289, 3o!, 309, 3i^.
69» 7»» 7^, 79» ^^y 83, 85, 91,93, û5, ioi, io5, 107, 109, m, ii3, ii5, 117, 121, i3i, i35, 139, i4i9, i5i, i55, i5-, i63, i6t, 169, 175, 181, i83, i85, 187, 191, 190, i^, 201, 20J, 209, 223, 229, 23i, 239, 241, 25i, 25j, 261, 2(i3, 267, a83, 289, 291, 293, 297, 3oi, 3o5, 307, 309, 3ii, 3i7, 323, 325.
3325 -H 1, 3, 7, 9, II, 17, 21, 23, 25, 27, 29, 3i, 33, 37, 4i» 49» ^*' 59, 61, 63, 65, 69, j5, 77, 81, 87, 93, 95, 99, 109, m, ii3, 119, 121, 123, 127, i3i, 147, i5i, i53, 161, 167, 169, 173, 175, 17*7, i83, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 199, 2o3, 207, 2i5, 21- 220, 227, 229, 23i, 235, 241, 243, 247, 253, 259, 261, 265, 275, 277» 279, 28.), 287, 289, 293, 297, 3i3, 3i7, 3i9, 327.
3405 -h i, 9, II, 21, 3i, 37, 39, 43, 47, 49, 57, 67, 6q, 71,73, 79, 81, 83, 87, 89, 91, 97, 99, IOI, io3, ii3, 121, 125, 127, i3i, i33, 139, i4o,i59, 161, i6q, 1-3, inr, i83, 189, iq3, 197, 199, 2oi, 211, 323, 229, 23i,233, 2^7, 263, 277, 279, 281,287, 299, 307, 3ii, 3i3, 317, 321, 327, 3:53, 337.
-I, 3, 5, 9, i5, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31,37, 4«« 4^j 47 51,57, 61,69, 75, 77, 79, 81,85, 80, 91,93, q5, 07, io3, ii5, 121, 123, 125, 127, i3i, i35, ifi, 143, 145, 147» i49f i55, 157, i63, 167, 169, lyi, 1^9, i83, i85, it|3, 2o5, 207, 225, 227, 23i, 235, 23/, 23j), 243, 245, 255, 261, 271, 273, 279, 281, 285, 289, 291, 3oo, 309, 3i i, 323, 33i, 33^, 337.
348Z-+-1, 7, II, i3, 17, 25,41,47, 49, 67,^7,85,91,55, loi, io3, ii3, ii5, 119, 121, i3i, 1^7, i39, i43, i5i, i53, 169, 175, i85, 187, 191, 199, 2i5, 221; 223, 241, 25i, 263, ?65, 209,
277, 383, 287, 289, 393, 295, 3o5, 3ii, 3i3, 317, 325, 329, 343.
- 1, ô, o, 7, 9, i5, 17, 19, 21, 2.1, 25, 27, il, dD, f^6, 43, 49, 5i, 53, 57, 59, 63, 69, 73, 75, 81, 83, 85, 93, 95, 07, io3, io5, 109, ii5, 119, lai, 125, 137, 129, i33, i35, 143, i47, i5i, i53 i55, i5t, 159, 161, i63, 169, 171, 1-3, 1-5, 1-7, i^, 191,207, 211, 2i5, 217, 219, 225, 233, 239, 2^3, 245, 249, 25j, 207, 260, 269, 217, 279, 285, 289, 291, 295, 3oi, 309, 3i5, 317, 319, 323, 327,
FACTEURS IMPAIRS DES FORMES QUADRATIQUES X^ -f- D J*. 895
I, 17, 25, 29, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 65, 31,77, 79» 89,01, 95, 97, io2> 109, ii5, 121, 127, i3i, i33, 137, i3q, 143, i5i,
157, 161, i6p, i85, iQi, 193, 197, 190, 2()5, 209, 223, 227, 247, 253, 259, 2^, 271,287, 289, 299, 3oo, 3ii,33i,335, 349, 353, 359, 36i, 36^, 307.
3765 +1,5, 7, 9, II, i3, 17, 19, 25, 29, 35, 43, 4^» 49 î ^5 j 63, 65, 67» 697 7»> II1 79> 81, 85, 89, 91,93, 95, 97,99, io3, 107, lOQ, m, 117, ii(^, 121, 123, 125, i33, 139, 143, 145, i53, 159, i63, 169, 171, 170, 177, 179. 181, i83, 187, 191, 2o3, 209, 21 1, 2i5,
2IQ, 221, 225, 227, 22Q, 23q, 241, 245, 2Î7, 2^9, 261, 263, 2TI,
275, 289, 293, 3oi, 3o3, 3i5, 3i7, Sm, 32^, 325, 335, 337, 33q, 343, 345, 349, 353, 355, 36i, 373.
38oz-H 1,3, 9, II, i3, 27, 33, 37, 39, 49, 53, 61,67, 81,97, 09, 101, io3, 107, m, ii3, UT, iiQ, 121, 127, i3i, 139, 143, i47, i49»
159, 161, 167, 169, 173, l83, 191, lûS, 199, 201, 203, 217, 223,
227, 229, 239, 243, 25i, 257, 271,287, 289, 2ûi, 293, 207, 3oi, 3o3, 3o7, 3oQ, 3ii, 3i7, 32i, 329, 333, 337, 339, 349, ^^'ï ^^7» 359, 363, 370.
3885 H- 1, 7, 9, i5, 19, 23, 25, 33, 39, 49, 5i, 53, 55, 59, 61, 63, 65, 67, 71, 73, 81, 83, 85, 87, 89, qi, 101, io5, 107, lOQ^ m, 1 13, 121, 123, 127, 129, i3i, i33, io5, 139, yf\\^ i43, i4j, i55, 161, 169, 171, 175, 179, i85, 187, iq3, 197, 199, 2o5, 207, 211, 2i5, 221, 223, 225, 229, 23i, 235, 2d7, 23q, 241, 25!, 263, 260, 271, 2^3, 285, 280, 2qS, 2^7, 309, 3i I, 3i5, 3i9, 33i, 3^i, 34$, 3^5, 347, 35 1, 35f, 357, 309, 36i, 367, 371, 375, 377, 383, 385.
fo45 -h I, 3, 5, 7, 9, II, 13, i5, 17, 21, 25, 27, 33, 35, 37, 89, 45, 4^, 5i, 55, 59, 63, 65, 67, 75, 77, 81, 83, 85, 91, 9^, 99, io3, loj, m, 1 17, 119, 121, 123, 127, i35, 137, 139, 143, i47» i5i, IÔ3, 157, i63, i65, 167, 169, 175, 177, 181, i85, 187, 189, iQi, 193, iq5, 197, 199, 201, 221, 225, 23i, 233, 243, 245, 2^9, 25:î, 25q, 263, 271, 270, 275, 287, 289, 291, 2q5, 297, 3o5, 3ii, 3i3, 3i5, 32i, 329, 33i,335, 343,347, 351,357, 3"6i,363, 373, 375,38i,385.
TABLE IV
TABLE IV
Table des formes linéaires des facteurs impairs des formes quadratiques x^ — A^'
de A =2 à A = loi.
lo'^5 4-l, 5, 9. II, 17, 19, 21, 23, 25, 37, 45, 49, 55
1165 4- I, 5, 7, 9, i3, 23, 25, 33, 35, 4^, 49, 5'» ^3, 5;, 59, 63, 65, 67, 71, i8i, 83, 91, 93, io3, 107, 109, 1 11, 1 1 5.
1205 ■+■ I, 7, i3, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 91^ 101, io3, Î07, ii3, 119.
1245 — i, 3, 5, 9, 11, i5, 23, 25, 27, 33, 4i, 43, 45, 49, 55, 69, 75, 79, 81, 83, 91,97, 99, 101, 109, ii3, ii5, 119, lai, ij3.
i325 4- 1, 17, 25, 20, 3i, 35, 37, 4', 49ï 65, 67, 83, 91, 90, 97, 101, io3, 107,. ii5, i3i.
i365 -H 1, 3. 5, 9, 11, i5, 25, 27, 29, 33, 37, 4^, 47, 49, ^5» 61, T5, 81, 87, 89, 91, 99, io3, 107, 109, 111, 121, 120, 127, i3i, i33,
FACTEURS IMPAIRS DES FORMES QUADRATIQUES a:*H-Aj'.
1485 ■+■ I, 3, 7, 9, II, 21, 25. 27, 33, 4») 4?» 49» 53, 63, 65, 67, 71, 73. 7^' 77* ^»« 83, 85, 95, 99, 101, 107, ii5, 121, 123, 127, 137, 139, i4i, 145, 147.
i52-3 -+- I, 9, II, i3, i5, 17, 23, 25, 29, 3i, 35, 37, 43, 49» ^3, 69, 71, 73, 79, 81, 83, 99, io3, 109, ii5, 117, 121, ri3, 127, 129, 235, 1^7, i39, i4i, 1^3, i5i.
I, 5, 7, 19, 23, 25, 3i, 35, 4i, 4g, 121, ii5, i3i, i33, 137, 149, i5i, io5
164^ -4- I, 5, 9, 21, 23, 25, 3i, 33, 37, 39, 43, 45, 49» 5»» *^7» ^9, 61, 73, 77, 81, 83, 87, 91, io3, io5, 107, ii3, n5, 119, 121, i25, 127, i3i, i33, 139, ijf, 143, i55, 159, i63.
1682 ■+■ 1,11, i3, 17, 19, 25, 19, 4i, 47, 53, 61, 79, 89, 107, ii5, 121,
• 1, II, i4, 17, 19, 20, 29, \It^7, a^j < 127, 139, 143, 1^9, i5i, i5j, 107, 167
1725-4- 1, 3, 7, 9, i3, 17, 19, 21, 25, 27, 39, 4i, 49, 5i, 53, 55, 07, 63, 71, 75, 81, 91, 97, 101, 109, ii5, 117, 119, 121, 123, i3i, i3^, 145, i47» i5i, i53, i55, 159, i63, i6d, 169, 171.
i84s -f- I, 3, 5, 7, 9, i5, 21, 25, 27, 35, 37, 4»» 4^» 49» ^3, 59, 61, 62, 73, 75, 79, 81, io3, io5, 100, III, 121, 123, 125, lài, i35, i39, 143, 147, i49» '^7» ï-^9» '^^7 »^9' ^1^1 '77» '79» ï8i, i83.
i88s-+- I, 9, II, i5, 17, 19, 21, 23, 25, 3i, 35, 37, 39, 43, 49» ^3, 61, 65, 67, 81, 87, 89, ni, 97, 99, 101, 107, 121, 123, 127, i35, 139, 145, i49î i5i, ij3, 107, i63, i65, 167, 169, 171, 173, 1-7, »79» »87-
2o4« •+■ Il 5, 7, i3, 25, 29, 3i, 35, 4»» 47» ^9t 5q, 65, 79, 83, 91, ii3, 121, 125, i39, 145, i55, 157, i63, 169, 173, 175, 179, 191, 197, 199, 2o3.
53 2125 4- I, 7, 9, II, i3, i5, 17, 25, 29, 37, 43, 47, '40, 57, 59, 63, 69, 77,81,89, 9'» 9?» 9^' 97» 99» ïo5» 107, ni, ii5, 117, 119, 121, 123, i3i, i35, i'|3, i49, i53, i55, i63, i65, 169, 175, i83, 187, 195, 197, 199, 201, 2o3, 2o5, 211.
1, 3, 9, i3, 17, 19, 23, 21, 39, 47, 49, 5i, 57, 67, 69, 73, 79, 81, 89, io3, 117, i3i, i3o, i4i, i47» i5i, i5i, i63, i()9, 171, 173, 181, 193, 197, 201, 2oâ, 207, 2ji, 217, 219.
5 -h I, 7, 25, 29, 4«» 43, 49, 53, 55, 59, 61, 6), 71, 73, 85, 89, 107, ii3, ii5, 121, 139, i4^, i55, 1,57, i63, 167, 169, 173, 175, 179, 85, 187, 199, 2o3, 221, 227.
232 3 -H 1, 3, 7, 9, M, 19, 21, 23, 25, 27 , 33 , 37, 43 , 49» 57 , 6i, 63, 65, 69, 71, 75, 77, 81, 85, 99, 101, io3, III, 121, 129, i3i, i33, 147, i5i, i55, 157, 161, i65, 167, 160, 171, 175, i83, 189, 195,
ID
TABLE IT
I, 9, i3, i5, 19, 21, 23, 35, 29, 33, 35, 37, 4i, 49, 5i, 53, 55, 59, 61, 67, 77, 79, 81, 85, 97, io3, ii3, 117, 119, 121, 127, I2Q, i3i, i35, 145, i5i, i63, 167, 169, 171, 181, 187, 189, 193, io5, 197, 109, 207, 211, 2i3, 2i5, 219, 223, 225, 227, 229,233, 235, 239, 247.
, IDJ, 107, , 211, 21J,
2645 H- 1, 5, i3, 17, 19, 25, 3i, 4 «» 43, 49» ^3, 59, 61, 65, 85, 95, 97, io3, 109, 125, 139, i55, 161, 167, 169, 179, iqq, 2o3, 2o5, 211, 2i5, 221, 223, 233, 239, 245, 247, 25i, 259, 203.
268-5 -h I, 3, 7, 9, II, 17, 21, 25, 27, 29, 3i, 33, 37, 43, 49t 5i,63, 65, 73, 75, 77, 79, 81, 87, 89, 93, q5, 90, III, ii5, 119, m, 129, i3q, i4;7, i4q, i53, 157, 169, 173, inb, 170, 181, 187, 189,
191, 193, IQO, 2o3. 205, 217, 219, 225, 23l,235, 237, 239, 24lt
2ij3, 247, 201, 257, 259, 261, 265, 267.
- I, 5, II, i3, 17, 25, 3i, 49, 53, 55, 65, 73. 83, 85, 89. 107, ii3, 121, 125, 127, i33, 137, i39, 143, i49î ï5i, i55, i63, 169, 187, 19Î, 193, 2o3, 211, 221, 223, 227, 245, 25i, 259, 263, 265, 271,275.
2805 -4- I, 3, 9, II, 17, 23, 27, 3i, 33, 37, 5i, 53, 61, 69, 73, 81, 83, 93, 97' 99' »o«' »"' »2i, 127, i53, 159, 169, 179, 181, i83, 18-, 197, 199, 207, 211, 219, 227, 229, 243, 247, 249, 253, 257, 263, 269, 271,277, 279.
2845 •+- I, 5, T, 9, II, 23, 25, 29, 3i, 35, 37, 39, ^Sy 47» 49» 5*» ^^» ^7» 59, 60, 67, 73, 77, 81, 89, 99, 101, 109, ii5, 121, 123, 123, 127, I2Q, i39, 145, i55, 1^7, 159, 161, ib3, i6jq, i^5, i83, i85, iQD, 200, 207, 211, 217, 221, 225, 227, 229, 23o, 235, 23j, 239, 245, 247, 249, 253, 255, 259, 261, 273, 275, 277, 279, 283.
i, 3, 9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, 4ii 49» 55, 57, 61, 65, 67, 6q, 7»' 7^' 77' 79» 81, 85, 89, 91,91, io5, 109, m, 119, 121, i23, 127, 137, 143, 145, 147, i49, i55, i65, 169, 171, 173, 181, i83,
FACTRt'RS IMPAIRS DES FORMRS QUADRATIQUES X^ ■+- A v'.
ZoSz •
- I, 9, i3, i5, 17. 19, 23, 25, 37, 4i, 53, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 93, loî, ii3, 117, 129, i3i, i35, 137, i39, i4i, 145» i53, id5, i63, 167, 169, 171, i'j3, 177, 179, 191, 195, 207, 2i5, 221,
3i2-c -h 1,7, II, 23, 25, 29, 3i, 37, 4>» 4-^> 49» ^3» ^9» 77» 83, 85, 89, 95, loi, 109, 121, 137, 139, i5i, 161, 173, 175, 191» 2o3, 211, 217, 223, 227, 239, 235, 253, 209, 263, 2G9, 271, 275, 281, 283, 287, 289, 3oi, 3o5, 3ii.
3i6-8 4- 1,3, 5, 7. 9, i3, i5, 21, 25, 27, 35, 39, 43, 45, 47, 49, 59,63, 65, 71, 75, 75, 81, 89, 91, 97, loi, io3, io5, lor, 117, 121, 125, i^-, 129, i35, i39, i^i, i',7, 169, 175, 177, lAi. 187, i8q, 191, np, 199, 209, 211, 2i3, 2i5, 2ig, 225, 227, 235, 241, 243», 245, 25i, 2515, 257, 267, 269, 271, 273, 277, a8i, 289, 291, 295, 3oi, 3o3, 307, 309, 3ii, 3i^, 3i5.
328z -+■ i, 3, 9, il, i3, 19, 23, 25, 27, 29, 3i, 33, 35, 3^, 49» 53, 57, 67, 69, 73, 75, 81, 85, 87, 93, 09, 101, io3, io5, 109, ii3, 117, 119, 121, 127, 143, i4t, i49, 157, i5q, 169, 171, 179, 181, i85,
247, 253, 255, 259, 261, 271, 275, 279, 289, 293, 295, 297, 399, 3oi, 3o3, 3o5, 309, 3i5, 317, 319, 325, 327.
3325 4- i, 9, i5, 17, 19, 21,25, 29, 33, 35, 37, 39, 4», 43, 47» 49» ^^» 61, 65, 67, 69, 71,77, 79',8i, 91, 93, io3, 107, 109, ii3, ii5, 121, i35, 139, 143, i53, i55, i59, 161, i63, 169, 171, 173, 177, 179, 189, iq3, 197, 211, 217, 219, 223, 225, 239, 239, 2^1, 25l, 25^, 25d, 261, 263, 265, 267, 27*1, 277, 283, 285, 289, 291,293, 295, 297, 299, 3o3, 307, 3ii, 3i3, 3i5, 317, 023, 33i.
b\oz-h I, 3, 7, 9, 19, 21,23, 27, 37, 49, 57, 59, 63, 69, 73, 81, 89, 97, 101, 107, m, ii3, 121, i33, 1^53, 147, i49» »^*» *6»» *63, 167, 169, 171, 173, 1^7, IJ9, 189, 191,193, 197, 20-, 219, 227,
229, 23.1, 239, 243, 2JI, 2.1Q, 267, 271, 277, 281, 283, 291, 3o3,
3'^45-t- 1,5, 7, q, II, 17, 25, 29, 35, 37, 39, 4i, 4j, 49, jj, 57, 59, 61, 63, 67, 69, 71, 77, 81, 83, 85, 93, 97, 99, 107, 119, 121. 125, 139, i4i, i4^» «49» >^»» »^3» »^7« '^9* »^9» i7^_i ï**5, 187,
191, 193, Iq5, 199, 200, 2o5, 219, 223, 220, 23j, 2'|5, 2^7, 25l,
348^4- I. i3, 17, 19, 23, 3i,35, 4»»43, 49. ^^^ ^9' 7«»77» 79» 83, 89, 91, loi, 107, 109, ii3, 121, 127, 157, i63, 167, 169, 179, 181, i85, 211, 221, 227, 235, 239, 241, 247, 257, 259, 265, 269, 9T1, 277, 289, 293, 299, 3o5, 307, 3i3, 317, 325, 3j9, 33i,335,347.
3565 -h 1,5, 9, II. 17, 21, 25, 39, 45, 47, 49, 53, 55, 57, 67. 69, -ii, 73, 79, 81, 85, 87, 91, 93, 97, 99, io5, 107, 109, III, 121, 123, 125,
40O TABLB IV. — FACTEURS IMPAIRS DES FORMES QUADRATIQUES x' 4- A J*.
364-5 -h I, 3, 5, 9, II , i5, 17, 30, 27, 29, 4»> 4^» -^3, 63, 67, 71, -5, 81, 87, 99, io3, Il 3, ii5, 121, 123, 125, i3i, i35, 139, i43, i^.>, i5i, ijo, i63, i65, i^S, 180, 199, 201, 2o5, 2i3, 219, 2îi, 225, 229, 233, 239, 241. 2^3, 245, 2'{9, 25i, 261, 265, 2"j7, 283, 289, 201, 293, 3ii, 319, 323, 33i, 335, 337, 339, 347, 349, 353, 35 j, 3a9, 3iSi, 363.
3725 4-1,7, II, 17, 19, 23, 25, 39, 49, 53, 65, 6-^, 77, 83, 89, 97, io3, 109, iiQ, 121, i33, 137, 157, 161, i63, 16-, 169, 1-^5, ijQ, i85,
187, 19J, 197, 2o3, 2o5, 2OQ, 211, 2l5, 23o, >3q, 2DI, 2.^3, »63,
269, 275, 283, 289, 295, 3oo, 307, 319, 323, 345, 347, 349, 353, 355, 3oi, 365, 371.
(^9, 25i, 2.^5, 259, 261, 267, 279, i83, 287, 28^, 291, 293, 195, !09, 3oi,3(»7, 3 1 1, 317. 320, 3»7, 33 1, 337, 3 ^0, 3 17, 3^9, 35 1, t53, 359, 36 1, 363, 367, 371, 373, 375.
38o5 -+-1,7,9, i3, 23, 29, 3 1, 33, 37, ^î, ^7, 49» 5i, 53, 59, 61, 63, 71, 79, 81, 83, 87, 91, 07, 101 , 1 13, i 17, 121, 123. i4«^ «5i, i63. 169, 173, 179, 18- 195, aoi, 207, Ml, 217, {29, 23i, 257, 209, 26.3, 267, 279, 28;5, 289, 293, 2(^7, 299, 3cu, 3oi), 317, 319, ^21, 327, 329, 33i, 333, 337, 343, ,".47, 3^9, 35i. 357, 367, 37!, 373,
3885 -f- 1,3, 9, II, 25, 27, 3i,33, 35, \i. 47, 49, 53, 61, 65. 73, 75, 79, 81, 85, 89, 91, 93, 95, 99, 101, io3, ni5, 109, Il 3, 1 15, 1 19, 121, 129. i33, i4i, i4'»^ «4"' ^^^* *'*f)î *^*'' *^'3, 167, 169, 18^, i85, iqi, 193, 191, 197, 2o3, 2o5, 219, 221, 225, 217, »ii), i37, 241, 243, 25-;, 200, 209, 267, 2'k), 173, 273, 279, 283, j85, 2S-1, 289, '>(j3, 2();), 297, 299, 3o4, 307, 309, 3i3, 3i5, 323, 327, 335, 339, 341, 345, 353, 3.15, 357, 36i, 363, 377, 379, 385, 387.
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