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PRÉFACE DE LA f ÉDITION
Cet ouvrage est en grande partie la reproduction du cours que j'ai professé pendant plusieurs années à la Faculté des sciences de Nancy, à Tusage des étudiants candidats à la Licence es sciences physiques, n'ayant pas fait d'études de Mathématiques spéciales ni de Calcul différentiel et intégral. Ce cours, que je fais encore en partie, est actuellement Tun des cours fondamentaux de la Faculté des sciences et répond à un réel besoin.
La plupart des étudiants en Mathématiques, en Physique ou en Chimie arrivent à l'Université sans autres connaissances que celles qui sont exigées pour les baccalauréats scientifiques, et il est nécessaire de leur enseigner les éléments de l'Algèbre, du Calcul différentiel et intégral et de la Géométrie analytique pour leur permettre de suivre les cours de sciences pures ou appliquées qui font l'objet du véritable enseignement supérieur.
Ces Éléments de Mathématiques supérieures sont destinés à
mettre les étudiants à même de profiter le plus rapidement
possible de l'enseignement supérieur théorique ou appliqué ;
ils s'adressent aux jeunes gens qui ont fait de bonnes études de
mathématiques élémentaires et qui, désirant suivre des cours
d'analyse, de mécanique, de physique, d'électro technique, de
chimie physique, d'électrochimie, etc., ne peuvent consacrer
toute une année à acquérir dans une classe de Mathématiques
spéciales le peu d'Algèbre ou de Géométrie analytique qui leur
est nécessaire ni suivre un cours complet de Calcul diiïérentiel
et intégral.
Ils s'adressent également aux maîtres répétiteurs des lycées et des collèges qui n'ont pas la ressource de suivre un cours de
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Spéciales et désirent cependant se préparer à des certificats d'Université ; ils pourront aussi intéresser, je l'espère, les personnes se destinant à l'industrie ou aux travaux publics, n ayant à acquérir et à appliquer qu'un ensemble restreint de connaissances mathématiques supérieures qu'elles trouveraient difficilement mises à leur portée dans des ouvrages trop complets.
Je me suis limité dans ces Éléments aux théories fondamentales et je me suis efforcé de les présenter de la manière la plus simple, laissant de côté les distinctions trop subtiles et les longues discussions ; il est toujours facile d'appliquer à chaque cas spécial une théorie ou un résultat établis dans un cas simple et général.
Parmi les matières qui font partie du cours de Mathématiques spéciales, je n'ai gardé que celles qui sont absolument indispensables ; loin de moi la pensée de considérer comme inutiles les autres parties de ce cours ; elles sont d'un puissant intérêt pour rompre l'esprit à la discipline mathématique et former des mathématiciens, mais elles sont superflues pour les physiciens et les chimistes.
j ai introduit la notion de déterminant en partant des formules de résolution des équations linéaires à deux ou trois inconnues. J'ai défini la fonction c* au moyen de son développement en série; cette méthode, qui n'est pas nouvelle, amène quelques simplifications dans le calcul et dans la démonstration des propriétés de la fonction exponentielle, ainsi que dans la
recherche de la limite de (iH — ) . Je n'ai conservé de la
théorie des imaginaires et de celle des équations que les parties indispensables pour la pratique : la formule de Moivre et ses applications trigonométriques, la définition des racines multiples et la résolution numérique des équations.
En géométrie analytique, je me suis limité dans le corps de l'ouvrage aux questions générales relatives à la représentation des lignes et des surfaces, à la détermination de leurs tangentes et de leur^ plans tangents, et à leur construction, mais sans insister sur les théories particulières relatives aux courbes et aux surfaces du second ordre. Cependant, comme il est utile,
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dans certaines questions d'analyse ou de physique, d'étudier particulièrement les coniques et les quadriques, leurs diamètres ou plans diamétraux, leurs axes, etc., j'ai placé dans des notes à la fin du volume quelques remarques relatives aux propriétés des courbes et des surfaces du second ordre ; j'y ai joint les formules fondamentales de la trigonométrie sphérique.
Il n'est pas indispensable, dans la lecture de cet ouvrage, de s'astreindre à l'ordre qui y est suivi; les questions de géométrie analytique peuvent être étudiées en même temps que celles d'algèbre, et les applications géométriques du calcul différentiel supposent seulement la connaissance des dérivées. J'ai insisté dans le calcul intégral sur les intégrales curvilignes, les intégrales de surface, et leurs transformations les unes dans les autres ; je me suis limité à l'intégration des équations différentielles les plus simples et les plus usuelles. J'ai réuni à la fin du volume un certain nombre d'exercices courants se rapportant à l'Algèbre, à la Géométrie analytique et au Calcul difTérentiel et intégral.
Je recevrai bien volontiers les réflexions et les critiques que suggérera la lecture de ce livre aux membres de l'enseignement et aux personnes qui s'y intéresseront. Je remercie mes collègues des indications qu'ils ont bien voulu me donner relativement à la rédaction de cet ouvrage.
Nancy, mare 1901.
PRÉPAGE DE LA 4' ÉDITION
J'ai introduit dans cette nouvelle édition des Éléments de Mathématiques supérieures quelques modifications qui, je l'espère, les rendront plus clairs et mieux appropriés au but que je m'étais proposé.
En Algèbre, la notion de déterminant, tout en conservant son
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origine tirée de la résolution des équations linéaires, a été mise en conformité avec la théorie habituelle qui a son point de départ dans Tétude des permutations. Les dérivées partielles et les différentielles totales des fonctions de plusieurs variables sont présentées dans un ordre plus logique. J'ai insisté sur les questions relatives aux calculs numériques à propos des séries, des erreurs, de la résolution des équations, et j'ai dit un mot des abaques et des procédés graphiques ; ces questions prennent de plus en plus d'importance dans Tétude des sciences physiques et dans celle des sciences appliquées. Je me suis plus longuement étendu sur l'intégration des équations différentielles et des équations aux dérivées partielles, tout en ne considérant que les cas simples et usuels.
ËQ ce qui concerne les applications géométriques de l'Analyse, j'ai insisté sur la notion de vecteur, et j'y ai consacré un chapitre spécial ; j'ai ajouté quelques indications nouvelles rela* tives aux enveloppes et à la courbure, tout en me limitant aux questions les plus simples.
Le plan général de l'ouvrage a été conservé; en vue de l'unité d'exposition, j'ai fait rentrer dans les théories générales les notes qui étaient précédemment à la fin du volume ; mais, j'insiste de nouveau sur ce point, la répartition et Tordre que j'ai adoptés ne sont pas indispensables pour l'étude des mathématiques ; j'engage au contraire les lecteurs à s'assimiler le plus rapidement possible les théories relatives aux dérivées, aux différentielles et aux procédés d'intégration, en laissant de côté provisoirement les applications géométriques, en particulier l'étude des courbes et surfaces du second ordre dont l'importance est secondaire.
Je serai heureux si l'ouvrage ainsi modifié reçoit un accueil aussi bienveillant que précédemment et s'il peut contribuer à développer chez les élèves des Facultés des sciences et des Instituts techniques, avec le goût de la science pure, le sens pratique de ses applications.
Nancy, janvier 4907.
DE
PREMIÈRE PARTIE
CRAPITRE I tQTJATIONS LINÉAIRES A DEUX INCONNUES. — DÉTERMINANTS
1. Résolution de deux équations linéaires à deux inconnues. —
Considérons un système de deux équations du premier degré à deux inconnues x et y, écrites sous la forme générale
J ax-\-by = Cy { a'x-\-b'y = c' \
nous allons résoudre et discuter ce système.
Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient a ne soit pas nul ; nous pouvons tirer la valeur de x de la première équation et la porter dans la seconde; nous formons ainsi un deuxième système <i'équations équivalent au premier :
a'î^lÈM + b'y = c'.
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Dans ce système, la deuiiëme équation ne renferme que l'inconnue y ; en chassant le dénominateur a qui n'est pas nul, nous écrirons cette équation sous la forme
[?%] [aV — ba'.y = ac* — ca\
Différents cas peuvent se présenter :
1* Si ab' — ba' n*est pas nul, Téquation (3^ est satisfaite par une seule valeur de y égale à — — ^» et la première des équations (2)
fournit une seule valeur correspondante de x qui, tous calculs faits,
cb' fec'
est égale à — — j—,\ le système (1 j a donc une solution et une seule,
et cette solution est exprimée par les formules
, , r6' — bc ac' — r/i'
ab' — ba ^ ab' — ba
2* Si ab' — ba' est nul sans que ac' — ca' le soit, Téquation (3/ n*cst satisfaite par aucune valeur de y y et le système donné n*a aucune solution; on dit qu'il est impossible.
3* Si ab' — ba' et ac' — ca* sont tous les deux nuls, Téquation (3^ est satisfaite quelle que soit la valeur de y ; on en conclut que le système donné a une infinité de solutions ; on peut donner à y une valeur arbitraire, et la première des équations (2) fournit une valeur correspondante de X ; on dit que le système (t } est indéterminé.
Dans ce cas, les coefficients et les termes connus satisfont à la condition
abc
et cb' — bc' est aussi nul.
Lorsque les coefficients a, b, a', b' et les termes connus c et c* dépendent de certaines quantités appelées paramètres, auxquelles on peut donner difl'érentes valeurs, il peut arriver que des valeurs particulières attribuées à ces paramètres rendent nuls un ou plusieurs coefficients. Supposons que a, by a', 6' deviennent tous les quatre nuls ; on voit immédiatement que les équations données n'ont aucune solution quand c et c' ne sont pas tous les deux nuls, et en ont une infinité quand les termes connus sont nuls ; on peut dans ce dernier cas attri-
buer à X et à ^ des valeurs arbitraires. Dans Tun comme dans Tautre cas, aV — ia' est nul.
On peut réunir tous les résultats précédents et les énoncer sous la forme suivante :
Si aV — ba! n'est pas nul, le système (1) a une seule solution fournie par les formules (4); si ab' — ba' est nul, ce système est impossible ou indéterminé.
Si les termes constants c et c' sont nuls, on dit que les équations (I) sont homogènes. 11 résulte de ce qui précède que si ab' — ba' n'est pas nul, ces équations n'ont d'autre solution que x = 0, y = 0 ; si au contraire ab' — ba' est nul, elles ont une infinité de solutions. Dans ce dernier cas, si les quatre coefficients a, b, a', b' ne sont pas tous nuls, et si a, par exemple, est différent de zéro, on peut attribuer à y une valeur arbitraire, différente ou non de zéro. Dans le cas où a, b, a', b' sont tous nuls, on peut donner des valeurs arbitraires aux deux inconnues. On arrive ainsi à la conclusion suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux équations homogènes à deux inconnues aient une solution où les inconnues ne soient pas tontes les deux nulles est que ab' — ba' soit nul; les équations ont alors une infinité de solutions.
2. Détermioant du second degré. — La quantité ab' — ba' est appelée déterminant du second degré et on la représente par la notation
en disposant suivant un carré placé entre deux traits verticaux les quatre nombres a, b, a', b' que Ton appelle les éléments du déterminant.
Par définition, un déterminant du second degré est la différence des produits en croix de ses éléments, en commençant par celui qui est placé en baut et à gaucbe, comme l'indique Tégalité
= aV — ha'.
Les namérateurs des fonnules (4) sont aussi des déterminants qui
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peuvent être écrits sons la même Torme que le dénominateur; avec cette notation, les valeurs de x et de y sont données par les formules
On voit que ce sont des fractions ayant pour dénominateur commun le déterminant des coefficients des inconnues ; les numérateurs sont des déterminants déduits de celui-là en y remplaçant, pour chaque inconnue, les coefficients de cette inconnue par les termes connus correspondants.
Exemple. — Soit à résoudre le système
Le déterminant des coefficients des inconnues est 3 -2
il n'est pas nul, et le système a une solution ; les numérateurs des valeurs de x et de y sont respectivement
de sorte que Ton a
3. llésolution de trois équations linéaires à trois inconnues. —
Considérons un système de trois équations du premier degré à trois inconnues x, y, z, écrites sous la forme générale
( ax -hby -h es =rf,
^ a'x~hb'y-hc'z=d\
Supposons que aV — ba' ne soit pas nul ; nous pouvons tirer des deui premières équations, après avoir fait passer les termes en z au second membre, les valeurs de x et y ; elles sont, d'après les formules (4),
,-. _(c/ — cg)fc^ — fe(rf^ — c^z) a[d' — c'z)-'[d-^cz)a'
^^ *"" ah'-^ba' ' y^' aV — ba'
En portant ces valeurs dans la troisième équation, nous obtenons une équation qui ne renferme que Finconnue z ; en chassant le dénominateur, nous récrirons sous la forme
(8) [a\bd — cb') -h b^ca' — ad) -h c^aV — ba')]z
= [a\bd' — db') -f- b\da' — ad') + d\ab' — 6a')] .
Le système des équations (7) et (8) est équivalent au système donné ; nous n'examinerons pour le moment que le cas où le coefficient de z dans Téquation (8) n'est pas nul ; cette équation donne alors pour z une seule valeur, et il lui coiTCspond un seul système de valeurs de x et de j/ ; le système donné a donc une seule solution.
4. Déterminant du troisième degré. — Le coefficient de z est appelé déterminant du troisième degré, et on le représente par la notation
abc
ce déterminant possède neuf éléments disposés en carré dans trois lignes et dans trois colonnes entre deux traits verticaux ; on appelle première ligne celle du haut et première colonne celle de gauche. Par définition, le déterminant est la somme algébrique
ab'c' -h bda' -h ca'b' — cb'a" — adb' — ba'c%
composée de six produits ou termes dont trois sont additifs et trois soustractifs. Pour les former facilement, on opère de la façon suivante : on écrit à la suite des colonnes du déterminant deux autres colonnes qui sont la répétition de la première et de la seconde, et Ton forme le
6 COMPLÉMENTS d' ALGÈBRE
On considère la diagonale issue du premier élément en haut et à gauche a et contenant a, V et c' ainsi que les deux lignes parailèles à cette diagonale issues de h et c, puis on forme les produits
aVc", bc'a% ca'b'
des éléments situés dans ces lignes ; on considère de même la diagonale du déterminant dirigée dans Fautre sens et issue de c, ainsi que les lignes parallèles à cette diagonale issues des éléments suivants •a et b, puis on forme les produits
cb'a% ac'b% ba'c"
<]es éléments situés dans ces lignes ; le déterminant est la somme des trois premiers produits pris avec le signe + et des trois derniers pris avec le signe — .
La valeur de z tirée de Téquation (8) s'exprime sous la forme <]'une fraction dont le dénominateur est le déterminant dont on vient de parler et dont le numérateur est un autre déterminant que Ton déduit <le celui-là en y remplaçant les coefficients de z parles termes connus correspondants. En calculant les valeurs de a; et de i/ que fournissent «nsuite les équations (7), on peut constater qu'elles s'expriment par -des fractions ayant même mode de formation et même dénominateur que pour z ; on retrouvera plus tard ce résultat, et on le complétera par Texamen des différents cas qui peuvent exister.
Les déterminants se présentent ainsi, au début de l'algèbre, lorsque l'on veut écrire et calculer d'une manière commode la solution d'un système d'équations linéaires. Nous allons exposer d'une manière générale la théorie et le mode de calcul des déterminants ; nous les appliquerons ensuite à la résolution des équations du premier degré ; nous commencerons par donner quelques explications sur les permutations.
5. Permutations. — On appelle permutation de plusieurs objets distincts tout groupe que l'on peut former en disposant ces objets sur une ligne l'un à la suite de l'autre ; les différentes permutations de ces
mêmes objets diffèrent les unes des autres par Tordre dans lequel ils sont placés.
\vec deux objets, représentés par les lettres a et b, on peut former deux permutations ab, ba ; avec trois objets, représentés par les lettres a, b, Cy on peut Tormer six permutations :
abcy acby bac y bcay cab, cba.
Nous allons montrer qu'en général avec n objets distincts on peut former des permutations dont le nombre est égal au produit des n premiers nombres entiers. Imaginons en effet n cases disposées sur une ligne ; nous pouvons d'abord placer le premier objet de n façons différentes, suivant qu'il occupe la première, la deuxième, . . . , la n^ case ; nous pouvons ensuite lui adjoindre le 2^ objet chaque fois de n — i façons différentes, car il reste n — i cases libres pour y placer le 2* objet; cela fait déjà n{n — 1) manières de disposer les deux premiers objets. 11 reste alors chaque fois n — 2 cases vides, et Ton peut de n — 2 façons y placer le 3* objet, ce qui fait n{n — \){n — 2) groupements possibles des trois premiers objets ; nous pouvons continuer de cette façon jusqu'à ce que les n — i premiers objets aient été placés de toutes les manières possibles, le nombre de ces manières étant n{n — i) (n — 2) ... 2 ; il ne reste plus alors chaque fois qu'une seule case vide pour y placer le dernier objet, et lorsqu'il y est placé, toutes les permutations des n objets se trouvent constituées.
Le nombre de ces permutations se trouve ainsi égal au produit des nombres entiers i, 2, 3, . . ., n; ce produit est présenté par le symbole n ! que l'on énonce faclorielle n, ce que l'on indique par l'égalité
6. Inversions. — Supposons que les objets soient distingués ies uns des autres de telle façon que l'on puisse leur assigner un ordre naturel ; par exemple, ils sont représentés par les lettres successives de Talphabet a,b,Cy . . ., ou bien par une même lettre affectée d'indices successifs ai, Of, a^, .... Supposons de plus que les cases où ils doivent être placés soient disposées sur une ligne horizontale et numérotées en allant de gauche à droite. On dit que dans une permutation deux objets, consécutifs ou non, présentent une inversion si l'ordre dans
lequel ils sont disposés est inverse de leur ordre naturel ; il est utile de connaître le nombre des inversions que présentent les objets d'une permutation envisagés deux à deux de toutes les manières possibles ; par exemple, dans la permutation de quatre objets représentés par bdac ou par a^aiGiat^ il y a trois inversions qui sont ba, da, de, ou 21^ 41,43.
On range en deux classes toutes les permutations possibles d un nombre déterminé d'objets donnés ; la première classe comprend celles qui renferment un nombre pair d'inversions, et la deuxième classe celles qui en renferment un nombre impair. Par exemple pour trois objets a, h, c, la première classe comprend les permutations abc, bac, cab qui renferment zéro ou deux inversions, et la deuxième classe les permutations acb, bac, cba, qui renferment une ou trois inversions. On peut vérifier en général que les permutations de plusieurs objets donnés sont aussi nombreuses dans une classe que dans Tautre.
Théorème. — Une permutation change de classe quand on y échange deux éléments.
Soit la permutation a^ai^Oia^ qui présente trois inversions ; supposons qu'on y échange d'abord deux éléments consécutifs tels que a^ et ai et qu'on forme la permutation a^aïa^aa; en comparant les deux permutations, on voit que les inversions formées par a^ et ai avec les cléments qui les précèdent tous deux, et avec ceux qui les suivent tous deux sont les mêmes dans les deux cas; seuls ai et a^ foiment une inversion dans l'une des permutations et non dans l'autre ; il y a donc une inversion de plus dans l'une que dans l'autre, et elles sont de classes différentes, ce qui démontre la proposition.
Supposons maintenant qu'on fasse l'échange de deux éléments quelconques tels que a^, a^] on peut y parvenir en échangeant a^ successivement avec ai eta^; ce qui conduit à la permutation asa3a4ai: puis en échangeant a^ avec ai ce qui conduit à la permutation aia3aia4 ; le nombre total des échanges ainsi effectués est trois. D'une manière générale, il est égal à 2/> + i, si/> est le nombre des objets intermédiaires entre ceux que l'on veut substituer lun à l'autre ; comme il y a de ce fait un nombre impair de changements de classes, la permutation finale est d'une classe différente de la première, ce qu'il fallait démontrer.
7. Détlnitlon générale d'uo déterminant. — Soient n} nombres quelconques, désignés aussi sous le nom d'éléments, disposés en carré suivant n lignes et n colonnes entre deux traits verticaux ; on appelle déterminant de ces éléments le résultat du calcul effectué sur eux d'après la règle suivante :
On prend d'une manière arbitraire n des éléments de façon cependant qu'il y en ait un seul tiré de chaque ligne et de chaque colonne, on en forme le produit, et on multiple ce produit par +1 ou — 1 suivant que la permutation des numéros des lignes et celle des numéros des colonnes d'où sont tirés les éléments sont de même classe ou de classes différentes ; un produit ainsi fonné s'appelle un terme et la somme algébrique de tous les termes que l'on peut obtenir ainsi s'appelle le déterminant des n^ éléments ; ce déterminant est dit du n"" degré.
Remarquons immédiatement que Tordre dans lequel sont écrits les éléments qui entrent dans un terme n'influe pas sur le signe du coefficient -i- 1 ou — 1 qui entre dans ce terme ; supposons en effet que Ton ait écrit ces éléments dans un certain ordre, puis que Ton échange deux d'entre eux ; on produit alors dans la permutation des numéros des lignes l'échange de ceux qui sont relatifs aux deux éléments considérés, et il en est de même dans la permutation des numéros des colonnes. D'après le théorème du n<» précédent, ces permutations changent Tune et l'autre de classe ; si donc elles étaient de même classe, elles restent encore de même classe ; si elles étaient de classes différentes, elles restent de classes différentes ; par suite le signe du terme n*est pas modifié.
D*une manière générale, si l'on représente respectivement par t et c les nombres des inversions présentées parles numéros des lignes et par ceux des colonnes des éléments d'un terme, le coefficient ii= f dont est affecté ce terme peut être représenté par ( — 1)'"*"*; cette expression est en efïct égale à -f- 1 ou à — 1 suivant que / et c sont ou ne sont pas de même parité, c'est-à-dire suivant que les permutations des numéros des lignes et des colonnes sont ou ne sont pas de même classe.
Il résulte de ce qui précède que l'on peut ranger les éléments dans chaque terme suivant l'ordre des numéros croissants pour les lignes ou bien pour les colonnes ; par exemple le déterminant du 3* degré
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formé d'après la règle précédente, en écrivant les éléments dans chaque terme suivant Tordre naturel des lignes, est égal à
aVc' H- bda' -+- ca!V — cb'a" — ac'b' — ba'c' ;
il est bien identique à celui qui a été défini au n^ 4.
Le terme le plus simple tf un déterminant est formé par les éléments de la diagonale issue du coin en haut et à gauche ; les numéros des lignes et des colonnes se suivent alors dans Tordre naturel, et le terme est afTecté du coefficient -h 1 . Ce terme est appelé terme principal et la diagonale correspondante est appelée diagonale principale ; Tautre dia- .gonale est appelée la seconde diagonale.
En supposant que, dans chaque terme, les éléments sont écrits dans. Tordre naturel des lignes, on voit que les différents termes diffèrent Tun de Tautre par Tordre dans lequel sont disposés les numéros des colonnes des éléments ; le nombre de manières dont on peut disposer ces numéros est égal au nombre de leurs permutations. 11 en résulte que le nombre des termes d'un déterminant du n* degré, dont les éléments sont laissés indéterminés, est égal au nombre des permutations de n objets, ou à n /.
8. Calcul pratique d*un déterminant. — La méthode de calcul d*un déterminant en partant de sa définition est peu pratique; on cherche ordinairement à ramener le calcul d'un déterminant du n" degré à celui de plusieurs déterminants du {n — 1)* degré; chacun de ceux-ci à des déterminants du {n — 2)' degré ; et ainsi de suite jusqu'à des déterminants du 2« ou du 3" degré dont on a vu le calcul aux n*** 2 et 4.
Pour arriver à ce résultat, nous raisonnerons sur un déterminant dont les éléments sont représentés par des symboles distincts ; remarquons d'abord qu'un terme quelconque du déterminant renferme un élément et un seul d'une ligne ou d'une colonne données; dès lors les termes renfermant un élément donné a le contiennent au premier degré, et le coefficient A de a dans la somme de ces termes ne contient aucun des éléments de la ligne ni de la colonne qui renferment a. Le calcul de A résulte du théorème suivant:
Théorème. — Le coefficient A de Vêlement a d^un déterminant
dans la somme des termes qui renferment cet élément est égal à un
autre déterminant obtenu en supprimant dans le déterminant donné
la ligne et la colonne qui se croisent sur a, le nouveau déterminant
étant multiplié par + 1 ou — i suivant que la somme des numéros de
fa ligne et de la colonne qui se croisent sur a est paire ou impaire.
Pour fixer les idées, nous raisonnerons sur un déterminant D du
4** degré dont nous représenterons les éléments par une même lettre a
affectée de deux indices, le premier indiquant le numéro de la ligne et
le deuxième le numéro delà colonne, de sorte que nous écrirons
flu Oit «13 «It
a%i a%i a^z a^ ezji a« crjs o%^
considérons les termes qui renferment un élément tel que a^^ et écrivonsles en plaçant cet élément au premier rang ; ces termes seront de la forme
où a^Y est une permutation des numéros de lignes i, 3, 4 et Xjav une permutation des numéros de colonnes 1, 2, 4; de plus / et c sont les nombres respectifs d*in versions des permutations 2(x^y et 3Xuv. En mettant a^s en facteur dans ces termes, le coefficient A23 de a^t pourra être représenté par
Aij = 2 (— i)'*'aava?^aT> ,
le signe Z indiquant que Ton fait la somme de tous les termes analogues à celui qui est écrit.
Considérons maintenant le déterminant
Ou Oi, a,v «81 «sa «Si
déduit de D par suppression de la 2' ligne et de la S*" colonne ; il est une somme de termes de la forme ( — 1 )'*"*" **««v«?,*«îl* où ap^ est une
permutation des nombres 1, 3, 4, et X{av une permutation des nombres 1^ 2, 4; de plus /' et c' sont les nombres respectifs d'inversions des permutations aPf et X|xv ; nous écrirons comme précédemment
(iO) D« = 2(— iy'*^'a.i.ap,.ap.
Les sommes (9) et (10) sont composées des mêmes termes au signe près ; considérons ceux qui correspondent aux mêmes systèmes de valeurs des indices. Le nombre / des inversions de 2aPY est égal au nombre /' des inversions de a^v augmenté du nombre des inversions de 2 avec les nombres qui le suivent dans la permutation ; ce ne peut être qu'avec 1, inférieur à 2, et Ton a /=/' + !. De la même manière, le nombre c des inversions de 3X{av est égal au nombre d des inversions de A{jLv, augmenté du nombre des inversions de 3 avec les nombres qui le suivent; ce ne peut être qu'avec 1 et 2 inférieurs à 3, et l'on a c = c'-|-2. De là résulte que Ton a
(— iy--* = (_iy"^«'-^» = — (— 1)''-^*',
et comme cela a lieu pour tous les termes correspondants de (9) et (11]^ on a Ajs = — D23.
Si au lieu de l'élément flr23 nous avions choisi un élément quelconque a*^, nous aurions trouvé /=/'-h5 — 1 et c = c' -hp — 1,. par conséquent nous aurions eu
et
A*, = (-i)«+eD*,.
Comme ( — l)*-^e est égal à -f-l ou à — 1 suivant que la somme 0 -hp des numéros de la ligne et de la colonne qui renferment a^^ est paire ou impaire, le théorème est démontré.
Nous pouvons déduire de là un procédé de calcul d'un déterminant en mettant en évidence les éléments d'une ligne ou d'une colonne particulières ; nous considérerons par exemple les éléments de la deuxième ligne du déterminant précédent D. Gomme chaque terme renferme un élément et un seul de cette ligne, nous pouvons grouper ensemble les termes renfermant le même élément et mettre D sous la forme
{ H ) D = flai A21 -+- Qn^in -f- Qi^P^n H- (li\^%v •
Chacune des parties de cette somme n a aucun terme commun avec Tune des autres; la première partie a2iA2i renferme par suite tous les termes de D qui contiennent ^21, la deuxième partie tous les termes qui contiennent ^23, etc. Nous en concluons que les coerficients A21, A>3, A33, Ajv sont fournis par Tapplication du théorème démontré précédemment.
Lorsqu'on écrit un déterminant sous une forme telle que (11), on àiiqu'on le développe suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne ; les coefficients A^i, A», ... sont appelés mineurs du premier ordre du déterminant donné. Gomme ces mineurs sont égaux, au facteur d=l près, à des déterminants de degré inférieur d'une unité à celui du déterminant primitif, on peut les développer à leur tour suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne ; les coefficients seront appelés les mineurs du second ordre du premier déterminant, et ainsi de suite.
Exemple. — Soit à calculer le déterminant
si on le développe suivant les éléments de la première colonne, on a
Si Ton développe de même les deux déterminants du troisième degré suivant les éléments de la dernière colonne, on a
9. Propriétés d'un déterminant. — Nous allons démontrer les propriétés élémentaires suivantes des déterminants :
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Théorème I. — Un déterminant ne change pas quand on change les lignes en colonnes.
Soient les déterminants
dont les lignes de Tun renferment les éléments des colonnes de l'autre , dans le même ordre ; le terme du premier dont les éléments sont dans les lignes de numéros a, p, y et dans les colonnes de numéros X, p., v, et le terme du second dont les éléments sont dans les lignes de numéros >., ;x, V et dans les colonnes de numéros a, p, y sont constitués au moyen des mêmes éléments, et ils sont affectés du même coefficient + 1 si les permutations a^y et Xjxv sont de même classe ou — 1 si elles sont de classes différentes. On voit que D et D' sont composés des mêmes termes, et sont par conséquent égaux.
Théorème II. — Un déterminant change de signe quand on y échange deux lignes ou deux colonnes.
Soit D un déterminant du 4^ degré, et D' celui qu'on obtient en échangeant par exemple la première et la troisième ligne. Au terme de D dont les éléments sont dans les lignes de numéros 1, 2, 3, 4 et dans les colonnes de numéros a, p, y, $, faisons correspondre le terme de D' dont les éléments sont dans les lignes de numéros 3, 2, i, 4 et dans les colonnes de numéros «, p, Yi ^ î ^^^ termes sont constitués par les mêmes éléments, mais ils sont affectés de coefficients + i ou — i différents, car les permutations des numéros de lignes 1234 et 3214 sont de classes différentes (n<> 6) tandis que celles des numéros de colonnes a^^yS sont les mêmes ; ces termes sont donc égaux et de signes contraires, ou, comme on dit, symétriques.
D et D' étant formés de termes respectivement symétriques sont eux-mêmes des nombres symétriques.
Théorème III. — Un déterminant qui a deux lignes on deux colonnes identiques est nul.
En effet il n'est pas altéré à priori si Ton échange les deux lignes
OU les deux colonnes identiques ; mais d'autre part, d'après le théorème II, il doit changer de signe; le déterminant, devant être un nombre égal à son symétrique, ne peut diilérer de zéro et il est nul.
Théorèaie IV. — Si l'on multiplie ou si i^ on divise tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne d'un déterminant par un même nombre, ce déterminant est multiplié ou divisé par ce nombre.
Nous allons montrer que Ton a par exemple
ma
ma'
ma'
en effet le développement du premier membre suivant les éléments de la première colonne est
maib'c" — cV) — ma'ibc" — cb") h- ma\bc' — cb') ;
il est bien égal au produit de m par le déterminant qui entre au second membre.
Théorème V. — Si Von décompose en deux parties les éléments d'une ligne ou d'une colonne d'un déterminant, on peut le remplacer par la somme de deux autres déterminants.
Nous allons montrer que Ton a par exemple.
fll
a'-ha\
il suffit en effet de comparer les développements des déterminants entrant dans les deux membres, effectués suivant les éléments de la première colonne, pour vérifier cette égalité.
Théorème VI. — 5/ Fon ajoute aux éléments d'une ligne ou d'une colonne d'un déterminant les éléments correspondants d'une ligne ou d'une colonne parallèle, après les avoir multipliés par un même facteur,, on forme an déterminant égal au premier.
Nous allons montrer que Ton a par exemple
a -hmb
a' -+■ mb'
a' + mb'
Le premier membre peut en effet se mettre sous la forme d*une somme de deux déterminants dont Tun est le déterminant du second membre, et dont Tautre est
mb b c
mb' b' c'
mb' 6" c"
d'après le théorème IV, celui-ci est le produit par m d'un déterminant dont les premières colonnes sont identiques et il est nul (Th. III).
Ces propriétés permettent de simplifier le calcul d'un déterminant. Soit à calculer par exemple le déterminant
retranchons des éléments de la seconde ligne ceux de la première multipliés par 2, et des éléments de la dernière ceux de la première multipliés par 3 ; nous obtenons un déterminant égal au premier, et égal à
en développant ce dernier suivant les éléments de la première colonne, il ne reste qu'un seul produit, celui de 1 par le mineur
dont la valeur est 6 — 4 = 2; le déterminant donné est égal à 2.
CHAPITRE II
10. Résolution de trois équations linéaires à trots inconnues lorsque le déterminant des coefficients des Inconnues n*est pas nul. — Considérons un système de trois équations du premier degré à trois
inconnues x, y, z,
écrites sous la forme générale
ax -hby 4- ez = rf ,
a'x -h Vy -h c'z = d".
Nous nous proposons de discuter et de résoudre ce système en appliquant la théorie des déterminants ; nous désignerons par D le déterminant des coefficients des inconnues,
et nous nous placerons d'abord dans le cas où il n est pas nul. Nous allons remplacer le système (i) par un autre dont chaque équation renferme une seule inconnue.
Développons le déterminant D suivant les éléments de la première colonne (n® 8) ; nous avons une égalité de la forme
D = oA -4- a'A' -h a'A',
A, A', A' désignant les mineurs de D par rapport à a, a\ a' ; multi- VocT. — Math. sup. 2
plions les deux membres des équations (1) respectivement par A, A', A", et ajoutons membre à membre.
Lecoeffîcientde x dans le résultat est identique à D; le coeffieient de y est égal à bk-^b'h! -^b'k'\ c'est le résultat que Von obtient en remplaçant dans D les éléments a, a', a' par b, b'y b\ et il est nul, car c'est le développement d'un déterminant ayant deux colonnes identiques ; le coefficient de z est égal à cA -h c'A' -h c'A" ; c'est le résultat que l'on obtient en remplaçant de même dans D les éléments a, a', a' par c, c\ c" et il est également nul ; nous obtenons de cette façon l'équation
(2) Dx = rfA-Hd'A'^-d''A^
Opérons de même en développant D suivant les éléments de la seconde colonne ; multiplions les deux membres des équations respectivement parles mineurs B, B', B'' de D relatifs à b,b',b\ et lyoutons membre à membre ; l'équation résultante ne contiendra que y et sera
(3) Dy = (/BH-d'B'H-cfB\
Développons en dernier lieu D suivant les éléments de la troisième colonne, et désignons par C, C, G" les mineurs relatifs à c, dy c'; en opérant comme précédemment, nous aurons une équation qui ne contiendra plus que z et sera
(4) Dz==(/C-hc/'C' + c/'C\
Nous déduisons ainsi du système (1) un nouveau système, composé des équations (2), (3), (4) ; nous sommes certains que toute solution du premier satisfait au second ; nous allons montrer inversement que toute solution du second satisfait au premier.
Multiplions en effet les équations (2), (3), (4) respectivement par a^ b, c et ajoutons membre à membre ; nous obtenons une équation dont le premier membre est égal à D{ax -{- by -h cz). Au second membre, le coefficient de d est aA -h 6B -+- cC, et il est égal au déterminant D, car il constitue le développement de ce déterminant suivant les éléments de la première ligne ; les coefficients de d' et de d' sont respectivement a A' -h 6B' -h cC et aA'H-ftB'-f-cC; ils sont nuls comme développements de déterminants ayant deux lignes i dentiques ; il reste donc
D{ax -\-by-h cz) = rfD ;
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comme D n'est pas nul, on peut diviser les deux membres par D, ce qui fournit la première équation du système (1). On déduirait de même de (2), (3) et (4) les deux autres équations de ce système (1) ; celui-ci, «t le système (2), (3) et (4) sont donc équivalents.
Le deuxième système a une seule solution dont la valeur est immédiate ; on en conclut que le système proposé a une solution et une seule ayant précisément cette valeur. Remarquons que les seconds membres des équations (2), (3), (4) sont les développements suivant <J, d', d' des trois déterminants
«o introduisant ces déterminants, nous pouvons exprimer la solution unique du système proposé par les formules
C*est le résultat que nous avons annoncé au n® 4. Exemple. — Soit à résoudre le système d'équations X-+- y — z = 0, 2x— y-h3z = 9, — 3y-f- « = — 3.
Les détenninants D, Di, D2, D3 ont respectivement pour valeur
il y a par suite une seule solution, x •■
il. Cas où. le déterminant des coefficients des Inconnues est nul.
— Supposons d'abord que tous les mineurs du déterminant D ne soient pas nuls, et que le déterminant
par exemple, soit différent de zéro. Considérons les trois équations
ax -hby -I-C5
rf.
ax -hby -f- cz
nous allons montrer qu elles forment un système équivalent au système (i); si nous développons en effet les deux déterminants entrant dans l'équation (8) respectivement suivant les éléments de la dernière colonne, nous pouvons remplacer cette équation (8) parla suivante
(9) (ax -{-by-hcz)C-h (a'x -f- b'y -f- c'z) G -f- [a'x -4- b'y H- c'z) C
C, C, C désignant comme précédemment les mineurs de D relatifs à c', c', (f.
Toute solution du système (i) satisfait naturellement aux équations (G), (7) et (8) ou (0) : réciproquement toute solution de ce dernier système rend ax-hby-hcz et a'x -{-b'y -h c'z égaux à d et d' ; par conséquent, d'après (9), elle rend [a'x-hb^y -{-c''z)C!' égal à dC\ et comme C n'est pas nul, elle satisfait à la 3^ équation (1) ; les deux systèmes sont donc bien équivalents.
Cela posé, nous allons voir que le déterminant qui constitue le premier membre de l'équation (8) est identiquement nul; nous pouvons en effet, d'après le théorème V du n^ 9, le décomposer en une somme de trois autres déterminants: l"" un déterminant ayant pour éléments de la dernière colonne ax, a'x, a'x ; après division de ces éléments par Xj il a deux colonnes identiques et est nul ; 2^ un déterminant ayant pour éléments de la dernière colonne 6y, b'y, b'y ; il est nul pour la même raison ; 3'' un déterminant ayant pour éléments de la dernière colonne czydz, c's ; il est égal au produit par z du déter-
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minant D et il est nul. Quant au second membre de Téquation (8), il est appelé déterminant caractéristique relatif au mineur non nul C, et il est égal à Di; Téquation (8) se réduit donc à
(10) 0xH-0yH-02 = D,.
Deux cas peuvent se présenter:
i® Si D3 n'est pas nul, il n'existe aucun système de valeurs de Xyy, z satisfaisant à Téquation (iO); le système (6), (7), (8), n'a aucune solution, et il en est de même du système (1); on dit que ce système est impossible ;
2** Si D3 est nul, Téquation (10) est identiquement satisfaite ; le système (6), (7), (8) se réduit à deux équations (6) et (7) ; on peut y donner à s une valeur arbitraire, et on en déduit des valeurs correspondantes pour X et y, car le déterminant aV — ha' des coefficients de ces deux inconnues n'est pas nul. Le système (1), qui est équivalent au système (6), (7), (8) a donc une infinité de solutions ; on dit qu'il est indéterminé. L'indétermination est caractérisée par ce fait qu'on peut donner à z une valeur arbitraire.
Supposons maintenant que tous les mineurs du déterminant D soient nuls, mais que les coefficients des inconnues ne le soient pas tous, par exemple que a soit différent de zéro. Considérons les trois équations
flj? H- fcy H- C2 =: c/,
by -
b'ya ax + hy -\-cz a" a^x H- Vy
ax-
ax-
cz
cz
comme dans le cas précédent, nous allons montrer qu'elles forment un système équivalent au système (1). L'équation (12) par exemple s'écrit
a(a'x -+- b'y 4- c'z) — a'[ax + 6y 4- cz) = ad' — a'd ;
en tenant compte de Téquation (11), elle conduit à
a[a'x H- b'y H- c'z) = ad',
et comme a n'est pas nul, elle conduit à la deuxième équation du sys-
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time(i); de la même manière Téquation (13) conduit à la troisième équation de ce système ; les deux systèmes sont donc équivalents.
Les premiers membres des équations (12) et (13) sont identiquement nuls ; celui de 1 équation (12) par exemple peut être décomposé en une somme de trois déterminants, et est égal à
le coefficient de x est nul comme ayant deux colonnes identiques, ceux de y et de :: le sont comme mineurs de D dont nous avons supposé tous les mineurs nuls; le même raisonnement s'applique à Téquation (13); le système des équations (11), (12), (13) qui est équivalent au système (1) comme nous Tavons dit, se réduit donc au système
ax-hby -{-cz= dy
Ox-hOy-\-Oz =
/ Ox-\-Oy-hOz =
deux déterminants
s'appellent déterminants caractéristiques relatifs à Félément non nul a ; s'ils ne sont pas nuls tous les deux, le système (14) n'a aucune solution, et il en est de même du système (1); celui-ci est impossible. Si les déterminants caractéristiques sont tous les deux nuls, le système (14) se réduit à une seule équation, les deux autres étant identiquement satisfaites ; on peut donner h y eik z des valeurs arbitraires, et on en déduit une valeur correspondante pour x, puisque a n'est pas nul. Le système (1) a donc dans ce cas une infinité de solutions, et il est indéterminé ; l'indétermination est caractérisée par ce fait qu'on peut donner k y et k z des valeurs arbitraires.
Supposons enfin que les coefficients des inconnues dépendent de certains paramètres, et qu'ils deviennent tous nuls pour des valeurs particulières attribuées à ces paramètres ; si les termes connus d, d'y d" ne sont pas tous les trois nuls, le système (1) n'a aucune solution et est
impossible; si d, d'y d" sont tous les trois nuls, le système (1) a une infinité de solutions et est indéterminé ; on peut donner à Xyy,z des valeurs arbitraires.
12. Équations homogènes à trois inconnues. — Lorsque les termes connus d, d', d" sont tous les trois nuls, les équations (1) sont homogènes et s'écrivent
!ax -hby -hcz = 0, a'x -H b'y H- c'a = 0, a'x-hVy-^-<fz = 0.
Si le déterminant D des coefficients des inconnues n'est pas nuU ces équations ont une seule solution; comme Dj, Dg, Dj sont nuls, cette solution unique est a: = 0, y = 0, z = 0.
Si D est nul sans que tous les mineurs le soient, et si Ton suppose par exemple que C soit différent de zéro, le déterminant caractéristique correspondant D3 est nul, et le système (15) est indéterminé. Il se réduit aux deux premières équations, et Ton peut donner à z une valeur arbitraire ; les valeurs qu'on en déduit pour a; et y donnent lieu à la proportion
bd — cb' "~ ca' — ad "^ ab' — ba' '
les inconnues sont donc proportionnelles aux mineurs qui forment les dénominateurs des fractions précédentes.
Si tous les mineurs de D sont nuls, sans que tous les éléments le soient, et si a, par exemple, est différent de zéro, les déterminants caractéristiques correspondants sont nuls, et le système (15) est indéterminé; il se réduit à la première équation, et Ton peut donner à y et à z des valeurs arbitraires.
Si enfin pour certaines valeurs des paramètres tous les coefficients sont nuls, le système (15) est encore indéterminé, et Ton peut attribuer à x,y,z des valeurs arbitraires.
De ce qui précède résulte le théorème suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour que trois équations linéaires et homogènes à trois inconnues aient une solution ou toutes les inconnues ne sont pas nulles est que le déterminant des coefficients des inconnues soit nul; dans ce cas, les équations ont une infinité de solutions.
COMPLÉMENTS d'aLGÈBRE
13. Élimination de deux inconnues entre trois équations linéaires.
— Eliminer une ou plusieurs inconnues entre des équations dont le nombre est supérieur à celui des inconnues, c'est former les conditions que doivent remplir les coefficients de ces équations pour qu'elles admettent au moins une solution commune ou, comme on dit, pour qu'elles soient compatibles.
Supposons que nous voulions éliminer les deux inconnues x et y entre trois équations linéaires écrites sous la forme
{ ax -\-by = c^
(16) ) a'x + fe'y = c',
( a^x-^-Vy^c".
Considérons les déterminants du second degré
C = a'V — b'a\ C = a'b — b'a, C = ab' — ba'
formés par les coefficients des inconnues dans les équations prises deux à deux, et supposons d'abord qu'ils ne soient pas tous nuls, par exemple que G" soit différent de zéro ; les deux premières équations (16) ont alors une solution, et il suffît de chercher la condition pour qu'elle satisfasse à la troisième.
Nous pouvons remplacer le système (16) par un autre système formé par les deux premières des équations données et par l'équation
a b ax-i- by
(17) a' b' a'x-hb'y a" b" al'x-^-Vy
par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait au n*^ 11, nous pouvons voir : 1* que le nouveau système est équivalent au premier, et 2'' que le premier membre de Téquation (17) est identiquement nul; «i donc nous appelons D le déterminant qui forme le second membre de cette équation, celle-ci se réduit à
D est le déterminant caractéristique relatif à C.
Si D n'est pas nul, Téquation (17) est impossible, et les équations (16) sont incompatibles.
Si D est nul, l'équation (17) est identiquement satisfaite, et le
«ystème (16) se réduit aux deux premières de ses équations; la solution unique de ces deux équations satisfait à la troisième, et les trois équations (16) sont compatibles.
Supposons maintenant que C, G', C soient tous les trois nuls, «t que les coefficients des inconnues dans les équations (16) ne soient pas tous nuls, par exemple que a soit différent de zéro. Nous pouvons remplacer le système (16) par un autre formé par la première de ses équations et par les deux suivantes
ax-hby
ax-h by
par un raisonnement analogue à celui que nous avons déjà fait, le nouveau système est équivalent au premier, elles deux dernières équations se réduisent à
Ox -h Oy = ac' — ca' ,
Ox-{-Oy = ac" — ca" .
Si les seconds membres, qui sont les déterminants caractéristiques relatifs à a, ne sont pas tous les deux nuls, les équations (18) et par suiXe les équations données sont incompatibles; si au contraire les déterminants caractéristiques sont nuls, les équations sont compatibles, et Ton peut donner à y une valeur arbitraire ; cette valeur et celle qu*on en déduit pour x de la première des équations (16) satisfont aux •deux autres.
Dans le cas particulier où les coefficients de x et de y sont tous nuls dans les équations (16), celles-ci sont incompatibles si c, c', c' ne sont pas tous nuls, et sont compatibles si c, c', c" sont tous nuls ; x et y sont alors arbitraires.
Remarquons que, dans tous les cas où les équations données sont compatibles, le déterminant caractéristique D est sûrement nul ; nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire pour que trois équations linéaires à deux inconnues soient compatibles est que le déterminant formé par les <oefficients des inconnues dans ces équations et par les termes connus
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soit égal à zéro; cette condition n^est pas toujours suffisante; elle test toutefois lorsque deux des équations données ont une solution unique.
Résolution de n équations linéaires à n inconnues. -^ La
discussion que nous avons faite et les résultats que nous avons obtenus dans le cas de trois équations linéaires à trois inconnues s'étendent au cas d'un nombre quelconque d'équations avec le même nombre d'inconnues; nous n'entrerons pas dans le détail des calculs, qui sont identiques à ceux des numéros précédents et nous nous contenterons d'énoncer les résultats sous la forme générale suivante :
Étant donné un système de n équations linéaires à n inconnues écrites sous la forme générale
ax -+- 6y 4- cz -f- • • • = h, a'x + fc'y-hc'zH-. •• =A',
pour le discuter et le résoudre, on forme le déterminant des coefficients des inconnues ; nous rappellerons D.
Si D n'est pas nul, les équations ont une solution et une seule ; les valeurs des inconnues s'expriment sous la forme de fractions ayant le déterminant D pour dénominateur commun ; pour chaque inconnue^ le numérateur est un déterminant que l'on obtient en remplaçant dans D les coefficients de cette inconnue par les termes connus correspondants. Ce mode de calcul des inconnues est connu sous le nom de règle de Cramer.
Si D est nul, le système des équations données est impossible ou indéterminé; pour distinguer ces deux cas l'un de l'autre, on examine les mineurs du déterminant D, puis, s'ils sont tous nuls, les mineurs de ces mineurs, qu'on appelle mineurs du second ordre de D, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à un mineur non nul. On appelle déterminant principal un tel mineur, qui n'est pas nul, et de degré le plus élevé possible, c'est-à-dire tel que tous les mineurs de degré plus grand que celui-là soient nuls ; il peut y en avoir plusieurs jouissant <le cette propriété ; il suffît de considérer l'un quelconque d'entre eux.
Supposons, pour préciser, que cé'déterminant principal soit de degré p, et qu'il soit constitué parles coefficients des p premières inconnues
ÉQUATIONS UNÉÂIRES
dans les p premières équations ; s'il n'est pas formé de cette manière, nous pouvons toujours modifier Tordre des équations et celui des inconnues de façon à être placés dans le cas que nous examinons. A Taide du déterminant principal on forme des déterminants de degré /> + !, appelés déterminants caractéristiques, de la façon suivante : au-dessous de la dernière ligne du déterminant principal on écrit une jd + i ^ ligne constituée par les éléments des p premières inconnues dans Tune des équations qui suivent la />'; puis à droite on écrit une p + i** colonne formée des termes connus dans les p premières équations et dans Téquation utilisée pour la />+!'' ligne. Le nombre des déterminants caractéristiques est égal au nombre des équations qui suivent la jo% c'est-à-dire à n — p.
Si tous les déterminants caractéristiques ne sont pas nuls, le système des équations données n'a aucune solution et est impossible. Il est au contraire indéterminé si tous les déterminants caractéristiques sont nuls, et les n — p demièreséquationssontuneconséquencedesjD premières; dans celles-ci on peut donner aux n — p dernières inconnues des valeurs arbitraires, et les valeurs des p premières inconnues s'en déduisent d'une manière unique.
Exemple. — Soit le système d'équations 3a:-f-2y — 72H-^==5,
4xH-3y — 9z — < = 8, — a? — y -h 2 z -f- 2 / = — 3 ;
le déterminant des coefficients des inconnues est nul, ainsi que ses mineurs du premier ordre, qui sont des déterminants du 3*' degré. Les mineurs du second ordre ne sont pas tous nuls ; en particulier celui des coefficients de x et de i/ dans les deux premières équations n'est pas nul; nous le choisirons comme déterminant principal. Il existe deux déterminants caractéristiques, qui sont
4 il
ils sont nuls tous les deux ; par conséquent le système donné est indc-
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•terminé. On peut donner k z et t des valeurs arbitraires, et tirer les valeurs correspondantes de x et de y des deux premières équations ; «on a de cette façon
Lorsque les termes connus sont tous nuls, les équations sont homogènes. Si le déterminant D des coefficients des inconnues n>st pas <nul, les équations n'ont qu'une solution constituée par x = 0, y = 0, s = 0, ... ; si le déterminant D est nul, les déterminants caractéristiques sont tous nuls, et le système des équations est indéterminé ; il -existe une infinité de solutions où toutes les inconnues ne sont pas nulles.
15. Système de m équations linéaires à n inconnues. — Nous allons considérer un système d'équations linéaires à n inconnues, le nombre m de ces équations étant quelconque ; nous allons d'al>ord «examiner le cas particulier suivant :
Supposons que m soit inférieur à n, et que Ton puisse trouver m des inconnues de telle sorte que le déterminant de leurs coefficients dans les m équations ne soit pas nul; nous pourrons résoudre le :système donné par rapport à ces m inconnues, les autres ayant des valeurs arbitraires ; le système est alors indéterminé.
Laissons ce cas de côté, et plaçons-nous dans le cas général, m pouvant être égal, inférieur ou supérieur à n ; considérons le tableau •des coefficients des inconnues dans les équations, ce tableau ayant m lignes et n colonnes, et calculons les déterminants que Ton peut tirer de ce tableau, en commençant par ceux de degré le plus élevé ; nous appellerons déterminant principal un de ces déterminants qui ne soit pas nul et qui soit de degré le plus élevé possible ; le degré d'un tel déterminant ne peut pas dépasser le plus petit des deux nombres m -et n, et même nous pouvons supposer qu'il est inférieur à m, car ^inon nous serions placés dans le cas particulier que nous avons examiné précédemment.
Si p est le degré du déterminant principal, nous pouvons supposer que ce déterminant est formé par les coefficients des p premières inconnues dans les p premières équations. Nous formons alors les déterminants caractéristiques comme dans le numéro précédent;
s*ils ne sont pas tous nuls, le système des équations est impossible ;. s'ils sont tous nuls, il a une ou plusieurs solutions : une seule si /> = n,. et une infinité si p<^n.
Mentionnons comme cas particulier celui où m est égal à n + 1 ; si p est égal à n, il existe un seul déterminant caractéristique, c'est le déterminant D formé par les coefficients des inconnues et par les termes connus dans les /i+i équations; la condition nécessaire et suffisante pour que les équations soient compatibles est alors que ce déterminant D soit nul. Si p est inférieur à n, il existe plusieurs . déterminants caractéristiques, et les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations soient compatibles sont que tous ces déterminants soient nuls. Remarquons que dans ce cas où p est inférieur à n, le déterminant D est nul, car ses mineurs relatifs aux éléments de la dernière colonne sont nuls par hypothèse; de ce qui précède nous concluons le théorème suivant :
Ponr que n -{- \ équations linéaires à n inconnues soient compatibles, il est nécessaire que le déterminant formé par les coefficients des inconnues dans les équations et par les termes connus soit nul;: celle condition n est pas toujours suffisante; elle l'est toutefois lorsque n des équations données ont une seule solution.
CHAPITRE 111 FORMULE DU BINOME
16. l>éveloppement de (x-f- o)". — La formule du binôme est celle qui donne le développement d*unc puissance entière quelconque de la somme de deux quantités, ordonné suivant les puissances croissantes ou décroissantes de Tune d'elles. Si on les représente par x et a, la formule donne le développement de (x + a)" ordonné suivant les puissances décroissantes de x.
Considérons d*abord le cas de m = 2 ; nous avons
{x -h ay — X* -^ 2ax -f- a* ; multiplions les deux membres par xH-a et ordonnons, nous avons
(x -f- ay = x' -h Sax* + 3a*x -+- a' ; multiplions encore par x + a et ordonnons, nous avons de même
(x -h ay = x^ -4- 4ax' + 6a«x' -+- 4a'x -+- a\
Nous pourrions continuer ainsi de proche en proche, mais il est préférable de chercher une loi de succession des coefficients ; dans les exemples qui précèdent se manifeste la règle suivante :
Règle. — Pour écrire les termes successifs du développement d*une puissance de x + a ordonné suivant les puissances décroissantes de X, on commence par écrire x affecté d'un exposant égal à celui de la puissance considérée; chacun des termes successifs se déduit ensuite de celui qui le précède en diminuant Vexposant de X d'une unité, et augmentant celui de a d*une unité, puis en
FORMULE DU BINOME
mallipliani le coefficient numérique par l'ancien exposant de x et le divisant par le nouvel exposant de a.
Ainsi, dans le cas de la puissance quatrième, cette règle donne le développement suivant de {x-\-aY
x*-h-rax'-f-
il s'accorde bien avec celui que nous avons trouvé précédemment.
Si la règle que nous venons d'énoncer, et que nous avons vérifiée pour m r= 2, 3 et 4, s'applique au cas de m quelconque, elle doit conduire à la formule
(x -H a)" = «* H- -j- aaf^^ -+
a^af^^
aPx'^P
pip
ffl(w— l)(w — 2)
(m^p-^Dim^pl ^^,^^^^,
le dernier terme a"* du second membre ayant son coefficient égal à Tunité.
Pour démontrer que cette formule est exacte, nous emploierons un mode de raisonnement fréquent en mathématiques ; nous démontrerons qu^en la supposant vraie pour Texposant m, elle Test encore pour l'exposant m -h 1 ; comme elle se vérifie pour m = 2, elle sera vraie pour toutes les valeurs suivantes de Texposant.
Supposons donc que la formule (1) soit exacte; multiplions les deux membres par x-ha, effectuons le produit au second membre et ordonnons les termes obtenus ; nous aurons
ax^ -f
aiaf^i -f
m(m -. 1) (tn — 2)
(m — p-hl)(m— p)
p(jp
m(w — 1) (tti — 2) . .
a^jf^-^
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OU bien, en réduisant les coefficients,
(x -h ar^» = x"-*-« H j— ax"-+- — j-^Y"** *^ "" TrfTS « ^«^ H
"^ 1.2.3... p(p + l) a^ar--/'-+-...+a ,
ce dernier résultat est identique à celui que donnerait l'application de la règle énoncée au développement de (x+a)"**; cette règle est donc encore vérifiée dans ce cas, ce que nous voulions démontrer.
17. Propriétés des coefficients du binôme. — On appelle coefficients du binôme les coefficients de x", ax^-^ , . . . , a^sf"-^^ . . . , a" dans le développement de (x-i-a)"*; ils se déduisent du premier, qui est Tunité, par la règle que nous avons énoncée. Cette règle nous indique que les coefficients vont en augmentant tant que Texposant de x reste supérieur à celui de a, puis vont en diminuant jusqu'au dernier, qui est égal à Tunité.
Les coefficients de deux termes équidistants des extrêmes sont les mêmes ; en effet, si Ton échange les deux lettres x et a dans la formule (1), elle devient
(2) (a -h x)*" = a'" + ^ xa^-' + ^ '"j^ ~ ^ ^ x^a"-^ + ... -f-x";
comme les premiers membres sont identiques, les seconds doivent Têtre et avoir les mêmes coefficients ; lorsqu'on les ordonne suivant les puissances décroissantes de la même lettre x, ceux de Tune des formules sont égaux à ceux de l'autre pris en ordre inverse; il en résulte que les coefficients équidiàtants des extrêmes sont respectivement égaux.
Lorsque Ton veut trouver le développement de (x — a)"», il suffit de changer a en — a dans la formule (1).
Si Ton veut développer la puissance m« d'une somme ou d'une différence de plus de deux quantités, par exemple de x-f- y -4- z, on considère cette somme comme composée de deux termes, l'un x et l'autre a = y -+- s ; on applique la formule (4) au binôme x -h a, et l'on remplace ensuite les différentes puissances de i/ + 2 au second membre par leurs développements calculés d'après la même formule (i).
FORMULE DU BINOME
proposons de calculer la somme
que nous représenterons par 2/)'.
Le symbole 2 indique en général une somme de termes semblables à celui qui est écrit à la suite de ce symbole : on écrit au-dessous et au-dessus de la lettre 2 les valeurs du premier et du dernier des nombres auxquels s*étend la sommation considérée.
Nous nous servirons de la formule donnant (a; + a)', et nous écrirons les égalités suivantes :
n^==^n — \-hiy = {n — \y-h3{n — l)^-^3{n—i)^i, (ii4-ii»= (/i-f-l)»= ïi»4- 3a>-4- 3n+i.
Faisons la somme de ces égalités membre à membre, et remarquons que les mêmes cubes se présentent dans Tun et l'autre membres, à Texception de (n + i)'; nous aurons après réductions,
en remplaçant la somme des n premiers nombres par sa valeur -^ — ^ — ^^ nous aurons
(n + l)« = 3(i/,*) + ?iiii^+»+!,
d'où, après réductions,
. n(n-M)(2n + l) fP 6
VoCT. — Math. sup.
19. Radicaux. — Étant donné un nombre positif a^ on sait qu'il existe un nombre positif a et un seul, rationnel ou irrationnel, dont la puissance m* est égale à a ; on appelle a la racine m* arithmétique de a, et on la représente par le symbole v^ que Ton appelle un radical. Le nombre m est dit Tindice du radical ; lorsque Tindice est égal à 2, on se^ dispense de récrire. Il n'est question dans ce chapitre que de nombres et de radicaux arithmétiques ou positifs.
Le calcul des radicaux est l'ensemble des règles qui permettent d^elTectuer les produits, les quotients, les puissances ou les racines de nombres représentés par des radicaux donnés, en ramenant ces opérations à d'autres analogues effectuées sur les nombres placés sous les radicaux. Ces règles sont les conséquences des lemmes suivants que nous supposons démontrés :
i* La puissance m* d'un produit de plusieurs nombres est égale au produit des puissances mf* de ces nombres.
2"* La puissance m' du quotient de deux nombres est égale au quotient des puissances m** de ces nombres.
S"" La puissance m" de la puissance p* d'un nombre est égale à la puissance mp* de ce nombre.
De ces lemmes résultent les théorèmes suivants :
1^ Le produit des racines m** de plusieurs nombres est égal à la racine m' du produit de ces nombres.
2"^ La p* puissance de la racine m* d'un nombre est égale à la racine m' de la p* puissance de ce nombre.
3^ Le quotient des racines m^ de deux nombres est égal à la racine m' du quotient de ces nombres.
4<* La racine p* de la racine m' d'un nombre est égale à la racine mp* de ce nombre.
Ces théorèmes sont exprimés par les égalités suivantes :
(0 y/a 'y/î y/c = y/ôïc '
(*) Vv/^=7^.
Pour démontrer la première, il suffit d'élever les deux membres à
la puissance m ; d'après le premier lemme, la puissance m* du premier
membre est égale au produit des puissances m** des trois radicaux, et
est égale à abc ; elle est bien égale à la puissance m* du second
membre ; comme les puissances m** des deux membres sont égales, ces
deux membres sont également égaux.
La deuxième égalité est Tapplication de la première à p facteurs égaux à y/a ; on démontre la troisième égalité en élevant les deux membres à la puissance m et appliquant le deuxième lemme. Enfin on démontre la quatrième en élevant les deux membres à la puissance mp, et appliquant le troisième lemme ; on forme la puissance mp* du premier membre en l'élevant d'abord à la puissance/?^ puis le résultat à la puissance m, et l'on obtient finalement le nombre a ; comme la puissance mp* du second membre est aussi égale à a, Tégalité est vérifiée.
20. Corollaires. — Les théorèmes précédents fournissent en particulier les règles de calcul propres à des radicaux de même indice ; nous mentionnerons encore les conséquences suivantes de ces théorèmes :
1* On peut faire sortir d'un radical un nombre dont l'exposant est un multiple de l'indice.
On a par exemple
comme cela résulte de la première égalité ;
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2<^ On peut multiplier ou diviser par un même nombre Tindice d'un radical et l'exposant du nombre placé sous ce radical. On a
car on a, d'après la quatrième égalité,
3» On peut simplifier un radical en divisant par un même nombre rindice et l'exposant ; cela résulte de l'égalité précédente. On a par exemple
4<^ On peut réduire plusieurs radicaux au même indice, Tindice commun étant le plus petit commun multiple des indices donnés. On peut remplacer par exemple
Va, V^, V^
par des radicaux ayant pour indice commun 12 ; il suffit d'appliquer le deuxième corollaire ; les radicaux seront égaux à
5° Comme application, on peut effectuer le produit ou le quotient de radicaux d'indices différents en les ramenant d'abord au même indice ; on a par exemple
21. Exposants fractionnaires. — Lorsque m est divisible par n,
le nombre j/a" est égal à a ** , l'exposant — étant entier ; lorsque m n'est plus divisible par n, on représente par définition le radical ya**
par le symbole a " , dont l'exposant est appelé exposant fractionnaire ; par exemple, V^ ®st représenté par a * .
Pour que rintroduction de ces exposants soit d'une utilité pratique en algèbre, il faut d'abord qu'à un symbole a " corresponde une seule valeur numérique; or on peut substituer à la fï*action — « sans en changer la valeur, toute autre fraction équivalente; il faut donc
m ai' /
s'assurer que a " est égal à a "' lorsque — == -y .
C'est ce qui a lieu en effet ; pour le voir, il suffit de vérifier par
exemple que a " et a"'' représentent la même valeur numérique ; or ces deux symboles représentent les nombres v/ô* et ^â^ et ces nombres sont égaux d'après le numéro précédent.
Après avoir justifié l'introduction des exposants fractionnaires, nous allons montrer que les règles de multiplication, de division et d'élévation aux puissances données dans le cas des exposants entiers s'appliquent encore aux exposants fractionnaires ; nous allons vérifier que l'on a
Dans la première égalité, le premier membre a pour valeur numérique v^ X /a'* ; d'après le numéro précédent (5**), ce produit peut être remplacé par ya'^x ya'*''= y'a'"^-*'"'*, et cest la valeur numérique
du symbole a "^ ou a " ' , c'est-à-dire du second membre ; Tégalité est donc vérifiée ; on ferait de même pour la seconde, dans laquelle
— est supposé supérieur à ~ •
Le premier membre de la troisième est égal à
et il est bien égal au second membre, ce qui vérifie l'égalité.
Exemple : a* xa^ =a* *=a*;
c'est la traduction de Tégalité j/a V^a = V^.
22. Exposants négatifs. — Nous venons de voir que le quotient
de a * par a ^ , lorsque — est supérieur à ^ , est égal à a " ^ . Lorsque
les deux exposants sont égaux, le quotient est égal à l'unité, et Texpo-
^ant — — ^ devient nul ; on est amené, dans un but de généralisation,
à conserver encore dans ce cas l'égalité (6), et à dire par définition que le symbole a® est égal au quotient de deux puissances égales de a, c*està-dire égal à Tunité.
De même, lorsque — est inférieur à ^ , le quotient de a " par a ^
peut être remplacé, en divisant les deux termes par a " , par— — ^-^
le symbole a " ' a un exposant négatif, égal * — (^ );on conserve encore, dans un but de généralisation, l'égalité (6), et l'on dit, par
définition, que le symbole a ^* "^est égal à j^_m^ ou plus sim-
a* • iplement, que a""* représente—» s étant un nombre positif entier ou
fractionnaire. On dit que l'exposant de a dans le symbole a'* est un «exposant négatif.
Nous allons montrer que les règles de calcul des exposants positifs •entiers ou fractionnaires démontrées précédemment s'étendent encore aux exposants nuls ou négatifs, c'est-à-dire que l'on a
quelles que soient les valeurs entières ou fractionnaires, positives, nulles ou négatives des exposants.
Vérifions par exemple la première pour m positif et /> négatif;
soit p == — />',p' étant positif: le premier membre est égal à —7 et
peut être représenté dans tous les cas par a"*"^' ; c'est bien la même valeur que celle du symbole a"*''. On vérifierait de même les autres dans les différents cas qui peuvent se présenter.
Exemples, a^ a '=a' '=0*; \a^l ^ = a '; c*est la traduction des égalités
y^ ym ^
CHAPITRE V DES LIMITES
23. Liniite d*une suite déterminée. — On dit qu*une suite infinie de nombres
est déterminée lorsqu'on donne le moyen de calculer un terme de rang quelconque de cette suite dès qu'on connaît le rang de ce terme. Par exemple, la suite des nombres
rA 12 3
est déterminée ; le terme de rang n est égal à j ; on rappelle terme
général ; de même, la suite des nombres
qui sont les valeurs approchées par défaut de y^ avec 4, 2, 3, ... chiffres décimaux est déterminée, car on sait calculer le terme de rang n de cette suite ; il est la valeur approchée par défaut de y^ avec n chiffres décimaux.
On dit qu'une suite telle que (4) a une limite A si la différence entre A et chacun des termes successifs de cette suite devient et reste en valeur absolue plus petite qu'un nombre quelconque pris aussi petit qu'on le veut. Cela signifie que si l'on se donne un tel nombre e, on peut trouver un rang p assez élevé pour que tous les termes dont le rang n est égal ou supérieur à p soient compris entre A — e et A -h e.
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Par exemple, la limite de la suite (2) est égale à Tunité ; la différence entre 1 et le n* terme est en effet égale à
1 îî_=_!_
n-hi n-hi
et elle devient et reste plus petite que n'importe quel nombre lorsquen croit indéfiniment.
Les nombres d'une suite peuvent être indifféremment supérieurs ou inférieurs à leur limite ; la suite
a pour limite zéro, et ses termes sont alternativement supérieurs et inférieurs à cette limite.
La suite (3) n'a pas de limite au sens défini précédemment, car il n'existe aucun nombre entier ou fractionnaire dont les termes de la suite s'approchent indéfiniment. Comme ces termes finissent par rester compris entre deux valeurs approchées quelconques de V^, l'une par excès et l'autre par défaut, on dit par extension que la suite a pour limite le nombre irrationnel qui est la valeur du symbole v/2.
Dans tous les cas, si une suite telle que (i) a pour limite un nombre rationnel ou irrationnel A, la valeur absolue de la différence A — a^ devient et reste plus petite que n'importe quel nombre aussi petit que Ton veut, lorsque n augmente indéfiniment ; on dit encore pour abréger que cette différence tend vers zéro.
24. Principe fondamental. — Nous admettrons comme un principe, sans entrer dans le détail d'une démonstration qui nous entraînerait trop loin, que si les termes d'une suite sont tels que chacun d'eux est égal ou supérieur à celui qui le précède ou, comme on dit, vont en croissant, et s'ils restent inférieurs à un nombre donné, cette suite a une limite au plus égale à ce nombre.
De même, si les termes d'une suite sont tels que chacun d'eux est égal ou inférieur à celui qui le précède ou, comme on dit, vont en décroissant, et s'ils restent supérieurs à un nombre donné, cette suite a une limite au moins égale à ce nombre.
Lemme I. — Si Ton multiplie les termes d'une suite, ayant pour
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limite zéro, respectivement par des facteurs restant inférieurs en valeur absolue à un nombre fixe M, on forme une suite de termes ayant également pour limite zéro.
Pour le démontrer, il suffit de faire voir que les valeurs absolues des termes de la seconde suite deviennent et restent inférieures à un nombre quelconque t pris aussi petit qu'on veut ; on pourra affirmer que cela a lieu si les valeurs absolues des termes de la première suite
deviennent et restent inférieures à j: ; mais cela résulte de Thypothèse
que les termes de cette suite ont pour limite zéro ; la proposition se trouve donc démontrée.
Lemme II. — Si l'on fait la somme des termes de même rang de deux suites ayant Vune et Vautre pour limite zéro, on forme une suite de termes ayant également pour limite zéro.
Pour le démontrer, il suffit comme précédemment de faire voir que les valeurs absolues des termes de cette dernière suite deviennent et restent inférieures à un nombre quelconque e pris aussi petit qu'on veut ; on pourra affirmer que cela a lieu si les valeurs absolues des
termes des deujc premières deviennent et restent inférieures à -^ ; mais
cela résulte de Thypothèse ; la proposition se trouve donc démontrée.
25. Théorèmes sur les limites. — Soient deux suites de nombres
ayant respectivement pour limites des nombres À et B ; nous allons montrer que les suites
fli -4- 61 ,
fls-l-ij.
ai — bu
.1 On — ftn,
afiu
aA,
Onbny
at 67'
On
dont les termes successifs sont obtenus en faisant la somme, la différence, le produit ou le quotient des termes de même rang dans les deux suites données, ont des limites respectivement égales à A + B, A — B,
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AB et -^ , en supposant toutefois pour la dernière que B ne soit pas
nul.
Pour démontrer la première partie, formons la différence entre A + B et le terme général a^ + &« ; nous pouvons récrire
A-+-B — (a„-+-60 = (A — a,)-4-(B — fc„).
Le second membre est la somme de deux termes ayant pour limite zéro ; d'après le second lemme, il a également pour limite zéro, par «conséquent la suite On-hK a pour limite A + B.
Le raisonnement est le même dans le cas de la différence.
Dans le cas du produit, nous écrirons la différence AB — a A sous la forme
AB — a,K = A(B — b,) 4- fc„(A — a„) ;
les deux termes B— -&„ et A — a» tendent vers zéro ; leurs produits l>ar A et &n , qui restent finis, tendent aussi vers zéro (lemme 1) et la somme de ces produits a pour limite zéro (lemme II) ; la proposition
•est ainsi démontrée.
A a Dans le cas du quotient, nous écrirons la différence -^ — -^^ sous
B Oa
la, forme
A a„ A6„ — Bfl, B(A--fl„)-^A(B-^fe,). B 6„"" B6„ "" B6,
dans le numérateur de la dernière fraction, les deux diftérences A — a^ , B ^ 6» ont pour limite zéro ; il en est de même de leurs produits par A et B, et de la différence de ces produits ; dans le dénominateur le nombre B&« a pour limite un nombre B* non nul, par conséquent sa valeur absolue devient et reste, à partir d'un certain rang, supérieure
à un nombre ûxe et son inverse ^r- est en valeur absolue inférieure à
Bo^
un certain nombre M ; on en conclut (lemme 1) que le second membre a pour limite zéro, ce qui démontre la proposition.
On énonce ordinairement ces résultats sous la forme suivante :
Théorème. — La limite d'une somme, d'une différence, d'un pro- <lmt ou d'un quotient est égale à la somme, à la différence, au produit ou aa quotient des limites*
Ce théorème s'étend à la somme d'un nombre quelconque de
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termes et au produit d'un nombre quelconque de facteurs égaux ou inégaux. On arrive ainsi de proche en proche à considérer un polynôme entier ou plus généralement une fraction rationnelle de plusieurs lettres Oy by c, ... auxquelles on donne des valeurs successives égales aux termes de même rang de suites données ayant pour limites des nombres A, B, C, ... En appliquant le théorème précédent aux opérations successives que Ton a à effectuer, on arrive à un théorème général que Ton énonce sous la forme suivante :
Théorème. — La limite d'un polynôme entier ou d'une fraction rationnelle d'un ou de plusieurs nombres dont les valeurs successives ont des limites données est égale à la valeur de ce polynôme ou de cette fraction rationnelle pour les limites de ces nombres; ceci suppose toutefois que le dénominateur n'est pas nul pour les limites,
26. Limite d'une fraction rationnelle. — Dans un grand nombre de recherches, une lettre x, appelée variable, est susceptible de prendre toutes les valeurs possibles comprises entre deux nombres a et b, ou bien des valeurs quelconques; ordinairement, on suppose que X acquiert successivement les valeurs qu'on veut lui attribuer, par ordre de grandeur croissante ; c'est ainsi qu'on dit que x varie en croissant de a à 6, ou de — oo à H- oo; quelquefois x varie en décroissant. Dans tous les cas, on dit que la variable x a pour limite un nombre X si la différence X — x devient et reste en valeur absolue aussi petite que l'on veut.
Si l'on représente par y le résultat d'un calcul indiqué sur la lettre variable x, on dit que y est une fonction de x; on peut se proposer de chercher, quand x a une limite X, si y a une limite^ et quelle est cette limite. Le théorème précédent permet de répondre à cette question lorsque X est fini, et de calculer la limite de y.
Dans le cas où x prend des valeurs augmentant indéfiniment, on cherche à mettre en évidence son inverse, qui a alors pour limite zéro» et l'on applique les théorèmes précédents.
Soit par exemple à trouver, pour x infini, la limite de la fraction
Sx* — 3a;* -+- x
LES LIMITES
dont le numérateur et le dénominateur sont des polynômes de même degré. En divisant les deux termes par x', on forme la fraction équivalente
lorsque — tend vers zéro, cette fraction a pour limite -=-> o^ ^^^^ ^^^
«ette valeur est égale au quotient des coefficients des termes de plus haut degré dans le numérateur et le dénominateur de la fraction donnée. Si le degré du numérateur était inférieur à celui du dénominateur, y aurait pour limite zéro; si au contraire le degré du numérateur ^tait supérieur à celui du dénominateur, y augmenterait indéfiniment avec X.
CHAPITRE VI
27. MlteillOM. — gériec4WiCMgMice«JmifBaU, — On appelle %éne une expression composée d^mie infinité de termes se snecédant H partir d'an terme initial diaprés une loi donnée, et réonis par le signe -*- .
On dit qa*one série est déterminée si Ton a le moyen de calculer chaque terme dè% que Ton connaît son rang ; en particulier, si Ton donne Texpression du terme de rang n en fonction de n, on dit que Ton donne le terme général de la série.
Par exemple, les séries
sont déterminées, et le terme général y est mis en évidence. Considérons une série écrite sous la forme générale
H) Di-hOi-f-Oi-f- • • • 4-a,-f- • ♦ • ,
ci formons les sommes constituées par le premier terme, les deux premiers termes, • . . , les n premiers termes, ... ; désignons-les
par
S, = Ui ,
Si = II, 4- iij ,
S„ = ll| -h «l2 -H • • • H- 0»-i 4- Qn ,
DES SÉRIES i7
Si la suite des nombres
(5) Si, Sj, Sa, . . . , Sn, . . .
a une limite, on dit que la série (4) est convergente et que cette limite
est la somme de la série ; si la suite (5) n'a pas de limite, soit parce
que ses termes augmentent au delà de tout nombre donné, soit parce
qu'ils oscillent sans tendre vers un seul nombre fixe, on dit que la série
(4) est divergente.
Par exemple, la série (i) est convergente, car la somme S„ des
n premiers termes est celle d'une progression géométrique et a pour
valeur
elle a pour limite i, et ce nombre est la somme de la série.
La série (2) est divergente, car la somme des n premiers termes augmente indéfiniment avec n ; la série (3) est aussi divergente, car la somme des n premiers termes est égale à 0 ou à i suivant que n est pair ou impair, et cette somme n'a pas de limite.
Les séries convergentes sont les plus importantes, et sont du reste les seules que Ton puisse introduire dans les calculs ; elles sont la généralisation des sommes arithmétiques ou algébriques formées d'un nombre fini de termes; nous indiquerons des règles qui permettent de décider dans beaucoup de cas si une série donnée est convergente ou non, et nous montrerons comment on peut calculer sa somme si elle est convergente.
28. Progression géométrique. — Pour chercher si une série est convergente, il faut, d'après la définition, chercher si la somme Su des n premiers termes a une limite ; il est rare que l'on puisse exprimer S. en fonction du rang n, et constater directement si cette somme a une limite et quelle est la valeur de cette limite. Le calcul n'est guère possible que dans le cas des progressions géométriques prolongées indéfiniment ; ce sont les séries les plus simples.
Considérons une progression géométrique prolongée indéfiniment dont le premier terme est a et la raison q,
a -^ aq -\- aq^ -\- • • • -f- ay*-* -}-•••;
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la somme S, des n premiers termes a pour valeur
Si q est en valeur absolue supérieur ou égal à Tunité, S. augmente indéfiniment avec n et la série est divergente ; si au contraire q est «n valeur absolue inférieur à Tunité, S„ a une limite qui est
•et la série est convergente ; sa somme est égale à S.
On ramène autant que possible Tétude des séries à celle des progressions géométriques, comme nous le verrons plus loin; nous commencerons par démontrer un premier théorème fondamental.
29. Théorème I. — Pour qu'une série soit convergente, il est né- -cessaire que son terme général ait pour limite zéro.
En effet, pour que la série (4) soit convergente, il est nécessaire que la suite (5) ait une limite déterminée ; deux termes consécutifs -quelconques S^^i et S» de cette suite doivent tendre vers cette limite quand n augmente, par suite leur différence, qui n'est autre que le terme «„, doit tendre vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, d'après le théorème du n® 25 ; le théorème est ainsi démontré.
Les séries (2) et (3) ne remplissent pas la condition précédente et J'on a vu qu'elles sont divergentes; au contraire la série (1), qui est convergente, a pour terme général un nombre qui tend vers zéro. II faut remarquer toutefois que la condition énoncée dans le théorème précédent n'est pas suffisante et qu'il existe des séries qui ne sont rpas convergentes, bien que le terme général tende vers zéro.
80. Série harmonique. — L'exemple le plus connu de ce fait est -celui de la série
-t]ue Ton appelle série harmonique ; son terme général a pour limite .zéro ; nous allons démontrer qu'elle est cependant divergente.
Séparons en effet les termes en groupes successifs, le dernier terme
dechaqiie groupe ayant pour dénominateur une puissance de 2; si BOUS remarquons que dans chaque groupe un terme quelconque est supérieur au dernier, nous pouvons écrire les inégalités suivantes :
ou
ou
ou
ou
ÏÔ
nous voyons de cette façon que la somme des termes entrant dans les p
premiers groupes est supérieure à ^ et augmente indéfiniment avec />; la série est donc divergente.
3i. Remarques. — Si Ton supprime dans une série un ou plusieurs termes parmi les premiers, la série restante est convergente ou divergente en même temps que la première.
Supposons en effet que Ton supprime dans la série
«i-hUi-f- ••• -H«p+ '•• -htf„-f- •••
un certain nombre de termes parmi les premiers, et que le rang de ces termes ne dépasse pas le nombre p. Si Ton forme dans la série proposée et dans celle que Ton obtient après cette suppression les sommes des termes jusqu'à u^, n étant un nombre entier quelconque supérieur à p, ces sommes diffèrent Tune de l'autre d'une quantité fixe égale à la somme des termes supprimés; par suite, si Tune a une limite lorsque n augmente indéfiniment, il en est de même de l'autre. Les deux séries sont donc en même temps convergentes ou divergentes.
Cette remarque permet, dans la recherche de la convergence ou de la divergence d*une série donnée, de faire abstraction d'un nombre fini de termes pris parmi les premiers, ou de considérer seulement les termes dont le rang dépasse un nombre donné arbitraire.
Xous ferons encore la remarque suivante : En multipliant par un VocT. — Math. sup. 4
même nombre A. tous les termes d'une série, on forme une deuxième série qui est convergente ou divergente en même temps que la première ; en eiïet la somme des n premiers termes de la deuxième série est égale au produit par A de la somme des n premiers termes de la première; si Tune des sommes a une limite, l'autre somme a aussi une limite, et inversement.
32. Séries à termes positifs. — Nous commencerons par étudier les séries dont les termes ont tous le même signe ; nous pouvons supposer ces termes positifs ; tout ce que nous dirons de ces séries s'appliquera au cas où les termes sont tous négatifs.
Théorème II. — Si la somme des n premiers termes d'une série à termes positifs reste finie lorsque n augmente indéfiniment, la série est convergente.
En effet, les termes de la suite formée par les sommes successives
Si, Ss, • • • t S„, . . -
vont en croissant lorsque n augmente ; s'ils restent finis, ils sont inférieurs à un nombre fixe, par suite ils ont une limite (n** 24), et Ton en conclut que la série est convergente.
Ceci nous montre que si une série à termes positifs n'est pas convergente, la somme S„ ne peut rester finie, et doit augmenter indéfiniment avec n.
33. Comparaison des séries. — On étudie ordinairement la convergence d'une série dont la somme S» des n premiers termes n'est pas facile à déterminer, en comparant cette série à une autre dont les termes sont plus simples et en appliquant les théorèmes suivants :
Théorème III. — Si les termes d'une série à termes positifs sont, à partir d'un certain rang, inférieurs ou au plus égaux aux termes de même rang d'une autre série de même nature que l'on sait eue convergente, la série proposée est également convergente.
Si la propriété indiquée dans Ténoncé a lieu à partir d'un certain rang p, nous pouvons appliquer la remarque du n® 31 et faire abstraction dans les deux séries des p premiers termes ; nous sommes
ainsi ramenés à démontrer le théorème dans le cas où tous les termes d'une série à termes positifs sont, à partir du premier, inférieurs ou au plus égaux à ceux d'une autre série de même nature que Ton sait être convergente.
Désignons respectivement par Sn et S'„ les sommes des n premiers termes dans les deux séries ; d'après les hypothèses faites, S« est toujours inférieure ou au plus égale à S'», et, d'après la convergence de la deuxième série, S'„ est constamment inférieure à la somme S' de cette série ; nou^ concluous de là que S„ reste fini, et, d'après le théorème II, que la première série est convergente ; sa somme est inférieure ou au plus égale à S'.
Exemples. — Les séries ,-. sin*a sin'2x sin^Sa sin*na
-sont convergentes, car le terme de rang n de chacune d'elles est au
plus égal à ^ f et la série dont ce dernier nombre est le terme général
-est une progression géométrique convergente.
On verrait de même que si les termes d'une série à termes positifs sont, à partir d'un certain rang, supérieurs ou au moins égaux aux termes de même rang d'une autre série de même nature que l'on sait être divergente, la série proposée est également divergente.
Corollaire* — Si, u„ et v„ désignant les termes de même rang
n de deux séries à termes positifs, le rapport ~ reste à partir d'un
-certain rang compris entre deux nombres fixes non nuls A et B, (A<;B), les deux séries sont en même temps convergentes ou divergénies.
Il suffit pour le démontrer de remarquer que u„ reste compris entre Avn et Bv^ et d'appliquer le théorème précédent.
Exemple. — La série dont le terme général est:
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est divergente, car si Ton prend pour v„ le terme général de la série harmonique qui est divergente, on a
Pn _ 3n ,
ce rapport reste compris entre ^ ^^ X^ '^ ^^"^ donnée est donc
divergente.
Règle -it. . — Cette règle résidte du théorème suivant
Théorème IV. — Si dans une série à termes positifs
le rapport -^^^ d'un terme au précédent est, à partir d'un certain
rang, inférieur ou au plus égal à un nombre donné k plus petit que I , la série est convergente ; si ce rapport est, à partir d'un certain rang,, supérieur à Vunité, la série est divergente.
Supposons qu'à partir d'un certain rang p les rapports
Wp + l
Op-f.2
in nombre k
plus petit
Up = Up,
Op+i <kup,
Wp + S <ft«p+8
<k*tt^,
les termes de la série proposée sont, à partir du rang /?, au plus égaux à ceux d'une progression géométrique décroissante de raison A*, qui est convergente ; cette série est donc elle-même convergente (Th. III). Supposons maintenant que le rapport d'un terme au précédent soit, à partir du rang p, supérieur à Tunité ; tous les termes à partir de «^ sont au moins égaux au terme Op, et ils ne tendent pas vers zéro; la série est donc divergente (Th. I).
Pour appliquer ce théorème, on cherche ordinairement si le rapport -2^ a une limite pour n infini ; si cette limite existe et est iin
nombre / inférieur à Tunité, on peut affirmer que la série est convergente. Diaprés ce que Ton a dit au n® 23 sur les limites, on peut en effet affirmer qu'à partir d'un certain rang, le rapport d'un terme au précédent est [inférieur à un nombre / + e qui diffère de / d'aussi peu qu'on le veut, et l'on: peut toujours prendre ce nombre /-+- e inférieur à l'unité; en le prenant pour valeur de A, on se trouve dans les conditions du théorème précédent et la série est convergente.
Si la limite / est supérieure à l'unité, le rapport d'un terme au précédent est, à partir d'un certain rang, supérieur à un, et la série est divergente.
Si la limite / est égale à l'unité, on ne peut en général rien affirmer sur la convergence ou la divergence de la série.
Comme exemple, la série suivante, où a est un nombre quelconque positif,
est toujours convergente, car le rapport -^^ a pour valeur
Un ni n
et a pour limite zéro.
La série
(9)i-4-i.a-hi.2.a«-+-1.2.3.a5H i-(,i— l)!a--*-f-/iIa"-|-. ...
est au contraire toujours divergente, car le rapport d'un terme au pré- <rédent a pour valeur na et augmente indéfiniment avec n. La série
12 3 n n-hl
est telle que l'on a
ce rapport a pour limite a pour n infini ; la série est convergente si
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a est <1, et divergente si a est >!; elle est aussi divergente pour a = i , puisqu'elle se réduit à la série harmonique.
35» Règle v/u». — Cette règle résulte du théorème suivant :
Théorème V. — Si dans ane série à termes positifs
Y Un est, à partir d'un certain rang^ inférieur ou au plus égal à un nombre donné k plus petit que i, la série est convergente; si ^^esty à partir d'un certain rang, supérieur à l'unité, la série est divergente^
Si, à partir d'un certain rang, v/û» est au plus égal à un nombre A<i, a„ est inférieur à A", qui est le terme général d'une progression géométrique décroissante et convergente ; la série est donc aussi convergente (Th. III).
Si au contraire v^. est supérieur à Tunité, o» est aussi supérieur à Funité, et la série est divergente.
On applique ordinairement ce théorème en cherchant si v/ô„ a une limite; on voit, comme au n^ 34, que si cette limite existe et est plus petite que 1, la série est convergente : si elle est plus grande que i^ la série est divergente, et si elle est égale à i, on ne peut en général rien affirmer sur la convergence ou la divergence de la série.
36. Série dont le terme général est — • — Considérons la série * * * 4
où a est un exposant donné arbitraire ; nous allons démontrer qu'e//e est divergente si a est inférieur ou égal à \y et convergente si a est supérieur à i.
Si a est < i, — est supérieur à — » par suite les termes de la série
(il) sont supérieurs aux termes de même rang de la série harmonique ; celle-ci étant divergente (n* 30), I9 série proposée Test aussi.
Si a est > 1, formons avec les termes de la série (il) des groupes successifs, le premier terme de chacun d'eux ayant un rang égal à une
puissance de 2; si nous remarquons que, dans chaque groupe, un terme quelconque est au plus égal au premier, nous pouvons écrire
ou
ou
OU
Nous voyons que les termes de la série (il) jusqu'à un rang quelconque ont une somme inférieure à celle d'un certain nombre de termes de la série
celle-ci est une progression géométrique dont la raison -^^ est inférieure à !, et elle est convergente; la série proposée est donc aussi convergente, et sa somme est au plus égale à celle de la progression précédente.
Exemples: La série de terme général -| est convergente; la série
dont le terme général est r-^; -,, a, 6, c, d étant des nom-
bres fixes quelconques (6 ^ o), est aussi convergente, car le rapport de
son terme général au terme général -^ de la précédente a une limite
déterminée et non nulle quand n augmente indéfiniment ; ce rapport restedonc à partir d'un certain rang compris entre deux nombres fixes, et les deux séries sont convergentes en même temps (n^ 33).
37. Séries à termes quelconques. — Soit [i2) Hj-j-Oj-t- . . . -|-.||^4_ ...
une série dont les termes, pris à partir d'un rang quelconque, ne sont pas tous de même signe ; cette série renferme donc une infinité de termes positifs et une infinité de termes négatifs. Le procédé le plus simple pour chercher si une telle série est convergente consiste à former la série dont les termes successifs sont les valeurs absolues des termes de
S6 COMPLÉMENTS d' ALGÈBRE
la série donnée, et à chercher d'après les règles précédentes si cette série à termes tous positifs est convergente : on applique ensuite le théorème suivant :
Théorème VI. — Si la série des valeurs absolues des termes d'une série donnée est convergente^ cette série est elle-même convergente.
Pour le démontrer, désignons par S„ la somme des n premiers termes de la série donnée (12); elle se compose de termes positifs dont nous désignerons la somme par P„ , et de termes négatifs dont nous représenterons la somme des valeurs absolues par Q„ ; nous aurons
S„ = Pn-Qn,
tandis que la somme des termes correspondants de la série des valeurs absolues sera égale à P„ -h Q„ .
Lorsque n augmente, P„ et Q^ croissent ou au moins ne décroissent jamais; comme P„-f-Q„ a pour limite la somme de la série des valeurs absolues et tend vers cette limite par valeurs croissantes, P„ et Q„ restent inférieurs à des nombres fixes. D'après le principe du n** 24, ces deux nombres ont des limites ; si nous désignons ces limites par P et Q, la somme S» a une limite égale à P — Q; la série (12) est donc convergente et a pour somme P — Q-
Exemples : Les séries dont les teimes généraux sont respectivement
(— !)" sinng (— !)"
sont convergentes ; la série (8) est convergente pour toute valeur positive ou négative de a ; la série (9) est toujours divergente car le rapport de deux termes consécutifs de cette série est, à partir d'un certain rang, plus grand que Funité en valeur absolue, et le terme général augmente indéfiniment ; la série (10) est convergente pour a compris entre — 1 et Ht 1.
88. Séries absolument convergentes. — On dit qu'une série est absolument convergente si la série des valeurs absolues de ses termes est convergente. Une telle série jouit des mêmes propriétés qu'une somme d'un nombre fini de termes, comme le montrent les théorèmes suivants :
Théorème VII. — En changeant (Tune manière quelconque Vordre des termes cTune série absolument convergente, on forme une autre série absolument convergente ayant même somme que la première.
Supposons que la série (12) soit absolument convergente, et dési* fnons par
(13) ui-M/J-h ... -\-u'„,-h •••
une nouvelle série constituée par les termes de la première pris dans nin ordre quelconque ; nous supposons toutefois que tous les termes pris jusqu'à un rang déterminé n dans la série donnée se retrouvent avec un rang fini dans la nouvelle série et inversement ; autrement dit à chaque nQqa))re n correspondent. des nombres n' et n-\-p tels que tous les termes de la série (12) jusqu'à u^ se trouvent parmi les n' premiers termes de (13), et que les n' premiers termes de la deuxième «érie se trouvent parmi les n-\-p premiers termes de la première, les nombres n et n-hp croissant indéfiniment avec n'.
Les lettres S«, P„, Q„ ayant les mêmes significations que dans le numéro précédent, et les lettres S^ , Pi/ , Qi/ ayant une signification analogue pour la série (13), nous pouvons écrire
Pn<P;/^P«^p, Qn<Qn^<Qn^p\
lorsque /i' augmente indéfiniment, n et /i+jo augmentent également; P, et Pn+p tendent vers une même limite P ; de même Q„ et Qn+p tendent vers une même limite Q ; nous en concluons que F'n/ et Q»/ ont des limites respectivement égales à P et Q ; nous en déduisons :
!• Que Si/ = Pi/ — Qi/ a une limite égale à P — Q, c'est-à-dire que la série (13) est convergente et a même somme que (12); 2« que Pi' + Qi^ a aussi une limite, c'est-à-dire que la série (13) est absolument convergente.
. Les séries non absolument convergentes ne jouissent pas de la propriété précédente ; nous nous contenterons de mentionner ce fait <|ue Ton peut, en changeant Tordre de succession des termes^ changer la somme d'une telle série et même la rendre divergente.
30. Séries alternées. — Le théorème VI fournit une condition suffisante pour la convergence d'une série à termes quelconques, mais cette condition n'est pas nécessaire, comme nous le verrons plus loin. Les
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séries les plus importantes après les séries à termes tous de même signe sont celles dont les termes sont alternativement positifs et négatifs, et que Ton appelle séries alternées; pour un grand nombre d'entre elles, on peut appliquer le théorème suivant :
Théorème YIII. — Si les termes (Pane série alternée vont constamment en décroissant en valeur absolue et tendent vers zéro, la série est convergente.
Nous pouvons supposer sans inconvénient que le premier terme est positif; nous écrirons la série, en mettant en évidence le signe des termes, sous la forme
(i4) a, — Uî-hWj — 04 -H ••• H-( — l)"""*o«-f- •••
Nous emploierons une représentation géométrique pour démontrer le théorème. Sur une droite indéfinie (fig. i), portons à partir d'un
0 A, A4 Aja ^tufi Aia_| A., Aj
Fig. I
point 0 une longueur OAi mesurée par Oi, puis en sens contraire AiAs = 112 1 puis dans le sens primitif AsAs = 03, et ainsi de suite ; la somme S„ des n premiers termes de la série (14) est mesurée par OA..
Gomme les nombres iii, 1/2, • • • vont en décroissant, A9 est entre 0 et Al, As entre A2 et Ai, etc., et chaque point est situé entre les deux précédents dans la suite 0, A, , As, A, , ...
Nous voyons que les sommes Sa, S4, . . . , 82», ... sont représentées par OA:, OAi, . . . , OAt., ... et augmentent en restant inférieures à Si ; elles ont donc une limite (n® 24) ; de même les sommes S,, S3, . . . , Sifl^i, . . . , sont représentées par 0A|, 0A«, . . . , 0A2n^i, ... et diminuent en restant positives; elles ont aussi une limite. Ces deux limites sont égales, car la différence entre S«i,^, et S211 est égale à ii2„+i et tend vers zéro ; nous en concluons que la série est convergente.
Le raisonnement précédent montre que les points Ai, At, ... , Asn, Asn+ii • • • ont un point limite A tel que OA soit égal à la^omme de la série.
Exemple. — La série (15) i«|. + |.^|+ ... _H(-.i)«-ii+ ...
satisfait aux conditions du théorème, elle est donc convergente ; cependant la série des valeurs absolues de ses termes est divergente, car elle est la série harmonique (n"" 30).
40. Calcul numérique de la somme d'une série convergente. — Il est rare que Ton puisse déterminer exactement la somme d'une série convergente, en dehors du cas particulier des progressions géométriques ; le plus souvent, on ne peut calculer qu'une valeur approchée de cette somme.
11 est vrai que les méthodes que nous allons indiquer permettent le plus souvent d'obtenir cette somme avec une approximation aussi grande qu'on le veut; on peut, de cette façon, former, si on le désire, une suite
de valeurs approchées ^ tti > rTr^^ foi' — V^^^i ^^ ^^ somme cherchée
sera la limite de cette suite de la même manière que V^ est la limite de ses valeurs approchées avec 1,-2, 3, ... chiffres décimaux. Toutefois la formation d'une telle suite est plutôt théorique que pratique, et Ton se contente dans les applications numériques d'une seule valeur approchée de la somme, obtenue avec une approximation fixée à l'avance. Étant donnée la série convergente
la méthode communément employée pour trouver une valeur approchée de sa somme consiste à conserver seulement un certain nombre de termes pris à partir du premier et à négliger les suivants, qui sont relativement petits, puisque le terme général tend vers zéro ; de plus, on remplace les termes conservés par leurs valeurs décimales approchées à un certain degré d'approximation. En supposant que l'on s'arrête à Ui», et que l'on substitue à Ui, U2, . . . , a» les valeurs approchées ii|. Oit « •• 9 Un > on prend la somme
comme valeur approchée de la somme S de la série.
L'erreur ainsi commise sur S se compose : 1** de l'ensemble des
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termes négligés, que Ton appelle ordinairement le reste de la série, et qui est
• • • Rii = w„+i -f-o„,^8-f- • • •;
2* des erreurs que Ton commet sur Ui, ki^, . . . , u^ en leur substituant les valeurs ui, 172, . . . , ii;[. La détermination exacte de ces erreurs est -en général impossible, surtout celle de la première, mais on peut trouver une limite supérieure de leur somme, et cette limite est la seule <]uantité qu'il importe de connaître.
Généralement, Ton se donne à Tavance le degré d'approximation avec lequel on veut calculer une valeur approchée de S ; on détermine alors le rang n du terme auquel on doit s'arrêter, ensuite Tapproximalion avec laquelle on doit calculer les termes conservés pour que Terreur totale commise soit inférieure à la limite que Ton s'est imposée.
Des deux sortes d'erreurs que nous avons mentionnées, la seconde, provenant de la substitution à Oi , Us , . . . , Qn de valeurs décimales approchées, est du domaine de l'arithmétique et nous n'insisterons pas «ur sa détermination ; c'est ia première erreur, c'est-à-dire la valeur de R„ ou une limite supérieure de cette valeur, qu'il nous importe le plus de connaître actuellement.
Dans le cas où la série a ses termes de même signe, par exemple tous positifs, le procédé le plus pratique pour calculer une limite supérieure de R„ consiste à chercher une progression géométrique décroissante
dont les termes soient égaux ou supérieurs à ceux dont se compose le reste R„ de la série ; ce reste sera alors au plus égal à la somme de cette progression. Par exemple, le reste R„ des séries (6) et (7)(n*» 33) est inférieur à
*~2 Si l'on n'aperçoit pas immédiatement une telle progression, on peut utiliser le rapport -^^* , ou bien v^ii„ , pour en former une ; supposons
que le rapport d'un terme au précédent soit, à partir du rang n -h 1, inférieur à un nombre A< 1 ; nous voyons, comme au n* 34, que l'on a
Wi.*i4-tf„+2-4- • • • <iJ„+i(l-4-A:4-A*-h • • • )'
et noas en déduisons, en faisant la somme indiquée au second membre,.
Pour donner un exemple, supposons que Ton veuille déterminer une valeur approchée à ^^^près de la somme de la série
celle série est convergente, car le rapport
Un 8a
a pour limite le nombre -^ qui est inférieur à Tunité.
En négligeant les termes à partir du rang n, le reste de la série est n-hl . n-4-2 ,
gi.*! ^ 8«*a
comme dans cette somme le rapport d'un terme quelconque au précé-
dent est au plus égal à celui des deux premiers, c'est-à-dire à ^, ^. ,.
nous voyons, en répétant un raisonnement fait précédemment, que Rn est inférieur au nombre
Pourn=: 4, ce dernier nombre est inférieur à i^ , et il en est de même
de Rft a fortiori ; il suffira alors de conserver les termes iii , Ui, a^ et n^ et, comme le premier est connu exactement, de calculer une valeur approchée de trois autres à près ; l'erreur totale sera alors inférieure à
-^ï777ïïîn = înnÂn' et a /bWiori .
Prenons la somme des valeurs approchées par défaut des quatre premiers termes avec 4 chiffres décimaux :
lïî = 0,125
Di = 0,0312 iii = 0.0058 ni = 0,000 9
c'est une valeur approchée par défaut de la somme de la série à 5 dixmillièmes près ; cette somme est donc comprise entre 0,162 9 et 0,1634.
Lorsque les termes d*une série décroissent rapidement, et que Tétude du reste à priori n'est pas facile, on se contente souvent de calculer les termes successifs à partir du premier avec un ou deux chiffres décimaux de plus que ceux qui sont nécessaires pour rapproximation demandée ; on s'arrête quand le calcul ainsi dirigé ne fournit plus de chiffre significatif, et Ton fait la somme des termes calculés. On estime que le reste, qui est comparable au premier terme négligé, est inférieur à Terreur permise, et Ton se dispense de le calculer ; il est bon cependant, dans un calcul précis, d'évaluer une limite supérieure du reste et de vérifier que Terreur totale ne dépasse pas celle qui est imposée à Tavance.
Dans Texemple précédent, en calculant les ternies successifs avec 4 chiffres décimaux, on a d'abord pour ni, 1/2, ai, al les valeurs déjà données, puis pour ui la valeur 0,0001, et ué n'intervient plus; la somme des termes conservés est 0,163 0 et Ton prend 0,163 pour la valeur demandée.
Lorsque les termes d'une série ne sont pas tous de même signe, mais» que cette série est absolument convergente, on est certain que le reste R„ est au plus égal au reste correspondant de la série des valeurs absolues ; on peut en général calculer, par les procédés que nous venons d'indiquer, une limite supérieure de ce dernier reste, et ce sera une limite supérieure de R».
Si la série n'est pas absolument convergente, le calcul est moins simple ; dans le cas cependant où la série est alternée et satisfait aux conditions du théorème VIII on a le résultat suivant :
Le reste R» a /e même signe que le premier terme négligé, et sa valeur absolue est au plus égale à celle de ce terme.
On voit en effet sur la figure que si Ton s'arrête au terme Uu-i^
R, est représenté par Aj„_iA; il est négatif et inférieur en valeur absolue à AsM-iAs^f c'est-à-dire à 0211; si Ton s*arréte au contraire à II2J,, Rk est positif et inférieur à AsnAsa^i, c'est-à-dire à Oin^ii ce qui démontre la règle.
41. MMiode de Sttrllng et de M. Andoyer. — Lorsque les termes d'une série convergente décroissent lentement, en particulier lorsque la valeur absolue du rapport d'un terme au précédent a pour limite luaité, les méthodes précédentes conduisent à des calculs trop longs ou impraticables; c'est ce qui a lieu par exemple pour la série (15) ; il faut alors aller jusqu'au lOO*" terme pour être certain que R^ est inférieur à un centième. C'est aussi ce qui a lieu pour la série (il), dans laquelle le rapport d'un terme au précédent a pour limite l'unité ; on ne peut donc comparer les termes du reste à ceux d'une progression géométrique simple.
La méthode que nous allons exposer consiste non pas à rendre le reste R. inférieur à l'approximation donnée, mais à trouver deux valeurs approchées de ce reste, Tune par excès, l'autre par défaut ; on peut alors prendre pour n une valeur assez petite, ce qui simplifie le calcul de S,, .
A la série donnée, de terme général iin, nous ferons correspondre
une autre série dont le terme général ni est comparable à — ^ » /> étant
un entier arbitraire ; pour ne pas compliquer l'écriture, nous prendrons pour p le nombre 3, mais le raisonnement s'étendrait facilement au cas où p aurait d'autres valeurs.
Posons
ilî = 11, -h <2llj,
«2= M» l%Ui-htzOzy
Oi = U« — <nW« + ^.. + |W„H.i , On^-i = U|, + i ^n + lUfi + l -h ^ni-2l'n-»-2f
/i, <j, ... /«» • • • étant des nombres encore inconnus, mais tels que le produit t^u^ ait pour limite zéro pour n infini. La série de terme général u^ est convergente, car on a
S« = Sn -h L-^lOn+l
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et, d'après les hypothèses faites, S'^ a une limite égale à celle de S„ ; le reste R^ de la nouvelle série a pour valeur
R» = Ru — ^n+iOit^-i ; on en déduit
(i6) R« = Ri-h^*io«+i;
c>st cette égalité qui sert à déterminer R« . La formule qui donne if^ s'écrit
nous désignerons par T„ la parenthèse du second membre; nous: allons profiter de Tindétermination des quantités l pour faire en sorteque /i'Ta ait une limite / donnée à Tavance, pour n infini ; nous> distinguerons deux cas pour développer le calcul.
1" Cas : La limite de -^^^ n'est pas égale à -f- i. Nous poserons, alors, pour toute valeur de n,
a, b, c, d étant des constantes, puis nous calculerons ces constantes, par la condition qu'on ait pour n croissant indéfiniment :
(19) limT„ = 0, UmfiT, = 0, lim7i*T„ = 0, lim7i»T„ = /;
ce choix de tn^i satisfait bien à la condition que lim (f^u^ = 0, car Un a pour limite zéro.
Cela posé, les termes u'n décroissent rapidement; supposons n choisi de telle sorte que R,^ ait le même signe que le premier terme
négligé H"+,, et que ce signe soit celui de — ^ dont u'^^^ difiere
très peu. Supposons que l'on donne à / successivement deux valeurs^ de signes contraires, et qu'on calcule les valeurs correspondantes de /„^iii,.^i; comme Ril a dans l'un des cas une valeur positive, dans l'autre une valeur négative, les deux valeurs de <„+iii„+i seront, d'après la formule (16), des valeurs approchées par défaut et par excès de R„. 11 est inutile de calculer les termes t/i, o^, ... u'^ de la nouvelle série ; il suffit de déterminer directement S^ avec une approxi-
mation suffisante et de lui ajouter les valeurs approchées de R« pour avoir des valeurs approchées de la somme de la série.
Exemple: Soit à trouver la somme de la série alternée (15); le rapport d'un terme au précédent a pour valeur
«« n-f-i' avec la valeur (18) de /„+i, nous avons
L n — i {n — 1)* [n — 1)'J n+lL n n} n'J les conditions (19) nous donnent successivement
Gioisissons pour n la valeur 10, de sorte que an+i=F=— ; en
donnant à Ma valeur -r-t R^ est positif, et ^ous avons
'— =2^4Ô~4ÔÔ = 4ÔÔ' '-'«-« = 0.0475;
le dernier nombre est une valeur de R» approchée par défaut. En donnant à / la valeur — — » Ri est négatif, et nous avons
'--'== 2 ^4Ô""4ÔÔ^4ÔÔÔ^iÔÔÔ' <-^i««^t = 0,0475227 ... ;
le dernier nombre est une valeur de R,, approchée par excès. Comme nous avons d'autre part directement
Sio = 0,6456349 ,
nous en concluons
Z' Cas : La limite de -^^^ est égale à -h 1 ; il est nécessaire que
On
nu^ ait pour limite zéro, car sinon la série donnée serait divergente en
même temps que la série harmonique. A la place de la valeur (18) nous
VoGT. — Math. sup. 5
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choisirons pour tn+i la valeur
et nous déterminerons encore les constantes a, b, c, d par les conditions (19) ; ce choix de /„+i satisfait bien à la condition que ^„u„ ait pour limite zéro ; nous achèverons alors le calcul comme précédemment.
Exemple : Soit à trouver la somme de la série
le rapport d'un terme au précédent a pour valeur
Wi.-n_ y»' .
Un [n-hiy'
avec la valeur (20) de /„+i, nous avons T.= l-[a(»-l) + J + ^H-j^ji,]
les conditions (19) nous donnent successivement
Choisissons pour n la valeur 9, de sorte que ''«-»-i = 77^î en don-nant à / la valeur -^^ R^ est positif ; nous avons
le dernier nombre est une valeur approchée de R^ par défaut. Ea
donnant à / la valeur — -r-> nous avons
f„,, = 9-f-|-*-^ = ^; U,ii«^i = 0,105185...;
le dernier nombre est une valeur approchée de R^ par exoès. Comme nous avons d'autre part directement
89 = 1,539767. . . , nous en concluons
Dans la méthode que nous venons d'exposer, l'approximation n'est connue qu'à la fin du calcul; si elle est insuffisante, il suffit de prendre pour n une valeur plus grande, ou bien d'appliquer la méthode à un exposant p supérieur à 3.
Série e. — On appelle e la somme de la série
cette série à termes positifs est bien convergente, car le rapport d'un terme au précédent est
Un^i__ 1 . 1 _1
£1, 1.2.3 ... /il. 2. 3 ... (n — 1) n
et il tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
Pour calculer une valeur approchée de la somme de cette série,
supposons que Ton conserve les premiers termes jusqu'à , ^ _
et que Ton néglige les suivants ; ces derniers constituent un reste R ayant pour valeur
n(/i-4-l) 1.2.3 ... (fi4-l){/i-f
nous obtiendrons une limite supérieure de H en remplaçant, dans les dénominateurs, les nombres /i-l-2, fi-i-3, ...par n-i-1, de sorte que nous aurons
^^1.2.3 ... n(in-i)L*"*"ïr4n""^(ii-*-i)»"^ J"
Les termes qui entrent dans la parenthèse sont ceux d'une pro-
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gression géométrique dont la somme est
nous avons donc R <
1.2.3 ... n n' nous écrirons, en désignant par 6 un nombre inférieur à 1,
48. Calcul de e. — Nous allons d'abord démontrer que le nombre e est irrationnel.
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et que e soit égal à une
fraction irréductible — ; mettons en évidence la somme des n -i- i n
premiers termes et le reste correspondant, et écrivons
Multiplions les deux membres par i . 2 . 3 ... n ; nous obtiendrons partout des produits entiers, sauf au dernier terme, et nous aurons une égalité de la forme
n OÙ M et M' sont des entiers; une telle égalité est impossible, car — est
une fraction non nulle et inférieure à l'unité ; e ne peut donc être égal à une fraction ; il est par suite irrationnel.
Nous allons calculer une valeur approchée de e avec un certain nombre de chiffres décimaux exacts, par exemple deux. Nous devons prendre n assez grand pour que Terreur commise en négligeant le reste R, jointe à celle que l'on obtient en substituant aux premiers, termes des valeurs décimales approchées, donne une somme inférieure à un centième.
Or, si nous prenons n = 5, nous avons, d'après (2), R < ^rrjr ; d'autre
part la somme des termes jusqu'à n = 5 est
Les trois premiers sont exactement convertibles en nombres décimaux, mais il n'en est plus de même des trois autres ; en calculant ces derniers avec, trois chiffres décimaux exacts par défaut, nous commettons sur chacun d'eux une erreur inférieure à un millième et sur leur somme une erreur au plus égale à trois millièmes. L'erreur totale commise sur la somme de la série est alors inférieure à
«t elle est bien inférieure à un centième.
Nous aurons donc la valeur cherchée en calculant les six premiers termes de la série e à un millième près par défaut ; la somme de ces valeurs est
nous sommes certains que le nombre e est compris entre 2,715 et 2,720. Sa valeur avec cinq chiffres décimaux exacts par défaut est
44. Fonction c*. — On appelle fonction exponentielle une expression de la forme a', où a est un nombre positif, et x une variable qui peut prendre des valeurs quelconques. Les valeurs de la fonction a' pour les valeurs de x entières ou fractionnaires, positives ou négatives, résultent des définitions données dans le chapitre IV ; ses valeurs pour X irrationnel seront définies plus loin.
La fonction exponentielle qui joue le rôle le plus important en analyse est celle pour laquelle a est égal au nombre e précédemment défini ; c'est la fonction e'.
Le calcul de sa valeur pour x entier ou fractionnaire, positif ou négatif, nécessite l'élévation à une puissance ou l'extraction de la racine d'un nombre irrationnel, et le résultat ne peut jamais être obtenu exactement. Nous allons remplacer ce calcul par celui de la somme d une série, ce qui est beaucoup plus pratique, car il suffit de
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déterminer un petit nombre de termes pour obtenir une valeur très approchée de cette somme.
Nous démontrerons plus loin que la valeur de e*, pour x entier ou fractionnaire, positif ou négatif, est égale à la somme de la série suivante que nous représenterons provisoirement par E {x)
Cette série est convergente et même absolument convergente quelle que soit la valeur de x ; si nous désignons en effet par a, la valeur absolue de x^ la série des valeurs absolues des termes de la série (3) est la série (8) du numéro 34 et nous avons démontré qu'elle est toujours convergente.
Pour calculer une valeur approchée de e*, on néglige les termes dont le rang dépasse un certain nombre convenablement choisi, et Ton fait la somme des valeurs approchées de ceux que Ton conserve. Supposons qu'on s'arrête au terme qui renferme x" ; le reste correspondant de la série est
^^1.2.3 ... n{n-M)"^i.2.3 ... «(fi-4- l)(/i + 2)"^ ""
Si x est positif, ce reste est inférieur à la somme obtenue en remplaçant n -4- 2 , n + 3 , ... par n -4- 1 dans les dénominateurs, c'est-à-dire inférieur à
i.2.3 ... n(/i-+.l)L*"^;m"^(n-hl)»"^ "■ J'
si, de plus, 71 est assez grand pour que fi 4- 1 soit supérieur à «, la parenthèse est une progression géométrique convergente, et a pour
somme ■ On peut donc écrire, en désignant par 6 un nombre
positif inférieur à l'unité,
Si X est négatif et égal à — x', la valeur absolue de R est inférieure à la somme des valeurs absolues de ses termes, et cette dernière somme est égale à celle que l'on obtiendrait en remplaçant x par x' dans le calcul précédent. La valeur absolue de R est donc égale à une
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expression de la forme
i.2.3 ... /i nH-i— x"
où 6' est un nombre inférieur à Tunité ; finalement Ton peut écrire dans le cas de x négatif, en remplaçant x' par — x,
6 étant un nombre positif ou négatif, inférieur à Tunité en valeur absolue.
45. Propriétés de la fonction E (x). — Les propriétés delà somme de la série (3) découlent du théorème fondamental suivant :
En désignant par x et y des nombres quelconques, on a
Nous voulons démontrer que le produit des valeurs des deux séries
est égal à celle de la série
E(x-hy) = H -Ji-Hl__|J-H ^A__2i-.+ .,.
Considérons dans la première les termes dont le degré est inférieur ou égal à n ; leur ensemble forme un polynôme de degré n que nous désignerons par Pn(^) i et la valeur de ce polynôme a pour limite la somme E(x) de la série lorsque n augmente indéfiniment.
Prenons de même dans la seconde série les termes dont le degré est inférieur ou égal à n ; leur ensemble est le polynôme Pi,(y)* Formons alors le produit des deux pol}iiomes Pa(x) et P„(y) en Tordonnant suivant les puissances croissantes de x et de y.
Nous voyons déjà que le terme constant est égal à i ; les termes
du premier degré sont x -f-y ; ceux du second sont -j — 5 -^- t 1 "*~ io
, .. i.fi 11 i.J^
ce qui peut s'écrire sous la forme ^—3 — ^ • Nous voyons ainsi apparaître
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les premiers termes de la série E{x-{-y); nous allons montrer que Tensemble des termes du produit dont le degré est un nombre p égal ou inférieur à n est identique au terme de degré /> de la série E{x-hy)^ Ces termes du produit sont en effet
_ açP ay*-* y af^^ y*
*.2...p"^| .2 ... (/)— l)*T"^i.2 ... (/) — 2)Tr2
en les écrivant sous la forme
j^a/> -|, £ a:P-iy 4-i^(^ ^ ^) a^-2y« ^ ^.ypj,
on Toit que la parenthèse est le développement de (x H- yf d'après la fonnule du binôme, et que Tensemble des termes considérés est égal à
ce que nous voulions établir.
Ainsi donc, le développement du produit Pn(x) . P„(y) renferme
tous les termes de degré inférieur ou égal à n entrant dans la série
^(^-+-y)» c'est-à-dire tous les termes du polynôme Pi.(x-l-y); mais
il en renferme encore d'autres dont le degré est compris entre n + 1 et
2n inclusivement ; ces termes sont de la forme
xf y«'
^^ i.2...(y'l.2nT7''
où q et q' sont aux plus égaux à n, mais où q-hq' est un nombre supérieur à n. Nous représenterons Tensemble de ces termes par Q,. et nous poserons
(8) P«W.Pn(y) = P„(x-f-y) + Q;
nous allons montrer maintenant que Q tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
Remarquons en effet, comme nous Tavons déjà fait précédemment,, que si p désigne le degré q-\-q' du produit (7), ce produit peut ètre^ écrit sous la forme
et est précisément Tun des termes du développement de v^ ^^
d'après la formule du binôme. Tous les termes qui composent Q se
trouvent ainsi, avec leurs coefficients, parmi ceux du développement
de la somme
le développement total de cette somme contenant, outre les termes de Q, des produits de la forme (7) dans lesquels q ou q' sont supérieurs à n.
Lorsque x et y sont positifs, la valeur de Q est sûrement inférieure à celle de la somme (9); lorsque x et y ne sont pas de méuie signe, cette conclusion n'est plus toujours exacte ; mais nous pouvons toujours affirmer que la valeur absolue de Q est inférieure à la somme des valeurs absolues des termes qui composent le développement de la somme (9). Si nous représentons, pour plus de commodité, par x\ y\ et Q' les valeurs absolues de x, y et Q, nous avons Tinégalité
Mais le second membre de cette inégalité est la différence entre les deux polynômes Pin{x'-{-y^) et Pn(ar'-f-y'); lorsque n augmente indéfiniment, ces deux polynômes ont l'un et Tautre pour limite la somme de la série E(ar'-f-y'), par suite leur différence tend vers zéro; il en est donc de même de la valeur absolue de Q, ce que nous voulions établir.
Si alors nous faisons croître n indéfiniment dans les deux membres de Tégalité (8), P„(x), Pn(y) et P„(a7 -h ,y) ont respectivement pour limites E(x), E{y) et E(x-i-y), et Q a pour limite zéro ; nous avons donc à la limite
46. Identité de E(x) et de e"". — Le théorème que nous venons de démontrer va nous faire voir que la valeur de la série (3) pour X rationnel est identique à la puissance d'exposant x du nombre e.
D'abord, pour a: = 0 la série prend la valeur 1 et pour x = 1
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elle prend la valeur e; si nous faisons ensuite dans Tégalité (6), X = y, nous avons
et en multipliant ensuite plusieurs fois par E{x) les deux membres, nous arrivons de proche en proche à Tégalité
E(x) . E(x) E(x) = E(mx),
m étant le nombre des facteurs du premier membre.
En faisant alors x=i, nous voyons que E(m), dans le cas de m entier, est égal au produit de m facteurs égaux à E(i) ou à e, c'est-à-dire à la puissance m* du nombre e.
Si nous remplaçons maintenant x par une fraction ordinaire positive ^1 et si nous formons le produit de q facteurs égaux à E( — ), ce produit est égal à Elq^) = E{p) = eP\ nous avons donc
Kf)'-". -- if)-
pour toute valeur rationnelle positive de x, nous avons donc E(x)=6'. Si nous faisons enfin y = — x dans la formule (6), nous avons
E(x) . E(- x) = E(0) = 1 , d'où E(— x) = E(x)-' = e"'.
Nous avons ainsi montré Tidentité de la série E(x) et de la puissance e*, lorsque x est rationnel, positif ou négatif.
Lorsque x est un nombre irrationnel, nous appellerons, par définition, valeur de e* la valeur de la série E(x).
47. Variation de la fonction e*. — Lorsque x est positif, tous les termes de la série E(x) sont positifs et augmentent avec x ; nous en concluons que e* est supérieur à Tunité et augmente avec l'exposant ; la fonction augmente du reste indéfiniment en même temps que x.
Lorsque x est négatif, et égal à — x', x' étant positif, nous avons
nous en concluons que e^ est inférieur à Tunité, diminue avec l'exposant et a pour limite zéro lorsque x s'approche de — oo .
76 COMPLÉMENTS D^ALGÈBBE
Donnons à x deux valeurs voisines x et x + A^ la différence de& valeurs correspondantes de la fonction est
nous allons montrer que cette différence tend vers zéro en même temps, que h.
Nous avons en effet Tégalité
(,0) e*-l = -* + ^2-H ... +^3il_-,-R.
et nous avons vu (n* 44) que R a Tune des valeurs
n n-hi— A i.2 ... n n-^\-\-h
suivant que h est positif ou négatif. Le second membre de Fégalité (10) se compose d'un nombre limité de termes qui tendent tous vers zéro avec h ; nous en concluons qu'il en est de même de leur somme e* — 1 ; par suite la différence e*-^* — e* tend aussi vers zéro avec h.
On énonce cette propriété en disant que la fonction e* est continue i pratiquement, cela signifie qu'elle varie de quantités très petites lorsque X varie lui-même de quantités très petites.
Nous admettrons, comme une conséquence de ce qui précède, que si X varie d'une manière continue entre deux valeurs Xq et a?i , c'est^ à-dire en passant par toutes les valeurs intermédiaires, e* passe également par toutes les valeurs comprises entre «*• et e*« .
Les résultats que nous avons obtenus peuvent être énoncés de la façon suivante :
Théorème. — Lorsque x croît de — oo à -h » , la fonction c* croît d'une manière continue de zéro à H- oo ; elle a la valeur 1 pour X = 0 et la valeur e pour x = i,
Logarithme népérien. — Si nous posons
il résulte des propriétés de e' qu'à tout nombre positif X correspond ua nombre positif ou négatif x et un seul; on l'appelle le logarithme népérien de X, et on le désigne par la notation
X = log X ;
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on emploie quelquefois le symbole logn ou la lettre L pour désigner le logarithme népérien.
Un nombre X supérieur à Tunité a un logarithme positif; un nombre inférieur à Tunité a un logarithme négatif; le nombre i a pour logarithme 0, et le nombre e a pour logaritlime i . Un nombre très petit a un logarithme négatif très grand en valeur absolue, et Ton dit qu'à la limite le logarithme de 0 est — oo .
40. Remarques relatives à e". — i"* Si, dans la fonction e^, ou donne à la variable une suite infinie de valeurs j-i , ots, . . . , a;„, ... ayant pour limite x, la suite
(il) e", e-*, ..., e-n, ...
des valeurs correspondantes de la fonction a pour limite e""; ce fait résulte de ce que la différence e* — e*« est égale à e*(i — e*«~*) et tend vers zéro lorsque x^ — x tend vers zéro.
Nous pouvons tirer de là la conclusion suivante : la valeur de e* pour X irrationnel, valeur que nous avons définie comme étant celle de la série E(a;), peut encore être définie comme étant la limite d'une -suite infinie telle que (11), dans laquelle Xi, 0^2, . . . sont des valeurs rationnelles approchées de x, ayant x pour limite.
2^ Nous aurons à utiliser Tégalité suivante
lorsque x et y sont tous deux rationnels, positifs ou négatifs, cette égalité résulte des propriétés des exposants démontrées au chapitre IV ; nous allons faire voir qu'elle a encore lieu pour des valeurs quelcohques, rationnelles ou non, de x et de y. Nous nous appuyerons pour cela sur ridentité qui existe, pour toute valeur de x, entre Texponentielle -€* et la série E(x).
Supposons d^abord que, x étant quelconque, y soit un nombre
positif rationnel ^ ; pour vérifier Tégalité
il suffit, les deux membres étant positifs, de vérifier que les puissances ^^ des deux membres sont égales, ou bien que {e*Y est égal à e^' ;
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comme Tégalité E(xy=E{px) a été démontrée au n** 46 pour toute valeur entière de p, celle que nous avions en vue se trouve aussi démontrée.
Si y est un nombre rationnel négatif, égal à — y^ les deux membres de régalité (12) sont les inverses de (c*y et de c^'; ces deux quantités étant égales, les deux premières le sont aussi.
Supposons enfin que y soit irrationnel ; soit
yiiVi^ • • • ym • • •
une suite infinie de nombres rationnels ayant y pour limite ; nous admettrons, comme résultant d'une définition, que la puissance d*exposant y d*un nombre quelconque est la limite des puissances de ce nombre avec les exposants yi, y», . . .; par suite la valeur de {c'y est la limite de la suite
(13) («')''•, (e-)^s ... {e-yn, ....
Mais les termes de cette suite sont égaux à ceux de la suivante
les exposants dans cette deuxième suite ayant pour limite xy, cette suite elle-même a pour limite e'^ d'après la remarque faite plus hau t . Nous concluons de là que la suite (13) a une limite égale à e^, et que par conséquent {c'y est égal à e^^ dans tous les cas.
60. Limite de — 7 — — Il résulte du calcul que nous avons fait
précédemment pour obtenir la formule (10) que Ton a
1 1.2 1 .2 ... « 1.2 ... n in-l±A'
les termes du second membre sont en nombre limité, et ont, sauf le premier, pour limite zéro quand h tend vers zéro; on en conclut que la limite du premier membre est Tunité quand h tend vers zéro.
51. Limite de (1 H- a) * quand oc tend vers zéro. — Nous allons montrer que cette limite est égale au nombre e.
Désignons par h le logarithme népérien de 1 + a ; nous avons 1 -t- « = e*, et nous en tirons a = e* — 1 ; d'après ce que nous avons
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VU aux n*^* 47 et 50, oc tend vers zéro en même temps que A et -^
h a pour limite Tunité; il en est de même de son inverse — En rempla-
çant l4-a par e*, (1 H- a) * est égal à (e*) * , et d'après une re-
marque faite n<* 49, cette quantité est égale à e * ; nous avons donc
en passant à la limite, l'exposant du second membre a pour limite i, et nous avons bien
lim (i -f- a) • = c.
Si nous posons a = — i m augmente indéfiniment quand a tend m
vers zéro ; nous pouvons énoncer le résultat précédent sous cette forme :
La limite de l{-\ J quand m augmente indéfiniment est
égale à e.
Cherchons comme application la limite de (i + a)^ en supposant que 8 et p dépendent d'une même quantité variable et prenn^it simultanément une suite de valeurs telles que « ait pour limite zéro pendant que p augmente indéfiniment; en écrivant
00 voit que la parenthèse a pour limite e ; si le produit a^ a une limite, l'expression considérée aura pour limite e^^<"*^
Exemple. — Cherchons la limite pour n infini de
nous écrivons cette expression sous la forme
ici, a est égal à ^ ,» ^ à n*, et le produit a^ a pour limite 2, de
sorte que la liaiite de l'expression est e*.
CHAPITRE VIII FONCTION EXPONENTIELLE ET LOGARITHMES
52. Fonction a^. — Ainsi que nous Favons dit au n^ 44, on appelle fonction exponentielle une expression de la forme a*^ a étant un nombre positif et x un nombre quelconque positif ou négatif. Sa valeur pour X entier ou fractionnaire est définie dans la théorie élémentaire «des exposants (Ch. IV) ; sa valeur pour x irrationnel est définie comme la limite d'une suite a's a'% ... a'n, ... dans laquelle les exposants xi, «2, . . . , x„, ... sont des nombres rationnels ayant pour limite x.
De même que nous avons remplacé le calcul de e* par celui de la série £(0:), nous allons ramener le calcul de a* à celui d'une certaine série en rattachant la fonction exponentielle générale à la fonction e^.
Désignons par a le logarithme népérien du nombre a\ nous avons
^uel que soit ar, positif ou négatif, rationnel ou irrationnel, les puissances d'exposant x des deux membres de cette égalité sont égales entre elles ; par suite a* est égal à (e«)* ; mais nous avons vu (n® 49) •<iue (e*)* est égal à e** ; nous avons donc dans tous les cas
En nous servant de la représentation de e^ par une série, nous pouvons écrire
i ^12 "^ ^1.2 ... /i^ *ou bien, en remplaçant a par log a^
. xloga a?* log* a «"loe^a
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Si Ton utilise cette série pour le calcul numérique d'une valeur approchée de a"", des formules telles que (4) et (5) du n° 44 fournissent la valeur du reste lorsqu'on s'arrête au terme de degré n.
53. Propriétés et variation de a^. — Nous savons que Ton a pour toute valeur rationnelle de x et de y les égalités
Pour démontrer qu'elles ont lieu pour des valeurs quelconques des exposants, il suffit de remplacer a" par e'*, a désignant le logarithme népérien de a, et de même a^ par e^*, puis d'appliquer les théorèmes du chapitre précédent; nous n'insisterons pas sur cette démonstration.
Dans l'étude de la variation de fonction exponentielle, il y a lieu de distinguer deux cas suivant que a est supérieur ou inférieur à l'unité. Lorsque a est plus grand que i, son logarithme népérien est positif, et dans l'égalité
l'exposant xloga de x sl toujours le même signe que x; au contraire, lorsque a est plus petit que i, son logarithme népérien est négatif, et a* log a a toujours le signe contraire de celui de x. Eu nous servant des résultats obtenus au n® 47 dans l'étude de la variation de e', nous pouvons énoncer les résultats suivants :
Lorsque a est plus grand que i , la fonction exponentielle a"" croit d'une manière continue lorsque l'exposant croît d'une manière con* tinue ; elle varie de 0 à i lorsque x varie de — oo à 0, et elle varie de 1 à -h 00 lorsque x varie de 0 à H- oo .
Lorsque a est plus petit que 1, la fonction exponentielle a' décroit d'une manière continue lorsque l'exposant croit d'une manière continue; elle varie de -f-oo à i lorsque x varie de — oo àO, et elle varie de 1 à 0 lorsque x varie de 0 à -h oo .
54. Définition générale des logarithmes. — D'après ce qui précède, la relation
fait correspondre à tout nombre x positif ou négatif un nombre posi- VoGT. — Math. sup. 6
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tif X, et inversement, à tout nombre positif X correspond un nombre positif ou négatif x et un seul ; ce nombre est appelé logarithme de X dans le système de base a, et on le désigne par la notation
a; = log«X;
les logarithmes népériens sont ceux dont la base est le nombre e.
Si la base a est > i , les nombres X >* 1 ont des logarithmes positifs, et les nombres X <C 1 ont des logarithmes négatifs ; c^est le •contraire si la base est <1. Dans tous les cas, le logarithme de 1 estO, <et le logarithme de la base a est i.
55. Propriétés des logarithmes. — Le logarithme d'un produit •de plusieurs facteurs est égal à la somme des logarithmes de ces facieurs.
Le logarithme du quotient de deux nombres est égal à la différence des logarithmes de ces nombres.
Le logarithme d'une puissance quelconque d'un nombre est égal •au produit du logarithme de ce nombre par l'exposant de la puissance.
Soient en effet des nombres Xi,X2,X| dont les logarithmes sont ^1) ^3 ) ^s ; nous avons par définition
Xi = a*«, Xj = a*«, X| = a*».
Nous déduisons de là, en appliquant les propriétés de la fonction exponentielle (n<* 53), les relations suivantes :
XiX2X3 = a*«+*«^*»,
La première exprime que le logarithme du produit X|XaX| est le nombre o^i + a^s + a;!, c'est-à-dire la somme des logarithmes des fac-
teurs ; la deuxième exprime que le logarithme du quotient ^ est la
différence Xi — x^ des logarithmes du dividende et du diviseur ; enfin la dernière exprime que le logarithme de la puissance m* de Xi est égal au produit du logarithme X| de ce nombre par Texposant m, et cela quelle que soit la valeur de cet exposant.
FONCTION EXPONENTIELLE ET LOGARITHMES
56. Comparaison des divers systèmes de logarithmes. — Soit X un nombre quelconque, et x son logarithme dans le système de base a ; les égalités
nous montrent que le logarithme népérien de ce nombre X est égal à jc log a ; nous avons donc, en conservant toujours la notation log pour indiquer les logarithmes népériens,
log X = X log a = loga X . log a.
Cette relation permet de ramener le calcul des logarithmes des nombres dans un système quelconque à celui des logarithmes népériens; ce sont en effet ceux-ci qui ont servi primitivement pour la con- -stniction des tables de logarithmes, et on en a déduit après coup les autres tables. Les logarithmes dans un système quelconque s'obtiennent «n multipliant les logarithmes népériens par un même facteur constant.
Si nous considérons deux systèmes quelconques de logarithmes, de bases a et 6, nous avons pour un nombre quelconque X
log X = loga X . log a , logX = log6X.log6;
nous en déduisons
loggX ^ log 6 logftX loga'
<;e qui nous conduit à ce théorème :
Les logarithmes des nombres dans deux systèmes différents sont proportionnels.
Les logarithmes habituellement employés pour les calculs numériques sont à base 10; ils sont reliés aux logarithmes népériens par la relation
logX = log,oX.loglO.
Le nombre log 10 a pour valeur 2,302 6 à 1 dix-millième près, de :sorte que Ton a
logX=r2,30261og,oX.
Lorsqu'on ne possède pas la valeur de log 10, on peut la retrouver
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au moyen des tables de logarithmes usuels ou décimaux en remarquant I que Ton a
d^où, en prenant les logarithmes décimaux des deux membres,
i = logi0.log ,oe;
le nombre log 10 est Tinverse du logarithme décimal du nombre e ; le nombre e est égal à 2,718 28 ... ; son logarithme a pour valeur 0,434294 . . . , et rinverse de ce logarithme est 2,302 6 . . . Le nombre 0,434 294 . . . s'appelle quelquefois module des logarithmes décimaux.
DEUXIÈME PARTIE
57. Grandeurs mesurables. — Lorsqu'une grandeur A est comparable à une grandeur de même espèce U prise comme unité, le rapport de A à son unité U est un nombre qui est appelé la mesure de la grandeur A; les longueurs, les poids, les intervalles de temps, etc., «ont des grandeurs mesurables.
U existe d'autres grandeurs que Ton ne peut comparer directement à une unité, mais dont la variation est intimement liée à celle d'une autre grandeur que Ton peut mesurer ; par exemple, la température ne peut être mesurée directement, mais sa variation correspond à celle du volume d'une masse de gaz ou d'une masse de mercure, et chaque état de la température est caractérisé par un nombre lu sur l'échelle thermométrique ; nous dirons par extension que les grandeurs de cette espèce sont encore mesurables.
Les grandeurs mesurables jouissent ainsi de cette propriété qu'à chacun de leurs états correspond un nombre qui en est la mesure directe ou indirecte; ce sont les seules grandeurs que l'on peut soumettre au calcul, et nous les considérerons seules désormais. Toute relation entre des grandeurs dépendant les unes des autres, par
exemple, entre les éléments d'une même figure géométrique, ou bien entre le volume et la pression d'une masse gazeuse, etc., se traduit par une formule, c'est-à-dire par une égalité ou une inégalité entre les résultats de certains calculs arithmétiques ou algébriques effectués sur les mesures de ces grandeurs.
58. Grandeurs fondamentales et grandeurs dérivées. — Choix des unités. — Les différentes grandeurs que Ton étudie ne sont pas indépendantes, et Ton est amené à faire entre elles une distinction ; on considère d'une part les grandeurs fondamentales, qui ne sont pas réductibles les unes aux autres, telles que la longueur, le temps, etc., et les grandeurs dérivées qui sont réductibles aux premières. En géométrie, les surfaces et les volumes sont des grandeurs dérivées des longueurs. En mécanique et en physique, la longueur, la masse et le temps sont des grandeurs fondamentales ; la vitesse, la force, la puissance sont des grandeurs dérivées.
La liaison qui existe entre une grandeur dérivée et les grandeurs fondamentales dont elle dépend s'exprime par ce que l'on appelle une équation de dimensions.
En géométrie, par exemple, une surface S est équivalente au carré construit sur une longueur L; si cette longueur devient m fois plus grande, S devient m' fois plus grand ; on exprime ce fait par la relation [S] = [L'] qui est l'équation de dimensions de la surface ; de même l'équation de dimensions d'un volume est [V] = [L']. En mécanique, L, M et T désignant une longueur, une masse et un temps, la vitesse, l'accélération et la force sont des grandeurs dérivées des précédentes, ayant respectivement pour dimensions [LT-*], [LT-*], [MLT-*].
Les unités adoptées pour mesurer les grandeurs soit fondamentales, soit dérivées peuvent être choisies séparément d'une manière arbitraire. Le système le plus simple que l'on puisse concevoir est celui où les unités dérivées sont liées aux unités fondamentales par les équations de dimensions elles-mêmes ; dans un pareil système, que l'on appelle absolu, la formule qui relie les mesures d'une grandeur dérivée et des grandeurs fondamentales dont elle dépend, ces mesures étant effectuées à l'aide des unités correspondantes, ne diffère pas de l'équation de dimensions. Si l'on prend par exemple comme unité de
surface le carré construit sur Funité de longueur, et si Ton désigne par s et l les mesures d'un carré et de son côté, on a * = /'.
Dans un système non absolu d'unités, la relation qui existe entre les mesures d'une grandeur dérivée et des grandeurs fondamentales dont elle dépend diffère de Téquation de dimensions par Tintroduction d'un facteur numérique dans un des deux membres.
59. Mesures des angles. — Dans le système absolu, l'unité d'angle^ que Fou appelle radian, est l'angle au centre d'un arc égal à l'unité de longueur dans une circonférence dont le rayon est égal à cette unité. On a alors entre les mesures d'un angle au centre quelconque et de Tare qu'il intercepte dans une circonférence quelconque la relation
, j. mesure arc
mesure angle en radians
mesure rayon
la mesure de quatre angles droits est 2ir, celle de l'angle droit est -^ .
Si l'on prend la seconde comme unité d'angle, 27c radians valent 360x60x60 secondes ; on en conclut que l'on a
1 radian = 360x60x60 g^^ondes = 206 264,8 secondes ;
Aie
si Ton prend le grade comme unité d'angle, 2ic radians valent 400 grades ; on en conclut que Ton a
1 radian = —- grades = 63,662 grades,
aTT
Remarque. — En trigonométrie, les arcs sont mesurés en prenant comme unité de longueur le rayon de la circonférence ; l'unité d'arc est celui qui est intercepté par un angle au centre égal à un radian.
Pour la commodité des calculs, les arcs sont évalués dans les. tables de logarithmes en degrés, minutes et secondes ou en grades, mais il ne faut pas oublier que toute relation entre un arc et ses lignes trigonométriques suppose ces grandeurs mesurées en prenant le rayon
comme unité ; Tare de n secondes a alors pour mesure --^,^. ^ , et
200 Jb4,o
7'arc de n grades a pour mesure gg-^-
60. Changement d'unités. — Nous allons résoudre le problème général suivant :
Étant donnée la mesure d'une grandeur évaluée au moyen de certaines unités^ déterminer la mesure de la même grandeur évaluée au moyen d'autres unités liées d'une manière connue aux premières.
Supposons d'abord qu une grandeur A, qu'elle soit fondamentale ou dérivée, soit mesurée au moyen d'une unité de même espèce Ao et ait pour mesure le nombre a ; nous nous proposons de trouver le nombre a' qui la mesure au moyen d'une autre unité A^.
Le nombre a' est égal au rapport des deux grandeurs A et Ao ; d'après un tbéorème connu, il est égal au quotient des nombres qui mesurent ces deux grandeurs au moyen de l'unité Ao ; nous pouvons donc écrire
En écrivant cette égalité sous la forme
nous pouvons dire que le rapport des mesures d'une même grandeur au moyen de deux unités est égal au rapport inverse des unités.
Dans les applications, on remplace souvent l'égalité arithmétique
(1) par la suivante
(2) A = aAo = a'Ai
que Ton appelle une égalité physique et qui exprime comment la grandeur A est composée au moyen des unités Ao et Aq ; on opère sur les lettres qui entrent dans cette égalité comme sur des nombres et à la fin du calcul il n'entre plus dans les formules que des rapports entre les grandeurs, rapports qui sont des nombres arithmétiques.
Pour donner un exemple, considérons la surface S d'un triangle sphérique d'angles A, B, G ; lorsqu'on prend l'angle droit comme unité d'angle et le triangle trirectangle comme unité de surface, les mesures 5, a, 6, c de la surface et des angles sont liées par la
formule
nous nous proposons de trouver la formule qui relie la mesure s' du triangle en mètres carrés, aux mesures a', b\ c' des angles en radians ; nous désignerons par r la mesure du rayon de la sphère en mètres.
Si T désigne le triangle trirectangle, M^ le mètre carré, Tégalité physique relative à la surface est
S = jT = *'M^
comme T vaut le huitième de la sphère, sa mesure en mètres carrés est
•^^nr', nous avons donc
T = 4^7tr«MS d'où s • i:rr« = $'.
De même si D désigne Tangle droit, R le radian, Tégalité physique relative à un angle tel que A est
A = aD = a'K eomme la mesure de D en radians est -^9 nous avons
D=^R, d'où a-^ = a'.
ma A
En évaluant au moyen des formules précédentes ^, a et de même A et c au moyen de s\ a\ h\ d et les portant dans la formule donnée, nous obtenons la formule cherchée qui est
61. Cas des grandeurs dérivées. — Supposons qu'une grandeur <férivée A ne soit pas mesurée directement, mais dépende de plusieurs grandeurs par exemple d'une longueur L, d'une masse M et d'un temps T, que l'on mesure au moyen d'unités Lo, Mo, Tq; soient /, m, t les mesures de L, M, T. Nous supposons que le nombre a qui mesure A est fourni par une formule monôme telle que
OÙ a, p, Y, sont des exposants donnés, entrant dans Téquation de dimensions de A, et où [a est un coefficient numérique donné égal à l'unité si le système est absolu.
Supposons maintenant que Ton évalue L, M, T au moyen de nouvelles unités Li, Mo, To, et que la mesure a! de A soit liée aux nouvelles mesures f , m', /' de L, M, T, par la formule
^ pouvant différer de fji ; nous allons chercher la relation qui existe entre a et a'.
En divisant les deux égalités membre à membre, nous avons
d'après ce que nous avons vu précédemment, les rapports -7-9 — 9 -7-
sont égaux aux rapports inverses des unités; nous avons donc la relation cherchée sous la forme suivante :
a fx Vu/ V»ii/ U/ "
Comme exemple, cherchons la relation qui existe entre les mesures d'une même puissance en chevaux-vapeur et en kilowatts.
La puissance, dont Téquation de dimensions est [P] = [L*MT~'], a pour mesure en chevaux-vapeur
/> = ^Pmr.
/, m, t étant les mesures d'une longueur en mètres, d'une masse en fonction du kilogramme-poids, et d'un temps en secondes ; en kilowatts, elle a pour mesure
/', m\ V étant les mesures en centimètres, gramme-masses et secondes. Nous avons
Comme les rapports des unités sont
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nous avons
JL = 10-».75 . 9,806 7 = 0,735 5.
Si /) == I , un cheval-vapeur a pour mesure jd' = 0,735 5 kilowatt ; si /)' = i, un kilowatt a pour mesure p = 1,359 6 cheval- vapeur.
62. Homogénéité des formules. — Toute relation entre des grandeurs dépendant les unes des autres est exprimée par une formule renfermant les mesures de ces grandeurs. Pour donner à une telle formule toute la généralité possible et la faire servir à tous les cas, on laisse les unités arbitraires, c'est-à-dire indépendantes des grandeurs considérées, et Ton représente par des lettres les mesures de ces dernières. La manière dont ces lettres entrent dans une formule n'est pas arbitraire ; elle doit satisfaire à certaines conditions que nous allons indiquer et que Ton appelle conditions d'homogénéité.
Plaçons-nous d'abord dans le cas où toutes les grandeurs considérées sont de même espèce et évaluées au moyen d'une même unité de cette espèce ; nous prendrons comme exemple, pour fixer les idées, une relation entre des longueurs. Soient A, B, C, X, Y des longueurs connues ou inconnues dont les mesures au moyen d'une même unité Lo sont a, 6, c, x, y; supposons qu'il existe entre ces longueurs une relation traduite par une égalité de la forme
(3) /"(a, 6, c, ar, y) = g{a, 6, c, x, y),
f et g étant des expressions contenant les lettres placées entre parenthèses, réunies par des signes d'opérations ou de calculs.
D'après la nature même des raisonnements employés pour établir la relation qui existe entre les longueurs, cette relation doit être indépendante de l'unité choisie, et elle sera également traduite par une formule de même forme que la précédente entre les mesures des longueurs effectuées au moyen d'une autre unité Lq. Si a', 6', c', x', y' sont ces nouvelles mesures, nous devons avoir l'égalité
Mais nous avons vu que Ton a entre les mesures les relations
a 6 c a: y Lo'
«i nous représentons par k le rapport des unités Lo et U, les nouvelles mesures sont égales aux premières multipliées par k ; en remplaçant dans Téquation (4) a', b\ c\ x\ y' par ka, kb, kc^ fer, ky, elle devient
(5) fi^^y **» *^i fc*:, ky) = g[ka, kb, A*c, kx, ky).
Les équations (3) et (5) doivent être en même temps satisfaites, et cela quelle que soit la valeur de k\ il en résulte que cette lettre doit disparaître identiquement de Téquation (5) ou entrer dans un facteur commun aux deux membres, de façon que la division par ce facteur commun redonne Téquation (3).
Ainsi donc, toute relation telle que (3) entre les mesures de grandeurs de même espèce doit satisfaire à la condition de ne pas changer lorsqu'on multiplie toutes ces mesures par un même facteur arbitraire k; c'est ce qu'on appelle la condition d'homogénéité.
Par exemple, la formule a* = 6* -f- c*, qui existe entre les mesures des côtés d'un triangle rectangle, satisfait bien à la condition précédente, car si l'on y remplace a, 6, c, par Xra, kb^ kc, on obtient une relation dont on peut diviser les deux membres par fc', et l'on retrouve de cette façon l'équation primitive.
Lorsqu'une formule n'est pas homogène, c'est une preuve qu'elle est inexacte, ou bien qu'une des lignes de la figure a été prise pour unité. Si par exemple un triangle rectangle a pour hypoténuse l'unité de longueur, la formule qui relie les mesures des autres côtés est i* -4- c* = 1 ; on évite remploi de telles formules qui ne sont pas assez générales.
On dit qu'une expression composée au moyen de plusieurs lettres a, 6, c, X, y y réunies par les symboles de l'algèbre : addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances, extraction de racines, est homogène si en y remplaçant ces lettres respectivement par kuy kb, kc, /rx, /et/, on obtient une nouvelle expression qui est égale au produit de la première par une certaine puissance de k ; le degré de cette puissance est appelé degré cP homogénéité ; par
exemple, les expressions
.i«-c« îi+ûf, v^^+/y
op' — a*
sont homogènes et de degrés respectifs 2,0, — ^ *
Si une relation entre des grandeurs de même espèce est traduite par une formule telle que (3) dont les deux membres sont composés algébriquement comme nous venons de le dire, les deux membres f et g doivent être respectivement homogènes et du même degré d'homogénéité, car sinon la lettre k ne pourrait pas disparaître de la relation (5).
La notion d'homogénéité s*entend aux expressions quelconques,, algébriques ou transcendantes ; par exemple, les expressions
sin-j-, log îi
sont homogènes et de degré zéro, car si Ton multiplie a, 6, x, y par un nombre ky on forme de nouvelles expressions qui ne diffèrent pas des premières. Les seuls cas où Ton ait à utiliser des expressions, transcendantes dans des relations entre les mesures de plusieurs grandeurs sont ceux où le signe transcendant porte sur une quantité algébrique et homogène de degré zéro.
63. Homogénéité dans le cas des grandeurs dérivées. — - Plaçonsnous dans le cas où Ton établit une relation entre des grandeurs d'espèces différentes, fondamentales ou dérivées ; supposons, pour fixer les idées, que les grandeurs fondamentales dont dépendent toutes les. autres soient une longueur L , une masse M et un temps T , et que Ton considère trois grandeurs A , B , C , dérivées des précédentes ; soient
[A] = [L«M?Tt], [B] = [L*'M?Tt'], [C] = [L-'Wlt'']
les équations de dimensions de A, B, C.
Leurs mesures a, by c sont déterminées au moyen des mesures ly m, i de L, M et T par des formules de la forme
a = fi/*m?/T , b = jji7*'m?7T' , c = ^'^mP^lT où fA, ,<a' et {ji' sont des facteurs numériques donnés.
Lorsqu'on change les unités de longueur, de masse et de temps sans changer ^,[tf et fi', les nouvelles mesures de A,B,C sont liées aux premières, comme nous Favons vu aun® 61, par la formule
a \Lo/ \Mo/ \lo/
et par deux autres analogues pour 6' et c'. Si nous représentons
par h'i, ki et k^ les rapports 1-7 ' •n?' ô^» nous avons
a' == ak^k^Jcl , b' = bk^'k^'kl' , c' = ck^k^^k-^ .
D'après un raisonnement analogue à celui que nous avons fait (n" 62), toute relation entre les grandeurs A, B, C, exprimée par une formule telle que
doit être indépendante des unités choisies ; si Ton y remplace a, b, c par a', b', c' et ces dernières quantités par les expressions précédentes^ la formule obtenue,
(7) f[ak\k^Jih bk^'k^ki; , c*r A-fA-r)
= 9 («fcîA'îAj , ftfcr'^r ^r » ckrk^kx) ,
doit être identique à la première quelles que soient les valeurs de A-j , fcs, A-3; ces paramètres doivent disparaître identiquement ou entrer dans un facteur commun aux deux membres.
Si /* et <jr sont des expressions algébriques, les deux membres de Téquation (7) ne peuvent différer des membres correspondants de réquation (6) que par un facteur de la forme k^* k^* /rj**, et les exposants doivent être les mêmes dans les deux membres \ f ^^ g sont alors dits homogènes par rapport aux grandeurs fondamentales et de degrés d'homogénéité respectivement égaux à mj, m^, m% par rapport à ces grandeurs.
On peut vérifier Thomogénéité d'une formule de la façon simple suivante : on remplace la mesure de chaque grandeur par Texpression des dimensions de cette grandeur, et Ton évalue de proche en proche les dimensions des différents termes ; les deux membres doivent avoir les mêmes dimensions et des exposants égaux ; ces exposants sont précisément les degrés d'homogénéité.
Considérons par exemple la formule du pendule simple,
-^fI^
les dimensions du temps, de la longueur et de raccélération sont respectivement [T], [L], [LT-*]; Tz est un coefficient numérique, de sorte que les deux membres ont la même dimension [T] ; la formule est donc bien homogène.
CHAPITRE II VECTEURS ET PROJECTIONS
64. Valeur relative d'un vecteur. — On appelle vecteur une portion de droite telle que Â6 (fig. 2] dont les points extrêmes ne jouent pas le même rôle, Tun s'appelle origine^ et Tautre — I I — extrémité du vecteur; on énonce un vecteur en
^ nommant d'abord Torigine, puis rextrémité. Si
Fig. 2. Ton imagine qu'un mobile se déplace sur la droite
portant un vecteur, depuis Torigine jusqu'à rextrémité de celui-ci, le sens de son parcours est appelé le sens du vecteur.
Un vecteur est déterminé dès que Ton donne son origine et son extrémité, ou bien encore dès que Ton donne la droite indéfinie qui le renrerme, son origine, son sens et sa longueur.
Pour comparer entre eux différents vecteurs pris sur une même droite ou sur des droites parallèles, indépendamment de leur origine, on doit comparer leurs sens et leurs longueurs ; ces deux derniers caractères de chacun des vecteurs considérés peuvent être réunis dans un même symbole de la façon suivante :
On choisit sur une des droites données ou sur une droite parallèle à celles-là un certain sens de déplacement que Ton appelle sens positif; une telle droite sur laquelle un sens a été déterminé s'appelle un axe ou une droite dirigée et Ton indique souvent ce fait par une flèche placée sur la droite dans le sens choisi. On appelle valeur relative d'un vecteur un nombre relatif dont la valeur arithmétique est la mesure de la longueur du vecteur, et dont le signe est le signe + ou le signe — suivant que le sens de ce vecteur est le sens positif ou le sens contraire.
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Ob représente la valeur relative d*un vecteur en écrivant entre parenthèses les deux lettres qui servent à Ténoneer, Torigine d'abord, Fextrèmité ensuite ; ainsi la valeur relative du vecteur AB sera représentée imr(AB).
Un vecteur est déterminé sur une droite dirigée dès que Ton donne son origine et sa valeur relative ; des vecteurs placés sur une même droite ou sur des droites parallèles et ayant même sens et même longueur sont dits équipollenU ; ils ont même valeur relative et réciproquement. Deui vecteurs de même longueur et de sens opposés sur une même droite ou sur des droites parallèles ont des valeurs relatives opposées ; c'est ce qui a lieu en particulier pour les deux vecteurs AB et BA, de sorte que Ton a
AB) = -(BA
Un vecteur nul est celui dont Torigine et Textrémité sont confondues ; pour qu'un vecteur soit nul, il faut et il suffît que sa valeur relative soit nulle.
65. Contour polygonal. — On dit que des vecteurs placés d'une manière quelconque dans Fespace sont consécutifs si Textrémité de Tun est en même temps Forigine du suivant ; leur ensemble constitue un contour polygonal; on appelle origine et extrémité de ce contour Torigine du premier vecteur et Textrémité du dernier. Le vecteur qui a le premier de ces deux points comme origine et Tautre comme extrémité s'appelle la résultante du contour; les vecteurs donnés en sont les composantes.
Lorsque tous les vecteurs sont situés sur une même droite dirigée, on a le théorème suivant énoncé par Chasles :
La valeur relative de la résultante d'un contour est égale à la somme algébrique des valeurs relatives des composantes.
Pour le démontrer, considérons d'abord deux vecteurs composants
AB, BC dont la résultante est AC ; -^ — • •' *- différents cas peuvent se présenter suivant Tordre de succession des points sur Fig. 3. I'r^c <]ui les porte. Supposons d'abord
qu'ils soient placés dans Tordre A, B, C en suivant le sens positif (/7^. 3); dans ce cas les valeurs relatives des VocT. — Math. sup. 7
vecteurs sont toutes trois positives, et comme la longueur de AC est égale à la somme des longueurs de AB et de BC , nous avons entre les valeurs relatives la relation
(AC) = (AB)-f-(BC);
Prenons maintenant un autre cas, et supposons que Ton rencontre
les points dans Tordre A, C, B (/ijr. 4) ; , ^ d'après ce que nous venons de voir, nous
^ ^ ^ avons
^^«•*- (AB)=(AC)-h(CB);
mais (CB) peut être remplacé par — (BC) , nous avons alors
(AB) = (AC)-(BC), ou bien
AC) = (AB) + (BC
On examinerait de même les autres cas de figure, et Ton verrait que le théorème subsiste dans chacun d'eux.
Nous démontrerons que la proposition s'applique à un nombre quelconque de vecteurs en montrant que si elle a lieu dans le cas de n vecteurs AB, BC, CD, . . . , HK, elle est encore vraie lorsqu'on ajoute un [n-hiy vecteur KL. Nous avons en effet avec les deux composantes AK et KL , l'égalité
(AL) = (AK)-f-(KL);
mais nous supposons que l'on a déjà démontré la relation
(AK) = (AB) + (BC) H h (HK) ;
il suffit alors de remplacer AK par la somme précédente dans la première égalité pour avoir l'égalité
(AL) = (AB) -h (BC) H h (HK) -h (KL) ,
ce qui démontre le théorème pour n -h i vecteurs ; il est ainsi vrai dans tous les cas.
Comme application, si l'on donne sur une droite dirigée deux points A et B, et un point 0, la valeur relative du vecteur AB peut s'exprimer au moyen de celles des vecteurs OA et OB par la relation
Pro)ection d'un vecteur
Fig. 5.
Ëtant donnés une droite indéfinie x'x et lin plan P non p$irallèle à cette droite (Jig. 5), on appelle projection d*un point A sur la droite, parallèlement au plan, le point d'intersection a de x'x et d'un plan mené par A parallèlement au plan P ; suivant que le plan est perpendiculaire ou non à la droite, on dit que la projection est orthogonale ou oblique.
On appelle projection d'un vecteur AB le vecteur ab dont l'origine et l'extrémité sont les projections de l'origine et de l'extrémité du vecteur considéré. Ordinairement la droite x'x est une droite dirigée, et on l'appelle alors axe de projection ; la valeur relative de ab est appelée valeur relative de la projection de AB, ou simplement projection de AB , ce que l'on écrit
proj.AB = (a6).
67. Théorème des projections. — La projection sur un axe delà résultante d'un contour polygonal est égale à la somme des projections des composantes.
Considérons un contour
ABCDE {fig. 6) et sa résultante AE; soient (ai), (6c), (crf), {de), et (ae) les projections des composantes et de la résultante; d'après le théorème de Chasies, on a.
(oe)=(a6)4-(6c)-h{crf)-f-(rfej;
on en conclut immédiate* ment, d'après la définition des projections.
jr'
Fig. 6.
dv
(I) proj. AE = proj. AB H- proj. BC -h proj. CD -f- proj. DE,
ce qui démontre le théorème.
68. Des angles dans le plan. — De la même manière qu'on définit la valeur relative d'un vecteur parcouru sur une droite dans un certain sens, on définit la valeur relative d'un angle décrit autour d'un point O dans un certain sens de la façon suivante : on choisit autour de ce point un sens positif de rotation, ordinairement le sens inverse du mouvement des aiguilles d'une montre; si une demi-droite, c'est-à-dire une portion de droite limitée dans un sens au point 0 et indéfinie dans l'autre sens, passe d'une position OA à une position OB en tournant autour de 0, on appelle valeur relative de l'angle décrit un nombre dont la valeur arithmétique est la mesure de cet angle, et dont le signe est + ou — suivant que le mouvement a lieu dans le sens positif ou dans le sens contraire.
La valeur relative de l'angle ainsi décrit, que l'on appelle angle de OB avec OA, est désignée par la notation (OA, OB) ; tous les autres angles que l'on peut former en amenant une demi-droite d'abord confondue avec OA dans la position OB, soit dans un sens, soit dans l'autre, ont des valeurs relatives qui ne diffèrent de la première que par un multiple entier de 2ir, positif ou négatif.
Ëtant donnés plusieurs angles consécutifs autour du point 0, tels que le côté extrémité de l'un soit le côté origine du suivant, on appelle angle résultant celui qui a pour côté origine l'origine du pre^ mier et pour côté extrémité l'extrémité du dernier. Par un raisonnement analogue à celui du n® 65, on verrait que la valeur relative de l'angle résultant est, à un multiple entier près de 27c, égal à la somme algébrique des valeurs relatives des angles composants, ce qui s'exprime par la formule
(OA, OK) = (OA, OB) + (OB, OC) + • • • + (OH, OK) -f- 2kn.
Comme application, si Ton considère deux demi-droites OA, OB, et si l'on donne les angles de ces demi-droites avec un même axe de repère OX, l'angle de OB avec OA est donné, à un multiple près de 2ir, par la formule
OA, OB) = (OX, OB) — (OX, OA
Remarquons qu'étant données deux demi-droites quelconques OA, OB, tous les angles formés par l'une avec l'autre ont même cosinus, et cela quel que soit le sens positif choisi, car tous ces angles sont
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compris dans la formule générale 2ftir=ha, a étant Tun d*entre eux ; il est dono» inutile, lorsqu*on parle du cosinus de Tangle de deux demidroites, de spécifier quelle est la première et quelle est la seconde, ni de spécifier non plus le sens de rotation que Ton prend comme sens positif.
Pour définir Tangle de deux axes ou de deux droites dirigées, on trace à partir d*un point quelconque 0 de l'espace deux demi-droites OA, OB parallèles aux droites données, de façon que les sens de parcours de 0 vers A et de 0 vers B soient les sens positifs ; Tangle des demi-droites OA, OB est Tangledes deux axes. On définit de même Tangle d'une demi-droite et d'un axe et l'angle de deux demi-droites non issues du même point.
08. Valeur des projections orthogonales. — Considérons différents vecteurs tels que AB et CD situés sur une même droite dirigée y'y ou parallèlement à cette droite [fig, 7); soient (AB), (CD) leurs valeurs relatives, et (afc), (cd) leurs projections sur un même axe ^ x'x, faites parallèlement à un plan quelconque ; nous allons démontrer le théorème suivant:
Les projections de plusieurs vecteurs parallèles sont proportionnelles aux valeurs relatives de ces vecteurs.
Fig. 7
Nous allons montrer que l'on a
pr. AB _ pr. CD
AB) - (CD
on bien
(oiO^M (AB)-(CD)'
en effet, les valeurs absolues de ces rapports sont égales d'après un
théorème connu de géométrie ; il suffît de montrer que les signes sont
les mêmes ; or si AB et CD ont le même sens, il en est de même
e ab et c(/, et les numérateurs ont le même signe, ainsi que les déno-
iÔ2 PRINCIPES DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
nûnateurs ; si au contraire A6 et CD ont des sens opposés, il en est de même de leurs projections, de sorte que les numérateur^ ont des signes contraires, ainsi que les dénominateurs ; dans tous les cas les rapports ont le même signe, et la proposition est démontrée.
Supposons que CD soit un vecteur dont la longueur est égale à Tunité, et dirigé dans le sens positif; on Tappelle quelquefois vecteur directeur ; nous avons (CD) = -h | , et l'équation (2) nous donne
pr.AB = (AB).(pr. CD);
nous voyons qu'on obtient la projection d'un vecteur en multipliant sa valeur relative par un facteur qui dépend simplement des deux axes x'x et y^y et qui est la projection du vecteur directeur.
Dans le cas des projections orthogonales, on sait que la projection d'un vecteur égal à l'unité placé sur y^y est égal au cosinus de l'angle des deux axes x'x, y^y ; nous avons donc
(3) pr. AB = (AB) X cos {x'x, y'y),
ce que nous énoncerons de la façon suivante :
La projection orthogonale sur un axe d'un vecteur parallèle à un deuxième axe est égale au produit de la valeur relative du vecteur par le cosinus de V angle des deux axes.
70. Des vecteurs dans le plan. — Soient dans un plan deux axes de projection rectangulaires x'x, y'y, se coupant en un point 0{fig. 8);
Soient Ox et Oy les demi-droites prises sur ces axes à partir de 0 dans les sens positifs. Nous convenons une fois pour toutes que pour définir la valeur relative de l'angle d'une ^ ^ demi-droite OD avec Ox, c'est-àdire le nombre (Ox, OD), on prend comme sens positif de rotation celui ^*6- 8. ^^ mouvement qui amènerait Ox à
coïncider avec Oy en décrivant un angle égal à -^ •
Dans les cas, assez rares, où l'on doit définir l'angle (0.y, OD) de la demi-droite OD avec Oy , on convient de prendre cette fois comme sens positif celui de la rotation qui amènerait Oy à coïncider avec Ox
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en décrivant Tangle - ; le nouveau sens est donc inverse du premier.
Avec ces conventions, les angles (Ox, OD) et (Oi/, OD) sont toujours complémentaires, à un multiple près de 2it.
Tout point du plan tel que A est complètement déterminé par ses projections orthogonales a , a' sur les deux axes ; de la même manière, tout vecteur est déterminé par ses projections sur x'x et y'y, puisque Ton connaît les projections de son origine et de son extrémité. Nous nous proposons d'établir les relations qui existent entre la valeur relative d'un vecteur et celles de ses projections ; ces relations restant les mêmes lorsque Ton remplace le vecteur par d'autres équipollents, il nous suffîra de considérer le cas où le vecteur a son origine au point de rencontre 0 des deux axes.
Soit D une droite dirigée indéfinie passant par 0, sur laquelle est pris un vecteur 0 A ; désignons par p la valeur relative de ce vecteur, par a l'angle (Ox, D) et par p l'angle (Oy, D), enfin par X et Y les projections de OA sur les axes. OA est la résultante d'un contour OflA dont les composantes ont pour valeurs relatives X et Y.
En appliquant la formule (3) aux projections de OA sur x'x et y'j/i nous avons les relations
(f) X = p cos a, Y = p cos p ;
de plus, le triangle rectangle Oa\ nous fournit l'équation
nous en déduisons, en remplaçant X et Y par leurs valeurs, la relation (fi; cos* a -h cos*p = 1 .
Comme a et p sont complémentaires, cette relation n'est autre au fond que l'équation fondamentale cos'a -h sin*a = 1 ; nous la mentionnons cependant parce que nous en Verrons bientôt la généralisation.
A chaque vecteur OA issu du point 0 correspondent deux nombres X et Y, valeurs relatives de ses projections sur les axes ; réciproquement à chaque système de deux nombres X et Y correspond un seul vecteur OA issu de 0 ; ces nombres déterminent en effet d'une manière unique les vecteurs Oa, Oa' portés par les axes, et le vecteur OA dont ils sont les projections. Lorsqu'on veut déterminer par le calcul le vecteur OA au moyen de X et de Y, en utilisant les for-
mules (4) et (5), le résultat se présente sous deux formes différentes ; Téquation (5) fournit en effet pour p deux valeurs p = dby^X* X Y*, et à chacune d'elles correspondent les cosinus
cos a = — , cos B = — ,
qui fixent la direction de la droite D. Ces deux formes de la solution unique du problème s'expliquent en remarquant que la direction positive sur la droite indéfinie qui porte le vecteur OA peut être choisie de deux façons: soit de 0 vers A, alors p est positif; soit dans le sens opposé, alors p est négatif.
71. Projection d'an vecteur sur une droite dirigée. — Angle de deux directions. — Soient {fig. 9) OA un vecteur donné sur une droite dirigée D, et OA' sa projection sur une seconde droite dirigée
D'. Nous désignons par p la valeur relative de OA, par X et Y ses projections sur les axes Ox et Oy, par a et p les angles de D avec ces axes et par a' et p' les angles de D' avec les mêmes axes ; nous nous proposons d'évaluer la projection de OA sur D'.
Nous avons vu que OA est la résultante d'un contour OaA dont les composantes Oa et ak ont pour valeurs relatives X et Y; d'après le théorème des projections (n^ 67), la projection de OA sur D' est égale à la somme des projections de Oa et ak sur cette droite dirigée ; mais nous avons
pr. Oa = (Oa) cos {Ox, D') = X cos a', pr. aA = (aA) cos {Oy, W) = Y cos p' ;
nous aurons par suite, en additionnant, la formule fondamentale que
nous voulions établir,
(8) pr. OA sur D' = X cos a' -h Y cos p'.
Remarquons que cette formule est encore vraie pour un vecteur quelconque égal et parallèle à OA projeté sur une droite dirigée quelconque parallèle à D'.
Fig. 9.
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Nous allons déduire de là le cosinus de Tangle des deux directions D et ly ; si nous désigaons cet angle par Y, nous avons
pr. OA sur D' = p cos V ;
d'autre part X et Y sont respectivement égaux à p cos a et f cos § ; eu introduisant ces valeurs dans la formule (8) et divisant les deux membres par p, nous avons
(9) cos V = cos a cos a' H- cos p cos p'.
Remarquons que Y est égal à a' — a, et que p et p' sont égaux à
y— « et -^ a', à des multiples près de 2iï; la formule (9) nous
donne par suite la relation
cos (a' — a) = cos a COS a' -+- sin a sin a' ,
et le changement de a en — a nous fournit la formule fondamentale d'addition des arcs en trigonométrie. Les raisonnements que nous avons employés sont du reste identiques à ceux que Ton fait pour établir eette formule fondamentale.
72. Des vecteurs dans l'espace. — Nous allons généraliser dans Tespace les considérations précédentes; nous considérons trois axes
de projections x'x, y'y, z'z se coupant en un même point 0 et formant un trièdre threctangle {fig. 10) ; Ox, Oy, Oz seront les directions positives sur ces axes.
Un point A est complètement déterminé par ses projections orthogonales a, a', a" sur les axes, car il se trouve à Tintersection de trois plans menés par ces points parallèlement aux faces du trièdre Oxyz; il résulte de là qu'un vecteur quel- Fig 10. conque de Tespace est complète-
ment déterminé par les vecteurs qui sont ses projections orthogonales sur les trois axes, car on connaît
les projections de son origine et de son extrémité. Nous ne considérerons dans ce qui suit que des vecteurs ayant pour origine le point 0 de rencontre des axes.
Soient D une droite dirigée passant par ce point, a, ^ et y les angles de D avec Ox, Oy et Oz ; soit OA un vecteur dont la valeur relative et les projections sur les axes sont respectivement p, X, Y et Z ; nous avons d'après la formule (3)
(10) X = pcosa, Y = pcosp, Z = pcosy.
D'autre part, OA peut être considéré comme la résultante d'un contour OaajA dont les composantes, égales et parallèles à Oa, Oa'y Oa'y sont égales à X, Y, Z ; c'est de plus la diagonale d'un parallélépipède rectangle dont Oa, Oa', Oa" sont trois arêtes, et nous avons
c'est-à-dire
(11) p2_x2-HY2 + Z^
nous en déduisons, en remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs, la relation suivante analogue à l'équation (C),
(12) cos* a -+- cos^ p -f- cos^ Y = 1 .
A chaque vecteur OA correspond un seul système de projections X, Y, Z ; inversement, à chaque système de trois nombres X, Y, Z correspond un seul vecteur OA issu de 0. Lorsqu'on veut résoudre la question par le calcul, la solution se présente sous deux formes, comme au n<* 70, parce que l'on peut choisir de deux manières le sens positif sur la droite indéfinie qui contient OA ; on a
= ±:V^X*-+-Y-^-f-ZS
cos a = — » cos B = — ï cos Y = — ;
à chaque signe pris devant le radical correspondent pour a, p, y des valeurs déterminant une seule droite dirigée ; aux deux signes correspondent des directions opposées.
Remarque. — Nous avons dit que pour qu'un vecteur soit nul il faut et il suffit que p soit nul; d'après la relation (11) nous pouvons remplacer cette condition par la suivante : pour qu'un vecteur soit nul,
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il faut et il suffit que ses projections X, Y, Z sur les trois axes soient séparément nulles.
73. Projection d*an Tecteur sur une droite dirigée. — Produit géométrique de deux vecteurs. -:Angle de deux directions. — Soient
(fig* il) OA un vecteur donné sur une droite dirigée D, et OA' sa projection sur une autre droite dirigée D'; désignons par p la valeur relative de OA, par X, Y, Z ses projections sur les axes Ox, Oy, Oz, par a, p, Y les angles de D, et par a', p', y' ceux de D' avec ces axes ; nous nous proposons de déterminer la projection de OA sur D'.
Comme nous Pavons vu, OA est la résultante d'un contour OaaiA dont les composantes ont pour valeurs X, Y et Z ; d'après le théorème des projections, nous avons
pr. OA = pr. Oa -4- pr. aoi -f- pr. a,A ; mais nous savons que Ton a, en projetant sur D',
pr. OA = (Oa) cos (Ox, D') = X cos a', pr. aa, = {aa^) cos (Oy, D') = Y cos p', pr. fliA = (fliA) cos (Oz, D') = Z cos y' ;
nous en déduisons la formule fondamentale que nous voulions établir, (13) pr. OA sur D' = X cos a' -h Y cos p' -h Z cos y'.
Remarquons que cette formule e^t encore vraie pour un vecteur quelconque égal et parallèle à OA projeté sur une droite dirigée quelconque parallèle à D^
On appelle jDroc/aiï géométrique intérieur^ ou simplement /^rocfuK*/ géométrique de deux vecteurs le produit de la valeur relative d'un de ces vecteurs par la projection de l'autre sur la droite dirigée qui porte le premier. Comme ce produit reste le même lorsqu'on remplace les vecteurs par d'autres équipoUents, on peut supposer que les deux vecteurs donnés aient pour origine le point 0.
Soient OA et OA' les deux vecteurs, portés par les droites dirigées D et D'; conservons pour OA les notations précédentes et désignons par p\ X\ Y', T les valeurs relatives de OA' et de ses projections. Le produit de p' par la projection de OA sur IV est égal à
p'(X cos «' -f- Y cos p' H- Z cos y') ;
en remplaçant p' cos a ', p' cos p', p' cos / par X', Y', Z\ nous voyons que le produit cherché, produit que nous désignerons par (OA . OA'), a pour valeur
(14) (OA . OA') = XX' -f- YY' -f- ZZ' ;
la symétrie du résultat nous montre qu'il est le même quel que soit celui des vecteurs qu'on projette sur la droite portant Tautre.
Nous allons déterminer Tangle des deux directions D et D', angle que nous désignerons par Y ; nous savons que Ton a
pr. OA sur D' = p cos V ;
d'autre part X, Y, Z ont pour valeurs, d'après les formules (10), pcosa, pcosp, pcosy; en introduisant ces valeurs dans l'équation (13) et divisant les deux membres par p, nous avons la formule cherchée,
(15) cos V = cos a cos a' + cos p cos p' -h cos y cos y' ;
elle a, comme on le voit, la même forme que la formule (9).
Pour que les deux directions soient rectangulaires, il faut et il suffit que cos V soit nul, c'est-à-dire que l'on ait
(16) cos a cos a' -h cos p COS p' -h cos Y cos y' = 0.
74. Somme géométrique. — On appelle somme géométrique de plusieurs vecteurs la résultante d'un contour polygonal dont les composantes sont éqnîpoUentes aux vecteurs donnés. Sans nuire à la gênératité, on peut remplacer les vecteurs donnés par d'autres équipollents et supposer qu'ils aient tous pour origine le point 0 ; considérons par exemple trois vecteurs OA, OB, OC {fig, 12); pour déterminer leur somme, on prend à partir de l'extrémité d'un premier vecteur OA un vecteur AB' équipoUent à OB, puis à partir de B' un vecteur B'C équipollent à OC ; OC est la somme cherchée ; on peut la remplacer par tout autre vecteur équipollent à OC
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Nous allons déterminer cette somme en évaluant ses projections
sur trois axes rectangulaires Ox, Oy^ 0% passant par le point 0 ; chacune d'elles est égale à la somme des projections des composantes sur le même axe, mais les projections des composantes sont précisément égales à celles des vecteurs donnés OA, OB, OC. Si nous désignons les projections de OA sur les axes par X| , Y^ , Zi , celles de OB par X3, Ys, Z2, celles de OC par X3 , Y3 , Zs et celles de la somme par X, Y, Z, nous avons, en projetant successivement sur Ox^ 02^ et O2 les composantes du contour et sa résultante, kff trois éqoatioDS
Fig. 12.
X = X|-|-Xs + X, = 2Xt, Y=Y,+Ya + Y, = 2Y|, Z = Zi -+- Za 4- Zs = 2Z, .
Les valeurs de X, Y, Z ainsi trouvées permettent de déterminer la somme géométrique cherchée soit géométriquement soit analytiquement ; la grandeur de la somme est donnée par Téquation
(18) p = -+- A« + Y» -4- Z» = -4- V/(2X0* -f- {LYiY + (XZ.)* , et sa position est déterminée par les équations
cos a = — >
cosp = -
cos Y = -
Comme les seconds membres des équations (17) ont la même valeur quel que soit Tordre des termes dont on fait la somme, nous en concluons que la somme géométrique de plusieurs vecteurs est indépendante de Tordre de succession des composantes du contour polygonal dont elle est la résultante.
Pour que la somme de plusieurs vecteurs soit nulle, il faut et il suiBt que le contour polygonal dont elle est la résultante soit fermé ; d après la remarque du n** 72, il faut et il suffit que Ton ait
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75. Proiection d'une aire plane. — La projection orthogonale sur un plan P d'une aire polygonale contenue dans un plan P' est égale au produit de celte aire par le cosinus de' Vangle aigu formé par les deux plans.
Nous allons démontrer ce théorème dans le cas d'un triangle ABC [fig. 13) dont la base BC est parallèle au plan P de projection; sa
hauteur AH est une ligne de plus grande pente du plan P' du triangle, et se projette suivant la hauteur ah du triangle projection abc ; en écrivant que l'on a
^ CBxAH
pr. S ^= 5 :
bcXah = —2 —
et
et remarquant que Ton a
a/i-:AIIcos(P, P';,
hc = ne
on trouve bien la relation
pr.S-^Sxcos(P, F).
Le théorème que nous venons de démontrer pour un triangle s'étend immédiatement à une aire polygonale quelconque, puisqu'on peut toujours la décomposer en triangles ayant un côté parallèle au plan de projection, et qu'il s'applique à chacun de ces triangles.
Remarquons que l'angle aigu formé par les normales aux plans P et F est égal à l'angle de ces deux plans ; on peut donc encore écrire,' en désignant par (N, ÎS') l'angle aigu de ces normales,
pr. S = Sxcos(N, N').
76. Coordonnées dans le plan. — Nous nous proposons de représenter géométriquement les états d'une ou de plusieurs grandeurs; nous ne nous occuperons que des grandeurs mesurables susceptibles d^étre comptées dans un seul sens, comme une masse ou une pression barométrique, ou bien dans deux sens opposés, comme les longueurs parcourues par un mobile se déplaçant sur une droite à partir d'un point donné dans un sens ou dans l'autre, les intervalles de temps comptés à partir d'un instant initial, etc.
Chaque état d'une pareille grandeur est complètement caractérisé par un nombre relatif; les grandeurs les plus simples de cette espèce sont les vecteurs comptés sur une droite dirigée, à partir d'une même origine. En raison même de la simplicité de leur étude, où le calcul trouve une aide commode dans la représentation géométrique, on est amené à représenter géométriquement les divers états d'une ou de plusieurs grandeurs ou les nombres qui les caractérisent de la façon suivante :
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une seule grandeur; sur une droite dirigée 3^x {fig. 14), prenons une origine 0; à tout nombre
relatif a correspond, à une échelle
--: »- ' **;. déterminée, un seul vecteur OA, et
Pj II un seul point A de l'axe qui est
l'extrémité de ce vecteur; on dit
que A est le point représentatif du nombre a. Inversement, à tout
point A de x'x correspond un seul nombre relatif qui est la valeur du vecteur OA ; ce nombre est appelé Y abscisse du point A.
Considérons maintenant deui grandeurs dépendant Fune de l'autre,
de façon qu'au nombre a caractérisant la première corresponde le nombre 6 caractérisant la seconde:
prenons deux axes x'x, i/'i/ se coupant en un point 0 {fig, 15) ; choisissons sur chacun d'eux ce point comme origine et les sens Ox, Oy comme sens positifs. Aux nombres p. jg a et 6 correspondent sur x'x un
point A et sur y'y un point B tels que (OA) = a, (OB) = 6 ; si nous menons par ces points des parallèles aux axes, elles se coupent en un seul point M ; on dit que M est le point représentatif du système des deux nombres a, 6.
Inversement, étant donné un point M du plan, les parallèles aux axes, MA et MB, font correspondre à ce point M un seul point A sur x'x et un seul point B sur y'y , et par suite un seul système de deux nombres relatifs a, b qui sont les valeurs des vecteurs OA et OB. Ces deux nombres sont appelés les coordonnées du point M ; le premier est dit Vabscisse et est souvent représenté par x, le deuxième est dit Torc/onn^e et est souvent représenté par y ; les deux axes sont appelés axes de coordonnées, le premier, axe des x et le deuxième, axe des y.
Les coordonnées que nous venons de définir sont dites cartésiennes, du nom de Descartes qui en a fait usage le premier ; elles sont dites rectangulaires ou obliques suivant que les axes sont perpendiculaires ou non ; nous n'emploierons que des coordonnées rectangulaires, sauf dans des cas tout à fait particuliers. Nous ferons remarquer que les échelles de longueurs adoptées sur les deux axes peuvent être différentes Tune de l'autre dans la représentation graphique des grandeurs ; on les suppose cependant identiques en géométrie analytique.
77. Usage des coordonnées. — Représentation des lignes. — Nous examinerons les différents cas suivants :
1« Cas. — On donne une relation entre deux variables x et y.
qui sont par exemple les mesures correspondantes de deux grandeurs dépendant Tune de Tautre. Supposons que cette relation soit
nous donnerons à x une suite de valeurs particulières et nous calculerons les valeurs correspondantes de y ; nous en formerons un tableau tel que le suivant :
et nous construirons les points dont les coordonnées sont les couples de valeurs correspondantes ; une feuille de papier quadrillé dont Técar-
tement des traits représente Tunité de longueur peut être employée avantageusement pour cet usage.
Nous construirons ainsi {fig. 16) les points A, B, C, D, E, F, G; nous pourrions en obtenir autant d'autres que nous voudrions en donnant à X des valeurs intermédiaires ou bien plus grandes que celles du tableau ; nous vérifierons sans peine qu'à des valeurs de x très rapprochées, par exemple <$roissant de* centième en centième, correspondent des valeurs de y très rapprochées, et nous concevons que si x varie d'une valeur à une autre en passant par toutes les valeurs intermédiaires, les points obtenus constitueront une ligne continue ; nous sommes ainsi amenés à faire passer un trait continu aussi régulier que possible par les points A, B, C, D, E, F et G. Cette ligne, dont on peut trouver exactement, 4M>mme nous l'avons dit, autant de points que l'on veut, représente graphiquement l'équation donnée ou la loi dont elle est la traduction.
2* Cas. — Pour rechercher inversement la formule qui régit un phénomène, par exemple la variation du coefficient de solubilité d'un VoGT. — Math. sup. 8
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sel avec la température, on fait un certain nombre d'expériences, on note chaque fois les mesures correspondantes des deux grandeurs dont on étudie la dépendance, puis on marque sur un papier quadrillé les points dont ces couples de valeurs sont les coordonnées.
Comme nous avons le sentiment que les phénomènes naturels sont régis par des lois simples, et que les effets doivent varier d'une manière continue si les causes varient elles-mêmes d'une manière continue, nous sommes amenés à représenter par un trait continu la relation que nous cherchons. Si les mesures des grandeurs sont faites rigoureusement, ce trait doit passer par tous les points déterminés ; mais nous ne sommes jamais certains de l'exactitude absolue des mesures, et nous supposons toigours qu'elles peuvent présenter de petites erreurs dont les limites dépendent des instruments employés ; nous sommes ainsi conduits à tracer une ligne continue aussi régulière que possible passant par les points obtenus ou s'en écartant très peu, et nous disons qu'elle représente la loi cherchée de la façon la plus probable. Nous concevons même qu'elle la représente plus exactement que les expériences faites et que si un des points s'écarte trop du trait régulier, c'est que l'expérience qui l'a fourni est entachée d'une erreur trop considérable.
La ligne représentative de la loi d'un phénomène est quelquefois tracée automatiquement par un appareil enregistreur, et c'est ce qui arcive en particulier lorsque l'une des grandeurs variables est une longueur ou le temps.
Lorsque l'on a ainsi construit la ligne représentative d'une loi, on peut s'en servir pour rechercher l'expression analytique de cette loi ; c'est réquation qui relie les abscisses et les ordonnées des points de la courbe. On écrit pour cela une équation entre x et y, de la forme la plus probable, et dont les termes renferment des coefficients encore indéterminés ; on écrit que cette équation est satisfaite par les valeurs numériques des coordonnées d'un certain nombre de points de la courbe et l'on a de cette façon des relations qui permettent de calculer les coefficients laissés indéterminés.
Lorsqu'ils sont tous connus, et qu'on a trouvé entre x et y une équation dont tous les coefficients sont déterminés numériquement, on construit inversement, pour toutes les valeurs possibles des coordonnées, la courbe représentée par cette relation, et l'on vérifie si elle est sensiblement identique à la courbe donnée ; si elle s'en écarte trop
dans certaines de ses parties, on change la fonne de Téquation choisie e&tre x et y, ou bien l'on igoute des termes correctifs à Féquation déjà formée. C'est ainsi que Ton opère dans les sciences expérimentales, par exemple dans Tétude des dilatations, de la conductibilité, etc. Lorsque les phénomènes que Ton étudie ne sont régis par aucune loi simple, on se contente de déterminer comme précédemment des points particuliers et de joindre chacun d'eux au suivant par une ligne droite; on obtient de cette façon une ligne brisée. C'est ainsi qu'on représente la variation journalière de la mortalité, ou la variation annuelle des importations et des exportations, etc.
3« Cas. — Nous venons de voir que toute équation entre x et y donne lien à une ligne dont tous les points ont des coordonnées satisfaisant à cette équation. Inversement, si l'on considère une ligne, telle que la circonférence, la parabole, etc., définie cette fois par une propriété géométrique commune à tous ses points, cette propriété sert à former une équation entre x et y, et l'on dit que cette équation représente la ligne considérée.
Pour donner un exemple, considérons une circonférence de rayon R ayant pour centre l'origine 0 des coordonnées rectangulaires {fig- 17); soient (OP) = a; et (OQ)==y les coordonnées d'un point
quelconque M de cette courbe ; la relation OF*+ÛQ* = OH* nous donne immédiatement la suivante :
(1) x^-+-y^ = Ii^:
c'est l'équation qui représente la circonférence.
Quelquefois on exprime les deux coordonnées de chaque point de la ligne au moyen d'une quantité variable que l'on appelle un paramètre ; en appelant par exemple 9 l'angle (Ox, OM) dan^ la figure précédente, on a
{ X = (0P) = RC0SQ,
^■'^ ( i/ = (OQ) = Rsincp.
Lorsque l'on a deux équations telles que les précédentes, et qu'on
Fig. 17.
en forme une combinaison qui ne renferme plus le paramètre, on dit qu*on élimine ce paramètre ; la nouvelle équation, qui ne renferme plus comme variables que x et y, est l'équation de la ligne. Dans Texemple précédent, si Ton élève au carré les deux membres des équations (2) et si Ton ajoute, on retrouve Féquation (1).
Les propriétés des lignes définies géométriquement peuvent être mises en évidence par des calculs algébriques effectués sur les équations qui les représentent ; ces calculs sont soumis à des règles simples dont Tensemble constitue la géométrie analytique proprement dite ; c est ainsi que cette géométrie est Tétude des figures par les procédés de Tanalyse.
78. Coordonnées des points d*une droite. — Équation d'une droite. — Distance de deux points. — Il résulte de la définition des coordonnées X et 2/ d'un point M {fig. 18) qu'elles sont identiques aux projections (OP) et (OQ) sur les deux axes du vecteur OM ; remarquons encore, comme nous l'avons fait au n** 70, que OM est la résultante d'un contour OPM dont les composantes sont égales à X et y ; ce contour OPM est appelé contour des coordonnées du point M.
Soit D une droite du plan ; nous supposons qu'on connaisse les coordonnées (xq, yo) à*un point particulier Mo de cette droite, ainsi que l'angle a que fait avec Ox une direction positive choisie sur elle ; nous nous proposons de déterminer les coordonnées (x, y) d'un point quelconque M de la droite au moyen de la valeur relative p = (MoM) du vecteur MoM.
Le vecteur OM est la résultante du contour OMoM ; écrivons que sa projection sur un quelconque des axes est égale à la somme des projections des composantes ; les projections de OM sont x et y , celles de OMo sont Xo et yo ; enfin celles de MoM sont p cos a et p sin «; nous avons par suite les équations :
Sf
Fig. 18.
= Xo -h p cos «, yo + p sin a.
Telles sont les expressions des coordonnées du point M en fonction de p qui est le paramètre variable lorsque M varie sur la droite D ; nous obtiendrons Téquation de cette droite en éliminant p entre les deux équations (3) ; si nous les écrivons sous la forme
(4) pcosa = x-"Xo, psina = y — yo, nous en déduisons Téquation cherchée, qui est
(5) (x — Xo) sin a — {y — y©) cos o = 0.
Cette équation est du premier degré par rapport aux coordonnées x et y d'un point quelconque M de la droite ; nous exprimerons ce résultat en disant qu'âne droite est représentée par une équation du premier degré.
Remarquons que les premiers membres des équations (4) représentent les projections du vecteur MqM ; nous déduisons de ces équations le théorème suivant : Les projections d'an vecteur sur les axes sont respectivement égales à la différence des abscisses et à la différence des ordonnées de l'extrémité et de l'origine de ce vecteur.
Enfin si nous ajoutons membre à membre les carrés des équations [k) nous avons
p* = (x — Xo)* + (y — y«)«;
c'est la formule qui donne le carré de la distance des deux points Mo, M.
79. Ordre d*nne ligne algébrique. — On appelle ligne algébrique une ligne dont Féquation renferme les coordonnées sous un nombre fini de symboles d'opérations algébriques : addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances, extraction de racines. En faisant disparaître les radicaux, chassant les dénominateurs et faisant passer tous les termes dans un même membre, on peut toujours ramener l'équation de la ligne à la forme
où f est un polynôme entier par rapport à x et y ; le degré de ce poly- '
nome s'appelle ordre de la ligne algébrique. I
Lorsque les coordonnées des points d'une ligne sont des fonctions I
algébriques d'un paramètre, cette ligne est algébrique, car l'élimination du paramètre fournit une équation algébrique entre x et y .
Les lignes qui ne sont pas algébriques sont dîtes transcendantes. Il est essentiel de mettre Téquation d'une ligne algébrique sous forme entière pour trouver son ordre ; si Ton considère par exemple la ligne représentée par Téquation
il faut élever d'abord au carré les deux membres, ce qui donne
«-f-y-f-2v/^=l, puis faire disparaître le dernier radical, ce qui donne
pour rendre l'équation entière ; on voit alors que la ligne qu'elle représente est du second ordre.
Remarquons à ce propos que toutes les valeurs de j; et ^ satisfaisant à l'équation (8) ne satisfont pas à l'équation donnée (7), si l'on y considère les radicaux comme positifs ; l'équation (7) ne représente qu'une partie de la ligne totale représentée par (8). En géométrie analytique, on considère toujours la ligne totale représentée par l'équation mise sous forme entière.
L'ordre d'une ligne algébrique est égal au nombre de points de rencontre, réels ou imaginaires, de cette ligne avec une droite quelconque ; pour le démontrer, supposons que la ligne soit représentée par une équation telle que (6) entière et de degré m par rapport à x et j^, et qu'on la coupe par une droite D définie comme au n® précédent, les coordonnées d'un point M de cette droite étant exprimées par les équations (3). Pour que le point M appartienne à la fois à la droite et à la ligne, il faut et il suffît que l'équation (6) soit satisfaite par les valeurs (3), c'est-à-dire que Ton ait
(9) /"(xo -h p cos a , ^0 -H p sin a) = 0.
Cette équation est de degré m par rapport à p , et nous verrons plus tard qu'elle a m racines réelles ou imaginaires ; à chacune d'elles correspond un vecteur MqM dont l'extrémité est à la fois sur la droite et sur la ligne ; celle-ci est donc coupée par la droite en autant de points qu'il y a d'unités dans le degré de l'équation (6), c'est-à-dire dans l'ordre de la ligne.
Si l'équation (9) était satisfaite par plus de m valeurs de p , elle
le serait pour toutes les valeurs de cette inconnue, et par suite tous les points de la droite D feraient partie de la ligne donnée.
La ligne représentée par une équation du premier degré est du premier ordre, par suite elle n'est rencontrée par une droite quelconque qu'en un seul point ; si une droite D la rencontrait en deux points, l'équation analogue à (9) aurait deux racines, et d'après la remarque que nous avons faite, tous les points de la droite D feraient partie de la ligne. Ces propriétés indiquent que la ligne donnée est elle-même une droite ; nous pouvons donc énoncer le résultat suivant, qui est la réciproque de celui que nous avons donné dans le n^ précédent :
Toute équation du premier degré représente une droite.
80. Coordonnées polaires. — On peut utiliser d'autres systèmes de coordonnées que celui que nous avons indiqué pour déterminer la position d'un point dans le plan ; le plus employé après le système cartésien est celui des coordonnées polaires.
Par un point 0 appelé origine ou pôle {fiff. 19), on fait passer une droite dirigée Ox appelée axe polaire, et l'on choisit un sens positif pour les angles, ordinairement le sens trigonométrique ; pour déterminer un point M, on donne un angle 6 = (Oa:, D) fixant une droite dirigée D passant par M, et la valeur relative p du vecteur OM sur cette droite ; 6 est appelé angle polaire et p rayon vecteur.
A chaque système de valeurs de 6 et de p correspond un seul point M ; mais à un point M correspondent une infinité de valeurs des coordonnées polaires ; si pi est la valeur absolue du vecteur OM et a l'angle unique compris entre 0 et 27c formé par OM avec Ox, tous les systèmes de coordonnées polaires du point M sont compris dans les deux formules
Fig. 19.
A* étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.
• = a-4-2Air,
Toute relation entre p et 6 représente une ligne, et réciproquement ; par exemple une circonférence ayant un diamètre OA = a dirigé suivant Taxe polaire [fig. 20) est représentée par Téquation
p = a cos 6 .
On passe des coordonnées polaires Fig. fo. aux coordonnées cartésiennes ou inver-
sement de la façon suivante : en choisissant Oy faisant avec Ox Tangle + ô ^ ^^^ coordonnées cartésiennes
de M sont
os = p cos 6 , y = p sin 6 ;
inversement, on a
p = d:V/a:*-hy*, cosô = — i sinô=^;
par exemple, Téquation donnée en coordonnées polaires pour la circonférence de diamètre OA se transforme en la suivante jA^yt — ax^=^ 0.
Suivant les cas, Téquation d'une ligne est plus simple dans un système de coordonnées que dans l'autre ; il est toutefois nécessaire de former Téquation en coordonnées cartésiennes d'une courbe algébrique lorsqu'on veut se rendre compte de son ordre.
8i« Génération des lignes planes. — On appelle lien géométrique Tensemble des points qui répimdent à une même définition ; cette définition consiste ordinairement soit dans Fénoncé d'une propriété qui est commune à tous les points du lieu, soit dans un mode de construction qui permet d'obtenir autant de ces points que Ton veut.
Un lieu peut être formé de points isolés, ou bien de tous les points d'une certaine aire, ou encore de lignes ou de portions de lignes; nous n'examinerons que ce dernier cas, qui est le plus habituel en géométrie analytique. La manière de représenter un lieu géométrique dépend de son mode de définition. Nous allons examiner les cas usuels.
f* Lorsqu'on donne la propriété conmiune à différents points, et qu'elle se traduit par une relation entre les coordonnées de l'un quel-
conque d'entre eux, cette relation constitue Téfuation du lieu ; c'est ainsi que nous avons obtenu Féquation d'une circonférence ayant son centre à Torigine (n^ 77).
.2^ Un autre cas qui se présente souvent est le suivant : supposons que la forme ou la situation d'une ligne L dépendent de la position d'un point M du plan ; comment doit être choisi ce dernier pour que la ligne L satisfasse à une condition donnée? Pour résoudre cette question, on écrit l'équation de la ligne L ; les coefficients de cette équation dépendent des coordonnées du point M ; on exprime ensuite que la ligne L satisfait à la condition donnée, ce qui se traduit par une relation entre les coefficients de son équation. Cette relation, qui renferme les coordonnées du point M , est l'équation du lieu de ce point.
Ce procédé s'applique aux coordonnées polaires aussi bien qu'aux coordonnées cartésiennes ; supposons par exemple que l'équation d'une droite en coordonnées cartésiennes soit
a:^ et j/o désignant les coordonnées d'un point M; lorsque cette droite est assujettie à passer par le point de coordonnées 2,2, le lieu du point M est représenté par l'équation
2a:J+2yî~8 = 0,
obtenue en remplaçant x et y par 2 dans l'équation de la droite.
3^ Plaçons-nous dans le cas où chacun des points du lieu résulte d'une construction donnée ; la traduction de cette construction par le calcul fournit souvent l'équation du lieu. Pour donner un exemple, étant donnés une ligne L, un point 0 appelé pôle d'inversion, un nombre constant p appelé puissance, si l'on porte sur la droite joignant le p^le à un point quelconque M de L un vecteur OM' tel que l'on ait
OM . OM' =p,
le Eeu du point M' est appelé V inverse de la ligne L.
En supposant la ligne donnée rapportée à des axes ayant pour origine le pôle 0 , et représentée en coordonnées polaires par l'équation p = f[^) , et en désignant par p' le rayon vecteur du point M', nous avons constamment o^' — p^ de sorte que l'équation de la ligne inverse
4* II arrive souvent que chaque point M d'un lieu géométrique est déterminé comme intersection de deux lignes L et L' ; ces lignes venant à varier simultanément, le point M se déplace en décrivant le lieu cherché. Par exemple, le lieu du sommet M d'un angle droit dont les cdtés passent par deux points iîxes A et B est Tensemble des points M tels que chacun d'eux soit l'intersection d'une droite passant par A et de la perpendiculaire à cette droite passant par B. Pour déterminer anaiytiquement un lieu ainsi défini, nous écrirons les équations des deux lignes L et L' rapportées à un même système d'axes ; nous supposerons pour fixer les idées que l'on emploie les coordonnées cartésiennes a; et y, mais les raisonnements que nous allons faire s'appliqueraient également à d'autres systèmes de coordonnées. Les équations de L et h' doivent contenir un paramètre variable, et être de la forme
(il) f{^,y,a) = 0, o[x,y,a) = 0,
a désignant le paramètre ; les coordonnées du point M commun aux lignes qui correspondent à une même valeur de a sont alors les solutions X et y communes aux équations (if).
Si nous résolvons ces équations par rapport à x et y, nous avons les expressions des coordonnées de M au moyen du paramètre a, et lorsque a varie, nous obtenons les différents points du lieu cherché. Si nous voulons obtenir l'équation de ce lieu, il faut, comme nous l'avons dit au n® 77, éliminer a entre les expressions trouvées pour x et y, ou bien, ce qui est plus simple, entre les équations (il) qui servent à définir ces coordonnées.
Il peut se faire que les équations des lignes L et L', dont l'intersection est un point M du lieu, dépendent de deux paramètres variables a et b, liés par une équation particulière ; les points du lieu sont alors définis par un système d'équations tel que
Ce cas ne diffère pas du précédent, car nous pouvons supposer que l'on tire b de la dernière relation en fonction de a et qu'on porte la valeur trouvée dans les deux premières ; nous sommes alors ramenés à un système de deux relations analogues à (il).
Nous aurons l'équation du lieu en éliminant a entre les deux rela-
iioûs
^insi formées ou, ce qui revient au même, en éliminant o et 6
^^*^ les trois relations (!2)
^omple, — Cherchons le lieu du point de rencontre de deux
droites OM et AM {fiff. 21), Tune passant par l'origine, Tautre par un point Â de Taxe des x, d'abscisse Xo, de telle sorte que Tangle {kx, AM) soit le double de l'angle (Ox, OM).
Si nous désignons par a l'angle de OM avec Ox, nous avons comme équations des droites OM et AM , d'après la formule (5) du n*» 78,
Fig. 21.
C xsina — ycosa = 0, ^ { {x — Xo) sin 2a — y cos
cos2a = 0.
Nous aurons l'équation du lieu du point M en éliminant a entre ces deux équations, ou bien encore en les écrivant sous la forme
a:tg(x — y =0, (x — Xo) tg2a — y = 0,
et les eoDsidérant comme renfermant les paramètres tga et tg2«, ces paramètres étant reliés par la relation
2tga
tg2a
tg*a
En portant dans cette équation les valeurs de tg a et tg 2a tirées des précédentes, nous aurons l'équation du lieu ; rendue entière, elle s'écrit
y{x^^y^ — 2xox)^0,
et se décompose en deux autres :
!• y = 0, qui représente l'axe desx; cette solution correspond au cas où a est nul, car les droites AM et OM sont confondues avec l'axe Ox et ont en commun tous les points de cet axe ; 2" l'équation
aj2 -f. y 2 — 2xoX = 0 ;
d*après ce que nous avons dit dans le numéro précédent, celle-ci représente la circonférence tangente à l'origine à l'axe Oy, et de diamètre 2xo; elle a pour centre le point A.
82. Équation d'une droite donnée. — Coefficient angulaire. — Nous airons démontré aux numéros 78 et 79 qu'une droite est représentée par une équation du premier degré entre les coordonnées x et j/ d'un quelconque de ses points, et réciproquement ; nous allons résoudre les problèmes suivants: f^ former Téquation d'une droite définie géométriquement ; 2^ construire une droite d'équation donnée.
Occupons-nous du premier problème, et examinons différents cas.
1« Cas. — On donne un point Mo de là droite, et l'angle a que fait avec Ox une direction positive choisie sur elle.
C'est le cas que nous avons déjà examiné ; nous avons vu que les
Coordonnées d'un point quelconque M de la droite {fig. 22) s'expriment en fonction de la valeur relative p du vecteur MqM par les équations
(!) a: = Xo -h p cos a,. i/ = yo + psina,
et l'élimination de*p nous a conduits à l'équation
(2) [x — a?o) sin a — (y — y©) cos a = 0.
Fig. 22. Si cos a n'est pas nul, c'est-à-dire
si la droite n'est pas parallèle à Oy, nous pouvons résoudre cette équation par rapport à y, et l'écrire
(3) y=:xtga + (yo — arotga).
On a rhabltude de représenter par m le coefficient de x, et par h le terme constant dans le second membre, de sorte que Ton écrit Vécpiation (3) sous la forme.
(4) y = mx-+-A;
m est appelé coefficient angulaire de la droite ; il est égal à tg a ; A est appelé ordonnée à Vorigine de la droite ; il est égal à Tordonnée de son point de rencontre B avec Taxe des y, car on obtient Tordonnée de ce point en remplaçant Tabscisse x par zéro dans Téquation (4), et celle-ei donne alors y = h,
Nous pouvons remarquer que le coefficient angulaire d'une droite ne dépend pas de la direction positive choisie sur cette droite, car à deux directions opposées correspondent pour oc des valeurs différant entre elles de ir, et m=:tg(z ne change pas de valeur; il est donc inutile dans Tétude d*une droite représentée par Téquation (4) de considérer cette droite comme dirigée. Toutes les droites parallèles entre elles ont même coefficient angulaire ; si Ton trace par Torigine une parallèle à uçe droite, et si cette parallèle passe dans Tangle xOy et dans Tangle opposé par le sommet, m est positif; si au contraire elle passe dans les deux autres angles, m est négatif.
Si nous introduisons dans Téquation (2) le coefficient angulaire m, elle s'écrit sous la forme
(5) y—yo — mix — xo);
telle est Téquation d'une droite passant par un point de coordonnées (^t }/•) ^t ayant un coefficient angulaire donné.
Cas partâcoliers. — Si la droite passe par Torigine, nous pouvons prendre pour Mo le point 0, de telle sorte que x^ et y^ soient nais ; l'équation prend alors la forme
y =zxigaL ou y = mx ;
elle est homogène en x et y.
Si la droite est parallèle à l'axe des x, sin a est nul et l'équation prend la forme
de même si la dnile est parallèle à Taxe des i/, cos a est nul et Téquation prend la forme
En particulier Taxe des x est représenté par Téquation y = 0 e% Taxe des y par Féquation a; = 0.
2* Cas. — On donne deux points Mo et M 1 4e la droite ; soient {x^ , yo) et {xi , yt) les coordonnées de ces deux points; pour former Téquation de la droite, nous écrirons d'abord Féquation d'ime droite passant par le point Mo et ayant un coefficient angulaire m ; c'est Féquation (5) ; puis nous déterminerons m par la condition que le point M« soit sur la droite, c'est-à-dire que Féquation précédente soit satisfoite par Xf^ yi , ce qui donne
d'où
Xi — «0
en remplaçant m par cette valeur dans Féquation (5), nous obtenons Féquation cherchée, que nous pouvons écrire
Nous pourrions vérifier que cette équation est identique à la suivante
Xq yo 1=0,
dont le premier membre est écrit sous forme de déterminant.
Cas particulier. — On donne l'abscisse a du point A où la droite coupe Faxe des x, et Fordonnée b du point B où elle coupe Faxe des y. Pour avoir Féquation de la droite, il suffit de faire dans Féquation précédente Xq = a, yo = 0, Xj = 0, yi = b ; nous trouvons ainsi une équation qu'on peut écrire sous la forme simple
8S. Constiniction d'une droite dont on donne Téquation. — OccupoD5-nous du deuxième problème. Toute équation du premier degré entre a? et y peut s'écrire sous la forme générale
(8) Kx-h-By-^C^O;
nous nous proposons de construire la droitequ'elle représente, et nous allons examiner différents cas suivant la nature des coefficients ; les deux premiers ne sont pas nuls en même temps.
1" Cas. — L'un des coefficients A ou B est nul ; par exemple si A est
nul, Féquation donne y = — g- , et elle représente une parallèle à
Taxe des x^ d'ordonnée égale à la valeur constante de y; de même
si B est nul, l'équation donne x = et elle représente une pa-
railèle à l'axe des y, d'abscisse égale à la valeur constante de x.
2* Cas. — Le terme constant C est nul ; l'équation est homogène et est satisfaite par les coordonnées de l'origine ; elle représente une droite passant par le point 0. Pour la construire, il suffit de déterminer un autre quelconque de ses points, par exemple celui dont l'abscisse est égale à l'unité ; l'équation (8) permet de calculer son ordonnée ; on peut par suite construire ce point et il suffît de le joindre à l'origine.
3* Cas. — Aucun des coefficients n'est nul. Pourconstruire la droite, nous déterminerons les points A et B où elle rencontre les deux axes ; le premier a une ordonnée nulle, et son abscisse, fournie par l'équation
r (8}, a pour valeur x = ; le deuxième a une abscisse nulle, et son
A C ordonnée a pour valeur y = — — •
Considérons par exemple la droite représentée par l'équation (9) 3x — 2y-h(i = 0;
les coordonnées du point A où elle coupe Ox sont y = 0, a: = — 2,
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et celles du point B où elle coupe Oj( sont x = 0, y = 3 ; la droite est complètement déterminée par ces deux points.
Remarque. — Dès que B n'est pas nul, quels que soient A et C, nous pouvons résoudre Téquation (8) par rapport à y y sous la forme
nous mettons ainsi en évidence le coefficient angulaire m = — -^ et
Tordonnée à Torigine — -^^^ 1a droite; le premier permet de déter-
miner Tangle a que fait avec Ox une direction quelconque prise sur la
droite, par l'équation tga = m ; Tordonnée à Torigine fournit un point
particulier de la droite. Dans tous les cas, le coefficient angulaire et
V ordonnée à V origine sont le coefficient de x et le terme connu dans
l'équation résolue par rapport à y.
Par exemple, en résolvant Téquation (9) par rapport à y, nous
avons
le coefficient angulaire est égal à -^ , et Tordonnée à l'origine égale à 3.
Il faut bien remarquer que la situation d'une droite dans le plan dépend uniquement des coefficients de son équation, et nullement de X et y ; ces deux variables sont des auxiliaires de calcul que l'on appelle souvent coordonnées courantes lorsque le point qu'elles déterminent reste variable.
L'équation d'une droite sert, d'une part, par ses coeflScients, à fixer la position de cette droite ; d'autre part elle sert à calculer les coordonnées de certains points choisis sur elle, ces coordonnées étant toujours liées par l'équation; si l'on donne par exemple l'abscisse X = 2 d'un point de la droite représentée par l'équation (9), l'ordonnée de ce point est égale à
84. Droites parallèles. — Intersection de deux droites. — Des
-droites parallèles ont même coefficient angulaire et réciproquement ; pour que deux droites représentées par les équations générales
^^"^ A'xH-B'i/+C' = 0
soient parallèles, il faut et il suffît que l'on ait
Les coordonnées du point commun à deux droites sont les valeurs <ie a; et de 2^ qui satisfont à la fois aux équations de ces deux droites ; il suffit donc, pour les trouver, de résoudre un système d'équations du premier degré à deux inconnues, comme nous Tavons fait au n"" i. Inversement, pour résoudre graphiquement deux équations du premier degré, on construira les deux droites représentées par ces équations, et on évaluera les coordonnées de leur point commun.
Supposons que les droites soient représentées par les équations générales (10) ; si AB' — BA' n'est pas nul, il existe une solution et tme seule, et les droites ont un seul point commun. Si AB' — BA' est nul, le système est impossible ou indéterminé. Ce dernier résultat est
A B facile à interpréter, car la condition AB' — BA' == 0 entraîne y7 = -57
et elle exprime que les deux droites données sont parallèles ou confondues ; elles n'ont alors aucun point commun ou en ont une infinité. L'équation
(Aa;4~By-hC)4-A(A'x-+-B'i/-hC') = 0
représente, lorsque Ton donne à X différentes valeurs, des droites qui passent toutes par le point commun aux deux droites données.
85. Angle de deux droites. — Droites perpendiculaires. — Nous avons vu au n® 71 comment on détermine par son cosinus l'angle de deux droites dirigées ; si l'on donne deux droites indéfinies sans fixer sur elles de directions positives, elles forment entre elles deux angles supplémentaires ; nous nous proposons de trouver la tangente de l'un de ces angles au moyen des coefficients angulaires des deux droites.
Soient a et a' les angles formés avec Ox par des directions j}rises sur les droites données ; l'un des angles V formés par les droites VoGT. — Malh. sup. 9
est, à un multiple entier de iz près, égal à a' — a, de sorte que nous avons
tgV=te(oi'-«)==3Î§^-=l^; ^ ^^ ^ i-htgatga'*
mais tg a et tg a' sont égaux aux coefficients angulaires m et m' des deux droites ; nous avons donc
Pour que deux droites soient perpendiculaires, il faut et il suffit que tg V soit infini^ c'est-à-dire que m et m' satisfassent à la condition
(12) l-hmm' = 0;
nous en tirons
ce qui nous donne ce théorème : Le coefficient angulaire (Tune perpendiculaire à une droite est égal à l'inverse changé de signe du coefficient angulaire de cette droite.
Comme exemple, cherchons Inéquation de la perpendiculaire issue du point de coordonnées (i, 4) à la droite représentée par Téquation
(9) ; nous avons
réquation cherchée est alors, en appliquant Téquation (5), .V-4 = -|-(a:-l).
Comme autre exemple, la perpendiculaire abaissée d'un point M(^ de coordonnées (xq, t/o) sur la droite représentée par
Aa;-hBy-hC = 0,
a pour coefficient angulaire l'inverse changé de signe de — ^y c'cst-à-
B dire -j > et nous pouvons écrire son équation sous la forme
(13) ^^^o_îr-yo.
86. Distance d*un point à une droite. — Pour trouver la distance d'un point Mo, de coordonnées (xo i yo)» aune droite D, représentée par Téquation générale
(14) Aa:-4-By-4-C = 0,
nous traçons par le point Mo une perpendiculaire sur cette droite
[fig. 23), nous déterminons le point P yi jj de rencontre de cette perpendiculaire \ avec la droite D, et nous calculons la distance des points Mo et P. L'équation de la perpendiculaire est Téquation (13), et les coordonnées a; et y du. point P sont les solutions communes à (13) et (14); pour les calculer facilement, jg- nous prendrons comme inconnue auxiliaire la valeur commune des deux mem- Fig. 23. bres de Téquation (13), que nous représenterons par /, et nous remplacerons, dans Téquation (14) a: et y parles valeurs a?o-+-A^ yo-HB< que nous déduisons de là ; nous aurons ainsi Téquation
Aa:o-f-Byo + C-h(A«-|-B«)( = 0, qui nous donne
Axq -h Byo -h C .
A»-hB»
nous pouvons en déduire les coordonnées x et y du point P. La distance MoP est égale à
(f=V^(x-aîo)«^-(t/~l/o)^
la quantité sous le radical, exprimée en fonction de iy est égale à (A* -\- B* )<* ; nous avons par suite, en remplaçant t par sa valeur,
ta) d = val. abs. de A^Q + B-Vo + C .
Par exemple la distance du point de coordonnées (l, 5) à la droite représentée par l'équation (9) est égale à la valeur absolue de 3_^IO-j-6 _ ^ ^j,^ ^gj ,g ^ \ .
87. Suriace d'un triangle. — Nous nous proposons d'évaluer la surface d'un triangle OAB [fig, 24) ayant un de ses sommets à Toriginc, connaissant les coordonnées (xj, i/i) et (x^, y,) des deux autres sommets A et B.
Supposons ces sommets rangés dans un ordre tel qu'une demidroite d'origine 0 et confondue avec OA vienne coïncider avec OB en décrivant un angle positif inférieur à tu ; si nous désignons par pi et ps les longueurs OA et OB, par ai et aj les angles qu'elles forment avec Ox, la surface du triangle OAB est égale à
Fig. 24
surf. OAB = -^ pi p» sin (a.> — ai).
Le second membre est égal à -^ (pi cos ai. pî sin a^ — pi sin ai. pj cos aj) ;
les divers produits qui entrent dans la parenthèse sont égaux aux coordonnées de A et de B ; nous avons donc
Surf. OAB = -^[xiy^ — yxx^) = 2
^i 2/1 ^i yt
Si la disposition des sommets est contraire à la précédente, c'està-dire si le sens dans lequel il faut faire tourner une demi-droite confondue avec OA pour l'amener à coïncider avec OB en décrivant un angle inférieur à t: est le sens négatif, il faut changer le signe des derniers membres de la relation précédente.
88.ÉquaUonhomooèiie. — Considérons une équation homogène et du second degré en x et y, écrite sous la forme générale
Ax'^-+-2Bxv-f-Ci/« = 0;
nous allons montrer qu'elle représente deux droites. Si nous divisons en effet par x» les deux membres, nous avons une équation du second
degré en ^ i
'^{ihHi)**=<'
qui a deux racines ; si nous les désignons par mi et m» , nous voyons
que l'équation est satisfaite quand on pose ^ = mi ou -^ = mj. Nous
en concluons qu'elle représente deux droites passant par Torigine et de coefficients angulaires mi et m^.
Remarquons que ces coefficients angulaires sont les racines de Téquation
CmM-2Bm-|-A=0,
obtenue en remplaçant dans Téquation donnée x par i et y par m.
Ces résultats s'étendent à une équation homogène de degré quelconque ; elle représente des droites passant par Torigine et en nombre égal au degré de Téquation.
Lorsqu'on a les équations de deux lignes quelconques f[x^ 2/) = 0 et f^{x,y) = 0, et qu'on en déduit une combinaison renfermant x et y d'une manière homogène, cette dernière équation représente des droites passant par l'origine ; elle est satisfaite d'autre part par les valeurs de a; et j^ qui satisfont aux équations données, c'est-à-dire par les coordonnées des points communs aux deux lignes ; elle représente par suite l'ensemble des droites joignant l'origine aux points communs à ces deux lignes.
Par exemple, les droites joignant l'origine aux points communs aux deux courbes représentées par
ont pour équation la suivante :
on la forme en divisant par R^ les deux membres de la seconde et retranchant membre à membre les équations obtenues.
Circonférence. — Nous avons déjà vu (n"" 77, 3^ cas) que
• Téquation d'une circonférence ayant pour centre Torigineet pour rayon R est
En général, si une circonférence a pour centre un point donné de •coordonnées (^o^ ^o) et pour rayon R, nous obtiendrons son équation
• en écrivant que le carré de la distance d'un point {x, y) de la courbe au point [xq, yo) est égal à R'; nous aurons de cette façon la relation
(a;-xo)« + (.y — .yo)* = R^
En faisant passer tous les termes dans le premier membre et ordonnant, nous récrirons
X» -H y» — 2xoa; — 2yoy H--a:î 4- y? — R=^ = 0 ;
•c'est Téquation de la circonférence.
Nous voyons que c'est une équation du second degré, mais elle n'est pas de la forme la plus générale, car il n'y a pas de terme en xy, et les coefficients de x* et de y^ sont égaux.
Nous allons montrer, réciproquement, que toute équation du second degré dans laquelle le coefficient de xy est nul, et les coefficients de X* et de y^ sont égaux, représente une circonférence. Si nous divisons en effet les deux membres par le coefficient de x^, nous pouvons toujours écrire une semblable équation sous la forme
(i) x2 -f- y« -{- 2ax -{-2by~hc = 0 ;
nous pouvons la remplacer par
{x-\- ay -h {y -h by = a^ -h b^ — c,
et sous cette forme elle exprime que la distance du point {x, y) au point (— a, — b) est constante et égale à v^a* -f- 6* — c ; elle représente bien une circonférence.
Pour construire la circonférence représentée par Téquation (i), on détermine son centre, dont les coordonnées sont — a et — 6, et son rayon, qui est égal à \/a' -h 6* — c .
90. É<iuatlon de l'ellipse. — L'ellipse est le lieu d'un point M dont la somme des distances à deux points fixes F et F' appelés foyers est constante. Nous désignerons par 2c la distance de ces deux points, et par 2a la somme constante MF H- MF' ; on a a>c\ nous poserons enfin b = y/ô*^^^^ .
Nous allons chercher Téquation de Tellipse rapportée à deux axes de coordonnées Ox et Oy [fîg, 25) dont l'un est confondu avec FF'
et dont l'autre est la perpendiculaire au premier menée par le milieu de FF' ; si a; et y sontles coordonnées d'un point M de la courbe, nous avons
MF* = (x-f-c)« + y«.
Nous allons calculer séparément MF et MF' en nous servant des expressions précédentes et de la relation fondamentale
Fig. 28,
(2) MF + MF' = 2o;
si nous formons la différence HP* — HF*, elle a pour valeur 4ca; d'après les équations (1); nous pouvons déduire de là la valeur de MF — MF:
ffF* — HF* 4ca; 2cx MF'-J-MF ~ 2a~ o *
MF' — MF
Les relations (2) et (3) donnent par addition et soustraction (4) MF=a + — . MF = a — — ;
en remplaçant dans Tune des équations (i), par exemple dans la première, MF par la valeur que nous venons de trouver, nous obtenons- Téquation de la courbe ; elle est
ou bien
en y remplaçant c- par a* — 6*, réunissant tous les termes dans u» même membre et divisant les deux membres par 6', nous obtenons. Téquation sous la forme
que nous considérerons désormais.
91. Construction de l'ellipse. — Cercle principal. — Pour construire la courbe représentée par Féquation précédente, nous résoudrons cette équation par rapport à y y ce qui nous donne
y n'est réel que si x est compris entre — a et -h a ; lorsque Tabscisse varie entre ces limites, la valeur absolue de l'ordonnée est d'abord nulle, puis croît jusqu'à 6 pour a; = 0, puis décroit pour redevenir nulle. A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales, et de signes contraires, c'est-à-dire deux points de la courbe symétriquespar rapport à Taxe des x\ la courbe se compose ainsi de deux partieségales A'BA, A'B'A, comme l'indique la figure 25.
Remarquons que deux valeurs de x égales et de signes contrairesdonnent lieu aux mêmes valeurs de y, de sorte que les points sont deux à deux symétriques par rapport à 0^ ; d'un point M on déduit trois autres points Mi , M2 , M3 par symétrie par rapport aux deux axes.
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Nous eo concluons que les points de la courbe sont deux à deux symétriques par rapport à Torigine 0, comme le sont M et M3 .
Les segments AA' et BB' compris entre les points de rencontre de Tellipse avec Ox et Oy sont appelés grand axe et petit axe de la courbe ; leurs longueurs sont 2a et 26 ; leurs extrémités sont les sommets, et leur point de rencontre 0 est le centre de Tellipse.
On appelle cercle principal de Tellipse le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre ; il a pour équation
Désignons par y et par yi les ordonnées, supposées de même signe^ de deux points M et Mi de Tellipse et du cercle principal correspondant à une même abscisse x = (OP) {fig. 26) ; y est donné
par Téquation (6) et yt est égal à ±^a^ — X*; nous en déduisons
cette équation exprime que les ordon> nées des points de Tellipse s'obtiennent en réduisant les ordonnées^ correspondantes des points du cercle principal dans le rapport de 6 à a ; cette remarque permet de construire autant de points que Ton veut de la courbe.
Les coordonnées x et 1/1 du point Mi s*ex priment au moyen de Fangle 9 = (Ox, OM,) par les formules
Fig. ».
X = a cos 9 ,
y^ = a sin (p ;
par suite les coordonnées des points de Fellipse ont pour valeurs
x = a cos 9 , y = 6 sin 9 ;
ç est appelé paramètre angulaire.
92. Directrices de Telllpse. — Équation de la courbe en coordonnées polaires. — On appelle directrices de Tellipse deux droites A.
et A' [fig, 27) perpendiculaires à Taxe focal, et d'abscisses respec-
F JK
Fig. 27.
a* a' lives — et ; la première est dite directrice relative au foyer F,
la deuxième relative au foyer F'.
Les valeurs des rayons vecteurs MF et MF', fournies par les équations (4), peuvent s'écrire
MF
la première parenthèse est égale à la longueur MH 'de la perpendiculaire abaissée du point M sur A, et la deuxième est égale à la longueur MH' de la perpendiculaire abaissée du même point sur A' ; nous pouvons donc écrire les relations
MF MH
MF
MH'
Ces relations, qui ont lieu pour tout point M de la courbe, nous indiquent que le rapport des distances d'un point de VelUpse à Van
des foyers et à la directrice correspondante est constant et égal à — ;
la valeur de ce rapport est appelée excentricité et on la représente ordinairement par e ; elle est inférieure à Tunité.
Les propriétés précédentes conduisent à une équation simple de rcllipsc en coordonnées polaires lorsque Ton prend comme pôle le foyer
P et comme axe polaire la droite FA dirigée vers le sommet le plus voisin ; Tangle polaire 6 relatif à un point M estTangle (FA, FM), et le rayon vecteur p est égal à la valeur de MF, c'est-à-dire
ex
o = a L'abscisse primitive x du point M étant égale à
r + p cos 6, nous avons Féquation
p = a (c -4- p cos 6) ;
en la résolvant par rapport à p, remplaçant -— par e, et désignant
= — par />, nous trouvons Téquation cherchée qui est
i-f-ecosô
98. Équation de l'hyperbole. — L'hyperbole est le lieu d'un point M dont la différence des distances à deux points fixes F et F' appelés foyers est constante. Nous désignerons par 2c la distance de ces deux points, et par 2a la différence constante, a étant <c; nous poserons enfin 6 = v/c* — a*.
Nous allons chercher l'équation de la courbe rapportée à deux axes
de coordonnées Ox, Oy [fig, 28), dont l'un est confondu avec FF' et dont l'autre est la perpendiculaire à FF' en son milieu, et nous opérerons comme dans le cas de l'ellipse.
Nous avons , . pour tout point M de coordonnées [x, y) ,
Fîg. «8.
Mr* = {x — c)«-i-yS
Mr'=(j;H-c)*-f-yS
mais nous devons distinguer les points plus rapprochés de F que de F', de ceux qui sont plus rapprochés de F' que de F.
Considérons d'abord les premiers ; ils ont tous une abscisse posi-
tive; pour chacun d*cux, nous avons
MF — MF = 2a,
et, par le même raisonnement que dans le cas de l^ellipse, en formant la différence MF* — MF* = 4ca:, nous trouvons
MF-hMF=— ; a
nous tirons de ces deux relations
(7) MF = — — a, MF' = — -ha.
Soit maintenant Mi un des autres points, plus rapprochés de F' que de F ; ils ont tous une abscisse négative ; nous avons cette fois
comme MiF* — MTF* est égal à — 4cx, la somme MiF-t-MiF' a la valeur
MiF4-M,F' = — — 1 a
et nous tirons de ces deux relations
(8) MiF-----hrt, MiF = -~— a;
ces valeurs sont bien positives parce que x est négatif.
En écrivant que MF' ou M^F* sont égaux à [x — 0)^-4- y*, od obtient une môme relation entre x et 1/ , elle est
ou bien
si Ton y remplace c* par a- -{- &^, si Ton réunit tous les termes dans le même membre et si Ton divise enfin par &', on obtient Téquation de rhyperbole sous la forme
on voit qu'elle diffère de Téquation de Tcllipse en ce que 6* est remplacé par — 6' .
94. Constmctton de Thypcrbolc. — Asymptotes. — Hyperboles confoguées. — Pour construire la courbe représentée par cette équation, nous la résoudrons par rapport à i/, ce qui nous donne
y n'est réel que si x est supérieur à a en valeur absolue ; si x varie de — a à — oo ou de H- a à -h oc , la valeur absolue de y augmente de zéro à + «> . La courbe se compose de deux brancbes infinies distinctes ; elle admet, comme Fellipse, les deux axes de coordonnées comme axes de symétrie etTorigine conune centre ; elle a deux sommets A et A' sur Ox [fig. 29).
Fig. 29.
Si nous supprimons dans Féquation (9) le terme constant, nous obtenons une équation homogène
f!_iLV
qui représente deux droites ; leurs équations écrites séparément sont
et v = ^'
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Ces droites sont les diagonales d'un reelangle EFGH dont les colés sont parallèles aux axes et ont pour longueurs AA' = 2a et BB' == 26 ; elles sont appelées asymptotes de Thy^ierbole et elles jouissent de cette propriété que les branches de la courbe s'en rapprochent indéfiniment au fur et à mesure qu'on s'éloigne des sommets.
Nous allons démontrer en effet que si Ton considère un point M de rhyperbole, et le point M2 de Tune des asymptotes ayant même abscisse OP et une ordonnée de même signe que celle de M, la différence MM2 entre les deux ordonnées tend vers zéro lorsque OP augmente indéfiniment. En supposant les abscisses et les deux ordonnées positives pour fixer les idées, nous avons pour leurs valeurs
et pour leur différence
y,_y = |(x-v/iîZra»);
en multipliant et divisant le seeo«A membre par la quantité conjuguée de la parenthèse, nous obtenons
ah
et le second membre tend bien, vers zéro lorsque x augmente IimMSInimcnt, ce qui démontre la proposition.
Une hyperbole est dite équilatère lorsque ses asymptotes sont rectangulaires; pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que a soit égal à 6.
Si Ton change dans Téquation (9) j; en y et a en 6, on obtient Téquation d'une hyperbole dont Taxe focal est égal à 26, et est dirigé suivant Taxe des y\ cette équation peut s'écrire
(il) %-%^^=^^
et Ton voit sous cette forme qu'elle ne diffère de (9) que par le changement de signe du terme constant.
Cette hyperbole a les mêmes axes et les mêmes asymptotes que la première; elle a pour sommets les points B et B', et elle est représentée en pointillé dans la figure 20.
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Les deux hyperboles représentées par les équations (9) et (11) sont dites conjuguées; AA' est dit l'axe transverse de la première, et BB' Taxe trans verse de la seconde.
93. Hyperbole rapportée à ses asymptotes. — Construisons la courbe représentée par Téquation
(12) xy = k,
où k est supposé positif. En résolvant par rapport à y, nous avons
lorsque x varie en croissant de — oo à 0 , y est négatif et décroît
de 0 à — 00 ; lorsque x varie de 0 à H- 00 , y est positif et décroît de -h oo à 0 ; la courbe représentée par Féquation a la forme indiquée dans la figure 30 ; elle a pour asymptotes les deux axes des rc et des y.
Nous allons montrer que cette courbe est une hyperbole équilatère dont on aurait pris les asymptotes comme axes de coordonnées, et dont les axes de symétrie sont les bissectrices Ox\ Oy' des angles formés par Ox et Oy.
Pour le démontrer, nous allons évaluer les coordonnées d'un point M de la courbe par rapport à Ox' et Oy' ; ces coordonnées, que nous désignerons par x' et y\ sont les projections du vecteur OM sur les droites dirigées Ox' et Oy' faisant avec Ox des angles respectivement égaux à -^ ®* X * ^'^P^'^s ce que nous avons dit au n* 71, nous avons
Fig. 30.
X = X cos -r -f- y COS -T- = ^
y =xcos-j- -f-y cos(— jj =
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et écrivant que leur
■en tirant de ces équations les valeurs de x et y produit est égal à k, nous trouvons Téqualion
^'est bien Téquation d'une hyperbole équilatëre dont le demi-axe transverse est égal à ^2k.
Les raisonnements qui précèdent s'étendent sans modification au cas où les axes Ox, Oy ne sont pas rectangulaires ; par rapport à un système quelconque d'axes, l'équation (12) représente une hyperbole ayant pour asymptotes les axes de coordonnées.
96. Directrices de Thyperbole. — Équation de la courbe en coor- Hlonnées polaires. — On appelle directrices de Thyperbole deux droites A, A' [fig, 31) perpendiculaires à Taxe focal, et d'abscisses respectives
— et ; la première est relative au foyer F et la deuxième au
4*oyer F'.
Fig. 31.
Les rayons vecteurs MF, MF' d'un point M de la branche dirigée du côté des X positifs ont des valeurs fournies par les équations (7), -et on peut les écrire
MF
ii'-i)' "'■-H'^'î)-
les parenthèses sont égales aux longueurs des perpendiculaires MH et MH' abaissées de M sur les directrices ; nous avons donc les relations
MF £ MF c
MH""a' MH'""tt'
De la même manière, les rayons vecteurs MiF, MiF' d'un point Ml de Tautre branche de la courbe ont des valeurs fournies par les équations (8) et on peut les écrire
les parenthèses sont égales aux longueurs des perpendiculaires MiHi, MiHi' abaissées de Mi sur les directrices ; nous avons donc encore les
relations
MiF_c MiF^ c
M,H|~"a' M,Hi'"~a'
Dans Tun et Tautre cas, nous voyons que le rapport des distances d'un point quelconque de Thyperbole à Tun des foyers et à la directrice
correspondante a une valeur constante et égale à — ; cette valeur,
appelée excentricité et représentée par e^ est supérieure à Tunité.
L'équation de l'hyperbole en coordonnées polaires prend une forme simple lorsqu'on prend comme pôle le foyer F' et comme axe polaire la droite F'A' dirigée vers le sommet voisin. Considérons d'abord un point Ml de la branche voisine de F' et prenons comme angle polaire . de Ml l'angle 6 = (F'A', F'Mi); le rayon vecteur p est positif et a pour
ex valeur p = — a L'abscisse primitive x du point Mi étant
égale à — c + p cos 9, nous avons l'équation
p= — a ( — c-hp cos Cl) ;
en la résolvant par rapport à p, remplaçant — par e, et = —
par /}, nous trouvons l'équation
^"> P=i-^fcosô'
Considérons maintenant un point M de l'autre branche; pour VoGT. — Math. sup. iO
aboutir à un résultat comparable au précédent, nous sommes amenés à «prendre comme angle polaire du point M Tangle (F'A', F',u) formé •avec F'A' par la direction opposée à F'M ; le rayon vecteur p est
^alors négatif, et égal à — F'M, c'est-à-dire que Ton a p = — (a -h —Y
L'abscisse primitive x du point M étant toiyours égale à — c-i-pcos6, ^nous avons Téquation
P = — a ( — c H- p cos 0) ;
elle nous conduit à la même valeur de p que précédemment. L'équation (13) représente ainsi toute la courbe en faisant varier 6 de 0 à 27c; les valeurs positives du rayon vecteur correspondent aux points de la branche avoisinant le pôle, et les valeurs négatives correspondent aux points de l'autre branche.
97. Parabole. — La parabole est le lieu d'un point M équidistant d'un point fixe F appelé foyer et d'une droite fixe A appelée directrice.
Prenons comme origine 0 {/ig. 32) le milieu de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la directrice, comme axe des x la droite dirigée du point 0 vers le foyer et comme axe des y la perpendiculaire menée par 0 à cette droite. En désignant par p le paramètre de la parabole, c'est-àdire la distance du foyer à la directrice, nous
voyons que l'abscisse du foyer est ^ > et celle de la directrice — ^; les distances MF et
MH d'un point M de coordonnées {Xy y) au foyer et à la directrice sont égales à
Fig. 32.
^P = y/(^~f)Vy«,
MH=xH-£;
en écrivant que les carrés de ces distances ont la même valeur, nous avons la relation
i'-iy^y-'M)'-'
après simplification, nous obtenons Téquation de la parabole sous la forme (14) y« — 2/)x = 0.
En la résolvant par rapport à y^ nous avons
y n'est réel que si x est positif; lorsque x augmente de 0 à +00 , la valeur absolue de y augmente aussi de 0 à +00 ; à chaque valeur <ie X correspondent deux valeurs de y égales et de signes contraires ; nous en concluons que la courbe admet comme axe Taxe des x. Elle passe par Torigine 0, qui est appelé sommet de la parabole, et Taxe 0^ est appelé la tangente au sommet de la courbe.
98. Équation de la parabole en coordonnées polaires. — Prenons comme pôle le foyer F et comme axe polaire la droite FO dirigée vers le sommet ; si p et 0 sont les coordonnées polaires d'un point M de
la courbe, l'abscisse primitive x est égale à ^ — p cos 0 ; en remplaçant
x par cette valeur dans la relation p = a? -f- ^ , et résolvant par rapport à p, nous obtenons Téquation cherchée qui est
^ 1 -h cos 6
Remarquons que les équations focales des trois coniques en coordonnées polaires ont la même forme
P ^ 1 -h e cos ô '
"elles ne diffèrent que par la valeur de e qui est plus petit que 1 pour Tellipse, plus grand que 1 pour Fhyperbole et égal à 1 pour la parabole.
La circonférence, Tellipse, Thypcrbole et la parabole que nous avons considérées dans ce chapitre sont désignées souvent sous le nom général de coniquesy parce qu'elles sont identiques aux sections planes d'un cdne de révolution. Nous démontrerons plus tard que toute courbe du second ordre ne diffère pas de Tune des précédentes ; c'est de là que vient le nom de conique donné ordinairement à toute courbe du second ordre.
CHAPITRE VI COORDONNÉES DANS L'ESPACE
99. Ck>ordonii6e8 cartésiennes. — Considérons trois grandeurs variant simultanément et dépendant les unes des autres, par exemple la pression d'un gaz, son volume et sa température, et supposons que les états correspondants de ces grandeurs soient caractérisés par des nombres relatifs que nous désignerons par x, y, z; Tenscmble de
ces trois nombres peut être représenté géométriquement de la façon suivante.
Prenons fjiff, 33) trois axes de coordonnées x^x, y'y, z'z se coupant en un même point 0 et non situés dans un même plan ; sur chacun d'eux choisissons le point 0 comme origine et comme sens positifs les sens Ox, Oy, Oz; les plans qu'ils, forment deux à deux sont dits plans de coordonnées et désignés sous le nom de plans des xy, des yz et des zx. Portons sur chacun des axes à une échelle convenue, qui peut ne pas être la même pour les trois, des vecteurs OP, OPi, OPj ayant pour valeurs relatives les nombres x, y, z et traçons par Teitrémité de chacun d'eux un plan parallèle aux deux autres ; les plans ainsi obtenus forment avec les plans de coordonnées un parallélipipède, et le point M où ils se coupent est le point représentatif du système de nombres x, y, z.
Fig. 33,
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Inversement, étant donné un point M de Tespace, les plans tracés par ce point parallèlement aux plans de coordonnées coupent les axes en des points P, Pi, P2 ; au point M correspond un seul système de trois nombres Xy y, z qui sont les valeurs relatives des vecteurs OP, OPi, OP2 ; ces nombres sont appelés les coordonnées de M ; x est Tabscisse, y l'ordonnée et z la cote.
Les projections du vecteur OM faites sur chacun des axes parallèlement au plan des deux autres ont pour valeurs les coordonnées du point M ; de plus, si Q est le sommet du parallélogramme dont OP et OPi sont deux côtés, les vecteurs OP, PQ, QM dont la résultante est OM ont aussi pour valeurs les coordonnées de M ; le contour OPQM est appelé contour des coordonnées du point M.
Les coordonnées que nous venons de définir sont appelées cartésiennes; suivant que les axes forment ou non un triède trirectangle, on dit que les cordonnées sont rectangulaires ou obliques ; sauf dans des cas tout particuliers, nous n'emploierons que des coordonnées rectangulaires. Dans la géométrie analytique proprement dite, on suppose de plus que les échelles adoptées pour la construction des vecteurs sont les mêmes pour les trois axes.
100. Représentation des surfaces. — Considérons une équation entre les trois coordonnées x, y, z; soit par exemple
supposons qu'on la résolve par rapport à z, et qu'elle fournisse, pour fixer les idées, deux valeurs de cette variable ; nous les appellerons
à chaque système de valeurs des coordonnées x et y représentées par un point tel que Q du plan des xy correspondent deux points M et M' de l'espace {fîg, 34) dont les cotes ont les valeurs (2) ; lorsque Q se déplace dans tout le plan xOy, l'ensemble des points M et M' forme une surface.
Inversement, si l'on donne une surface, toute parallèle à l'un des axes, par exemple à l'axe des z, la coupe ordinairement en un ou plusieurs points M, M^ ... ; la cote de chacun d'eux dépend des
Fig. ai.
coordonnées x et y du point Q où la parallèle rencontre le plan des xy, de sorte qu'il existe une relation telle que
entre les coordonnées d'un point de la surface ; celle-ci est donc représentée par une équation entre les coordonnées de chacun de ses points.
Une surface est souvent définie par une propriété géométrique commune à tous ses points ; il suffît de traduire cette propriété par une relation entre les coordonnées pour avoir l'équation de la surface. Par exemple^ une sphère de rayon R ayant pour centre Torigine est telle que la distance OM de ce point à
un point M de la surface est égale à R; d'après ce que nous avons vu
n° 72, nous avons entre les coordonnées x, y, z de chacun des points
tels que M la relation
c'est l'équation delà sphère.
101. Cas particuliers des cônes et des cylindres. — Pour donner un autre exemple, nous allons chercher l'équation d'une surface conique de révolution ayant pour sommet l'origine 0, pour demi-angle au sommet un angle donné Y et pour axe une droite faisant avec les axes de coordonnées des angles donnés égaux à a, p, y.
Soit M un point quelconque de la surface, soient x, y, z ses coordonnées et p le vecteur OM ; en évaluant, comme nous l'avons fait au numéro 73, la projection de OM sur l'axe du cône, nous obtenons la relation
p cos V = X cos a -f- y cos p -f- 5 cos Y ;
en élevant au carré les deux membres et remplaçant p^ par x^-hy^-h s*, nous avons Téquation cherchée qui est
[x- H- y* -H 5*) cos* V = (x cos a -h y cos p 4- s cos y)-.
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Remarquons que cette équation est homogène par rapport kx,y,z ; nous pouvons montrer inversement que toute équation homogène représente une surface conique ayant pour sommet l'origine des coordonnées, cette surface n'étant pas forcément de révolution.
Supposons en effet qu'une surface soit représentée par une équation homogène, et soit M un point de coordonnées x, y, z situé sur elle; d'après la définition de l'homogénéité (n*" 62), son équation est satisfaite non seulement par x, y, s, mais encore par tous les nombres»
de la forme
x' = kxy y' = /ry, z' = kz.
Lorsque k varie, tous les points de coordonnées x', y', z' sont ceui de la droite OM, et cette droite est tout entière sur la surface ; celleci jouit ainsi de la propriété de contenir toutes les droites joignant l'origine à chacun de ses points ; c'est donc une surface conique ayant pour sommet l'origine.
Supposons maintenant que l'équation d'une surface ne renfermeque deux des variables, par exemple x et y, et soit de la forme
nous allons montrer qu'elle représente une surface cylindrique dont les-
génératrices sont parallèles à Oz. Soit en effet M [fig, 35) un.
point de coordonnées [x^ y, z) situé sur la surface, et G la parallèle à Oz passant par M ; tous ■ — - les points de cette droite ont les mêmes coordonnées x eiy que M, et la cote z seule diffère de l'un à l'autre; les coordohnéesde chacun d'eux satisfont donc constamment à l'équation (3)..
Nous concluons de là que la^ droite G est tout entière sur la surface ; celle-ci jouit ainsi de la propriété de contenir toutes les droites parallèles à O2 et passant par chacun de ses points ; c'est donc une surface cylindrique parallèle à Taxe desz.
Tous les points de la trace C du cylindre sur le plan des xy ont des-
PRINXIPES DE GÉOMÉrniE ANALYTIQUE
coordonnées x ety satisfaisant à Téquation (3); cette équation représente donc dans Tespace un cylindre parallèle à Oz, et en géométrie plane la trace de ce cylindre sur le plan des xy ; de même, une équalion ne renfermant pas x ou ty, représente un cylindre parallèle à Taxe des x ou à l'axe des y.
Par exemple, Téquation
xM^î/- — ll* = 0
représente un cylindre ayant ses génératrices parallèles à Oz, et ayant pour base dans le plan des xy un cercle de rayon R et de centre 0.
102. Représentation des lignes. — Considérons deux équations entre x, y, z ; soient
supposons qu'on les résolve par rapport h y et z et qu'elles fournissent un ou plusieurs systèmes de valeurs tels que
y=f{x), z = cp(x);
à chaque valeur de x représentée par un point P de Ox [fig. 36)
correspondent un ou plusieurs points de l'espace tels que M dont les coordonnées y et z ont les valeurs (5) ; lorsque P se déplace sur Ox, l'ensemble de ces points M constitue une ligne.
Inversement, si l'on donne — j une ligne C, tout plan parallèle à l'un des plans de coordonnées, par exemple au plan des yzy la coupe ordinairement en un ou plusieurs points tels que M ; l'ordonnée (PQ) et la cote (QM) de l'un d'eux dépendent de l'abscisse (OP) du point où le plan coupe l'axe des X, et il existe deux relations telles que (5) entre les coordonnées d'un point de la ligne ; celle-ci est donc représentée par deux équations entre les coordonnées de ses points.
Fig. 36.
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Chacune des deux équations telles que (4) qui définissent une ligne représente elle-même une surface ; les points communs aux deux surfaces ainsi obtenues sont ceux dont les coordonnées satisfont à la fois aux deux équations, c'est-à-dire ceux qui appartiennent à la ligne considérée; on dit alors que cette ligne est l'intersection des deux surfaces représentées par ses deux équations.
Si Tune des deux équations, ou une combinaison que Ton en déduit, ne renferme que deux coordonnées, si elle a par exemple la forme
de la première des équations (5), elle représente un cylindre parallèle à Oz et passant par la ligne : on dit que c*est le cylindre projetant la ligne parallèlement à Taxe des z. La même équation représente aussi, dans le plan des xy, la trace de ce cylindre, c'est-à-dire la projection Ci de la courbe C sur le plan xOy. En formant de même une combinaison ne renfermant pas y, c'est-à-dire en éliminant y entre les deux équations de la ligne, on obtient l'équation du cylindre projetant parallèlement à Oy, et aussi celle de la projection de la ligne sur le plan xOz ; l'élimination de x conduirait de même à 1 équation du cylindre projetant parallèlement à Ox et à celle de la projection de la ligne sur le plan des yz, #
Il arrive souvent que les trois coordonnées d'un point sont exprimées au moyen d'un même paramètre variable ; l'ensemble des points correspondant à toutes les valeurs de ce paramètre constitue une ligne. Supposons en effet que l'on ait des relations de la forme
OÙ t est un paramètre variable ; à chaque valeur de x correspondent une ou plusieurs valeurs de /, et à chacune d'elles une valeur de y et une de z; ces deux dernières coordonnées sont donc liées à x par des relations de la forme (5), et ces équations représentent une ligne. En éliminant t entre les équations données, on obtient entre x, y, z deux équations telles que (4) ; ce sont les deux équations de la ligne.
Soient par exemple les équations
x^=Rcosîp, y = Rsincp, s = R cos qp -4- R sin 9,
OÙ ç> est un paramète variable ; réiimination de o conduit aux deux équations
la première représente lui plan, comme nous le verrons, et la seconde, un cylindre de révolution de rayon R ayant pour axe Oz ; la ligne représentée par les équations est l'intersection de ces deux surfaces, et Ton démontre en géométrie qu'elle est une ellipse.
Les deux premières équations (6) déterminent dans le plan des xy une ligne dont tous les points ont les mêmes coordonnées x et y que les points de la ligne de Pespace ; elles représentent par suite la projection de celle-ci sur le plan xOy ; les équations (6) prises deux à deux représentent donc les projections de la ligne sur les trois plans de coordonnées.
103. Coordonnées des points d'une droite. — Comme au n® 78, la manière la plus simple de déterminer analytiquement les points d'une droite consiste à donner les coordonnées Xo^yo^z^ d'un des points Mo de cette droite, et les angles a, p, y que fait avec les axes de coordonnées une direction positive choisie sur elle. Si nous prenons sur cette ligne, à partir de Mq, un vecteur MqM égal à p {/ig. 37), et si
X, y, z sont les coordonnées de l'extrémité M de ce vecteur, nous savons que les projections de OM sur Ox, Oy et Oz sont égales aux sommes des projections de OMq et MqM sur lesmêmes axes ; nous pouvons donc écrire
x = Xq-^P cos a , (7) .y--2/o-+-pcos?,
5 = 5o -+- p cos Y ; Fig. 37.
telles sont les expressions, en fonction
du paramètre variable p, des coordonnées des points de la droite.
Nous déduisons de là les expressions des projections du vecteur MqM
P cos OL = X Xq ,
pcosp = y — yo»
p cos r = 5 — So ;
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enfin rélimination de p entre ces relations nous donne les équations de la droite :
cosa cosp cosT '
ce sont dewiL équations du premier degré satisfaites par les coordonnées de tous les points de la droite; nous voyons donc qu'une droite est représentée par deux équations du premier degré.
Si nous ajoutons membre à membre les carrés des équations (8), nous trouvons le carré de la distance des deux points M^ et M ; il est donné par la formule
9' =ÏM'= (-r - X,)' ^ (y -y, Y -^ (= ~ ^0)^
On peut choisir simplement le point Mq et supposer par exemple que c'est le point P de la droite situé dans le plan des xy ; on a alors z«) = 0. Les équations (0) peuvent s'écrire dans ce cas
cosa
cosB^ . „ .
cos Y " cos Y
on les met ordinairement sous la forme (10) x—az-hp, y = bz-i-q.
104. Équation d'an plan. — La manière la plus simple de déterminer analogiquement un plan consiste à donner les coordonnées [X^j yo« ^o) <l'un de ses points, Mq, et les angles a, p, y que fait avec les axes de coordonnées une perpendiculaire à ce plan.
Soit M un point quelconque du plan, de coordonnées (x, y, z]^ et soient a', ^', Y ^^^ angles que fait avec les axes le vecteur MqM ; entre les cosinus de ces angles et les coordonnées des points Mq et M existent les relations suivantes, analogues à (9)
' cosa' cosp' cos y '
la condition pour que les droites faisant avec les axes les angles a, p, y et a', f'j Y soient rectangulaires est, comme nous l'avons vu au n** 7.'{,
cos a cos a' -4- cos ,8 cos p' -+- cos y cos y' = 0 ;
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<*n remplaçant cos a', cos p', cos y' par les valeurs proportionnelles tirées de (11), nous avons Téquation suivante :
(12) {x — Xq) cos a -f- (y — yo) cos p -f- (s — z^) cos y = 0,
<]ui est satisfaite par les coordonnées des points du plan ; c^est donc Téquation du plan ; comme elle est du premier degré entre x, y, z, nous voyons qu'un plan est représenté par une équation du premier degré.
105. Ordre d'une surface ou d*une courbe algébriques. — On appelle surface algébrique une surface dont Téquation est algébrique par rapport aux trois variables x, y y z\ si Ton rend celte équation rationnelle et entière et si Ton fait passer tous les termes dans le premier membre, elle prend la forme
OÙ f est un polynôme entier en x, y, z\ le degré de ce polynôme est appelé Tordre de la surface.
L'ordre d'une surface est égal au nombre de points réels ou imaginaires de rencontre de cette surface avec une droite quelconque ; pour le démontrer, nous suivrons le même mode de raisonnement qu'au n'' 79. Les coordonnées des points d'une droite D issue d'un point M„ étant données par les formules (7), les points de rencontre de cette droite avec la surface représentée par l'équation (13) seront fournis par l'équation
(14) /"(xo -f- p cos a, yo^-pcosp, z^ -]- ^ cos y) = 0 ;
les racines de cette équation, où p est Tinconnue, sont les valeurs relatives des vecteurs ayant pour origine M^ et pour extrémités les points de rencontre de la droite et de la surface ; le nombre de ces derniers est égal au degré de l'équation, et il est le même que le degré du polynôme f{x, y, z), c'est-à-dire l'ordre de la surface.
Si l'équation (14) a plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré, elle est satisfaite par toute valeur de p, et la droite D est située tout entière sur la surface.
La surface du premier ordre est représentée par une équation du premier degré, dont la forme générale est
(15) Aa;-f-By-t-Cz-l-D = 0;
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elle est rencontrée par une droite quelconque en un seul point, et si: une droite la rencontre en deux points, elle est tout entière sur la surface; ces propriétés caractérisent un pian, donc une équation dit premier degré représente un plan.
On appelle ligne algébrique une ligne dont les deux équations sont algébriques ou, ce qui revient au même, dont les coordonnées des différents points sont des fonctions algébriques d'un paramètre. On appelle ordre d'une ligne algébrique le nombre des points de rencontre de ectte ligne avec un plan quelconque ; pour le déterminer, on cherche 1& nombre des solutions codimunes aux équations de la ligne et à Téqualion d'un plan quelconque, prise sous la forme (15).
Par exemple la ligne représentée par deux équations du premier degré est rencontrée par un plan en un seul point, car la résolution de trois équations du premier degré dans le cas général fournit une seule solution; cette ligne est donc du premier ordre, et c'est une droite; nous voyons que deux équations du premier degré représentent une droite.
Une section plane d'une surface algébrique est une courbe plane algébrique; elle est rencontrée par une droite de son plan en un même nombre de points que la surface, par conséquent elle a même ordre que la surface; ainsi toute section plane d'une surface du second ordre est une courbe du second ordre.
L'intersection de deux surfaces algébriques est une ligne algébrique ; on démontre en algèbre que l'ordre de cette ligne est égal au produit des ordres de ces deux surfaces ; par exemple la ligne d'intersection de deux surfaces du second ordre est une ligne du quatrième ordre. Cette ligne peut se décomposer en plusieurs autres, par exemple en deux lignes du second ordre, ou en une droite et une ligne du troisième ordre, ou en quatre droites.
106. Génération d*ane surface par une ligne variable. — Surfaces réglées. — Un procédé très général de génération d'une surface consiste à la définir comme le lieu des positions successives d'une ligne variable qui se déplace en changeant ou non de forme suivant une loi donnée. Par exemple, on considère une surface conique comme engendrée par une droite passant par un point fixe, le sommet de la surface,, et s'appuyant sur une ligne ou une surface fixes. De même, on consi-
dcre une surface cylindrique comme engendrée par une droite qui reste parallèle à une direction fixe et s'appuie sur une lign» ou une surface fixes. Dans tous les cas, la ligne mobile s'appelle généwairice et les lignes fixes qu'elle est assujettie à rencontrer s'appellent dit^cirices.
Une génératrice de la surface est ordinairement représeaiée par deux équations renfermant un paramètre variable, de la forme
a étant le paramètre ; à chaque valeur de a correspond une position de la ligne mobile. On obtient l'équation de la' surface engendrée parla ligne génératrice en formant une combinaison des deux équations de cette ligne ne renfermant plus le paramètre a, ou, comme on dit, en éliminant a entre les deux équations.
Exemple, — La droite représentée par deux équations y=ax, z = a
se déplace lorsque a varie, et engendre une surface dont on forme l'équation en éliminant a entre les deux relations précédentes , on obtient ainsi l'équation y =xz, qui représente une surface du second ordre. On définit quelquefois la ligne génératrice en donnant les expressions des coordonnées d'un point de cette ligne au moyen d'un premier paramètre ; désignons le par u ; lorsque u varie, on obtient les points successifs de la génératrice. Les expressions des coordonnées renferment en outre un deuxième paramètre que nous appellerons v ; à chaque valeur de v correspond alors une position de la génératrice ; de cette façon, on a, pour représenter les coordonnées des points successifs de la surface engendrée par la ligne, des expressions renfermant deux paramètres, de la forme
Toute relation entre u et v représente une ligne tracée sur la surface ; en particulier les lignes représentées par u = c'* ou v = c** sont appelées lignes coordonnées, parce qu'elles généralisent sur une surface quelconque les parallèles x = c*® y = c** aux axes de coordonnées de la géométrie plane.
On appelle surfaces réglées celles qui sont engendrées parle dépla-
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cernent d'une droite mobile. En général, on suppose que les équations de la génératrice sont mises sous la forme
x = az-^p, y=zbz + q,
et que les quatre coefQcients a^b^p^q^ sont des fonctions d'un même paramètre l ; lorsque t varie, on obtient les droites successives de la surface ; on forme Téquation de cette surface en éliminant / entre les équations de la génératrice.
Parmi les surfaces réglées, nous mentionnerons les surfaces coniques et les surfaces cylindriques dont nous avons vu au ii° 101 les équations dans des cas particuliers. Nous mentionnerons aussi les surfaces conoTdes ; on appelle ainsi les surfaces engendrées par une droite restant parallèle à un plan fixe appelé plan directeur, en s'appuyant sur une droite û\t appelée directrice reciiligne et sur une autre ligne, droite ou courbe.
107. Surfaces de réYolutlon. — Une surface de révolution est obtenue en faisant tourner une ligne plane ou gauche autour d'une droite fixe que Ton appelle axe de la surface ; dans ce mouvement, tout point de la ligne mobile décrit une circonférence dont le centre est sur Taxe et dont le plan est perpendiculaire à Taxe ; une telle circonférence s'appelle un parallèle de la surface ; les sections par des plans passant par l'axe sont des lignes égales entre elles et sont désignées sous le nom de méridiens.
Au lieu de considérer la surface comme le lieu des positions successives d'une ligne invariable de forme tournant autour de l'axe, on peut encore la regarder comme engendrée par une circonférence variable de grandeur et de position, dont le centre est sur Taxe, le plan perpendiculaire à l'axe, et assujettie de plus à s'appuyer sur une ligne donnée ; cette manière d'envisager la surface est souvent employée pour former son équation.
Nous supposerons que l'on prend comme axe des z l'axe de la surface de révolution, et que l'on donne l'équation d'un méridien de cette surface dans un plan que nous prendrons comme plan des xz ; soit, dans ce plan,
(16) /lx,=) = 0
réquation de la courbe méridienne, et soient (xo,Zo) ^^^ coordonnée» d'un point de cette courbe. Dans le plan de cote Zq existe un parallèle de la surface dont le rayon est x^ , et dont les équations sont
en écrivant que Xy et z^ satisfont à Téquation (16), nous avons Féquation delà surface, qui est
(17) fWx^-^y\z)=0;
on l'obtient simplement en remplaçant x parv/^M-y* dans Téquation de la ligne méridienne donnée dans le plan des xz.
Gomme exemples de surfaces de révolution, nous mentionnerons :
i"* L'ellipsoïde de révolution, engendré par une ellipse tournant autour de Tun de ses axes ; TeHipsoîde est allongé ou aplati suivant que Taxe de révolution est le grand ou le petit axe. Si nous supposoas que les axes dirigés suivant Ox et Oz soient égaux à 2a et 2c, et que Oz soit Taxe de révolution, l'équation de la surface est
2° L'hyperboloïde de révolution, engendré par une hyperbole tournant autour de l'un de ses axes ; en employant les mêmes notations que précédemment, l'équation de la surface est
si l'axe de révolution est Taxe non transverse ; Thyperboloîde est alors dit à une nappe. L'équation est
si Taxe de révolution est Taxe transverse ; l'hyperboloïde est alors dit à deux nappes ;
3° Le paraboloïde de révolution, engendré par une parabole tournant autour de son axe ; son équation est de la forme
4^ Le tore, engendré par une circonférence tournant autour d'un axe situé dans son plan et ne passant pas par son centre.
108. Coordonnées seml - polaires. — On peut déterminer la position d'un point M de l'espace par d'autres coordonnées que les coordonnées cartésiennes. On peut conserver la cote z du point et remplacer ses coordonnées x et j^; qui sont aussi celles de sa projection Q sur le plan des xy , par les coordonnées polaires dans ce plan {fig. 38); en choisissant comme pôle l'origine, comme axe polaire l'axe Ox et comme sens positif des angles le sens dans lequel il faut faire tourner Ox pour Tamener à coïncider
avec Oy par une rotation de ^ i nous avons toujours, comme au n* 80,
Fig. 38.
X = p cos 0 , t/ = p sin ô .
Les coordonnées p, 0, ;: sont appelées coordonnées semi-polaires <lu point M.
Coordonnées polaires. — Ëtant donnés le système d'axes
rectangulaires Oxyz et un point M (fig, 39) j considérons la droite indéfinie passant par 0 et M et sur cette droite un sens positif OD; nous appellerons rayon vecteur de M le vecteur OM , et nous désignerons par p sa valeur relative sur la droite dirigée OD. Le plan indéfini déterminé parles deux droites Oz et OD est partagé par Taxe des 2 en deux demi-plans; considérons seulement celui de ces deux demi-plans qui contient la demi- 'droite OD et appelons Od sa trace sur le plan des xy .
VoGT- — Math. sup. i4
Fig. 39.
Dans ie plan xOy choisissons comme sens positif celui dans lequel on doit faire tourner Ox pour l'amener à coïncider avec Ojf par
une rotation de -^^ et désignons par ^ Tangle (Ox, Oc/); dans le
demi-plan zdz\ choisissons de même comme sens positif celui dans lequel on doit faire tourner 0;; pour Tamener à coïncider avec Od par
une rotation de -x- et désignons par ô Tangle {Oz^OD),
Nous voyons qu'à chaque système de valeurs de ^ , 0 et p correspond un seul point M de Tespace, car ^ détermine Od et le demiplan zdz\ 6 détermine dans ce demi-plan la droite dirigée OD, et p détermine sur cette droite le point M; les nombres ^, 0, p sont appelés coordonnées polaires du point M.
Mais inversement, à un point M correspondent une infinité de systèmes de valeurs de 0; , 6 et p ; si pi est la valeur absolue du vecteur OM, ôi Tangle unique compris entre 0 et ir formé par OM avec Oz, Orfi la trace sur le plan xOy du demi-plan sOM, et tJ;» l'angle unique compris entre 0 et 2tz formé par Odi avec Ox, tous les systèmes de coordonnées polaires du point M sont compris dans les deux formules
p = pi, 0 = 0i-f-2fr::, ^ = ^, -h 2À'7î,
p = _p,, o = Ô,-4-(2/c-f-i)::, ^ = ^, + {2k -h i)iz ,
k étant un entier positif, négatif ou nul ; on se contente souvent de prendre le système unique de coordonnées dont les valeurs sont
pi» ôn+i-
Pour passer des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes X, y, z, ou inversement, nous remarquerons que la projection 00 du vecteur OM sur le plan des xy a pour valeur relative
(OQ)=psine, et nous obtiendrons les relations
X = (OQ) cos ij; = p sin 0 cos i{/ , y = (OR) sin ^ = p sin 0 sin <j/ , z = (OM) cos 6 = p cosG ;
elles donnent inversement
= ±:v/xM-yM-sS
COS0 = — » COS'i'= — r— r ' Sm •]/
p ^ p sm 0 ^ p sin 0
Toute relation entre p, 0, ^ déûnit une surface ; en particulier, sii p est constant, cette surface est une sphère dont le centre est Torigine^ et dont le rayon est p ; les formules précédentes servent à représenter les coordonnées des points de cette sphère au moyen des paramètres 0 et •{/ qui sont la colatitude et la longitude.
CHAPITRE VII PROBLÈMES SUR LA DROITE ET LE PLAN
110. Détermination d'une di*olte. — Nous allons traiter dans Tespace les problèmes analogues à ceux que nous avons résolus aux n*» 82 et suivants en géométrie plane ; nous formerons d'abord les équations d'une droite donnée géométriquement.
Lorsque Ton donne un point Mq de la droite, de coordonnées (^0» ?o; 2o)i ^^ l^s angles a, p, y que fait avec les axes une direction positive choisie sur elle, nous avons vu que les coordonnées d'un point M de la droite sont données en fonction de la valeur p du vecteur MqM par les formules
(1) a; = Xo-f-pcosa, y = yo-^-pcos p', z = ZQ-hocost,
et nous en avons déduit les équations de la droite
a? — a?o^y — .Vo^g — Zq COSa COSp cosy
On peut multiplier les dénominateurs par un facteur quelconque sans changer les équations ; elles prennent alors la forme générale
{9\ ' ^— ^0 _ y— yo _ ^— -0
que nous considérerons habituellement; les nombres a, b, c s'appellent coefficients directeurs de la droite.
Lorsque Ton donne les coefficients directeurs d*une droite, on peut retrouver inversement les angles de cette droite avec les axes, car les cosinus de ces angles satisfont d'une part aux équations
^ox cos a cos p cos Y
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et d'autre part à la condition
cos^ a -h cos* p H- cos* y = * î
la valeur de chacun des rapports (3) est égale à la racine carrée du quotient de la somme des carrés des numérateurs par la somme des
carrés des dénominateurs, et elle est égale à — ; par
±:V/a«-f-6*4-c> suite oc, p, Y sont déterminés par les équations
cos a = » cos p =
,., , dbv/a*-f-6«H-c« db v^a* H- 6» -h c>
cosY =
dn/û
les radicaux étant pris chaque fois avec le même signe. Aux deux signes correspondent les deux directions opposées que Ton peut choisir sur la droite.
111. Cas particuliers. — Si c n'est pas nul, on peut sans inconvénient le supposer égal à Tunité ; si de plus Mq est dans le plan des œy et a pour coordonnées Xq =/>, i/o = y, -o = ^» '^s équations (2) peuvent s'écrire
(5) x = az-hp, y = bz-hq;
c'est une forme commode des équations d'une droite, parce qu'elles renferment seulement quatre coefficients, ce qui est le nombre le plus petit possible.
Lorsqu^on veut revenir de la forme (5) des équations à la forme habituelle, on écrit
Si la droite est parallèle à un plan de projection, un des cosinus ou des coefficients directeurs est nul, et le numérateur correspondant doit être égalé à zéro ; par exemple les équations d'une droite parallèle au plan des xy sont de la forme
Aa;-hBy-i-C = 0, z=:z^.
Si la droite est parallèle à l'un des axes de coordonnées, deux des cosinus ou des coefficients directeurs sont nuls, et les numérateurs
correspondants doivent être égalés à zéro ; par exemple les équations <i'une parallèle à Oz sont
^ = ^01 .V = yo-
L'axe des z a pour équations ar = 0, y = 0; Taxe des x a pour •équations y — 0, s = 0 et Taxe des y a pour équations x = Oy 5 = 0.
Si la droite est définie par deux points Mo et Mi de coordonnées (^0» 2/o> ^o) et (J^i^ .Vi» ^i)» ^^^^ formerons d'abord les équations (2) d'une droite passant par Mq, puis nous déterminerons les coefficients ^, by c par la condition que les équations soient satisfaites par [xi , yi , Zi) ; nous aurons ainsi les conditions
nous en déduirons les équations de la droite qui sont
En particulier, les équations de la droite joignant Torigine au point -de coordonnées (>, , ^/i , 5,) sont
Xi yi z,
112. Droites parallèles. — Anflle de deux droites. — Droiles rectangulaires. — Etant données deux droites, représentées respectivement par les équations
x — x^ ^ y — yo ^ zZZ^, abc ;8)
-r — a?i__y— yi_5 — 5t
la condition nécessaire et suffisante pour qu'elles soient parallèles est qu'elles fassent les mêmes angles avec les axes de coordonnées ; les •cosinus de ces angles, d'après les formules (4), sont respectivement .proportionnels à a, b, c et à a', &', c' ; nous en concluons qu'il faut «t il suffit que ces coefficients soient proportionnels, c'est-à-dire que Ton ait
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L'angle de deux droites est Tangle' formé par les parallèles à ces droites menées par un point quelconque, par exemple par Torigine. Si les équations des deux lignes données sont sous la forme que nous venons d'indiquer, les parallèles qu'on peut leur mener par l'origine font avec les axes les angles a, p, y, a', p', 7' déterminés par les équations (4) pour la première, et par des équations analogues pour la seconde.
Nous avons vu au n** 73 que l'angle V formé par deux droites issues de l'origine est donné par la formule
cos V = cos a cos a' H- cos p cos p' -f- cos y cos y ; nous avons donc, en remplaçant les cosinus par leurs valeurs,
/-nx ^r aa' -h bV -h ce'
(10) cosV = - ,-- •
Pour que les deux droites soient rectangulaires, il faut et il suffit que cos V soit nul, c'est-à-dire que l'on ait la condition
(11) aa'-h66' + cc' = 0.
113. Équation d*un plan. — Angles de droites et de plans. — Par un raisonnement analogue à celui du n^ 104, nous allons former l'équation d'un plan passant par un point Mo, de coordonnées (^o> 2^o^ ^0) ^^ perpendiculaire à une droite D de coefficients directeurs a, b, c. Si X, y, z sont les coordonnées d'un point M du plan, les coefficients directeurs de la droite MqM sont proportionnels à x — Xq , y — yo , z — z^y et en écrivant, d'après la formule (11), que cette droite est perpendiculaire à D, nous obtenons l'équation du plan, qui est
(12) a(x~Xo) + %-i/o)+c(s-Zo) = 0; elle est de la forme
(13) Aa;-f-B3/H-Cz-f-D = 0.
Si nous appelons coefficients directeurs d'un plan les coefficients A, B, C de ar, y, z dans son équation, nous déduisons de ce qui précède le théorème suivant :
Lorsqu^nn plan e8t perpendiculaire aune droite, les coefficients directeurs du plan sont proportionnels à ceux de la droite.
Ce théorème nous permet de former inversement les équations d'une droite passant par un point de coordonnées {x^^ , y^ , z^) et pejrpen-
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diculaire à un plan représenté par Féquation générale (13); elles sont:
a^ — aro_y — yps — gp A ~ B ~ C
En général, pour trouver Tangle de deux plans, on cherche
Tangle de deux droites menées respectivement perpendiculaires à ces.
plans; on écrit que deux plans sont parallèles ou sont rectangulaires
en écrivant que ces droites sont elles-mêmes parallèles ou rectangulaires.
Si Ton considère, par exemple, deux plans représentés par les
équations
.... Aa;-|-By + Cs-f-D=0,
^ ^ A'x + B'y-hC'5-hD' = 0,
Fangle de ces plans est donné par la formule analogue à (f 0)
^^^ V AA^-f-BB -hCC .
cos V = — »
v/A« H- B« + c» \/A'* -h B'* H- C* les conditions pour qu'ils soient parallèles sont
A' B' C ' et la condition pour qu'ils soient rectangulaires est AA'-hBB' + CC' = 0.
L'angle d'une droite et d'un plan est le complément de l'angle de la droite et d'une perpendiculaire au plan.
Pour qu'une droite et un plan soient parallèles, il faut et il sufQt que la droite soit perpendiculaire à une perpendiculaire au plan ; si la ligne et la surface ont respectivement pour coeffîcients directeurs a, b, c et A, B, G, il faut et il suffît que Ton ait
(15) Aa-hBb-{-Cc = 0,
114. Cas particuliers de la détermination d*un plan. — Supposons qu'un plan soit assujetti à passer par un point Mo de coordonnées (xq , y^ , Zq) et à être parallèle à deux droites de coefficients directeurs a, 6, c et a', b\ c' ; nous formerons l'équation générale d'un plan passant par le point Mq ; elle est
(16) A(x-Xo)-f-B(i/-yo)-f-C,z-^o) = 0,
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pais nous déterminerons les coefficients A, B, C par les conditions que le plan soit parallèle aux deux droites ; ces conditions sont
_. Aa -i-B6 +Cc=0,
' Aa'H-B6'-f-Cc' = 0.
Nous tirons de là
hc' — cb' ca! — ad ab' — ba'
et il nous suffit de porter ces valeurs dans Téquation (16). Nous pouvons, aussi remarquer que les équations (16) et (17) sont homogènes par rapport à A, B, C, et doivent être satisfaites par un système de valeursnon toutes nulles de ces trois quantités; d'après ce que nous avons vu au n* 12, le déterminant de leurs coefficients doit être nul, et celte condition nous fournit Tcquation cherchée sous la forme
abc
Si ua plan est assujetti à passer par deux points Mq (xq, j/q, Zq) et Ml [Xi , yi y Zi) et à être parallèle à une droite de coefficients a, 6, e, il suffit de remarq^uer que le plan est parallèle à la droite Mq Mi et que les coefficients directeurs de cette droite sont X| — Xq, ^1 — Yo et Zi — zo- Nous obtiendrons Téquation du plan en remplaçant dans Téquation précédente a\ V,d par Xi — xo, yi — j/o, -i — -o-
De n)éme, si un plan est assujetti à passer par trois points Mo (^0 » yo > -o) , Ml (xi , î/i , z,) et Mj (xj , î/2 , Z2) , il suffit d'exprimer qu'if passe par Mo et qu'il est parallèle aux droites MqMi et MoM^. Une autre manière consiste à écrire l'équation générale d'un plan sous la forme (13), et à exprimer que cette équation est satisfaite par les coordomiées de Mq, Mi et M^; les trois conditions ainsi formées, jointes à l'équation du plan, sont quatre relations linéaires et homogènes par rapport aux quatre quantités A, B, C, D, et comme elles doivent être satisfaites par des valeurs non toutes nulles, il faut que le déter> minant de leurs coefficients soit nul. Nous obtenons ainsi l'équation du plan sous la forme
yo ^0 i
Xs
En particulier, si les points donnés sont Tun d*abscisse a sur ox, Tautre d'ordonnée b sur oy et le troisième de cote c sur os, Tune ou l'autre des méthodes précédentes conduisent à l'équation
abc
Pour construire un plan donné par une équation donnée, on peut déterminer les traces de ce plan sur les plans de coordonnées, ou bien les points de rencontre avec les axes ; la trace sur le plan des xy par exemple s'obtient en faisant 2 = 0 dans Téquation donnée ; le point de rencontre avec ox s'obtient en faisant t/ = 0 et z = 0.
115. Intersection de plans et de droites. — L'intersection de deux plans qui ne sont pas parallèles ou confondus est une droite, qui est représentée par les équations des deux plans. Si l'on veut mettre les équations de la droite sous la forme fondamentale (2), il faut calculer les coordonnées d'un de ses points, et les coefficients qui déterminent sa direction.
Pour déterminer un des points de la droite, il sufHt de considérer
par exemple les traces des deux plans sur un des plans de coordonnées,
et de calculer les coordonnées de leur intersection. Pour déterminer
les coeflicients directeurs, que nous appellerons a, fr, c, il suffit d'écrire
que ce sont ceux d'une droite parallèle aux deux plans. Si ceux-ci sont
représentés par les équations générales (14), a, &, c satisfont aux
conditions
Aa H- B6 -4- Ce = 0,
A'a + B'6+C'c = 0; elles donnent
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représente, quel que soit X, un plan passant par la droite d'intersection des deux plans donnés par les équations (14).
Les coordonnées d*un point commun à trois plans donnés sont un système de valeurs de x, y, z satisfaisant aux équations des trois plans ; la détermination et la discussion de Tintersection de trois plans se confond avec la résolution et la discussion de trois équations linéaires à trois inconnues ; elle a été faite aux n*" 10 et suivants.
Pour trouver le point de rencontre d'une droite et d'un plan, il suffit de trouver le point commun à trois plans : le plan donné et deux plans passant par la droite. 11 est plus simple, lorsque la droite est représentée par des équations de la forme (2), de suivre la même marche que celle qui a été employée à propos de Tordre d'une surface (n® 105). Deux droites n'ont en général aucun point commun ; pour qu'elles en aient un, il faut que deux plans passant par la première et deux plans passant par la seconde se coupent en un même point, ou bien que les quatre équations de ces plans soient satisfaites par un même système de valeurs des trois inconnues or, y, z. Il faut pour cela (n* 15) que le déterminant des coefficients des inconnues et des termes connus soit nul.
die. Distance d'an pointa un plan ou à une droite. — Pour
trouver la distance du point de coordonnées Xq, i/o, Zq au plan d'équation
Ax -f- Bî/ -4- Cs -h D = 0,
nous suivrons la même marche qu'au n^ 86 ; nous abaisserons
{fig, 40) la perpendiculaire Mq?
sur le plan, et nous chercherons la distance de Mq au point P de rencontre de cette droite et du plan.
Les équations de la perpendif"*?- W). culaire sont
si nous désignons par i la valeur commune de ces rapports, nous avons
et en transportant ces valeurs dans l'équation du plan, nous avons la relation
Ax, H- Bt/o -h C5o -f- D -4- (A« H- B* -4- C*) / = 0,
qui donne la valeur de / correspondant au point P,
Aa?n-hByo-4-Csn
A*-hB* + C*
La distance M^P est égale à \/(x — x^y -h (y — y^Y -f- (s — Sq)* î «" remplaçant x^ y, z par leurs valeurs en fonction de i, et / par la valeur précédente, on a pour valeur de la distance d = MqP,
Aaro + Byo-hCzo-4-D
d = Val. abs. de -
y^A^-\-B*-hÔ
Pour avoir la distance d'un point Mi (xj , i/i , zj) à une droite issue d'un point Mq et représentée par les équations (2), ou trace par le point
Ml un plan perpendiculaire à la droite {fiff. 41); son équation est
on peut déterminer le point P commun à ce plan et à la droite, et calculer la distance MiP; mais il est
plus simple de calculer d'abord la
^ distance du point Mo au plan précédent, puis la distance des deux points Mo , Ml ; on a alors la distance cherchée par la formule
Fig. 4i.
MiP^\/m;mî— «oT^'
La plus courte distance de deux droites est la distance d'un point de Tune à un plan mené par l'autre parallèlement à la première.
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117. Trièdres de même sens. — Considérons dans l'espace trois axes de coordonnées formant un trièdre trirectangle Oxyz, et supposons ces axes énoncés dans Tordre Ox , Oy , Oz .
Pour un observateur placé le long de Oz, les pieds en 0 et la tête en js , il existe un certain sens dans lequel il faut faire tourner une demi-droite d'abord confondue avec Ox pour Tamener sur Oy en décrivant un angle < t: ; avec la disposition habituelle des axes, c'est le sens de gauche à droite. Remarquons que le sens de Oy vers Oz pour un observateur placé sur Ox, et celui de Oz vers Ox pour un observateur placé sur Oy sont les mêmes que le premier ; ce sens caractérise complètement la disposition des axes de coordonnées.
Soit Ox'y'z' un autre trièdre, trirectangle ou non, ayant même origine que le premier, les axes étant énoncés dans Tordre Oa/, Oy', Os' ; il est dit de même sens que Oxyz si, pour un observateur placé du même côté que O2' par rapport au plan Ox'y\ le sens de Ox' > ers Oy' est le même que celui qui a été défini pour le premier trièdre ; dans le cas contraire, les deux trièdres sont dits de sens différents. Les conclusions seraient les mêmes si Ton considérait un des deux autres axes Ox^ y Oty', pour établir la comparaison.
Plaçons-nous d'abord dans le cas où le trièdre Ox'y'z' est trirectangle; désignons par «i, pi, yi les cosinus des angles de Ox' avec Oar, Oy, Oz, et par a2, p«, yj ceux des angles de Oy' avec les mêmes axes ; ces cosinus satisfont aux trois conditions
dont la dernière exprime que Ox' et Oy' sont rectangulaires.
Soient aj, Ps, Ta, les cosinus des angles de Os' avec Ox, Oy, Oz ; nous allons déterminer ces quantités au moyen des précédentes : elles doivent satisfaire aux équations suivantes :
ai», -4- Pi^ -h Yiïa = 0 , aja, -h Pi?s -f- Wa = 0 , «^^ -f- pj _^ ^2 ^ f ^
les premières exprimaDt que Oz' est perpendiculaire à Ox' et à Ojy'. Des deux premières relations précédentes, nous tirons
f{) Q^a _- Pg _ Ta ,
^ ^ PiYâ — TiPï Yia2 — «iTs *iPi — Pi»»'
nous allons déterminer la valeur commune de ces rapports ; si nous la désignons par c et si nous remplaçons a, , p, , yj par leurs valeurs dans la troisième équation, nous avons
La parentlièse est égale à
W -^ Pi + rî) («1 -^ PI -^ Y^) - («i«» + PiP* ^ ïiït)^ ,
et se réduit à Tunité ; nous en concluons que e^ est égal à i , et que c est égal à -i- 1 ou à — i .
Nous allons voir que si les trièdres sont de même sens, c est égal à + i , sinon qu'il est égal à — i . Supposons en effet que l'on déplace (l'une manière continue le trièdre Ox'y'z' jusqu'à ce que Ox' vienne coïncider avec Ox et Oy' avec Oy ; alors Os' viendra s'appliquer sur Oj: ou sur la direction opposée suivant que les trièdres sont de même sens ou de sens différents; les rapports (f), dont les termes varient d'une manière continue, restent constamment égaux à -h i ou à — i . Lorsque Ox' et Oy' viennent coïncider avec Ox et Oy , oi et p^ deviennent égaux à -h i , pi et «^ égaux à zéro ; si Os' coïncide avec Os , yj est égal à H- i , et le dernier des rapports (1) a pour valeur + 1 ; si au contraire Oz' coïncide avec la direction opposée à Os, ys devient égal à — i et le dernier des rapports est égal à — i ; la proposition se trouve ainsi démontrée.
Nous avons finalement pour déterminer «s , pi , yi les relations
(2) «a = 6(p,Y2 — Yi?i) » P3 = «(Ti«« — «iïî) , ÏJ = «(«ipi — Pi*i) 1
t étant égal à + i si les trièdres sont de même sens, et égal à — 1
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s'ils sont de sens différents ; nous aurions des relations analogues en effectuant sur les indices une permutation circulaire quelconque. Remarquons (juc le déterminant
«i Pi Yi
*3 Pa Ys
a pour valeur
«slPlYii — Vl?2) -h p3(YlX2 — «lYi) -<- Y3(«lP« "" Pi^s) ;
il est égal au produit de s par la quantité «s + Pî-l-YÎ Q^i «^ po^r valeur Tunité ; le déterminant précédent est donc égal à +1 ou à — 1 suivant que les trièdres sont de même sens ou de sens différents.
118. Volume d'un tétraèdre. — Nous nous proposons d'évaluer le volume d'un tétraèdre OABC ayant un sommet à l'origine des coordonnées (/îjr^ ^2), connaissant les coordonnées Xj, t/i, Si ; x^, 1/2, Zi\
ic$iy3,-3 des trois autres sommets.
Les trois faces du tétraèdre issues du point 0 n*étant pas parallèles à TaxeOx, supposons pour fixer les idées que le plan OBC ne soit pas parallèle à cet axe. Traçons par le sommet A un plan parallèle à celui de la face opposée et désignons par A' le point où il coupe Ox ; le tétraèdre OA'BG est équivalent au premier.
Projetons maintenant les sommets B et C en B' et C sur le plan Oyz ; le tétraèdre OA'B'C est équivalent à OA'BG, et par suite à OABC; nous sommes donc ramenés à calculer le volume du tétraèdre OA'B'C ; nous pouvons ajouter que les transformations précédentes n'ont pas altéré le sens des trièdres, et que le trièdre OA'B'C est de même sens que le trièdre OABC.
Evaluons Tabscisse du point A' ; l'équation du plan passant par le point A de coordonnées (xj, y,, Zj) et parallèle aux droites OB et OC est (nM 14)
Fig. 4i.
X — Xt y — yiZ—Zi Xi t/i Z2
xz yj 2j
si nous y faisons y et z nuls, nous avons pour déterminer l'abscisse X de A' une équation qui s'écrit sous la forme
x{ytZi--Ziyt) =
Xi yi zi xt yt Zi Xi yz zz
Le coefficient de x au premier membre est, au signe près, égal au •double de la surface du triangle OB'C (n^ 87) ; la valeur absolue de ce premier membre représente donc le produit de la hauteur du tétraèdre OA'B'C par le double de la surface de sa base, ou bien 6 fois le volume de ce tétraèdre ; les tétraèdres OABC, OA'B'C étant équivalents, nous avons finalement
volume OABC = 4o
xx yi Zi Xi yi Zi xz yz zz
t étant égal à H- i ou à — i. Nous allons montrer que e doit être -pris égal à -4-1 si le trièdre OABC est de même sens que le trièdre Oxyz, et égal à — 1 dans le cas contraire.
En effet, dans le premier cas, il résulte d'une remarque faite que le trièdre OA'B'C est de même sens que le trièdre des axes de coordonnées ; si OA' est positif, le sens de OB', OC es! le même que celui de Oi/,Os et la différence ytZz — z^yz est positive (n* 87); si OA' est négatif, les sens de OB', OC et de Oi/, Oz sont opposés, et cette différence est au contraire négative; dans les deux cas, le produit xijjiZz — z^yz) est positif, et le déterminant qui entre au second membre de l'équation (4) est positif ; il faut donc prendre e = -f- 1 •
Les conclusions sont opposées si les trièdres OABC et Oxyz sont de sens différents et il faut prendre e = — 1 pour avoir la valeur arithmétique du volume du tétraèdre. Dans certaines recherches, on considère le volume comme un nombre relatif positif ou négatif et Ton prend toujours c = -h 1 dans la formule (4).
Remarque. — Si pi , s^, ps désignent les longueurs des arêtes OA,
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OB, OC; si ai, Pi, Ti»«2y ^if Ta; «a* pa» Ys désignent les cosinus des angles formés par ces arêtes avec les axes, nous avons Xi = aipi,
iyi = pipi, 2, = YiPi c^ de même pour les autres sonimets; nous en
concluons que Ton a
Pl
X^ t/i Zi
= pi P2 P3
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et que le déterminant (3) a le même signe que le volume du tétraèdre OABC ; par suite ce déterminant est, dans tous les cas de figure, positif ou négatif suivant que le trièdre OABC est de même sens que le trièdre 00:3^2 ou est de sens différent.
119. Moment d'an vecteur par rapport & un point. — La valeur arithmétique du moment d'un vecteur AB par rapport à un point 0 (/?</. 43) est
égale au produit de la mesure de la longueur de ce vecteur par celle de la perpendiculaire OP abaissée du point 0 sur sa direction.
On représente géométriquement ce moment par un vecteur OG ayant pour origine 0 et pour valeur absolue celle du produit AB X OP ; il est porté sur la perpendiculaire en 0 au plan OAB dans un sens tel que le trièdre dont les arêtes seraient parallèles à OP, AB et OG ait le même sens que le trièdre des axes de coordonnées. Pour un observateur dirigé suivant OG, les pieds en 0 et la tête en G, le vecteur AB semble entraîner son bras de levier OP dans le même sens que celui qui va de Taxe des x vers Taxe des y pour un observateur placé sur l'axe des z.
Plaçons-nous dans le cas où le point 0 par rapport auquel on prend les moments est Torigine des coordonnées, comme dans la figure 43 ; désignons par x, y, z les coordonnées du point A origine du vecteur AB, et par X, Y, Z les projections de ce vecteur ; nous allons évaluer les projections ou composantes du vecteur moment OG suivant les trois axes, composantes que nous désignerons par L, M, N. VocT. — Math. sup. i2
Fig. 43.
Nous appellerons «i, ^i, yi; «si ^t, ts ; «'> ^9 Ta les cosinus des angles formés avec les aies par les directions OP, AB, OG ; jd et p les mesures des longueurs OP et AB ; les projections de OG sont respectivement égales à
L = jopa, , M = /3pp, , N =/)prî ,
•ou bien, en remplaçant as, Ps, 73 par les valeurs (2), et remarquant que e est égal à + i d'après les hypothèses faites,
L=jop(pirï— TiPî)» M=/3p(Yia2 — aiT»), N =/)p(ai?2— Pia*).
Mais pas, p^, prs sont respectivement égaux aux projections X, Y, Z du vecteur ; d'autre part, si nous projetons sur les axes le irecteur OP et les vecteurs OA et AP, dont il est la somme géométrique, nous avons
pcL, = X-+- (AP) aj, p?i = y'f- (AP) p,, />ri = 2 -h (AP) Y* ;
-en remplaçant les produits pof, • - • , joaj, • • • par ces valeurs et réduisant, nous trouvons les expressions
(5) L = yZ — zY, M = zX — arZ, N = a;Y — yX.
La manière dont nous avons défini ces valeurs montre qu'elles :sont indépendantes de la position du point A sur la droite indéfinie qui porte le vecteur AB, et qu'elles ne changent pas lorsqu'on transporte ce vecteur en un point quelconque de sa ligne d'action ; il serait facile de le vérifier par le calcul.
Les six quantités X, Y, Z, L, M, N sont appelées les six coordonnées du vecteur AB ; il existe entre elles la relation identique
(6) LX-hMY-f-NZ = 0.
Lorqu'on donne six nombres X, Y, Z, L, M, N liés par la relation précédente, on peut trouver un vecteur et même une infinité de vecteurs dont ils sont les six coordonnées; en effet les projections du vecteur inconnu sont égales à X, Y, Z ; quant à son origine, elle a pour coordonnées la solution des équations (5) où a;, y, jz sont les inconnues ; lorsque la relation (6) est satisfaite, ces équations sont compatibles et ont une infinité de solutions. Tous les points qu'elles déterminent sont situés sur une même droite, les coefficients directeurs de cette droite
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^tant précisément égaux aux projections X, Y, Z du vecteur ; les six coordonnées déterminent donc une infinité de vecteurs non seulement équipollents, mais encore situés sur une même droite, de telle sorte que ces vecteurs ont même longueur, même sens et même droite d^action. Dans le cas où le point par rapport auquel on prend les moments n*est pas Torigine des coordonnées, mais un point C de coordonnées Xq, yo> ^of 1^ calcul des projections du moment sur les axes est analogue au précédent ; dans Tévaluation de p<Xi , p% , p^^ entrent les différences x — Xo » y — J/o » ^ — ^o ^^^ place de x, y , z, et les projections du moment ont pour valeurs
(L'=(y-y,)Z-(s-Zo)Y = L-(y,Z-=oY),
il) ]M' = {z-z,)X-(ar-Xo)Z = M-(s,X-x,Z),
(N' = (x-x,)Y-{y-yo)X=N-(xoY-yoX).
Remarque. — Si nous nous reportons au calcul fait n^ 74 pour •déterminer les projections sur les axes de la résultante de plusieurs vecteurs, nous voyons que le moment par rapport à un point de la résultante de plusieurs vecteurs concourants, est égal à la somme des moments par rapport à ce point des vecteurs composants. En particulier, le moment d'un vecteur est égal à la somme des moments de ses composantes prises parallèlement aux axes de coordonnées.
120. Moment d^un vecteur par rapport à un axe. — Moment relatif de deux vecteurs. — Ëtant donnés un axe D et un vecteur AB,
si Ton prend le moment de AB par rapport à un point C de D, et si Ton projette sur Taxe D le vecteur représentatif de ce moment, la projection est appelée moment du vecteur par rapport à cet axe.
Nous allons montrer que ce moment est indépendant du point C choisi sur D; nous ferons le calcul en supposant que D est Taxe Oz du trièdre des coordonnées (figAi).
Nous désignerons par x^ = 0, y^ = 0 et 5o ï^s coordonnées du point C; les projections L', M', N' du
moment CG' de AB par rapport à C sont données par les formules (7) ; en particulier la projection N' sur Oz se réduit dans le cas actuel à xY — yX, et elle est indépendante de z^, ce qui démontre la proposition.
Nous voyons, en spécialisant, que les moments d'un vecteur par rap^ port aux trois axes de coordonnées sont les projections L, M, N sur ces axes du moment de ce vecteur par rapport à Torigine.
Si Ton projette le vecteur AB suivant ab sur le plan xOy, >e moment de ab par rapport au point 0 est égal h xY — j^X et est identique au moment de AB par rapport à Oz. Nous pouvons ajouter que ce moment est encore égal à six fois le volume relatif du tétraèdre OABU, OU étant un vecteur égal à -h i pris sur Oz. En effet, les coordonnées des sommets A et B sont respectivement x, y, z et x-i-X, y -H Y, s-f-Z, et le volume du tétraèdre OABU a pour valeur relative
x-hX y-f-Y S-+-Z
= a:Y-yX;
c'est bien le moment N de AB par rapport à Oz.
On appelle moment relatif de deux vecteurs, ou encore produit géométrique extérieur de ces vecteurs, le produit de la mesure de Tun d'eux par le moment de l'autre par rapport à l'axe qui porte le premier.
Soient po la valeur relative du premier vecteur situé sur un axe 1^0' ^^ ^01 %t To les cosinus des angles formés par Do avec les axes de coordonnées ; soient x^, y^, Zq les coordonnées de l'origine du vecteur, Xq, Yq, Zq ses projections, et Lo, Mo, No ses trois autres coordonnées; soient x, y, z, X, Y, Z, L, M, N les coordonnées analogues du deuxième vecteur.
En désignant comme précédemment par L', M', N' les projections du moment de ce deuxième vecteur par rapport au point de coordonnées Xq , y 0 , Zo , nous aurons pour valeur du moment relatif des deux vecteurs l'expression
Po(L'xo -+- U% + N'to) = L'Xo -4- M'Yo -+- N'Z» ;
en remplaçant L', M', N' parles valeurs (7), nous trouverons l'exprès-
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sion suivante qui renferme symétriquement les coordonnées des deux vecteurs:
LXo -+- M Yo H- NZo -h XL» -h YMq -4- ZNo .
D'après ce que nous savons, il est facile de voir que le moment relatif de deux vecteurs AB, A'B' est égal à six fois le volume relatif du tétraèdre ABA'B' ayant pour sommets les origines et les extrémités de ces deux vecteurs.
121. Système de vecteurs. — Soient Vj, V2, ... des vecteurs répartis d'une manière quelconque dans Fespace ; nous désignerons par ^i} î/i} ^t les coordonnées du point d'application du vecteur Vi et par Xi, Yi, Zi les projections de ce vecteur.
On appelle résultante générale de ces vecteurs leur somme géométrique ; c'est un vecteur R dont l'origine est indéterminée, et dont les projections sur les axes sont
(8) X = SX„ Y = ri^, Z-IZ,.
On appelle moment résultant de ces vecteurs par rapport à un point C la somme géométrique des moments des vecteurs par rapport à ce point; si le point C est à l'origine 0 des coordonnées, les projections de ce moment résultant sont
(9) j M = 2(zA — x,Z0=2M/, ( N = 2(x,Y,-y,X,)==2N,.
Si le point C est un point quelconque, de coordonnées Xq^j/q^Zq, les projections du moment résultant par rapport à ce point sont
!L' = 2[(y,_y,)Z,- {z, - zo) Yj = L - (y,Z ~ z.Y) , M' = 2[(z, ~ z,)\i - (x, ~ x,)Z-] = M - (5oX ~ XoZ) , N' = 2[(x, ~ x,)Y,- (y.— yo)X j = ^-{xj-yo^) ;
ces expressions montrent que le moment résultant par rapport au point C est égal à la somme géométrique : i"* du moment résultant par rapport à l'origine ; 2® du moment par rapport à C d'un vecteur ayant pour origine 0 et pour grandeur la résultante générale R.
Les six nombres X, Y, Z, L, M, N sont dits les coordonnées du système de vecteurs.
122. Systèmes équivalents. — Deux systèmes de vecteurs sont dits équivalents s'ils ont les mêmes coordonnées par rapport à un système d'axes Oxyz,
On peut remplacer cette définition par la suivante, qui est indépendante des axes de coordonnées :
Deux systèmes sont équivalents s'ils ont même moment résultant par rapport à tout point de l'espace.
Nous allons montrer par le calcul que ces définitions sont équivalentes; en effet: si deux systèmes ont les mêmes coordonnées, les formules (10) montrent qu'ils ont même moment résultant par rapport à un point quelconque de l'espace. Réciproquement, si les valeurs de L'y M', N' sont les mêmes pour les deux systèmes quels que soient ^oiVof^o^ on voit d'abord, pour a?0 = yo = jSo = O, que les coordonnées L, M, N sont les mêmes pour les deux systèmes; ensuite, pour x^ = 0, que les valeurs de X sont les mêmes, puis, pour y© = 0, que celles de Y sont les mêmes, et qu'il en est de même des valeurs de Z.
Les cas les plus remarquables qui se présentent dans l'étude des systèmes de vecteurs sont les suivants :
i"* Les vecteurs sont tous nuls ; les six coordonnées du système sont nulles. Inversement, si un système a ses six coordonnées nulles, on dit qu'il est équivalent à un système nul.
2'' Le système comprend un seul vecteur ; les trois coordonnées X, Y, Z ne sont pas nulles; les composantes L', M', N' du moment par rapport à un point de la ligne d'action du vecteur sont nulles ; par rapport à tout autre point, ces composantes ne sont pas nulles, mais elles satisfont à la relation
qui comprend en particulier la formule (6).
Inversement, si les coordonnées X, Y, Z d'un système ne sont pas nulles, et si ses coordonnées L, M, N sont nulles ou satisfont à la relation (6), ce système est équivalent à un vecteur unique; nous avons déterminé ce vecteur au n^ 119, et nous avons vu qu'il a son origine indéterminée sur sa ligne d'action.
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Fig. 45.
3** Le système se compose de deux vecteurs Vj et V» [fig. 45) égaux et de sens opposés, leurs lignes d'action étant parallèles sans.
être confondues; un tel système porte le nom de couple. Sa résultante générale est nulle, de sorte que ses coordonnées X, Y, Z sont nulles ; quant au moment résultant, il a les mêmes coordonnées pour le tous les points de respace^ car les formules (10) indi quent que L', M', N' sont toujours égaux à L, M, N.
Ce moment, que Ton appelle moment du couple, n'est pas nul, car on peut Tévaluer en choisissant le point C sur la ligne d'action d'un des vecteurs ; il est alors représenté par un vecteur G égal au produit de l'un des deux vecteurs par la distance de leurs lignes d'action, que l'on appelle bras de levier du couple, et il est porté par la perpendiculaire au plan du couple.
Inversement, étant donné un système dont les coordonnées X, Y,. Z sont nulles, tandis que les coordonnées L, M, N ne le sont pas, ïï est équivalent à un couple ; pour former un tel couple, on considère par un point quelconque C de l'espace le vecteur CG de projections. L, M, N ; dans le plan passant par C perpendiculaire à CG on prend un bras de levier CD et un vecteur Vi perpendiculaire à CD de telle sorte que Vi X CD = CG, dans un sens tel que CG soit le moment de Vi par rapport à C ; le vecteur Vi et le vecteur Vj égal à Vi mais de sens, opposé et passant par C forment un couple répondant à la question.
Nous voyons qu'il existe une infinité de couples équivalents au système donné et par suite équivalents l'un à l'autre ; le calcul des éléments de Tun de ces couples en partant des formules (9) ou (10) nous aurait conduit au même résultat que celui que nous venons d'énoncer. Remarquons qu'un système composé de plusieurs couples a toujours sa résultante générale nulle; il est donc équivalent à un système nul, ou à un couple unique dont le moment est la somme géométrique des moments des couples donnés.
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Considérons le cas général, où la résultante générale et le moment résultant relatif au point 0 ne sont pas nuls, et où la relation (6) n'est pas satisfaite; le système donné est équivalent à un système réduit composé 1^ d'un vecteur ayant pour origine le poini 0, et égal à la résultante générale R; 2'' dun couple ayant pour moment le moment résultant G ; les six coordonnées sont en effet les mêmes pour les deux systèmes. Lorsqu'on détermine ce vecteur R et ce couple de moment G, on dit que Ton effectue la réduction du système donné par rapport au point 0.
Une réduction analogue peut être faite pour un point quelconque C de coordonnées Xq , y^, z^; le système réduit se compose alors d'un vecteur ayant pour origine C et égal à la résultante R, puis d'un couple dont le moment G' a pour composantes les nombres L\ M', N' donnés par les formules (iO). Si l'on choisit x^^ y^^^ z^ de telle sorte que l'on ait
le moment du couplé et la résultante générale dans la réduction ai\ point G sont parallèles ; les équations précédentes définissent comme lieu du point C une droite que l'on appelle axe central du système donné.
On appelle opérations élémentaires efTectuées sur un système de vecteurs les opérations suivantes: i** transport d'un vecteur le long de 8a ligne d'action ; 2"* remplacement d'un ou de plusieurs vecteurs concourants par un ou plusieurs autres de même origine et de même somme géométrique que les premiers. On démontre dans les cours de mécanique le théorème suivant que nous nous contentons d'énoncer:
Pour que deux systèmes de vecteurs soient équivalents, il faut et il suffit que Fon puisse passer de l'un à Vautre par un nombre fini d'opérations élémentaires.
123. Sphère. — Nous obtiendrons Téquation d une sphère de centre ^0 (^oi yoi ^o) ^^ ^^ rayon R en écrivant que la distance d'un point M (x, y, z) de la surface au centre est égale à R ; nous aurons de cette façon Féquation
En faisant passer tous les termes dans le premier membre et ordonnant, nous récrirons
x>-hy* + 52 — 2xoar — 2yoy — 2zoZH-ar*-f-yî-f-5j — R« = 0.
C'est une équation du second degré, mais elle n'est pas de la forme la plus générale, car il n'y a pas de termes en yz, zx, xy, et les coefficients de X*, y* et s* sont égaux.
Nous allons montrer, réciproquement, que toute équation du second degré en x, y, z dans laquelle les coefficients de yz, zx et xy sont nuls et les coefficients de x*, y* et 5* égaux, représente une sphère. Si nous divisons en effet les deux membres par le coefficient de x^, nous pouvons toujours écrire une semblable équation sous la forme
x« 4- y « -I- s« -+- 2ax 4- 2by H- 2cz 4- d = 0 ; nous pouvons la remplacer par
et sous cette forme elle exprime que la distance du point (x, y, z) au point {—a, — by — c) est constante et égale à y^a* -f- 6* -4- c* — d\ elle représente bien une sphère.
124. Ellipsoïde. — L'ellipsoïde est la surface représentée par Féqua-
tien
OÙ a y b, c sont les mesures de trois longueurs données ; on suppose
ordinairement que Ton a a ^ 6 ^ c.
Les sections de la surface par les plans des xy^ des xz et des
yz sont trois ellipses représentées respectivement par les équations
Nb'
S-hC-'=0.
Fig. 46.
elles ont pour axes les longueurs AA', BB' et ce égales à 2a, 26, 2c et dirigées suivant les axes de coordonnées; leur centre commun est Torigine 0 [fig. 46).
On se rend compte de la forme de la surface en déterminant sen sections par des plans horizontaux successifs ; le plan de cote h la coupe suivant une ellipse dont Téquation dans son plan est
elle a pour axes de symétrie les intersections de son plan par les plans des xz et des yz, et les demi-longueurs de ses axes sont
elles ne sont réelles que si h est compris entre — c et -hc
On voit que la surface admet Torigine comme centre, les plans et
les axes de coordonnées comme plans et axes de symétrie ; les extrémités A, A', B, 6', G, C des axes sont appelées les sommets de la surface.
Lorsque deux des quantités a, by c sont égales, rellipsoïde est de révolution; si Ton a par exemple a = b, la surface est de révolution autour de Taxe 0;: ; nous avons déjà examiné ce cas au n^ 107. Lorsque l'on a a = b=ic, la surface devient une sphère; du reste, les points de l'ellipsoïde peuvent se déduire des points d'une sphère concentrique de rayon a en réduisant l'ordonnée et la cote des points de cette sphère, la première dans le rapport de 6 à a et la seconde dans le rapport de c à «r.
125. Hyperboloïdes et cône asymptote. — On appelle hyperboloïde à une nappe la surface représentée par Féquation
sa section par le plan des ay est une ellipse dont les axes sont dirigés suivant les axes de coordonnées et ont pour longueurs 2a et 26; ses sections par les deux autres plans de coordonnées sont des hyperboles dont Taxe non transverse est dirigé suivant Os . La section par un plan parallèle au plan des xy est une ellipse dont les axes vont en augmentant avec la cote du plan.
On appelle hyperboloïde à deux nappes la surface représentée par Téquation
fi Ifi »r2
sa section par le plan des xy est une ellipse imaginaire ; ses sections parles autres plans de coordonnées sont des hyperboles ayant pour axe trans verse Taxe Oz, et conjuguées des sections de Thyperboloïde à une nappe parles mêmes plans.
Les asymptotes de ces hyperboles sont des génératrices du cône représenté par Féquation
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•on rappelle cône asymptote des deux hyperboloïdes précédents; la
figure 47 indique la position respective des trois surfaces, Thyperboloîde à une nappe entoure le cône et Thyperboloîde à deux nappes est formé de deux parties distinctes situées dans chacune des nappes du cône ; nous avons supposé ces surfaces limitées supérieurement par un même plan perpendiculaire à Oz .
Lorsque Ton a a = b, les surfaces sont de révolution autour de Oz, On peut vérifier qu'une droite qui tourne autour de 0:= engendre un cône de révolutioa . ^_ ou un hyperboloïde de révolution
à une nappe suivant qu'eUe rencontre Taxe ou ne le rencontre pas.
126. Génératrices rectilignes de Th^-perboloîde à une nappe. —
L'hyperboloïde à une nappe possède la propriété remarquable d'avoir une infinité de droites situées tout entières sur sa surface ; considérons en effet les équations
— = — sin © + cos o , a c ^
^- = coso -t-sina;
oc'
lorsqu'on attribue à (p une valeur déterminée, elles représentent une droite ; l'ensemble des droites ainsi obtenues, lorsque ç varie, constitue une surface, et Ton a Téquation de cette surface en éliminant c^ entre les deux équations (1); or, si Ton fait la somme des carrés des deux membres, on obtient la relation
qui n'est autre que Téquation de Thyperboloîde à une nappe ; les équations (I) représentent donc, lorsqu'on fait varier le paramètre (p, une infinité de génératrices rectil ignés situées sur cette surface. Nous pouvons ajouter que 9 est le paramètre angulaire (n" 9i) du point de rencontre de la droite (i) avec Tellipse du plan des xy , Un raisonnement analogue montre que les équations
— = — — sin 9' -f- cos 9' ,
^ = - cos 9' -h sm cp'
représentent, quelle que soit la valeur de 9', une droite également située sur le même hyperboloïde ; les droites ainsi obtenues, lorsque 9'
varie, ne se confondent pas avec les premières, mais avec leurs symétriques par rapport au plan des xy , car il suffit de changer z en — z pour passer du système (1) au système (2).
Il existe ainsi deux systèmes distincts de génératrices rectilignes de Thyperboloïde à une nappe ; nous énoncerons à ce propos les propriétés suivantes, faciles à démontrer: Par un point de la surface passent deux génératrices, une de chaque système ; une droite d'un système ne coupe jamais celles du même système, mais rencontre toutes celles de Tautre. La Pig 48, figure 48 rend compte de la position des
génératrices sur la surface et donne une idée de la représentation de Thyperboloîde à une nappe au moyen de fils ; Tun des systèmes est figuré en traits pleins, et Tautre en traits interrompus.
127. Paraboloîdes. — Nous appelons paraboloîde elliptique la surface représentée par Téquation
p et q étant deux lUKiibres positifs. Les sections de cette surface par les plans des xy et des xz ont pour équations
ce sont des paraboles ayant pour axe Taxe des x, pour sommet rorigiiie et dirigées dans le même sens ; la section par un plan perpendiculaire à Taxe des x, d'abscisse positive a, est une ellipse représentée dans son plan par Téquation
2ap 2aq
la surface n'a aucun point dont Tabscisse soit négative; elle s'étend
indéfiniment du côté des x positifs; elle a comme sommet Torigine, comme axe et plans de symétrie Taxe Ox et les plans des xy et des xz\ nous avons représenté dans la figure 49 une portion de la surface limitée à une section perpendiculaire à Ox.
Nous appelons paraboloîde hyperbolique la surface représentée par Téquation
on p et q sont positifs. Les sections de cette surface par les plans des xy et des xz ont pour équations
5 = 0, .y« — 2px=0, y = 0, z^~h2qx = 0.
Ce sont deux paraboles ayant pour sommet l'origine, pour axe l'axe des x, mais dirigées dans des sens opposés de part et d'autre du plan des yz .
Un plan parallèle à ce dernier, d'abscisse x = a, coupe la surface suivant une hyperbole dont l'équation dans son plan est
si a est positif, son axe transverse est situé dans le plan des xy ; si a est négatif, son axe transverse est dans le plan des xz ; enfin, si a est nul, c'est-à-dire si le plan se confond avec le plan des yz, la section se réduit à un système de deux droites, dont les équations séparées sont
Vp vq vp vq
Ces équations sont du reste les mêmes que celles des asymptotes des hyperboles déterminées par des plans dont l'abscisse a n'est pas nulle; dans l'espace, les équations (4) représentent deux plans passant par l'axe Ox et appelés jo/ans directeurs du paraboloïde. Les asymptotes de toute section par un plan perpendiculaire à Ox sont les droites d'intersection des plans directeurs et du plan sécant.
La figure 50 rend compte de la forme de la surface ; nous avons
supposé le paraboloïde limité par deux plans parallèles au plan des xy et symétriques par rapport à ce plan, et par un plan perpendiculaire à Ox. Lorsqu'on regarde cette figure en plaçant Ox verticalement, elle semble représenter une selle de cheval.
Si /> et y sont égaux, les plans directeurs sont rectangulaires, et sont les plans bissecteurs du dièdre formé par les plans de coordonnées qui se coupent suivant Taxe des x; toutes les hyperboles sections de la surface par les plans perpendiculaires à cet axe sont équilatères ; on dit dans ce cas que le paraboloïde est éqailaiêre.
Fig. 00.
Génératrices rectilignes du paraboloïde hyperbolique
Le paraboloîde hyperbolique partage avec Thyperboloîde à une nappe la propriété de posséder des génératrices rectilignes. Considérons en effet les équations
\^p slq
pour une valeur donnée du paramètre, elles représentent une droite, et le lieu de cette droite, lorsque X varie, est le paraboloîde hyperbolique représenté par Téquation (3), car cette dernière équation résulte de l'élimination de X entre les deux précédentes. Les équations
vp vq
>r? slq
représentent, lorsque V varie, des droites formant un deuxième système de génératrices du même paraboloîde.
La deuxième des équations (5) représente un plan parallèle à Tun
des plans directeurs de la surface ; toutes les génératrices du premier système sont donc parallèles à ce plan ; de la même manière, toutes celles du deuxième système sont parallèles à Tautre plan directeur.
On peut vérifier, comme dans le cas de Thyperboloîde, que par tout point de la surface passent deux génératrices, une de chaque système ; une droite d*un système ne coupe aucune droite du même système, mais rencontre toutes celles de Tautre.
On se rend compte de la position des génératrices et de la représentation de la surface par des fils de la façon suivante, que nous indiquons sans démonstration : soit ABCD un quadrilatère gauche [fig, 51) ;
Fig. 5â.
partageons deux côtés opposés tels que AB et DC chacun en un même
jQombre de parties égales et joignons les points de division successifs
correspondants ; faisons de même avec les deux autres côtés ; nous
obtiendrons de cette façon des génératrices de chacun des systèmes
d'un paraboloîde hyperbolique ; un seul système est représenté dans la
figure 5i .
129. Paraboloîde hyperbolique 6qullatère rapporté à ses plans directeurs. — L'équation
(7) yz = kx
représente une surface du second ordre dont les sections par des plans perpendiculaires à Taxe des x sont des hyperboles rapportées à leurs asymptotes ; nous allons montrer que cette surface est un paraboloîde hyperbolique équilatère ayant pour plans directeurs les plans xOy et aK)z.
Nous suivrons le même mode de raisonnement qu'au n"* 95 ; nous chercherons l'équation de la surface par rapport à un système d'axes formé de l'axe des x et des bissectrices de Tangle yOz ; les deux nouveaux axes, que nous appellerons Oy' et Oz', forment avec Oi/,
dans le plan i/Oz, des angles respectivement égaux à t ^^ "7* « ^^^^
le sens qui amène Oy sur Oz par une rotation de ^ •
Pour tout point M de coordonnées Xy y, z^ la coordonnée x reste la même, et les coordonnées y^ et z' s'expriment au moyen de ^ el z par des formules analogues à celles du n^ 05 ; elles sont dans le cas actuel
en remplaçant dans Téquation (7) y et z par leurs valeurs tirées des relations précédentes, nous obtenons Téquation
qui représente bien un paraboloîde équilatère.
Les raisonnements qui précèdent s'étendent sans modification au VoGT. — Math. sup. i3
cas OÙ les axes Oy et Oz ne sont pas rectangulaires, tout en étant perpendiculaires à Ox ; par rapport à un tel système d'axes, Féquation (7) représente un paraboloîde hyperbolique ayant pour axe Ox et pour plans directeurs les plans xOy et xOz.
L'équation (7) met en évidence d'une manière simple les génératrices rectilignes de la surface ; les deux systèmes sont représentés par les équations
x = V, Vy = fcc.
Les surfaces du second ordre sont appelées quadriques ; nous nous contenterons d'énoncer ce résultat que toutes les quadriques rentrent dans une des catégories de surfaces que nous venons d'étudier, ou bien sont des cylindres à base elliptique, hyperbolique ou parabolique, ou bien enfin se décomposent en deux plans.
CHAPITRE I DÉRIVÉES DES FONCTIONS D*UNE YARIABLE
130. Des fonctions. — Lorsqu'une variable x est susceptible de prendre toutes les valeurs possibles depuis un nombre a jusqu'à un nombre 6, on dit qu'elle varie d'une manière continue dans l'intervalle (a, b) ; les deux nombres a, b sont appelés les limites de cet intervalle.
Si à chaque valeur de la variable x on fait correspondre une valeur d'une autre variable y, on dit que la seconde est une fonction de la première.
Cette correspondance peut être établie de plusieurs manières; ordinairement on donne une formule permettant de calculer la valeur de f/ correspondant à chaque valeur de x dans l'intervalle où la fonction est définie; on dit alors que y est une fonction explicite de ar ; exemples :
Dans ces exemples, le calcul de y comprend un nombre fini d'opérations algébriques, et l'on dit que y est une fonction algébrique
explicite de x ; dans le premier cas, elle est rationnelle et entière, dans le second cas, rationnelle et fractionnaire et dans le troisième, irrationnelle.
Les autres fonctions explicites, telles que
y = a*, y = loga;, y = sina:,
sont dites transcendantes ; les deux premières ont été définies dans la première partie; la troisième est définie en trigonométrie.
Lorsqu'une fonction est définie par une relation entre y et x, non résolue par rapport à y, on dit qu'elle est implicite ; les équations
y8_2xy-+-i=0,
sin 1/ ^ e*
déterminent des fonctions implicites ; la première est dite algébrique parce qu'elle est définie par une équation algébrique entre x et y ; la seconde est transcendante.
Lorsque la définition d'une fonction ne fait correspondre à chaque valeur de x qu'une seule valeur de y, on dit que cette fonction est um/orme, sinon qu'elle est multiforme ou à plusieurs branches; les fonctions implicites précédentes ne sont pas uniformes ; ordinairement on choisit dans ce cas une branche particulière de la fonction multiforme y pour en faire l'étude quand x varie.
Pour beaucoup de fonctions, la valeur numérique de y correspondant à une valeur de x est déterminée comme limite d'une suite de nombres qu'on peut calculer successivement; c'est ce qui a lieu déjà pour y = ^ lorsque x n'est pas carré parfait ; nous admettrons toujours que la définition d'une fonction permet d'en calculer la valeur numérique exacte ou approchée autant qu'on le veut.
131. Fonctions continues. — Lorsqu'on considère deux valeurs voisines de la variable, X ei a? + A, on dit que l'on passe de la première à la seconde en donnant à a? un accroissement h; cet accroissement peut être positif ou négatif.
Souvent, pour désigner la valeur absolue d'un nombre relatif, on place ce nombre entre deux traits verticaux ; ainsi | h \ représente la valeur absolue du nombre positif ou négatif h.
Soit y une fonction donnée de x dans un intervalle et repré-
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sentée par f{x) ; si Ton donne à la variable deux valeurs voisines x et X + A appartenant à cet intervalle, la différence
des valeurs correspondantes de y est appelée Taccroissement de la fonction correspondant à Taccroissement h de la variable. Si ft a pour limite zéro quand h tend vers zéro, on dit que y est une fonction continue pour fa valeur x de la variable ; on le reconnaît à ce que la valeur absolue | A | de Taccroissement de y peut devenir aussi petite que Ton veut pour des valeurs suffisamment petites de | A | .
Exemple, — La fonction x^ est continue pour toute valeur de x\ remarquons en effet que la différence {x -f- A)"" — oT des valeurs de la fonction pour a? et a; -f- A est divisible par la différence (a: H- A) — x = h; en effectuant la division, nous avons pour Taccroissement k la valeur
fc=(x-4- A)"— af»= A[(x-|-A)"^*4-x(a:-|-A)"-2^ ... -f-x«-»],
et cette valeur tend vers zéro avec A.
Une fonction non continue pour une valeur x est dite discontinue pour cette valeur ; par exemple la fonction rationnelle
est discontinue pour x = i , car y n'existe pas pour cette valeur, et la fonction augmente indéfiniment en valeur absolue lorsque x tend vers i . Gomme autre exemple la fonction
est discontinue pour x = 0 ; y augmente indéfiniment si x tend vers zéro par valeurs positives, et au contraire a pour limite zéro si X tend vers zéro par valeurs négatives.
Dire qu'une fonction est continue pour x, c'est dire que f[x + A) a pour limite f{x) quand A tend vers zéro ; les deux propriétés sont équivalentes. Cette remarque et les propriétés démontrées pour les limites (n* 25) nous permettent d'énoncer ce théorème :
La somme, la différence, le produit ou le quotient de deux fonctions continues sont aussi des fondions continues; toute expression
rationnelle constituée au moyen de fonctions continues est aussi con-tinue tant que le dénominateur n'est pas nul. Par exemple un polynôme entier
y = Aoar-+-AiX*-*-f- • • • -h A„„|X -i- A«
est une fonction continue pour toute valeur de x, puisque ses termes le sont ; un tel polynôme diffère très peu de son terme constant \^ lorsque x est très petit en valeur absolue. En écrivant ce polynôme sous la forme
on voit que pour les valeurs de x très grandes en valeur absolue, la parenthèse diffère peu de Aq , et le polynôme a le même signe que son terme de plus haut degré AqX* .
Le quotient de deux polynômes est une fonction continue pour toutes les valeurs de x qui n'annulent pas le dénominateur.
132. Dérivée d'une foncUon. — Soit y = f{x) une fonction continue pour la valeur x de la variable ; donnons à a; un accroissement h et désignons par k Taccroissement correspondant de y ; si le rapport de Taccroissement k de la fonction à Taccroissement A de la variable tend vers une limite déterminée quand celui-ci tend vers zéro, on dit que cette limite est la dérivée de la fonction pour la valeur de x considérée ; on la représente par y' ou par /"'(x), et Ton écrit
.V' = licn*=limÛ£±4ziM.
11 est nécessaire que k tende vers zéro en même temps que h, c'est-à-dire que la fonction soit continue pour qu'elle ait une dérivée ; mais cette condition n'est pas toujours suffisante, et il existe des exemples de fonctions continues n'ayant pas de dérivée. De tels cas sont tout à fait exceptionnels, et les fonctions usuelles ont une dérivée pour toutes les valeurs où elles sont continues, comme nous le verrons bientôt.
Dans certains calculs, on représente par ^x l'accroissement de
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a; et par Ày celui de y ; la dérivée est alors la limite du rapport-^
ÙLX
lorsque Ax tend vers zéro, et Ton écrit
y==Iim^ = lim/Iî±MlZl(^.
^ ^x ÙLX
188. Applications géométriques. — Une des applications les plus importantes du calcul des dérivées est la détermination des tangentes
aux courbes. Si l'on trace par un point M d'une courbe {fig. 52) une sécante MM' joignant ce point à un point voisiif M', et si cette sécante a une position limite MT lorsque M' se rapproche indéfîniment de M d'une manière
quelconque, on dit que MT est la tangente à la courbe au point M.
Fig. 52. C'est souvent par le calcul
plutôt que par la géométrie qu'on
peut affirmer l'existence d'une tangente en un point d'une courbe, et
qu'on peut la déterminer.
Plaçons-nous d'abord dans le cas particulier où la courbe est plane, et est rapportée à un système d'axes de coordonnées Ox, Oy ; nous supposons que l'ordonnée y est une fonction connue de l'abscisse x ; nous désignons par x, y les coordonnées du point M, et par x + Ax, y + Ay celles du point M'.
D'après ce que nous avons vu au n° 82, équation (6), le coefficient
angulaire de la sécante MM' est égal au rapport -^ de la différence des
ordonnées à celle des abscisses de M et M' ; si la fonction y a une dérivée, le rapport précédent a une limite précisément égale à la dérivée i/\ et Ton peut affirmer que la courbe a une tangente au point M, le coefficient angulaire de cette tangente étant égal à y\ Nous avons donc ce théorème :
Le coefficient angulaire de la tangente en un point d*une courbe plane est égal à la dérivée de l'ordonnée considérée comme fonclion de Pabscisse.
Supposons maintenant, pour nous placer dans le cas le plus général, que la courbe soit rapportée à un système d'axes dei coordonnées Ox, Oy, Oz, et que les coordonnées de chacun de ses points soientdes fonctions d'un paramètre t
(1) ^ ='/■(<), y = ?(<)- s^-KO;
soit t la valeur du paramètre qui correspond au point M^ de coor données x, ,?/, z ; soit t-]-M celle qui correspond au point M', A< tendant vers zéro quand M' se rapproche de M, et soient x + àx, y + Ajy, z-\-Lz les coordonnées du point M'.
Comme nous Tavons vu au n® 1 1 1 , équations (6), les coefficients directeurs de la sécante MM' sont proportionnels aux différences Ax, Ay, Az entre les coordonnées des points M et M', et ils sont aussi proportionnels aux quotients de ces différences par A^ c'est-à-dire à
Ax Aj^ Az
Si les fonctions (i) sont continues et ont des dérivées, on peut affirmer que les rapports (2) ont des limites quand A/ tend vers zéro, ces limites étant précisément égales aux dérivées x', y', z' ; on en conclut que la sécante MM' a une position limite quand M' se rapproche du point M, et que la courbe aune tangente en ce point, les coefficients directeurs de cette tangente étant proportionnels aux dérivées x', y', z' ; nous avons donc ce théorème :
Les coefficients directeurs de la tangente en un point d'une courbe sont proportionnels aux dérivées des coordonnées des points de cette courbe considérées comme fonctions d'une msme variable.
184. Applications mécaniques et physiques. — Une autre application importante des dérivées est la détermination de la vitesse du mouvement d'un point. Ëtant donnés trois axes de coordonnées liés à un système de repère, un point est en mouvement relativement à ce système si ses coordonnées varient avec le temps ; parmi les différentes manières d'étudier le mouvement d'un point mobile, nous mentionnerons les deux suivantes :
1° Dans la première méthode, on donne la trajectoire du mobile, et l'on suppose que l'on sait mesurer les arcs de cette trfgectoire, comme
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Fig. 53.
eela a lieu sur une droite ou une circonférence. On prend alors sur cette ligne {fig. 53) une origine Mo et un sens positif, comme sur une droite dirigée, et Ton fait correspondre à chaque point M de la ligne
la valeur relative s de i Tare MqM ; on peut l'ap-
peler abscisse curviligne du point M.
De même à chaque instant on fait correspondre la valeur relative ^de : rintervalle d e temps compris entre un instant pris comme origine et l'instant considéré, le signe de t étant -f- ou — suivant que ce dernier instant suit ou précède le premier. Alors un mouvement du mobile sur la trajectoire est caractérisé par une relation entre s et ^ de la forme
Soient M et M' les positions occupées par le mobile aux instants / et i' ^=t-\- Li\ soient s et «' = « + Aj les abscisses curvilignes de ces positions ; on appelle vitesse moyenne du mobile entre M et M' le rapport de Tare MM' au temps employé à le décrire ; cette vitesse a une valeur positive ou négative égale au rapport
s' — s_^ i'—i tki'
Si 9 est une fonction admettant une dérivée pour la valeur ( de la variable, le rapport précédent a une limite lorsque Li tend vers zéro; cette limite est appelée vitesse du mobile à l'instant ty et elle est égale à la dérivée de s ; nous avons alors ce résultat :
La vitesse d'an mobile est égale à la dérivée de son abscisse curviligne considérée comme fonction du temps.
Remarque. — Lorsqu'on se déplace sur la trajectoire à partir du point M, on appelle sens du mouvement celui que suit le mobile lorsque
Ton donne à ^t des valeurs positives croissantes, et Ton appelle sens des arcs croissants celui que suit le mobile lorsque Ton donne à Us des valeurs positives croissantes ; ces sens sont identiques ou opposés suivant que s augmente ou diminue quand t augmente.
Lorsque la trajectoire possède une tangente au point M, on définit de la même manière sur cette tangente le sens du mouvement et le sens des arcs croissants, correspondant à ceux que Ton vient de définir sur la trajectoire.
Dans certaines recherches, on représente la vitesse du mobile M à rinstant t par un vecteur MV dont Torigine est le point M, le sens celui de la tangente dans le sens du mouvement, et dont la longueur a pour mesure la valeur absolue de la vitesse. En examinant les divers cas qui peuvent se présenter, on voit facilement que Ton obtient ce vecteur représentatif de la vitesse en portant à partir du point M, sur la tangente dirigée dans le sens des arcs croissants, un vecteur dont la valeur relative est égale à celle de la vitesse telle que nous Tavons définie, c'est-à-dire égale à la dérivée de s,
2<* Dans la seconde méthode, on donne les expressions des coordonnées du mobile en fonction du temps, sous la forme
ces équations définissent à la fois la trajectoire et la loi du mouvement lorsque / varie.
Soient x,y,z et x' = xh-Ax, y^ = y-^ày, z'=^Z'h^z les coordonnées des positions M et M' du mobile aux instants i eii' = t-\-^t; portons sur la droite indéfinie MM' {ficf. 53) un vecteur MVi dont la valeur relative est liée à celle de la corde MM' par la relation
. (corde MM') V^^*)= Ai '
puis faisons tendre M vers zéro. Nous allons démontrer que la limite de MV|, lorsqu'elle existe, est le vecteur MV représentatif de la vitesse ; nous supposons toutefois, ce qui a toujours lieu dans les cas usuels, que le rapport de la corde MM' à Tare qu'elle sous-tend ait pour limite l'unité lorsque MM' tend vers zéro.
En effet, on voit d'abord, en examinant les divers cas qui peuvent se présenter, que la limite du vecteur MVi est toujours située sur la
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tangente en M dans le sens du mouvement; on a d'autre part, en valeur absolue,
,. corde MM' ,. arc MM' ^ ^ ,. corde MM' .
lim — = hm — -- — X lim rj^rj^- ,
àl M arc MM'
comme le dernier terme du second membre est par hypothèse égal à Tunité, on voit bien que la limite de HVi a même valeur absolue que MV ; la proposition se trouve donc démontrée.
Cela posé, les projections du vecteur MVi sur les axes de coordonnées sont respectivement égales aux rapports
— Aj/ ÙLZ ,
17 ' m' SF '
si les fonctions x, y, z ont des dérivées, ces rapports ont des limites respectiveoient égales aux dérivées x', y\ z' ; nous pouvons affirmer dans ce cas que HYi a bien une limite, et que les projections de cette limite, c'est-à-dire celles du vecteur MV représentatif de la vitesse, sont égales à a/, y', z'. Nous pouvons remarquer, comme vérification, que ces projections sont proportionnelles aux coefficients directeurs de la tangente en M à la trigectoire. Nous arrivons donc au résultat suivant :
Le vecteur représentatif de la vitesse du mobile en un point a pour projections les dérivées des coordonnées du mobile considérées comme fondions d a temps.
Les équations (3) prises séparément représentent les mouvements des projections mi, m^, ms du mobile M sur les trois axes; les vitesses de ces mouvements sont représentées par des vecteurs miV|, mjVs, miVi portés par ces axes et respectivement égaux aux dérivées x', y', z'. Si nous remarquons que ces vecteurs sont précisément les projections de MV, nous pouvons encore énoncer ce résultat :
Le vecteur représentatif de la vitesse du mobile en un point M est la somme géométrique des vecteurs représentatifs des vitesses de ses projections sur les trois axes.
Dans différentes branches des sciences appliquées se présentent des notions analogues à celles que nous venons de développer à propos de la vitesse d'un mouvement.
Lorsque deux grandeurs dépendent Tune de l'autre, on a souvent à considérer le rapport des accroissements correspondants de ces grandeurs, puis la limite de ce rapport; cette limite est égale à la dérivée, de la fonction qui exprime les valeurs d'une des grandeurs au moyen de l'autre .
Par exemple, en physique, la longueur / d'une barre égale à l'unité de longueur à 0* s'exprime en fonction de la température par une équation telle que / == f[t) ; si / et T = / + A/ sont les longueurs
aux températures t et <' = < + A^, le rapport -- est le coefficient
moyen de dilatation entre les températures ^ et <' ; la limite de ce rapport est le coefficient de dilatation à la température t\ il est égal à la dérivée de la fonction l = f[t).
186. Dérivées suceessfves* — Ëtant donnée une fonction y =■ f{x), la dérivée y' ou f{x) est déterminée pour chaque valeur de x où elle existe; elle est elle-même une fonction de cette variable et peut posséder une dérivée ; lorsque celle-ci existe, on l'appelle dérivée seconde de y, et on la représente par y' ou f'{x). C'est une nouvelle fonction de X dont la dérivée est appelée dérivée troisième de y et est représentée par y' ou f^[x)^ et ainsi de suite; y' est appelée dérivée première.
Exemple. — Lorsqu'un point mobile est animé d'un mouvement rectiligne, la dérivée de sa vitesse par rapport au temps est appelée son accélération ; elle est égale à la dérivée seconde de l'abscisse par rap^ port au temps.
Nous allons calculer la dérivée première des fonctions usuelles; les dérivées suivantes s'en déduiront par l'application des règles trouvées.
136. Dérivée des fonctions simples. — i^ Dérivée d'une constante,
— Si une fonction y reste constante pour toute valeur de x, son ac-
k croissement k est toujours nul, ainsi que le rapport -t-: la limite de
ce rapport est donc toujours nulle également; nous concluons delà que la dérivée d'une constante est nulle.
2® Dérivée dey = x^. — Nous supposons m entier et positif; les
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valeurs de la fonction pour x et x + A sont x^ et (x + A)", de sorte que Taccroissement A de y correspondant à Taccroissement A de X est (x-f-A)" — x". Cette différence est divisible par la différence (x + A) — x = A^ et en effectuant la division, nous avons
A = (x-f-A)" — x" = A[(xH-A)"-*-|-x(xH-A)"-*-+- ... h-x"-«]; nous en déduisons
^=={x4-A)"-*-t-x(x-h A)"-*-4- ... -hx"-*.
Lorsque A tend vers zéro, tous les termes du second membre, qui sont en nombre m, ont pour limite x'*-^ de sorte que ce second membre a une limite égale à mx"-' ; nous avons par suite ce résultat:
La dérivée de x" est mx"""*.
3* Dérivée de y = e*. — Aux valeurs x et x H- A correspondent pour la fonction les valeurs e* et e*+*, et à Taccroissement A donné à 3c correspond pour y Taccroissement
le rapport des deux accroissements a pour valeur
Nous avons vu (n* 50) que le rapport — j- — a pour limite Tunité
quand A tend vers zéro ; nous en concluons que le second membre a pour limite e* ; d'où ce résultat :
La dérivée de «• est égale à e* lai-même.
Toutes les dérivées successives de e* sont égales à e*.
4« Dérivée de y = log x. — Nous entendons par ce symbole le logarithme népérien de x. Aux valeurs x et x + A correspondent pour la fonction les valeurs log x et log(x + A), et à Faccroissement A donné à x correspond pour y Taccroissement
A = log{xH-A)— logx==logf^-^j = logM -H-j;
lorsque A tend vers zéro, il en est de même de k, ce qui montre
]^ déjà que la fonction est continue ; le rapport -r- peut s'écrire
La quantité sous le signe log est de la forme (i +s)*, ol ayant
pour valeur — , et ayant pour limite zéro quand A tend vers zéro ; nous
savons (n*" 51) que la limite de cette expression est égale au nombre e; comme log e est égal à Tunité, la limite du second membre est égale
à — : d'où ce résultat:
La dérivée de log x est égale à
137. Dérivée des foncUons simples trigonométriques. — 1* Dérivée de y = sina;. — Aux valeurs x et x + A de la variable correspondent pour la fonction les valeurs sin x et sin(x + A), etàTaccroissement A donné à x correspond pour y l'accroissement
k = sin (a? -f- A) — sin x = 2 sin ^ cos / x -f- -j ) ;
cet accroissement tend vers zéro avec h, ce qui montre déjà que la fonction est continue ; le rapport -r- peut s'écrire
k ^^"^2 / - ^^^cos
(^-^î)=nr^^K'^"^^)^
lorsque A tend vers zéro, le premier facteur, qui est le rapport du sinus à Tare, a pour limite Tunité, et le deuxième a pour limite cos x, de sorte que la limite du second membre est cos x, d'où ce résultat :
La dérivée de sin x est cos x.
2* Dérivée de y = cos x. — Aux valeurs x et x -h A correspondent pour la fonction les valeurs cosx et cos(x + A), et à laccroissement A donné à x correspond pour y Taccroissement
A = cos (x -I- A) — cos X = — 2 sin — sin ( X -h -s- 1 ;
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cet accroissement tend vers zéro avec A, ce qui montre que la fonction
If est continue ; le rapport -r peut s'écrire
* 2sm^ ..
La limite du second membre est, pour la même raisoa que précédemment, égale à — sin x, d'où ce résultat :
La dérivée de cos x est — sin x,
3* Dérivée de y = tg a?. — Aux valeurs x et x -h A correspondent pour la fonction les valeurs tg x et tg {x + A), et à Taccroissèment A donné à x correspond pour y Taccroissement
^^ ^ ° cos (a: -h A) cosa: cos (x H- A) cos x '
cet accroissement tend vers zéro avec A lorsque cos x n'est pas nul, ce qui montre que la fonction est continue, sauf pour les valeurs de x
qui la rendent infinie, et qui sont de la forme x=(2A + i)-^; le
rapport -j- peut s'écrire
A _ sin A 1 .
A"" A * cos (x H- A) cos x '
lorsque A tend vers zéro, le premier rapport du second membre a
pour limite Tunité et le second, — ^ , de sorte que la limite de -r est
. cos X n
— r- , d'où ce résultat : cos*x
La dérivée de tgx est r**
^ cos "x
188. Dérivée des fonctloiis Inverses. — Soit y = f{x) une fonction continue, et C sa courbe représentative ; une pi^allèle à Taxe des Xy d'ordonnée y, coupe cette courbe en un ou plusieurs points. Si M est un de ces points, l'arc de la courbe G avoisinant le point M permet de déterminer une succession de valeurs de l'abscisse x correspondant à des valeurs successives de l'ordonnée y ; ces valeurs de x forment
une branche d'ime fonction uniforme ou multiforme x = 9 (y ) que l'on appelle i/ii^er^e de la fonction y:=flx). C'est une fonction continue; nous allons montrer qu'elle a une dérivée, et déterminer cette dérivée. Soient x et x-\-h deux valeurs voisines de la variable x, correspondant aux valeurs y et y -h k de la première fonction y ; par
k hypothèse, -r- a une limite 1/' ou p{x) différente de zéro lorsque h
tend vers zéro. Lorsque Ton considère x comme fonction de y, les accroissements correspondants de la fonction x et de la variable y
sont cette fois A et /r, et leur rapport est j- ; comme il est Tinverse
du premier, il a une limite qui est Tinverse de la première ; la fonction X ûe y bl donc une dérivée x' qui est Tinverse de la dérivée y', d'où ce résultat :
Les dérivées de deux fondions inverses ont des valeurs inverses Vune de Vautre.
Nous allons l'appliquer à la recherche de la dérivée des fonctions circulaires inverses.
139. Dérivée des fonctions trlgonométriques inverses. — 1^ Dérivée de j/:^arcsinx. — Si le sinus d'un arc y est désigné par x, inversement à un sinus égal à x et compris entre — i et -h i correspondent une infinité d'arcs y ; en désignant par p celui d'entre
eux qui est compris entre — -^ et H- -s- > ^ous les autres sont compris
dans les formules
y = 2fat H- p, y = (2& -I- i) ic — p.
L'un quelconque de ces arcs ayant pour sinus x est désigné sous le nom de arcsinx, mais on ne considère ordinairement que le premier p, et c'est le seul que nous étudierons comme .fonction de x ; nous allons calculer sa dérivée en utilisant celle de sa fonction inverse.
La fonction inverse de y = arcsinx est x = siny, dont la dérivée est (n« 137)
x' = cos y ;
dès lors nous avons, d'après le théorème démontré dans le n** précédent.
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y' = -;; = » et comme cosy est égal à ^/l — sin* y ou égal à
X COS V
/i — x*, nous trouvons
on doit prendre le signe + devant le radical car cos y est positif dans le cas actuel; pour un autre choix de i/, on doit prendre le radical avec le signe + ou le signe — , suivant que cos y est positif ou négatif; dans le cas ordinaire, nous avons ce résultat:
La dérivée de arc sin x est -7 .
V/I— ar«
2° Dérivée de y = arc cos x. — A un cosinus x compris entre
— i et +1 correspondent une infinité d*arcs j^ ; si p est celui
d'entre eux qui est compris entre 0 et ic, tous les autres sont compris
dans la formule
,y = 2A;:r=hp.
L'un quelconque de ces arcs ayant pour cosinus x est appelé arc cos x, mais on considère ordinairement Tare p, et c'est le seul que nous étudierons comme fonction de a? ; la fonction inverse de y == arc cos X est a; = cos y dont la dérivée est (n* 137)
x^ = — sin y.
Alors, par un raisonnement analogue au précédent, nous avons
^ x' sin y y/i— x*'
le radical étant pris avec le signe + puisque sin y est positif; pour un autre choix de y, on prendra devant le radical le signe de sin y ; nous avons ainsi ce résultat :
La dérivée de arc cos x est
3* Dérivée de y = arcigx. — A une tangente égale à x correspondent une infinité d'arcs y ; si p est celui d'entre eux qui
est compris entre — ^ et -+~^» tous les autres sont compris dans
la formule
VoGT. — Math. sup. H
L'un quelconque de ces arcs ayant pour tangente x est appelé arc tgx, mais on considère ordinairement Tare p, et c'est le seul que nous étudierons comme fonction de x; la fonction inverse de 2/ s: arc tg X est x =: tg y , dont la dérivée est
cos'y ' nous avons alors, par un raisonnement analogue aux précédents,
y'=-7=cos«yr- — •
d'où ce résultat :
La dérivée de arc tR x est .
140. Dérivée d'une fonction composée. — Ëtant données des fonctions simples de x, désignées par ii, v,ti;, . . . , toute fonction y de u, v, 10, • • . est appelée fonction composée de x; nous allons montrer dans les cas usuels que si o, v, k;, ... ont des dérivées, la fonction y a aussi une dérivée, et nous indiquerons comment on peut la déterminer au moyen de celles des fonctions composantes. Pour plus de commodité, nous représenterons par Sx Taccroissement de la variable, et par Ay , Aii , Av , ... les accroissements correspondants des fonctions y, iz, t;^ ... .
i® Ck)nsidérons d'abord le cas où y est le produit d'une fonction u par une constante A; l'accroissement Ay est égal à AAo, et nous avons, en divisant par Ax,
Ax Ax *
lorsque Ax tend vers zéro, le rapport — a par hypothèse une
limite u', par suite le premier membre a une limite et y a une dérivée qui est
y' = Au',
de sorte que la dérivée de Au est Au'.
2*^ Dérivée d'une somme. — Soit une somme de trois fonctions
y = u + t; + ti; ;
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a un accroissement tkx de la variable correspondent des accroissements At/, ÀOf Av, Ati;, et Taccroissement de y est égal à la somme des accroissements des autres fonctions ; nous avons donc
en divisant par ^Xy nous trouvons
Ay Au Au ùkW .
Ax Ax Ax Ax '
lorsque Ax tend vers zéro, chacun des rapports du second membre a une litnite égale à la dérivée de la fonction correspondante ; par suite le premier en a une égale à leur somme, et 1/ a une dérivée égale à
y ' = u' -I- u' -4- ii>' ;
nous voyons que la dérivée d'ane somme 11 + v + 1£) est égale à la somme u' -\~v' -^w' des dérivées.
Exemple. — La dérivée d'un polynôme
y = AoX" -f- AiX"-* -f- AîX"-- -f- . . . -1- A«_2X« -f- X^^iX M- A«
est égale à la somme des dérivées de ses termes ; d'après ce que nous avons dit sur la dérivée de x"*, et sur celle de Au, elle a pour valeur
y' r=z mAoX*-* -4- (m — l)AiX"-^ -f- (m — 2)A2X"^»
-+-•••+ 2A„^îX -f- A„_j ;
la même règle donne pour valeur de la dérivée seconde
y^ = /n(m — i)AoX'"-«-4-(in — l)(m-«2)AiX«-«-h • • • -h2. l.A^^s,
et ainsi de suite ; les dérivées successives sont des polynômes dont le degré va en décroissant ; la dérivée m* est une constante :
y('») = m(m — i)(m — 2) . . . 2. i.Ao, et les dérivées suivantes sont toutes nulles.
141. 3** Dérivée d'un produit. — Soit le produit de deux fonctions ,
y = uv ; ^'
soient n-f-Au et «-f-Aw les valeurs que prennent les deux facteurs
pour la valeur a; + ^ de la variable; à Taccroissement Ax correspondent pour u et & les accroissements Ao et Ar, et pour y raccroissement
Ay = (n -h At?) {v -h An) — n» := An . » -i- At? . u -h Au . Au ; en divisant par Ax^ nous avons
Ay Au At» _,^^\,
Xx \x Ax Ax
Lorsque Ax tend vers zéro, — et — ont des limites égales
Ax Ax
aux dérivées a' et v' ; Av tend vers zéro, et le dernier terme du second membre tend aussi vers zéro ; nous en concluons que le second membre a une limite égale à la somme u'v + v'a des limites des deux premiers termes, et par suite que y a une dérivée égaie à
d'où ce résultat : la dérivée d'un produit uv est égale à u'v 4- v'u . Exemples. — Les fonctions
y =(3x — l){x*-+-2), z =sinxcosx
ont pour dérivées
t/'==3(x«-h2)-f-2x(3x — i) = 9x« — 2x-h6, z' = cos*x — sin'x .
Si Ton a trois facteurs o , t; , to , on peut supposer d'abord effectué le produit des deux derniers ; d'après ce qui précède, nous avons
y' = u'[vw) -+- n[vw)' ;
en remplaçant la dérivée du produit vw par sa valeur explicite au dernier terme, nous trouvons
y' = u'vxo -h u{v'w -h w'v) = n'vw -+- v'uw + w'av .
Nous pourrions opérer de la même façon dans le cas d'un produit d'un plus grand nombre de facteurs, et nous verrions que l'oit obtient
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la dérivée (Fan produit en muUipliant la dérivée de chaque facteur par tous les antres facteurs, et additionnant les résultats.
142. Dérivée d'un quotient, — Soit le quotient de deux fonctions
soient, comme précédemment, u h- Ao et v-h^v les valeurs que prennent les deux termes pour la valeur x-hùkx de la variable ; à laccroissement Ax correspondent pour u et v les accroissements Ao et Av, et pour y l'accroissement
- II -4- Au a Aii.w — Av. u .
t) -h Au v (u -4- àv)v
en divisant par ùkXf nous avons
Au At;
Ay Ax Aaî
Hx {v -4- A»)«
Lorsque Ax tend vers zéro, — . et -r- ont des limites égales
tXX iXX
aux dérivées o' et v' ; dans le dénominateur, Av tend vers zéro , nous en concluons que le second membre a une limite, et par suite que y a une dérivée égale à
d'où ce résultat : la dérivée d'un quotient — est r — •
Exemples. — Les fonctions
2a:* -h i sin a;
^ ôx — 2 cosx
ont pour dérivées
,_4a;(3a? — 2) — 3(2a;*-hi)_6g* — 8x — 3
^r __ cos'a: — ( — sin'x) _ 1
cos^x cos^x '
nous obtenons ainsi de nouveau la dérivée de tgx.
En particulier, lorsque i/ = i , on a u' = 0 ; nous en concluons que la dérivée de — est égale à .
Lorsque nous aurons déterminé les dérivées des fonctions de plusieurs variables, nous considérerons le cas général des fonctions composées.
143. Dérivée d'une fonction de fonction. -— Si u est une fonction de X, toute fonction de u
est dite fonction de fonction de x ; nous allons calculer la dérivée de y en supposant connues la dérivée de la fonction f{a) de la variable u, et celle de la fonction u de x. Soient Àx un accroissement donné à la variable x, Au et ^y les accroissements correspondants de a et y; nous avons identiquement
Ay Ay Aa ,
Ax Ali Ax
lorsque Ax tend vers zéro, les deux rapports du second membre ont des limites égales à f'{a) et o'; par suite, le premier membre a ime limite, et y a une dérivée égale à
d'oix ce résultat : la dérivée d'une fonction de fonction est égale au produit des dérivées des fonctions dont elle se compose.
Ce résultat s'étend à un nombre quelconque de fonctions successives ; si u est une fonction de x, si v = <p(a) est une fonction de a, et y = f{v) une fonction de t;, nous avons de même
Ay Ay Au An
Ax A» Au Ax
et nous en concluons, en passant à la limite, y' = r{v).^'{u).u'.
Exemples. — Soit y = e~*' ; nous poserons n = — x', et nous aurons y = e" ; la dérivée de y sera alors
y' = eV=:e-«'(— 2x).
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Soit encore y = a*; nous avons vu (n° 52) que a* = c*^°8*»; en posant ii = xloga, nous avons ,y = e", d'où nous tirons
y' = 6" , a' = e****«*»loga = a*loga.
Le cas d'une fonction de fonction se présente couramment lorsque la variable entre sous le signe d'une fonction simple par un de ses multiples ou de ses sous-multiples ou plus généralement par une expression linéaire; on prend alors cette expression pour valeur de ii. On se dispense même d'écrire la lettre u, et Ton fait immédiatement le calcul de la dérivée.
Exemples : y = sin mx^ y' = m cos mx ;
y = log(ax+6), y' = ^^-
Dérivée d'une puissance. — Soit
- une puissance d'une fonction donnée u de x^ l'exposant m étant un nombre quelconque positif ou négatif. En prenant les logarithmes népériens des deux nombres» nous avons
logî/ = inlogii;
en égalant l'une à l'autre les dérivées par rapport à x des deux membres de cette dernière relation, prises d'après la règle du n? précédent, nous trouvons
nous tirons de là, en remplaçant y par sa valeur y' z=m — y = ma"*"*!!',
d'où ce résultat : fa c/eWvee c/e ii" est ma^-^u'. Exemples. — Les fonctions
y = (a5* — 1)*»2 = = (cosa?) '**
V/coso?
ont pour dérivées
z' = (-\){cosx) '(_sinx) = _^5£_.
2(cosa;)'
Dans le cas particulier où m est égal à — i on a y' = -5- n * u' ;
nous avons donc ce résultat :
La dérivée de \/n est — r= • 2v/iï
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145. Fonction croissante ou décroissante. — On dit qu'une fonction f[x) d'une variable x est croissante dans un intervalle donné relatif à cette variable si eUe va toujours en augmentant lorsque la variable va en augmentant dans cet intervalle. On le reconnaît à ce que, a et 6 étant deux valeurs quelconques de x comprises dans rintervalle considéré, f{h) est plus grand que f{a) si b est plus grand que a, ou, d'une manière plus générale, à ce que la différence f[b) — f{a) a toujours le signe de la différence 6 — a, et n'est pas nulle.
On dit qu'une fonction f[x) est décroissante dans un intervalle si elle va toujours en diminuant lorsque la variable va en augmentant dans cet intervalle. On le reconnaît à ce que^ a et 6 étant deux valeurs quelconques de x comprises dans l'intervalle, la différence f[h) — f[a) a toujours le signe contraire à celui de 6 — a, et n'est pas nulle.
146. Maximum ou minimum. — On dit qu'une fonction fyx) définie dans un certain intervalle passe par un maximum pour une valeur x = a de la variable comprise dans cet intervalle, si sa valeur pour x = a est supérieure aux valeurs voisines. On le reconnaît à ce que l'on peut trouver un nombre positif h tel que pour toute valeur b comprise dans l'intervalle donné et entre a^h et a -h h, f[b) est inférieur à f{a).
Lorsque la fonction f[x) est croissante entre a — h et a, et décroissante entre a et a 4- A, on peut affirmer qu'elle passe par
un maximum pour x — a, car f{a) est supérieur aux autres valeurs que prend f[x) entre a — h et a-^h.
On dit qu'une fonction f[x) définie dans un certain intervalle passe par un minimum pour une valeur 2* = a de la variable comprise dans cet intervalle, si sa valeur pour x^=^a est inférieure aux valeurs voisines. On le reconnaît à ce que Ton peut trouver un nombre positif A tel que pour toute valeur b comprise dans Tintervalle donné et entre a — h et a -4- A, f[b) est supérieur à f{a). Lorsque la fonction f{x) est décroissante entre a — h et a, et croissante entre a et a-h A, on peut affirmer qu'elle passe par un minimum pour j; = a, car f{a) est inférieur aux autres valeurs que prend f{x) entre a — A et a 4- A,
147. Théorème I. — Si une fonction est constante dans un intervalky sa dérivée est nulle pour toute valeur de la variable comprise dans cet intervalle.
Si une fonction est croissante dans un intervalle, sa dérivée est positive ou nulle, mais jamais négative pour toute valeur de la variable comprise dans cet intervalle.
Si une fonction est décroissante dans un intervalle, sa dérivée est négative ou nulle, mais jamais positive pour toute valeur de la variable comprise dans cet intervalle.
Soient en effet a et 6 deux valeurs quelconques de x dans Tintervalle considéré ; formons la différence f{b) — f{a)^ puis le rapport
(1) fMuM,
et cherchons la limite de ce rapport lorsque 6 tend vers a ; c'est la valeur de la dérivée f\£) pour x^=^a.
Si la fonction est constante, f{b) est toujours égal à /(a), le rapport (i) est nul, et sa limite est toujours nulle.
Si la fonction est croissante, le rapport (i) est positif (n° 14S) et sa limite est positive ou nulle, mais jamais négative. De même, si la fonction est décroissante, le rapport (1) est négatif et sa limite est négative ou nulle, mais jamais positive ; la proposition est ainsi démontrée.
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148. Théorème II. — Si une fonction continue et possédant une dérivée déterminée dans un intervalle passe par un maximum ou un minimum pour une valeur de la variable comprise dans cet intervalle et différente de l'une des limites, sa dérivée s'annule pour cette valeur de la variable.
Supposons que la fonction f{x) passe par un maximum pour une valeur x = a intérieure à Tintervalle que Ton considère; il existe alors, comme nous Tavons dit, un intervalle (a — A, a -h h) renfermé dans le précédent, et tel que pour tout nombre b de ce dernier intervalle, f{b) est inférieur à f{a). Formons encore la différence f{b) — f{a) et le rapport (1).
Donnons d'abord à b des valeurs inférieures à a et tendant vers a ; le numérateur et le dénominateur du rapport (i) sont négatifs, et ce rapport est positif; sa limite est donc positive ou nulle. Donnons ensuite à b des valeurs supérieures à a et tendant vers a ; le numérateur du rapport (1) est négatif, le dénominateur positif, et ce rapport est négatif; sa limite est donc négative ou nuUe. Mais, par hypothèse, la limite du rapport (i) est bien déterminée^ et elle a par suite la même valeur dans les deux cas ; elle ne peut donc être que nulle.
On ferait un raisonnement analogue si f{x) passait par un minimum pour x = a.
149. La réciproque du théorème I repose sur un théorème fondamental, que Ton appelle théorème des accroissements finis, et qui a pour but d'évaluer la valeur du rapport (1) au moyen de la dérivée de la fonction f{x); nous commencerons par démontrer le lemme suivant :
Lemme. — Si une fonction f[x) est continue et admet une dérivée déterminée pour toutes les valeurs de x comprises entre deux nombres a et 6, et si elle s'annule pour ces deux nombres, sa dérivée s'annule au moins pour une valeur de x comprise entre a et 6.
Si en effet la fonction est constamment nulle entre a et 6, sa dérivée est nulle pour toute valeur de x comprise entre ces deux nombres (Théorème I). Si la fonction n'est pas constamment nulle, elle prend entre a et 6 des valeurs positives ou négatives ; supposons pour fixer les idées que certaines des valeurs qu'elle prend soient
positives; d'après Thypothëse faite que f[x) est continue, la plus grande de ces valeurs, que nous désignerons par M, reste finie; M est sûrement un maximum de la fonction, et celle-ci passe par ce maximum pour une certaine valeur c de la variable comprise entre a et 6 et non égale à ces limites. D'après le théorème II, la dérivée f'[x) s'annule alors pour x = c^ ce qui démontre la proposition.
Le raisonnement serait le même si l'on considérait le cas où f[x) prend des valeurs négatives ; la fonction passerait par un minimum. Remarquons qu'il n'est pas nécessaire de supposer dans ce qui précède que la dérivée f'{x) reste finie pour x=^a ou a? = 6.
150. Tbéorème des accroissements finis. --^ Si une fonction f{x) est continue et admet une dérivée déterminée pour toutes les valeurs de x comprises entre deux nombres a et b, on a
C étant un nombre compris entre a et b.
Désignons par P la valeur du premier membre de l'équation précédente ; elle satisfait à la relation
considérons la fonction auxiliaire
obtenue en remplaçant dans le premier membre de l'égalité (3) a par X dans f{a) et dans 6 — a, mais non dans P ; ¥{x) s'annule pour x = a d'après (3), et pour x = b identiquement ; elle jouit, en même temps que /"(a;), de la propriété d'être continue et d'avoir une dérivée déterminée pour toute valeur de x entre a et 6 ; par suite, d'après le lenime du u"" précédent, sa dérivée s'annule au moins pour une valeur telle que c comprise entre a et b. Gomme cette dérivée est
nous obtenons, en écrivant que F'{c) est nul, la relation
p=nc),
ce qui démontre le tbéorème.
On donne souvent à l'équaiiou (2) une autre forme que nous allons
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indiquer, bien qu'elle ne nous soit pas utile actuellement. Si Ton remplace a par x, et 6 par x-hh, b — a est égal à h ; quant au nombre Cy qui est compris entre x ^i x-\-h, il peut être écrit sous la forme x-\-^h, 0 étant compris entre 0 et i ; avec ces changements, Téquation (2) devient
(4) f[x -h h)^f[x) = hf'{x-^^h),
151. Réciproque du théorème I. — Si une fonction continue a une dérivée constamment nulle dans un intervalle, elle est constante dans cet intervalle.
Si une fonction continue a une dérivée bien déterminée dans un intervalle, sauf peut-être aux limites, et si cette dérivée est constamment positive entre les limites^ sauf peut-être pour des valeurs isolées de la variable, où elle est nulle, cette fonction est croissante dans cet intervalle.
Si, dans les mêmes conditions, la dérivée est négative, la fonction est décroissante dans ^intervalle.
Soit f[x) la fonction donnée, a et 6 deux valeurs quelconques de x comprises dans Tintervalle considéré ou égales aux limites; dans le cas où f{x) est constamment nulle, la formule (2) des accroissements finis montre que Ton a toujours f[b) = f[a) et la fonction est constante, ce- qui démontre la première partie de la réciproque.
Pour démontrer la seconde partie, nous considérerons de même deux valeurs quelconques a et 6 de la variable comprises dans Tintervalle ou égales aux limites ; nous supposerons 6 > a , ce qui ne nuit pas à la généralité du raisonnement.
Plaçons-nous d'abord dans le cas simple où la dérivée est positive et non nulle pour toutes les valeurs comprises entre a et 6 ; (elle peut avoir une valeur quelconque pour a ou b) ; dans Téquation (2), le second membre f\c) est positif et non nul, par suite f[b) est supérieur à f{a) .
Supposons maintenant que la dérivée s'annule pour certaines valeurs de la variable comprises entre a et b; nous pouvons toujours trouver deux nombres a' et i' tels que Ton ait a<ia' <,b' <Zb, et tels que f\x) soit positive sans être nulle pour toutes les valeurs de X comprises entre a et a\ ainsi qu'entre b' et b.
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D'après le raisonnement du cas simple précédent, f{a*) est sûrement supérieur à /(a), et f[b) est sûrement supérieur à f{b') ; quant à la différence f{b')'—f[a')y d'après un raisonnement analogue, elle est positive ou nulle, car la dérivée f'[x) est positive ou nulle pour toute valeur de x comprise entre a' et V ; il résulte de là que la différence
est positive et non nuUe.
Dans Tun comme dans l'autre cas, nous voyons que f{x) satisfait à la condition du n^ 145 et est croissante dans tout Tintervalle considéré, ce qui démontre la deuxième partie.
Nous ferions un raisonnement analogue pour démontrer la troisième partie de la réciproque.
152. Remarques relatives aux maxlma et mlnlma. — Nous avons vu (Théorème 11) que si une fonction {{x) passe par un maximum ou un minimum pour x = a, et possède une dérivée f\x^ bien déterminée, cette dérivée doit être nulle pour cette valeur de x, La réciproque n'est pas toujours vraie, et {\x) peut s'annuler pour une valeur x = a sans que la fonction passe par un maximum ou un minimum pour cette valeur ; si la dérivée f\x) reste par exemple positive entre a — A et a-f-A, la fonction f{x) est cro/ssante dans l'intervalle {a-^h, â + A) et ne devient pas maximum ou minimum pour a; = a .
La fonction f[x) = x^ fournit un exemple de ce fait; sa dérivée f'{x):=ix* s'annule pour a: = 0 et cependant la fonction croit constamment sans passer par un maximum ou un minimum pour cette valeur de x.
D'autre part il peut arriver qu'une fonction reste continue et passe par un maximum ou un minimum pour une valeur x = a, sans que sa dérivée s'annule pour cette valeur de x ; il peut arriver que cette dérivée n'ait pas une valeur déterminée et devienne par exemple
infinie pour x=^a. La fonction yx* = x * offre un exemple de ce fait ;
elle est continue et passe par un minimum pour x== 0, et cependant
2 — * sa dérivée -^x s* est discontinue et non nulle pour cette valeur de x. «5
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Le théorème suivant indique d*une manière précise comment on détermine les maxima et les minima d'une fonction continue ; nous supposerons toutefois, ce qui a toujours lieu dans les applications usuelles, que les valeurs de la variable pour lesquelles la dérivée n'est pas déterminée ou change de signe sont en nombre fini dans tout intervalle limité.
Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue passe par un maximum pour une valeur de x est que sa dérivée passe du positif au négatif lorsque x passe en croissant par la valeur considérée.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue passe par un minimum pour ufie valeur de x est que sa dérivée passe du négatif au positif lorsque x passe en croissant par la valeur considérée.
Démontrons d'abord que la condition est nécessaire; supposons que la fonction f{x) passe par un maximiun pour x = a. Sans faire aucune hypothèse sur la valeur de la dérivée f'{x) pour x = a, nous pouvons trouver un nombre positif h tel que, entre a — h et a, cette dérivée soit déterminée, ne s'annule pas et garde le même signe, et qu'il en soit de même entre a et a + A. Nous allons montrer qu'elle est positive dans le premier intervalle et négative dans le second.
En effet, d'après la réciproque que nous avons démontrée dans le n* précédent, la fonction varie toujours dans le même sens entre a — h et a, et il en est de même entre a et a + A ; comme, par hypothèse, f{a) est supérieur aux valeurs voisines, la fonction est sûrement croissante dans le premier de ces intervalles et la dérivée est positive ; pour la même raison, la fonction est décroissante dans le deuxième intervalle et la dérivée est négative. Nous voyons donc que la dérivée passe du positif au négatif lorsque x passe en croissant par la valeur a.
Si au contraire f{x) passe par un minimum pour x = a, sa dérivée passe du négatif au positif lorsque x passe en croissant par la valeur a.
Nous allons maintenant montrer que la condition est suffisante ; supposons que la dérivée de la fonction f{x) soit positive pour x compris entre a — A et a, et négative pour x compris entre a et a -f- A, A
étant un nombre positif convenablement choisi ; d'après la réciproque du théorème I, la fonction est croissante dans le premier intervalle et décroissante dans le second ; dès lors sa valeur pour x = a est supérieure aux valeurs voisines, et elle passe par un maximum pour x = a.
On verrait de même que f{x) passe par un minimum pour x = a si sa dérivée passe du négatif au positif lorsque x passe en croissant par cette valeur.
La démonstration précédente ne fait intervenir en aucune façon la valeur de la dérivée f'{x) pour x = a^ mais seulement son signe pour les valeurs de x voisines de a.
153. Étude de la variation d*ane fonction. — Étudier la variation d'une fonction, c'est partager l'intervalle total où cette fonction est définie en intervalles partiels dans lesquels elle est continue et croissante ou décroissante ; c'est indiquer dans ces intervalles le sens de la variation de la fonction ; c'est enfin déterminer ses valeurs remarquables, correspondant aux limites des intervalles trouvés, en particulier ses maxima et ses minima.
Pour faire l'étude de la variation d'une fonction, on commence par déterminer les intervalles dans lesquels elle est réelle ; on cherche ensuite les valeurs de la variable comprises dans ces intervalles pour lesquelles la fonction est discontinue.
Pour étudier le sens de la variation de la fonction, on forme sa dérivée, puis on détermine les valeurs de la variable qui annulent cette dérivée, ou bien la rendent infinie ou discontinue ; c'est seulement pour ces valeurs qu'elle peut changer de signe. On range alors par ordre de grandeur croissante les valeurs de la variable ainsi trouvées, en même temps que celles qui limitent les intervalles de réalité, et celles qui rendent la fonction discontinue. On a ainsi une suite d'intervalles partiels tels que dans chacun d'eux la fonction soit réelle et continue, et que sa dérivée ait un signe constant, par suite que la fonction varie toujours dans le même sens. On détermine alors dans chacun de ces intervalles le signe de la dérivée ; si elle est positive, la fonction est croissante ; si elle est négative^ la fonction est décroissante.
Lorsque la dérivée a le même signe dans deux intervalles successifs, la fonction varie dans le même sens dans les deux intervalles et ne passe ni par un maximum ni par un minimum pour la valeur de x
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qui les sépare; on peut ne pas tenir compte de cette valeur de la variable si la fonction y reste continue. Lorsque, au contraire, la dérivée change de signe quand x passe en croissant par la limite commune à ces intervalles, la fonction passe par un maximum ou un minimum pour cette valeur de la variable : un maximum si la dérivée passe du positif au négatif, un minimum dans le cas contraire.
Pour plus de facilité, on dresse un tableau à trois colonnes ; dans la première, on inscrit les valeurs remarquables trouvées pour x, rangées par ordre de grandeur croissante ; dans la seconde, on indique le signe de la dérivée pour chacun des intervalles limités par ces valeurs ; dans la troisième, on inscrit le sens de la variation de la fonction dans chaque intervalle, ainsi que les valeurs des maxima etdesminima; plus généralement on y indique les valeurs de la fonction pour les limites des intervalles conservés et, s'il y a lieu, pour d'autres valeurs remarquables de la variable. Nous allons appliquer ces considérations à quelques exemples :
154. Premier exemple. — Considérons le trinôme du second degré
y = ax* -f- 6x -h c ;
c'est une fonction réelle et continue pour toute valeur de x ; sa déri-
vée est
y' = 2ax -f- b ;
Fig. 54.
elle s'annule en changeant de
signe pour la valeur X| = — =-*»
nous considérerons donc les deux intervalles (— oo , x,), (xi , -h oo ). Si a est positif, la dérivée y' est négative dans le premier intervalle et la fonction est décroissante; dans le second, y* est positive et la fonction est croissante ; y passe alors par un minimum pour
^{ic — b^ x = xi, et la valeur de ce minimum est yi = — j ; la courbe
représentative de la variation de la fonction est une parabole, comme Pîpdique la figure 54.
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Si a est négatif, les conclusions sont inverses ; dans le premier
intervalle, la dérivée y' est positive et la fonction est croissante; dans le second, y' est négative et la fonction est décroissante ; pour Xi , la fonction passe par un maximum dont la valeur 2^1 est donnée par la même expression que précédemment ; la courbe de variation est celle de la figure 55.
La tangente à la courbe au point (xi, yi) correspondant au maximum ou au minimum a, d'après le théorème du n^ 133, un coefficient angulaire nul et est parallèle à Ox.
Deuxième exemple. — Soit la fonction
elle est réelle et continue pour toute valeur de x ; sa dérivée est, en appliquant la règle de dérivation d'un produit (n^ 141),
cette dérivée s'annule pour x = — 1 , mais sans changer de signe ; elle
s'annule pour x = 0 et a? = -0 et elle a le même signe que le
trinôme x(3x — 2), c'est-à-dire qu'elle est positive en dehors des deux
racines 0 et -r- et négative entre ces racines ; nous considérerons les
intervalles limités par les valeurs de x égales à — 00, 0, -r-» -h 00.
Dans le premier, la dérivée est positive et la fonction est croissante; dans le second, la dérivée est négative et la fonction est décroissante ; enfin, dans le troisième, la dérivée est de nouveau positive et la fonction est croissante ; y passe donc par un maximum pour x = 0, ce
maximum étant égal à -ri et par un minimum pour x = ~» ce mi-
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nimum étant égal à 0; de plus y est égal à — oo pour a; = --^a> et à + 00 pour 2; = 4- oo . Ces résultats sont indiqués dans le tableau suivant :
croît maximum = —
décroît
minimum = 0
croît
La figure 56 donne la courbe représentative de la fonction y ; pour x = — 1 la dérivée est nulle, de sorte que la tangente à la courbe a un coefficient angulaire nul (n" 133) et se confond ici avec Taxe des x\ le point d'abscisse — 1 est dit un point d'inflexion de la courbe.
Troisième exemple. — Soit la fonction
elle n^st réelle que si le produit des trois facteurs situés sous le radica est positif, c'est-à-dire si x est compris entre — 4 et 0, ou supérieur à I ; elle est discontinue pour — i et 0 et devient infinie quand x s'approche de ces valeurs; elle a pour limite zéro pour x infini (Remarque du n"" 26).
La dérivée est, d'après les règles des n^" 142 et 144,
elle ne change de signe que lorsque lenumérateur s'annule, c'est-à-dire pour les valeurs i — v^ et l-f-v^2, et elle est positive entre ces valeurs.
Nous avons à considérer les intervalles successifs ( — 1,1 — y^) , {l-ï/2,0) , (i,i-f-t/2) et (1 -h v/2, -H 00 ) ; dans le premier, la dérivée est négative et la fonction décroît; dans le deuxième, la dérivée est positive et la fonction croit ; il en est de même dans le troisième ; enfin dans le dernier, la dérivée est négative et la fonction
imaginaire
décroit
min.=v/2-f-i croit
imaginaire
croît
max.=v/2 — 1
décroit
Fig. 57.
décroit ; y passe donc par un minimum pour a? = 1 — t^, ce minimum étant égal à v^ + 1, et par un maximum pour a? = 1 + /2, ce maximum étant égal à v^ — 1 . Ces résultats sont indiqués dans le tableau ci-dessus, et la figure 57 donne la courbe représentative de la fonction.
CHAPITRE III DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS YARIARLES
157. I>6rivée8 partielles. — Soit ({x^y) une fonction de deux variables indépendantes ; on dit qu'elle est continue pour un système de valeurs (x, y) si Taccroissement de la fonction correspondant à des accroissements h ti k des variables, c*est-à-dire la différence
fyx^h,y-^k)—f[x,y)
tend vers zéro lorsque A et A tendent simultanément vers zéro d'une manière quelconque.
On appelle dérivée partielle de /(x, y) par rapport à x la dérivée de cette fonction, où x est regardé comme seule variable et y comme constant ; c'est la limite du rapport
lorsque h tend vers zéro ; on la désigne par ^«(x, y).
On appelle de même dérivée partielle de /(x, y) par rapport à y la dérivée de la fonction où y seul est regardé comme variable, et x comme constant ; c'est la limite du rapport
lorsque k tend vers zéro ; on la désigne par fj[x , y).
Les dérivées du premier ordre sont des fonctions de x, y ayant en général elles-mêmes des dérivées partielles qu'on appelle dérivées partielles du second ordre de /(x, y) ; celles que Ton obtient en dé-
rivant /« par rapport à a; ou par rapport à y sont désignées respectivement par fU et f!j\ de même celles que Ton obtient en dérivant fj sont désignées par f^ et par f^ .
Les dérivées secondes ont elles-mêmes des dérivées partielles qui sont les dérivées du troisième ordre de f[x, y)^ et ainsi de suite.
Exemple, — La fonction x'"j^'' a pour dérivées premières et secondes
Nous voyons que les deux dérivées partielles f^ et /"^ sont identiques ; c'est une propriété générale des fonctions usuelles, et nous allons la démontrer.
158. Interversion des dérivations. — Soit /'une fonction de deux variables x et y. Donnons d'abord à x un accroissement h, et considérons la différence
si f est continue par rapport à x et admet une dérivée partielle par rapport à cette variable dans tout l'intervalle (x^x + A), nous pouvons lui appliquer le théorème des accroissements finis (n^ 150) et écrire, en désignant par 0 un nombre compris entre 0 et 1 ,
(2) f[x^h,y) -f[x,y) = hfL[x + ^Ky).
Donnons maintenant à y Taccroissement k, et formons la différence des valeurs de l'expression (1) pour y et pour y-f-A; elle est égale à
(3) /(X.+ h, y + k)^ f{x, y-hk)-^ f[x + h,y)^ f[x, y) ;
mais diaprés Tidentité (2), elle est égale à la différence des valeurs du second membre de cette identité, c'est-à-dire à
h[f,{x -H 6^ y -f- &) ~ ^(x -4- eA, y)].
Si f\x-h^h,y) est une fonction continue par rapport à y et admet une dérivée par rapport à cette variable dans l'intervalle
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(y^.y H-ft), nous pouvons appliquer à la différence entre parenthèses ie théorème des accroissements finis ; et nous trouverons pour valeur de l'expression (3) la suivante :
(i) hkfi{x-^bh,y-^Q'k),
^' étant, comme d, compris entre 0 et 1.
Formons maintenant une nouvelle valeur de la même expression, ntais en donnant d^abord à }/ Taccroissement k et en partant de la différence f{x, y-hk) — f{x, y) ; si f est continue par rapport à y et «une dérivée par rapport à cette variable dans Tintervalle (y,y-hft), ^ous avons
f{x, y H- ft) - f{x, y) = kfi{x, y -h e;Ac) ;
*' *xous donnons ensuite à x Taceroissement h, et si fy{x , y -h Ô| A) oontinue et a une dérivée par rapport à x dans Tintervalle * ^*^ -J- A), nous avons
5^-VA,j
,y-f-A) — /(«4-A,y)-/(x,y-hft)-4-/(ar,y)
= k[f,{x -h A, y -4- 6;ft) - /•;(«, y -t- Ôjft)],
et le second membre a pour valeur
(5) AA/;;(x-f-0,A,y-4-6{A),
Oi et Oi étant compris entre 0 et i .
Les expressions (4) et (5), qui sont égales à Texpression (3), sont égales entre elles ; en les divisant par AA, nous avons la relation
(6) fiy{x -^^h,y-h e'A) = f;.{x -h e,A, y 4- e{A).
Si nous supposons enfin que fiy{x,y) et fy»{x,y) sont des fonctions continues de X et y pour le système de valeurs (x, y), nous pouvons affirmer qu'en faisant tendre A et A vers zéro, les deux membres de l'égalité (6) ont pour limites fli^[xy y) et fyx[Xf y) ; à la limite, ces deux dérivées sont donc égales entre elles. Nous pouvons dès lors énoncer ce résultat :
Si une fonction f(x,y) de deux variables est continue et possède des dérivées premières fg, fyy ainsi que des dérivées^ secondes f'xj et //a, également continues, on peut affirmer que Pon a f^ = f%.
Ce théorème s'étend au cas où Ton dérive par rapport à x puis
par rapport à y une dérivée partielle d'ordre quelconque de la fonction f[^i y)i pourvu que les dérivées soient continues; par un raisonnement analogue à celui que Ton fait en arithmétique à propos d'un produit de facteurs, on voit que dans le calcul d'une dérivée d'ordre quelconque de /*, on peut changer Tordre des dérivations successives sans modifier le résultat ; on peut par exemple effectuer d'abord toutes les dérivations par rapport à x , puis toutes les dérivations par rapport à y. Les définitionsetlethéorèmequi précèdent s'étendent aui fonctions d'un nombre quelconque de variables ; si l'on considère par exemple une fonction de trois variables ([x^y^z)^ on définit comme nous Tavons fait les dérivées partielles fLi fyt f'ty fU , fiy » etc, et l'on démontre que l'on peut effectuer les dérivations dans un ordre quelconque. On désigne le résultat de n dérivations, dont a par rapport à a;, p par rapport à y et y P^r rapport à 2, par f^'i^p^y*
159. Dérivée des fonctions composées. — Nous avons déterminé au n^ 140 les dérivées de certaines fonctions composées d'une variable ; nous allons examiner en général les fonctions composées quelconques d'une ou de plusieurs variables et calculer leurs dérivées par rapport à l'une ou l'autre de ces variables. Pour fixer les idées, nous supposerons que l'on ait une fonction f de trois lettres variables u, v, to, ces trois lettres représentant des fonctions données de variables indépendantes a;, 1/, ... ; nous nous proposons de calculer la dérivée de f par rapport à l'une de ces variables, par exemple par rapport à x, connaissant les dérivées partielles de f par rapport à 11, v, to, et les dérivées de ces trois fonctions par rapport à x.
Désignons par x, 11, v, w et par /{u, t?, w) les valeurs correspondantes des diverses données, par Ax un accroissement donné à x, par ^u^ Ai;, Aid et A/* les accroissements correspondants des autres quantités qui en dépendent; nous avons
A/"= /■(«-♦- Au, »-}- Ar, lo-H Aïo) — /■(«, t?, w). Cet accroissement peut être décomposé en trois autres sous la forme
^f—f{u-\- An, r, w) — /"(u, v, lu) -|-/"(h + Au, v-h A», w) — f{u-^ Au, v^io) -h /"(u -h Au, r -f- Aw, 10 -h Aiy) — f{u -f- Au, V -h Ar, w) ;
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appliquons le théorème des accroissements finis à chacune des différences qui composent le second membre ; dans la première, a est la variable, V et w restant constants ; dans la deuxième, la variable est v, et dans la troisième w; nous avons alors, en désignant par Oi, 62,63 des nombres convenablement choisis entre 0 et 1,
(7) lf= fa {u -+- ôiAii, r, w) ^u H- /ï (ii-h Au, i; H- 62Ar, w) ^v
-h /"i (n -+- Ah, r -h Ac, m? -4- Ô3Aiy) Aïo .
Pour arriver à la dérivée de f par rapport à a;, nous devons diviser les deux membres par Aa; et faire tendre cet accroissement vers zéro ; nous avons
^= /; (a -h ô,Aii, », u?) ^ H- /: (il -h Aii, » -h ôjAr, M?) ^
-h /i (n -f- Aa, r -f- A», iD -h ôsAiy) — •
Au second membre de cette égalité, les accroissements Ati, Av, Ato
tendent vers zéro en même temps que Ax, et les rapports t- i t— «
^x ax
-r— ont des limites respectivement égales aux dérivées u* , v« , tt;^ ; si Ax
les dérivées partielles de /'(u, v^tv) par rapport aux lettres variables o, t7, w sont des fonctions continues de ces variables, les valeurs qu'elles possèdent dans le second membre ont des limites égales à celles qu'elles possèdent quand Au, Av et Ato sont nuls. Nous concluons de là que
dans ces conditions ^ a une limite, par suite que f a une dérivée par
rapport à x, et cette dérivée est donnée par la formule
(8) /i = /;(ii,^t«)iii4-/:(ii,t?,u;)ri + /i(ii,t;,ujK, ce que nous pouvons énoncer de la façon suivante :
Pour former la dérivée d'une fonction composée, on multiplie la dérivée de cette fonction par rapport à chaque lettre variable dont elle dépend par la dérivée de cette lettre, et Von fait la somme des résultats.
Cette règle générale comprend toutes celles que nous avons données aux n** 140 et suivants ; nous pouvons le montrer sur un exemple, en cherchant la dérivée d'un produit de trois facteurs /*= uvw. Ici nous avons
/ï = vu?, fn= OU), /i = lit;,
et nous en déduisons la dérivée de /'par rapport à x ; elle est
/•^ = «10 X o« -h uio X vi -h iir X w;« ,
comme nous l'avions déjà trouvé.
Comme application, cherchons la dérivée par rapport à x de la fonction
nous poserons ii = x^y, v = x, de sorte que f sera égal à ii' ; d'après ce que nous avons vu aux n^* 143 et 144, nous avons
/■; = «• log u = {x^yY log {x*y) ;
comme de plus les dérivées de o et t; sont
oi = 2a;y, r« = 1 , nous trouvons
fL = x (a;«y)-* X 2ajy 4- {x^y)' log (x«y) = {xh,)- [2 -h log (aî«y )].
160. Dérivée des fonctions implicites. — Soit y une fonction implicite de x définie par une équation
nous allons déterminer sa dérivée au moyen des dérivées partielles âef. Supposons pour un instant qu'on connaisse lexpression de cette fonction au moyen de x, et qu'on la mette à la place de y dans f{xyy), le résultat sera identiquement nul; mais ce résultat de substitution se présente sous la forme d'une fonction composée de x, analogue à /*(!/, v) dans laquelle on aurait u==:x et t; = i^. Cette fonction étant nulle, sa dérivée est nulle ; si nous la formons d'après la règle du n*^ précédent et si nous l'égalons à zéro, nous avons l'équation
si fj n'est pas nul, nous en déduisons la dérivée cherchée y^\ elle a pour valeur
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Exemple, — Soit la fonction y définie par Téquation a;' -h y' — iaxy = 0;
sa dérivée est fournie par Téquation (10) qui donne
(3a:« — 3ai/) -h (3y« — Ux) yi = 0, d'où nous tirons
^ ax — y*
Ces considérations s'étendent aux fonctions implicites de plusieurs variables déiSnies par une ou plusieurs équations ; par exemple si une fonction z de deux variables a; et i^ satisfait à Téquation
le premier membre est, après avoir remplacé z par son expression en X et y y une fonction composée des deux variables indépendantes x et y ; elle est identiquement nulle et ses dérivées partielles par rapport à chacune de ces variables sont nulles ; nous avons ainsi les deux équations
(11) /•i^-z'ixzi^o, /';4-/'ix^;=o
qui déterminent les dérivées z^ et Zy .
Si z est défini par exemple par Téquation d'un ellipsoïde
/»■ Al» /•« '
6* ses dérivées sont fournies par les équations
qui donnent
161. Théorème d*Ealer sur les fonctions homogènes. — On reconnaît qu'une fonction f{x, y, z) est homogène et de degré m (n* 62) à ce que Ton a identiquement
f{kxyky,kz)=^l^f{x,yyz).
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Prenons les dérivées par rapport à k des deux membres de cette identité; le premier membre est une fonction composée de la forme /'(il, V, w) y les composantes étant
11 = fer, v = kyj w = kz\ elle a pour dérivée
le second membre a pour dérivée
En égalant les dérivées ainsi trouvées, et faisant ensuite Ar = 1 , nous arrivons à la formule
qui constitue le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes.
CHAPITRE IV FORMULES DE TATLOR ET DE MAGLAURIN
162. Formule de Taylor. — Si une fonction f[x) est continue dans un certain intervalle, et si a et 6 sont deux valeurs de x dans cet intervalle, la différence f[b) — f{a) s'annule en même temps que h — a ; la formule de Taylor a pour objet de mettre cette différence des valeurs de la fonction sous une forme où apparaissent une ou plusieurs puissances successives de la différence b — a des valeurs de la variable.
Nous avons déjà rencontré (n° 150) la formule des accroissements finis
où la première puissance de 6 — a est mise en évidence et où c est compris entre a et 6; la formule de Taylor en est une généralisation, et elle la comprend comme cas particulier.
Théorème. — Si une fonction f{x) est continue ainsi que ses n premières dérivées pour toutes les valeurs de x comprises entre deux nombres a et b, et si elle admet pour ces valeurs une dérivée (n + i)* déterminée, on a
(2) m-na)=^^f'{a)-^.^^^f'{a)+ ...
i .2 ... n(nH-i
obtenue en faisant passer tous les termes de la relation précédente dans le premier membre et remplaçant a par x partout sauf dans P qui, par sa définition même, ne dépend que de a et de 6.
Cette fonction F{x) s^annule identiquement pour x=^b, et aussi pour x = a d'après la relation (3); calculons sa dérivée en appliquant les règles de dérivation des sommes et des produits ; nous avons
F(x)=-r(«)-^^r(*)-^-^r(*) -i^=^r<-«xx)
fi(i»-hi
la dérivée d'un terme de F(x) se compose de deux parties dont la première renferme la dérivée du second facteur, et la seconde la dérivée du premier facteur ; nous les avons écrites l'une au-dessous de Tautre. Chaque terme de la seconde ligne est égal et de signe contraire à un terme de la première, et la dérivée se réduit, après suppression de ces termes égaux et de signes contraires, à
Cette dérivée est bien déterminée dans Tintervalle (a. 6) puisque ^(A-t-D^x) est déterminée ; d'après le lemme du n^ 149, elle s'annule pour
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une valeur c comprise entre a et 6 ; comme le premier facteur ne devient pas nul, nous avons
p — /•(ii-*-i)(c) = 0,
ce qui démontre le théorème.
En remplaçant a par x et 6 par x+A, 6 — a est égal à A, et c est un nombre de la forme x + OA, 0 étant compris entre 0 et i ; la relation (2) prend alors la forme suivante, souvent usitée :
La formule de Taylor consiste dans Tégalité (2) ou dans Tégalité (5) ; si Dous y faisons n + i = i, nous retrouvons la formule des accroissements finis.
163. Formule de Madaurin. — Supposons la formule (2) de Taylor applicable dans un intervalle (0, x) et remplaçons-y a par 0 et 6 par x; c sera un nombre de la forme dx, 0 étant compris entre 0 et i, et nous aurons, en faisant passer f{0) au second membre, la relation
(6) /^(x)=/(0) + ^nO)-<-oAO)-4----
c'est la formule de Maclaurin.
Lorsque f{x) est un polynôme de degré n, la dérivée d'ordre n+ i est nulle (n* 140) ; les formules (5) et (6) sont alors limitées au terme de degré n, sans terme complémentaire; la formule (6) par exemple fournit le développement d'un polynôme de degré n ordonné suivant les puissances croissantes de la variable sous la forme
A«)=m+f r(0)+ il no)+ ••• +ï-:2^^/^<">(0).
Remarque. — On a quelquefois besoin pour le dernier terme de la formule de Maclaurin d'une autre expression que nous allons mentionner. Dans la formule (3) du numéro précédent, remplaçons le dernier terme
-r—^ 7 j^P par -z-^ ^Q, et répétons le raisonne-
ment que nous avons fait; nous aurons à la place de la formule (4) la relation
d'où nous tirerons, en écrivant que F'(x) s'annule pour x = c,
en faisant a = 0, 6 = x, c = ôx, nous arriverons à l'expression suivante du dernier terme de la formule de Maclaurin :
104. Formule de Taylor pour les fonctions de plusleors variables.
— Nous allons généraliser la formule de Taylor (5) et l'étendre aux fonctions de deux variables x et y ; le raisonnement s'appliquerait immédiatement au cas d'un nombre quelconque de variables ; nous allons développer l'expression f{x-hh, y-\-k) suivant les puissances des accroissements h et k.
Considérons la fonction suivante de la variable auxiliaire t :
F{l) = f{x-\-hl,y-+-kt), et appliquons-lui la formule de Maclaurin (6) :
F(0 = F(0)-H-|F(0)4.jî^P(0)-h . . . ^-_J:L_F(«)(0)
F est une fonction composée que nous pouvons écrire sous la forme F(l) = f{u,v), en posant h = x + A<, t; = y -+-/cf ; sa dérivée première par rapport à t est (n® 159)
F'{t) = /"„'ii'4- A'«;= A/ï-i- kfi ;
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sa dérivée seconde est
F\t) = h{hf:, -h kfi) H- k[hf:, ^ kfu) = ay;. ^ 2hkfi, + a>/:. ;
nous calculerions de même les suivantes ; nous constaterions qiie leurs valeurs sont analogues aux développements fournis par la formule du binôme et ont la forme générale
nous ferions voir du reste comme au n® t6 que la formule est générale en montrant que si elle est vraie pour n, elle le&t encore pour /î n- L Nous écrirons symboliquement
en convenant de développer le second membre suivant la formule du binôme, et de remplacer dans le développement un produit tel que (fW')-' par f<:^^.,.
En faisant t = 0 dans les dérivées successives, ti et v dcvien* nent égaux à x et y; nous avons alors potir développement de F{t)
Faisons enfin t = 1 dans cette formule, nous obtiendrons le résultat cherché
pour calculer le dernier terme, on prend les dérivées d'ordre n -^ \ de r<^7 y) P*"* rapport à x et à y telles qu'elles sont indiquées dans k* développement de la puissance symbolique {hfl-hkfif''^^\ et Ton remplace dans le résultat x par x-hhh, et // par y-h&A'.
De cette formule de Taylor on déduit une formule de Maclauriti donnant le développement de f{x, y) suivant l^s puissaiiees de x et VoGT. Malh. sup. 16
de y ; on remplace dans la formule précédente x et y par h et k, et inversement, puis on fait h et k égaux à zéro.
Remarque. — Si f[x, y) est un polynôme d'ordre n, ses dérivées partielles d'ordre n-hl sont toutes nulles, et les seconds membres de la formule de Taylor et de celle de Maclaurin sont limités aux termes de degré n , sans terme complémentaire.
Comme application, considérons le polynôme du second degré
/•(x, y) = Ax« -+- 2Bxy 4- Cy* -h 2Da; H- 2Ey -f- F ,
et formons le développement de f{x -h h, y -^ k) d'après la formule (8) ; nous avons
mais les dérivées secondes de / ont pour valeurs
/x'. = 2A, Av = 2B, /;. = 2C;
nous avons par suite (9) f{x-hh,y-^k)=f{x,y)-hhfi-hk/l-^Ah^-h2Bhk + Ck\
165. Maxima et mlnima d'une fonction d'une variable. — Nous avons vu dans le chapitre II comment la recherche des maxima et mlnima d'une fonction résuite de l'étude de la dérivée première de cette fonction ; nous allons montrer qu'elle peut se faire aussi au moyen de la formule de Taylor. La méthode que nous allons indiquer ne nécessite pas, comme la première, Texamen du signe de la dérivée dans des intervalles successifs ; par contre elle exige le calcul de certaines dérivées d'ordre supérieur au premier ; de plus elle n'est applicable que dans le cas où les dérivées à calculer sont finies et continues pour les valeurs de la variable que l'on a à considérer ; c'est là une restriction à laquelle n'est pas assujettie la première méthode.
Soit f[x) une fonction finie et continue dans un certain intervalle ; nous supposons que pour toute valeur Xq de cet intervalle les dérivées successives f\x), f\x), . . . sont également finies et continues, au moins jusqu'à la première qui n'est pas nulle pour x=Xf^. Dans ces conditions, en supposant que f^^^^^x^) soit le premier terme non nul de la suite /'(x,,), fix^), . . . , nous pouvons toujours écrire la formule de Taylor réduite à un terme sous la forme
(Il /(xo+ A) - fix,) = ^^ .^""|n.n) /^^"*"(^o + ÔA).
D'après les hypothèses faites sur la continuité des dérivées, /^■^*>(xo -hOA) diffère peu de /■<"+*> (a?o), par suite cette dérivée n'est pas nulle et a le signe qu'elle possède pour x^ lorsque h est en
valeur absolue inférieur à un nombre convenablement eboisi ; pour toutes ces valeurs de h^ le premier membre de Téquation (1) a toujours le signe de A""^* si /"^""^'Mx^) est positif, et toujours le signe opposé dans le cas contraire.
Si n-f-1 est impair, la différence /(xo-h A)— /(xq) change de signe en même temps que h ; la fonction f[x) n'est pas maximum ou minimum pour x =■ x^.
Si n -f- 1 est pair, la différence f\x^ -^ h) — /"(xq) a toujours le même signe pour les valeurs de h considérées, qu'elles soient positives ou négatives. Si /"^"^^^Xq) est positif, cette différence est positive, la valeur de la fonction /(x) pour x = x^ est inférieure aux valeurs voisines, et cette fonction est minimum pour la valeur Xq de la variable.
Si au contraire /^"**^(xo) est négatif, la valeur de f[x) pour a? = X0 est supérieure aux valeurs voisines, et cette fonction est maximum pour cette valeur de la variable.
Il résulte de là que la dérivée première /'(x) doit être nulle pour toutes les valeurs de x comprises dans Tintervalle où /(x) est continue, et rendant cette fonction maximum ou minimum ; on est ainsi amené, pour trouver les maxima et minima de /(x\ à résoudre T équation fXx) = 0.
Mais toute racine Xq de cette équation ne donne pas forcément un maximum ou un minimum ; pour le reconnaître, il faut calculer les dérivées successives /""(x), /*'"ix), ... en s'arrêtant à la première qui n'est pas nulle pour x =: x^. Si elle est d'ordre pair, ce qui a lieu ordinairement, car fix^) n'est pas nul en général, il y a maximum ou minimum : maximum si la dérivée est négative, minimum si elle est positive. Si elle est d'ordre impair, il n'y a pour x = Xo ni maximum ni minimum.
Maxima et minima d'une fonction de plusieurs variables
— Les mêmes considérations s'appliquent aux fonctions de plusieurs variables dans les intervalles où la formule de Taylor est applicable.
Considérons une fonction de deux variables f[x, y) ; on dit qu'elle est maximum pour (xq, y^) si Ton a
A-^o» yo) > A^o ^h^y^-h A), pour h et k suffisamment petits, aussi bien positifs que négatifs ; on
dit qu'elle est iDinimam pour les mêmes valeurs si Y<m a
/(^ot ,yo) < fi^o -^ *; yo H- *)
dans les mêmes conditions. Nous allons déterminer les valeurs des variables rendant la fonction maximum ou minimum.
Supposons d'abord que pour x = x^ et y = y© l«s dérivées premières fi et fy ne soient pas toutes les deux nulles ; écrivons la formule de Taylor sous la forme
f[x^ -H A, yo -t- *) - A^o» yo) = A/*i(^o -t- ôA, yo H- ôA)
-f-ft/'Xjîo-^«A;yo-4-eft);
pour h et k très petits en valeur absolue, le second membre diffère peu de la somme A/xt^o» yo) "^ V^(^oi yo) ^t a le signe de cette somme ; mais celle-ci prend des valeurs de signes contraires lorsque Ton donne à h et k des systèmes de valeurs égales et de signes contraires, par conséquent le second membre n'a pas un signe constant, et f{x, y) n'a ni maximum ni minimum pour x = Xqj y ^=1/^; nous pouvons donc énoncer ce résultat :
Pour qu'âne fonction f{x, y) soit maximum ou minimum pour un système de valeurs a;©, y^ des variables, il faut que ces valeurs annulent les deux dérivées du premier ordre.
Nous sommes ainsi amenés, pour trouver les valeurs des variables rendant f{x, y) maximum ou minimum, à résoudre le système d'équations:
elles fournissent un ou plusieurs couples de valeurs tels que (xq, y^), mais à chacun d'eux ne correspond pas toujours un maximum ou un minimum. Pour le reconnaître, supposons d'abord que les trois dérivées partielles du second ordre fit, fly, f"j% ne soient pas nulles en même temps pour Tq, y^ ; écrivons alors la formule de Taylor sous la forme
(2) f[x, + A, .vo + A) - /(^o, yo) = \ mu -f- 2hkfl, ^ k^f;.),
les valeurs des dérivées au second membre étant prises pour x^-h^h et yo-4-6/c; pour h et k très petits en valeur absolue, ce second membre a le signe qu'il prend pour les valeurs x^y y^ attribuées aux
variables, ou bien encore le signe du trinôme
Si ce trinôme a ses racines réelles, c'est-à-dire si fxly^ — A«/7o« ^ ^' il est tantôt positif, tantôt négatif suivant que la valeur de j- est comprise ou non entre les racines ; par suite le premier membre de (2) n'a pas un signe constant et la fonction f{x, y) n'est ni maximum ni minimum pour le système (xq, y^). Si le trinôme (3) a ses racines imaginaires, c'est-à-dire si fxly^ — A«/7o«<^» ^^ ^ toujours le signe de son premier terme, c'est-à-dire celui de fx^* ; on voit alors que si ce coefficient est négatif, le premier membre de (2) est toujours négatif pour les différentes valeurs suffisamment petites de h et k, et f{x, y) est maximum pour le système {x^^ y^) ; si au contraire, fx^t est positif, le premier membre de (2) est toujours positif dans les mêmes conditions, et f{x^ y) est minimum pour le système (xq, y^).
Lorsque les racines du trinôme (3) sont égales, ou lorsque x^^ y^ annulent les trois dérivées secondes de /*(a:, ^), il est nécessaire de considérer dans la formule de Taylor les termes en h et k de degré supérieur au second et de refaire des raisonnements analogues aux précédents, mais nous n'entrerons pas dans le détail de ces recherches.
Exemple. — Soit à trouver le maximum d'un produit
f=xyz
de trois facteurs dont la somme est constante et positive et a pour valeur
si nous tirons z de la dernière équation, et si nous portons dans f la .valeur obtenue, nous avons la fonction de deux variables indépendantes
f^xyia — x — y)
dont nous devons trouver le maximum ou le minimum.
En annulant les dérivées fl et /J, nous avons les deux équations
qui ont comme soIutioDS
Les dérivées secondes sont
la première solution aî = y = ~donne à ces dérivées les valeurs
— y» ~"T' ~"f ' ^^ ^^^^^ ^"® f^ly. — fWk* est égal à — |et est négatif; /"z^t est aussi négatif; la fonction est donc maximum ;
remarquons que dans ce cas x, y, z sont égaux à — , et les trois facteurs du produit sont égaux.
Les autres solutions rendent /«Jy, — fk*fk* positif, et la fonction n'est alors ni maximum ni minimum.
167. Calcul des quantités très petites. — Une des principales applications de la formule de Taylor consiste dans la détermination d'une valeur approchée de Taccroissement que prend une fonction lorsque Ion donne aux variables des accroissements très petits ; si en effet dans les formules (5) et (8) des n''" 162 et 164 , h et k sont très petits, les termes des seconds membres ont des valeurs décroissant très rapidement, et les premiers de ces termes suffisent, dans la pratique, pour calculer une valeur approchée des premiers membres.
Le cas le plus simple de la formule de Taylor pour une variable, c'est-à-dire la formule des accroissements finis écrite sous la forme
f[x -h A) — f{x) = hf [x -f- e A) ,
permet déjà de déterminer les limites entre lesc[uelles est comprise la différence f[x-\-h) — f[x)\ ô est en général inconnu, mais si Ion connaît la plus petite et la plus grande valeur de la dérivée lorsque la variable est comprise entre a; et a: h- A, on est certain que f'[x -h ôA) est compris entre ces valeurs, et Ton en déduit les limites du second membre.
Considérons par exemple le logarithme népérien de x ; nous avons, eo appliquant la formule précédente.
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log {x-hh) — log X = A -
et le second membre reste compris entre — et r •
Cette formule sert à calculer les logarithmes vulgaires ou décimaux des nombres qui ne sont pas dans la table ; nous savons (n° 56) que les logarithmes décimaux sont égaux aux logarithmes népériens multipliés par le module M = 0,434294 . . .; si donc x et logiox sont donnés, nous avons pour calculer log,o(x 4- A) la formule
logio (x 4- A) = logio X 4- ^Z^ '
on y remplace ordinairement 0 par ~ dans les applications.
Lorsqu'on a besoin de calculer au second membre de la formule (5) (n^ 162) un, deux, ou un nombre donné de termes, on a toujours la faculté de prendre la valeur de n égale à ce nombre ; c'est précisément parce que n est indéterminé dans la formule de Taylor et peut être choisi comme on le veut dans chaque cas particulier, que cette formule se prête à toutes les applications. Si Ton se donne n, et si Ton prend comme valeur approchée de f{x -4- h) — f{x) la somme
Terreur commise est égale au terme complémentaire
9 est en général inconnu, mais on connaît souvent une limite supérieure de la valeur absolue de la dérivée d'ordre (fH- 1) dans Tintervalle {x, a;-+- A), et Ton en déduit une limite supérieure de la valeur absolue de R.
Ces considérations s'appliquent aux fonctions de plusieurs variables lorsqu'on utilise la formule (8) (n° 164) ou des formules analogues.
168. Cas où Ton applique la formule de Maclaurin. — La formule de Maclaurin donne lieu aux mêmes remarques, lorsqu'on veut calculer f(x) ou f{x, y) pour des valeurs très petites des variables.
Considérons comme exemples les deux fonctions sin x et cos x dont nous désignerons la première par f{x) et la deuxième par (p(x) ; ces fonctions et leurs dérivées successives ont^pour valeurs (n* 137)
f[x)= sinx^ cp (a?) = cosx,
f'[x)= cos X, ^' [x) = — sin x,
f\x) = — sin X, cp" (x) = — cos x,
('^(x) = — cos Xy df" (x) = sin x,
/■'^'(x) = sin X, «p»^ (x) = cos x.
Nous voyons que les termes de ces suites, à partir du quatrième, sont respectivement égaux aux premiers, de sorte qu'ils se reproduisent périodiquement de quatre en quatre ; toutes ces dérivées sont du reste continues, et nous pouvons appliquer la formule de Maclaurin en donnant à 71 une valeur quelconque.
Donnons à n la valeur 4 pour f[x) et la valeur 3 pour ^(x), en remarquant que sin 0 = 0 et cos 0 = i : nous aurons les formules
^'"^=T-ry:3^rT:3T4-:5 *="*'*"'
comme cos Ox est inférieur à Tunité en valeur absolue, nous voyons
x^ que Ton peut remplacer sin x par x — — avec une erreur inférieure
à la valeur absolue de r— jr et, de même, qu'on peut remplacer cos x
par i — jr- avec une erreur inférieure a -^ •
Gomme autre exemple, considérons la fonction v/i -h x = (1 -f- x) '^ ;
ses deux premières dérivées sont — (i-l-x) -^ et — --(1h-x) 2;
nous avons par suite
v/i-hx = i
nous pouvons donc substituer à y^i -f- x la quantité i -^ -—- dans les calculs approchés lorsque x est très petit.
Les formules de Taylor et de Maclaurin ne sont pas les seules qu'on puisse utiliser ; la division algébrique rend souvent les mêmes services lorsqu'on veut calculer rapidement le quotient de deux polynômes pour de petites valeurs de la variable. Par exemple nous avons, en divisant i par i — X, la formule :
où n peut être choisi arbitrairement ; lorsqu'on le prend égal à Tunité,
on voit que ■; peut être remplacé par i -hx avec une erreur égale
Dans le même ordre d'idées, on remplace souvent, pour x et y très petits, le produit (i -ha:) (i -hy) par i-f-ar-hy; Terreur commise est égale à xy.
169. Calcul des erreurs. — Lorsqu'on substitue à un nombre exact a une valeur approchée a', on appelle erreur du nombre approché a' la différence entre ce nombre et le nombre a ; en la désignant par oa, on a
8a = a' — a, d'où a' = a -f- Sa ;
si Terreur est positive, a' est approché par excès ; si elle est négative, a' est approché par défaut.
11 arrive souvent, surtout dans les mesures expérimentales des grandeurs, que le nombre exact a est inconnu, ainsi que la grandeur et le sens de Terreur commise ; on connaît seulement la valeur approchée a' et une limite supérieure de la valeur absolue de Terreur oa ; si cette limite est représentée par Aa, on est ceiiain que \a' — a\ est inférieur à Aa, et Ton peut affirmer que le nombre exact a est compris entre a' — Aa et a'-^àa; on dit alors que a' est une valeur approchée de a à Aa près. Par exemple, si une longueur est trouvée égale à 0°,527 à 2"™ près, la valeur exacte est comprise entre 0»,525 et 0=^,529.
L'erreur telle que nous venons de la définir s'appelle erreur absolue ; dans certaines questions, on introduit Terreur relative, que Ton définit comme étant le quotient de Terreur absolue par le nombre exact. Par exemple une erreur de 2 centimètres sur une longueur
de 50 centimètres constitue une erreur relative de — ou jz^'y la
même erreur de 2 centimètres sur une longueur de 25 mètres constitue
une erreur de -^ = _ • Il est facile de passer des erreurs absolu 1 u uoo
lues aui erreurs relatives et réciproquement ; dans ce qui suit, nous ne considérerons que les premières.
170. Premier problème. — Dans les calculs effectués sur des nombres approchés, on a à résoudre deux problèmes fondamentaux ; le premier est le suivant :
Déterminer une limite supérieure de l'erreur avec laquelle on peut obtenir le résultat d'une formule numérique, dans laquelle les données ne sont qu'approchées, connaissant les limites supérieures des erreurs qui affectent ces données.
Soit
une formule donnant la valeur d*un nombre N au moyen des valeurs de nombres exacts a, b, c ; supposons que Ton substitue à ces nombres des valeurs approchées
a' = a-^-^ay 6' = 6 H- 86, c' = ch-8c,
et qu'on calcule un nombre N' par la formule
Terreur commise en prenant N' comme valeur approchée de N est N' — N ; nous nous proposons de calculer sa limite supérieure.
En employant pour n-f- 1 = 1, la formule de Taylor (8) analogue alors à la formule des accroissements finis, nous avons pour valeur de N' — N la quantité
(4) /■(a-4-Ba,6-{^-o6, c-4-ôc)— /"(a, 6,c)=^^a/'a(a-| 08a, 6-1-6 86, c-+-6oc) -h ZbfUa -h 6ôa, . . . ) -h Bcf^a -t- Ô8a, . . . ) ;
nous ne connaissons pas 8a, 86, 8c mais seulement les limites supérieures Aa, A&, Ac de leurs valeurs absolues ; de même ô est inconnu, mais nous pouvons affirmer que a-f-ô8a est compris entre a — Aa cl a + Aa, et de même des autres.
Pour obteoir une limite supérieure de la valeur absolue du deuxième membre, on remplace chacun des termes par une limite supérieure de sa valeur, et Ton fait la somme des valeurs absolues de ces limites. Pour cela, on commence par chercher la plus grande valeur absolue des dérivées fa.f'by fe lorsque a, b, c varient dans les intervalles (a — Aa, a-4-Aa), (6 — A6, 6-hA6), (c — Ac, c-+-Ac) ou bien dans d'autres plus faciles à évaluer comprenant les précédents ; ordinairement, on arrondit les nombres donnés ez' , b',c', dans un sens tel que les dérivées /«, fi, fé ne puissent qu'augmenter en valeur absolue ; on multiplie ensuite les résultats par la, A6; Ac et Ton fait la somme des valeurs absolues des résultats.
On écrit souvent la formule précédente sous la forme
(5) AN= I /i I Aa-H I /i I A6-f- \ T \ Ho
et Ton prend les valeurs approchées par excès des dérivées pour les valeurs connues a', b\ c' des variables ou pour des valeurs s'en écartant peu ; on a ainsi une valeur de AN toujours suffisante dans la pratique. La formule (5) rappelle la formule (7) du n^ 159, mais il faut remarquer que Ton doit toujours, dans le cas actuel, ajouter les valeurs absolues des termes qui composent le second membre. Si Ton considère par exemple une somme, un produit, un quotient ou une racine carrée, on écrit
(6) A(azb6±:c) = Aa-+-A6-4-Ac,
(7) Aa6 = 6Aa-i-aA6,
Dans la pratique, lorsqu'on effectue le calcul du nombre N' au moyen des nombres approchés a', 6', c', on ne conserve pas tous les chiffres décimaux ; par exemple si AN est égal à deux centièmes, il est inutile de conserver dans N' les chiffres décimaux au delà des centièmes. Il est utile cependant de tenir compte de l'erreur commise en supprimant les chiffres non conservés, et d'ajouter une limite supérieure de sa valeur à la limite fournie par la théorie précédente. Si Ton
supprime simplement les chiffres qui suivent par exemple les centièmes, la nouvelle erreur est inférieure à un centième ; si cependant on a soin de forcer le chiffre des centièmes d'une unité dès que le chiffre suivant est égal ou supérieur à 5, la nouvelle erreur est au plus égale à un demi-centième.
Exemples, — Calculer le rayon R d'un cercle dont on donne la surface S; on connaît la valeur de cette surface S' = 123"*<',57 à i^"*» près, et Ton prend comme valeur de -k le nombre ir' = 3,1416 à un dix-millième près.
La formule qui donne le rayon est R = i/— ; nous avons à
effectuer un quotient, suivi d'une racine carrée. Considérons d*abord
le quotient — que nous remplaçons par —; d'après la formule (8),
Terreur sur ce quotient est
arrondissons dans le second membre les valeurs de S et de :r ; substituons à la première le nombre plus grand 150 et à la seconde le nombre plus petit 3; ce second membre ne peut qu augmenter ; nous obtenons de cette façon pour sa limite supérieure la valeur
Divisons S' par i:' et conservons trois chifïres décimaux, ce qui donne comme résultat 39,333 ; la suppression des chiffres décimaux suivants nous fournit une nouvelle erreur inférieure à un millième ; Terreur totale est donc inférieure à 6 millièmes.
Prenons maintenant la racine carrée du nombre 39,333 ; d'après la formule (9), Terreur de la racine sera
S en prenant sous le radical le nombre 36 à la place de — i on voit que
II» Il
le second membre a pour limite supérieure — - ou — » ■^;
si de plus on calcule V39,333 avec 4 chiffres décimaux, la nouvelle
erreur commise est inférieure à ; Terreur totale est donc infé-
1 U {){)[) rieure a
La racine ainsi calculée étant 6,2716, on voit que R est compris entre 6,2710 et 6,2722.
Comme autre exemple, nous allons déterminer une limite supérieure de Terreur dont est affectée la valeur de i fournie par la formule
i = atg(p,
sachant que a = 25,82 à un centième près, et cp = 42** 27' 50" à 20 secondes près.
La formule (5) nous donne
Al = tg © . Aa H T— A© ;
^ cos* f ^
au second membre, nous remplacerons tg (p par une valeur supérieure
i/2 tg45° = l,a par 30, cos^ parcos45*» ou ^» puis Aa par 1 cen-
tième; quant à Aop, on doit Tévaluer en radians, et il a pour limite
supérieure (n- 59) ^^ ou, en forçant, ^gf^ = f^^ • Nous avons
par suite
171. Deuxième problème. — Les données d'un calcul numérique étant entièrement connues ou susceptibles d'être déterminées avec autant de décimales que l'on veut, on demande le nombre de décimales qu'il suffit de conserver dans ces données pour que l'erreur du résultat du calcul effectué avec les valeurs approchées soit inférieure à un nombre donné.
Ordinairement, on demande que le résultat du calcul soit obtenu avec une erreur inférieure à une unité d'un certain ordre décimal; supposons pour plus de généralité que la limite AN soit de la forme ^^
p étant un nombre entier ou non, compris entre i et iO. Comme nous Tavons déjà remarqué, Terreur totale du résultat se compose de deux parties qui s'ajoutent généralement, l'une provenant de la substitution de nombres approchés aux données exactes, l'autre provenant de la suppression des chiffres décimaux dépassant un certain rang dans les résultats des calculs successifs ; si nous appelons respectivement AiN et A2N les limites supérieures de ces erreurs, nous devons choisir ces imites de façon que leur somme soit inférieure au nombre donné AN. Nous admettrons qu'à la fin du calcul on supprime dans N' les chiffres décimaux qui suivent ceux de Tordre ky et que de plus on force le dernier chiffre conservé si le suivant est égal ou supérieur à 5 ; nous
aurons
alors A.N = ~,, et A.N = (/, — i) ji •
Lorsqu'on connaît ainsi AiN, la formule (5) permet de déterminer les limites supérieures Aa, A6, Ac des erreurs dont peuvent être affectées les données; on pourrait se donner ces limites, sauf une, mais dans la pratique on répartit également AiN sur les termes du second membre de la formule ; s'ils sont en nombre qy on prend pour chacun
A N d'eux la valeur — ^ • De plus, on simplifie les calculs des coefficients
de Aa, A&, Ac en forçant au besoin ces coefficients, et Ton trouve finalement des valeurs pour les limites Aa, A6, Ac. On substitue alors à a, 6, c des nombres a', &', c' qui en diffèrent de moins de ces limites, et on calcule en partant de ces valeurs approchées le nombre N' comme il a été dit au numéro précédent.
Le plus souvent, on décompose l'opération totale en d'autres successives simples telles qu'une somme, un produit, un quotient, une racine, et Ton représente par une lettre le résultat de chacune d'elles. On a ainsi une suite de nombres N, a, 6, . . . ^, /c dont chacun s'exprime simplement au moyen des suivants, les derniers étant les données numériques. On décompose alors Terreur donnée AN en AiN et A2N, comme on Ta dit, puis on calcule de proche en proche Aa, A6, . . . que Ton décompose de même en Aja, A^a, ... et ainsi de suite jusqu'aux limites AA, Aft des erreurs que Ton peut se permettre sur les données ; on peut remplacer si Ton veut un ou plusieurs de ces nombres Aa, . . . A/r par des nombres plus petits. On calcule ensuite en sens inverse les nombres approchés fc', A', . . . b\ a\ et N\ en supprimant chaque
fois les chiffres décimaux inutiles comme le permettent les valeurs admises pour ^k, ... A, a, A^N .
Pour plus de clarté, on dresse un tableau où Ton écrit d'abord de haut en bas : i** les lettres hM, . . . 6^ a^ N; 2"* et 3^ leurs valeurs par excès et par défaut; 4° les valeurs des coefficients fi,fi,"^ ou des nombres supérieurs à ces coefficients. Ensuite on écrit, de bas en haut : S*» les valeurs de AN, ... ; 6* et 7* celles de AjN, ... et de A|N, ... ; enfin on écrit de haut en bas 8^ les valeurs approchées A', h', . , . N'.
Exemple. — Soit à calculer à un centième près le nombre
nous écrirons les formules
CALCUL
172. Méthode des moindres carrés. — La méthode des moindres carrés a pour objet la détermination des valeurs les plus probables d*une ou de plusieurs inconnues fournies par des observations directes ou dépendant indirectement de calculs effectués sur des résultats d'expériences. Comme les mesures expérimentales ne sont jamais rigoureuses, OD en effectue un grand nombre, dans Tespoir que les erreurs dont elles sont entachées se compenseront, et on fait concourir simultanément toutes les observations au calcul des inconnues.
Prenons d'abord le cas où Ton veut déterminer par des observations directes une grandeur inconnue x ; soient ^i , (/g , . . . , (/„ les valeurs observées de cette inconnue ; on adopte pour valeur la plus probable de X la moyenne arithmétique des observations
Xo = —
Si Ton appelle résida d'une observation la différence d — x entre la valeur observée et la valeur probable, on voit que x^ rend minimum la somme des carrés des résidus
(dt-aî)«-+. (c/,-x)«+ . . .-+-(c/„~a:)S
car elle annule la dérivée de cette somme prise par rapport à x.
Prenons maintenant plusieurs inconnues, par exemple trois, X, y, z, satisfaisant à des équations linéaires de la forme
ax + 6y H- cz = rf ;
nous supposons que les coefficients et les termes connus dans ces équations sont des résultats d'observations et peuvent être entachés d'erreurs généralement faibles ; il en résulte que les valeurs même exactes des inconnues ne satisfont pas toujours rigoureusement aux équations, mais dans tous les cas rendent très petite la différence entre les deux membres; cette différence s'appelle encore résidu.
Supposons que les observations faites fournissent 7i équations simultanées
a^x -h b^y + cxz = rf, ,
a„x + 6„y-hc„z = cr„, VocT. — Math. sup. 47
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et qu'on veuille calculer les valeurs de Xy y, z satisfaisant le mieux possible à ces n équations ; on forme la somme des carrés des résidus
(10) 2"(a^ + 6^4-c*z-dA)«
hss\
et Ton adopte comme valeurs les plus probables des inconnues celles qui rendent cette somme minimum. D'après ce que nous avons vu au n® 166, ces valeurs, que nous appellerons Xq, yg, Sq doivent annuler les trois dérivées partielles de la fonction (10), et elles sont données par les trois équations à trois inconnues :
2 a* (ajkXo + é^Vo + c*«o — rf*) = 0, 2 hh (a*Xg + éj^o "»- ^*«o — ^a) = 0, 2 c* (a*Xo H- h^^ + c^z^ — d^) = 0;
la solution de ces équations fournit les valeurs cherchées.
Enfin plaçons-nous dans le cas général où les inconnues, que nous appellerons Xy y, z, satisfont à une ou plusieurs équations quelconques
?(aî,y,«,a,6,c,...)=:0,
a,byC, . , . étant des paramètres dont les valeurs résultent d^observations et peuvent être entachées d'erreurs.
Supposons qu'on ait obtenu par des expériences répétées n équations
A^»y»«.«t»6i|Ci,...)=^i ^**^ ?(a?,y,a,ai,6ï,c,, ...)=0,
au moyen de trois d'entre elles, on peut déjà calculer des valeurs approchées Xo,yo, Zg des trois inconnues, mais ce ne sont pas les plus probables, car les n — 3 autres équations n'ont pas été utilisées de cette manière. On estime cependant que les valeurs cherchées diffèrent de ^oî yo» *o d'accroissements Ax, Ay, Az assez petits pour qu'on puisse négliger leurs produits et leurs puissances.
On remplace dans les équations (11) x,y,z par Xg -|- Aa?, j/g -4- Ay,
2^ -h Az, on développe les premiers membres d'après la formule de Taylor, et on ne conserve que les termes constants et les termes du premier degré ; on arrive ainsi, pour déterminer Ax, Ai/, Az, à n équations
/"(^o.yo» «o> «il *ti Ci, . . . )^fL. Ax-h/*;, Ay -h/ï. Az =0,
<p (xo , y 0, «0 , ûs , & j , Cj , . . . ) + ?io ^ -^ ?y« ^y + ?i« ^^ = ^ .
Ce sont des équations linéaires que Ton résout par la méthode des moindres carrés ; elles fournissent les valeurs les plus probables des accroissements Ax, Ay, Az, et on en déduit les valeurs les plus probables des inconnues x, y, z.
CHAPITRE VI FORMES INDÉTERMlllfiES
173. Forme ^r . — Si les deux termes d*une fraction ~-4 deviemient 0 (p(x)
simultanément nuls ou simultanément infinis pour une valeur a de X, on dit que la fraction prend une forme indéterminée; elle na aucun sens précis pour x = a, mais si les valeurs de cette fraction pour des valeurs de x voisines de a ont une limite quand x tend vers a, on dit que cette limite est la vraie valeur de la fraction pour x = a. Nous alloas d'abord considérer le cas où les deux termes de la fraction deviennent nuls pour x = a ; donnons à x une valeur voisine a + A, et supposons la formule de Taylor applicable aux deui fonctions f{x) et (p(x); nous aurons, puisque f[a) et ^(a) sont nuls,
f[a + h) = hr{a) + -^^no)^ •••+i.2*.'..n/"'(°)
ç(a -H A) = Aç'(a) + ^ ^'(a) + • • • + ^^^'^ ^«(a)
^1.2 ... (n-hi)
n étant laissé arbitraire, 6 et 6' étant compris entre 0 et i.
Si les dérivées premières f[a) et ^ '(a) ne sont pas toutes les deux
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nulles, on voit que le quotient ^ rr a la forme ,) { . ,^ , et
que sa limite pour A = 0 est égale au quotient des dérivées -jr-T •
Si les deux dérivées sont nulles pour x = a, et si Ton suppose, pour se placer dans le cas général, que les premières dérivées qui ne sont pas nulles simultanément sont d'ordre ti, le quotient
^7 TT a la forme ' .\ { rK et sa limite pour A = 0 est égale
au quotient '.) ! des dérivées d'ordre n. On voit ainsi que la vraie
vaknr d'une fraction qui, pour x = a, prend la forme jr est égale à
la valeur que prend, pour x = a, le quotient des premières dérivées de même ordre des deux termes non nulles simultanément,
x^ — — fl"* 0
Exemple. — La fraction -- — — prend pour x = a la forme -fr ;
le quotient des premières dérivées mx*»-* et pocP-^ prend pour x = a
la valeur — a*-* ; c'est la vraie valeur de la fraction ; la division des
P deux termes par x — a aurait conduit au même résultat, mais moins
rapidement.
174. Règle de l'Hôpital. — On remplace souvent la règle que nous venons d'énoncer par une autre, connue sous le nom de règle de
fix) l'Hôpital, qui s'énonce ainsi : La vraie valeur d'un quotient '-f-lr qui
prend une forme indéterminée est la même que la vraie valeur du
fix) quotient des dérivées —7— r*
Cette règle peut être utilisée lorsque la formule de Taylor n'est pas applicable aux fonctions f[x) et (p(x), et aussi lorsque /^x) et ^x) deviennent simultanément infinis; nous allons la démontrer
lorsque la fraction prend pour x = a la forme -^ -
La démonstration repose sur une formule analogue à celle des accroissements finis (n^ iSO); si f{x) et <p(x) sont deux fonctions continues et ayant des dérivées déterminées dans un intervalle {a, 6), nous allons montrer que l'on a
c étant un nombre compris entre a et b.
Désignons en effet par P la valeur du premier membre de Téquation (i) ; il satisfait à la relation
désignons par F(a;) la fonction auxiliaire obtenue en remplaçant dans le premier membre de cette identité a par x, sauf dans P qui reste par définition dépendant de a et 6 ; nous aurons
F{x)=f{b)-f{x)-Pl^{b)-<f{x)].
D'après les hypothèses faites sur f{x) et ^x), F(x) est une fonction continue et a une dérivée déterminée dans Tintervalle {a, b) ; elle s'annule pour x = a d'après l'équation (2) et pour x = 6 identiquement; d'après le lemme du n* 149, sa dérivée s'annule pour une valeur x = c comprise entre a et ft ; comme nous avons
nous obtenons, en écrivant que F'(c) est nul,
ce qui démontre la proposition. ^ .
La règle de l'Hôpital s'en déduit immédiatement; si '-j-^. prend
pour X = a la forme -jrf sa vraie valeur est par définition la limite du
rapport '-jd lorsque b s'approche indéfiniment de a; comme f{a)
et (p(a) sont nuls, ce rapport peut être remplacé par '^J '^. l> et
il est égal au second membre de la relation (1) ; comme c se rapproche de a en même temps que b, la limite cherchée est la même .que
celle du rapport '-^7-4 quand x tend vers a, en supposant toutefois
que le dernier rapport ait une limite ; la proposition se trouve ainsi démontrée.
En partant de la règle de THopital, que nous venons d'établir, nous pouvons retrouver le résultat du numéro précédent. Supposons d'abord
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quelesdeiixdériTée8/*'(â?) et (p'(a;) soient continues et ne soient pas simultanément nulles pour x = a; lorsque x tend vers a, le quotient ^4-^ a une limite égale à ^7^^ ; la règle de THopital conduit donc à la même
limite que l'application de la formule de Taylor.
Supposons maintenant que f'{x) et (f'{x) s'annulent pour
a; = a; la règle de THopital ne donne pas immédiatement la vraie valeur
f(x) cherchée, car le quotient ^-7^-^ a lui-même pour x=ia une forme
indéterminée, mais on obtient sa vraie valeur en appliquant de nouveau la règle de THopital, c'est-à-dire en prenant la limite du rapport
des dérivées Sr4 - E^n continuant de cette façon, on est amené à
? W prendre le rapport des premières dérivées de f{x) et {p(x) qui ne sont
pas nulles en même temps pour x = a\ c'est précisément le résultat
fourni par la règle du numéro précédent.
L'avantage de la règle de THopital est de pouvoir remplacer le rapport
des dérivées par tout autre équivalent avant de passer à la limite. Pour
arc cos x donner un exemple, soit à trouver la limite du rapport , pour
V i—x X = ! ; les deux termes sont nuls, mais leurs dérivées et
. deviennent infinies pour x = 1, de sorte que la formule de
Taylor est inapplicable.
La règle de l'Hôpital conduit simplement au résultat; avant de passer à la limite, le rapport des dérivées est égal à
"— ^ \/l — X* /i-hx
et la limite de ce rapport pour x = i est égale à (/2 ; c'est la vraie valeur cherchée.
flx) 175. Forme •^. — Lorsque les deux termes de la fraction ^-4
deviennent infinis pour x = a, on obtient sa vraie valeur, si elle existe,
en appliquant la règle de THopital, c'est-à-dire en cherchant la vraie
valeur du quotient des dérivées ^7^-
? (^) Nous allons d'abord le démontrer dans le cas où la vraie valeur du
quotient de f[x) par ^[x) est un nombre / qui n'est ni nul ni infini ; à
la place de ce quotient nous prendrons celui de -pr par -^^-^ , qui lui
est égal ; cette fois les deux termes deviennent nuls, et nous pouvons appliquer la règle démontrée précédemment. D'après cette règle, la vraie valeur / est égale à celle du quotient des dérivées, et ce quotient est
-f'{x)—^) f'{xy
nous avons donc :
Le premier terme du second membre est égal à P ; le second terme est l'inverse de lim '-rr4 ; nous avons par suite
Z = Z«:UmQ^.
ou bien, puisque l n'est ni nul ni infini,
Le raisonnement précédent ne s'applique plus lorsque l est nul ou infini ; on tourne alors la difficulté de la façon suivante :
f{x\ Si l est nul, on considère à la place du rapport ^-p^ le rapport
auxiliaire ^
f[x)^^{x)_f[x) ^ ^ cp(x) (p(a;)
dont la vraie valeur /' est égale à / + i ou à i et n'est pas nulle ; nous pouvons lui appliquer le raisonnement précédent, et nous avons
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nous en déduisons, en retranchant 1 aux deux membres,
et la règle s*applique encore dans ce cas.
Si l est infini, on considère à la place du rapport '-7-7 son in-
verse ^-4 qui a zéro pour vraie valeur; d'après ce qui précède, le rapport des dérivées î^ aura aussi pour vraie valeur zéro, et son inverse
'--rri deviendra infini comme '-y-i ; la règle est donc encore appli-
cable.
Exemple. — Soit à trouver pour a; = -s- la vraie valeur de la
log(x-|) _^ fraction 7 ^\ elle a la forme ; le rapport des dérivées est
cos^a
je COS" X JZ_
pour X = -5" , le dernier quotient prend la forme — . Le rapport des A u
dérivées des deux termes est ~ 1 et il est nul pour « = -- ;
par suite la vraie valeur de la fraction donnée est nulle.
176. Cas où la variable est infinie. — Nous allons montrer que la règle de FHopital s'étend encore au cas où x augmente indéfiniment, et où les deux termes de la fraction deviennent nuls ou infinis.
Si nous posons x = --- * nous avons
et nous sommes ramenés à chercher la vraie valeur du dernier rapport pour X = 0 ; la règle de THopital lui est applicable et sa vraie valeur
est ia même que celle du rapport des dérivées, qui est
La vraie valeur du second membre pour X = 0 est la même que fffx) celle du rapport '-7^^ pour x injBm; nous voyons donc que la règle de
THopital est encore applicable en conservant la variable x.
Exemple. — Soit le rapport — qui, pour x infini, prend la forme
-^ ; sa vraie valeur est égale à celle du rapport des dérivées — » et
est nulle. On démontre de la même manière, en appliquant plusieurs fois successivement la règle de THopital, que la vraie valeur du rapport
— pour x infini est égale à zéro.
177. Autres formes Indétei'mlnées. «— Lorsqu'un produit /"(x) . ^ (x) prend, pour une valeur finie ou infinie de x, la forme OXoo , on le remplace par Tun des rapports
qui prend la forme â ou ^ 1 et l'on applique la règle de THopital.
Exemple. — Soit le produit x^logx où m est un exposant quelconque positif; pour x = 0, ce produit prend la forme Ox ( — 00 ) ;
prenons à sa place le quotient de log x par — ^ ; celui-ci prend
la forme -^ pour x = 0. En lui appliquant la règle de THopital, nous avons pour valeur du rapport des dérivées
i ^ — mx"~* x** _
ce rapport devient nul pour x=.0, nous en concluons que la vraie valeur du produit x** log x pour x = 0 est égale à zéro.
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Si l'on a une fonction exponentieUe f{x)^*^ et si elle prend pour une valeur finie ou infinie de x une des formes 1* , ooo, o^, on considère son logarithme, qui est ^{x) logf{x)j et Ton est ramené à un produit, auquel on applique les considérations précédentes.
178. Séries miiformémeiitconverg^i^t^- ^ On a souvent à considérer une fonction représentée par une série telle que
(1) y = iii(x)-hD,(aî)-h l-o„(a;)-+- ••• ,
dont les termes sont des fonctions simples de x, par exemple
y==i-hx-ha;'-l- ••• -h x""* H- • • • ,
sinx sin2a; sinSx _, sin'nx
y = -j 2- -^-3 ^^-ir^-'-'
une telle série ne peut servir à définir et à calculer la fonction que pour les valeurs de x où elle est convergente. Ces valeurs forment ce qu'on appelle le domaine de convergence de la série, et elles constituent ordinairement un ou plusieurs intervalles.
Soit {a, b) un intervalle de convergence d'une série telle que (i), S„ la somme de ses n premiers termes et R„ le reste correspondant; on dit que la série est uniformément convergente dans Tintervalle (a, b) si Ton peut trouver une valeur de n suffisamment grande pour que le reste R^ soit inférieur en valeur absolue à un nombre donné aussi petit qu'on veut, cette valeur de n étant indépendante de la valeur choisie pour x dans l'intervalle considéré.
Pour reconnaître qu'une série est uniformément convergente dans un intervalle, on utilise ordinairement le théorème suivant :
Théorème I. — Si, pour toutes les valeurs de x comprises dans
an intervalle (a, 6,) les termes de la série (1) sont, en valeur absolue, au plus égaux aux ternies d'une série à termes constants positifs
(2) Vi-l-r«H hv„-h •••
que Von sait être convergente, la série (i) est uniformément convergente dans l'intervalle considéré.
En effet, d'après ce que nous avons vu aux n*"* 33 et 37, la série (i) est convergente et même absolument convergente pour toute valeur de X dansTintervalle {a,b)\ de plus la valeur absolue |R„| du reste de cette série est au plus égale au reste R\ correspondant de la série (2). Si nous choisissons n assez grand pour que R\ soit inférieur à un nombre donné, nous sommes certains que { R^ | est également inférieur à ce nombre, et cela quel que soit x dans l'intervalle (a, b) ; par conséquent la série (1) est uniformément convergente dans cet intervalle.
L'intérêt des séries uniformément convergentes réside dans le théorème suivant :
Théorème II. — Une série dont les termes sont des fondions continues et qui est uniformément convergente dans un intervalle est elle-même une fonction continue pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle.
Supposons que la série (1) soit uniformément convergente dans rintervalle {a, b) ; soient Sn{x) et Rn{x) la somme de ses n premiers termes et le reste correspondant ; si nous donnons à x Taccroissèment h, Taccroissement de la série est égal à
k = [S,{x-hh) — Sn{x)]-i-Rn{x-+-h) — R,{x);
nous allons montrer que pour les valeurs de h inférieures en valeur absolue à un nombre Ai convenablement choisi, \k\ sera inférieur à un nombre c donné à Tavance aussi petit qu'on veut.
Comme la série (1) est uniformément convergente, nous pouvons
choisir n assez grand pour que |Rn| soit < -^ quel que soit x dans l'intervalle {a, b) ; dès lors R„(x -h h) et R„(x) sont en valeur absolue au plus égaux à -^^ D'autre part, n étant fixé de cette façon, SJi^x) est la somme d'un nombre fini de fonctions continues et est elle-
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même une fonction continue (n* i3i) ; nous pouvons donc fixer un nombre Ai assez petit pour que S.(xh-A) — S. (x) soit en yaleur
absolue au plus égal à -^ dès que | A | < Ai . Dans ces conditions, k
se compose de trois termes dont la valeur absolue est au plus égale
à -»t et sa valeur absolue |A| est au plus égale à e; nous concluons
de là que la fonction y est continue dans Tintervalle (a^b).
Une série telle que (I), lorsqu'elle est convei^ente, n'a pas toujours une dérivée, et, lorsqu'elle en possède une, cette dérivée n'est pas
toujours représentée parla série formée par les dérivées de ses termes ; un
sin 71 '«c exemple est fourni par la série £ 1 — qui est uniformément convergente dans tout intervalle, car ses termes sont en valeur absolue au plus égaux à ceux de la série convergente 2 -^ • La série formée par
les dérivées de ses termes est SsinTi'x, et elle n'est pas convergente, car son terme général ne tend pas vers zéro.
179. Séries entières. — On appelle série entière une série de la forme
(3) y = ao -4- ajXH- ajx* -h • • • -h a^iof-^ + a^ -H • • • ,
ordonnée suivant les puissances entières et positives de la variable ; une telle série jouit de propriétés simples, qui sont la généralisation de celles des polynômes.
Théorème III. — Si les termes (Tane série entière restent finis pour x = Xq, cette série est convergente poar toutes les valeurs de x dont la valeur absolue est inférieure à celle de x^ .
Supposons que pour x = Xq les termes de la série (3) restent en valeur absolue inférieurs à un nombre m, c'est-à-dire que l'on ait pour toute valeur de n
m étant un nombre fixe ; considérons une valeur de x dont la valeur absolue est inférieure à |xo|, et écrivons la série (3) sous la forme
ses termes sont en valeur absolue inférieurs aux termes correspondants de la série
I Xik
IX r X
— -h . . . -f-m — X9 I I Xç
qui est une progression géométrique décroissante convergente; la série (3) est donc aussi convergente, et même absolument convergente.
Exemples, — Les termes de la série
restent finis pour x = 1 ; cette série est alors convergente pour jxj < 1 ; ajoutons qu'elle est convergente pour x = + I , divergente pour X = — 1 , et divergente également pour | x | >> i . La série
qui sert de définition à e* est, comme nous Tavons vu, convergente pour toute valeur de x ; au contraire, la série
restent inférieurs à un
n'est convergente que pour x = 0.
Si, dans le cas général, v|a„| ou \^^±^
nombre l, on peut affirmer que la série (3) est convergente pour
Nous pourrions démontrer de la même manière que si pour x == Xo les termes de la série (3) ne tendent pas vers zéro, cette série est divergente pour IxI^Xq.
11 résulte de là que le domaine de convergence d'une série entière se compose d'un seul intervalle qui peut s'étendre à l'infini à la fois dans les deux sens, ou bien est limité par deux nombres généralement symétriques. Si Xq est le plus grand nombre positif pour lequel les termes de la série (3) restent finis ou tendent vers zéro, l'intervalle de convergence s'étend de — Xq -f- c à x^ — c', les nombres c et e' étant, suivant les cas, soit nuls soit positifs aussi petits que l'on veut.
180. Dérivée d*ime série entière. •— Théorème IV. — Soil x^ un nombre positif tel que pour x = x^ les termes d'une série entière restent finis ou tendent vers zéro, et Xi un nombre quelconque positif inférieure x^; dans V intervalle ( — Xi,Xi) la série entière est absolument et uniformément convergente ; elle a une dérivée représentée par la série des dérivées de ses termes successifs.
En employant les notations du théorème précédent, nous voyons que pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle ( — ^i,Xi) les termes de la série (3) sont en valeur absolue au plus égaux à ceux de la série
cette série, à termes constants positifs, est convergente; par suite (Th. I) la série (3) est uniformément convergente. Nous allons montrer maintenant que la série
(4) yj=o + aiH-2asXH- ••• -4- na^a:"-* -f- •••
constituée par les dérivées des termes successifs de la série (3) est absolument et uniformément convergente dans le même intervalle { — Xi , Xi) que la première.
La valeur absolue du terme général de cette série est au plus égale
à celle de /ia«x?-* ou de — (a„x;) ( — ) , et celle-ci est au plus
égale à — m ( — ^ ) ; par suite les termes de la série (4) sont en
valeur absolue au plus égaux à ceux de la série.
«0 ^0 \^o/ ^0 \^qJ
mais cette série est convergente, caria limite du rapport d'un terme au
précédent est égale à ~ et est inférieure à Tunité; par conséquent
la série (4) est absolument et uniformément convergente.
De ce qui précède résulte de la même manière que la série
(5) 2/j = 0-+-0 4-2.1aj-h • •• H-n(/i— l)a«x"-«-4- ••• déduite de y* par dérivation des termes successifs, et celles qu'on en
déduit par le même procédé sont toutes absolument et uniformément convergentes dans le même intervalle ( — Xj, Xi).
Il nous reste à démontrer que yt est égal à la dérivée de y ; pour cela, désignons toujours par Sn la somme des n premiers termes de la série (3), par S^*> et S^'^ celles des n premiers termes des séries (4) et (5) ; ces dernières sommes, qui renferment un nombre fini de termes, ne diffèrent pas des dérivées S» et Si du polynôme Sn{x).
Si X et x-hh désignent deux valeurs comprises dans Tintervalle {■—Xi y Xi) et si nous appliquons au polynôme S„(x) la formule de Taylor, nous avons Tégalité
^ S,(x ^ A) - S„(x) = ASi(x) 4- ^ S;(x -h ÔA) ;
comme S^ et S', sont égaux à S<'> et S^^\ nous pouvons remplacer cette égalité par la suivante :
S„(a: +■ A) - S«(x) = AS^ (x) ^ ^ S?)(a: -h eA).
Faisons croître n indéfiniment; S„(a;-hA), S„(a;) et S^*>(x) ont respectivement pour limites y{x -\- A), y{x) et yi{x) ; le nombre 6 peut varier avec n, mais x-f-ôA reste dans l'intervalle de convergence, et SJ,*^(a: -f- 6A) reste fini; l'égalité précédente nous montre même que cette dernière quantité a une limite, et si nous désignons par S<^> cette limite, nous avons
y{x -4- A) - y{x) = hy,{x) -h y SC«>.
Divisons par A les deux membres de cette équation, puis faisons tendre A vers zéro ; nous voyons que le rapport ^ i — ^^
a une limite égale à yi{x); par conséquent y{x) a une dérivée y' et cette dérivée est égale à la série yi{x), ce qu'il fallait établir.
La dérivée seconde de y est de même égale k y^, et ainsi de suite.
181. Série de Maclaurin. — Il y a intérêt à remplacer une fonc<* tion dont l'expression a une forme compliquée par une série entière souvent plus commode pour le calcul numérique. Le procédé habitueU VoGT. — Malh. sup. i8
lement employé pour développer en série une fonction donnée consiste à appliquer la formule de Maclaurin (n^ 163), qui est
(6) A^)=AO)-Hf A0)+^r(0)-4- • • • -4-^ a"!" ^P>(0)
«.2 ... {n-^iy ^^^'
nous désignerons par S„ la somme des termes du second membre jusqu'à X" inclusivement, et par R le terme complémentaire
R = /<"-^»>fôx).
Les premiers termes, composant S», sont le commencement d'une série indéfinie
(7)y = /"(0)+ff(0) + ^A0)-H--.+^^^" ^p)(o) + ...,
dont la loi de succession des termes est évidente, et qu*on appelle série de Maclaurin.
Théorème. — La série de Maclaurin est convergente et a pour somme f[x) pour toutes les valeurs de x telles que le terme complémentaire tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Ëcrivons en effet que Ton a, d'après la formule (6),
A^) = Sn-f-R,
OU bien
si X a une valeur telle que le terme R ait pour limite zéro quand n augmente indéfiniment, f{x) — S„ a pour limite zéro, et S, a pour limite f{x) ; ceci montre que la somme des premiers termes de la série y a une limite lorsque le nombre de ces termes augmente indé> fini ment, et que cette limite est f{x) ; en d'autres termes que la série y est convergente et a pour somme f{x)j ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — Dans les applications, on commence par chercher
pour quelles valeurs de x la série y est convergente; on cherche ensuite pour quelles valeurs le terme complémentaire tend vers zéro.
Si Ton veut appliquer le développement en série de Maclaurin au calcul numérique d'une fonction, la formule (6) est préférable à la série (7), car cette formule donne la valeur du reste de la série lorsqu'on s'arrête au terme en x^, et Ton peut en déduire une limite de Terreur commise.
182. Développement de e', sinx, co^x. — Nous connaissons (n* 44) le développement en série de e* ; nous allons montrer, comme exercice, qu'il peut être retrouvé en partant de la formule de Maclaurin. La fonction et ses dérivées successives sont égales à ef^ (n** 136) et toutes ces quantités deviennent égales à l'unité pour x = 0 ; la formule de Maclaurin nous donne ainsi
*^l^i.2^ ^i.2 ... 11^1.2 ... (n-hi) '
quel que soit Xy la série correspondante est convergente ; le terme complémentaire est le produit d'un terme de cette série par e^ qui reste fini ; comme le terme général de la série tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, il en est de même du terme complémentaire R; par conséquent e' est représenté pour toute valeur de x par la série de Maclaurin et nous avons bien
Nous avons calculé au n° 168 les dérivées successives de sin x et cosx; elles deviennent successivement 1, 0, — 1, 0, ... pour X = 0 , et la formule de Maclaurin nous donne
'"°'' = T-r2:3 + r2lT5--- ^1.2.3 . . . (2»-M)°"^'''^'
il? iE Hî
cosa: = l- — + j^2;3^ ^1.2.3.. ■ 2a '^°^''^'
les séries correspondant à ces formules sont convergentes, comme la série e*, pour toute valeur de x, et les termes complémentaires tendent aussi vers zéro ; les deux fonctions sont donc représentées par
les séries de Maclaorin pour toute valeur de a;, et nous avons
COS X = I — T-rr -h
DéTeloppement de (1 + x]". — La formule du binôme donne
le développement de la puissance m' de (i+x) lorsque m est un
nombre entier positif ; nous allons considérer le cas général où m est
quelconque, positif ou négatif. Quand m est une fraction irréductible
de dénominateur pair, (1 -h a:)* n'est réel que si x > — i ; c'est ce
qui a lieu par exemple pour la fonction (i -h x) * = v/(l -h x)* qui
n'est réelle que si 1+x est positif, ou x supérieure — 1.
La fonction /)[x) = (i-f-x)" et ses dérivées successives ont pour valeurs
nx) = m(m-l)(l-+-x)-S
en faisant x=0 dans les premières égalités, jusqu'à la dérivée n% nous devons remplacer aux seconds membres i + x par i ; dans la (fi-f-i)% nous devons remplacer 1h-x parl+6x; en substituant les valeurs trouvées dans la formule de Maclaurin, elle donne
(l+x)- = l + gx+^gi^^x« + -.-4-'"("'-*)---('"-"+«);ri l.« 1.2 . . . ji
La série correspondante est convergente lorsque la valeur absolue de X est inférieure à l'unité ; en effet, dans la série des valeurs absolues des termes, le rapport d'un terme au précédent est
et a pour limite | x \ pour n infini ; par conséquent si | x | est plus petit que 1 , la série des valeurs absolues est convergente, et il en est de même de la série considérée.
Nous allons montrer que, dans ces conditions, le terme complémentaire R tend vers zéro ; si x est positif, R est égal au produit de deux facteurs ; Tun est
m(m — i) . . . {m — n-) 1.2 .. . (/i-hl) et l'autre est
f 1 -4- ôar)"»-»-» ou ;
lorsque n augmente indéfiniment, le premier facteur tend vers zéro, car il est le terme général de la série convergente que nous venons d'étudier; le second facteur reste inférieur à I, par conséquent leur produit tend vers zéro.
Lorsque x est négatif, et égal à — x\ le raisonnement précédent ne suffit plus ; nous aurons alors recours à la forme particulière du reste que nous avons mentionnée (n*' 163, formule 7) ; elle nous donne
nous récrirons sous la forme suivante, où x' est un nombre positif représentant la valeur absolue de x,
Le premier facteur est le terme général d'une série convergente analogue à la précédente et tend vers zéro ; le deuxième facteur est inférieur à 1 et le troisième est fini, par suite R tend vers zéro.
La fonction (l-f-x)*" est donc, pour les valeurs de x comprises entre — 1 et + i , égale à la série de Maclaurin
lorsque m est entier et positif, les termes où Texposant de x est supérieur à m sont tous nuls, et Ton retrouve la formule du binôme; on dit que la série précédente, dans le cas de m quelconque, est la formule générale du binôme.
Lorsque Ton a Texpression (a-f-6)'", si a est >ft en valeur
absolue, on l'écrit (a -h ô)"* = a'^l i H ) et Ton pose — = x\ en
appliquant la formule précédente, on obtient le développement en série
de l'expression donnée suivant les puissances croissantes de — •
Soit, par exemple, à développer en série la fonction
en remplaçant dans la série qui donne le développement de (i+x)" X par — x* et m par — — , nous trouvons
184. Développement de log(i+a!;) et de arc ig x. — Lorsque la dérivée d'une fonction f(x) est facile à mettre sous forme d'une série entière, un procédé de développement de cette fonction consiste à développer f'{x) en série, puis à formerune série F(jr) dont les termes ont pour dérivées ceux de la série f^{x) ; nous allons montrer que, dans son intervalle de convergence, cette nouvelle série représente f{x) ou n'en diffère que par une constante additive.
En effet, dans cet intervalle la dérivée de la fonction F(x) est une série formée par les dérivées des termes de cette fonction (n® 180) et cette série des dérivées est identique à f{x). Les deux fonctions ¥{x) et f{x) ayant toutes deux pour dérivée f'{x)^ leur différence a une dérivée constamment nulle, et elle est par suite une constante (n^ 151), ce que nous voulions établir.
Nous allons appliquer ce procédé à la fonction log (1 + x) ; sa dérivée est 1 et pour | a: | < 1 , cette dérivée est représentée par
la série
= 1 — x-\-x^ — x'-f- ••• dt X*-* ni • • • ;
les termes de la série
iM /mS <«*8 /M^ /«•/!
ont pour dérivées ceux de la série précédente ; la nouvelle série et la fonction log (i h- x) ne diffèrent Tune de l'autre que par une constante ; comme elles s'annulent pour x==0, elles sont identiques; nous en concluons que Ton a, pour toute valeur de x comprise entre — i et + 1,
Cest cette série qui sert de base au calcul des logarithmes népériens des nombres.
Le même procédé peut être employé pour former le développement
en série de la fonction arc tg x ; sa dérivée est- 1 , et cette dérivée
est représentée, pour | x | < i, par la série
- = 1 — X* -f- X* — • • • dz x"* ip • • • ;
x^ les termes de la série
aï X* . X** -+- ^
ont pour dérivées ceux de la précédente ; cette nouvelle série et la détermination de la fonction arc tg x qui s'annule pour x = 0 ne diffèrent pas Tune de l'autre ; nous en concluons que cette détermination de arctgx est représentée, pour x compris entre — 1 et H-1, parla série
X x' x' arctgx = - 5- + -ir"-
celte série est employée pour le calcul de ir ; on a en effet -7 = a^'c tg ^ OU bien encore -r- = arc tg~ -+- arc tg-r- , d'après la relation
arctg — -f-arctg~ = arctg— =— — — = arctgl.
185. Autres procédés de développement en série. — - La méthode de la division algébrique que nous avons indiquée au n^ i68 pour le calcul des quantités très petites s'applique sans modification pour effectuer le développement en série d'une fraction rationnelle ; c*est ainsi que Ton a
= i -hX-hX*-!- ••• -hX^-h
la série du second membre étant convergente pour | x \ <;i*
Un autre procédé de développement en série consiste dans lemploi de coefficients indéterminés ; nous allons Texposer, sans justifier sa légitimité, en cherchant les premiers termes du développement en série de la fonction y :^ tgx. Nous écrirons
y = Oo H- aix -4- a^* -f- . . . ,
les coefficients étant encore indéterminés ; nous utiliserons Téquation
sinaî = y cosa?,
et nous remplacerons les fonctions entrant dans les deux membres par leurs développements en série ; nous aurons ainsi
= {aQ-hatX-\ )(i
Nous écrirons alors que les coefficients des mêmes puissances de x sont égaux dans les deux membres supposés ordonnés suivant les puissances croissantes de la variable ; nous trouverons ainsi les coefficients successifs a^, Oi, ai, ... , et nous obtiendrons le développement cherché
CHAPITRE VIII INTERPOLATION
186. Méthodes d'Interpolation. — Lorsqu'on connaît les valeurs numériques d'une fonction f[x) pour un certain nombre de valeurs de X, et que Ton cherche à déterminer, par un calcul simple, les valeurs exactes ou approchées de cette fonction pour les autres valeurs de la variable, on utilise un procédé de calcul que Ton appelle interpolation; on emploie Tinterpolation dans deux cas principaux que nous allons exposer :
i^ La fonction f[x) est donnée analytiquement, mais son calcul numérique est long et pénible pour une valeur quelconque de x\ on se contente alors de calculer exactement f{x) pour un certain nombre de valeurs de x assez rapprochées les unes des autres et on en forme des tables ; on emploie ensuite, pour les valeurs de x non comprises dans les tables, une formule simple d'interpolation ; elle donne, non pas la valeur exacte de la fonction, mais une valeur approchée qui est suffisante dans les applications.
La formule de Taylor conduit immédiatement à une formule d'interpolation ; si l'on connaît la valeur exacte de f{x) et de ses dérivées pour la valeur x, celle qu'elle prend pour x+A est donnée par
R étant le terme complémentaire ; on se limite ordinairement à la première ou à la seconde puissance de h dans le second membre, et on néglige les termes suivants lorsque h est petit. On emploie quelquefois
ce procédé dans le calcul des logarithmes des nombres non compris dans les tables.
2® La fonction f[x) n'est pas donnée par une formule analytique, mais par une série d'expériences physiques ; on ne connaît alors que la valeur numérique de f[x) pour un nombre limité de valeurs de x telles que Xq , o^i , . . . ; on ne connaît ni la forme analytique de la fonction, ni sa valeur numérique pour les autres valeurs de x.
On considère dans ce cas une fonction analytique simple a, généralement un polynôme, et on Tassujettit à prendre les mêmes valeurs numériques que la fonction f{x) pour les valeurs Xq i ^i » • • • î ®^ admet que, dans les intervalles limités par ces dernières, la fonction inconnue f{x) s'écarte peu de la nouvelle fonction choisie a , et les valeurs de celle-ci pour les différentes valeurs de la variable sont considérées comme étant des valeurs suffisamment approchées de f[x).
Les méthodes d'interpolation que nous allons indiquer dans ce deuxième cas s'appliquent du reste aux fonctions que nous avons considérées dans le premier cas ; elles ne font intervenir que les valeurs numériques de f[x) pour un certain nombre de valeurs de x, et Ton peut toujours supposer ces valeurs données ou calculées à Tavance.
187. Interpolation par parties proportionnelles. — Le cas le plus simple est celui où l'on connaît les valeurs de f[x) pour deux valeurs jtq et Xi de x ; nous les désignerons par i/q et iZ| ; on prend alors comme fonction simple approchée une expression du premier degré prenant les valeurs Uq ^^ ''i P<^^^ ^o ^^ ^i < si on la désigne par o, elle doit satisfaire à la condition
on en déduit
-iCo
^Ui
On dit que l'on fait une interpolation par parties proportionnelles parce que ronécritque l'accroissement de u est proportionnel à celui de x; cela revient au fond à substituer à la courbe représentative de la fonction f[x) la droite joignant les deux points de cette courbe d'abscisses Xq et Xj ; cette méthode est employée couramment, en
particulier dans la recherche des logarithmes des nombres ne se trouvant pas dans les tables.
188. Formule de Lagrange. — Plus généralement, si Ton connaît les valeurs o,,, «,,... , ii„ de f{x) pour les valeurs Xq, Xi, . . . , x„, en nombre /i-H 1 , il existe un polynôme u de degré n prenant les mêmes valeurs que la fonction pour ces n-hi valeurs de x\ ce polynôme est
jj^P (x— a?t) (x— Xa) ■ ' ' {x—x^ ^ ^ (x— Xo)(x --Xg) . . . (x— x„) ® (Xo— Xi){Xo— Xj) . • . (Xo— x„) \x^—x^)[xx'-x^) . . . (X|--X„)
(x — Xo)(x — Xj) . . . (x — X„,t) . (x„--Xo)(x„ — Xi) ... (x„ — X„.i)
on vérifie bien que ce pol3mome, qui est de degré n, se réduit à Uq pour x = Xo, à Oj pour x = Xi, etc. La valeur ainsi choisie pour o est connue sous le nom de formule d'interpolation de Lagrange.
189. Des différences. — Il arrive communément que les valeurs successives de la variable que Ton considère forment une progression arithmétique et sont de la forme
(1) x^,, XoH-A, Xo-4-2A, ..., XoH-/iA,
h étant la raison de la progression; ce qu'il importe alors de connaître, ce sont les différences qui existent entre les valeurs consécutives iiq y Ht, . . . , Ok de la fonction.
On appelle différences premières les accroissements successifs lorsqu'on passe de chaque valeur à la suivante ; on les désigne par
Auo = ni — "oi Aiii = aj— (II, ..., Aii„_i = ii„ — u,
elles sont en nombre n ; les différences de ces quantités sont appelées différences secondes et désignées par
A'ao = A«i| — Aiio, A*i7i = Aiij — AUi, ..., A*u„_2 = Au„_i — Au
elles sont en nombre n — 1 ; en continuant, on forme les différences troisièmes et ainsi de suite, et Ton arrive à une différence n'
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il peut arriver que les différences d'un certain ordre soient toutes nulles, et il en est de même alors de celles des ordres suivants.
Le calcul des différences se fait en disposant les nombres dans les colonnes verticales d'un tableau de la façon suivante, qui se comprend d'elle-même; nous supposons que Ton donne quatre nombres inscrits dans la première colonne et nous écrivons les différences successives dans les colonnes suivantes.
wo = 2,94 Di = 3,54 Ifs = 4,19 a, = 4,90
Aii
Aqo = 0,60 Aiii = 0,65 Aii, = 0,7i
A»Oo = 0,05 A«iii = 0,06
A«no = 0,01
Lorsque Ton connaît les nombres de la première ligne, c'est-à-dire Oo et ses différences successives Auq, A*uoi • • • on peut retrouver, par des additions successives, les différents nombres du tableau ; ceux de la deuxième ligne ont pour valeurs
u, = UqH- Aiio, A(7i = Aiio-l- A*ao» ••• A"-*Oi = A"-*iio-l- A"Uo;
de même ceux de la troisième ont pour valeurs
Uj = Uj -4- Aiii , Aiij = Aoi •+- A*ni , . . . ;
si nous remplaçons i7| et ses différences par leurs valeurs en fonction de Qo) Aoo) • • • 1 nous avons
(i2 = Oo-h2Aao-f-A'oo, Aiia = A110-+- 2A*ao -4- A'oo, ... ; nous obtenons de la même manière
u, = uj -+- A119 = uq -f- 3 Acio -^ 3A*iio -^- A'uo ^
et ainsi de suite. Nous voyons apparaître les coefficients successifs du développement du binôme [x + ay ; il serait facile de démontrer que Ton a en général
(2) ii, = tfo-^YAtio-f-''^'|~^^A»iioH f-A"ao,
les coefficients étant ceux du binôme (x + a)"; on vérifierait que si la formule est vraie pour une valeur de Tindice, elle est encore vraie pour la valeur suivante.
190. Calcul numérique d*an polynôme entier. — La théorie des différences est utile lorsqu'on veut calculer rapidement les valeurs d'un polynôme entier pour des valeurs de la variable se succédant en progression arithmétique. Soit
a = f{x) = flo^c" -I- axof"-^ -h . . . -f- a„.ia; -h a„
un polynôme entier de degré n dont nous voulons calculer les valeurs lorsqu'on remplace x par les termes d'une progression arithmétique de raison h commençant par Xq ; la différence première est
Aiio=Aa:oH-A)-/-(a:o) = A/'(^o)H-^r(:ro)-h . . . ,
et elle est un polynôme de degré n — 1 en Xo ; la différence seconde est un polynôme de degré n — 2, et ainsi de suite; la n' différence est une constante égale à
(3) A-no = i. 2. . . . naoA",
et toutes les différences suivantes sont nulles.
Si nous calculons les n premières valeurs de u, c'ést-à-dire iioi Oi, ... ii,,_i, nous pouvons obtenir les n — 1 premières différences Ado» ^'l'of • • • A"~^(io par de simples soustractions; de plus, nous connaissons toutes les n'' différences A^uq, A"ui, ... qui ont la valeur constante (3) ; nous pouvons dès lors calculer par de simples additions les différences et les valeurs de la fonction pour les autres valeurs de x faisant partie de la même progression arithmétique que les n premières.
Exemple: Considérons le polynôme du troisième degré
u = a;' — 6ap-f-l ,
et cherchons ses valeurs pour les valeurs entières de la variable; choisissons les trois nombres Xo = — i,a;i = 0, et a^^-f-l, qui donnent pour le polynôme les valeurs Ho = 6 , Oi = i , m» = — 4 ;
nous en déduisons Auo = — 5 , Aui = — 5 , A*uo = 0 .
Comme toutes les différences troisièmes sont a priori égales à 6, nous pouvons former le tableau suivant :
Au
dont le mécanisme se comprend facilement ; en partant d'un nombre 6 inscrit dans la dernière colonne, nous l'ajoutons au nombre placé à sa gauche et nous écrivons le résultat au-dessous de celui-ci ; nous continuons de cette manière en constituant des diagonales allant du haut à droite jusqu'en bas à gauche dans la colonne u.
Ainsi nous dirons 6-1-0 = 6; 6 — 5 = 1, 1 — 4 = — 3, c'est la valeur de u pour x = 2; ensuite 6-h6 = 12, 12-f-i = 13, 13 — 3=10, c'est la valeur pour x = 3. On pourrait prolonger le tableau au-dessus, et obtenirles valeurs correspondant à — 2, — 3, . . .
191. Formule d'interpolatioa de Neivton. — Cette formule est utilisée pour former, comme celle de Lagrange, un .polynôme a de degré n lorsqu'on donne la valeur numérique qu'il prend pour n -h 1 valeurs de la variable x; la formule de Neiwton suppose toutefois que ces dernières sont en progression arithmétique. Supposons que les n-hl valeurs de x soient celles de la suite (i), et que les valeurs
correspondantes de u soient zio t «i , .
successives de ces valeurs et posons z = Newton est
u. : formons les différences
La formule de
A'^iio.
Vérifions que pour a: = a:o, aro-f-A, . . . elle fournit pour a les valeurs Uqi «i, . . . • Pour x = Xf,, nous avons z = 0, et alors
ii = Oo. Pour Xo = a?o -f- A » nous avons z = l, et a = zio-h Aiio = «i. En général» pour x = Xo-hph, nous avons z=p, et
d'après la formule (2), le second membre est égal à iip; nous voyons que le polynôme a satisfait bien aux conditions voulues.
Comme nous Tavons dit, on adopte pour valeur de la fonction relative à une valeur de x non inscrite dans la suite (1) celle que prend le polynôme u pour cette valeur de la variable.
Pour donner un exemple, supposons qu'une fonction inconnue f{x) ait les valeurs inscrites dans la première colonne du tableau dun^ 189 pour les valeurs suivantes formant une progression de raison 0,2
Xo = 2, aro-l-A = 2,2, Xo-i-2A = 2,4, a;o -f- 3A = 2,6 ;
nous poserons alors n = 3 et z = 5(x — 2) ; nous aurons ainsi
ii = 2,94 + ^(5x-~!0) + Ji^(5a:— 10)(5x— 11)
Si nous voulons une valeur approchée de f{x) pour or = 2,1, nous adopterons celle que prend u pour cette valeur ; elle est égale à
192. Autres formules d*interpolation. — La marche suivie dans les calculs précédents ne fait intervenir que les valeurs de x qui suivent Xq et non celles qui le précèdent ; on conçoit cependant que celles-ci aient de l'influence sur la détermination de la fonction empirique f(x) lorsque x est voisin de x^ .
Nous supposerons, dans ce qui suit, que Xq désigne une valeur médiane parmi celles que Ton fait intervenir dans le calcul ; nous désignerons toujours par Up la valeur de f{x), supposée connue, pour x = Xo-f-/>A, et nous adopterons pour les différences les notations suivantes
8p^i^ = iip^i-iip, 8^ = 8p^i-8p.|,
Oo
tfl
SI
enfin, dans le tableau des différences, nous placerons chaque terme en face du milieu de Tintervalle compris entre les nombres qui ont servi à le former; nous aurons ainsi un tableau de la forme suivante:
Nous poserons pour simplifier z = ^~^^ et
^p z(z — i)(z— 2)...(z--pH-i) ' "" 1 . 2 . . . />
Gauss a indiqué les deux formules suivantes :
u{z) = 110-+- C% -h ex -H CÎ+,8', 4- CrViSj + a^A H
o(z) = H, -t- CÎS_j -f- CÎ+,J5 + C^iSls. -f- C*,^ -4- a^iti H
qu'il serait facile de justifier comme celle de Newton, et qui servent à interpoler la première en avant, la deuxième en arrière de Xq. Ed prenant la demi-somme de ces deux formules, on fait intervenir symétriquement les différences placées sur la ligne renfermant uo et sur les lignes voisines; pour plus de commodité, si nous écrivons
<=j[^i^^-il
nous avons
» W = "0 + f cje? + ^ (2..8S + 1 CV^ ■
' Cr^O + C, + iffo ■+• Cs^s^o ■
INHNIMENT PETITS ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE
193. Ordre d'un Infiniment petit. — On appelle infiniment petit une quantité variable à laquelle on attribue une suite de valeurs dont la limite est zéro.
Si une fonction ^ de x a pour limite zéro lorsque la variable tend vers zéro, y est infiniment petit en même temps que x ; lorsque Ton a divers infiniment petits dépendant Tun de Tautre, et qu'on veut les comparer, on choisit Tun d'eux que Ton considère comme infiniment petit principal et Ton considère les autres comme des fonctions de celui-là. Si Ton désigne Tinfiniment petit principal par Aar, et si un autre infiniment petit dépendant du premier est représenté par A]y, il arrive ordinairement que Ton peut trouver un exposant m tel que
le rapport — ^ ait une limite déterminée et non nulle ; on dit alors
que Ay est un infiniment petit d'ordre m; Tinfiniment petit principal Aa; est d'après cela toujours du premier ordre.
Exemples, — Les infiniment petits
Ay = v^2Aaî' -f- Ajc*, Az = sin Ao:
sont, le premier de Tordre -^» et le deuxième du premier ordre, car
le rapport de Ay à Aa? * a pour valeur ^2 H- Ax* et a pour limite
)/2 , et d'autre part, le rapport de Az à Ax a pour valeur ^^ — et a pour limite 1.
VoGT. — Math. sup. 49
Si une quantité infiniment petite Ajz a un ordre supérieur à celui d'une autre quantité analogue A?/, on dit que Az est un infiniment
Az petit par rapport à A?/ ; le rapport — - a alors pour limite zéro.
Soit Ay un infiniment petit d'ordre m, et / la limite du rapport
— ^ ; nous pouvons écrire A«"
c étant une quantité ayant pour limite zéro; nous en concluons
Ay = (/ -f- 6) Ax* = l \af -h c A«" ;
le produit / àaf" de Ax" par la limite l est appelé partie principale de Tinfîniment petit Ay ; la partie complémentaire e Aa:" est infiniment petite par rapport à cette partie principale. Ainsi, les parties principales des infiniment petits Ay et Az, que nous avons
indiqués comme exemples, sont \/2 Ax ' et Ax.
Dans les calculs relatifs aux infiniment petits, ce sont surtout les parties principales qu'il importe de considérer; ce fait est mis en lumière par deux théorèmes concernant Tun la limite du rapport, l'autre la limite de la somme de quantités infiniment petites ; nous ne parlerons ici que du premier, l'autre étant du domaine du calcul intégral.
Théorème. — La limite du rapport de deux infiniment petits du même ordre est égale au quotient des parties principales.
Si Ay et Az sont deux infiniment petits d'ordre m, et si l'on a
Ay = (i -f- Ê)Aa;'», Az = [V -f- e')Aa?'",
le rapport -^ a pour valeur -^ — ^ et a pour limite -^ ; cette limite est bien identique au quotient des parties principales / Aâf* et V ^af".
€k>rollalre. — On ne change pas la limite du rapport de deux infiniment petits du même ordre en augmentant ou diminuant chacun d'eux d'une quantité infiniment petite par rapport à lui.
En elTet on n'altère pas les parties principales des deux infiniment petits. On peut remplacer par exemple, dans des rapports, les quantités
A«* infiniment petites sinAx et 1 — cosAo; par Ax et -^«
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194. Différentielle d'une fonction d'ime variable. — Soit y = f{x) une fonction continue ayant une dérivée f'{x) ; Taccroissement ày de la fonction correspondant à un accroissement Ax de la variable indépendante est un infiniment petit en même temps que ùlx ; comme le rapport de ces infiniment petits a pour limite f'(x)j nous voyons que ày e^t en général du premier ordre et a pour partie principale f(x)Aar.
Cette partie principale est appelée différentielle de y et est représentée par la notation dy, de sorte que Ton a par définition
dy=f'[x)âLX^
Si Ton considère en particulier une fonction égale à la variable x, sa dérivée est égale à 1 , et sa difi'érentielle dx est identique à Ax ; il est donc indifférent d'écrire dx ou Aa? ; c'est pourquoi Ton écrit ordinairement, dans le cas d'une fonction quelconque y = f[x),
dy^f'{x)dx;
on en déduit
La signification géométrique de la différentielle est la suivante : nous avons vu au n* 133 que la dérivée f'{x) est le coefficient angulaire de la tangente MT à la courbe représentative de la fonction /*(«), au point M d'abscisse x (fig. 58).
Soit PP' l'accroissement de l'abscisse X, désigné par Ax; soient M' le point de la courbe d'abscisse x-hAx, et N' le point de rencontre de P'M' avec la tangente MT; si MQ' est la parallèle à Ox tracée par le point M, nous voyons que la différence P'M' — PM = Q'M' représente l'accroissement Ay .
Quant à la différentielle dy, qui a pour valeur f\x)âkX, elle est Taccroissement de l'ordonnée de la tangente HT correspondant à l'accrois-
Fig. 58.
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sèment Ax de Tabscisse, car M T a pour coefficient angulaire f[x) ; nous voyons que la différentielle dy est représentée par la différence FN' — PM = Q'N' des ordonnées de la tangente relatives aux abscisses
X et x-\-^x,
195. Différentielle d'une fonction de fonction. — Soit une fonction
dans laquelle o est une fonction donnée de la variable indépendante X ; nous avons vu que la dérivée y' est égale à f[u) . o, ; par suite la différentielle dy est égale à f'{u) . u'^dx. Mais le produit n'^dx est égal à la différentielle du de la fonction u ; par suite nous avons
dy^f{u)du;
nous déduisons de là
^-fw.
Nous obtenons ainsi les mêmes formules que dans le cas d'une fonction de x\ nous pouvons donc comprendre tous les cas dans un même énoncé de la façon suivante :
Théorème I. — La différentielle d'une fonction est égale à la dérivée de cette fonction par rapport à la variable dont elle dépend immédiatement, multipliée par la différentielle de cette variable, que celle-ci soit indépendante ou non.
Théorème II. — La dérivée d'une fonction est égale au quotient de la différentielle de cette fonction par la différentielle de la variable dont elle dépend, que celle-ci soit la variable indépendante ou non.
196. Calcul des différentielles. — Les théorèmes précédents ramènent Tun à Tautre le calcul des différentielles et celui des dérivées. Lorsqu'il s'agit de fonctions simples, c'est du calcul des dérivées que l'on déduit celui des différentielles ; les résultats obtenus dans les n®* 136 et 137 permettent d'écrire immédiatement dans tous les cas, o étant variable indépendante ou non, les différentielles suivantes :
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c/a" = ma'*~*rfii, digu = — -— du ,
COS* Il
rfc« = e^du , cf arc sin o == , du ,
rflogH= — rfu, (/arccosa = , du,
cfsinii = cosoc/ii, (/arctgii= -. irfii,
rf cos n = — sin u cfn.
Lorsqu'il s'agit de fonctions composées d'une variable, le calcul des différentielles est souvent plus simple que celui des dérivées ; prenons comme exemple le calcul de la différentielle d'une somme y = u + v + tu ; nous pouvons calculer l'accroissement de y y qui est la somme des accroissements des différentes parties, et nous avons
Ay = Ao -h Ar -4- Ai/; ;
en écrivant que les parties principales des deux membres sont égales, nous avons immédiatement
dy =idu -h dv -h dw ;
nous en déduisons après coup, en divisant par dx, la relation qui existe entre les dérivées des fonctions y, u, v et w; elle est
dy du dv dw
dx dx dx dx
Nous obtiendrions de même comme différentielles d'un produit et d'un quotient les valeurs
vdu — udv
d{uv) = vdu 4- odvy dl — \ =
et nous en déduirions immédiatement les dérivées en divisant les deux membres par dx; nous retrouverions ainsi les résultats connus.
197. Usages des différentielles. — Un des principaux avantages
de remploi des différentielles réside dans ce fait que la notation -^
indique indifféremment la dérivée de y par rapport à x ou le quotient des différentielles de y et de x. Toute relation entre les dérivées premières de plusieurs fonctions d'une même variable peut dès
lors être remplacée par une relation entre leurs différentielles et celle de la variable dont elles dépendent ; il suffit pour cela de remplacer chaque dérivée par le quotient des différentielles de la fonction et de la variable. En multipliant les deux membres de la relation donnée par une puissance convenable de la différentielle de cette variable, on rend cette relation entière par rapport aux différentielles qu'elle renferme; elle est forcément homogène par rapport à ces différentielles.
Inversement, toute relation homogène entre les différentielles de plusieurs quantités variant simultanément peut être remplacée par une relation entre leurs dérivées prises par rapport à une variable indépendante donnée ; il suffit en effet de diviser les deux membres par la puissance de la différentielle de cette variable dont l'exposant est égal au degré d'homogénéité. Une relation entre des différentielles est plus avantageuse que celle qu'on peut en déduire entre les dérivées parce que dans la première la variable indépendante n'est pas spécifiée, et qu'on peut la choisir comme on le désire dans chaque cas particulier.
Dans les applications du calcul différentiel, on se propose le plus souvent de chercher les relations qui existent entre les limites des rapports de quantités infiniment petites variant simultanément ; on les obtient ordinairement de la façon suivante : Soient, pour fixer les idées, trois quantités x, y, z dépendant d'une même variable indépendante t qui peut être identique à l'une d'entre elles, et soient Ax, ly , As les accroissements infiniment petits correspondant à un accroissement infiniment petit A^ de < .
On commence par établir les relations qui existent, d'après les données de la question, entre les accroissements finis Ax, \y et As ; ces relations sont forcément homogènes (n*^ 62) ; soit
(5) f[^x, Ay, Ax)==0
l'une d'elles ; nous allons montrer qu'il suffit, lorsqu'on passe à la limite, d'y remplacer les infiniment petits par les différentielles dx^ dy, dz correspondantes.
Soit en effet m le degré d'homogénéité de l'équation (5) ; en divisant les deux membres par A^"*, nous pouvons la remplacer par
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En passant à la limite, les quotients des infiniment petits deviennent égaux aux quotients des différentielles, et la relation (6) se transforme dans
si nous multiplions les deux membres par dl"", cette dernière se transforme en
(7) f{dx,dy,dz)^0;
nous voyons bien que la relation (5) entre les quantités finies Ax, Ay , Az se transforme, lorsqu'on passe à la limite, dans la relation (7), ce que nous voulions établir.
On peut, dans rétablissement des relations telles que (5), substituer aui infiniment petits considérés d'autres qui n'en diffèrent que par des quantités infiniment petites par rapport à eux, car on ne change pas les différentielles et la relation finale (7) est toujours la même.
198. Différentielle d*an arc de courbe. — On appelle longueur d'un arc de courbe la limite du périmètre d'une ligne polygonale inscrite dans cet arc lorsque le nombre des côtés de cette ligne polygonale augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro.
Nous démontrerons dans le calcul intégral que si les coordonnées des points d'une courbe plane ou gauche s'expriment au moyen d'un paramètre l par des fonctions continues telles que
tout arc de cette courbe a une longueur bien déterminée. Si l'on compte les arcs à partir d'un point Mo , la longueur s d'un arc MoM est une fonction continue du paramètre t correspondant au point M, et la dérivée de cette fonction est
(8) sl = \/xl^-^yl'-^zi^.
De ce résultat, que nous démontrerons plus tard, nous pouvons déduire la différentielle ds de la fonction s ; elle est égale à
ds = sidl =1 \/x[^dl^ -h y't^di' H- z'^dt' ; conune les expressions situées sous le radical sont les carrés des diffé-
rentielles dx, cfy, dz, nous avons entre ces différentielles et celle de Tare la relation fondamentale
(9) rf5« = rfa:»H-c/y*-hrf2*.
Dans le cas particulier où la courbe est plane, et où son plan est pris pour plan des xy^ la cote z est toujours nulle ; si de plus x est la variable indépendante à la place de ^ dans la formule (8) x[ devient égal à Tunité, de sorte que cette formule devient
(10) ,i = /l^yi«; la formule (9) prend la forme
(11) rf«« = rfx«H-rfy«.
Remarque. — Si, dans la formule (8), nous choisissons le signe + devant le radical, la dérivée si est toujours positive, et la fonction s croit avec t ; comme elle s'annule pour le point Mo origine des arcs, nous voyons que s est positive lorsque le point M décrit la courbe à partir de Mo dans ]c sens de t croissant, et est négative lorsqu'il la décrit dans le sens opposé.
Si nous choisissons sur la tangente au point M la direction qui correspond aux valeurs croissantes de t, les cosinus des angles que fait cette direction avec les axes de coordonnées sont respectivement égaux à «.' «f' •'
Le sens choisi sur la tangente est précisément celui des arcs croissants; nous pouvons ^^outerque les valeurs précédentes des cosinus peuvent être remplacées par les suivantes qui leur sont égales
dx dy dz d$ ds ds
199. Différentielles d*ordre8 supérieurs. — Plaçons-nous d'abord dans le cas d'une fonction y = f[x) d'une variable indépendante x ; à l'accroissement Ax correspond la différentielle
dy^f\x)tix, que nous appellerons différentielle du premier ordre ; elle varie avec x
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et, en tant que fonction de x, elle a elle-même une différentielle que Ton appelle différentielle du second ordre de y; on la représente par la notation (Py.
D'après la définition donnée au n*" 194, on l'obtient en multipliant la dérivée de dy par Taccroissement ùkX ; pour prendre la dérivée de dy, il Tant considérer cette fonction comme le produit de deux facteurs, Ton égal à f'(x) qui varie avec x, et Tautre égal à Taccroissement Àx que Ton suppose rester le même quel que soit x ; Ax est alors traité comme une constante dans le calcul de la dérivée. D'après cela, ladéiivéede dy est f{x)lx; par suite la différentielle de dy est
d^y = [f''{x)^x]^x = /■'(x)Aa;« .
Cette différentielle a elle-même une différentielle que Ton appelle différentielle du troisième ordre et qu'on représente par d^y ; d'après le même raisonnement, elle a pour valeur
et ainsi de suite ; eo général, la différentielle d'ordre m a pour valeur d'^y = /•("•\x)Ax™.
On peut indifféremment représenter l'accroissement Ax par Ax ou rfx, comme nous l'avons dit, et l'on écrit habituellement, en introduisant dx à la place de Ax,
(12) d'^y = f^''\x)dxr\ on en tire
Ces deux équations permettent d'introduire dans les calculs la notation -7^ à la place de la dérivée y^">, et de considérer ce symbole
aussi bien comme représentant la dérivée que le quotient de d'^y par
rfx*, à la condition toutefois que x soit la variable indépendante.
Considérons maintenant le cas d'une fonction de fonction, comme
au n® 195 ; nous avons pour sa différentielle du premier ordre la valeur
</y=/-'(a)rfii,
mais pour former sa difTérentielle d^y, il faut remarquer que du
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n est pas constant quand x varie, comme Tétait Ax ; nous aTons alors à prendre la di/Térentielle d*un produit de deux facteurs Tariables. D'après une formule démontrée (n* 196), nous avons
tpy=[dr{u)]du-^rwd(du);
comme df'{u) est égal à f'{u)du (Théorème 1, n' 195) et que rf(rfa) est représenté par d^a, nous avons
rf*y = f'{u)du^ -4- f'[u)d*u ;
nous trouverions de la même manière les différentielles suivantes d'après les règles de différentiation de sommes et de produits.
200. Changement de variables. — Premier problème. — Ëtant données une ou plusieurs fonctions ?/, z, ... d'une même variable X, et une expression composée au moyen de x^y, z, ... et des dérivées y g, zi, ylt, . . . , on se propose de chercher ce que devient cette expression lorsqu'on prend comme variable indépendante une autre quantité liée à x d'une manière donnée.
Pour résoudre cette question, nous commencerons par remplacer l'expression donnée par une autre renfermant les différentielles successives de X. y, z, ... , et nous considérerons toutes ces quantités comme fonctions d*une variable nouvelle laissée indéterminée.
Toute dérivée du premier ordre telle que yi, est égale au quotient
-^ des différentielles de y et de x; mais cette remarque ne se
généralise pas pour les dérivées suivantes, et yU n'est égal à
Vi que si x est la variable indépendante (n* 199). Pour déterminer
y" en fonction des différentielles successives de x et de y y nous remarquerons qu'elle est la dérivée première de y\ et qu'elle est égale au
rapport -^ ; comme le numérateur est la différentielle de y', c'est-à-
du •
dire la différentielle du quotient -^^ nous aurons, d'après la règle de
différentiation d'un quotient (n® 196),
, , dxd^u — dy d^x
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nous en déduirons
_ dy' _ dx d^y — dy d^x ^ ^'*~~dx'~' dx^
nous Tonnerons de même les expressions des dérivées successives
y* = ^ » ... au moyen des différentielles de y et de a? et nous
les substituerons aux dérivées dans l'expression proposée.
Considérons par exemple Texpression suivante, qui représente, comme nous le verrons, le rayon de courbure d'une courbe plane :
calculée en considérant x comme variable indépendante ; en introduisant les différentielles et remplaçant y' et y" par les valeurs trouvées précédemment, nous obtenons la formule générale
dx d*y — dy d^x dx d^y — dy d'^x "dx^
Lorsque Fon a ainsi introduit dans une expression les différentielles des quantités qui y entrent, si Ton veut particulariser dans un cas donné la variable indépendante et mettre en évidence les dérivées par rapport à cette variable, il suffit d'exprimer les différentielles au moyen des dérivées. Si par exemple la variable choisie est désignée par i, on remplace les différentielles par leurs valeurs dx = x'idt, d^x = x/imàC^y et ainsi de suite.
Par -exemple, l'expression précédente de R devient, après introduction des dérivées par rapport à < et suppression du facteur commun di^ au numérateur et au dénominateur,
'^— xy-y'x"'
Il arrive quelquefois que les quantités x, i/, 2, . . . sont liées à d'autres variables par des relations connues ; supposons par exemple que Ton fasse sur a; et y la transformation des coordonnées carié-
siennes en coordonnées polaires (n** 80), définie par les relations a; = p cos 0 , y = p sin 6 .
En différentiant les deux membres, sans spécifier la variable indépendante, les coordonnées p et 6 étant fonctions Tune de l'autre ou bien fonctions d'une autre variable, nous aurons
dx = rfp cos 6 — p sin 0 cfO, cfy = {/p sin 6 + p cos 6 rf6 ,
rf*a? = rf«p cos 6 — 2rfp rfe sin 6 — p cos 6 rf6* — p sin 6 rf*e , d*y = rf*p sin 6 H- 2rfp rfô cos 6 — p sin 6 rfô* -4- p cos 6 rf*6 ,
et ainsi de suite ; si nous possédons une relation entre x, y et leurs différentielles, nous y remplacerons x, jy, dx, dy, . . . par les valeurs précédentes, et nous obtiendrons une expression formée au moyen de p, 6 et de leurs différentielles ; on pourra toujours après coup, si c'est nécessaire, fixer la variable indépendante.
Par exemple, le carré ds^ de la différentielle de Tare d'une courbe plane est (n*^ 198) égal à dx^-{-dy*; pour former son expression en coordonnées polaires, nous remplacerons dx et dy par leurs valeurs (14), et nous aurons
rf«« = rfp«^-pye*;
par un calcul analogue, la quantité R que nous avons considérée précédemment deviendra en coordonnées polaires.
(rfp^-^pVe«)«
pV6' -h 2rfp«d6 — prf»p rfe -+- p rfp c^e '
si nous particularisons la nouvelle variable indépendante et si nous la prenons égale à 6, p est une fonction de cette variable, et les différentielles de p doivent être remplacées par rfp = p'rfô, rf*p = p'rfd*, tandis que rf^d est nui ; nous avons ainsi
■p. + 2p'«-pp'
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aOi. Notation relative aux dérivées partielles. — Pour simplifier Texposition qui va suivre, nous considérerons une fonction de deux variables indépendantes a?, y, que nous désignerons par
les raisonnements seraient les mêmes pour les fonctions d'un nombre quelconque de variables.
Par analogie avec récriture adoptée dans le chapitre précédent, on
représente les dérivées partielles du premier ordre /"i, /J par -r^ et -^ ;
Qx oy
mais il est essentiel de remarquer que cette notation de pure convention ne représente pas un quotient de deux différentielles, et qu'on ne peut séparer l'un de l'autre le numérateur du dénominateur des fractions précédentes. C'est pour cela qu'on emploie la lettre ô pour l'écriture des dérivées partielles, en réservant d pour les différentielles.
De la même manière, les dérivées partielles du second ordre de f{x, y) sont représentées par
^-r -^-r ^-Z" ôx*-^'*' ôxày*"'^' dy«-^^'
et en général on écrit ' pour /"^ipia-i-P étant égal à n.
2(12. Différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables Indépendantes. — Si dans la fonction /(x, y) nous laissons y constant
et si nous donnons à a; un accroissement infiniment petit Ax, la partie principale de Taccroissement de la fonction est égale à f'^^x ou -^ Ax.
De même si nous laissons x constant et si nous donnons à j^ un accroissement infiniment petit ^y, la partie principale du nouvel accroissement
de la fonction est égale à f'yLy ou -^ Ay .
On appelle par définition différentielle totale de la fonction z=if{x, y) la somme des deux parties principales précédentes ; on la représente par dz ou df (x, y) et Ton pose
(1) df=fL^x-^f',^y=^f^^x-^^^y.
Si Ton considère le cas particulier oii f{xy y) se réduit ax, on a /"i = i , /"^ = 0 et df, c'est-à-dire rfx, prend la valeur Ax. De même si f(x, y) se réduit à y, df ou dy prend la valeur Ay ; il en résulte que Ton peut remplacer Ax par </x, et Ay par dy, et écrire
(2) df=.ndx-^-f'dy = fjx + f^dy.
Remarque I. — Si nous formons la différence
A/'= /• (x -f- Ax, y -h Ay ) — /• (x, y ) ,
et si nous la développons suivant la formule de Taylor, les termes du premier degré dans le développement obtenu constituent précisément la différentielle totale df\ il faut se garder toutefois de considérer cette différentielle comme la partie du premier ordre de Taccroissement A/*, car les deux accroissements Ax et Ay sont indépendants et on ne peut pas parler de leur ordre comme au n^ 193.
Si par un procédé quelconque on sait calculer la différentielle totale d'une fonction /"(x, y) et la mettre sous la forme kdx -h Brfy , les coefficients A et B des quantités indépendantes dx et dy représentent toujours les dérivées partielles /"i et f'j. Cette remarque est utile dans le calcul des dérivées partielles.
Remarque II. — Pour qu'une fonction f[x, y) soit indépendante de X, il faut et il suffit, comme on le sait, que sa dérivée par rapport à X soit nulle ; de même, pour qu'elle soit indépendante de y, il faut
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et il suffit que sa dérivée par rapport à y soit nulle. Nous concluons de là que pour qu'une fonction de plusieurs variables se réduise à une constante, il faut et il suffit que ses dérivées partielles soient séparément nulles, ou bien, ce qui revient au même, que sa différentielle tp^ taie soit nulle identiquement.
Différentielle totale d*uiie fonction composée. — Soit
une fonction de symboles u, v et 10 qui sont eux-mêmes des fonctions d'une ou de plusieurs variables indépendantes, par exemple de x et de t/; z est une fonction composée de ces variables.
D'après ce que nous avons vu au n** 159 (formule 8), ses dérivées partielles sont égales à
si nous les multiplions respectivement par dx et dy^ et si nous ajoutons les résultats, nous formerons la différentielle totale de la fonction ; nous aurons ainsi
J/"= /"ilai dx 4- u; dy) -h f'J^v'^ dx -4- v'y dy) -f- f'u,[w'^ dx -^w'ydy) ;
mais les parenthèses ne sont autre chose que les différentielles c/iz, dv^ dw de H, v, 10 ; nous avons par suite la formule
(3) df^f'.dn^fidv-hf'^dw.
Elle est la généralisation de la formule (3) du n*^ 195; nous pouvons énoncer les théorèmes suivants, analogues à ceux de ce numéro:
Tliéorème I. — La différentielle totale d'une fonction composée est égale à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée partielle de cette fonction par rapport à chacune des variables dont elle dépend immédiatement, par la différentielle de cette variable, qae celle-ci soit indépendante ou non.
Théorème. II. — Si l'on met la différentielle totale d'une fonction
30U8 une forme linéaire par rapport aux différentielles de plusieurs variables, qu'elles soient indépendantes ou non^ les coefficients de ces différentielles représentent les dérivées partielles de la fonction par rapport à ces variables.
Ces théorèmes permettent de ramener l'un à Tautre le calcul des différentielles et le calcul des dérivées, mais il y a souvent avantage à calculer d'abord les différentielles et à en déduire les dérivées. Considérons par exemple la fonction
z = arc tg -^-i- ylog (x« -f- y*) ;
nous formerons d'abord sa différentielle totale, et pour cela nous poserons
d'où
nous aurons alors
z = arc tg a + — log v ;
, du dv dz = z 1 4-
i-^u^ 2v' nous remplacerons ensuite du et dv par leurs valeurs qui sont
, X dv — v dx du = — ^ — ^ — , dv = 2xdx-h 2y dy ,
puis nous mettrons dans le résultat dx et dy en facteur ; nous aurons ainsi
dz
dx-
x*-hy
-2^yî
les coefficients de dx et dy sont les dérivées partielles de z par rapport k x eik y.
204. Application aux fonctions implicites. — Ëtant donnée une équation telle que
entre des variables, indépendantes ou non, et des fonctions de ces va-
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fiables, le premier membre de cette équation est une fonction composée des variables indépendantes, et cette fonction est constamment nulle ; par conséquent sa différentielle totale est nulle.
En formant cette différentielle d'après la formule (3), nous obtenons Téquation suivante :
(5) fJx^f'ydy^f'4z=Q.
Cette équation a l'avantage de conserver la même forme quels que soient le nombre et la nature des variables indépendantes ; si par «lemple z est une fonction de a; et de y définie par Téquation (4), ses dérivées partielles sont les coefficients de dx et de dy dans Téquation (5) résolue par rapport à dz.
Comme cas particulier, si y est une fonction implicite de x définie par Téquation
QOQS obtenons par différentiation
en résolvant cette équation par rapport à -p, nous trouverons la dérivée de y par rapport à x ; elle est
205. Différentielles d*ordres supérieurs. — Considérons une fonction z de deux variables indépendantes x et y ; la formule (1) nous a donné sa différentielle totale du premier ordre
dz = fL^x-^f',^y'.
^'est une fonction qui a elle-même une différentielle, qu'on appelle différentielle totale seconde de z et qu'on représente par dH. On l'obtient en faisant la somme des différentielles des deux termes; mais, dans chacun d*eux, on doit considérer les accroissements Ax et A£ comme des facteurs constants lorsque a; et j^ varient ; on a ainsi
d^z = (/itAx -h AAy ) Ax + {fl^^ -f- /;. Ay ) Ay ,
ou bien, en réunissant les termes semblables et remplaçant Ax et Ay VoGT. " Math. sup. âO
par dx et dy
(6) dH == flM^ H- 2fl,dxdy H- f;.dy* ;
par le même procédé, on obtient les diiTérentielles suivantes d^z, d^z^
On forme facilement la valeur d'une de ces différentielles en remarquant qu'elle est composée de termes analogues à ceux qui interviennent dans la formule du binôme ; ainsi d^z peut s'écrire sous la forme symbolique
et en général la différentielle d'ordre n sous la forme
en convenant de remplacer dans le développement de la puissance n' de la parenthèse tout produit tel que (fLYif'y)'^'' par /"^"Jp^-p; on vérifierait que si la formule est vraie pour n, elle est encore vraie pour n-h i.
Lorsque Ton a une fonction composée, sa différentielle du premier ordre est donnée par la formule (3) ; si Ton veut trouver sa difTérentielle du second ordre, il faut considérer cfu, dv et dw non plus comme des accroissements constants, mais comme des fonctions variables : on traite alors chaque partie de la somme comme un produit. Si Ton suppose pour simplifier que z dépende de deux fonctions II et r, on a;
rf*z = f:.du^ -f- 2fl dudv -h fUdv* 4- f'J*u -h fld^v. On forme de même les différentielles suivantes.
200. Changement de variables. Deuxième problème. — Soit V une fonction de plusieurs variables indépendantes, de x et de y par exemple, et F une expression renfermant les dérivées partielles de V par rapport à ces variables ; nous allons chercher ce que devient cette expression lorsqu'on remplace x et y par d'autres variables indépendantes ; nous prendrons comme exemple la transformation des coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires.
Nous allons former les relations qui existent entre les dérivées partielles de V par rapport aux anciennes et aux nouvelles variables ; écrivons la valeur de la différentielle totale de V dans les deux cas ;
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nous avons
femplacons dx et dy par leurs valeurs (14) (n** 200) ; nous obtenons
^ (t/p cos 6 — p sin 6 c/6) H- — (c/p sin 6 -h p cos 6 rfô) = — dp -h— rfô ;
c'est une identité par rapport aux difTérentielies indépendantes cfp et </9; exi égalant les coefficients de ces difTérentielies dans les deux menoibres, nous avons
ôV , Î^V . ^ ÔV
•^-- cos 6 -h r-- sinO=-r— 1
ôV . , ôV , î)V
— ^-— p sm e -H V- p cos 0 = -3-^ • bx ^ ôy ^ ôô
Cos relations, que nous aurions pu écrire immédiatement en partant des formules de dérivation des fonctions composées, nous donneront les
f^A^urs de -r— et r— - en fonction de -^r- et -r~- • ôa; ôy ôp ôô
Nous formerons de même la différentielle totale seconde rf*V, en consi<i^P3Q( p et ô comme variables indépendantes ; nous l'écrirons daborcl directement d'après la formule (6) du numéro précédent, ensuite enpa.ss«tnt par l'intermédiaire de x et de y, ce so»t des fonctions des vanabi^g p et 6 dont les différentielles sont donnée par les formules (i4) et; (I5J (ju qo 200; en égalant dans les deux expressions les cœfïloi^jjts des termes en dp*, c/p dO et cfô-, nous en déduirons des relatiorfcs entre les dérivées secondes et nous en tirerons les valeurs de OT ^ay ôsy , ,. ^ ÔW Ô«V ô«V , . . ^ ôa:» "SvXrT-' TT en fonction de -r—r» r^-r-' ttt» et amsi de suite, ox- Oiï?ôy ôy* ôp^ ô6ôp ôô*
Nou& ïx^aurons plus qu'à remplacer dans l'expression donnée F les ancifeixï^^g dérivées par les valeurs trouvées.
Vlornme application des formules (7), on peut vérifier que la somme
CHAPITRE I DES IMAGINAIRES
207. Définition et représentation des Imaginaires. — On appelle nombre imaginaire ou nombre complexe une expression de la forme a + 6», où a et & sont des nombres relatifs, positifs ou négatifs, et où i est un symbole particulier ; dans les calculs sur les nombres imaginaires, on doit traiter ce symbole comme une variable analogue à xoujfy avec cette condition que le carré de i peut être remplacé par — i partout où il se présente. C'est pour cette raison que i est souvent appelé la racine de — 1 et représenté par \^ — i .
Les nombres relatifs ordinaires sont dits réels, par opposition aux nombres imaginaires dont ils ne sont du reste qu'un cas particulier; un nombre de la forme bi est dit imaginaire pur, de sorte que a-+-bi peut être considéré comme la réunion d'un nombre réel a et d'un nombre imaginaire pur bi.
Deux nombres a-\-bi et a — bi qui ont même partie réelle et dont les coefficients de i sont égaux et de signes contraires sont dits imaginaires conjugués.
On représentele nombre a -h bi par un point M d'un plan dont les coordonnées rectangulaires sont a et & (fig. 59); les nombres
réels sont d'après cela représentés par les points de Taxe a/x, les
nombres imaginaires purs par ceux de Taxe y'y .
Le point M peut être déterminé par ses coordonnées polaires
p et 0; nous convenons dans la théorie actuelle de considérer p
comme une quantité essentiellement positive ; elle est égale à
Fi g. 59.
p = longueur OM = -f- y/a*-!-**,
et on rappelle module du nombre a-\-bi; Tangle polaire 6, qui est égalàTun des angles (Ox, OM), est appelé argument de ce nombre imaginaire; il n*est déterminé qu'à un multiple près de 2ir .
Comme nous avons
a = pcosO, 6 = psind,
bi sous la forme
isinô),
nous pouvons écrire le nombre a
(i) a-|-6t=:p(cos0
qui met en évidence le module et l'argument ; le nombre conjugué du précédent est égal à
a — bi= p(cos b— i sin 6) ;
ces deux nombres ont même module, et Ton peut toujours supposer que leurs arguments sont égaux et de signes contraires.
208. Opérations sur les imaginaires. — Nous avons dit que Ton doit traiter le symbole ï comme une lettre variable dont on peut remplacer le carré par — i ; on est ainsi amené aux définitions suivantes :
i* On dit que a + bi est nul si a et 6 sont nuls séparément ; on peut remarquer que pour qu'un nombre soit nul, il faut et il suffit que son module le soit; le point représentatif est alors confondu avec l'origine.
2* On dit que deux nombres a -+- bi et a' -f- b'i sont égaux si l'on a séparément a = a' et & = 6' ; on peut remarquer que pour que deux nombres soient égaux, il faut et il suffit que leurs modules
soient égaux et que leurs arguments diffèrent de 2/nr , k étant un entier positif ou négatif; les points représentatifs sont alors confondus.
3^ On fait la somme de deux imaginaires en additionnant les parties réelles d'une part, et les coefficients de i d'autre part, c'està-dire en posant
[a -+- bi) + [a' -\- Vi) = [a + a')-\-{b-\- b')i.
En employant la représentation géométrique, on voit que la somme
des imaginaires représentées par deux points M et M' (fig. 60) est elle-même représentée par l'extrémité M' de la somme géométrique des vecteurs OM et OM' (n** 74) ; cette remarque s'étend à la somme d'un nombre quelconque de nombres.
4^ Le produit de deux nombres est Fig. 60. donné par la règle ordinaire de multi-
plication des polynômes:
(a -4- bC) {a' -h b'i) = aa' -h ab'i -+- ba'i -h bb'i* ;
si Ton y remplace i* par — 1, on a
(2) (a H- bi) (a' -h b'i) = {aa' — 66') -\- [ab' -4- 6a')i.
En particulier, le produit de deux nombres imaginaires conjugués est
il est réel et égal au carré du module de l'un ou de l'autre nombre.
5<> Les produits et les puissances d'un nombre quelconque de facteurs sont donnés par les règles ordinaires de la multiplication algébrique et donnent lieu aux mêmes remarques que lorsque les facteurs sont réels; par exemple, on peut intervertir d'une manière quelconque Tordre des facteurs, on peut remplacer plusieurs d'entre eux par leur produit effectué; pour. qu'un produit de plusieurs facteurs soit nul, il faut et il suffit que l'un des facteurs soit nul, etc.
En particulier, les puissances successives du nombre î sont
i = i\ i2 = — 1, £» = i«x» = — i, i* = (i*)« = + l, i«=(i*)i = f, ...; elles se reproduisent dans le même ordre de quatre en quatre.
6* Pour diviser deux nombres Tun par Tautre et mettre le quotient sous la forme a + 6i\ il est commode de multiplier ces deux nombres par la quantité conjuguée du dénominateur et d*eiTectuer les produits indiqués ; on a de cette façon
g H- 6* ^ (g -h bi) {a' — b'i) {aa' 4- bb') -4- {ba' — ab')i a'-^-Vi {a'-^b'i){a' — b'i)'^ a'* -+-6'*
Remarque. — On voit que le résultat d'un certain nombre d'opérations : addition, soustraction, multiplication, division, effectuées sur des nombres de la forme a + bi peut toujours être ramené à la même forme A + Bi , A et B étant réels. Remarquons que si Ton effectue une même suite d'opérations, d'une part sur certains nombres donnés, d'autre part sur leurs conjugués, les deux résultats sont conjugués, et sont de la forme A -\- Bi et A — Bt ; on peut en effet le vérifier pour chaque opération élémentaire, et c'est encore vrai pour un nombre quelconque d'opérations successives.
209. Équation du second degré. — Nous avons vu que la somme des carrés de deux nombres réels a' + b^ est égale au produit de deux nombres imaginaires conjugués a-\-bi et a — bi \ nous allons déduire de là que toute équation du second degré à coefficients réels, lorsqu'elle n'a pas de racine réelle, est satisfaite par deux nombres imaginaires conjugués.
Considérons en effet l'équation du second degré écrite sous la forme
«* -\-px -h y = 0 ;
lorsque ^ — ç est négatif, le premier membre peut se mettre sous la forme d'une somme de deux carrés
le second membre peut être décomposé en deux facteurs imaginaires conjugués, et nous avons
x*+px + q = {x+^-iyJq-PS^{x^^ + iyJq-'Çj.
Pour que le produit des deux facteurs du second membre soit nui, il faut et il sufQt que l'un des facteurs soit nul, c'est-à-dire que xsoit égal à Tun des deux nombres imaginaires conjugués compris dans la formule
ces nombres sont donc les deux racines de Téquation.
En partant de ce résultat, on peut dire que toute équation du second degré à coefficients réels a deux racines soit réelles et distinctes, soit réelles et égales, soit imaginaires conjuguées.
210. Formule de Moivre. — Le produit et le quotient de quantités imaginaires prennent une forme simple lorsqu'on met en évidence leurs modules et leurs arguments. Si nous formons le produit de deux nombres mis sous la forme (i), nous avons d'après la formule (2),
f(cos 0 4- i sin 6) p' (cos Ô' -h i sin 6')
= pp' [cos 0 cos 0' — sin 6 sin 6' -t- î(sin ô cos ô' -h sin 6' cos 6)]
= pp' [cos (Ô H- ô') -h i sin (6 + 6')]^
Nous obtenons ce résultat : le produit de deux imaginaires a un module égal au produit des modules et un argument égal à la somme des arguments des deux fadeurs.
Deux nombres conjugués ayant même module et des arguments égaux et de signes contraires ont, d'après cela, un produit réel et égal au carré du module de l'un d'eux, comme nous l'avons déjà constaté.
De même, le quotient de deux imaginaires a un module égal au quotient des modules et un argument égal à la différence des arguments du dividende et du diviseur.
La règle que nous venons de donner pour le produit de deux nombres s'étend de proche en proche à un nombre quelconque de facteurs ; si les facteurs sont égaux et en nombre m, nous voyons que la puissance m' du nombre p (cos 0 + 1 sin 6) a pour module la puissance m* du module p et pour argument m fois l'argument 0 ; elle est égale à p'*(cosmô + isin/n6]. En particulier, si p est égal à l'unité, nous avons la formule suivante, connue sous le nom de formule de Moivre:
(3) [cos ô -f- 1 sin ô]" = cos mô h- i sin mô .
211. MallIpUcatlon des arcs. «— Le premier membre de cette relation, développé suivant la formule du binôme, a pour valeur
- *. Tfi . „._, ^ , - m (m — i) .^ o ^ . « *
cos"*6-f--T- icos"*"* ôsinOH ^-z — ^ — ^ i*cos"'"2 6sm*6+ • •--;
si nous y remplaçons les puissances i', i', ... par — i , — i, ... (n'^ 208, S"") et si nous réunissons les parties réelles d'une part et les parties purement imaginaires d'autre part, nous mettrons le résultat sous la forme A H- Bi , A et B étant réels ; pour l'égaler au second membre, nous devons égaler d'une part les parties réelles, et d'autre part les coefficients de i'; en opérant ainsi, nous obtenons les deui formules suivantes:
(4) cos mô = cos"* 0 ^ — 5 — ^ cos"*"* 6 sin^ 0
m{m — i)(m — 2)(m — 3) „ ,« . ^, 4- — ^ ^^^2 3 4 ■ ^^^ ® sm^ 6 ;
/wN . - m , ^ . ^ m(m — i){ni — 2) « -^ . ,*
(5) sin m6 = -j- cos"^* ô sm 6 ^ — { 2 ^ cos"-' 6 sm' 6
H i z — il ^ -' cos'""'' ô sm^ 9 — • • • .
Ce sont les formules de multiplication des arcs, donnant le sinus et le cosinus de l'arc m9 en fonction du sinus et du cosinus de 6.
En les divisant l'une par l'autre, et divisant les deu< second» membres par cos"* 6, nous obtenons la formule donnant tg m8 en fonction de tg 6 ; elle est
(6) tgmO =
En particulier, pour m = 3, nous avons
(7) cos 36 = cos' ô — 3 cos 0 sin* 6 = 4 cos' 0 — 3 cos 6 ,
(8) sin36 = 3cos'6sin6 — sin'6 = 3sin 6 — 4 sin'e,
^^^ *^^^- i-3tg«ô
Division des arcs. — Cos — Proposons-nous d'abord de
calculer cos — connaissant cos 6 ; la question peut être résolue de m
deux manières, soit numériquement au moyen des tables, soit algébriquement.
Dans la première méthode, on commence par calculer au moyen des tables l'arc compris entre 0 et ir ayant pour cosinus le cosinus donné, celui-ci étant supposé compris entre — 1 et h- 4 ; si 60 est cet arc, on sait que tous ceux qui ont même cosinus sont compris dans la formule
k étant un entier quelconque ; leur m* partie a pour valeur
6 ^2A'7c^ Oq ^ m m m
et la valeur cherchée pour cos — est donnée par la formule générale
cos — = cos 1 — di -2- ).
Bien que k doive prendre toutes les valeurs entières de — 00 à + 00, le second membre n'a que m valeurs distinctes, obtenues en donnant à k les valeurs 0,1,2, ... , m — 1 , et en prenant le signe -h
devant — ; ces valeurs sont m
(10) cosii, cosf2._^i<,\ eosr?i^?^^ll^+«^l.
En effet, si Ton considère d'abord un arc h — » et si k est
négatif ou supérieur à m — 1 , cette valeur de k diffère de l'un des nombres 0, 1, ... , m — 1 par un multiple de m; les arcs correspondants diffèrent par un multiple entier de 2^ et ont même cosinus ;
si l'on considère maintenant un arc de la forme -^ on peut
[2r— fcw e 1 mm
— ^ ^ H — ^ I ; il est égal et de signe contraire à l'un m mj
des arcs considérés précédemment et a le même cosinus que cet arc.
Il résulte de là que l'on a seulement m valeurs pour cos — * et
que ces valeurs numériques sont ceDes des m quantités (10); on les évalue numériquement au moyen des tables.
Pour déterminer cos— par la méthode algébrique, on utilise Téquam
tion(4); on y remplace au second membre sin'O par 1 — cos^O, de manière à mettre ce second membre sous la forme d'un polynôme de
degré m en cosO; on remplace enfin 0 par — dans les deux
membres. On obtient de cette façon une équation de degré m en cos — ; ses m racines sont les m valeurs (10), dont nous avons démontré précédemment Texistence; nous voyons par là que ces m racines sont réelles.
Dans la pratique, on ne cherche pas à résoudre algébriquement cette équation ; au contraire, on utilise le procédé de calcul trigonométrique que nous avons mentionné dans la première méthode, pour déterminer numériquement ses racines. Par exemple, Téquation
qui donne cos— en fonction de cosO s'obtient en remplaçant b par — dans Téquation (7) ; elle est
4 cos' -:r — 3 cos -^ — cos 0 = 0 ;
on évalue les valeurs numériques de ses trois racines en calculant au moyen des tables les trois quantités
% étant un arc ayant pour cosinus le cosinus donné.
cos ~ » cos 1
Sin — Proposons-nous de la même manière de calculer
sin — connaissant sin 6. Par la méthode trigonométrique, nous calm
culerons au moyen des tables Tare 6o compris entre — — et -h ^
ayant pour sinus le sinus donné, celui-ci étant supposé compris entre — 1 et -h 1 ; tous les arcs 6 sont alors compris dans les formules
6 = 2A-7c-f- 6o, 6 = (2ft-h l)iç — Ôo, et leurs m^ parties dans les formules
-L = ?^^_io^ e ^(2/c+l)7c Op.
le sinus cherché est alors donné par Tune des deux formules générales
sin " - = sm ( h -2. ) » sm — = sm ( ~ 2. \ .
Comme précédemment, nous verrions que la première formule donne
seulement m valeurs pour sin — » et qu'on les obtient en donnant
à k les valeurs 0,1,2, ... , (m — 1); ces valeurs sont
/..v • 60 . /27C . Oo\ . r2(m — i)t: . %1
H sm-^T sm{ — -1--^). ..., sm ^ ^ -4--^
Nous allons montrer que si m est impair, les sinus donnés par la deuxième formule sont égaux aux précédents ; supposons en effet que
l'on pose m = 2m' -h 1 ; on vérifie que Tare '^ est le
supplément de -^ ^ H — -> et il a même sinus que lui ; les sinus
de la seconde série d'arcs sont alors les mêmes que ceux de la première série, et leurs valeurs sont celles de la suite (H) ; il existe donc seulement m valeurs de sin
Si au contraire m est pair, les sinus de la seconde série d'arcs sont différents de ceux de la première ; leurs valeurs sont au nombre de m ; elles sont égales, comme le montrerait un raisonnement analogue aux précédents, aux m quantités
il existe donc dans le cas de m pair 2m valeurs de sin — 1 celles des nombres des suites (11) et (12).
Pour déterminer sin — par la méthode algébrique, on utilise
Téquation (5) ; si m est impair, les puissances de cos 6 au second membre sont toutes paires, et Ton peut remplacer chaque fois cos' 6 par 1 — sin'O; on obtient de cette façon au second membre un polynôme de degré m en sin 0 ; en remplaçant enfin aux deux mem-
bres ô par — 1 on obtient une équation de degré m en sin — ; les m racines sont les valeurs (11) et elles sont toutes réelles; leur
calcul numérique s'effectue dans la pratique au moyen des tables par la méthode trigonomé trique.
Si m est pair, les puissances de cos 0 au second membre de
1 équation (5) sont toutes impaires ; si Ton forme le rapport — — i il
ne renferme cette fois que des puissances paires de cosO et peut être mis, en remplaçant cos^ 6 par 1 — sin* 6 , sous forme d'un polynôme de degré m — i en sin 6 . En élevant alors les deux membres
. .. sin'mô .. sin'mô . ,
au carré, on voit que r-— ou bien -z t-tt est un polynôme
cos*0 1 — sm*ô '^ •'
de degré 2m — 2 en sin 6, et Ton en déduit la valeur de sin' mô sous forme d'un polynôme de degré 2m en sin 0 ; il suffit de rem-
placer 0 par — pour avoir une équation de degré 2m donnant
sin — en fonction de sin 0 ; les 2m racines de cette équation sont m
les valeurs (il) et (12) ; nous voyons par là que ces 2m racines sont encore réelles.
Tfl — Proposons-nous enfin de calculer tg — connais
sant tgO. Par la méthode trigonométrique, nous déterminerons au moyen des tables l'arc Oo compris entre 0 et n ayant pour tangente la tangente donnée; tous les arcs 0 sont compris dans la formule 6 = ftir + 0o, et les tangentes de leurs m*" parties sont comprises dans la formule générale
par un raisonnement analogue à ceux que nous avons déjà faits, nous verrions que le second membre a seulement m valeurs, obtenues en donnant à k les valeurs 0,1,2, ... , m — 1.
Par la méthode algébrique, on remplace dans l'équation (6) 0 par
— et l'on a une équation de degré m en tg — ; ses m racines m m
sont les valeurs précédentes et sont toutes réelles.
Rèsolatlon de l'équalion binôme. — Considérons d'abord
l'équation
af" — 1 = 0
et cherchons les nombres réels ou imaginaires qui peuvent y satisfaire. Supposons que x soit écrit sous la forme p(cosO + tsinO); d'après ce que nous avons dit {u? 210), af^ est égal à p'"(cos mO -h i sin mO) ; son module est p"* et son argument m6 ; pour que x^ soit égal à Tunité, il faut et il suffit que le module p*" soit égal à Tunité, et que l'argument mO soit égal à un multiple entier de 2tc de la forme 2A:ir, k étant un entier quelconque, positif ou négatif. Nous en concluons que p = 1 et
de sorte que les nombres x cherchés sont donnés par la
formule générale
X = cos h i sm
c'est Fexpression générale des racines de Téquation binôme x^ — 1 = 0. Les valeurs de x sont seulement au nombre de m distinctes, obtenues en donnant à k les valeurs 0, 1, 2, ... , [m — 1); la première est toujours réelle et égale à 1 . Si m est impair, toutes les autres sont imaginaires; si m est pair, il existe une seconde
racine réelle égale à — 1 , obtenue en faisant k = — ^ et les autres
racines sont imaginaires ; les m racines (13) sont dites les racines m'* de Tunité.
Si Ton sait résoudre Téquation binôme par les méthodes de l'algèbre, et si Ton met ses racines sous la forme a + At, les nombres
2Aic a et 6 sont, d'après la formule (13), les valeurs de cos et de
2/nt
sin ; la comparaison des deux méthodes fournit ainsi un procédé
de calcul de ces lignes trigonométriques.
Considérons par exemple l'équation x^ — 1=0; elle se décompose en deux autres, en écrivant
ses trois racines sont
les deux dernières, qui sont imaginaires conjuguées, sont appelées les racines cubiques imaginaires de l'unité ; on vérifierait facilement qu'elles
sont égales à cos -^ H- i sin -^ et à cos ~ -+- i sin -^ en utilisant
les valeurs des sinus et des cosinus de -—- et de -^\ d'autre part, la remarque que nous avons faite fournit inversement les valeurs de cos-^' sin-^» cos— et sin— lorsquon a résolu algébriquement l'équation or' — 1=0.
Considérons maintenant Téquation générale
où A est un nombre quelconque, réel ou imaginaire ; ses racines sont appelées racines m" algébriques de A, et Tune quelconque d'entre
elles est représentée par ^k .
Si A est donné sous la forme r(cos a -+- 1 sin a), nous voyons déjà, d'après le n*» 210, que le nombre
Xo = i/^ ( cos — -h i sin — V \ m m j
où v^ désigne la valeur arithmétique du radical^ satisfait à l'équation et est une de ses racines ; pour trouver les autres, posons x = Xqx' ; x' sera alors donné par l'équation x'*" = 1 , et il aura m valeurs fournies par la formule (13). Nous voyons ainsi qu'il existe m racines m*^ algébriques d'un nombre, et qu'on les obtient en multipliant l'une d'elles par les m racines m" de l'unité.
Si l'on donne par exemple un nombre réel A , et si l'on représente
par vA sa racine cubique réelle, ses trois racines cubiques algébriques sont, d'après ce que nous avons dit au numéro précédent,
216. Relations d'Euler. — Il existe une relation remarquable entre la fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques. Ck)nsidérons la série qui sert à définir e* :
et supposons qu'on y remplace x par ix ; nous allons montrer que la somme des n premiers termes a une limite, et calculer cette limite.
En remplaçant partout où c'est possible i^ par — i , et séparant la partie réelle de la partie imaginaire, nous mettrons la somme des n premiers termes de la série formée avec ix sous la forme
mais les parenthèses sont les premiers termes des développements en série de coso; et de sinx (n° 182); la quantité précédente a donc une limite, et cette limite est égale à cos x + i sin x .
En convenant de représenter la somme de la série ainsi obtenue par e'*, nous avons la relation fondamentale d'Euler,
(14) e'* = cos j: -h i sin jr ; supposons qu*on change i en — i\ nous aurons
e""" = cos X — 1 sin a; ; par addition et soustraction, nous en déduirons
^« I g— te g/a? Q— Ix
(15) cosa; = » sinx= —
Remarquons que la relation (14) nous permet d'écrire une quantité imaginaire p(cos ô -h i sin 6) sous la forme pe'V
Supposons plus généralement que Ton remplace dans la série C X par un nombre quelconque de la forme x-hiy, x ei y étant réels ; nous allons montrer que la somme des n premiers termes a une limite, et la déterminer ; nous la représenterons par le symbole c*+'^
Si nous nous reportons en effet à la démonstration du théorème du n* 45, nous voyons qu'elle s'applique sans grande modification au cas où y est remplacé par iy ; elle nous montre que les n premiers termes de la série e*-*-^' ont une limite, et que cette limite est égale au produit des deux séries e* et e'^ ; nous aurons donc
ou, en remplaçant e^ par sa valeur,
(I6J e*+*^ = e*(cos y 4- 1 sin y) .
VocT. — Math. sup. ' î<
217. Calcul de cos" d et de sin" 6. — On a souvent besoin d'évaluer cos"" 0 et sin" 6 en fonction linéaire des lignes trigonométriques, cosinus et sinus, de 0 et de ses multiples ; pour m = 2, Ton a
2 cos« e = 1 -h cos 26, 2 sin*6 = 1 — cos 26 ;
on a de même, d'après les formules (7) et (8) (n° 211),
4 cos* 6 = cos 36-4-3 cos 6 , 4 sin' 6 = 3 sin 6 — sin 36 .
Une méthode générale consiste à utiliser les formules de transformation d*une somme ou d'une différence de sinus et de cosinus en un produit ; elles permettent inversement d'évaluer un produit sous forme linéaire, de la façon suivante :
2 sin a sin 6 = cos (a — 6) — cos (a -h 6) , 2 sin a cos 6 = sin (a -h 6) -h sin (a — 6) , 2 cosa cos 6 = cos (a -+- 6) + cos (a — b) ;
eUes permettent alors d'évaluer de proche en proche un produit d'un nombre quelconque de sinus ou de cosinus sous forme linéaire.
Pour calculer rapidement cos"* 6 et sin" 6, nous emploierons une autre méthode et nous utiliserons les relations (15); écrivons la première sous la forme
2cos6 = e'«-he-*»,
et élevons les deux membres à la puissance m ; nous aurons
(17) 2"» cos" Ô = (e*» H- c-'«)"*
en réunissant les termes équidistants des extrêmes, dont les exposants sont égaux et de signes contraires, et en utilisant la relation (14), nous aurons, après division par 2,
(18) 2"-* cos" 6 = cos me H- Y cos (m — 2)6
, 7n(iii— 1) , t\A .
H ^ ^ cos (m — 4)6-1- • • • ;
il faut remarquer toutefois que si m est pair, il existe au milieu du second membre de la relation (17) un terme constant qui est le coefficient
de cosO; ce coefficient, dans le second membre de la formule finale, doit être divisé par 2.
De la même manière, en partant de la relation
2isine = c'» — e-'S
et opérant comme précédemment, nous obtiendrons, si m est impair,
{— i)^~2— * sin"» e = sin me — -^ sin (m — 2)0
H ^-— ^ — ' sin (m — 4)6 — • • • ,
et si m est pair,
(— i) '' 2—' sin- Ô = cos me — Y^ cos (m ~ 2)0
H ^ — ---^ cos (m — 4)0 —
nous devons toutefois observer, comme dans la formule (18), que le coefficient de cosO au dernier terme doit être divisé par 2.
218. Fonctions hyperboliques* — Les formules (15) ramènent Tétude des fonctions trigonométriques à celle de rexponentielle. On définit par des formules analogues de nouvelles fonctions appelées hyperboliques ; ce sont
en a: = » sn a; = r — » th x :
2 ch x e* -h e~*
elles sont appelées respectivement cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique de x .
Leurs propriétés rappellent celles des fonctions trigonométriques ; nous mentionnerons en particulier les suivantes, qu'il est facile de démontrer:
ch* X — sh' X = 1 ;
ch(x -f- y ) = ch X ch y -h sh a; sh y ; sh(x -f- y) = sh x ch y -h sh y ch x ;
c/shx , c/chx V
— ; — = ch X : — ; — = sh X . ax dx
219. Nombre des racines. — Soit une équation algébrique de degré m,
dont les coefficients sont des nombres réels ou imaginaires de la forme a + 6i; il résulte d^une proposition énoncée par d'Âlembert, et que nous ne démontrerons pas, que le premier membre de Féquation devient nul au moins pour une valeur de la variable, réelle ou imaginaire de la forme a + fri ; une telle valeur s'appelle une racine de Féquation.
Si Xi est racine, f{x) est divisible par x — ar,, et nous pouvons^ poser, en effectuant la division,
/•(a;) = (x — arOcp(x);
<p [x) est un polynôme de degré m — 1 à coefficients réels ou imaginaires, dont le premier terme est AqX*^* .
D'après la même proposition, ^{x) a au moins une racine; si Xi est une telle racine, <p(x) est divisible par [x — x^) ; en appelant ^ [x) le quotient, nous pouvons écrire
^[x) = [x — Xi)^[x), nous en déduisons
/•(a;) = (x — xO(x — Xî)^.(x),
^ (x) étant de degré m — 2, et ayant A^x*"-"* comme terme de degré m — 2. En continuant de la même manière, nous décomposerons f[x)
€0 un produit de m facteurs du premier degré sous la forme
(2) f[x) = Kfs[x — x^)[x — x^ ..• [x — x^y
Ao étant le coefficient de x^ dans le premier membre de (i).
La relation (2) montre que f{x) s'annule pour m valeurs de jr, égales à xi^Xg, ... ,Xm et qu'il ne peut s'annuler pour d'autres valeurs ; nous arrivons ainsi à cette conclusion :
Théorème I. — Une équation algébrique de degré ma m racines.
Si les coefficients de l'équation (!) dépendent d'un ou plusieurs paramètres, et si ces paramètres, en variant d'une manière continue, prennent des valeurs pour lesquelles les p premiers coefficients Ao, A,, . . . Ap-i deviennent nuls, l'équation (i) se transforme en une autre de degré m — p ayant m — p racines. On démontre dans ce cas que p des racines de l'équation primitive ont leur module augmentant indéfiniment; on dit alors que ces p racines deviennent infinies.
220. Relations entre les coefficients et les racines. — Les valeurs de f[x) fournies par les équations (i) et (2) doivent être identiques ; le développement du produit
[x — Xi){x — x^) ... (x — x«)
ordonné suivant les puissances décroissantes de x doit alors être identique au polynôme
Ao Ao Aq
Or, nous avons
{x — Xi) (x — Xa) = X* — (xj -h X8)x -H XjXj,
(x Xi)(x — Xj) (x — X3) = X' — (Xi -hX2H-X3)x*
-H (XfXg H- XiXs -f- XjX3)x — X1X2X34,
et ainsi de suite ; nous avons en général pour m facteurs
(4) (a:_a:i)(x — Xi) ... (x — x„) = x"» — (2x,)x«»-*
-f- (2xiXt)x"-* ± XjXj ... X,
le coefficient de x*"'^ étant la somme des racines changée de signe, celui de x"^*, la somme des produits deux à deux, celui de x*~', la
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somme changée de signe des produits trois à trois, etc., le terme constant étant enfin le produit des racines avec le signe + si m est pair, et le signe — si m est impair ; nous vérifierions en effet que si Tégalité (4) a lieu pour un produit de m facteurs, elle a encore lieu pour un produit de m + 1 facteurs. En écrivant que le polynôme (3) et le second membre de Téquation (4) sont identiques et ont par suite les mêmes coefficients, nous obtenons les relations
Ces relations donnent, au moyen des coefficients, la somme des racines, la somme de leurs produits deux à deux, trois à trois, et ainsi de suite jusqu'à leur produit ; elles sont la généralisation des relations entre les coefficients et les racines démontrées dans le cas d'une équation du second degré.
Par exemple, les racines de Téquation du troisième degré
X* -^^ px -\- q = 0 étant désignées par X|,a^ et X3, nous avons
Xi -\- Xi -\- X3 = 0 , XiXi -h XfXz -h x^i = p , XiX^x^ = — — q .
221. Racines multiples. — II peut arriver que plusieurs des hombres Xj, or^, . . . Xm soient égaux; si p d'entre eux sont égaux à Xi , on dit que Xi est une racine multiple d'ordre p de l'équation donnée. En réunissant dans le second membre de la relation (2) les facteurs identiques, nous obtenons la forme générale suivante de décomposition de f{x) en facteurs linéaires :
(5) f{x) = Ao(a;— x,)P(x — x,)« . . . ,
X, étant racine multiple d'ordre /), x, d'ordre 9, etc. Les racines d'ordre i, 2, 3, . . . sont dites simples, doubles, triples...
Théorème II. — La condition nécessaire et suffisantepour qu'âne racine Xi de V équation f{x) = 0 soit d* ordre p de multiplicité est qu'elle annule le premier membre et ses p — 4 premières dérivées y sans annuler sa dérivée d'ordre p.
Pour le démontrer, appliquons la formule de Taylor (n* 162) à la
fonction f{x) et développons-la suivant les puissances de x — Xi\ nous avons, en faisant 6 = a:, a = a?i,
pour que Xi soit une racine multiple d'ordre />, il faut et il suffît que Ton puisse mettre (x — x^^ en facteur dans le polynôme f{x)\ pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que les premiers termes du second membre de la relation précédente aient leurs coefficients nuls jusqu'à celui du terme de degré p — i inclusivement, c'est-à-dire que l'^on ait
et, de plus, que la dérivée d'ordre /), /^^(xi), ne soit pas nulle, ce qu'il fallait démontrer.
Exemple. — L'équation
a<lmet la racine 1 ; on vérifie que cette racine annule le premier membre et ses deux premières dérivées sans annuler la troisième ; par conséquent, elle est racine triple.
Gomme la somme des quatre racines est égale à 5, et que trois d^entre elles ont pour valeur 1, la quatrième est égale à 2.
Remarque. — L'énoncé du théorème que nous venons de démontrer pour une équation algébrique sert de définition à ce que l'on doit entendre par ordre de multiplicité d'une racine d'une équation transcendante, en supposant toutefois que la formule de Taylor soit applicable. Soit par exemple l'équation
X — sinx= 0,
qui admet pour racine 0 ; les deux premières dérivées du premier membre s'annulent pour x = 0 , et la troisième ne s'annule pas ; on dit alors que la racine est d'ordre de multiplicité 3.
Il résulte de là que si le premier membre d'une équation algébrique ou transcendante est développable par la formule de Taylor suivant les
puissances de x — Xi et si Xi est une racine multiple d'ordre />, le déreloppement commence par un terme de degré />.
222/ Équations à coefficients réels. — Supposons qu'une équation algébrique telle que (1) ait ses coefficients réels, et qu'elle admette une racine imaginaire a + ^i, d'un certain ordre de multiplicité /> égal ou supérieur à 1 ; si nous remplaçons x par a + pi dans le premier membre et si nous mettons le résultat sous la forme À + Bi, A et B étant réels, ce résultat doit être nul, ce qui entraîne les conditions que A et B soient séparément nuls (n** 208).
Si nous remplaçons maintenant x par la valeur a — ^i conjuguée de la première, le résultat est conjugué du premier (n** 208, remarque) et a pour valeur A — Bt ; il est nul d'après ce qui précède, et nous en concluons que a — ^i est racine de l'équation.
Le même raisonnement s'applique aux dérivées successives f{x), /■'(a:), . . . /'Cp-«)(x) qui sont à coefficients réels ; elles sont toutes nulles pour a — pi en même temps que pour a + ^i, mais la dérivée d'ordre p ne peut s'annuler pour a — pi, car sinon elle s'annulerait pour a + piy ce qui est contraire à l'hypothèse ; nous concluons de là que a — pi annule f{x) et ses p — 1 premières dérivées, sans annuler la p"; par conséquent, elle est racine d'ordre />, d'où ce théorème :
Théorème III. — Si une équation algébrique à coefficients, réeU admet une racine imaginaire d'un certain ordre de multiplicité, elle admet la racine imaginaire conjuguée, et celle-ci a le même ordre de multiplicité que la première.
Corollaire. — Une équation algébrique de degré impair, à coefficients réels, a au moins une racine réelle, et elle en a toujours un nombre impair.
En effet, le nombre des racines imaginaires est toujours pair, d'après le théorème précédent.
Supposons que l'on décompose le premier membre d'une équation algébrique à coefficients réels en facteurs du premier degré, sous la forme (2) ou (5), et qu'on effectue le produit des facteurs correspondant à deux racines imaginaires conjuguées a -h pi et a — pi ; ce produit
^our valeur
(ar — ce _ pt)(a; — a -f- PO = (a; — a)« -I- p' ;
18 voyons qu'il se met sous la forme d'un trinôme du second degré à efficients réels, tel que x^ -hpx -f- q . En opérant de la même façon pour tous les couples de racines imatnaires conjuguées, nous pourrons mettre f{x) sous la forme
î) f(x) = k{x'-'Xiy{x — X2Y ... {x^-^piX-hqtYix'^'^-p^'hqiY ''.t
m jfijO:», . . . sont les racines réelles de Téquation f{x) = 0^ et ^ où les trinômes ont chacun leurs coefficients réels, mais leurs racines imaginaires conjuguées, les exposants de ces trinômes étant égaux aux ordres de multiplicité des racines correspondantes de Téquation. Ce résultat peut s'énoncer ainsi :
Théorème IV. — Tout polynôme à coefficients réels est décomposable en un produit de facteurs réels du premier et du second degré.
Par exemple, le poljmome x* + i peut être décomposé en facteurs du second degré ; nous écrirons pour cela
x*4-4 = (a:2-f-l)* — 2x»=(a;»-f-t/2x-f-i)(x2 — v/2j?-hi);
en annulant chacun des deux trinômes, nous obtiendrons les quatre racines de l'équation x^ + 1 == 0, et ces racines sont deux à deux imaginaires conjuguées.
223. ÉlimlnaUoii. — Ëliminer une inconnue x entre deux équations algébriques
(7) f(x) = Aox" -h AiX^' + . . . 4- A«_,x-f- A« = 0,
(8) (p(x) = BoxP -h B,x'>-* -+-...+ Bp_ix + Bp = 0,
c'est chercher la condition à laquelle doivent satisfaire les coefficients de ces équations pour qu'elles aient une racine commune ; théoriquement, on l'obtient en tirant la valeur de x de Tune et la portant dans l'autre, mais ce procédé n'est pratique que si l'une des deux équations est du premier degré. Par exemple, le résultat de l'élimination de x entre les équations
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est
afc' — 6a' = 0.
Dans le cas d*équations quelconques, nous allons indiquer des méthodes d*élimination n'exigeant que des calculs rationnels; Tune d'elles consiste à former des combinaisons des équations données qui soient réductibles à des équations de degrés moindres, jusqu'à ce qu*on arrive à un système de deux équations dont Tune soit du premier degré.
Pour y arriver, un moyen commode consiste à effectuer les calculs qui conduisent au plus grand commun diviseur des premiers membres des deux équations. Soient f[x) et (p(x) ces premiers membres, q{x) et r(x) le quotient et le reste de leur division ; Tidentité
montre que toute solution commune aux deux équations f{x) = 0, 4p(x) = 0 est aussi une solution commune aux équations f (x) = 0 et r(x) = 0 ; comme elles sont de degré moins élevé que les premières, le problème est rendu plus simple.
On opère de la même façon sur ^{x) et r{x) en effectuant leur division, et Ton continue ainsi comme dans la théorie arithmétique du plus grand commun diviseur, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste du premier degré ; on écrit alors que la valeur de x qui annule ce reste annule aussi le reste précédent ; cette valeur se trouve être la solution commune aux deux équations données.
Comme exemple, considérons deux équations du second degré
f[x) = ax* -h fcx 4- c = 0, <p(a:) = a'x« -h 6'x + c' = 0 ;
nous pouvons supposer a et a' différents de zéro, car sinon Tune des équations serait du premier degré, et il suffirait d'écrire que la solution de cette équation satisfait à l'autre.
Le reste de la division de f[x) par f^[x) est, au facteur a' près, égala
(9) a'f{x) — a<p(x) = [ba' — aV) x 4- {ca! — ad).
Si ha! — aV n'est pas nul, ce reste s'annule pour
/tf\\ ca' — ac\
écrivons que cette valeur annule f{x) ; nous avons la condition
a{ca' — ac'Y' — b[ca' — ad){ha' — aV) -\- c{ba' — abj = 0 ;
si nous mettons ba' — ab' en facteur dans les derniers termes, nous voyons que le premier membre de cette condition contient a en facteur, et en supprimant ce facteur qui n'est pas nul, il nous reste une relation que Ton écrit ordinairement sous la forme suivante
(H) [ad — ca'f — {ab' — ba') [bc' — cb') = 0 ;
cest la condition pour que les équations données aient une racine commune; cette racine a la valeur (10).
Nous avons supposé ba' — ab' différent de zéro ; si cette différence est nulle, le reste (9) ne peut s'annuler que si ca' — ac' est nul en même temps; la condition (il) est alors nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi. Remarquons que dans ce cas on a
elles équations ont leurs deux racines communes.
224. Élimination par la méthode de Sylvester. — Nous allons indiquer une méthode d'élimination fondée sur la théorie des déterminants ; pour simplifier, nous raisonnerons sur deux équations dont Tune est du. troisième degré et l'autre du second :
: 12) f[x) = Aox' -+. A,a;* -f- A^a: -|- A3 = 0,
(13) <p(a;) = BoX» -f- BiX -f- Bj = 0 .
Toute solution commune à ces équations satisfait aux 3 + ^ == ^ équations suivantes dont le degré est au plus égal à 3 + 2 — 1=4:
xf[x) = K^ -f. A,a;« -I- Ajac* -f- Aga: = 0 ,
f{x) = Ao»' -h Aiac* -I- A2X -h A3 = 0,
x^<f{x) = Boa:* -h Biir' -I- BjX^ = 0 ,
a:(p(a:)= Box' -+- Bia;« -f- BaX =0,
<p(a:)= Boa:«-i-B,a:-hB2 = 0,
Ces cinq équations sont satisfaites par le même système de valeurs •des quantités x, a?*, a?', x^, que Ton peut considérer comme quatre inconnues entrant linéairement; par conséquent, le déterminant des coefficients de ces inconnues et des termes constants doit être nui (n** 15) ; nous obtenons ainsi la condition nécessaire suivante:
Ao
Ao
Bi
0 0 Bo Bi B2
Le premier meoibre, que Ton appelle résultant de Télimination, est «n déterminant facile à former ; il contient les coefficients de chacune des équations dans un nombre de lignes égal au degré de Tautre.
Nous allons montrer que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi suffisante et que, si elle est remplie, les deux écpiations (12) et (13) ont une racine commune. Pour cela, multiplions les éléments de la première colonne du déterminant (14) par x*, ceux de la seconde par x' , ceux de la troisième par x' , ceux de la quatrième par X, et ajoutons-les à ceux de la dernière ; nous obtenons ^insi un déterminant égal au premier, par conséquent nul, qui est
Ao Al Aï A3 xf{x)
0 Ao Al As f{x)
Bo B| Bj 0 x«3.(x) =0.
0 Bo Bi Bî xo(x)
0 0 Bo Bi 9(x)
Si nous développons le premier membre suivant les éléments de la dernière colonne, nous avons une identité de la forme
f{x) (Lx + M) = <p(x) (Px^ -4- Qx -^ R) ;
les racines du premier membre doivent être les mêmes que celles du second ; or, une seule au plus des racines de (j>(x) qui entre au second membre peut annuler le facteur Lx + M ; par conséquent, une au moins des racines cp(x) annule /{x) , ce qu'il fallait démontrer.
225. Râsolutlon de deux équations algébriques à deux Inconnues^
— Soient deux équations algébriques à deux inconnues x et y ,
Désignons par R{y) le résultant de Télimination de x entre ces deux équations ; si (xi , 2/1) est une solution du système (15), les deux équations en x
(16) /*(^,yi)==0, T(^,y,) = 0
ont une solution commune égale à o^i , et le résultant de Télimination de x doit être nul ; or ce résultant n'est autre que H(yi) ; par suite, il est nécessaire que yi soit une racine de Téquation résultante R{y) = 0. Réciproquement, si 1/1 est une racine de cette équation résultante^ les deux équations (16) ont au moins une racine commune ; en calculant cette racine et en la désignant par Xi , le système (a?| , yi) est une solution des équations (15). Nous avons donc ce résultat:
Poar résoudre deux équations algébriques à deux inconnues telles que (15), on élimine Vune des inconnues x entre les deux équations; féquation résultante fournit les valeurs de Vautre inconnue y; à chacune des valeurs 1/1 de y ainsi déterminées correspond au moins une valeur Xi de x qui est la racine commune aux équations (16).
Théorème de Bezout. — Le nombre des solutions de deux équations algébriques de degrés m et p est égal au produit mp desdegrés de ces équations.
Nous allons le démontrer dans le cas de deux équations de degrés 3 et 2 ; le raisonnement serait le même dans le cas général.
En ordonnant les premiers membres suivant les puissances décroissantes de X, nous pouvons écrire les équations sous les formes (12) et (13), les coefficients Âq, Ai, ..., Bo, Bi, ... contenant y à un degré au plus égal à Tindice.
Le résultant R{y) de Télimination de x entre les deux équations est le déterminant (14) ; nous- allons voir qu'il est en y du degré
Si nous multiplions la deuxième ligne par y, la quatrième par y,
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et la cinquième par j/^, nous multiplions R{y) par^^, et nous avons
Xq Al Â2 A3 0
0 A^y A,y A^y Aay
y*R(y)= Bo B^ Bj 0 0
0 Boy B,y B^y 0
0 0 Boy^ Biy« B^^
dans le déterminant du second membre, les colonnes renferment y aux degrés successifs 0, 1, 2, 3, 4^ de sorte que ce déterminant est une fonction du 10* degré en y; R(y) est dès lors du 6* degré. Comme à chaque racine de Téquation résultante correspond une solution des deux équations, nous voyons que celles-ci ont 6 solutions, ce qu'il fallait démontrer.
Il peut arriver dans certains cas exceptionnels que le terme de plus haut degré de R(y) soit nul, alors, le nombre des solutions diminue : dans tous les cas, il est au plus égal au produit des degrés des deux équations (1) et (2).
Gomme conséquence du théorème de Bezout, nous pouvons énoncer ce corollaire : Deux courbes algébriques d'ordres m et p ont en général mp points communs.
Nous énoncerons sans le démontrer le théorème général suivant:
Le nombre des solutions d'un système de n équations algébriques à n inconnues est en général égal au produit des degrés de ces équations; il peut dans certains cas être inférieur à ce produit.
Corollaire. — Trois surfaces algébriques d'ordres m, p, q ont en général mpq points communs.
226. Condition pour qu'une équation algébrique ait une racine multiple. — Théorème V. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation algébrique ait une racine multiple est qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée.
Cela résulte immédiatement du théorème II (n"* 221); nous avons vu en effet qu'une racine multiple de Téquation f{x)=^0 annule le premier membre de cette équation et au moins sa première dérivée,
et réciproquement, une racine commune à l'équation donnée et à Téquation dérivée est une racine multiple de la première.
D*aprës cela, on obtiendra la condition pour qu'une équation ait une racine multiple en éliminant Tinconnue entre cette équation et sa dérivée; si Ton opère par divisions successives, les racines du dernier reste non nul sont les racines multiples de l'équation donnée. Une telle racine est double si elle n'annule pas la dérivée seconde de f[x) ; ' plus généralement, elle est racine multiple d'ordre /), si elle annule les dérivées successives de f[x) jusqu'à celle d'ordre /> — 1 inclusivement.
Comme application, cherchons la condition pour que l'équation du troisième degré
ait une racine double ; l'équation dérivée est
3aî2-f.;} = 0.
En divisant les premiers membres l'un par l'autre, nous avons
s'il existe une racine commune aux deux équations, elle doit annuler
le reste de la division, et dès lors elle a pour valeur xi =^^^-i ; en
écrivant qu'elle annule la dérivée 3x* -h/) , nous trouvons la condition cherchée, qui est
La racine double est égale, ainsi que nous venons de le voir, à "-K^ ; comme la somme des trois racines est nulle (n* 220), la racine simple est égale à-î •
Réduction à une forme simple. — Soit
Aox' -+- A,x- -h Ajx H- A, = 0
réquatîon générale du troisième degré ; pour la résoudre, nous commencerons par la ramener à une forme plus simple en posant
si nous remplaçons x par cette valeur, le terme du second degré disparait dans Téquation en x' ; si nous divisons alors tous les coefficients par celui de x'^, nous obtenons une équation de la forme
x'^-hpx' -hq=0.
Il suffît donc de résoudre cette dernière équation et de retrancher
de chacune de ses racines la quantité r-p pour avoir les racines de
oAq
1 équation donnée. Nous supposerons désormais que Ton a fait au préalable le calcul que nous venons d'indiquer, et nous ne nous occuperons que de Téquation mise sous la forme
(ij x^-{-pX'{'q=0.
Nous avons vu (n^ 226) que si la quantité
est nulle, réquation a une racine double et dans ce cas nous avons
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déterminé les racines. Nous allons montrer que si, p et q étant supposés réels, la quantité (2) est négative, l'équation a ses trois racines réelles; si cette quantité est positive, l'équation a une racine réelle et deux racines imaginaires.
228. Cas de trois racines réelles. — On calcule numériquement les racines de Téquation (1) en les comparant à celles de Téquation qui
donne cos — connaissant cosô; nous avons vu (n** 212) que cette
dernière est
(3) cos' "5^ — -j- cos — -— — cos 6 = 0,
et nous savons qu'elle a ses trois racines réelles. Posons dans Téquation (1)
(4) a;=pcos|-; cette équation devient, après division par p',
(5) cos»| + ^cos4-f-4 = 0-
Pour qu'elle soit identique à (3), il suffit de poser ce qui donne
pS 4 p' 4
P, cos9 = H=
Pour qu'à des valeurs données de p ei de q correspondent des valeurs réelles pour p et 0, il est nécessaire que p soit négatif, puis que cos* d soit inférieur à Tunité, ce qui conduit à la condition
Cette dernière condition est à elle seule suffisante, car si elle est remplie, elle entraine jo < 0 et par suite les équations (6) permettent de calculer p et 6 au moyen de p et de ç.
Lorsque^ ce calcul est effectué, il suffit de remplacer 0 par la valeur trouvée dans le dernier terme de Téquation (3), puis de résoudre VoGT. — Math. sup. 22
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cette équation où cos — est Finconnue ; les racines de Téquation (i ) sont alors données par la formule (4), où Ton remplace p par la valeur (6)
et cos -^ par chacune des trois racines de Téquation (3) ; les trois valeurs
ainsi trouvées pour x sont réelles.
Pour les calculer numériquement, on détermine d'abord au moyen des tables de logarithmes un quelconque des angles 0 dont le cosinus est fourni par la deuxième des formules (6) ; soit % cet angle ; on calcule alors les trois quantités
cos -^ » cos
/On . 27C\ /6o 47C\
qui sont les racines de Téquation (3) ; enfin les racines de Téquation proposée ont pour valeurs
elles sont calculables par logarithmes.
229. Cas d'une seule racine réelle. — Plaçons-nous dans le cas où Ton a
nous allons déterminer les racines de Téquation du troisième degré par une méthode algébrique et montrer qu'une seule est réelle. Remplaçons dans (1) X par la somme de deux quantités inconnues y et 2, ce qui donne Téquation
î/»-hz» + 3yz(y-hz)-f-/)(y-+-z)4-y = 0;
nous pouvons assujettir y et z h une condition choisie arbitrairement, puisqu'elles sont reliées par une seule équation ; écrivons que le coefficient de y -h z est nul, c'est-à-dire que Ton a
(7) 3yz-i-p = 0;
il reste alors la relation suivante pour déterminer 2^ et z :
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L'équation (7) nous donne z = — ^ , et en portant cette valeur dans (8), nous avons, pour déterminer y, Téquation
(9) y*-^çy*-(^y=0.
y^ est donné par une équation du second degré qui a pour racines
-iMihii)'-'
d'après Thypothèse faite sur p et qr, ces deux racines sont réelles ; à chacune d'elles correspondent pour y trois valeurs dont Tune est réelle et les deux autres imaginaires conjuguées. En prenant par exemple le signe + devant le radical carré, nous avons pour y une valeur réelle que nous représenterons par
et deux valeurs imaginaires ; celles-ci sont (n" 215)
/— «-4-tt/3\ /— 1 — iv/3\
Les valeurs de z correspondantes sont, la première, réelle et les <leux autres, imaginaires ; la valeur réelle z^ est telle que le produit
yiZi soit égal à — v ' ^^ bien^ ce qui revient au même, que y\z\
soit égal à ( — ^ ) . D'après cette remarque, z\ est la deuxième racine de Téquation (9), et nous avons
le radical ayant sa valeur réelle ; les autres valeurs de z sont
za = (^ 2 j^" ''=\ 2 j^«-
Nous pouvons vérifier que les produits y^z^ et y^z^ ont la même
valeur que tfiZi et sont égaux par suite à — ^ ; il faut donc associer
zj à ya et «3 à y,.
Les trois valeurs de x sont alors
a:i = yi-hz,
si nous avions pris pour y^ Tautre racine de Téquation (9), il aurait suffi d*intervertir le rôle de y et z, et nous aurions obtenu les mêmes valeurs pour x.
Nous voyons ainsi que, dans le cas où 4/?' -+- 27qr* est positif, Téquation (!) a une racine réelle et deux racines imaginaires ; la formule qui donne la racine réelle est connue sous le nom de formule de Cardan, Si Ton veut calculer cette racine par logarithmes, on rend calculables par logarithmes les racines de l'équation (9), puis on calcule leurs racines cubiques, et Ton fait la somme de ces racines cubiques.
La méthode qui nous a conduit à la formule de Cardan s*applique sans modification au cas où 4/»' h- 21q^ est négatif, et elle donne des expressions algébriques, formées au moyen de radicaux, pour les trois racines de Téquation (1); mais ces expressions sont impropres au calcul numérique de ces racines, car les radicaux cubiques portent sur des quantités imaginaires, et Ton démontre qu*il est impossible de les calculer numériquement sans passer par la méthode trigonométrique.
230. 11 est rare que Ton puisse exprimer les racines d'une équation par des formules au moyen des coefficients, comme cela a lieu pour les équations du second degré ; nous avons bien vu (n** 229) que les racines d*une équation du troisième degré s'expriment par la formule de Cardan. On peut également donner une formule de résolution de l'équation du quatrième degré ; mais on ne peut généraliser ces méthodes ; Abel a démontré en effet que les équations générales de degré égal ou supérieur à cinq ne peuvent être résolues par une expression algébrique formée au moyen des coefficients.
Quel que soit l'intérêt qui s'attache à une formule donnant les valeurs des racines d'une équation, une telle formule est en général peu propre au calcul numérique ; elle ne fournit souvent aucune distinction entre les racines réelles et les racines imaginaires. Nous nous proposons d'indiquer dans ce chapitre des méthodes permettant de calculer avec une approximation suffisante dans la pratique les racines réelles d'une équation numérique donnée, algébrique ou transcendante simple, à coefficients numériques réels.
281. Racines entières ou fractionnaires d*une équation algébrique à coefficients rationnels. — Soit
Aoa?" -h A,x^* -h ..- -f-A^ia:-i-A„=0
une équation algébrique dont nous supposons les coefficients réels entiers ou fractionnaires ; en chassant les dénominateurs, nous pouvons
les supposer tous entiers ; nous nous proposons de calculer les racines réelles entières ou fractionnaires de cette équation.
Cherchons si Téq nation proposée peut avoir une racine réelle entière
ou fractionnaire de la forme ~ * /) et q étant entiers positifs ou
négatifs ; nous pouvons toujours supposer ces nombres premiers entre
eux. En écrivant que ^ annule le premier membre et chassant les
dénominateurs, nous aurons Fidentité
Ao/)" -h Aip'^-^q -h . . . -+- A„_,/)ç"-» -h Amq" = 0;
nous en déduirons les deux égalités
/?(Ao/>"-* -h k.p'^-^q -+-..• -4- A«_iç"^») = — A.y'" ,
9(A,/)"^' -4- • • • A^_i/>y"-* -h A,y"-*) = — Ao/>" .
Comme /) et qr sont premiers entre eux, la première de ces égalités exprime que p doit diviser A^ , et la seconde que q doit diviser Aq, on voit donc que le choix des nombres p ei q est limité. On prendra p parmi les diviseurs de A^ et ç parmi ceux
de Ao , on formera les différentes fractions positives ou négatives —
dont les termes sont pris en valeur absolue parmi ces diviseurs, et Ton substituera ces fractions à x dans le premier membre de Téquation : celles qui Tannuleront seront des racines. On reconnaîtra d'après le théorème II (n*" 221) celles de ces racines qui sont multiples, et on déterminera leur ordre. On divisera enfin le premier membre par le produit des facteurs linéaires de la forme [x — Xi)*", [x — x,)', ..• correspondant aux racines trouvées, affectés d'un exposant égal à Tordre de multiplicité de ces racines, et le quotient, égalé à zéro, donnera les racines réelles irrationnelles et les racines imaginaires de Téquation. Exemple. — Soit Téquation
p doit diviser 2 et être égal à 1 ou 2 ; 9 doit diviser 3 et être égal à 1 ou 3 ; nous sommes conduits à essayer les nombres
on constate que -ni et — -s- sont des racines, et sont simples ; en
divisant le premier membre par les facteurs x — i et Sx + 2 correspondant à ces racines, on le met sous la forme
(a:-i)(3x-|-2)(a:«-f-a:-hl); acines de Téquation, obt( facteuff sont imaginaires, et sont égales à
les deux dernières racines de Téquation, obtenues en annulant le dernier
l±:iV3
Lorsqu'on a ainsi débarrassé Téquation de ses racines entières ou fractionnaires, il peut arriver que Féquation à laquelle on est conduit et dont les racines sont irrationnelles ou imaginaires ait des racines multiples ; on le reconnaîtra (n^ 226) à ce qu'elle a des racines communes avec sa dérivée. On sait dans ce cas former par des divisions successives, comme en arithmétique, le plus grand commun diviseur entre le premier membre de Téquation et sa dérivée ; en l'égalant à zéro, on forme une équation qui a pour racines les racines multiples de la proposée. Nous supposerons qu'on ait résolu cette nouvelle équation, et qu*on ait débarrassé la première de ses racines multiples en divisant son premier membre par les facteurs linéaires correspondants ; nous pourrons donc nous limiter au cas d'une équation n'ayant que des racines simples ; c'est ce que nous supposerons désormais.
282. Llnultes des racines d'une équation algébrique. — Afin de diminuer les calculs que l'on a à effectuer pour obtenir les valeurs exactes ou approchées des racines réelles d'une ^équation algébrique à coefficients réels, il est utile de connaître les limites entre lesquelles sont comprises ces racines. Nous allons d'abord déterminer une limite supérieure des racines positives.
Remarquons d'abord que si tous les coefficients ont le même signe, l'équation n'a pas de racine positive, car le premier membre a un signe constant et ne s'annule pas lorsqu'on donne à la variable une valeur positive. Dans le cas où tous les coefficients n'ont pas le même signe, oous pouvons supposer que celui ()u terme de plus haut degré est positif; nous mettrons en évidence le signe des divers coefficients, et nous écrirons l'équation sous la forme
A^-+- ••• — ApX*-""-!- ••• — AçX"*^-»- ••' =0, Àp, Af , ... désignant les valeurs absolues des coefficients négatifs.
Théorème. — Si n est le nombre des coefficients négatifs, N la plus grande des valeurs absolues de ces coefficients, et m — p le
degré le plus élevé des termes qui les possèdent, on peut affirmer que
i^ut nombre égal ou supérieure la fois à i et à \/~t~" est une limite supérieure des racines de Véquation,
Nous pouvons en effet écrire son premier membre sous la forme
^[x) représentant Tensemble des termes à coefficients positifs autres
que le premier. Or tout nombre supérieur à Kl -r— » mis à la place de
y Ao
X , rend positive la première parenthèse ; tout nombre supérieur à Tunité, mis à la place de a;, rend les suivantes positives, enfin ^(x) est positif pour toute valeur positive de â; ; il en résulte que le premier membre de Téquation est positif et ne s'annule pas dès que x est
supérieur à la fois à 1 et à v/ -— - » ce qu'il fallait démontrer.
y Ao
Pour avoir une limite inférieure des racines de Téquation, il suffit de trouver une limite supérieure des valeurs absolues de ses racines négatives. Or si Ton remplace x par — x' dans le premier membre, réquation en x^ ainsi obtenue a pour racines positives les valeurs absolues des racines négatives de Téquation proposée, et réciproquement. Il suffit donc d'appliquer à Téquation en x' le théorème précédent pour trouver la limite cherchée.
Exemple, Soit l'équation
nous avons /)=4, n = l, Ao=l, N = 50; par suite tout nombre égal ou supérieur à v^0« P^^ exemple 3, est une limite supérieure des racines positives.
L'équatiom transformée de la première, obtenue en remplaçant x par — x\ est
tout nombre égal ou supérieur à yl , 50, en particulier 5, est une limite supérieure de ses racines positives. Les racines réelles de l'équation donnée sont donc comprises entre — 5 et 3 .
233. Séparation des racines. — Tliéorème de Rolle. — Ce que nous allons dire s'applique non seulement aux équations algébriques à coefficients réels rationnels ou irrationnels, mais encore aux équations transcendantes ; nous supposerons dans ce qui suit que tous les termes sont placés dans le premier membre, et nous désignerons ce premier membre par f{x). Nous nous proposons de calculer des valeurs approchées des racines réelles de Téquation; nous commencerons par les séparer, c'est-à-dire par former une suite d'intervalles (a, 6), (e, ^), ... tels qu'il existe dans chacun d'eux une et une seule racine réelle. On y parvient ordinairement par l'application du théorème fondamental suivant et de son corollaire.
Théorème de Rolle. — Dans tout intervalle où le premier membre (Tune équation est continu et a une dérivée finie et déterminée, deux racines réelles consécutives de cette équation comprennent eu moins une racine réelle de l'équation dérivée.
Nous avons vu en effet (n** 149) que si une fonction f{x) continue et possédant une dérivée dans un certain intervalle s'annule pour deux valeurs comprises dans cet intervalle ou égales aux limites, sa dérivée f'{x) s'annule au moins une fois entre ces deux valeurs ; le théorème de Rolle exprime cette propriété sous une autre forme.
Corollaire. — Dans tout intervalle où le premier membre d'une équation est continu et a une dérivée finie et déterminée, deux racines réelles consécutives de l'équation dérivée comprennent au plus une racine réelle de la proposée.
Si elles en comprenaient en effet plusieurs, il existerait entre ces racines d'autres racines de la dérivée, d'après le théorème précédent ; mais cela est impossible d'après l'hypothèse.
U résulte de ces propositions que si l'on sait trouver d'une part les valeurs pour lesquelles le premier membre d'une équation et sa dérivée deviennent discontinus, d'autre parties racines réelles de l'équation dérivée, et si l'on range toutes ces valeurs, ainsi que — oo et -f» par ordre de grandeur, dans chaque intervalle il existe au plus une racine de l'équation donnée. La suite de ces valeurs s'appelle suite de Rolle,
234. Pour reconnaître s'il existe ou non une racine dans un des intervalles ainsi formés, on s'appuie sur le théorème suivant :
Théorème. — Dans tout intervalle où le premier membre d'une équation est continu, deux nombres dont les résultats de substitution dans ce premier membre sont de signes contraires comprennent au moins une racine de l'équation.
Car, si Ton fait varier x d'une manière continue de Tun à l'autre de ces nombres, f(x) varie d'une manière continue ; comme cette fonction change de signe, elle s'annule forcément pour une valeur au moins, comprise entre les deux nombres.
Ce théorème est d'un usage fréquent ; il montre par exemple que Téquation
a au moins une racine réelle positive, car les nombres 0 et +oc donnent dans le premier membre des résultats de signes contraires. De même l'équation
a au moins une racine réelle positive et une racine réelle négative, car les nombres — oo , 0 et +oo donnent dans le premier membre des résultats successivement de signes contraires.
Nous allons appliquer ce théorème à la suite de Rolle.
Corollaire. — Deux nombres consécutifs de la suite de Rolle comprennent une racine de l'équation ou n'en comprennent aucune suivant que leurs résultats de substitution dans le premier membre sont de signes contraires ou de même signe.
En effet, d'après la manière même dont a été formée la suite de Rolle, la dérivée du premier membre de l'équation garde un signe constant entre deux termes consécutifs de cette suite, et le premier membre lui-même est une fonction continue variant toujours dans le même sens dans chacun des intervalles ; si deux nombres compris dans un de ces intervalles ou égaux aux limites, substitués dans le premier membre, donnent des résultats de signes contraires, ils comprennent une et une seule racine ; s'ils donnent des résultats de même signe, ils n'en comprennent aucune.
Nous pouvons agouter que si un des nombres de la suite de RoUe, faisant partie de Tensemble des racines de la dérivée, annule le premier membre de Téquation donnée, il est racine multiple de celle-ci. Le raisonnement que nous venons d'employer montre qu'il n'existe aucune autre racine de Féquation dans les deux intervalles situés de part et d autre de cette racine multiple.
Remarqua. — Lorsqu'un intervalle fourni par la suite de RoUe est limité par une valeur de x, telle que x = b par exemple, rendant discontinu le premier membre f{x) de l'équation, il faut entendre par signe du résultat de substitution de cette valeur dans f{x) celui que l'on obtient en remplaçant x par une valeur voisine de b et tendant vers b tout en restant comprise dans l'intervalle considéré.
Supposons par exemple que les deux intervalles consécutifs limités par b soient (a , b) et (6 , e) ; pour appliquer le corollaire précédent au premier de ces intervalles, on doit substituer à x, à la place de b, un nombre b — t, s étant positif et assez petit pour que f{x) garde un signe constant entre 6 — e et 6 ; de la même manière, pour l'intervalle suivant, on doit substituer à x, à la place de 6, un nombre & + t, t étant positif et assez petit pour que f{x) garde un signe constant entre b et 6 + f . Dans le tableau des résultats de substitution, on écrit ordinairement les deux nombres b — t et 6 -h e, en les séparant par un trait.
La courbe représentative du premier membre d'une équation rend bien compte des théorèmes précédents ; si l'on prend comme exemple 1 équation dont le premier membre est représenté par la courbe de la figure 61, on voit que la suite de RoUe est formée des nombres
— 00 , Xt, Xj, xi, X4, X5, X5, -+-00
pour lesquels la fonction est discontinue ou passe par un maximum ou un minimum ; on écrira de la façon suivante le tableau des résultats de substitution correspondants
— « , Xi, X2, Xa, X4 — 6X4 -ht, Xs — tXsH-t, X5
On voit sur la figure que l'équation a trois racines, comprises l'une
«ntre — oo et «i, Tautre entre x^ et x^, et la dernière entre a
Fig. 61.
et Xs ; on vérifie bien l'exactitude du théorème de Rolle et des corollaires énoncés précédemment.
Exemples, Téquation dérivée
i« Soit l'équation x5 — 5x — 2 = 0 ;
a deux racines réelles — i et -f- i ; la suite de Rolle est formée des nombres — oo, — i, -f-i, H-oo; les signes des résultats de substitution correspondants sont indiqués dans le tableau suivant:
comme ils sont alternativement de signes contraires, l'équation a trois racines réelles séparées par les nombres de la suite précédente. 2*» Soit l'équation
lej)remier membre est discontinu pour x = 0; sa dérivée 3x*H — 5
ne s'annule pas; la suite de Rolle est formée de — 00 , 0, -h 00 , et les signes des résultats de substitution, obtenus comme nous l'avons
dit dans la remarque du numéro précédent^ sont
-he
on i^oit que Téquation a une racine réelle positive et une négative. S'' Soit Téquation
X — tg X = 0 ;
au lieu d^employer le théorème de RoUe, qui conduirait sans trop de difficulté à la séparation des racines, nous emploierons un procédé géométrique que Ton utilise souvent. Les racines de Téquation sont les abscisses des points communs aux deux lignes représentées par les équations
la première (/ï^. 62) se compose d'une suite de courbes égales ; Tune
Fig. «a.
d'elles a pour asymptotes les droites x =
— |- et x = -h|- eteUe
passe par Torigine ; sa tangente en ce point, d'après le théorème du n° 133, a pour coefficient angulaire la valeur de la dérivée de tg x pour X = 0 ; il est égal à Tunité et la tangente est la bissectrice de Tangle xOy ; les autres branches se déduisent de celle-là en augmentant ou diminuant les abscisses d'un multiple de ^.
La deuxième ligne est la bissectrice de Tangle xOy ; elle coupe la première branche à Torigine et lui est tangente ; on peut vérifier que x = 0 est une racine triple de Téquation proposée (n** 221, remarque). La bissectrice coupe chacune des autres branches de la courbe en un point; on en conclut que Téquation, outre la racine triple X = 0, a une racine simple dans chacun des intervalles
236. Calcul d*ime valeur approchée d'une racine. — Lorsqu'on a reconnu qu'un intervalle (a , b) comprend une et une seule racine réelle d'une équation f[x) = 0 , il reste à calculer une valeur approchée de cette racine.
Le procédé le plus simple consiste à substituer à x une suite de nombres croissants intermédiaires entre a et 6, tels que
et à chercher les signes des résultats de leur substitution dans /(x). Puisque f[a) et f[b) sont de signes contraires, on trouvera dans la suite ou bien un résultat nul, ce qui fera connaître la racine, ou bien deux résultats consécutifs de signes contraires, et les deux nombres substitués correspondants comprendront la racine.
Si elle est comprise par exemple entre Op et «p+i, on pourra substituer des nombres intermédiaires entre ces deux-là, et resserrer l'intervalle dans lequel se trouve comprise la racine. En général, on substitue des nombres entiers successifs, puis dans Tintervalle des deux entiers consécutifs qui comprennent la racine, on substitue des nombres croissant de dixième en dixième, puis de centième en centième, etc. Les méthodes de calcul fondées sur la théorie des différences (n° 190) permettent d'opérer rapidement. On obtient ainsi des valeurs approchées de la racine avec 1,2, . . « chiffres décimaux par défaut et par excès.
Exemple. — Nous avons vu au numéro précédent que Féquation f{x) = a:» — 5x — 2 = 0
a trois racines, dont Tune est supérieure à 1 ; pour calculer cette dernière, nous remarquons que 1 et 2 donnent des résultats, Tun négatif, Tautre positif, et comprennent la racine.
En substituant les nombres i,i, 1^2, « . . , 1,9, on constate que Ton a
par conséquent la racine est comprise entre 1,5 et 1,6; en substituant les nombres 1,51, 1,52, . . . , 1,59, on constate que Ton a
on en conclut que la racine est comprise entre 1 ,58 et 1 ,59 ; il est probable qu'elle est plus voisine du premier de ces nombres que du second.
287. Méthode par parties proportionnelles. — Supposons que Ton ait trouvé deux nombres assez rapprochés a et 6 comprenant la racine cherchée : si Ton substitue dans Fintervalle (a, b) au premier membre f{x) de Féquation une fonction plus simple et si Ton cherche la valeur de x annulant cette fonction dans Tintervalle considéré, cette valeur s'écartera peu de la racine cherchée et pourra être prise comme valeur approchée de cette racine.
La manière la plus simple de choisir la fonction auxiliaire consiste, comme nous Tavons déjà vu au n*> 187, à supposer qu'elle est linéaire et qu'elle prend pour a et 6 les valeurs f[a) et /(é), ce qui revient à dire qu'elle varie proportionnellement à l'accroissement de la variable ; en la désignant par u , nous avons
La valeur de x qui annule u s'obtient en faisant u = 0 dans l'équation précédente; elle surpasse a d'un accroissement x — a donné par la relation
x — a —fia) .
b-a m-f[ay
le nombre x foorni par cette formule est pris pour yaleur approchée de la racine.
Exemple. — En nous reportant à Féquation du numéro précédent, supposons que Ton ait constaté que la racine cherchée est comprise entre 1,5 et 1,6, et prenons ces deux nombres pour valeurs de a et b. L'accroissement b — a est égal à 0,1; Taccroissement x — 1,5, que nous désignerons par h\ sera déterminé au moyen des valeurs de /"(IjS) et /"(IjB), par la relation
0,1 0,48576 4-1,90625' qui donne
nous obtenons ainsi pour la racine la valeur approchée 1,579 . . .
238. Méthode d'approximation de Newton. — Soit a une valeur approchée d'une racine, a + A sa valeur exacte inconnue ; en écrivant que f{a-h h) est nul et développant cette fonction suivant la formule de Taylor limitée à trois termes, nous avons
(!) 0 = Aa-hA)=/(a) + Af(a) + |/'(a + eA).
La méthode de Newton consiste à négliger le dernier terme, qui contient en facteur la quantité h^ généralement très petite, et à prendre comme valeur approchée de h la valeur Ai fournie par Téquation du premier degré
/(a) + V(a) = 0, c'est-à-dire
Pour que Ton puisse employer cette méthode avec avantage, il faut que la valeur approchée a -f- Ai de la racine soit plus voisine de la valeur exacte a -h A que la valeur primitive a ; on sera assuré que cela a lieu si les nombres a , a + Aj et a + A sont rangés par ordre de grandeur croissante ou décroissante, c'est-à-dire si la différence Al entre le deuxième et le premier de ces nombres, et la diffé-
RÉSOLUTION NDHÉRIQUE DES ÉQUAHONS 353
rence h — Ai entre le troisième et le deuxième sont des quantités de même signe. Or, nous avons d'après les équations (1) et (2),
f(a) A«Aq + 9A) "- fia) 2 /"(a) '
._._ A«na + eA).
'^ '*'-~2 rw '
nous en concluons que h — Ai aura le signe de h si f(a) et /'(a -+- 6A) sont de même signe.
On ne connaît pas /"'(a -h 6A), mais, en général, la dérivée /"'(ar) garde un signe constant connu entre a et a + A ; si ce signe est celui de /(a), on est certain que la méthode s'applique avantageusement au nombre a. Dans les applications, on connaît deux nombres a et b comprenant la racine, et tels que f{a) et f{b) soient de signes contraires ; en supposant, ce qui arrive ordinairement, que f^x) garde un signe constant connu entre a et &, on est certain que la méthode s'applique avantageusement à Fun des nombres a ou 6 ; on choisit celui de ces nombres qui donne à f{x) et à f'{x) des valeurs de même signe.
lia méthode de Newton permet de calculer une suite de valeurs de plus en plus approchées de la racine. Supposons qu'elle s'applique, dans les conditions que nous venons de mentionner, au nombre a et qu'elle fournisse une valeur approchée a -f- Ai ; comme a -h Ai est compris entre a et a -h A , f{a -h Ai) a le même signe que f{a) et ce signe est aussi celui de la dérivée seconde /"(x) dans l'intervalle ; par suite, la méthode est applicable à a + Ai, et elle fournit une valeur a + A| + As plus approchée de la racine que la première, et ainsi de suite.
La méthode de Newton présente enfin cet avantage de donner une limite de Terreur commise ; en prenant a -f- Ai comme valeur appro- -cbéc de la racine a -h A , l'erreur (n** 169) est égale à
bien qu^on ne connaisse pas tous les termes du second membre, on peut en déterminer ordinairement une limite supérieure.
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289. Dans les cas usuels, la racine exacte est comprise entre la valeur fournie par la méthode des parties proportionnelles et celle
que donne la méthode de Newton ; supposons en effet que Ton construise la couii>e de variation de la fonction f{x) entre les points A et B d'abscisses a et 6 (fig. 63) ; Fabscisse du point M où cette courbe coupe Taxe Ox est la valeur exacte de la racine. La méthode des parties proportionnelles consiste à substituer à la courbe la droite AB, et à prendre comme valeur approchée de la racine Fabscisse du point Mi où cette droite coupe Ox; Téquation de la droite AB est en effet
et en y faisant y = 0, nous trouvons pour valeur de x Fabscisse du point Ml ; elle est identique à la valeur approchée que nous avons donnée au n* 237.
La méthode de Newton, appliquée au nombre a , consiste à substituer à la courbe la tangente au point A et à prendre comme valeur approchée de la racine Fabscisse du point Ms où cette tangente coupe Ox; en effet, le coefficient angulaire de la tangente (n* 133) est f'{a)y et Féquation de cette droite est
y-f[a) = f'{a){x-a); en y faisant t/ = 0, nous trouvons pour valeur de x Fabscisse du
point M2 ; elle est égale à a •
ce qui est la valeur approchée
fournie par la méthode de Newton.
Dans les cas habituels, en particulier lorsque la dérivée seconde de f{x) garde un signe constant entre a et b, le point M est situé entre Mi et M2, et la racine exacte est comprise entre les valeurs approchées fournies par les deux méthodes que nous avons mentionnées. Ordi-
nairement, on applique simultanément les deux méthodes ; elles donnent des valeurs approchées comprenant la racine ; si ai et Ai sont ces Taleiirs, on applique de nouveau les deux méthodes à ai et 61, ce qui fournit des valeurs as, &a comprises entre les précédentes et eomprenaot la racine; on peut continuer de cette façon plusieurs fois. Si
l'on s'arrête à as et 6a par exemple, la demi-somme ^'T sera une valeur encore plus approchée que as et 62-
2i&0. Exemples, — i° Appliquons la méthode de Newton à TéquatJon algébrique déjà traitée dans les numéros précédent^, qui possède une racine comprise entre 1,5 et 1,6; nous avons
f^xî) est positif pour x positif; nous choisirons par suite comme valeur approchée initiale un nombre rendant f{x) positif; en pre«tittnt la valeur a = 1,6 pour point de départ, nous aurons
. fiifi) 0,48576 ^..-.Q .
* nous en déduisons pour a -f- Ai la valeur approchée a-4- A, = 1,6—0,01749 = 1,58251 ;
elle est approchée par excès à un cent-millième près.
En prenant ce nombre pour valeur de la racine, on commet une erreur qui se compose de deux parties ; la première provient de la suppression dans Al des chiffres décimaux venant après le cinquième, et elle est au plus égale à un cent-millième ; la deuxième provient de la substitution de Ai à A dans le calcul de la racine, et elle a pour valeur — <"^ — '. Pour évaluer une limite de cette dernière erreur, .
nous remarquerons que ['{a -+- ôA) est inférieur à la valeur de /"'(x) pour a;=l,6, c'est-à-dire à 81,92; d'autre part, la méthode des' parties proportionnelles nous a fourni la valeur 1,579 ; elle est inférieure à la racine, et A est sûrement inférieur en valeur absolue à la différence entre 1,6 et 1,579, c'est-à-dire à 0,021 ; nous en concluons que Terreur A — Ai est inférieure à
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et que la racine exacte diffère de a + Ai d'une quantité inférieure à cette limite ; comme elle est inférieure à a + Ai , dont nous avons la valeur approchée à 0,000 01 près, elle diffère de cette valeur au plus de 0,00067 et elle est comprise entre 1,58251 et 1,58184; nous pouvons la prendre égale à la demi-somme de ces valeurs ou encore à 1,5822 à quatre dix-millièmes près.
2° Considérons comme autre exemple Féquation
f{x) = x — igx = 0,
et cherchons la racine qu'elle possède entre tc et — ; nous voyons
5x immédiatement qu'elle est supérieure à — dont la tangente est 1.
Prenons pour x les valeurs en radians d'arcs croissant de degré en degré à partir de ISO"* + 45<^ ; on trouve ces valeurs dans la table intitulée « Longueurs des arcs de cercle pour le rayon 1 » et placée à la suite des tables ordinaires de logarithmes ; quant à tg x , on l'obtient en cherchant d'abord son logarithme dans les tables trigonométriques, puis en remontant au nombre. Nous trouverons ainsi deux arcs a et b diff'érant entre eux d'un degré et comprenant la racine
a = arc(180°-4-77'>) = 4,485 496 . . . , log tg a = 0,636 635 9 , tg a = 4,331 47, f{a) = -h 0,154 02 . . . ,
6 = arc (180<» -4- 78°) = 4,502 949 . . . , log tg 6 = 0,672 525 5 , tg 6 = 4,704 63, f{b) = — 0,201 68
Si nous appliquons la méthode des parties proportionnelles, nous obtenons comme valeur approchée de la racine le nombre
xi = 4,493 05 = arc (180'> -h 77° 25' 58') ;
si nous appliquons la méthode de Newton, nous avons
comme f"{x) est négatif dans le voisinage de la racine, nous appliquerons la méthode au nombre b ; l'accroissement A, = ./^, ' est, en
calculant par logarithmes, égala — 0,009112 . . . , de sorte qu'une valeur approchée de la racine est
xa = 4,493 84 = arc (180° -+- 77° 28' 42^) :
la racine elle-même est comprise entre Xi et â?s, et Ton peut prendre la demi-somme ^* ^^ comme valeur approchée de x.
241. Nous allons exposer sur un exemple une autre méthode de calcul donnant une valeur approchée d'une racine d'une équation ; cette méthode est fondée sur la considération du développement en série du premier membre de Féquation donnée.
Considérons un fil homogène pesant, de longueur 2^, dont les deux
extrémités B et C sont sur une même ligne horizontale à la distance 21 Tune de Tautre {fig. 64) ; la figure d'équilibre de ce fil est une courbe que Ton appelle chainette; nous nous proposons de calculer le paramètre caractéristique de cette courbe et d'en déduire la flèche AD.
On démontre en mécanique
que l'équation de la chaînette
rapportée à la perpendiculaire au
milieu de BG comme axe des y et à un axe des x convenablement
choisi est de la forme
Fig. 04.
a étant un paramètre encore inconnu ; on voit facilement que l'arc compris entre le point A d'abscisse zéro et un point d'abscisse x est
car on vérifie bien que le carré ds^ de la différentielle de cet arc est égala rfx*-f-rfy* {u? 198), et s est nul pour x = 0; la valeur de l'arc AB est donc, en remplaçant x par l'abscisse / de B ,
arc AB = « = yU« — e «V
Lorsque s et l sont donnés, le paramètre a s'obtient en résolvant Téquation précédente par rapport à a .
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Pour en déduire ensuite la flèche AD, remarquons que OD est égal à la valeur de y pour a; = Z; Ton vérifie qu'elle est égale à \/«* -h a* ; comme d'autre part la valeur de OA est celle que prend y pour ar = 0 , et est égale à a , nous voyons que la flèche AD a pour valeur
(4) flèche AD=/'=V«M^ — a.
Au lieu de calculer directement a, nous allons changer d'inconnue
en posant — = z; nous écrirons de plus * = /(!+ a), a étant un a
nombre donné généralement petit dans les applications ; l'équation (3) s'écrit alors
(5) c' — e-^ — 2(1 -+- a)2 = 0 , et la flèche est donnée au moyen de z par
(6) /=V(* + -)*-^Iï-t]'
nous désignerons par f{z) le premier membre de l'équation (5).
Nous allons démontrer qu'elle a une racine positive z et nous déterminerons une valeur approchée de cette racine en nous servant du développement en série de f[z) ; si nous remplaçons e* et e^ par les séries correspondantes (n° 44), nous avons
Nous voyons déjà que l'équation (5) a la racine 5 = 0; elle a une seule racine positive, car si z croit à partir de zéro dans la parenthèse précédente, les termes qui suivent — a sont positifs et vont en croissant à partir de zéro ; leur somme passe donc une fois et une seule par la valeur a; elle a également une seule racine négative, symétrique de la précédente; nous ne nous occuperons que de la racine positive.
Si a est petit et si nous négligeons dans la parenthèse les termes de degré égal ou supérieur à 4, nous avons pour déterminer z une équation simple, qui a pour racine
Zi est une valeur approchée de la racine exacte. Avec cette valeur approchée, nous avons pour f la valeur
en développant le dernier radical [1 H-6a(i -h a)*]'^ d'après là formule donnant (iH-x)"* (n* 183), et conservant seulement le terme contenant a au premier degré, nous avons pour valeur approchée de la flèche f le nombre
Les formules (7) et (8) résolvent le problème proposé avec une approximation suffisante.
Gomme exemple numérique, supposons que a soit égal à 0,01 ; les valeurs de Zi et de ft fournies par les formules précédentes sont
z, =v^ = 0,2U9 ... et /; = / . 0,1224
Nous allons nous rendre compte de l'avantage offert parla méthode que nous avons employée, en résolvant Téquation (5) par les méthodes que nous avons exposées dans les numéros précédents ; nous remarquerons que Ton calcule e' soit au moyen des tables de logarithmes népériens, soit au moyen des tables de logarithmes décimaux ; dans ce dernier cas, on utilise la formule
logioe' = 2log,oe = 2 . 0,43429448 ... ;
et Ton remonte ensuite de ce logarithme au nombre ; nous avons de plus
log e-* = — log e^
Nous appliquerons la méthode des parties proportionnelles et celle de Newton, en prenant pour a et 6 des valeurs voisines de celle que nous avons déjà trouvée pour Zi ; en choisissant 0,244 et 0,245 , nous aurons
nous voyons que a et 6 comprennent bien la racine; en partant de
ces deux nombres, la méthode des parties proportionnelles donne la valeur approchée zj = 0,244575, et la méthode de Newton appliquée à 6 donne ^73 = 0,244579; la racine est comprise entre zi et zs, et diffère de leur demi-somme 0,244 577 au plus de deux unités du dernier ordre décimal.
Nous avons dans ce cas /'=/x0,i229; nous voyons combien les valeurs simples Zi et fi données par les formules (7) et (8) s'approchent des valeurs exactes et sont suffisantes dans beaucoup d'applications.
242. Autre méthode d'approximation. — Dans certains cas, il est commode de séparer les termes de Téquation en deux groupes, sous la forme
^{x) étant une fonction simple, et ^{x) une fonction dont la valeur numérique est très petite lorsque x est voisin de la racine cherchée. Dans une première approximation, on néglige i{/(x), et Ton résout réquation f{x) = 0 ; soit Xi la racine de celle-ci voisine de celle que Ton veut obtenir. Dans une deuxième approximation, on remplace x par a?! dans ^{x) et Ton résout Téquation
cp(x)-4-^{xO = 0;
soit 072 la racine de cette équation voisine de Xi . On continue de cette façon en remplaçant x par x^ dans ^{x) et ainsi de suite.
Il faut s'assurer dans chaque cas particulier que les nombres Xi , x^, ... s*approchent de la racine cherchée; ordinairement, lorsque leur nombre augmente, ils forment une suite ayant pour limite cette racine.
Cette méthode s'applique par exemple à la résolution de l'équation
X — e sin a: = a
lorsque e est très petit. Si e est inférieur à l'unité, cette équation a une seule racine, car le premier membre a une dérivée toujours positive ; il va donc en croissant avec x et il passe une fois et une seule par la valeur a.
Les yaleurs approchées successives de la racine sont les nombres fournis par les égalités
a:a = a -+- c sin Xi ,
a -h e sin Xj
on démontre que la suite Xi, x^, ... prolongée indéfiniment a pour limite la racine.
Cette méthode s'applique également à la résolution d'une équation de la forme
flo -I- OiX -h flaX* -h . . . = 0
dont le premier membre est une série entière convergente ; si le rap-
port — est très petit et si Téquation a une racine très petite, on
obtient la valeur de cette racine en appliquant la méthode précédente,. après avoir posé
{p(a?) = flo -t- Oi^» ^{x) = a^x* -f- • • • .
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243. Cas d*ane seule variable. — La résolution graphique des équations repose sur l'emploi de dessins plans, dans lesquels sont tracés des traits qui se coupent; au point commun à deux traits correspond en général un nombre que Ton peut déterminer d'une manière suffisamment approchée dans la pratique, soit que ce nombre soit déjà inscrit sur le dessin, soit qu'il soit compris entre deux nombres qui y sont inscrits, et peu différents Tun de l'autre.
Nous examinerons plusieurs cas suivant que l'équation a ses coefficients fixés d'une manière invariable, ou bien qu'ils dépendent d'un ou de plusieurs paramètres auxquels on attribue dans chaque exemple numérique des valeurs particulières. Dans le premier cas, nous considérerons le premier membre comme une fonction d'une seule variable; dans le second nous traiterons les paramètres comme des variables au même titre que Tinconnue, et nous considérerons le premier membre de l'équation comme une fonction de plusieurs variables. Nous examinerons d'abord le premier cas.
Un procédé ordinairement employé pour résoudre graphiquement une équation consiste à l'écrire sous la forme
(p(ar) = i|;(x) et à construire les courbes représentées par les équations
les abscisses des points communs à ces deux courbes sont les racines
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de réquation ; en utilisant du papier quadrillé au millimètre, on peut obtenir ces racines avec une approximation correspondant à deux dixièmes de millimètre.
Si ^x) est du premier degré ou est nul, la deuxième courbe est une droite ou est Taxe des x. C'est ainsi qu'on peut résoudre Téquation X — igx = 0 déjà traitée aux n®* 235 et 240; on peut de même résoudre une équation du troisième degré de la forme
x^ -hpx -4- y = 0
en coupant la courbe y = x^ par la droite d'équation
Remarque, — On peut établir entre les points de Taxe des x et les valeurs de la variable x une correspondance différente de celle ^ue Ton emploie en analytique, sans changer l'esprit de la méthode. Supposons que l'on pose X = p(x), p étant une fonction quelconque assujettie cependant à être continue et à varier toujours dans le même sens, puis que l'on construise par rapport à un système d'axes OX, OY les courbes représentées par les équations
X = p(ar), Y = (p(x), X = p(x), Y = ^.(x);
elles joueront le même rôle que celles dont nous avons parlé. 11 suffit d'écrire à côté de chaque point de Taxe OX la valeur de x qui a servi à l'obtenir ; ordinairement on inscrit les valeurs de x égales aux nombres entiers successifs ou aux nombres croissant de dixième en dixième, et l'on évalue par une interpolation à vue les valeurs corre$> pondant aux points intermédiaires. C'est ainsi que dans certaines recherches on adopte une échelle logarithmique, en posant X = logx; les règles à calcul sont construites d'après ce principe.
Cas de deux variables. — Ëtant donnée une équation
entre deux variables x et y, nous nous proposons de déterminer Tune de ces variables lorsqu'on donne à l'autre une valeur numérique. Le procédé courant consiste à construire la courbe représentative de
Téquation (i) ; lorsqu'on connaît Tune des coordonnées d*un de ses. points, on peut évaluer Tautre immédiatement. Comme dans le cas. précédent, on peut choisir des coordonnées différentes de x et de y y prendre deux fonctions X = p(a:), Y = a{y) et construire dans un système d'axes OX, OY la courbe correspondant à Féquation (i); cela revient au fond à tracer dans le plan du dessin un réseau formé par des parallèles aux axes, et à faire correspondre à chacune de ces parallèles une valeur de x ou de y.
On peut arriver au même résultat sans construire de courbe ; il suffit de prendre deux droites parallèles voisines Tune de Tautre, d'inscrire près des points de Tune les nombres x, et près des points de l'autre les nombres y d'après des lois arbitraires, mais de telle façon cependant que les nombres correspondant aux points placés en face l'un de l'autre soient liés par la relation (i); une simple lecture permet de résoudre l'équation qu'on déduit de cette relation lorsqu'on donne une valeur numérique à l'une des variables. Ceci suppose toutefois que cette équation n'a qu'une seule racine acceptable.
De la même manière, étant données deux équations entre trois variables x, y, jz, on peut inscrire les valeurs de l'une sur une droite^ d'après une loi arbitraire, et inscrire en regard, sur des droites parallèles voisines, les valeurs correspondantes des deux autres variables. Ce procédé ne diffère pas au fond de l'emploi de tables numériques analogues aux tables de logarithmes.
245. Cas de trois variables. AlMiques. — Etant donnée une équation entre trois variables
nous nous proposons de déterminer la valeur de l'une d'elles correspondant à des valeurs numériques attribuées aux deux autres ; les dessins que l'on emploie à cet effet s'appellent abaques ou nomogrammes, et leur étude constitue la nomographie.
Une première méthode consiste à donner à z une suite de valeurs simples Zi, z^, ... et à construire dans un même système d'axes de coordonnées X, Y, comme dans le cas précédent, les courbes Ci,Ct, ... correspondant aux équations
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ces courbes représentent au fond les projections sur le plan XOY des sections de la surface (2) par des plans z = h. On les construit aussi nombreuses et aussi rapprochées que le permet la netteté du dessin, et Ton inscrit sur chacune d'elles la valeur de z qui a servi à l'obtenir. Si Ton se donne les valeurs de x et de y, il leur correspond (fig, 65) un point M du plan, celui qui est à l'intersection des parallèles aux axes portant les nombres x et y; ce point est situé sur une des courbes C tracées ou entre deux courbes voisines ; connaissant les nombres inscrits sur ces courbes, on évalue, par une interpolation à vue, la valeur cherchée de z.
Le même procédé s'applique au cas où Ton donne les valeurs de deux quelconques des trois variables et où Ton cherche celle de la dernière.
G^est de cette façon que Ton a construit un abaque donnant la consommation théorique z de vapeur en kilogs par cheval-heure dans un moteur fonctionnant sous une pression absolue d'entrée y et une pression absolue d'échappement x évaluées en kilogs par centimètre carré ; les courbes de rendement d'un moteur dont le fonctionnement dépend de deux paramètres constituent un abaque analogue aux précédents.
Dans certaines recherches, l'équation (2) est de la forme
(3) /;W + A(y) = AW;
on utilise alors un abaque hexagonal formé par trois droites OX, OY, OZ {fiff. 66), faisant entre elles des angles de 60^. Sur la première on inscrit les nombres x, chacun d'eux correspondant au point d'abscisse X = fi{x) ; de même sur la seconde et sur la troisième on inscrit les nombres y et z aux points d'abscisses Y = f2{y) et Z = f^{z).
Fig. 65.
Fig. 66.
On Yoit facilement que les projections orthogonales d'un point M sur les axes satisfont à la relation
OMi-hOM, = OM,;
dès lors, pour que des valeurs de a?, y, z soient reliées par TéquatioD
(3), il faut et il suffit que les perpendiculaires aux trois axes tracées par les points correspondant à ces valeurs soient concourantes.
Il suffit d'utiliser un papier transparent sur lequel sont tracées trois droites concourantes à 60"" ; si Ton se donne par exemple x e y on ajuste ce papier de façon que deux des droites soient perpendiculaires à OX et OY aux
points marqués x et y, la troisième droite va couper OZ en un
point indiquant la valeur cherchée de z.
MA« Abaques par points alignés. — Pour la netteté du dessin, il
est préférable d'avoir, au lieu de trois familles de lignes, trois lignes seulement, et d'utiliser les points d'intersection de ces trois lignes avec une ligne mobile, soit que cette dernière soit tracée sur le dessin dans chaque application, soit qu'elle soit tracée sur un transparent mobile. On est amené de cette manière, pour résoudre les équations telles que (2), à tracer trois lignes A, B, G [fig. 67) et à y inscrire respectivement les valeurs successives de x, y, z de telle façon que les points représentatifs de trois valeurs satisfaisant à l'équation donnée soient situés en ligne droite. Si l'on donne alors les valeurs de deux des variables, de
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x et de 2^ par exemple, on figure, soit sur le dessin, soit au moyen d*an transparent, la droite qui joint les points représentatifs de ces valeurs sur les lignes A et B. Cette droite rencontre G en un point auquel correspond la valeur cherchée de z. Le même procédé s'applique au calcul de x ow de y connaissant la valeur des deux autres vanaUes. Dans les applications on prend pour A et B deux droites parallèles.
Un tel abaque ne peut être eonstraitque si la relation (2) renferme les variables d'une manière particolièfe; le cas le plus commun est celui où elle a la forme
(4) fi{x) <^i{z) -+- f^[y) ^[z) = (ps(2) .
Dans ce cas, nous prenons dans un système d'axes OX, OY deux droites A et B parallèles à OY, d'abscisses a et — a ; sur la première nous inscrivons les valeurs de a?, en faisant correspondre à chacune d'elles le point de coordonnées Xi = a , Yi = fi{x) ; de même sur la seconde nous inscrivons les valeurs de y^ en faisant correspondre à chacune d'elles le point de coordonnées X2 = — a, Y2 = /i(y). La droite qui joint deux points Mi et M3 pris respectivement sur A et B a pour équation
(5) f,{x) (a + X) -h f,{y) (a - X) - 2aY = 0 ;
si nous l'identifions avec l'équation (4), nous obtenons les relations
g + X g — X_ 2aY 01(2) "" 92(2) "" <fz(z) qui donnent
Si nous construisons la courbe représentée par ces équations (6), en inscrivant près de chacun de ses points la valeur de z qui a servi à l'obtenir, nous obtiendrons précisément la courbe C qui avec A et 6 constitue Tabaque.
Ce procédé s'applique immédiatement à la résolution d'une équation à deux paramètres, de la forme
une telle équation rentre en effet dans le type (4) en posant
fi{x) = x = q, A(y) = y=/>,
Ti(2) = i, ?«W = KW, 93(2) = - H(s) ;
comme cas particulier, en prenant H(z) = a"* et K(z) = s*, on obtient une équation algébrique trinôme.
Nous allons considérer en particulier Téquation du troisième degré écrite sous la forme
Dans la résolution de cette équation, nous pouvons nous limiter à la recherche des racines positives, car les racines négatives, changées de signe, deviennent les racines positives de Féquation
»-|-/)z — gr = 0
déduite de la première par le changement de z en — 2 ; on aura 4onc toutes les racines de l'équation (7) en calculant les racines positives de cette équation et celles de sa transformée (8), puis en changeant le signe des dernières.
La courbe C est fournie par les équations
rTz'
nous n'avons besoin d'en construire que la portion qui correspond aux valeurs positives de ; elle est représentée dans la figure 68 ; les valeurs de q sont inscrites à droite, et celles de p k gauche. Les droites joignant le point marqué jd aux points marqués ç et — y, rencontrent Ja courbe G en un ou plusieurs points ; les nombres z inscrits près de ces points fournissent d'une part les racines positives, d'autre part les valeurs absolues des racines négatives de l'équation (7).
Fig. 68.
Cas de quatre variables. — Ëtant donnée une relation
entre quatre variables a?, y, z, t, supposons que par rapport aux trois premières elle rentre dans un type résoluble par la méthode des points alignés. Nous donnerons à t une suite de valeurs numériques It , /a , . . . et nous construirons dans un abaque les courbes Ci , Cg , ... relatives aux équations
sur chacune d'elles nous inscrirons les valeurs de z successives. A Taide de ce faisceau de courbes, nous pourrons déterminer la valeur de Tune quelconque des quatre variables connaissant celles des trois autres.
Remarquons que les points correspondant à une même valeur zi de z sont situés sur une ligne Di que Ton peut tracer; on peut de même tracer les lignes D2, ... contenant les points marqués 2«, . . . . De cette façon Tabaque contient, outre les droites A et B, deux faisceaux de courbes G et D; chacune des courbes G est affectée d'un nombre qui indique une valeur de t, et chacune des courbes D d'un nombre qui indique une valeur de z. Le point de la droite A marqué x, le point de la droite B marqué y et le point de rencontre des lignes G et D marquées ^ et z sont en ligne droite dès que les quatre nombres x, y, z, t sont reliés par Téquation (9).
Les procédés de nomographie que nous venons d'indiquer peuvent être généralisés, avec ou sans usage de papier transparent, et permettent d'étudier les équations à plus de quatre variables, comme Ta montré M. d'Ocagne.
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CINQUIÈME PARTIE
248. Tangente en un point d'une courbe plane. — La tangente en un point M d'une courbe est la limite des positions d^une sécante passant par ce point et par un point voisin M' situé sur la courbe lorsque ce point M' se rapproche indéfiniment du premier. Nous avons démontré (n^ 133) que le coefficient angulaire de la tangente est égal à la dérivée de l'ordonnée considérée comme fonction de Tabscisse ; nous allons retrouver ce résultat et déterminer en même temps Téquation de la tangente.
Soient x^y les coordonnées cartésiennes du point M de la courbe; x-f-Ax, y-h^y celles du point voisin M', et X, Y les coordonnées courantes; comme la différence des abscisses et celle des ordonnées des deux points M, M' sont égales à Ax et A.v, l'équation de la sécante MM' est
^ ' Aa; Ay '
le coefficient angulaire de cette droite est égal à -^ ; sa limite, c'est-
Ax
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à-dire le coefficient angulaire de la tangente, est égale à la dérivée yi de y par rapport à x, ce que nous voulions d'abord démontrer.
Quant à Téquation de la tangente, c'est celle d'une droite passant par le point (x, y) et ayant pour coefficient angulaire yi ; elle est par suite
en remplaçant yl, par -M- , nous pouvons encore écrire cette équation sous la forme équivalente
dx
dy
c'est du reste celle que Ton déduirait de (1) en y remplaçant, à la limite, les infiniment petits ^x et ^y par les différentielles dx et dy^ ainsi que nous l'avons expliqué au n^ 197.
La forme (2) de l'équation de la tangente convient surtout lorsque l'équation de la courbe est résolue par rapport à y ; considérons par exemple la courbe représentative de la fonction sinx; elle a pour équation
2^ = sin a;
et est appelée zinu9oîde. La fonction y est périodique et a pour
période 2ic; il suffit donc de construire la courbe lorsque x varie de 0 à 2ir, et de reproduire la portion obtenue dans les autres intervalles
(27C, 4it), (4w, 6ir), ... {— 2ic, 0), (— 4ic, — 2it),
La dérivée de y est y' = cos x, et l'équation de la tangente en un point est
Y — y=cosaî(X — a?);
en particulier la courbe passe à l'origine, car y est nul en même temps que x; le coefficient angulaire de la tangente en ce point est égal à la valeur de cos x pour a; = 0, et il est égal à Tunité ; la tangente à Torigine est donc la bissectrice de Tangle des axes. La courbe a la forme indiquée dans la figure 69.
La forme (3) de Téquation de la tangente convient particulièrement lorsque les coordonnées x et y d'un point de la courbe sont exprimées au moyen d'un paramètre. Considérons par exemple une ellipse ; nous avons vu (n** 91) que les coordonnées d'un point de la courbe s'expriment au moyen du paramètre angulaire cp par les formules
x:=^a cos cp, y = 6 sin cp ;
nous en déduisons, en différentiant,
c/o; = — a sin f rfç, dy =^b cos y rfç ;
en portant ces valeurs dans l'équation (3) et supprimant c/(p aux deux membres, nous avons, pour représenter la tangente, l'équation
X — g cos y Y — 6 sin y ^
— a sin f 6 cos y
que nous pouvons mettre sous la forme a b
249. Supposons que la courbe soit représentée par une équation entre x et i/, de la forme
nous obtiendrons la dérivée y' ou -^ en différentiant le premier
membre de cette relation, ce qui donne
(5) fidx^f;dy = 0;
supposons que fi, et fy ne soient pas nuls tous les deux pour le point de la courbe considéré ; celui-ci est dit alors point ordinaire ou point
simple ; en éliminant la dérivée -^ entre les équations (2)^ou (3) et
(5), nous avons comme équation de la tangente
On met souvent cette équation sous une autre forme ; écrivons-la de la manière suivante :
et cherchons à transformer le dernier terme. Supposons qu'on change a? et y en — et ^ dans réquation(4), et qu'on chasse s'il y a lieu les dénominateurs ; elle se transforme en une équation
(7) /■(a^i,yi,^) = o,
dont le premier membre est homogène en X|, j^i, z; si nous lui appliquons le théorème d'Euler (n^ 161) et si nous désignons par m le degré d'homogénéité, nous avons
Si nous faisons ensuite z = 1 dans les deux membres de cette identité, le second devient égal à mf{x, y) et il est nul, puisque le point (a:, y) est sur la courbe ; dans le premier a^i/i^ -4- yif'y, devient x/i -h yfy ; nous en concluons que cette dernière somme peut être remplacée par — /",', /"i désignant la dérivée du premier membre de réquation (7) par rapport à z, dérivée dans laquelle on remplace z par 1.
Après ce changement, l'équation de la tangente s'écrit
(8) \n-\-Yry-hn=o;
cette forme est particulièrement employée dans le cas des courbes algébriques.
250. Normale en un point d'une courbe. — On appelle normale en un point d'une courbe la perpendiculaire à la tangente en ce point ; son coefficient angulaire (n*^ 85) est alors égal à l'inverse changé de signe de la dérivée t/i- L'équation de la normale se met sous l'une des formes suivantes, qui correspondent aux équations (2), (3) et (6) de la tangente :
(10) (X — «)rf» + (Y — y)rfy = 0,
(11) -p^ -ff--
On appelle sous-tangenie en un point M d'une courbe {fiff. 70)
le segment PT de Taxe de« x compris entre le pied de Tordonnée du point M et le point de rencontre de la tangente avec Ox; on trouve sa valeur en faisant Y = 0 dans Téquation — (2) de la tangente, et cherchant la valeur de X — x ; on trouve PI jQ ainsi que la sous-tangente est
égale à — — , •
On appelle sous-normale le segment PN de Taxe des x compris entre le pied de Tordonnée et le point de rencontre de la normale avec Taxe des x ; on trouve sa valeur en faisant Y = 0 dans Téquation (9) de la normale et cherchant la valeur de X — x; on trouve ainsi que la sous-normale est égale à yy,.
251. Application aux coniques. — i° Considérons une circonférenee ayant pour centre Torigine et représentée par Féquation
x2-f-jy2 — R2 = 0;
nous allons former l'équation de la tangente en un point de cette courbe de coordonnées x, y, en utilisant Téquation (6) ; nous avons fl = 2x, fj = 2y, de sorte que Téquation de la tangente est, en divisant par 2,
Si nous remarquons que pour les points de la courbe x^-hy^ est égal à R', nous pouvons remplacer cette équation par la suivante :
Xx-f-Yy — R« = 0.
On vérifie sur cette équation que la tangente en im point d'une circonférence est perpendiculaire au rayon du point de contact.
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2^ Considérons l'ellipse représentée par Téquation
nous allons utiliser la forme (8) de Téquation de la tangente; pour cela, nous remplacerons x et ^ par -^ et ^, et nous multiplierons par z^ ; nous obtiendrons ainsi Téquation homogène
A^t,yi,^) = ^+||--^' = o;
nous en tirerons
/*« — "^' hi — 'b^' /z = — -i«,
en remplaçant dans ces dérivées Xi,yi et z par x^y et 1, portant dans Téquation (8) et divisant par 2, nous obtiendrons Téquation de la tangente
celle de la normale est
X— xY— y X y
ou bien
L'abscisse du point de rencontre T de la tangente avec Taxe
des X {fig. 71) s'obtient en faisant Y = 0 dans l'équation (12), et a pour va-
leur X = — ; nous allons
évaluer en partant de là les segments FT et F'T ayant pour origines les foyers de l'ellipse et pour extrémité T ; ils sont égaux à
nous savons d'autre part (n^ 90) que les rayons vecteurs FM et F' M
Fig. 71.
ont pour valeurs
FM = a —
ex
ex
nous voyons que Ton a entre ces segments la proportion
FM
elle nous indique que la tangente MT est la bissectrice de Vangle extérieur du triangle FMF' ; nous retrouvons ainsi la propriété fondamentale de la tangente à Tellipse.
Les mêmes considérations s'appliqueraient à l'hyperbole en changeant 6* en — 6*.
3*^ Considérons la parabole représentée par Téquation
y^^2px = Q;
en rendant, comme précédemment, Téquation homogène, nous la mettrons sous la forme
/■(aîi, yu ^) = Hi^ — 2/)XiZ = 0 ; nous en tirons
en y remplaçant a^i^yi ^^ ^ P^** ^^y ^t i, portant dans Téquation
(8) et divisant par 2, nous obtenons Téq nation de la tangente
celle de la normale est
(14) Iziy=.x-^.
La sous-tangente PT de la parabole [fig. 72) s'obtient en faisant Y = 0 dans l'équation (13) ; l'abscisse de T est \ = — x, et l'on a PT = — 2x\ on obtient la sous-normale en faisant Y = 0 dans l'équation (14); elle donne X — x = p, d'où pr^ = p ; nous concluons de là que dans la parabole la sous-tangente
Fig. 72.
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est égale au double de l'abscisse, prise en signe contraire, et la sousnormale est égale au paramètre.
Remarquons encore que F étant le foyer de la courbe, la longueur FT
est égale à a; + ^ ; elle est par conséquent égale au rayon vecteur FM ;
nous en concluons que le triangle FTM est isocèle, et que la tangente fait des angles égaux avec le rayon vecteur et la parallèle à F axe; nous retrouvons ainsi la propriété fondamentale de la tangente à la parabole.
252. Point multiple. — En utilisant Téquation (5) pour former réquation de la tangente en un point d'une courbe, nous avons supposé que les deux dérivées f'x et f, ne sont pas nulles toutes les deux pour les coordonnées du point de contact ; lorsqu'elles le sont, le calcul que nous avons effectué est illusoire ; le point de coordonnées x, y est alors appelé/)oi7i^ singulier de la courbe.
Pour qu'un point soit singulier, il faut que ses coordonnées «, y satisfassent à la fois aux trois équations
celles-ci n'ont généralement aucune solution commune, et elles n'en possèdent que si. le résultat de l'élimination de a? et y entre elles est nul ; une courbe ne possède donc en général aucun point singulier.
Pour nous rendre compte de la forme d'une courbe représentée par l'équation (4), aux environs d'un point singulier de coordonnées (x, y), nous considérerons comme au n° 248 un point M' voisin du premier, et nous désignerons par x + Ax et y-h ày ses coordonnées. En écrivant qu'elles satisfont à la même équation et développant le premier membre d'après la formule de Taylor (n*^ 162), nous aurons
(16) 0 = /-(x-+-Ax,y-4-Ay)=/'(a?,.V)-h/-;Ax-h/';Ay
+ |(/-J,Ax« + 2/;,AxAy-4-/-;.Ay«)-^
Les trois premiers termes du second membre sont nuls d'après les relations (15) ; si les trois dérivées partielles du second ordre fU, flj^ fjt ne sont pas toutes les trois nulles, on dit que le point (x, y) est un point double ; si elles sont nulles, et si en général les dérivées de
moindre ordre qui ne sont pas simultanément nulles sont d'ordre p, on dit que le point est multiple d'ordre /?.
i** Considérons d'abord le cas d'un point double ; Ào; et dy sont liés par la relation (16) qui devient
(17) \(fU^x' -h 2r^àxly ^ f;.\y') -hj {p.^x' +...)-h...=0;
lorsque ^x tend vers zéro, il existe plus d'une valeur de Ay qui tend vers zéro avec Sx ; pour déterminer les valeurs correspondantes du
rapport -r^ i nous diviserons les deux membres de l'équation (17)
par A«*, et nous obtiendrons la relation
à la limite, tous les termes qui suivent les trois premiers sont nuls, et il reste pour détertHiAer la limite -^ du rapport -^ l'équation
QX ûiX
m /:.+2^ig+r.(^)'=o.
Cette équation étant du second degré, nous voyons que la sécante MM' peut occuper deux positions limites, dont les coefficients angu* laires sont les racines de l'équation précédente ; ces positions limites sont les tangentes à deux branches de courbe passant par M. C'est parce qu'il y a deux branches se croisant au point M que l'on donne à ce point le nom de point double.
A chaque racine de l'équation (18) correspond une tangente représentée par lune des équations (2) ou (3) ; si nous éliminons -^ entre ces équations et la précédente, nous obtenons l'équation
qui représente l'ensemble des tangentes à la courbe au point double.
Si les racines de l'équation (18) sont réelles, c'est-à-dire si la quantité
est positive, les deux tangentes ont des coefficients angulaires réels et distincts; le point. M. est un point double ordinaire; il y a deux
branches réelles de courbe qui se coupent en ce point. Si les racines sont imaginaires, c'est-à-dire si R est négative, le point M est un point double que Ton appelle isolé parce que les branches de courbe qui y passent n'ont pas de tangente réelle, ni de point réel dans le voisinage de celui-là. Si enfin les racines sont égales, c'est-à-dire si R est nulle, les deux tangentes ont des coefficients angulaires égaux, et elles sont confondues ; les deux branches deviennent tangentes à la même droite au point double ; on dit dans ce cas que ce point est un point de rebroussemenl.
2^ Considérons le cas d'un point multiple d'ordre p ; les premiers termes qui se présentent dans le développement de /'(a;-4- Ao;, y -h ^y) sont ceux de degré />, et l'équation (17) est remplacée par la suivante:
* ^^"Vi^AajP+*-f- . •. \ -4- • • • =0;
lorsque Ax tend vers zéro, il existe un certain nombre de valeurs de ^y qui tendent vers zéro. Pour obtenir les valeurs correspondantes du
rapport--^ 9 nous diviserons par £iaf les deux membres de Féqua-
tion (20), et nous ferons tendre Ax vers zéro; la limite du rapport
-j^ , égale à -^ , est alors donnée par l'équation
iaX dx
Cette équation a p racines ; nous en concluons que la sécante MM' a p positions limites dont les coefficients angulaires sont les racines de l'équation précédente, et qu'il existe dès lors p branches de courbe se croisant au point M , chacune d'elles étant tangente à l'une des droites limites précédentes.
A chaque racine correspond une tangente représentée par l'une des équations (2) ou (3) ; l'équation de l'ensemble des p tangentes
s'obtient en éliminant -^ entre les équations (2) ou (3) et (21) ; elle est
QX
SiTéquation (2i) a des racines imaginaires, les branches correspondantes de courbe sont imaginaires ; si plusieurs racines sont égales les branches correspondantes ont même tangente.
253. Cas particulier de l'origine. — Considérons une courbe algébrique passant parForigine; le terme constant dans Téquation doit être nul ; en ordonnant les autres suivant les puissances croissantes de X et de t/j nous écrirons Téquation sous la forme
nous allons déterminer les tangentes à cette courbe à Forigine. Les
dérivées /"i et /J ont pour valeurs /"i = A -i- 2Cx -h 2Dy -h SFx^ H .
/J=BH-2Da:-f- 2Ey-f- • • •; lorsqu'on y remplace a: et y par les coordonnées de Torigine, elles se réduisent à A et B. Si ces deux coefficients ne sont pas nuls simultanément, Torigine est un point simple et Téquation de la tangente en ce point est
AX-hBY = 0.
Plaçons-nous dans le cas où A et B sont nuls ; Torigine est alors un point multiple ; si les termes du second degré n'ont pas tous leurs coefficients nuls, les dérivées secondes
/■î« = 2CH-6Fa;H- .-., /•«=2D-h.--, /';2 c= 2E -4- . • •
se réduisent pour Torigine à 2C, 2D et 2E ; elles ne sont pas nulles toutes les trois ; nous en concluons que Torigine est un point double.
L'ensemble des deux tangentes est représenté par l'équation (19) où l'on fait x et y nuls ; elle devient, après division par 2,
CX«-^2DXY-^-EY* = 0;
Y cette équation, résolue par rapport à — « fournit les coefficients angulaires des tangentes ; suivant que ses racines sont réelles et distinctes, imaginaires ou confondues, l'origine est un point double à branches réelles, un point double isolé ou un point de rebroussement.
Si, plus généralement, les termes de plus bas degré de l'équation de la courbe sont de degré />, on constate que les premières dérivées qui ne s'annulent pas pour x et y nuls sont d'ordre p , et ces dérivées se réduisent, à un facteur numérique près, aux coefficients des
termes de degré p ; l'origine est alors un point multiple d'ordre p. L'ensemble des tangentes est représenté par l'équation (22) où l'on fait X eX y nuls ; le calcul montre que cette équation est la même que celle qu'on obtient en annulant les termes de degré p de l'équation delacourbe, après y avoir remplacé x, y par X, Y. Ce changement n'est pas indispensable, et l'on peut sans inconvénient conserver les lettres a? et 1/ comme coordonnées courantes dans l'équation qui représente l'ensemble des tangentes. Nous arrivons ainsi au théorème suivant :
Lorsqu'une courbe algébrique passe à l'origine, Perdre de multiplicité de ce point est égal au plus bas degré des termes de l'équation de celte courbe, et l'on obtient l'équation de l'ensemble des tangentes à V origine en égalant à zéro l'ensemble des termes déplus bas degré de Véquation de la courbe.
Exemples. — 1* Considérons la courbe appelée femm'«oo/e et représentée par l'équation
elle passe à l'origine et ce point est un point double ; l'ensemble des tangentes en ce point est représenté par l'équation
le premier membre se décompose en deux facteurs x — y et jp + y qui, égalés à zéro, représentent les bissectrices des angles des deux axes ; ces bissectrices sont les tangentes cherchées.
Pour construire la courbe, il y a avantage à former son équation
en coordonnées polaires, en remplaçant a? et y par p cos 6 et p sin 6 ; nous avons ainsi
p*=2a«cos26;
p n'est réel que si 6 est, à un multiple près de 2^,
compris entre — T ** •^" ^
Fig; 73. 3ic ^ 5« ^ .,
ou entre -r- et -7- et il 4 4
s'annule pour les limites précédentes ; la courbe a la forme de la figure 73.
2® Soit la courbe représentée par Téquation
elle a un point double à l'origine ; les tangentes sont représentées par réquation a;*+y' = 0 et sont imaginaires; l'origine est un point double isolé. En formant Téquation de la courbe en coordonnées polaires et en effectuant la constniction, on constate que la forme de la courbe est à peu près celle d'une circonférence et de son centre.
Z"" Soit enfin la courbe appelée cissotde et représentée par Téquation
elle a encore un point double à Torigine, et les tangentes en ce point
sont représentées par Téquation y* = 0 ; elles sont confondues en une seule droite dirigée suivant Taxe des x; Forigine est un point de rebroussement.
Pour construire la courbe, nous résoudrons son équation par rapport à y^ et nous aurons
Fig. 74.
y n'est réel que si x est compris entre 0 et a; à chaque valeur de x comprise entre ces limites correspondent deux valeurs de y égales et de signes contraires ; lorsque x tend vers a, y augmente indélSniment en valeur absolue, et la droite a? =s a est une asymptote de la courbe ; cette courbe a la forme indiquée dans la figure 74.
254. Tangentes parallèleB à une droite. -^ Lorsqu'on veut mener à une courbe une tangente ayant un coefficient angulaire donné m , on cherche à déterminer le point de contact d'une telle tangente ; on écrit pour cela que le coefficient angulaire y« de la tangente est égal à m ; si réquation de la courbe est de la forme y = f{x), on obtient la relation
qui fournit les abscisses des points de contact cherchés.
Si Téquation de la courbe est de la forme (4), yl est donné par Féquation (5) ; en égalant à m le coefficient angulaire y« , on a la relation
(23) A-Mn/'; = 0.
En joignant cette équation à celle de la courbe, on a deux équations à deux inconnues ; leurs racines sont les coordonnées d'un ou de plusieurs points de contact répondant à la question ; il suffit de mener à la courbe la tangente en chacun de ces points.
Si Ton considère dans Téquation (23) x et y comme coordonnées courantes, elle représente une ligne dont les points communs avec la courbe donnée sont les points cherchés ; cette ligne auxiliaire est appelée diamètre de la courbe relativement à la direction de coefficient angulaire m.
Si la courbe donnée est algébrique et d'ordre m, le diamètre est une courbe d'ordre m — 1 coupant en général la première en m{m — 1) points ; on peut donc en général mener, à une courbe d'ordre m, m{m — i) tangentes parallèles à une droite donnée.
Dans le cas d'une courbe du second ordre, le diamètre représenté par Téquation (23) est une droite, et il coupe en général la courbe en deux points; on peut donc ordinairement mener à une conique deux tangentes parallèles à une direction donnée ; le diamètre est la corde de contact de ces tangentes.
255. Tangentes passant par un point. — Lorsqu'on veut mener à une courbe une tangente passant par un point donné Mq, on cherche à déterminer le point de contact d'une telle tangente ; on écrit pour cela que la tangente à la courbe en ce point inconnu passe par le point M^.
Supposons que l'équation de la courbe soit donnée sous la forme (4), et que la tangente en un point (x , y) de cette courbe soit représentée par l'équation (8) ; désignons par x^ , y^ les coordonnées du point donné Mq ; en écrivant qu'eUes satisfont à l'équation de la tangente^ nous obtenons la relation :
(24) Vi+y«/;-<-/î = o-
En joignant cette équation à celle de la courbe, on a deux équations à deux inconnues dont les solutions sont les coordonnées (x, y) d'un ou de plusieurs points de contact répondant à la question ; les tangentes a la courbe en chacun de ces points seront les tangentes cherchées.
Si Ton considère dans l'équation (24) a; et iy comme coordonnées courantes, cette équation représente une ligne dont les points communs avec la courbe donnée sont les points de contact cherchés.
Cette ligne auxiliaire est appelée la polaire du point {x^ , y^^ par rapport à la courbe donnée ; les points où elle la coupe sont les points de contact des tangentes répondant à la question.
Lorsque la courbe donnée est algébrique d'ordre m, Téquation (24) est de degré m — 1 en a; et iy, et représente une courbe d'ordre m ~ i ; le nombre des points communs à ces deux lignes est en général m(jn — 1) ; on en conclut que par un point on peut en général mener à une courbe d'ordre m, m(m — 1) tangentes.
Dans le cas d'une courbe du second ordre, la polaire d'un point est une droite qui coupe ordinairement la courbe en deux points ; on peut donc en général mener d'un point deux tangentes à une conique, et la polaire du point est la corde joignant les points de contact de ces deux tangentes. On obtient l'équation de la polaire en remplaçant dans l'équation de la tangente, telle que (12) ou (13), X et Y par les coordonnées ar^, j/o ^^ P^i^^ donné.
Délermlnatlon de la tangente en coordonnées polaires
Soient p et 6 les coordonnées polaires d'un
point M d'une courbe, MT la tangente en
ce point (Jig. 75); nous appelons OR la
droite dirigée faisant l'angle 6 avec l'axe
polaire et sur laquelle est porté le vecteur o ;
nous nous proposons de déterminer l'angle
(OR, MT), que nous désignerons par V ; cet
angle détermine complètement la tangente
«. » BU point M.
Fig. 75. *^
Les coefficients angulaires des deux droites OR et MT étant respectivement
égaux à tgO età -p) nous avons, d'après la formule du n* 85,
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OU bien
^ "^ dx C08 6 -f-rfy sinO'
si nous remplaçons c/x et dy par leurs valeurs en fonction de dû et c/0 obtenues en partant des formules x = p cos 0 , y = p sin 0 , comme nous Tavons déjà fait au n® 200, nous trouvons
de
tgV = ^ = 4 rfp p^
Exemple. —Considérons la courbe appelée spirale logarithmique et représentée par Téquation
en appliquant la formule précédente, nous trouvons tgY = — t de
sorte que l'angle V de la tangente avec le rayon vecteur reste constant. On appelle sous-tangente et sous-normale polaires les segments ayant pour origine le pôle 0 et pour extrémités les points où la tangente et la normale en un point M rencontrent la perpendiculaire menée par 0 au rayon vecteur OM.
CHAPITRE II G0N8TMGTI0N DE COURBES PLAMES
257. — Nous allons indiquer quelques règles relatives à la construction d'une courbe plane donnée par son équation. Nous supposerons dans ce chapitre que la courbe est représentée en coordonnées cartésiennes par une équation résolue par rapport à Tune des variables, par exemple par rapport à y ; tout ce que nous dirons de ce cas s'appliquerait à celui où Féquation serait résolue par rapport à x en changeant le rôle des deux variables.
Si y = f{x) est Téquation de la courbe, Tétude des variations de la .onction /(x), telle que nous Ta vous faite au chapitre II de la troisième partie, fournira des indications sur la manière dont varie y ; elle donnera les intervalles où la fonction y est réelle et continue, croissante ou décroissante, les valeurs de x pour lesquelles elle est maximum ou minimum et les valeiu*s correspondantes de y.
258. Concavité. Convexité. Inflexion. — On dit qu^un arc de courbe est concave du côté des y positifs si tous les points de cet arc sont, par rapport à la tangente en Tun quelconque d'entre eux, du même côté que Taxe des y positifs, comme l'indique la figure 76. On dit qu'un are de com*be est convexe du côté des y positifs si tous ses points sont, par rapport à la tangente en l'un quelconque d'entre eux, du même côté que l'axe des y négatifs.
Supposons qu'un arc de courbe soit concave du côté des y positifs, et considérons sur cet arc deux points M et M' d'abscisses x et x' (x'>x); d'après la définition de la concavité, le coefficient angulaire
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de la sécante MH' est supérieur à celui de la tangente en M , mais inférieur à celui de la tangente en M' ; nous concluons de là que le coef- Ocient angulaire d'une tangente à Tare de courbe va en croissant lorsqu'on fait croître Tabscisse de son point de contact; par conséquent la valeur y' = /'(x) de ce coefficient angulaire est une fonction croissante de X , D'après ce que nous avons dit (n* 147), la dérivée y* = f\x) de cette fonction est positive ou du moins n'est jamais négative pour les abscisses de tous les points de l'arc considéré.
Nous verrions de la même façon que si un arc de courbe est convexe du côté des y positifs, le coefficient angulaire d'une tangente à cet arc est une fonction décroissante de a;, et la dérivée y' = f'(x) de cette fonction est négative ou du moins n'est jamais positive pour les abscisses de tous les points de cet arc.
Comme les résultats auxquels nous arrivons s'excluent l'un l'autre,
les réciproques sont exactes, et nous pouvons énoncer ces théorèmes :
Pour qu'an arc de courbe soit concave du côté des y positifs^ il
faut et il suffit que la dérivée seconde de l'ordonnée par rapport à
Cabscisse soit positive ou du moins jamais négative pour tous les points de cet arc.
Pour qu'un arc de courbe soit convexe du côté des y positifs, il faut et il suffit que la dérivée seconde de l'ordonnée par rapport à Vabscisse soit négative ou du moins jamais positive pour tous les points Y\a. 76. ^^ ^^l arc»
On dit qu'un point M d'une courbe est un point d'inflexion s'il sépare deux arcs, l'un concave, l'autre convexe du côté des y positifs ; la tangente en un tel point traverse la courbe comme l'indique la figure 77, et son coefficient angulaire passe par un maximum ou un minimum. En nous appuyant sur les résultats précédents, nous pouvons énoncer ce théorème :
Pour qu'un point d'une courbe soit d'inflexion, il faut et il suffit que la dérivée seconde de l'ordonnée par rapport à Vabscisse change de signe pour le point considéré.
Exemples. — Considérons la courbe représentée par l'équation y =«' ; nous avons y' = 3a?' et y*= 6x; nous voyons que la dérivée seconde est négative pour x<0, et positive pour a; >0. La partie de la courbe dont les points ont une abscisse négative est convexe du côté des y positifs, et l'autre partie, dont les points ont une abscisse positive, est au contraire concave du même côté; Forigine est un point d'inflexion de la courbe, et la tangente en ce point est Taxe des x.
Considérons de même la courbe représentée par Téquation y* = x,
ou y = a: « ; nous avons y' = — a? s et y ' = —^ a: s ; les conclu-
sions sont inverses de celles du cas précédent. L'origine est encore un point d'inflexion de la courbe, et la tangente en ce point est Taxe des y.
Nous voyons que les abscisses des points d'inflexion d'une courbe sont celles pour lesquelles y'^ change de signe; pour les obtenir, on cherche d'abord les valeurs de x qui rendent y^ nulle ou discontinue et Ton conserve parmi ces valeurs celles pour lesquelles cette dérivée change de signe.
Dans tout ce qui précède n'interviennent pas les valeurs de y' et y', mais seulement les signes de y'; ces dérivées peuvent devenir infinies sans que les résultats soient modifiés, comme cela s'est présenté dans le second des exemples précédents.
Nous avons vu, dans l'étude des maxima et minima des fonctions d'une variable (n** 165), comment la formule de Taylor peut remplacer la recherche des signes de la dérivée; nous allons montrer qu'ici encore la formule de Taylor, dans les cas où elle est applicable, permet de déterminer la concavité ou la convexité d'une courbe y=zf(x) au voisinage d'un de ses points, et de trouver ses points d'inflexion.
Soit M un point de la courbe, d'abscisse a?, et M' un point voisin, d'abscisse x + Ax (Jig. 76); si la tangente au point M est coupée en N' par l'ordonnée P'M' du point M', nous avons
P'M' = f(x -f- Ax) , FN' = f(x) -f- Ax /'(x) ;
en développant fÇx-h^x) d'après la formule de Taylor, nous trouvons pour le segment N'M' = FM'— P'N' la valeur:
(i) N'M' = ^A^)-h ... -^.^^ll-^f(n.i,^x^^^x).
En général la dérivée /"(x) est difi*érente de zéro; supposons que
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pour le point M cette dérivée ne soit pas nulle et soit par exemple positive ; dans le second membre de la formule (1), le nombre n est arbitraire ; si nous le prenons égal à Tunité, nous avons simplement
N'M' = ^/-'(x^-6Aa;).
Nous pouvons supposer Ao; assez petit en valeur absolue pour que ("(x-^^^ ait le même signe que f\x)\ nous en concluons que N'M' est positif aussi bien pour les valeurs positives que négatives de Ax, et que les points de la courbe situés aux environs du point M, comme le point H', se trouvent du cdté des y positifs par rapport à la tangente, ainsi que l'indique la figure 76 ; la courbe tourne sa concavité vers les y positifs.
Si la dérivée f\x) est négative, les conclusions sont inverses, et les points de la courbe se trouvent, dans le voisinage de M, du côté des y négatifs par rapport à la tangente ; la courbe tourne sa convexité du cdté des y positifs.
Supposons maintenant que pour un point M particulier f\x) soit nulle et f\x) différente de zéro ; on a alors, en faisant a == 2 ,
N'M' = ^/*(x + OAx);
le second facteur a le signe de f\x) pour des valeurs suffisamment petites de Ao;, et le signe du second membre varie avec celui de Aa?, car
cette quantité est élevée à une puissance impaire ; nous en concluons €[ue N'M' a un certain signe pour les points M'dont Tabscisse est supérieure à celle du point M, et le signe contraire pour ceux dont Tabscisse lui est inférieure ; la courbe traverse donc la tangente au point M, comme Tindique la figure 77 ; le point M est un point d'in-
„. __ flexion.
Fig. 77.
U peut arriver que pour des points
particuliers, non seulement f\x)^
mais encore une ou plusieurs des dérivées suivantes soient nulles ; si
la première de celles qui ne s'annulent pas est d'ordre />, on verrait oomme précédemment que la courbe ne traverse pas la tangente si p est pair, et qu au contraire elle la traverse et présente en M un point d'inflexion si p est impair.
Lorsque Ton veut déterminer les points d'inflexion d'une courbe, on doit chercher les valeurs de x pour lesquelles f'(x) est nulle ; une racine de l'équation f\x) = 0 n'est cependant l'abscisse d'un point d'inflexion que si la première des dérivées f\x)y . . . qui ne s'annulent pas pour cette valeur est d'ordre impair.
259. Équation de Van der Waais. — L'équation connue en physique sous le nom d'équation de Van der Waais est
RT
oxx p ti V sont des variables représentant la pression et le volume d'un fluide, a, 6 et R des constantes positives dépendant de la nature de ce fluide, et T la température absolue. Lorsque T reste constant, cette équation représente, avec v ei p comme abscisse et ordonnée, une courbe isotherme ; en donnant à T différentes valeurs positives, on a une famille de courbes que nous nous proposons de construire ; nous ne considérerons que la portion de chacune de ces courbes obtenue en donnant à v des valeurs supérieures à 6.
En résolvant l'équation par rapport à />, nous avons
RT
.4 = -^rRT-?iî^| v^ V — b\_ t^ J
Cherchons d'abord si p peut s'annuler ; cela a lieu si la fraction
peut atteindre la valeur RT ; pour le voir, étudions )a variation de y et formons sa dérivée ; elle a pour valeur
et s annule pour t? = 2&; lorsque v croit de 6 à 26, y croit depuis 0 jusqu'à un maximum égal ^ ôi t^ ^^ décroît ensuite jusqu'à zéro.
Nous en tirons cette première conclusion :
Suivant que RT est inférieur, égal ou supérieur à hîT"' P s'an-
nule pour deux valeurs distinctes de v, ou pour deux valeurs confondues et égales à 26, ou ne s'annule pas.
Étudions maintenant la dérivée de p ; elle a pour valeur
p' s'annulera, et par conséquent p aura des maxima ou des minima, si la fraction
peut atteindre la valeur RT; en opérant comme précédemment et formant la dérivée de 2, qui est
nous voyons que z croit de 0 à un maximum atteint pour v = 3b et
égal ^ Â^ T- « puis décroît jusqu'à zéro ; nous en tirons cette deuxième
conclusion :
Suivant que RT est inférieur, égal ou supérieur à 57 -r' P'
s'annule pour deux valeurs distinctes de v supérieures à 6, ou pour deux valeurs confondues et égales à 36, ou ne s'annule pas ; à chaque valeur de v annulant p' correspond un maximum ou un minimum de p.
Étudions enfin la dérivée seconde de p ; elle a pour valeur
,_ 2RT _6a^ 2 f^^ 3a(i;~ft)»-
^[rt-M=^];
p' s'annulera, et par conséquent la courbe aura des points d'inflexion,
si la fraction
^_3fl(r-6)»
peut atteindre la valeur RT ; en opérant encore comme précédemment et formant la dérivée de o, qui est
_, 3a(v^bYHb--v)
rieur à
san-
noas voyons que a croit de 0 à un maximum atteint pour v = U et
égal à 77 T-' P"is dé- 4 u
croit jusqu'à zéro ; nous en tirons cette troisième conclusion :
Suivant que RT est inférieur, égal ou supé- 3^a 4* 6' nule pour deux valeurs distinctes de V supérieures à 6, ou pour deux valeurs confondues et égales à 46, ou ne s'annule pas ; à chaque valeur de v annulant p" correspond un point d'inflexion de la courbe.
La courbe représentative des variations de p aura des formes distinctes suivant les valeurs de RT ; elles sont représentées dans la figure 78. La courbe
I correspond à RT inférieur à 22TÎ elle coupe Ov en deux points
réels ; ces points sont confondus et la courbe devient tangente à Ov
si RT = _.— -• La courbe II correspond à RT compris entre la
Fig. 78.
valeur précédente et -rj t ; /> passe comme dans le cas précédent par un minimum et un maximum. Ce minimum et ce maximum sont confondus pour RT = ^ -^ » comme l'indique la courbe III ; celle-ci
présente alors, pour tj = 36, une tangente d'inflexion horizontale.
La courbe IV correspond à RT compris entre la valeur précé- 34 fi dente et -77-7-; elle présente comme les précédentes deux points d'in-
3* a flexion ; enfin la courbe V correspond à R supérieur à -77 -r; elle ne
présente aucune inflexion et a la forme d'une branche d'hyperbole équilatère.
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260. ABymptotes. — Lorsqu'une branche de courbe s'étend à rinfini, on dit qu'elle admet pour asymptote une droite donnée si la distance d'un point de la courbe à cette droite tend vers zéro lorsque ce point s'éloigne indéfiniment.
i^ Si y augmente indéfiniment lorsque x s'approche d'une valeur a, la droite x = a est une asymptote de la courbe ; on obtient par suite les asymptotes parallèles à l'axe des y en cherchant les valeurs finies de x pour lesquelles y est infini. C'est ainsi que nous avons trouvé l'asymptote de la cissoîde (n^ 253); de la même manière, la courbe représentative de la fonction tg a; a pour asymptotes toutes
les droites d'abscisses a: = fcic -+- — •
2® Pour une raison analogue, si y tend vers une limite 6 lorsque x augmente indéfiniment, la droite y = 6 est une asymptote parallèle à l'axe des x ; par exemple, la courbe
a pour asymptote la droite y = 2, car y tend vers la valeur 2 pour X infini. En général si y est une fraction rationnelle telle que le degré du numérateur soit égal ou inférieur à celui du dénominateur, la courbe a une asymptote parallèle à l'axe Ox ou confondue avec lui.
Les courbes construites au numéro précédent ont pour asymptotes l'axe Ov et la parallèle à l'axe 0/> d'abscisse v=^b,
3** Une courbe peut avoir d'autres asymptotes non parallèles aux axes ; on reconnaît qu'une droite représentée par l'équation
(2) y = ex -h rf
est asymptote de la courbe y = f(x) à ce que la différence entre les ordonnées de la droite et de la courbe correspondant à une même va< leur de l'abscisse x tend vers zéro lorsque x augmente indéfiniment; il faut et il suffit pour cela que Ton puisse écrire l'ordonnée de la courbe sous la forme
(3) y = f(x) = ex -f- rf-4- 6,
e tendant vers zéro lorsque x augmente indéfiniment.
Lorsque f(x) est une fonction rationnelle et que le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dénominateur, le procédé le plus rapide pour déterminer l'asymptote consiste à efi^ectuer la division
da numérateur par le dénominateur ; si en effet cx-^d est le quotient de la division et € le reste divisé par le diviseur, f(x) peut être écrit sous la forme (3), et e tend vers 0 lorsque x augmente indéfiniment'; il résulte de là que Ton obtient Téquation de Tasymptote en supprimant s, c'est-à-dire en égalant y au quotient cx-hd de la division du numérateur par le dénominateur. Si le degré du numérateur surpasse de plus d'une unité celui du dénominateur, la courbe n'a pas d'asymptote non parallèle à Oy .
Soit à construire par exemple la courbe du second ordre représentée par l'équation
Téquation est du premier degré par rapport à y ; elle donne, en la résolvant par rapport à cette variable,
2a:> — 2aî--i
La courbe a une asymptote parallèle à Oy, d'abscisse 2 ; lorsque X s*approcbe de 2 par valeurs inférieures à ce nombre, le numérateur est positif, le dénominateur négatif, et y augmente indéfiniment par valeurs négatives ; de même lorsque x tend vers 2 par valeurs supérieures, y augmente indéfiniment par valeurs positives. En effectuant la division du numérateur par le dénominateur, on a
lorsque x augmente indéfiniment par valeurs positives ou négatives, la fraction tend vers zéro, et l'ordonnée de la courbe tend vers la même valeur que l'ordonnée de la droite
y = x-hl.
Cette droite est la deuxième asymptote de la courbe ; on voit de plus que la fraction complémentaire est négative pour x inférieur à
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2 et positive pour x supérieur à ce nombre ; dans le premier cas, la courbe est au-dessous de son asymptote et dans le second cas, au-dessus. La dérivée de y est
elle indique que y passe par un maximum pour x = — -^-^ et par
un minimum pour x = — -^; y est nul pour ar = L=Jl£, et
pour X = 0, y est égal à — •
La courbe a la forme indiquée par la figure 79 ; nous montrerons plus tard qu'elle est une hyperbole.
261. Lorsque la fonction y = f(x) n'est pas rationnelle, il n'est pas toujours facile, pour la recherche d'une asymptote, de mettre cette' fonction sous la forme
y=cx-hd-ht,
e tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment. On calcule alors séparément le coefficient angulaire c et l'ordonnée à l'origine d de l'asymptote à l'aide du théorème suivant :
Théorème. — c est égal à la limite de ^ et d est égal à la limite de y — ex poar x infini.
Pour le démontrer, remarquons que l'équation (3) nous donne les égalités
-^ = C'\ 1 1 V — cx = a-f-e;
j lorsque x augmente indéfiniment, e d'une part, 1 d'autre part
tendent vers zéro ; par suite, la limite de -^ est égale à c, et celle de
y — ex est égale à d.
Exemple. — Soit la courbe représentée par Téquation
/x— 1 OÙ le radical est pris avec le signe + ; nous avons -^ = i/ ^^ et la
limite de ce rapport est Tunité ; le coefficient angulaire c est donc égal à 1 ; formons maintenant y — ex, qui a ici pour valeur
y/gg— 1 — y/g — 2.
en multipliant les deux termes de la dernière fraction par la somme des radicaux formant le numérateur, nous avons
la limite du second membre est --i de sorte que Tordonnée à Torigine
d est égale à — j Téqua-
tion de Tasymptote est par conséquent
La courbe a une autre asymptote parallèle à Oy et d'abscisse 2 ; pour achever de la construire, nous ferons les remarques suivantes :
i^ y n'est réel que si X est inférieur à i ou supérieur à 2 ;
2'' La courbe passe à Torigine ; le coefficient angulaire de la tangente en ce point est la limite du coefficient angulaire d'une sécante, c'est-à-dire du rapport -^
quand x tend vers zéro ; il est égal à
3^ Les valeurs de x pour lesquelles y est maximum ou minimum
Fig. SO.
sont comprises parmi celles qui rendent maximum ou minimum le carré de y ; la dérivée de ce carré est
dx "■ (ar — 2)* /
elle s*annule pour x = 0, mais y n'est pas maximum pour cette valeur
7 â/fj
de x\ elle s'annule aussi pour x= — -^ — » qui rend y maximum, et
pourx= — ^ — qui rend y minimum. La portion considérée delà
courbe est représentée en trait plein dans la figure 80; la partie tracée en pointillé, symétrique de la première par rapport à l'axe des x, représente la fonction déduite de y en prenant le radical avec le signe — .
2d2. Cas d'une équation non résolue. — Nous supposons maintenant que la courbe est représentée en coordonnées cartésiennes par une équation f(x^ y) = 0 non résolue par rapport à Tune des variables ; nous nous limiterons au cas où cette équation est algébrique bien que plusieurs des résultats que nous indiquerons s'appliquent aux courbes transcendantes. Nous n'insisterons pas sur le cas où l'équation est facilement résoluble par rapport à x ou à y, car il suffirait d'effectuer la résolution pour se trouver dans un des cas déjà examinés.
L'équation de la courbe définit l'une des variables, par exemple y, comme fonction implicite de l'autre; nous sommes amenés de cette manière à l'ordonner par rapport à cette variable et à l'écrire sous la forme
(0 f(^, y) = ?«(^V -+- tiWj/'^-' 4- . . . == 0,
9«, ^1, ... étant des polynômes entiers en x ou des constantes. Les méthodes que nous avons indiquées dans la quatrième partie permettent de déterminer pour chaque valeur de x le nombre et la grandeur des racines réelles y qu'elle peut avoir ; nous pourrons nous rendre compte, de cette façon, du nombre et de la position des points de la courbe situés sur une parallèle à 0,y, lorsque l'on fait varier l'abseisse de cette parallèle de — oo à -f-oo .
Si les racines de l'équation sont deux à deux égales et de signes contraires, c'est-à-dire si l'équation ne change pas quand on change y en — y, la courbe est symétrique par rapport à l'axe Ox; de
même, si Téquationne change pas quand on y remplace x par — x, la courbe est symétrique par rapport à Taxe des y ; si enfin Téquation ne change pas quand on change de signe x et j^ à la fois, la courbe admet Torigine comme centre.
Nous obtiendrons la dérivée y'^ comme nous l'avons déjà indiqué (n^ 249), en différentiant l'équation (1), ce qui donne
nous déterminerons ainsi la tangente en un point quelconque de la courbe. Nous trouverons les maxima et minima de y en annulant la
dérivée -^ , c'est-à-dire en écrivant fi = 0^ et de même les maxima dx ,
dx et minima de x en annulant la dérivée -7— de a?, c'est-à-dire en
dy
écrivant fy^O. Les points singuliers sont ceux pour lesquels /*« et fy sont nuls tous les deux ; nous avons vu au n"" 252 comment on détermine les tangentes aux différentes branches de la courbe qui passent en ce point singulier.
263. Asymptotes parallèles anx axes. — Pour qu'une courbe ait une asymptote parallèle à Oy (n^ 260), il faut que l'ordonnée puisse devenir infinie pour une valeur finie de l'abscisse ; or l'équation (i) ne peut avoir de racine y infinie pour une valeur finie de x que si, pour cette valeur, le coefficient de la plus haute puissance de y devient nul, c'£st-à-dire si oo(x) est égal à zéro ; nous avons donc ce résultat :
Les abscisses des asymptotes parallèles à Oy se trouvent parmi les valeurs de x qui annulent le coefficient du terme de plus haut degré en y.
En général, lorsque x s'approche d'une racine de <po(x), il y a des valeurs réelles de y qui deviennent infinies ; il y a alors des branches réelles de la courbe qui sont asymptotes à la droite ayant cette racine pour abscisse ; si les valeurs de y qui deviennent infinies sont imaginaires, la droite n'est asymptote à aucune branche réelle de courbe.
De la même manière, on obtient les asymptotes parallèles à Ox en cherchant les valeurs de y qui annulent le coefficient de la plus haute puissance de x dans l'équation ordonnée par rapport à cette variable.
Comme exemple, considérons la courbe du second ordre représentée par Téquation
xy — 2a? — 3y H- 4 = 0 ;
X îX y n'entrent qu'au premier degré au plus; le coefficient de y est X — 3 et celui de x est y — 2 ; en annulant ces coefficients, nous voyons que les droites parallèles aux axes représentées par les équations x = 3 et y = 2 sont asymptotes de la courbe.
264. Asymptotes non parallèles aux axes. — Nous obtiendrons les asymptotes non parallèles aux axes de coordonnées en appliquant le théorème du n^ 261 ; le coefficient angulaire c d'une asymptote est
la limite de -^ et l'ordonnée à l'origine d est la limite de y — ex
lorsque x augmente indéfiniment.
Ordonnons le premier membre de l'équation en écrivant d'abord les termes de degré le plus élevé par rapport à x et ^ ; nous désignerons leur ensemble par cpm(x, y), m étant l'ordre de la courbe ; nous désignerons ensuite par <pm--i(^^<y) l'ensemble des termes de degré m-— 1, et ainsi de suite; nous écrirons ainsi l'équation sous la forme
(2) f{x, y) = ^nix, y) -f- <p«-i(ar, y) + ... =0.
Pour déterminer le coefficient angulaire c d'une asymptote, nous
mettrons en évidence le rapport ^\ pour cela, nous remarquerons que
pour toute valeur de p, <pp(a;, y) peut être remplacé par xP^pi i , — ) » le dernier facteur se déduisant de 9p(x, y) par le changement de x en 1 et de y ' en -^ > Si nous efi'ectuons cette opération pour tous les
termes, et si nous divisons par af^ les deux membres de l'équation (2), nous la remplacerons par la suivante :
si nous faisons croître x indéfiniment, et si dans ces conditions -^
a une limite égale à c, le premier terme de l'équation (3) devient ?ii(^^) 6^ les suivants deviennent tous nuls; nous avons donc à la limite la relation
^Ai ?.(i,c) = 0;
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nous déduisons de là ce premier résultat :
Le coefficient angulaire c d'une asymptote est une racine de V équation obtenue en annulant les termes de plus haut degré de l'équation de la courbe après y avoir remplacé x par i et y par c.
En général, à chaque racine c de cette équation correspond une asymptote; pour la déterminer, posons dans Inéquation (3)
la limite de $ pour x infini est, d'après ce que nous avons vu au n^ 261, Tordonnée à l'origine d de Tasymptote considérée. L'équation (3) devient après la substitution précédente
développons chacun des termes du premier membre suivant les puissances de ^, d'après la formule de Taylor; nous avons
(5) cp«(i,c)-^^<p;;.(i,c) 4.J^^^;(i,c)-h ... + *^ cp„.,(i , c) ■+-^<p;;.-i(i , c) H
les symboles (pi,(l , c), cp^(l , c), ... désignant les dérivées par rapport à c des fonctions (pm(i , c), ... .
Le premier terme est nul d'après l'équation (4) ; les termes de la
deuxième colonne contiennent — et ceux des colonnes suivantes -r
au moins en facteur ; si nous multiplions le premier membre par x, et si nous mettons ensuite — en facteur dans les termes qui le con-
tiennent encore, nous mettons l'équation sous la forme
Lorsque x augmente indéfiniment, tous les termes suivant les deox premiers deviennent nuls ; si 8 a une limite égale à d, cette limite satisfait dès lors à l'équation (6) (^?;„(i,c)-h<p,n-i(i,c) = 0;
nous avons donc ce deuiième résultat :
L'ordonnée à Vorigine d d'une asymptote de coefficient angulaire c est fournie par V équation (6).
Si c est racine simple de Téquation (4), (pm(l , c) n'est pas nul, et l'équation (6) donne pour d une valeur déterminée ; au contraire, si c est racine multiple, fm(l , c) est nul; dans ce cas, si la racine multiple c n'annule pas en même temps <p«,^(l , c), l'équation (6) donne pour d une valeur infinie, et l'on dit que l'asymptote est rejetée à l'infini.
Lorsque f i,(l , c) et <pm-i(i , c) sont nuls, les trois premiers termes de l'équation (5) sont nuls ; les termes suivants contiennent au
moins — en facteur ; on multiplie alors les deux membres par la pre-
mière puissance de x entrant dans les dénominateurs, puis on fait croître x indéfiniment ; on obtient comme précédemment une équation donnant la limite d de S. Nous n'entrerons pas dans le détail du calcul, que Ton peut effectuer dans chaque cas particulier d'après les indications précédentes.
Remarque. — Les droites issues de l'origine et parallèles aux asymptotes sont appelées directions asymptotiques ; leurs coefficients angulaires sont les racines de l'équation (4). L'ensemble de ces droites
esireprésentépar l'équation obtenue en remplaçant c par -^; si l'on chatte le dénominateur, cette équation devient
Nous voyons que l'on obtient V équation représentant Vensemble des directions asymptotiques d'une courbe algébrique en égalant à zéro ^ensemble des termes de plus haut degré de l'équation de cette courbe.
Nous appliquerons ces considérations aux courbes du second ordre dans le chapitre suivant.
266. Exemple, — Considérons la courbe représentée par l'équation
(7) x»-4-y^ — 3aa:y = 0,
où a est une constante positive ; le coefficient de la plus haute puissance de y étant indépendant de x, la courbe n'a pas d'asymptote parallèle à Taxe des y ; pour une raison analogue, elle n'en a pas parallèle à Taxe des x . Cherchons les autres asymptotes ; nous avons ?«(i , c) = i -h c* , et l'équation (4) a une seule racine réelle c ^ — 1 .
APPLICATIOiSS GÉOMÉTRIQUES
<pm(i , c) est égal à 3c* et <p«_t(l i c) à — 3ac ; en donnant à e la valeur — i , Téquation (6) donne d = — a ; la courbe a donc une seule asymptote réelle représentée par Téquation
Pour constniire la courbe, nous remarquerons d'abord qu'elle passe à Torigine et qu'elle y a un point double (n** 253) ; les tangentes en ce point sont représentées par l'équation xy = 0 et sont les deux axes de coordonnées.
L'équation est du troisième degré par rapport k y, en l'ordonnant par rapport à cette variable, nous l'écrirons
y3 — *^axy -\- x^ = 0;
nous savons qu'une équation du troisième degré a trois racines réelles si la quantité 4jo^ -h 27qr* est négative, une racine double si cette quantité est nulle, et une seule racine réelle si elle est positive. Ici, 4/>' + 21 q^ a pour valeur 21x\x^ — 4a').
Si X est compris entre 0 et a v/4 , il y a trois valeurs de y réelles ; leur produit — x^ est négatif, leur somme est nulle, par suite deux des valeurs de y sont positives et la troisième négative.
Si X est égal à a^, les deux valeurs positives de y sont confondues et égales à ay^; si
X est >a^y y a une seule valeur réelle négative, et si x est < 0, y a une seule valeur réelle positive.
Nous obtiendrons les maxima et minima de y en annulant /"i, c'est-à-dire en posant
(8) /■i = 3x«-3ay = 0.
Les équations (7) et (8) ont pour racines d'abord x = 0 , Fig. 81. y = 0, ce qui fournit l'ori-
gine, point singulier, ensuite
X — 0^2, y = ayi, qui correspondent à un maximum de y .
La courbe a la forme de la figure 81 ; on rappelle folium de Descartes,
266. Cas où les coordonnées sont fonctions d*un paramètre. — Nous allons considérer le cas où les coordonnées des points d'une courbe sont fonctions d'un paramètre ; un tel mode de représentation peut être donné à Tavance, ou peut parfois se déduire de Téquation cartésienne de la courbe.
Par exemple, coupons la courbe précédente par une droite issue de Torigine et de coefficient angulaire t ; nous obtiendrons les abscisses des points de rencontre en faisant y = lx dans Téquation de la courbe, ce qui donne
Cette équation a une racine double nulle, qui correspond à deux points de rencontre de la droite et de la courbe confondus à Tori-
gine; la troisième racine est égale à -r^ — Jz ^* ^^ l'abscisse du
dernier point de rencontre M de la courbe et de la droite ; l'ordonnée de ce point est égale à te, de sorte que les deux coordonnées ont pour valeurs
(9) ^=rT-7i' y
Le procédé que nous venons d'indiquer se généralise à d'autres courbes que le folium. Si une courbe algébrique est rencontrée en un seul point variable M par les lignes successives d'une famille de droites ou de courbes dépendant d'un paramètre /, les coordonnées de ce point s'expriment facilement au moyen de ce paramètre, et les expressions sont rationnelles ; on dit que la courbe est unicursale.
Par exemple, une droite tournant autour d'un point fixe quelconque d*une conique ou autour du point double d'une courbe du troisième ordre possédant un tel point, rencontre la courbe en un point fixe et en un seul autre point variable; les coordonnées de ce dernier point s'expriment rationnellement au moyen d'un paramètre.
Lorsque l'on veut construire une courbe dont les points ont des coordonnées fonctions d'un même paramètre i ,
on étudie la variation des deux fonctions /" et (p lorsque l varie de
— 00 à + 30 , et Ton dresse un tableau des valeurs remarquables de
ce paramètre ; on détermine en particulier celles qui annulent x ou
y, ou les rendent infinis, ou les rendent soit maximum soit minimum.
rfV 9'(0
Le coefficient angulaire d'une tangente est égal à -t^ ou à -jTTjr •
Si pour une valeur de t finie ou infinie, x et y sont simultanément nuls, la courbe passe à Torigine, et le coefficient angulaire de
la tangente en ce point est la limite du rapport -^ ou du rapport --^ -
Si une valeur de l rend infinie une des coordonnées, par exemple y , tandis que Fautre x reste finie, la courbe a une asymptote parallèle k Oy , ayant pour abscisse la valeur finie de x .
Si une valeur de l rend x et y simultanément infinis, la courbe a encore une branche infinie ; pour déterminer Tasymptote à cette branche, s'il en existe, on calcule son coefficient angulaire (n^ 261) en
cherchant la limite c de -^ lorsque i s'approche de la valeur consi-
dérée, puis on calcule Tordounée à Torigine en cherchant la limite d de y — ex.
Si 1 on considère par exemple la courbe définie par les équations (9), on voit que x et y sont nuls simultanément pour 1 = 0 et pour
l = oo : les limites de — sont respectivement égales à 0 et à Too ,
et Ton voit que la courbe a pour tangentes à l'origine les deux axes de
coordonnées, x et y sont infinis pour / = — 1 ; la limite de -^
est alors égale à — 1 et celle de y -hx à — a ; on en conclut que la droite
est asymptote, comme nous l'avons déjà trouvé. Les dérivées de a; et de y sont
elles s'annulent en changeant de signe pour < = 0 , v/2 et v/ y ; le tableau des valeurs remarquables de l, ainsi que de la variation de x
et de j^ , est le suivant :
A l'aide des indications de ce tableau, nous retrouverions la courbe de la figure 81.
Gycloïde
Comme exemple de courbe transcendante dont les coordonnées s'expriment au moyen d'un paramètre iy nous mentionnerons la cycloïde ; on appelle ainsi la courbe décrite par un point M d'une circonférence roulant sans glisser sur une droite.
Prenons cette droite
comme axe des X, et comme
origine 0 une des positions du point mobile M lorsqu'il est situé sur
cette droite (fig, 82) ; il résulte de ce choix que dans la position de la
— ao
croit
décroît
croît
croît
décroit
min. 0
croît
max. a^i décroît
Jt/2 croit
av/2
décroit
max. av/l
décroît
circonférence mobile pour laquelle son centre est situé sur l'axe des y en Go , le point décrivant la courbe est confondu avec le point 0.
Supposons que la circonférence occupe une nouvelle position G après avoir roulé sur le segment OA de Ox ; le point décrivant est passé de 0 en M , de telle sorte que l'arc AH est égal à AO , et de même sens. Considérons un système d'axes auxiliaires Cxi, C^i issus
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du point C et dirigés respectivement en sens inverse de Oa; et Oy ; si nous désignons par a le rayon de la circonférence et par t Tangle ACM dont a tourné le rayon passant par M à partir de la position initiale CoO , nous avons :
(OA) = (arcAM) = a^ Les coordonnées du point M dans le système Cxiyi étant Xi = (HM) = a sin <, y, = (CH) = a cos / , nous en déduisons, dans le système primitif,
X = (OA) — Xi = a(t — sin i) , y = (OCo) — y 1 = a(i — cos t) .
Telles sont les expressions des coordonnées d'un point de la cycloïde en fonction du paramètre t ; lorsque celui-ci varie de 0 à 27r , la circonférence roule d'une longueur égale à 2ica , et le point M revient en 0' sur Ox après avoir décrit Tare OPO' de cycloïde. Lorsque t prend des valeurs comprises entre 27r et iiz , les valeurs de x et de y ne diffèrent des précédentes qu'en ce que x est augmenté de 2:ia ; on obtient ainsi un nouvel arc O'P'O" identique au premier, et ainsi de suite ; il en est de même si l prend des valeurs négatives.
La courbe passe à l'origine ; le coefficient angulaire de la tangente
en ce point est égal à la valeur de -^ pour < = 0; or, on a -t^ = t-— ;
ce rapport se présente pour t = 0 sous la forme -^ ; en appliquant
la règle de l'Hôpital (n** 174), la vraie valeur de -^ est égale à celle du
cos l quotient des dérivées -; — -» et il est infini pour < = 0 ; on en conclut
que la tangente à l'origine est l'axe des y. Le point 0 est un point de rebroussement de la courbe, et il en est de même de 0' , 0', .... Si l'on fait rouler la circonférence C sur une autre circonférence, et extérieurement, la courbe décrite par le point M s'appelle une épicycloTde ; si la circonférence G roule intérieurement sur une autre circonférence, la courbe décrite par M s'appelle une hypocycloîde.
Construction d'une courbe en coordonnées polaires
Nous supposons la courbe représentée par une équation entre le rayon
vecteur p et l'angle polaire 6 résolue par rapport à p , de la forme
Nous ferons varier 6 de — oo à -l-oo et nous étudierons les variations de la fonction p ; si p s'annule pour une valeur de 6 , par exemple pour 6o , la courbe passe à Torigine, et la tangente en ce point est la droite faisant avec Taxe polaire Tanglc Oo ; cette droite est en effet la limite des positions d'une sécante passant par Torigine et par un point voisin correspondant à 0 , lorsque 6 tend vers 6o .
Considérons par exemple la spirale (TArchimède représentée par Téquation
où a est une constante positive ; p s'annule pour 6=0, par suite
la courbe est tangente à l'origine à l'axe polaire. Lorsque 0 varie de 0 à -{- 00 , on obtient une portion de courbe OABCDE ....
dont les rayons vecteurs sont positifs (/îjr. 83) ; lorsque 6 varie de 0 à — 00 , on obtient une autre portion de courbe OAB'CD'E . . . dont les rayons vecteurs sont négatifs ; la valeur absolue de p correspondant à un angle négatif tel que (Oo;, OM) doit alors être portée sur la direction opposée OM'. On vérifie que les deux portions de la courbe
sont symétriques par rapport à la perpendiculaire Ot/ à l'axe polaire. Nous avons vu Çp9 256) qu'on détermine la tangente en un point
par l'angle V qu'elle fait avec le rayon vecteur, et nous avons trouvé
qu'il est donné par la formule
pc/ô__ p
Fig. 83.
tgV:
Dans la plupart des cas, le rayon vecteur p dépend non de l'angle 6 immédiatement, mais d'une ou de plusieurs lignes trigonométriques
de cet angle 6 , ou bien de ses multiples ou de ses sous-multiples, comme dans les équations suivantes :
sin' 6 . e
^ cos 6 ^ 3 '
il n'est pas nécessaire alors de faire varier 0 de — oo à + od ; dans le premier exemple, il suffit de faire varier 6 de 0 à 2^ , car, pour les autres valeurs de Tangle polaire, les lignes trigonométriques et p reprennent la même valeur; dans le second exemple, il suffît de faire varier 6 de 0 à 6ic, Tare sous le signe sinus variant alors de 0 à 2i:.
Dans beaucoup de cas, il est même possible de resserrer l'intervalle de variation de 6 , en s'aidant des symétries que peut posséder la courbe. Dans le premier des exemples que nous venons de mentionner, nous remarquerons que si Ton donne à 0 deux valeurs telles que d et 2n — 01 , on obtient la même valeur pour p ; les points correspondants sont symétriques par rapport à Taxe polaire Ox ; il suffit donc de faire varier 6 entre 0 et ::, et de prendre ensuite la symétrique par rapport à Ox de la portion de courbe obtenue.
Si maintenant nous donnons à 0 deux valeurs supplémentaires, telles que a et ^ — a , les directions positives sont symétriques par rapport à Oy ; les valeurs correspondantes de p étant égales et de signes contraires, nous voyons que les points correspondants sont symétriques par rapport à Ox. 11 résulte de là qu'il suffit de faire varier 6
de 0 à -^ et de prendre la symétrique par rapport à Ox de la courbe obtenue.
Dans le second exemple, nous ferons varier d'abord 6 de 0 à -^ ;
lorsqu'il prendra ensuite les valeurs de -^ à Stc, p reprendra en sens
inverse les valeurs qu'il a déjà acquises, et la nouvelle portion de courbe sera symétrique de la première par rapport à la droite faisant avec Ox
l'angle -5-- Ensuite loreque 6 variera de 3:t à 6it, p prendra des
valeurs symétriques de celles qu'il a déjà acquises, et la nouvelle courbe se confondra avec la précédente.
269. Limaçon de Pascal. — Ëtant donnée une circonférence et un point 0 sur cette courbe, si l'on porte sur cbaque rayon vecteur OM
[fig. 84) un vecteur MP constant, le lieu du point P s'appelle limaçon de Pascal ; nous allons déterminer son équation en coordonnées polaires et le construire.
Prenons le point 0 comme pôle et le diamètre OÂ comme axe
polaire, désignons par a le diamètre de la circonférence et par 6 la valeur du vecteur MP; comme (OM) est égal à a cos d , le rayon vecteur du point P a pour valeur
Fi?. 81.
p = a cos 6 4-6.
Nous allons construire la courbe représentée par cette équation; il suffit de faire varier 6 de 0 à 2tc; en remarquant que p prend la même valeur pour a et 2^ — a, nous pouvons nous limiter à Tintervalle de 0 à tt, et prendre ensuite la symétrique par rapport à Ox de la portion obtenue.
Supposons b positif; lorsque 6 varie de 0 à -k- > cos 0 est positif, et Ton a en valeur absolue P = 0M4-MP; si 6 varie de
-^ à 7c , cos 6 est négatif, et p
est égala la différence des valeurs absolues des deux vecteurs tels que M'P' et OW {fig, 84). Remarquons encore qu'à chaque point M de la circonférence correspondent deux points P et P, du limaçon relatifs à des angles 6 différant de it ; ils sont tels que MP et MPi sont égaux à 6 en valeur absolue, mais de sens contraire; nous en concluons que si Ton
Fig. 83.
Fig. 86.
change le signe de 6 , la courbe n'est pas modifiée ; nous pouvons donc nous limiter au cas où b est positif.
Si Ton a 6 > a, p ne s'annule jamais et reste positif ; la courbe a la forme de la figure 84. Si Ton a au contraire 6 <Ca, p s'annule pour
deux valeurs de 0 comprises Tune entre -^ et tu, Fautre entre r,
et — ' et devient négatif dans
l'intervalle de ces deux valeurs; la courbe a la forme de la figure 83 et présente un point double au pôle ; les tangentes en ce point sont déterminées, comme nous l'avons dit au numéro précédent, par les valeurs de 0 annulant le rayon vecteur. Si l'on a enfin 6 = a , p reste positif et s'annule pour 0 = it; la courbe a la forme de la figure 86 ; elle présente au pôle un point de rebroussement; on l'appelle quelquefois dans ce cas cardioïde,
devient infini pour une valeur de 6 telle que Oo, il existe une branche infinie de courbe, et la direction asymptotique correspondante fait l'angle 6o avec l'axe polaire; pour déterminer l'asymptote elle-même, nous calculerons le vecteur OD (fig. 87) compris entre l'origine et l'asymptote sur la droite dirigée faisant avec l'axe polaire l'angle
Oq -h Y» ^^^^ appellerons d la valeur relative de ce vecteur, d est la limite de la projection du rayon vecteur p sur la direction OD lorsque 0 tend vers 6o ; nous avons donc
d = lim j p cos (^0 "^ Y ~" ^) I "^ *™ tP ^^^ ^^ '
nous calculerons cette limite directement ou par la règle de THopital. Considérons par exemple la courbe représentée par Téquation
^ 1— 2cos6'
p devient infini pour cos ô = ^ » c'est-à-dire pour 0 = — et 0 = 2ir — -\ à la première direction asymptotique con*espond une valeur de d égale à
lim[p sin (^0 -|j J = lim -j-f-^;
cette limite est égale au rapport des dérivées des deux termes de la
4cos(ô~|) dernière Traction, c'est-à-dire au rapport -\ lorsqu'on y
•JT
4 2 sin 6
fait G =^, et elle est égale à "75*, nous aurons donc Tasymptote en portant un vecteur égal à "y^ à partir de Torigine sur la direction ^ -h 9- • L'autre asymptote, correspondant à la direction 2r — ^ , est symétrique de la première par rapport à Ox.
Pour construire la courbe, nous ferons varier d'abord d de 0 à tu; la dérivée pé étant alors négative, p décroît ; il passe de — 4 à — 00
quand 6 varie de 0 à — , puis de -i- 00 à - quand 6 varie de ^ à w.
Lorsque 0 varie de tc à 2ir, p repasse en sens inverse par les mêmes valeurs, et la partie correspondante de la courbe est symétrique de la première par rapport à Ox.
La courbe a la forme indiquée par la figure 87 ; d'après ce que nous avons dit au n** 96, elle est une hyperbole ayant pour foyer l'origine.
CHAPITRE IV ÉTUDE DES COURBES DU SEGOITII
271. Classification des courbes du second ordre. — Une éqnaiMft du second degré entre x et j^ peut toujours être ramenée à la forme
(1) f{x, y) = Aa:* H- 2Bxy H- Cy« -h 2Dx-H2Ey -h F = 0.
Les lignes qu'elle est susceptible de représenter lorsqu'on donne aux coefficients des valeurs numériques sont rangées dans différentes catégories; une première classification est basée sur le nombre des directions asymptotiques relatives aux branches infinies qu'elles peuvent posséder.
Supposons qu'une ligne représentée par l'équation (f) ait une branche infinie, et qu'un point M, de coordonnées (x, y), s'éloigne indéfiniment sur cette branche ; nous allons chercher la limite de la direction de la droite OM joignant l'origine à ce point.
Si a est l'angle de cette droite avec Ox, et si p représente le vecteur OM, nous pouvons remplacer x ti y par pcosa etpsina; si nous faisons cette substitution dans l'équation (i), nous avons la relation
(2)p*(A cos*a-+-2BsinacosaH-Csin*a)H-2p(Dcosa-+-Esina)-hF=0.
Lorsque le point M s'éloigne indéfiniment, p devient infini ; en divisant les deux membres de l'équation précédente par p* et passant à la limite, nous avons l'équation
A cos*a H- 2B sin a cos a -+- C sin*a = 0, qui fournit en général deux directions pour la limite de la droite OM.
L'ensemble des droites aiasi déterminées est représenté par r équation
?2 (a?, y) = Aa;« -h 2ftcy 4- Cy » = 0,
tfi désignant les termes du second degré de f(x, y)\ leurs coefficients
angulaires sont les racines de Téquation obtenue ^n posant ^s=c;
elle est
(3) cpj (i, c) = A -h 2Bc -f. Gc2 == 0.
D'après ce que nous avons dit au n"" 264, l'équation (3) détermine les directions asymptotiques de la courbe ; nous voyons donc que cellesci ne diffèrent pas des directions des droites joignant Torigine aux points à Tinfini sur la courbe.
Suivant la nature des racines de l'équation (3), nous distinguerons les cas suivants :
i® Si B^ — AC < 0, l'équation a ses racines imaginaires, la ligne n'a pas de branche réelle s'étendant à l'infini ; on dit qu'elle est du genre ellipse.
2® Si B^ — AC>0, l'équation a ses racines réelles et distinctes; la ligne a des branches infinies dans deux directions ; on dit qu'elle est du genre hyperbole,
3^ Si B^ — AG = 0, l'équation a ses racines réelles et égales ; la ligne a des branches infinies dans une seule direction ; on dit qu'elle est du genre parabole.
Nous pouvons ajouter que dans ce dernier cas les termes du second degré ^(x, y) forment un carré parfait. Remarquons aussi qu'une circonférence est du genre ellipse car dans son équation on a B = 0, A = C et B« — AC est négatif.
272. Construction des courbes du second ordre. — Pour construire une courbe représentée par une équation telle que (1), il suffit d'appliquer les méthodes développées dans les deux chapitres précédents. La plus simple consiste à résoudre l'équation par rapport à l'une des variables; nous avons déjà employé. cette méthode au n"* 260 pour construire la courbe représentée par l'équation
(4) 2a:« — 2ay — ar4-4y — 1=0;
elle est du genre hyperbole car C est nul, et B^ — AC est positif.
Nous allons donner un autre exemple en construisant la courbe représentée par Téquation
ici A = 5, B = — 2, C = 4, de sorte que B« — AC = — 16; ce nombre étant négatif, la courbe est du genre ellipse. Pour la construire, nous résoudrons Téquation par rapport à y, et nous aurons
A chaque valeur de Tabscisse x correspondent deux valeurs de y et par suite deux points de la courbe ; on obtient leurs ordonnées en
augmentant et diminuant l'ordonnée de la droite y = -x d'une quantité égale au radical R = \ — a;* H- 6a:.
Celui-ci n'est réel que si x est compris entre les racines 0 et 6 ; nous en concluons que la courbe est tout entière comprise entre les parallèles à Oj^ d'abscisses 0 et 6. Lorsque x croît de 0 à 6, R qui est d'abord nul passe par un maximum R = 3 pour x = 3, demi-somme des deux racines, puis décroit jusqu'à devenir nul ; nous pouvons ajouter qu'il prend des valeurs égales pour des valeurs de x dont la demi-somme est égale à 3.
Construisons la droite OD (Jig.SS) de coefficient angulaire ^«t
les parallèles à cette droite dont les ordonnées à l'origine sont -h 3 et — 3 ; ces deux droites, l'axe des y et la parallèle à cet axe d'abscisse 6 forment un parallélogramme à l'intérieurduquel se trouve placée la courbe.
La droite D partage en deux parties égales les cordes telles que MMi parallèles à Oy ; de même la parallèle à l'axe des y d'abscisse 3 partage en parties égales les cordes parallèles à D ; la courbe a pour centre le centre du parallélogramme.
Nous trouverons les maxîma et minima de y en annulant la déri-
Fig. 88.
vée j^' ; comme nous Tavons dit au n^ 262, nous obtiendrons cette dérivée en différentiant Téquation (5), ce qui donne
(iOa: — 4y — 24) (/« -f- (— 4a; H- 8y) rfy = 0. En écrivant que -^ est nul, nous aurons Téquation
iOa; — 4y — 24=0;
elle représente une droite dont les points d'intersection avec la courbe correspondent au maximum ou au minimum de y ; en ces points la tangente est parallèle à Ox.
Gomme dernier exemple, nous allons construire la courbe représentée par Téquation déjà considérée au n® 79, et qui est
(7) x* — 2xyH-y« — 2x — 21/4-1=0.
Comme A, B et C sont égaux à Tunité, B' — AC est nul, et la courbe est du genre parabole ; la direction asymptotique double est représentée parles termes du second degré égalés à zéro, c'est-à-dire par (x — y)* = 0, et elle est celle de la bissectrice de Tangle xOy .
En résolvant Téquation par rapport à y, nous obtenons
y = a;-f-!dzv/4Ï;
comme dans l'exemple précédent, nous construirons (Jig, 89) la droite D
représentée par y = a;-f-i, et pour chaque valeur de x nous augmenterons et nous diminuerons les ordonnées de cette droite de la quantité v^ • Cette quantité n'est réelle que si x est positif ; nous en concluons que la courbe s'étend à partir de l'axe Oy du côté des x positifs. Nous pouvons vérifier qu'elle est tangente aux deux ^ axes de coordonnées aux points
dont l'abscisse ou l'ordonnée sont égales à 1.
Nous allons démontrer que les lignes représentées par l'équation
du second degré ne diffèrent pas de la circonférence, de l'ellipse, de
l'hyperbole ou de la parabole que nous avons étudiées dans le chapitre V VoGT. — Math. sup. â7
Fig. 89.
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de la deuxième partie, à moins que Féquation ne soit satisfaite par aucune valeur réelle de x et de y^ ou bien que son premier membre soit décomposable en deux facteurs du premier degré en x et y; dans ce dernier cas, la ligne qu'elle représente se compose de deux droites, et Ton obtient les équations de ces droites en égalant à zéro chacun des deux facteurs.
La démonstration résultera de Tétude que nous allons faire de la transformation de coordonnées.
273. Transformation de coordonnées cartésiennes dans le plan. —
Lorsque Ton possède dans un système d'axes Ox, Oj^ Téquation d'une courbe, et que Ton veut ultérieurement en étudier les propriétés, il y a souvent avantage à choisir de nouveaux axes placés d'une manière plus simple par rapport à la courbe, et à déterminer Téquation de cette courbe par rapport à ces nouveaux axes.
Le problème de la transformation de coordonnées est le suivant : Étant donnés deux systèmes d'axes Ox, Oy^ O'x' , O'j^'^ exprimer les coordonnées x et y <Fan point quelconque dans le premier système au moyen des coordonnées x' et y' da même point dans le second. Lorsqu'il est résolu, il suffit de remplacer, dans l'équation d'une courbe rapportée au premier système, x et y par leurs valeurs en fonction de x* et y' pour avoir l'équation de cette courbe dans le second . Nous examinerpns trois cas :
1« Cas, — Les nouveaux axes sont parallèles aux premiers et dirigés dans le même sens.
Ces axes O'x', O'y' sont complètement déterminés par les coordonnées x^, y^ de la nouvelle origine 0' ; considérons un point quelconque M et les deux vecteurs 00' et O'M, ainsi que leur résultante OM (A^-90); leurs projections sur l'axe des x sont respectivement égales à Xo, x'etx, et sur l'axe pj QQ des y à y©, y' et y ; le théorème des pro-
jections nous donne alors les relations (8) x=x^-hx', y=yo+y'.
Ces formules résolvent le problème, et elles subsistent dans tous les cas, que les coordonnées soient obliques ou rectangulaires.
Fig. 91.
2* Cas. — Les nouveaux axes ont même origine que les premiers.
Ëtant donné (Jig. 9!) le système d'axes rectangulaires Ox^ Oy, le nouveau systèfne Ox' , Oy' sera complètement déterminé, qu'il soit rectangulaireou oblique, parlesangies (fix^Ox') et (Ox, Oy'). Considérons un point quelconque M, formons le contour OP'H de ses coordonnées x', y' dans le nouveau système, et projetons ce
contour et sa résultante sur les axes primitifs Ox, Oy ; le théorème des
projections nous donne les formules
^ a? = x' cos (Ox, Oxf) H- y' cos (Ox, Oy'),
iy = x' cos (Oy, Ox')-hy' cos (Oy, Oy').
Le cas ordinaire est celui où le nouveau système est rectangulaire et présente la même disposition que le premier ; en désignant Tangle
(Oa:, QxT) par a, Tangle (Ox, Oy') est égal à a H- -j et les formules
(9) deviennent
X = x' cos a 4-y' cos I a4- -|^ \ = x' cos a — y' sin a, ' y = x' cos f a — ^J -h y' cos a = x' sin a -h y' cos a.
3* Cas. — On fait un changement quelconque d'axes.
Soient (fig. 92) O'x', O'y' les nouveaux axes ; ils sont complètement déterminés par les coordonnées xq, yo de la nouvelle origine, ainsi que parles angles (Ox, O'x'), (Ox, O'y'). Prenons un système d'axes intermédiaires O'x,, (Vyi parallèles aux premiers et de même origine que les seconds, et appelons x,, y^ les coordonnées d'un point M dans ce système ; les formules (8) nous donnent
x = xo^-xi, y = yoH-yi,
et les formules (9) ou (10) nous donnent les valeurs de x, et y^ en
Fig. M.
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fonction de x' et y' ; nous en déduisons immédiatement les formules cherchées ; dans le cas simple où les nouveaux axes sont rectangulaires, elles sont
( a; = «o-f-«'co8« — t/'sina,
( y = yo + a;' sin a H-y' cos a.
Il est essentiel de remarquer que toutes ces formules contiennent les coordonnées au premier degré ; il en résulte que le degré d'une équation algébrique entre a; et y, c'est-à-dire Tordre de la courbe algébrique qu'elle représente, ne change pas lorsqu'on fait une transformation quelconque de coordonnées.
274. Rédaction de l'équation du second degré à deux variables. Genre ellipse ou hyperbole. — Centre. — Ëtant donnée la courbe représentée, dans un système d'axes de coordonnées Ox, Oy par Téquation générale du second degré écrite sous la forme (i), nous nous proposons de chercher un nouveau système d'axes tel que la courbe soit représentée, dans ce nouveau système, par une équation plus simple.
Nous nous placerons d'abord dans le cas où B^ — AC n'est pas nul; la courbe est alors du genre ellipse ou hyperbole ; nous chercherons à faire disparaître successivement les termes du premier degré, puis le terme renfermant le produit xy^ s'ils existent, et à ramener l'équation à la forme
Occupons-nous d'abord des termes du premier degré ; l'importance de leur disparition résulte du théorème suivant :
Pour que l'origine des coordonnées soit centre d'une courbe du second ordre, il faut et il suffit que Véquation de cette courbe ne renferme pas de terme du premier degré.
Supposons en effet que nous tracions par l'origine 0 une droite faisant avec Ox Fangle a, et que p désigne la valeur relative du vecteur issu de 0 et terminé en un point de rencontre de cette droite avec la courbe représentée par l'équation (i); p est une racine de l'équation (2). Pour que le point 0 soit centre de la courbe, il faut et il suffit que cette équation (2) ait ses racines égales et de signes contraires
quel que soit a, c'est-à-dire que D et E soient nuls, ce qu'il fallait démontrer.
Si Téquation d'une courbe dû second ordre rapportée à deux axes Ox, Oj^ renferme des termes du premier degré, nous effectuerons une transformation de coordonnées en prenant deux nouveaux axes 0 V, O'y' parallèles aux premiers, et nous déterminerons les coordonnées a:ot yo de la nouvelle origine 0' de telle sorte que les termes du premier degré disparaissent dans la nouvelle équation.
La transformation est définie par les formules (8), et Téquation de la courbe dans le nouveau système d'axes est
/(xo-hx', yo-*-y)=0;
en développant le premier membre par la formule de Taylor (n® 164),
elle s'écrit : .
(12) Ax'« + 2Bx'y' -h Cy'« -h A x' + n. y' -h /-(«o, yo) = 0.
Si nous annulons les coefficients de x' et de j^', nous avons, après division par 2, les équations
*/i. = Aa?oH-Byo-*-D = 0,
-/^;. = Rro-4-Cyo-+-E = 0;
elles ont toiyours une solution et une seule, car le déterminant des coefficients des inconnues, que nous appellerons 8, a pour valeur
AC— B
et il n'est pas nul par hypothèse. Les coordonnées xo^ y^ de la nouvelle origine sont, d'après ce que nous avons dit, celles du centre de la courbe ; nous pouvons donc énoncer ce résultat :
Une conique du genre ellipse ou hyperbole a toujours un centre et un seul; les coordonnées de ce centre sont fournies par le système d'équations
Lorsque Xo, yo sont ainsi déterminés, et que l'on rapporte la courbe aux nouveaux axes, son équation est (12); les termes du premier degré disparaissent, et le terme constant, que nous appellerons F',
est égal à /"(«o, y©). Le calcul de ce terme peut être simplifié si Ion remarque qu'il est égal à
«0 (Aa:o -h Byo -H D) H- yo (Bxo + Cyo H- E) 4- (Dxo -h Eyo -H F), et, d'après les équations (13), il se réduit à
(14) F' = I fi = Dxo -+- Eyo -h F,
/",', désignant, comme au n* 249, la dérivée de la fonction homogène /*(xo, yo, 3o) par fapport à Zq, lorsqu'on y fait ensuite z© = *•
Si Ton tire de (13) lès valeurs de xo, y© et si on les porte dans la relation (14), on obtient la valeur de F' exprimée au moyen des coefficients de l'équation primitive ; elle est
ACF -+- 2BDE — AE* — CD» — FB\
AC— B
le dénominateur est le déterminant 8 ; le numérateur est le déterminant des coefficients de Xo, yo et des termes constants dans les demi-
dérivées -/"i,, -fy^, -fi^ et on le représente par A. Si nous posons Je a Jà
F' a la valeur — , et l'équation (12) se réduit à
Aa:" -1- 2Bx'y' + Cy'* -h^ = 0.
Remarque. — Si A est nul, l'équation précédente est homogène en x\ y' et représente deux droites passant par la nouvelle origine ; la ligne dont l'équation est (!) est donc décomposable en deux droites.
Réciproquement, si une ligne du second ordre, du genre ellipse ou hyperbole, est un système de deux droites, ces deux droites sont parallèles aux directions asymptotiques de la ligne, et elles ne sont pas parallèles. Leur point commun est le centre de la ligne qu'elles constituent, et lorsqu'on prend ce centre comme nouvelle ohginc des coordonnées, l'équation par rapport au nouveau système doit être homogène ; le terme constant F' doit par conséquent être nul.
De là nous déduisons, dans le cas où AG — B' n'est pas nul, que A = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour que Téquation du second degré représente deux droites.
275. Rechecche de la direction des axes de symétrie. — Supposons que Ton ait effectué la réduction précédente de Téquation du second degré, et qu'on Tait ramenée, si elle n'y est pas a priori, à la
forme
(16) Aa/« 4- 2Bx'y' H- Cy'* + F' = 0 .
Lorsque B est nul, la courbe admet comme axes de symétrie les deux axes de coordonnées ; lorsque B n'est pas nul, nous effectuerons une transformation de coordonnées en conservant la même origine 0' et changeant la direction des axes. Nous désignerons les nouveaux axes par OV, OV et nous les supposerons rectangulaires, de sorte que les formules de transformation sont
a;' = x" cos a — y' sin a,
y' = af sina-hy' cos a.
Si nous déterminons a de façon que le coefficient de afy" soit nul dans la nouvelle équation, les nouveaux axes 0 V, O'y'^ seront les axes de symétrie de la courbe.
En remplaçant dans l'équation (16) x' et y' par les valeurs précédentes, elle devient
A V» + 2B'afy' + Cy * H- F' = 0 ,
F' conservant la même valeur, et les autres coefficients étant
!A' = A cos' a 4- 2B sin a cos a H- G sin* a, B' = Bco8*a— (A— Gjsinacosoc — Bsin'a, G' = G cos* oc — 2B sin a cos a + A sin* a;
si nous égalons B' à zéro, nous obtenons pour déterminer a une équation que nous pouvons écrire, en divisant par cos* « ,
(18) Btg*a + (A~-G)tga — B = 0;
cette équation en tg a a deux racines réelles dont le produit est égal à — 1 , et à chacune d'elles correspond une droite indéfinie sur la-
quelle nous pouvons choisir la direction O'af dans un sens ou dans Tautre. Gomme tg a représente précisément le coefficient angulaire du nouvel axe O'afy nous voyons qu'aux deux racines de Téquation (18) correspondent deux droites rectangulaires, et que nous pouvons prendre pour 0 V Tune ou Tautre des directions opposées qui existent sur ces deux droites.
Lorsque Ton a choisi la direction OV, on obtient O'j^ en traçant
une droite telle que (OV, O'y') ='^\ les deux droites indéfinies sur
lesquelles sont placées OV et O'y' sont précisément celles qui correspondent aux deux racines de Téquation (18), et leur ensemble est déterminé d'une manière unique.
Les nouveaux axes étant ainsi déterminés, les formules (17) fournissent les valeurs de A' et G' ; nous pouvons vérifier que les nouveaux coefficients satisfont, quel que soit a, aux relations
A'-f-C' = A-f-G; A'G' — B'* = AC — B»;
pour cette raison, les seconds membres de ces relations sont dits invariants. Dans le cas où B' est nul, nous voyons que A' ou G' ne peuvent pas être nuls ; de plus, qu'ils sont de même signe ou de signes contraires suivant que la courbe est du genre ellipse ou du genre hyperbole.
Tous calculs faits, nous parvenons à une équation de la forme
AV«4-Cy*-|-F' = 0
qui est la plus simple possible, et qu'on appelle équation réduite ; différents cas peuvent se présenter suivant les signes des coefficients. 1® A' et G' sont de même signe ; la courbe est du genre ellipse ; si
F' n'est pas nul et a un signe différent de A' et G' , nous poserons p/ p/
YT = — «' » 'w'~ — ** » ®* l'équation pourra s'écrire
elle représente une ellipse.
Si F' est de même signe que A' et G', l'équation n'est satisfaite par aucune valeur réelle de o;^ et y' ; on dit qu'elle représente
une ellipse imaginaire; enfin si F' est nul, Téquation représente deux droites imaginaires, ayant comme seul point réel Torigine.
2* A' et C sont de signes contraires ; la courbe est du genre hyperbole; en supposant F' noir nul et de signe différent de A' par exemple,
nous poserons --y = — a* , ^57 = 6* et Féquation pourra s'écrire
elle représente une hyperbole.
Si F' est de même signe que A', la conclusion est la même, comme on le voit en intervertissant le rôle de x' et de y' ; enfin si F' est nul, Téquation représente deux droites réelles passant par Torigine.
Les calculs que nous venons d'effectuer permettent de déterminer le centre, les directions et les longueurs des axes d'une ellipse ou d'une hyperbole représentées par l'équation (1).
Genre parabole. Recherebe de la direction de Taxe
Lorsque B^ — AG est nul, la méthode que nous avons suivie pour réduire l'équation du second degré à une forme simple n'est plus applicable, parce que le déterminant des coefficients des inconnues dans les équations (13) qui donnent le centre de la courbe est égal à zéro ; ces équations sont incompatibles ou se réduisent à une seule.
Dans le premier cas, la conique n'a pas de centre ; on dit quelquefois que son centre est à l'infini ; dans le second, elle a une infinité de centres, dont le lieu est la droite représentée par l'une ou l'autre des équations identiques /"i =0, fy = 0. Nous emploierons dès lors une autre méthode de réduction, en simplifiant d'abord les termes du second degré.
Lorsque A est nul, la condition B^ — AC = 0 entraine B = 0; C n'est pas nul, sinon l'équation ne serait plus du second degré, et le seul terme du second degré dans le premier membre est Cy^ . Lorsque A n'est pas nul, nous pouvons nous ramener à ce cas par une transformation de coordonnées en changeant la direction des axes sans changer l'origine.
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Remarquons que les termes du second degré fonnent un carré parfait, et peuvent s'écrire
si nous prenons deux nouveaux axes rectangulaires Ox', Oy', tels que (Ox, Ox') = a , et si nous utilisons les formules (10), l'expression précédente devient
-^ I (A. cos a -f- B sin a)x' — (A sin a — B cos a)y ' 1 ;
le terme en x' disparait si nous choisissons a par la condition
(19) A cos a + B sin a = 0,
qui donne
^«AN sin a cos a 1
A — B =bv/A»-+-B*
Il ne reste comme terme du second degré que celui qui renferme y'* ; nous pouvons remarquer que le nouvel axe des x' est la direction asymptotique double de la conique, et nous verrons que cette direction est celle de Taxe.
Après la transformation précédente, Téquation devient
le terme tout connu n'ayant pas changé, et les autres ayant les valeurs
C'=i-(Asin« — Bcos«i)» = ^^l^t^i
AD-4-BE
=bv/A*-f-B>' le coefficient G' n'est pas nul.
277. Recherche du sonunet. — Plaçons-nous dans le cas où D' n'est pas nul ; si E' et F sont tous deux nuls, l'équation présente une forme simple ; lorsque cela n'a pas lieu, nous pouvons nous ramener à ce cas par une transformation de coordonnées, en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes en un point 0' convenablement choisi.
Soient x^, yi les coordonnées de ce point dans le système Ox\ Oy', et soient O'af, O'y' les nouveaux axes ; les formules de transformation sont
x' = xi4-ir^, y' = î/o-f-y'.
En portant ces valeurs dans Téquation (21) et ordonnant, elle devient
C'y'« -h 2D V -+- 2 (C'yi -f- E')y'' rf- Gt/? -h 2D'xi + 2E'yi + F = 0 ;
nous choisirons d'abord i/o par la condition que le coefficient de y'
soit nul, puis Xq par la condition que le terme constant soit nul ; ce
choix est toujours possible d'une seule manière puisque G' et D' ne sont pas nuls ; il nous reste finalement Téquation
Cy*-h2D'ar'=0,
dont nous ne pouvons pas diminuer le nombre des termes. Nous pouvons supposer que G' et D' sont de signes contraires ; si cela n'avait pas lieu, il suffirait de prendre comme directions positives sur les nouveaux axes les directions opposées à 0 V et O'y" ; cela revient à changer le signe de af et de y" dans Téquation, ou finalement à changer le signe de D' . Les coefficients G' et D' étant de signes contraires,
D' nous poserons — ^^ =/' » ^^ ^^^^ aurons Téquation simple
y''^ — 2paf = Q
que Ton appeUe équation rédaite. Elle représente toujours une parabole, comme celle que nous avons étudiée au n** 97.
Nous voyons que la direction des axes O'af et Oa?' est celle de Taxe de la courbe, et que 0' en est le sommet. Les calculs que nous venons d'effectuer permettent de déterminer l'axe, le sommet et le paramètre d'une parabole représentée par l'équation (i).
Nous allons appliquer cette méthode à la courbe représentée par Téquation (7), n* 272; la direction de l'axe est celle de la bissectrice de
Fangle xOy, et a est égal à -y- ' ^^ sorte que les formules de transformation sont
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Il est inutile d'appliquer les formules (22) pour calculer les coefficients de Téquation transformée, et il suffit de remplacer dans Téqoation(7) a; et j^ par les valeurs précédentes ; elle devient alors
En posant ensuite
elle se transforme dans Téquation réduite
Cette équation représente une parabole de paramètre p = ^\
son axe est la bissectrice de Tangle osOy, comme il est indiqué dans la figure 89 ; son sommet est le point 0', situé sur cette bissectrice,
et tel que 00' = Y'
278. Condition pour que Téquatlon du second degré représente deux droites. — Nous avons supposé dans le numéro précédent que le coefficient D' n'est pas nul ; lorsqu'il est égal à zéro, l'équation (21) ne renferme plus qu'une variable y' y et son premier membre est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires, sous la forme
y[ et y'i étant les deux racines de l'équation en y'. En annulant chacun de ces facteurs, nous obtenons les équations de deux droites parallèles à Ox' , ces droites étant réelles et distinctes, imaginaires ou confondues suivant la nature de y[ et yi. L'équation du second degré représente donc dans ce cas deux droites parallèles.
Nous allons démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que D' soit nul est que le déterminant (15) désigné par A soit égal à zéro ; sa valeur est en effet égale, dans le cas général, à
A = F(AC — B») -f- 2BDE — AE* — CD*. Si nous tenons compte de la relation AC — B' = 0 , et si nous rem-
plaçons C par —j A étant supposé différent de zéro, nous avons
nous voyons que A et D' sont nuls simultanément.
Dans le cas tout à fait spécial où A et B sont nuls, sans que G le soit, réquation (i) est déjà sous la forme (21); pour qu'elle représente deux droites parallèles, il faut et il suffit que D «soit nul ; mais comme A se réduit alors à — CD* , A et D sont encore nuls simultanément.
Nous voyons donc que A == 0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu'une conique du genre parabole représentée par Téq nation (1) se décompose en deux droites parallèles. Nous vérifierions facilement que c'est aussi la condition pour que les équations du centre fi = 0, fj=^0 se réduisent à une seule.
Si nous réunissons le résultat précédent à celui que nous avons obtenu au n® 274, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Pour que Véquation du second degré représente deux droites, il faut et il suffit que le déterminant A soit nul; les droites se coupent si le déterminant 8 n'est pas nul; elles sont parallèles ou confondues si S est égal à zéro.
Lorsque B n'est pas nul, le procédé le plus simple pour déterminer les droites dont se compose la ligne du second ordre consiste à faire passer par le centre des parallèles aux directions asymptotiques ; le même procédé est du reste applicable à la détermination des asymptotes d'une hyperbole représentée par une équation quelconque du second degré.
279. Diamètres des courbes du second ordre. — Nous avons vu (n** 254) que les points de contact des tangentes à une conique parallèles à une droite de coefficient angulaire m sont situés sur une droite représentée par l'équation
que nous avons appelée diamètre. Nous allons montrer que cette droite est aussi le lieu des milieux des cordes de la conique parallèles à la droite donnée.
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Soient MM' une telle corde {fig, 93) et P son milieu; si (x,y) sont les coordonnées de ce point P , a Tangle que fait avec Ox la direction MM', p la valeur relative d'un vecteur issu du point P et
placé sur cette corde, les coordonnées X, Y jyj/ de Textrémité de ce vecteur sont (n* 78)
X = a? -f- p cos «, Y = y H- p sin a.
En écrivant que X et Y satisfont à l'équation de la courbe, nous aurons la relation
Fig. 1».
f(x-\-p cos a, y -h p sin a) = 0;
en développant le premier membre d'après la formule de Taylor comme nous Tavons fait au n° 164, nous récrirons
/'(x,y)-4-p(/'icosa + /'^sin a) -h p*(Acos*a-|- 2B cos a sin a -f- Csin* a)=0.
C'est une équation du second degré en p, et ses racines sont les valeurs relatives des deux vecteurs PM et PM' . Si le point P est le milieu de la corde MM', les deux valeurs de p fournies par l'équation précédente sont égales et de signes contraires, et leur somme doit être nulle; en écrivant cette condition, nous trouvons entre x et y la relation
(24) /'icosa + /';sina = 0.
Si nous remplaçons tg a par le coefficient angulaire m de la direction donnée, nous obtenons précisément l'équation (23) ; cette relation est la condition nécessaire et suffisante pour que le point (x, y) soit le milieu d'une corde de coefficient angulaire m ; elle est donc l'équation du lieu des milieux de ces cordes, ce que nous voulions établir.
Lorsque la conique donnée a un centre, nous pouvons remarquer que l'équation (23) est satisfaite par les coordonnées de ce centre, puisqu'elles annulent fl et fy ; nous en concluons que tous les diamètres passent par le centre ; ce résultat est évident géométriquement.
280. Diamètres conjugués et axes. — L'équation (23) du diamètre
de la direction m est, en développant les calculs,
Aaî-HBy + D-4-m(Ba;-|-Gy-hE) = 0;
le coefficient angulaire m' de cette droite a pour valeur
, A 4- Bm .
B-hCm
nous déduisons de là qu'entre m et m' existe la relation (25) AH-B(m-hm') + Cmm' = 0.
Elle est symétrique en m et m' ; nous en concluons qu'inversement le diamètre de la direction m' a pour coefficient angulaire m ; les deux directions m et m' sont dites conjuguées. Dans le cas d'une ellipse ou d'une hyperbole, deux diamètres passant par le centre et dont les directions sont conjuguées sont appelés diamètres conjugués ; chacun d'eux coupe en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre.
Les directions des axes d'une conique sont deux directions conjuguées et dé plus rectangulaires ; leurs coefficients angulaires satisfont à la relation (25) et de plus à la condition de perpendicularité
mm'-hi =0.
Pour trouver les coefficients angulaires des axes, il suffit de remplacer m' par ^^ dans la relation (25), ce qui donne l'équation
Bm«-h(A — C)in — B = 0;
elle est du second degré en m et a deux racines réelles dont le produit est égal à — 1 ; ces deux racines sont donc les coefficients angulaires de deux directions rectangulaires.
Lorsqu'on a ainsi trouvé les directions des deux axes, il suffit de déterminer le diamètre de chacune de 'ces directions pour avoir Taxe parallèle à l'autre ; remarquons que l'équation précédente est équivalente à Téquation (18) du n** 275, qui a servi à trouver les directions des axes dans la réduction de l'équation du second degré.
281. Diaaiètres de relllpse. — Appliquons les considérations précédentes à l'ellipse représentée par l'équation
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Le diamètre de la direction m a pour équation
son coefficient angulaire m' a pour valeur — » de sorte qu'entre
m et m' existe la relation
mm' = ;
c'est la relation qui existe entre les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués. Gomme le produit mm' est négatif, on voit que deux diamètres conjugués tels que MMi et M'M^ (fig. 94) sont toujours situés dans des angles différents formés parles axes Ox, Oy . Nous pouvons ajouter que les tangentes aux extrémités de chaque diamètre sont parallèles au diamètre conjugué ; par suite, les tangentes en M , Ml , M' et Mi forment un parallélogramme circonscrit à Tellipse. Lorsqu'on prend comme axes de coordonnées Ox' et Oy' deux
diamètres conjugués tf d'une ellipse tels que
OM et OM', Téquation de la courbe doit être telle qu'à chaque valeur de x' correspondent deux valeurs de y' égales et de signes contraires, et à chaque valeiur de y^ correspondent également deux valeurs de x' égales et de signes contraires ; cela ne peut avoir lieu que si l'équation ne renferme ni x" ni y' au premier degré ; elle a donc la forme
AV«-hCy«-+-F' = 0;
nous pouvons l'écrire, en introduisant les longueurs OM = a' et OM' = b' des demi-diamètres conjugués,
Fig. 94.
Nous voyons qu'elle a la même forme que lorsque l'ellipse est rap-
portée à ses axes, mais il faut remarquer toutefois que deux diamètres quelconques forment un système d^axes de coordonnées obliques.
282. Théorèmes d'Apollonlos. — La somme des carrés de deux diamètres conjugués d'une ellipse est égale à la somme des carrés des axes,
La surface du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est égale à la surface du rectangle construit sur les axes.
Soient (x,y) les coordonnées de Textrémité M d*un diamètre,
(^»yO celles de l'extrémité M' du diamètre conjugué ; si 9 et 9'
sont les paramètres angulaires relatifs à ces deux points, nous avons
X = a cos 9 , y = fc sin ç ,
x* = a cos ç' , y' = b sin 9' .
D'après la relation (26) qui existe entre les coefficients angulaires
m = -2t et m' = -2^ des deux diamètres, nous avons entre 9 et »' la
relation
y sin y sin y^ 6^
a* cos 9 cos 9' a*'
ou bien tg 9 tg 9' = -— i ;
nous en concluons que 9' est égal à 9-+--^ ou à 9-hir*
Nous pouvons adopter pour 9' la valeur 9 -H ■?• ; Tautre valeur
correspondrait au point M( diamétralement opposé à M' et rien ne serait changé dans les conclusions qui suivent ; en remplaçant 9' par cette valeur, nous avons
x' = — a sin 9 , y' = b cos 9 .
La somme des carrés des diamètres MMi, M'Mi est égale à 4(aî* -I- y« -I-. a;'* -H y'*) ; en remplaçant x,y ,x\y' par leurs valeurs, nous trouvons qu'elle est égale à 4(a^ + 6'), et le premier théorème est démontré.
La surface du parallélogramme construit sur les deux diamètres est égale à 8 fois celle du triangle OMM' ; d'après la formule du n® 87, elle a pour valeur
k(jf'x — x'y) = 4a6(cos*9 "^ sin*9) = 4a6 , et le second théorème est démontré.
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Si Ton désigne par a' et V les loaguears de deux demi-diamètres conjugués OM, 0M^ et par 6 l'angle qu'ils font entre eux, les théorèmes d'Apollonius s'expriment par les deux relations
a'» -^ 6'» = a« -h AS a'V sin6 = a6.
2^8. Diamètres de Thyperliole. — Pour trouver les propriétés des diamètres de l'hyperbole représentée par l'équation
il suffit de changer h^ en — 6* dans les résultats trouvés pour l'ellipse; l'équation qui lie les coefficients angulaires m et m de deux diamètres conjugués est
mm! =1 —r , a*
m et m' sont toujours de même signe, mais, leur produit étant -^
h l'un est en valeur absolue inférieur k — et l'autre est supérieur à cette
quantité ; comme — est la- valeur absolue du coefficient angulaire ies
asymptotes, on voit que deux diamètres conjugués OM, OM' de
l'hyperbole sont tou- \ ^x^ jours dans le même
angle des axes Ox, Oy^ mais sont toujours séparés par les asymptotes (Jpg. 95); l'un rencontre en des points réels H et Mt Thyperbole donnée, l'autre la renconti^e en des points imaginaires, mais coupe l'hyperbole conjuguée en Fig. gS. des points réels M' et
Mi. Onvérifieraitfaci-
lement que les tangentes aux deux courbes en ces q^iatre points
forment xat parallélogramme dont les côtés sont parallèles aux diamètres.
En désignant par a' et b' les longueurs des demi-diamètres conjugués OM et 0M% Téquation de la courbe rapportée à ces deoûdiamètres comme axes est
S^t4. IHamèlres de la parabole. — Le dia^nètre de ia direction de coetficient angulaire m dans la parabole représentée par
est représenté par Téquation
— p-f-my=0;
nouis voyons qu'il ^t parallèle à Taie de la courbe.
En prenant comme axes de coordonnées un diamètre lOV Ae la parabole et la tangente Q'y' à l'extrémité, Téquation de la courbe a la forme
mais les axes de coordonnées ne sont rectangulaires que lorsqu'ils sont formés par Taxe de sj^nétrie de la parabole et par sa tangente au souHiet.
Lorsque l'équation générale du second degré représente une parabole, la direction de Taxe de cette courbe est celle d'un diamètre quelconque, en particulier, cieUe des droites représentées par fi = 0 ou f^z=iO; c*est donc la ibreetian de l'une des droites
Aa: -H By -t- D = 0, Ba? h- Cy -4- E = 0 .
On a l'axe lui-inême en cherchant le diamètre conjugué des cordes (Msrpendiculaires à la direction précédente.
Intersection de d^x coniques. — Les coordonnées des
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points communs à deux coniques S et St représentées par les équations
2hxy -f-Cy* +2Dar +2Ey h- F =0, Qy « H- 2D,a? -h 2E,y -h F| = 0
sont les valeurs de x et y qui satisfont à b fois à ces deux équations ; pour les trourer, on élimine entre elles une des inconnues, par exemple x\ le procédé le plus simple consiste à former une combinaison qui renferme cette inconnue au premier d^ré, et à Féliminer entre cette nouvelle équation et Tune des premières ; on obtient ainsi une équation résultante ft(y) = 0 , qui est en général du quatrième degré et fournit les ordonnées des points cbercbés ; à cbaque racine de cette équation correspond une valeur de x, par suite un point commun aux deux coniques. Les deux courbes ont ainsi en général quatre points communs, comme l'indique du reste le théorème de Bezout (n* 225).
Lorsque Tune des coniques S ou St est réduite à un système de deux droites, il suffit, pour trouver leurs points communs, de déterminer les points où chacune de ces droites coupe l'autre conique.
L'équation
représente, quel que soit X, une conique Ss qui passe parles points
communs aux deux coniques S et Si ; cette remarque permet de simplifier dans certains cas la recherche des points communs à ces deux coniques, car on peut remplacer Time d'elles par la conique Ss et choisir X de façon que le déterminant A relatif à l'équation de cette conique soit nul; elle se réduit alors à un système de deux droites.
Supposons que la conique Si soit formée de deux droites, et que (p(x, y) soit décomposable en un produit de facteurs du premier degré que nous représenterons par P et Q,
ces facteurs égalés à zéro représentant les deux droites ; l'équation (28)
prend alors la forme
/•(x,y)-hXPQ = 0;
ÉTUDE DES CQllRBES DU SECOND ORDRE
toutes les coniques qu'elle représente, telles que S« (Jig, 96), passent
par les points communs à S et aux deux droites.
Lorsque ces droites viennent se confondre, Q devient identique à P; les quatre points communs viennent se confondre deux à deux ; la conique S« est alors représentée par une équation de la forme
Fi«- 97-
/•(x,y) + XP« = 0.
On peut vérifier que les tangentes à S et Si aux points communs à S et à la droite P=:0 sont les mêmes ; on dit alors que les coniques S et S2 sont bitangentes (Jig. 97).
CM' CM
Si M décrit une ligne donnée^ le point M' décrit une ligne qui est dite Thomothétique de la première. Suivant que k est positif ou négatif, Thomothétie est appelée directe ou inverse.
Ëtant donnée Téquation d'une ligne S en coordonnées cartésiennes, nous allons former Féquatîon de la ligne S' homothétique de S, connaissant le rapport k et les coordonnées (xo, j/o) du centre C; si (^,2^) et (x\y^ sont les coordonnées de deux points M et M' correspondants ou, comme on dit, homologues, nous avons
a?' — a?o^.V' — .Vo^CM'_^^.
X— Xft y— yo CM *
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nous en déduisonsles formules de transfonnationî
(29) x=^-^(*-*K y^y-LtH^r
II suffit de Remplacer x et y par les valeurs précédentes dans réquation de la ligne S pour obtenir Féquation de la ligne homothétique S' ; comme les formules (29) sont du premier degré, les deux lignes S et S' ont le même ordre lorsqu'elles sont algébriques.
On vérifie en particulier que Thomothétique d'une droite est une droite parallèle à la première.
Supposons que S soit une conique représentée par Téquation (1) ; Téquation de la conique homothétique S" a, à un facteur près, le^ mêmes termes du second degré que celle de la première.
Réciproquement, si deux coniques rapportées aux mêmes axes sent telles que les termes du second degré dans leurs équations aient leurs coefficients respectivement proportionnels, ces deux courbes sont homothétiques.
On le démontre^en remarquant qu'on peut toujours calculer os^, yo et k de façon que Féquation de Tune des coniques, transformée parles formules (29), soitlidentique à celle de Tautre; en prenant a^, yo et k comme coordonnées du centre et comme rapport d'homothétie. Tune des coniques se confond avec Thomothétique de l'autre. Nous avons donc le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux coniques soient homothétiques est que les termes du second degré dans leurs équations soient proportionnels .
Par exemple, deux circonférences sont toujours homothétiques, et cela de deux manières ; on démontre que les rapports d'homothétie sont égaux, l'un au rapport des rayons et l'autre à ce rapport changé de signe.
CHAPITRE V ENVELOPPES DE U0NE8 PLANES
28*7. Enveloppa (Fane famille de lignes. — Considérons une ligne dont l'équation
renferme un paramètre a; en donnant à a toutes les valeurs possibles,
nous obtenons une infinité de lignes dont rensemble constitue ce qu'on appelle une famille de lignes.
»N Figurons les positions C,
C^ i^**N,te_ C% G", ... de la ligne corres-
pondant aux valeurs a, cT', ^ ^ Ns^ ^ a\ ... du paramètre (/îgr. 99);
pjg^ 99 on constate généralement que
Tensemble de toutes ces lignes recouvre une partie du plan et n'empiète jamais sur une autre partie, et de plus, que ces deux parties sont séparées par une ligne E à laquelle les lignes G, C, C", ... restent tangentes. Gette ligne E est appelée Venveloppe de la famille de lignes considérées.
Si les choses se passent comme nous venons de le dire, on constate graphiquement sur la figure qu'une ligne C est coupée par une ligne voisine G' en un point M voisin de Tenveloppe E, et que la limite de ce point M, quand G' tend vers G, est le point N où la ligne G touche cette enveloppe.
Nous allons préciser ces notions purement expérimentales et leur donner une forme analytique.
Une ligne G de la famille correspondant à la valeur a du paramètre est coupée par une ligne voisine G correspondant à la valeur a + Aa en un ou plusieurs points ; lorsque Aa tend vers zéro, G' tend vers G, et les points communs à ces deux lignes ont des positions limites que nous appellerons points caractéristiques de G ; le lieu des points caractéristiques de toutes les lignes G sera par définition l'enveloppe de ces lignes ; nous allons déterminer ce lieu par le calcul.
Soient
f(pt^^ y , fl) = 0, f(x,y, a -f- Aa) = 0
les équations des lignes G et G', déterminant les coordonnées des points communs à ces deux lignes ; nous pouvons remplacer ce système d'équations par le système équivalent
Lorsque Aa tend vers zéro, le premier membre de la deuxième des relations précédentes a pour limite la dérivée f^x, y, a) de f par rapport à a ; nous en concluons que les limites des points communs à G et G', c'est-à-dire les points caractéristiques de G, sont fournis par les deux équations
(2) f(x,y,a) = 0, fiJ^x, y,a) = (i.
D'après ce que nous avons dit au b? 8i, ces équations définissent le lieu de ces points, c'est-à-dire l'enveloppe ; si nous les résolvons par rapport k x eik y , nous obtenons les coordonnées des points de l'enveloppe en fonction du paramètre a ; si nous éliminons a entre les équations (2), nous formons l'équation de cette enveloppe.
Dans le cas particulier où l'équation (1) renferme a au premier degré et a la forme
le système des équations (2) est équivalent à
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les points caractéristiques sont fixes et sont les points communs aux courbes représentées par les équations précédentes ; les courbes de la famille passent toutes par ces points qui constituent Tenveloppe.
288. Nous allons vérifier dans le cas général que le lieu des points caractéristiques, que nous appellerons E, est bien tangent à toutes les lignes C, et touche chacune d'elles en ses points caractéristiques; cette propriété sera la justification du mot enveloppe appliqué à la courbe E. .
Soit N un point de coordonnées (x, y) qui est le caractéristique de la courbe C correspondant à la valeur fixe a du paramètre ; Téquation de la tangente en ce point à C est, comme nous Tavons vu au n® 249,
(x_xy;+(Y-y)/-;=o,
a étant traité comme une constante.
Cherchons maintenant la tangente à la courbe E au point N ; il faut supposer cette fois que Ton tire de la seconde des équations (2) la valeur de a en fonction de a; et de y , et qu'on la porte dans la première ; on calculera alors les dérivées du premier membre de cette équation en considérant a comme fonction des variables x et y; on obtiendra ainsi, pour représenter la tangente à E au point N, Téquation
mais fa est nul par suite de la seconde équation (2); il reste donc la même relation que précédemment. Nous concluons de là que les tangentes en N aux lignes G et E sont confondues.
289. Remarque. — Considérons pour un instant la première des relations (2) comme une équation par rapport à Tinconnue a ; nous devons, pour trouver Téq nation de Tenveloppe, éliminer a entre cette équation et sa dérivée ; mais cela revient à exprimer que Téquation a une racine double (n° 226) ; nous en concluons que Ton obtient Téquation de Icnveloppe d'une ligne C en exprimant que l'équation de cette ligne a une racine double par rapport au paramètre. Cette remarque est surtout applicable lorsque l'équation renferme le paramètre d'une manière algébrique au second degré.
Exemple, — Cherchons Tenvéloppé de la droite représentée par l'équation
où m est un paramètre variable ; en rendant Téquation entière, elle s'écrit
2m^x — 2my h- /> = 0 ;
en écrivant qu'elle a une racine double, nous obtenons réqUafion de Tenveloppe ; elle est
Tenveloppe est une parabole ; Téquation donnée représente, lorsque m varie, les tangentes successives à cette courbe.
290. Caustique par réflexion. — Comme autre exemple, cherchons la caustique par réflexion des rayons lumineux parallèles entre
eux tombant sur un miroir sphérique concave. Si nous considérons seulement un plan de section passant par un diamètre du miroir parallèle aux rayons lumineux, et les rayons situés dans ce plan, nous sommes ramenés au problèiiie suivant :
Ëtant donnée une demi-circonférence de rayon r ayant pour centre l'origine (fig. 100), à chaque droite AB parallèle à Ox et rencontrant la demi-circonférence en B, on fait correspondre une droite BC telle que le rayon OB soit la bissectrice de l'angle ABC : trouver l'enveloppe de BC.
Soit i l'angle d'incidence ; la droite BC fait avec Ox l'angle 2i, et passe par le point B de coordonnées (rcos i, rsin i); son équation est
y — rsini = tg2i(«-^rcosi),
Fig. iOO.
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OU bien, en multipliant toiis les terâies par c6s 2i ,
(3) a;siQ2i~-y eos2{ = rsinî.
Formons Féquation dérivée de la précédente ; c'est
(4) 2xcos2i + 2y sin2î=:rcosi;
les équatioDS (3) et (4) définissent Tenveloppe; en les résolvant, nous avons
2a? = r(2 sin i sin 2i -4- cos i cos 2») = ^ cos ^1 -4- 2 sin^ i),
2y ==s r(si» 2i eos i — 2 cos 2i sin i) = 2r sin' i ;
nous pourrions éliminer i entre ces relations pour former Téquation du lieu, mais il est préférable de laisser x et y exprimés au moyen de K, et de construire la courbe au moyen des expressions précédentes.
Lorsque ï=0, on trouve a; = ~T y = 0, c'est-à-dire le foyer F
du miroir ; Tenveloppe a la forme indiquée figure 100.
291. CUis de deux paramètres. — Supposons qu'une ligne G dépende de deux paramètres a et 6 liés par une relation donnée ; soient
Féquation de la Courbe, et
la relation entre les paramètres. En tirant b de la seconde en fonetioh de a et portant la valeur trouvée dans la première, il ne restera plus dans celle-ci que le paramètre a, et Ton sera ramené au cas précédent ; on peut cependant se dispenser de résoudre la deuxième équation par rapport à 6, et conduire les calculs d'une manière plus symétrique, que nous allons indiquer :
En supposant pour un moment b remplacé dans Téquation (5) par sa valeur en fonction de a, nous devons joindre à cette équation sa dérivée par rapport à a ; nous avons de cette façon
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mais b est lié à a par Téquation (6), et celle-ci donne par dérivation
si nous éliminons -7— entre ces relations, nous obtenons da
Il suffît d'éliminer a et 6 entre les équations (5), (6) et (7) pour avoir Téquation de l'enveloppe.
Exemple» — Enveloppe d'une droite qui détermine avec les axes de coordonnées rectangulaires un triangle de surface constante égale à S.
Si a et 6 sont les segments déterminés par la droite considérée sur les axes, cette droite a pour équation (n« 82)
la condition imposée à la droite s'exprime par la relation (p(a, 6) = a6 — 2S = 0.
La relation (7) devient ici
- » ou — = 4- »
ï vu = -Y- >
l'élimination de a et de 6 entre les trois relations est immédiate ;
d'après la première, — et ^, qui doivent être égaux, ont pour valeur I • a b
~» d'où l'on a a = 2x, 6 = 2y, et en portant ces valeurs dans
la seconde, on obtient Téquation de l'enveloppe, qui est
elle représente une hyperbole équilatère rapportée k ses asymptotes (n'» 95).
COURBURE DES COURBES PLANES
292. Centre et rayon de courbure. — Considérons d'abord un cercle de centra C et de rayon R et sur ce cercle un arc quelconque MM' ; les normales aux extrémités de cet arc se coupent au point C ;
de plus, si Aa estTangle formé par ces normales, nous avons
„ arc MM'.
Aa
nous allons généraliser ces notions dans le cas d'une courbe quelconque.
Soit (fig. 101) M un point d'une courbe et MN la normale en ce point ; considérons un point M' voisin du premier et la normale en ce point M'; elle coupe la première en un point N, Si Ton fait tendre M' vers M, le point N tend vers une position limite G que l'on appelle centre de courbure de la courbe au point M, et MC est appelé rayon de courbure. Nous allons déterminer la position du point C, et nous démontrerons ensuite que le rayon de courbure est égal à la limite du rapport de Tare MM' à l'angle MNM' des deux normales.
Le problème de la détermination du point C est identique à celui
Fig. 101.
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que Ton a à résoudre lorsque l'on cherche Fenveloppe des normales successives à la courbe donnée ; le point C est en effet la limite du point de rencontre de MN avec la normale infiniment voisine, et c'est le point de contact de MN avec son enveloppe.
D'après ce que nous avons vu dans le chapitre précédent, il est donné par Téquation de la normale et par la dérivée de cette équation par rapport au paramètre variable qu'elle renferme; ce paramètre est ici la variable au moyen de laquelle s'expriment les coordonnées z et y des points successifs de la courbe donnée.
L'équation de la normale (n^ 250) est
(1) (X«x)rfa:^.(Y-y)dy = 0;
annulons la dérivée ou, ce qui revient au même, la différeiiUelle du premier membre en considérant x ei y comme fonctions d'un même paramètre ; nous obtenons de cette façon
(2) (X~a:)</*a:-f-(Y — y>/*y— rfx« — c/y» = 0.
11 suffit de résoudre ces deux équations par rapport à X et Y pour trouver les coordonnées de C ; nous obtenons ainsi les formules
(K\ X ^- dy{dx^-hdy^) ^ _ dxjdx^ -h dy^)
Le rayon de eourbure est égal à/(X — a?)* -h (Y — y)*, et sa mesure est égale à la valeur absolue de l'eirpression
W tt— dxd^y-^dyd^x
dont le numérateur est supposé pris avec sa valeur arithmétique.
Si l'on veut mettre en évidence le paramètre au moyen duquel s'expriment x et j^, et si on le désigne par f, on doit remplacer dans les formules précédentes dx^dy^d^x et dhf par ddl^tfit^ afdt^ et y'di^^ et elles deviennent
Si X e&t la variable indépendante et y une fonction donnée de x, nous pouvons introduire dans les équations (3) et (4) Içs dérivées dç y , enpos^t dy=y*dXf d^yss^y^dx^ et (f^^==0; nçus obtenons ainsi les formules simples
Dans certaines recherches, on considère le rayon de courbure non comme une longueur mais comme un vecteur porté par la normale à la courbe à partir du point M ; on choisit alors sur la tangente et sur la normale des sens positifs de la manière suivante :
Sur la tangente, on prend comme sens positif MT celui du déplacement du point M lorsque le paramètre t va en croissant ; en mécanique, c'est le sens du mouvement si l représente le temps. On adopte de plus en géoméiiie le sens ainsi choisi pour sens des arcs croissants, de telle sorte que la dérivée ^ de Tare est toijgours égale à la valeur arithmétique de v^a;'*H-y'* (n* 198). On adopte ensuite sur la normale
un sens positif MN tel que Tangle (MT, MN) soit égal à -h ^ ; le
système MT, MN a alors la même orientation que le système des axes de coordonnées.
Nous allons vérifier que MN est précisément la direction positive qu'il faut adopter sur la normale pour que le vecteur MC ait R pour valeur relative ; si nous désignons par a' Tangle de cette direction positive avec Taxe Ox, et par a Tangle de la direction MT avec le
même axe, il nous suffira de vérifier que af est égal à a + -^ ^ ou bien
que sin (a' — a) est égal à -4- 1 .
Or a' et a sont tels que Ton a
cosa' = — ~ — , sma' = — — ^r R R
cos a = r ' sin a = "
si nous calculons l'expression
sin (a' — a) = sin a' cos a — cos a' sin a = ^ ^ ^ — j — ^^
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en nous servant des formules (5) et (6), nous constatons qa'eOe est égale à + 1 comme nous l'avions annoncé ; nous pouvons donc affirmer que R est, dans tous les cas de figure, la valeur relative de M C porté par la direction MN choisie sur la normale comme nous Tavons dit.
298. Nous allons démontrer que R est égal à la limite du rapport de Tare MM' à Tangle MNM' des deux normales ; remarquons que cet angle est égal à Tangle des deux tangentes en M et M'. Si a est comme précédemment Tangle de la tangente en M avec Ox, et a -h Aa Tangle de la tangente en M' avec le même axe, Tangle MNM' est égal à Aa. En désignant par A« Tare MM' nous avons à démontrer que R est la limite du rapport -— i c*est-à-dire est égal au
quotient -r— des différentielles de s et de a. aa
Or nous avons déjà (n* 198) dsz=^da^-{-dy*; il nous reste à évaluer dd. Nous savons que le coefficient angulaire de la tangente MT est égal à --^ « et a pour valeur tg a ; nous avons donc
a = arctg^,
d'où, en dilTérentiant,
, 1 dxd^y — dyd^x dxd^y — dyd}x,
\ (^y\ "^^^ ~ rfx* -+- dy^ '
nous avons par suite
ds^ _ {dx^-hdyY dct dx d^y — dyd^x '
et ce quotient est bien identique à R, ce que nous voulions établir.
Il résulte de ce qui précède qu'un petit arc d'une courbe pris dans le voisinage d'un de ses points M diffère peu d'un petit arc de cercle ayant pour centre le centre de courbure et pour rayon le rayon de courbure en ce point. Ce cercle s'appelle cercle de courbure et aussi cercle osculaleur au point M. On appelle courbure en un point Tinverse du
rayon de courbure, c'est-à-dire la valeur de -p •
294. Développée. — Le lieu des centres de courbure d'une courbe
COURBURE DES COURBES PLANES
plane s appelle la développée de cette courbe; cette ligne n'est autre
que l'enveloppe des normales, et chaque normale est tangente à la développée précisément au centre de courbure.
La développée est définie par les équations (i) et (2), ou encore par les équations (3) qui déter- - minent les coordonnées (X, Y) de ses points successifs. Toute courbe qui a pour développée une courbe donnée s'appelle une développante de cette courbe.
'^' Exemple. — Développée de
, „ i'e//i/i*e. — Nous savons que les
coordonnées d un point M de TeUipse sont exprimées au moyen du paramètre angulaire (p par les formules
a? = acos<p, y=:6sin<p.
L'équation de la normale est, d'après la formule (1),
— (X — acos(p)asin<pH-(Y — 6sin(p)6cos<p = 0, ou bien, en représentant par c« la quantité a« — 6^,
aX sin © — 6Y cos ^p = c« sin <p cos <p ; sa dérivée par rapport à <p est
aX cos (p + 6Y sin (p = c«(cos« <p — sin« <p) ;
nous déduisons de là, en résolvant les deux dernières équations, les coordonnées du centre de courbure ; elles sont
X = -^ cos» ^ , Y = — ^ sin» <f .
Bn faisant varier ^ de 0 à 27c, nous obtiendrons tous les points de la développée de l'ellipse; l'équation de cette courbe résulte de VoGT. — Math. sup. 29
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l'élimination de 9 entre les formules précédentes ; en écrivant que cos' f + sin' ? = ^9 nous avons
La courbe a la forme indiquée dans la figure 102 ; eUe a quatre points de rebroussement situés sur les axes, et ces points sont les centres de courbure relatifs aux quatre sommets.
Les tangentes à la développée menées par un point du plan sont les normales à Tellipse issues de ce point ; si celui-ci est intérieur à la développée, on peut tracer quatre normales réelles, et s'il est extérieur, on ne peut en tracer que deux.
CHAPITRE VII TANGENTES ET NORMALES AUX FIGURES DE L'ESPACE
295. Tangente en un point d'une courbe de l'espace. — Comme nous Tavons déjà dit, la tangente en un point M d'une courbe est la limite des positions d'une sécante passant par ce point et par un point voisin M' situé sur la courbe, lorsque ce point M' se rapproche indéfiniment du premier. Si, en coordonnées cartésiennes, les coordonnées x^y^z d'un point M de la courbe sont des fonctions d*un même paramètre t et ont des dérivées Xt , y't , %[ « il existe une tangente en ce point M, et nous avons vu au n** 133 que les équations de cette tangente sont
ou bien, en multipliant les dénominateurs par dt,
X — a: Y — y Z — jg
dx dy ~ dz
Si Ton égale ces rapports deux à deux, on obtient les équations des projections de la tangente sur les plans de coordonnées ; mais ces équations sont précisément celles que Ton obtiendrait en cherchant les tangentes aux projections de la courbe sur ces plans [n9 248, équation (3) ] ; nous concluons de là que la projection sur un plan de coordonnées de la tangente à une courbe de l'espace est tangente à la projection de cette courbe.
Cette propriété s'étend à la projection sur un plan quelconque ; il est facile du reste de la démontrer géométriquement.
Comme exemple, considérons la courbe définie par les équations
x = Rcos^, y = Rsin<, z = AR<,
où t est un paramètre yariable ; pour construire le point de cette
courbe correspondant à une valeur de ce paramètre, on prend sur le cercle de centre 0 et de rayon R tracé dans le plan des xy un point P tel que (Ou, 0P)= / (fig. 103), et sur la parallèle à Oz tracée par P une cote (PM) = kKL On voit que (PM) est proportionnelle à Tare AP du cercle; la courbe lieu du point M est une Iiélice tracée sur le cylindre de révolution de rayon R ayant pour axe Oz.
Les dérivées de x, y, z sont
^^ a^ = — Rsin<, yî = Rcos/, z{ = AR;
Fig. 103.
en les portant dans les équations (1),
nous obtenons les équations de la tangente
X — Rcos< Y — Rsin< Z — kRt
— sin^
cost
Les paramètres directeurs de cette tangente étant — sin i, cos t, kf Tangle V de la tangente et de Taxe des z est donné [n* 110^ formule (4)] par
cosV=-
nous voyons que cet angle V est constant ; d'où ce théorème :
La tangente en an point d'une hélice circulaire fait un angle constant avec la génératrice du cylindre passant par ce point.
296. Plan normal. -— Le plan mené par un point d*une courbe perpendiculairement à la tangente s'appelle plan normal ; il a pour équation
(X — a:)c/aî-f-(Y — y)c/yH-(Z— z)rfz = 0.
297. Cas de rinterflecUon de deax surfaces. ^- Supposons que la courbe soit représentée par deux équations,
en les diiïérentiant, nous avons
<p4 Ja: -h (p^rfy -+-<pîrfz = 0;
si les trois différences f'yffi — ffyfj , /"ici — <^if^ , /"iç, — (pi/'y ne sont pas nuUes en même temps, ces équations donnent des valeurs proportionnelles à dxj dy et dzy et en les portant dans les relations (2), nous aurons les équations de la tangente ; mais il est plus simple de remplacer dans les équations (3) dxy dy et dz par les valeurs proportionnelles tirées des relations (2) ; nous trouvons ainsi pour représenter la tangente les deux équations
298. Plan tangent à une surface. — Théorème. — En un point M d'une surface, les tangentes à toutes les courbes passant par ce point et tracées sur la surface sont situées dans un même plan, que Von appelle plan tangent à la surface au point M .
Soit f(x, y, 2) = 0 Téquation de la surface donnée; une quelconque des courbes passant par le point M et tracée sur la surface (/îgr. 104), peut être considérée comme Tintersection de cette surface et d'une autre, représentée par exemple par l'équation <p(x, y, a) = 0. La tangente BIT à cette courbe est donnée par les équations (4), et elle est la droite d'intersection des deux plans représentés par ces équations ; le premier de ces plans ne dépend que de la surface donnée et est fixe quelle que soit la courbe considérée passant par M ; il contient
dès lors les tangentes à toutes les courbes pas&ant par M , et c'est le plan tangent en ce point à la surface.
Il résulte de là que Téquation du plan tangent en un point d'une surface f(xy y^ z) = 0 est
Le raisonnement serait en défaut si /*4, fy^ f's étaient tous les trois nuls ; on dit dans ce cas que le point M est un point multiple ou singulier de la surface. Des considérations analogues à celles du n^ 252 s'appliqueraient à Tétude d une surface aux environs d'un point singulier; nous mentionnerons seulement ce fait que les tangentes aui courbes qui passent en un tel point forment en général un cône ; par exemple le sommet d'une surface conique est un point singulier, et les tangentes sont les génératrices de cette surface.
Si une ligne est l'intersection de deux surfaces, la tangente en un point de cette ligne est contenue à la fois dans les plans tangents en ce point aux deux surfaces, elle est par suite l'intersection de ces plans tangents. C'est ce que montrent du reste les équations (4) du numéro précédent ; elles représentent en effet les plans tangents aux deux surfaces /■(x, y, z) = 0, cp(x, y, z) = 0, dont la ligne considérée est l'intersection.
Si dans l'équation d'une surface /*(x, y, z) = 0 on remplace x, y, z
par y, 2q^ -1 et qu'on chasse s'il y a lieu les dénominateurs, on z t t
obtient une équation /"(xi, yi, Zi, <) = 0 qui est homogène ; un raisonnement analogue à celui du n^ 249 montre que l'on peut remplacer dans l'équation (5) la quantité x/'i -f- y/"^ -f- «/"i par — fi, f[ étant la dérivée par rapport à t dans laquelle on fait ensuite ^=1. L'équation du plan tangent se met alors sous la forme
(6) x/-iH.Y/-;-+-z/-i-f-/-f = o.
Considérons par exemple l'ellipsoïde représenté par l'équation
a* 6' c' . cette équation rendue homogène devient
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nous avons
en faisant dans ces dérivées ^= f, portant les valeurs trouvées dans Téquation (6) et divisant par 2, nous obtenons pour Téquation du plan tangent
2MH^. Plan tangent en un point d'une aurfaee réglée. — Snrfaee développable. — Un plan est déterminé par deux droites qoi se coupent ; nous en concluons que le plan tangent en un point M d'une surface est déterminé par les tangentes à deux lignes tracées par le point sur la surrace, pourvu que ces tangentes soient distinctes. Par exemple si les coordonnées des points d'une surface sont représentées en fonction de deux paramètres u et v (n° 106) par les équations
x = /"(a,r), y = (p(ii,»), z = 4<n,t;),
les tangentes en un point aux lignes v = c^ et iz = c^ ont respectivement pour équations
X— x^Y~.v _Z — z fi ?i +i '
et le plan tangent a pour équation
fi
S'il existe sur la surface une droite passant par le point M, elle est à elle-même sa propre tangente et est contenue dans le plan tangent en ce point.
Nous concluons de là que le plan tangent en un point d'une surface réglée renferme les génératrices rectilignes qui passent par ce point ; par exemple le plan tangent en un point d'un hyperboloîde à une nappe (n*» 126) ou d'un paraboloîde hyperbolique (n"» 128) est déterminé par les deux génératrices qui passent par ce point.
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Soient, en général,
(7) x^az-^p, y = 6x4- 7
les équations d'une génératrice d'une surface réglée, a^b.p^q étant fonctions d'un paramètre t ; le plan tangent en un point M, de coordonnées x^y^Zy contient d'abord la génératrice de ce point; si X, Y, Z sont les coordonnées courantes, son équation est de la forme
(8) (X — aZ — j5)-f-X(Y — 6Z — 7) = 0.
Nous achèverons de le déterminer en exprimant qu'il contient la tangente à là section de la surface par le plan passant par M et parallèle au plan xOy ; cette section est représentée dans son plan par les équations (7), où z est constant et l variable ; les paramètres directeurs de cette tangente sont
x[ = a'z +/>', y\ = Vz + q\ z\ = 0,
les accents indiquant les dérivées par rapport à L
En écrivant que le plan (8) est parallèle à cette droite, nous obtenons (n^ 113) la relation
(a'zH-/>')-hX(6'z-+-7') = 0»
qui détermine X ; en portant dans Téquation (8) la valeur ainsi trouvée, nous trouvons pour équation du plan tangent en M
X-aX--/>_Y^feZ-y
^^ a'z-^p' "^ b'z-hq' '
Lorsque le point M varie sur la génératrice, t reste fixe et z varie ; le plan tangent change ordinairement de direction, tout en contenant la génératrice. Un cas particulier remarquable est celui où le plan tangent reste le même pour tous les points de la génératrice ; pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que le rapport des dénominateurs de l'équation (9) garde la même valeur quel que soit z, et pour cela il faut et il suffît que l'on ait la relation
On dit qu'une surface réglée est développable si, pour une génératrice quelconque, le plan tangent est le même en tous les points de
cette génératrice ; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la relation (10) soit satisfaite identiquement, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de t.
Un cône est une surface développable, car si Ton choisit le sommet à Torigine, les valeurs de p et q doivent être nulles dans les équations (7). Un cylindre est aussi une surface développable, caries génératrices restant parallèles à une droite fixe, a et 6 ont des valeurs indépendantes de l ; dans Tun et Tautre cas, la relation (10) est satisfaite identiquement.
800. Normale à une surface. — La normale en un point (x, y, z) d'une surface est la perpendiculaire au plan tangent en ce point ; ses équations sont
~Tr-~fr TT*'
par exemple, la normale en un point d'un ellipsoïde a pour équations
Nous allons démontrer géométriquement la propriété fondamentale du plan tangent et de la normale à une surface de révolution. Le plan tangent en un point M d une telle surface {fig. 105) est déterminé par la tangente MT au parallèle et par la tangente MS au méridien du point M; cette dernière rencontre Taxe de la surface en un certain point S.
La normale à la surface en M est perpendiculaire au plan tangent, en particulier à la droite MT ; elle est donc contenue dans le même plan que le rayon MO du parallèle et que Taxe de révolution, qui sont tous deux perpendiculaires à MT ; on en conclut que la normale va rencontrer Taxe ; soit N le point de rencontre. Faisons tourner autour de Taxe la figure formée par le méridien du point M, les tangentes MT et MS et la normale MM; dans ses différentes
Fig. 105.
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positions, le plan SUT reste tangent à la surface et il passe toi^ours par S; de même, la droite MN reste normale à la surface et passe toujours par N ; on en conclut ce théorème :
Les plans tangents à une surface de révolution en tous les points d'un parallèle rencontrent Taxe en un même point, et il en est de même des normales.
801. Plana tangents à une surlace parallèles à un plan donné* —
Pour déterminer les plans tangents à la surface représentée par fÇx^ y , z) = 0 , parallèles à un plan d'équation
LX-*-MY^-NZ
nous prendrons comme inconnues les coordonnées (x, y , z) du point de contact de Fun de ces plans ; le plan tangent en ce point étant représenté par Féquation (5), la condition pour qu'il soit parallèle au plan précédent s'exprime par les relations
Ces équations représentent, lorsque x^y^z sont coordonnées courantes, une ligne que Ton appelle ligne diamétrale de la direction donnée de plan ; les points d'intersection de cette ligne et de la surface donnée sont les points de contact cherchés.
Lorsque la surface est du second ordre, toute ligne diamétrale est une droite que Ton appelle diamètre ; elle coupe généralement la surface en deux points ; on peut donc mener à la surface deux plans tangents parallèles à un plan donné.
802. Plana tangents à une surface parallèles à une droite donnée.
— Désignons par / , m , n les paramètres directeurs de la droite donnée ; si, comme précédemment, nous prenons comme inconnues les coordonnées 07, y, z du point de contact de Tun des plans tangents à la surface /'(a;,y,z) = 0 parallèles à cette droite, elles doivent satisfaire à la relation
(12) lf!.-¥-mfi^nf', = 0.
Cette équation représente, lorsque x^y,z sont coordonnées cou-
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ranies, une surface que Ton appelle surface diamétrale de la direction donnée ; elle coupe la surface donnée suivant une ligne G, et le plan tangent en un point de cette ligne satisfait à la condition donnée.
Les parallèles à la droite donnée menées par chacun des points de cette ligne G forment une surface cylindrique ; la surface donnée et cette dernière surface ont même plan tangent en chacun des points de la ligne G qui leur est commune, car ce plan passe par la tangente à la ligne G et est parallèle à la droite donnée. Le cylindre ainsi formé est dit circonscrit à la surface le long de la ligne G.
Dans le cas où la surface donnée est du second ordre, la surface diamétrale est un plan appelé plan diamétral et la ligne G est une courbe plane.
I. Plans tangents passant par un point. -*- Les plans tangents à une surface /'(a;,y,2) = 0 issus d'un point Mo(«o»yo,2o) sont complètement déterminés des que Ton connaît leurs points de contact ; les coordonnées x^y^z d'un de ces points doivent satisfaire d'une part à Téquation de la surface, et d'autre part à la condition que le plan tangent passe par le point Mo ; si l'on prend l'équation de ce plan sous la forme (6), cette dernière condition s'écrit
(13) aroA -h yon-^zof. H- f, = 0 .
L'équation (13) représente, lorsqu'on y considère x,y,z comme coordonnées courantes, une surface que Ton appelle polaire du point M par rapport à la surface donnée ; les deux surfaces se coupent sui> vant une ligne G et tous les points de cette ligne sont les points de contact de plans tangents répondant à la question.
Les droites issues du point M et s'appuyant sur cette ligne forment un cône ; la surface donnée et ce cône ont même plan tangent en tous les points de la ligne G qui leur est commune ; le cône ainsi formé est dit circonscrit à la surface le long de cette ligne.
Lorsque la surface donnée est du second ordre, la surface polaire d'un point est un plan que l'on appelle plan polaire de ce point par rapport à la surface, et la ligne G est une courbe plane.
304. Classification des surfaces du second ordre. — L'équation générale du second degré à trois variables s'écrit
(*) /"(«» y» z) = Ax» -+- Ay -h A'z« -f- 2Byz -h 2B'zx -h 2B'a:y
H-2(it-f-2C'y-4-2(rz + D = 0;
nous représenterons par ^(x, y, z) Tensemble des termes du second degré.
La classification des surfaces représentées par cette équation se fait d'une manière analogue à celle que nous avons suivie pour les coniques au chapitre iv et repose sur la nature des points à Tinfini de ces surfaces. Si un point M d'une surface s'éloigne indéfiniment, la limite de la droite joignant l'origine 0 à ce point est une direction asymptotique ; comme au n^ 27!, nous démontrerions que l'ensemble des directions asymptotiques est le cône représenté par l'équation
(2) ^(x, y, z) = Ax* -f- A'y« H- A'z« -h 2Byz -f- 2B'zx H- 2B'xy = 0.
On se rend compte de la nature de ce cône, que l'on appelle cône des directions asymptotiques de la surface, encherchantcelledela conique suivant laquelle il est coupé par un plan parallèle à un plan de coordonnées, par exemple par le plan z = A , et en appliquant les méthodes du chapitre rv.
Si le cône est imaginaire, c'est-à-dire n'a d'autre point réel que son sommet, on dit que l'équation (!) représente une surface du genre ellipsoïde ; on démontre qu'elle peut être une sphère, un ellipsoïde réel ou un ellipsoïde imaginaire.
Si le cône est réel et non décomposable, on dit que Téquation (i) représente une sorface du genre hyperboloîde ; on démontre qu'elle peut être un hyperboloîde à une nappe, ou à deux nappes, ou un cône ordinaire.
Si le cône est décomposable en un système de deux plans, ce que Ton reconnaît à ce que sa section par le plan z = A est décomposable en deux droites, la surface est du genre paraboloîdeou du genre cylindre ; on démontre qu'elle peut être un paraboloîde elliptique, un paraboloîde hyperbolique, un cylindre elliptique, un cylindre hyperbolique ou un ensemble de deux plans qui se coupent.
Si le cône est un système de deux plans confondus, la surface est du genre cylindre parabolique, ou se compose de deux plans parallèles.
La section par le plan z = h du cône représenté par Téquation (2) a pour équation
Ax« -h 2B'xy -^ ky -4- 2B'Ax 4- 2Bhy + AW = 0 ;
pour que cette conique soit réductible à un système de deux droites, il faut et il suffit (n** 278) que le déterminant
A B* B'A W A' BA B'A BA AW
soit nul ; il est égal au produit de A*, qui est différent de zéro, par le déterminant
Nous en eoncluons que si A n'est pas nul, le cône des directions asymptotiques est indécomposable, et la surface est du genre ellipsoïde ou hyperboloîde ; si au contraire A est nul, le cône est décomposable, et la surface est du genre paraboloîde ou cylindre, ou bien se décompose en deux plans.
805. Traasformatlon de coordonnées dans l'espace. — La réduction de Téquation du second degré à une forme simple s'effectue à l'aide
de transformations de coordonnées ; le problème que nous avons d'abord à résoudre s'énonce de la façon suivante : Étant donnés demx systèmes d'axes Oxyz^O'xfy'it'^ exprimer les coordonnées x,y,z d'an poitd quelconque dans le premier système au moyen des coordonnées a/, y*» st' du même point dans le second. Nous examinerons successivement plusieurs cas.
1« Cas* — Les nouveaux axes sont parallèles aux premiers et dirigés dans le même sens.
Ces axes sont complètement définis dès que Ton donne les coordonnées Xq, y^y Zq de la nouvelle origine 0' dans le système Oxyz ; un raisonnement identique à celui que nous avons fait au n° 273 nous montre que les formules de transformation sont
(3) a: = a:o-+-x', y = .Vo-»-y', z=Zo-^z\
2* Cas. — Les nouveaux axes ont la même origine que les premiers.
Nous supposons les deux systèmes Oxyz , Ox'y'z' rectangulaires ;
comme au n^ 117, nous désignons par a, , pi , yi les cosinus des angles que fait Ox" respectivement avec Oa5 , Oy , Os ; de même, par aj, p», ya les cosinus des angles que fait Oy'^ et par ocs, Ps, fs 1®^ cosinus des angles que fait Oz' avec Ox, Oy,Oz.
Si M est un point quelconque de Tespace (Jig. 106), traçons le contour OP'Q'M de ses coordonnées dans le second système et projetons ce contour, ainsi que sa résultante OM , sur chacun des axes Oxy Oy, Oz; le théorème des projections nous donne
Fig. lOS.
pr. OM = pr. OP' -+- pr. P'Q'-h pr. Q'M ; si nous projetons sur Taxe des x , nous avons
x=:a:' cos(Oar, Ox')-t-y'eos(Oa;, Oy') -h z' coh (Ox , Oz');
nous pouvons projeter de même sur les autres axes, et nous avons, en introduisant les valeurs données des eosinus, les formules de transformation
3* Cas. — Cas général. — Étant donnés les deux systèmes Oxyz , OVy'z', prenons un système d'axes intermédiaire O'xij/iZi ayant même origine que le second et mêmes directions d'axes que le premier ; nous avons alors à effectuer successivement les transformations du premier et du deuxième cas. Les formules qui en résultent sont, comme les précédentes, toutes du premier degré par rapport aux coordonnées anciennes et nouvelles ; nous en concluons que le degré d'une équation algébrique ne change pas par une transformation de coordonnées ; Tordre d'une surface ou d'une courbe algébrique reste donc le même lorsqu'on passe d'un système d'axes à un autre.
a06. Centre d'une surface du second ordre. — Comme au n° 274, nous verrions que si les termes du premier degré manquent dans l'équation (1), l'origine des coordonnées est centre de la surface, et réciproquement; nous sommes amenés, pour simplifier l'équation, à faire disparaître les termes du premier degré, si c'est possible, en faisant une transformation de coordonnées et transportant les axes parallèlement à eux-mêmes.
Si «6» yo9 ^0 sont les coordonnées de la nouvelle origine, et si l'on utilise les formules (3), l'équation de la surface dans le nouveau système est
pour que les termes du premier degré disparaissent, il faut que l'on ait |A = Axo-+-B'yo-»-B'Zo-HC = 0,
|/5. = B'a:o+A'yo-hBz,-f-C' = 0,
|A = B'Xo-hByo4-A%4-C' = 0.
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Le déterminant des coefficients des inconnues est le déterminant A du n"* 304 ; s'il n'est pas nul, c'est-à-dire si ia surface est du genre ellipsoïde ou hyperboloîde, les équations précédentes ont une seule solution ; la surface a un seul centre.
S11 est nul, les équations n'ont aucune solution ou en ont uoe infinité ; dans le premier cas, la surface est du genre paraboloîde ou cylindre parabolique, dans le second cas, du genre cylindre elliptique ou hyperbolique, ou bien décomposable en deux plans.
S'il existe un centre, en y transportant l'origine, l'équation transformée prend la forme
^(x',t/',xO + D' = 0.
Nous pourrions, comme aux n^" 275 et 276, amener une nouvelle simplification de l'équation soit avant soit après la réduction précédente, en changeant la direction des axes sans changer l'origine, et en faisant en sorte que les termes du second degré ne renferment plus que les carrés des variables ; mais une telle marche est compliquée, et c'est plutôt après avoir déterminé les diamètres et plans diamétraux que l'on effectue la recherche de la direction des axes de la surface.
307. PlanB diamétraux et diamètres des qoadriques. — Par un raisonnement analogue à celui du n<» 279, nous verrions que le lieu des milieux des cordes de la quadrique représentée par l'équation (1), parallèles à la droite de paramètres /, m, n, est le plan représenté par l'équation
(5) ir.'hmfi^nfi = 0,
que nous avons déjà rencontrée au n^ 302. Ce plan est le plan diamétral de la direction considérée ; son équation est satisfaite par les coordonnées de tout centre de ia surface.
Proposons-nous de trouver le lieu des centres des sections faites dans la quadrique (1) par des plans parallèles au plan
Lar -h Ml/ -f- Nz = 0 ;
un tel centre P (fig, 107) est caractérisé par cette propriété qu'il
partage en deux parties égales toutes les cordes telles que MM' qui passent par lui dans le plan de la section correspondante ; il appartient par conséquent aux plans diamétraux de toutes les directions parallèles au plan donné.
pj ^Qy Si /, /n, n sont les coefficients direc-
teurs d'une direction de cordes MM', le plan diamétral de cette direction est représenté par Téquation (5) ; d'autre part, /,m, n doivent satisfaire, d'après la condition du parallélisme d'une droite et d'un plan (n"" 113),
à la condition
/L-^mM-f-nN = 0;
nous pouvons tirer de cette équation l'une des trois quantités /, /n, n en fonction des autres ; si par exemple L n'est pas nul, nous avons
l = ; en portant cette valeur dans l'équation (5) du plan
diamétral et en ordonnant le premier membre par rapport à m et n, nous avons
{r.-^r.yif'-lr.)=o.
Tous les plans représentés par cette équation, lorsque m et n varient, passent constamment par la ligne dont on obtient les équations en annulant séparément les coefficients de m et n ; elles peuvent s'écrire sous la forme suivante
et représentent une droite. Nous arrivons ainsi à ce résultat: le lieu des centres des sections d'une quadrique par des plans parallèles à un plan donné est une droite, qui est le diamètre de ce plan. Nous avons déjà rencontré ses équations au n^ 301 . Remarquons que tout centre d'une quadrique appartient à tous les diamètres de cette quadrique.
808. Application à l'ellipsoïde. — Nous allons appliquer ce qu précède à l'ellipsoïde représenté par l'équation x2 y* 2« , .
a* 6' c* VoGT. — Math. sup. 30
ce que nous dirons s'étendrait aux hyperboloîdes et au cône en changeant le signe de c' et en modifiant le terme constant, ce qui ne change pas les équations (5) et (6).
Le plan diamétral de la direction de cordes l, m, n est représenté par Téquation
nz
et le diamètre de la direction de plans L, M, N a pour équations
Supposons que Ton prenne comme direction de plan celle du plan diamétral (7); le diamètre de cette direction est représenté par les
équations (8), où Ton remplace L, M et N par -^»r5»iî ^^^s obtenons ainsi les équations
la direction de la droite qu'elles représentent est précisément celle des cordes dont le plan (7) est le plan diamétral ; nous avons par suite le théorème suivant, exprimant la réciprocité qui existe entre les diamètres et les plans diamétraux :
Le diamètre d^une direction de plan diamétral est parallèle aux cordes que ce plan partage en deux parties égales.
Cela posé, soit Q un plan diamétral quelconque (Jig. 108) et
MOMi son diamètre ; d'après ce que nous venons de voir, ce diamètre est parallèle aux cordes que ce plan partage en deux parties égales. Nous savons de plus, d'après la manière même dont nous avons obtenu les équations d'un diamètre (n« 307), que la droite MOMi est contenue dans le plan diamétral de tonte corde parallèle au plan Q.
Soit M'OMi' une corde tracée dans le plan Q par le centre 0, et soit M'OMÎ la trace de son plan
Fig. 408.
diamétral MH'Mi sur ce plan Q; M'OHÎ coupe en deux parties égales les cordes de ce plan parallèles à la direction M'OM( ; elle est donc le diamètre conjugué de cette direction dans la section de la surface par le plan Q.
D'après la réciprocité qui existe dans ce plan entre les diamètres M'OM( et M'OMÎ, le premier partage en deux parties égales les cordes parallèles au second, par suite le plan diamétral de WOMl est le plan déterminé par OM et OM'. Il résulte de ce qui précède que les trois droites OM, OM', OM'' jouissent de cette propriété que le plan diamétral de chacune d'elles est celui qui est déterminé par les deux autres ; on dit que ces droites forment un système de diamètres conjugués de Tellipsoîde.
D'après le n** 301, les plans tangents à Tellipsoîde aux extrémités d'un diamètre sont parallèles au plan diamétral conjugué de ce diamètre ; les plans tangents à la surface aux extrémités de trois diamètres conjugués forment par suite un parallélépipède qui lui est circonscrit et dont les faces sont parallèles aux plans diamétraux formés par ces diamètres pris deux à deux.
Soient (/, m, /i), (/', m', n'), (/*, m\ n') les paramètres directeurs de trois diamètres conjugués ; ils sont liés par les équations que Ton obtient en écrivant que chacun d'eux est contenu dans le plan diamétral de l'un des autres ; ces équations sont
mm' . nn'
ir mm" nn"
Si 2a\ 2b' et 2c' désignent les longueurs de trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde, l'équation de la surface, lorsque ces diamètres sont pris comme axes de coordonnées, est
aî'« w'« 2'*
809. Axes d'une surface du second ordre. — Étant donnée une surface du second ordre représentée par l'équation générale (i), on
reconnaît qu^iine droite est un axe à ce qu'elle est le diamètre d'une direction de plan qui lui est perpendiculaire, et Ton reconnaît qu'un plan est un plan de symétrie ou, comme on dit, un plan principal, à ce qu'il est le plan diamétral d'une direction de cordes qui lui est perpendiculaire ; les droites d'intersection des plans principaux deux à deux sont du reste les axes de la surface.
Une surface du second ordre a en général trois plans principaux formant un trièdre trirectangle ; les arêtes de ce trièdre sont alors les axes de la surface ; pour déterminer les directions de ces axes, on opère de la façon suivante : Soient /, m, n les paramètres directeurs d'un axe de la surface ; le plan diamétral conjugué de cette droite est représenté par l'équation (5), qui s'écrit en développant les calculs,
(9) (Al -H B'm H- h'n)x -f- (h'I -+- A'm -f- B/i)y -h (B7 -+- Bm -4- A'/i>
-^(C/-+-Cin-hC'n) = 0;
pour qu'il soit perpendiculaire à la direction donnée, il faut et il suflSt que /, m, /i soient liés par les équations
Pour les résoudre, égalons à S la valeur commune des rapports précédents ; en chassant les dénominateurs et faisant passer tous les termes dans le premier membre, nous avons
' (A — S)/-hB'm-hB'/i = U,
(10) ] B'/ -h (A' — S)m -f- Bn = 0,
B/n-hCA"— S)n = 0;
ces équations linéaires et homogènes doivent être satisfaites par un système de Valeurs non toutes nulles de l, m, n\ il est donc nécessaire que le déterminant des coefficients de ces inconnues soit nul, c'est-à-dire que Ton ait
Le problème de la recherche des axes d'une quadrique est ramené
à la résolution de Téquation du troisième degré précédente, que Ton appelle équation en S ; nous démontrerons dans un instant qu'elle a ses racines réelles.
Lorsqu'on a calculé une de ses racines, les trois équations (10), où S est remplacé par cette racine, sont compatibles, et en résolvant deux d'entre elles par rapport à deux des inconnues après avoir donné à la troisième une valeur arbitraire, on obtient des valeurs proportionnelles à {, m, /i ; ces valeurs déterminent la direction d'un axe de la surface ; Téquation (9) représente alors le plan diamétral qui lui est conjugué, c'est-à-dire le plan principal perpendiculaire à cet axe. On trouve de cette façon, au moyen des trois racines de Téquation en S, les trois plans principaux de la surface ; leurs intersections deux à deux sont ses axes de symétrie.
Soient S et S' deux racines distinctes de Téquation en S ; les paramètres directeurs /, m, ji de l'axe correspondant à la première satisfont aux équations (10) et les paramètres /', m', n! de Taxe correspondant à la seconde satisfont à des équations que Ton déduirait des précédentes enrempiaçant S, / m et n par S', /', m', et n! ; soient (10'*^') ces équations.
Si nous faisons la somme des premiers membres des équations (10) mutipliés respectivement par l\ m\ n' et si nous en retranchons celle des premiers membres des équations (10^^*) multipliés par l^m ^n, nous obtenons la relation
(S' — S) (//' -h mm' H- nn') = 0 ;
comme le premier facteur S' — S n'est pas nul, nous voyous que Ton a //' 4- mm' -f- nn' = 0.
Cette relation montre que les deux directions définies par /, m, n et par /', m\ n! sont rectangulaires; elle permet en outre de démontrer que l'équation en S a ses racines réelles. Supposons en effet qu'elle ait deux racines imaginaires conjuguées S et S' ; les équations (10) et (10*»") donnent pour /, m, n et pour /', m', n' des valeurs respectivement conjuguées ; les produits ll\ mm' et nn! sont dès lors des sommes de carrés non tous nuls, et la somme //' H- mm' -\- nn! est positive et non nulle ; mais cette conclusion est en contradiction avec la relation précédemment démontrée, il est donc impossible que Téquationen S ait des racines imaginaires, ce qu'il fallait démontrer.
En choisissant des axes de coordonnées parallèles aux directions principales d'une quadrique, et passant par un centre si! en existe ou par un sommet, nous arriverions à réduire Téquation de la surface à une forme simple, et à démontrer que toute quadrique réelle est Tune des surfaces étudiées auxn^' 123 et suivants, ou bien est un cylindre dont la directrice est une conique, ou un système de deux plans.
810. Angles d'Euler. — Les formules de transformation (4) du n" 305 contiennent neuf cosinus si , Pi , yi , ... qui ne sont pas indépendants, et qui satisfont aux six relations
«î + Pî-^- YÎ= * » «,a,-hp,p3-f-TjY3 = 0 , «Î-I-PÎ+YÎ = ^ «8«i-+-p,Pi-l-Y,Yi = 0, «l+PÎ-+-YÎ=*» aia»H-PiP2-+-YiY2 = 0.
Dans certaines questions, il est utile d'avoir des formules de transformation renfermant seulement trois paramètres indépendants ; on y parvient en employant fes angles d'Euler qui sont définis de la façon
suivante :
Soient(/îj. 109) Oxyz et Ox'y'z' deux trièdres trirectangles de même sommet et de même sens ; désignons par sens positif le sens de rotation déterminé par le sens de ces trièdres.
Soit Oxi Tune des deux demi-droites opposées situées sur rintersection des plans aOy et x'Oy'; nous désignerons par ^ Tangle (Oa:, Oxi) évalué avec son signe dans le plan xOy par un observateur dirigé suivant 0::, puis par ô l'angle (Os , Oz') évahié par un observateur dirigé suivant Oxi , enfin par 9 Tangle (Oxx^Ox') évalué par un observateur dirigé suivant Oz'\ les trois angles 'j^, 6, (p sont les angles d'Euler.
Fig. 109.
La transformation de coordonnées permettant de passer des aies Oxyz aux axes Oa/y'z' peut être décomposée en trois transformations simples :
1^ Passage du système Oxyz au système Oxiyiz par une rotation autour de Oz, Taxe Oyi étant situé dans le plan a?Oi/ de telle sorte que (Oj^ , Oj^i) = ^ ; les formules de transformation résultent du 2* cas du n<> 273, et sont
x:=Xi cos ^ — y I sin t)/ ,
y =r aji sin + -h î^i cos t{/ ,
2® Passage du système Oxiytz au système Oxiyzz' par une rotation autour de Oxi^ Taxe Oyt étant situé dans le plan Oy t zz' perpendiculaire à Oxi , et tel que (O^i , Oy^) = 0 ; les formules de transformation sont
iCf = iPl 1
yi = yt cos 6 — z' sin 0 , z = ya sin 6 + z' cos 6 .
3^ Passage du système Oxiy2z' au système Ox'y'z' par une rotation autour de Oz', les axes 02;i, Oy%^ Ox*, Oy' étant dans un même plan perpendiculaire à Oz' , et tels que les angles (Oxi , Ox^ et {Oy^y Oy^ soient égaux à <p ; les formules de transformation sont
Xi = «' cos cp — y' sin cp , ^2 = a/ sin îp -h y' cos 3p ,
En éliminant Xi, yi et ya entre les formules précédentes, on obtient les formules de transformation cherchées.
31 i. Formules fondamentales de la trigonométrie sphérique. —
Gomme application des méthodes de transformation précédentes, nous allons établir les formules fondamentales reliant les trois angles A, B, G d'un triangle sphérique ABG aux trois c^tés opposés a^ bj c, ces angles et ces côtés étant évalués en radians sur la sphère de rayon 1.
Gomme un triangle sphérique est déterminé par trois de ses éléments, angles ou côtés, quatre éléments ne sont pas indépendants et doivent être reliés par une équation ; nous allons établir les relations les plus simples entre quatre éléments du triangle.
Soit, sur une sphère de rayon 1, ABC un triangle sphérique (Jig. iiO); formons un premier système d'axes rectangulaires pour lequel Torigine est au centre de la sphère, Taxe des z passe par B, le plan des xz est confondu avec le plan OAB , et le plan des yz est perpendiculaire au précédent ; Taxe des x est tel que le sens de Oz vers Oa; soit celui de OB vers OA, et Taxe des y tel que le sens de Ox vers Oy soit celui de BA vers BG.
Formons un deuxième système d'axes Ox'y'z' ayant même origine et même sens que le premier, pour lequel Taxe Oy' est identique à Oy , et Taxe Oz' passe cette fois par A ; le système des axes Ox's' se déduit du système Oxz par une rotation d'angle égal à c dans le sens de Oz vers Ox.
Nous établirons les formules de transformation d'un système de coordonnées dans Tautre, et nous les appliquerons aux coordonnées du point G; nous avons d'abord y'=y^ et en appliquant aux deux coordonnées z et x les formules (10) du n^ 273 où x et y sont remplacés par 2 et x, et a par c, nous aurons
Fig. 140.
z=z' cos c — x' sin c , X = z' sin c -f- x' cos c .
Les coordonnées du point G s'expriment au moyen des éléments du triangle parles formules du n*» 109 relatives aux coordonnées polaires dans l'espace ; dans le premier système, elles sont obtenues en faisant
p = l, 6 = fl, + = 3, et dans le second, en faisant p = 1 , 6 = 6, ^ = 7^ — A ; nous trouvons ainsi
x = sin a cos B , i/ = sin a sin B , z = cos a ,
x' = — sin6cosA, y' = sin6sinA, a' = cos 6.
En introduisant ces valeurs dans les formules (12), nous avons
sin a sin B = sin 6 sin A ,
(13) ^ cos a = cos 6 cos c H- sin b sin c cos A , sin a cos B = cos 6 sin c — sin b cos c cos A .
La première de ces formules indique que le rapport entre le sinus d'un côté et le sinus de Tangle opposé a une valeur constante; la deuxième permet d*évaluer un côté connaissant les deux autres et Tangle quils comprennent. La troisième contient cinq éléments ; nous la remplacerons par une autre renfermant quatre éléments en substituant à sin a sa valeur tirée de la première et divisant les deux membres par sin 6. Nous écrirons ainsi les formules fondamentales sous la forme suivante :
sin a sin 6 sin c
sin A sin B sin C '
(14) ^ * cos a = cos 6 cos c H- sin 6 sin c cos A ,
sin A cotg B = sin c cotg 6 — cos c cos A .
Nous obtiendrons d'autres formules en considérant le triangle polaire du triangle donné ; il a respectivement pour côtés et pour angles les suppléments des angles et des côtés de ce triangle ; de toute relation entre a, 6, c, A, B, C découle une autre relation que Ton obtient en remplaçant ces éléments par it — A, n — B, tc — C, « — a, 11 — 6, oc — c. La première des équations (14) ne change pas, la deuxième devient
(15) cos A = — cos B cos C H- sin B sin C cos a ,
et la troisième donne lieu à une relation qui ne diffère de cette troisième que par le changement de a et A en c et G. Les formules (14), (15) et toutes celles qui s'en déduisent par permutation quelconque des
éléments sont les seides formules à quatre éléments, et sont les relations nécessaires et suffisantes d'où se déduisent toutes les autres.
Dans le cas où le triangle ABC est rectangle en A, celles des formules générales qui renferment Tangle A se transforment en des formules ne contenant plus que trois éléments ; entre les trois côtés existe la relation
cos a s cos 6 cos c ;
entre deux c^tés et un angle existent les relations
sin 6 = sin a sin B , tg& = tgacosC, tg ft == sin <; tg B ,
et celles qu'on en déduit par permutation de 6 et c ainsi que de B et C; enfin, entre un côté et deux angles existent les relations
cos a sseotg B cotg C, cosB^cosftsinC,
et celle qu'on déduit de la dernière par permutation de 6 et c ainsi que de B et C .
CHAPITRE IX ENVELOPPES DES nGURES DE L'ESPACE
912. Enveloppe d'âne famille de surfaces. — Considérons une famille de surfaces S représentées par une même équation
renfermant un paramètre variable a . Par analogie avec ce que hous avons dit dans le cas d'une courbe plane (n^ 287), nous définirons Tenveloppe de cette famille de surfaces de la façon suivante :
Prenons la surface correspondant à la valeur a du paramètre et la surface voisine correspondant à la valeur a + Aa du même paramètre ; lorsque Aa tend vers zéro, la ligne d'intersection de ces deux surfaces tend vers une position limite que Ton appelle ligne caractéristique de la première et qui est représentée par les équations
le lieu de cette ligne caractéristique, lorsque a varie, est appelé Tenveloppe de la famille de surfaces S et Ton obtient son équation en éliminant a entre les deux relations précédentes.
Dans le cas particulier où Téquation (1) est de la forme
les surfaces qu'elle représente passent toutes par la ligne représentée par les équations cp = 0 , tj/ = 0 , et cette ligne est leur enveloppe.
Nous allons vérifier, par un raisonnement analogue à celui du n^ 288, qu'une surface enveloppée S et Fenveloppe E ont même plan tangent en tous les points de la ligne caractéristique. En un point de
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cette ligne, Téquation du plan tangent à la surface S correspoodant à la valeur fixe a du paramètre est
(3) (x-xyi + (Y-i,)/-;+(z-z)/.'=o.
L'équation de E peut être considérée comme étant la première des équations (2) où a a été remplacé par sa valeur tirée de la seconde en fonction de x, y , z ; les coefficients de l'équation du plan tangent sont alors
fL-^^aL. f'y-^f'aa'y. n-^f^al;
mais fa est nul, par suite ces coefficients sont les mêmes que dans Téquation (3), et les plans tangents sont identiques. Cette propriété justifie le nom d'enveloppe donné à la surface E.
Exemple. — Soit la famille de sphères représentées par Téquation
(4) x»-|-y2 -I- z« — 2az ^(a—pY = 0,
où a est variable et p constant ; la dérivée de cette équation par rapport à a est
on en conclut que la ligne caractéristique est le cercle d'intersection de la sphère et du plan z = a — p .
En éliminant a entre les deux relations, nous obtenons l'équation de Tenveloppe, qui est
elle représente un paraboloîde de révolution autour de 0:;; nous obtiendrions encore son équation en écrivant que l'équation (4) a une racine double par rapport à a , d'après la remarque faite au n** 289.
11 peut arriver, comme au n° 291 pour les courbes planes, que les surfaces d'une famille soient représentées par une équation renfermant deux paramètres, de la forme
(5) /•(x,y,z,«,fe) = 0,
b étant une fonction donnée de a ; la ligne caractéristique est alors représentée par l'équation (5) et sa dérivée par rapport à a , c'est-à-dire
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Si en particulier a et 6 sont liés par une équation telle que
la différentiation de cette équation conduit à la relation
et Télimination de -r- entre (6) et (8) donne Téquation
nous obtiendrons dans ce cas Téquation de Tenveloppe en éliminant a et 6 entre les équations (5) (7) et (9).
313. Cas de deux paramétres Indépendants. — Supposons que des surfaces soient représentées par Téquation (5) renfermant deux paramètres, et que ces paramètres soient indépendants Tun de Tautre. La ligne d'intersection d'une surface correspondant aux valeurs a , b des paramètres, et d'une surface voisine correspondant aux valeurs a + Aa , 6 + A6 de ces paramètres, ne tend vers une limite déterminée que si Afr et Aa tendent vers zéro d'après une loi donnée, c'est-à-dire
si -— a une limite déterminée ; cette ligne est alors représentée par Aa
les équations (5) et (6).
Si Ton vient à changer la loi de dépendance de a6 et Aa, la ligne caractéristique change, mais elle passe toi^jours par les points dont les coordonnées satisfont aux équations
ces points sont appelés points caractéristiques, et leur lieu, lorsque a et 6 varient, est une surface appelée l'enveloppe des surfaces données.
On obtient l'équation de cette enveloppe en éliminant a et 6 entre les équations (iO). Par un raisonnement analogue à celui du numéro précédent, nous verrions que la surface enveloppe est tangente à chaque surface enveloppée aux points caractéristiques de cette dernière.
Le cas le plus simple est celui de Tenveloppe des plans tangents à
une surface quelconque ; Téquation d'un tel plan renferme deux paramètres, par exemple, les coordonnées x et y du point de contact. L'enveloppe de ces plans est la surface elle-même, qui touche chaque plan au point caractéristique.
314. Enveloppe d'une famille de lignes. — Ëtant donnée dans Tespace une famille de lignes dépendant d'un paramètre, on ne peut définir leur enveloppe comme précédemment, car deux lignes voisines n'ont généralement aucun point commun ; on prend dans ce cas la propriété d'une enveloppe comme définition, et l'on appelle enveloppe d'une famille de lignes G une ligne L à laquelle sont tangentes toutes les premières.
En général, les lignes d'une famille n'ont pas d'enveloppe; pour qu'elles en possèdent une, il est nécessaire qu'elles satisfassent à une condition particulière.
Nous allons chercher cette condition dans le cas particulier où les lignes sont des droites; nous les supposerons représentées par des équations de la forme
(11) x = az-hp, y = bz-hq,
a, 6,/>, q étant fonctions d'un paramètre t, et chaque droite correspondant à une valeur de ce paramètre. S'il existe une ligne enveloppe L, chaque point P de cette ligne est situé sur une des droites, et sa cote est une certaine fonction f(C) du paramètre relatif à cette droite ; les coordonnées X, Y, Z des points de L sont donc de la forme
(12) Z = /-(0, X==a/(04-p, \ = bf{l)-hq,
La fonction encore inconnue f(C) doit satisfaire à la condition que la tangente en P à la ligne L soit la droite de paramètre i ; comme elles passent déjà Tune et l'autre par P, il faut et il suffit quelles soient parallèles, ce qui s'exprime par les conditions;
ou bien
a'f(t)-haf'(t) + p' b'f(0-i-bf'(t) + q' no. a " h- 1 '
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ces conditions se réduisent à
Pour qu'elles fournissent une valeur de f(t), il faut d'abord que Ton ait la relation
(13) aV — 6y = 0;
cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante, car si elle est remplie, la fonction f(^t) est égale à la valeur commune des rapports
"^^ , ^^^^ ; les équations a 0
Z=^' = =^, X = aZ+/>, Y = bZ-hq
définissent une ligne à laquelle toutes les droites (li) restent tangentes, et qui est Tenveloppe de ces droites.
La relation (13) est identique à celle qui exprime que les droites (11) forment une surface développable (n** 299); nous arrivons donc à cette conclusion :
Poar que des droites aient une enveloppe, il faut et il suffit qu'elles forment une surface développable.
L'enveloppe de ces droites est appelée arête de rebroussement de la surface développable ; elle peut se réduire à un point, comme cela a lieu pour un cône.
Ajoutons que, d'après ce qui précède, les tangentes à une ligne de l'espace forment une surface développable ayant cette ligne comme arête de rebroussement, puisqu'elles l'admettent comme enveloppe.
Un autre exemple de lignes ayant une enveloppe est fourni par les caractéristiques des surfaces d'une famille à un paramètre. Si nous considérons des surfaces représentées par l'équation (1) et leurs caractéristiques représentées par les équations (2), nous pouvons montrer que ces dernières ont une enveloppe représentée par les équations
(*^) /"(a?,y, *,«) = 0, f!,{x,y,z,a) = 0. fJx, y ,z,a)^Q.
Ces équations fournissent des valeurs de x^y,z en fonction de a et définissent, quand a varie, une certaine ligne L. Supposons que nous tirions a de la dernière des équations (14) et que nous
portions dans les deux autres la valeur trouvée ; nous aurons les équations de la ligne L. Si nous formons d'après la méthode du n® 297 d'une paii; les équations de la tangente en un point de cette ligne, d'autre part celles de la tangente au point correspondant de la ligne caractéristique représentée par les équations (2), nous constaterons, comme au n° 312, que ces équations sont les mêmes et que les tangentes sont confondues ; la proposition se trouve ainsi démontrée.
La ligne L est dite Tarête de rebroussement de la surface enveloppe E.
315. Enveloppe d*une famille de plans. — Supposons que les coefficients de l'équation d'un plan
(15) Ax-f-Bî/-hCs-|-D = 0
soient fonctions d'un paramètre ; les plans de la famille ainsi définie ont une enveloppe définie par l'équation précédente et sa dérivée par rapport au paramètre ; si nous indiquons par des accents les dérivées des coefficients, cette équation dérivée est
La ligne caractéristique est une droite, et l'ensemble des droites caractéristiques est une surface réglée ; d'après une propriété démontrée, la surface enveloppée est tangente à l'enveloppe en tous les points de la ligne caractéristique ; nous en concluons que le plan représenté par (15) est tangent à la surface réglée, qui est son enveloppe, tout le long de la génératrice caractéristique ; cette surface réglée, ayant même plan tangent en tous les points d'une génératrice, est une surface développable.
L'arête de rebroussement de cette surface, c'est-à-dire l'enveloppe des génératrices, est définie par les équations (15) et (16) et par la dérivée de celle-ci par rapport au paramètre, c'est-à-dire par
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di6. Plan oscillateur en un point d'une ligne. — On appelle plan osculateur en un point d'une ligne la limite du plan passant par la tangente en ce point et parallèle à la tangente en un point voisin, lorsque celui-ci se rapproche indéfiniment du premier.
Supposons que les coordonnées des points de la ligne soient fonctions d'un paramètre t ; nous nous proposons de former Féquation du plan oscillateur en un point M de coordonnées x, y^ z correspondant à la valeur t du paramètre ; nous commencerons par déterminer le plan passant par la tangente en ce point, et parallèle à la tangente en un point voisin M' correspondant à la valeur t-\-lt du paramètre.
L'équation de ce plan est de la forme
(1) A(X— a;)-hB(Y — i/)-hC(Z-z) = 0,
les coefficients A, B, C étant déterminés par les conditions qu'il soit parallèle aux tangentes en M et en M' (n**ii4]. Comme les coefficients directeurs de ces tangentes sont respectivement a:'(f), y' (0» «'(0 «* jc'[t-+-M), y'{t-hM), z'(/-f-A/), les conditions imposées à A, B, C s'expriment par les équations
(2) Ax'{l)-hBy'{t)-hCz'{t) = 0,
(3) Ax'[t'hM)-hBy'{t-hM)-hCz'{t-{-\t)=0.
Nous pouvons remplacer la dernière par la suivante :
x'{l-hM)-^{t) y'{t + M)-y'{t) z'{t-i-M)-z'(t)
w ^ n ^" Ai ^^ Âï ="•
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Supposons maintenant que M' se rapproche indéfiniment du point M, M tendant vers zéro ; Téquation (4) devient à la limite
(5) Aa:'(0H-B/(0-4-Cz'(0 = 0;
nous en concluons que le plan osculateur au point M est représenté par Téquation (i), les coefficients A, B, C étant déterminés par les relations (2) et (5) ; ces dernières déterminent seulement des valeurs proportionnelles aux inconnues ; mais, pour la commodité des calculs, nous adopterons désormais pour A, B, G les valeurs suivantes qui satisfont aux relations (2) et (5)
(6) A = y'z' — zy, B = 2 V — x'z', C = x'y' — y V.
L'équation (1), dont les coefficients ont ces valeurs, peut être écrite sous la forme suivante
^(0 y'if) «'(0
ou bien encore, en introduisant les différentielles, sous la forme X — a; Y — y Z — z dx dy dz =0.
d^x d^y dH
Il serait facile de montrer que la limite d'un plan passant par la tangente à la courbe en M et par le point voisin M' est le plan osculateur au point M.
317. Normale principale. — On appelle normale principale en un point d'une courbe de Tespace la normale à cette courbe située dans le plan osculateur ; elle est l'intersection du plan normal, représenté par l'équation du n* 296 ou encore par la suivante :
(8) (X-xy + CY-.y)3/'-|-(Z-zX = 0,
et du plan osculateur, représenté par Tune des équations (i), (6) ou (7).
Si la courbe considérée est plane, son plan osculateur en un point
quelconque se confond avec le plan de la courbe ; la normale principale
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est alors la normale à la courbe dans son plan, telle qu'on la considère en géométrie plane.
818. Centre et rayon de courbure en un point d'une courbe de^ l'espace. — Par analogie avec ce que nous avons dit dans le cas d une courbe plane (n« 292), nous poserons les définitions suivantes:
Considérons (Jig. iii) un point M d'une courbe gauche et un point
voisin M'; les plans normaux en ces deux points se coupent suivant une certaine droite ; soit D la position limite de cette droite lorsque M' se rapproche indéfiniment de M ; le point de rencontre G de cette droite D et du plan osculateur à la courbe au point M s'appelle centre de courbure relatif à ce point M.
Ce point G est situé sur la normale principale à la
courbe au point M ; la longueur MG est appelée rayon de courbure
en ce point de la courbe.
Nous allons déterminer le centre et le rayon de courbure d'une
courbe de l'espace. La droite D est la ligne caractéristique du plan
normal, c'est-à-dire la droite de contact de ce plan avec son enveloppe ;
elle est appelée droite polaire, et est définie par l'équation (8) du plan
normal et par la dérivée de cette équation qui est
(9) (X — aîX-^(Y-i/y-+.(Z — zX-(x'«4-.y'*-|-5'») = 0.
Si nous joignons à ces deux équations celle du plan osculateur en M, écrite sous la forme (1), avec les relations (6), nous avons trois équations pour déterminer les coordonnées ar, y, s du centre de courbure; nous en tirons les relations
Fig. 111.
Bis' — Gy'~"Ga/ — Az'^'Ay' — Ba:'~ A^-hB^-i-G* '
Le rayon de courbure est égala \/(X— x)*h-(Y— y)*-h{Z— s)*: tous calculs faits, nous trouvons pour sa valeur
(10) i^_(fl±Yl±^
Remarque. — La droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur ; en elTet les relations (2) et (5) auxquelles satisfont les coefficients A, B, C expriment précisément que les plans (8) et (9) sont perpendiculaires au plan osculateur ; Tintersection de ces deux plans, c'est-à-dire la droite polaire, est donc aussi perpendiculaire à ce plan osculateur.
319. Courbure. — Par analogie avec la propriété démontrée au n** 293 dans le bas d'une courbe plane, nous allons démontrer que le rayon de courbure au point M est égal à la limite du rapport de Tare MM' àTangle des plans normaux en M et M' ou encore, ce qui revient au même, à Tangle des deux tangentes MT,MT' en M et M'.
Nous nous aiderons pour cela d'une courbe auxiliaire, appelée indicatrice sphérique de la courbe donnée ; menons par l'origine (fig, 111) un vecteur OP, égal à l'unité, et parallèle à la demi-tangente en M comptée dans le sens des arcs croissants avec i ; le lieu du point P est cette courbe indicatrice ; elle est tracée sur une sphère de centre 0 et de rayon un.
L'angle des tangentes MT, M'T' est égal à l'angle des vecteurs correspondants OP , OP' ; il est mesuré par l'arc de grand cercle joignant sur la sphère les points P et P' ; mais le rapport de cet arc de grand cercle à Tare PP' de la courbe indicatrice a pour limite l'unité ; nous sommes donc amenés à démontrer que le rayon de courbure R est égal à la limite du rapport des arcs MM' et PP' . Si nous désignons par 5 et 9 les arcs décrits par M et P , nous devons montrer
que R est égal au rapport -j- des différentielles de ces arcs, ou au
rapport — des dérivées de ces arcs prises par rapport à la variable
indépendante t.
Nous avons déjà (n* 198)
«'« = a:'2-f-y'»4-jï«;
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d'autre part les coordonnées du point P sont égales aux cosinus directeurs de MT, et ont pour valeurs
irl yf rJ
si nous formons les dérivées de ces coordonnées, et si nous calculons la dérivée a' par la formule
nous
trouvons,
tous calculs faits.
g' nous déduisons de là que le rapport -y est égal à la valeur (10) de R,
ce que nous voulions établir. L'inverse du rayon de courbure en un point s'appelle courbure de la courbe en ce point; la courbure est
égale à ^.
Remarquons encore que le plan OPP' est parallèle aux deux tangentes MT,MT'; par suite la limite OPT' de ce plan est parallèle au plan osculateur TMG . On vérifie facilement que la tangente PT' à rindicatrice comptée dans le sens des arcs <j croissant avec t est parallèle à la noi*male principale, et qu'elle a la même direction que le vecteur MC allant du point M au centre de courbure ; il suffît pour cela de vérifier que Ç', V» î' ne diffèrent de X — x, Y — i/,Z — z que par un même facteur positif.
320. Torsion. — Considérons en un point M (fig. 111) la tangente MT, dirigée dans le sens des arcs croissants, et la normale principale MG dirigée vers le centre de courbure ; on désigne sous le nom de binormale la perpendiculaire MB menée en M au plan osculateur, portant un sens tel que le trièdre MTCB ait le même sens que le trièdre des coordonnées.
On appelle deuxième courbure ou torsion de la courbe en M la limite du rapport de Tangle des plans osculateurs en M et M' à Tare MM', ou bien la limite du rapport de Tangle des binormales en M et M' à Tare MM'; on peut le déterminer en remplaçant Tangle des
deux binormales par Tare correspondant d'une deuxième indicatrice, Jieu de Textrémité d'un vecteur issu de l'origine, égal à Tunité et parallèle à la binormale.
Le rayon de torsion est l'inverse de la torsion ; un calcul que nous ne reproduirons pas conduit à la valeur suivante de ce rayon, que nous appellerons T,
321. Courbure des lignes tracées sur une surface. — Nous supposerons l'équation de la surface écrite sous la forme
(11) z=f(x,yy,
nous désignerons par p et q les dérivées partielles du premier ordre fL et /ï, par r,*,^ les dérivées partielles secondes, /i, fij^ fjt. L'équation du plan tangent en un point M de coordonnées x, y, z est
et les équations de la normale sont
\ — xY — y Z — s.
si Ton choisit comme direction positive sur la normale celle qui est dirigée du côté des z positifs, les coordonnées d'un point N de cette normale s'expriment en fonction de la valeur p du vecteur MN par 4es formules
Soit L une ligne tracée sur la surface ; les coordonnées d'un point de cette ligne sont fonctions d'un paramètre variable, que nous appellerons ty mais ces fonctions ne sont pas indépendantes, car elles sont liées par l'équation (11); leurs dérivées sont assujetties en parti-
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culier aux relations
(13) z^^px! + qy',
(14) z' = px" 4- qy' + rx'^ H- 2sx'y' -\- iy'^
analogues à celles du n"" 205.
Nous nous proposons de déterminer le centre de courbure C de
cette ligne au point M. Ce centre (Jig. 112) est à Tintersection du plan osculateur de la courbe en M et de la droite polaire, représentée par les équations (8) et (9) ; cette droite rencontre la normale à la surface, car elle est contenue dans le plan normal à la courbe, et celuici renferme la normale à la surface. Si nous connaissions le point N où la droite po- Fig. 112. laire rencontre cette normale,
il sufQrait d'abaisser du point
N une perpendiculaire au plan osculateur de L pour trouver le point
C, d'après la remarque finale du n"" 318.
Nous obtiendrons la valeur p de MN en remplaçant, dans les
équations (8) et (9), les coordonnées X, Y, Z par leurs valeurs tirées
de (12); la première devient une identité d'après la relation (13), et la
seconde conduit à la relation
en remplaçant z" par la valeur (14) et résolvant par rapport à p, nous obtenons
rx'^-h2sx'y'-hty'^
Cette formule nous donne le point N ; elle présente cette particularité remarquable de ne renfermer que les dérivées x'^y'^z' qui sont les paramètres directeurs de la tangente MT, et les dérivées
/), q^ r, S, t, qui ne dépendent que de la surface ; le point N est donc indépendant du plan osculateur de la ligne L au point M ; il est le même pour toutes les lignes tracées sur la surface et ayant même tangente MT.
La plus simple de toutes ces lignes est la section de la surface par le plan TMN contenant la normale à cette surface ; on rappelle section normale relative à MT ; pour cette section, la normale principale MG est confondue avec MN, et le centre de courbure est précisément le point N ; pour les autres lignes, le centre de courbure se déduit de celui-là par le théorème suivant, qui résulte de ce qui précède, et qu'on appelle théorème de M eusnier :
Le centre de courbure en un point d'une ligne tracée sur une surface est la projection, sur le plan osculateur de cette ligne, du centre de courbure de la section normale ayant même tangente en ce point.
Il résulte de ce théorème que la détermination des centres de courbure de toutes les lignes tracées sur une sui-face est ramenée à celle des centres de courbure des sections normales.
322. Centre de courbure des secilODS normales. — Nous allons étudier les centres de courbure de toutes les sections normales en un
point d'une surface ; nous choisirons des axes particuliers de coordonnées, Torigine étant le point donné et le plan des xy le plan tangent à la surface en ce point ; pour Torigine, les dérivées partielles p et q sont alors nulles* ainsi que z', et p se réduit à
Fig 413. Soit OD (fig. 113) la trace
sur le plan xOy d'une section normale S; si 6 désigne Tangle (Ox, OD), les paramètres directeurs de la tangente sont tels que Ton ait
r = cosO, / .. =sin6;
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le centre de courbure N est alors déterminé par la formule
^ ^ ^ """ r cos* ô + 2* sin 6 cos 6 -f- < sin* 6 '
on dit que p est la valeur relative du rayon de courbure de la section normale considérée.
Différents cas peuvent se présenter suivant la nature des racines du trinôme dénominateur ; ces cas correspondent à ceux qui caractérisent la section de la surface par son plan tangent à Torigine. Cette section est en effet représentée par f(Xj y) = 0 ; cette courbe passe à Torigine et y a un point singulier, puisque les dérivées premières de f sont nulles en ce point. Dans le cas général, Forigine est un point double, et les tangentes en ce point sont représentées (n° 252) par Téquation
(17) rX«H-2«XYH-A'« = 0.
l" Cas : s^ — r( < 0 ; le trinôme (17) n*a pas de racine réelle ; Torigine est un point double isolé pour la section de la surface par le plan tangent; la valeur de p donnée par la formule (16) garde toujours le même signe quand 0 varie, et ne devient pas infinie. Toutes les sections normales tournent leur concavité du même côté du plan tangent ; un ellipsoïde offre un exemple de ce cas.
Si, en particulier, s est nul et r égal à ^, p est constant quel que soit 6 ; Torigine est dite un ombilic de la surface. Tous les points d*une sphère sont des ombilics.
2^ Cas : s* — rt>0; le trinôme (17) a ses racines réelles et distinctes ; Torigine est un point double à tangentes réelles et distinctes pour la section de la surface par le plan tangent. Les tangentes au point double séparent le plan tangent en deux régions, constituées chacune par les parties intérieures à deux angles opposés par le sommet. Lorsque la trace OD de la section normale est située dans une de ces régions, p a un certain signe, et la section tourne sa concavité d'un certain côté de Taxe O2 ; lorsque OD est située dans l'autre région, p a le signe contraire au précédent, et la section tourne sa concavité de Tautre côté ; enfin lorsque OD se confond avec Tune des tangentes au point double, p est infini.
La surface traverse son plan tangent et est dite à courbures oppo-
sées; un hyperboloîde à une nappe ou un paraboloïde hyperbolique of&ent des exemples de ce cas ; la section de Tune ou de Tautre de ces deux surfaces par un plan tangent est formée de deux génératrices.
3« Cas : 8^ — rt = 0; le trinôme (17) a ses racines égales ; Torigine est un point double à tangentes confondues pour la section de la surface par le plan tangent, p garde le même signe pour toutes les sections normales, mais devient infini lorsque OD se confond avec la tangente double ; le point 0 est dit un point parabolique de la surface.
Un cylindre, un cône et plus généralement une surface réglée développable présentent en tous leurs points un exemple de ce cas ; la section d'une telle surface par un de ses plans tangents est formée de deux génératrices confondues.
323. Indicatrice. — On représente la variation du rayon de courbure des sections normales d'une surface en un point 0 au moyen d'une courbe tracée dans le plan tangent en ce point ; on construit cette courbe en portant sur la trace OD de chaque section normale, et de part et d'autre du point 0, un segment OP ou OP' (fig, 113), égal à la racine carrée de la valeur absolue R du rayon de courbure de cette section au point 0 ; le lieu des extrémités de ces segments est appelé indicatrice. Remarquons que la construction géométrique des segments MP, MP' exige la connaissance du segment U pris pour unité de longueur, et que l'on doit construire la moyenne géométrique de R et U.
Pour une section dont la trace fait avec Ox l'angle 0, les coordonnées des points P et P' de l'indicatrice ont pour valeurs
a: = ±V^cos6, y = =hv/Rsin6;
en éliminant 0 entre ces relations et la formule (16), nous trouvons l'équation suivante
rx^ H- 2sxy -\-ty^=
Dans le !•' cas , ** — r< <; 0 , p garde un signe constant ; l'indicatrice est une ellipse ayant pour centre Torigine et représentée par l'équation
(18) rx^ -4- 2say -\-iy^ = ±i,
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le signe du second membre étant celui de p . Dans le cas particulier où Torigine est un ombilic, Tindicatrice est une circonférence.
Dans le 2' cas, 5' — r/>0, p est positif ou négatif suivant la position de OD; Tindicatrice se compose alors de deux hyperboles conjuguées, ayant pour centre Torigine et représentées par Téquation (18), Tune correspondant au signe +, l'autre au signe — au second membre. Les asymptotes de ces hyperboles sont les tangentes au point double représentées par Téquation (17).
Dans le S'' cas , s* — rf = 0 , p garde un signe constant ; Tindicatrice est encore représentée par Téquation (18), où le second membre a le signe de p ; elle se compose de deux droites parallèles à la tangente double représentée par (17), et équidistantes de cette tangente.
Les axes de Tindicatrice sont les directions qu'il faut donner à la trace OD d'une section normale pour que le rayon de courbure p ou bien sa valeur absolue R soit maximum ou minimum. Les sections ayant pour traces les axes de l'indicatrice sont dites sections principales et les rayons de courbure de ces sections au point 0 sont dits rayons de courbure principaux en ce point.
Supposons que l'on choisisse comme axes des x et des y les traces des sections principales sur le plan tangent; l'équation (18) ne doit pas contenir de terme en xy ^ et « doit être nul ; avec ce choix des axes, la formule (16) prend une forme plus simple, les rayons de courbure principaux sont alors les valeurs de p.
po=— 1
obtenues en faisant 0 = 0 ou 0=y; la formule (16) peut alors
s'écrire sous la forme
1 cos* 6 sin* 6
P Po Pi
On appelle courbure moyenne en un point d'une surface la moyenne
des inverses des rayons de courbure principaux -r- ( 1 ) et cour-
^ \ po pi /
bure totale le produit des inverses de ces rayons •
popi
324. Lignes de courbure d*une surface. — On dit qu'une ligne tracée sur une surface est une ligne de courbure si la tangente en
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chacun de ses points est la trace, sur le plan tangent, de Tune des sections principales relatives à ce point.
Comme en tout point d'une surface existent deux sections principales, et que leurs tangentes en ce point sont rectangulaires, on voit que Ton peut faire passer par chaque point de la surface deux lignes de courbure, et qu'elles se coupent à angle droit ; il existe donc deux familles de lignes de courbure, chaque ligne d'une famille coupant orthogonalement toutes celles de l'autre.
Par exception, en un ombilic passent une infinité de lignes de courbure, car toute section normale en un tel point peut être considérée comme section principale.
Toute courbe tracée sur une sphère est une ligne de courbure de cette surface ; tout méridien d*une surface de révolution est une ligne de courbure, par raison de symétrie ; comme les parallèles d'une telle surface coupent tous les méridiens à angle droit, on voit que les deux familles de lignes de courbure d'une surface de révolution sont les méridiens et les parallèles de cette surface.
Toutes les génératrices d'une surface développable sont des lignes de courbure de cette surface et constituent une première famille ; la deuxième famille est formée des lignes coupant orthogonalement les génératrices.
Une propriété fondamentale des lignes de courbure est la suivante:
Les normales à une surface en tous les points d'une ligne de courbure forment une surface développable, et sont par suite tangentes à une même ligne qui est l'arête de rebroussement de cette dernière surface. Cette ligne est le lieu des centres de courbure des sections normales correspondant aux tangentes successives à la ligne de courbure considérée.
Pour le démontrer, nous allons chercher la condition pour que la famille des normales à une surface menées en tous les points d'une ligne L forme une surface développable ; ces normales sont représentées, comme nous l'avons vu au début du n<^ 321 , par des équations que nous écrirons sous la forme
( \=—pZ-h(x-hpz)^
l Y = — 7Z-4-(t/-f-yz);
x,y^z,p,q étant fonctions du paramètre variable t qui sert à déterminer
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les points successifs de la ligne L. D'après ce que nous avons dit au n^ 314 , la condition pour que ces normales aient une enveloppe est que le rapport des dérivées du dernier terme et du coefficient de Z ait la même valeur pour Tune etFautre des équations (19), c'est-à-dire que Ton ait la relation
x' -hpz' -\-p'x _ y' + ys' + q'z p' - q'
de plus, la valeur commune de ces rapports est égale à la cote Z du point de contact de chaque normale avec son enveloppe.
Ëtant donné un point quelconque 0 de la ligne L , choisissonsle comme origine, et prenons le plan tangent à la surface en ce point comme plan des xy; la condition à laquelle doit satisfaire la ligne L au point 0 se déduit de la relation (20) en y faisant z ^ p et q égaux à zéro; en remplaçant />' et q' par leurs valeurs, elle s'écrit
/niN ^' = y' ;
^ ^ . rx'-hsy' sx'-hty''
c'est une relation entre les paramètres de la tangente en 0 à la ligne L ; en la rendant entière et remplaçant ^^ par le coefficient angulaire m de cette tangente, elle s'écrit
mais c'est l'équation aux coefficients angulaires des axes de la conique indicatrice (n** 280) ; nous en concluons que la ligne L doit être tangente au point 0 à l'un des axes de l'indicatrice.
Quant à la valeur commune des rapports (21), elle est égale au rapport obtenu en multipliant les termes du premier par x' , ceux du second par y^ et ajoutant terme à terme, c'est-à-dire à
rx'^ -f- 2sx'y' -h ty'^ '
c'est précisément la valeur de p (n° 322) ; nous voyons donc que le point de contact de la normale Oz avec son enveloppe est le centre de courbure de la section normale correspondant à la tangente à la ligne L au point 0 .
La proposition se trouve ainsi démontrée pour le point 0 ; comme
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ce point est quelconque sur la surface, la proposition est entièrement générale.
Lorsque Ton veut déterminer les lignes de courbure d'une surface rapportée à des axes quelconques, on écrit qu'en chaque point d'une ligne de courbure la tangente est un des axes de Tindicatrice, ou bien que la relation (20) est satisfaite. En retranchant z aux deux membres, celle-ci prend une forme plus simple ; en introduisant les différentielles, on peut récrire :
dx-{-pdz dy-{- qdz
après avoir remplacé dzy dp et dq par leurs valeurs, elle a la forme d'une relation entre x, t/ et leurs différentielles ; les procédés d'intégration des équations différentielles permettent d'en déduire des équations finies entre x et i/; ce sont les équations des projections des lignes de courbure sur le plan des xy .
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325. Limite d'une somme de quantités infiniment petites. — Le calcul intégral a pour objet: i° la détermination de la limite d'une somme de quantités infiniment petites dont le nombre croit indéfiniment ; 2® la détermination d'une fonction dont on donne la dérivée ou la différentielle.
Nous verrons que ces deux problèmes, en apparence distincts, se amènent Tun à l'autre ; nous allons d'abord considérer le premier.
Soit
S = ai H- as -h • • • -h On
la somme de n quantités dont la valeur dépend d'une manière connue du nombre n ; supposons que, dans un calcul, ce nombre puisse acquérir des valeurs de plus en plus grandes, et qu'en même temps les quantités a tendent vers zéro ; si la somme S a une limite quand n croit indéfiniment, cette limite est appelée la somme intégrale des quantités
a. Ces quantités sont infiniment petites avec -, et l'on dit que S est
une somme de quantités infiniment petites dont le nombre devient infiniment grand.
Cest en géométrie que Ton rencontre les premiers exemples d*une pareille somme ; on définit par exemple la longueur d'un arc de courbe •comme la limite du périmètre d'une ligne brisée inscrite dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro.
Le calcul de la limite d'une somme de quantités infiniment petites est facilité par le théorème fondamental suivant, qui permet de comparer Tune, à l'autre deux pareilles sommes :
Étant données deux sommes d'un même nombre de quantités infiniment petites de même signey si le rapport de deux termes correspondants a pour limite Vunité, et si l'une de ces sommes a une limite, l'autre a aussi une limite^ et les deux limites sont égales.
Soient les deux sommes
S =aj-i-aj-h • • • -f-a„,
d'un même nombre de quantités infiniment petites ; nous supposons <\ue la deuxième a une limite L et que les rapports
Os 6,'
On bn
ont tous pour limite l'unité; nous allons démontrer que S a une limite égale à L.
En effet, quel que soit le nombre /i, le rapport
est compris entre le plus grand et le plus petit des rapports des termes correspondants ; il a donc comme ceux-ci pour limite l'unité ; nous en concluons que le numérateur a une limite et que cette limite est égale à celle du dénominateur, c'est-à-dire égale à L.
Exemple. — Soit à trouver la limite de la somme
pour n croissant indéfiniment; considérons la somme
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le rapport de deux termes correspondants de S et de S' est de la
forme , p étant le rang de ces termes, et il a pour limite l'unité
lorsque n augmente indéQniment. Or il est facile d'évaluer la somme S\ qui a pour valeur ^^^— ^ — ' • -^ i et pour limite — lorsque n croît indé(i-
niment; la somme considérée S a donc aussi pour limite
Il arrive souvent que les quantités infiniment petites dont on cherche la somme intégrale sont comparables chacune à un inQniment petit principal, qui est par exemple Taccroissement infiniment petit d'une variable telle qu'une longueur ou un intervalle de temps ; si Ton détermine la partie principale de chacune des quantités infiniment petites données, et si la somme de ces parties principales a une limite, on est certain, d'après le théorème du n° 193 et le précédent, que la somme donnée a la même limite. Cette remarque permet de simplifier, dans bien des cas, la recherche des sommes intégrales.
326. Intégrale définie. — Le problème de la recherche de la limite d'une somme se pose ordinairement de la façon suivante :
Soit X une variable indépendante, qui est par exemple la mesure dune longueur ou d'un intervalle de temps, etc., et f(x) une fonction que nous supposons déterminée et continue dans un intervalle donné ; nous désignons par a et 6 les limites de cet intervalle, et nous supposons, pour fixer les idées, h>a.
Nous partageons l'intervalle (a, b) en n parties positives que nous appelons Axi, Ax2, . . . Aj;„, et nous désignons par
aro = a,
a?! = Xo -4- Aj?! , Xj = Xi -f- Ax2 , . . . Xn = b
les limites des intervalles partiels ainsi formés. D'autre part nous prenons une valeur particulière de la fonction f(x) dans chacun des intervalles partiels, nous multiplions ensuite cette valeur par la grandeur de l'intervalle correspondant, et nous formons la somme des résultats.
Pour écrire cette somme, nous désignons par \i une valeur particulière de x comprise dans l'intervalle (xo,x,), puis nous multiplions la valeur correspondante fQ^C) de la fonction par la grandeur jr,— a;o = Axi de cet intervalle; nous désignons de même par Ça une VoGT. — Math. sup. 32
yaleur particulière de x comprise dans Tintervalle (xi, z^ et nous multiplions fQ^i) par la grandeur \xt de cet intervalle ; nous opérons <ie même pour les intervalles suivants et nous formons la somme des produits ainsi obtenus
(i) 2 = /^(IOAx,^-/•(Ç,)Ax,^- ... H-/-(Ç,)Ax..
Nous allons démontrer que cette somme a une limite lorsque le nombre des intervalles augmente indéfiniment, chacun d*euj[ tendant vers zéro, et que cette limite est indépendante, d'une part du choix des valeurs \i^\%y " - j In comprises dans les intervalles, d'autre part de la façon dont ces intervalles tendent simultanément vers zéro. Nous représen-
tons la somme 2 par la notation Z/'(x)Aa;, et sa limite par la notation
fj(x)dx;
on énonce ce dernier symbole « somme de a à 6 de f(x)dx » et on rappelle « intégrale définie de la fonction f(x) entre les limites a et 6 » ; a est dit la limite inférieure, et b la limite supérieure de rintégrale.
La somme 2 est une somme de quantités infiniment petites en même temps que les intervalles Axt , ^Xt , . . . , Ax» ; pour démontrer qu'elle a une limite, nous ferons les raisonnements successifs suivants:
l"" Désignons par Yi et j/i la plus grande et la plus petite valeur de la fonction f(x) dans le premier intervalle, par Ys et yt sa plus grande et sa plus petite valeur dans le second, et ainsi de suite ; avec ces valeurs, formons les deux sommes suivantes analogues à 1 :
S = Yi Axi -h Yi Axa-f- . . . H- Y„ Aa?,, s =yi Ax,-f-yaAiC3-4-...-|-y„AXn;
nous allons démontrer que leur différence tend vers zéro.
En effet, d'après l'hypothèse faite que la fonction f(x) est continue, la différence Y — y entre la plus grande et la plus petite valeur de la fonction dans un intervalle tend vers zéro avec la grandeur de cet intervalle, et celle-ci peut être choisie assez petite pour que Y — y soit inférieur à un nombre donné s. Si tous les intervalles Axi, Axa, . . ., Aa;„ sont pris assez petits pour satisfaire à cette condition, la
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différence S — s est inférieure à
«(Aa?t -h Axj -
+ Ixn) = e(6 — a)
et elle peut être rendue aussi petite qu'on le veut en même temps que s ; nous en concluons qu'elle tend bien vers zéro lorsque les intervalles Axi, AiCa, . . . tendent vers zéro.
2^ La somme 2 est toujours comprise entre S et « ; si nous parvenons à démontrer que Tune de ces dernières a une limite l, nous pouvons affirmer, d'après ce qui précède, que l'autre a la même limite, et que 2 a aussi une limite égale à L Nous sommes donc ramenés, pour démontrer l'existence d'une limite de 2, à démontrer que S ou s a une limite; nous ferons le raisonnement pour s,
3° Nous allons faire croître le nombre des intervalles en opérant d'abord d'une façon particulière ; nous divisons chacun des intervalles primitifs en d'autres partiels, ceux-ci de même en d'autres, et ainsi de suite.
Divisons par exemple le premier intervalle Ax, en ^i parties que nous désignons par A'xi, A'xj, ..., A'x^^; divisons de même le deuxième Ax2 en n^ parties A'x„,+i, A'x„,4-2, •••, et ainsi de suite; puis multiplions la plus petite valeur y de f{x) dans chaque intervalle ainsi formé par la grandeur de cet intervalle et faisons la somme des résultats ; nous obtenons ainsi une somme que nous appelons s' et que nous écrivons de la façon suivante :
s' = yl A'xt + yi A'X2 H h yi. A'x„.
-+-yi,H-iA'x„,^.i-hyi,4-2A'x„,H.2-+- •••
en mettant dans la première ligne les éléments qui proviennent de la décomposition de Axi, dans la deuxième ligne ceux qui proviennent de la décomposition de Ax^, et ainsi de suite.
Les termes yi.y'i, ... qui entrent dans la première ligne sont au moins égaux à yi, puisque cette dernière valeur est la plus petite de celles que possède f{x) dans Tintervalle Axi ; la somme qui constitue la première ligne de s' est donc égale ou supérieure à la quantité y ,[A'xi -H A'Xi -+-.•.-+- A'x„,] ou à yi Axj , c'est-à-dire au premier terme de s. De la même manière, les éléments de la deuxième ligne de a'
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ont une somme égale ou supérieure au deuxième terme de 5, et ainsi de suite ; nous en concluons que la somme s^ est égale ou supérieure à s.
Décomposons alors de nouveau les intervalles À'X| , ... en d'autres partiels, et formons la somme correspondante, que nous désignons par s\ puis répétons cette opération de façon à augmenter indéfiniment le nombre des intervalles, chacun d'eux tendant vers zéro; les sommes s, s'^s" y • • • forment une suite de nombres allant en croissant ; mais elles restent manifestement inférieures au produit du maximum de f(x) dans l'intervalle (a, 6) par la grandeur b — a de cet intervalle ; ces sommes ont donc une limite (n° 24) ; nous désignerons cette limite par /.
4° Nous allons enfin démontrer que si Ton effectue d'une manière quelconque des décompositions successives de l'intervalle (a, 6) en intervalles partiels, de façon que leur nombre augmente indéfiniment et que chacun d'eux tende vers zéro, les sommes correspondantes analogues à 5, sommes que nous désignerons par Si,Si,... ont encore une limite égale à la précédente, c'est-à-dire à /.
Soit en effet s^ une quelconque de ces sommes ; nous allons la comparer à Tune de celles que nous avons considérées précédemment et qui ont pour limite /, par exemple à la somme s<p^. Rangeons par ordre de grandeur les valeurs de x qui limitent les intervalles relatifs à 5<^> et à ja, prenons toutes ces valeurs comme limites d'inter\'alles successifs, et formons la somme correspondante analogue à s; appelons-la si^^.
Les nouveaux intervalles peuvent être considérés comme résultant d'une division en intervalles partiels de ceux qui sont relatifs à s^'^ ; s^^ est alors un terme d'une suite s, «', ... s^p^, s^^ ... analogue à celle que nous avons formée dans le paragraphe précédent; une pareille suite a, comme nous l'avons vu, une certaine limite ; il en résulte que la différence s i^^ — 5^> entre deux termes consécutifs est très petite si le nombre des intervalles est très grand, et qu'elle tend vers zéro.
Les nouveaux, intervalles résultent aussi d'une division des intervalles relatifs à s^ ; pour la même raison que précédemment, la différence 4^^ — Sic est aussi très petite; par conséquent, la différence (s^^ — s^p^) — {si^^ — ^/f)^ ** — *^^ 6st aussi très petite et tend vers zéro lorsque tous les intervalles relatifs à ^^^ et à 5^> tendent vers-
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zéro ; comme 5^> a pour limite /, il en est de même de «*, ce que nous voulions établir.
Nous avons ainsi démontré que la somme s, et par suite la somme primitive 2, ont une limite égale à l, quelle que soit la manière dont les intervalles partiels tendent vers zéro, et quelles que soient les valeurs choisies pour la fonction dans chaque intervalle ; Texistence de Tintégrale définie se trouve ainsi démontrée.
•^■,Tv?5?^n
327. Remarque I. — Si M et m sont le maximum et le minimum de f{x) dans Tintervalle (a, h), la somme 2 est comprise entre M(6 — a) et m[b — a)\ il en est de même de sa limite, c'est-à-dire
l'intégrale définie / f(x)dx.
Le quotient de cette intégrale par b — a est compris entre M et m; il est donc égal à la valeur de f{x) pour une valeur convenablement choisie de la variable entre a et 6 ; si c est cette valeur, nous pouvons écrire l'égalité
fj{x)dx^[b-a)f{c).
Remarque II. ^ Supposons que Ton choisisse entre a et 6 des nombres tels que c et d\ nous allons démontrer que l'intégrale définie de la fonction f{x) prise entre a et 6 est égale à la somme des intégrales de cette fonction prises entre a et c, entre c et rf et entre d et 6, c'est-à-dire que Ton a
c^) rf[x)dx= rf{x)dx-h rf[x)dx-\- f*f{x)dx.
En eiïet, d'après les raisonnements du numéro précédent, la valeur du premier membre de cette relation est indépendante de la manière dont on décompose l'intervalle (a, V) en intervalles partiels. Divisons d'abord l'intervalle (a, 6) en trois autres séparés par les nombres c et c/ , puis décomposons chacun de ces trois intervalles en d'autres partiels et faisons tendre ces derniers vers zéro ; nous aurons toujours
^f{x) Ax = Jif{x) Ax -+- 2/'(x) Ax -h 2/*(x) Ax ;
en passant à la limite, nous obtiendrons la formule (3) que nous voulions établir.
Nous pouvons par exemple décomposer Fintervalle total en d'autres à rintérieur desquels la fonction varie toujours dans le même sens, ou bien etacore garde un signe constant. Dans ce dernier cas, les considérations du n® 325 s'appliquent à chacun des intervalles partiels, et par suite aussi à TintervaUe total.
Remarque III. — Nous avons admis jusqu'à présent que la limite supérieure h d'une intégrale définie est plus grande que la limite inférieure a ; cette restriction n'est pas nécessaire, et les raisonnements que nous avons faits subsistent entièrement lorsque h est plus petit que a ; dans ce cas, les valeurs des intervalles successifs \x obtenus en décomposant l'intervalle total 6 — a en d'autres partiels sont des nombres négatifs, mais la démonstration que nous avons
faite dans le numéro précédent subsiste, et la somme ^f(x)lx a encore
une limite ; cette limite est représentée dans tous les cas par la notation jf(x)dx.
Considérons deux intégrales définies de la même fonction f{x) prises, l'une entre les limites a et 6, l'autre entre les limites b et a égales aux précédentes mais en ordre inverse ; nous allons voir que ces intégrales sont égales et de signes contraires.
Formons les deux sommes I^f(pc)Ax et ^f(x)lx analogues à(l);
comme les limites de ces sommes sont indépendantes du mode de décomposition des intervalles (a, 6) et (6, a) en d'autres partiels, nous pouvons, dans les deux cas, séparer ces intervalles partiels par les mêmes valeurs intermédiaires de x, et choisir dans chacun d'eux la même valeur de la fonction f(x) ; de cette façon, les termes correspondants dans les deux sommes ont des valeurs égales et de signes contraires, et il en est de même de ces sommes ; celles-ci ont dès lors des limites égales et de signes contraires, ce que nous voulions établir. On exprime ce fait en disant qu'une intégrale change de signe lorsqu'on renverse l'ordre des limites d'intégration ; cette propriété est traduite par la formule
ff(x)dx = — rf(x)dx .
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Il résulte de là que Ton peut ramener le calcul d'une intégrale dont les limites sont quelconques, à celui d'une intégrale dont la limite supérieure est plus grande que la limite inférieure. On voit facilement que la formule (3) est vraie dans tous les cas, quels que soient les nombres a et 6, et aussi quels que soient e et c/ , quand bien même ces deux nombres ne seraient pas compris entre a et b.
Et "^
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Fig. 114.
328. Interprétation géométrique. — Supposons pour simplifier que Ton prenne rintégrale de /'(a?) entre des limites a et 6 dont la seconde est plus grande que la première ; le cas de 6 < a se ramène à celuilà, comme nous venons de le voir. Prenons deux axes rectangulaires 0^;, Oy (Jig, 114) et construisons la courbe représentative de la fonction y = f{x) ; supposons d'abord que cette fonction reste positive dans l'intervalle (a, 6).
Soient P et Q les points de l'axe Ox ayant pour abscisses a et 6, et soient A et B les points coiTespondants de la courbe ; pour représenter géométriquement la somme (1), nous décomposerons le segment PQ en segments partiels PPi, PiPj, ..• respectivement égaux à Ao;,, Aa:^, . « . ; nous choisirons ensuite dans chacun de ces segments les points Mi , M^, . . . , d'abscisses Çi , Sa^ • . . , et nous tracerons les ordonnées correspondantes Mid , MaCs , ... ; ces ordonnées
seront égales à /"(Si), /"(Ça),
Les éléments /*($i) Aa?!,* /*(Ça)Aa;i, • . . , dont se compose la somme (1), seront égaux aux aires des rectangles successifs ayant, le premier pour base PPi et pour hauteur MtCi , le deuxième pour base l^iPa et pour hauteur MaCa i et ainsi de suite ; la somme (1) sera donc égale à la somme des rectangles PDDiPi, PiEiEaPa, .... D'après ce que nous avons vu au n"" 326, nous savons que la somme (1) a une limite dont la valeur est représentée par l'intégrale définie jf(x)dx ;
nous en concluons que la somme des aires des rectangles précédents a une limite égale à cette intégrale ; comme les sommets D, Di , ... des rectangles se rapprochent indéfiniment de la courbe, nous dirons par définition que cette limite est la valeur de Taire curviligne comprise entre la courbe AB, Taxe des x et les ordonnées PA cl QB des points A et B. Il résulte de cette définition que l'intégrale définie j f[x)dx est représentée géométriquement par Taire comprise
entre la courbe y = fÇ^î), Taxe des x et les ordonnées d'abscisses a et b.
Le calcul d'une intégrale définie et la mesure d'une certaine aire sont, d'après ce qui précède, deux problèmes équivalents ; or, lorsqu'on sait évaluer une aire, on sait calculer le côté d'un carré équivalent, ou, comme on dit, faire la quadrature de cette aire ; par extension, on donne le nom de quadrature au calcul d'une intégrale définie.
Supposons maintenant que f(x) soit constamment négative entre a et b] la courbe représentative est située tout entière, par rapport
à Ox, du côté des y négatifs ; les éléments /"(EOi fili). . • . sont tous négatifs, et les parties dont se compose la somme (1), ainsi que la limite de cette somme, sont négatives ; Tintégrale représente alors la valeur, changée de signe, de Taire comprise enti*e la courbe y=zf(x), Taxe des x et les ordonnées extrêmes d'abscisses a et 6.
Supposons enfin que f(x) change de signe entre a et 6 pour des valeurs telles que c et <f , comme l'indique la figure 115 ; nous avons, d'après la formule (3),
fj{x)dx = fj[x)dx + £f{x)dx -h fj(x)dx ;
la valeur du second membre et par suite celle du premier est égale à la somme des aires situées, par rapport à Ox, du côté des y positifs,
Fig. il3.
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diminuée de la somme des aires situées du côté des y négatifs, c'està-dire à la somme
aire PAMC — aire CND H- aire DBQ .
329. Dérivée d*une Intégrale. — La valeur d'une intégrale définie dépend non seulement de la fonction à intégrer, mais encore des limites d'intégration. Désignons par X la limite supérieure que nous avons appelée précédemment 6, et posons
FOi)^fy{x)dx.
La fonction F(X) varie avec la limite supérieure X ; nous allons montrer qu'elle est continue et qu'elle a pour dérivée /*(X).
Donnons à la limite X un accroissement AX, et considérons rintégrale
nous avons
F(X + AX) - F(X) = f" ^ ^''f{x)dx — rf[x)dx = f^^ ^''f{x)dx ,
comme l'indique la formule (3). D'autre part, Fintégrale du dernier membre est égale, d'après la première remarque du n* 327, au produit de l'intervalle d'intégration (X ~h AX) — X = AX par la valeur que prend la fonction pour une valeur de la variable intermédiaire entre X et X -h AX.; si nous désignons par X H- 6AX cette valeur, nous avons
F(X -H AX) — F(X) = AX / (X -{- 6 AX
d'où nous tirons
Ces égalités nous montrent d'abord que l'accroissement de F(X) tend vers zéro avec AX, c'est-à-dire que cette fonction est continue, d'autre part qu'elle a une dérivée égale à la limite de /"(X-f-ôAX) lorsque AX tend vers zéro, et cette dérivée est bien égale à /"(X), ce que nous voulions démontrer.
Remarquons que la différentielle de F(X) est égale au produit de sa dérivée fÇi) par dX ; nous pouvons donc écrire
si nous remplaçons X par x, nous avons
dF(x) = f(x)dx:
nous en concluons que la différentielle d'une intégrale définie dont la limite supérieure est la variable x est égale à la quantité placée sous le signe d'intégration ; de là vient le nom d'élément différentiel donné à cette quantité. Il résulte de là que Ton peut considérer une différentielle non seulement comme la partie principale d'un accroissement infiniment petit d'une fonction (n^ 194), mais encore comme un élément d'une somme dont la limite est cette fonction elle-même ; les deux points de vue sont équivalents.
330. Intégrale indéfinie. — On appelle fonction primitive ou intégrale indéfinie d'une fonction f(x) une autre fonction dont la dérivée est f(x).
Toute fonction continue a au moins une fonction primitive, c'est l'intégrale définie
¥(x) = £f(x)dx,
dont la limite supérieure est la variable x et dont la limite inférieure estun nombre fixe a arbitrairement choisi. Il existe une infinité de fonctions primitives de f(x), car on peut donner à la quantité a une infinité de valeurs ; nous allons voir que ces fonctions ne diffèrent de l'une d'elles que par une constante- Si en effet F(x) et Fi(x) désignent deux fonctions ayant f(x) comme dérivée, la différence Fi(a;) — F(x) a une dérivée nulle et elle est une constante (n® iSi); nous avons donc, en désignant par C cette constante,
Ft(a:) = F(x)-+-C;
ceci nous montre bien qu'on obtient toutes les intégrales définies de f(x) en ajoutant à Tune d'elles une constante arbitraire.
On représente ordinairement par jf(x)dx^ sans indication de limites, une intégrale indéfinie quelconque de f^x)-
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331. Nous venons de voir que Ton obtient une fonction F(x) satisfaisant à la condition d'avoir pour dérivée f(x) en calculant une intégrale définie de f{x) entre des limites a et a; ; c'est ainsi que Ton opère lorsque f{x) est définie expérimentalement ou graphiquement ou bien n'est pas une fonction simple. Mais dans beaucoup de cas usuels, on suit une marche inverse ; on détermine d'abord, comme nous l'indiquerons plus loin, une intégrale indéfinie de f{pc) ; on en déduit ensuite les intégrales définies par le théorème suivant :
Si Von connaît une intégrale indéfinie ¥{x) d'une fonction f(x), C intégrale définie de celle fonction entre les limites a et \ est égale à la différence F(X) — F(a).
Nous voulons démontrer que l'on a
En effet, les deux membres ont même dérivée /*(X) ; ils ne peuvent donc différer que par une constante ; or, ils s'annulent tous deux lorsque la différence X — a des limites d'intégration devient nulle dans la relation précédente ; ils sont donc égaux, ce que nous voulions établir. Si nous faisons X = 6, nous obtenons la formule
fj{x)dx=¥(b)-¥{a).
que l'on emploie dans le calcul des intégrales définies ; il faut bien remarquer qu'elle n'est démontrée que dans le cas où f(x) est continue entre a et 6.
Remarquons encore que la formule (2) du n* 327 peut s'écrire
sous cette forme, elle n'est autre que la foimule des accroissements finis, démontrée au n° 150.
CHAPITRE II PROCÉDËi; D'INTÉGRATION. CAS DES FRACTIONS RATIONNEUES
. 332. Intégration immédiate. — Nous avons vu que Ton obtient rintégrale indéfinie d'une fonction f(x) en déterminant une fonction F(x) ayant pour dérivée f(pc) et en lui ajoutant une constante arbitraire G. Nous allons indiquer comment on effectue cette détermination dans les cas usuels.
La connaissance des dérivées des fonctions simples nous permet d'écrire immédiatement les intégrales suivantes, où G désigne une constante arbitraire :
afdx — j -f- G (m quelconque différent de — i ,)
— (/x = logo? -h G (le logarithme est népérien,)
/edx = e -h G, fa'dx = -^-^C,
J loga
/ cosxc/ar=:sina;-|-G, / sinxda: = — cosar-hC,
T-^^-tgx+G, r^=_cotga:4-C,
J cos^x ® J sin*x ^
r dx ( arcsinx-i-G, /» rf^ , n
( /, ,"^1 I r-; — ; = arctgxH-C.
J v/1— X* ^_arccosx + C, J *^-«*
Si la fonction f(x) est la somme de plusieurs autres, son intégrale est égale à la somme des intégrales de ces autres fonctions; si Ton multiplie la fonction f(x) par un facteur constant, son intégrale est
PROCÉDÉS D*INTÉG RATION. CAS DES FRACTIONS RATIONNELLES
aussi multipliée par ce facteur. Ces remarques permettent de trouver immédiatement l'intégrale d'un polynôme
eUe est
Ao T-f-A, — -h ... +A„^,-— -hA^-i-C.
333. L'intégrale F(x) d'une fonction f(x) a pour différentielle dF(x) = f(x)dx',
si Ton peut mettre le second membre sous la forme <^(u)du^ u étant une fonction de x, et si Ton sait trouver une fonction 0(u) ayant pour dérivée <p(a), cette fonction est égale à l'intégrale ¥{x) ou n'en diffère que par une constante ; en effet, sa différentielle
(/0(l/) = çp(u)rfu
est identique à celle de F(a;), les deux fonctions sont donc égales à une constante près.
Cette remarque est très utile dans le calcul des intégrales; on aperçoit souvent dans f(x) une quantité a renfermant la variable, et dont la fonction f dépend d'une manière simple ; on remplace alors f(x) et dx par leurs valeurs en fonction de u et de du , on intègre l'expression obtenue et l'on substitue enfin à o, dans le résultat, sa valeur en fonction de x .
Exemple. — Soit à déterminer l'intégrale
dx .
2x — 3' nous poserons 2x — 3 = u ; nous en tirerons 2dx = du , d'où
dx 1 du,
l'intégrale à évaluer sera ainsi égale à
iî|H = |iogB + c = |log(2x-3) + C.
On se dispense souvent d'écrire la lettre o, et l'on pose immédia-
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tement; dans Texemple précédent, la suite d'égalités
/3c dx --=== ; nous voyons
que le numérateur est, à un facteur près, la différentielle de 1— x'; nous poserons alors 1 — a?* = n , et nous aurons
o 1 j xdx du — 2xdx = an , ^ = -_ •
L'intégrale cherchée sera égale à i rdu_ i r -i , _ i Cl""'"' . r. .1
c'est-à-dire, en remplaçant n par sa valeur, à — v^l — x^^Z,
334. Intégration par substitution. — C'est sur des considérations analogues aux précédentes qu'est fondé le procédé d'intégration par substitution ; supposons que l'on remplace x par une fonction donnée <p(0 d'une nouvelle variable /; nous avons dx = ^'(i)dt, et par conséquent
Il arrive souvent, par un choix convenable de la fonction qQ), que l'expression ainsi obtenue est simple et que l'on sait trouver facilement la fonction (^Q dont elle est la différentielle ; cette fonction et l'intégrale F(x) de f(x), ayant même différentielle, ne diffèrent alors que par une constante ; c'est ce qu'on exprime par l'égalité
ff{x)dx = ff[^{t)]o\l)dt;
il suffit de remplacer dans ^ (t)( par sa valeur en fonction de x pour avoir l'intégrale de f(x).
Exemple, — Soit à déterminer l'intégrale Ty/l — x* dx ; posons
X = sin ^, nous en tirons ^i — x* = cos ( , et dx = cos / dt ; nous
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avons par suite
pour déterminer Fintégrale du second membre, nous remplacerons cos* l par "S- (* -^ cos 2(), ce qui nous donnera
Comme / est égal à arcsino; et que sin2^ est égal à 2 sin t cos ^ ou à 2a:v^l — a?* , nous aurons finalement
/l ; , arc sin x , x^i — a?*
\/i—x*dx = h-î^—
335. Intégration par parties. — Si l'élément diiîérentiel f(x)dx est mis sous la forme u dv^ o et v étant des fonctions de x , il y a quelquefois avantage à utiliser l'identité
d(nv) = udv-i-vdu^
qui fournit la différentielle d'un produit ; on en tire, en intégrant les deux membres,
vv= I udv-^ I vda^
d'où
I udv = uv — I vdu;
la recherche de l'intégrale donnée se ramène ainsi à celle de l'intégrale fv du qui peut être plus simple que la proposée ; on dit que l'on fait dans ce cas une intégration par parties.
Exemple. — Soit k déterminer l'intégrale jxsïnxdx] posons
a=x, dv=^sixïxdx; nous en déduisons v = — cosa? et da==idx; nous avons par suite, d'après la formule précédente,
fx sin xdx= — x cos x — | ( — cos x')dx = — x cos a; + sin x -f- C .
La formule d'intégration par parties permet de ramener Tune à l'autre l'intégration de deux fonctions inverses; si par exemple y est
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une fonction de x, on a
Jy dx = xy—Jxdy ;
dans la dernière intégrale, x doit être remplacé par sa valeur qui est la fonction inverse de la première.
386. Intégration des fonctions rationnelles, — Soit à déterminer rintégrale
/ et cp étant deux polynômes en x à coefficients réels. Si le premier est de degré égal ou supérieur au second, nous commencerons par effectuer la division du numérateur par le dénominateur ; en appelant Q(x) et KÇx) le quotient et le reste de l'opération, nous avons
nous sommes alors ramenés à intégrer le polynôme Q(x), ce que nous savons faire (n° 332), et à intégrer une fraction rationnelle dont le numérateur R(ic) est de degré inférieur à celui du dénominateur.
Exemples, — Soit à déterminer l'intégrale
en effectuant la division du numérateur par le dénominateur, le quotient et le reste sont x -+- 1 et 5 ; nous avons alors
la première intégrale est celle d'un polynôme du premier degré et est égale à ~ -f- x ; la deuxième est analogue à celle que nous avons considérée au n» 333, et a pour valeur
|log(2a:-3)-<-C;
nous avons par suite
F(x) = y -t- X + 1 log (2a: - 3) + C.
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C!oinine autre exemple, soit à détermÎQer Tintégrale
«n ordonnant le numérateur suivant les puissances de x — 2, nous pouvons le mettre sous la forme
de sorte que nous avons, en divisant par 3(a? — 2)',
cous sommes ramenés à la somme des intégrales simples suivantes :
''' ;=|log(a:-2) + C,
-et nous avons finalement
F(x) = llog(x-2)-A_±__|_L_+C,
O désignant, comme toujours, une constante quelconque.
337. Cas Où le dénominateur n*a que des racines réelles. — Nous supposerons désormais que Ton a effectué, comme nous Tavons dit, la division de f(x) par <p(a;), ainsi que l'intégration du polynôme Q(x) ;
nous ne nous occuperons que de la fraction --7-— dont le numérateur
est de degré inférieur au dénominateur. Le procédé général d'intégration de cette fraction consiste à la décomposer en une somme de fractions simples correspondant aux différentes racines du dénominateur, et à intégrer séparément ces fractions ; nous supposerons d'abord que ff(x) n'a que des racines réelles.
Nous commencerons par déterminer les racines du dénominateur ff(x); soient a:,, X2, ... ces racines, /?, gr, ... kurs ordres de multi- VoGT. — Math. sup. 33
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pliciié respectifs, nous pourrons poser
Ao étant une constante.
Nous mettrons ensuite —7-^ sous la forme d'une somme de frac-
tions dont les numérateurs sont des constantes et dont les dénominateurs sont les facteurs linéaires de (f(x) affectés d'eicposants au plus égaux à ceux qu'ils possèdent dans Tégalité précédente ; nous écrirons de cette façon
^(x) X — Xi (X — X|)* (x — XiY
Nous déterminerons les numérateurs A, B, ... de ces fractions par la méthode des coefficients indéterminés ; le procédé ordinaire consiste à multiplier les deux membres de l'égalité précédente par (p(x) et à identifier les polynômes obtenus. Nous serons finalement ramenés à
intégrer des fractions de la forme ou-^ — ; les intégrales
X — — «Tf \X — Xij
sont respectivement A log (x — Xj) -f- C et --^^--- ^ h C.
Nous allons appliquer cette méthode à l'intégration de la fraction 4x« — 6x-hi .
2x» — x« * le dénominateur a une racine double égale à 0 et une racine simple
égale à -^ ; nous poserons alors
4x» — 6a:-hl A . B^ C
•2a:' — x« XX* l
A, B, C étant des coefficients indéterminés. En chassant les dénominateurs, nous aurons l'identité
4a;« — 6x -I- i = A(2x« — x) -h B(2x — 1) -h 2Cx« ; en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux
Cas où le dônomlnatear a des racines Imaginaires. — Les
calculs qui précèdent s'appliquent à tous les cas, mais si une ou plusieurs des racines Xi, ^2, . . . sont imaginaires, les intégrales correspondantes renferment des expressions imaginaires ; dans les appUcatÎMift usuelles, de telles expressions sont impropres au calcul numérique, et il est préférable de les remplacer par d'autres entièrement ffédks, comme nous allons l'expliquer.
Nous savons qu'à chaque racine imaginaire, telle que a +&t, «4'tta polynôme cp(ar) à coefficients réels, correspond la racine conjuguée a — bi avec le même ordre de multiplicité, et que le produit des îac^ teurs linéaires (x — a — b{)(x — a -h- bi) relatifs à ces deuxracines est un trinôme du second degré, de la forme x* -h />x + ç, à coefficienlis réels. Nous avons vu de plus (n<^ 222) que le polynôme est toujours décomposable en un produit de facteurs réels, sous la forme
^x) = kf(x — x^{x^x^ ;.. (x^-hptXH-yiXx^+paX-l-y»)» ...,
Ao étant une constante, les facteurs suivants correspondant aux racines réelles, et les derniers aux racines imaginaires conjuguées.
Le casi le plus simple est celui où l'on a cp(x) = x* h- i et R(x) = 1 ;
la fraction à intégrer est alors -^ ji et son intégrale est
dx
= arc tg X 4- C.
x^-hi
Considérons maintenant le cas général; nous décomposerons encore
la fraction •; / en une somme de fractions simples, celles qui cor-
respondent aux racines réelles du dénominateur, s'il en existe, ayant la même forme qu'au n® 337 ; celles qui correspondent aux trinômes de la forme x* +/>x + 7 ayant pour numérateurs des constantes ou des expressions du premier degré et pour dénominateurs des puissances de ces trinômes, avec des exposants égaux ou inférieurs à ceux qu ils ont dans <f(x) ; nous écrirons ainsi
RÇa?) A B^
<f(x) X — Xi (x — X,)* (X — X|)P
Hx-hK LxH-M Sx-hT
x*-+-/},x-hçi («*-4-piX-f-gri)* (x* -^fiX-^giY
Nous déterminerons comme précédemment les coefficients inconnus entrant dans les numérateurs, en multipliant les deux membres de l'égalité'précédente par (p(x) et identifiant les deux polynômes obtenus; nous aurons de cette façon des équations du premier degré en nombre égal à celui des inconnues, et ayant toujours une seule solution. Nous serons alors ramenés à intégrer les fractions simples ainsi formées.
Celles qui correspondent aux racines réelles donnent naissance, comme nous Tavons vu, à des logarithmes ou à des fractions rationnelles ; nous allons examiner celles qui correspondent aux racines imaginaires ; elles sont de la forme
Ux-hK Hx-t-K
x^-hpx-hq ' (x*-\-px-\-qy '
s n'étant supérieur à l'unité que si les racines du trinôme x^-}-px-hq sont des racines multiples de ?(x).
Pour intégrer ces fractions, nous commencerons par mettre en évidence dans le numérateur, s'il contient x, la dérivée du trinôme dénominateur, c'est-à-dire 2x -4-/) ; nous écrirons de cette façon
Hx+K = |^(2x-+-/>)4-K-^,
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puis nous décomposerons chaque fraction en deux autres : la première renfermant 2x +/> et la seconde, s'il y a lieu, une constante au numérateur.
La première partie donnera lieu, à un facteur constant près, à une intégrale logarithmique ou rationnelle, d'après les égalités
2x-hp
= log (x* -^-px + q) 4- C,
r 2x-hp ^(x^-^px-hq)-"^^ , p. J (x^-^px-hqy —54-1 "^ '
il ne nous restera plus que des intégrales de la forme
r dx ^ r dx
J x^-hpx-^-q J (x^-{-px-hqy
Pour Tune et Tautre, la méthode d'intégration consiste à mettre x^-\-px-\-q sous forme d'une somme de deux carrés, de la façon suivante
x^-hpx-^q^U-h-^J 4-^y — -|-j, puis à faire le changement de variable défini par Tégalité
les intégrales se ramënent alors, à des facteurs constants près, à
dt
La première est égale à arc tg ^ + C ; nous allons montrer qu'on peut évaluer la seconde au moyen de fractions rationnelles et d'autres intégrales analogues, pour lesquelles l'exposant du dénominateur est
inférieur à s . Nous partirons pour cela de la différentielle de 7^ — ^r »
(<*-f-l/ qui est
, , t _^ dt 2ni'^dt
' (/« -t- iy ~ ((« 4- 1)" (f» 4- 1)" + * "'
nous remplacerons au numérateur du dernier terme i^ par (<* 4- 1) — 1 ^ de façon à décomposer la dernière fraction en deux autres de dénomi*
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natour» (<*-4- 1)" et (<*-|-l)" ■*■ * , et nous aurons, en intégrant
çp^iY = ^'^J (<2_^i)»+i -(2n-l)J -^JT^Tiy'
Si nous prenons pour n la valeur « — 1 , nous ramenons l'intégrale de j-i rrj à celle de t^ ïnT^tt î ^^ opérant de même pour
n = s — 2, . . . , nous aboutirons de proche en proche à des fractions rationnelles, et à Tintégrale de —^ j- » qui est arc tg f -h C.
Exemple, — Nous allons appliquer celte méthode à un
exemple, et intégrer la fraction j-^ j^ ; le dénominateur a trois
racines doubles, qui sont les trois racines cubiques de Tunité, lune d'elles est réelle et égale à 1 et les deux autres sont imaginaires et sont racines du trinôme x^-\-x-\-i\ nous décomposerons donc le dénominateur en un produit de facteurs réels, et nous écrirons
Nous chercherons alors à décomposer la fraction en une somme de termes de la forme
g^-hi — A B Çg+D Ear-i-F .
(x^ — iy x—i ~^ (x^iy x« + x-hl («« + X-+-1)» '
A, B, C, D, E, F étant des coefficients encore indéterminés; enchâssant les dénominateurs et identifiant les polynômes obtenus, nous obtiendrons, après un calcul élémentaire,
ef Ilntégrale sera ramenée à la somme des trois suivantes :
r2 dx ri dx r\ xdx
J 9{x—\y^J 9 x'-f-x + l "^J 3 (x^-f-x-hi)»"
2 i La première est égale à — -^ j- ; pour calculer la deuxième,
nous décomposerons le dénominateur en une somme de deux carrés
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et nous ferons le changement de variable défini par Tégalité
nous aurons de cette façon pour la deuxième intégrale
Dans la dernière intégrale, le numérateur renferme x; nous le remplacerons par -^ (2x -h i) — g" ' ^* ^^^^ décomposerons l'intégrale en deux autres, d'abord
i (2x-hi)dx _ i
6(a;«-ha;+i)« 6
ensuite rintégrale de la fraction — g- 7^i~r r^' Nous appliquerons
à cette dernière le changement de variable déjà employé, et elle deviendra
ri dx r i\/3 dt
J 6(x«-ha;-hi)« J 27 (<»^-l)*'
pour la déterminer, nous formerons la différentielle de
dt 2t^dt dt 2dt
en intégrant, nous obtiendrons Tégalité
et nous en déduirons la valeur de la dernière intégrale ; elle s'exprime au moyen d'une fraction rationnelle et d'un arc tg.
En réunissant les résultats trouvés, et en remplaçant t par sa valeur, nous aurons finalement
^l±±.rf^-_2^J i x-^2 , 4v/3 2a:+l
De tout ce qui précède, il résulte que l'intégrale d'une fraction rationnelle s'exprime au moyen de fractions rationnelles, de logarithmes et d'arc tg.
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840. Cas d'un radical portant sur une fonction du premier degré. — Nous nous proposons d'intégrer une fonction contenant d'une part rationnellement la variable x et d'autre part un radical portant sur un polynôme ou une fraction rationnelle de cette variable ; une tcDe fonction rentre dans la catégorie des fonctions algébriques de x\ comme exemples, nous citerons
:-4-2xV^X— i,
Nous ne considérerons ici que les fonctions renfermant un radical carré portant sur un polynôme du premier degré, ou sur un polynôme du second degré, ou sur une fraction rationnelle du premier degré; le dernier cas se ramène du reste au deuxième, car on peut toujours remplacer
un radical de la forme l/— r — IT P*^ ^~i vr V^(«^ -+- *) ip'^ "^ ^) »
Y CL X —Y" O CL X —j~ 0
et le dernier radical porte sur un polynôme du second degré. Nous montrerons que par un changement convenable de variable on ramène l'intégration de ces fonctions à celle de polynômes ou de fractions rationnelles ; nous avons vu au chapitre précédent comment on intègre ces dernières fonctions ; nous saurons donc trouver dans tous les cas l'intégrale d'une fonction algébrique de la forme que nous venons d'indiquer.
Plaçons-nous d'abord dans le cas où la quantité sous le radical est du premier degré ; nous l'égalerons au carré d'une nouvelle variable et
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nous remplacerons x par sa valeur en fonction de cette variable. Considérons par exemple la première des deux fonctions citées précédemment; nous poserons x — ! = <•, t étant la nouvelle variable; nous en tirerons a? = 1 -f- /*, ^x — i = < et rfx = 2tdi ; nous aurons alors
fij^Ti ^ Wa^— iW = rr^^-^Y^ -+- 2(i + oH 21 dL
L'intégrale du second membre porte sur un polynôme entier ; en rintégrant, puis en remplaçant dans le résultat t par ^x — i, nous aurons l'intégrale cherchée, qui est
8« . 6,, ^ S-^àx-hiSx*
841. Cas d'un radical portant sur nue fonction du second degré.
— Supposons que la fonction sous le radical soit un trinôme du second degré ctx^ + 6x -f- c ; nous considérerons deux cas suivant que le coefficient de X* est positif ou négatif. En faisant sortir du radical la valeur absolue de ce coefficient, nous pouvons toujours admettre que le trinôme est ramené à Tune des deux formes x^-^px-^q ou — x^-hpx-hq.
l-'cas. — Supposons que la fonction à intégrer renferme la variable X et le radical ^x*-^px-^q\ nous introduirons une nouvelle variable / définie par la relation
t = x-\- ^x*-hpx-\-q ;
en rendant rationnelle cette relation, nous obtiendrons une équation du premier degré par rapport à x; nous pourrons exprimer rationnellement au moyen de /, d'une part la variable x, et d'autre part le radical, qui a pour valeur t — x; nous serons alors ramenés à intégrer une fonction rationnelle de t,
/dx —,^- - - ; posons
/ = a;-f-V^a?*-|-l; en rendant cette relation rationnelle, nous avons
/« — 2to -h X» = «*-+-!,
li '
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nous en déduisons
et rintégrale devient
dx
En remplaçant t par sa valeur, nous avons finalement dx
\/x*-hi
= log (x -+- V^x* H- 1) -4- C.
2' cas. — Supposons que le coefficient de x* sous le radical soit négatif; pour que le trinôme — x* -^px-hq soit positif, il est nécessaire qu'il ait ses racines réelles, et que x soit compris entre les racines ; si nous les désignons par a et 6 (6 > a), nous aurons
— X* H- px -h ç = (x — a)(b — x) .
Nous ferons alors le changement de variable défini par Fégalité X — a = (b — x)<* ;
X s'exprimera rationnellement au moyen de i, et il en sera (Je même du radical, car nous avons
nous serons donc ramenés à intégrer une fonction rationnelle de Exemple. — Soit à déterminer Fintégrale
■dx;
(t-xy
cette- intégrale rentre dans le cas que nous venons de considérer, car
le coefficient de dx peut s'écrire -/x(l — x) et le nouveau
radical porte sur un trinôme dont le coefficient de x^ est négatif; nous poserons x = (1 — x)^* ; nous en tirerons
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oous aurons alors, en remplaçant x et dx par leurs valeurs,
•comme t est égal à i/r , nous aurons pour valeur de Tintégrale
Remarque I. — Dans la catégorie précédente se trouve l'intégrale dx
dx
= arcsinx-|-C,
«dont la valeur est connue sans qu'il soit nécessaire d'employer un changement de variable. On détermine quelquefois les intégrales de la forme
dx
-^px-\-q
•en les ramenant à la précédente ; il suffit pour cela de mettre la quantité sous le radical sous la forme d'une différence de deux carrés,
— a;2-|-/}x-4-5r=yH-£- — ^a; — -^j ;
•donnée en la suivante
Je changement de variable x — 9=^v/V"^"4' transforme l'intégrale m la suivai
r di
Un changement de variable analogue permettrait de ramener Tin-
/dx r dt
, , == à la forme / / , . , que nous avons consi-
dérée précédemment, et qui a pour valeur log (t -H ^i^±i) + C .
Remarque IIJ^— Toute fonction algébrique de x peut se ramener •à une fonction contenant rationnellement x et une fonction auxiliaire y
liée à X par une -équation entière <^x,y) = 0. Si, en étudiant la courbe représentée par cette dernière équation, on constate que 2; et y peuvent s'exprimer rationnellement au moyen d'un paramètre /, (n® 266), on prendra / comme nouvelle variable ; Tintégrale proposée sera ramenée à celle d'une fonction rationnelle de t.
342. Intégrales de différentielles binômes. — En dehors des cas examinés dans les numéros précédents, il est rare qu'une intégrale de fonction algébrique s'exprime à l'aide de fonctions élémentaires; en général une telle intégrale constitue une nouvelle fonction transcendante. Beaucoup d'intégrales usuelles rentrent cependant dans le type
(1) r(ax^-hbx^ydx,
où m, n, p sont des nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, a et 6 des constantes quelconques ; on dit que c'est l'intégrale d'une différentielle binôme.
Si p est entier, positif ou négatif, elle se ramène à l'intégrale d'une fonction rationnelle ; en supposant que m et n soient des nombres
entiers ou fractionnaires de la forme — ^» — i, où nii, ni, m», ik
lits n^
sont entiers, il suffît d'efîectuer le changement de variable défini par X = <"• "• pour aboutir à l'intégrale d'une fonction rationnelle de t.
Si p n'est pas entier, essayons l'un des deux changements de variable définis par les équations
(2) ax^-''-hb = u, a-hbx^-^^v] le premier donne
et ramène l'intégrale (!) à
J a(m — n) \ a ) en faisant entrer u'* dans la parenthèse, nous voyons qu'elle a la mimt forme que (1), l'exposant p étant remplacé par p' = ^£ 'J
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Imtégration sera possible si p' est entier, ou bien si ^^ est
m — n entier.
Le deuxième changement (2) est analogue au précédent, et conduit à
une intégration possible si p* = — ^ 1 ou bien "^^ sont
entiers.
Nous voyons donc que la diiïérentieile binôme est intégrable
lorsque l'un des nombres
est entier ; on démontre que ce sont les seuls cas possibles d'intégration. Exemple. — Soit à intégrer
nous avons m = 0, /i = 4, /> = r-, de sorte que /ip-j-i est nul,
et nous sommes dans un cas de possibilité ; nous utiliserons le premier des changements de variable (2) qui donne
a:-*-hi=o, a: = (a — 1)^"*^, dx = — ~{a — i)"^~' du .
L'intégrale est ramenée à celle de — r- n * (o — !)-* du ; pour
achever le calcul, nous poserons £i = /^, de façon à n'avoir plus que des exposants entiers, et nous aboutirons à une intégrale de fonction rationnelle, que nous décomposerons en éléments simples :
r—t^dt^ ri dt fi dt fi dl J t'-i J ii-hi J ^t-i J2i*-f-i'
en intégrant chaque partie et remplaçant t par « * ou (1 4-a;~*)* , nous aurons' comme valeur de l'intégrale cherchée, à une constante près,
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343. Intégration des fonctions trigonométriques. — 1« Cas. — Considérons d'abord un polynôme entier par rapporta sînx et cosx, c*estnà-dire une somme de termes de la forme A sin'x cos"x, m et n étant des nombres entiers positifs et A un coefficient constant.
La méthode que Ton emploie pour intégrer une pareille fonction consiste à remplacer les puissances et les produits des sinus et des cosinus par une somme ou une différence de sinus ou de cosinus des multiples de x ; on se sert pour cela des identités
2 sin a cos a = sin 2a,
2 sin* a =i 1 — cos 2a, 2 cos* a = i -f- cos 2a,
2 sin a sin 6= cos(a — b) — cos(a + 6),
2cosacos6 = cos(a — 6)-l-cos(a + 6),
2 sin a cos 6 = sin (a — fr) + sin (a -h 6);
en les appliquant plusieurs fois successivemMil» s'il est nécessaire, on ramène la fonction à intégrer à une somme de sinus ou de cosinus dont on détermine immédiatement les intégrales.
Exemple. — * Soit à évaluer l'intégrale / sin* x cos*x </x ; on a
sin* a: cos* a; = — (i — cos2x)(l +cos2a:) = -r — cos* 2a:
1 i /j , « \ i cos 4a:
L'intégrale a pour valeur
'*cos ix dx X sin 4ar
On peut dans certains cas utiliser les formules que nous avons données au n® 217 pour remplacer cos'"a: et sin^x par une somme de sinus ou de cosinus.
2« Cas. — 11 arrive fréquemment qu'une fonction dépendant seulement de sin x et cos x peut se mettre sous la forme du produit d'une de ces deux quantités par une fonction de l'autre, c'est-à-dire sous la forme /"(sin x) cos x ou /"(cos x) sin x.
Dans le premier cas, pour évaluer l'intégrale / /"(sin x) cosx c/x on fera le changement de variable sinx=:a, d'où cos x(/x==(/o,et
INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES
l'on sera ramené à calculer Fintégrale / f(u)du ; on fera de même dans le second cas, en posant cette fois cos x = u.
Exemple. — Soit l'intégrale i igxdx; si nous y remplaçons tgx
par
smx cosx
, nous voyons qu'elle rentre dans le cas que nous venons
d'examiner ; en appliquant la méthode indiquée, nous poserons cos x = u, d'où sina: dx = — da; nous aurons alors
/^^^dx = — I — = — logii-f-C = — logcosx-hC. COSX J II ° ®
3* Cas. — Lorsque l'on a à intégrer une fonction rationnelle de sin x^ cos X et tg X, un procédé général consiste à prendre comme variable
auxiliaire tg — = r, les lignes trigonométriques précédentes s'expriment
rationnellement au moyen de /, comme l'indiquent les formules
sinx =
cos X =
tgX=;
c/x est aussi une fonction rationnelle de t et de di, car on a
2dl
X = 2 arc tg t,
d'où
dx =
On est alors ramené à intégrer une fonction rationnelle de t.
/dx - — -; en faisant la
transformation précédente, nous avons
344. Inlégration des séries. — Nous avons vu (n^ 178) que si les termes d'une série uniformément convergente dans un intervalle
y==Ui(x)-hu^x)-
Un(x)-
sont des fonctions continues, la série est elle-même une fonction continue dans cet intervalle ; nous allons montrer que la série des intégrales des termes successifs est convergente, et représente l'intégrale
de la roQction. Si a et X représentent deux valeurs de la variable telles que rintervalle (a, X) soit entièrement compris dans l'intervalle considéré, nous allons démontrer que Ton a
(4) / ydx^ I UiQcyx-h f u^x)dx-\ h / uJ^x)dxA
et, en même temps, que la série du second membre est convergente. Pour cela nous décomposerons la série (1) en deux parties
S„(x) désignant la somme des n premiers termes et Rn(a;) le reste correspondant, puis nous prendrons Tintégrale définie des deux membres de Tégalité précédente entre les limites a et X ; nous aurons
(5) rydx= rsn(x)dx-h r^^yx.
Ja Ja Ja
Comme y est une fonction continue, le premier membre a une valeur bien déterminée, d'après le théorème d'existence de Tintégrale définie; la première partie du second membre est l'intégrale d'une somme d'un nombre fini de fonctions continues, et elle est égale à la somme des intégrales de ses termes, c'est-à-dire à la somme des n premiers termes de la série qui forme le second membre de l'équation (4).
D'autre part, d'après la formule (2) du n* 327, nous avons
<: étant compris entre a et X; mais R„(c) peut être rendu aussi petit qu'on le veut et tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; nous en concluons que le premier terme du second membre de (5) a une limite égale au premier membre, par suite, que la série des intégrales des termes de la série proposée est convergente et que sa somme est égale à l'intégrale de t/, ce que nous voulions établir.
Ces considérations s'appliquent à une intégrale indéfinie quelconque de y ; elle ne diffère de la série des intégrales de ses termes que par une constante arbitraire.
Les développements en série de log(l-f-a?) et de arctgx que nous avons obtenus au n^ 184 s'obtiennent immédiatement d'après ce •qui précède.
345. Cas où Ton connaît Fintégrale indéfinie. — Lorsque l'on sait liéterminer Fintégrale indéfinie F(x) d'une fonction f{x)^ Fintégrale définie de cette fonction entre deux limites a, b est égale, comme nous Tavons vu (n*» 33i), à la différence des valeurs de ¥(x) pour ces limites; c'est ce qu'exprime l'égalité
£ f(x)dx = ¥(b)-Y(a).
Cette formule n'est démontrée toutefois que dans le cas où f{x) reste continue dans l'intervalle (a, 6) ; de plus, si la fonction F(x) est susceptible de plusieurs déterminations, comme arc sin x ou arc tg x, il faut choisir la même détermination pour les deux limites.
J^ dx I -] l'inté- 0 i -\~x
grale indéfinie est la fonction arc tga; + G, et l'intégrale définie est égale à la différence des valeurs de cette fonction pour x = i et pour x=^0. Nous choisirons pour ces limites la même détermination de
arc tg X, celle qui reste comprise entre — — et -f- —
est égal à 7- > arc tg 0 à zéro, et nous avons par suite
; alors arc tg i
dx
346. C^as d*an changement de variable. — 11 arrive souvent, comme nous l'avons vu au n* 334, que l'on détermine l'intégrale indé- VoGT. — Math. sup. 34
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finie d'une fonction f(x) en changeant de variable ; si nous posons X = 9 (/), et si ^ (0 est une fonction continue, nous avons
fr(x)dx = ff[<fi()]Y(t)dl;
cette égalité, dont nous représenterons les deux membres respectivement par F(x) et ^(t) exprime, d'une part, que Ton obtient Tintégrale F(a;) de f(x) en remplaçant dans ^(/.) t par sa valeur en fonction de x et, d'autre part, que ^t) se déduit inversement de F(x) en y remplaçant x par (p(i).
Supposons que l'on veuille déterminer Tintégrale définie de f{x) entre les limites a et b, et que t varie d'une manière continue entre deux nombres ^o et tu lorsque x varie de a à 6, de façon que a = <p(/o), 6 = <p(^). L'intégrale cherchée est égale à la différence F(fe) — F(a) ; mais il n'est pas nécessaire pour la calculer de former effectivement la fonction F(x) ; nous avons en effet
il suffit donc de déterminer la valeur de l'intégrale définie ^(Q entre les limites ^o et U de la nouvelle variable correspondant aux valeurs a et b de x.
Exemple. — Soit à calculer / ^i — x^dx; nous avons vu (n* 334) qu'en posant x = sin ty nous avons
r»/r=r^dx= rcosUdt = ^ + ^^^-hC.
Nous pouvons supposer que t désigne le plus petit arc en valeur absolue dont le sinus est égal à x ; cet arc croît d'une manière continue de — ^ à + ^ lorsque x croît de — 1 à -h i ; il nous suffit alors de calculer la différence des valeurs du dernier membre pour < = -r et < t= — -^1 différence que l'on représente par la notation
FI
Comme sîn 2t s'annule pour les deux limites^ cette difféeenoe est égale à t""*"^ — ( — ~l~^^i~^'' ^^ï^^^s avons
847. Sértat trigonométriques. — Parmi les séries dont les termes sont des fonctions trigonométriques de la variable x, les plus importantes, étudiées par Fourier, sont celles dont chaque terme est, à -un facteur constant près, égal au sinus ou au cosinus de la variable ou de Tun de ses multiples entiers ; on les écrit sous la forme :
(i) Ao + Al cos X + Aj cos 2x - -I- Bi sin a: + Bi sin 2x -
- A„ cos mx ■
- B« sin mx -
Une série trigonométrique de cette espèce, lorsqu'elle est convergente, représente une fonction périodique de x, la période étant égale à 2-k , car elle reprend la même valeur lorsqu'on augmente ou diminue la variable d'un multiple de 2ii.
Ëtant donnée une fonction quelconque /"(x), on peut se proposer de la représenter, pour les valeurs de x comprises soit entre 0 et 2?; , soit entre — iç et +7c, par une série trigonométrique de la forme précédente ; si le problème est possible, et si f(x) est une fonction périodique de période 27i, elle est égale à la série pour toute valeur de X, mais si f(x) n'a pas la période 2ir, elle ne peut coïncider avec la série que dans l'intervalle primitif d'étendue 2?: ; la série et la fonction ont des valeurs différentes pour les autres valeurs de x .
Plaçons-nous dans le cas où l'intervalle considéré s'étend de 0 à 2ir, et proposons-nous de calculer les coefficients d'une série (i) égale à une fonction donnée f(x) pour x compris dans cet intervalle ; pour cela, nous déterminerons les intégrales définies de la forme suivante
rf(x)dx , / f(x) cos mx dx , / /"(x) sin mx dx ,
m prenant toutes les valeurs entières successives. En admettant qu'on puisse les obtenir en intégrant terme à terme, elles sont respectrvemevit
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égales aux sommes suivantes :
(2) / Aorfx -f- / Al cos X dx -+-'-- -\- f Bi sin xdx-h • • • ;
-(3) / Ao cos ma; dx -h / AiCOSxcos/?u:(/x+ •••
-f- / Bi sin X cos mx dx+ • • • ; (4) / Ao sin nur f/x -f- / Ai cos a: sin ma: c/x -i- •• •
-f- / Bi sin x sin mx dx-h • • • ;
mais en utilisant les formules du 1*' cas du n"^ 343, nous avons les égalités suivantes :
sm mx dx = ( ) = 0 ,
J"**" . /sin mx\s« ^ cos mxcte = ( ) =0, 0 \ ni /o
J*^** . , j A'^ i — cos 2mx , fx sin 2mx\*«
r, f /*2^ i -h COS 2mx , fx . sin2mx\*«
X*« . , /•«« COS (m — p)x — cos(m-|-p\r , « sm mx sm /)x ax == 1 ^^^ ^^ ^^ -^^^--tfx = y,
r*' , /*»« cos (m — p)xH-cos(m-|-p)x , a I cosmxcos/)x</x= I ^^ ^^ ^^ ^^^^cfx = 0,
/*«« . , /•*'' sin(m — p)xH-sin(m-|-p)x . a 1 sm mx cos pxdx^ 1 ^^ ^^ ^^ ^-^-^ ax = U .
Dans la dernière, m et /> sont quelconques ; dans les deux précédentes, ils sont supposés différents.
D'après ces égalités, la somme (2) se réduit à son premier terme, et a pour valeur 2-^ Ao ; la somme (3) se réduit au terme en A« et a pour valeur îrA« ; enfin la somme (4) se réduit au terme en B« et a pour valeur irBm; nous en concluons que Ton a
Ao= 2^ / f(x)dx, A„=— / f(x)cosmxdx,
B« = — / f(x) sin mxdx\ If Jo
nous aurons ainsi, en donnant à m les valeurs entières successives, tous les coefficients de la série (i).
11 resterait à voir si la série ainsi formée est convergente, et si elle a la même valeur que f(x) pour toute valeur de x comprise entre 0 et 2ir ; cela a lieu pour les fonctions usuelles, mais non pour une fonction f(x) quelconque, et il est nécessaire que f(x) satisfasse à certaines conditions ; nous n'entrerons pas dans un examen plus approfondi de cette question.
Exemple. — La méthode précédente appliquée à la fonction -^ > entre 0 et 27C , conduit à la formule
sinx sin 2x
sin mx
le second membre est une fonction discontinue de x pour les valeurs 2A-T: de la variable, k étant entier positif, négatif ou nul.
La même méthode s'applique sans modification entre — ir et -f-ic; dans cet intervalle, elle conduit à Tégalité
a; _ sin a; sin 2x sin Sx
Lorsqu'on représente par la série (1), dans l'intervalle ( — w , -h tC), une fonction qui change de signe lorsqu'on change x en — x, il n'existe que des sinus dans le développement ; si la fonction ne change pas, dans les mêmes conditions, le développement en série ne contient que des cosinus. .
848. Valeur d'une intégrale définie lorsque rélément différentiel devient infini. — Nous n'avons défini l'intégrale / f(x)dx que dans
le cas où la fonction f{x) reste continue entre a et 6 ; si elle devient infinie dans Tintervalle ou pour les limites, ce que nous avons dit ne s'applique plus et le symbole / f(x)dx n'a plus un sens déterminé.
Supposons, pour fixer les idées, que f(x) soit codUduc entre a et 6, sauf pour a?= 6, où elle devient infinie; considérons l'intégrale définie de fÇx) entre les limites a et 6 — e, e étant une quantité quelconque aussi petite que Ton veut ; cette intégrale a une valeur déterminée ; si elle a une limite lorsque e tend vers zéro, on dit que le
symbole / f(x)dx a un sens, et sa valeur est par définition la limite
précédente ; si la limite n'existe pas, on dit que le dernier symbole n'a pas de sens ou que l'intégrale de f(x) entre a et 6 n'a pas de valeur déterminée.
Les mêmes définitions s'appliquent au cas où la fonction est infinie pour x = a; plus généralement, si Ton suppose par exemple que f(x) devient discontinue pour a et b et pour une valeur intermédiaire c, on considère la somme des intégrales
(5) r''*f(x)dx+ r~**f(x)dx;
si cette somme a une limite lorsque ej, £2, es, e^ tendent vers zéro d'une manière quelconque, cette limite est la valeur du symbole
/ f(x)dx; sinon, ce dernier symbole n'a pas de sens déterminé.
Lorsque l'on connaît l'intégrale indéfinie F(x) de f(x) et qu'elle reste continue pour toute valeur de x comprise entre a et 6 inclusivement, quand même f(x) serait discontinue, on est certain que la somme des intégrales (5), qui a pour valeur
F(c-eO-F(aH-eO+F(6-eO-F(c + E3),
a une limite lorsque les s tendent vers zéro, et cette limite est égale à F(6) — F(a); l'intégrale de f(x) entre a et 6 a donc un sens bien défini, et a pour valeur la différence précédente. *
X-^* dx ; rélémcnt 1 yi — X* différentiel devient infini pour les deux limites — 1 et + 1 , mais l'intégrale indéfinie F(a?) = arcsina; reste continue pour ces valeurs; l'intégrale définie a donc un sens et a pour valeur
arc sin (+ i) — arc sin ( — 0 ="| — ( ""i^ )^^'
De la même manière, les égalités dx
=:log[±:(a:-c)l+C,
dx (x — c)-""^'
(x — c)~ — m + 1 montrent que l'intégrale définie / z r- » dans laquelle c est
Ja (X — Cy
compris entre a et 6 ou égal à Tune de ces limites, a un sens si m < i et n'en a pas si m> i.
Si une fonction f(x) devient infinie d'ordre m pour une valeur c comprise entre a et 6 ou égale à Tune de ces valeurs, c'est-à-dire
si l'on peut poser f(x) = ^ ^ » (f(x) restant continue et non nulle
pour x=c^ nous allons démontrer que l'intégrale de f(x) entre a et 6 a un sens si m est inférieur à i , et n'en a pas si m est égal ou supérieur à i .
Supposons par exemple que c soit égal à a ; il nous suffit de faire le raisonnement entre des limites a et ai dont la deuxième est voisine de a. Supposons qu'entre ces limites ^(x) reste compris entre deux nombres A et B non nuls et de même signe ; l'intégrale / * f(x)dx reste comprise entre les produits par A et B de l'intégrale
lorsque e tendra vers zéro, elle aura une limite en
même temps que cette dernière, c'est-à-dire si m <; i , et elle n'en aura
pas si m ^ 1 .
Par exemple, si nous considérons la cissoîde représentée par la figure 74 (n* 253), l'aire comprise entre l'axe des x, la branche supérieure de la courbe à partir de l'origine, et une ordonnée d'abscisse a — e, est égale (n» 328) à l'intégrale
£-'yd.=£-'sJ^Jx;
l'élément différentiel étant infini d'ordre -^ * cette aire a une limite
lorsque t tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque l'ordonnée finale se rapproche indéfiniment de l'asymptote de la courbe.
340. Cas où les limites dlntégralion deviennent infinies. — Nous
avons supposé jusqu'à présent que Tintervalle d'intégration (a, 6) reste fini; nous allons étendre la notion d'intégrale définie au cas où Tune des limites, ou les deux, deviennent infinies ; nous nous placerons d'abord, pour fixer les idées, dans le cas où la limite supérieure est infinie.
Considérons l'intégrale j f(xjdxy et supposons qu'elle soit déterminée pour toute valeur de b supérieure à a ; si elle a une limite lorsque b devient infini, on dit par définition que cette limite est la valeur de l'expression j f(x) dx ; si l'intégrale n'a pas de limite,
cette dernière expression n'a pas de sens.
Lorsque Ton connaît l'intégrale indéfinie ¥{x) de f(x) et qu elle a une limite déterminée pour x croissant indéfiniment, on est certain que F(6) — F(a) a une limite pour b infini; on en conclut que l'expression j f(x)dx a un sens et que sa valeur est égale à F (oo ) — F(fl)»
Les mêmes considérations s'appliquent au cas où a décroit indéfiniment. Par exemple, l'intégrale indéfinie
rrfe=("^*«^);
a une limite pour b croissant indéfiniment ; si nous prenons en effet, comme au n** 345, l'arc compris entre — "^ ®* + "^ ' arc tgoo a pour valeur — ; nous avons par suite
r dx 1,
pour une raison analogue, la même intégrale a une limite lorsque a décroit indéfiniment, et nous avons
Comme dans le numéro précédent, on peut souvent, sans calculer l'intégrale indéfinie, reconnaître si elle reste finie pour x infini, et si l'intégrale a un sens lorsque l'une ou l'autre des limites devient infinie ; on compare pour cela l'intégrale donnée à celle de la fonction
plus simple En particulier, si l'on peut écrire f(x)=z^^^ f(«)
restant fini pour x infini, on démontre que l'intégrale de ((pc) prise entre des limites infinies a un sens pour m supérieur à 1 et n'en a pas pour m égal ou inférieur à 1 .
850. Calcul approchô des intégrales définies. — Il n'est pas toujours possible d'exprimer l'intégrale indéfinie d'une fonction quelconque f(x) au moyen de fonctions connues en nombre limité; il existe aussi des fonctions, telles que celles qui sont définies graphiquement ou par des expériences physiques, dont on ne peut représenter l'intégrale par une formule analytique. Lorsque le calcul de l'intégrale indéfinie d*une fonction f(x) est impossible ou trop compliqué, on évalue l'intégrale définie de cette fonction entre des limites données par des méthodes différentes de celle que nous avons indiquée précédemment ; ces méthodes fournissent non une valeur exacte de l'intégrale cherchée, mais une valeur approchée suffisante dans la pratique ; on peut du reste faire en sorte que l'erreur commise soit aussi petite qu'on le veut.
Un premier procédé consiste à efiectuer le développement en série de /*(«), d après la formule de Taylor ou celle de Maclaurin (n® 181) ; si les limites d'intégration sont comprises parmi les valeurs de x pour lesquelles la série est convergente, il suffit, d'après ce que nous avons dit (n® 344), de prendre les intégrales définies des termes successifs et de calculer la somme de la série obtenue. En conservant seulement les premiers termes de cette série, on obtient une valeur suffisamment approchée de l'intégrale définie.
Exemple. — Soit à déterminer l'intégrale / sin — da:; d'après Ja formule donnant le développement en série de sinx, nous avons
irx'
7tx' _ 1/ j«5^y f /ica?M
la série est convergente quel que soit x\ en intégrant entre 0 et a;,, nous obtenons
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En faisant x={, nous avons pour valeur de Tintégrale cherchée
à un millième près.
351. Méthode des trapèzes. — Pour calculer Tintégrale définie de la fonction f(x) entre a et 6, 6 étant plus grand que a, il suffit, d'après ce que nous avons dit au b? 328, de déterminer Taire comprise entre la courbe représentative de cette fonction. Taxe des x et les ordonnées d'abscisses a et 6; chaque portion de cette aire est prise positivement ou négativement suivant qu'elle est située, par rapport à Oo;, du côté des y positifs ou du côté opposé.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que f(x) garde un signe
constant, et est positif entre a et b. Soient AB (fig, 116) la courbe représentative de f(x) entre ces limites, PA et Q6 les ordonnées des points A et B dont les abscisses sont égales à a et b; nous obtiendrons une valeur approchée de Taire PABQ en inscrivant dans Tare AB un polygone AAïAs . . . , traçant les ordonnées PA, PiAj, PsAs , ... des sommets de ce polygone et évaluant la sonune des aires des trapèzes inscrits PAAiPi, PiAjAsPs, .... Ordinairement, on partage le segment PQ de Taxe des x en parties égales ; si n est le nombre de ces parties,
chacune d'elles a pour valeur -—^^ — ; en désignant par yo, J^i» - • • i
yn-i^ yn les valeurs des ordonnées des points A, Ai, . . . , B, calculées ou mesurées sur la figure, la somme des trapèzes a pour valeur
Fig. 116.
ou bien
(yo+yO-h
(!/i-+-yO-
(y^i-hyO»
■Vo-l-.V"
Une modification a été apportée à cette méthode par Tchebicheff ; on obtient une valeur très approchée de Taire en déterminant seulement six ordonnées de la courbe. A partir du milieu du segment PQ , -on porte sur Taxe des Xy et de part et d'autre de ce milieu, des longueurs égales à
-et Ton calcule les six ordonnées correspondantes ; la formule
donne une valeur approchée de Faire.
352. Méthode par interpolation. — Si Ton connaît seulement les valeurs de la fonction f(x) pour les valeurs Xo^Xi^ x^, . * - x^ de la variable comprises entre a et 6 ou égales à ces limites, on sait déterminer, par la formule de Lagrange (n"* 188), ou par d'autres analogues (n~ 191 et 192), un polynôme u de degré n, qui prend les mêmes valeurs que f(x) pour ces n-f-l valeurs de la variable.
En substituant à f(x) ce polynôme, et en en prenant Tintégrale définie entre a et 6, on obtient une valeur approchée de l'intégrale •de f(x) entre les mêmes limites.
Considérons une fonction f(x) à laquelle on substitue un polynôme du deuxième ou du troisième degré
u(x) = Oo -f- atX -\- a^^ -+- a^x^ ;
il est facile de vérifier que Tintégrale d'un tel polynôme entre deux limites «luelconques a , b s'exprime au moyen des valeurs extrêmes ii(a), u(b)
«t de la valeur moyenne n( — - — | par la formule
Cela posé, supposons que l'on veuille obtenir une valeur approchée de l'intégrale d'une fonction f(x) entre des limites a , 6 ; partageons
l'intervalle total d'intégration en 2n parties égales à A = 7"^ » design
gnons par aro = û i a?i = a -f- A, . . . , a?2A ■= 6, les limites de ces intervalles et par yo , y i , . • • , ys» les valeurs correspondantes de la fonction. Dans rintervalle (xo, x^) substituons à f(x) un polynôme do second degré u(x) qui acquiert les mêmes valeurs que la fonction pour les trois valeurs Xo, Xi, Xg de la variable, et prenons comme valeur approchée de l'intégrale de f(x) dans cet intervalle celle du polynôme uQc) ; d'après la formule précédente, cette dernière intégrale est égale à
^t JpQ
j ii(xo) -h w(xO + 4w(x,) 1= j\ yo -+- yt -h 4-y 1 1 •
De la même manière, substituons à f(x) dans Tintervalle (x^.x^ un polynôme du second degré qui prend les mêmes valeurs que la fonction pour Xi, Xz et x^, puis intégrons ce polynôme, et opérons de même jusqu'à rintervalle (Xin^t, x^^); la somme de toutes les intégrales partielles obtenues sera égale à
j yo-i-yî«-f-2(y2-»-y4H i-y2«-2)-H4(y,-+-ysH y-ytn^d h
cette somme représente une valeur approchée de l'intégrale de la fonction donnée ; elle constitue la formule dite de Simpson.
353. Dérivée d'une intégrale définie par rapport à un paramètre»
— Supposons que Ton intègre entre deux limites a et 6 une fonction f(x, a) dépendant de la variable x d'intégration et d'un paramètre a; l'intégrale sera une fonction de ce paramètre en même temps que des limites; nous la représenterons par F(a, 6, a), et nous écrirons
F(a,b,a) = £f(x,a)dx;
nous nous proposons de déterminer la dérivée de F par rapporta a. Plaçons-nous d'abord dans le cas où a et 6 sont indépendants du paramètre ; en donnant à a un accroissement Aa, nous aurons
F(o, 6, a + Aa)=: / /"(x, a-h Aa)rfx.
Supposons que f(x^ a) possède des dérivées du premier et du second ordre par rapport à a , et écrivons, en appliquant la formule de
Taylor,
/•(x, «-f-A«) = /-(a;, «)+A« '\^ -^-T ôa» ^'
supposons, de plus, que le dernier terme soit une fonction de x finie et continue dans Tintervalle d'intégration.
En intégrant terme à terme et remarquant que Ax est une constante quand X varie, nous avons pour F(a, 6, a-i- Aa) la valeur
nous en déduisons que
F(a, fc,g-|-Att) — F(a,ft,a) Aa est égal à
Ôa 2 /a <^a*
Lorsque Aa tend vers zéro, le dernier terme est le produit de — r-
par une intégrale qui reste finie d'après les hypothèses faites, et ce terme tend vers zéro ; nous en concluons que F(a , & i «) a une dérivée par rapport à a , et que cette dérivée est égale à
Nous pouvons donc, dans le cas où les limites a , b sont fixes et où la fonction f(x, a) remplit les conditions données, énoncer le résultat suivant :
Théorème. — La dérivée de V intégrale définie d'une fonction f(x, a) par rapport aa paramètre a est égale à l* intégrale définie de la dérivée de cette fonction par rapport à ce paramètre.
Supposons maintenant que a, A dépendent du paramètre a; choisissons un nombre fixe c, et écrivons
F(a, 6, a)= rf(x,a)dx= f fÇx,^)dx^ rf(x,a)dx;
Ja Je Je
la dérivée de F par rapport au paramètre a a pour valeur
dFÇa, 6, g) ^ 5F rfg ^ 5F c/6 ^ 5F doL 5a da 56 da dx
D'après le n« 329, la dérivée d'une intégrale par rapport à sa limite supérieure est égale à la valeur que prend, pour cette limite, la fonctioii sous le signe d'intégration ; par conséquent, nous avons
d'autre part -- est donné par la formule que nous avons établie dans
doc
le cas précédent ; nous avons donc finalement
doL ' doL ' ^ ^ d% Ja 5a
354. Aire des surfaces planes. — Nous avons vu au n^ 328 que rintégrale définie
représente, en coordonnées rectangulaires. Taire comprise entre la courbe d'ordonnée y = f(x)^ Taxe des x, et les ordonnées d'abscisses a et b. En supposant 6 > a, les parties de cette aire pour lesquelles y est positif sont comptées positivement, et celles pour lesquelles y est négatif sont comptées négativement. Nous allons considérer quelques exemples.
Parabole. — Soit la parabole représentée par Téquation y* = 2px (fig, 117); soit OM un arc de cette courbe situé dans Tangle positif des axes de coordonnées entre Torigine et un point M d'abscisse donnée 6 ; Taire comprise entre cet arc, Taxe des x et Tordonnée PM du point M est égale à
rydx= r(2pyx^dx.
Jo Jo
Fig. 117.
L'intégrale indéfinie est égale à -«- (2p) * x * ;
en la prenant entre les limites 0 et 6, nous avons
2 ,„ sT,
aireOMP = |(2/>)*6' = y6v^;
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-comme le produit b^2pb est égal à OPxPM et représente Taire du
rectangle OQMP, noas voyons que Taire OMP est égale aux deux tiers de celle de ce rectangle.
Hyperbole. — Soit Thyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes et représentée parTéquation xy:=k, /r étant un nombre positif (/î^. 118); soient A et B deux points de la courbe d'abscisses positives a et b ; Taire PABQ, comprise entre Tare AB, Taxe des x et les ordonnées PA et QB de A et 6, est égale à
£ydx = £'^ = k(logb-\oga) = klog^-
Si a et /r sont égaux à Tunité, Taire est égale à log b.
Aire intérieure à l'ellipse. ^-^ Soit Teliipse représentée par Téqua-
Fig. 118.
tion
Taire du quadrant compris dans Tangle positif des axes de coordonnées, entre la courbe et ces axes, est égale à Tintégrale de y entre 0 et a. Pour Tévaluer, il est plus simple de changer de variable et d'exprimer X et y au moyen du paramètre angulaire 9 (n^ 91); nous avons
X = a cos o, y=zb sin 9,
d'où
dx=z — asincpd^;
aux limites 0 et a pour x correspondent les limites ^ et 0 pour 9; d'après ce que nous avons dit au n^ 346, nous avons,
I y dx= I ( — ab sin* <p) rf(p = / ab sin- o rfç.
En remplaçant sin*^ par g £, nous obtenons comme
valeur de cette intégrale définie
r^ j\ — cos2(pj /afto a&sin2(p\T ahi:
Ce résultat représente Taire d'un quadrant ; nous en concluons que Paire intérieure à P ellipse est égale àizab,
355. Cas d'une courbe fermée. — Considérons (/î^r- il 9) une courbe
fermée C ; supposons, pour simplifier, qu'elle ne se coupe pas, et qu'elle n'est rencontrée par une parallèle à Oy qu'en deux points tels que Mo et Mf Pour évaluer l'aire intérieure à cette courbe, nous tracerons d'abord les tangentes parallèles à ï" Oy ; soient A et B leurs points de contact, PA et QB les ordonnées de ces points ; l'aire comprise à l'intérieur de C est égale à la différence
entre les aires PAMiBQ, PAMqBQ, limitées par Taxe des x, par les
ordonnées extrêmes et par les arcs AMiB et AMqB.
Si a et A sont les abscisses des points A et B, si yo et y^
désignent les ordonnées NMo, NMi des points de C correspondant
à one même abscisse x, yi étant plus grand que j/o* nous aurons
pour valeur de l'aire cherchée
Ml
Fig. 119.
/V> pb /•b
I ytdx— I y^x= 1 (yi — yo)da
Jm Ja Ja
On vérifie sans peine que cette formule, démontrée dans le cas où I/o et yi sont positifs, s'applique encore au cas où la courbe C est coupée par l'axe Ox ou lorsqu'elle est placée par rapport à cet axe du cdté des y négatifs.
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Lorsque la différence j/i — j/o est une fonction de x dont Tintégrale est inconnue ou difficile à calculer, ou bien encore lorsque le contour de Taire n'est déterminé que par une construction graphique, on détermine une valeur approchée de Taire en utilisant les procédés des a°' 350, 351, 352. En particulier, on peut appliquer la formule des trapèzes ou celle de Simpson ; on remplace dans ces dernières yo, yi, ys, . . . par les segments mesurés à Tintérieur de Taire sur les ordonnées relatives aux points de division de Tintervalle total (a, b).
On appelle planimètre un instrument donnant, par de simples lectures sur une échelle graduée. Taire intérieure à un contour fermé quelconque dessiné sur une feuille de papier. Le plus simple des pla-
nimètres, celui d'Âms- 1er, se compose en principe (fig. 120) de deux tiges AB, OG mobiles parallèlement au plan du dessin, et articulées au point 0 ; la première porte en Â une pointe mousse à laquelle on fait décrire le contour, et à Textrémité opposée B une roulette mobile autour d'un axe ayant la direction de OB ; cette roulette reste donc normale au plan du papier. Quant à Tautre tige OC, elle porte une pointe fine que Ton fixe en un point quelconque, afin de guider le mouvement de AB.
Lorsque la pointe placée en A décrit le contour, la roulette, qui roule et glisse à la fois, tourne d'un certain angle que Ton évalue à Taide d'une graduation placée sur la circonférence ; de cet angle on déduit par une simple règle de proportion Taire intérieure au contour. Nous nous contentons d'énoncer cette propriété sans la démontrer.
Fig. 120.
356. Cas des coordoimées polaires. -— On se propose ordinairement, en coordonnées polaires, d'évaluer Taire d'un secteur compris entre
un arc A6 de courbe, et les rayons vecteurs OA et OB aboutissant aux extrémités de cet arc {fig. 121).
Soit p = /'(ô) Téquation de la courbe donnée, 60 et Ôi >^ ôo les angles polaires des points A et B; partageons Tangle Oi — Ôo en un certain nombre de parties telles que MON dont nous ferons croître le nombre indéfiniment, tandis que chacune d'elles tendra vers zéro; soient p et 6 les coordonnées du point M, p + Ap et 6 + A6 fig. i2l. celles du point N.
L'aire MON est comprise entre les aires des secteurs de cercle MON' et M'ON d'angle A6 et de rayons p et
p-hAp; les mesures de ces secteurs sont respectivement ^-^— et
fp-^-ApVAO . "" .
~-^ — > et ces quantités infiniment petites ont même partie prm-
cip.,e M. » '^■. U P"«. pHnCp.,. d, r.i« du s»..«r l.r.„i-
ment petit MON est donc aussi égale à la valeur précédente.
La limite de la somme des secteurs MON est égale, d'après les principes fondamentaux des n°* 325 et 326, à la limite de la somme de
leurs parties principales, c'est-à-dire de la somme 2 ^-s— ; si p est
une fonction continue de 6, on sait que cette somme a une limite, et cette limite est égale à l'intégrale définie
cette intégrale est la valeur de l'aire du secteur AOB.
Exemple, — La lemniscate (n° 253) a pour équation p^ = 2a* cos 2ô ; l'aire située entre la courbe et les directions positives des axes de coordonnées, c'est-à-dire la moitié de la boucle, est comprise entre les
rayons dont les angles polaires sont 0 et -r- ; elle a pour valeur
l'aire de la boucle entière, qui est le double, est égale à a* .
357. Rectification des courbes. — La longueur d'un arc de couii)e est la limite du périmètre d'une ligne polygonale inscrite dans cet arc, lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment, chacun d*eux tendant vers zéro. Nous supposerons, pour nous placer dans le cas général, que la courbe est plane ou gauche, et que les coordonnées x, j^, s d'un quelconque de ses points sont des fonctions d un même paramètre /; nous n'examinerons que le cas où ces fonctions sont continues, ainsi que leurs dérivées premières.
Un côté infiniment petit de la ligne polygonale a pour valeur ^ùkx^ -4- Ay' + As' , et sa partie principale est la quantité que Ton obtient en remplaçant Ax, Ay et Ajs parleurs parties principales, c'est-à-dire par les différentielles dx , dy et dz . La limite de la somme des côtés de la ligne polygonale est égale (n"*' 325 et 326) à la limite de la somme des parties principales, c'est-à-dire à
2 >/dx' -hdy^-{-dz^ = I, \^(x'tMy -f- (y'Aiy -^ (zi AQ*
D'après les hypothèses faites sur la continuité de x^y^z et de leurs dérivées, cette somme a une limite égale à l'intégrale définie de la fonction ^x'^-^y'--hz'' prise entre les limites attribuées à i; nous en concluons que l'arc de la courbe a une longueur bien définie, égale à l'intégrale
s = J\/x'^-\-y'^-^'^ dt = JyJdx^^dy^^dzK Nous déduisons de là que la différentielle ds de l'arc a pour valeur
ds = \Jdx^ -h dy^ -f- c/z*,
comme nous l'avons déjà dit au n^ 198.
Dans le cas où la courbe est plane et située dans le plan oOy , et dans le cas où x est la variable indépendante, y étant une fonction donnée de x, on a dy =y'dx, de sorte que l'arc est donné parla formule
Exemple. — Considérons une ellipse rapportée à ses axes, et de demi-axes a et 6 ; en considérant x comme variable indépendante.
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nous avons
la longueur de l'arc d'ellipse compris entre les points d'abscisse Xo et Xi est, en appliquant la formule précédente, égale à
A. V aXa'-x^)
Pour simplifier cette intégrale, posons x^=al; en introduisant
l'excentricité e définie par e = ~- = ^ 1 et en désignant par
la et ti les valeurs de t correspondant à Xq et Xi , nous obtenons
Nous sommes ramenés à évaluer l'intégrale d'une fonction algébrique ; elle renferme un radical portant sur un polynôme du quatrième degré. On ne peut évaluer cette intégrale au moyen des fonctions élémentaires, et elle constitue une fonction transcendante nouvelle que l'on appelle intégrale elliptique parce qu'elle se présente, comme on le voit, dans le calcul des arcs d'ellipse.
En utilisant le paramètre angulaire cp , comme dans l'évaluation de Taire de Tellipse (n"* 35*4), l'arc de cette courbe est exprimé par Tintégrale
8=1 ^/o' sin^çp -h 6'^ cos*(p d(f = a f v/i — e* cos'cp rf<p ;
lorsque e est petit, on développe l'élément différentiel ei\ série ordonnée suivant les puissances de e^ et l'on calcule les intégrales des termes de la série ainsi formée.
Pour déterminer la longueur d'un arc de courbe en coordonnées polaires, on remplace comme nous l'avons vu (p9 200), dx* + dy^ par rfp*-hp*rfO*; on a alors à évaluer une intégrale dont l'élément différentiel est
rf5 = v/dp*-+-p*c/e«.
Évaluation des volumes. — Pour déterminer le volume
compris à rintéricur d'une surface donnée et limité par deux plans
parallèles (fig. 122), on le décompose en tranches infiniment petites par des plans parallèles à ces deux-là, et Ton détermine la limite de la somme de ces tranches. Supposons que Ton prenne des axes
de coordonnées tels que
^ les plans sécants successifs soient parallèles au plan des scy\ soient K y et Al les cotes des plans
^'6- *^2- extrêmes limitant le vo-
lume, z celle d'un plan intermédiaire quelconque P, et 2 + As celle du plan voisin P' . L'aire d'une section quelconque varie en général avec z ; désignons par A(2) sa valeur; le volume infiniment petit compris entre les plans P et F' diiTère d'une quantité infiniment petite par rapport à lui du volume d'un cylindre dont la hauteur est ^z et dont la base est la section par le pian P ; ce dernier volume a pour valeur A(z)Az et constitue la partie principale de la tranche comprise entre les plans P et P' à l'intérieur de la surface donnée.
Le volume total compris entre les plans extrêmes est égal à la limite de la somme de ces parties principales, c'est-à-dire la limite de 2IÂ(z)As, étendue de Ao à Ar, si A(z) est une fonction continue de s, cette limite existe et est égale à l'intégrale
(0 \ = J^'Kz)dz.
Considérons par exemple l'ellipsoïde représenté par l'équation
et cherchons le volume intérieur à cet ellipsoïde. Si nous le coupons
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par an plan de cote z, la section est une ellipse dont Téquation est les demi-axes de cette ellipse ont pour valeurs
la surface de la section est égale à iza'b' (n° 354) ; nous aurons donc A(.) = .a6(l~^).
Le volume s'étend entre les plans extrêmes de cotes — c et +c; il a pour valeur l'intégrale
Lorsque a = b = c, on retrouve le volume de la sphère -r- wa* .
Comme au n^ 352, on démontre que si Taire A(z) est une fonction rationnelle entière de z de degré égal ou inférieur à 3 , le volume compris entre deux sections de cotes Ao et Ai est donné par la formule
359. Volumes de révolution. — La méthode précédente s'applique en particulier à la recherche d'un volume de révolution, ou d'une portion d'un tel volume comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe. Prenons l'axe de révolution comme axe des z , et désignons par r le rayon d'un parallèle de cote z ; l'aire de ce parallèle a pour valeur wr* ; nous avons donc, en appliquant la formule (I),
(2) V= r^irrVz.
Gomme exemple, considérons le volume du segment sphérique compris entre la surface d*une sphère de rayon R et deux plans parallèles dont les distances au centre sont Ao et Ai. En prenant Torigine au centre de la sphère, et l'axe des z perpendiculaire aux bases du seg-
ment, nous avons r^ :
cédente,
: R* — z^j d'où, en appliquant la fonnule pré-
on peut vérifier que cette formule est identique à celle que Ton donne
en géométrie élémentaire :
où h est la hauteur du segment, r et r' les rayons de ses deux bases.
Comme autre exemple, considérons le paraboloîde de révolution engendré par la rotation de la parabole x^ = 2pz autour de Oz {fig, 123); le rayon du parallèle de cote z est égal à la valeur de x fournie par Fig. 123. Téquation de la méridienne, de sorte
que Ton a Trr* = 27:pz . Le volume «ompris entre le sommet et un parallèle de cote Ai a pour valeur
V =^ r* 2t^Pz dz = (^/)s* y* = 'Kphl ;
«'est la moitié du volume du cylindre dont la base serait le parallèle limitant le segment de paraboloîde considéré et dont la hauteur serait celle de ce segment.
860. Aire d'une surface de révolution. — L'aire d'une surface de révolution comprise entre les plans de deux parallèles est la limite de la somme des aires latérales des troncs de cdne engendrés par les côtés d'une ligne polygonale inscrite dans la méridienne de cette surface, lorsque les côtés de cette ligne tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment.
Soit (Jig. 123) AB un côté delà ligne polygonale, r et r + Ar les rayons Ka et B6 des parallèles des points A et B ; Taire laté-
raie du tronc de cdne engendré par AB est
<Aa -f- B6)AB = ir(2r -^ Ar) x AB .
La partie principale de la parenthèse est 2r ; celle de AB est la oiéme que la différentielle ds de Tare AB de la méridienne ; la partie principale de Taire infiniment petite est par suite égale à 2'Krds^ et Taire elle-même est égale à la limite de la somme de ces parties principales, c'est-à-dire à Tintégrale
k=r2itrds
étendue à Tare de méridienne engendrant Taire considérée.
Exemple. — Considérons le segment de paraboloîde de révolution dont nous avons évalué le volume au numéro précédent ; la différentielle de Tare de la méridienne est ds = ^dx^-^dz^, et nous avons
Comme r est égal à x ou à ^2pz , nous obtenons pour Taire la valeur
A= f2'K^p{p-^2z)dz.
L'intégrale indéfinie est — ir(p -f- 2z)^ p{p -h 2z) ; en prenant
cette intégrale entre les limites 0 et Ai , nous trouvons A = f ir[(/> + 2A0v//>* -4- 2/)Ai -/>«].
361. Moment d'inertie d'un volume de révolution. — Étant donné un solide homogène, dont la masse de Tunité de volume est représentée par [i., et dansée solide un élément de volume infiniment petit At; entourant un point M , on appelle moment d'inertie de cet élément par rapport à une droite, le produit de sa masse par le carré de la distance du point M à la droite ; il est égal à [l r^ Av , si r est la distance précédente. Le moment d'inertie du corps est la limite de la somme de ceux des éléments infiniment petits de volume dans lesquels on peut le décomposer, lorsque ces éléments tendent vers zéro, leur nombre croissant indéfiniment.
Considérons un corps de révolution homogène ; nous allons déter-
miner son moment d'inertie par rapport à son axe ; pour cela, noas décomposerons le volume en couronnes par des cylindres ayant pour axe Taxe de révolution, et dont les rayons croissent de quantités infiniment petites. Soient r et r -h Ar les rayons de deux cylindres consécutifs, h et A + AA les hauteurs de ces deux cylindres dans le corps de révolution. La surface comprise entre les cercles de base de ces deax cylindres est égale à 7çr(-hAr)* — irr* = iç Ar (2r -+- Ar) et a pour partie principale 2icr Ar ; le volume annulaire compris entre les deux cylindres est égal au produit de Taire précédente par une hauteur intermédiaire entre A et A + AA, et la partie principale de ce volume infiniment petit est égale à 2:irA Ar ; sa masse est \t2'Krh Ar.
La distance des différents points de ce volume à Taxe est comprise entre r et r -^- Ar, et a r comme partie principale ; nous en concluons que le moment d*inertie du volume annulaire a pour partie principale (A2i7r'A Ar. Celui du volume total sera la limite de la somme de ces parties principales et sera égal à l'intégrale
C fi2itr«A dr
étendue aux valeurs extrêmes entre lesquelles est compris r.
Comme exemple, considérons le volume compris entre deux cylindres de rayons ro et ri, et deux plans perpendiculaires à Taxe, dont la distance est A. Dans le cas qui nous occupe, A est constant lorsque r varie, et le moment d'inertie est égal à
jx 27cA Pr3c/r = |x 27uA(^ — JV
Remarquons que le volume du corps considéré est égal à ir(rî — rJ)Ay et que sa masse est égale à fx-ir (r* — rJ)A ; si on la représente par M,
r*-f-r* Le moment d'inertie a pour valeur M * ^ .
362. Travail d'une force de direction constante. — Lorsqu'on mobile se déplaçant sur une droite est soumis à l'action d'une force constante F dirigée suivant cette droite, le travail de cette force pour un déplacement l du mobile est égal au produit T = FZ de la force par le déplacement.
Supposons que la force, tout en conservant la direction du déplace-
ment, varie d'une manière connue avec Tabscisse x du mobile comptée à partir d'une certaine origine, et qu'elle soit représentée par F(a;); supposons que le mobile se déplace depuis un point A d'abscisse a jusqu'à un point B d'abscisse 6. Partageons le déplacement total AB en déplacements infiniment petits Aoti, Ao^i, . . . , puis choisissons, dans chacun des intervalles, des valeurs ^i, (s, . . . de l'abscisse et les valeurs correspondantes F(Ç,), F(Ç2), ... de la force. Nous appellerons travaux élémentaires relatifs aux déplacements infiniment petits successifs les produits F(Çi)Aa:i, F(Çi)Aa?2, ..., et travail total la limite de la somme de ces travaux élémentaires lorsque les déplacements tendent vers zéro, leur nombre croissant indéfiniment.
Nous savons que la somme a une limite lorsque ¥(x) est une fonction continue de x, et que cette limite est égale à l'intégrale définie
T=r¥(x)dx;
cesi cette intégrale qui est la valeur du travail de la force pour le déplacement AB. Elle est représentée géométriquement par Taire comprise entre la ligne représentative de la force F(a;), l'axe des x et les ordonnées extrêmes des points A et B.
Exemple, — Considérons une masse gazeuse placée dans un cylindre fermé par un piston; soit s la surface de ce piston, x sa distance au fond du cylindre, et v = sx le volume du fluide. Désignons par p la pression qu'il exerce par unité de surface ; celle qu'il exerce sur le piston est égale à ps ; si le piston se déplace d'une quantité infiniment petite àx, le travail élémentaire de la pression a pour partie principale pslx ou plv ; si le piston se déplace de l'abscisse 0^0 à l'abscisse x^ le volume du fluide variant de Vq à t;i, le travail total de la pression est égal à l'intégrale
/ *p8dx= f * pdv.
Si par exemple, p est lié à x par la formule /)a;=/)oa?ot le travail total est égal à
/ 'fûXo^ ^=poVo I ' — =poVolog—=poVolog^.
363. Dôflnlttons. — Nous avons défini au n"" 326 l'intégrale définie d*une fonction f(x) d'une variable entre des limites a et ft ; nous allons étendre cette notion au cas de deux variables, que nous <lésignerons par x et y.
Considérons toutes les valeurs de ces variables comprises entre certaines limites ou satisfaisant à des inégalités données ; la manière la plus simple de les envisager consiste à employer une représentation géométrique, et à rapporter les valeurs de x et de 1/ à deux axes de coordonnées rectangulaires ; de cette façon, les couples de valeurs des variables sont représentés par les points du plan de ces deux axes. L'ensemble des valeurs que nous considérons, et que nous appellerons
champ d'intégration^ sera représenté par les points d'une aire limitée par une ou plusieurs lignes qui en forment le contour; ces lignes sont définies par les inégalités imposées à a; et à 1^.
Par exemple, le champ d'intégration défini par les conditions
Fig. 124.
a:>0, .V>0, xH-y — i<0 est représenté par tous les points de l'aire
d'un triangle OAB (fig. i24), limité par les axes et par la droite dont l'équation est x-f-y — 1=0.
Nous supposerons dans ce qui suit que le champ d'intégration est
représenté par une aire limitée ; ce n'est que dans des cas particuliers que Ton peut étendre les considérations actuelles au cas d'une aire s'étendant à Tinfini.
Soit /'(x, y) une fonction des variables x et i^ continue dansle champ d'intégration. Partageons Taire A représentative de ce champ en aires partielles infiniment petites AAi, AAs, . . . AA„. Soient f(^ui\i) la valeur de la fonction pour un point de Taire AAi, /'Gs)^0 sa valeur pour un point de Taire AA2, etc.; effectuons le produit de chacune de ces valeurs par la grandeur de Tairecorrespondante, et formons la somme des résultats; cette somme est
2 = /"(Ç,, îj,) AA, -t- /"(Ç,, i|0 AAj H ^ fÇ,, t,„) AA„.
Supposons que le nombre des aires partielles augmente indéfiniment, de façon que les dimensions de chacune d'elles tendent vers zéro dans tous les sens ; pour préciser, supposons que chaque aire puisse être enfermée dans une petite circonférence dont le rayon tende vers zéro ; par un raisonnement analogue à celui du h? 326, nous démontrehonsque la somme 2 a une limite, indépendante du mode de décomposition du champ d'intégration en aires partielles, et de la valeur /(;, r^ de la fonction dans chacune de ces aires.
Ce raisonnement montre que la limite existe, mais n'indique pas un moyen pratique d'en calculer la valeur ; cela tient à la difficulté qu'il y a de ranger les termes de la somme 2 dans un ordre convenable pour le calcul.
Le moyen que Ton emploie consiste à grouper d'abord les aires en files, de façon à former des bandes traversant le champ d'intégration mais ayant une largeur infiniment petite, puis à grouper ensuite les bandes successives ; on fait alors la somme des termes de 2 relative à chaque bande, puis on additionne toutes ces sommes. On dit dans ce cas que Ton effectue une somme double ; la limite de cette somme s'appelle l'intégrale double de la fonction f(x, y) étendue à Taire A, et on la représente par la notation
ffji^,y)
dk.
Nous allons montrer comment on peut calculer sa valeur au moyen de deux intégrales simples successives.
Pî
Ml ÎM'
Ax
364. Cas d'un rectangle. — Considérons d*abord le cas simple ou
les valeurs de a; et t/ satisfont à des inégalités telles que
a, 6, c, d étant des nombres constants ; le champ dlntégration est représenté par un rectangle ABCD dont les côtés sont parallèles aux axes (fi g, 125). La manière la plus simple de le décomposer en aires partielles consiste à le découper en petits rectangles par des parallèles aux axes ; considérons les parallèles à Oy qui ont pour abscisses x et x -h Ax et les parallèles à Ox qui ont pour ordonnées y et y-h^y] elles découpent un rectangle apyS dont la surface est AA = AxAi^ et dont le sommet a a pour coordonnées (x, y). Sans changer la limite de la somme S, nous pouvons choisir comme valeurs des variables l, ri relatives à Taire précédente, les coordonnées X, y du sommet a du rectangle, de sorte que nous pouvons écrire chaque élément de la somme 2 sous la forme f(x, y) Ax Ay ; la limite de cette somme sera représentée par
Fig. 125.
ff^fi^>y)dxdy.
Pour la calculer, donnons d'abord à a: et x-f-Aa: des valeurs fixes et faisons varier y, autrement dit, considérons tous les rectangles a^Y^ compris dans la bande parallèle à Oy limitée par MN et M'N' : la somme des éléments correspondants entrant dans la somme 1 sera égale à Lxlf(x,y)^y et sa limite sera Ax f f(x,y)dy^ l'intégrale
étant prise par rapport à y, x étant considéré comme constant. Nous appellerons «p (x) cette intégrale, de sorte que la somme précédente aura pour valeur Axcp(x).
Nous considérerons ensuite toutes les bandes analogues obtenues
en faisant varier X, et nous formerons la somme 2Ax<p(a:); sa limite sera l'intégrale définie C dxff(x) prise entre les limites a et 6.
De cette façon, nous obtiendrons la valeur de l'intégrale double au moyen de deux intégrales simples successives: !*» Tintégrale de f(x, y) par rapport à y entre c et rf; le résultat est une fonction <p(a?); 2** rintégrale de (p(x) entre les limites a et b; cette manière d'opérer s'exprime par l'égalité
ffj{^^y)dxdy = j^dxj^f{x,y)dy.
Nous aurions pu faire d'abord la somme des éléments de 2 relatifs . aux rectangles contenus dans chaque bande parallèle à Ox telle que PQP'Q', et faire ensuite la somme des résultats relatifs aux bandes successives ; nous aurions été amenés de cette façon à eiïectuer l'intégration de f(x^ y) par rapport à x entre les limites a et 6, puis l'intégration du résultat par rapport à t/, entre les limites c et (f , ce qui s'exprime par l'égalité
ff^fQ^^y)dxdy = J^''dyJ^f(x,y)dx',
les deux procédés donnent le même résultat; lorsqu'on passe de l'un à l'autre, on dit que l'on intervertit l'ordre des intégrations.
365. Cas général. — Considérons maintenant le cas général où l'aire d'intégration est limitée par un contour formé d'une ou de plusieurs lignes droites ou courbes, dont nous désignerons l'ensemble par C. Ce contour est défini par une ou plusieurs relations entre x et y; nous supposerons qu'une parallèle à l'un des axes ne le coupe qu'en deux points; s'il en était autrement, nous décomposerions l'aire A par des lignes transversales en aires partielles dont les contours jouiraient de la propriété précédente, et nous ferions la somme des intégrales étendues à ces aires partielles.
Soient a et 6 les limites entre lesquelles varie l'abscisse d'un point décrivant le contour, soient c et J celles de son ordonnée ; décomposons comme précédemment l'intervalle (a, b) en intervalles partiels Ax, et (c, d) en intervalles \y, puis menons par les points de division des parallèles aux axes ; nous formons de cette façon des
sJC
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Fig. 126.
rectangles tels que a^yS dont la surface est égale è AxAy {fig. 126).
L*aire totale A se trouve ainsi décomposée en aires infiniment petites ; la plupart de ces aires sont des rectangles entièrement intérieurs au contour C; mais quelques-unes, placées près de ce contour et limitées par lui en partie, ne sont formées que par des portions de rectangle ; nous allons montrer qu'on peut cependant, sans changer la limite de la somme £ , remplacer cette somme par une autre, étendue à une aire composée exclusivement de rectangles entiers.
En effet, l'ensemble des rectangles qui sont coupés par le contour, et dont une portion seulement fait partie de Taire A, constitue une couronne dont la largeur tend vers zéro en même temps que Aa; et Ay ; si nous supposons, ce qui a lieu ordinairement, que la longueur du contour C soit limitée, Taire de cette couronne tend vers zéro. Gomme la fonction /'(x, y) reste finie, la somme des produits obtenus en multipliant les valeurs de cette fonction soit par les aires des rectangles coupés par le contour, soit par une portion de ces aires, tend vers zéro ; nous en concluons que l'on peut, sans altérer la limite de la somme totale ^f(x, y)AA, supprimer certaines des aires avoisinant le contour et non formées de rectangles entiers, ou remplacer certaines d'entre elles par les rectangles entiers dont elles font partie.
Nous substituerons alors à la somme 2 une autre somme ayant la même limite et dont tous les éléments correspondent, comme nous venons de le dire, à des aires rectangulaires. Ces éléments ont une valeur de la forme f(x^ y)Aa; ^y ; la limite de leur somme sera représentée par
f(x,y)dxdy.
ffj
comme dans le cas simple du numéro précédent.
Pour calculer cette limite, nous opérerons comme dans le cas d'un rectangle. Considérons les parallèles à Oy d'abscisses x et x + Ax (fiff. 126), et désignons par yo et yi les ordonnées des points M et N où la première de ces droites rencontre le contour C, 1^1 étant supérieur à yo ; ces ordonnées sont des fonctions de x définies par réquation du contour.
Considérons alors tous les rectangles tels que a^yS compris entre les deux droites dont nous venons de parler et dont les sommets a et 0 sont compris entre M et N ; formons la somme ^fÇx^ y)lx Ay relative à ces rectangles et calculons la limite de cette somme. Les rectangles que nous considérons ont pour limite la bande rectangulaire M NM'N' de hauteur MN et de largeur Ax, et la somme correspondante a pour limite le produit par Ax de Tintégrale / f(x^y)dy
étendue à Tinter valle MN.
Llntégrale précédente est une fonction de x, à la fois parce que la fonction renferme cette lettre x et parce que les limites yo et yi en dépendent également; nous appellerons ^(x) cette intégrale. Il nous reste alors à prendre la somme des éléments relatifs aux bandes
successives, c'est-à-dire la somme2;^x)Ax; la limite de cette somme
est égale à l'intégrale / (f(x)dx.
Ainsi donc, le calcul d'une intégrale double se ramène à celui de deux intégrales simples successives, dans le cas général comme dans le cas particulier primitivement étudié ; c'est ce qu'exprime l'égalité
ffjQ^^ y>/x dy =J^ ^^^V(«' yyy '
Nous aurions pu commencer par faire la somme relative aux rectangles compris dans une bande parallèle à Ox^ entre les ordonnées y et y + Ay; si Xq et Xi sont les abscisses des points P et Q du contour ayant pour ordonnée y^ cette somme a pour limite l'intégrale par rapport à x prise entre Xq et X| ; il reste ensuite à former l'intégrale du résultat par rapport à y entre c et c/, ce qu'indique l'égalité
VoGT. — Math. sup. 36
Lorsqu'on passe d'une méthode de calcul à l'autre, on dit qu'on intenrertit l'ordre des intégrations.
366. Exemples. — Le cas le plus simple est celui où la fonction f{x^ y) est égale à l'unité ; la somme 2 se réduit alors à 2AA on à Taire A intérieure au contour G.
Il résulte de la théorie précédente que cette aire est égale à l'intégrale double / / dxdy; une première intégration par rapport à y
entre les limites yo et j/t nous donnera/ '<fi/ = yt — yo; nous intégrerons ensuite le résultat par rapport à x entre a et 6 ; nous obtiendrons de cette façon pour valeur de l'aire A
C'est le résultat que nous avons obtenu au n^ 355 ; en changeant l'ordre des intégrations, nous obtiendrions l'intégrale / (xi — x^)dy.
Nous allons, comme autre exemple, évaluer l'intégrale double de la fonction /(x, y) = xy étendue au champ d'intégration défini par les inégalités
x^O, y^O, â?-hy--i <0;
ce champ est représenté, comme nous l'avons dit au n* 363, par le triangle OAB de la figure 124; les lignes du contour ont pour équations a?==0, y = 0, x-4-î( — 1=0.
A une valeur de x correspondent des valeurs de y dont les limites, représentées par M et N, sont i/o = 0 et yi = i — «; en intégrant d'abord par rapport à y entre ces limites, nous avons
£K^.yyy=f"^dy^[^)^^-
il nous reste à intégrer le résultat par rapport à x entre les limites 0 et 1 ; nous obtenons ainsi la valeur
r*xCl— x)» i^x — 2x«-4-x« j /x« X» . x*V 1
367. Cas des coordonnées polaires. — Lorsqu'une aire A du plan des xy est limitée par des courbes définies en coordonnées polaires, on la décompose en aires partielles AA au moyen de demi -droites issues de Torigine, faisant entre elles des angles infiniment petits AO, et au moyen de cercles concentriques à Torigine, dont les rayons croissent de quantités infiniment petites Ap ; ces demi-droites et ces cercles déterminent dans le plan des quadrilatères curvilignes tels que «PyS {fig, 127); ce seront les éléments d'aire AA. p. Ijy Soient 0 et 6-+-A6, p et p + Ap les
angles polaires et les rayons vecteurs des quatre côtés du quadrilatère a^yS; I*aire de ce quadrilatère est la différence des aires des secteurs OyS et Oap, et elle est égale à
elle ne diffère du produit pApAO que par une quantité infiniment petite par rapport à ce produit.
Si /(p, 6) est une fonction donnée des coordonnées polaires d'un point intérieur au quadrilatère a^yS, la somme £/'(p, 6)AA a, d'après les principes des n*^' 325 et 326, la même limite que la somme 2/'(p, 6)p Ap A6, car le rapport de deux termes correspondants de ces sommes a pour limite l'unité. La limite de ces sommes est l'intégrale double
/'(p,6)pdp(/6;
on la calcule au moyen de deux intégrales simples successives prises par rapport à p et à 6, comme dans le cas des variables x et y. En particulier, Taire A est représentée par l'intégrale précédente où
/(p, 6) a pour \aleur l'unité, c'est-à-dire par / / p c/p c/6 .
Dans le cas particulier où Taire est un secteur limité par deux rayons d'angles polaires Oo et Oj, et par une courbe dont le rayon vecteur p est une fonction donnée de 6, une première intégration par
rapport à p donne / pdp=^, et une deuxième intégration par
rapport à 6 donne pour valeur de l'aire l'intégrale
p'rfô '•• "2"'
comme nous Tavons déjà vu au n® 366. Ce résultat s'étend au cas où Taire est limitée par un contour fermé entourant Torigine ; il suffit alors de prendre pour limites 6o et 6i les valeurs 0 et 2ir.
Dans le cas où Taire est limitée par un contour ne comprenant pas le pôle à son intérieur, si po et pi sont les rayons vecteurs des points où ce contour est coupé par la demi-droite d'angle polaire 6, et si 6 varie entre Oq et 6i, un raisonnement analogue au précédent donne pour valeur de Taire l'intégrale
PÎ-P?
do.
368. Détermination des volumes. — .Une application importante des intégrales doubles est la détermination des volumes cylindriques et des volumes quelconques.
Considérons une surface représentée par l'équation z = f(x^ y) et dans le plan des xy une aire À limitée par un contour G (y?jr. 128);
nous alloDS définir et calculer le volume compris entre le plan des ay et la surface donnée, à Tintéheur du cylindre dont la base est Taire A, et dont les génératrices sont parallèles à Oz,
Décomposons Taire A en éléments infiniment petits ; soit AA l'un d'eux ; prenons dans AA un point quelconque P et déterminons la cote PM du point M de la surface projeté en P sur le plan xOy. Considérons le volume prismatique dont la base est AA et la hauteur PM, et calculons la somme des éléments de volume infiniment petits analogues ayant pour bases les éléments de Taire A; si cette somme a une
limite, cette limite sera par définition la valeur du volume cylindrique compris entre le plan des xy et la surface.
En représentant par x ti y les coordonnées du point P de Taire AA, et par z la cote PM, la somme des volumes partiels est égale à SsAA ou 2/'(a;, y) AA, la somme étant étendue à tous les éléments AA ; si f(xy y) est une fonction continue, nous savons que cette somme a une limite, et cette limite est l'intégrale double
f(x,y)dxdy.
Ainsi donc la valeur d'un volume cylindrique est égale à une intégrale double. Inversement, on peut représenter une intégrale double quelconque, telle que la précédente, par un volume cylindrique; il suffit de construire la surface représentée par Téquation z = f(xy y) et de considérer le volume intérieur au cylindre de base A et de génératrices parallèles à Oz, entre le plan des xy et la surface ; l'intégrale double est représentée par la valeur de ce volume ; c'est la généralisation de la représentation géométrique d'une intégrale définie (n*^ 328). Remarquons que si f(x, y) est négatif, l'intégrale double a une valeur négative, et est égale au volume précédemment considéré, pris en signe contraire.
Lorsque l'on veut évaluer un volume quelconque, limité par une
surface S (fig. 129), on considère le cylindre circonscrit à la surface et dont les génératrices sont parallèles à Oz ; soit A la base de ce cylindre sur le plan des xy.
Supposons pour simplifier qu'une parallèle à Oz issue d'un point P intérieur à A rencontre la surface en deux points Mo et Mj; désignons par zo et Z| les cotes de ces deux points, zi étant > zq. Le volume intérieur à S est la différence entre les volumes des cylindres de base A et limités l'un à la calotte supérieure, l'autre à la calotte inférieure de la surface S; il est donc
égal à
Il z^dxdy — I jZf4xdy = /T(*i — ^ydxdy .
Cette méthode s'applique à la détermination du volume compris à la fois à rintérieur de plusieurs surfaces données ; la surface S limitant le volume se compose alors de plusieurs calottes appartenant à des surfaces différentes.
869. Aire des surfaces courbes. — Considérons une surface fermée
ou une calotte de surface S projetée sur le plan des xy suivant une aire A (fig. 130).
Nous supposerons que toute parallèle à Oz rencontre S en un seul point ; dans le cas contraire, nous décomposerions la surface en calottes partielles jouissant de cette propriété; nous allons définir et calculer Taire de la surface S.
Décomposons Faire A en éléments infiniment petits ; soient AA Tun d'eux, P un point quelconque intérieur à cet élément, et M le point de la surface projeté en F. Traçons le plan tangent au point M à la surface S, et prenons dans ce plan tangent Taire dont la projection est AA, aire que nous représenterons par Â?; elle est découpée dans le plan tangent par la surface prismatique parallèle à Oz dont la base est le contour de AA.
Formons la somme des aires infiniment petites A? ainsi déterminées ; si cette somme a une limite, cette limite sera par définition la valeur de Taire de la surface S ; nous la désignerons par 9. Considérons la normale NN à la surface S au point M, et Tangle aigu y qu'elle fait avec une parallèle à Taxe des z ; nous savons (n*" 75) que la projection AA de Taire A<r est égale à A? cos y ; par cons
Fig. 130.
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nous avons A<t = , et nous en concluons que la somme des aires
cos Y
Aa a pour valeur 2 AA .
cos Y Si cos Y est une fonction continue des coordonnées x^ y du point
M et du point P, ainsi que son inverse, la somme précédente a une
limite, et cette limite est égale à l'intégrale double de la fonction
étendue à Taire A ; nous avons dans ce cas ^
c = / / dx dy .
•/ JaCOS y ^
Si Féquation de la surface S est f(x,y,z) = 0^ les équations de la normale sont (n® 300)
et le cosinus de Tangle aigu y qu'elle fait avec Oz est égal à la valeur absolue de la quantité
370. Autres applications. — Parmi les applications usuelles des intégrales doubles, en dehors de la détermination des aires et des volumes, nous mentionnerons les suivantes :
1^ Supposons répartie sur une surface plane une couche dont la densité varie d'une manière continue d'après une loi donnée et est représentée en chaque point par une fonction ^x^ y) des coordonnées de ce point. La masse totale de la couche est égale à la limite de la
somme 2p(a;, i^)AA, ou à l'intégrale double / / p(a;, y)dxdy ,
2* On appelle moment d'inertie d'une surface plane homogène et de densité égale à l'unité, par rapport à une droite D, la limite de la somme Scf'AA, AA étant un élément de surface et d la distance à la droite D d'un point intérieur à cet élément. En prenant la droite D comme axe des x, le moment d'inertie est égal à l'intégrale double
jfy^dxdy.
De la même manière, le moment d'inertie polaire de la même sur-
face par rapport à un point 0 est la limite de la somme Sp'AA, p étant la distance à 0 d'un point de Télément AA ; en prenant le point 0 comme pôle, le moment d'inertie est égal à Tintégrale double
/ / p*(/p (fO en coordonnées polaires.
3** Ck>nsidérons un orifice ou un canal de section donnée Â par lequel s'écoule un liquide de façoa que les vitesses des différentes molécules au moment de leur passage dans la section A soient normales à cette section. Si la vitesse en un point est une fonction donnée v(x,y) des coordonnées de ce point, le débit de Torifice ou du canal est la limite
delà somme 2v(a;, y)AA et c'est l'intégrale double / / u(x^ y)dxdy.
Remarquons à ce propos qu'il est quelquefois plus facile de déterminer le résultat d'une intégration que les éléments dont se compose la somme ; c'est ce qui a lieu dans l'exemple précédent, car il est plus facile de déterminer le débit total d'un orifice que la vitesse du liquide aux différents points.
CHAPITRE VII INTÉGRALES TRIPLES
871. Dâttnitton et calcul des intégrales triples. — Considérons trois variables x , 1/ , z et toutes les valeurs de ces variables satisfaisant à des inégalités données ; elles constituent un cbamp d*intégration. En employant trois axes de coordonnées rectangulaires, Ox , Oy , O2 , cç champ est représenté par tous les points d un volume V limité par une ou plusieurs portions de surface ; nous supposerons ce volume limité.
Soit /(x, y^ z) une fonction des variables continue dans le champ d'intégration ; partageons le volume Y en volumes partiels infiniment petits AVi, AVs, . . . AY^; prenons la valeur de f pour un point de chacun d'eux, multiplions-la parla grandeur du volume correspondant, et faisons la somme des produits ainsi formés, somme que nous représenterons par Z/Cx, y , 2)AY. Un raisonnement analogue à celui que nous avons fait au n® 326 montre que cette somme a une limite lorsque le nombre des volumes partiels augmente indéfiniment, les dimensions de chacun d'eux tendant vers zéro dans tous les sens, et que cette limite ne dépend ni du mode de décomposition du champ d'intégration, ni du point (a? , y , 2) choisi dans chaque volume partiel.
Pour calculer cette limite, on groupe d'abord les volumes partiels en files traversant le volume d'intégration, les dimensions transversales de ces files étant infiniment petites ; ensuite on réunit ces files en tranches étendues chacune sur une certaine surface, mais ayant une épaisseur infiniment petite ; enfin on groupe les tranches successives de façon à constituer le volume total. On fait alors la somme des termes de 2 relatifs à chaque file, on additionne les résultats relatifs à toutes les files d'une même tranche, enfin on additionne les sommes relatives à toutes les tranches. On dit dans ce cas que Ton effectue une somme
tripU, et la limite de cette somme s*appelle Tintégrale triple de la fonction f(x,y, z) étendue au volume d*intégration ; on la représente par la notation
flL
Ordinairement, on décompose le volume en éléments partiels par des plans parallèles aux plans de coordonnées ; ces plans déterminent des parallélépipèdes dont les arêtes sont parallèles aux axes. Si Ao;, Ay et Az représentent les dimensions de Tun quelconque d*entre eux, son volume est AV = Ax Ay Az ; en raisonnant comme aux numéros 364 et 365, nous verrions que l'intégrale triple est la limite d'une somme d'éléments de la forme f(x^ y i ') Aa? Ay As, cette somme étant étendue à tous les parallélépipèdes contenus entièrement dans le volume d'intégration, et à un nombre quelconque de ceux qui sont coupés par la surface limitant ce volume. Cette limite est représentée parla notation
fff^fQ^yyy^)dxdydx.
Pour la calculer, nous la ramènerons à trois intégrités simples successives. Supposons qu'une parallèle à Oz rencontre la surface
limitant le volume en deux points, et désignons par z« et Zi les cotes des points M et N situés sur une telle parallèle à Oz ayant pour abscisse X et pour ordonnée y (fig. 131); considérons la somme ïf(x,y,z)^xXy ^z étendue aux parallélépipèdes compris entre les plans d'abscisses X et X + Ax et les plans d'ordonnées y nous verrions, comme
Fig. 131.
et t/ + Ay , et dont un sommet est situé sur MN
dans le eas des intégrales doubles, que la limite de cette somme, lorsque, ^x et ^y restant fixes, les éléments Â2 tendent vers zéro, est égale au produit de àx Ây par l'intégrale
Cette intégrale est une fonction de x et de y , à la fois parce que f en dépend et parce que Zo et Zi peuvent varier avec a; et y ; nous la désignerons par 9(0;, y) ; nous aurons alors à chercher la limite de la somme S2(p(x, y) àx Xy; cette limite n'est autre que l'intégrale double If cp(a;, y) dx dy étendue à Taire A suivant laquelle se projette le volume sur le plan des xy. Nous savons que la valeur de cette intégrale double est le résultat de deux intégrations successives, la première de <p(x, y) par rapport à y entre les ordonnées yo et yi des points P et Q correspondant à une valeur de x : le résultat est une fonction 4K^), et la seconde de ^x) par rapport à x entre les abscisses extrêmes a et 6.
Le calcul de l'intégrale triple se ramène ainsi à celui de trois intégrales simples, ce que nous indiquons par l'égalité
fffyf^P^^y^'Od^^yd^^J^ dxj^*dyj^*f(x,y,z)dz.
Nous aurions pu commencer les intégrations par rapport à une autre variable ; nous obtiendrions le même résultat, quel que soit Tordre des intégrations.
372. Détermination des volumes. — Le cas le plus simple est celui où f(x^ yi ^) ^e réduit à l'unité; la somme 2/'(x, y, js)AV se réduit à SAV, et est égale au volume du champ d'intégration; nous voyons que la mesure de ce volume est égale à l'intégrale triple
Si nous effectuons une première intégration par rapport à z , nous sommes ramenés à Tintégrale double
y = ff^(z,-^Zo)dxdy; nous retrouvons ainsi le résultat du n° 368.
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Si nous effectuons au contraire une première intégration par rapport à X, puis une seconde par rapport à y , le résultat est Tintégrale double ffdx dy, et il a pour valeur Taire A(z) de la section de cote
z ; nous avons alors, en effectuant la troisième intégration par rapport à z,
nous retrouvons ainsi le résultat que nous avons obtenu au n* 358.
373. Cas des coordonnées polaires. — Lorsque les différents points de l'espace sont déterminés par leurs coordonnées polaires p^O,*} (n* 109), nous décomposons le volume V d'intégration en volumes infiniment petits de la façon suivante :
Prenons des sphères concentriques ayant pour centre Torigine et dont le rayon croit de quantités infiniment petites Ac , puis des cônes de révolution autour de Taxe des z , ayant pour sommet Forigine, et dont le demi-angle au sommet croît de quantités infiniment petites A6, enfin des demi-plans passant par Oz et dont Tangle avec le plan xOz croît de quantités infiniment petites Ai]/.
Ces surfaces découpent dans l'espace de petits volumes que nous
prenons pour éléments AV; nous allons évaluer celui qui est compris entre les sphères de rayons p et p + Ap , les cdnes de demi-angles au sommet 6 et 0 + AO, et les plans faisant avec xOz les angles ^ et «l' -+- Aij; ; il est représenté par aPySa'P'y'y dans la figure 132.
I) diffère infiniment peu d'un parallélépipède rectangle dont les dimensions sont:
!• aa', qui a pour valeur Ap, 2^ Tare ay, qui a pour valeur pA6, et 3^ Tare a^, qui est égal au produit de Ai]/ par le
Fig. 132.
rayon aoa du parallèle du point a, c'est-à-dire à psinOAif. Nous sommes conduits de cette façon à substituer à AV le produit f' sin 6 Ap A6 A']; dont le rapport à AV a pour limite Tunité ; si /'(p, 6, ^) est la fonction à intégrer, nous voyons, par un raisonnement analogue à celui du n** 367, que l'intégrale cherchée est égale à
fffjC^^^^^y^^^^d^ddd^;
on révalue au moyen de trois intégrales simples successives, comme dans le cas des variables x , y , 2 .
En particulier, lorsque la fonction /'(p, 6, ^) est égale à Tunité, nous voyons que la mesure d'un volume en coordonnées polaires est fournie par l'intégrale triple
p' sin 0 dp cfO d'^ .
374. Autres applications. — Les applications usuelles des intégrales triples, outre le calcul des volumes, sont la détermination des masses, des centres de gravité, de l'attraction et des moments d'inertie ; nous mentionnerons en particulier les suivantes :
1<* Étant donné un corps dont la densité en chaque point varie d'une manière continue avec les coordonnées de ce point, et est représentée par une fonction donnée p(x,y , z) de ces coordonnées, la masse Am d'un élément de volume AV entourant le point (a;, y , z) ne diffère du produit p(x, y , z) AV que d'une quantité infiniment petite par rapport à ce produit; en prenant pour partie principale de cette masse la quantité dm = p(a;, y , z) AV, nous voyons que la masse totale est la limite delà somme Sp(x, y, z)AV; en coordonnées cartésiennes, elle est égale à l'intégrale triple
2<* Étant donné un système de masses mi , m^ , ... dont les centres sont des points sTi^STs, ... de coordonnées (xi,yi,Zi), (^1 2/st 2s)i • • • > on appelle centre de masse ou centre de gravité de ce système le point G d'application de la résultante de vecteurs parallèles, respectivement égaux à mi , mt, ... et appliqués en jTi, jTs, ....
Le théorème des moments permet de déterminer les eoordonnées X, Y, Z de ce ceatre ; si M = ^mt est la masse totale, elles sont données par les équations
MX = SiHiXi , MY = rm<y, , MZ = JlmiZi .
Eq appliquant ces formules aux masses infiniment petites dans lesquelles on peut décomposer la masse comprise dans un yolume V, et passant à la limite, nous trouvons les coordonnées du centre de masse ou centre de gravité de ce volume ; elles sont données par les équations
»'^=///v«''"' «^=/XC3'*''»' '»^=X/X«'--
Dans certains cas, lorsqu'il s'agit par exemple de surfaces ou de lignes, les intégrales triples précédentes peuvent être remplacées par des intégrales doubles ou des intégrales simples.
3** Si r est la distance à un axe d'un point (x, y , z) intérieur à un élément de volume AV, le moment d'inertie par rapport à cet axe de la masse de ce volume AV a pour partie principale r^dm; le moment d'inertie de la masse totale par rapport à l'axe est la limite de la somme Hr^dm , et est égal à l'intégrale triple
ç{x^y^ z) étant, comme précédemment, la densité au point (x, y , x). Dans certains cas, comme nous en avons vu des exemples aux n** 361 et 370, les intégrales triples peuvent être remplacées par des intégrales doubles ou des intégrales simples.
Considérons par exemple un tétraèdre trirectangle OâBC (fy. 133), dont les arêtes OA , OB , OC, rectangulaires deux à deux, sont égales à a ; supposons que le volume de ce tétraèdre soit homogène et que sa densité soit égale à l'unité ; nous allons chercher son moment d'inertie par rapport à l'arête OC . Si nous prenons OC comme axe des z, OA et OB comme axes des x et des y, le moment d'inertie cherché est égal à l'intégrale triple
(a;* H- y*) dx dy dz.
Nous effectuerons les intégrations successives, d'atK>rd par rapport
à Zy ensuite par rapport à y, enfin par rapport k x\ les points du
volume se projettent sur le plan des xy à Tintérieur du triangle OAB, et le plan ABC, limitant supérieurement le tétraèdre, a pour équation x-Hy-Hz = a.
A un système de valeurs de (x, y) représentées par un point Ho de Taire OAB correspondent dans le volume des valeurs de z com* prises entre les cotes des points Mo et Mi ; ces cotes sont respectivement z© = 0 et Zi = a — X — y.
Dans le plan xOy, la droite AB limitant Taire OAB a pour équation x + y = a . A une valeur de x comprise entre 0 et a et représentée par Po correspondent dans Taire OAB des valeurs de y comprises entre les ordonnées des points Po et Pi; ces ordonnées sont respectivement yo = 0 et yi = a — x .
Enfin, X varie de 0 à a ; nous avons par suite
J^yy^(x« + y«)c/xrfyrfz = ^rfx^"*c/y^^
Fig. 13S.
La première intégration, par rapport à z, donne pour résultat
= (a:«-Hy«)(a — X — y);
£ ' '(x«4-y«)rfz = [(x« + y»>]^' la deuxième, par rapport à y , donne
(a?*4-y*X«-«-y>'y= / [^K^-^)-y^^-hyKa^x)^y^]dy
la troisième, par rapport à x, donne pour résultat -rrr •
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375. IntéaraUon de la dittôrentlelle totale d'une foncUon de deux variables. — Nous nous proposons de résoudre le problème suivant :
Trouver une fonction F(«, y) de deux variables indépendantes y dont la différentielle totale est une expression donnée
(!) P(x,y)dx-^Q(x,y)dy.
Si le problème a une solution, Texpression précédente est identique à la différentielle totale de F(a;, y), qui est
nous devons avoir par conséquent les relations
(2) f ^PC'-.y). ^=Q(-.y)-
Mais les dérivées partielles de F ne sont pas deux fonctions indépendantes Tune de Tautre, car la dérivée de la première par rapport à y et la dérivée de la seconde par rapport à x doivent être identiques, (n^ 158); nous en concluons qu^une condition nécessaire de possibilité du problème est qu'il existe entre P et Q la relation identique
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Nous allons montrer que cette condition, que Ton appelle condition d'intégrabililé, est suffisante, et nous déterminerons, lorsqu'elle est remplie, toutes les fonctions répondant à la question. Nous allons déterminer d'abord les fonctions satisfaisant à la première des deux conditions (2) ; nous exprimerons ensuite qu'elles satisfont à la seconde.
Toutes les fonctions dont la dérivée par rapport à x est égale à l'expression P(x, y) sont les fonctions primitives de cette expression, où X est considéré comme seule variable et y comme constant; d'après ce que nous avons dit au n^ 330, nous obtiendrons une de ces fonctions primitives en prenant l'intégrale définie de la fonction P(x, y) par rapport à x entre les limites a et x, a étant une valeur fixe arbitraire ; toutes les autres ne différeront de cette intégrale que d'une quantité indépendante de x, mais pouvant contenir y ; nous aurons alors comme expression générale des fonctions F(a;, y) satisfaisant à la première condition
(|p(y) désignant une fonction arbitraire de y.
Nous déterminerons cette dernière fonction par la seconde condition en écrivant que la dérivée de F(x, y) par rapport à y est égale à Q(x, y); nous obtiendrons la dérivée de l'intégrale qui entre au second membre de la dernière relation en prenant la dérivée de la fonction P(a;, y) sous le signe d'intégration (n** 353) ; nous devrons donc avoir
La relation (3) étant supposée remplie, nous pouvons remplacer — par -~ dans l'intégrale qui entre au second membre ; mais l'in-
tégrale indéfinie par rapport à x de -~^ est la fonction Q elle-même ;
ox
nous avons donc
en remplaçant par cette valeur le premier terme du second membre VocT. — Math. sup. 37
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do l'équation (4), qou8 aurons, pour déterminer (p(j/), la condition
ou bien
Nous concluons de là que ^ (i/) est une fonction primitive de Q(a, y); pour plus de symétrie, nous la représenterons par une intégrale définie prise entre les limites b et y, b étant une quantité fixe arbitraire qui joue le rôle de la constante d'intégration ; nous aurons de cette façon
Nous voyons ainsi qu'il existe une solutioa du problème, dont Texpression générale est
toute autre solution ne diffère de celle-là que par une constante, caria différence centre deux solutions a une différentielle totale nulle et elle est par suite une constante indépendante de a? et de y-
La fonction ¥{x, y) ainsi obtenue semble dépendre de deux constantes a et b\ en réalité elle ne dépend que d'une seule constante, qui renferme à la fois a et 6 ; on peut en effet démontrer que le second membre de la relation (5) se met sous la forme 4^(a;, y) — ^(a, 6), et ne renferme par suite qu'une seule constante 4(a, b).
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La méthode que nous avons employée montre que toute différentielle totale a une intégrale indéfinie, et elle donne le moyen de la calculer à Taide de deux intégrales définies ; dans beaucoup de ca«, on aperçoit immédiatement la fonction cherchée sans effectuer ces deux intégrations ; c'est ainsi qm les expressions
xdx-^ydy, xdy^ydx, î-JLllîLf, ^ ^^~^f'^
sont les différentielles totales des fonctions
^-=tyVc, ity4-C, ^-hC, arctg-^+C.
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377. Intégration de la différentielle totale d'une fonction de trois variables. — Nous nous proposons de déterminer une fonction P(x, y, z) dont la différentielle totale est une expression donnée
(6) P(a:, y,z)dx -h Q{x, y, z) dy-h R(x, y, z)dz.
Si le problème a une solution, cette expression est identique à la différentielle totale de F, qui est
c/F == -— </« -H -— dy -+- T~ d« ;
ôa: ôy ^ bz
nous devons avoir par conséquent les relations :
CD ^ = P(x,y,z), ^ = Q{x,y,z), |5: = R(a:,y,z):
mais les dérivées partielles de F ne sont pas indépendantes Tune de Tautre et satisfont aux relations
ôy \ ôa? / î>aB\ ôy / ôa?ôy '
A/^\ = ^{$L\ ^ ,^ , ôz\ôy/ ôy\ô»/ dyôz'
ôa:\ôzy ôAôa:/ ô«ôa? ' est donc nécessaire, d'après ce qui précède, que les fonctions P, Q, R
satisfassent identiquement aux trois relations
^ ^ ôy ôar ' ôz ôy ' ôa? ôz '
nous allons montrer que ces conditions, dites conditions d'iniégrahilité, sont suffisantes, et nous déterminerons, lorsqu'elles sont remplies, toutes les fonctions dont Texpression donnée est différentielle totale.
Toute fonction F(a?, y, z) répondant à la question a une dérivée par rapport à x égale à F(a?, y, z) ; par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait précédemment, nous voyons que cette fonction a pour valeur
a étant une constante et (p(y, z) une fonction indépendante de x. Pour déterminer <p , nous écrirons que les dérivées de F par rapport à y et z sont Q et R, c'est-à-dire que Ton a, en appliquant la règle de dérivation des intégrales définies,
mais, d'après les relations (8), nous pouvons remplacer jr «* y
ôQ , ôR .. y •
par r^ et --; nous avons par suite bx bx
nous en tirons
La fonction <p(y,2) doit ainsi satisfaire à la condition d'avoir pour différentielle totale l'expression
Q(a, y, z)dy -f- IK«, y , »)dz ;
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la deuxième des relations (8) montre que cette expression est intégrable, et son intégrale est égale, d'après ce que nous avons vu, à
£ Q(a, y, z)dy -h £ R(a, 6, z)dz ,
6 et c désignant des constantes. Nous voyons ainsi qu'il existe une solution du problème dont l'expression générale est
F(a:, y , z) = ^ P(a:, y, z)dx -h £ Q{a, y, z)dy + £ R(a, 6, z)dz ;
toute autre solution ne diffère de celle-là que par une constante arbitraire.
Exemple. — L'expression
(y •+• z)dx + (z -h x)dy -h (x -h y)dz satisfait aux conditions d'intégrabilité (8) ; elle a pour intégrale indéfinie
£{y-{-z)dx-h£ {z-ha)dy-h£{a-hb)dz
= (icy -4- xz -h yz) — {ab -hac-h bc) ;
on vérifie qu'elle ne dépend au fond que d'une seule constante arbitraire, et qu'elle a la forme F(x, y, z) -— F(a, 6, c).
378. Intégrale curviligne dans le cas de deux variables. — Nous allons généraliser la notion d'intégrale définie d'une fonction d'une variable (n» 326).
Considérons deux fonctions q(x, y) et v(x, y) de deux variables X et y ; supposons que ces variables soient reliées l'une à l'autre d'une manière connue ; pour plus de généralité, admettons que x et y soient des fonctions données d'un même paramètre <,
aj = /-(0, y = T(0.
Faisons varier l d'une manière continue entre deux limites a et p; supposons que x et y soient continues, ainsi que u(x, y) et «(x, y), pour toutes ces valeurs de t.
Partageons l'intervalle (a, p) en n intervalles partiels infiniment petits; désignons par A^i, A^2, ... A^» les accroissements succès-
sifs de ^ et par Aoi, À03, . . . Aa» les accroissemeats correspondants de la fonction ii(âp, y) ; prenons d'autre part une valeur particulière de la fonction v(a;, y) dans chacun des intervalles, multiplions-la par raccroissement de ff(«, y) correspondant et faisons la somme des produits obtenus.
Pour fixer les idées, désignons par 61 une valeur de t choisie dans le premier intervalle, et par \x et ru les valeurs correspondantes de X ei y\ multiplions u(;t>^i) par Aoi, opérons de même dans chacun des intervalles suivants, et additionnons les résultats; nous formerons la somme
(9) «(Çii ^i)Aai -+- r(Ç2, tij) Aii^ -h • • • -+- t;(E„ T|«)An„,
que nous représenterons par 2v(x, 1/) An ; nous allons montrer qu*elle a une limite lorsque te nombre des intervalles augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro.
Remarquons que u et v sont des fonctions de la seule variable indépendante i ; représentons-les pour un instant par o(Q et v(JL); r(Ç,,7ii) est égal à w(6i); d'autre part, raccroissement Aui est égal, d'après la formule des accroissements finis, au produit de raccroissement A^i par la valeur de la dérivée ii'(/) pour une valeur particulière 6{ de i comprise dans le premier intervalle. Le premier terme de la somme (9) est donc égal à t^(di)a'(ôi')A^i, et les autres termes peuvent être mis sous une forme analogue.
En raisonnant comme nous l'avons fait aux n^" 325 et 326, nous pouvons remplacer dans la somme précédente, sans en changer la limite, 6i, 62, ... par 61, 6s, ... ; nous obtenons ainsi la somme
(10) t;(ei) «'(e,)A^, + ^(«0 iz'(a,) A<s -h h v{k) «'(o.)a<,.
Mais cette somme a une limite, qui n'est autre que l'intégrale définie
(il) ^f^v{t)u'{i)d(;
par suite, la somme Su(x, i/)Aa a une limite égale à cette intégrale; on représente cette limite par la notation
J ah
v[x,y)da[x,y),
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on a et 6 désignent les valeurs de a; et t^ pour <=sa, a' et 6' les valeurs des mêmes variables pour < = p ; on l'appelle intégrale curviligne et on la calcule en la remplaçant par l'intégrale définie (il).
379. Interprétation géométrique. — Le nom d'intégrale curviligne donné à cette intégrale provient de la Signification géométrique suivante qu'on lui donne ordinairement. Considérons les valeurs de X et de y, qui dépendent du paramètre ty comme les coordonnées des points d'une courbe plane, et construisons cette courbe ; aux différentes valeurs de t comprises entre « et p correspondent les points successifs d'un arc AB (fig. 134), à une décom- ^^' *^- position de l'intervalle (a, f) en intervalles
partiels correspond une décomposition de Tare AB en arcs partiels infiniment petits AAi, AfAs^ . . . , et enfin aux valeurs 6i,0s, ... de t correspondent des points G|, Cs, ... situés respectivement sur chacun de ces arcs.
Imaginons un point mobile, de coordonnées égales h x et y y se déplaçant sur l'arc AB, de A à B, lorsque t varie de a à p; pour obtenir la somme (9), nous déterminerons les accroissements successifs de la fonction u lorsque ce mobile parcourt chacun des arcs infiniment petits AA|, AiAo, . . . , nous multiplierons ces accroissements par les valeurs de v en chacun des points Ci, G2, ... situés respectivement sur ces arcs, et nous formerons la somme des produits ainsi obtenus. D'après ce que nous avons vu, cette somme a ufie limite indépendante du mode de décomposition de l'arc AB en arcs partiels et du choix des points Ci, C3, ... sur ces arcs; pour la* déterminer, il suffit de remplacer v et du par leurs valeurs en fonction de t et de dty et de calculer l'intégrale définie obtenue par rapport à t entre les limites a et p. Nous donnerons à cette limite le nom d'intégrale curviligne étendue à l'arc AB, et nous la représenterons, lorsqu'il n'y a
pas d'ambiguïté, par la notation / vdu.
Si le mobile que nous avons considéré parcourt l'arc AB étk sens inverse du sens primitif, c'est-à-dire de B vers A, l'ordre des limites d'intégration dans l'intégrale définie (il) est interverti ; nous en con-
cluons que la nouvelle intégrale curviligne a une valeur égale et de signe contraire à la première ; c'est ce qu'exprime Tégalité
/ r rfn = — / V du.
Remarques. — Dans une intégrale curviligne / vdu, nous pouvons remplacer la différentielle du par sa valeur a^dx + u'/iy^ et écrire
r/»B vdn = I vul^dx-^vuydy^
car les intégrales sont toutes deux égales à / v[i)n'{t)dt.
Si nous considérons la somme de plusieurs intégrales curvilignes étendues au même arc, nous pouvons réunir d'une part les coefficients de dxy d'autre part ceux de dy^ et mettre cette somme sous la forme
f\[x,y)dx + Q[x,y)dy)
cette manière d'écrire une intégrale curviligne est souvent employée, bien qu'elle ne soit pas indispensable.
Il arrive souvent que l'on considère une intégrale curviligne étendue à un contour fermé ; on suppose que ce contour est parcouru par un mobile dans un certain sens, en partant d'un point déterminé et y revenant; on forme comme dans le cas précédent la somme (9), et l'on détermine sa limite en la ramenant à une intégrale définie telle que (il). Remarquons que l'on obtient la même limite pour la somme (9j en prenant sur le contour un autre point de départ du mobile, pourvu que le parcours ait toujours lieu dans le même sens ; on peut donc représenter sans ambiguïté par la notation I vdu l'intégrale curviligne étendue à un contour C, sans spécifier le point de départ, mais en indiquant toutefois le sens du parcours. Si ce sens est remplacé par le sens contraire, l'intégrale change de signe sans changer de valeur absolue.
380. Exemples, — Gomme exemple d'intégrale curviligne, nous mentionnerons la détermination de la masse totale d'un arc de courbe AB dont la densité en chaque point est une fonction donnée p(a;, y)
des coordonnées de ce point ; cette masse est égale à l'intégrale cuririligne
ds étant la différentielle de Tare et ayant pour valeur ^dx^ -h dy* . Un autre exemple est fourni par l'intégrale curviligne
dx
étendue à un contour fermé C [fig. 135); nous supposerons, pour simplifier, que ce contour ne se coupe pas et qu'il n'est rencontré qu'en deux points par toute parallèle à Oy.
Si un observateur décrivant le contour a toujours l'aire intérieure à sa gauche, nous dirons qu'il se déplace dans le sens direct ; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche. Nous allons montrer que l'intégrale curviligne / ydx^ relative au contour parcouru dans le sens
direct, est égale à l'aire intérieure prise négativement.
Soient A et B les points de contact des tangentes parallèles à Ot/, a et 6 leurs abscisses. Nous pouvons décomposer l'intégrale curviligne en une somme de deux autres, étendues l'une
à l'arc AMB et l'autre à l'arc BNA ; t
la première est égale à l'intégrale
/ y^dxy yo étant l'ordonnée d'un
point de l'arc AMB, et a pour valeur
Fig. 135.
Taire aAMB6 ; la seconde est égale à
£y,dx = -£y,dx,
yt étant l'ordonnée d'un point de Tare ANB, et elle est égale à Taire aANB6 prise négativement; nous en concluons que l'intégrale étendue au contour C a pour valeur aire aAMB6 — aire aANB6 , et qu'elle est égale à Taire intérieure au contour prise négativement.
Nous verrions de la même manière que l'intégrale / xdy, prise
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aussi dans le sens direct, est égale à l'aire intérieure au contour; en réunissant ces deux résultats, nous voyons que cette aire peut s'eiprimer par rintégrale
*xdy — y dx
prise dans le sens direct.
Ck>inme application, considérons une ellipse rapportée à ses aies, et supposons que les coordonnées de ses points s'expriment au moyen d'un paramètre t par les formules
x = acos<, 2^ = 6sin(;
cette ellipse est parcourue dans le sens direct lorsque l varie de 0 à 2'jc ; d'aprèç ce qui précède, nous aurons pour valeur de Taire intérieure à la courbe
:dy — ydx C^ab
c'est le résultat trouvé au n® 354.
J'^x dy — ydx C ao ,. .
381. Condition pour qu'une intégrale curviligae ne dépende que des limites du chemin dlntégration. — La valeur d'une intégrale curviligne dépend non seulement des valeurs que prennent x et y aux limites A et B du chemin d'intégration, mais encore de la nature des fonctions x = /*(<), y = <p(i), c*est-à-dire de l'arc suivi entre A et B ; en général, l'intégrale change de valeur quand on fait varier cet arc, quand même les limites A et B resteraient fixes.
Il peut arriver cependant qu'une intégrale curviligne ne dépende que des limites d'intégration et nullement du chemin parcouru entre ces limites; nous allons démontrer à ce propos le théorème suivant:
Théorème I. — Pour que VintégraU curviligne
(12) f\{x,y)dx-hQ(x,y)dy
ne dépende que des limites du chemin d'intégration, il faut el il suffit que la quantité sous le signe d'intégration soit différentielle totale exacte.
i* La condition est nécessaire; supposons en effet que rinfégrale
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(12), prise entre les deux points A et B, ne dépende que des coordonnées de ces deux points ; désignons par (a, b) celles du premier et par (or, y) celles du second ; lorsque ces dernières varient, Tintégrale est une Tonction bien déterminée des deux variables x et y. Représent<Mi9-la par ¥(x, y) et cherchons ses dérivées partieDes.
Donnons à x un accroissement A, y restant constant, et désignons par B' le point de coordonnées (a? -4- A, y); la fonction F(x -h A, y) est égale à Tintégrale curviligne prise entre les points A et B' ; comme elle ne dépend pas du chemin suivi, nous pouvons supposer que Tare d'intégration se compose de Tare d'abord suivi de A à B, puis d'un chemin rectiligne parallèle à Ox de B à B' ; la différence F(a?H- A, y) — F(ic, y) est donc égale à l'intégrale relative à la droite BB'.
Mais, sur cette droite, y reste constant et dy est nul ; nous avons donc simplement
F(x -h A, y) — F(x, y) = ^^* P(x, y)dx ;
cette égalité exprime précisément que la fonction F(a;, y), où x est considéré comme seule variable, est égale à l'intégrale de P(x, y) par rapport à x, ou bien qu'elle a pour dérivée P(xy y). Nous verrions, par un raisonnement analogue, que la dérivée de F(a;, y) par rapport à y est égale à Q(x, y); nous concluons de là que la fonction F(a:,y) a pour différentielle totale la quantité Prfx-f-Qdy, et par conséquent que la quantité sous le signe d'intégration (12) est une différentielle totale exacte.
2" La condition est suffisante; supposons que Pdx-\-Qdy soit différentielle exacte ; nous savons déterminer (n° 375) l'intégrale indéfinie de cette différentielle ; désignons par F(j;, y) l'une quelconque de ses déterminations.
L'intégrale curviligne (12), prise le long d'un arc de courbe AB dont les coordonnées s'expriment au moyen d'un paramètre i par les formules x = f(f)^ y = ^(j[)^ s'obtient, comme nous l'avons vu, en remplaçant x et y par leurs valeurs et intégrant par rapport à t entre les limites a et ^ de ce paramètre ; elle est par suite égale à
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Hais la quantité sous le signe d'intégration est identique à la différentielle par rapport à < de la fonction F[f{i)^ t(0]« P^ ^^^ rintégrale (13) est égale à la différence des valeurs de cette fonction pour f = a et f = p, c'est-à-dire à la différence des valeurs que prend la fonction F(x, y) pour les limites A et B du chemin d'intégration. Nous concluons de là que l'intégrale (12) ne dépend que des coordonnées des points A et B et nullement du chemin suivi entre ces deux points, ce qui démontre la proposition.
Du raisonnement que nous venons de faire, nous déduisons le théorème suivant :
Théorème II. — Une intégrale curviligne de différentielle totale exacte est égale à la différence des valeurs que prend une intégrale indéfinie quelconque de cette différentielle aux limites d'intégration.
Remarque. — L'e:c pression (5) que nous avons obtenue pour l'intégrale indéfinie d'une différentielle totale peut être considérée comme une intégrale curviligne particulière ; le chemin d'intégration est formé : 1** d'une parallèle à l'axe des y joignant le point (a, 6) au point {a,y)\ dx est alors nul, et Q a la valeur Q(a, y) ; 2® d'une parallèle à l'axe des X joignant le point {a, y) au point {x,y)\ dy est alors nul, et P à la valeur P{x^y), On pourrait remplacer ce chemin par tout autre ayant les mêmes extrémités sans changer le résultat.
382. Cas d'an contour fermé. — Si le chemin d'intégration est un contour fermé, l'origine et l'extrémité de ce chemin sont deux points confondus et ont mêmes coordonnées ; nous en concluons le théorème suivant :
Théorème III. — Une intégrale curviligne de différentielle totale prise le long d'un contour fermé est nulle.
Les raisonnements qui précèdent supposent toutefois que l'intégrale indéfinie P(a;, y) de la différentielle totale a une seule détermination, comme cela a lieu par exemple pour l'intégrale xdy-hydx, qui a pour valeur xy-^C. Dans le cas où F{x, y) est susceptible de plusieurs déterminations, il peut arriver que celle qu'elle possède à la fin du chemin d'intégration ne soit pas la même que celle qui correspond à l'origine, et qu'elle en diffère par une constante numérique; alors,
fj
rintégrale relative au contour peut ne pas être nulle, mais être égale à cette constante.
C*est ce qui a lieu pour Tintégrale curviligne
la quantité sous le signe d'intégration a pour intégrale indéfinie arc tg-^ + C, et cette fonction a une infinité de déterminations, qui
diffèrent entre elles d'un multiple entier de tc.
Si Ton prend l'intégrale précédente relativement à un contour n'entourant pas l'origine, l'arc dont la tangente est -^reprend la même
valeur aux deux extrémités de ce contour, et l'intégrale est nulle ; mais si le contour enveloppe l'origine, par exemple dans le sens direct, l'arc
dont la tangente est -^augmente de 2k, et l'intégrale curviligne est
égale à 27c.
383. Cas de trois variables. — Tout ce que nous avons dit sur les intégrales curvilignes s'étend au cas de trois variables x^y^z. Supposons que ces variables soient des fonctions continues
d'un même paramètre ^, et qu'on donne à ce paramètre successive^ ment toutes les valeurs comprises entre deux nombres a et ^ ; en employant une représentation géométrique et considérant x^y et z comme coordonnées d'un point de Tespace, le point (x, y, z) décrit alors un certain arc de courbe AB.
Soient a(x, y, z) et v(x, y,z) deux fonctions continues des variables ; à toute décomposition de l'intervalle (a, ^) en intervalles partiels infiniment petits A^ correspondent une décomposition de l'arc AB en arcs infiniment petits et une somme analogue à la somme (9), de la forme 2t;(x, y, z)Aa(x, y, z). Comme dans le cas de deux variables,
cette somme a une limite, que l'on représente par / v c/a, et que l'on
appelle intégrale curviligne relative à lare AB ; on la calcule en remplaçant V et du par leurs valeurs en fonction de /, et intégrant le résultat par rapport à t entre a et p.
On exprime ordinairement du sous la forme u^x + u^y + 11^1/2 ; toute intégrale curviligne, ainsi que toute somme de telles intégrales se rapportant au même chemin d'intégration peuvent alors être écrites sous la forme
P(x, y, z)dx-hQ{x, y, «)dy-+- R(x, y, z)dz.
Les résultats que nous avons obtenus dans les deux derniers numéroft et les théorèmes I, II et 111 s'étendent sans changement aux intégrales cnrvîKgiies rdblives à trois variables.
384. Travail relaUl à un dâpIaoeoMMâ êmàB un cbamp de forces.
— Un champ de forces est déterminé relativemmt à un mobile si à chaque point M de Tespace correspond un vecteur F reiprésentant en grandeur et direction la force qui s'exerce sur le mobile lorsqu^Qcweape la position M ; ce champ est caractérisé par trois fonctions
qui représentent les projections, sur les axes de coordonnées OÇxyz)^ du vecteur P relatif au point de coordonnées x^ y, 2. Nous supposerons que ce sont trois fonctions continues dans la portion de Tespace où se déplace le mobile et nous n'examinerons que le cas où ces fonctions sont indépendantes du temps.
Pour un dépiaeement infiniment petit du mobile de M en M', on appelle travail élémentaire le produit du déplacement MM' par la pro* ection sur la direction MM' du vecteur force P relatif au point M. 11 est égal à P . MM' . eos(P, MM'), c'est-à-dire au produit géométrique de F et MM' (n** 73); si Ax, Ai/, As sont les projections de MM' sur les axes, la valeur AT du travail élémentaire est, d'après ce que nous avons vu,
AT r= XA« 4- YAy -H Z A« .
Pour un déplacement fini le long d'un arc AB, le travail total est la limite de la somme des travaux élémentaires relatifs aux déplacements infiniment petits successifs dans lesquels on décompose le déplacement total, et il est égal à l'intégrale curviligne
(14) T = rxdx -+- Ydy H- Zdz ;
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on la calcule, comme nous Tavons dit, en la ramenant à une intégrale simple relative au paramètre qui définit le déplacement ; ce paramètre est ordinairement le temps.
Un cas particulier remarquable est celui où Tintégrale (14) porte sur une différentielle totale ; on dit dans ce cas que les forces du champ dérivent d'un potentiel, et Ton appelle fonction potentielle une intégrale de la différentielle totale \dx + Ydy-hZdz; cette fonction, que nous appellerons V(a;, y, z), n'est connue qu'à une constante près.
Dans ce cas, le travail pour un déplacement AB ne dépend pas du chemin suivi, mais seulement des limites, et il est égal à la différence des valeurs de la fonction potentielle pour ces limites. Si (a, 6, c) et (x, y, z) sont les coordonnées de Torigine et de l'extrémité du déplacement, le travail a pour valeur
On appelle surface de niveau ou surface équipotendelle une surface en tous les points de laquelle V(x, j^, z) a une valeur constante donnée ; d'après la formule précédente, le travail pour un déplacement quelconque entre deux surfaces de niveau est égal à la différence des valeurs de V sur ces surfaces, et ne dépend pas du chemin suivi entre elles.
Par chaque point (xq, yo, zq) passe une surface de niveau ; l'équation de cette surface est
V(a?, y , «) — V(«à> yo, zo) = 0 ;
la normale à la surface en ce point a pour paramètres directeurs les valeurs des dérivées
ÔV_Y ^_v ^V_„.
ôx~^' ôy~*' ôz""^'
elle a donc la même direction que le vecteur force relatif au point considéré.
On appelle ligne de forces une ligne telle qu'en chacun de ses points le vecteur force soit dirigé suivant la tangente à la ligne ; il résulte de ce qui précède qu'une ligne de forces est, en chacun de ses points, normale à la surface de niveau passant par ce point.
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Exemple. — Supposons que le champ soit caractérisé par les fonctions
on voit que \dx + Ydy + Zdz est la différentielle totale de la fonction
les* forces dérivent d'un potentiel; les surfaces de niveau V = c*' sont des sphères tangentes à Forigine au plan des xy, et les lignes de forces, qui sont orthogonales à ces sphères, sont des circonférences tangentes à Torigine à Taxe des z.
INTÉGRALES DE SURFACE TRANSFORMATION DES INTÉGRALES MULTIPLES
385. Intégrale de surface. — Désignons par S une surface fermée simple, analogue à une sphère ou à un tore, ou bien une portion finie de surface, limitée par un contour fermé C, cette portion étant analogue à une calotte sphérique limitée par un cercle.
Soit Oxyz un trièdre de coordonnées rectangulaires auquel est rapportée la surface S ; nous rappelons que pour un premier observateur placé en 0 sur le plan des xy, dans la direction de Ox, le sens positif de rotation est celui dans lequel il faut faire tourner une demi-droite primitivement confondue avec Ox pour Tamener à coïncider avec
Oy en décrivant Tangle --• Avec la disposition habituelle des axes
dans Tespace, c'est le sens de gauche à droite; avec la disposition adoptée en géométrie plane, c'est le sens de droite à gauche, comme en trigonométrie.
Imaginons maintenant un deuxième observateur s'appuyant normalement sur la surface S, d'un côté donné à l'avance, et cheminant sur cette surface ; pour simplifier les énoncés, nous appellerons face positive de S la face sur laquelle il s'appuie constamment, et normale positive en un point la demi-droite comptée sur la normale à partir de ce point et dirigée du côté de l'observateur; par exemple, sur une sphère, nous choisirons comme positives la face extérieure et la normale vers l'extérieur.
Dans le cas où l'on considère une portion de surface limitée par un contour C et un sens de déplacement sur ce contour, on dit que VoGT. — Math. sup. 38
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ce sens est le sens direct ou positif si le deuxième observateur debout sur la face positive de la surface et près du contour voit le déplacement s'efiTectuer sur le contour dans le même sens que celui que nous avons appelé sens positif pour le premier observateur sur Oz .
Cela posé, soit C(^, y^ z) une fonction continue des trois variables X, y, z ; nous allons définir ce qu'on entend par l'intégrale double
(!) JJjXx.y.z)ixdy
étendue à la surface S. Nous nous placerons d'abord dans le cas où cette surface est rencontrée en un seul point par une parallèle à Oz, et nous désignerons par A la projection de son aire sur le plan des Qcy ; z sera une fonction déterminée de a; et y ; nous la supposerons continue et nous rappellerons z = f(x,y).
Nous remplacerons dans C, z par sa valeur en fonction de x,y,
nous calculerons la valeur de l'intégrale double / / C[x,y^f(x,y)]dxdy
étendue à l'aire A du plan des ay, et nous multiplierons le résultat par + i ou par — i suivant que la normale positive à la surface S, choisie comme nous l'avons dit, fait avec Oz un angle aigu ou un angle obtus ; le résultat obtenu sera par définition la valeur de l'intégrale (i), étendue à la surface S .
Désignons par Ad ou da un élément d'aire de S, élément essentiellement positif, par x^y^z les coordonnées d'un point de cet élément, et par y l'angle aigu ou obtus que fait avec Oz la normale positive en ce point ; nous pouvons démontrer que la somme 2 C(^, y^ z) cos f Ao, étendue à tous les éléments de la surface S, a une limite, et que cette limite, que nous désignerons par
(2) /Tc(x,y,z)coSYrf<r,
est égale à l'intégrale (i).
En effet, si y ^^^ ^^gu» 1^ produit cosyAc est positif et est égal à la projection AA de A? sur le plan xOy (n'^SGO); si, au contraire, Y est obtus, ce produit est négatif et est égal à <— AA. Nous avons donc, en remplaçant z par sa valeur,
2 C(x, y , ;:) cos yAc == e 2 C[x, y, f(x, y)]AA ,
S étant égal à -f- 1 ou à — i suivant que y est aigu ou obtus ; en passant à la limite, nous avons Tégalité
/Tg(^» y , 2) cos y rfff = « Il C[a?, y, f(x, y)]dx dy ;
mais le second membre représente dans tous les cas la valeur de Tintégrale (i), par suite, les intégrales (i) et (2) sont toujours égales.
Supposons maintenant que la surface S soit rencontrée en plusieurs points par une parallèle à O2 ; nous la décomposerons en portions rencontrées chacune par une telle droite en un seul point ; nous calculerons la valeur de l'intégrale (i) relative à chacune de ces portions et nous ferons la somme des résultats. L'égalité des intégrales (i) et (2), qui a lieu pour chacune des portions de surface, a encore lieu pour la surface totale S.
Les mêmes définitions et les mêmes raisonnements seraient applicables à des intégrales doubles de la forme
elles se ramènent à des intégrales doubles étendues aux projections des différentes parties de S sur le plan des yz ou sur le plan des zx ; on app^e en général intégrale de surface une somme d'intégrales des formes précédentes, c'est-à-dire une intégrale de la forme
Si a, py Y sont les angles que fait avec les axes la normale positive en un point de la surface S, nous verrions, par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait pour les intégrales (1) et (2), que l'intégrale précédente (3) est égale à
ff:
[A(x, y y z) cos a -4- B(a?, y, 2) cos p -+- C(x, y, z) cos y]da .
386. Formules de Stokes et de Gauchy. — Considérons une portion de surface S limitée par un contour fermé C, et sur laquelle est choisie une face positive ; soit une intégrée curviligne
(*) J^K^, y, «yar-h Q(x, y, z)dy ^ R(x, y, z)dz
étendue au contour C dans le sens direct, sens que nous avons précédemment ; nous allons démontrer que cette intégrale est égale à rintégrale double
étendue à la surface S ; nous supposerons toutefois que P, Q, R et celles de leurs dérivées qui entrent dans Tintégrale double soient continues en tous les points de cette surface.
C'est dans Tégalité des intégrales (4) et (5) que consiste la formule de Stokes ; Ampère Tavait déjà rencontrée dans certains cas particuliers. Lorsque la surface S est contenue tout entière dans le plan des xy^ la variable z est nulle, et la formule de Stokes se réduit à Tégalité
(6) f^^i^^yy^-^oi^^y^^y-ffX^-^y
cette dernière porte le nom de formule de Caucby.
Nous commencerons par faire la remarque suivante : supposons que Ton décompose la surface S par des lignes transversales en portions Si , St, ... ; soient Ci, C9, . . . les contours de ces portions parcourus tous dans le sens direct ; si les formules de Stokes ou de Cauchy sont démontrées pour chacune de ces portions, elle seront encore vraies pour la surface totale.
Pour le voir, formons d'abord les intégrales Fig. 136. curvilignes analogues à (4) pour chacun des
contours Q , Cs , . . . et ajoutons-les ; la somme de toutes ces intégrales se compose : i^ de parties relatives aux différentes portions du contour extérieur C, 2® de parties relatives aux lignes transversales tracées sur S ; mais ces lignes, limitant des portions contigûes de surfaces Si, Ss, . . . , sont parcourues deux fois dans des sens opposés, comme le montre la figure 136; par suite, les intégrales correspondantes ont des valeurs deux à deux égales et de signes contraires, et leur somme est nulle ; il ne reste donc que Tintégrale relative au contour primitif C.
Si, d'autre part, on ajoute les intégrales doubles (5) relatives aux différentes portions de surface 81,82, . . . , leur somme est égale à l'intégrale analogue étendue à la surface totale S ; la remarque que nous avons faite se trouve donc entièrement justifiée.
Nous supposerons que la surface S soit décomposable en parties qui sont rencontrées chacune en un seul point par une parallèle à Tun quelconque des axes, à moins qu'elles ne soient parallèles à Tun des plans de coordonnées; de plus, que le contour de chaque partie ne soit rencontré qu'en deux points au plus par un plan parallèle à l'un quelconque des plans de coordonnées ; nous serons certains en particulier que cosa, cos^, cosy gardent des signes constants en tous les points de chaque portion de surface ainsi définie. Nous démontrerons les formules de Stokes ou Cauchy pour une quelconque des surfaces partielles, et elles seront vraies, d'après ce qui précède, pour la surface totale.
387. Démonstration de la formule de Cauchy. — Nous allons démontrer la formule (6) pour une surface du plan des xy, satisfaisant aux conditions simples dont nous venons de parler ; nous la désignerons par S ; nous supposerons son contour C parcouru dans le sens
direct, et nous disposerons la figure comme on le fait ordinairement en géométrie plane (fig. 137).
Soient A et B les points de contact des tangentes à C parallèles à Oy, a et 6 les abscisses de ces points ; soient y^ et Vi Qfi > yo) les ordonnées des points Mo et Mi du contour ayant même abscisse X.
Prenons d*abord l'intégrale / P(a?, y)dx ; elle est égale à la somme
de l'intégrale de ?(x, y©) prise le long de AMoB, et de l'intégrale de ?(x, y,) prise le long de BMi A ; en changeant le signe et le sens de la
Fig. 137.
dernière, nous pouvons écrire
j^P(x, yyix = ^£ [pCx, y.)- P(x, yo)]rfx.
Mais nous pouvons remplacer la différence P(x,yi)— 'P(x,yo) par l'intégrale de la différentielle de P par rapport à y, intégrale prise entre y^ et j/i, c'est-à-dire entre M« et Mi, et écrire
p(x,y.)-P(«,».)=y^'grf»;
nous avons donc
Le dernier membre n'est autre que la valeur de l'intégrale double — Çj—dxdy étendue à Taire A (n« 365).
Si nous opérons de même pour Tintégrale LQ(x^ 9)^9 « ®^ ^^^^'
vertissant le rôle de â? et de y, nous verrons qu'elle est égale à Tin-
tégrale double / / r^dxdy étendue à la même aire, mais prise cette
fois avec le signe +. Si nous réunissons les résultats, nous trouverons finalement la formule cherchée :
^P(x,y)rfx-HQ(x,î,yy=j^(^-|)rfa:dj,.
Remarque. — Si Pdx -+- Qdy est une différentielle totale eiacte, l'élément différentiel de l'intégrale double est nul, et cette intégrale est nulle ; l'intégrale curviligne du premier membre est donc également nulle. C'est le résultat déjà obtenu au n° 382.
888. Démonstration de la formule de Stokes. — Nous allons faire un raisonnement analogue pour démontrer dans l'espace l'égalité des intégrales (4) et (5); nous supposerons que la surface et son contour. que nous appellerons S et G, satisfont aux conditions simples dont nous avons parlé et, pour fixer les idées, nous nous placerons dans le cas où les angles a, p, f de la normale positive avec les axes de coordonnées sont aigus ; le raisonnement serait le même dans les autres cas.
Transformons d*abord Tintégrale
J?{x,y,z)da
soient (fig. 138) A et B les points de contact des plans tangents au contour parallèles aa plan yOz^ et soient a et 6 les abscisses de ces points, b étant supérieur à a .
ït.
Désignons par Mo et Mi les points du contour ayant une abscisse donnée x , Mo étant le premier de ces points que Ton rencontre lorsqu'on décrit le contour C à partir de A dans le sens direct ; désignons par yo et z© l'ordonnée et la cote du premier, par y^ et Zx celles du second ; d'après les hypothèses faites, on a t/o < yx et Zq > z^ .
L'intégrale j Pdx est égale à la somme de deux intégrales analogues prises, Tune le long de AMoB, Tautre le long de BM|A ; cette dernière est égale à Tintégrale prise le long de AMiB et changée de signe ; nous pouvons donc écrire
J^ P (x, y,z)dx = — J^ [P (a?, i/i, «i) — P (x, yo, «o)] dx. Désignons par MqNMi la courbe de section de la surface S par
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le plan perpendiculaire à Taxe Ox et d'abscisse x; la différence P(x, yi, Zi) — P(x,yo,zo) est égale à Tintégrale de sa différentielle totale par rapport à y et z, entre les limites yo ^o et y^ Si \ ou bien à rintégrale curviligne de cette différentielle le long de Tare MoNMi ; nous avons donc :
P(x.y.,zO-P(x,yo,=.) = j[^'grfy-4-^rf=; il en résulte, en séparant en deux parties l'intégrale précédente,
La première intégrale du second membre est la valeur de l'intégrale double / / •— dxdy étendue aux éléments d'aire intérieure à la projection A'MoB'M( de l'aire S sur xOy, mais la seconde est la valeur changée de signe de l'intégrale double / / —dxdz étendue aux éléments de la projection A' MS B'^ M[ de S sur zOx parce que, comme nous l'avons vu, zq est supérieur à Zi. En nous reportant aux définitions que nous avons données au numéro 385, les deux intégrales doubles précédentes sont identiques, dans le cas actuel, aux intégrales de surface de même forme étendues à la surface S ; nous avons donc l'égalité
Par permutation circulaire des lettres, nous transformerons les deux autres parties de l'intégrale (4) en intégrales doubles analogues aux précédentes, et, en faisant la somme des trois égalités, nous aurons
ce qui est la formule de Stokes.
Remarque. — Si Pcte -f- Qrfy -f- Rrfz est différentielle totale, tous les termes de l'intégrale (5) sont nuls ; par suite, l'intégrale (4) étendue à un contour fermé est nulle, en supposant toutefois que les
fonctions P, Q, R et leurs dérivées soient continues en tous les points d'une surface limitée par le contour ; nous retrouvons ainsi le théorème III du n"" 382.
389. Cas où une Intégrale de surface ne dépend que du contoui*. — Toute intégrale de surface de la forme (3) ne peut pas toujours être identifiée à l'intégrale (5); il faut pour cela que Ton puisse trouver trois fonctions P, Q, R telles que Ton ait les égalités
nous concluons de là que Ton doit avoir identiquement
ôo: ôy àz
Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante, car si A, B, C sont liés par cette relation, on vérifie que les fonctions
P = 0, Q = fjc(x,y,z)dx, R = — ^' B(a:, y, z)dx -i- ^' A(a, y, z)dy
forment une solution des équations (7) ; on en obtient du reste d'autres en ajoutant respectivement à ces fonctions les dérivées partielles d'une fonction quelconque par rapport à x, y et z.
Lorsque la condition (8) est remplie, l'intégrale (3), qui est identique à (5), peut être remplacée par l'intégrale curviligne (4) étendue au contour de la surface S ; elle ne dépend donc que de ce contour ; nous en concluons ce résultat :
Une intégrale de surface (3), dans laquelle les fonctions A, B, C satisfont à la relation (8), ne dépend que du contour de la surface d'intégration, et ne change pas lorsque cette surface varie en conservant le même contour.
Exemple. — Considérons^ l'intégrale
* X dy dz "h y dz dx "h z dx dy
étendue à une surface S limitée par un contour C ; on vérifie que
les fonctions À, B, C qui entrent sous le signe d'intégration satisfont à la relation (8), par suite l'intégrale ne dépend que du contour G.
Elle a une signification géométrique simple ; soient a, p, y les angles que fait avec les axes la normale en un point M de la surface, et a', p'y y' ceux que fait avec les mêmes axes le rayon OM allant de Torigine au point M ; soit enfin r la valeur du vecteur OM ; on a
r = v/a;*-l-y*-+-2*, cosa=--7 cosp' = ^i cosy'
En introduisant les valeurs précédentes, et en remplaçant dy dz, dz dx et dx dy par cos a dtr, cos ^ da et cos y da^ l'intégrale s'écrit sous la forme
(cos g cos ft' •+■ cos p cos p^ -f- cos Y cos YQch
ou bien, en appelant V l'angle de OH avec la normale en M,
* cos V rfff
ip
Le numérateur est la valeur de la projection de l'élément d'aire da sur un plan passant par M et perpendiculaire à OM ; la fraction placée sous le signe d'intégration représente la valeur d'un élément
d'aire semblable à cette projection, le rapport de similitude étant — ;
on en conclut qu'elle est égale à la portion d'aire découpée sur la sphère de centre 0 et de rayon égal à l'unité par un cône ayant pour sommet le point 0 et pour base l'élément dts de la surface S.
L'intégrale elle-même est la somme des éléments de cette sphère correspondant aux éléments de S ; elle est égale à l'aire de la portion de sphère découpée par le cône ayant pour sommet l'origine et pour directrice le contour C de la surface ; on l'appelle angle solide compris dans ce cône.
390. Formule d'Ostrogradsky. — Ëtant donnée une surface fermée S, enfermant le volume V, et trois fonctions A, B, C, continues ainsi que leurs dérivées pour tous les points de ce volume, nous allons montrer que l'intégrale de surface
(9) rr kdydz-i-Bdzdx-hCdxdy
INTÉGRALES DE SUBPACE
étendue à la face extérieure de la surface S est égale à Tintégrale triple
étendue au volume V:
c'est régalité de ces deux intégrales qui constitue la formule d'Ostrogradsky.
Supposons que la surface S soit coupée en deux points Mo et Ml par toute sécante parallèle à Oz, et que z^ et Zi soient les cotes de ces deux points, Zi
étant supérieur à zq- D'après
^ Thypothèse faite sur la direction
de la normale, celle-ci fait en Mi un angle aigu avec Oz, et en Mo un angle obtus {fig. 139) ; nous en concluons que Tintégrale
de surface jjQdxdy est
Fig. 138.
égale, d*après sa définition (n*' 385), à l'intégrale double ff^[(X^^ y, z,) — C(a?, y, zo)]dx dy
étendue à tous les éléments positifs dont se compose la projection A de la surface S sur le plan des xy. Mais la différence qui est entre crochets est égale à l'intégrale
ÔC .
en la remplaçant par cette valeur, nous avons comme résultat
Jï'""'=fj?"'f:f."=ffjlp.'"'y''-
Nous établirions de même les relations transformant en intégrales triples les deux autres parties de l'intégrale de surface ; en ajoutant
les résultats, nous avons Tégalité
(il) Il Adydz-^Bdzdx-^-Cdxdy
qui est la formule à établir.
La démonstration suppose que la surface S n'est rencontrée qu en deux points par toute sécante parallèle à Tun des axes ; il est facile de s'affranchir de cette restriction. Lorsqu'elle n*est pas remplie, on décompose le volume V en d'autres partiels Vi, Vt, . . . par des surfaces intermédiaires intérieures au volume primitif, de telle manière que les contours des nouveaux volumes ne soient coupés qu'en deux points par une parallèle aux axes.
Si l'on applique la formule d'Ostrogradsky à chacun des volumes, et si l'on fait la somme des résultats, la somme des intégrales de volume (9) n'est autre que la valeur de cette même intégrale pour le volume total ; d'autre part, la somme des intégrales de surface (8) se compose: l"" de la portion relative à la surface primitive S entourant le volume total; 2* des portions relatives aux surfaces intermédiaires; mais l'on voit, en raisonnant comme dans le cas de la formule de Stokes, que ces surfaces limitent chacune deux volumes contigus, et que l'on doit prendre la normale successivement dans des sens opposés ; les intégrales de surface correspondantes ont ainsi des valeurs deux à deux égales et de signes contraires, et leur somme est nulle. La formule se trouve ainsi démontrée dans tous les cas.
Remarque. — Lorsque A,B, C satisfont à la relation (8), le second membre de la formule (il) est nul, et le premier membre est aussi nul ; nous avons donc ce résultat :
Lorsque les fonctions A, B, C satisfont à la condition (8), l'intégrale de surface (9) étendue à une surface fermée est nulle,
SM. Formule de Green. — Si nous appliquons la formule (il) aux fonctions particulières
ôx 5y Oz
U et V étant des fonctions données, continues ainsi que leurs dérivées premières et secondes dans un volume donné, nous avons
On simplifie récriture en introduisant dans la dernière intégrale du second membre le symbole AV pour représenter la somme
ôx* ôy* ôis*
en remplaçant dans la parenthèse du premier membre dy dz^ dz dx^ dx dy par les produits cos a cfa, cos p dfSy cos y d<5^ comme au n* 385, cette parenthèse devient
( r— COS a -+- -— cos B -h r— COS Y I dff .
\ ôx ^y ^ ^z ' /
dy
On représente le coefficient de d(s par -p- , et on rappelle déan
rivée de V suivant la normale à la surface ; la raison de cette dénomination est la suivante : considérons un déplacement dn sur la normale ; la différentielle totale c/V de la fonction V relative à ce déplacement a pour valeur
d V = — dx -H — - (/y -f. T- da
ôx ôy ^ ôz
mais cfx, dy et dz sont les projections sur les axes du déplacement dn sur la normale, et ont pour valeurs
dx = dn cos a, dy =^ dn cos p, dz = rfn cos y J
nous avons donc
^ /ôV . ÔV û L ^V \ ,
oV = ( -— cos a -4- -- cos B -f- —- cos Y ) dn, \ôx ôy ^ bz I
rfV et nous voyons que -r- est égal au coefficient de d^s. Avec ces notations, an
la formule primitive devient
UAVi/xrfyrfx.
Si nous changeons U en V et V en U, et si nous retranchons membre à MMnbre la nouvelle relation de la précédente, nous trouvons régalité
c'est la formule de Green. Remarquons qu'elle est établie ai supposant que Ton prenne la normale extérieure à la surface fermée donnée; si Ton prend la normale intérieure, il faut changer le signe du premier membre.
SEPTIÈME PARTIE
392. Formation des équations différentielles* — Considérons une fonction y d'une variable x, définie par une équation renfeimant un paramètre arbitraire G; si nous éliminons ce paramètre entre Téquation donnée et celle que Ton en déduit en égalant les dérivées ou les différentielles des deux membres, nous obtenons une relation entre la variable ar, la fonction y et sa dérivée y' ou bien entre les deux variables x^ y et leurs différentielles du premier ordre dx et dy ; cette relation est indépendante de G et elle est satisfaite par toutes les fonctions y obtenues en donnant des valeurs différentes à ce paramètre ; on rappelle équation différentielle du premier ordre. Exemple, — Soit la fonction y définie par Téquation
(1) y* = 2Cx,
où G est un paramètre arbitraire ; en différent! ant cette équation, on a
2ydy^2Qdx,
et en éliminant G entre les deux relations, on obtient Téquation différentielle
(2) 3/dx — 2xrfy:=0;
on peut la mettre, en divisant par dx^ sous la forme suivante, équiyalente à la première,
elle représente alors une relation entre la variable a;, la fonction y
et sa dérivée -M- • dx
398. Problème inverse. — Toute fonction y qui satisfait à une équation différentielle donnée du premier ordre s'appelle une solution de cette équation ; intégrer une équation différentielle, c'est en rechercher toutes les solutions.
La solution qui renferme une constante arbitraire s'appelle solution générale ; celles qui s'en déduisent en donnant à la constante des valeurs numériques particulières s'appellent solutions particulières) s'il existe d*autres solutions non renfermées dans la solution générale, on les appelle solutions singulières.
Parmi les solutions particulières, on a souvent à considérer celle qui se réduit à une valeur donnée i/o pour une valeur donnée Xo de la variable ; il est facile de la déduire de la solution générale ; il suffit en effet d'écrire que la relation qui définit cette solution est satisfaite pour x = Xo et i/ = i/o ; on obtient de cette façon une équation fournissant la valeur numérique qu'il faut attribuer à la constante C.
En remplaçant dans la solution générale C par cette valeur, on obtient la solution particulière cherchée ; on dit que Xq et j/o constituent les conditions initiales de cette solution particulière.
La relation qui définit la solution générale est quelquefois résolue par rapport à la constante arbitraire, et mise sous la forme F(x, y) = C ; on dit alors que F(a;, y) est ime fonction intégrale ou simplement une intégrale de l'équation différentielle.
En considérant x et y comme les coordonnées d'un point d'un plan, toute solution d'une équation différentielle est représentée par une ligne de ce plan; l'équation différentielle elle-même est une relation qui existe, pour toute ligne représentative d'une solution, entre les coordonnées (x, y) d'un quelconque de ses points et le coefficient
angulaire -^ de la tangente en ce point. La solution générale est
fournie par une équation qui représente une famille de courbes, lorsqu'on donne à la constante qui entre dans cette solution générale toutes les valeurs possibles ; définir une solution particulière par les conditions initiales (Xq, j/o) revient à choisir la courbe de la famille qui passe par le point (a;Q, yo).
L'enveloppe des courbes de la famille représentée par Téquation générale est une ligne qui satisfait à Téquation différentielle ; en effet, en chacun de ses points, elle est tangente à une certaine courbe de la famille dont ce point est le point caractéristique (n^ 288) ; les coordonnées de ce point et le coefficient angulaire de la tangente sont les mêmes pour l'enveloppe et pour Ten vélo ppée. Comme, pour cette dernière, ces quantités satisfont à Téquation différentielle, il en est de même pour la ligne enveloppe ; celle-ci constitue donc une solution de Téquation différentielle ; elle ne fait pas partie de la famille représentée par la solution générale, elle est donc une solution singulière.
Il résulte de là que la solution singulière d*une équation différentielle est fournie par Tenveioppe de la famille de lignes représentée par la solution générale ; on l'obtient en éliminant la constante arbitraire C entre l'équation qui définit cette solution et la dérivée de cette équation par rapport à C.
Exemple. — L'équation différentielle
admet pour solution générale la fonction définie par Téquation
y» = 2Gi: — C»;
en éliminant C entre cette équation et sa dérivée par rapporta C, ou en écrivant qu'elle a par rapport à C une racine double, nous trouvons la relation y* — a?* = 0, qui fournit les deux solutions y = x et y = — x. Elles ne rentrent pas dans la solution générale et cependant satisfont à réquation différentielle ; elles en constituent des solutions singulières. Il peut arriver que les raisonnements précédents soient en défaut ; c'est ce qui a lieu par exemple si le point caractéristique d'une courbe enveloppée est un point singulier de cette courbe. Il est bon de s'assurer dans chaque cas si la fonction y définie par le procédé de calcul VoGT. — Math. sup. 39
des courbes enveloppes est bien une solution de Téquation différentieUe.
394. Procédés d'Intégration. Cas des différenUelles totales. — Il
n'existe pas de procédés généraux d'intégration des équations différentielles ; ce n'est que dans des cas simples que Ton peut former la solution générale au moyen des fonctions connues.
Un procédé plus théorique que pratique permet ordinairement de former, au moyen d'un développement en série, la solution particulière relative à des conditions initiales données (xq, j/o); ^Ue est représentée, d'après la formule de Taylor, par la série
L'équation donnée fournit -^ en fonction de a; et de y; ses dérivées
successives permettent de calculer les dérivées successives de y, et on en déduit les coefficients successifs du développement en remplaçant X et 2^ par xo et j^o- Ce procédé peut être en défaut pour des valeurs particulières de a;o, yo-
Lorsqu'on peut exprimer x et y ou bien une fonction intégrale au moyen d'intégrales définies ou indéfinies, on dit que l'intégration est ramenée aux quadratures, et l'on considère comme résolu le problème de la recherche des solutions de l'équation différentielle donnée ; on sait en effet calculer numériquement une intégrale définie ; on peut donc déterminer la valeur de chaque solution y pour chaque valeur numérique de la variable x.
Lorsque l'équation différentielle a la forme
(5) P(x, y)dx -+- Q(a:, y^dy = 0
et que le premier membre est une différentielle totale exacte, il suffit, pour obtenir la solution générale, d'égaler à une constante arbitraire l'intégrale indéfinie du premier membre ; on sait exprimer cette intégrale par des quadratures (n^ 375), et elle constitue une intégrale de l'équation différentielle.
Si le premier membre n'est pas différentielle exacte, il peut arriver que l'on puisse calculer une fonction M(x, y) telle que le produit par
M de P(/x + Q{/y devienne difTérentielle exacte; on est alors ramené à des quadratures. La fonction M(x, y) est appelée fadeur intégrant,
395. Cas où les variables se séparent. — Lorsque dans Téquation (5) P ne dépend que de a; et Q que de y, c'est-à-dire lorsque Téquation difTérentielle a la forme
P(a:)</x-hQ(yyi/ = 0,
on dit que les variables sont séparées ; le premier membre est la différentielle exacte de la somme des intégrales indéfinies de ses deux termes, et la solution générale est fournie par Téquation
fP(x)dx-^fQ(yyy = C.
Le cas le plus simple est celui où Téquation est de la forme y' = f(x) ou rfy = /'(a;)c/x; sa solution générale est alors l'intégrale indéfinie de f(x), c'est-à-dire
y=ff(x)clx^C.
En Gbimie, on étudie le temps nécessaire à une transformation ou à une réaction ; le cas le plus simple est le suivant : supposons que Funité de volume d'une substance qui se transforme seule possède à l'instant initial a molécules, et que x de ces molécules se soient transformées pendant le temps t ; on appelle vitesse de la trans-
qX
formation le rapport —r- ; les expériences montrent que cette vitesse
est proportionnelle au nombre a — x des molécules non transformées. 11 existe alors entre x et ^ une équation différentielle telle que
OÙ k est une constante ; pour l'intégrer, on l'écrit sous la forme
les variables sont séparées, et la solution générale est donnée, en inté-
grant les deux membres, par Téquation
W = _log(a — a?)-hC,
C étant la constante arbitraire.
Proposons-nous d'obtenir la solution particulière qui correspond à X = 0 pour < = 0 ; en introduisant ces valeurs dans la relation précédente, elle donne G = log a, d'où nous déduisons la relation cherchée
kl = log a — log (a — x) == log
OU, en remontant des logarithmes aux nombres, a
Ck>mme autre exemple, considérons Téquation (2) du n"" 392 ; en récrivant
les variables sont séparées, et son intégrale est donnée par
21ogy — logx = C;
si nous représentons par log2C' la constante qui entre au second membre, et si nous remontons des logarithmes aux nombres, nous obtenons, pour définir la solution générale, la relation y' = 2C'x; elle est identique à Téquation (i) qui avait conduit à Téquation difTérentielle.
396. Équation homogène. — Lorsque dans Téquation (5) P et Q sont des fonctions homogènes de x et y ayant même degré d'homogénéité, on peut par un changement de variable se ramener au cas précédent. Si Ton divise P et Q par une puissance de x égale au degré d'homogénéité, et si l'on met en évidence dans ces fonctions le rapport
^, on écrit l'équation sous la forme
(6) P,(|.)rfx + Q,(|)ofi, = 0;
on pose alors —= t, c'est-à-dire y = te, d'où dy = xdl-hldx;
«a remplaçant y et dy par ces valeurs, Téquation (6) devient
PiCO dx -4- Qi(0 (xdt^t dx) = 0, ou bien
[Pi(0 -+- Qiifitytx -^ Q,(<>r dt = 0.
On peut séparer les variables et écrire cette équation sous la forme
dx Çjjiyit _ X ^Pi(0+Qi(0^~ '
on est alors ramené au cas précédent et l'intégration est possible par qtiadratures ; il suffît de remplacer t par ^ dans le résultat pour
avoir une intégrale de Téquation différentielle donnée et en déduire la solution générale.
397. Équation linéaire. — On appelle ainsi une équation entière et du premier degré par rapport à y et -^ ; on peut toujours la ramener à la forme
OÙ P et Q sont des fonctions données quelconques de x) nous allons montrer que Ton peut toujours intégrer une telle équation.
Considérons d'abord le cas où QÇpc) est nul ; Téquation est dite linéaire et homogène ou bien sans second membre ; en récrivant sous la forme
les variables sont séparées, et nous trouvons immédiatement Tintégrale suivante, où log G désigne une constante arbitraire,
log y -4- J P(x) dx = log C ;
nous en tirons, en remontant des logarithmes aux nombres, la solution générale
(8) y=:Ce-/P^'>'^.
Ck>nsidérons le cas général où le second membre n'est pas nul ; on intègre ordinairement l'équation (7) par la méthode suivante que Ton appelle méthode de variation des constantes arbitraires.
On commence par intégrer Téquation homogène obtenue en supprimant le second membre; sa solution renferme une constante arbitraire G, comme l'indique Téquation (8). On suppose alors que C représente non plus une constante, mais une fonction de a;, et Ton cherche à déterminer cette fonction par la condition que l'expression trouvée satisfasse à Téquation donnée (7).
Nous allons appliquer cette méthode à un exemple. Soit Téquation
que nous pouvons écrire, en la mettant sous la forme (7),
dx X ^ X
Supprimons le second membre ; nous avons Téquation
dy 2 ^ dy 2dx ^
dx X *' y X
dont la solution est fournie par la relation
^ogy — 21oga; = logC, d'où y=Cx*.
Considérons alors, dans cette valeur de y , G comme une fonction inconnue de X, et remplaçons, dans l'équation totale donnée, y
par Cx* et -7^ par -7— x* -h 2Gr ; nous avons, toutes réductions dx ax
faites,
de x*—3
dx x'
Nous en déduisons
c désignant une constante. Il suffit alors de remplacer C par cette
valeur dans l'expression de y pour obtenir la solution générale
y = X* log X -h — -4- C'x* .
Les équations différentielles de la forme
dites de Bernoa//i, se ramènent aux équations linéaires en les divisant par y", et prenant y*-'» = z comme nouvelle fonction inconnue.
398. Équatton de Glalraut. — On appelle ainsi une équation différentielle de la forme
f étant une fonction ne renfermant que la dérivée de ^ . La solution
générale s'obtient simplement en remplaçant -^ par une constante arbitraire C , et elle est
y = Ca;-h/'(C);
cette équation représente en effet une famille de droites; pour une
quelconque d'entre elles, --^ est égal à G, par conséquent Téquation dx
(9) est identiquement satisfaite.
L'enveloppe de cette famille de droites fournit, comme nous l'avons ^11 au n^ 393, une solution singulière de Téquation différentielle; dans le cas actuel, cette solution est plus importante que la solution générale.
Plus généralement, si l'on a une équation renfermant linéairement a; et y , de la forme
la méthode d^intégration consiste à prendre comme variable auxiliaire la dérivée -^ » que l'on représente par p\ a; et y sont alors donnés en fonction de p par le système des deux équations
En différentiant la seconde, et remplaçant dy par sa valeur fournie par la première, nous obtenons entre xtip l'équation suivante :
pdx = P(p) dx + \x P'(p) + Q'(/>)] dp ;
dx elle est linéaire en x et -r— ? et peut être intégrée ; lorsque x est
déterminé en fonction de />, la deuxième équation (il) fait connaître y.
CHAPITRE II ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR
399. Formation des équations différentielles. — Considérons une fonction y d'une variable a:, définie par une équation renfermant n paramètres arbitraires indépendants Ci, Ct, . . . , C^; si nous éliminons ces n paramètres entre cette équation et ses n premières dérivées, nous obtenons une relation entre x^y et ses n premières
dérivées --7^ » -^ » • • • » -^^ ; elle est indépendante des paramètres dx cix ux^
et est satisfaite par toutes les fonctions obtenues en donnant à ces paramètres des valeurs quelconques; on l'appelle équation différentielle d'ordre n.
Exemple. — Soit la fonction y définie par la relation
(i) y = Cl cos nx -h Ca sin nx
renfermant deux paramètres Ci et Cs; en formant les deux premières dérivées de Téquation (1)
-~^ = — nC, sin nx -h nCi cos nx ,
—-2^ = — n^d cos nx — n^Cj sin nx, ax*
et éliminant Ci et C2 entre les trois relations, nous obtenons Téquation différentielle du second ordre
400. Problème inverse. — Ëtant donnée une équation différentielle d'ordre n , on appelle solution générale de cette équation une fonction qui y satisfait et qui renferme n constantes arbitraires indépendantes ; les fonctions qui s'en déduisent en donnant aux constantes des valeurs numériques particulières sont appelées solutions particulières ; les autres solutions, s'il en existe, sont appelées solutions singulières.
Lorsque Ton connaît la solution générale
(3) y = (p(x, ce,, ... C„)
dune équation d'ordre n, on peut trouver une solution particulière qui prend, ainsi que ses n — 1 premières dérivées, des valeurs données
pour une valeur donnée x = Xq de la variable. Formons en effet les n — i premières dérivées de la fonction (3), et écrivons que cette fonction et ses n — 1 dérivées prennent pour a; = o^o les valeurs données, nous avons n équations qui permettent de calculer les valeurs numériques de Ci , 62, . . . , G»; il suffit alors de porter ces valeurs dans Téquation (3). Lorsqu'on effectue ce calcul, on dit que l'on impose à la solution les conditions initiales définies par jfoy yo, . . . , yo^""^^-
Considérons par exemple la fonction (i) qui est la solution générale de l'équation (2) ; cherchons la solution particulière qui se réduit à t/« et dont la dérivée a la valeur yi pour x = Q.
L'équation (i) et sa dérivée nous donnent, pour x = Q, yo = Ci , t^^r=nC2; nous déduisons de là les valeurs de Q et Ca, et nous obtenons la solution particulière cherchée
(4) y = yo cos nx-h^ sin nx .
Comme autre exemple, considérons un point mobile de masse m se déplaçant sur une droite Ox, et soumis à une force ayant la direction de cet axe ; cette force peut dépendre de l'abscisse x du mobile,
dx de sa vitesse -tt- i et même du temps ; nous représenterons sa valeur
par ^H^i^^jf ' M' D'après le principe fondamental de la dynamique, le produit de la masse du mobile par son accélération -^t-^ (p? 135) est égal à la valeur de la force ; nous avons donc la relation
C'est une équation différentielle du second ordre dont la solution générale dépend de deux constantes arbitraires ; les solutions particulières s'en déduisent en donnant deux conditions initiales ; généralement on donne la position initiale du mobile et sa vitesse initiale, c'est-à-dire
dx les valeurs de x et de —7— pour 1 = 0.
401. Exemples dlntégration. — Â l'exception de certaines catégories d'équations simples, comme les équations linéaires à coefficients, constants, il n'existe pas de procédés généraux pour intégrer les équations différentielles d'ordre supérieur.Théoriquement, on peut, comme au n^" 394, former un développement en série de Taylor de la solution générale, en se donnant à l'avance les valeurs yot J/oj •••» yo^"~*^ et en calculant les coefficients suivants d'après l'équation donnée et ses> dérivées; mais ce procédé est peu pratique.
On cherche en général à ramener l'intégration d'une équation d'ordre supérieur à celle d'équations successives d'ordre moindre, en particulier à celle d'équations du premier ordre ou à des quadratures.
Supposons qu'en partant d'une équation d'ordre n, on forme une autre équation d'ordre n — 1 renfermant une constante arbitraire, et satisfaite par toute solution de la première ; cette équation, résolue par rapport à la constante, fournit une intégrale première de l'équation donnée. Nous allons indiquer quelques exemples.
l"" Considérons l'équation (2), et cherchons à la ramener à une équation du premier ordre ; si nous multiplions les deux membres par
2 — ^ » nous formons la relation dx
dont le premier membre est la dérivée de (-J^ ) -hn^y*; cette dernière
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quantité est par suite une constante et constitue une intégrale première. En désignant par n^yl une constante arbitraire, nous avons
nous en tirons
(|^)V„y = „«yj;
-^ = t/«*(yî-y*).
C'est une équation du premier ordre ; pour Fin tégrer, nousTécrirons^ en séparant les variables,
/ , -^ = nax:
en intégrant les deux membres, et représentant par — no^o une deuxième constante arbitraire, nous aurons
arc sin -^- = nx — nx^ :
nous obtiendrons finalement, en prenant les sinus des deux membres,
(5) y = yosinn(x — xo);
c'est une autre forme de la solution générale qui a déjà été donnée parla relation (i).
2* Ce procédé de réduction à des équations d'ordre moindre s'applique immédiatement à une équation de la forme
il suffît d'effectuer n quadratures successives, en ajoutant chaque fois une constante arbitraire ; nous avons de cette façon
rfx"
^^ = Cdx CfQc) dx-h CiX H- Cj,
dx^
et ainsi de suite.
i^ Il s'applique aussi à une équation où y n'entre pas. Si l'on a
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par exemple une équation entre ^^^ et -r-^^ on la considère comme une équation du premier ordre par rapport à la fonction inconnue T^- Lorsqu'on a intégré cette équation et exprimé -^ en fonction de x^ «on obtient y par une quadrature.
402. Cas où X n'entre pas dans réquatlon. — Lorsque Téquation ne renferme pas a?, on prend comme variable la quantité y, etron
considère la dérivée -^ comme fonction de 1/ ; on la représente par p
comme au n^ 398. Les dérivées successives de y par rapport à x s'expriment au moyen de p et de ses dérivées par rapport à la nouvelle variable j^ par les équations
dv ^^ dx*~dx~dydx~'dyP'
d^y d^ /djp \_d /dp
dx^ dx^ '
et ainsi de suite.
Remarquons que les dérivées nouvelles au moyen desquelles s'expriment les dérivées primitives de y sont toujours d'un ordre au moins inférieur d'une unité à l'ordre de celles-ci ; si donc nous introduisons les valeurs (6) dans une équation d'ordre n entre y et x, nous obtiendrons une équation d'ordre n — 1 seulement entre p et y.
Supposons qu'on ait intégré cette équation, et que sa solution soit
P = ?(y) y ^^ remplaçant alors p par -^ » nous obtenons entre x et y la relation du premier ordre
^ = <p(y), ou d^ = -^y
et la solution de l'équation proposée est exprimée par la quadrature
Nous allons appliquer cette méthode à Téquaiion
en remplaçant les dérivées par leurs valeurs (6), nous obtenons Téquation du premier ordre
le premier membre est divisible par p ; nous avons ainsi la solution
particulière p = 0 ou-t^ = 0, qui donne y = C'*. En supprimant
le facteur p , il nous reste une équation dont les variables se séparent^ et que nous pouvons écrire
dp ^dy p-2 y'
En intégrant, et représentant par log Ci une constante, nous avonslog(/> — 2) = logy-|-logCi, p — 2 = Ciy.
Ayant la valeur de p qui représente -^-^ nous n*avons plus qu'à intégrer Féquation du premier ordre
^=:C.y + 2, OU dx = .^^;
en désignant par — logCj une deuxième constante, nous avons
x = ^[log(Qy-4-2) — logCJ,
d'où nous tirons
Qy + 2 = CacC**.
408. Équations linéaires et homogènes. — Une équation différentieUe linéaire et homogène d'ordre n est une équation de la forme
où ao, ai, ... On sont des quantités constantes ou des fonctions de X seul ; on peut faire sur les solutions d*une telle équation les remarques suivantes :
1° Si j/i est QM solution quelconque, le produit dyi de cette solution par une constwte Ci est encore une solution, car le résultat de substitution de Gi^i dftQS le premier membre de (7) est égal au produit de Cl par le résultat 4e substitution de yt, et il est nul.
2^ Si jfi et yi sont deux solutions quelconques, la somme Cij^i + C^2 est encore une solutioft^ car le résultat de substitution de cette quantité dans le premier membre 4e (7) est la somme des résultats de substitution de Qi^i et de C^, et il est nul d'après ce qui précède.
Plus généralement, si Ton parvient à détermuer n solutions particulières yi.ytt • . . , i/m de Téquation (7), un nisonncment identique au précédent montre que la fonction
(8) y = Ciyi -4- Cîy, + . . . + C„y„
est encore une solution.
Cette solution renferme n constantes arbitraires Ci, Ca, . . . C»; on ne peut pas toujours affirmer cependant qu'elle est la solution générale deTéquation différentielle, car si les fonctions yi,yt, . . . y« ne sont pas indépendantes, le nombre des constantes réellement distinctes peut être inférieur à n .
Pour que y soit la solution générale, il faut et il suffit qu'on puisse choisir les constantes Ci, Ci, . . . , C^ pour que y satisfasse à des conditions initiales données quelconques, ou bien que, pour une valeur arbitraire x© de la variable, y et ses n — 1 premières dérivées prennent des valeurs données à Tavance.
En écrivant ces conditions à l'aide de l'équation (8) et de ses n — i premières dérivées, on obtient n équations pour déterminer les inconnues Ci,Cs, . . . C»; le déterminant des coefficients de ces inconnues est la valeur que prend, pour Xo, le déterminant
yt y2 ... y»
yî yi . . . yi
Si ce déterminant n'est pas identiquement nul, on peut donner à X une valeur xq telle qu'il ne soit pas nul pour cette valeur ; il existe alors des valeurs de Ci,Cs, . . . C» telles que les conditions initiales
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soient remplies par la fonction (8); cette fonction est donc bien la solution générale.
Nous voyons ainsi que la solution générale d'une équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n s'exprime au moyen de n solutions particulières par ]a formule (8), à la condition que le déterminant (9) ne soit pas nul identiquement ; si cette condition est remplie, les n solutions particulières sont dites indépendantes.
3^ Lorsqu'on connaît une première solution particulière t/i de Féquation (7), et qu'on n'en aperçoit pas immédiatement d'autre, on peut ramener l'intégration de l'équation donnée à celle d'une autre équation de même forme et d'ordre moindre ; il suffit de remplacer t/ par yiz , et de considérer z comme une nouvelle fonction inconnue ; en faisant cette substitution, le coefficient de z est nul, et on a une
équation linéaire et homogène d'ordre n — 1 par rapport à -j^;
dx
lorsqu'on a intégré cette équation, on a z par une quadrature.
Soit, par exemple, l'équation du second ordre linéaire et homogène
elle admet comme solution yi=x\ nous poserons y = xz, d'où
dy dz d^y d^z <^ dz
dx dx ' rf«* dx^ dx '
et en substituant dans l'équation, nous aurons, tous calculs faits,
dx^ dx
C'est une. équation du premier ordre linéaire et homogène par
o z dz
rapport à -j-; sa solution générale est -j- = CiC"*, de sorte que z a dx dx
pour valeur z = — Cie~*-+-Cj; nous obtenons finalement pour y la
solution
y == xz = C^a? — Cixer' ;
elle renferme deux constantes arbitraires ; on vérifie facilement qu'elle est la solution générale de l'équation.
404. Équations linéaires et homogènes du second ordre à coefficients constants. — Le cas le plus important est celui où les coeffi-
cients ao, ai, ... a» de l'équation (7) sont des constantes; on peut toujours dans ce cas trouver la solution générale. La méthode consiste à chercher des solutions particulières de la forme y = e^, où r est un coefficient constant encore inconnu ; nous allons d'abord traiter le cas des équations du second ordre.
Soit réquation
où a et 6 sont des coefficients constants réels ; cherchons une solution de la forme y = e**; en remplaçant dans (10) y et ses dérivées par leurs valeurs, qui sont
le résultat de la substitution est c'^r*-+-ar + 6); comme il doit être nul et que Texponentielle ne Test pas, il faut que r soit une racine de réquation
(11) /'(r) = H-har + 6 = 0, que Ton appelle équation caractéristique.
l*' Cas. — L'équation (ii) a ses racines réelles et distinctes; si nous les désignons par rj et r^, nous avons les deux solutions particulières i/i = e*"**, y2 = «''•*• Nous pouvons vérifier que le déterminant analogue à (9), formé avec ces fonctions et leurs dérivées premières, n*est pas identiquement nul ; par conséquent la fonction
(12) y = Ci €'^'■+'0^6'^
est la solution générale de Téquation différentielle. Exemple. — Soit Téquation
réquation caractéristique est /"(r) == r* -+- r — 2 = 0, et elle a pour racines 1 et — 2 ; la solution générale est donc
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tF Cas. — L'équation (ii) a ses racines égales; soit ri la racine double ; la fonction e**** est déjà une solution ; on vérifie que la fonction M^** en est une autre, car si Ton substitue à la place de y et de ses dérivées cette valeur et ses dérivées
le résultat de substitution est
(rj + ar^ + b)xe'*' -h (2ri -f- a)e'«*,
et il est nul puisque n est racine double de Téquation (11).
On peut vérifier que ces deux solutions particulières e^«' et xe''*'' sont indépendantes ; on en conclut que la solution générale est
<i 3) y = Ce"** + Cxe»-**.
Exemple. — Soit Féquation différentielle
Téquation caractéristique a une racine double égale à 3 ; la solution générale est
3* Cas. — L'équation (ii) a ses racines imaginaires; soient «+ Si et a — ^i les deux racines imaginaires conjuguées de Téquation caractéristique, il leur correspond les deux solutions particulières e^* "^ ^* et ^(«-po*. Pour n'introduire dans le calcul que des quantités réelles, nous remplacerons les exponentielles à exposants imaginaires par leurs valeurs exprimées au moyen des lignes trigonométriques^ d'après les formules du n® 216; nous aurons de cette façon
c<* + s*")* = e**(cos px -4- * sin px) ,
«<•- w» = c**(cos px — i sin px) .
Comme dans le premier cas, la solution générale est alors égale à
y = Cic<* * w» -+- Ce<*~w* = (Ci -h C2)e** cos px -f- (Ci — (^)ie^ sin px ;
en représentant par C{ et Ci les deux quantités C| -h Q et (d — Ci)i, nous l'écrirons sous la forme
(14) y = C,'e«* cos px -+- Cle** sin px
où n'apparaissent que des fonctions réelles.
VocT. — Math. sup. 40
Exemple, — Soit Téquation
que nous avons déjà rencontrée au n° 399 ; Téquation caractéristique est r* -4- n* = 0 et a pour racines ±: ni ; la solution générale est
y = Qe»'* -4- C«e""« = Ci(cos nx-hi sin nx) -+- Cs(cos nx — i sin nx),
que nous pouvons mettre sous la forme
C{ cos 7UJ H- Ci sin nx.
C'est la forme primitive (i) de cette solution ; nous pouvons, suivant la manière dont sont données les conditions initiales, la remplacer par les formes (4) ou (5).
405. AppUcaUoii au mouvement oscillaloire amorti. — Considérons sur un axe Ox un mobile de masse m , attiré par le point 0 proportionnellement à sa distance à ce point, et éprouvant de la part du milieu une résistance proportionnelle à la vitesse ; si la force attrac-
dx tive est représentée par — mn^x et la résistance par — 2mb -^ » l'équation du mouvement du mobile est
m^^-mn*x-2mb-j^.
ou bien
Considérons d'une manière analogue une aiguille de galvanomètre, oscillant autour d'un axe vertical; soit MK' son moment d'inertie et a son angle d'écart à partir de sa position d'équilibre naturel. Supposons qu'elle soit soumise à un couple antagoniste proportionnel à l'écart et
de moment — Wa, et à un couple résistant de moment — A-^r proportionnel à la vitesse; l'équation du mouvement angulaire de laiguille est
ou bien, en posant jt^ = n* , rrp^ = 26 ,
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Elle a la même forme que la précédente ; nous ne considérerons que réquation (15).
Supposons d'abord que la résistance proportionnelle à la vitesse soit nulle, ou que 6 = 0; Téquation a la forme (2), et sa solution a la forme (1), (4) ou (5); si Ton suppose que Fabscisse initiale soitxo, et que la vitesse initiale soit nulle, le mouvement a pour équation
x = Xo cos ni .
Le mobile oscille entre les points d'abscisse Xq et — Xo, de sorte que Tamplitude de son mouvement est 2x0 ; la durée d'une oscillation
simple est To =— ; le mouvement est périodique, la période étant
Considérons maintenant le cas général; Téquation caractéristique relative à (45) est
suivmt que b est inférieur, égal ou supérieur à n, les racines sont imagÎMires, égales, ou réelles et distinctes.
1» Cas. 6 <; n . — Les racines sont — bdzi //i* — 6* , et la solution générale, nùse sous la forme (14) est
X = Cîe-« cos }/n^ — b^ t -h Cie^" sin y/n* — 6M ;
si, comme précédemment, Tabscisse initiale du mobile est xq, et sa vitesse initiale nulle, Téquatioa du mouvement est
X = iTo e-" [cos ^/^^'^^^ t H^ — L= sin /fi« - 6» i\ la vitesse du mobile est à chaque instant
dx^ -?!??= e-« sin v/;i^^=^<.
dt \/l^^b^
Les maxima et minima de Tabscisse sont atteints lorsque la vitesse
est nulle, c'est-à-dire pour les valeurs du temps égales à k pre-
nant toutes les valeurs entières successives ; nous voyons que les oscillations sont isochrones, la durée de chacune étant T= , , valeur
V/n* — 6* supérieure à Tq. Quant aux abscisses correspondantes du mobile, que
l'on appelle élongaiions, elles sont données pour chaque valeur du nombre entier k par la formule
Nous voyons que le rapport de deux élongatîons consécutives est constant, et que 6T est égal au logarithme du rapport ^*~''
2* Cas. b = n. — Les racines de Féquation caractéristique sont égales à — n, et la solution générale est de la forme (13); avec les mêmes conditions initiales que précédemment, Téquation du mouvement est
x = xo(i +n^-"*.
3*Cas.&>n. — Les racines de Téquation caractéristique sont réelles, et égales à — b±^b* — /i*; ia solution générale a la forme (42). Avec les mêmes conditions initiales que précédemment, Téquation du mouvement est, tous calculs faits,
en introduisant les lignes hyperboliques (p9 218), elle a la forme suivante, analogue à celle du 1*' cas
x===xoe-"[cht/6* — ii«< + -7==^====shv/6*--iiM].
Dans les deux derniers cas, Tabscisse du mobile décroît et tend vers zéro quand t augmente indéfiniment.
406. Équattons linéaires et homogènes d'ordre qneleonque à coefficients constants. — Ce que nous venons de dire sur les équations différentielles linéaires et homogènes du second ordre à coefficients constants s'étend immédiatement aux équations de même nature et
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d'ordre quelconque. Considérons Féquation (7) du n* 403 et supposons que Oo, 01, . . . a« soient des coefficients constants et réels; nous allons chercher une solution de la forme y^e*^; si nous substituons dans le premier memhre de (7) les valeurs de y et de ses dérivées
nous pouvons mettre e^ en facteur, et nous avons comme résultat
c^Coor" -+- «ir"-* -h ... -f- a,» ir -h a«).
Gomme ce produit doit être nul, et que rexponentîelie ne Test pas, il faut que le polynôme entre parenthèses soit égal à zéro ; nous en concluons que le nombre r doit satisfaire à Téquation
(16) /'(r) = aor" + air— *-+- ha.-.,r-+-a«= 0;
cette équation algébrique de degré n s'appelle équation caracléris^ iiqae de Téquation différentielle.
Si Téquation (16) a toutes ses racines distinctes, et si nous les désignons par ri, Ta, ... r,., nous obtenons n solutions particulières indépendantes, et nous en déduisons la solution générale
(17) y = Cle^»-+- (V** 4- . . . + C.C"* .
Si Téquation (16) a des racines multiples, les n solutions particulières précédentes ne sont plus distinctes ; nous opérerons alors de la manière suivante :
Supposons, par exemple, que Téquation caractéristique ait une racine ri multiple d'ordre p ; on vérifie que les p fonctions
sont des solutions de Téquation différentielle ; si Ton substitue en effet Tune d'elles à la place de y dans le premier membre de (5), les coefficients de e*"**, xe''»*, . . . dans le résultat sont /"(r,) et ses dérivées d'ordre inférieur à p ; celles-ci sont toutes nulles puisque ri est racine d'ordre p de multiplicité, par suite le résultat est nul. Les p fonctions précédentes sont de plus indépendantes.
Si, en général, les racines de l'équation caractéristique sont ri
d'ordre p, r, d'ordre 7, etc, la solution générale de Téquation est (18) y = (Ci -4- CïX -f- . - • -+- CpPcP-'y^"
Ce qui précède s'applique aussi bien aux racines imaginaires qu aux racines réelles de Téq nation caractéristique ; cependant, lorsque ceUe-ci possède des racines imaginaires, on remplace ordinairement les exponentielles correspondantes par des fonctions trigonométriques, comme nous Tavons indiqué dans le cas des équations du second ordre. Si a + ^i et a — pi sont deux racines imaginaires conjuguées, on remplace dans les formules (17) et (18) une somme telle que x«[C/ke(«+?'>* + C*e^— ^^'] par j:^e«*(Cicospa?-f-Cisinpa:).
Aux équations que nous venons d'étudier se ramènent celles de la forme
où a^yOïj ... a„ sont constants. En posant x = e\ Téquation qui définit y en fonction de t rentre dans le type (7) considéré précé^ demment.
407. Équations linéaires avec second membre. — On appelle équation différentielle linéaire non homogène une équation de la forme
OÙ entrent linéairement y et ses dérivées ; on a l'habitude de placer au second membre le terme indépendant de y;ao^ai,..,a^eib sont des fonctions de x ou des constantes.
Gomme dans le cas de l'équation du premier ordre (n*" 397), oq utilise la solution générale de l'équation privée de second membre pour intégrer Téquation totale. Une méthode générale est celle de la variation des constantes ; elle consiste à trouver d'abord la solution générale de l'équation sans second membre, solution qui est de la forme
y = C,y, -+- Cjy, -i- ... -4-C„yn, puis à y considérer Q, Cj, ... Ga comme des fonctions inconnues
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de X, et à détenniDer enfin ces fonctions de façon que la valeur de y satisfasse à l'équation totale. Nous allons appliquer cette méthode à Texemple suivant : soit à intégrer Téquation
nous avons trouvé au n^ 404 la solution générale de Téquation sans second membre ; elle est
considérons Ci et Cs comme fonctions de x et prenons la dérivée
comme nous avons deux inconnues Q et Ga, nous pouvons les assujettir à une première condition ; écrivons que Tensemble des deux derniers termes de --f^ est nul, c'est-à-dire qu'on a dx
la valeur de -^ se trouve par cela même simplifiée, et en prenant encore la dérivée, nous avons
En transportant dans (20) y et ses dérivées, nous obtenons, toutes réductions faites, une équation qui ne renferme plus que les dérivées de Cl et Cs, et qui est
de (2i) et (22) nous tirons les valeurs des dérivées
rfa: ~ "^ ' dx ~ * '
et nous en déduisons
C,=je*»-4-Ci, C = — ye^' + C^,
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Ci et a étant des constantes ; en remplaçant Ci et C2 par ces valeurs, nous avons pour la solution générale de l'équation proposée
y = Cîc*-f-Cie-*'H-^e^.
408. Recherche directe d'une solution particulière. — Dans beaucoup de ca^ on simplifie l'intégration de Téquation totale en appliquant ce théorème :
On obtient la solution générale de Véquation avec second membre en ajoutant à une solution particulière de cette équation la solution générale de l'équation sans second membre.
Soit en effet yo une solution particulière de l'équation totale (19); posons y^^y^-^z et remplaçons y par cette valeur dans Téquation proposée ; elle se réduit à
par conséquent z doit être solution de Téquation sans second membre ; le théorème proposé s'en déduit immédiatement.
La recherche d'une solution particulière yè de l'équation totale est un problème facile dans le cas où le premier membre a ses coefficients constants et où le second membre a l'une des formes suivantes: P une constante ou un polynôme entier; 2® une exponentielle de la forme e*^; 3® une fonction trigonométrique telle que sin^x ou cospx;4* une combinaison des fonctions précédentes par voie d'addition et de multiplication ; en général une somme de termes de l'une ou l'autre des formes &a;*e«'cospx ou bafe^^m^^ b étant une constante, les nombres m, a, p pouvant être nuls ensemble ou séparément.
Remarquons d'abord que si le second membre de l'équation est une somme de plusieurs fonctions &i, 62, ... et si l'on connaît une solution particulière de chacune des équations où le second membre se réduirait à 6i, ou 62, etc, il suffit de faire la somme de ces solutions pour former une solution particulière de l'équation totale, comme on le vérifie immédiatement. Il résulte de là qu'il suffit d'examiner le cas où le second membre est un produit de l'une des formes te^e»» cos p* ou fcafe^sinpar.
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La méthode consiste à chercher une solution particulière constituée par une somme de termes de même forme, c*est-à-dire de la forme
yo=(A+fcï:H htr')e»''cospj;+(A'-4-&'a:H h /'«•)e^ sin for
et à calculer les coefficients inconnus par la méthode des coefficients indéterminés ; on remplace y par cette valeur, et Ton identifie les deux membres.
Dans les cas ordinaires, il suffit de prendre le plus grand exposant 7 de X dans y^ égal à l'exposant m donné ; mais si Féquation caractéristique de Téquation différentielle sans second membre a une racine égale à a + ^i , avec Tordre p de multiplicité, il est nécessaire de prendre q supérieure m et de choisir q = m-hp>
Comme exemple, considérons Téquation (20) et cherchons une solution particulière de la forme yo = he^', où h est un coefficient inconnu; en substituant, nous obtenons la relation
(25+5 — 2)AeS* = 3e«»;
nous en tirons h = -^ , et nous retrouvons ainsi la solution obtenue
dans le numéro précédent.
Gomme autre exemple, soit à intégrer Téquation
dx^ "* dx cherchons une solution particulière de la forme totale
y^=i h-\- kx-hlx^-^m CQs2x -hn sin 2x ; en substituant, nous devons avoir identiquement (A — 2& + 20 -h (A- — 4/> -h te* — (3m -h 4n) cos 2x
— (3n — 4m)sin2x = 1 -hx*-4- 2 sin 2x; nous en tirons
Comme Téquation caractéristique de Téquation sans second membre a une racine double égale à i , la solution générale de cette équation est (Cl -f- CiX)e' ; celle de Téquation donnée est alors
y = (Cl -f- CiX)e* -f- 7 -4- 4x H- x« -+- 2^ cos 2x — — sin 2j; .
■ 9 :i:i-4-y = i+a;*-f-2sin2x;
400. Réduction d'un système de deux équations différentielles simultanées du premier ordre à des équations renfermant chacune une seule fonction Inconnue. — Supposons, pour fixer les idées, que Ton considère deux fonctions y et z d'une même variable x, et que Ton donne deux équations entre la variable, les fonctions 1/ et 2 et leurs dérivées par rapport à x jusqu'à un certain ordre ; ce seront deux équations différentielles simultanées à deux fonctions inconnues. Nous allons ramener l'intégration de ce système à celle d'une ou de plusieurs équations différentielles ordinaires renfermant chacune une seule fonction inconnue. Ce que nous allons dire dans le cas de deux fonctions s'applique sans modification au cas d'un nombre quelconque d'équations différentielles simultanées renfermant le même nombre de fonctions inconnues.
Considérons d'abord le cas simple de deux équations renfermant seulement les dérivées premières de y et de s ; supposons-les résolues par rapport à ces dérivées, et mises sous la forme
nous allons éliminer z entre ces équations; pour cela, nous prendrons
dz la dérivée de la première et nous remplacerons ,- par sa valeur
ax
fournie par la seconde ; nous aurons ainsi la relation
Nous éliminerons alors z entre cette équation et celle qui donne
•^ ; nous obtiendrons ainsi une équation différentielle du second ordre
par rapport à la seule fonction y .
Supposons qu'on ait intégré cette équation et qu'on ait exprimé sa solution générale au moyen de x et de deux constantes arbitraires €i et Cs; de la première des équations (i), nous pourrons tirer la
valeur de z en fonction de ar, y et --r- ; en remplaçant y par la
solution trouvée, nous exprimerons z en fonction de x et des deux mêmes constantes Ci et Ca; nous obtiendrons finalement pour y et z des valeurs de la forme
On dit que ces valeurs forment la solution générale du système des •équations (!) ; on peut déterminer les deux constantes Q et Q de façon que y et s prennent des valeurs données t/o et z^ pour X = f 0 ; on dit alors que Ton impose à la solution particulière ainsi formée des conditions initiales données.
Géométriquement, les équations (2) représentent une famille de courbes gauches ; les équations (i) expriment deux relations qui existent, ^n chaque point de Tune quelconque de ces courbes, entre les coordonnées de ce point et les paramètres directeurs de la tangente à la courbe en ce point. Imposer les conditions initiales y =yo et 2 = z^ pour a: = Xq revient à chercher la courbe passant par un point (x^ , y^ , z^^} •de l'espace .
Exemple. — Soit à intégrer le système d'équations simultanées
dz En prenant la dérivée de la première, et remplaçant —7- par sa
-valeur tirée de la seconde, nous avons
-en remplaçant z par sa valeur tirée de la première
nous obtenons, pour déterminer y , Téquation du second ordre
rfx» ^ dx ^y-^ •
Nous Tavons intégrée au n® 407 et nous avons trouvé pour sa solution générale
en la portant dans Téquation (3), nous avons
410. Intégrales d'un système d'équations simultanées. — Soient y ti z une solution du système (1) définie par les équations (2) ; en résolvant ces dernières par rapport aux constantes Q et Ct, nous obtenons deux relations de la forme
(4) ii(j, y, z) =C|, t)(x, y, z)=Cï.
Les fonctions a et v de aT,y,z sont dites ïntéjrra/e^ du système (i); en général on appelle intégrale de ce système toute fonction w(x i y , z) qui se réduit à une constante lorsqu'on remplace y et z par la solution générale (2). On reconnaît qu'une fonction w est une intégrale à ce que la fonction
(5) u>[x,F(x,Ct,(i), *(x, ce,)]
ne dépend plus de la variable x et a la forme ^(Ci , Cs). Lorsqu'on connaît deux intégrales indépendantes telles que o et v ^ toute fonction arbitraire w=^W(u^ v) est encore une intégrale; inversement toute intégrale se met sous cette forme ; nous avons vu en effet que toute intégrale exprimée sous la forme (5) se réduit à V(Ci, Cs); elle est donc identique à W(a, v) d'après les équations (4).
La connaissance de deux intégrales indépendantes du système (1) permet de former la solution générale de ce système ; il suffit en effet d'égaler les intégrales à deux constantes d et Q pour définir les solutions 2^ et z en fonction de x^d et Cs. Il est parfois facile de former des combinaisons des équations données (i) dont les termes
soient différentielles totales par rapport à x, y , z ; ces combinaisons sont dites intégrables. Chaque fois que Ton intègre une telle combinaison, on obtient une intégrale du système.
Exemple. — Soit à intégrer le système d'équations simultanées
dx dv dz {6) = _iL-=
De ces équations, nous tirons les deux combinaisons
rfa? -H rfy -f- rfz = 0 , 2 (a; (/a; H- y rfy + z dz) = 0 ,
dont les premiers membres sont des différentielles totales exactes ; leurs intégrales sont deux intégrales du système donné; en les égalant à des constantes, nous avons deux relations
<7) a:-f-y4-« = Ct, x* -f- y " -f- z» = Ct ,
qui définissent y ei z comme fonctions de x et de deux constantes arbitraires et donnent par suite la solution générale des équations (6) elles représentent une famille de cercles dont les plans sont parallèles et dont les centres sont sur une même droite issue de Torigine, de paramètres 1,1 et i.
411. Cas général. — Considérons maintenant le cas de deux équations d'ordre quelconque à deux fonctions inconnues y ti z de la variable x. Soit n Tordre le plus élevé des dérivées de y, et /i celui des dérivées de 'z ; supposons les équations données résolues par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé et mises sous la forme
<«> iS^-f[''^y^±''''''d^''' d^'-'-'d^O^
,^^ dPz ( dy d'^^y dz df^^z\
Nous allons éliminer z entre ces deux équations ; nous prendrons pour cela p fois successivement la dérivée de la première par rapport
d^z à X , en ayant soin chaque fois de remplacer -j — par sa valeur (9)
Nous formerons ainsi les dérivées
jA+iy c/"+»y c/"+''y
et leurs expressions renfémeront les dérivées de z jusqu'à Tordre /> — i au plus. En général, il ^t possible d*éiiininer, entre Téquation (8) et les p nouvelles équaKiNMS ainsi formées, les p quantités s , — » • • • » _^ ; en efTectuant o«t|» élimination, nous obtiendrons une équation renfermant x^ y et ses 4^ivées jusqu'à Tordre n -f-/) ; ce sera une équation différentielle ordinaire d'ordre a -hp par rapport à y .
Si Ton sait intégrer cette équation, sa solution généndlA est une fonction x dépendant de x et de n +p constantes arbitrons de la forme
(iO). i/=F(x,Q.Ct, ..., Cn^p);
d'autre part, les équations qui ont servi à éliminer z et ses dérivées permettent d'exprimer z au moyen de y et de quelques-unes des dérivées de cette dernière fonction ; il suffit alors de remplacer y et ses dérivées par les valeurs tirées de Téquation (10) pour déterminer z ; cette fonction dépendra de x et des n + p constantes qui entrent dans y , et sera de la forme
(it) - = *(x.C,,Ct C„+p).
Le procédé que nous venons d'indiquer fournit ainsi des valeurs de y et de z dépendant de n-hp constantes arbitraires; on dit qu'elles constituent la solution générale des équations (8) et (9), et Ton dit que Tordre de ce système d'équations est n-hp; on voit qu'il est égal à la somme des ordres des plus hautes dérivées de y et de z.
Dans certains cas exceptionnels, il n'est pas nécessaire, pour éliminer z entre les équations (8) et (9), de former p fois la dérivée de la première ; nous nous contenterons d'indiquer le résultat suivant : si Télimination de z et de ses dérivées est possible après avoir pris les P — 9 premières dérivées de Téquation (8), on obtient, pour déterminer y^ une équation différentielle d'ordre n+/i — q; mais il faut ensuite, pour déterminer z, intégrer une nouvelle équation d'ordre 7, dont les coefficients dépendent de la valeur trouvée pour y; la solution générale dépend encore de n -hp constantes, comme dans le cas précédent.
Lorsque Ton attribue aux constantes des valeurs numériques par-
ticulières, on obtient des solutions particulières du système d*équations différentielles simultanées. Il est possible de former une solution particulière telle que y et ses n — i premières dérivées, ainsi que z et ses p — 1 premières dérivées prennent des valeurs données y^^ yi^ • • t yi"~*^ ^0» ^» • • • » ^f~^^ pour uûe valeur donnée x^ <*« la variable. Il suffît en effet de former, en partant des équations (10) et
(11) qui donnent la solution générale du système, les valeurs de y et de ses n — i premières dérivées, ainsi que celles de z et de ses /i — i premières dérivées, et d'écrire qu'elles prennent pour a? = x^ les valeurs données; on a ainsi n+/) équations qui permettent de calculer les valeurs numériques des n +p constantes arbitraires entrant dans la solution.
Ces considérations s'appliquent à un nombre quelconque d'équations simultanées contenant un même nombre de fonctions inconnues d'une seule variable ; dans le cas général, l'ordre du système est égal à la somme des ordres des plus hautes dérivées qui y entrent; dans des cas exceptionnels, cet ordre peut s'abaisser. La solution générale contient un nombre de constantes arbitraires indépendantes égal à l'ordre du système.
Un exemple est fourni par les équations générales du mouvement d'un point mobile ; soit m la masse de ce point, or, y, z ses coordonnées par rapport à un système d'axes. La résultante des forces qui lui sont soumises peut dépendre de la position qu'il occupe, c'est-à-dire de
Xy y, z, puis de sa vitesse, c'est-à-dire des composantes -jr- » -JÇ- , -7-
de celle-ci, et enfin du temps; nous désignerons par X, Y, Z les projections de cette résultante sur les directions des axes. En écrivant que le produit de la masse par la projection de l'accélération sur Tun quelconque des axes de coordonnées est égal à la projection sur cet axe de la résultante des forces, nous obtenons un système de trois équations simultanées de la forme
d^x „/ dx dy dz \
(12) j '"5=Y(a:.î,,.,-g,-^,-^,<), d*z „/ dx dy dz A
Ce système est du sixième ordre ; sa solution générale fournît les expressions des coordonnées du mobile en fonction du temps et de 6 constantes arbitraires. Toute solution particulière est déterminée par 6 conditions initiales ; ordinairement on donne la position initiale et la vitesse initiale du mobile, c'est-à-dire les valeurs de x, y, z et de dx dy dz . ^
412. Intégrales d'un système quelconque. — On appelle intégrale d'un système quelconque d'équations simultanées une fonction renfermant la variable, les fonctions, et les dérivées de chacune de celles-ci d'ordre inférieur à l'ordre le plus élevé où elles paraissent dans les équations du système, cette fonction jouissant de la propriété de se réduire à une constante lorsqu'on substitue aux fonctions inconnues les valeurs qu'elles possèdent dans la solution générale.
Par exemple toute intégrale du système (8) et (9) est une fonction de la forme
( dy d^-^y dz dP-^z\
qui se réduit à une constante indépendante de x quand on remplace y et z et leurs dérivées par les valeurs (10) et (11) et leurs dérivées.
Quand on connaît la solution générale du système, on peut former n+/} intégrales particulières en résolvant par rapport aux n+p constantes Ci, Cs, . . . , Cn^p les équations (10) et (il), auxquelles on joint les (n — 1) dérivées de la première et lesjo — 1 dérivées de la seconde. Inversement, connaissant n+p intégrales indépendantes, en les égalant à n+p constantes, on a des équations qui fournissent non seulement la solution générale, mais les dérivées de cette solution.
La connaissance d'une ou de plusieurs intégrales permet de réduire l'ordre du système d'un nombre d'unités égal à celui des intégrales connues, car en les égalant à des constantes on peut diminuer du même nombre la somme des ordres des plus hautes dérivées inconnues qui entrent dans les équations données.
Dans le cas particulier du système des équations (12) de la dynamique, une intégrale de ce système est une fonction du temps, des coordonnées du mobile et des composantes de sa vitesse, qui reste
constante pendant le mouvement. Un cas particulièrement remarquable est celui où les composantes X, Y, Z de la force ne dépendent que des coordonnées x.y^z et sont de plus les dérivées d'une même fonction potentielle V(ic, y^ z) (p? 384) ; on peut alors former une intégrale du système de la façon suivante :
Multiplions les deux membres des équations (12) respectivement
dx dy dz par -T— I -^ » -Tj- et igoutons ; nous avons
^(dxdPxdy d^ dz d^z\_ dx dy dz .
'^\^^F~^w^?''^w'dF)^^'dr^^'dr'^^'dT'
le premier membre est la demi-dérivée par rapport à < de la somme
qui représente le produit de la masse par le carré de la vitesse, et s'appelle force vive du mobile ; le second membre est la dérivée par rapport à i deFintégrale
fxdx-hYdy-i-Zdz
qui représente le travail de la force (X, Y, Z) pendant le déplacement du mobile. Dans le cas que nous examinons, elle est égale à la fonction potentielle V(x,y, z). La différence entre les intégrales des deux membres, c'est-à-dire
est une intégrale du système ; on rappelle intégrale des forces vives. Si Ton désigne par v la vitesse du mobile à un instant quelconque, lorsqu'il occupe la position (x^y^z), et par Vq sa vitesse à l'instant initial, lorsqu'il occupe la position (xo, i/o» «o)» on a, d'après ce qui précède, l'équation
«. m(v^ — vj) = V(x, y, z) — V(a?o, yo, «0-
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413. Formation des ôquations aux dérivées partielles da premier ordre. — Lorsque Ton considère une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables indépendantes, toute relation entre les variables, les fonctions et leurs dérivées partielles s'appelle une équation aux dérivées partielles ; si Ton a une seule fonction, Tordre le plus élevé des dérivées partielles qui entrent dans Téquation s'appelle Tordre de cette équation. Nous nous limiterons au cas où Ton a une seule fonction z de deux variables x et j^ ; nous représenterons les dérivées partielles du premier ordre de z par p et q^ et celles du second par r, «, (, comme nous Ta vous déjà fait au n*' 321.
Une équation aux dérivées partielles du premier ordre prend naissance de plusieurs manières ; les deux principales sont les suivantes :
1« Cas* — Supposons que la fonction z dépende de deux coqstantes arbitraires d et U ; si, entre Téquation qui définit z, et les dérivées de cette équation par rapport à a: et par rapport à y, nous éliminons ces deux constantes, nous obtenons une relation entre a;, y, z,
— - =/) et -— = q ; c'est une équation du premier ordre à laquelle sa-
tisfont toutes les fonctions z quelles que soient les constantes Ci et C|. Soit par exemple la fonction
(1) i« = CiX« + Cty»;
ses dérivées partielles sont -— = 2Cia; et -— = 2Civ; Télimination
Qx ^y
de Q et €| oonduit à l'équation du premier ordre
(2) 2« = *-^-Hy^ = aïï-+-y5r.
Soit encore la fonction
(3) « = (a:-hCOCy-hU);
elle satisfait à Téquation du premier ordre
L'équation (2) est linéaire en p et 7, tandis que Téquation (4) ne r«st pas.
2« Cas. — Supposons que deux fonctions données de x, y et 2, que nous appelons u{x,y^z) et v(x,y,z), soient reliées Tuue à l'autre de façon que Tune soit une fonction arbitraire de Tautre v = cp(i/) ; nous allons montrer que la fonction implicite z de x et y ainsi définie satisfait à une équation aux dérivées partielles du premier ordre indépendante de la fonction arbitraire (p.
Écrivons que Ton a
et égalons les dérivées partielles des deux membres de cette équation par rapport à x et par rapport à y ; nous aurons
ôv bv^ ^z^ d^ /5a ^u_ 5z \
ôx ôz ôx diï \ôx î)z ôx/
^ Ô£^ rfy /5ii 5a ôz \ .
ôy ôz ôy da \ 5y ôz ôy /
en éliminant -^ entre ces deux dernières relations, ce qui se fait en du
les divisant membre à membre, nous aurons une équation indépendante de f ; tous calculs faits, elle est de la forme
(6) fë+o^»..,
ou bien
ôx ôy
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P, Q et R étant des fonctions de x, y et 2 définies par
ôy ôz ôy ô« ' y^z bx 5« ôx ' bx ôy dx dy *
L'élimination d*une fonction arbitraire conduit toijgours, comme nous le voyons, à une équation du premier ordre, linéaire par rapport aux dérivées p^q.
Exemples, — Les surfaces de révolution autour de Oz ont une équation de la forme
nous allons éliminer la fonction arbitraire q», en appliquant la méthode que nous venons d'indiquer ; ici, 11 est égal à x^ + y' et v est égal à z. Les dérivées partielles de la fonction z sont
ôz ^y g ôz rf<p g
bx'^d(x*^y*) ' î)y""(/(x*-f-y«) î''
en divisant ces égalités membre à membre, nous en déduisons la relation suivante indépendante de 9 :
^^^ ^l^"^§"'^' '''' y/i-xy = 0.
Cette équation du premier ordre est dite Téquation aux dérivées partielles des surfaces de révolution autour de Oz.
Les cônes ayant pour sommet Torigine sont représentés par une équation homogène en x, y , z que Ton peut écrire sous la forme iL = ç / — j ; rélimination de 9 conduit à Téquation
(9) /ïX4-yy==z.
Toute équation du premier ordre exprime une propriété du plan tangent commune à toutes les surfaces satisfaisant à cette équation ; remarquons en effet que le plan tangent en un point de la surface z — /"(x, y) = 0 a pour équation (n" 298)
_(X_x)/i-(Y-y)/-;H-(Z-z) = 0, ou bien
par suite, ce plan est déterminé par les coordonnées du point de contact et parles deux dérivées/) et q; toute relation entre ces dérivées et les variables a?, y, z exprime donc une propriété du plan tangent.
Par exemple, Téquation (8) exprime que le plan tangent en un point est perpendiculaire au plan passant par ce point et par l'axe Oz ; cette propriété est commune à toutes les surfaces de révolution ; Téquation
(9) exprime que tout plan tangent à un cône passe par le sommet de ce cdne.
414. Problème inverse. — Nous venons de voir qu'on forme une équation aux dérivées partielles du premier ordre, soit en éliminant deux constantes arbitraires, soit en éliminant une fonction arbitraire. Inversement, la solution d'une équation donnée peut renfermer soit deux constantes arbitraires : on rappelle alors solution ou intégrale cornplètCy soit une fonction arbitraire: on l'appelle solution ou intégrale générale ; en donnant aux constantes ou à la fonction des valeurs particulières, on obtient des solutions ou intégrales particulières. S'il existe d'autres solutions, elles sont dites singulières.
Le plus souvent, on cherche à déterminer une solution particulière en imposant à la surface qu'elle représente la condition de passer par une courbe donnée ; cela constitue une condition initiale. On démontre que, sauf dans des cas tout à fait spéciaux, il existe toujours une solution et une seule satisfaisant à une telle condition.
La distinction entre une intégrale complète et une intégrale générale n'est pas fondamentale, et l'on peut passer de l'une à l'autre facilement. Supposons que l'on connaisse une solution générale dépendant d'une fonction arbitraire ^ ; il suffit de donner à ^ une forme particulière, dans laquelle entrent deux constantes arbitraires, pour obtenir une intégrale complète.
Supposons inversement qu'on connaisse une solution d'une équation
(10) ^(aî,y,^,Jo,7) = 0
et que cette solution soit définie par une équation donnée
(il) F(a:,y,z,Q,C,) = 0
renfermant deux constantes ; d'après ce que nous avons dit, / résulte
de rélimination de Ci et G9 entre (11) et les équations démées
Neus allons chercher toutes les solutions que peut posséder Téquation (10) en employant la méthode de variation des constantes, c'est-àdire en cherebant quelles fonctions de a; et de y il faut mettre à la place de Ci et Cs dans F pour que z défini par Téquation (ii) satisfasse dans tous les cas à Téquation donnée (10).
Les valeurs de /» et 7 sont alors données par les relations
/ÔF ÔF \ . /^^ . ^^\ A (13) ^ / \ 1 --« /
/ÔF ÔF \ . /^^t . ôF^\ ^
et il faut écrire qu'elles satisfont à Téquation (10) ; mais celle-ci avait été obtenue en partant de (11) et (12); pour qu'elle soit encore satisfaite, il faut que les premières parenthèses dans les équations (13) soient nulles, et par conséquent que Ci et C% satisfassent aux conditions suivantes qui en résultent :
ôFôCi ôFôCï^Q
ôCi ôy ' ÔC2 ^y
ôFôCi . ^^^0
Ce système est satisfait:
1* Lorsque les quatre dérivées de Ci e Cs sont nulles, c'est-àdire lorsque C| et Cs sont constants; on retrouve Tintégrale complète.
2<* Lorsque les dérivées de F par rapport à Ci et Cs sont nulles; ces conditions déterminent Ci et Ct, et en les portant dans (il), on obtient une équation résultant de Télimination de Ci et Cs entre
Cette équation définit une solution z qui est singulière; la ma nière dont celle-ci se trouve déterminée rappelle celle que nous avons indiquée au n* 393 pour les équations différentielles ; elle est du reste
susceptible d'une interprétation ajoaiogue. Remarqvons en effet que Téquation (11) représente une famille de surfaces à deux paramètres; Tenveloppe de cette famille est précisément définie (p? 313) par les équations (15) ; l'intégrale singulière est donc déterminée par Tenveloppe des intégrales complètes.
Exemple, — L'équation analogue à celle de Qairaut (p? 398)
z=px-hqy-hf(j>,q)
a pour intégrale complète
z = C,a;-4-C^-h^(Ci,C);
cette équation représente une famille de plans dont Tenveloppe est la surface représentative de Tintégrale singulière.
3® Lorsque Ton établit entre Ci et Ci une relation particulière arbitraire
(16) c, = cp(CO;
nous avons alors
ôa? ^^'^^x dy ^^ *^ôy ^
et les relations (14) se réduisent à une seule qui est
En éliminant Ci et Cs entre les équations (11), (16), (17), nous obtiendrons une équation définissant z comme dépendant de x et de y, et d'une fonction arbitraire (p de ces variables ; ce sera la solution générale ; toutefois cette solution ne se présente pas toujours sous la forme simple que nous avons considérée dans Téquation (5).
On démontre que ces trois cas sont les seuls qui peuvent se présenter.
415. Intégration de Féquatlon linéaire du premier ordre. — Toute équation linéaire peut s'écrire sous la forme
ou bien i
on effectue ordinairement l'intégration de cette équation en cherchant une intégrale générale.
Dans certains cas simples, on aperçoit immédiatement cette inté-
ôz grale ; par exemple l'équation — = /"(x, y) a pour solution
« = y/'(^iy)<'aî-4-9(y),
9 étant une fonction arbitraire de y. Plus généralement, si z n'entre pas dans l'équation et si les dérivées p et 7 n'entrent que dans une combinaison linéaire Qt/) + P7, a et ^ étant des constantes, on change de variable en prenant ^x — 0Ly = n comme nouvelle variable à la place de y; z est alors une fonction de x et de n. L'équation à laquelle elle satisfait ne renferme pas la dérivée par
rapport à u et est de la forme /l («, a, -^ j = 0; en la résolvant par
rapporta—) elle rentre dans la même catégorie que la précédente.
Considérons l'équation générale (18); en utilisant, pour la commodité des raisonnements, un langage géométrique, cette équation exprime que le plan tangent à toute surface intégrale en un point (x, y, z), plan représenté par l'équation
est parallèle à la droite de paramètres directeurs P, Q, R; il est donc possible de tracer sur toute surface intégrale, passant par le point (xj 1/, z)y une courbe dont la tangente en ce point soit la droite précédente, c'est-à-dire satisfasse pour le point considéré au système d'équations
Ce système, considéré en lui-même, est un système d'équations différentielles simultanées à deux fonctions inconnues d'une variable ; nous avons vu dans le chapitre précédent comment on peut intégrer un tel système ; nous allons montrer que la connaissance de sa solution générale permet d'intégrer l'équation aux dérivées partielles (18).
La solution du système (19) est constituée par une famille de courbes, dont les équations ont la forme
(20) n(x,y,z) = Ct, «(a;,y.z) = C,
II et v étant deux intégrales du système ; si Ton constitue une surface au moyen de courbes successives de cette famille, elle sera une surface intégrale de Téquation (18), car en chacun de ses points le plan tangent contiendra la tangente à la courbe de la famille qui y passe et satisfera à la condition exprimée par Téquation (18).
Mais pour constituer une surface au moyen de courbes représentées par les équations (20), il suffit de donner à Q et Gs des valeurs successives dépendant Tune de Tautre, c'est-à-dire de façon que Ton ait entre Ci et C% une relation particulière arbitraire de la forme Cj = (p(C,); le lieu de la courbe (20) est alors la surface représentée par réquation
(2i) i<x, y , a) = 9[ii(x, y, z)] .
La valeur de z fournie par cette équation satisfait à l'équation donnée (18); elle dépend d'une fonction arbitraire 9. Du reste, on peut faire en sorte que la surface intégrale contienne une courbe donnée à Tavance ; il suffit pour cela de constituer cette surface par les lignes (20) qui s'appuient sur la ligne donnée. Nous concluons de là que Fintégrale générale de Téquation (18) est fournie par Féquation (21).
En résumé, pour intégrer Téquation donnée (18), il suffit d'intégrer le système d'équations différentielles simultanées (19), et d'exprimer qu'une intégrale de ce système est une fonction arbitraire d'une autre.
Les lignes (20) qui représentent la solution générale du système d'équations (19) sont appelées caractéristiques.
Exemple, — Soit à intégrer l'équation
le système d'équations simultanées analogue à (19) est
dx dy dz .
nous l'avons intégré au n^ ilO, et nous avons trouvé deux intégrales u^=x-^y -h Zy t; = a?* H- y * -h s* . En écrivant une équation de la forme
OÙ 9 est une fonction particulière arbitraixement clioîsie, on obtient réquation d'une surface intégrale de Téquation donnée; ^e est formée de cercles dont les centres sont sur la droite x = y = x, et dont les plans sont perpendiculaires à cette droite ; elle est donc de révolution autour de cette droite elle-même.
416. Exemples d'intégration d'équations non linéaires. — Lorsqu'on intègre une équation du premier ordre non linéaire, on cherche ordinairement une intégrale complète ; nous allons indiquer quelques eiiemples :
1° Si les variables x, y, z n*entrent pas dans Téquation et si celleci a la forme /*(/>, q) = 0, il suffit de chercher une solution de la forme z=zax-\-by-\-Cy où a, 6, c sont des constantes ; ces constantes sont seulement assujetties à la condition /(a,6) = 0, et il en reste deux arbitraires.
2* Si les variables x et y n'entrent pas, et si l'équation a la forme /"(z,/?, q) = 0, on cherche une solution dans laquelle p ti q sont liés par ui^e équation q = ap^ où a est une constante ; en introduisant cette condition d'une part dans l'équation donnée, d'autre part dans l'identité dz=pdx-\-qdy^ on a d'abord /"(«,/>,«/>) = 0, qui fournit p en fonction de z par exemple sous la forme jd == ^2, a), et l'on a ensuite
rfz = <p(z, a) (rfx + arfy) ,
d'où l'on tire
b étant une deuxième constante; on a ainsi une intégrale complète.
3® Si z n'entre pas et si les variables se séparent, l'équation peut être écrite sous la forme
/l(^iP) = A(yi7); on égale les deux membres à une même constante a ; on déduit de là p et q qui sont de la forme/) = (^i(Xy a), q = (p2(y, à) et en les portant dans l'identité dz =pdx'hqdy, on a
dz = (pi(x, a)dx-\-f^, a)dy, d'où on tire
k^ Dans le cas générai, nous nous contenterons d'indiquer la marche suivante d'intégration. Ëtant donnée Téquation
on forme le système d'équations différentielles simultanées dx dy dz — dp — dq ^
on en détermine uue intégrale ^x^y^z^p^q) indépendaate de F; on tire alors des équations F = 0 et 4> = a, où a est une constante, les valeurs de /> et 7 et on les porte dans la relation fondamentale dz=pdx-hqdy qui devient intégrable; en l'intégrant, on introduit une deuxième constante.
Si Ton connaît deux intégrales <b et V, on les égale à deux constantes a et 6, on tire des équations ainsi formées les valeurs dtp et q et on les porte dans Téquation F = 0 qui fournit alors z ; il faut toutefois s'assurer que dz est identique à pdx -h qdy, ce qui n'a pas toujours lieu en partant de deux intégrales quelconques ^ et W,
Exemple, — Si Ton considère l'équation (4) mise sous la forme
F(«» y» z,p,q)^z—pq = 0, on a à intégrer le système des équations
dx rfy_ dz ^P _dq ,
deux d'entre elles : dq = i/or, dp = dy, fournissent les équations intégrales 7 = a; + a, /) = i/H-6, et on en déduit l'intégrale complète z = pq=i(x-{-a)(y-\-b). On vérifie bien que dz est identique à pdx-^-qdy.
ÉquaUons aux dérivées partielles du second ordre. — Les
équations du second ordre peuvent, comme celles du premier ordre, prendre naissance de plusieurs façons; nous mentionnerons les suivantes :
i^ Par l'élimination de constantes arbitraires. Soit F = 0 une relation donnée entre x, y, z et des constantes arbitraires en nombre égal à trois, quatre ou cinq ; en éliminant ces constantes entre la relation donnée, ses deux dérivées premières et un nombre suffisant de
ses dérivées secondes, on parvient à une équation du second ordre ; c'est ainsi que la relation
donne par dérivation
et z satisfait à Téquation du second ordre
z^px^qy — sxy.
2** Par Vélimination de deux fonctions arbitraires. Soit par exemple la fonction z définie par Téquation
où /" et (p sont des fonctions arbitraires de x et de 1/ respectivement ; Télimination de ces fonctions et de leurs dérivées conduit à Téquation
Ôz ô'z
— = 05 OU AT = XS,
ôy d2;ôy
Soit encore le cas où z est défini par Tenveloppe d'une famille de surfaces à un paramètre, Téquation de ces surfaces renfermant deux fonctions arbitraires de ce paramètre ; pour fixer les idées, supposons que z soit défini par une surface développable, enveloppe d'un plan, et soit déterminé par les deux équations
(22) F = s-ax-/-(a)y-=p(a) = 0, |^ = 0;
en considérant a comme une fonction de x et de y définie par la seconde équation^ les dérivées de la première donnent /> == a, 7 = f{d), et on en déduit Téquation
.„«. ô«zô«z /î>*«V A . 1 A.
c'est Téquation aux dérivées partielles des surfaces développables.
L'intégration d'une équation aux dérivées partielles du Second ordre est un problème compliqué ; il peut être simplifié par la connaissance d'une équation auxiliaire du premier ordre dont toutes les inté-
grales satisfont à l'équation donnée ; une telle équation porte le nom ^intégrale intermédiaire du premier ordre. Par exemple Téquation
où ^ est une fonction arbitraire, est une intégrale intermédiaire de Téquation (23); c'est une équation de Clairaut généralisée que nous avons déjà considérée.
Lorsque Ton connaît une solution dépendant de cinq constantes, on rappelle solution ou intégrale complète ; lorsqu'on connaît une solution dépendant de deux fonctions arbitraires, on l'appelle ordinairement solution' ou intégrale générale. 11 faut remarquer que le passage de la première à la seconde n'est pas toiyours possible, comme dans le cas du premier ordre ; de plus le nombre des fonctions arbitraires ne renseigne pas toujours sur la généralité d'une solution. La seule manière de reconnaître qu'une solution est générale est de vérifier qu'on peut choisir les fonctions arbitraires de façon que la surface qu'elle représente: 1^ passe par une courbe donnée à l'avance; 2® ait tout le long de cette courbe une succession continue de plans tangents donnée à l'avance*
418. Exemples d'équations du '.second ordre. — 1^ Certaines équations ne renferment que les dérivées partielles par rapport à une variable ; on les traite comme des équations différentielles par rapport à cette variable, l'autre étant considérée comme constante, et l'on remplace les constantes d'intégration par des fonctions arbitraires de l'autre variable ; par exemple l'équation
peut être considérée comme linéaire et homogène du second ordre ; sa solution générale est de la forme
/* et 9 étant des fonctions arbitraires de y, Tj et r^ les racines de l'équation caractéristique r' -h A(y)r -h B(y) = 0.
2*» L'équation * = 0 ou — - = 0 a pour solution / et f étant des fonctions arbitraires l'une de x et l'autre de y.
654 ÉQUATIONS DIFFÉRBNTIEIXES
On peut ramener à la précédente, par un changement de variables indépendantes, beaucoup d'équations linéaires et homogènes ea r, #, /, à coefficients constants, c'est-à-dire de la forme
à ta place de a: et de y, on prend comme nouvelles variaUes les quantités
u = ouc-l-py, v = yx-\-^,
a, p, Y, $ étant des constantes; la fouction z de a et v satisfait à une équation analogue à (24), et Ton peut choisir les coefficients
a, p, Y, 3 de façon qu'elle se réduise à — r = 0 ; la solution est alors
de la forme z = f(u) -+- t^v).
Exemple. — Lorsqu'on étudie les vibrations d'une corde tendue, de longueur /, l'amplitude de l'écart z d'un point d'abscisse x est reliée au temps tetk l'abscisse x de ce point par une équation de la forme
^t^ ^ ôx«'
où a est une constante; il suffit de poser a; + a< = ti, x — ai:=v
pour ramener l'équation à T--r- = 0, de sorte que la solution est
z = f(x -ha()-h 9(aj — aQ»
/* et cp étant des fonctions arbitraires.
Ordinairement, on cherche une solution particulière de cette équation satisfaisant à certaines conditions aux limites ; si Ton suppose par exemple que les extrémités de la corde sont fixes, il faut que z soit nul, quel que soit t, pour a; = 0 et pour x=^l; il faut donc que /* et (p satisfassent aux identités
f{at) -h (p(— al) = 0, f{l -4- at) -f- ^l — al) = 0.
En changeant dans la dernière al en al -h Z, et comparant à la première, on trouve que Ton doit avoir f(al) == f(2l -+- at)^ c'est-à-dire que f(ai) doit avoir la période 2/, et il en est de même de (f(al); les deux fonctions /* et ^ sont donc développables en série de Fourier
(n*^ 347) pour toutes les valeurs de la variable ; nous soromes conduits de cette façon à exprimer Tintégrale deTéquation proposée sous la forme
z = EA« sm —j- cos — j h SB« sm — j— sm —y— »
m prenant les valeurs entières successives de un à Tinfini.
3® Lorsqu'on cherche à ramener Téquation (24) à la forme s = 0, et que les coefficients a, p, y, $ sont imaginaires, on peut diriger le oaleiil de façon à aboutir à la forme r + ^ == 0, c'est-à-dire
pour former des solutions de cette équation, il suffît de prendre une fonction arbitraire de la variable complexe x + ^y, i étant la quantité imaginaire fondamentale, et de séparer cette fonction en sa partie réelle et sa partie imaginaire. La partie réelle et le coefficient de i sont des solutions de Téquation proposée.
4"* Considérons une équation du second ordre linéaire et homogène à coefficients constants, de la forme
en généralisant la méthode employée dans le cas des équations différentielles (n^ 404), nous allons chercher une solution particulière de la forme z = e***P^,a et p étant constants; en remplaçant z par sa valeur, nous trouvons que a et p doivent satisfaire à Téquation caractéristique
(25) aa«-h26apH-cp«-h2rfa-h2ep4-/'=0.
Â chaque système de valeurs de a et p satisfaisant à cette équation correspond une solution particulière ; si nous remarquons que le produit d'une solution par une constante arbitraire, et la somme de deux solutions sont encore des solutions, nous voyons que nous pouvons trouver une solution renfermant une infinité de constantes arbitraires, de la forme
z = C|C'**+^y -h Cte«^+Ptf' H ;
ajoutons que si ^ est remplacé par sa valeur en fonction de a dans
la forme générale e*' '*'^, les dérivées de tous ordres de cette expression par rapport à a sont encore des intégrales.
Lorsque Téquation caractéristique (25) se décompose en équations linéaires, de la forme
a(a — mp — /i)(a — m'p — n') = 0, la fonction
z = e^f(mx -h y) -I- e*'*o(m'a: -4- y),
où /* et 9 sont des fonctions arbitraires, est la solution générale de Téquation proposée.
Si les deux facteurs linéaires sont égaux, c'est-à-dire si Téquation caractéristique (25) représente une droite double, la solution générale est
z = e^f(mx -h y) -H e^x^^mx -h y),
/* et 9 étant encore des fonctions arbitraires. Exemple. — Considérons Téquation
que Ton rencontre quand on étudie la manière dont varie, avec le temps /, la concentration z d'une dissolution placée dans un cylindre ; x est la distance d*une section de ce cylindre à une des extrémités. En cherchant une solution de la forme z = Cc**+^', on trouve p = Aa*, et en prenant pour a la valeur {aî, où i est / — i, on obtient une solution de la forme
z = c'"****'(C cos jAX -h C sin jax);
en donnant à \k des valeurs successives, et faisant la somme des termes ainsi obtenus, on peut former une série représentant une solution de Téquation, et déterminer ses coefficients de façon à satisfaire à des conditions données aux limites.
Exercices sur les compléments d'algèbre*
i. Résoudre le système d*équations
3a:-h(m— l)y = 3; e)caminer les différents cas qui se présentent suivant les valeurs de m.
abc
Calculer le déterminant
montrer a priori qu'il est nul si deux des quantités a, 6, c sont égales, et en conclure qu'il est égal au produit des différences de ces quantités deux à deux.
4. Sachant qu'entre les côtés et les angles d'un triangle existent VoGT. — Math. sup. 4i
les relations
a = 6 cos C + c cos B, 6 = c cos A -h a cos C, c = a cos B -H 6 cos A,
en déduire, par l'élimination de a, 6, c, la relation qui existe entre les cosinus des trois angles A, B, C.
Résoudre le système d'équations
qz — ry^a^ rx — pz = by py — qx = c\
suivant que ap-hbcr-h cr est différent de zéro ou égal à zéro, le système est impossible ou indéterminé.
8. Calculer les développements de (x -f- a)*, (x -h a)*, et ceux de
9. Calculer les coefficients successifs du développement de (1-f-aî-hx*H )», etde (1 -h 2a: -h 3a?« H )*.
10. Calculer la somme des cubes des n premiers nombres, en partant du développement de (n -f- i)* ; vérifier que cette somme est égaie au carré de la somme des n premiers nombres.
il. Calculer la somme t .2 + 2.3 -h 3.4 H — • + n (n + i). 12. Effectuer le produit («t^-t^t ) ( ^"T^t^t ) ( ^- lî^îf ~. ). i8« Rendre rationnelles les équations
x'^+.y'^ + «'^ = 0, (oxf -+-(6y)'^ = c'^.
14. Calculer la limite de ^ — ; quand 6 tend vers a ; on posera o = a"» et 6 = P"''.
EXERCICES SUR LES COMPLÉMENTS d'aLGÈBRE 659
15. Déterminer le volume d'une pyramide ; on partagera sa hauteur en n parties égales et l'on traeera par les points de division des plans parallèles à la base ; on considérera des piismes inscrits dans la pyramide, ayant pour bases supérieures les sections successives, et pour hauteur la distance de deux plans consécutifs; puis on déterminera la limite de la somme des volumes de ces prismes lorsque n augmente indéfiniment.
16. Ëtudier la convergence ou la divergence des séries dont le teriM général est
i — cos —
Pour quelles valeurs de x la série
x-f-2aî«H-3a:«H hnx^-^
est-elle convergente? Évaluer le produit par (i — x)* de la somme
des n premiers termes, et en déduire que la série, lorsqu'elle est convergente^ a pour somme ^ . Appliquer ce résultat au calcul de la sopime de la série considérée au n"" 40.
21. La longueur du périmètre d'une ellipse est donnée par la formule
--['-(l)'?-(H)'HH;in--]
OÙ a est le demi-grand axe et e Texcentricité ; calculer S à un centième près pour a = 5 et e = 0,3.
22. Lorsque, dans une équation de la forme axP -f- x — c = 0, a est un nombre très petit, on détermine une racine par approximations successives en posant x = c — oof^ et calculant la suite de nombres
Xi=:c, «2 = c — oxi'*, Xj = c — axj*, • • • ;
démontrer que si a et c sont positifs, lesl nombres de cette suite ont une limite, et que cette limite est racine de Téquation donnée ; déterminer une limite de Terreur commise en s'arrètant à un certain terme; appliquer cette méthode à la recherche d'une racine de Téquation
0,01 x*-hx — 2 = 0.
28. On démontre en mécanique que les tensions T et t aux extrémités d'une corde passant sur une poulie sont liées par la relation
e étant la base des logarithmes népériens, a Tare embrassé par la corde, évalué en radians, et f le coefficient de frottement de la corde sur la poulie ; calculer a lorsque Ton a /= 0,28 et T = 100^
EXERCTCES SUR LA GÉOMÉTRIE .ANALYTIQUE
40000 kilomètres de circonférence, évaluer en kilomètres carrés la surface d'un triangle sphérique géodésique, au moyen des mesures des angles de ce triangle en grades, le grade étant la centième partie de Fangle droit.
26. Quelle est la valeur d'une accélération de 5cm : sec* lorsqu'on prend comme unité de longueur le mètre et comme unité de temps la minute?
27. L'équivalent mécanique de la chaleur est représenté par le nombre 425 quand on prend comme unités de temps la seconde, de longueur le mètre, de force le kg-force, de quantité de chaleur la grande calorie ; quelle est la valeur numérique de cette constante lorsqu'on prend pour unités de temps la seconde, de longueur le centimètre, de force la dyne, de quantité de chaleur la petite calorie?
28. En Angleterre on emploie comme mesures de longueur le yard, qui vaut 9i*'",4404, le foot, qui est le tiers du yard et vaut 30'",4801, et rinch, qui est la douzième partie du foot et vaut 2*",5400; comme mesure de poids, on emploie la livre ou pound qui vaut 453,592428 gr. poids. On demande de déterminer:
i** la valeur en foot: sec* du nombre g qui, au centre de l'Angleterre, vaut 981'",33 ; la dimension est [LT~«] ;
2® la valeur en kilowatt et en cheval-vapeur du horsepower des mécaniciens, qui est la puissance de 550 foot-pounds par seconde ; la dimension est P = [L^MT"»] = [FLT"*] ;
S"" la valeur en dynes : cm* et en kg-poids : cm* d'une pression de une livre-poids : inch* ; la dimension est [L"* MT-*1 = [FL~*]. Quelle est la pression en kg : cm* de la vapeur dans une chauaière lorsqu'un manomètre anglais marque 200 livres : inch* ?
Vérifier Thomogénéité de la formule des cordes vibrantes
n représente le nombre par seconde de vibrations d'une corde, r et / son rayon et sa longueur, d son poids spécifique, P le poids tenseur, g l'accélération due à la pesanteur, et tz le nombre 3,1416.
30. Déterminer graphiquement et par le calcul la somme géométrique de deux vecteurs représentés par les deux diagonales d'un rectangle, ou de quatre vecteurs représentés par les quatre diagonales d'un parallélépipède ; examiner les divers cas qui se présentent suivant le sens de parcours de ces vecteurs ; évaluer les angles que font avec les arêtes les différentes diagonales, et les angles que ces diagonales font entre elles deux à deux.
8i. Sur ieft bissectrices des faces d'un trièdre trireeiangle on prend à partir du sommet des vecteurs égaux à Tunité. Détermiper la somme géométrique de ces vecteurs, les angles qu'ils font deux à deux et Tangle de leur somme géométrique avec chacun d'eux.
82. Ëtant donnés des vecteurs Vi, Vs, . . . , démontrer que la grandeur de leur somme géométrique V est donnée par la formule
V» = S V? + 22 V, V* cos (V,, VO, (y h V*) désignant Tangle des vecteurs V^ et V*.
88. On dit que quatre points A, B, C, D situés sur un même axe sont conjugués harmoniques si Ton a la relation
CB) (DB
1° démontrer que cette relation est équivalente à Tune où à l'autre des deux suivantes :
1 désignant le milieu du segment AB ;
2^ si les abscisses de A et B sont Xi et x^, celles de G et D, Xi et X4, montrer que la relation qui existe alors entre ces abscisses est
2xjX2 -h 2x^x^ = (xi -+- «a) («s + ^0^
3® si Xi et Xi sont les racines de réquation ax*-\-bx-\-c = 0, et Xs et x^ les racines de Téquation fl'x'-hé'x-l-c' = 0, trouver la relation qui existe entre les coefficients de ces équations lorsque la condition précédente est remplie ;
4^ on considère les couples de points A et B dont les abscisses sont les racines de Téquation
aa?* -h 6a: -f- c + X(a'a;* -4- 6'a; + c') = 0,
où X est un paramètre variable; montrer que Ton peut déterminer deux points fixes G et D tels que A et B soient conjugués par rapport à G et D, quelle que soit la valeur de X.
Soient A et B deux points de coordonnées (xi,yi) et
AC (««♦ yO» ®* ^ "^ point situé sur AB tel que Ton ait 7;^ = ^ »
montrer que les coordonnées du point G sont données par les formules
_ x, + Xxi _ .Vi + Xva .
on obtient ainsi, lorsque X varie, l'expression des coordonnées des points successifs de la droite indéfinie AB ; déduire de là en particulier les coordonnées du milieu du segment AB.
85. Déterminer Téquation du lieu des points équidistants de deux points donnés.
86. Ëtant donnée une circonférence de diamètre OA, et la tangente AT à cette circonférence au point A, on mène par le point 0 une sécante variable qui coupe la circonférence au point B et la tangente AT au point C, et Ton prend sur cette sécante un vecteur OM égal à BC ; en prenant le point 0 comme origine et OA comme axe des x, trouver en coordonnées polaires Téquation du lieu du point M, et transformer cette équation en coordonnées cartésiennes.
87. Ëtant donnés sur Taxe des x un point A d'abscisse 2 et sur Taxe des y un point B d'ordonnée 3, on mène par le point B une droite faisant avec Taxe des x un angle de 120° et par le point A une perpendiculaire à cette droite ; écrire les équations de ces droites et trouver les coordonnées de leur point de rencontre.
38. Montrer que la condition pour que trois droites représentées par les équations
A x -h By ^- C = 0 , A'x -^ B'y H- C = 0 , A'a; -^ B'y -^ C' = 0
se coupent au même point est
ABC
39. Connaissant les coordonnées des sommets d'un triangle dans le plan xOy, déterminer les coordonnées du centre de gravité, ainsi que les longueurs des côtés et les angles de ce triangle ; écrire les équations des côtés, des perpendiculaires aux milieux des côtés, des médianes et des hauteurs du triangle; vérifier que les droites de chacun des trois derniers systèmes sont concourantes.
40. Déterminer le lieu des points équidistants de deux droites données ; en déduire les équations des bissectrices de l'angle de ces deux droites et de son supplément.
41. Former l'équation d'une droite en coordonnées polaires: on donne la longueur p de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite, et l'angle o) de cette perpendiculaire avec Ox.
42, Déterminer Tangle des deux droites représentées par Téquatioa Ax>-4-2B«y-4-Cy* = 0; condition pour qu'eUes soient rectangulaires.
48. Former Téquation d'une circonférence de rayon R passant par l'origine, et dont le centre est sur la bissectrice de Tangle iOy,
Etant donnée la droite représentée par Téquation
aî + y — 1=0,
trouver le lieu des points dont le carré de la distance à cette droite est égal au produit des distances du même point aux deux axes, et construire ce lieu.
45. Trouver le lieu des points d'un plan dont la somme des carrés des distances à n points donnés dans ce plan est constante.
46. Quelle relation doit-il exister entre les coefficients des équations de deux cercles, écrites sous la forme
a;«-|-y»-4-2ax
pour que ces cercles soient orthogonaux ? On écrira que le carré de la distance des centres est égal à la somme des carrés des rayons.
47. Ëtant donnés sur Taxe des x deux points A et A' symétriques par rapport à 0, trouver le lieu des points du plan dont le rapport des distances à A et A' est égal à ft ; ce lieu est une circonférence. Montrer que lorsque k varie, les circonférences obtenues coupent Taxe des y en deux points fixes imaginaires, et qu'elles sont orthogonales à toutes les circonférences passant par A et A'. Les points A et A' sont appelés les points limites du premier faisceau de circonférences.
48. Montrer que la projection d'une circonférence sur un plan qui ne lui est pas parallèle est une ellipse ; on supposera que le plan de projection passe par le centre du cercle, on prendra ce centre pour origine, l'axe des x dirigé suivant le diamètre du cercle situé dans le plan, l'axe des y suivant la projection du diamètre perpendiculaire à celui-là et l'on déterminera l'équation de la projection de la circonférence rapportée à ces axes. Déduire de là la valeur de l'aire de l'ellipse.
A9. Former l'équation de l'ellipse en coordonnées polaires en pre-
nant comme pôle le centre de la courbe. Montrer que si pi et ps sont deux rayons vecteurs rectangulaires de la courbe, on a
50. Quelle est la courbe dont les points ont des coordonnées représentées en fonction du paramètre (p par les équations
x= , y = 6tg<p?
cos <p ^ ^ ^
5i. Une sécante coupe une hyperbole en deux points A et B, et les asymptotes en deux points A' et B' ; démontrer que les milieux des segments AB et A'B' sont confondus, par suite, que AA' et BB' sont des segments égaux et de sens contraires. Déduire de là une construction par points d'une hyperbole dont on connaît les asymptotes et un point A, en faisant tourner une sécante autour de ce point et en construisant chaque fois le deuxième point de la courbe situé sur la sécante.
52. Exprinier en fonction de a et de Texcentricité e les quantités 6 et c dans le cas d'une ellipse et dans celui d'une hyperbole. Dans le dernier cas, déterminer en fonction de e le demi-angle des asymptotes.
58. Étant donnés dans l'espace deux points A et B de coordonnées (xi^yiyZi) et (x^^yz^Zi), les coordonnées du point C de la
droite AB tel que 7;^ = X ont pour valeurs
xi -^ Xx2 ^^ .Vi-f-\V2 ^ fi-f-Xzs.
on a ainsi, quaud X varie, l'expression des coordonnées des points successifs de AB. Déduire de là les coordonnées du milieu de AB.
54. Etant donnés dans l'espace trois points A, B, C de coordonnées («1,^1,^0, (3^,^2122), (aî8»yai ^ï), montrer que les coordonnées d'un point D du plan ABC ont pour valeurs
^ ^ l^Xj -h X^2 -f- XaXa ^ ^ ^i.Vi -4- hy^ -h X3.V3
Al H— A2 -f- Aj ' Al — |- A2 -f- A3
__ XiZi -h Xag» -4- X3Z3 .
Xi-f-Xs-hXa '
déduire de là l'équation du plan passant par les trois points A, B et C.
Montrer que les équations
xz=a cos <p + a' sin <p, y = b cos"(p -*- 6' sin <p, 2 = c cos ç -I- c' sin ç,
représentent une courbe plane du second degré ; déterminer le plan de la courbe, et ses projections sur les plans de coordonnées.
56. On considère dans Fespace la courbe définie par les équations
X = cos / -4- v^ sin / , y = cos t — ^sint,
z = — 2 cos t ;
démontrer qu'elle est une circonférence ayant pour centre Torigine des coordonnées ; déterminer son rayon et son plan. Former les équations de ses projections sur les plans de coordonnées. Quelle relation doit-il exister entre les paramètres t et l' de deux points M et M' pour que les rayons aboutissant à ces points soient rectangulaires?
57. Montrer que Ton obtient Téquation du cône ayant pour sommet Torigine et pour directrice la courbe d'intersection de deux surfaces représentées par les équations
K^y yi') = Oy ?(«» y » 2) = 0
en rendant ces équations homogènes, c'est-à-dire en remplaçant x, y, z
par —, ^ , — 1 puis en éliminant t entre les deux équations.
Gomme application, trouver l'équation du cône ayant pour sommet l'origine et pour directrice le cercle représenté par les équations
58. Démontrer que toute section plane d'un cône de révolution se projette sur un plan perpendiculaire à l'axe suivant une conique ayant pour foyer le point de rencontre de l'axe et du plan de projection.
Une surface réglée est définie par les équations
X = (a + z) cos /, y = {P' — 2) sin /,
i étant un paramètre variable. Former l'équation de cette surface et étudier ses sections par des plans parallèles au plan xOy,
60. Déterminer les coordonnées du centre de gravité d'un triangle ou d'un tétraèdre dans l'espace.
61. Trouver le lieu des points de Tespace équidistants de deux points donnés ou de trois points donnés.
Trouver le lieu des points équidistants de deux plans donnés ou de trois plans donnés.
Trouver le lieu des points équidistants de deux droites données.
62. Montrer que pour que quatre plans représentés par des équations de la forme
aient un point commun, il faut que le déterminant formé par les coefficients de XyjfjZ et les termes connus dans ces équations soit nul.
68. Par deux droites D et D' on fait passer des plans P et P' assujettis à la condition d'être perpendiculaires. Lieu de la droite d'intersection de ces deux plans. Cas où D et D' sont deux droites concourantes.
64. Trouver la condition pour que deux droites données par leurs équations soient dans un même plan.
65. Trouver les équations de la perpendiculaire commune à deux droites ; on formera Téquation d'un plan parallèle aux deux droites, puis on mènera par chacune de ces droites un pian perpendiculaire à celui-là. Calculer la plus courte distance des deux droites.
66. Des vecteurs représentés par les côtés successifs d'un triangle parcourus dans un même sens de circulation forment un système équivalent à un couple. Généraliser pour un polygone quelconque.
67. Lieu des points de l'espace tels que le moment résultant d'un système de vecteurs par rapport à chacun d'eux soit parallèle à une droite donnée. Discussion des différents cas.
Généraliser dans l'espace les problèmes n"" 45 et
69. Trouver le centre et le rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre connaissant les coordonnées de ses sommets.
70. Démontrer que Tellipsoïde, les hyperboloïdes, le cône, le paraboloîde elliptique et le cylindre elliptique possèdent des sections circulaires. Pour les déterminer, on opère un changement d'axes de coordonnées en conservant l'un des axes et faisant tourner les deux autres dans leur plan d'un angle a ; on détermine a de façon que la section de la surface par un plan parallèle à l'un des nouveaux plans de coordonnées soit une circonférence.
EXERaCES
Exercices sur les dériTèes et différentielles. 7i. Exercices sur les dérivées, a\ec les résultats.
FONCnONS
DÉBIVéES
Çx*-^-x-hi)(ix*-x-hl), (5a;H-iy(x»-*)',
ax — b ax-hb
2ab
(ax + 6)»'
x*-\-x-hl x* — x-hi '
^ax-hb
2v^(ax-4-6)''
V'Cl-x»)'' a»
— 2xe— ,
log(x-hVa*-f-x*),
logtg(l-^f), n sin 2x
V/fl« + x»'
cosx
2n(cos2x — n)
1 — n cos 2x
(1— nco8 2x)* '
FONCTIONS
arctg
arc sin 2x^/1 — x*,
DÉRIVÉES
V^l— ar»
72. D'après Christoffel, l'indice de réfraction d'un rayon lumineux de longueur d'onde X est donné par la formule
tiq et \ étant des constantes. Calculer la dérivée de n par rapport à X. 78. Déterminer la dérivée d'ordre n de -^ , de sin ax et de
iog(i+ar). y^
74. Montrer que la dérivée n' d'un produit nv est donnée par la formule suivante, qu'on appelle formule de Leibniz:
y» = a<">o H- ~ u('-iV-|-. ^^^^) aC— av+ • • • -h ai7<"> ,
les coefficients successifs étant ceux du binôme.
75. Vérifier que les fonctions ^ cos bx et e'^ sin 6a; satisfont à la relation
76. Etudier les variations des fonctions suivantes, et construire les courbes représentatives :
x^-^px^-^q, (x— i)»(5 — x)*, x + ~ (a>Ooua<0),
j.» — 3x-f-2 2j;«— ^5aî-h2
a;2_52 ^i-Hx tg
Sx
(« -H i)« Sx* — iOo: H- 3 ' x» — 6* "^ V 1 -h x tg 2a;
X — sin2a:, 2sina;-f-cos 2x^ x^er'*, a;-t-log(«* — 1).
77. Ëtudier la variation du volume d'an cône d'apothème donné.
78. Ëtudjer la variation du volume et celle de la surface totale d'un cylindre ou d'un cône inscrits dans une sphère donnée.
79. Ëtudier la variation du volume, de la surface latérale et de la surface totale d'un cône circonscrit à une sphère donnée.
80. Déterminer les dimensions d'un litre cylindrique en métal à une seule base, sachant que la surface du métal est minimum.
81. Déterminer sur la droite joignant deux points où sont placées des sources lumineuses d'intensités données différentes le point dont l'éclairement est maximum.
82. On donne un petit segment rectiligne horizontal ; déterminer le point où il faut placer une source lumineuse : 1^ soit sur une droite donnée perpendiculaire à la direction du segment; 2^ soit sur une ellipse donnée dont le centre est le milieu du segment, pour que l'éclairement de ce segment soit maximum. On sait que cet éclairement est en raison inverse du carré de la distance de la source lumineuse au centre du segment et proportionnel au sinus de l'angle formé par le rayon lumineux aboutissant à ce centre avec la direction du segment éclairé.
83. Former les dérivées partielles du premier ordre des fonctions
x-hy A^ + V xy -«.
'" ^ arctg-; ^^ » —==^==f e^;
xy i—^y y/i-HX*-ht/«
pour la dernière fonction, former fx,s .
84. Déterminer les dérivées première et seconde des fonctions implicites y définies par les équations
x^ — ixy-hy^ — 1=0, x*-4-y' — 3aa;î/ = 0, sin ^ = 71 sin x , log ^x* -h y* = arc tg ^ •
85. Déterminer les dérivées partielles de la fonction z définie par l'équation
Ml ^ ?! 1=0.
a:* -h y * -h is* — a* a:* -i- y* -4- js* — 6* x* -f- y* H- z* — C'
86. Déterminer les maxima et les minima des fonctions implicites
y définies par les équations
y« — 2x1/ -h 2a;« — 2ar = 0, y» -h x» — 3aaîi/ = 0 .
87. Ëtant donnée la courbe du second ordre ayant pour centre lorigine et représentée par Téquation
Aa;« -f- 2Ba5y H- Ct/2 — 1 = 0,
déterminer les directions et les longueurs de ses axes en cherchant les points pour lesquels le carré de la distance au centre, c'est-à-dire la fonction p* = a;^ + y^ passe par un maximum ou un minimum.
88. Ëtant donnée dans Tespace la courbe d'intersection de Tellipsoîde
a* o* c* et du plan
ux -+- vy H- wz = 0
passant parle centre, déterminer les axes de cette section en cherchant les points pour lesquels la fonction p* = x* -h y* -+- z' passe par un maximum ou un minimum ; démontrer que les directions des axes sont les droites communes au plan et au cône dont Féquation est
et que les carrés des longueurs des demi-axes sont les racines de Téquation
fl'a* 6V cHjû^ __^
89. Ëtant donnée la surface du second ordre ayant pour centre Torigine et pour équation
Ax« -+- A'y* -4- A'z* H- 2By2 -h 2^'zx -f- 2Wxy —1=0,
déterminer les directions et les longueurs de ses axes en cherchant les points pour lesquels la fonction p' = x* h- y* -+- z* passe par un maximum ou un minimum.
90. Déterminer dans l'espace le point dont la somme des carrés des distances à des points fixes donnés est maximum ou minimum.
91. Un récipient a la forme d'un parallélépipède rectangle et sa surface se compose de l'ensemble de ses faces moins une ; déterminer ses
dimensioDs de façon que cette surface soit minimum pour un volume donné.
92. Déterminer dans le plan d*un triangle le point dont le produit des distances aux trois côtés est maximum.
98. Déterminer un parallélépipède rectangle inscrit dans un ellipsoïde, et dont le volume ou la surface totale soit maximum ou minimum.
94. Ëtant donnés deux nombres x et i/ = x + e dont la différence est très petite, quelle erreur commet-on lorsqu'on substitue à
v/a^ la moyenne arithmétique — ^-^ des deux nombres?
95. Avec quelle approximatioa connait-on la surface d'un rectangle dont les dimensions sont a = 75'" à 2"" près, et 6 = 32«"* à i*" près?
96. Ëvaluer une limite supérieure de Terreur dont est affectée la racine cubique d'un nombre approché ; déterminer le rayon d'une sphère dont le volume est 2™% 752 à !*"• près, le nombre ic étant pris égal à 3,1416; évaluer une limite supérieure de l'erreur commise.
97. Déterminer l'approximation avec laquelle on peut évaluer le côté 6 d'un triangle rectangle dont on connaît l'hypoténuse a = SS",? à 0» , 2 près et l'angle B = 36*» 28' à 5' près.
98. Avec quelle approximation connaît-on la durée d'oscillation d'un pendule simple dont la longueur est ^=1°', 578 à 0,002 près; le nombre g est égal à 9,81 à 0,005 près. Quelle valeur approchée suffit-il de prendre pour ir pour effectuer le calcul?
99. Calculer à un millimètre près les dimensions du litre, sachant qu'il a la forme d'un cylindre dont la hauteur est égale au diamètre.
100. Calculer à 1 millième près tg 15"* qui est égale à v/ t-
Trouver la vraie valeur pour a; = ! de
i — 3a:2^_2a;i 2 3_ loga? logsm^
pour x = 0, de
e* — e~* X* — sin* x &ïnx — x cos x
sin X X* x(i — cos x)
x*logx,
103. En se servant des développements en série des fonctions simples, déterminer le développement en série des fonctions suivantes :
-i+yïT^, ^i+'
déduire du dernier développement, en posant x = , la formule
cette formule sert à calculer les logarithmes népériens des nombres entiers successifs.
104. Sachant que la surface d'un ellipsoïde de révolution aplati dont le rayon de Téquateur est a et Texcentricité e est donnée par la formule
développer s en série ordonnée suivant les puissances croissantes de e.
105. Développer en série arc sin x en utilisant le développement en série de la dérivée de cette fonction.
Vérifier la formule
| = 4arctg|— arctg^ig et en déduire la valeur de -k .
107. On donne un arc de cercle AB dont la corde est ésale à 21
f et dont la flèche est f^ et Ton pose -7- = ^; démontrer que la valeur
de Tare AB est donnée par la série
arcAB = 2/(l + ^x«-3?j.» + ^x );
montrer que si Ton prend, comme valeur approchée de Tare AB , VoGT. — Math. sup. 43
Texpression 2 \//* -f- /* + "07' et si on la développe en série suivant
les puissances croissantes de x, la différence entre la valeur exacte et la valeur approchée de Tare est divisible par x^ .
i08. Former le tableau des différences successives de la suite des carrés des nombres entiers, ainsi que de la suite des cubes de ces nombres.
109. Appliquer la formule d'interpolation de Lagrange et celle de Newton à la détermination d'une fonction qui prend les mêmes valeurs
que COS.T pour x= — — > —1 0, -f--7-» -*-t" Même ques-
tion en remplaçant cos x par sin x .
liO. La pression de la vapeur d'eau en mm. de mercure aux envi> rons de 100^ est donnée par le tableau suivant:
appliquer les diverses formules d'interpolation au calcul de la pression pour une température comprise entre 99,5 et 100,5.
111. Déterminer l'ordre infinitésimal et la partie principale des fonctions suivantes, où x est infiniment petit principal:
i — cosx, \gx — sino:, 2sinx — sin2x — x', ^ — /sinx,
^"*-^ .r~L / t. \ ^ 2-hx M /à . \ 2x _ ^ab {a-b = x), ^-Jiri' *^6(*-^*)-:rr2-
112. Un cercle et une parabole étant représentés par les équations
x* + y*— 2Ri/ = 0, x«— 2/)y =0,
on considère x comme infiniment petit principal ; évaluer l'ordre infinitésimal et la partie principale de la différence entre les ordonnées des deux courbes correspondant à la même valeur de x ; comment doit-on choisir R pour que l'ordre infinitésimal soit maximum ?
113. Déterminer les dérivées et les différentielles des fonctions implicites étudiées dans l'exercice 84, ainsi que des fonctions y et : définies par les équations
x' -H y* -f- «* -h yz -H SX -h xy = a* , . X -h y -h 5 = 6.
EXERCICES SUR LES DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES 67îi
Étant données les deux fonctions
on suppose que Ton exprime a: et v au moyen de deux nouvelles variables Xi et j/i ; démontrer que 1 on a
ÔX
ôX
ÔX
ôX
ÔX ÔX
ÔXi
ôyi
ôx
ôy
ÔX, ôy.
ÔY
ôY
ÔY
ÔY
ôx,
ôy«
ôa;
ôy
ôxi ôy,
Chacun des déterminants qui entrent dans cette formule s'appelle déterminant fonctionnel ou jacobien des deux fonctions qu'il renferme par rapport aux variables dont elles dépendent.
115. Calculer les dérivées partielles du second ordre de Texpression r = ^(x — àf ~^(y — ^)'+ (z — c)*, ainsi que de — ; montrer
que la fonction iz = — satisfait à la relation
ôx^ ôy* ôs*
116. La pression p d'un gaz parfait est liée à son volume v et à la température absolue T par la formule pu =Kïy où R est une constante. Montrer que la différentielle totale de p est donnée par la formule
dp dl dv /) ■"" T V '
117. Former à priori les différentielles totales des fonctions étudiées dans l'exercice 83, et en déduire les dérivées partielles de ces fonctions.
Transformer les expressions
lorsqu*on passe des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires dans Tespace.
Exercices sur la théorie des équations.
120. Déteiminer par la trigonométrie les racines réelles, puis les racines imaginaires des équations
j;5__i==0, a;«~i=0, jr» — 1=0;
les calculer ensuite algébriquement en utilisant la méthode de résolution des équations réciproques.
121. Former les équations qui donnent tg — » tg -r- et tg -r- con-
naissant tg a ; application au cas où Ton a a = -^ ou a = tt.
Pour trouver les sommes des deux séries
Si = 1 -f- p cos a -h p' cos 2a -I- • • • -4- p* cos nat -f- • • • , 82= p sin a -I- p* sin 2a -I- • • • -f- p" sin na ~h • • • ,
on forme une nouvelle série en ajoutant aux termes de la première les produits par i des termes correspondants de la seconde; montrer que cette nouvelle série peut se mettre sous la forme d'une progression géométrique ; évaluer sa somme et la mettre sous la forme A + Be , A et B étant réels ; en déduire les valeurs de Si et de Sa .
123. Évaluer cos^ a et sin^ a en fonction linéaire des sinus et des cosinus de a et de ses multiples.
EXERCICES SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS
125. Ëtant donnée une équation algébrique, exprimer en fonction de ses coefficients la somme des carrés de ses racines, ainsi que celle de leurs cubes, de leurs inverses, des carrés de leurs inverses. Former Téquation qui a pour racines les carrés des racines, ou les inverses des racines de Téquation donnée ; appliquer à Téquation du troisième degré.
i26. Ëtant donnée une équation algébrique de degré m, former réquation qui admet pour racines les racines de cette équation augmentées d un nombre h ; peut-on choisir h pour que le coefficient du terme de degré m — ! dans la nouvelle équation soit nul ? Appliquer à réquation du quatrième degré.
i27. Pour quelles valeurs de a Téquation X* — 4a;« 4- 4ax — 1=0
a-t-elle une racine double? Déterminer pour ces valeurs de a les quatre racines de Téquation.
128. Ëtant donnée la courbe représentée par Téquation v^ = x^, trouver la relation qni doit exister entre A et m pour que la droite représentée par y = mx -h h soit tangente à la courbe ; on écrira que deux des points de rencontre de la droite et de la courbe sont confondus.
120. Déterminer les dimensions d'un cône de révolution dont on donne le volume et Tapothème ; discuter.
130. Déterminer les dimensions d'une chaudière formée d'un cylindre de révolution terminé par deux demi-sphères de même rayon que le cylindre, connaissant le volume et la surface totale; discuter.
181. Couper le volume d'un hémisphère en deux parties équivalentes par un plan parallèle à la base ; résoudre numériquement l'équation dont dépend le rapport entre la hauteur de Tune de ces parties et le rayon de Thémisphère.
182. Une sphère homogène de rayon R et de densité d flotte sur un liquide de densité d' ; déterminer la hauteur de la calotte plongée dans le liquide.
ar»-ha:— ! =0, a;» _ s^-s _ gQx -h 108 = 0 . 184. Démontrer que l'équation
où A, B, C, ... L sont des nombres de même signe, a toutes ses racines réelles et séparées par les nombres, a^b^c, ... /.
135. Ëtant donnée une équation algébrique /(a;) = 0, de degré /2, dont le premier coefficient est positif, on forme les dérivées successives f'(x), f\x), . . . f^'"~%x), la dernière étant un polynôme du premier degré ; on calcule le plus petit nombre entier xi qui rend /'<'• -*>(«) positive, puis on substitue dans /'<»-"*>(x) les nombres entiers à partir de Xi, jusqu'à ce qu*on trouve un nombre Xt égal ou supérieur à X, rendant /'^"~*>(x) positive; on substitue de même dans f(n-i}Q£^ les nombres entiers à partir de x» jusqu'à ce que le résultat soit positif, et ainsi de suite jusqu'à la fonction f(x) elle-même; montrer que pour toute valeur de x égale ou supérieure au dernier nombre obtenu x„, f(x) est positive et non nulle, de sorte que x^ est une limite supérieure des racines réelles et positives de Téquation ; cette limite a été donnée par Newton.
136. Séparer et calculer numériquement les racines réelles des équations
(3) eT3i^ = ^' W x=i,8(l-f-logx),
(5) (1,0077)* — 9,12x= 12000, (6) x — cosx = 0,
(7) X — 2sinx = 0, (8) arctgx = — ;
on a à résoudre la troisième lorsque Ton cherche le point de contact d'une chainette et d'une tangente à cette courbe issue de l'origine ; la quatritoe et la cinquième se présentent lorsque l'on cherche, avec des données numériques particulières, le degré de détente d'une machine à vapeur ou la température du foyer d'une chaudière, et la sixième se présente lorsque Ton demande de couper la surface d'un demi-cercle en deux parties équivalentes par une parallèle au diamètre.
EXERCICES SUR LES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
Exeroioes sur les applications géométriques.
188. Ecrire Téquation de la tangente en un point M de la courbe représentée par t^^ = x^ ; cette tangente rencontre la courbe en un point N autre que le point de contact ; déterminer les coordonnées du point N en fonction de celles du premier, M.
189. Déterminer Téquation d'une tangente à une ellipse rapportée à ses axes, connaissant le coefficient angulaire m de cette tangente ; montrer qu'elle est de la forme
y = mx zt /a'/n* -f- 6* ;
déduire de là les coefficients angulaires des tangentes à Tellipse passant par un point donné de coordonnées Xo^yo, et trouver le lieu des points d'où Ton peut mener à la courbe deux tangentes rectangulaires. Même question pour Tbyperbole et pour la parabole.
140. En employant les mêmes notations que dans le problème précédent, montrer que l'équation
représente l'ensemble des deux tangentes à l'ellipse issues du point (^0 1 yo) ; plus généralement, l'ensemble des tangentes issues de ce point à la courbe du second ordre dont l'équation est fÇx^y) = 0 est représenté par
/■(^ . y) fd^ . y») - j (Vi + yof'y + ^0* = o .
141. Former la condition pour que deux courbes passant par un point de coordonnées x^y soient en ce point orthogonales, c'est-àdire aient leurs tangentes rectangulaires.
L'équation
représente, lorsque X varie, une famille de coniques ayant mêmes, directions d'axes et mêmes foyers ; on dit qu'elles sont homofocales ; par un point [xç^iy^ du plan passent deux de ces coniques, et les valeurs correspondantes de X sont les racines de l'équation obtenue
en remplaçant x et y par Xo et j/o ; démontrer que cette équation a ses racines réelles, que les coniques correspondantes sont Tune une ellipse et l'autre une hyperbole, et que ces courbes se coupent orthogonalement.
Même question en considérant Téquation
p-X qui représente des paraboles homofocales.
144. Former Téquation de la normale en un point de la parabole y* — 2px = 0; former Téquation de cette normale connaissant son coefficient angulaire ; on obtient ainsi
déduire de là les coefficients angulaires des normales issues d'un point (^f îfo) à la parabole ; discuter la réalité de ces normales.
145. Démontrer que les pieds des normales issues d'un point donné
x^ v' (^Oî îfo) à Tellipse — j -f- itj- — 1 = 0 sont les points communs à cette
courbe et à l'hyperbole
(a* — b*yxy -h b^y^x — a*x^ = 0 ,
que Ton appelle hyperbole d'Apollonius; construire cette courbe.
Former les équations des hyperboles analogues lorsqu'on remplace l'ellipse donnée par une hyperbole ou par une parabole, et construire ces hyperboles.
EXERCICES SUR LES APPUCATIOXS GÉOMÉTRIQUES
148. Construire les courbes repiésentées par les équations suivantes et déterminer leurs asymptotes :
^ x* — f ^ yx— 2 X* y*
y* — x*-^ 2ax*3/ = 0, 2x* — y» -h (y — x)* = 0, a:y-+-y*-+-x — 4 = 0, x» — 2xy +y« — 2x — 2y-hi =0,
y = acos2it^Y-+-^]'
y = ae"* sin mx ,
sin X , V
:— ;-, y = xlogx, y = c*
p = cosy, p = sin6-i-cos6, p = tg — , cos 6 — sin 6 i
sinOcosO 2 + sin6-4-v^cos0
149. Démontrer que i*équation PQ = /r, où P et Q sont des fonctions linéaires de x et y , et k une constante, représente une hyperbole dont les asymptotes sont P = 0 et Q = 0 .
Construire la courbe définie par les équations
x = asin — , y==6sin2:u— ;p?,
où t est un paramètre variable, et former Téquation de cette courbe ; déterminer les directions et les longueurs de ses axes en cherchant le maximum ou le minimum de x' + y*.
151. Une droite de longueur constante se déplace de façon que ses extrémités restent sur Ox et sur Oy ; démontrer que le lieu d'un point particulier de cette droite est une ellipse.
152. On appelle podaire d'une courbe par rapport à un point le lieu
des pieds des perpendiculaires abaissées de ce point sur les tangentes à la courbe ; déterminer la podaire d'une conique par rapport à un de ses foyers, celle d'une ellipse par rapport à son centre, celle d'une hyperbole équilatère par rapport à son centre, celle d'une circonférence par rapport à un de ses points, celle d'une parabole par rapport à son sommet ; transformer en coordonnées polaires les équations des courbe» obtenues, et les construire.
153. Former l'équation du lieu des points d'un plan dont le produit des distances à deux points fixes de ce plan est constant ; construire la courbe obtenue.
154. Une circonférence variable est constamment tangente à l'axe des X au point 0 ; on joint un point fixe de l'axe des x au centre de cette circonférence ; former l'équation du lieu des points de rencontre de la droite ainsi tracée et de la circonférence ; ce lieu s'appelle une strophoîde ; construire cette courbe.
155. L'origine étant pôle d'inversion, trouver la figure inverse d'une droite, d'une circonférence, d'une conique dont un foyer est à l'origine, d'une hyperbole équilatère ayant l'origine pour centre.
156. Trouver le lieu des milieux des cordes d'une conique passant par un point donné.
157. Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées parallèlement à une direction donnée à des coniques homofocales.
158. Démontrer que la polaire d'un point de la directrice d'une conique quelconque passe par le foyer correspondant et est perpendiculaire à la droite joignant le point à ce foyer.
150. Démontrer que si l'on joint un point d'une ellipse aux extrémités d'un diamètre quelconque, on forme deux droites parallèles à deux diamètres conjugués. Etudier la variation de l'angle de deux diamètres conjugués d'une ellipse.
Montrer que les formules
définissent dans le plan une transformation de coordonnées rectangulaires en d'autres rectangulaires ayant la même origine ; de même, les formules
EXERCICES srR LES APPUCATIONS G
pc = (!-^A*-a*-vV-^2(V-v)A
où p = 1 -i- A- -i- tt* -4- V- ,
définissent dans l'espace une transformation d(i laires en d*autres rectangulaires ayant la mém<:
X- -4- 2lxy -h V* -f- a*(X» — il
discuter suivant la valeur de X; montrer que axes a une valeur constante quel que soit X.
162. Démontrer que si deux coniques ont !< quatre points d mtersection sont sur une mèm ; proquement, toutes les coniques passant par qi férence ont leurs axes parallèles. Parmi ces c( ! de paraboles ?
163. Le sommet d'un angle droit se dépla une circonférence données ; Tun de ses côtés | démontrer que Tenveloppe de Tautre côté esl foyer le point fixe.
164. Trouver Tenveloppe d'une droite de i les extrémités s'appuyent sur deux droites reci
165. Montrer que l'enveloppe d'une droite distances de deux points fixes à cette droite a t i conique ayant pour foyers les deux points fixe!
166. L'enveloppe des polaires des points à un cercle ayant pour centre Torigine est v appelée polaire réciproque de la première par trer que la polaire réciproque d'une conique ! que la polaire réciproque de cette deuxième c i première ; déterminer en particulier la polaire férence.
Déterminer l'enveloppe d'une droite
xsincp — ycosç = cos \ où 9 est un paramètre variable.
<)84 EXERaCES
168. Déterminer plus généralement Teuveloppc d'une droite représentée par l'équation
X sin 9 — y cos 5> = f{^) ;
montrer que la dérivée de cette équation représente la normale à Tenveloppe au point de contact de la droite donnée ; calculer les coordonnées <l'un point de Tenveloppe, le rayon de courbure et les coordonnées du •centre de courbure en ce point en fonction du paramètre 9.
169. On considère sur une courbe donnée un certain sens de parcours, et Ton compte les arcs de la courbe positivement s'ils sont décrits dans ce sens, négativement s*ils sont décrits dans le sens opposé ; en un point de la courbe, de coordonnées x, y, on mène la demi-tangente dans le sens choisi et Ton désigne par a rangle qu'elle fait avec Ox ; montrer que les différentielles de x et y sont toujours liées à la différentielle de Tare par les formules
dx = ds cos a, dy = ds sin a.
170. Déterminer les coordonnées du centre de courbure et le rayon de courbure en un point d'une ellipse en fonction des coordonnées de ce point ou en fonction du paramètre angulaire j ; examiner le cas particulier où le point donné est l'un des sommets ae la courbe ; montrer que si A et B sont les sommets de Tellipse situés sur Ox et O1/ , et C le dernier sommet du rectangle construit sur OA et 06, la perpendiculaire abaissée de C sur AB rencontre les axes aux centres de courbure des points A et B.
171. Déterminer le centre et le rayon de courbure en un point
d'une parabole ; montrer que le rayon de courbure est égal à — , N dé-
P signant la longueur de la normale au point considéré comptée jusqu'à
1 axe et p le paramètre de la courbe ; déterminer la développée de la parabole.
172. Quelle est la caustique par réflexion d'une parabole pour les rayons parallèles à l'axe ? pour les rayons perpendiculaires à l'axe ?
173. Etant donnée une courbe C et un point lumineux L, on considère le rayon réfléchi ayant pour point d'incidence un point M de la courbe ; soit Q le symétrique du point L par rapport à la tangente en M à la courbe G et soit C le lieu du point Q lorsque M varie ; montrer que le rayon réfléchi en M est normal au point Q à la courbe C. Pour simplifier le raisonnement, on pourra supposer le point L à l'origine et la courbe C définie comme l'enveloppe d'une droite représentée par l'équation du n® i68; il résulte de là que la caustique par réflexion de la courbe C pour les rayons issus de L est la développée de la courbe C.
EXERaC£S SL-m LES APPLICATIONS GÉOMÉnUQCES
Déienniner U développée de la chaiûiette ^n
1 75. Détcnniner U tangente et la nonnale en un point d^une c ''n* 267 . : montrer que la "normale passe par le point de coni cercle générateur avec la base de la courbe : déterminer le centr rayon de courbure en un point de la cydoîde, ainsi que la devi de cette courbe ; montrer que cette développée est une cycloîvie la première.
176. Soit AM un arc d'une circonférence, ayant pour ori point fixe A et pour extrémîté un point variable If de cette ^ sur la tangente en M et dans le sens MA* on porte une longu égale à Tare MX ; le lieu du point P, lorsque M varie," s développante de cercle : en supposant que Forigine des coordoni le centre de la circonférence et que Taxe des x passe par A mer en fonction de Tare AM les coordonnées du point P ; i que le point M est le centre de courbure de la développante au \ «
177. Déterminer le rayon de courbure en un point de U logarithmique (n* 256).
178. Démontrer que la circonférence tangente en un point I courbe à la tangente M T en ce point, et passant par un poii I M' de la courl>e, a pour limite le cercle de courbure au point M I le point M' se rapproche indéfiniment du point M ; déduire ( :
On considère la courbe gauche définie par les équati< i
x = c^cosO, y = e^sin6, r = e^cotgç,
où 0 est un paramètre variable, ^ un angle constant ; déter i tangente en un point ; montrer que la courbe est située sur un : révolution ayant pour sommet Torigine et pour axe Oz, < tangente en chaque point fait un angle constant avec la génér , cône passant par ce point.
180. On appelle hélicoîde à plan directeur la surface re par Téquation
z = m arc tg ^ ;
montrer que c'est une surface réglée dont les génératrices s | sur Taxe des z et lui sont perpendiculaires et que sa sectii cylindre de révolution d'axe Oz est une hélice ; déterminer I i du plan tangent en un point de la surface.
On considère la courbe représentée par les équations
OÙ X est un paramètre variable ; déterminer et construire ses projections sur les trois plans de coordonnées ; montrer que cette courbe est du troisième ordre, ou, comme on dit, une cubique gauche, et qu^eile passe par les pieds des normales abaissées du point (xo,yo,Zo) sur
«2 «yS m%
l'ellipsoïde dont Téquation est —-J-^-H-,- — 1=0. 182. Montrer que Téquation
représente le cône ayant pour sommet le point (xo, i^o, z^ et circonscrit à Tellipsoîde précédent.
L'équation
représente, lorsque X varie, une famille de surfaces du second ordre, que Ton appelle homofocales ; démontrer que par un point [x^, y^, Zo) passent trois de ces surfaces et qu'elles sont Tune un ellipsoïde, une autre un hyperboloîde à une nappe et la troisième un hyperboloïde à deux nappes ; démontrer que deux quelconques de ces trois surfaces se coupent orthogonalement en tous leurs points communs.
184. Le lieu des perpendiculaires menées par le sommet d'un cône aux plans tangents à ce cône s'appelle cône supplémentaire du premier; déterminer le cône supplémentaire du cône représenté par l'équation .
montrer que le cône supplémentaire du cône ainsi obtenu est identique au premier.
185. Démontrer que l'équation /'-hX(p = 0, où /" et cp sont des fonctions entières du second degré de trois variables x, t/, z, et X un paramètre, représente une quadrique S" passant par la courbe d'inter-
EXERCICES SCR LES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
section des quadriques S et S' représentées par f=0, o- Si cp est décomposable en un produit de deux facteurs, c'est-à si S' se décompose en deux plans, démontrer que les quadriques S' sont tangentes Tune à l'autre aux points de rencontre de S < la droite d'intersection de ces deux plans; les surfaces S et S*^ dites alors bitangentes. Si cp est le carré d'une fonction linéaire, c à- dire si S' se réduit à un plan double, démontrer que S et S' tangentes en tous les points de rencontre de S et de ce plan ; les faces sont alors dites circonscrites le long de ce plan ; déduire de 11 Téquation d'une quadrique circonscrite à S est de la forme /"-f-XP*
186. Une quadrique est circonscrite à une sphère le long d'un P ; démontrer que toute section plane de cette quadrique par un tangent à la sphère est une conique ayant pour foyer le point de tact du plan et de la sphère, et pour directrice la droite d'interse du plan sécant et du plan P de contact de 16 sphère et de la sut
Dans le cas où la surface est un cône de révolution, on reti le théorème de Dandelin sur les sections planes de ce cône.
187. Démontrer qu'un hyperboloïde à une nappe est coupé p plan tangent à son cône asymptote suivant deux droites parallèles génératrice de contact du plan avec le cône.
188. Trouver les propriétés des diamètres et des plans diamé d'un paraboloîde.
189. On considère trois diamètres conjugués quelconques ellipsoïde et le parallélépipède construit sur ces trois diamètres ; d( trer : i® que la somme des carrés des arêtes de ce parallélépipèi constante ; 2*^ que la somme des carrés des surfaces de ses face constante; 3° que son volume est constant. On démontrera d'abord proposition en supposant qu'un diamètre reste fixe et que les deux <varient dans le plan diamétral conjugué ; on passera de là au cas rai en comparant deux systèmes quelconques de trois diamètres à d'; systèmes ayant entre eux ou avec ceux-là un diamètre commun.
190. Déterminer les angles d'un triangle sphérique connaisse trois côtés, et rendre calculables par logarithmes les formules do
cos —, sin — , tg ^. Déduire de là l'expression du volumi 2 â A
parallélépipède quelconque connaissant les longueurs des arêtes
angles des faces de ce parallélépipède.
Un plan variable est défini par l'équation
X sin Ô — Y cos 6 + m Z — RO = 0 ,
où 0 est un paramètre variable ; déterminer la surface développable enveloppe de ce plan et Tarête de rebroussement de cette surface ; montrer qu'elle est engendrée par les tangentes à une bélice ; cette surface s'appelle bélicoïde développable.
192. Trouver Tenveloppe d'un plan qui détermine avec les plans de coordonnées un tétraèdre de volume constant.
198. Déterminer le plan osculateur et le rayon de courbure en un point d'une hélice ; quel est le lieu des centres de courbure ? •
194. On considère la cubique-gauche représentée par les équations
construire les projections de cette courbe sur les trois plans de coordonnées ; trouver les équations de la tangente et du plan osculateur en un point; montrer que par un point de l'espace passent trois plans osculateurs ; on dit alors que la courbe est de troisième classe ; déterminer la surface développable enveloppe du plan osculateur.
195. Déterminer les rayons de courbure principaux en un point d'une surface de révolution ; application à l'ellipsoïde de révolution, au paraboloîde de révolution, à la surface engendrée par une chaînette tournant autour de sa base.
196. Démontrer que l'on peut déterminer un tore tangent à une surface donnée en un point donné, de façon que les sections de ce tore et de la surface par un plan quelconque passant par le point de contact aient même rayon de courbure en ce point.
Exercices sur le calcul intégral.
197. Exercices sur les intégrales indéfinies, avec résultats (on a omis la constante arbitraire).
FONCTIONS
INTÉGRALES
•log;
X — 31og(x--i)-f-151og(x — 5),
(x— IV ,
^ «^ arc tg X,
v/Tkx — 2(!h-x)
— 121og(2-hv/l-»-a:),
-r- /a + bx* ,
rr xva* — X* -h — are sin — , 2 2 a
— a: /«* -H A -h - log (x -h y/x» -h A) ,
VT— x2
--- X — . j sm 2x -h — sm 4x,
i , 2 cos X -h v/3 — -=log =~=,
2/3 2cosx — v/3
198. Appliquer la méthode d'intégration par parties aux fonctions x*e**, X" COS 6x, X" sin 6x, x" log x, m étant un nombre enlier positif, ainsi qu'aux fonctions e*»* cos bx et e**' sin bx.
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199. Lorsqu'une fonction renferme rationnellement deux radicaux portant sur des quantités du premier degré, eomme ^a-hbx et y/a' -+- b'x , montrer qu'on peut Tintégrer en égalant Vxm de» xadkaux à une nouvelle variable l. Appliquer à Imtégration de la fonction
200. Appliquer la méthode d'intégration des différentielles binômes à rintégration des fonctions
y/g y/i-hx'
201. Déterminer le développement en série qui représente l'intégrale de la fonction e-**.
r xe dx, £ X* (1 — xYdx, £ }/x[\—x)dx,
203. Un courant périodique de période T a une intensité I variable avec le temps t\ on appelle intensité moyenne et intensité efficace les quantités
calculer ces quantités pour un courant sinusoïdal I = lo sin — , et pour le courant redressé 1 = 1© sm — .
/" - sin" x dx, 1 ^ cos- x dx,
m étant entier positif; on considérera successivement le cas de m pair et celui de m impair.
EXERCICES SUR LE CALCCL INTÉGRAL
(5) r e-^dx, (6] r x^^e-'dx (/i>0}
ont UD sens ; déterminer la valeur de la première ; trouver la valeur de la seconde sous forme d'un développement en série ordonné suivant les puissances croissantes de k; montrer que la troisième se ramène
à la deuxième en posant x = sin o, et la quatrième à la troisième
{ en posant a: == 7— - ^^ sixième s*appeUe intégrale eulérienne de
seconde espèce et se représente par T(ji) ; démontrer en intégrant par parties que Ton a T(n -+- 1 ) = n r(/i), et que si n est entier, T{n -h 1) est égal au produit i.2.3 ... n.
ao6. Calculer les coefficients des séries trigonométriques qui représentent entre — ?c et +^, 1^ la fonction x^, 2^ une fonction égale à — i entre — « et 0 et à h- 1 entre 0 et «.
a07. Effectuer la quadrature et la rectification de la parabole, de la chaînette [n^ 241), de la cycloîde (n^ 267), de la développée de Tellipse (n"" 294), de la cardioîde (n"» 269), de la lemniscate (n^ 253) ; pour cette dernière courbe, le calcul de Tare résuite d'un développement en série.
208. Trouver Taire comprise entre les courbes y^ = 2px, ay* = x^.
aM. Rectifier la courbe y = a:*, 92* = 16x'.
2iO. Démontrer que Taire de la surface d'un cylindre parallèle à Oz comprise entre le plan des xy et une courbe tracée sur le cylindre
est représentée par une intégrale de la forme jzds, s étant Tare de
la courbe de base. Évaluer de la même manière Taire de la surface d'un cône comprise entre le sommet et une courbe tracée sur le cône, au moyen d'une intégrale en coordonnées polaires.
2it. Deux cylindres de révolution égaux ont leurs axes rectangulaires et concourants ; trouver le volume et la surface du solide commun.
212. Un segment de cercle a pour corde le côté du triangle équilatéral inscrit ; déterminer Taire et le volume du solide de révolution engendré par ce segment tournant autour de sa corde.
Déterminer Taire et le volume du tore
214. Déterminer le moment d'inertie d'une sphère, d'un tore, d'un cône droit par rapport à leur axe de révolution.
215. Un fluide élastique se détend dans un cylindre en passant du volume Vq au volume v\ évaluer le travail effectué pendant la détente, i"* lorsque le fluide satisfait à la relation de Van der Waals (n^ 259), 2^ lorsque la détente satisfait à la relation pv^ = c^*, f étant un exposant constant.
216. Une barre homogène OA de section constante négligeable et dont la masse de l'unité de longueui est égale à jjl est placée le long de Taxe Ox; chacun des éléments infiniment petits de cette barre exerce sur un point extérieur M de masse m une attraction proportionnelle au produit des masses et inversement proportionnelle au carré de la distance ; déterminer l'attraction de la barre sur le point M et calculer les composantes de cette attraction parallèles aux axes ; examiner le cas où la barre a une longueur infinie.
217. Trouver le moment d'inertie d'une surface plane par rapport à une droite de son plan, d'un cercle par rapport à son diamètre, d'un demi-cercle par rapport à la parallèle à son diamètre passant par son centre de gravité, d'un rectangle par rapport à l'un de ses côtés.
218. Un liquide s'écoule par un tuyau cylindrique de telle sorte que la vitesse de chaque filet soit v = Vq — fcr*, Vq étant la vitesse le long de l'axe, r la distance du filet considéré à Taxe et k une constante donnée ; trouver le débit du tuyau connaissant son rayon et la vitesse vq.
219. Déterminer le centre de gravité d'un arc de cercle, de la surface d'un demi-cercle, du volume d'une demi-sphère.
220. Démontrer que le volume d'un tronc de cylindre quelconque limité par des faces planes est égal au produit de l'aire de la section droite par la longueur de la droite joignant les centres de gravité des deux bases.
221. Trouver le volume compris entre le plan des xy, la surface du paraboloïde de révolution dont l'équation est 2z = x^-h y* et la surface d'un cylindre parallèle à Oz ayant pour base, soit: i^ un rectangle ayant pour centre l'ongine et dont les côtés sont parallèles aux axes Ox et Oj/, 2° l'aire comprise dans l'angle des coordonnées positives entre les axes Ox, Oy et l'hyperbole dont l'équation est xy-hx-hy — 1 = 0, 3** l'aire comprise à l'intérieur de la circonférence dont l'équation en coordonnées polaires est p = 2R cos 6 ; dans ce dernier cas, on emploiera les coordonnées polaires, et l'on déterminera Faire de la portion du paraboloïde intérieure au cylindre.
au iro-
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222. On multiplie chaque élénent infiniment petit d'une aire plane par la distance d*un de ses points à un point fixe du plan de cette aire, et Ton forme la limite de la somme de ces produits. Evaluer cette limite 1* dans le cas d'un cercle, le point fixe étant sur la circonférence, 2*" dans le cas d un rectangle, le point û\e étant un sommet.
223. Ëvaluer au moyen des coordonnées polaires, R, 8, ^ une intégrale étendue à une portion de sphère de rayon R ayant son centre à Torigine. On évaluera l'élément d'aire dfj comme le quadrilatère a^-fi du n® 373. Application à l'intégrale double de cos^ 6ifo étendue à la sphère entière.
Intégrer les différentielles totales
226. Etant données trois fonctions P, Q, R de trois variables X, y, 2, à quelle condition doivent-elles satisfaire pour que l'on puisse trouver un facteur intégrant fi, c'est-à-dire une fonction (a telle que (& Ç?dx -4- Qrfy H- Rrfz) soit différentielle totale ?
227. Evaluer le travail pour un déplacement dans un champ de forces tel que la force s'exerçant en un point M soit dirigée vers un centre fixe 0, et soit une fonction f(r) de la distance r du point M à ce centre. Cas de l'attraction en raison inverse du carré. de la distance.
228. Evaluer l'intégrale curviligne fx^dy — y^dx prise le long
d'une circonférence ayant pour centre Torigine, dans le sens direct ; transformer cette intégrale curviligne en intégrale double.
229. Evaluer l'intégrale curviligne (y — :8>fa -t- (z — x>/y H- (x — y )rfs
prise le long des côtés successifs d'un triangle ABC dont les sommets sont sur les axes de coordonnées ; transformer cette intégrale curviligne en intégrale de surface.
280. Un contour fermé est parcouru dans un sens déterminé ; en considérant chaque élément infiniment petit de ce contour comme un vecteur, déterminer le moment résultant par rapport à un point de l'espace de tous les vecteurs ainsi placés sur le contour; l'évaluer au moyen d'intégrales curvilignes, puis au moyen d'intégrales doubles, et montrer qu'il est indépendant du point choisi.
Exercices sur les équations différentielles.
tix 281. Intégrer les équations obtenues en égalant -r- à l'une des fonçât
tions suivantes :
ces équations se présentent en chimie dans l'étude des vitesses des réactions.
232. Intégrer les équations différentielles du premier ordre (x — iy)dx -h (6y — x)dy = 0,
c ^ = (2/ — a)(6 — yX 0 — ^')rfj^ -*"^y = ^^»
dx ^ ' y dx 21 \d^)
288. Trouver une courbe telle que l'ordonnée à l'origine de la tangente en un point soit égale à m fois l'ordonnée du point de contact.
284. Ëtant donnée une famille de courbes ou de surfaces dépendant d'un paramètre variable, on appelle trajectoire orthogonale une ligne qui coupe orthogonalement toutes les courbes ou toutes les surfaces de cette famille. Si Ton a une famille de courbes planes représentées par l'équation f(x, y, a) = 0, le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire orthogonale en un point doit satisfaire à la condition
dx ^A'
et en éliminant a entre les deux équations, on a l'équation différentielle de la trajectoire ; en intégrant cette dernière équation, on a une famille de trajectoires dépendant d'un paramètre.
Chercher les trajectoires orthogonales des paraboles y* — 2px = 0 où p varie et des cercles x^-\-y^ — 2ax = 0où a varie.
EXERCICES SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
285. Une tour verticale pleine a la forme d'un solide de révolution et est constituée par des matériaux homogènes de poids spécifique p ; on suppose que la charge sur chaque tranche horizontale est répartie uniformément sur tous les éléments de cette tranche, et que la face supérieure supporte un poids P par unité de surface ; déterminer la méridienne de la surface de révolution limitant le volume, de façon que la charge sur chaque unité de surface d'une tranche horizontale soit la même pour toutes les tranches.
^'û-'Hiï'
ig-,-2^H-..
ax* ax
(elle admet la solution y^ = x^),
(cas de m = ±i)
d*X , .dx , a n 2ic<
(Â, B, C sont des constantes)
dx*
dx
-iy = 0;
pour intégrer la dernière, on cherchera des solutions de la forme y = x'.
Les équations du mouvement d'un point pesant sont
dt^^ ' dt^~ ' dt^'^ ^'
déterminer la solution de ces équations satisfaisant aux conditions suivantes : la position initiale du mobile est l'origine, de plus, la vitesse initiale est égale à v^ et est dirigée dans le pian des xz suivant une droite faisant avec Ox un angle donné a.
288. Intégrer les équations simultanées ^=a(a; — y), ( ^ + o)y = — a sin <,
J|^ = 6(y — r), / Jl^ — wz = acosf.
dx , I dx
dz , \ dz
Tr^-^y^ [ jr'^-y-
289. Intégrer les équations simultanées suivantes, qui se présentent en électromagnétisme:
on suppose constants les coefficients et les seconds membres.
ap-\-bq = c, py -h qx =0, px'\'qy = ^ ,
pq = i, p*-^q*z=a^, p-^qz= mz, — — -^-1-5 = 0 (équation des télégraphistes).
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