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INTRODUCTION
Objet de la «tatlque graphique.
f . — La statique a pour objet la composition des forces et la recherche des conditions de leur équilibre.
La solution de ce problème peut s'exprimer, soit par des formules, soit par des tracés géométriques. De là la division de la statique générale en deux branches : la statique analytique et la statique graphique.
En réalité, du moins encore aujourd'hui, le domaine de la statique graphique est beaucoup plus restreint , et le rôle de cette branche récente ' de la science consiste surtout dans la résolution graphique des problèmes les plus usuels concernant la stabilité des constructions et la résistance des matériaux. Les portions d'édifice, en bois ou en métal, que Ton y considère, sont soumises à des forces extérieures qui sont situées dans un même plan et qui font naître dans les diverses pièces des efforts de plusieurs sortes ; ces efforts, qui tendent à allonger ou à raccourcir ces barres, à les fléchir ou à les rompre, doivent être connus assez approximativement, puisqu'ils ne sauraient sans danger excéder certaines limites qui dépendent de la matière employée et que l'expérience assigne. C'est
i. Les deux premiers cours de statique graphique faits à Paris datent de 1884 ; ils ont été professés simultanément, l'un au Collège de France par mon savant ami M. Maurice Lévy, qui avait dès 1874 publié sur la matière un remarquable traité parvenu aujourd'hui à sa seconde édition, l'autre par moi-même au Conservatoire des arts et métiers ; j'ai repris le même sujet en 1886 et l'ouvrage actuel n'est au fond que la reproduction de mes leçons,
CHAPITRE PREMIER
dans la détermination de ces efforts (tensions ou compressions, moments fléchissants et efforts tranchants) que la statique graphique intervient d'une manière utile, en substituant aux calculs longs et pénibles de la statique analytique des tracés expéditifs et élégants, qui comportent moins de chance d'erreur et qui donnent cependant les résultats avec un degré d'approximation plus que suffisant pour les besoins de la pratique.
Nous supposerons à nos lecteurs la connaissance des principes de la mécanique, et particulièrement des lois de la composition des forces concourantes ou parallèles, ainsi que des propriétés élémentaires des centres de gravité et des moments d'inertie ; il serait assurément inutile et déplacé de refaire, à propos de statique graphique, un cours de mécanique générale. Toutefois, nous devons revenir sur quelques-unes de ces notions fondamentales et exposer en outre quelques propositions de géométrie qui sortent du domaine classique et dont nous aurons à faire usage ; tel est l'objet de cette introduction.
Segment représentatif d'une feree. Propriétés
des segments reetilignes.
t. — Si, sur la ligne d'action d'une force, on porte, à partir du point où la force est appliquée et dans le sens suivant lequel elle s'exerce, une longueur ayant la même valeur numérique que la force, c'est-à-dire contenant autant d'unités de longueur que la force renferme d'unités de force, on obtient un segment rectiligne qu'on nomme segment représentatif de la force parce qu'il en fait connaître à la fois la grandeur, la position et le sens. Par exemple, si AB est une droite de Tépure égale à n ,045 et si 0, m 02 représente une tonne, c'est-àdire 1.000 kilogrammes, le segment AB indiquera une force de 2.250 kilogrammes, appliquée au point A et dirigée suivant la droite AB, de A vers B.
3. — On sent par là combien la connaissance des propriétés des segments rectilignes est indispensable pour donner aux
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théorèmes la précision et la généralité qui conviennent. Ces propriétés sont du domaine de la géométrie; voici, sans démonstration, Téno^cé des plus usuelles l :
1° Lorsque plusieurs points a,, a„ a,... a :l sont en ligne droite, quelle que soit leur disposition et quel que soit le sois positif sur cette droite, on a, en grandeur et en signe, la relation
2° Deux segments égaux, parallèles et de même se?is ont leurs projections sur un même axe égales et de même signe. On sait d'ailleurs qu'on nomme projection d'un segment, sur un axe dont le sens positif est fixé, le segment qui a respectivement pour origine et pour extrémité les projections de l'origine et de l'extrémité du segment considéré ;
3° Si ron projette sur un axe quelconque plusieurs segments, consécutifs formant un polygone fermé, la projection de l\m quelconque d'entre eux changé de sens est égale à la somme algébrique des projections de tous les autres. Celte importante proposition porte le nom de théorème des projections.
Vecteur d'une force. Polygone des vecteurs
d'un système de forces.
4. — On sait que la résultante de deux forces appliquées à un même point a pour segment représentatif la diagonale
Fîg. i.
OC du parallélogramme OACB, construit sur les segments OA et OB qui repré sentent les composantes (fi g. 1). Cette règle du parallélogramme des forces est une conséquence immédiate
1. Voir le Traité de géométrie par MM. E. Rouché et de Comberousse, 5* édition! page 200.
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de la proportionnalité des forces aux accélérations et de la composition des accélérations.
Mais, pour composer deux forces, on peut, au lieu de construire le parallélogramme OACB, se borner à construire le triangle OAC ou, mieux encore, un triangle a t a t a 9 dont les côtés soient égaux et parallèles à ceux de OAC et qu'on place d'ailleurs où Ton veut sur la feuille de dessin.
Ainsi, à partir d'un point quelconque a„ on portera bout à bout deux segments a t a % , a, a, représentant respectivement en grandeur, direction et sens les forces considérées F t et F Sf et le segment a, a, représentera en grandeur, direction et sens la résultante R, dont la position sera dès lors pleinement déterminée puisqu'elle doit passer par le point 0.
Nous appelons vecteur d'une force, tout segment ayant la même grandeur, la même direction et le même sens que le segment représentatif de la force. Tandis que ce segment représentatif a pour origine le point d'application de la force et qu'il détermine cette force en grandeur, position et sens, le vecteur, ayant une origine arbitraire, ne donne que la grandeur, la direction et le sens de cette force. Ainsi, dans la figure précédente, a { a t , a % a % sont des vecteurs des forces F t et F 2 , et la ligne brisée a x a % a % , dont l'origine est arbitraire, reçoit le nom de polygone des vecteurs des deux forces F t et F,. On peut donc énoncer de la manière suivante la règle de composition de deux forces concourantes :
La résultante de deux forces, qui agissent sur un même point, passe par ce point et a pour vecteur le segment qui joint t origine à l extrémité du polygone des vecteurs des composantes.
Cette règle se prête également bien à la décomposition dune force R en deux autres Fj et F,, suivant deux droites données OXi, 0X t passant par son point d application 0. Après avoir tracé le vecteur a { a t de la force R, on mènera par a t la parallèle à 0X t et par a t la parallèle à OX, ; a t étant le point de rencontre de ces deux lignes, les segments a % a ti a, a t seront les vecteurs des deux composantes demandées F t et F,, lesquelles seront déterminées par là même, puisque leur point d'application est connu.
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6. — La notion du polygone des vecteurs s'étend à un système de forces F 4 , F 2 .... F» situées d'une manière quelconque dans l'espace. Le polygone des vecteurs du système est la ligne brisée obtenue en menant bout à bout, à partir d'une origine arbitraire a t , les vecteurs respectifs a t a t} # a a 8 ,..., <*« #»+i des forces F,, F„... F n ; et il est clair que la connais* sance des points d'application des forces et du polygone
a i a t ... On+t des vecteurs définit complètement le système
(fig. 2).
Quand les forces considérées
sont appliquées à un corps rigide, on peut prendre pour point d'application de chacune d'elles un point quelconque de sa ligne d'action. On définira donc alors le système en donnant, outre le polygone des vecteurs a t a t # s a K a z a Gy les lignes d'action D t , D,, D 3 , D M Ddes forces, lignes d'action qui
sont d'ailleurs respectivement parallèles aux côtés a t a iy a t a Zl
a t ai, a< # 5 , a 6 a t du polygone.
aj/_ -^\v
Fig. 2.
Composition des forées concourantes.
•. — La règle du n° 4 relative à la composition de deux forces offre l'avantage de subsister textuellement dans le cas où les forces appliquées à un même point sont en nombre quelconque.
La résultante R d'un système quelconque de forces Y u F,..., F», appliquées à un même point 0, passe par ce point et a pour vecteur le segment a t a*+i qui joint l'origine à F extrémité du polygone a t a,.... a»+i des vecteurs du système. — Il y a équilibre si la résultante est nulle, c est- à- dire si le polygone des vecteurs est fermé.
Pour compléter la théorie des forces concourantes, il faut joindre à ce théorème deux propositions qui en découlent aisément et que l'on démontre dans les traités élémentaires de mécanique :
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i° La projection sur un axe quelconque de la résultante d'un stème de force» concourantes est égale à la somme algébrique s projections des composantes sur le même axe ; 2° Sî on prend les moments de plusieurs forces concourantes situées dans un même plan par rapport à un point quelcon~ e de ce plan, le moment de la résultante est égal à la somme féerique des moments des composantes.
Pour l'intelligence du premier théorème, il suffit de rappequ'on nomme projection d'une force F sur un axe, dont le îs positif est fixé, la force qui a pour segment représentatif projection du segment représentatif de la force F. Mais le ;ond théorème, qui est connu sous le nom de théorème de rignon, exige quelques explications préalables sur le sens jcis qu'il faut attribuer au mot moment.
>, — Nous appelons moment dune force F par rapporta un point le produit du vecteur ab de la force par le segment 01, qui a pour origine le point cl pour extrémité la projection I de ce point sur la ligne d'action Ldelaforce(fig.3). On fixe d'ailleurs les signes des deux facteurs de la manière suivante : après avoir choisi à Fig. 3. volonté le signe du segment
01, c'est-à-dire le sens posi- OX sur la perpendiculaire à la ligne d'action L, on adopte îr sens positif du vecteur ab le sens de la demi-droite OY enue en faisant tourner OX de 90° autour de dans le sens la marche des aiguilles d'une montre.
1 est clair que le signe du moment ainsi défini est indepenit du choix, laissé arbitraire, du sens positif OX sur la ite 01. Car si OX devient OX„ OY devient OY, et les deux leurs 01 et ab changent de signe simultauémcnt. je point O prend le nom de centre des moments ; on dési-
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gne d'ailleurs le moment de la force F par rapport au point par la notation M F.
Cette définition, qui se traduit par la formule
M fl F=aô. 01
ne diffère pas au fond de celle qu'on donne habituellement
ÎF
Fig. 4.
Fig. 4 bis
IF
Fig. 5.
Y Fig. 5 bis.
dans les traités de mécanique ; mais elle est plus conforme aux usages de la géométrie moderne, le signe du moment résultant ainsi des signes des deux segments dont il est le produit. On voit que le moment est positif dans les figures 4 et 4 bis, mais qu'il est négatif dans les figures 5 et 5 bis ; en effet, les deux facteurs ab et 01 sont positifs dans la figure 4, et ils sont négacifs dans la figure 4 bis ; 01 est positif et ab négatif dans la figure 5, tandis que dans la figure 5 bis c'est 01 qui est négatif et ab positif.
Supposons qu'on ait adopté le mètre pour unité de longueur et la tonne (1.000 kilogrammes) pour unité de force ; oq doqne alors le nom de mètf entonne à l'unité de moment,
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est-à-dire au moment d'une force égale à une tonne et (liante de un mètre du centre des moments. Soient d'ailleurs
sportivement - et - les échelles des longueurs et des for-
1 f ts, ce qui veut dire qu'une ligne égale à un mètre mesurée ir la feuille de dessin répond à \ mètres ou à <p tonnes suiint que cette ligne représente une longueur ou une force. es lors, si en mesurant 01 et ab sur le dessin, on trouve / / pour leurs valeurs en mètres et fraction de mètre, on ira :
(2) OI = A, ab=f.<ç ;
par suite pour la valeur du moment
M c = /«./X mètres-lonnes.
Celte formule peut s'écrire :
1 pourrait donc, au lieu des valeurs (2), prendre
0I = / ? , ab=f\.
n d'autres termes, dans la formule (1), l'un des facteurs, celi qu'on veut, peut être évalué à l'échelle des longueurs, aurvu qu'on évalue l'autre à l'échelle des forces.
Composition de deux forée* appliquée» à au eorpa rigide et situées dans uu même plan.
8. — Il résulte de la théorie bien connue de la composition 3B forces concourantes ou parallèles que deux forces F, et F, opliquêes à un corps rigide et situées dans un même plan ont •ujours une résultante, excepté dans les deux cas suivants :
1* F, et F, sont égales et agissent suivant la n.ême droite, \ais en sens contraire. Alors, mais alors seulement, il y a juilibre ; car pour que deux forces appliquées à un corps H-
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gide soient en équilibre, il faut et il suffit qu'elles soient égales et directement opposées ;
2° F t et F, sont égales parallèles et de sens contraire. On dit alors que ces forces forment un couple. Un couple est un élément irréductible. La somme algébrique des moments des deux forces F t et. F, d'un couple reste la même, quel que soit le point du plan que Ton choisisse pour centre des moments. Soit en effet ab le vecteur de la force F t ; ba sera le vecteur de la force F, et la somme des moments des deux forces sera (fig. 6) :
ab.O\ i +ba.O\i = ab(Ol i — 0\ % ) = ab.l % I 1 =6«.l i I t .
Fig. 6.
Ce moment qui, d'après cela, n'est autre que celui de Tune quelconque des forces du couple par rapport à un point quelconque de la ligne d'action de l'autre, prend le nom de moment du couple.
Rappelons enfin :
1° Qu'un couple appliqué à un corps rigide peut être remplacé par tout autre couple situé dans le même plan ou dans un plan parallèle pourvu que le nouveau couple ait le même moment que le premier ;
2° Qu'une force appliquée à un point <Fun corps rigide peut être transportée parallèlement à elle-même en tout autre point du même corps, pourvu qu'on adjoigne à cette force ainsi déplacée le couple formé par la force égale et directement opposée à cette dernière et par la force primitive.
Lemmei de géométrie*
•. — Soient ABC, A'KC deux triangles tels que les côtés AB et AC de tun soient respectivement parallèles aux côtés AB et A'C de Vautre. Si, par le sommet A du premier, on mène la parallèle AD à la base BC du second, et que par le sommet A' du second on mène la parallèle A'D' à la base BC du premier, les points D et D' diviseront les bases BC et BC en
Il importe de remarquer que
1° Si D tombe entre B et C, D' tombera entre B' et C ; car le premier membre de la relation sera négatif et par suite aussi le second ;
2° Si D tombe sur le prolongement CY de BC, D' tombera sur le prolongement BX de C'ff ; car le premier rapport sera alors plus grand que l'unité et par suite aussi le second rapport ;
3° Si D tombe sur le prolongement BX de CB, D' tombera sur le prolongement C'Y* de B'C ; car le premier rapport étant alors compris entre zéro et un, le second rapport devra être aussi positif et inférieur à l'unité.
H. — De la proposition qui précède résulte immédiatement la suivante :
Les bases BC, B'C de deux triangles variables ABC, A' B'C' restant fixes et les côtés AB et AC restant respectivement parallèles à A'B> et A'C, si le sommet A dupremier triangle décrit une droite L parallèle à la base B'C du second, le sommet A r du second triangle décrira une droite L' parallèle à la base BC du premier.
En effet, soit À une position quelconque, sur la droite L, du sommet du premier triangle ; si par la position correspondante À' du sommet du second, on mène la parallèle A'L' à BC, le point D' où cette parallèle coupera B'C divisera,
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l'après le théorème précédent, la base B'C' dans un rapport :onslant. Donc, ce point D' restera lise quand le point A. ie mouvera sur la droite L ; par suite, le point A' restera ur la parallèle L' menée par le point fixe D' à la base fixe ÏC.
Hotfons sur les figure* linniologiijne*.
t». — Si deux triangles abc, a'b'c', situés dans un même ilan H, sont tels que les droites aa', bb', ce', concourent en m même point o, les côtés bc, et b'c', ca, et c'a', ab et a'b' se •oupent respectivement en trois points a, p, y situés en igné droite (fîg. 8).
Que l'on imagine, en effet, un point situé sur la perpenliculaire au plan H menée par le point o ; la figure oa'b'c' sera a projection sur le plan H, de la pyramide ayant pour sontnet le point et pour base le triangle a'b'c'. Désignons par i, B,C, les points qui, situés sur les arêtes Oa', Ob', Oc', se projettent en a, b, c (ce serait compliquer inutilement la figure que d'y placer les points 0, A, B, C, dont il est si aisé de se représenter les positions).
Le triangle abc sera la projection de la section de la pyramyde par le plan ABC, et la (race de la droite BC sur le plan H, devant appartenir à la projec- Fi * 8 tion bc de BC et à la trace b'c'
le la face Ob'c', sera le point a commun à bc et b'c'. On verait de même que les points $ et y sont comme a, situés à la ois dans le plan H et dans le plan ABC ; les trois points '., (i, y appartiennent donc à l'intersection de ces deux plans it par suite sont en ligne droite.
Ce théorème, dû à Desargues, sert de fondement à la théo- ■iedes figures homologiques, qui a pris, sous la plume de Poncclet, un si merveilleux développement. La théorie de 'homologic appartient à la géométrie pure ; nous nous bor-
INTRODUCTION 13
lierons à donner sur ce sujet i quelques notions très simples, mais d'ailleurs suffisantes pour l'usage qu'on peut faire de l'homologie en statique graphique.
ts. — On dit que deux figures situées dans un même plan sont homologiqueSj lorsqu'elles se correspondent point par point et droite par droite, de telle sorte que deux points homologues quelconques soient en ligne droite avec un point fixe et que deux droites homologues quelconques se croisent sur une droite fixe.
Le point fixe reçoit le nom de centre d'homologie et la droite fixe celui à! axe d'homologie ; toute droite passant par le centre d'homologie prend en outre le nom de rayon.
Il importe avant tout de montrer qu'il existe de telles figures.
A cet effet, soient donnés, dans le plan d'une figure quelconque 2, le point et la droite L qu'on veut prendre pour centre et pour axe d'homologie ; choisissons en outre arbitrairement un point a de la figure 2, puis un point a! sur le rayon Oa.
Gela posé, m étant un point quelconque de la figure 2,
• prenons d'abord l'intersection p de
7 ma et de Taxe L, puis l'intersection
/ m' de (ia' et du rayon om. La figure
/ 2', que décrit le point ni lorsque le
point m décrit la figure 2, esthomo-
lav-
w ' , logique de 2 (fig. 9).
7 m En effet, comme, d'après la cons-
truction même, deux points homologues quelconques m et ni sont en ligne droite avec le centre 0, il reste Fig. 9. seulement à prouver que, si m décrit
une droite quelconque te, le point ni décrira la droite ni s qui passe par le point s où ts rencontre Taxe L. Or, supposons que m prenne une position quelconque n sur ms, l'homologue n'de
1. Pour une exposition plus complète, voir le Traité de géométrie de MM. E. Rouché et de Comberpusse* n*» 728 à 733, 938 à 943, 1167 à 1169 de la 6* édition.
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Fig. 10.
n, construit (fig. 10) comme il a été dit ci-dessus, c'est-à-dire en prenant successivement l'intersection v de an et de L, et Tinsection ri de va' et de On, sera un point quelconque du Heu décrit par m'. Mais les triangles ami\, a'm'ri satisfont à l'hypothèsç.du théorème de Desargues ; donc tnn et m'ri se croisent sur L ; en d'autre» ttrmes, tout point ri du lieu est s*r m 's. Il est clair d'ailleurs que, inversement tout point q' de celle droite appartient au lieu ; car,, puisqu'il y a un point du lieu sur toute droite issue du point O, te point du lieu qui se trouve sur Oç devant être à la fois sur ce rayon oq' et sur m's, ne saurait être que q\
14. — Nous venons d'indiquer le moyen de construire la figure 2' homologique d'une figure donnée S, lorsqu'on connaît le centre et l'axe d'homologie ainsi qu'un couple (a, a') de points homologues,
11 importe de remarquer que tout point de l'axe d'homologie est son propre homologue et que toute droite passant par le centre d'homologie coïncide avec son homologue.
Souvent on s'interdit l'emploi simultané du centre et de Taxe d'homologie, l'un de ces éléments sorlant, par exemple, des limites de l'épure. Voici comment on s'y prend alors :
1<> Soient donnés (fig. H) deux couples (a, a')(b, (b') de points homologues ainsi que l'axe L dhomologie, qui doit passer par le point de concours y des i / . \ deux droites homologues ab, a'b'. Le ^<m% ? ^\k k point tri homologue d'un point quelconque m de la figure 2 sera alors donné par l'intersection des droites pa', qb' homologues de celles pa,qb qui joignent le point m aux points a et b.
Fig. 11.
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2° Soient donnés (fig. 12) deux couples (ab, a'b')(ac, aV) de droites homologues, ainsi que le centre o d'homotogie, lequel doit être sur la droite qui joint les deux points homologues a et a'. Le point m' homologue d'un point quelconque m de la figure 23 sera l'intersection du rayon om et de l'homologue p'd' d'une droite pd menée à volont£ par m. On obtient
Fig. 12.
d'ailleurs p'à! en déterminant les points p et d où pmd rencontre les deux droites ab et ac, et cherchant les points p' et d! où les rayons op et od rencontrent respectivement a'V et a'c'. Il importe de se familiariser avec ce dernier tracé qui est très usuel.
l*. — Un cas important à signaler est celui où le centre dhomologie est à l'infini dans une direction donnée. Tous les tracés subsistent, la convergence des rayons dhomologie étant ici remplacée par leur parallélisme. La direction commune à tous les rayons d'homologie prend le nom de direction homologique ; un couple quelconque (a, a') de points homologues suffit pour l'indiquer. L désignant toujours Taxe d'homologie, l'homologue m' d'un point quelconque m de la figure 2 sera l'intersection de la parallèle jxw à aa' et de l'homologue sa' de la droite as qui joint le point m au point a. La proportion évidente (Hg. 13).
prouve que le rapport
pin' a'* [km a*
lim'
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constant, en sorte qu'on obtient alors la seconde figure oologique de la première S en dilatant dans un ra t constant, qu'on nomme rapport d'homologie, les c nées aa, u.m...., qui sont comptées à partir de l'axe d'h osrîc L parallèlement a la direction nomologique.
n peut même donner un peu plus d'extension à cette pr ition en comptant les ordonnées parallèles à ta directe îologique à partir d'une droite quelconque tH pour la pr re figure 2, pourvu qu'on compte les ordonnées de la s< ie 2' à partir de la droite i'8 homologue de /8. Car si n ésigaentles points où tb et t'% rencontrent pmm', les ra;
fin» * (in
it égaux l'un et l'autre au rapport p d'homologie, il en sei nême du rapport
PROPRIETES GEOMETRIQUES DES POLYGONES
Définition des polygones funiculaires
te. — Nous ne considérerons dorénavant, sauf avertissement contraire, que des systèmes de forces appliquées à un corps solide et toutes situées dans un même plan.
En statique graphique, un tel système est toujours défini par les lignes d'action D t , D f ,... D„ des forces considérées Fi, F„... F , et par le polygone de leurs vecteurs a t a„ a t a 3> ... Oniu+i, comme nous l'avons expliqué au n° 5. Ainsi, dans notre système de notation, la force F* agit suivant la droite D*, et elle a la même grandeur et le même sens que le segment a h dk+i qui est, d'ailleurs, parallèle à D*.
Considérons un système défini de la sorte, et que, pour fixer les idées, nous supposerons composé de cinq forces seulement. Prenons à volonté dans le plan des forces un point p> auquel nous donnerons le nom de pâle du polygone des vecteurs, et joignons ce pôle aux divers sommets de ce polygone par des droites pa if pa s ,... pa-, que nous nommerons rayons polaires.
Menons une parallèle quelconque co*, au premier rayon pa â jusqu'à sa rencontre y t avec la ligne d'action D, de la première force F, ; puis, tirons par ai une parallèle « t a* au second
rayon pa t jusqu'à sa rencontre «, avec la ligne d'action Dj de la seconde force F, ; et ainsi de suite. Enfin par le point a ; , où la parallèle cci a. à l'avant dernier rayon pa- a rencontre la derriière ligne d'action D-, menons a.-f parallèle au dernier rayon pa t .
Nous obtiendrons de celte façon une ligne brisée <■>%, a, a, a, x- a o dont le premier et le dernier côtés <■>«, et a,ç sont indéfinis, <>t k laquelle on donne le nom de polygone funicu- F 'S' **■ latre, relatif au pôle p, du sys-
tème des forces considérées.
Pour que la construction réussisse, il faut que chacune des lignes box,, «, a,, oc, a,... coupe la ligne d'action de la force suivante, ce qui pourrait ne pas avoir lieu pour certaines positions exceptionnelles du point p. Mais la construction ne sera jamais en défaut, quel que soit le système de forces donné, si l'on choisit pour pôlep un point non situé sur les côtés du polygone des vecteurs ou sur leurs prolongements ; car, les rayons polaires coupant alors les côtés de ce polygone, les parallèles à ces rayons couperont les lignes d'aclion correspondantes.
En résumé, un polygone funiculaire, relatif à un pôle p, d'un système de forces F„ F,,... F*, est une ligne brisée dont les sommets sont sur les lignes d'action des forces et dont les côtés sont parallèles aux rayons polaires du polygone des vecteurs ; le sommet a* de rang k se trouve sur la ligne d'action D t de la force F», et le côté oct-i «t de rang k est parallèle au rayon polaire pa* de même rang. Sauf le premier et le dernier côtés woc,, v. n+i ® qui sont illimités et respectivement parallèles au premier et au dernier rayon pa t et pa n+ \, chacun des autres côtés est limité à deux lignes d'action, et le rayon polaire qui lui est parallèle aboutit précisément au point d'intersection des deux côtés du polygone des vecteurs auxquels ces lignes d'action sont parallèles.
Fig. 15.
11. — La figure 15 est relative au cas où toutes les forces F^Fj,
F 8 , F 4 , du système sont parallèles. La construction du polygone funiculaire o>a 4 <x â a 3 a 4 <p n'offre aucune particularité. Seulement les côtés du polygone des vecteurs sont alors sur une même droite ; le pôle p peut être pris à volonté, mais non sur cette droite ni sur ses prolongements. Dans notre figure toutes les forces agissent de haut en bas sauf F 8 qui est dirigée de bas en haut ; aussi, dans le polygone des vecteurs les côtés a t a t , a* 8 > ainsi que a^a 5} sont dirigés de haut en bas, tandis que ^ a 4 Test de bas en haut. La figure 16 se rapporte au cas d'une force unique F; le
polygone des vecteurs se réduit à un segment a t a*, et un polygone funiculaire se compose seulement de deux côtés indéfinis o>a, <x<p, qu'on obtient en menant par un point quelconque oc de la ligne d'action de la force des lignes respectivement parallèles aux deux rayons polaires pa x etpa à .
Dans les deux figures précédentes, pour ne pas compliquer inutilement, nous avons désigné par la même lettre une force quelconque et sa ligne d'action ; c'est ce que nous ferons désormais le plus souvent. Nous emploierons aussi parfois, pour abréger, la notation :
Pig. 16.
(F lf F»,... F w ; #1 a,,... a n +i)
pour désigner le système des forces ayant F F„... F n pour lignes d'action et a t a a ,... a n +\ pour polygone des vecteurs.
in à deux polygones funiculaire»» d'un même système de forées
18. — Si l'on considère deux polygones funiculaires quelconques, relatifs à un même système de forces, les points oit les côtés du premier rencontrent respectivement les côtés homologues du second sont situés sur une même droite.
Cette ligne, que nous nommerons Vaxe commun aux deux polygones, est parallèle à ladroite qui joint les deux pôles et est située à distance finie, si les deux polygones ont des pôles distincts ; elle est à f infini si les deux polygones ont le même pâle.
Le théorème est évident dans le dernier cas ; car lorsque les deux polygones funiculaires ont le même pôle, deux côtés homologues quelconques sont parallèles entre eux.
Il suffit donc de s'occuper du premier cas. Désignons les deux polygones funiculaires par P et P'et leurs pôles respectifs par 7) et p'\ appelons en général S* l'intersection des deux côtés eu— 1 x tt aû_' x'a de rang ft, lesquels sont respectivement parallèles aux rayon scolaires pat, p'at', d'ailleurs a. k et a'i sont situés sur la ligne d'action de la force F* dont le vecteur est a k ai±i. Considérons les deux triangles F 'B- 17 - otpp', S* «et ou; le côté ûip
est parallèle à S* a* et le côté a k p' est parallèle àSieû. Si, les bases pp', m t!l restant fixes, les sommets at et S* se déplacent de manière que les côtés qui étaient d'abord parallèles conservenl]eurparallélisnie,oi + i/)p' et St+i a. k «'[.seront deux autres positions correspondantes des triangles variables. Mais le déplacement a* a,t + i du sommet du premier étant parallèle a lu base ai x't du second, il faut (11MI) que le déplacement St ■ S*+i du sommet du second soit parallèle à la base pp' du premier. Ainsi tous les segments S, S„ S, Sj,... S" S n +t sont
parallèles à pp', et, comme chacun d'eux a un point commun avec le suivant, tous ces segments sont sur une môme droite parallèle kpp'. D'ailleurs, cotte droite est à distance finie ; car, puisque les pôles p et p' ne sont pas situés sur les côtés (indé T Uniment prolongés) du polygone des vecteurs, de deux sommets consécutifs a*, a*+i de ce polygone, l'un au moins, a* par exemple, n'est pas en ligne droite avec/?p'; les rayons polaires pat, p'dk sont dès lors distincts, et par suite les côtés ot*-i ou-, a*- 1 a'it qui sont respectivement parallèles à ces rayons se rencontrent en un point S* situé à distance finie.
!•. — Ce théorème facilite le tracé des polygones funiculaires satisfaisant à certaines conditions. Voici un exemple :
Etant donné un polygone funiculaire P(<oa t a* a 3 a tl <p) de pôle p, pou?" un système de forces
construire pour le même système de forces un second polygone funiculaire P', de pâle donné p', et dont un côté de rang assigné, le second par exemple, passe par un point donné I.
On aura d'abord le second côté ou ou à\x polygone P' en menant par I la parallèle au rayon polaire p'a % ; on en déduira le
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point Sj intersection des deux seconds côtés, et enfin Taxe L commun aux deux polygones P et P' en menant par Si la parallèle h pp'.
'ela fait, au lieu de construire le polygone P' d'après la lion même (n° 16), on pourra employer l'axe L: toit, pour tracer immédiatement un côte" de rang assig obtiendra, par exemple, le quatrième a.', a « en menant loin! S ( , où l'axe L rencontre a, «,, une parallèle au ri h.
k>it, pour tracer les côtés successifs du polygone P' •e intervenir le polygone des vecteurs ; en prenant, en e points S„ S„ S„ S„ S; où l'axe L rencontre les côtés tj, a» a t , a t ç du polygone P, on aura de proche en pr< côtés correspondants «V,, x\ «'„ *', «'*, a' s <p' en me cessivement Sj «'„ S, a! t , S ( a'„ S s *'«.
•a du point de rencontre de deux côtés de r»
ÏO. — Si, dans chacun des polygones funiculaires Tibre infini) qui sont relatifs à un même systèmi •ces, on prend le point de rencontre du côté de ra ïu côté de rang k, le lieu de ces points est une dt rallèle à la corde ai at qui, dans le polygone des \rs, joint l'origine du côté de rang i à l origine du côl igk.
En effet, soient P et P' deux polygones funiculaires ( îques du système ; p et p' leurs pôles ; S ( l'intcrsectior îx côtés de rang i, et S* l'intersection des deux côté ig k ; enfin m l'intersection des côtés de rangs i et k da ygone P et m' l'intersection des côtés de rangs i et k da ygone P' ; m et m' seront deux points quelconques du 1 ils seront à dislance finie, si, a, et a* étant distincts coi suppose l'énoncé, la droite indéfinie pp' ne passe ni par ■ a k .
Considérons les triangles patai,, mS<Sji ; le côté pa t es lèlc à mS,- et le côté pa* parallèle à #iS*. Si les bases i «i restant fixes, les sommets p et m se déplacent de mai e les côtés d'abord parallèles conservent leur paralléli ;&,\ et m'S,Sft seront deux autres positions correspondis
des triangles variables. Mais le déplacement pp' du sommet
v | du premier étant parallèle à la
^*§L base S<S* du second (n° 18), il
|\ s \ A V^"^ f aut (n° 11) que le déplacement
v \ ^^-^Ti / >p mm ' du sommet du second soit
^''O^l^''' \ Parallèle à la base a t ak du pre-
-^^__^\7\ °k ^p'mier. Ainsi la droite qui joint
\ / m deux points quelconques m et
l ! ro' du lieu est parallèle à didu ;
F 'g- 9 - donc tout point m du lieu est
sur la droite 1 menée par l'un d'eux m' parallèlement à a,ai. Inversement tout point p de cette droite \ appartient au lieu ; car, si Ton désigne par D une droite quelconque passant par jx, et distincte de \ f et si l'on considère un polygone funiculaire du système ayant cette droite pour côté de rang t et un pôle w différent de a«, le côté de rang k dans ce polygone coupera la droite D en un point appartenant au lieu et par conséquent situé sur X ; or p est le seul point commun aux droites D et X; donc (x appartient au lieu.
91. — On dit que le polygone des vecteurs d'un système de forces Fj, F„ .,., F* est fermé lorsque son origine a t et son extrémité On+i coïncident.
Un polygone funiculaire est dit fermé lorsque le premier côté o) xj et le dernier «*? coïncident avec la droite x,ou qui joint le premier au dernier sommet.
Quand le polygone des vecteurs d'un système de forces est ouvert, on peut rencontrer parmi les polygones funiculaires du système les trois types : polygone fermé, ou polygone ouvert et ayant le premier et le dernier côtés soit parallèles, soit concourants. Un exemple suffit pour mettre le fait hors de doute. Que l'on considère deux forces concourantes F t et F„ si l'on prend le pôle hors de la droite HiO, qui joint l'origine à l'extrémité du polygone aja,a t des vecteurs, on a évidemment un polygone funiculaire ouvert dont le premier et le dernier côtés sont concourants ; si l'on place au contraire le pôle sur a t O|, le premier et le dernier côtés du polygone funiculaire seront coïncidants ou parallèles suivant qu'on fera ou non passer le premier côté par le point de concours des deux forces.
Hais, quand le polygone des vecteurs d'un système de forces F,, F„ ..., F n est fermé, si un polygone funiculaire du système est fermé, tous les polygones funiculaires du système sont fermés.
En effet, si le polygone des vecteurs a t a i ...a n +i est fermé, c'est que a n +\ coïncide avec a, ; a t et a n sont donc deux points distincts et a i a n est parallèle à F n . Or, le polygone des vecteurs étant fermé, dans tout polygone funiculaire du système le dernier côté a n 9 aura la même direction que le premier <s>x t ; et pour qu'un tel polygone funiculaire soit fermé, il faut et il suffit que le premier côtéux, et l'avant-dernier * n —\ <x n , c'està-dire le 7i' ème , concourent sur F n . Mais, si cela a lieu pour l'un des polygones funiculaires, la droite F*, qui est, avons-nous dit, parallèle à a % a n sera (n # 20) le lieu des points de rencontre du premier et du n iènM côtés des divers polygones funiculaires du système ; tous ces polygones sont donc fermés.
Il suit de là que, si le polygone des vecteurs d'un système de forces est fermé et si tun des polygones funiculaires du système est ouvert, tous les polygones funiculaires du système seront ouveiHs.
Observons encore que, dans le cas particulier <¥ un système de forces concourantes, si le polygone des vecteurs est fermé \ tous les polygones funiculaires sont fermés. En effet, il suffit, d'après ce qui précède, de montrer que la chose a lieu pour un polygone funiculaire du système. Or, si Ton fait passer le premier côté d'un polygone funiculaire par le point de concours des forces, ce polygone se réduit évidemment à la droite menée par ce point de concours parallèlement au premier rayon polaire.
**. — Revenons maintenant au théorème du n* 20. Nous avons supposé a% et a k distincts ; car, lorsque a { et a* se confondent, la direction a,a A n'est plus déterminée et l'énoncé n'a plus de sens. Mais quel est alors le lieu des points de rencontre des côtés de rangs i et h ?
Considérons le système partiel formé par les forces F„ Fi+i, ..., F*_t ; la ligne brisée a<a/+i ... ai est le polygone des vecteurs de ce système partiel, et, si Gja t ...a„<pestun polv-
gone funiculaire du système total F, ... F M , a 4 _, a f ... a /: _ i a^ sera un polygone funiculaire du système partiel FiF* + i ... F*_t. Dans notre hypothèse le polygone des vecteurs a^j+i ...a* est fermé, puisque a t et a* se confondent ; donc, si Ton considère tous les polygones funiculaires du système, les côtés <x<— ioc<, et oik —î o* seront soit toujours parallèles et distincts, soit toujours confondus. Le tracé d'un polygone funiculaire d'essai montrera quel est celui des deux cas dans lequel on se trouve. Dans le premier cas, le lieu est évidemment la droite de Vinfini du plan. Dans le second cas, tout point m du plan appartient tmlieu; car, si Ton construit un polygone funiculaire du système en faisant passer son côté <x<-i en do rang i par m, le côté a* r _ t a* de rang k t coïncidant avec <xf_i ai, passera par m.
Ueu de* pôles des polygones funiculaires passant
par deux points donnés
ts. — Si, parmi les polygones funiculaires dun système de forces, on considère seulement ceux dont deux côtés de rangs assignés ieth passent respectivement par deux points donnés I et K, le lieu des pôles de ces polygones est une ligne droite parallèle à IK.
Cherchons un point a du lieu qui soit situé sur une droite déterminée a*Y et menée d'ailleurs à volonté par le point a*.
Supposons qu'on ait déjà tracé un polygone funiculaire quelconque P' du système de forces considéré
et soit p' son pôle. Désignons par X une droite qui n'est autre que a t a k lorsque les points a { et a k sont distincts, mais qui, si a* et a h sont confondus, est une droite menée à volonté par #<. Traçons des parallèles à X par les points I et K jusqu'à leurs rencontres respectives T et K' avec les côtés a'*- i* ,-, a* _ 1 a* de rangs i et k dans le polygone funiculaire P' ; enfin, par/?', menons la parallèle à l'K' et prenons son intersection a avec X. Soient /i et f % deux forces ayant, la première pour vecteur
a t a et pour ligne d'action 1 1', la seconde pour vecteur pour ligne d'action KK', et considérons le système des (/,FjF,_ t/»; aa t ...a k a). Le polygone QTa'i...*'*_iK'Q' polygone funiculaire,
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de pôle p , pour ce système de forces, et comme il est ainsi que le polygone des vecteurs, tout autre polygon culaire du même système de forces sera fermé; donc, t ticulier, celui P' de ces polygones qui, ayant pour pôle rait son premier côté passant par I. Mais les côtés de ce
ai
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gone P',, autres que le premier et le dernier, seraient précisément les côtés a ( -i ki,..., «A-i a» du polygone P; donc, puisque P' t doit être fermé, son premier et son dernier côté se confondent avec IK ; par suite, pa est parallèle à IK, en sorte
qu'on obtient le point p en menant par le point connu a une parallèle à IK et prenant l'intersection de cette droite avec a k Y.
Ainsi tout point p du lieu se trouve sur la droite L menée par le point a parallèlement à IK.
D'ailleurs, tout point m de cette droite appartient au lieu ; car, puisque, en vertu du raisonnement ci-dessus, il y a, sur chaque droite issue de a*, un point du lieu, le point du lieu qui est sur a h m, devant en même temps appartenir à L, coïncide avec m.
En définitive, le lieu cherché est une droite parallèle à IK et passant par un point a qu'on détermine par la règle suivante :
Tracez un polygone funiculaire quelconque P' du système de forces proposé (s'il s'en trouve un déjà tracé sur la figure, il convient évidemment d'en profiter); prenez les points F et K' où les côtés de rangs i et k rencontrent respectivement les parallèles menées par I et par K à une droite X, qui est la droite a^dx si atetak sont distincts , ou une droite menée à volonté par ai si ai et a*, se confondent ; enfin, par le pôle du polygone auxiliaire p' mmez la parallèle à l'K' ; cette parallèle rencontrera la droite X au point cherché a.
La fîg. 21 est relative au cas où les points a« et a* sont distincts ; la fig. 20 se rapporte au cas où ces points sont confondus, alors les côtés a'i_i a*, a*_i a* de rangs i et k dans le polygone auxiliaire p ont la même direction />'a, ; nous avons supposé ces deux côtés distincts. S'ils se confondent, la droite IK' se confond avec eux, et la droite p'a y devenant p'a iy le point a ne diffère pas de ai ; dans ce cas, le lieu est donc la parallèle à IK, menée par les points confondus a,- et a*. *
Propriétés spéciales des polygones funiculaires relatifs à on système de forces concourantes ou parallèles.
94. — Deux polygones funiculaires quelconques P et P' d'un même système de forces concourantes sont deux
i. Des n<» 18 et 23 résultent immédiatement les deux propriétés suivantes qui méritent d'être signalées:
figures homologiqu.es ; en d'autres termes, si S est une quelconque dont le polygone P fait partie, et si l'on cons figure S' homologique de S en prenant pour centre dh< gie le point de concours des forces et pour axe d'hon l'axe commun L (n* 18} aux deux polygones P et P', h gone P' sera la partie de 2' qui est l'homologue de P (fi En effet, prenons respectivement sur les deux premier uai et ax', des polygones funiculaires P et P' deux p< et u' en ligne droite avec le point 0. Puis avec le ccnlr mologie 0, l'axe d'homologie L et le couple (u, u') de homologues, construisons la figure £' homologique de 5 mologue du premier côté ua t de P sera le premier côle t
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P', puisque «V, passe (par «' homologue de « et coup L au même point S, que «*,. D'ailleurs l'homologue di met a, de P devant être à la fois sur Oa, et sur *>'« précisément le sommet *', de P'. Dès lors on voit de que «',«', est l'homologue % t &, et que a s est l'homoloj »',; et ainsi de suite.
K5. Lorsque les deux polygones funiculaires P et F
1« Si deux côte» d'un pohjgonuniculairc pivotent respeetivemen de a et b, tout outre côté du mfar.c polygone pivote autour d'un pi lllué sur ta droite ab.
2« Si le pôle d'un polygone funiculaire décrit une droite L ta. l'un des côtes pivote tuteur d'un point fite a, tout autre côté du poly rote autour d'un point /i.rr situé sur la parallèle menée par a Aladn
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relatifs à des forces parallèles, le ceiilrc d'homologie passe à l'infini dans la direction des forces. Il est d'ailleurs aisé de voir que lo rapport d'homologie est alors égal en grandeur et en signe au rapport des distances polaires ep, e'p' {fig. 23).
EneffetjSoitmrintcrsectiondeaiajetdepp^Sjrintersectionde coai et de o'a'i, enfin ;jl le point où a^coupe Taxe commun aux
deux polygones, c'est-à-dire
P*Ox
la parallèle menée par S t à pp' ; les deux triangles pa t p\ ai Si a i se trouvent dans les conditions du n° 9, les côtés a t p et S â ai sont parallèles, ainsi que les côtés a$ et Si a'i , et la droite a{m est menée par le sommet du premier parallèlement à la base a,a'i du second, tandis que la droite S â [/. est menée par le sommet du second parallèlement à la base pp 1 du premier ; on a donc, en grandeur et en signe :
Fig. 23.
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ce qui démontre le fait énoncé, puisque la droite S,p. étant Taxe d'homologie et (ai, «,) étant un couple de points homologues, le premier des rapports ci-dessus exprime le rapport d'homologie. Ainsi :
Deux polygones funiculaires quelconques P et P' d'un
même système de forces parallèles sont deux figures homologiques, dont les rayons homologiques sont parallèles aux lignes d action des forces , dont Taxe d'homologie est l'axe commun aux deux polygones Fig- 2*. et dont le rapport dho-
mologie est égal au rapport inverse des distances polaires. Ce rapport est d ailleurs égal à celui des ordonnées de
•itx points homologues quelconques m et m' des deux pogones, les ordonnées nm, n'm' étant parallèles aux forces comptées respectivement à partir de deux droites hootoçues quelconques un et u'v' des deux figures (fig. 24).
•lyffoue funiculaire païinut par trW* ptunli donnés
•«. — Étant donnés trois points quelconques I, H, K dam plan d'un système de forces.
(F,F,... F„; OA-ftw),
t demande de tracer le polygone funiculaire P dont le '•té de rang i passerait par I, le côté de rang k par H et côté de rang k par K.
Il suffit évidemment de trouver le pôle p du polygone deandé P.
Or ce pôle p appartient au lieu des pôles des polygones fuculaires dont le côte de rang i passerait par I et le côté de ng h par II ; il appartient aussi au lieu des pôles des poly- >nes funiculaires dont le côté de rang h passerait par II et côté de rang k par K ; on sait (n° 23) construire ces deux iux qui sont des droites respectivement parallèles à IH et K ; l'intersection de ces deux droites sera le point cherché p. On pourrait d'ailleurs à l'un de ces deux lieux substituer lui des pôles des polygones funiculaires dontle côté de rang nasse par I et le côté de rang k par K, et obtenir de la sorte le vérification.
Telle est la méthode générale. Mais si les forces sont conurantes ou parallèles, il vaut mieux recourir aux propriétés éciales des a" 24 et 23. On a alors par le point de concours par la ireclion des forces le centre d'homologie ou la diction homologique des polygones funiculaires du système. jiic, en prenant les intersections respectives des rayons hoologiques des points I, H, K et des côtés de rangs ï, h, k na un premier polygone d'essai P', on aura immédiatement s homologues I', II', K' des points I, H, K du polygone deandé P ; on pourra alors trouver tous les côtés de ce poly- >ne P, même indépendamment les uns des autres, à l'aide ■s (racés indiqués au n" 19.
97. — Tout cela est si facile qu'un exemple suffira. Nous choisirons à cet effet le système de deux forces concourantes (F,, F,; a^jOs) auquel nous appliquerons successivement les deux méthodes; le premier côté devra passer pari, le deuxième par H et le troisième par K.
La fig. 23 est relative à la première méthode ; u'a'tt/a' est un polygone d'essai dont p' est le pôle. Ko menant Hli' parallèle à <iia„ puis par p' la parallèle p'x à I'H' et enfin par x la parallèle à l' H', on a (a" 23) le lieu X, des pôles des polygones funiculaires dont le premier côté passe par I et le second par H. De môme en menant HH', et KK' parallèles a fl,a,, puis par p' la parallèle p'y à H',K' et enfin par y la parallèle à 1IK, on a le lieu 1, des pôles dés polygones funiculaires dont le deuxième côté passe par H et le troisième par K.
Le point. p commun à 'k, et \ t sera le pôle du polygone cher-
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ché P; son premier côté sera la parallèle uï, a pa, menée par I ; puis, a, II cl a, K seront les côtés suivants ; comme vérification, ces côtés doivent être respectivement parallèles aux rayons polaires pa, et pa t que nous n'avons pas tracés pour ne pas compliquer inutilement la figure.
CHAl'ITHK II
La %. 26 est relative à la seconde mélliode ; o/a'ixV?' étant toujours un polygone d'essai dont le pôle p' est arbitraire, on prendra les intersections F , H', K' de ses cotés successifs avec les rayons homologiques 01, OH, OK, et il restera, pour avoir le polygone demandé P, à construire la figure homologi-
que «Va tiç'
L'homologue u du point u où o'a'i coupe H'K' sera sur Ou' et sur HK ; en le joignant au point I, on aura la droite homologue de IV, c'est-à-dire le premier côté «lai du polygone P dont le deuxième côté sera aiHx 2 et le troisième a s K<p.
. — L'une et l'autre constructions peuvent être notablement abrégées par un choix convenable du polygone d'essai P', si un tel polygone ne se trouve pas tracé déjà pour d'au- 1res besoins.
W^if
Fig. 27.
Reprenons à ce point de vue la première méthode. Eu prolongeant KH (fig. 21) jusqu'à sa rencontre *\ avec F u on peut considérer Ia' t et x v \l comme le premier et le second côtés d'un polygone funiculaire dont le premier côlé passerait par I et le second par H ; son pôle p' s'obtiendra en menant a,p' et a t p f respectivement parallèles à Ia\ et à HK, et la parallèle \i menée par p' à IH sera le lieu des pôles des polygones funiculaires ayant leur premier côté passant par I et leur second par H. De même, en prolongeant IH jusqu'à sa rencontre <z' s avec F„ on peut considérer Ha'* et a'«K comme le deuxième et le troisième côtés d'un polygone funiculaire dont le deuxième côté passerait par II et le troisième par K ; son pôle p" s'obtiendra en menant a^p" et a z p" respectivement parallèles
à III et à x'j K, et ia parallèle *, menée par p à UK Sera le lieu des pôles des polygones funiculaires ayant leur deuxième côté passant par H el le troisième par K. Donc l'intersection de \ x et de \ u c'est-à-dire le sommet/? opposé à a ± dans le parallélogramme ajp'pp", sera le pôle du polygone cherché P. On aura le deuxième côté x,x, en menant par II une parallèle à pa t ; puis Ixi et x â K seront le premier et le troisième.
Reprenons de même la seconde méthode : En prolongeant KII jusqu'à sa rencontre «', avec F„ Ix', et x'jllx, seront les deux premiers côtés d'un polygone funiculaire dont le premier
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côté passe par I et le second par II ; son pôle p' s'obliendra en menant a v p et a % p respectivement parallèles à Ix'i el à IIK, et Ton aura le troisième côté a'*?' en menant para', la parallèle à p'a z ; mais le polygone u'x^x'j'p' et le polygone cherché P ont évidemment pour axe d'homologie la droite III qui est leur axe commun ; donc, il suffira de prolonger <p'x'i jusqu'à sa rencontre S avec III et de joindre SK pour avoir le dernier côté a,<pdu polygone P ; le second côté sera ensuite x 4 ÏIxi elle premier x t I (fig. 28).
La construction que nous trouvons ainsi par la considération des figures homologiques, aussi bien que la précédente, sont remarquables parleur élégante simplicité.
Polygone funiculaire passant par deux points donnés et ayant une distante polaire donnée.
k — Après les détails dans lesquels nous venons d'entrer, il suffira de quelques mots sur ce nouveau problème :
:t( CHAR II. — PHuPHUÏTÉS UÉoSIÉTHIVlJKt:
Étant donnés demi points quelconques I et II d. d'un système de force*
on demande de tracer un polygone fàn'utdair côté de rang i passe par 1, le côté de rang h pn> le pôlep soit à une distance donnée S delà droit le polygone des vecteurs, joint le point a f aupoi
Le pôle inconnu p doit être d'abord sur l'une dt rallèles à a t an situées de part et d'autre et à la di cette droite. Il doit être en outre sur la droite, liei des polygones funiculaires, dont les côtés de rangs sent respectivement par I et II. Cette droite couj premières en deux points p et p,. Il y a donc deux la solution serait unique si l'on donnait, outre la vah & de la distance polaire, le sens de cette distance.
Si les forces concourent en un même point 0, truira un polygone d'essai P' en prenant un pôle tance S de a t a h , portée d'ailleurs du côté convcnabl de la distance est donné. Les rayons homoiogiqu fourniront par leurs rencontres respectives avec 1 rangs t et h du polygone P' les points I' et 11' hor de I et II ; l'axe d'homologie des polygones P et P' : en menant par le point de renrorilrc S de III et l'I: lèlc SLàpp', c'est-à-dire la parallèle ù a,a h \ on plus de données qu'il n'en faut pour construire le f homologique de V.
s». — La solution par les figures homologiqu d'une extrême simplicité dans le cas où les forci rallèles. Soit, pour fixer les idées, le système de l parallèles (F,F,F, ; a\a,a,,aj, et supposons qu'on vci premier côté du polygone funiculaire demandé P | et le dernier côlé par H. On construira un polygo luire d'essai P' ou u'x'ia'ia'*?', à l'aide d'un pôle p'q distance donnée Sdcai^et dans le sens voulu; puis par I et H des parallèles aux forces jusqu'aux poir
jsa
section de ces rayons homologiques avec le premier côlé oV 1 et le dernier côté a 3 <p' du polygone P' ; ces points d'intersection F et H' seront les homologues de I et H. Mais les polygones P etP' ayant leur rapport d'homologie égal à l'unité (n°25), puisque leurs distances polaires sont égales et de même sens, les ordonnées correspondantes comptées respectivement à partir des droites homologues III, I'H' seront égales et de môme signe. Il suffira donc, pour avoir le polygone P, de prendre piai, p â a à , p 3 a 3 respectivement égales à (J'^'j, P'ja' 2 , fi'jx'a et de même sens. Des vérifications simples peuvent d'ailleurs être
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fournies parles rencontres, telles que iï, des côtés du polygone P' avec I'H' ; les côtés homologues du polygone P devront rencontrer III en des points homologues, c'est-à-dire situés avec les premiers sur une parallèle aux forces.
PROPRIETES MECANIQUES DES POLYGONES
Réduction d'un système de forées situées
dans un même plan.
st. — Etant donné un système de forces appliquées à un corps rigide et situées dans un même plan, on peut toujours, à ïaide d'un polygone funiculaire quelconque du système, réduire ces forces à deux.
Lune a pour Vgne d'action le premier côté du polygone funiculaire, et pour vecteur le premier rayon polaire compté de l origine du polygone des vecteurs vers le pôle; t autre a pour ligne cV action le dernier côté du polygone funiculaire, et pour vecteur le dernier rayon polaire compté du pôle verx r extrémité du polygone des vecteurs.
En effet, soit (F,, F„ F 3 , F., F~; a â a t a 3 a ; a. a Q ) le système de forces considéré, o> a, a f a a a t a <p un polygone funiculaire quelconque du système et p son pôle (fig. 30).
Décomposons la force F, en deux, Tune «| t suivant la droite ci)*!, l'autre t { suivant la droite ai a*; le vecteur de la force F â étant a { a u et les rayons polaires a,p etpa t étant respectivement parallèles aux lignes d'action wa, et x l a*, la composante 61 aura (n° 4) pour vecteur a x p et la composante t x pour vecteur pa 2 Décomposons de même la force F, en deux autres. Tune t\ suivant a, aj et l'autre t 2 suivant «, a 3 ; on voit de mùme, à l'aide du triangle a 2 p a a? que t\ a pour vecteur
a ± p et t t pour vecteur pa^ el ainsi de suite. Enfin si Ton décompose la dernière force F 5 en deux, Tune /' ; suivant a t a 3 et l'autre ^ suivant a s ç, la composante t\ aura pour vecteur a-p et la composante <J/ 2 pour vecteur pa c .
Fig. 30.
On aura de la sorte, au lieu des forces primitives, le système
mais les forces t { et /', étant égales et directement opposées se détruisent , il en est de même des paires de forces t % et t\, U ••• h et t\, qui agissent suivant les autres cotés intermédiaires a,a*... du polygone funiculaire. Il ne reste donc finalement que les deux forces ^ et A 2 , dont Tune <j/, a pour ligne d'action oa, et pour vecteur « Â p et dont Vautre ^ a pour ligne d'action a 6 <p et pour vecteur pa .
«t. — Iax somme des projections \sur un axe quelconque, des forces Y u F t .... F 5 du système est égale à la somme des projections, sur le même axe, des deux résultantes A, et <{,,.
On a, en effet (no 6) :
Proj. F,=:Proj. ^i + Proj. t t Proj. F â = Proj. <',-(- Proj. t %
Proj. F 3 = Proj. *\+ Proj. <{,,
d'où, en ajoutant et observant que J t et <\, t t et t\... t v et t\ ont (n° 3) des projections égales et de signes contraires, Proj. F. + Proj. F.+.^. + Proj. F 3 =Proj. $, +Proj. ^.
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«s. — Quo, dans la démonstration précédente, on i le mot projection par le mot moment, l'on aura 1s silion suivante ;
La somme des moments des forces F„ F,... F s p port à un point quelconque du plan est égale à la des moments des deux résultantes i, et •}, par raj. même point,
31. — La réduction qui fait l'objet du tliéorèm mental du n* 31 est possible d'une infinité de manier qu'on peut choisir arbitrairement le pôle p, ainsi que lion du premier côté wac, du polygone funiculaire, ce côté n'étant encore déterminé qu'en direction par le ■ pôle.
La position du pôle influe a la fois sur la grand' direction des deux forces finales Ci et y,; mais la pos premier côté n'influe, ilès que le pôle est fixé, que su silions de y, et y, et nullement sur leurs grandeurs directions.
On peut, par ce procédé graphique, trouver tous 1 mes do deux forces équivalentes au système propo résulte de la proposition suivante, qui a d'ailleurs se propre :
Considérons deux groupes de forces (G) et (G') appl un corps rigide et situées dans un mémo plan ; suppo groupes équivalents, c'est-à-dire tels que le groupe ( équilibre au groupe ( — G) formé par des forces égal rectement opposées à celles qui constituent le group< l'on construit pour chacun des groupes (G) et (G' ) gone des secteurs et un polygone funiculaire, de te que les deux polygones des vecteurs P et P' aient i origine a et le même pôle p, et que les deux polygniculaires Q et Q' aient leur premier côté sur un droite D ; les polygones P et V auront la même ei b,et les polyyones-Q et Q' auront leur dernier une même droite L.
Ea effet, soient -li et <L, les deux forces auxqitelh Huit le groupe (fi) a l'aide des polygones P et Q,
<!/s les deux forces auxquelles on réduit le groupe (G') à l'aide des polygones P' et Q\ Les forces — J^, — <{/ 2 , <J/ t , <j/ t se feront équilibre. Mais ty t et <j/, ayant la même ligne d'action D et le même vecteur ap, — <j>, et <J/ t seront égales et directement opposées et par suite se détruiront. Les deux forces — ^ et A'i devront donc s'équilibrer, c'est-à-dire être égales et directement opposées. Par suite, <]*, et <j/j auront d'abord une même ligne d'action L; elles auront en outre la même grandeur et le même sens, ce qui prouve que leurs vecteurs qui ont déjà la même origine p coïncident, en sorte que P et P' ont la même extrémité.
Systèmes
S5. — Étant donné un système de forces, on nomme système partiel tout système formé par plusieurs forces consécutives du système total.
Dès qu'on a construit un polygone funiculaire du système total, on a par là même et sans nouveau tracé un polygone funiculaire d'un système partiel quelconque ; c'est la partie du polygone funiculaire total qui est comprise entre les forces du système partiel et à laquelle on adjoint le côté qui précède et le côté qui suit. Soit, par exemple (F,, F„ F„ F 4 , F 5 ; a, a» fl s a t tf 3 fi ), le système total, et <oa, a 8 a 3 a v a. <p un de ses polygones funiculaires (fig. 30). Le système partiel formé parles forces F 4 , F„ F. a pour polygone des vecteurs la ligne brisée fl* a* (ii a., et ai a, a, a 3 a., est un de ses polygones funiculaires. — Donc, d'apri'S le théorème fondamental du n° 31, les forces F 2 F 3 F ; peuvent être remplacées par deux forces ayant l'une pour ligne d'action ai ^ et pour vecteur a 2 p, l'autre pour ligne d'action a ; a r , et pour vecteur pa ;; . Ainsi :
Dans tout polygone funiculaire cTxm système de forces appliquées à un corps solide, deux côtés quelconques sont les lignes d'action de deux forces pouvant remplacer le groupe des forces du système qui sont comprises entrée les deux côtés considérés- ; celle qui agit suivant le premier de ces côtés a pour vecteur le serment qui joint l'origine du po-
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lygone des vecteurs partiel au pôle, et celle qui a pour ligne d'action le dernier des deux cotés a pour vecteur le segment qui joint le pôle à l'extrémité du polygone des vecteurs partiel. Enfin, la somme des projections ou la somme des moments de ces deux résultantes est égale à la somme des projections ou à la somme des moments des forces du système partiel.
Expression graphique des conditions pour qu'an système soit en équilibre, ait une résultante ou se réduise à. un eouple.
se. Soit (S) un système quelconque de forces Ft F 2 ... F s appliquées à un corps rigide et situées dans un mêfne plan ; a\ a % a 3 a % a a le polygone des vecteurs que nous désignerons par P, et wa, a, a a a ; a- 9 un polygone funiculaire quelconque du système ; nous désignerons par Q ce dernier polygone et par p son pôle (lig. 30). Soient enfin <|/ t et ty t les deux forces auxquelles on réduit le système (S) à l'aide du polygone Q (n°31).
D'après ce qui a été dit au n° 8 sur la composition de deux forces situées dans un même plan, il ne peut se présenter que trois cas : le système (<Jm, <j/ f ) et par suite le système équivalent (S) peut être en équilibre, se réduire à un couple, ou admettre une résultante (différente de zéro).
Dans le premier cas, ^, et <]/, sont égales et directement opposées ; or, comme elles ont pour vecteurs a t p et pa 6 ,il faut que a t et a 6 coïncident, c est-à-dire que le polygone P soit fermé. Le polygone Q doit aussi être fermé: ses côtés extrêmes <oaj et otiÇ étant en effet les lignes d'action de ^, et de ^ i: doivent être sur une même droite et par conséquent sur la droite a,a 5 à laquelle on donne le nom de ligne de clôture du polygone funiculaire.
Dans le second cas, <}, et ^ doivent former un couple, et l'on voit comme ci-dessus que le polygone P est fermé ; mais le polygone funiculaire Q est ouvert, ses côtés extrêmes étant d'ailleurs parallèles.
Enfin dans le troisième cas, les forces <i, et i, se coupent ou
bien ont leurs lignes d'action parallèles ou confondues sans
être à la fois égales et de sens opposés. Par suile les points
a t et a« sont distincts, en sorte que le polygone P est ouvert.
Ces résultats se trouvent résumés dans le tableau suivant :
Equilibre P et Q fermés
Couple P fermé, Q ouvert
Résultante P ouvert \
Les conclusions relatives aux trois cas étant distinctes, les réciproques sont vraies ; de là cette triple proposition :
Etant donné un système quelconque de forces appliquées à un corps rigide et situées dans un même plan :
1° pour qitil y ait équilibre, il faut et il suffit que le polygone des vecteurs soit fermé et qiCun polygone funiculaire du système soit fermé ; auquel cas tout polygone funiculaire du système sera aussi fermé.
2° Pour qiiily ait un couple résultant, il faut et il suffit que le po*ygone des vecteurs soit fermé et quunpolygonc funiculaire du système soit ouvert ; auquel cas tous Jcs polygones funiculaires du système seront aussi ouverts.
3° Pour quil y ait une résultante, il faut et il suffit que le polygone des vecteurs soit ouvert.
SI. — Arrêtons- nous un moment sur ce dernier cas;
1° La résultante a pour vecteur la droite qui joint V origine à l'extrémité du polygone des vecteurs ; celte droite est en effet (n° 4) le vecteur de la résultante des deux forces ty t et A, et par suite du système proposé (S).
2" Tout polygone funiculaire du système (S) donne par la rencontrede ses côtés extrêmes un point de la ligne d action de la résultante ; car ce point de rencontre, étant le point de concours des forces de <{/, et i 2 , est silué sur la ligne d'action de leur résultante qui n'est autre que celle du système (S) ;
3° La projection de la résultante, sur un axe quelconque du plan, est égale à la somme des projections sur le même
i. Q peut alors être ouvert ou fermé ; il ost aisé de trouver des exemples de l'une et deTautre circonstances.
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de toutes les- force" F, F,... F s du système (S). Le moment la rémltante, par rapport à un point quelconque du i,esl égal à la somme des moments, par rapport au même •l, de toutes les forces F, F,... F 3 du système (S), Ces deres propriétés sont des conséquences immédiates des ti" 6 t 33.
8. — Ces résultats s'appliquent aux systèmes partiels (n° Ainsi, dans tout polygone funiculaire d'un système de les appliquée» à un corps rigide et situées dans un même i:
Deux côtés quelconques se coupent sur la résultante des '.es comprises entre ces côtés ;
' Cette résultante a pour vecteur ta droite qui joint loue à C extrémité de la partie du polygone des vecteurs tiee aux forces en question.
p. — Remarquons enfin, à propos des conclusions du n° 36, dam le cas des forces concourantes, le polygone funicue n'a pas à intervenir. Nous savons en effet (n" 21) que, i cette circonstance, si le polygone des vecteurs est fermé, , les polygones funiculaires du système sont fermés. Lo eau du n° 36 se réduit donc alors au suivant :
Equilibre P fermé
Résultante P ouvert.
insi, quand il s'agit de forces concourantes, deux cas créent peuvent se présenter : If système a une résulc ou est en équilibre, suivant que le polygone des vec- *.v est ouvert ou fermé.
iment on retrouve par In «italique les propriété») géométriques de** pol.vgonea funiculaire*.
». — L'avantage qu'offre, au point de rue didactique, la Rélion entre les propriétés géométriques H les propriétés méques des polygones funiculaires, est trop évident pourque layons à y insister. Toutefois on peut aussi établir les pro-
priélés géométriques par des considérations empruntées k la statique. C'ost ce que nous allons montrer brièvement en nous bornant aux deux théorèmes fondamentaux (n" 18 et 20).
I e Si dans un polygone funiculaire quelconque d'un système de forces (F if ...F« ; a t ...a w +i) on prend l'intersection m du côté de rang i et du côté de rang Â-, ce point m appartient à la ligne d'action de la résultante des forces comprises entre ces deux côtés. Cette droite qui est d'ailleurs parallèle à a<a* est donc le lieu de tous les points m relatifs aux divers polygones funiculaires du système de forces considéré. C'est le théorème du n° 20.
2° Soient P et P' deux polygones funiculaires d'un même système de forces; désignons par p elp' leurs pôles respectifs, et en général par S* le point de rencontre du côté de rang k dans le polygone P et du côté de rang k dans le polygone P' (fig. 17). Considérons la force F* et la force F'^. qui lui serait égale et directement opposée. On peut remplacer F* par deux forces ayant respectivement pour lignes d'action ou_t a*, a*a*-M et pour vecteurs a*/;,/?«A +i ; on peut de même remplacer F'* par deux forces ayant pour ligne d'action a'*_i aV, a'i-oc'i r+i et pour vecteurs p'a,k, ûl + i p'- Les quatre forces ainsi obtenues s'équilibrent puisqu'elles tiennent lieu de deux forces- F* et F' A . égales et directement opposées. Mais les deux forces qui ont pour vecteurs p'au et aup concourent en S* ; elles ont donc une résultante passant par S* et ayant pour vecteur p'p. De même , les deux forces ayant pour vecteur pai + 1 , «a ? + 1 p ont une résultante passant par S* + i et ayant pour vecteur pp. Ces deux résultantes doivent, pour s'équilibrer, être directement opposées ; donc les points S/, et S* + i sont sur une parallèle hpp. Ainsi tous les segments S,S f , S a S 3 , S 3 S t sont parallèles h pp\ et, comme chacun d'eux a un point commun avec le suivant, tous ces segments appartiennent a une même droite parallèle hpp'. C'est le théorème du n° 18.
Expression graphique de» moments.
41 . — On vient de voir le rôle important que jouent les polygones funiculaires dans la composition des forces situées
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dans un même plan. On tire encore un très-heureux parti de ces polygones pour la détermination graphique des moments. Soit F une force donnée par sa ligne d'action et son vecteur #!#„ et C le centre des moments. A l'aide d'un pôle p, pris à volonté, construisons (fig. 31) un polygone funiculaire <oa,<p de la force F, et soient m et n les points où le premier et le second côtés de ce polygone coupent respectivement la parallèle au vecteur «iff, menée par le point C. Enfin désignons par A la projection du pôle p sur le vecteur a x a % et donnons au segment kp le nom de distance polaire .
Fig. 31.
Les triangles a l pa iJ moi i n ayant les côtés parallèles sont semblables ; leurs bases sont donc proportionnelles à leurs hauteurs, et Ton a, en grandeur et en signe :
a\a t kp
mit
— I ou a^i . CI = kp . mn
Donc, le moment dune force F par rapport à un point C est égal au produit de la distance polaire kp par le segment mn intercepté sur la parallèle menée par C à la force ¥ y entre le premier et le dernier côtés dunpolygone funiculaire de cette force.
4t. — Celle règle s'étend a la somme des moments d'un système quelconque (F,F t F 8 F i ; a^ta^a^) de forces situés dans un même plan ; k désigne alors la projection du pôle p sur la ligne de clôture a t a- du polygone des vecteurs, et c'est
DES POLYGONES ITNlCfLAI HKS
parallèlement à cette ligne a^ que doit être menée, par le centre C des moments, la droite sur laquelle ou compte le segment mn intercepté entre le premier et le dernier côtés du polygone funiculaire ox^asXi? (fig. 32).
Pour le démontrer nous distinguerons trois cas, suivant que le système de forces considéré a une résultante, est en équilibre ou se réduit à un couple.
1° Si le système a une résultante R, le polygone des vecteurs est ouvert (n° 36) ; en d'autres termes ai et a a sont distincts, la ligne de clôture a^ est bien définie et l'énoncé n'offre aucune ambiguïté. La somme des moments des forces du système sera d'ailleurs égale (n° 37) au moment de la résultante R ; mais cette résultante est parallèle à a^ et passe par le point de concours % des côtés extrêmes wxj, a ; <p du polygone funiculaire ; waç est donc un polygone funiculaire de pôle p, pour cette résultante ; par suite la somme des moments cherchée est égale au produit
kp. mn
comme nous l'avions annoncé.
Fig. 3*.
2° S'il y a équilibre, «i et a 5 coïncident (n° 36) ; la droite aia 5 est alors indéterminée ; c'est une droite quelconque passant par a x ; par suite le facteur hp peut preudre toutes les va-
»ÏL*^
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eurs entra zéro et a\p. Maïs les côtés extrêmes m: lolygone funiculaire coïncident aussi (n° 36) ; 1 [u'ils iule recèlent sur une droite quelconque est de acteur mil étant nul, tandis que le facteur hp r< iroduit kp. uni est égal à zéro. Le théorème sen <i nous prouvons que la somme des moments doit i ;éro dans le cas d'équilibre. Or, dans ce cas, les dei •t J/, auxquelles on réduit le système proposé à l'i ygone funiculaire ont pour ligue d'action comnui le clôture %,x h de ce polygone et pour vecteurs a,p e lont donc égales et directement opposées et par suit le leurs moments, c'est-à-dire (n° 33) des moment! )roposécs, par rapport à un point quelconque d 'gale à zéro.
3" Supposons enlin que le système se réduise i lig. 33).
La somme des moments des forces proposées est m moment de ce couple (n" 33 et 8) ; mais les I Ijdcce couple ont respectivement pour vecteurs ap, jue û[ et a^ coïncident, et pour lignes d'action les c nés <oxi et % : ? du polygone funiculaire qui sont < uirallèlcs apai.Ln somme cherchée est doue égale
«i/ï. I'I . et 1' désignant les projections du point C sur ux ,
D'autre pari, puisque a { cla- coïncident, la droite a erminée; c'est une droite quelconque L passant pai n et 7i les points où la parallèle à celte droite menée :ontre respectivement uxi et «^, et soit t la proji iiir ciix i; les triangles semblables ka,p, tant donn> lorlion :
l'oil
hp.mn=a l p.nt=aip.l'l,
La somme des moments a donc encore pour kp.mn.
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Cette expression convient donc à tous les cas, et l'on peut «lire d'une manière générale :
FIk. 33.
Etant donné un système de forces appliquées à un corps rigide et situées dans un même plan, et étant comlmit un polygone funiculaire du système, la somme des moments de toutes ces forces par rapport à un point quelconque du plan est égale au produit de la distance polaire par le segment intercepté, sur la parallèle menée par le centre des moments à la ligne de clôture du polygone des vecteurs, entre le premier et le dernier côtés du polygone funiculaire.
11 est d'ailleurs sous-entendu que lorsque le polygone des vecteurs est fermé, on substitue à la ligne de clôture une droite menée à volonté par l'origine du polygone des vecteurs.
43. — Il est évident que le théorème s applique aux systèmes partiels, en substituant, bien entendu, au polygone des vecteurs et au polygone funiculaire du système total les parties de ces polygones qui répondent au système partiel considéré (n° 35).
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Mais le cas particulièrement intéressant est celui des forces parallèles (fig. 34).
Soit (F M Fj, F 3 , F> ; ai a 2 a 3 a ; a 3 ) un système quelconque de forces parallèles, et <o a, a* a 3 a 4 <p un polygone funiculaire du système construit à laide d'un pôle p pris à volonté.
Fitf. 34.
n étant un point quelconque du polygone, menons par ce point une parallèle aux forces et soit m le point où cette parallèle rencontre le premier coté <oa, indéfiniment prolongé ; on donne au segment mn le nom iYordo?mée du point n. Cela posé, on a le théorème suivant :
Si Ton considère un système de forces parallèles appliquées à un corps rigide et situées dans un même plan, et un polygone funiculaire quelconque de ce système, le produit de la distance polaire par ï ordonnée d'an point quelconque du polygone est égal à la somme des moments des forces situées à gauche de cette ordonnée par rapport à tout centre des moments situé sur la droite indéfinie qui porte cette ordonnée.
En effet, soit C un point quelconque pris sur nm ou sur ses prolongements ; a x a t a 3 a* est le polygone des vecteurs et d>a, oti a 3 ai un polygone funiculaire de pôle p pour le système partiel formé par les forces Fi F t F 3 , situées à gauche de la droite Cnm. La somme des moments des forces de ce système partiel par rapport au point C a (n° 42) pour expression :
lip.mn
conformément à renonce.
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rfCquivaleuee des conditions graphiques et des conditions analytiques de l'équilibre.
44. — Nous terminerons ce chapitre en montrant comment les conditions que fournit la statique analytique pour exprimer l'équilibre d'un système (S) de forces appliquées à un corps solide et situées dans un même plan résultent des conditions graphiques trouvées au n ô 36, et vice vêrsd.
Désignons, comme au n° 36, par F le polygone des vecteurs et par Q un polygone funiculaire du système tS); enfin soient Ox et Oy deux axes non parallèles situés dans le plan.
S'il y a équilibre, les polygones P et Q sont fermés. De ce que P est fermé, il suit que la somme des projections des forces du système sur une droite quelconque du plan et en particulier sur chacune des droites Ox et Oy, est nulle. De ce que Q est fermé, il suit que la somme des moments des forces par rapport au point est égale à zéro, puisque le segment intercepté sur une droite quelconque entre les côtés extrêmes du polygone funiculaire est nul.
Inversement, si la somme des projections des forces sur chacun des deux axes Ox et Oy est nulle, le polygone P est fermé ; car s'il était ouvert, il v aurait une résultante dont la direction unique ne pourrait coïncider à la fois avec celle des projetantes sur Ox et celles des projetantes sur Oy ; la projection de celte résultante, et par conséquent la somme des projections des composantes, sur l'un au moins des axes Ox et Oy serait différente de zéro. D'autre part, si, P étant fermé, la somme des moments des forces par rapport au point est nulle, les cotés extrêmes du polygone funiculaire devront intercepter un segment nul sur toute droite parlant de ; le polygone Q sera donc fermé.
Donc, enfin, au lieu de dire, comme en statique graphique, que, pour l'équilibre, il faut et il suffit que te polygone des vecteurs et un polygone funiculaire du système soient fermés, on peut dire, comme en statique analytique, qu'il faut et il suffit que les sommes des projections des forces du système sur deux axes (non parallèles) du plan soient nulles, ainsi que la somme des moments par rapport à un point quelconque dnp/an.
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4*. — La règle graphique pour la composi concourantes et situées dans un même plan a c au n° 5. On construit le polygone des vecteurs nées ; la résultante a pour vecteur la droite qui à l'extrémité de ce polygone, et pour ligne d'; lèle à ce vecteur menée par le point de concoi santés.
La dernière partie de cette règle est en dt point de concours des forces données sort des lin il faut alors se procurer d'autre manière un p< d'action de la résultante. On y parvient on c polygone funiculaire du système proposé ; le p tre des côtés extrêmes de ce polygone apparl d'action cherchée.
M. Ce dernier tracé, où n'intervient plus I murs des forces, subsiste par là même dans le c données sont parallèles.
La ligure 35 est relative à deux forces F, et de même sens, et la figure 36 a deux forces | sens opposés mais inégales. Le polygone des a t a t , et a, a» est le vecteur de la résultante ; uo lygonc funiculaire dont p est le pôle ; ses cfl
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coupent en un point I, et la parallèle menée par ce point à a, a 3 c'est-à-dire aux forces proposées est la ligne d'action de la résultante R.
<iT
Figure 33.
Quoique nous n'ayons en vue ici que des constructions graphiques, nous ferons cependant remarquer la facilité avec laquelle le tracé qui précède conduirait à la règle analytique
Figure 36.
connue pour la composition de deux forces parallèles. D'abord la relation
montre que la résultante R est égale* à la somme algébrique des composantes F, et F,. Puis, l'application du théorème du n° 9 aux triangles ocj I a 2 , «i p a 3 donne la proportion
Koci ^ ai
qui définit la position de la résultante.
Ô> CUAPITHK IV
47. Itemurq uons cnliu que si les forces l'i un couple c'est-à-dire étaient parallèles égale posés, le point a 3 (fig. 36) coïnciderait avec extrêmes u«i, a,ç du polygone funiculaire sei kpa t . Les deux nouvelles forces auxquelles conduit (n° 31) pour remplacer les proposée:
lignes d'action toa, et &,<o parallèles et leurs vci égaux et de signes contraires ; elles formerai un couple, comme on devait d'ailleurs s'y ail t
Nous ne saurions insister davantage sur cet pies, et nous allons passer au problème généi le véritable objet de ce chapitre.
Problème général
48. Etant donné un système de a fore un même plan et appliquées à un corps rigù de leur faire équilibre à Vaide de m forces même plan et ayant des lignes d'action dont.
Il est sous-entendu que les forces données ne sont pas elles-mêmes en équilibre, et que tion données des forces inconnues F« +[ , F -+ * des droites distinctes.
Puisque les conditions d'équilibre ne fourn relations différentes (n" 44), ou voit a priori • problème doit être indéterminé lorsque m es et que, lorsque m est égal à 2 ou k 1, la poss blême doit imposer aux données une au deux a lieu d'après cela de distinguer quatre cas, su égal à i, 2, 3 ou est plus grand que 3.
Nous allons traiter successivement ces quat nous astreignant à suivre une voie uniforme.
Nous nommerons système partie/, le System forces données Fi, F s ...., F„, et système tôt al U par lotîtes les fones connues ou inconnues F|
Nous désignerons par I 1 ', le polygone des v& ,(/„,„, i-i du système lolal et par l r r un p
PROBLEMES USl'ELS 53
laire quelconque wai, a n -Hn<p' de ce même système ; p est
le paie relatif à ce dernier polygone.
Nous représenterons enfin par P v la parlie ai, a^ , a n +i
du polygone P', qui forme le polygone des vecteurs du système
partiel, et par Pf la partie ooci, a,<p du polygone Vf qui
constitue un polygone funiculaire de ce système partiel ; a n <p n'est autre que le côté a„an-hi considéré comme droite indéfinie.
Le système partiel est donné ; P v et Pf sont donc connus, et il s'agit d'exprimer que les polygones P'„ et Vf sont l'un et l'autre fermés c'est-à-dire que a n + m +\ coïncide avec a t et que aa+,,,9' coïncide avec coai ou, ce qui revient au même, que a*+ w est sur wa^
Toutes ces notations se trouvent résumées dans le tableau suivant qui, par la disposition des lettres, rappelle d'ailleurs la situation relative des divers éléments des polvgones P„, Pf,
p -, PV-
(A) ai at a n On+\ a*+z a n + m fl ttfm+ i(ouai)
w*i a* <p a M+1 a, +w <p' (ou <oa t )
Dans le polygone V v on connaît les sommets ai, , a n +i,
ainsi que a M+m+ i qui coïncide avec aï ; les sommets encore inconnus sont donc
Mais il faut que les droites
soient respectivement parallèles aux lignes d'actions données des forces
(2') F, + i, F„hh.
Dans le polygone Vf ou connaît les sommets ai. a„,
ainsi que a n+ i (intersection de F n +i et de ct.no) et oL n +m (intersection de F» +OT et de <ax,). Les sommets encore inconnus sont donc
(3) fyi+ti •••••!? *ji4-m-lï
Mais, oulrc que ces sommets doivent être situés respectivement sur les lignes d'action de F*+g, F*.*-*-!, il faut que
les droites
OCtu-m— i *n4-m
soient respectivement parallèles aux vecteurs
Cela posé, étudions successivement chacun des quatre cas mentionnés.
Premier cas (m =4) 49. Pour iw = 1, le tableau (A) devient
Fi
F tt f-8
fii n 2
Un tfn+1
(ou aO
iùXi
(OU ttOLi)
Dans le polygone P'„ onl connaît ici tous les sommets, et de
plus a tt4 _i ox doit être parallèle à la ligne d'action de F n+1 (fig. 37).
Dans le polygone P'f on connaît aussi tous les sommets, même sans utiliser la condition imposée à a R +i d'être sur <oxi. Quant aux conditions (4 — 4'), elles ne
Figure 37
donnent rien dans le cas actuel.
On peut donc construire les polygones fermés P' , P'f, sous la double condition que F„+i soit parallèle à a n +i On et passe par le point de rencontre de wxi et de ot*<p
De là ce théorème :
Pour qu'on puisse équilibrer à Vaide dune force F n +\ dont la ligne d'action est donnée, un système de forces appliquées à un corps rigide et situées dans un même plan, il faut et il suffit que la ligne d % action de la force inconnue
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soit parallèle à la droite ai an+i qui joint F origine à V extrémité du polygone des vecteurs du système donné et que cette ligne (Faction passe par le point de rencontre des côtés extrêmes d'un polygone funiculaire du même système.
Ces conditions étant remplies, la force cherchée F n+ i a pour vecteur dn+x a t .
». — Nous avons voulu donner les conditions de possibilité sous leur forme la plus générale, c'est-à-dire en faisant usage de l'un quelconque des polygones funiculaires du système. Mais on peut donner à ces conditions une forme plus simple en choisissant un polygone funiculaire Q ayant pour premier côté la ligne d'action donnée de la force inconnue F n+ i. La condition de possibilité du problème consiste alors simplement en ce que le polygone Q soit fermé.
Cette condition est évidemment nécessaire, et il suffit de prouver que si elle est remplie, les deux conditions du numéro précédent seront satisfaites. Mais si le polygone Q est fermé, la seconde des conditions du numéro qui précède se trouve remplie par là même, et il reste seulement à montrer que, si coati et oLn+i <p' coïncident avec la ligne d'action F w +i, cette ligne sera parallèle à a { a n+ i. Or les rayons polaires pat et pan+2, qui sont respectivement parallèles àcoa, età a n+1 <p', seront alors parallèles à F w+ i; les trois points p, ai, a n +2 seront donc sur une même droite parallèle à F w +i.
Deuxième cas (m = 2).
il . — Pour m = 2. le tableau (A) devient :
Fi F„ F,i^-î F,,^
'it a* 0>*-m fl«M GiM-3 (oua t )
Dans le polygone P„', le seul sommet inconnu est a n +e ; mais il faut que a n +\ <tn+* ot a\ a n +% soient respectivement parallèles aux lignes d'action F n o-i, F^M-gffig. S8\
Dans le polygone P/, tous les sommels sont connus, puisque c M -t-i est à la rencontre de a„ <j> et de F„.h, cl que oc+g est à la ■encontre de o>x t et de F n+ g. De plus, le rayon polaire pa n +2 loit être parallèle à la droite *„+i «„+• à laquelle on donne le loin de ligne de elàlure du polygone P ( .
Il résulte de là que la condition de possibilité du problème onsiste en ce que le rayon polaire pa„+i parallèle à « M +t *«+« il les droites a n + t «,,4.*, ai o n +* menées par «„+i et par ai pa- ■allfelcment à F„4i et à F„+î, doivent concourir en un même joint a n +t situé à distance finie.
Ainsi, pour qu'on puisse équilibrer, à l'aide de deux r orces F„4.i et F„+g dont les lignes d'action sont données ians un même plan, un système de forces situées dans
je plan et appliquées à un. corps rigide, il faut et H suf- 1t que le, rayon polaire parallèle à la ligne de clôture i'unpolygone funiculaire du système donné, et les parallèles •notées respectivement, par l'origine et par l'extrémité du oolygone des vecteurs de ce système, aux lignes d'action de la seconde et de la première force inconnues soient trois droites qui concourent en un même point situé à distance Unie.
Celle condition étant remplie, les forces demandées F n +i, F,i+j auront respectivement pour vecteurs a„± t «„_(.*, a n +% a,.
*». — La proposition précédente se simplifie, quand, au lieu d'employer un polygone funiculaire quelconque, on fait usage d'un polygone particulier. Par exemple, si les lignes
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d'aclion données des deux forces inconnues F H +t, F n +2 se coupent eu un point 0, à moins que certaines raisons n'aient déjà imposé ou n'imposent ultérieurement un polygone funiculaire déterminé, il est naturel de faire passer par le point le premier côté du polygone funiculaire à tracer ; la condition de possibilité du problème consiste alors en ce que le dernier coté de ce polygone funiculaire des forces données vienne aussi passer par le point 0. (Test qu'en effet, le pôle p n'étant alors astreint qu'à se trouver sur une droite donnée passant par a n pa n +\ et a n +9 a n+ 9 ont des directions distinctes, et par suite aussi les droites a» + i 7*+* et ¥ n {\ qui sont respectivement parallèles aux précédentes. Mais a»+2 coïncide ici avec ; donc, la ligne de clôture a n -f-2 a tt +i devant passer par et être distincte de Fn+i, il faut que an+i soit aussi confondu avec 0.
Tt oisième cas* (m = 3) .
M. — Pour m= 3, le tableau (A) devient :
Fl F rt F tt+ i F tt+ 9 F tt +;î
a { a* a H+i a n ±* a n +z a n ^ (ou a v )
w *i a» <p a M ^i y-H+g an+3 o' (ou coa,).
Dans le polygone P/ (fig. 39 et 40), on connaît les sommets a it a*, . . a n+i et même «„+.* qui coïncide avec 0\ ; il reste donc A connaître a^* et «,4+3 ; mais on sait que les cotés
doivent être respectivement parallèles aux lignes d'aclion
Fa-fi, F^», F„4.3.
Il résulte de là que pour achever le polygone P/, il serait nécessaire de connaître la position de la droite a n +x a n j^ que nous désignerons par L et dont on ne connaît encore que la direction qui est celle de F n +* ; celte droite L donnerait en effet a n +2 et «,,+3 par ses intersections avec la parallèle a n +izh F„_f.| menée par a n +{ et avec la parallèle a\z à F w +3 menée par ai.
Dans le polygone P/, oti a d'abord ènie a n+1 (intersection de «„p et de on de M*i el de F„+ 3 ). H ne reste do immet «„ +i . Mais ce sommet doit ap[ jii donnée de F„+ï, et il doit en ouln i+i an+i, «n+t an+a soient respect lyons polaires encore inconnus pa„+i
Le problème graphique û résoudre isiTcr dans un angle donné a,za„.
ranl une direction donnée ¥ n +t et tell îctivemenl par «„+i et «„ + 3 des par >s parallèles se coupon) par la droite 1
Or, si l'on mène pu parallèle à xn+i et I les points où pu et F n +t c i+e ff„+3 et rtn+i otn+3, on voit que h ,+i an+g «,,+s satisfont aux condition i grandeur et en signe la proportion
*"»!+« Kt+3
Kn n+3 la n+l
Or, comme le dernier rapport est Ci ent an suivant : Inscrire dans un an; -oilc fl„ +î ff„_f3 ayant une direction
a'unti autre droite donnée pu la part a„+t, K« n +3 dont le rapport p est do
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Ce problème étant déterminé, on voit que les polygones P' , Vf peuvent être complètement tracés, sans imposer aux données aqcune condition. Donc on peut, en général, faire équilibre aux forces données Fi, Fg, ... F n quelles qu'elles soient, et les vecteurs des forces inconnues F n +i, F„+$, F n +$ sont les segments a n +\ a n + 2 , (h+2 ««+3, tfn+3 <*% que nous savons construire, ou plutôt dont nous avons ramené la construction à une question de géométrie fort simple que nous allons d'ailleurs examiner.
Il s'agit de trouver le point K où la droite cherchée L coupe la droite fixe pu. Or, si Ton mène Kz jusqu'à sa rencontre/ avec une parallèle quelconque gh à la direction donnée de L, on aura :
th _ Ka n+2 _ t( J ~ Kan+3 _ P '
Donc il suffit de mener dans l'angle Z une parallèle quelconque gh à la direction donnée F w _|_g, de la partager dans le rapport donné p, puis de joindre le point de division t au point z ; tz coupera pu au point K, et la parallèle à F n _j. s menée par K donnera les sommets a n +* et a n ^.
*4. — Cependant, le problème peut être indéterminé, vu que tz et pu peuvent se confondre (fig. 41). Alors toutes les parallèles à F n +2 sont partagées par pu dans le même rapport, et a n +% et a n +3 peuvent Être pris arbitrairement sur a { z et tf n +i^, pourvu que la droite qui les unit soit parallèle h Fn+g.
Quelles conditions doivent remplir les données pour que ce cas se présente ?
Faisons la figure dans l'hypothèse en question (fig. 39 et 41) ; soit M l'interjection de F„+i et de F n+3 , et MF la parallèle h F n+ 2 menée par M. Les triangles On+^Zn+z, a,i+i Ma n _j_ 3 satisfont aux conditions du n° 9 ; on a donc :
I'« n + 8 Ka n -f 3 I%+i Donc F coïncide avec I, et par suite la droite IM avec F n _j.«,
n CHAPITRE IV •
■n sorte que les trois forces inconnues F„+i, F„+g, F„+3 doient èlrc concourantes.
Ainsi, en résumé : Les vecteurs des trois forces inconnues ont déterminé», à moins que les lignes d'action données de ■es trois forces ne concourent en un même point, auquel cas l y a indétermination.
tki. — Lorsque m est supérieur à 3, le problème est indéterniné ; car on rentre dans le cas précédent en se donnant arbirairement les grandeurs de toutes les forces inconnues, sauf ■elles de trois d'enlre elles.
l'.quililiro des corps rigide» non libre»; réaction» de» olttttneleN.
m — Les principes qui précédent trouvent une application mmédiatc dans l'équilibre des corps gênés.
Un solide qui possède des points fixes ou qui s'appuie sur les corps lixes, n'est plus libre de se mouvoir d'une manière irbilraire. On donne le nom de réactions des points lise» ou les appuis aux forces qui tiendraient lieu de ces obstacles en iroduisant les mômes empêchements. Le solide exerce d'aileurs, a son tour, sur les obstacles, des actions qui, égales et contraires aux précédentes, reçoivent le nom de pressions. Snfin on appelle forces directement appliquées les forces exérieures, autres que les réactions.
Le problème de l'équilibre des corps gênés se compose de lo deux parties :
i" Trouver l'expression graphique des conditions que doivent emplir les forces directement appliquées au solide gêné pour 'it'il y ait équilibre.
2° Déterminer graphiquement les réactions des points fixes •u des appuis.
Il importe de connaître les réactions pour pouvoir donner iux corps et aux constructions qui les supportent des dimenions qui leur assurent une résistance suffisante.
Les solides que nous considérons ici seront supposés symériques par rapport à un plan dans lequel sont situées toutes es forces directement appliquées ; de la sorte, les points du
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corps si lues dans le plan des forces ne sauraient sortir de ce plan. Quand il s'agit ici d'un point du corps, c'est toujours d'un point situé dans le plan des forces, et lorsque nous disons qu'un corps a un point d'appui A, nous entendons que sa section par le plan des forces s'appuie au point A sur la section faite par le même plan dans l'obstacle fixe.
57. — Un point fixe peut anéantir par sa résistance tout système de forces ayant une résultante passant par ce point, et il ne peut d'ailleurs détruire que des forces remplissant ces conditions. On peut donc supposer le point fixe supprimé, k condition d'adjoindre aux forces directement appliquées au corps une force ou réaction convenable passant par ce point.
Lorsqu'un corps s'appuie sur un obstacle en un point A, toute force passant par ce point et pressant le corps sur l'obstacle peut être décomposée en deux, l'une normale, l'autre tangente à la surface de l'obstacle. La première est détruite par la résistance de l'appui, et la seconde a son plein effet, si comme nous le supposons, il n'y a pas de frottement. L'appui ne peut donc détruire que des forces ayant une résultante agissant suivant la normale en A, et Ton peut supposer l'appui supprimé, à condition d'adjoindre aux forces directement appliquées au corps une, certaine force ou réaction agissant suivant la normale en A et dirigée de l'appui vers le corps.
Il y a donc, d'après cela, une différence essentielle entre la réaction d'un point fixe et celle d'un appui ; tandis que, pour la réaction d'un appui, on connaît la ligne d'action, pour la réaction d'un point fixe, on sait seulement qu'elle doit passer par ce point. Si donc on donne le nom de réaction simple h toute réaction dont la ligne d'action est donnée, on voit que la réaction d'un appui est une réaction simple, tandis que celle d'un point fixe équivaut à deux réactions simples, qui sont ses composantes suivant deux droites choisies à volonté parmi celles qui passent par le point fixe. La réaction de tout point fixe étant ainsi remplacée par ses composantes suivant deux droites assignées, le problème de l'équilibre du corps gêné se trouve immédiatement ramené au problème du n° Ï8 que nous avons étudié avec tous les développements
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qu'il comporte. Ainsi le cas d'un appui un tq les n"" i9 et 50, celui de deux appuis ou d'ur rapporte aux n" 51 et 52; le cas de trois appui 51, etc., On peut donc considérer actuellement i la recherche des conditions d'équilibre d'un des réaction» des obstacles, et il ne nous reste ce sujet, qu'à ajouter quelques brèves observai
S*. — Et d'abord quand, dans te problème gt les forces inconnues sont des réactions, os co lement leurs lignes d'action (n* 57), mais enc* la réaction doit être dirigée de l'appui vers le c donc quand on aura trouvé, comme nous l'av à 85), les vecteurs des réactions, vérifier si ce le sens voulu.
«!». — Il résulte du n" 31 que les réactions s minées :
1* Dans le cas où, le corps ayant un "point fi: la normale à l'appui passe par le point fixe.
2° Dans le cas où, le corps reposant sur tr normales aux trois appuis concourent en un iï sont parallèles)
Il est vrai que, dans la nature, les pressions e: corps aux différents points de contact avec les nécessairement déterminées dans tous les cas ; i rien de paradoxal. Nos raisonnements et par su sions ne concernent pas les corps naturels qui ou moins élastiques ; ils se rapportent umqueme rigides, et par conséquent purement liypothétîqu< corps fictifs, qu'on introduit dans la science à s cililcr la voie, 1rs réactions dans les deux cas citt ment indéterminées. Ce qui serait vraiment serait qu'on pût, en général, trouver les réacti corps élastiques et dilatables, sans faire inlcrver de lu chaleur cl de l'élasticité.
«». — Les réactions d'un corps rigide sont e
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minées lorsque ie corps repose sur quatre appuis ou renferme deux points fixes, car alors le nombre des incoBBues étant égal à 4 on rentre dans le ca» du h» 55.
Toutefois le cas de deux points fixes Ot et O g doit nous arrêter un instant.
Soient Hi et Yi les composantes de la réaction du point t suivant la droite OiO*X et suivant la perpendiculaire élevée au point Oi sur cette droite ; soient de même H 2 et Vg les composantes de la réaction du point Oo suivant t 0«X et suivant la perpendiculaire O^Y; soient enfin FiF*. ...F n les autres forces directement appliquées au corps. Fj, F$,....F n sont données et les inconnues sont H*,Hi,V|,Vt(fig. *2). Le tableau (À) devient ici
Ft
F n H 2 Hi Vi V*
an 0,,+ 1 a n +% a n + 3 a n +t a n +s (ou a { )
,1+1 a n +2 a n+3 a n+4 w' (ou wa,)
Dans le polygone Y v on connaît d'abord les sommets ai... a w +t et le sommet a n +5 qui coincide avec a t ; on sait de plus que a n -\2 est sur la parallèle à o t o È menée par a n +i, que On+4 est sur la parallèle à o,y menée par a,, et enfin que 0^+3 est le point commun à ces deux droites. Il n'y a donc d'inconnue que la position de a w +2 sur a n +i a n +* et celle de a n +4 sur a n j^ a v .
y Hl^
iL il.
Fig. £>.
Dans le polygone P/, on peut avoir actuellement tous les sommets, mais an+i et & n +2 sont confondus en un même
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point de OjO.X ; le rayon polaire pa„.
x«+s x*:+t) csl donc déterminé et par suil mais le rayon polaire pa^t, devant êtn x (i +t a„ + ! qui joint deux points confon' et par suite aussi le point a„+% sur a„+\ vecteurs de V, cl \, sont bien dél !(h+3 n«+ii a,t+i <t, ; quant aux vecleu somme seule a,,+\ a,,+a est déterminée, la position de a„+s sur a n+l o„+a-
Ainsi dans le cas de deux points fixes wtion des réactions ne porte pas sur tes Hculaires à O, 0„ mais seulement sur te, cette droite, composantes dont la somme
Courbes funiculaires d'un système de forées
réparties.
Oi. — Au lieu de forces finies et isolées, on a souvent à considérer des forces infiniment petites, situées dans un même plan, et se succédant d'une manière continue le long d'une ligne donnée de ce plan. Voici ce qu'il faut entendre par là :
Désignons par (A) une ligne plane rapportée à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Qy (fig.43). Ai étant un point choisi à volonté sur cette courbe, désignons par s Yabscisse curviligne d'un point quelconque A m de ladite courbe, c'est-àdire la valeur algébrique (positive ou négative) de l'arc AiA m . Supposons que sur chaque élément infiniment petit (/5=A m A m 4.1 de la ligne (A) s'exerce une force infiniment petite F, située dans le plan xoy, et dont les composantes parallèles à ox et à oy aient pour expression :
/ (s) ds y 9 (s) ds y
/ (5) et 9 (5) étant des fonctions données. Nous aurons ainsi un système (S) de forces infiniment petites et se succédant d'une manière continue le long de la courbe (A); c'est ce qu'on nomme un système de forces réparties ayant (A) pour directrice. Tel est par exemple le système formé par les actions de la pesanteur sur les éléments d'un fil attaché à ses deux extrémités.
• •• . .•*" ''*■ *»- •• w ,Tr ■'■■ • -v
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». — Que deviennent pour un tel sy eurset les polygones funiculaires?
Dur le voir, nous supposerons d'ab divisé en parties finies, mais tr
i»i+[, ... A„A„+i, cl qu'en un poin iions, telle que A,„ A m +i, s'exerce i posantes parallèles à ox et à oij aien ession :
/(A,A m )A fn A HI+1 , i système des forces F,, F,,
. F„a gonc des vecteurs ai a, ... a n+ ,ci ui ... a„<p qui seront bien déterminé ié les points de départ ai et a> des à g pôle 0. La question posée ci-des deviennent ces deux polygones, Ion Is a u et w. on augmente indéfinim as de la ligne (A), de telle sorte que zéro.
Figure *3 msidéronsd'abord le polygone des v
quelconque do ses sommets, la droite a x a m est le vecteur de la résultante R m des forces Fi, F,,... F m _i qui agissent sur Tare ÀtA m . Donc, si laissant fixe le point A m que nous désignerons par M (fig. 44), on fait tendre vers zéro les divisions de la courbe (A), le point a m aura pour limite l'extrémité m du vecleur a\m de la résultante p, des forces infiniment petites qui s'exercent sur Tare AiM=s. Le lieu des points m obtenus de la sorte, en faisant varier s, sera une ligne {a) bien
Figure 44.
déterminée vers laquelle tendra le polygone des vecteurs considéré ; nous lui donnerons le nom de ligne des vecteurs du système (s) des forces réparties.
Passons au polygone funiculaire. Les côtés coai, a m -i a w , (fig. 43), qui sont respectivement parallèles aux rayons polai-' res Odi et Oa m se croisent, comme on sait, sur la droite R m ; le sommet a m est donc l'intersection de ¥ m et de la parallèle au rayon polaire Oa, n menée par le point b où R, H rencontre <oa t . Mais le côléa, n _i a m du' polygone des vecteurs ayant pour limite la tangente mt (fig. 44), la ligne d'aciion F m a pour limite la parallèle MO menée par M à celte tangente mt. Donc, le sommet a m a pour limite le point y. intersection de MO et de la parallèle [*p au rayon polaire Om menée par le point (1 où <*><x rencontre la résultante p*. Le lieu des points (x obtenus de la sorte, en faisant varier s, sera une ligna (a) bien déterminée vers laquelle tendra le polygone funiculaire considéré lorque les divisions de la courbe (A) tendront vers zéro. On donne à celte ligne (a) le nom de courbe funiculaire
du système (s) des forces réparties ; c'est, nous pour bien fixer les idées, le lieu du point y, d de MO et de pp, MO étant la parallèle à mt men trémité M de l'arc AiM = s, et [ï|i étant la par menée par le point commun au* et à la résulii
•s. — Il importe d'observer que la tangent courbe funiculaire («) est la droite Pp.
En effet, soit j/ le point du lieu {%) qui répoix tangente en (t, c'est-à-dire- la limite de ^u.', iorsqi restant fixe, M' tend vers M (lig. 44), sera aussi a»i «m+i ; mais, a m oc m -H étant constamment pan sa limite est parallèle à Om ; la tangente en pesl lèleàOm menée par p, c'est-à-dire précisément 1
Propriété fondamentale des courbe» fui
ai- — Voici un théorème qui facilite singulière] des courbes funiculaires (fig. 45) :
Si ton décompose la directrice (A) d'un sy.
forces réparties en portions A, A„ A, A„... fii qu'on sache trouver les résultantes Ri, R a ... des niment petites qui s'exercent sur chacune de < et, si Ion construit le polygone P, ou ai aj... dei tm polygone funiculaire Pr ou waut,... de ces rés R,...;
1* La courbe des vecteurs (a) du système (s), origine a„ est circonscrite au polygone P„;
2 e La courbe funiculaire (a) du système (s), . a et a pour pôle le pâle du polygone Vf, est h ce polygone funiculaire P > ;
3" ies pomte de contact de la courbe (a) « (i>*„ ot, a,,--- ^ w polygone P r sont situés respectx les droites A t ^ lt A,(i (1 ... menées par les points de la directrice (A) parallèlement aux tang.
courbe des vecteurs (a) aux points ai , a,,... dé qui sont les sommets du polygone Pr.
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Pour fixer les idées, supposons que Ton décompose Tare de la directrice en quatre parties X t À 2 , A, A„ A 3 A ; , A 4 A B
(fi* 45).
Puisque les côtés a x a â , a % a 8 , a s a-, a % a 5 sont les vecteurs des résultantes partielles Ri, R 2 , R s , R., les droites a t a iy a x a„ a, a t , a x a 5 seront les vecteurs des forces
R„ Res^R,), Res (R„R 8 ,R 3 ), Res (R t ,R„R 3 , R<)
c'est-à-dire des résultantes des forces infiniment petites qui s'exercent sur les arcs
AjAj, AjA 3 , A,A ; AiA B
Donc, d'après la définition même de la courbe des vecteurs (à), les points a,, a», a 3 , a 4 , a fi seront situés sur cette ligne ; ce qui démontre la première partie de l'énoncé.
Pour prouver la seconde et la troisième parties, considérons,
Fig. 45.
par exemple, le point j/. 3 où le côtéot 8 <Xj est coupé par la parallèle A 8 (A 3 à la tangente a z t z ; il faut faire voir que la courbe funiculaire (a) passe par »/. 3 et y a pour tangente le côté a 2 a 3 . Or, appelons p, l'intersection de o«, et de a 2 a s ; ce point p t
jariient à la résultante de R, cl de R„ tante de toutes les forces infiniment il sur l'arc A,A 3 . D'ailleurs pi«,K, est laire Oûj ; donc (n»' 62 ot 63) le point fi, t ) et celle ligne a pour tangente en ce ]
B5- — Il est presque inutile de faire rer.
; propriétés des polygones funiculaires s ur les courbes funiculaires ; il suffit de onces aux côtés du polygone des vecleui niculaires les tangentes à la courbe des v« s funiculaires.
C'a» de* forée* parallèl
M. — Le cas usuel est celui où les fo .ralléles ; pour faciliter le langage, nous 1 ^ales, bien que ce que nous allons dire e 9 forces aient une direction commune d't Voici comment se pose alors le problèn Prenons pour diroclricc (A) une borizor i plan des forces (fig. 46).
Sur chaque élément MN=flîrde la din le force verticale et égale pdx y p étant u j l'abscisse AM =x du point M.
Au point M, menons une verticale MM', , où celle ligne rencontre une droite lix.
je AiB, du plan des forces, portons un seg lieu du point M', extrémité de ce segme spie bien définie A Mil' que Ton nomn a force pdx qui agil sur l'élément MN on :
MN.M,M
i voil que la charge sur ecl élément < lire MiM'N'Mi ; c'est une force verticale ipliquée au centre de gravité de ce Iraj
sur une position finie AM de la directrice sera p l'aire A,A'M'M|, et appliquée au centre de graaire ; en particulier, la charge totale sera ro- 'aire A.A'B'B,.
yons comment on construira, d'après nos prînes vecteurs (a) et une courbe funiculaire («) do iharges.
vecteurs (a) est une droite verticale; a, étant à volonté pour origine, on aura le point m t un point quelconque M de la directrice AB, a verticale du point a, un segment am reprége sur AM, c'est-à-dire un segment contenant de longueur que la charge A,A'M'M, contient d'unités d'aire.
Pour construire le point correspondant u de la courbe funiculaire' (x), on commencera par prendre arbitrairement un pôle et une parallèle quelconque ui, au rayon polaire On,. La résultante lUdes forces agissant sur AM —x sera égale à
n et dirigée suivant la verticale du centre de \ A'M'M, ; pétantl'intersectiondesdroilesRje ra %\k parallèle à Om jusqu'à sa rencontre [/ le MM', qui représente ici la parallèle à la ta ligne des vecteurs. D'ailleurs, la tangente e ) sera la droite Pji.
•V. — Le tracé qui précède est celui qui rés nent de la définition de ta courbe funiculaire lis le théorème du numéro C4 fournit un mmode au point de vue graphique. Voici ei Ho (8g. 47) :
On divisera ATÏ en plusieurs parties égates oi emplc en quatre. Les ordonnées 11', 22', 33'
Fig. 47,
vision 1, 2, 3, diviseront la surface des char iatre parties dont on déterminera les aires a le les centres de gravité Gi,G„G„G ( . Dans la ons pris pour base de la surface des charge oite quelconque A,B, comme dans la fig. 46, B elle-même, et nous avons placé la surface d •ssus de AB et non au-dessous. Cette ilisposi rt usuelle, n'influe en rien sur In généralité i
tion. On portera sur une verticale des segments successifs a 1 ^,, a^a^dta^ a>a s mesurés par les mêmes nombres que les aires partielles <s l9 <r s , <r 8 , <j t ; a { a z sera le polygone des vecteurs (a).
Après avoir choisi un pôle iz à volonté, ou construira un polygone funiculaire ci>a l a J tt 8 a 4 'p des forces qui ont respectivement pour vecteurs a { a ly a t a z , a 3 a^ a k a h et pour lignes d'action les verticales des points G lt G 2 , G„ G 4 . On prolongera les verticales séparatrices AA', H', 22', 33\ BB' de la surface des charges jusqu'à leurs rencontres & , i lt \, 8„ S 4 avec les côtés iùtti^cL^ a,a s , a 8 a 4 , <x 4 <p, du polygone funiculaire. Enfin on tracera une courbe touchant ces côtés aux points & S,, K S 3> S; ; cette courbe sera la réalisation d'autant plus exacte d'une courbe funiculaire qu'on aura divisé la directrice AB en un plus grand nombre de parties.
En faisant varier la position du pôle 7? et celle du point S, où le premier côté uai rencontre la verticale AA', on peut obtenif de la sorte, pour une même surface des charges et pour un même mode de division de cette surface, une infinité de polygones funiculaires auxiliaires <i)a t a*a 3 x 4 <p, et par suite une infinité de courbes funiculaires S^S^S;.
Un problème usuel consiste à tracer celle de ces courbes qui répond à une distance polaire donnée 8 et qui coupe respectivement la verticale AA' et BB' en deux points donnés 8, et 8 4 . On construira d'après le procédé du n° 30, le polygone funiculaire qui remplit les trois conditions prescrites ; la courbe demandée touchera les côlés de ce polygone aux points où ils sont rencontrés par les verticales séparatrices AA', H', 22', 33', BB'.
On peut aussi, au lieu d'employer la théorie des figures homologiques, appliquer au cas particulier qui nous occupe la solution générale du n° 29. Voici à quoi elle se réduit ici : après avoir tracé un polygone funiculaire d'essai, à l'aide d'un pôle placé à la distance donnée, on mènera par ce pôle la parallèle à la droite qui joint les points où le premier et le dernier côté du polygone d'essai rencontrent AA' et BB' ; par le point où celte parallèle rencontre a k a^ on mènera la parallèle h la ligne qui joint les deux points donnés &„, $<> et enfin on
placera ie pôle, sur celte pai a t a 5 .
Il n'y a plus rien à ajouter t point de vue graphique ; mais :
de vue analytique. Il est, en el l'équation des lignes funiculai rallèles réparties.
Équation de la et
•s. — Reportons-nous à la des x la directrice AB et pour A, le sens positif des abscisses droite, et le sens positif des 01 formément à nos conventions.
Soient x cl y les coordo celles d'un point quelconque a donne la fonction qui exprin Il est commode, et d'ailleurs t cette fonction p par la dérivée qui s'annule, ainsi que sa déri la sorte, la charge sur la pai A,A'M'M,'aura pour expression
Cela posé, désignons par 8 en grandeur el en signe, c'est-à extrémité le pâle et pour orig sur la ligne des vecteurs ai b ; points et m est 8. Quant à !
mêmes points, elle est égale à
q désignant la différence «,E ei a,. Le coefficient angulaire de 1
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igentejlu. à la ligne funiculaire (a) au point y. Om, l'équation différentielle de la ligne (a)
, par intégration, l'équation en termes finis :
-. l'ordonnée à l'origine, c'est-à-dire l'ordonnée gne funiculaire rencontre ia verticale du point celte équation renferme, comme cela devait antes arbitraires :
ation géométrique est bien définie. On- pourra constantes de manière à faire passer la courbe donnés.
u de passer de l'équation (1) à l'équation en peut, pardifférentialion,en déduire l'équation second ordre :
^y = _P dafl t'
lile plus tard.
i particulièrement intéressant est celui où la orme, c'est-à dire où le coefficient p, au lieu ion de x, est une constante, harges A'B' est alors une droite parallèle à la
an a f{x)=px et par suite l'équation (2) de-
y=g, +sLx— - pxA.
oie dont les diamètres sont verticaux.
..'ordonnée du point a où la courbe nt A est y, ; en désignant la longue;
it successivement x = l et x = - , <
points fl et y où la courbe rencontre ;elle du milieu de AB, c'est-à-dire allèles à otfi. Le problème sera donc
arc rfc parabole ayp, connaUsint d( l $dela courbe et le point y où cetti ire conjugué de la corde a(J (fig. 48) je moyen le plus simple d'obtenir ; idra ainsi que les tangentes en ce te propriété bien connue de la par
allèle à Taxe compris entre le poin génies et la corde de contact est itn p gente en ce point est parallèle à ta c< l'après cela, en prolongeant ly d'uni -même, on aura les tangentes ke a tangente en y sera la parallèle yS fï on mène la parallèle à l'axe jusqu le milieu y. de SK sera un nouveau ingénie en ce point sera la parallèle tinucra, en opérant aux points i et point S ; et ainsi de suite,
procédé également très recommandai) le consiste oi d'un polygone funiculaire, comme nous l'avons i n* 67. Du reste, en y regardant de près, on voit ix procédés ne différent guère qu'en apparence ; on ûvement dans le premier ce qu'on fait simultais le second.
cette parabole funiculaire relative a une charge intervient souvent en statique graphique, nous Dre indiquer le moyen de déduire des données
éléments fondamentaux (axe, paramètre, sommet, îlricc, etc.) de celte parabole (fig. 49).
l'axe inconnu, &N et pN' les normales en a et fi, 1' ijections de a el do p sur l'axe, enfin Q la projection *. On aura, puisque la sous-normale est constante,
el par suite Qf} = NN'; la figure NN'pQ sera rallélogramme ; par suile QN esl parallèle à pN',
perpendiculaire a la tangente 6p. De là cette règle :
pris yô = Iy, et tiré les tangentes 8a el 6p, menez maie et la perpendiculaire à la direction de l'axe ; sur cette perpendiculaire, et du point Q ainsi obtenu
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ine charge uniforme, en a f (x) =p = constante,
se réduit à
de deux facteurs positifs dont la somme est ut maximum, d'après un théorème bien ■s deux facteurs sont égaux, c'est-à-dire pour
iée maximum de la parabole, comptée à partir
ure, est donc située sur la verticale du milieu expression
.téressant est celui où la charge, au lieu d'être coefficient
anle.
devient
«ssX+j/»
c'est-à-dii'C en comptant les abscisses a AB,
,0) y =ot(?- x *)( s 5
Un coup d'œil jeté sur le second men
que X varie de — - / à + - /, Y devient i
Donc, l'ordonnée maximum de la ligne f milieu de la directrice AB et a pour expr
<t.2.3.4)< <tK>
BAP1TRE VI
ien« et bypothè»e».
général, le nom de poutre droite à [ont les dimensions transversales sont i sa longueur.
i outre, que ce prisme ait un plan de arêtes.
Fig. 50.
)Y deux ases rectangulaires, G» et fi, l, et (G) une aire plane ayant un axe L les dimensions sont très petites par G„ G, ; la poutre considérée sera le re (G) se mouvant de telle sorte que i décrive la droite G„ G,, que son plan ile et que son axe de symétrie reste
La droite G„ G G, prend le nom de donne en général le nom de fibre à la li parallèle à OX, qu'engendre, dans le m un point quelconque M de cette surfact infiniment petit ? de cette aire décrit position du point M dans le plan de la leurs définie par les coordonnées GN port à l'axe de symétrie GL et à la perp de symétrie XOY.
Si des forces, situées dans le plan ) certaines limites, viennent à exercer lei ce corps subira une légère déformatior symétrie, la fibre moyenne ne sortira l'on admet que, dans le passage de l'ét; à son état final, toute section transvet section dont le plan était primitive™ moyenne, se déplace comme si elle normale à la fibre moyenne déforme son centre de gravité.
ttaceeurei alternent relatif
**- — De cette hypothèse, que l'es suite immédiatement une expression r< cissement relatif d'un élément de fibre tribuons d'ailleurs ici au mot raccourci absolu, mais le sens de variation de lo raccourcissement négatif représente un
Soient g, m, n les points où la sertie niment voisine de (G) rencontre resp naturel, la fibre moyenne G„ G G,, la fil et la projection N„ N N, de cette demi' métrie (fig. 50).
Désignons par rfX ta valeur commi (ig. Mm, N», et convenons de représeni qu'a prise, après la déformation, un \ poutre, par la lettre même qui désigna
ît cette lettre d'un accent ; on aura dès ■ les raccourcissements relatifs des élé-
G s Gi y
libre moyenae et de la fibre quelconque
dX
oy - mw
t de rencontre de G' N' el de y' n', et dédf les angles que font avec OX les tani fibre moyenne déformée. En vertu des ur le mode de déformation, les droites laies à G'„ G', et égales à u, tandis que lerpendiculaires au plan XOY et égales
= K'C.<^ , G'ff'—G'C.df
- M' m' = C N' rftp — wrfç
■ nous avions en vue et qui permet de ement relatif d'un élément de libre quelîait la déformation de la libre moyenne.
Slg
lé,
uni lire Ion P' G) infi a fi
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V d'une section transversale quelconque (G) ■■ en deux tronçons (A,) et (A,). Désignons par i forces extérieures (charges ou réactions d'apent sur le tronçon de gauche (A,1 et qui, il ne ier, sont supposées toutes contenues dans le ie XOY (ng. 50).
uvent être réduites à une force unique /appli-
un couple k situé comme /"dans le plan XOY.
à son tour êlre décomposée en deux, l'une N l'autre T suivant GU.
;nd, suivant son sens, à raccourcir ou à allonivenne ; nous lui donnerons le nom de com-
au point G.
end à rompre la pièce, à la cisailler normales ; on lui donne le nom d'effort tranchant dans
île k tend à fléchir la pièce parallèlement au donne au moment M de ce couple le nom de tsanl relatif à la section (G).
ression (ou tension), cisaillement et flexion, is genres d'efforts auxquels la pièce est appelée aurait, en outre, à considérer la torsion si les "... n'étaient pas situées dans le plan XOY ou ienl pas réductibles a des forces contenues
rois quantités N, T, M qui varient d'ailleurs
1 de la section considérée (G), sont connues dès
s forces extérieures F, F, F"... Il est évident,
s les définitions du numéro précédent :
mpression N est égale à la somme des projec-
sF,F, F"... sur GX ;
rt tranchant T est égal à la somme des projec-
iF,F, F B ... sur GU:
toment fléchissant M est égal à la somme dos
orces F, F, F" .. par rapport au point G de la
Formule» foudami
4. — Nous nous bornerons au ca euient dons la pratique, où les for as à la fibre moyenne OX ; et, pot i dirons qu'il s'agit d'une poutn forces extérieures (charges ou réa lors la composante N disparaît et tranchant T et le moment fléchis:
ans la position définitive de la po les forces extérieures qui agtssen orces moléculaires qui constitue sur la partie (A„). Mais, au lieu , on peut sans erreur sensible, à < rmations, raisonner sur l'état pri >. qui, provenant de (A,), agit sur I décomposée en trois autres Ile, lleles à GX, GU et GV. Les corn] Uèles à GV, se détruisent deux à t par rapport au plan XOY, puisqui considérée comme rigide. Les cen .Uèles à GU, doivent équilibrer 1' reste, pour faire équilibre au co es, telles que Ra, parallèles à GX s de ces composantes sur OX do me de leurs moments par rapp< cà — M ; en d'autres termes on i
— M = SRsu
gne 2 s'élendanl à toutes les aire les les diverses fibres décompos ion transversale considérée (G).
l'on a égard aux formules (1 Jet (!
ne varient pas pour une
connue, la somme Euo- est re de gravité de la section; dente se réduit donc à 1 — o.
ne fibre neutre, c'eal-à-dire :ion ne s'allonge ni ne se
ient d'inertie I de la section lenée sur l'axe de symétrie
['équation déquarrissage ; ent a quels usages elle se
reissement relatif d'un éléj. relation (5) n'est au fond,
:as général où les forces exlérieu- 'est-à-dire où N n'est pas nul, le lieu de itéro : et alors 1 n'est plus n'est pas une fibre neutre.
comme nous allons l'expliquer imm
différentielle de la fibre moyenne d<
Il n'esl peut-être pas inutile de i
généilé des formules que nous ven
de la formule (5). Le premier mei
longueur, et il suffit de montrer qi cond membre. Or, M est le produit gueur, E est une force rapportée à dire le rapportd'unc force au carré un produit de quatre dimensions li
/et f désignant des forces et /, T, membre de la relation (5) devient :
c'est-à-dire le produit de rapport) d'une longueur.
fc* ligne éla
7*. — On donne habit uellemen à la fibre moyenne déformée.
L'angle y que sa tangente forn très petit, peut être remplacé par s
c'est-à-dire par — ; l'équation (5) (8) A ^=-
C'est une équation différentielle son intégration introduit deux coi qu'elle détermine la ligne élaslîqi points de celle ligne ou un point e
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graphique, on remplace cette intégration géométrique. Nous allons montrer, en ilion (7), que la ligne élastique n'est autre ire d'un certain système de charges fieligne élastique de la poutre considérée et ts pris à volonté sur celle ligne t.Imagiément dX de ta fibre moyenne G„ G L on fictive pdX égale à
hoisi arbitrairement ; puis, qu'avec une : à A, on construise celle des courbes fu- '. de charges qui passe par les points P et îculaire, qui esl ainsi bien déterminée, îation différentielle
quation différentielle (8) de la ligne élasurbes planes coïncident des qu'elles ont s cl la même équation différentielle du la ligne funiculaire considérée ne diffère <c. là ce théorème fondamental :
est une courbe funiculaire, construite tolaire quelconque b.pour un système gales à
ivers éléments dX de la fibre moyenne
qui précède convient a tous les cas. La re de section constante ou variable ; elle
peut être homogène ou h la même dans l'étendue Si la poutre est hom< variable, E est constant polaire
et la charge fictive sur cl
Si la poutre est à la f< E et I ne varient point ; polaire
et la charge fictive sur et
H». — Dans la pratîq l'épure en vraie grandeur
ses dans un rapport dont:
malions de la fibre moyt porte, pour les rendre plt rapport q les ordonnées conduit à construire, au li e, telle que les coordonn points soient liées aux c< dant de e par les formuli
nous donnerons à celte li
que de la ligne élastique
Son équation différent
mules (8) et (9); on a, en
nant comme au n" 80, que la ligne gne élastique % est une courbe fitune distance 'polaire quelconque irges fictives dont le coefficient est
poutre est homogène et de section niables ; on peut alors prendre pour
tire, et pour coefficient de charge
d'équarrlsuaffe.
nant à la relation (7).
ï qui serait capable de rompre une
ite égale à l'unité, en agissant à
.ns le sens de sa longueur de ma-
ir de i|< varie avec la matière de la
lie par des expériences.
ïpre une fibre de section n sera Aa,
i.' rompe pas, il faut et il suffit que
LA LIGSE ÉLASTIQUE 93
de celte force. Le moment de la force F G est égal à la somme
-(«-.)F,-pP.
mposanles; on a donc, pour le moment ction{G),
=— ï [(«—«) F, + pF«]
à toutes les forces extérieures qui agis- (A„) et qui, comme nous le savons, sont le symétrie XOY.
n différentiant par rapport à x
r axe des x la fibre moyenne d'une pou-
>'anchant est égal et de signe contraire
ornent fléchissant par rapport à tabs-
onsidérée.
ne suppose pas, comme on le voit par la
les forces extérieures soient normales à
corollaire : f effort tranchant est nul dans ni fléchissant est maximum ou minimum,
VITE ET MOMENTS D'INERTIE
milieu des cordes parallèles à une ; de gravité de l'aire est sur ce dia-
et, ce diamètre pour axe des x et la di-
ipondantcs pour axe des y, à chaque
idra un point (S, — r, ) ayant la même
e égale et de signe contraire ; or, la
nt de parties égales deux à deux et
iulle. On aura donc Y = o.
'e possède un axe de symétrie, son
ur cet axe.
un centre de figure c'est-à-dire un
de toutes les cordes qui y passent, le
tire coïncide avec son centre de fi-
le point o pour origine des coordon- ) de l'aire répondra un autre point rdonnées égales à celles du premier i; les sommes :
;, Sut)
a aura X = o et Y = o.
de gravité d'un parallélogramme est
tes diagonales.
e 5 est décomposée en plusieurs parir finie t et si (s,y,), (x,y,)... (x # y„), ies des centres de gravité g u g»...
s„ s„, les coordonnées Xet Y du
l'aire totale S sont données par les
. successivement les formules (i) aux
s, #, = lim. S u, j, s, tf, = lim. S o), ï)
s, x K = lim. S un '■ii
où les X s'étendent, dans la l'aire 5,, dans la seconde lîgi dernière ligne aux éléments i
5, x { + s, x t -+s, y. + Sj|f* +
où les S s'étendent aux éléme en vertu des relations (i), ces fèrent pas des équations (2), c
88. — D'après les formules composition des forces paraît* nies par les relations (2) peuv coordonnées du point d'apptit terne quelconque de forces pat s» et appliquées en g,, g,... g n
Si une aîreplane est décoi centre de gravité est sur ta d'un système quelconque de sens, proportionnelles aux aicentres de gravité de ces air
Centres de gravité du ti
s». — Chaque médiane d'u les cordes parallèles à la base que le centre de gravité de l de concours des médianes; ï longueur de chacune d'elles danle.
Il résulte de là que, si l'on trois poids égaux, le point d'à forces coïncide avec le centre
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idrilalère ABCD ; soit le point et I et K les symétriques de par es diagonales (fig. 52). Les triatile base BD, sont entre eux comme
ig. M.
de gravité G du quadrilatère est isullanle de deux poids, l'un égal
gravité du triangle ÀBD, l'autre le gravité du triangle CBD. D'aprécédent, on peut substituer à égaux à a et appliqués aux somorce trois poids égaux à c et ap- On a dès lors à composer en déliqué en A est égal à «, le second es deux autres placés en B cl D et i'après la composition des forces 'aux deux derniers poids, deux ur a -f c cX appliqués en et K ;
peuvent être remplacés par un .1 à a -+- c. Le centre de gravité l'application de la résultante de
0,1,K. Par suite il coïncide avec le OIK. Or si l'on nomme K et II
De là cette règle :
Le centre de gravité d'un quadrilatère s'obtient en proton-
TÉ ET MOMENTS Û'IM-HTIE
V et par S' l'aire HBMO. Comme la parallélogramme OHBA construit -corde AB, il suffit d'évaluer le raplivisons l'arc OB en parties très peinons les deux coordonnées de chairenant OA pour axe des x et OH mposcrons ainsi les deux segments vilignes tels que PMM'P', QMM'Q', •ndrontvers zéro, pourront, dans les «placés respectivement par les pa- ŒQ' que nous désignerons par a et
= lim. Sa
= lim. Sa'.
F _ PM . FM' 1È~ OP " MF
ort du deuxième membre est le coefe MM' ; il a donc pour limite le coefente en M c'est-à-dire
s sous-tangente TP est double de contact.
= lini^ = 2;
la
tiers de l'aîre S + S' c'est-à-dire du parallélogramme OHBA. Par suite l'aire du segment parabolique BOB' est les deux tiers de faire du parallélogramme qui a ses côtés égaux et parallèles à la corde et à la /lèche du segment.
liions i jet.
s abs S: ne
Ot.
r lim
du on a i
SXise dt
cisse vile t
etota OA.
fue h
nce di
if':o soit limitt
■îlatèresc'esla les grandcu i par ces poin et situées dar èles comme le rlionneltes au no desvccleui mènera, par mier pnlygom s; celle droi' îra donc (n* 8'
), l'inlorsectio et leproblèm
, dans ce cai pcul attribut
èlre.
opération, uni
vera le mèm lion attribué
/ du centre d
des deux droi
on, il faul ou naisonpourr nailre du choi ireclions ndop
«.«. r -«. .„.. ...» ...... , .v, (,.„.,. „„,^nt, onprendr
ces directions, à peu près, sinon exactement, perpendiculaire l'une à l'autre.
•j. — Voici des exemples :
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, en découpant l'aire, par dos sécantes pacurvilignes limités par de petits arcs our donné. En rapprochant suffisami peut considérer l'aire de chaque trapèze ait de l'ordonnée moyenne par la distance èles, et le centre de gravité de cette surmilieu du diamètre du trapèze. Quant au la première sécante et à celui qui suit la lilera à des triangles ou à des segments
out expéditif quand toutes les sécantes s à égale distance les unes des autres. Il ttrième proportionnelle à construire pour eurs qui doivent représenter les forces et elles aux aires partielles ; ces longueurs loyennes des trapèzes curvilignes, nserver dans toute l'étendue de l'épure ;anles parallèles, on partagera ces sécanchacun une équidistance particulière a, prend les ordonnées moyennes des tranpe pour représenter les aires de ces Irananches du second groupe seront les or-
mltipliées par -.ccllcsdutroisièmegroupe
moyennes multipliées par -, et ainsi de
intérêt, pour opérer rapidement, à preni b, c, qui soient en rapport simple avec
ïiiIm d'ordre supérieur.
„. défini au numéro 7 le moment d'une force
F par rapport à un point ; c'est, en grandeur et en signe, le produit
ITÉ ET MOMENTS D'INERTIE
stème de forces parallèles ayant les les premières. Le polygone de ces
t la figure rectîtigme n^m, m u+i .
ce polaire mesurée par d, construi-
aire uV|«'i x' a y des nouvelles
...m' a +i les intersections îles côtés vec la droite L ; la somme
+ v'nX n
,.rf;
nomcnls du second ordre
i' -r- -+■ Vi 1
it
moments du troisième ordre. En OtXt de la somme (7) est égal au
tm't+ t ■ d 1
ystème de forces parallèles ayant - 00 uiuu» .. 6 ..M u oviiwu que les précédentes. A l'aide du polygone m',m' t m'«+i de ces vecteurs et de la dislance polaire d, traçons un polygone funiculaire u"a",a"i et",© des
nouvelles forces ; puis, appelons m l ",m" t ,....m"*+i les intersec-
CHAP1T
des côtés successifs de ce ne
v"x l + v,"x s -+représentée par ie produit
jinruc on a
lit que la somme
nomenls du troisième ordi
nsi de suite.
la dislance polaire </ est pi aleurs numériques des son », du second ordre, du tro
CiltS
m x tr.t+\ , m,'m'i+,
ires à l'échelle des forces, commode de prendre la de longueur, il convient d< ou à une partie aliquolc es fadeurs numériques, pj irs des segments (8), soii les.
Moments
f, — S étant une aire plane lent petit de celte aire, .t\s à une droite quelconque t
AVITK ET MOMENTS D'il
mis de l'aire S, a une lit e limite le nom de mom droite A.
; aire plane S est décor son moment d'inertie e; ûrcs partielles, par rap
Fig. 57.
en bandes infiniment t e A (fig. 57). PQQ'P' él partageons-la à son l< rectangles infiniments s par x la distance qui t une MM' de la bande iar w l'aire du rectangle ie de l'aire S
I = lim 2<*r',
il ensemble tous les été jels x a évidemment ta
)rs a toutes les bandes, la limite précédente ci oduit
me MM' = y par salai Des lors si l'on considè nt la ligne d'action se t que le moment d'il
vriE ii yon de gin
île A mené ment infini e u, P et E IsPP', PM
!8tDul(a a 8C
:r rapport t %<jle reclan ition relati distance de
es moment e gravité.
M. — Prenons maintenant deux ases de coordonnées roc tilignes Gx et Gy passant par le centre de gravité G ; soit CI une droite quelconque pussanl par ce centre, et p le rayon d>
Ë liRAVlïE ET MuMEMS DNERTIE m
s droites issues du centre de gravité G d'une e des lotigueurs inversement proportionnelles ion relatifs à ces droites, le lieu des extrê- ■rs est une ellipse.
; ellipse le nom d'ellipse centrale d'inertie. ndrons pas sur les propriétés de cette ellipse ■ trouvera, sur ce sujet, tous les développetc dans le beau traité de Statique graphique (aurice Lévy. Nous nous bornerons à indiparli qu'on peut en tirer, le centre est connu, es l déterminée par trois ne de connaître ou de déterminer graphiîts d'inertie d'une aire S, par rapport à trois son centre de gravité G, pour pouvoir consrale correspondante et, par suite, pour ohtenoment d'inertie de l'aire, d'abord par rapuelconque passant par G, puis (u° 98) par e quelconque du plan, connaître les moments d'inertie de l'aire S droites passant par G, pourvu que ces deux ées suivant deux diamètres conjugués de inait deux telles directions, dès que l'aire S Ce diamètre Gx' qui passe par G (n* 85), et née par G aux cordes que Gx' divise en es, sont dirigés suivant deux diamètres je centrale. En effet, si l'on rapporte l'ellipse ordonnées Gx' et Gy', et si x et y désignent n élément u de l'aire S, on a évidemment s à tout élément <j en répond un autre ayant uc a, mais une ordonnée — y' égale et de ■elle de «. L'équation de l'ellipse d'inertie j// ne contient donc pas de terme en xy,ct droites Gx' et Gy' forment un système do Ss.
uupuuwuvi , =» l'aire S admet un axe de symétrie, cet axe el sa perpendiculaire menée par le centre de gravité G, sont les axes de symétrie de l'ellipse centrale, et il suffit, pour construire l'ellipse, de déterminer les moments d'inertie relatifs à ces deux
roites, qu'on nomme rr.
ui arrive le plus souvenl our les fers à double T sines donnent les deux pse centrale en résulte !
ents d'inertie relatifs i
100. — Ajoutons uiiii •aphiques,pour les centr ir l'emploi dos intégrale !S instruments, qui méri ins les ateliers, font co res, l'aire, le centre de
X APPUIS
u'on entend par poutre re, que nous représeniar ses extrémités A et lie soit souini.se à des joints d'appui, dans le m- le plan de la figure, ricurcs étant normales pressions disparaissent ents fléchissants et les 3 ce chapitre est la dépreunentee moment et nsversales de la poutre idiculaires à la libre
ant le mode do répartie isolées ou continues, •lies uniformément, ou alité ou seulement sur
ce est encastrée par un
Enlin, nous terminerons parla coi tique c'csl-à-dire de la ligne moyen)
('barges «ronce
■Ot. — 11 convient de commence verticales sont des forces isolées F,, faisons d'ailleurs abstraction du poi
La première chose à faire est la n appuis.
Ces réactions R et R' sont verticale A et B ; elles doivent équilibrer les détermination est un problème co construit le polygone des vecteur:
données F,, F„ F if F,, on trace, à 1' gone funiculaire tùt^t^x.^' des mê <ersection a du premier côté avec la l'intersection b du dernier côté avec dès lors si l'on mène, parle pôle n,ls de clôture ab, les segments \a, et les vecteurs des réactions R et R', déterminées.
Passons aux moments fl
Considérons une section transvers
ment fléchissant correspondant est la
rapport au point 1 des forces R, F,, f
ce point, et cette somme s'exprime (
kr. . OM
de la distance polaire kr. par l'ordon culairc qui est sur la verticale du poi leurs que d'après nos conventions, A positif des segments horizontaux et Les deux facteurs du moment fléchi (ifs, et par suite ce moment lui-mèm On donne au polygone funiculaire gramme des moments fléchissants, pi
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arlir de la ligne de clôlure ab, sont ncnls fléchissants des sections Irans- >rdonnécs ;le facteur A- reste en elTet ace la section.
point M se déplace sur un côté quoleulaire, dans le sens axtx&xji, l'oroit suivant que le cûté considéré est ssus de la parallèle à ab menée pari "ode là que le moment fléchissant est ;n un sommet du polygone ; et ce ïrisé par celle propriélé que les deux ïsl l'intersection vont eouper la ligne >ile, l'autre à gauche de l'ordonnée
issanl, nul en A, augmente, devient n passant par I",. puis diminue pour >int B.
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lu- dessus de icV c'est-à-dire quand <x. k tx.t+, va i ; il est positif au contraire quand wat.j., est c'est-à-dire quand «*a*+t va couper ab à égal à zéro, lorsque la section passe par le deux côtés qui vont couper ab l'un adroite, r c'est précisément dans celte section, nous iro précédent, que le moment fléchissant est
i une proposition générale déjà démontrée
Tétait pas sans intérêt de la retrouver, dans ,'^jj
lier, comme conséquence de nos tracés.
, si on le désire, faire en sorte que la ligne lygone funiculaire soit horizontale ; il suffit a et b à volonlé sur les verticales des points on leur donne le même niveau ; l'on tombe ,e connu (n* 29) : tracer avec une distance polygone funiculaire u'ttiMiCtiVtf' d'un système F 4 ; a,a,a,a*a E ),de façon que le premier côté ^
oint a et le dernier côté a,<p' par le point b.
Emploi de» échelle*.
uirions plus rien à ajouter sur la déterminafléchissants et des efforts tranchants de la lans les n" 102, 103, 104, si l'épure était randeur, c'est-à-dire si une droite de l'épure, présentait un mètre ou une tonne suivant ligne une longueur ou une force ; alors un, sures sur l'épure et ayant été trouvés, par îment égaux à M ,005, a ,013, 0",011, l'efserait égal à
0to»",005 i
ssanl à,
014) ou 0,000143 mètres tonnes.
ais on ne peut évidem gé d'avoir recours à l'i ongueurs, l'autre poui élanL un nombre donn -, lorsque une longuei
: par une fraction de t
i mètres est représenta
Tiple, si l'échelle est -
'ésenléc sur la feuille t it, si une droite mesur , la vraie grandeur de t, cette droite évaluée ',04X200 = 8 mèlre:
ie même, <p étant un ne
:es est - , lorsqu'une t< fraction de mètre égal i représentée par une
exemple, si l'échelle ■
nés sera figurée par ur : vecteur d'une force, ! à - ,04, la grande vent, le vecteur évalut L . 100 = 4 tonnes.
Oî- — Ces définitions is ayons à faire une t niées sont : 1* les vale>
la longueur de la pouti nilé gauche dos points
TE A DEUX APPUIS : CHARGE
ileurs, en tonnes,
les échelles - et - des longe
1 f 'épure la droite AB qui repn
égale à-. On portera on!
égales à y',-, y',-' de gai
;t les verticales menées par résenteront les ligues d'act
e sur une verticale, par exe îenls
? ' ? ' ?' f ^lygone dos vecteurs, elapr on tracera, comme il a été d t y\ sa ligne de clôture ab, 1.
ne h »V'i O; rcprésenlati
leraen mèlres, sur la feuille
\a l} et l'on aura:
Réaction Réaction Effort tranchant en
a-\ , un , k-x, OM
R = (Va, . ç) tonnes.
R'=: (fl t V . Ç) tonnes, (un . <p) tonnes.
Moment fléchissant on I — (kx . \ ■ OM . ©) mol
En d'autres termes, et plus brièvement, les réacl tranchant seront égaux aux droites Va,, a.y, l'échelle des forces, cl le moment fléchissant ser
la
QUI
ri'
Us
On issi Pai
itrc
re i
use
USi
TE A DEUX APPUIS : CHARGES l'IXtiS 125
cale du poinl p.' , attendu que le rayon pollèle à la ligne de clôture, est par là même nte on p.'. C'est une vérification de la proontrée au n D 84.
'ons, en vue de la pratique, ajouter encore i sur l'emploi des échelles.
comme nous l'avons déjà fait et comme tirs dorénavant, le mètre pour unité de Ionour unité de charge.
s longueurs, en sorte que un métro de l'é ■
êtres. La poutre de longueur L, scrarepré-
a droite AB = - ,el si M est le point de AB
o la poutre dans l'abscisse vraie est X, on
il de charge ; c'est une fonction de X dont ! est connue pour chaque valeur deX. Elc-
ï ordonnée MM 'égale à- , rétant unnom-
i pour la commodité de l'épure. La ligne nts M' représente la ligne des charges, et résente la surface de charge ; il faut entenel M sont deux points quelconques de AB, tic de la poutre comprise entre les deux ils, est
r.X . aire CC'M'M ;
: — , - = — et si, en mesurant l'aire CC 100' r 50 '
i trouve O^.OOOS, la charge considérée
îe et demie. Pour le prouver, il suffit éviter un élément infiniment petit MM'M',M,
X APPUIS : CHARGES FIXES
mesurée sur l'épure et S la dis sur la feuille de dessin.
is brièvement eu disant que l'or
ment fléchissant à l'échelle - ,
■e simplement la tangente en ui ligne représentative des effort
nte ?m„ n, désignant le point di voisin de n. Menons les verticale s M et Mi, M' et M', les poiuls oi Iroite AB et la courbe A'B' ; puis M'W, à jwii. Si on désigne par AI on voit que les triangles M'MW èles ; de là, la proportion
«fe MM,
n,k rm
nlale du point n, coupe la ligm
i du rectangle M'MM,N ; quant ai . manière dont on a construit le 9), on a
aire M'MM,N ^ nireM'MM,MV
ur ÀB, à partir do la section A
ligl
abs
cc]i
lèk
tiCE
clia dir.
qui bol
cha fou J'ai 1»!
fort
IX APPUIS : CHARGES FIXES il
-e (fig. 62). Puis, sur une verticale du point B, on portera deux Ion
pL et 1 autre à — , en sorte que a
totale, et Va, b\ les vecteurs dt
Fig. 63.
i volonté on construira le polygoi i égale à la charge totale cl aya ■aie menée par le milieu I de Al la courbe funiculaire do la char; mte aux côtés wa et xf de ce pol ces deux côtés rencontrent respe points d'appui.
liametres sont verticaux est doi cera d'après les procédés indiqu
au ir iv. ;>on equanon esi l'équation (7) de la page 79. Une vérification s'offrira ici d'elle-même ; la ligne de cliUn
a. a i, devra se trouver parallèle à «V, puisque Va et b\ so
les valeurs des réactions.
fira
lien
goi
plé<
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Licale du point X, cl de l'horizontale y où celte ligne brisée n B n t b renconne la section 0»j1 oh l'effort tran-
Fig. fii.
3nt fléchissant maximum; comme ' de la ligne funiculaire doit être iro aja 3 .
ï la charge est mixte lorsqu'elle se dans la lig. 65, de charges coneen-
rges concentrées aux points X,, X a , mire, sur la portion AX,, comprise £,,une charge uniformément répardu rectangle AA'X'tX, ; désignons lie aire et appliquée à son centre de
la
le e d'à s ai ;enl : dis
nne (lie
ir li
poi ant
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eraont de la valeur » t »'i à «i"i ; puis, jusqu'au point D où il passe brusque our conserver ensuite cette valeur jus-
Fig. B7.
68 est relative au cas où la poutre Alt, ée en B, supporte une charge uniforme tangle ABED.
Le polygone des vec proportionnel à l'aire i valeur de la réaction.
Le polygone futiicula parabole à axe vertîcs l'aide d'un polygone fi pondant aux forces que de charge en diverses p chaque charge partielle pondante ; ce polygone des points A et 8 et su:
Les ordonnées de cet!
gente uaoti sont propoi Quant aux efforts tram ua t , u étant l'iutersec l'horizontale du point a proportionnel à pii.
Poutre reposant si
11». — Considérons A el B, mais non situé!
Supposons d'ailleurs MN de la pièce, soit ad « un pôle pris à volonl ce pôle, la courbe fnn qui constituent la chari
Les réactions R et R somme de leurs vecteu (encore inconnu) de ad Le polygone funiculain réaction R, les charges composera d'un premii coté au parallèle à %a, gent en y, à xu, d'un ci l'arc parabolique, et en Comme ce polygone do
lef lier Lia
po
cal
lUg
nul de
;ive Vs + a'V = a le venir nul au poi a définition môme ;onlour rectiligne m -dessus de l'ho '<!«', = a's cl au- •(,«," = or, Mjk"j sont des droites, pi ïcation, le point u laie Et.
IM. — Si les a
e diagramme des i -abolique pn (n° i iants sont plus pi loinls intermédiaii iupporl.ee à ses dei C'est d'ailleurs i mecessives de la I mx extrémités M 'autre. La parabol l'abord avec pt, st ire de parabole y;S i cette courbe pout le laquelle tous ralifa.
Comtlri:
1*1, — Nous r onstruire, ce n'est a ligne homograpl
Supposons la poi osant sur deux apj
ueur en mètres i
i ligne qui représ
dia
te r
is 1;
ure arg
iesi
1er du
si ii erti
ace
lieu e si ail de effi poi gm a k ctio ■ d.
5ga = xd
ègt
= èsc
t en
çon ie i ara lux
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rsquc la poutre est encastrée à un bout B et libre imité A (n° H7), la marche est absolument la ît employer, suivant les circonstances, l'un ou is procédés indiqués ci-dessus. Seulement, au le polygone funiculaire, auquel la courbe t, est çon qu'il passe par A et B, on le construit de se par B et qu'il ait en ce point BA pour tan- . pour cela de placer le pôle de ce polygone fu- 'horizontale de l'extrémité du polygone des vecges fictives.
mot encore sur la poutre homogène et de sec- , reposant par ses extrémités sur deux appuis une charge uniforme sur toute sa longueur
ortc ici de connaître, pour apprécier la défora flèche de la ligne élastique, c'est-à-dire l'oruim de cette ligne, ordonnée qui répond d'aili de la poutre. Le plus court est alors de calculer ce qui est aisé à l'aide des formules du n° 71. iir la poutre en question, l'ordonnée de la parae relative à la charge réelle a pour expression
•rai
je par mètre courant et <S la dislance polaire. On moment fléchissant
ur le coefficient de la charge fictive à laquelle igné élastique (n° 80)
ressi on qu'il faut substituer au second membre î (9) du n" 71 ; par suite, pour obtenir l'ordon-
livre, se distiri it par son éli'ga larté pour tous ment quelques
relatifs an par
!Vaf !ou* sur I
1*9. — Le parab o -ée par une droite qi li s'appuie constami ées dans un môme ] : directrices et le pla Désignons par V u :i démontre que tout ml une droite, d'où ode de yénéralionret tssent deux générait rallèle au plan Vqu plan de ces deux d îfin, deux gênératri ujours, et deux gin ais dans un même p Toute section par h vx plans directeurs < cette droite A '.
«se. — Cela posé, rer ici aura l'une ire au plan direetcu in horizontal de pr< ;tion le plan projett rlical sera alors le > i premier système s nd système {dont fc rontdes lignes de fi rtical).
Nous désignerons li *me lettre que sa p :etlc lettre l'indice
I. Voir, pour la démonsl ilytique, ou le Traité de
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rprojcclion horizontale U cl pour
la seconde directrice, dont la proleurs de ligne de terre, et (A, A'.V)
e verticale el AZ sera la iracc lio-
nier système, s'appuyant sur la dieu projection horizontale par le l'aie sera, d'ailleurs, parallèle à la
m vertical menée par le point A" ra une génératrice du premier syslale et qu'elle s'appuie sur les deux toutes les génératrices du second t, par suite, toute génératrice du rojection verticale par le pointA v ; izontale sera parai lèleà la ligne de
donne rime des projections d'un (e, il sera aisé de trouver tes deux tutre projection du point et le plan
Te; il suffit, ouver trois pi
u paraboloïde it un premier
, S T U T ), se ti UA du parab c
tarabole cher nératrice ver
la tangente e e horizontale aie a T Ai T , le C'est l'inlerac de en (A, A,' ut est vertical taie A8 de la j (A, A,'). La .mu sur A6.
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représente une perspective, et
.ne base polygonale A„XYZ si-
ine base polygonale A,STU, et
face polyédrale dont les arêtes
trtion de paraboloïde hyperbo- 'izontales et dont les directrices a droite ZE'EU, ; le plan verlent le second plan directeur de
S comme le diagramme général its qui se produisent aux divers ites les positions du train. En i quelconque A a la ligne do i contient coupe le solide sui- ; position bien définie du train ; oite A par ce diagramme ou, ce ilide, est le moment fléchissant
que la position considérée du poutre situé sur la projection
Il résulte de là que, si pa poutre on mène un plan parai que ce plan de front découpi gramme des moments fléchiss positions du convoi. Mais ce ] second plan directeur du par suivant une droite ; la section de front sera donc polygonal moment fléchissant maximur.
obtenir la corde maximum qi section parallèlement à la ligr plus grande parmi celles de ce mets de la section, sans se prt par aucun sommet.
Cette assertion est à peu près polygone ne passe par aucun plus grande quand on la dép dans un sens convenable ; ii côtés sur lesquels glissent ses Mais alors la grandeur de cet ce qu'on arrive à un somn cordes qui passent par un tel
De ce que le maximum po au plan vertical est donné par mets de la section et de ce < les arêtes du solide, on concl les moments fléchissants repi de ces arêtes, qu'il faudra clioi points de la poutre. On obli qu'il faille envisager, en mei plans parallèles à la ligne de t de ces plans comprises dans l
Pour les nrèles des bases, et les moments fléchissants s< ASTU, AXYZ (fig. 75). l'oi (R„R J V ), les plans à mener éti
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des deux plans directeurs, couperont le paraboloïde suivant des paraboles dont nous avons appris à construire (n° 131)
Fig. 75.
les projections horizontales A#'X t , SiW t Y et TjLiZ ; les moments fléchissants correspondants forment les diagrammes AXX,*', SYYtW.S, et TZLJ,.
I M. — Actuellement, il ne reste plus qu'à choisir, dans tout plan parallèle au plan vertical, quel est le plus grand des moments fléchissants donnés par les diagrammes ASTU, AXYZ, AXX,*', SYY^V.S, etTZLJ,.
Comme il ne faut considérer que les longueurs des droites parallèles à UZ qui sont comprises dans ces figures, on facilitera la comparaison en faisant glisser toutes ces droites suivant leurs propres directions jusqu'à ce que leurs extrémités supérieures viennent se placer sur l'horizontale MqM*. On obtiendra de cette façon deux nouveaux diagrammes polygonaux M<>xyMt, MqS/M;, ayant M \l 4 pour base commune, et trois dia-
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maximum est c< nous examinons nts m et /; cet c à l'effort Iranc a de 1\, et coi ir maximum, on ; qui convient à ■
ntre les efforts t jels sont les ef :re, nous transpi us fait pour les uivant leurs pre tent des efforts t mpérieures vien s ainsi de nouv lésurM.M,. Le loisies sur les j îvelopper tous, '.
.s minima, que :
ce contour envi puisque ce coi es dont lus poin ec toute la préc:
préeédeutc.
jeman a donné« >dea toute la gét m au cas où l'on ntrée sur le poi ou de" queue, au fc l'auteur, à ne iù le train est en
*. — Du raisonn 156, résulte imn moment fléchissa ne poutre ji deux i de cette poutre, qui se produUen.
sent.
démonstration a procautions ; nou; ment observer ici compte non-seule charge permaner général, le mmii ic M delà poutre peud que de la p irge fijte, l'autre i M et de celle du . Donc, quand < lie le moment fl< e, est maximum, •i ne considérer i on a trouve - celt 'eut avoir la valei & M, il faut ajot charge mobile, I a point la charge
i. — Ordinaireir i à la poutre par <i is supposé, des ch ;e mobile qui sera longueur de la p 1e question praliqi ;ulé les charges u ne poutreje moi ines charges conc îorter au mémoii 'onts et Chaussée
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iujut, par M. Flamant, aux n" 21 ùtêde la résistance des matériaux.
■Iiiable du moment fléchinsui des charge» concentrée*
tetion quelconque de la poutre AE extrémités cl qui est soumise à di ■ , Pi,- P-
tas sur la verticale du point B un oignons le point A au point X' iX.' rencontre la verticale du poii
isi une ligne brisée ACB relaliv
Iconqucdcs charges verticales P,,
ilicatiou , et p l'ordonnée corres
'isée ACB, on a, pour le moment
iclion X, l'expression simple
n de celte formule :
>arlie de y. qui provient de la fore ns que cette force fait naître sui recs P, p, p' se font équilibre, e
r rapj P.
î de 1; j poîn
ïi>.
form
■femc i
positii
la fo Xrela
raille eL p .
fruir us C£i ,Bel iriatk
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il droite, et A'j/. la variation do ce placement se fait vers la gauche, ssicu P' s'engage, les variations de g a et celle do q est — t tg fî ; on a
SI») tg x — (2Q) tg fi] l Q' qui s'engage, et l'on a
)isr*+(Q' + sQ)igp]
; ( (P'tga + Q'lgp)
is à distinguer suivant que P' et Q' ou sont nuls tous les deux, c'esl-àmenl il y avait un essieu sur l'un ou qu'il n'y avait d'essieu sur aucun
second membre de (i) est positif; étant positive, l'une au moins des isilivo, et par suite l'un au moins roîl la valeur du moment fléchis-
deux façons :
; de signes contraires et alors on précédente.
nuls l'un et l'autre. Le moment flés une valeur constante pendant le soit à gauche. Celte valeur ne saud emplacement t n'amène- aucun es- • trouverait alors dans l'un des cas •uveau déplacement augmentant le Si au contraire le déplacement t valeur ji. peut être un maximum,
CV
tt au l par ne A les q on a
tr +
rat s(
veme l'essi Rcl
oti ai aie il
tl VU!
l'une
. Eddj les pri
Théerfeme
145. — Culmann, l'éminen uc, a donné, sur la position c lient fléchissant maximum se ilion élégante que nous ne sa
Quand une poutre à deux harge permanente uniforme e lent fléchissant maximum st 'uii lorsque cet essieu et le cent ont équidistants du milieu de
Par charge totale, il faut er âgée du convoi augmenté de
La démonstration résulte in ni, lorsqu'on y remplace rpr
La valeur .r„ de x qui répon ar l'équation
ne l'on obtient en égalant à Désignons par y l'abscisse
liargo totale ^-\~ - , aumorm
onsidéré R. On aura, pour d
ui exprime qu'il y a égalité, <
lents fléchissants dans le cas d'une jus pas celle mHhode qui ferait (loi sposée aux n°" 132, 133, 13-t, 135.
era, daus le tome I du savant Traite >us les renseignements désirables su
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mme des moments des charges des icnt de la charge permanente tk eu de la poutre; tous ces moments sieu B.
'nuire les relations précédentes, on
le la poutre est aussi le milieu de îaximum du moment fléchissant ;ssieudu cenlre de gravité K.
lomenl néchlnsant maximum.
c dernière conséquence de la for-
D, dépendent seuls de l'essieu qui D'ailleurs, x étant inférieur à /, cl termes qui composent le second le premier est positif et les deux quel que soil l'essieu qui se trouve
Iraîn la plus lourde qui puisse : la demi-charge permanente, îm quand X est au milieu de la es la formule (S), r est égal îi
on peut à fortiori remplacer n' par ;mcnlé de la demi-charge perma-
Dente, donnent la promis fléchissant maximum dan limite supérieure du mon rum.
■4T. — Nous avons si agissaient directement su les surcharges agissent longerons sur des pièces transmettent à la poutre ces pièces accessoires sur de l'effort tranchant dan:
train occupe une position qui reste à examiner.
Considérons d'abord i:
ment sur la poutre AB {fi° ment fléchissant et l'effoi que de la poutre, on sait ■ on prendrait sur IF un po lygone funiculaire de la f( rail l'intersection des para nient par les extrémités t
E DROITE SUR DEUX APPUIS : CHARGE MOBILE
la ligne de clôture el la parallèle Ov à AB délermiréaclions R =va, K—bv. Dès lors Y désignant de la ligne brisée AaB qui répond à une abscisse e x, le moment fléchissant dans la section dont x ise aurait pour valeur S.Y, <ï étant la distance pojuant à l'effort tranchant, il serait Cgal & va de A en lire pour x < AI, puis égal kvb de Ien B, c'est-à-dire npris entre AI et AB.
ma maintenant que la force F s'exerce surla poutre ient, c'est-à-dire par l'intermédiaire du longeron s entretoises E,E, E',E'. L'action de F sur ia poutre lors à l'action des deux charges directes F, et F, apune en E, l'autre E' cl que l'on obtiendrait en dé- .F en deux forces parallèles ayant les verticales EF,, lignes d'action. Mais il n'est pas nécessaire A'effeclécomposilion, il suffît de la concevoir, ns par c le point qui déterminerait sur ab les et cb des deux composantes F, et F„ et, cherchons ■e le polygone funiculaire des forces Fi et F, en prépaie et pour premier coté le point el la droite Ai oyées dans l'alinéa qui précède. On arrêterait ce Hé à son point de rencontre g avec EF| ; on ménee ti parallèle à Oc el on conduirait enfin par t la 06. Mais puisque la force F équivaut au système orces F! et F,, le dernier côte" ainsi obtenu du polyïulaire devrait (n° 34) coïncider avec *B. Donc, il esoin de connaître c pour construire le polygone fu- Am'B des forces F, et F„ il suffit de joindre les % où les côtés A<x, «B du polygone funiculaire re- ■encontrent les verticales EF,, E'F, ; c'est, au conla connaissance de ce polygone qu'on déduirait c, en : parallèle à u.
t de clôture de ce polygone Au'B est encore AB et, les réactions sur les appuis ont, comme dans le cas pour vecteurs va el bv.
ux moments fléchissants, en désignant pari/ l'ordonligne polygonale Att'B qui répond à l'abscisse x, on moment fléchissant dans la section dont x est l'absaleur %-y-
ml
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Cela posé, voici l'énoncé du problème à résoudre : ne articulé étant en équilibre sous faction de forces situées dans son plan et appliquées à ses nœuds, déforces intérieures, c'est-à-dire la tension ou la cornchaque barre du système.
jue graphique fournit pour cet objet deux niécipales, la méthode des sections et la méthode des nous exposerons successivement, en donnant un 'Usant d'exemples à l'appui. Nous terminerons par des conditions que doit remplir un système arliue le problème énoncé puisse être résolu par la de, sans l'intervention de la théorie de l'élasticité.
rlneipe de la méthode des seetiouN.
Imaginons, à travers la charpente, une section S [uelconque, recliligne ou curviligne, mais qui ne
aucun nœud et no coupant une même barre qu'une npose celte charpente en deux parties (U) et {V) s d'attaches l'une avec l'autre.
: (U), considérée toute seule, sera en équilibre sous : i° des forces extérieures (charges et réactions)
qui agissent sur ses nœuds ; 2" des actions que la exerçait, avant d'être détachée, sur la partie (U),
des tensions ou compressions/ 1 ,, f„ /",... des barres r la section S.
exprimant cet équilibre que l'on déterminera ces
îeures ou élastiques /"„ /„ f t ..,.
t principe de la méthode des sections.
en œuvre diffère suivant la manière d'exprimer cet
de là deux procédés distincts, celui de Culmann et
Lier, que nous allons développer.
i, nous ferons auparavant deux observations im-
Nous laisserons toujours au mot barre son sens roitc limitée. Ainsi, quand nous disons qu'une sec-
ilés
qu
In
le.
Ire /., orc la r 3 ( (V) les s'< F,
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es forces donne la valeur do leur réla ligne d'action csl ensuite fourni
st en défaut si la section S coupe i décomposition d'une force R suis est un problème que la statique
■édé permette la détermination des s les barres d'un système articulé, il ic trouver, pour chaque barre, une me en deux parties, et ne rançones que celle que l'on considère.
eptionnellement déterminer par le élastique d'une barre C, lorsque la te barre C, un nombre quelconque , pourvu que les droites A, B, D,...
oint y- En désignant toujours par R téricurcs agissant sur la partie (U), x forces ç g et <p suivant la droite C et Y l'intersection p de R et de C ; la sera égale et contraire à la force htc C.
des moments que les forces élastiques de ces deux barres ; il reste donc dans cette relation unique, avec la force élastique de la barre C, les forces élastiques inconnues d'une ou plusieurs barres.
Toutefois, ici encore, on peut exceptionnellement obtenir la force élastique de la barre C, lors même que la section S coupe plus de deux autres barres, à la condition que les droites qui portent ces barres en nombre quelconque aillent concourir en un même point y; en choisissant ce point Y pour centre des moments, toutes les forces élastiques disparaissent de l'équation des moments sauf la force élastique f 6 de la barre C, qui se trouve dès lors déterminée.
tôt*. — Mais le procédé de Hitler échappe aussi dans une autre circonstance.
La section S ne rencontrant, outre la barre C, que deux barres A et B, il peut arriver que les droites A et D soient parallèles ; alors le"point y par rapport auquel on prenait les moments disparait à l'infini, et la méthode ne s'applique plus, quoique la force élastique relative à la barre Csoit bien déterminée. On l'obtient en revenant au procédé Gulmaun, dont l'application ne rencontre aucune entrave. On opérera donc ici de la manière suivante :
En désignant toujours par pie point où la droite C rencontre la résultante R dos forces extérieures appliquées aux nœuds de la partie (U), on décomposera R en deux forces, l'une suivant la droite C, l'autre suivant la parallèle menée par p aux droites A et B. La première composante, prise en sens contraire, sera la tension ou la compression de la barre C.
Application aui poutres eu treillis simple.
ISO. — La méthode des moments statiques est surtout avantageuse lorsque les charges et les réactions sont verticales, ce qui est le cas ordinaire de la pratique.
Nous allons l'appliquer à la poutre en treillis simple posée sur deux appuis A et B de même niveau (fig. 79, I).
Voici en quoi consiste cette poutre à laquelle on donne aussi le nom de poutre Warren.
Deux barres articulées supérieure S, Sj S 3 qui c lées (en général n-f- 1) foi qui est aussi horizontale, unies aux articulations il sage ou de treillis, altern dans l'autre. Dans notre barres des membrures éf de remplissage inclinées ?i
Les nœuds supérieurs !
désignons par F,, F,, F 3 c nous supposons égales ei forces extérieures, les réf AetB.
Ici ces réactions sont é' cune d'elles équivaut à la F„ F 8 . Mais, d'une manier du polygone des vecteurs rallèlc t:V menée par le pi vecteurs Va, et o v V des ri
Au Heu de nous donnet diatement V au milieu de laie du point V, à une dis ble de la hauteur h' de la
Nous avons en outre l », n ', », n' a a ( des efforts t
Cela posé, pour cherche diverses bancs de la pou reclilignes verticales Z,, 2 jamais plus de trois barre
Los barres portent les el H ; nous allons considt
1° les barres de la mem numéros doublement pair
2" les barres de la mem numéros simplement pain
3" les barres de treillis :
impairs 1,3, S, 7,9, 11.
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> la barre 4 ; pour cela, faisons une secncoulrc les bancs i, 3 et 2 et prenons >rt au poinl I, où concoure ni 2 et 3.
[>ur la force élastique/", :
lira
sig poi
sau lia (U
if/>-
ibr bru
eél
le r
Pour la barre 6, qui est seule de sou espèce, nous ferons une section verticale Z â coupant les trois barres G, 5, 4, et nous prendrons pour centre des moments le point S* où concourent 5 et 4. Nous aurons ainsi
OU
c'est encore une tension.
Ainsi, chaque barre de la membrure inférieure est tendue, et sa tension est représentée par le double de V ordonnée du polygone funiculaire qui passe par le nœud opposé de la membrure supérieure. Cette force élastique est donc minima près des appuis et maxima au milieu de la poutre.
f 69. — Arrivons enfin aux barres de treillis, soit d'abord la barre 3 ; nous emploierons la section Z, ; elle coupe, outre la barre 3, les deux barres parallèles 2 et 4. On est donc ici dans le cas d'exception signalé au n° 159, et il faut employer le procédé de Culmann, c'est-à-dire prendre la résultante de la réaction R et de F 4 , la décomposer suivant la direction du côté 3 et suivant la direction horizontale des côtés 2 et 4 ; la première de ces composantes, changée de sens, sera la force intérieure demandée.
Or, la résultante des forces R et F t qui s'exercent sur la partie (U), c'est-à-dire à gauche de la section Z,, a le même vecteur que l'effort tranchant correspondant à Z, ; ce vecteur est l'ordonnée de l'horizontale n\?i t et, par conséquent, en particulier l'ordonnée un dont le prolongement passerait par le nœud I,. Menons uk parallèle à la barre considérée 3 ; le triangle unk a pour cotés le vecteur un de la résultante et des parallèles aux directions des composantes ; ces composantes ont donc pour vecteurs uk et kn, et c'est uk qui représente la composante suivant la barre 3 ; par suite, ku est le vecteur de la force élastique relative à cette barre, et comme cette force tire vers la région (V), c'est une tension.
Pour la barre 5 ( on prendrait la rait d'une manière analogue ; la ce iik' et, par suite, lia est la valeur ci à la barre 5 ; cette force pousse ve moi*.
Par symétrie, on voit que la Lan sîon que la barre 5 et que la barre*!
la barre 3.
Il ne reste à considérer que les même que la barre 1, puisque, e deux barres subissent les mêmes cl il suffit de décomposer la réaction en deux forces, l'une suivant la dr rizonlale ; la première composant:
suite, ~k\J est le vecteur de la force i ; celte force pousse vers (U), c'es
En résumé, pour les barres de tr et sa symétrique par rapport à la i comprimées (ou tendues) suivant a barres font partie vont se croiser ai la poutre. De plus, en appelant^»
point où elle rencontre la membru force élastique relative à une barre en valeur absolue par la longueur t limitée au diagramme des efforts pied de l'ordonnée de ce diagrat.
du pied de la barre. Ainsi, pour les sont en I,, il faut prendre la longi à 3 et à 5 menées par le pied »
gramme des efforts tranchants qu du point I,. Enfin, ces forces éli des culées et mi ni ma au milieu d<
Pour permettre au lecteur d'em d'u'il sur la ligure, le sens de ces que les barres comprimées d'un II tendues.
■•*. — La poutre II de la ligui
i simple ; elle a même hauteur que la précédente; is de treillis sont alternativement verticales et '. Celles qui sont verticales reçoivent le nom de les qui sont inclinées sont appelées conlrefickes. I n'est en quelque sorte que la poutre II ren-
supposé que les poutres II et III portaient les s F,,Fi,F„qtie la poutre 1, afin de nous servir du 1e des vecteurs et des mêmes diagrammes des lissants et des efforts tranchants. Seulement panneaux sont deux fois plus nombreux que : I, les articulations de la membrure supérieure chargées que de deux en deux.
;st absolument la même qu'aux n" 161, 162 et les détails dans lesquels nous sommes entres, la forces élastiques relatives aux barres des memcontrefiches ne saurait arrêter le lecteur. Les enl seuls quelques mots d'explication.
i, par exemple, le poinçon 3 de la poutre II. On que la barre correspondante 3 de la poutre I à peu autour de S, de manière à prendre la poe ; dans ses positions successives cette barre tendue, et sa tension, d'abord représentée par prend pour vecteur È,'u quand la barre devient et enfin a pour vecteur nu lorsque la barre est de.
la poutre II, le poinçon 3 est tendu et sa tension leur absolue à l'effort tranchant correspondant ■licalc.
lieu de recourir à la méthode des limites, traides poinçons directement.
., par exemple, le poinçon 15 de la poutre III, et :tion Zj ayant la forme d'une ligne brisée dont les s soient verticaux et dont le côté intermédiaire .ux contre fiel H' s 13 et 17. Cette section coupe les , 15 et 16. Les forces extérieures agissant sur la (U) de la charpente sont R. F, et F, ; leur résul- ■eclcur V<r 3 , et il faut la décomposer en deux
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forces, l'une suivant la droite 1! horizontale ; comme colle résul santé horizontale est nulle, et s çon 13 est celte résultante elle contraire, on a la force élasliq déré ; le vecteur de celte force i c'est donc ici une compression.
En résumé dans les poutres 1 I, la membrure supérieure est a Heure est tendue. Dans la pouf, et les contrefiches comprimées ; III. Dans les deus cas les force:
cous, sont égales en valeur obsoi respondants.
Priucipe de la nié
1*5. — Remarquons d'aborc concourantes F,..., F„_,, F„_,, ] connaît les lignes d'aclion et F a _j, ainsi que les lignes d'octi trouver les vecteurs de ces doui
Il suffit, on effet, d'exprimer q toutes les forces est fermé. On c vecteurs a, a,...a n -, desforcesc puis on mènera par a»_, une pi F„._i et par a, une parallèle à la le point do rencontre do ces < mandés seront a B _i «»el a H a,.
Or, dans le système arlicul lérieures (charges nu réaction; quelconque; si, en outre, on ci si h ns pour Imites les barres qi ceplé pour deux d'entre elles, o d'être dit, déterminer les force:
nières barres ; f élanl l'une d'el respondnnte qui aboutit au rue
:a une flèche ayant le sens du vecteur de f\ si it dirigée vers le nœud M, la force élastique / ression ; si la flèche est dirigée en sens inverse, ion.
irincipe de la méthode des nœuds, iquer a un système articulé, on part d'un prei it n'y ait que deux forces élastiques inconnues ; ces forces comme on vient de le dire; puis nn i des nœuds voisins qui, grâce aux nouvelles l'on vient d'acquérir par l'opération précédente, leux barres dont les forces élastiques soient alors n détermine ces forces, ce qui permet de passer à s suivants, et ainsi de suite.
; sera en défaut dès qu'on ne pourra plus trouver 1 y ait moins de trois forces élastiques inconnues.
jici une observation très importante : soit MN iiissant le nœud M au nœud N; el, Boit /la force' îlle barre, tension ou compression, que l'on vient considérant le nœud M. Quand on passe au N, cette force élastique, qui figure alors comme parmi celles appliquées au point N, doit être ma.
la barre J1N est, par exemple, comprimée, c'est élastique f considérée comme appartenant au sens d'une flèche placée sur la barre et dirigée > que, considérée comme appartenant au nœud N, istique/, devant toujours représenter une comavoir le sens d'une flèche posée sur la barre et
û la barre est tendue, la force /",rcptésc niant louiion, doit élrc dirigée vers M quand on la consiipparlcnanl au nœud N.
cliquons celle méthode à la poutre I de la figure reproduite ligure 80. Nous supposons qu'on ait l déterminé les réactions comme il a été dit au
Il faut coma deux nœuds él barres.
Au nœud A, ques iuconnue pourra donc le
Dès lors au :
déterminer f 3 < on pourra Irou aux nœuds Sj, 1 que deux force enfin une vériÉ les forces/,,, f, trouvées.
On voit qm ici, à cause de mais, comme c nous avons en tance particuli
Entrons dan
i* Nœud A
Force &
Forces i Polygoi Résulta
Forces Forces Polygoi Résulta
Forces Forces :
l'olygoi Résulta
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font
comme vérification, doit se fermer.
al de» forées élAsIiqur*.
réciproques.
imc on vient de le faire, an est olygono des vecteurs pour chaque
ise pas de la sorte le polygone des extérieures, qu'on a du cependant ur la recherche des vecteurs Va,, art, comme chaque barre fait pares représentatives des forces élasbux fois sur l'ensemble des figures (B).
mplois si, laissant fixe la figure ment les figures (A,), (S,), (I,), et
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On obtiendrait ainsi la figure 80 oîi il n'y a plus de double emploi, el où le rôle vertical rt,rt 2 Vrvï. n'est autre que le polygone des vecteurs et des réactions, qu'on avait déjà tracé antérieurement et qui se trouve ainsi utilisé.
La recherche des forces intérieures du système articulé se ré'luit donc à la construction directe de ce diagramme total, dans lequel se trouvent condensés en quelque, sorte les diagrammes partiels (A), (S,), (I ; ), (S,), :!,), (S a ), (B).
On donne à ce diagramme des forces élastiques le nom de figure réciproque de celle que forme le système articulé.
M*. — L'étude des considérations qui ont réellement conduit xWaxwcl et M. Cremona à la conception de ces figures réciproques et à leur emploi pour la détermination des forces intérieures des systèmes articulés, est assurément fort intéressante et très instructive. Mais ce serait sortir de notre cadre que de nous arrêter à cette question purement théorique et certainement en dehors du domaine proprement dit de la statique graphique. On pourra consulter sur ce sujet le chapitre 23 et la noie 5 du Traité de statique graphique de M. Maurice Lévy, aussi bien que l'opuscule de M. Cremona [le figure réciprocité nella statica gratifica) complété par MM. Jung et Saviotti et traduit en français par M. le capitaine du génie Louis Bossut.
Toujours est-il que la marche que nous avons suivie est à la fois bien simple cl fort naturelle.
Nous ajouterons encore un mot sur les figures réciproques.
Imaginons qu'on ait adjoint à la figure formée par le système articulé, un polygone funiculaire des forces extérieures ainsi que les tronçons des lignes d'action de ces forces qui relient le système articulé et le polygone funiculaire enveloppant. La figure du système articulé ainsi complétée et le diagramme des forces élastiques satisfont aux deux conditions suivantes :
1" A chaque droite de Tune répond dans l'autre une droite parallèle ;
2° A chaque nœud de Tune répond dans l'autre un polygone fermé.
C'est en cela que consiste
Une figure prise au hasar proque, et ce d'csI pas un j des conditions nécessaires i admette une réciproque. Vo non suffisante :
A chacun des nœuds < droites.
Cela résulte immédiatem< pondre dans la figure récipr polygone fermé a toujours a
On voit par là que, à mo l'avons dit, le système arti Warren) n'admet pas de ffy des deux nœuds A et B n'esl
iï», — Au fond ce qui ir truire directement et rapide forces élastiques du système gramme à la ligne verticale gone des vecteurs des forces
Voici comment il convieni
On trouve dans le diagrai des vecteurs dos forces exlér
1° Celles qui corresponde) tème articulé et que nous i diagramme.
2° Celles qui corresponde que nous nommerons lignes
Chaque ligne, d'ailleurs p:
gramme est parallèle à la b articulé.
Supposons que, pour cher construit le polygone des vect nantlesforcesF^F^Fj, dans on suit le contour du syslèn A, dans le sens de la marche fois les réactions trouvées, 1
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parlant du point A el suivant l'ordre indi-
le polygone des vecteurs correspondant
lidérons d'abord une ligne principale du dia- ;i correspond à la barre 4 par exemple ; celte deux nœuds S, et S,, le vecteur de sa force ara en a,(J dans les diagrammes partiels (S,) et
nœuds; dans le diagramme général, il parmeL a, du polygone des vecteurs, qui est coms a t a t ,a t a t des deux forces F! el F, limitrophet
raisonnerait de même pour tes lignes prin- :lent aux barres 1,8, 11, lesquelles sont comntre deux forces extérieures. Voyons ce qui arres 2, 6, 10, pour lesquelles il n'y a pas dt
aux extrémités ou du moins k chacune de;
La barre 2 faisant partie des nœuds A et I, Force élastique se trouve en V.i dans les (lia i (A) et (I,) ; dans le diagramme général, i it l'on verrait de même que les lignes princi- Einles aux barres 6 et 10 parlent égalemcn il V est le sommet du polygone des vecteurs aux vecteurs o,V, Va, des forces extérieures .quelles sont comprises chacune des barre:
donc énoncer celte règle générale :
incipale du diagramme s'obtient en menant U re de pourtour correspondante, par le somme lecteurs qui est commun aux vecteurs dis dettj •s de cette barre.
s maintenant des lignes secondaires.
un quelconque des triangles du système arti >ar exemple, qui esl formé par les barres 3 s des forces élastiques correspondantes tîgu f, — p* dans les diagrammes partiels (S,) e
CH
(I,), le second f t = a,fi dans (S,), le Iroisième fc = Py dar (S,). Or, les points désignés p grammes se réunissent on «11 combine, comme il a élé di former le diagramme général triangles. Donc : à tout tria:
doits le diagramme général, i gui correspondent [et qui son les côtés du triangle considéré Cette règle permet de tract condaires, dès que les ligne:
effet, le nœud relatif au prem qu'il est à la rencontre des 1 aux barres 1 et 2 ; on pourra correspondant à la barre 3.
cond triangle S,I,S, sera déter qui répondent aux barres 3 ligne secondaire relative à la
tït. — En résumé, voici diagramme de la figure 80.
Ou considérera les forces e!
F a , R' où on les rencontre en le contour de la charpente ( aiguilles d'une montre. \a,a t < teurs des forces extérieures pi conformément à la première i cessives o,l, o,4, a 3 8, o,H, V nières coïncident avec l'home quant la seconde règle aux I S,I,Î„ I&S,, S.I.B, on obtien.
nœud x relatif au premier ti qui, étant parallèle à la bar fl t *; 2° le nœud |3 relatif au s daire £;i qui est parallèle il la troisième triangle et la ligne i la barre 7 ; 4" le nœud t rcli
ligne secondaire t9 qui est parallèle à la barre 9 ; 5° le nœud relatif au dernier triangle qui devra être à, la fois sur &9, a^li, VIO, c'est-à-dire au peint a déjà trouvé.
Ce diagramme général une fois construit, rien n'est plus aisé que d'y démêler les vecteurs des forces élastiques relatives aux diverses barres.
Dans le cas qui nous occupe, on aurait pu, à cause de la symétrie, se borner à tracer la moitié du diagramme ; c'est ce qu'il ne faudrait pas manquer de faire dans la pratique.
Det» Frames.
1I£. — Le système articulé que nous avons pris pour exemple n'est qu'un cas particulier d'un type plus général auquel nous donnerons le nom de frame. Les Anglais disent frameivorky les Allemands fachwerck, les Italiens travure reticulaire ; mais toutes ces dénominations ont été parfois employées dans des sens assez divers et même un peu confus. Nous adopterons le nom de frame, qui est le plus court, en lui attribuant la signification précise que voici :
Un frame est une figure composée de triangles juxtaposés extérieurement les uns aux autres, de manière que chacun d'eux ait un côté commun avec le triangle qui le précède et un autre côté commun avec le triangle qui le suit; chacun
des deux triangles extrêmes a d'ailleurs deux côtés sur le contour de la figure, et tout triangle intermédiaire a un côté sur ce contour.
Celle définition détenu!
culés de ce genre (lig. 81). 1 tour, lequel est divisé ■ ABDFGHK, ACEK, par le aux deux triangles cxlrèmt tissent que deux barres.
En supposant, comme, loi rieures qu'aux nœuds et qi aisé de prouver d'une mar noeuds s'applique à un te forces intérieures des diver:
En effet, convenons, pou par/î la force élastique rel méro i. Puisqu'il y a au pc ou réaction), l'équilibre du Dans le triangle suivant BÇ sera sur le pourtour; le na 1, !û et 2, et comme f, est terminera f lt et f,. Lelrianj CD, puisque BD est sur le l'un des cotes appartiendra le côté CE ; alors le nœud C et comme on connaît déjà / ncra /„ cl /„. Le raisonnen manière. Puisque CE est si sera établi sur le côté DE ; lés, DF par exemple, appar D aura quatre barres, 2, i'.
déjà connues, l'équilibre de ainsi de suite.
Ainsi, à chaque fois, a' triangle, il ne reste qu'une encore inconnue; mais c ceux que relie celle barre, l'équilibre. Il en sera de mî /-; mais l'équilibre du ncunc /u. /i;i /i„ des autres barres L'équilibre du dernier nœm
; les plus remarquables est la ferme.
bielle qui esl représentée dans la
et B reposent sur deux appuis ; les nbrure supérieure sont seuls chargés , sont supposées égales entre elles, idiculaire au milieu de AS,, et tout rt à la verticale du point S, ; en sorte e déterminer les forces élastiques rc- , 4, 5, 6.
ont évidemment égales l'une cl Paume des charges F, + F t -j- F a ; elles iY, V étant le milieu du polygone
Fis. 82.
■escriptions, nous traçons d'abord les l les parallèles a,x, a$ aux barres 1 l Vy aux barres 2 et 6.
erseelion de «[XCtdcVx.cst le nœud
gramme relatif au pn barre 3 est la ligne it p, intersection de ît au second triang îest la ligne seconda , intersection de py e I, Sj I,. Il n'est pas ibtient donc les résul id A : polygone V< V {tension).
id S t ; polygone #i< x (compression), id I, ; polygone Va n), >eul, si l'on veut, c
ésumé, les pièces co
supérieure et les dei
tst convenu d'appeler
une bielle, bien qu'e
adoptant celte dénoi
erme en faisant absti
inaiiton des deux i <ro
. — La mélhodedes immande par son 61 les tensions ou les ce proche. Il y a même e la méthode des sec n quand on a fait pr sants et des efforts tr, 60 que, dans ce cas, ! de quelques lignes.
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des frames, devient parfois insuffisante, liculé est plus complexe iout en restant
té par la 'statique. On combine alors les «pelant à l'aide, pour certains détails, la
Potonceau à trois bielles (lig. 83) offre ;it de l'emploi de ce procédé mixte, ue par rapport à la verticale du som-
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met S v ; les charges F„ F„ F a , F de la membrure supérieure sont s les barres AS,, S,S„ S.S.I S a S ( soi l,S[,IjS t , MSj, dont la troisième < perpendiculaires sur la droite AS ( .
Les réactions R et R' des appu l'autre à la moitié de la somme i F» + F s + F + F, ; elles ont pour le milieu de la portion de droite présente le polygone des charges.
Il est bien clair qu'on pourr nœuds A, S, et I, et déterminer si /„. Mais l'on est arrêté soit pour le I,, puisque en chacun de ces nœi rcs dont les forces élastiques son
Nous aurons donc recours pour sections.
Imaginons une section curvilig 10, 16 et 15 qui, sauf la barre 9, rant au point S ( , et prenons les point ; nous aurons
ou
p et q désignant les dislances du de F, et à la barre 9. Mais, si l'on gne C coupant les barres 4, 5 et 6, par rapport au point A où vont on a
p' et q' désignant les distances di de F, et à la barre 5. On a, d'aillt
Donc, la comparaison des relations (1) et (2) donne
Comme / c est connue quand on arrive au nœud S 2 , on voit qu'il ne restera plus en ce nœud que deux forces élastiques inconnues / 7 et f % et qu'on pourra dès lors, par la méthode des nœuds, aller jusqu'au bout sans nouvelle entrave.
Les lignes principales du diagramme sont : les droites a t a, fl»P> a 3 f), <i;X parallèles à la direction commune des barres 1, 4, 8, 12 ; les droites Va, Vy qui coïncident, puisqu'elles sont parallèles à la direction commune des barres 2 et 6 ; enfin, l'horizontale V»x relative à la barre 14.
Le pointa intersection de a t % et de Va est le nœud du diagramme relatif à ce premier triangle ASt I t ; le polygone du nœud À est donc V^ aV, et l'on a
f x = a,a (compression), ■ f t = aV (tension).
De plus, la ligne secondaire relative à la barre 3 est la parallèle a(î à celte barre, en sorte que le nœud du diagramme relatif au second triangle Sj l t S, est le point (i, intersection de a(3 et de a*{3.
Le polygone du nœud S, est donc 6^ a, $xa x et l'on a
f s = p a (compression), f % = a,(ï (compression).
De plus, la ligne secondaire relative à la barre 5 est la parallèle Py à celle barre, en sorte que le nœud du diagramme relatif au troisième triangle IjS s I 3 estle point Y intersection de (îy et de Vy. (Remarquons que le point y est sur la droite Va, puisque, comme nous l'avons fait observer plus fiaut, les droites Va et Vy coïncident).
Le polygone du nœud I, est donc Vajîy V et Ton a
f. = Py (tension), f G = yV (tension).
De plus, la ligne secondaire relative à la bielle S, I, est la parallèle yX à cette bielle 7. Ici, c'est grâce à la relation
que nous pouvons construire U Yfco a o 3 ^Sy est ce polygone ; la parti ainsi que les droites indéfinies y<ï chever, d'insérer entre ces deux grandeur donnée [Jy et parallèle cela de mener a 3 n égal à fly et pai mener «S parallèle à a a jusqu'à sa vS. Le sens dans lequel il faut port c'est celui de S vers M, puisque /, c sion. Le polygone y$a,a$$"( rela tracé, on en déduit
/, = §y (compression), /,
On continue alors sans iliflicul relatif au triangle IS,M étant le p 08, la ligue secondaire relative à Jjx à celle barre, et le polygone di résulte
/io = fy (tension}, f,
De plus, le nœud relatif au tr point 6, intersection de ôS et de o,6 lative à la barre il est la parallè!
gonc du nœud S 3 esl donc OfladAl,
fn =yf> (compression), f- it
Le nœud du diagramme relatif point ),, intersection de H\ et a t \, i tive à la b arr e 13 esl la parallèle ', jj.5 était déjà parallèle à celle mêm le point X est silué sur ^8.
Enfin le polygone du nœud M e
f„ = îijji (lec
Il est inutile d'aller plus loin, les a toutes les barres du système se
irie par rapport à la verticale médiane. On nt, construire en s'aidant de celle symétrie le >lel du système. C'est ce qui a été fait sur la
is barres de la membrure supérieure et les comprimées; toutes les autres barres sont
vient d'observer que c'est par suite de circons-
res (égal espacement des nœuds sur l'arbalé-
des charges sur ces nœuds) qu'on a la rc-
où, les données étant moins particulières, la ite n'existerait plus, le procédé de Ritler n'en noins ; on calculerait ou on construirait/, à jle (!) où Fj, p et q sont connus.
np que In statique seule fournisse les ion* d'un système de barres.
cherche des tensions des barres d'un système ;n équilibre sous l'action de forces extérieures ions) agissant seulement sur les nœuds, est t la solution échappe le plus souvent à la sla- *e l'intervention des lois de l'élasticité.
ons doit remplir le système articulé pour que (à la détermination des tensions? cl, lorsque st impuissante, comment la théorie de l'élasd'achever la solution du problème ?
deux questions qui s'offrent à l'esprit et auxis répondre brièvement.
:©Lévy qui le premier a fait connaître lescon- ; la possibilité delà solution par la statique iroblèmes que nous venons d'énoncer et les
questions qui s'y rattachent sont In dans le beau mémoire que notre sa' demie des Sciences en 1872, et qu une noie placée à la fin de la deux graphique, en utilisant avec une ri fondamental sur la résolution des < de [Ecole polytechnique, 1880).
Nous ne saurions, sans franchie Éléments, entrer dans tous les dél Nous nous bornerons aux traits fo au livre de M. Maurice Lévy le lec l'étude de ces questions intéressan
La statique <!lanl renfermée toi des vitesses virtuelles, tout se réc tions que doit remplir un système cation du théorème du travail vii d'une barre quelconque AB du sysi on équilibre sous l'action des forces sur les nœuds, il en est do même t rait de S en supprimant la barre .4 A et B deux forces égales à t et l'autre suivant BA. Mais les seul système Si qui fournissent deséquf l sont ceux dans lesquels la distant qu'on puisse, par la statique scu d'une barre AB du système S, il t de ce système] permette au côté AB (ou un raccourcissement) virtuel i les autres côtés conservent leurs h enfin, pour que la statique seule p toutes les barres d'un système arti les conditions auxquelles la figure chaque côté de recevoir tour à tour niment petit, les autres côtés cous* riables.
C'est ce qu'on exprime briêvcnu doit être librement dilatable.
Mais comment reconnaître dans tous les cas et d'une manière sûre si un système est ou non librement dilatable ? C'est ici que la question devient réellement épineuse ; lu\tons-nous d'ajouter que M. Lévy a donné le moyen de la résoudre pleinement. Au lieu de nous engager dans cette voie difficile, nous nous bornerons à faire connaître un critérium qui, n'offrant que des exceptions fort rares, suffit aux besoins de la pratique.
Mais nous devons donner préalablement quelques définitions.
Figures rcelilignei» déformablett,
indéformables ou à ligues surabondante*.
lis. — On dit qu'une figure rectiligne à s sommets est indéformable, 'lorsque ses angles ont des grandeurs déterminées dès que les longueurs des côtés sont fixées. Elle est au contraire, déformable, si les angles peuvent varier sans que les côtés changent de longueur.
Ainsi, le triangle est une figure indéformable ; le quadrangle simple est au contraire déformable ; mais si à un quadrangle simple on adjoint Tune des diagonales ou les deux diagonales, on obtient des figures indéformables.
Cet exemple du quadranglc conduit à une distinction nouvelle.
Les figures indéformables sont de deux sortes : les unes, comme le quadrangle muni d'une seule diagonale ne renferment que le nombre minimum de barres propre à assurer Tinvariabilité de la forme ; les autres, comme le quadrangle muni de ses deux diagonales, renferment plus de barres qu'il n'en faut pour rendre la forme invariable. On donne aux premières le nom de figures strictement indéformables et aux autres le nom de figures indéformables à lignes surabondantes. Ainsi, dès que le nombre 5 snrpasse 3, la figure à s sommets offre trois variétés suivant le nombre de ses côtés : elle peut être déformable, strictement indéformable ou h lignes surabondantes.
t »9. — Une question surgit alors : quel doit être le nombre m des côtés d'une figure rectiligneàs sommets, pour que cette figure soit strictement indéformable ? La réponse est aisée et d'ailleurs connue depuis longtemps : m doit être égal k2s — 3.
D'après ce que nous venons de dire relativement au quadrangle, la proposition est évidente.pour s =4, et il suffit de montrer que, si on l'admet dans le cas où le nombre des sommets est égal ks, elle subsistera lorsque le nombre des sommets sera 5 + i. Or, pour passer d'une figure strictement indéformable à s sommets à une figure strictement indéformable ayant un sommet de plus, il est nécessaire et suffisant de relier par deux côtés le nouveau sommet à deux des sommets primitifs ; la nouvelle figure a donc s + i sommets et un nombre de côtés égal à
c'est-à-dire à
(fc + 4)— 3;
ce qui démontre le théorème énoncé.
Il résulte de là que un système articulé à s nœuds est déformable, strictement indéformable ou à lignes surabondantes suivant que le nombre des barres qui le composent est inférieur, égal ou supérieur à 2s — 3.
Revenons maintenant au théorème du n
Pour qu'un système articulé soit tel que chacun des côtés puisse recevoir une dilatation (ou contraction) virtuelle infiniment petite, tandis que les autres côtés conservent leurs longueurs, il est en général nécessaire et suffisant qu'il n'existe aucune relation entre les longueurs de divers côtés c'est-à-dire qu'il n'y ait pas de lignes surabondantes. Donc, pour que la statique seule fournisse les tensions d'un système articulé, il faut et il suffit, en général, que ce système ne contienne pas d$ barres surabondantes, c est-à-dire, que, si s désigne le nombre des nœuds, le nombre des barres ne surpasse pas 2s — 3.
tst . — Nous avons dit « en général » parce qu'il existe cer-
ux pour lesquels les dilatations des côtés ntes, même en l'absence de toute égalité ngucuis de ces côlés. Un exemple va le
. avoir construit un premier triangle dans une direction quelconque une lon- 1e l'on construise ensuite successiv ornent islances données de a et de 6', et un point données de a et de b. Lorsque la directe décrit un certain lieu géométrique; nt de ce lieu qui est le plus rapproché de sitions que prennent a et b lorsque c est 'ulé a'b'c'aibiCi ainsi défini a C sommets îs a'b', b'c', c'a', a,b„ 6,6,, c,Ot, a'a„b'bt, 2s — 3 se trouve donc ici satisfaite et la ndcformablc, comme le montre d'ailleurs . Cependant ce système n'est pus libren vertu de sa définition, on ne saurait ans que la figure cesse d'exister, dire, les exemples de ce genre, sont do rc que quand on les cherche ; aussi le ions d'indiquer est-il, malgré ces excepns la pratique-
nsloutt dans un «jilème « barre* •urahnudantCH.
s un système composé de m barres, dont longueurs ai, a.,... ff„, des barres, k re-
i {ai+t, ,a M )
», (at+i, ....... a M )
<*(<**+ , dm)
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permettant d'exprimer
«n o tl . ■ en fonction de
. û*+ii Ofrfii • ■
La statique ne fournira alors,
tu t„ ...t„, que m — k relations
fi Vu *i, • ■ • (B) ?! (*„ *„ . . .
On obtiendra d'ailleurs ces rclat des vitesses virtuelles, en attribut les allongements virtuels compf réactions des appuis ne figureror mais seulement les tensions /,, ment appliquées.
La théorie de l'élasticité devra entre les tensions, k équations c ment on établit ces équations :
Désignons par a,, a, ... a» le prennent les barres sous i'inflnei nœuds. On aura, en désignant pa bres 1, 2, ...k,
a% + ai = |i(«t+, + atoii, en ayant égard aux relations { et les produits des allongemcn geablcs,
Mais si l'on appelle S, et K,, Si lions et les coefficients d'élastieil d'après une loi déjà citée (n° 74).
de sorlc que la relation (A") devient
/p » aUi 0*4-1 tk+i (tyi , , a m tm d^i
EiSi E*+-i Sit+t dah+i E w Sm da m
En faisant t= i , 2, ... k 9 on aura ainsi les k équations qu'il faut joindre aux m — k relations (B) pour déterminer toutes les tensions.
i ss. — Quelques explications sont encore nécessaires sur la manière d'obtenir les relations (A), ou plutôt les relations (A'), qui résultent de la figure du système articulé.
Ce n'est là, il est vrai, qu'un problème d'algèbre appliqué à la géométrie, qu'on résoudrait dans chaque cas. Mais Mohr a indiqué, pour obtenir les relations (A'), un procédé commode, qui, fondé sur une application ingénieuse du principe des vitesses virtuelles, donne à la solution complète du problème une homogénéité très satisfaisante pour l'esprit.
Supposons qu'on supprime toutes les forces extérieures (charges et réactions) ainsi que toutes les barres surabondantes
a u a tl a k . Désignons parai l'une quelconquede ces barres
supprimées, et appliquons aux deux points où aboutissait cette barre, suivant la droite qui joignait ces deux points, deux forces P t et P, de sens opposé, répulsives et égales à l'unité de force. Dans le système ainsi privé de barres surabondantes et soumis aux deux seules forces P, et P„ les barres prendront des tensions que la statique seule permettra de déterminer (n° 180) et que nous pouvons dès lors considérer comme connues: nous les représenterons respectivement par
eL% •$* • . • e
Mais, d'une part, le théorème du travail virluel donne %<" = ejft_ t S0a+i + + 6« Sam ;
et, d'autre part, en remplaçant dans (A') les allongements élastiques par les dilatations virtuelles, on a
^^dëp ***+'+• • • + *£**»•
La comparaison de ces c quelles que soienlles dilal
el, par suite, l'équation (À
("est l'une des équations c sant i = i, 2, ... A, e'est-i surabondante l'opération i M. Maurice Lévy et le gi très procédés fort élégant Hais la méthode de Mot avons déjà signalés, celu graphique, car les quantité
s'obtiennent par la mclhi nœuds, dans le cas très uî un frame dès qu'on t'a priv
Bemarqne* tur les |
184. — Parmi les sys seule, il convient de citer \s par là celle qui résulterait rectangles de même haulci les, suppression faite des dire aussi que celte poutre poutre Warren (lig. 99, 1 dessous dessus. Toute secti barres, deux horizontales e du semelle supérieure l'aut Heure, et deux barres égal méthode des sections échap nœuds.
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iproximali ventent le problème en admettant, ce ùblemenl dans les poutres à treillis bien cons-
deux barres inclinées que rencontre une même le travaillent également, et qu'il en est de même >arres horizontales coupées par celte section. De il l'effort tranchant dans la section considérée el
sur l'horizontale des deux barres de treillis, l'efinc de ces deux barres dont l'une est tendue et méc, a pour expression
tension ou à la compression des deux barres sisemelles, elle est égale au moment fléchissant 1, divisé par la hauteur de la poutre. Les règles i" 161 , 1G2, 163 pour la distinction entre les tenmpressions subsistent d'ailleurs ici.
l poutre à treillis double s'obtient en définitive
treillis simple, en divisanten deux parties égales lervalles formés sur les semelles par les nœuds
joignant deux à deux les points de division, menl, on aura une poutre à treillis triple, qua-
en divisant les intervalles des nœuds sur les sene poulrc à treillis simple, en trois, quatre,... parloignant deux a deux les poinls de division cor- Une section verticale quelconque rencontrera
deux semelles, trois, quatre,... barres inclinées, -a comme an numéro précédent en acceptant les èses ; la formule ci-dessus devra être remplacée
3 nombre des pièces inclinées que rencontre la
le.
e délail sur ce sujet, nous renverrons le lecteur
résittance de M. flamant ou à celui de M. Colli-
Avantage» de» ijitèmei si
IK6. — Nous avons vu que renferment pas de ligne surab< seuls que la statique pure puis nique cause de leur supériori su rabondantes jouissent d'une p et qui consiste en ce qu'ils sont sent être constitués en solides c Voici ce qu'on entend par la Considérons une barre tendue U, Si, E; sa tension, sa section c matière qui la compose. L'expo employée, une valeur limite R sion relative
c'est-à-dire la tension par uni coefficient d'élasticité. La plus
et pour réaliser la plus grau miner les sections Si de toutes formule
E(St
On verrait do même, en consid des tensions négatives, qu'il S; des barres comprimées à l'ai
le nombre R' étant aussi fouri d'ailleurs différer plus ou moin
es conditions, toutes les pièces tendues supporteront tension relative, et toutes les barres comprimées la mpression relative. On dit d'un tel système qu'il est i en solide d'égale résistance.
:uer un système d'égale résistance, telle est la question ose quand on fait le projet d'une charpente de grandes ns.
*t le nombre des barres, le problème comporte 2m in- ; ce sont les m tensions (positives ou négatives) U, et lions Sj.
eux cas à distinguer suivant que le système renferme m lignes surabondantes.
— Supposons d'abord que le système n'offre aucune abondante. Les m tensions ou compressions U seront mies sans ambiguïté pat- la statique pure, et il suffira
leurs valeurs dans les relations (4) et (1') pour obtenions S; des diverses barres.
'ème articulé sans lignes surabondantes peut donc tonconstitué en solide d'égale résistance,
— Il n'en est plus de même, lorsqu'il y a des lignes anles.
e nombre de ces lignes dont nous désignerons, comme , les longueurs par
vant d'ailleurs toutes les notations employées dans ce Nous aurons pour déterminer les 2m inconnues f„
i — k équations (B) , qui sont fournies par la statique
équations (C), que donne la théorie de l'élasticité ; quations (l)cl (!'), qui sont au nombre de m, puisque
de ces deux formules convient à chaque barre. ;s m dernières équations, aussi bien que les k équa-
TT
tions (C), ne renferment pas précisément les inconnues t* et S,; ces inconnues n'y figurent que par les rapports
On aura donc, pour déterminer ces m rapports, m -+- k équations ; d'où résulte en général, l'impossibilité du problème.
Ainsi, un système à ligiies surabondantes ne peut pas, en général, être constitué en solide dégale résistance.
Il est vrai que les m -+- k équations qui donnent les rapports
Si
pourraient être exceptionnellement compatibles, et alors le système pourrait ôtre érigé d'une infinité de manières en solide d'égale résistance. Mais on peut démontrer, comme Ta fait M. Lévy dans le beau mémoire déjà cité, qu'étant donné un tel système à lignes surabondantes, on peut toujours trouver un système sans lignes surabondantes qui soit autant ou plus économique que lui.
1S9. — De là résultent les conclusions suivantes que nous empruntons textuellement à M. Maurice Lévy :
« Si l'on remarque qu'étant donné un système à lignes sura- « bondantes, on peut toujours trouver un système sans lignes « surabondantes qui soit au moins aussi économique que lui ; « si l'on ajoute à cela que les systèmes sans lignes surabon- « dantes sont les seuls dont les tensions puissent être calculées » à l'aide des principes de la statique élémentaire dont les cal- « culs, plus sûrs et plus simples que ceux de la résistance des « matériaux, peuvent d'ailleurs être remplacés par les tracés « si commodes et si expéditifs de la statique graphique ; si « Ton ajoute enfin que les systèmes sans lignes surabondante tes, par cela seul qu'ils renferment un nombre moindre de « pièces, comportent des pièces plus robustes, plus faciles à « assembler, moins sujettes à èlre affaiblies par l'oxydation ou « la pourriture, moins sensibles aux trépidations, moins expo-
RMINATION DES FORCES INTKRI
inssées lors de la pose ou à cl isscmblago ; on reconnaîtra qu'il îtle matière, à se conformer an?
une ossature en bois ou en met ignés surabondantes.
prétendons pas qu'il faille bai re absolue. Si, parmi les pii rtout parmi celles qui sont oient trop longues et qui po i de leur propre poids ou de lissent, il faut nécessairemei
pièces ; mais ces pièces qui nés surabondantes, doivent av de façon à indiquer qu'elles se a résistance générale, mais com ces qui y concourent. Et il faud r à ces pièces secondaires des c ar, par là, outre qu'on gaspille rail dans beaucoup de cas si l'or ie solidité ; on pourrait, au con
vue de la résistance un elle nodîfiant complètement la répar après lesquelles les pièces ont et
si judicieux ont-ils encore r "avorable qu'ils méritent? Il scr irmer.
LA POUTRE CONT
POUR UNE CHARGE
Objet du problème; »« réduct de* momeuls inr
*••. — Une poutre est dite contint deux appuis, d'ailleurs simples ou eu
Chaque partie de la poutre compris' sécutifs reçoit le nom de travée. Nou par A„ A,..., A K ; A, sera l'appui sit A, sera l'appui placé à l'autre bout ; étant n, celui des travées est n — i.
La poutre est supposée droite dans i lion conslanle. En outre, nous adm appuis sont de niveau, saur à esamin vnnt l'influence de la dénivellation de
Dans notre hypothèse, la poutre, avant tout chargement, porte sur t< déformera ensuite sous l'influence de) quelles elle est soumise, mais sans q les appuis puissent s'élever ni s'aba ici d'ailleurs que les points d'appuis <
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lonleiiues dans le plan de symétrie, c'est-à-dire dans le vertical passant par la fibre moyenne ; et, le problème a dre consistera dans la détermination des moments fiéints, des elTorts tranchants et des réactions, is, tandis que dans la poutre à deux appuis simples, les le la statique pure permettent de déterminer les réacet par suite les moments fléchissants et les efforts Irans (chapitre IX), il faut, pour la poutre continue, faire renir la théorie de l'élasticité.
l. — Il convient, avant tout, de ramener la question aux is les plus simples.
cl effet, nous allons montrer que la recherche des mo- 5 fléchissants- aux divers points de la poutre continue être réduite a celle des moments fléchissants sur les ap- Oq donne à ces derniers moments le nom de moments iles; nous les désignerons par M,, M,..., M n ; et, nous s observer, qu'en vertu de la définition même des mos fléchissants, M, et M„ sont nuls lorsque les appuis oxîs Ai et A» sont simples, c'est-à-diçe non encastrés. 1 Ai A,'+, (h'g. 84) la droite qui sur l'épure représente
ravée quelconque, et -, - les échelles des longueurs et
Drces. Supposons que, avec une distance polaire X prise
lonté sur l'épure, ou ail construit le polygone (ou la ie) funiculaire C, m C 1+ i qui se rapporte aux charges int sur la travée et qui passe par deux points C„ C-+,
mnés arbitrairement sur les verticales des points d'appui.
ourt désignerons d'ailleurs, suivant nos habitudes, le produit
if par p.
Cela posé, on peut énoncer le théorème suivant : // existe dans le plan de la /igure une droite telle que, si on
: prend pour axe des x et la verticale A(Y pour axe des y, on
étant Fordonnée d'un point quelconque m de la ligne fu~ kulaire Ci mj Ct+, et M le moment fléchissant dans la section à passe par cette ordonne'e.
Pour démontrer celte proposition, nous observerons d'abord îe le moment fléchissant M de la poutre continue, au point ïui-i 1 par a, se compose : 1" de la somme m, des moments par tpporl k a des charges qui agissent entre A, et a ; 2° de la imme m, des moments par rapport a a des forces extérieures harges et réactions) qui agissent sur Aj et sur toute la partie i la poutre située à gauche de Aj. Or, chacune des forces de ïlte seconde catégorie peut èlre remplacée par cette mémo >rce transportée parallèlement à elle-même au point A, et ir un couple dont le moment est, comme on sait, indépenînt du choix du centre des moments. Si donc on désigne par
la résultante des forces ainsi transportées et par M' la somme ïs moments des couples, on a
m, = Si' -f- W t T ; par suite
Mais M' est évidemment le moment fléchissant M,- de la outre continue au point Aj. D'ailleurs, lorsque a se déplace ir la travée AjA,-+,, le dernier terme de la formule précepte varie proportionnellement au segment Aj a, ou, ce qui îvient au même, au segincut correspondant Ri b, intercepté ir les verticales des points A,- et a sur une droite fixe quelinque Ri lï, M du plan. On peut donc écrire
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jr constant, c'est-à-dire indépendant de U uria travée Ai Aj+,.
tenant le tronçon représenté par Ai At+ seul et s'il reposait par ses extrémité!
ippuis simples, tout en restant soumis ain vant d'être séparé des autres parties d( ant paru, le moment lléchîssant du tron servant que ce moment est nul au poin un raisonnement semblable au précédent
e constante.
tte égalité de la précédente on obtient If
- Mi — u. = (A — h) Bj à
i Ai+i devient, puisque ^ est alors nul,
' s'élimine immédiatement et l'on a d<
3ns laissé à la droite B, 6,-+, une positior sons là de façon que
ixe des x, l'axe des y étant la vorticali la droite Ci C^, sera, dans ce syslerm
Mi+, Mi - P + B. B i+1 X ' renlht'se qui figure dans la formule (1) t
Mais on a
m i = p . cm.
La formule (4) devient donc
M = p (bc + cm) ou
M = p . bm ;
ce qui démontre le théorème énoncé, tandis que les relations
(2) déterminent la position de la droite cherchée.
t»t. _ La construction de la droite BiB <+t résultant immédiatement des valeurs des moments sur piles M< et M<+i, on voit que la connaissance de ces deux moments particuliers entraîne celle des moments fléchissants de la poutre en tous les points de la travée. Donc enfin, il suffira de connaître tous les moments sur piles M t , M,..., M n pour obtenir par une constructipn simple les moments fléchissants en tous les points de la poulre continue.
Comme on est maître du choix des points C 4 - et Ci+ t sur les verticales des appuis A* et Af+ t , on pourra prendre pour ces points les appuis eux-mêmes. La figure devient alors la suivante (fig. 85), et, la règle pour déduire de la connaissance des moments sur piles M, M*... M n les valeurs des moments fléchissants aux divers points de la poutre continue s'énonce ainsi :
Avec une même distance polaire S choisie d'ailleurs à volontè sur répure, construisez pour chaque travée AiÂi +i la ligne funiculaire A t fw< A i+i qui passant par les appuis Ai et A i+U est relative aux charges qui agissent sur cette travée considérée comme isolée. Portez sur la verticale de chaque appui un segment
et joignez par des droites les points /?,, /?,... li n ainsi obtenus. Les ordonnées de la ligne funiculaire totale
Ai m { Aj... A„,
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comptées à partir de la ligne brisée
et mesurées sur l épure, donneront en grandeur et en signe, après quon les aura multipliées par p, les valeurs des moments fléchissants relatifs aux sections correspondantes.
Dans la figure 85 nous avons pris n = o et nous avons supposé M t el M 5 nuls, ce qui arrive quand les appuis extrêmes sont simples ; c'est pourquoi B, coïncide ici avec Aj et B 4 avec A ; .
Fig. 85.
Les ordonnées positives, c'est-à-dire dirigées de haut en bas à partir delà ligne brisée B t B.... B v donnent des moments posilifs.
Les moments négatifs répondent aux ordonnées dirigées de bas en haut ; telles sont les ordonnées B â A„ B 3 A 3 , B 4 A ( relatives aux moments sur piles M*, M 3 , M ; , qui sont négatifs.
*••. — 11 est toujours permis de supposer que tous les appuis intermédiaires A % Â^.. A n ^ sont simples. Si l'un d'eux Ac était encastré, il suffirait d'étudier séparément les parties A! Ai, A< A» considérées comme deux poutres distinctes et indépendantes, puisque, en vertu de l'encastrement la section, A* serait rigoureusement fixe.
Quant aux appuis extrêmes A t et A» ils peuvent être tous
222 CHAPJTf
les deux simples, ou tous tes < simple et l'autre encastré. De là on peut, si l'on veut, ramener ce tous les appuis sont simples, à la d'ajouter, par la pensée, une ti A, A, et placée à gauche de la pc vaut en effet à deux appuis sin remplacerait de même l'appui A travée infiniment petite A, An+ t Nous supposerons donc dans appuis sont simples, sauf à donni ques développements complémei: est encastrée à l'un de ses bouts
■»4. — On ramène la rechercl construction d'un certain polygoi de second polygone funiculaire r AiPi! A* m, A s mjA ( »j, A- que 1' funiculaire et qui est formé par culaires (courbes ou polygonal charges agissant sur chaque tra\ Il faut définir avant tout ce sec Considérons une travée quelco sons-la en trois parties égales aux par (gi) et {g't) les verticales de ces cales, qu'on nomme trisseclrtces,\ centres de gravité des deux triar dans lesquels on décompose le fri nanl l'une de ses diagonales (cel par (Ci,) la verticale qui passe p surface A' rm 13, limitée par la { qui est relative à la travée compi verticale le nom de verticale prii les aires des deux triangles AjBj A ( wi, B, ces trois aires étant mes
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Cela posé, A et A étant deux constantes choisies à volonté,
UX
â|fV |
àv
iùi
Fig. 86.
mais les mômes pour toutes les travées, imaginons les trois forces Ut, V<, U< qui, ayant pour vecteurs
lli = —
auraient respectivement pour lignes d'action les droites
9u Git gl
c'est-à-dire la verticale trissectrice de gauche, la verticale principale et la verticale trissectrice de droite. Soit A|/?<y,/?/ A*+ t le polygone funiculaire de ces trois forces, qui aurait A pour distance polaire mesurée sur la feuille de dessin et dont les côtés extrêmes passeraient par les appuis À< et Â <+1 .
A chaque travée répond un polygone analogue. Toutefois, pour les travées de rive A, A â et A»_i A tt , le polygone n'a que trois côtés au lieu de quatre, vu que le trapèze A<B< B^ A i+1
se réduit, pour chacune de ces deux travées, à un triangle. Ainsi, pour la première travée AjA i? on n'a que les deux forces V,, U/ ayant pour vecteurs
et pour lignes d'action la verticale principale et la verticale trissectrice de droite. Pour la dernière travée A*_i A*, on n'a aussi que deux forces U„_,, Vn~i ayant pour vecteurs
Ur^i = — Vn-l = -7-
ct agissant respectivement suivant la verticale trissectrice de gauche et suivant la verticale principale ; le polygone est Ai^i/j'iAi pour la première et A lt -_ J j9 n _ 1 g f ,-,A l , pour la dernière (fig. 86).
196. — Ces polygones se succèdent de telle sorte que chaque appui intermédiaire soit l'extrémité du polygone relatif à la travée précédenle et l'origine du polygone relatif à la travée suivante. L'ensemble de ces polygones constitue une ligne brisée qui, si n est le nombre des appuis, a en apparence
côtés. En réalité cette ligne brisée n'a que
côtés, attendu que le dernier côté de chacun des polygones partiels coïncide avec le premier côté du suivant.
Pour le démontrer, remarquons que la ligne élastique t passe par tous les appuis, et n'a en chacun d'eux, à cause de sa continuité, qu'une seule tangente ; il en est de même, par suite, de sa ligne homographique e,, quel que soit le coefficient q d'amplification des ordonnées qui spécifie cette ligne. Prenons y, de telle sorte qu'on ait(n° 124)
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nt les «feus quantités employées au numéro pré v, p, E, I ayant la signification déjà expliquée plu i. La ligne e, sera (n° 124) une courbe funicu distance polaire A, pour une charge fictive égale >réc sur la figure 85, celte aire étant mesurée su
divisée par k. Désignons par t, la tangente a cette courbe funiculaire si, et considérons la parti jne qui est relative à une travée quelconque A ( Aj+ ; ' 64) que si l'on partageait l'aire ombrée de celt ilusieurs parties par des verticales, cl si, avec le pôl
courbe t„ on construisait un polygone funiculaire ir A ( et Aj+,, des forces qui auraient pour ligne s verticales des centres de gravité de ces parties t eura les aires de ces parties divisées par k, ce poly ulaire aurait tous ses côtés tangents à la courbe t, plus ainsi quand on divise l'aire ombrée en partie es ; mats, quel que soit le mode de décomposîtio re ombrée, les côtés extrêmes du polygone funicu spondanl ne changent pas (u u 34) et par suite coin c les tangentes t, et (,+,. Donc, le polygone partit +1 , défini au numéro précédent, et qui est relatif a écomposiliou de l'aire ombrée exprimé par la rela 6)
ombrée = A MfA^ — A,B,B,-h — AJ^À^,
s extrêmes A(/j ( , p'fA^, respectivement confondu agenles ti et t i+l . Le même raisonnement appliqué )récédente prouverait que le côté j»'f_,A| se confon me enfin, les deux côtés consécutifs p' t -,\i, A,/ e prolongement l'un de l'autre, i ligne brisée formée par la succession des poly iels A.,piq,p'tA l+ , constitue un polygone funiculair côtés, passant par tous les appuis, ayant pour dis ire A et relatif aux
2 + 3 (h— 3) + 2=3»-5 vos V„U'„U„V„U' I U._„ V_.
C'est ce polygone qui a reçu le nom de second polygone funiculaire.
On nomme côtés moyens ceux des côlés de ce polygone qui ne passent pas par les appuis ; dans chaque travée A|-A*f, il y a un côlé moyen de gauche p t qi et un côté moyen de droite q t p'i. Dans les travées de rive l'un de ces côtés moyens se confond avec l'un des côlés sur appuis ; dans la première, c'est le côlé moyen de gauche qui coïncide avec le côté sur appui de gauche ; dans la dernière, c'est le côté moyen de droile qui se confond avec le côlé sur appui de droite.
Séduction de la recherche de* moment* sur piles à, In construction du second fuuiculairc.
t ne. — Supposons que Ton ail construit le second funiculaire et voyons comment on peut en déduire les moments sur piles.
Prolongeons qtpt jusqu'à sa rencontre fe, (flg. 86) avec la verticale A*B<- Imaginons que par un point k pris à volonté sur la verticale principale (G<), on ait mené des parallèles aux côtés du polygone funiculaire Aip i qip f i Ai^ 1 et soient a u a % , a„ a 4 les points où ces parallèles rencontrent une verticale dont la distance au point t. soit ogale h A ; a x a t a z a k sera le polygone des vecteurs des forces ficlives U«,Vi,U',; et, en exprimant la proportionnalité des bases et des hauteurs dans les triangles semblables Ai/?$ è , a-a^ ou a la relation
Aij3, Aigri 1
jAiAi-H
En remplaçant le vecteur aia à par sa valeur
0i 1 AiAi+i . AiBi a i a i = u, = --=- i
et résolvant par rapport à A,B„ on obtient la formule (b) A» Bi ou == — Ai p,
? rf (AiAn-,)
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moment fléchissant sur l'appui A,, ou mieux, le : qui est plus utile (n° 192) que le moment M ( lui-
narquer que le tracé effectif du polygone des vec-
V*,« t ) esl inutile, ce polygone n' in Ici-venant que
nstration.
il, au lieu du côté moyen de droite qip t de la Ira-
m ployer le côté moyen de gauche }(_,/*'(_, de la
lenlc. Eu désignant par ji'j le point où ce côté ren-
ticale AiB>, on trouverait par un raisonnement
précédent
A<B, ou = — Ai? i —
p (Ai-, Ai) 1
es (S) et (6) équivalent à la règle suivante : jusqu'à sa rencontre $i (ou (j';) avec la verticale I,-, fun quelconque des deux côtés moyens limité qui passe par Ai. Le moment fléchissant sur cet
é à Féchelle - , est ètjal au produit du segment
) par le facteur
t longueur, mesurée sur l'épure, de la travée à luttent le côté moyen employé.
igaalons, en passant, la relation
Aifr MiAn-A»
Ai pi' \Ai-.,Ai/
e la comparaison des formules (5) et (6).
L'opérateur disposera des arbitraires k et A, quantités \, <l, S, pour la commodité de l'épure, .ntilés doivent rester les mêmes pour toutes les e même poutre. Si l'on veut ensuile connaître q, • la formule (i) du numéro 195.
Un cas fréquent est celui où loutes les travées intermédiaires sont égales. On prend alors habituellement
l désignant la longueur commune, mesurée sur l'épure, des travées autres que les travées de rive. De la sorte, les fadeurs
6kà 6*A
(AiAi +1 )» (Ai-,V
sont égaux à l'unité, le premier pour i = 2, 3,..., n — 2 et le second pour i = 3, 4,..., n — 1 ; on a alors
(7) • A f Bt = — A f p„ An^ B^ = — A tt _ t £'».,. Or, pour toutes les valeurs de i comprises entre 2 el/i — 1,
(8) A iBi = — Aipt = — Aip'< ;
ce qui prouve que la verticale de chacundes appuis A 8 ,Ai...A,i_, est couptie au même point par le côté moyen de gauche et par le côté moyen de droite.
Si toutes les travées sont égales, la relation (8) s'applique à tous les appuis intermédiaires sans exception.
Construction du second funiculaire.
199. — Actuellement toute la recherche est réduite à la construction du second polygone funiculaire, et même, à vrai dire, à la détermination des seuls côtés moyens de droite ou de gauche. C'est le problème que nous allons traiter, après avoir donne* deux nouvelles définitions :
Soient Ai_iAi et AiA,-+i deux travées consécutives quelconques (Kg. 87).
Forions, de droite à gauche, à partir du pied g' i ^. l de la verticale trisseclrice de droite de la travée A|_ t A<, une longueur q\— x y, égale au tiers de la travée suivante. La verticale du point y* reçoit le nom de contreverticale relative k l'appui A .
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- s (A(A H -.-A*_ 1 Ai)
i contre- verticale (-p) tombe à gauche ou à droite rrespondaut A ( suivant que la travée A,_, A; est iu plus courte que la travée suivante.
Fig. 87.
signons par F ( _, un point quelconque de la travée >ns à volonté un point Oj_, sur la verticale de F ( _„ t Oi_i menons une droite quelconque qui rencontre issectrice (yVi) cl la contreverticale (yi) respectiux points que nous désignerons par x et z. Meuglions le point z au point y où xAi coupe la verrice (y t ). La droite zy rencontrera ( _, A* en un it nous désignerons In projection sur la travée
i du point F« ainsi obtenu ne dépend que de celle llement du choix du point ( _i sur la verticale i direction donnée à la droite 0(_,z. En efïet,l'aphéorêmo de Ménélaus' au triangle 0j_ ,: Oicoupé ersale xhiff donne :
JO.-, gz AiQi M ' i/Oi ' A.Oi— ,
Hé de Géométrie <le MM. E. Roucliè et Je Combe rousse ; 5*
g'i-iKi-^ giyi Art ? 'l-,7i fflFl AiH
Or, si l'on désigne par 3a el 3a' I< l'épure, des travées A ( _, Ai, A ( A (+ , A(_jF ( _,, A(F ( , la relation précéda
que l'on peut écrirt
Celte formule montre d'abord qi c'est-à-dire la valeur de a' est indé point 0,_, sur la verticale du point elle ne dépend que de a, « et a', c'< point Ff_ ( et des longueurs des deu
Il ressort encore de la formule (9 tre o el a, a.' reste compris entre c le point F,_, appartient au tiers de j son correspondant F,- sera aussi da travée suivante A ( A ( _ L .
Dans la pratique, pour construit pourra par exemple prendre pour
••1. — Cela posé, parlons de la avoir placé F, en A,, déterminons * de la deuxième travée qui corresponc puis le point F a de la troisii-me trav' F, de la deuxième.et ainsi de suite. ?i points
A, ou F„ F t , F„
qu'on nomme foyers de gauche de If
En parlant au contraire du dern
de droite à gauche absolument comi
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de gauche à droite à partir de A lf nous obtiendrons une seconde série de n — 1 points :
A n OU E M , En-!, E«-î, E t
qu'on nomme foyers de droite.
Tous les foyers de gauche sont situés dans les tiers de gauche des travées ; tous les foyers de droite dans les tiers de droite.
Observons encore que dans le cas où les travées A^\ At, Aii Ai+ t sont égales, la formule {9) revêt la forme
qui se prête à une élégante interprétation géométrique, non encore remarquée, que je sache : le point F*, correspondant de F<_ lt est le conjugué harmonique par rapport à A#,- du symétrique du point Fi-t par rapport à l'appui A|_ I#
tût. — On appelle lignes croisées relatives à une travée quelconque A< A,+i, le système de deux droites indéfinies 7c'a' 8 , x' a\ qui, se coupant sur la verticale principale (G*), interceptent, sur une verticale située à la distance A de (G,-), un segment égal au vecteur
Vi = -
de la force fictive V< (fig. 86).
D'après cette définition, le point tz peut être pris à volonté sur (G<) et on peut donner une direction quelconque à la première ligne t:V, ; la seconde ligne a\i: s'obtient ensuite en portant verticalement le segment a^a'* = v t et joignant le point a\ au point x'.
Il est clair d'ailleurs que le segment intercepté par les lignes croisées sur une verticale quelconque est indépendant de la position de t: sur (G*) et de la direction xV t , attendu que le rapport de ce segment à v t est toujours égal au rapport de sa distance à (G*) à la longueur A.
Remarquons enfin que les lignes croisées a\iz à \ constituent un polygone funiculaire de distance polaire A pour la force
unique Vi ; car, puisque a\a\ est le vecteur de V<, si Ton construit, pour cette force, le polygone funiculaire ayant % pour pôle et d t Tz pour premier côté, le second côlé de ce polygone sera précisément a \iz '.
*os. — Soient A lf F„ F 3 , F v (fig. 88) les foyers de gauche de la poutre que, pour fixer les idées, nous supposons à 5 appuis A,, A 8 , A 8 , Ai, A 6 , et par suite à 4 travées.
Sur la verticale du premier foyer Ai portons un segment A 4 3\ égal à celui qu'interceptent sur cette verticale les lignes croisées de la première travée (on n'a pas dessiné ici ces lignes croisées pour ne pas compliquer la figure). Joignons le point J'i au second appui A 2 et soit J, l'intersection de J', A 2 et de la
l l v *\ k.. » i in
Fig. 88.
verticale du foyer F 2 . Portons sur cette verticale le segment Jj J'i égal à celui qu'interceptent sur celte verticale les lignes croisées de la dcuxiïme travée ; menons S\ A 3 jusqu'à sa rencontre J 3 avec la verticale du foyer F 8 , et prenons le segment vertical J 3 J' 3 égal à celui qu'interceptent sur cette verticale les lignes croisées de la troisième travée. Enfiu menons J' 3 A 4 jusqu'à sa rencontre J t avec la verticale du foyer F t et prenons le segment vertical J*J' 4 égal à celui qu'interceptent sur cette verticale les lignes croisées de la quatrième et dernière travée. Les points ainsi obtenus :
ont reçu le nom de points fixes. Il y en a deux sur la verticale de chaque foyer de gauche.
TT
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En parlant de A s et opérant de la même manière sur les foyers de droite (A 3 , E v , E 3 , Ej), on obtient une autre série de points fixes.
Nous distinguerons ces deux séries, en appelant les points J points fixes de première espèce et les points H pomts fixes de seconde espèce.
t04. Ces définitions étant établies, voici le théorème qui clôt en quelque sorte la partie fondamentale de cette étude :
Les diagonales Ji H\ + i, /,• H t + 1 du quadrilatère formé par les quatre points fixes dune même travée Ai Ai + i, sont les côtés moye?is du second polygone funiculaire dans cette travée.
Nous fonderons la démonstration sur deux remarques :
1* Les côtés moyens limitrophes d'un même côté sur appui vont se couper sur la contreverlicale de cet appui. En effet, les deux côtés yi_ i/A-i, p%qi du second polygone funiculaire doivent (n°38) se croiser sur la ligne d'action de la résultante des forces Vi— i et Vi qui sont comprises entre ces
Fig. 89.
deux côtés (fig. 89). Or ces forces agissent suivant les verticales [g'i— i) et (gi) ; leur résultante a pour ligne d'action laverticale qui divise g'i—i gi en deux parties inversement proportionnelles à leurs intensités c'est-à-dire aux aires des triangles Ai— i B* Ai, Ai Bi Bi-f-i ; mais ces deux triangles de même base Ai Bjsont proportionnels à leurs hauteurs c'est-à-dire aux Ion-
gueurs des deux travées, ou encore aux si \ t gi ; la ligne d'action de la résultante en être la verticale qui partage (j'i— \gx en doux proportionnelles à f/i—\ yi et yi Qi ; c'est pr verticale (v;),
2° Le segment J,* J'i compris entre les i tués sur la verticale d'un foyer quelconque ment C, C'j qu'interceptent sur cette vertic: du second funiculaire relatifs à la travée q En effet le système des lignes croisées a%-> le système form<S par les côtés moyens du second funiculaire A;-i p,qi p't Aiet l'autre un polygone funiculaire de mêm pour la force unique Vi ; par suite (n e ii) dC'i représentent à la même échelle le me force Vi par rapport à Ff. Ces segments s comme on a par définition (n* 203) JjJ'i = J J'i = CiC'i.
Cela posé, considérons le second pc A, 0i/>',A,/v/iP'i A a p s ... (fig. 90) et rapp sont confondus avec A,. Puisque les deu> et y, p'„ dans la travée de rive A,A„ doisur la verticale de F, c'est-à-dire de Ai JiJ', et que J, est en A,, il faut que le secc passe par J'i. Soit z, le point où ce second
contrer la contreverticalc (y,), ut p t le po per la verticale trissoctrice (i? f );le premier c
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o travée sera({°) le prolongement de z,p t . Mais d'aistruclion des points lises (n* 203} le point où la i rencontre z^. est précisément le point fixe J, ; îmier cdté moyen p,q, dans la deuxième travée , ; de plus, comme les deux côtés p, q„ q, p', doiîpter sur la verticale de F, un segment égal à J,.l', , passe par J,, il faut que le second côté moyen y,p' s eme travée passe par J',.
nnant à partir de J', comme on vient de le faire à „ on verra de même que p^ passe par J 3 et q$\ par ue /)//, passe par J, et q % p\ par J' ; ; et ainsi de
ic établi que les premiers côtés moyens A, q,,p t q„.. issent respectivement par les points fixes J t , J,... les seconds côtés moyens gjt'. q,p',... q*-\ A M passivement par J'i, J',„- J'h— i.
.'erait de même, en partant de l'autre travée de rive, onds côtés moyens dans les diverses travées conspcclivement II,, II,,.. H„, tandis que les premiers ns renferment respectivement II',, HY*- Unifia le côté moyen piqi passe par Si et H'i (-i, et le i qip't passe par J',- et Hj_j-i ; ce qui démontre le lliéo-
Bétumé et vérlfloMliona.
Telle est, sauf le mode d'exposition, la solution gratfohr pour le problème de la poutre continue de stante reposant librement sur des appuis de ni-
• attentive de celte méthode nous a conduit à décomïtonstration en trois théorèmes principaux. Le pre- 1) réduit la recherche de tous les moments fléchîse des moment sur piles. Le second (n* 196) ramène c des moments sur piles à la construction des côtés n certain polygone dit second polygone funiculaire.
Le dernier (no 204) fournit deux points de chacun de ces côtés moyens.
En résumé, on commencera par construire les éléments qui ne dépendent pas des charges, mais de la seule distribution des travées; ce sont les verticales trissectrices, les contreverticales et les foyers. On construira en second lieu les éléments qui dépendent des charges ; ce sont le premier polygone funiculaire, les verticales principales, les lignes croisées et les points fixes. Cela fait, on obtiendra successivement les côtés moyens du second funiculaire, les moments sur piles et enfin les moments fléchissants pour tous les points de la poutre.
Il y a plusieurs vérifications qui permettent d'éviter l'accumulation des erreurs.
l°Le point commun aux deux côtés moyens, dans chaque travée, doit se trouver sur la verticale principale correspondante.
2° Le second côté moyen dans une travée quelconque et le premier côté moyen dans la travée suivante doivent concourir sur la contreverticale relative à l'appui commun aux deux travées.
3° La droite qui joint l'extrémité du second côté moyen dans une travée à l'origine du premier côté moyen dans la travée suivante doit passer par l'appui commun aux deux travées.
ton. — Remarquons qu'un Iriangle est déterminé de grandeur et de position quand on connaît trois droites sur lesquelles doivent être placés respeclivement ses trois sommets et trois points par lesquels doivent respectivement passer ses trois côtés. Tel est le triangle z*p\p'i de la fig. 90. Il suit de là que si, dans la poutre continue, on considère les i premières travées à gauche, la partie A l q l p\A i ... p'i Ai+i du second polygone funiculaire comprise dans ces travées, pourrait être construite sans faire intervenir aucun des éléments (foyers de droite E, points fixes de droite II..., etc.) qui dépendent des longueurs et des charges des travées suivantes.
On peut donc énoncer cette proposition importante : La position d'un foyer de gauche quelconque et le moment fléchissant en ce points ne changent pas quand on modifie
LA POUTHE CONTINUE 237
d'une manière quelconque les longueurs et les charges des travées situées à droite de celle qui renferme le foyer considéré.
• Et de même :
La position d % un foyer de droite quelconque et le moment fléchistsant en ce point, sont indépendants des dimensions et des charges des travées situées à gauche de celle qui contient le foyer considé?*é.
Diagramme général de» moment fléchi «saute».
Efforts tranchants et réactions des appuis.
••ï. — La partie supérieure de la fig. 83 donne, comme nous l'avons vu, les moments fléchissants pour tous les points de la poutre ; ils sont proportionnels aux ordonnées de la ligne ÂimfAtHiiAgttiaAiiHiAs, ces ordonnées étant comptées à partir de la ligne brisée A^BaBjAs.
Mais celte manière de compter les ordonnées, à partir de droites qui différent d'une travée à l'autre, ne permet pas de saisir les variations des moment fléchissants aussi aisément que le ferait un diagramme dans lequel les ordonnées auraient leurs pieds sur une même droite, sur Taxe Ai As de la poutre par exemple. Un tel diagramme, que nous nommerons diagramme général des moments fléchissants est aisé à construire; c'est celui que Ton voit à la partie inférieure de la figure 85 ; on l'obtient en déplaçant chaque ordonnée sur sa verticale de façon que son pied vienne sur Ai As. Ainsi on a pris
A'itfi'i = Aijhi, o'in'i = 0|fii,
De la sorte, y étant une ordonnée quelconque de la ligne Aim' t B'i m\ B' 3 m' a Ti\m\ A c rapportée aux axes rectangulaires #'A,y, et M étant le moment fléchissant dans la section qui contient celle ordonnée, on a, en grandeur et en signe.
M = — py.
La recherche des moments fléchissants est la partie essen-
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tielle du problème de la poutre continue. La détermination des efforts tranchants et des réactions des appuis en résulte ensuite aisément. Quelques mots suffiront pour l'expliquer :
La ligne Ai m\ B' 2 m', B' 3 i»' 3 B\ m\ A 3 ,dont nous venons d'indiquer la construction, n'est au fond qu'une ligne funiculaire de distance polaire S pour l'ensemble des charges auxquelles la poutre est soumise et des réactions des appuis ; la ligne de clôture est A,A r> . Donc, pour déterminer l'effort tranchant en un point quelconque o' p on mènera la tangente/, au point correspondant n\ du diagramme ; puis, par un pôle quelconque on mènera les parallèles aux droites A^ et t i jusqu'à leurs rencontres a et 6 avec une verticale siluée à une distance S du pôle choisi; le segment a*), multiplié par <p, donnera l'effort tranchant dans la section o\ m
Quant aux réactions des appuis, il est clair que si Ton désigne par Ti et Ti les efforts tranchants dans la section qui précède et dans celle qui suit infiniment peu l'appui Ai, et par Ri la réaction de cet appui, on a :
Ti = Ti + Ri.
d'où:
Ri = Ti — Ti.
Lorsque chaque travée AîAi+i supporte une charge uniforme, la partie B'i m'i B'i+i du diagramme général des moments fléchissants est (fig. 91) une parabole à axe vertical et l'effort tran-
Fig. 91.
chant varie dans la travée comme l'ordonnée d'une droite (n° 112); ilsuffitdonc de déterminer les efforts tranchants TietTi+i sur les appuis. Pour cela, on prolongera le diamètre n'im'i rela-
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tif à la corde B'^B't-fi d'une quantitée m'i rî égale à n'm'i, ce qui donnerales tangentes r'»B'i,r tBi-|-i à la parabole; puis, après avoir pris sur la ligne des appuis des segments Ai?:,-, Ai-j-i izi égaux à $, on mènera par le premier pôle tzi la parallèle 7vi zi k la tangente n B'i et par le second pôle la parallèle 7^' 2i+ 1 à la tangente r * B'i+i ; on aura alors :
TV = <p.Ai5i, Ti+i = 9. A*+i 3î+i
Remarques sur les lignes croisées.
3*8. — Au lieu de construire les lignes croisées comme nous l'avons indiqué au n° 202, il est préférable de calculer les longueurs des segments ui, w'i qu'elles interceptent sur les verticales des appuis Ai et Aî-f i de la travée à laquelle elles appartiennent. On portera ces segments sur les verticales en question et on joindra en croix leurs extrémités (fig. 86) ; le point de croisement donnera alors un point <o' de la verticale principale (Ci) qui se trouvera ainsi non plus une donnée, mais un résultat de la construction. On évitera d'ailleurs de la sorte le tracé de la verticale auxiliaire a\a 3 située à la distance A de la verticale principale. Ce procédé donne des résultats plus précis et évite la confusion.
Les valeurs de wj et m résultent immédiatement de l'inspection de la fig. 86 ; ce sont :
/JA\ /**\ Ci > /*'\ * .
Ci et d{ désignent les distances du centre de gravité de Taire <?< aux verticales des appuis A< et A,-.^, en sorte que la somme et + di est égale à la longueur U de la travée mesurée sur Tépure.
A proprement parler c'est surtout dans le cas d'ailleurs fort * usuel, où la charge sur la travée est uniforme, que ce nouveau procédéest avantageux, vu qu'on peut alors, comme nous allons le montrer, trouver les valeurs explicites de ui et 0/ en fonction des données.
•©•. — La charge uniforme peut occuper la longueur de la travée en tout ou en partie. La seconde hypothèse contient la première comme cas particulier.
Soit ai (fig. 92) la longueur Ai Ci,qui représente sur l'épure la parlie occupée par la charge uniforme. La ligne funiculaire Airrn Ai-f-t relative à cette charge, se compose (n° 114) d'un arc de parabole Ai mi raccordée par une droite tw* Ai+i. Désignons par ni le point où cette tangente va rencontrer la verticale de l'appui Ai, et par bi la longueur Ai m. On sait que le produit pôi représente la valeur absolue du moment, par rapport à A,-, de la réaction que l'appui Aî-f, exercerait si la travée était isolée ; ce produit est donc égal au moment de la charge par rapport à Ai, en sorte qu'on a :
àt = || M'.
L'aire mixtiligne Aîmi jAj.fi que nous appelons ai est la différence entre le triangle rectiligne AtttiAj.fi et le triangle para-
bolique Aiwnii lequel est les - du Iriangle rectiligne Aitti/n*.
On a donc
ai =- oiM — - oi.aî ;
Fi&. 92.
et, comme les centres de gravité du triangle rectiligne
Ajm ft 'Aî ci du triangle parabolique Ammi ont respectivement
, . h . ai pour abscisses - et -, on a
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à ces trois dernières relations, les formules (10)
ut = h . ai' (2/* 1 — af) u'i = h . m- [2h — ai) 1 ,
h= J!L 24*pâ
Les relations (H), (12), (13) résolvent pleinement proposé. Voici comment on s'en sert :
s par Qi la valeur commune que prennent u; et i. = ti, c'est-à-dire lorsque la charge uniforme rè- [e l'étendue de la travée. Nous aurons Qi = Aft»,
wi =ar»(2-r')
u'i = Qi r' (2 — r)\
t par r le rapport - de la partie chargée à la Ion-
t de la travée.
;s dernières formules que l'on emploie dans la praa travée soit chargée uniformément en tout ou en jmmence toujours par calculer Lit à l'aide des rcla- (14). Là se borne le calcul si la charge est totale, n'est que partielle, il faut en outre multiplier la obtenue de Lli par les valeurs numériques des
lier se rapporte au segment situé du côté de la e second au segment situé du côté opposé à la
u suivant donne les valeurs numériques de ces pour les valeurs usuelles- , - , -, -du rap-
11 est à peine nécessaire d'observer que, dans la pratique, il faut tenir compte à la fois du poids de la poutre qui est une charge régnant sur la travée entière et de la surcharge qui peut n'occuper qu'une partie de la travée ; les segments interceptés par les lignes croisées sur les verticales des appuis se composent alors de deux parties.
*i 1. — Signalons encore à ce sujet un rapprochement intéressant :
On sait (n° 1(2) que si fi désigne la longueur, mesurée sur l'épure, de la flèche de la parabole funiculaire relative à la charge uniforme de la travtfe de rang i, on a :
fi - «r
La comparaison de cette expression et des relations (13) et (14), donne immédiatement :
De là résulte, pour une poutre continue uniformément chargée sur toute sa longueur, les deux propositions suivantes :
I e Si toutes les travées intermédiaires ont une même longueur / et si les deux travées de rive ont une même longueur /', et si Ton pose
o les lignes croisées intercepteront sur les verticales correspon-
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cnls égaux à 2/ pour les travées intermédia:
de rive ; / désigne la flèche de l'une des pe iaires et p la flèche de l'une des paraboles d
i travées ont une même longueur /, auquel ce les ont la flèche /, et si l'on pose toujours
!S intercepteront sur les verticales correspor icnts qui seront tous égaux au double de I
le cas usuel de la charge uniforme, il imporl à la construction des lignes croisées, le a porte une charge concentrée unique <|i ; ce ca; ut théorique, nous sera fort utile dans le chu
le polygone funiculaire de la force unique ( ruit avec la distance polaire 8, passe par h
FIg. 98.
fig. 93) ; désignons par l la longueur A ,A,
qui, sur l'épure, représente la travée et par h la hauteur tint du triangle A ft -mA| + i ; l'aire de ce triangle sera
d'ailleurs l'abscisse AiG de son centre de gravilé sera la moyenne des abscisses de ses trois sommets, c'est-à-dire
-(/+|Am),
(a/wj/ désignant l'horizontale du point m.
Le segment <*>,, que les lignes croisées intercepteront sur la verticale de l'appui Ai, aura donc (n° 208) pour expression
\ Ih { l -f- fi m
coi
c'est-à-dire
en posant
Or, si Ton mène par le point m la parallèle ma à la diagonale [/Ai-]-, du rectangle Atpp'Aï-i-i, on voit, par les triangles
semblables x[/.#i, pAtAj+^quepcest égal à-[i.m; on a donc
Ci)
On verrait de même que le segment g/,, que les mêmes lignes croisées interceptent sur la verticale de l'appui Ai+i, est égal à Ai-f ,a , a étant le point que l'on obtient en menant ma parallèle à l'autre diagonale Ai|x' du même rectangle Aij/.[//Ai-fi.
Ces lignes croisées A t a', A»-f t a s'obtiennent ainsi sans déterminer préalablement la verticale du centre de gravité du triangle A}mAi+ A ; cette verticale serait donnée au contraire, ai on la voulait, par l'intersection r, des lignes croisées.
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Poutre continue encastrée à Tan des bouts ou aux
deux extrémités.
tlS. — Supposons d'abord que le premier appui Ai soit seul encastré.
Nous pouvons (n° 193) considérer la poutre actuelle à n appui Ai, ....A» comme la limite d'une poutre à w+ 1 appuis A ,A r ...An qui seraient tous simples et dont le premier A serait infiniment voisin de A p la travée additionnelle A A t étant d'ailleurs vide, c'est-à-dire ne portant aucune charge.
Or l'influence de cette travée additionnelle A A, sur le second funiculaire A^y^..., est facile à démêler.
D'abord, la travée AqA, étant vide, ses lignes croisées coïncident, et par suite le segment JqJ'o est nul ; donc J' coïncide, comme J , avec le point A et la droite J' AiJi se confond avec l'horizontale A t A n des appuis ; le point fixe J, est par conséquent situé sur cette horizontale, c'est-à-dire se confond avec F t . Quant à la position de ce dernier point, elle résulte de la formule (9) qui, pour a = o, donne <x' = a\ c'est-à-dire AiFj = A i g l ; le point F t est donc au pied g x de la première verticale trissectrice. Enfin, remarquons que la fibre moyenne, passant par les appuis infiniment voisins représentés par A d et Ai, sa ligne homographique est tangente en A, à l'horizontale des appuis, et par suite le premier côté A i p i du second funiculaire est dirigé suivant cette horizontale (fig. 94).
Ainsi, en résumé, lorsque le premier appui A l dune poutre continue A x A n est encastré, le foyer F t et le point fixe J t coïncident, non plus avec Ai, mais avec le pied g x de la première
Fig. 94.
verticale trissectrice. La suite du tracé no subit aucune modi li cation.
De même, si la poutre est encastrée à son autre bout A», le foyer E n et le point fixe H H coïncident, non plus avec A», mais avec le pied y' a _j de la dernière verticale trissectrice.
114. — La figure 95 représente l'épure d'une poutre à une seule travée Ai A, et encastrée à ses deux bouts. Après avoir choisi, conformément aux exigences du dessin,
les échelles - et - des longueurs et des forces, ainsi que la dis-
tance polaire 8, on tracera la droite AiA, qui figure la poutre
Fig. 95.
et la ligne funiculaire AmiiA, des charges données. Puis, pour éviter la confusion, on transportera A,A, parallèlement à ellemême en A' t A' t . La division de cetle droite en trois parties égales donnera les verticales trissectrices (g t ) et y'\). Les segments k\g x et g\ k\ seront les côtés extrêmes du second funiculaire ; d'ailleurs y, et f/\ seront ici les points fixes supérieurs J et II de gauche et de droite.
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On déterminera la verticale (G,) du centre de gravité d l'aire A t m,A t , el après avoir mesuré sur l'épure celle aire < on porlcra sur les verticales des appuis des segments ui et u donnés par les formules (10) du n° 208, et ayant soin à prendre
6 k A = P , ce qui donnera
— ?■**, «r-ï-OA,
/ étant la longueur A,Ai qui représente la travée. En joignar en croix les extrémités de ces segments, puis portant eii JJ IIH' les longueurs é,6',, 6 t b\ interceptées par les lignes croi sées sur les verticales {;/,), [<j\), on aura les points fixes infê rieurs J' et H' de gauche et de droite. JH' et J'H donneror alors les côtés moyens g t g it q t g' 1 du second funiculaire. Comm vérification, les points s el ç, devront se trouver sur la vert; cale principale (G,).
Enfin, on prolongera les côtés moyens g l q i , y»,^, jusqu' leurs rencontres p, et jî, avec les verticales des appuis ; et, e portant sur ces verticales, à partir de A, et A,, des segment A,B„ A,B, respectivement égaux à jJ,A' |t p,A'i, on aura 1 droite B,B t , à partir de laquelle il faut compter les ordonnée
de la ligne A.m.A, pour avoir, à. l'échelle - ou—, les me
menls fléchissants aux divers points de la poutre.
• 1*. — L'épure précédente devient presque entièremen inutile lorsque la charge est uniforme.
Dans ce cas, la courbe A^A, est une parabole dont I flèche f= GiMii est (n° 112) donnée par la formule
p désignant le coefficient décharge. D'ailleurs toute la ligur devient symétrique par rapport à la verticale (Gi) du mîliei de la travée, el l'on a : d'abord (n° 211)
puis
A l B.= p 1 A' 1 =JJ f =4,«' l =J« 1 =|/.
Donc, il suffira : ♦
!» De calculer la flèche fk l'aide de la formule (18) et de
porter cette flèche de haut en bas à partir du milieu de la
poutre sur la verticale de ce point milieu, ce qui permettra de
construire immédiatement (no 70) la parabole A i m l A l ;
2° De porter de haut en bas sur les verticales des appuis,
des longueurs AjBj, A,B 2 égales au - de la flèche, ce qui don-
nera la droite B t B, à partir de laquelle on devra compter les
ordonnées de la parabole.
On voit que la seule partie utile de la figure se réduit à
celle qui est située au-dessus de rn u c'est-à-dire à la partie
strictement indispensable pour exprimer graphiquement les
résultats.
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i DÉFAVORABLES ; DÉNIVELLATION DES APPUI!
Question* à traiter,
- Nous avons appris, dans le chapitre qui précède, i or les moments fléchissants et les efforts tranchant! 'S points d'une poutre continue, pour une charge don eurs quelconque, et dans l'hypothèse où tous les ap la môme hauteur. II nous reste encore à étudier le: défavorables, ainsi que l'influence des abaissement! is.
nme charges défavorables les combinaisons de char lonnent dans les différentes sections de la poutre le; fléchissants, ou les efforts tranchants, maxima. Cclli i dont l'utilité est manifeste parait, au premier abord tme très complexe ; mais elle est singulièrement sim r l'application du principe de superposition des effet: s. En effet, d'une part, pour avoir l'effet total, sur ui iné, des charges qui sollicitent plusieurs travées, i chercher successivement les effets que produisent sui les charges qui agissent dans chacune de ces travées ; restant vides, puis d'ajouter les résultats. D'auln r avoir l'effet total, sur point donné, des charge: îitent une même travée, il suffit de chercher se l'effet de chacune de ces charges, puis d'ajouter le: On voit que le problème primitif se trouve par H l'étude des effets produits sur un point donné pa
une force unique appliquée à un point quelconque de la poutre.
Cette conclusion subsiste d'ailleurs dans le cas où les charges sont continues, car une charge continue peut toujours être décomposée en une infinité de forces infiniment petites.
Nous commencerons donc par résoudre le problème simple que nous venons d'énoncer ; nous en développerons ensuite les conséquences relativement à la question générale des charges défavorables. Enfin nous étudierons l'influence de la dénivellation des appuis.
Poutre continue aoumiae à- une charge concentrée
unique.
917. — Considérons donc une poutre continue supposée sans poids et sollicitée par une force unique (fig. 96).
Pour fixer les idées, nous prendrons une poutre à 6 travées, et nous supposerons que la force soit appliquée en un point de la troisième travée.
.Et Ag
\Ai
it
Fé
_ As If E< Ae
Fig. 96.
Il faut, avant tout, voir comment sont situés les points fixes. Observons à cet effet que dans (ou te travée vide les deux points fixes de gauche se confondent en un seul et qu'il en est de même des deux points fixes de droite ; cela tient à ce que dans une telle tra-
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vée les lignes croiséos forment deux droites confondues, qui, par conséquent, interceptent des segments nuls sur les verticales des deux foyers. D'après cela comme J t est en A n i\ sera aussi en A t ; la droite J'jA,, sur laquelle doit se trouver J g , sera donc couchée sur l'horizontale A I A 7 et par suite J 2 sera en F, ; i' È sera aussi en ce point, puisque la deuxième travée est vide ; la droite J' â A 3 sera donc couchée sur A t A 7 , et le point J 8 sera en F,. Mais ici la travée étant chargée, J' 8 sera distinct de J, ; le segment J,J' S sera fourni par les lignes croisées de cette travée. La droite J' 8 A tt par sa rencontre avec la verticale de F 4 , donnera le point J*, avec lequel 3\ sera d'ailleurs confondu, puisque la quatrième travée est vide ; puis J' 4 A 5 donnera J s (ou J' s ) sur la verticale du foyer F 3 et enfin J 5 A 6 donnera J G (ou J'«) sur la verticale du foyer F 6 .
On voit de la sorte que chaque travée non chargée n'a qu'un point fixe de gauche J, et que ce point fixe est situé sur l'horizontale des appuis pour toutes les travées qui précèdent la travée chargée ; il est au contraire alternativement au-dessus et au-dessous de l'horizontale A t A 7 dans les travées qui suivent la travée chargée.
En partant de A 7 et raisonnant de même, on verrait qu'il n'y a dans chaque travée vide qu'un seul point fixe de droite H, et que ce point est sur A t A 7 pour les travées qui suivent la travée chargée et alternativement au-dessus et au-dessous de A, A 7 pour les travées qui précèdent celle qui est chargée.
Quant aux points fixes de la travée chargée A s A., ils sont au nombre de quatre, J 3 et J' s , H 4 et H' 4 ; les deux supérieurs J 3 , H* sont sur l'horizontale des appuis.
918. — Cela posé, on se rend compte bien aisément des variations du moment fléchissant que développe, dans les diverses sections de la poutre, la force fixe et unique <} ; il suffit d'avoir présentes à l'esprit les règles des n M 192 et 196 et d'observer que, d après la règle même du n° 192, dans toute travée vide le moment fléchissant varie comme les ordonnées d'une droite.
Considérons d'abord les travées vides (fig. 97). Le second polygone funiculaire se réduit dans chacune d'elles à trois cô-
is, qui sont ici marqués en traits pleins, et le coté moyen passe ar le foyer le plus éloigné de la travée chargée ; ainsi dans la ravée A, A- il passe par H s (ou E r j et, dans la travée suivante L, A„, par II, (ou E s ). Ce coté moyen et l'horizontale des appuis uterceptent sur les verticales des appuis de la travée des segnenls proportionnels aux moments fléchissants sur ces piles ; els sont les segments A ( p ( , A s 3' c pour la travée A; A 6 , et les egmenls A : ft 3 et A e B' 6 pour la travée suivante A B A,. Ces loments sur piles sont négatifs sur les appuis de la travée charge ; puis, à mesure qu'on s'éloigne de cette travée, d'un côté ou le l'autre, ils deviennent alternativement positifs et négatifs, et eurs valeurs absolues décroissent, de telle sorte que chacun d'eux oit inférieur à la moitié de celui qui le précède ; ainsi le rapport
!9l,en valeur absolue, inférieure -, car il est égal ù
equel est moindre que
-r~r ou - .
Les moments fléchissants aux divers points d'une même Ira-
•ée vide sont proportionnels aux ordonnées d'une droite ; c'est adroite 6, 9' ; pour la travée A, A., la droite (i, p'« pour la Ira-
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vée suivante. Le moment fléchissant s'annule donc une fois une seule dans chaque travée vide ; il est nul à celui des de\ foyers de la travée vide qui est le plus éloigné de la travée ckt ffëe ; dans la travée \-, A- il est nul en E~, dans ta travée si vante il est nul en E t , etc. La ligue élastique offre un chang ment de courbure aux points correspondants.
»i». — Ii reste à examiner ce qui se passe dans la trav chargée A t A ( .
Nous avons donné au n° 212 la construction des lignes en séespourune travée soumise à une force unique. Considéra maintenant cotte travée comme étant celle A 3 A, qui fait pari de la poutre continue Ai A, dont les autres travées sont vidi Nous savons (n° 217) que les points fixes supérieurs J, et (Kg. 98) sont l'un au foyer de gauche F a , l'autre au foyer droite E,.
Reproduisons ici la ligure 93, mais, pour éviter la confusio plaçons-la en dessous de façon que les points A, et a,, qui i présentent le même appui dans la ligure supérieure et dans figure inférieure soient sur une même verticale, et qu'il en si de même pour les points correspondants A. et a..
Soient/"/', ee' les segments interceptés par les lignes croisé sur les verticales des foyers F, et E ( ; en les portant en F, J Ei H't on obtient les points fixes inférieurs J' a , H' ( ; les dr< tes F, H',, Pj H„ qui sont dirigées suivant les côtés moyens ■ second funiculaire, détermineront sur les verticales des appu les segments A a A' a , A, A\ représentatifs des moments sur c deux piles.
Mais il est aisé de voir que l'on peut éviter la construcli< de toute cette partie supérieure de la figure et obtenir le di gramme des moments d'une façon beaucoup plus simple.
Remarquons que si l'on construisait, pour la force i|i,le pol gonc funiculaire A, 'm'A,' de dislance polaire S qui passe p A'» et A'„ la figure A a ' m' A t ' et la ligure a t ma t qui représen aussi (n* 212) un polygone funiculaire do la même force | av la même distance polaire 8, seraient homologiques (n° 25), rapport d'homologie étant égal à l'unité. L'homologue du poi et" sera le point*', car on a A' ( »"~ff 4 a',vuqueE + ïi' t — ee'etqi
deux systèmes delignes croisées (F, H' 4l J' t Ei),(fe\fe) ont rs poials de croiseoaenL sur la verticale du centre de gravité du
# Fig. 98.
ingle fljmdi.c'esl-à-diro à la même distance de la droite A\ a,, ne le point F„ qui est commun à la verticale F a J', ff et i droite A' 3 x, aura pour homologue le point /qui est comn a la mémo verticale et à la droite a,*', homologue de a". Ou verrait de niOmc que E, a pour homologue e ; donc
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les points B 3 et B t où la droite fe rencontre les verticales des appuis sont les homologues de A 3 et Ai ; par suite, oaaa, B 3 = A' a A 3 et a % B; = A\ A*.
Ainsi donc, il suffit de mener dans là partie inférieure de la figure la droite fe pour avoir en a* B 8 , a 4 B> les moments sur
piles changés de signe et à l'échelle -• La droite B 3 B* et le
premier polygone funiculaire a t ma± forment le diagramme
des moments fléchissants dans la travée; en d autres termes, les
moments fléchissants sont, à l'échelle -, les ordonnées de la
ligne brisée a z ma^ comptées à partir de B 3 B v .
Comme m% est moindre que a % [/, g>' % est moindre que û/j/; en d'autres termes,*' est compris entre «' et »/, et la droite a 3 m est au-dessous de a z v! ; de même a % m est au-dessous de 4 a. Par conséquent, le point m est au-dessous de la droite ef et les points Z et T où celte droite est coupée par les côtés a % m et a v m du triangle a 9 ma^ sont situés l'un entre fet B 3 ,l'autre entre e et B v . Le moment fléchissant est donc positif entre z et tj et négatif de a 3 en z et de t en a i9 z et t désignant les projections de Z et T sur Taxe a z a^ de la poutre.
Ainsi, dam la travée chargée le moment fléchissant est né* gatif sur les deux appuis ; il change de signe en s' annulant entre chacun de ses appuis et le foyer voisin ; puis^ il devient positif et conserve le signe + aux deux foyers et dans V intervalle qui les sépare.
On donne le nom de points d'inflexion aux points z et t où le moment fléchissant change de signe en s'annulant.
**0* — Pour apercevoir les variations que subit l'effort tranchant quand on considère les différentes sections de la poutre continue soumise à l'action de la force unique <}, il suffit d'invoquer le théorème du n° 84 : l'effort tranchant est égal à la dérivée, changée de signe, du moment fléchissant ; il résulte de ce théorème que l'effort tranchant est positif (de bas en haut) quand le moment fléchissant décroît, et négatif quand le moment augmente.
Or, si Ton distingue sur la poutre AtA 7 les sept intervalles :
-rViAjj AgAg, AjM., 31 •»,« *»4»» >/ i ^"o'^cy **(jA^
déterminés par les appuis et par le point d'application M de la force <{/, l'étude précédente des variations du moment fléchissant montre que dans chacune de ces intervalles ce moment croît ou décroît toujours ; il croît dans l'intervalle A S M et dans ceux A t A 8 , A V A-, A C A 7 qui le précèdent ou qui le suivent de deux en deux rangs ; il décroît dans l'intervalle MA* et dans ceux A 2 A S , A 3 A 6 qui le précèdent ou qui le suivent de deux en deux rangs. Donc:
Leffort tranchant conserve sa grandeur et son signe dans chacun des intervalles dans lesquels la poutre est décomposée par les appuis et le point d application de la force <1. Il change de signe en passant d un intervalle à f autre ; et, en particulier, il est positif dans la portion de la travée chargée qui est à droite de la charge.
f 91. — Il importe de remarquer que la position des points (fin flexion z et t est indépendante de l'intensité de la charge ; elle ne dépend que de la position de cette charge. Cela tient à ce que si la charge <| change de valeur, sa ligne d'action restant fixe, on peut toujours, dans la construction du polygone funiculaire ajna^ de cette force d/, changer la distance polaire ou l'échelle des forces de façon que le segment cm conserve la même grandeur (fig. 98).
On vok par là que, lorsqu'on voudra étudier la manière dont les points d'inflexion se déplacent par suite du déplacement de la charge <]/ dans la travée, on pourra supposer le segment cm constant, c'est-à-dire se borner à déplacer le point m sur l'horizontale u,u\ ce qui simplifiera les tracés.
ttt. — La figure 98 donne lieu à quelques développements géométriques intéressants que nous utiliserons d'ailleurs à bref délai.
Prenons l'horizontale a a a 4 pour axe des #, la verticale a 3 [x pour axe des y, et donnons-nous les segments
a%f% = a, a^a^ = /, e k a^ = al
qui définissent la travée et ses foyers ; désignons en outre par w et h les coordonnées a z c et cm du point m.
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Il esl d'abord forl aisé de calculer les ordonnées des points
/et c : on a, en effet,
et, l'on en déduit, en changeant a en — a',ten—~t,u en
On peut dès lors former l'équation de la droite e/. Cette équation
(3) /(*— a— a')^H-(2a— a')rc— 2a(/— ?a')-)-"[o/— [a+a')x\=o
montre que quand u varie, c'est-à-dire quand le point m se déplace horizontalement, la droite fe passe par le point fixe u, dont les coordonnées sont ,,, «/ A 3iw'
(4) * = ."+* »• = ,- Sî-
la construction de ce point est facile ; le moyen qui se relie le mieux aux constructions ultérieures consiste, non à se servir
des formules (4), mais a Construire, par le tracé qui a servi (n< 4 19) à définir la droite fe, les deux positions particulières /"i?, f'é de cette droite qui répondent aux positions extrêmes ja cl j*
u poinl m. C'est ce qu'on a fait dans la figure 99. I désignant ! milieu de [/.[/, les points f t et/ 1 sont ceux où la verticale f ,) rencontre respectivement les droites a 3 1, a 3 p.\ et les points , et e sont les intersections de la verticale (>,) avec les droites .[>- et a, I.
Les deux droites particulières e,f„ e'f* étant ainsi connues insi que leur point de croisement u, il est très aisé d'obtenir i droite f/"qui répond à une position quelconque de msuruu';
suffit de remarquer que, d'après la formule (1), la variation e l'ordonnée du poinl /est proportionnelle à la variation cor- :spondante de l'abscisse u de m. Dès lors, si l'on divise la roile au! en«parlies égales, il suffira de diviser aussi fj'enn arlies égales; on aura ainsi les divers points /et, par suite, en lignant ces points au point u, on obtiendra les points e cor- ■spondantssur i\e \ ces points divisent d'ailleurs aussi eie'en parties égales.
En prenant l'intersection de chacune des lignes de clôture r ainsi obtenue avec les droites correspondantes ajn qui joinenl le point a, aux points de division de pp', on aura autant e points qu'on voudra du lieu Z,ZZ du point Z, qui détertinc pour chaque position de la charge la verticale du point
inflexion de gauche. L'équation de celle courbe (Z), lieu des uinta Z, résulte de l'élimi nation de u entre l'équation (3) de . droite e/et l'équation
: la droite a s m. Celle élimination est immédiate ; elle [inné :
a courbe est une hyperbole, dont deux points pariieuliers Z, Z' (ou f) sont déjà connus ; ils ont été fournis par la consuclion qui a servi à trouver le point u . On constate aisément, après l'équation (5), que cette courbe passe par l'origine a t , u* le point u el par la projection de ce point sur la poutre, et
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cnlin que la tangente en f est verticale. Nous n'avons tracé que Tare utile ZtZZ' .
On verrait de même que le lieu des points T est aussi un arc d hyperbole.
On pourrait démontrer les propriétés précédentes par des considérations de géométrie projective ; mais nous avons pensé que les principes de celle géométrie étaient moins familiers à la plupart de nos lecteurs que les éléments de géomélrie analytique. Le procédé est moins élégant, mais il est plus naturel.
Une fois qu'on a tracé Tare hyperbolique ZiZ', on résout tout de suite le problème suivant :
zT étant une section de la poutre, située d'une manière quelconque entre un appui a 3 et le foyer voisin / 8 , trouver le point c où il faut appliquer la force» ^, pour que le point z soit un point d'inflexion?
Il suffit de prendre d'abord l'intersection Z de la verticale zZ avec la branche d'hyperbole correspondante Z,Z' , puis l'intersection m de tf 3 Z et de ^ ; me sera la ligne d'action demandée.
Le point c ainsi défini reçoit le nom de point limite relatif à. la section z r L.
Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments nécessaires pour résoudre la question des charges défavorables dans une poutre continue.
Distribution des charges uniformes produisant, dans une section donnée d'une poutre continue, le moment fléchissant maximum*
ftts. — On dislingue deux cas suivant que la section donnée S est située entre les deux foyers F et E de la travée T qui contient celle section, ou en dehors de ces fovers c'est-à-dire entre l'un ou l'autre de ces foyers et l'appui voisin. En outre, dans chacun de ces cas, il y aura à étudier successivement l'influence, sur la section S, des charges qui agissent sur la travée T elle-même et celle des charges qui agissent dans les autres travées*
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Premier cas. S est entre F et E.
Toute force appliquée à la Iravée T produit alors en S uu moment fléchissant positif (n° 249) ; pour avoir le plus grand moment au point S, il faudra donc charger toute la travée T.
D'autre part, on sait (n° 218) que toute force agissant dans une travée quelconque produit, dans chacune des deux travées limitrophes, des moments négatifs jusqu'aux foyers les plus éloignés. Donc, pour obtenir le moment maximum en S, il faudra éviter de charger les deux travées limitrophes de T. Pour une raison analogue, les deux travées situées Tune à droite et l'autre àgauche de ces deux là devront être chargées, et ainsi de suite.
De là ce théorème :
S étant un point quelconque compris entre les deux foyers d'une travée, pour avoir le moment fléchissant maximum au point S, il faut charger entièrement la travée T ainsi que celles qui la précèdent ou qui la suivent dHun nombre pair de rangs.
Il est clair qu'on obtiendrait en S le moment fléchissant négatif dont la valeur absolue est maximum, en adoptant la charge complémentaire, c'est-à-dire en laissant vides les travées que l'on devait charger tout à l'heure et en chargeant celles que Ton devait laisser vides.
Deuxième cas. S est entre un foyer et l'appui voisin.
Considérons d abord l'action sur le point S de la travée T.
Supposons, pour fixer les idées, S situé entre l'appui de gauche et le foyer de gauche* et soit <j le point limite relatif à la section S (n° 222). Toute charge A appliquée à un point c de la travée située à gauche de a produit en S un moment fléchissant positif. En effet, cette force produit un moment positif en son point d'application c ainsi qu'en tous les points situés entre c et le point d'inflexion z correspondant, car ce n'est qu'en z que le moment produit par les forces J; change de signe. Or, il résulte de la disposition de Parc hyperbolique, que c étant à gauche de <?, z est à gauche de S, c'est-à-dire que S est compris entre c et z ; donc le moment fléchissant que la force ty
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produit on S osl positif. — On verrait do mémo que toulo charge appliquée à un point do la travée situé à droite de a produit en S un moment fléchissant négatif. — Donc, pour avoir le moment fléchissant maximum en S, il faut charger la partie comprise entre l'appui de gauche et le point <7, et laisser vide l'autre partie delà travée T.
Ce serait au contraire la partie située entre l'appui de droite et le point limite <j qu'il faudrait charger, si le point S était entre le foyer de droite et l'appui de droite.
Quant à l'influence des travées autres queT, on voit, comme dans le premier cas, que ces travées doivent être chargées do deux en deux, de façon que à côté de la partie chargée de la travée T se trouve une travée vide et que à côté de la partie vide de la travée T se trouve une travée chargée.
De là ce théorème :
S étant un point quelconque d'une travée 7\ compris entre ce foyer et V appui voisin, pour avoir le moment fléchissant maximum en S, il faut charger : 1° la partie de T comprise entre le point limite a relatif à S et l'appui qui est du même côté que S par rapport à v ; 2° les autres travées de deux en deux y de façon que la travée contigùe à la partie chargée de T soit vide et que la travée contigùe à la partie vide de T soit chargée.
On obtiendrait d'ailleurs au point S le moment fléchissant négatif dont la valeur absolue est maximum, en adoptant la charge complémentaire de celle que nous venons d'indiquer.
Distribution des charges uniforme* produisant dans une section donnée l'effort tranchant inaiinium.
2f4. — Puisque, d'après le no 220, l'effort tranchant en S est positif ou négatif suivant que la charge appliquée à la travée T est à droite ou à gauche de la section, il faudra, pour avoir l'effort tranchant maximum en S, charger la partie de la travée comprise entre le point S et l'appui de droite.
D'autre part, nous savons (n° 220) que toute force agissant dans une travée quelconque détermine, dans les travées qui
précèdent, des efforts tranchants alternativement négatifs et positifs, et, dans les travées qui suivent, des efforls tranchants alternativement positifs et négatifs. Il suit de là que, pour avoir en S l'effort tranchant maximum, on devra, parmi les travées qui précèdent T, charger la première, la troisième, la cinquième.... et, parmi les travées qui suivent T, charger la seconde, la quatrième, etc..
De là ce théorème :
S étant un point quelconque dune travée T 7 , pour avoir V effort tranchant maximum dans la section S, il faut charger : I* la partie de la travée Tqui est comprise entre S et t appui de droite ; 3° les autres travées de deux en deux, de façon que la travée contiguë à la partie chargée de T soit vide et que la travée contiguë à la partie vide de Tsoit chargée.
Cette règle est relative aux efforts tranchants positifs (dirigée de haut en bas). Pour avoir, en S, l'effort tranchant négatif (de bas en haut) dont la valeur absolue est maximum, il suffit d'adopter la charge complémentaire de celle qui vient d'être prescrite. Cela revient tout simplement à changer, dans l'énoncé qui précède, les mots « appui de droite » en « appui de gauche. »
9*5. — Les trois règles fort simples qui précèdent font connaître la combinaison des charges uniformes capable de produire en un point donné S de la poutre le moment fléchissant ou l'effort tranchant maximum. Puis, en appliquant à ce système de charges la méthode du chapitre précédent, on trouvera les valeurs effectives de ce moment ou de cet effort.
En faisant cette opération pour un nombre suffisant de points S de la poutre, puis portant en chaque point S, perpendiculairement à la poutre, une ordonnée égale à la valeur trouvée pour le moment fléchissant ou l'effort tranchant en ce point, on obtiendra la courbe des moments fléchissants maximums et celle des efforts tranchants maximums.
Il resterait ici bien des détails à donner au point de vue pratique ; mais ces détails ont leur place marquée dans le vo-
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lume de l'Encyclopédie relatif aux Applications de la statiqtte graphique, et nous ne saurions empiéter sur le domaine réservé à M. Kœchlin dont chacun connait la compétence en ces matières.
Dénivellation des appuis.
tte. — Nous avons supposé jusqu'ici que tous les appuis étaient de niveau ; c'est ainsi qu'on cherche à les placer dans la pratique ; mais malgré toutes les précautions, les erreurs do nivellement et les tassements des supports entraînent de légères dénivellations dont il faut savoir apprécier l'influence.
Nous admettrons que les dénivellations soient assez faibles pour qu'on ait le droit de négliger, par rapport à la distance de deux appuis consécutifs quelconques, la différence entre celte distance et la longueur de sa projection horizontale; c'est cette dernière longueur qu'on nomme longueur de la travée. Dans cette hypothèse, les forces extérieures (charges et réactions), qui sont verticales, resteront sensiblement normales à la poutre et l'équation différentielle trouvée au n° 79 pour la ligne élastique subsistera, ainsi que la proposition du n° 80 qui en est la conséquence.
Nous désignerons les appuis par A,,A 2 ,...A tt et nous ne marquerons sur l'épure que les points Ai, A,... A» qui représentent leurs projections sur l'horizontale A t x passant par le premier appui. Nous nommerons en général Z< la différence de niveau vraie des appuis A t et Ai, cette distance étant évaluée en prenant le mètre pour unité ; ces quantités Z, sont des données de la question.
Il s'agit d'examiner quels sont, dans la solution précédente qui est relative au cas des appuis de niveau, les tracés qui subsistent et ceux qu'il faut modifier dans le cas où les hauteurs des appuis diffèrent.
Le théorème dun° 192 subsiste intégralement, car les points Ci et Ci-|-i peuvent (n° 191) occuper une position quelconque sur les droites qui représentent les verticales des appuis ; on
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peut donc les placer en A* et At-j-i. Les positions des verticales trisseclrices, des conlreverticales,des foyers ne dépendent que des longueurs des travées, c'est-à-dire de la distribution des points Ai sur l'horizontale A,#; rien n'est donc à changer dans les règles données pour les construire. Mais il n'en est pas de même des points fixes.
Si Ton examine avec attention les raisonnements faits aux n°" 195, 196, 204, on voit qu'ils ne subsistent ici qu'à la condition de substituer aux points Ai les points A'*' qui sont les intersections des verticales (Ai) et de la courbe homographique ei de la ligne élastique. G 1 était, en effet, à ce titre que les points Ai jouaient un rôle dans la détermination des points fixes et des moments sur piles. Lorsque ces points Ai représentaient les appuis, les ordonnées correspondantes de la ligne élastique étaient nulles et par suite aussi celles de la courbe homographique e, qui n'en diffèrent que par un facteur constant g. Dans notre hypothèse actuelle, les ordonnées des appuis, qui appartiennent d'ailleurs toujours à la ligne élastique, ne sont plus nulles ; le facteur y, par lequel il faut les multiplier pour avoir les ordonnées correspondantes de ei, a son plein effet, et les points A' t -, qui doivent dans la suite du tracé remplir actuellement l'office que remplissaient dans le cas primitif les points Ai, ont des ordonnées données par la formule
AiA'i = Zi . q.
C'est donc dans la substitution des points A't aux points Ai, pour la construction des points fixes et des moments sur piles,' que consiste toute la différence entre le nouveau cas et l'ancien. La marche est la même, mais les valeurs des moments sur piles, sinon la règle graphique qui les donne, éprouvent de notables changements.
Pour ne laisser aucune obscurité sur la manière d'opérer, voici l'épure pour le cas où, par exemple, tous les appuis, sauf le second auraient le même niveau. Le point A a représente alors la projection du second appui sur l'horizontale A, a* qui renferme les autres (fig. 100). On prendra le segment vertical A i A' s = yZ 2 ; puis après avoir placé les foyers, on cherchera les
tï
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points fixes. Il est clair que dans notre exemple les points fixes H 3 ,H' S ... H„, H'», n'auront subi aucun changement.Mais il n'en sera pas de même des points fixes de première espèce que nous désignerons par I;, l\ pour les distinguer de ceux J», J» qui existeraient s'il n'y avait pas de dénivellation. J/ s'obtient, comme on sait, à l'aide des lignes croisées de la première travée ; Jj en résulte par la rencontre de J\A E et de la verticale (F 2 ); puis, le segment J S J', est donné par les lignes croisées de
!fr
Aij/ft
AV
Xi*' X
Ali
Fi
XiÇ
Pp.
i • Fig. 100.
la deuxième travée... etc. Les lignes croisées ne changeant pas F, se confondra avec J'i ; mais I 2 sera à la rencontre de la verticale (F,) et de la droite J'iA'j : puis, on aura 1', en prenant l t \\ = JjJ', ; etc. En joignant en croix les points J a , J',, H 3 , H' 8 on obtient les segments A a (3 2 ,A a ;3 3 qui représentent les moments sur piles dans l'hypothèse où tous les appuis seraient de niveau ; enjoignant en croix les points lj, I'„ H 3 , H' 3 , on obtient A',^',, Asfî's qui représentent les moments sur piles dans le cas où l'appui A 2 est au dessous des autres.
t*7. — Les changements des moments sur piles par suite de la dénivellation des appuis sont indépendants des charges.
fl
uj
Cotte proposition est une conséquence du principe de superposition des cffels des forces. Mais il est bien aisé de la démontrer ici sur l'exemple considéré.
Dans ce but, nous avons fait, en dessous de l'épure précédente, celle qui conviendrait au cas où, les appuis conservant les mêmes positions que ci-dessus, la poutre n'aurait ni poids ni surcharge ; les points correspondants des deux dessins ont été marqués par les mêmes lettres majuscules dans la figure supérieure, minuscules dans la figure inférieure. En l'absence de toute charge, dans chaque travée les deux lignes croisées coïncident et par suite les deux points fixes de même espèce se confondent en un seul. Ainsi les points Ji et i\ sont en ai, Jj et J' 2 en /i, II 8 et H' 3 en e s ; enfin I, et I', sont en i à la rencontre de a x a/ et de la verticale (/,). On voit par là que les moments sur piles sont nuls dans le cas où les appuis sont de niveau, en sorle que les segments a'fi"^ a s p /; 3 , qui représentent leurs valeurs dans le cas où l'appui Â t est abaissé, sont précisément les variations qu'ils reçoivent par suite de la dénivellation. Il faut donc prouver l'égalité
ou, en retranchant de part et d'autres les longueurs égales
p/fr = a,p*,.
Or le rapport de ces segments est le même que celui de JJ 4 à. f t i ; ou encore le même que le rapport de A 2 A' S à a t a\ qui est égal à l'unité.
999. — Il résulte de cette proposition que l'influence des abaissements des appuis peut être déterminée à part et même à l'avance, et que l'épure à faire pour cela est d'une grande simplicité puisqu'on y suppose, comme dans la partie inférieure de la figure 100, la poutre sans poids ni surcharge. Les moments sur piles ainsi trouvés devront être ajoutés ensuite à ceux que donnent les charges en supposant les appuis de niveau.
Il résulte aussi de la même proposition que les combinaisons de charges défavorables sont les mêmes, que les appuis aient
LA POUTRE CONTINUE
la même hauteur ou non. Il n'y a donc pas à revenir sur ce que nous avons dit à ce sujet (n° 223).
Autre méthode pour la poutre eontlnue. Béductlon du problème h la eonutructlon d'un polygone auxiliaire*
999. — Un jeune ingénieur fort distingué, M. Bertrand do Fontvioland, a proposé, dans les Mémoires de la Société des Ingénieurs civils (1886), pour le problèmede la poutre continue, une modification de la solution de Mohr, qui mérite d'être remarquée. Nous aurions pu abréger l'exposition de ce nouveau procédé en profitant des développements donnés dans le chapitre précédent ; mais nous avons préféré, pour bien dégager la méthode, en présenter une exposition directe et indépendante de toute notion préalable sur la théorie de la poutre continue.
Nous devons placer avant tout une observation concernant la poutre dont les extrémités seules reposent sur deux appuis, que nous supposons d'ailleurs simples et de même niveau. Si Ton donne les verticales suivant lesquelles agissent les charges concentréesF 1 ,F i ,F 3 ,F i auxquelleselleestsoumise(fig. 60), ainsi que le diagramme a<x a,a a a 4 ô des moments fléchissants, on peut trouver la grandeur des charges F,, F â ,F 8î F 4 ; il est d'ailleurs sous
\ \ 1 entendu qu'on donne aussi les échelles -, -, - deslonsrueurs,
des forces et des moments fléchissants. Il suffit d'exécuter en ordre inverse les tracés du n° 103. On prendra donc à volonté un pôle t: à une distance
d'une verticale quelconque, et, par ce pôle, on mènera, jusqu'à leur rencontre avec cette verticale, les rayons xa iy ira,, ra 3 , i:a u Tra 5 respectivement parallèles aux côtés successifs a% u a,a*, a,a 8 , a s a t , <x 4 £ de la ligne funiculaire donnée. On obtiendra ainsi les vecteurs a,\a t y a t a z , a^n u a-/i 3 , et par suite, en multipliant par 9, les intensités des forces Fi, F 8 , F 3 , F t .
ISO. — Cela posé, considérons une poutre continue h n ap-
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is, simples et de niveau. Soit À, A,, la droite qui la représente r l'épure, et A,, A,, . .. A„ les points qui figurent les appuis. Les arges verticales qui sollicitent la poutre sont d'ailleurs quel nques, concentrées ou réparties (fig. 101).
En supprimant les piles intermédiaires A t , A,... A„_i, et apiquant aux points A„A a .., A n _i de la poutre des forces R,, ...,R„-i égales aux réactions de ces piles, on ramène laquesin à l'étude d'une poutre à deux appuis A, et An, sollicitée à fois par les charges données P et par des forces inconnues ,R,...,R„-i.
Désignons par A, p,...pipi-\-i...p n —i A„ le diagramme des oments fléchissants que développeraient, dans cette poutre à :ux appuis, les charges P si elles agissaient seules, et par l r I ... nn-\-i... rri-i An le diagramme analogue pour le cas i les forces Rj,R 3 ,... R n — i agiraient seules. Ce sont deux li-
Uv
\ yl" ->-'-!
ij*
, lî^i""'
Fig. 101.
îcs funiculaires, passant l'une et l'autre par A, cl An, cl supisécs relatives à une même dislance polaire d'ailleurs quelnque S. La ligne A,r,... r a -t A« est polygonale, puisque les rces R,, R = ... R«— i sont isolées, tandis que la ligno A, pi,.., ,—l A peut être polygonale, courbe ou mixte, suivant la nare des charges P.
Soit A, r",.., V„-i An le polygone symétrique de A, r,... ,_i A» par rapport à l'horizontale A, An Entin./jjdésignant en général le point où la verticale du point i rencontre le diagramme A, /»..-■ p*—\ A», menons les corîs Ai p„ p, p-j.-., pi pi+l.-., pn—i A H . Le polygone inscrit >nt ces cordes sont les cûlés successifs peut être considéré
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comme le diagramme des moments fléchissauls que développerait dans la poutre à deux appuis Ai et An un système bien défini (n° 229) de forces F f , F 8 ..., F n — i concentrées et appliquées aux points A* A 3 ... An— i, ce diagramme étant d'ailleurs relatif à la distance polaire X déjà considérée.
Soient (\,p, s, r,r', les points où une verticale quelconque rencontre respectivement la poutre, la ligne funiculaire A, p s ... j0 H _i An, le polygone inscrit et les polygones symétriques Air,. . . rn— i An, Ai r\... r n _i An. Les segments
Cp, fr, O
représentent à l'échelle - =r~M ^ cs moments fléchissants produits sur la poutre à deux appuis, respectivement par les charges P, par les forces Fj..., F n — i et par les réactions R s ..., R«_i. Par suite les segments
Cp— Cs=sp, Cr-\-Cs=Cs—0'=—$r'=r's,
multipliés par p, expriment les moments fléchissants développés, d'une part par les charges Pet les forces ( — F s )...,( — Fn— i), et de l'autre par les forces (R 2 +F s )..., (Rn— i + Fn-i).
Or, en vertu du principe de superposition des effets des forces, la somme
p . sp + p . r's
représente le moment produit, dans la poutre à deux appuis A, A n , par l'influence simultanée des deux groupes de forces
(R,+ F f ). • • . (Rn-i + Fn-l)
c'est-à-dire par l'action simultanée des charges P, et des réactions R 3 ... Rn— t. Le moment représenté par la somme ci-dessus est donc le moment fléchissant effectif de la poutre continue au point C.
Des deux moments partiels
? .sp
.rs
en lesquels se trouve ainsi décomposé le moment effectif de la poutre continue, le premier p.sp est connu, car rien n'cra* pèche de construire immédiatement la ligne funiculaire A t p % ... p n —i A rt et son polygone inscrit ; le second p. r s, que nous nommerons moment complémentaire au point C, reste donc la seule inconnue de la question.
Remarquons d'ailleurs que sur chaque pile Ai l'ordonnée sp s'annule et par suite aussi le moment partiel p. sp ; donc, tandis que, pour un point quelconque de la poutre, le moment effectif diffère du moment complémentaire, sur chaque pile ces moments deviennent égaux ; on leur donne le nom de moments sur piles.
Ce sont ces moments sur piles :
p . rifi , p . ri+ipi+i,
qu'il suffit de déterminer; car, les lignes pippi+i et leurs cordes étant tracées, dès qu'on aura en outre les segments verticaux pn. pi+\ Ti+i, les trapèzes tels que pi pi+i ri+ir» seront déterminés et par suite aussi tous les moments complémentaip. r's.
98f . — Considérons maintenant la ligne élastique de la poutre continue ou plutôt la courbe homographique £i de cette ligne. Soient e 3 et g, les courbes homographiques des lignes élastiques relatives, à la poutre à deux appuis A, A n sollicitée, d'abord seulement par les charges P et les forces ( — F,)..., ( — F n — i),puis seulement par les forces (R, -f-F f )..., (R n ^_i -4- F H — i). Il résulte du principe de superposition des effets des forces que, si l'on suppose les trois courbes t u t lf e, construites avec le même coefficient q &?. réduction, et si l'on désigne respectivement par f/i,yt,!/a ' eurs ordonnées comptées, sur une même verticale quelconque, à partir du point C où cette verticale rencontre l'horizontale A, A n des appuis considérée comme axe des x 1 on aura, en grandeur et en signe,
Vi = y* + yi.
Or, sur les appuis y v est nulle ; donc, sur un appui quelconque
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Ai, les ordonnées y t et y, ont des valeurs (y,)i, (y,)i égales et de signes contraires. •
Mais les valeurs (y t )i sont connues. En effet nous avons appris au n° 124 à construire la courbe homographique d'une poutre à deux appuis sollicitée par des charges quelconques dès qu'on connaît le diagramme des moments produits par les charges. Or, c'est ici le cas pour la courbe e, ; le diagramme correspondant est celui des premiers moments partiels c'est-àdire le diagramme formé sur la ligne funiculaire A, /?,... p K p /?i-|-i...pn— 1 A» et son polygone insciit Ai/),.. ,/>i/?t+i... />»-.! An, La règle donnée au n° 124 permettrait de construire la courbe i, c'est-à-dire d'obtenir toutes les valeurs dey â ct en particulier les valeurs (t/,)i\ Comme nous ne voulons que ces dernières, il suffira de faire les opérations graphiques suivantes : on mesurera pour chaque travée Ai Ai+i Taire m comprise entre la ligne pippi+\ et sa corde ; on déterminera (fig. 102) la verticale (Ci) du centre de gravité de cette aire, verticale que nous nommerons verticale principale de la travée ; puis, à l'aide d'une dislance polaire A prise à volonté sur l'épure, on construira le polygone funiculaire qui passe par Ai et A» et qui est relatif aux forces fictives Vi ayant pour vecteurs
et pour lignes d'actions les verticales principales. Les ordonnées AiA'i de ce polygone funiculaire relatives aux points Ai seront
Fig. 102.
les valeurs (y,);. Quant au paramètre A, on le choisira à volonté comme A, ce qui fixera la valeur du coefficient y de réduction
es courbes liomographiqucs considérées, en vertu de la rcla-
on (4) du n° 195.
Les ordonnées (y,)i étant connues, il en est de même des
rdonnées (y a ); qui leurs sont égales cl de signes contraires.
(ais la courbe t 3 est relative à la poutre à deux, appuis Ai A„
ipposée sollicitée par les seules forces (R s -+- F,),
t,_, -+• F»_,). La question se trouve donc ramenée à la sui-
înle :
Connaissant les ordonnées (j/ a ;, de la courbe homographique d'une poutre a deux appuis A, A„, aux points d'application
,... A H _, de forces inconnues (R, -+- F,),.., (R»_, +F»_ |),
ouver les moments fléchissants que ces forces développent en
mrs points d'application c'est-à-dire les moments que nous
tons appelés moments sur piles.
«st. — Les points actuellement connus de la courbe e, sont s symétriques par rapport à A 1 A„ des points A'; fournis par
construction du numéro précédent ; mais, on peut, en ren- .'rsaiil tous les signes, substituer à la courbe i, sa symétrique , laquelle passe alors par les points A', eux-mêmes.
Désignons par M. les moments sur piles; imaginons en citaje point Ai une ordonnée Ai[Ai égale à M'
, traçons le polygone Ai^j .. [Aijw+ 1
Fig. 103.
AiA; .+. , étant une travée intermédiaire quelconque (fig. 103) •composons le trapèze Ai|i>>l+ i A; + 1 eu deux triangles par
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Tune de ses diagonales ; désignons par 0i,6t les aires des deux triangles AîjjlîAî + i et a t Ai + 1 [/.•+ 1 et par (gi), (y'ijles verticales qui passent par les centres de gravité de ces triangles. Ces verticales peuvent être tracées à priori puisqu'elles divisent la longueur de la travée en trois parties égales ; on leur donne le nom de verticales trissectrices. Considérons les forces fictives Vi et U'i qui, ayant pour vecteurs
Ui = T
agiraient suivant les verticales trissectrices (gi) (g' i) ; concevons le polygone funiculaire de trois côtés k'imimW'i + { qui,
Fig. 104.
passant par A'i et A'î + 1 est relatif aux deux forces Ui et U'i et a pour distance polaire A ; A et A; ont ici les valeurs déjà adoptées précédemment. Dans chaque travée intermédiaire ou aura un tel polygone ; mais (fig. 104) dans les travées de rive AiA â et An-tAn les deux polygones correspondants AjW'iA^A'n-iWi'n-iAn n'ont que deux côtés, les verticales trissectrices les plus voisines des culées A t et A n ne jouant aucun rôle^puisqu'on a de simples triangles Âip*Aj, A n _ 4 pn-.|An au lieu de trapèzes.
L'ensemble des polygones ainsi définis pour les diverses travées forme ce que nous appellerons le polygone auxiliaire * de la poutre continue. Ce polygone a en apparence
1. Nous employons ici cette dénomination, et non celle du second polygone funiculaire, pour éviter la confusion avec le second polygone funiculaire de Mohr, qui n'est pas le même que ce polygone auxiliaire.
274 CHAPITRE Xil
côtés, n étant le nombre des appuis ; en réalité, il n'en a que
vu que le dernier côté de chacun des polygones partiels coïncide avec le premier côté du suivant.
Pour le démontrer, remarquons que la ligne c', passe parles points Ai, A'j.-- A'»—,, A n et n'a en chacun d'eux, à cause de la continuité, qu'une seule tangente. Or cette courbe est une ligne funiculaire, de distance polaire A, pour une charge représentée par Faire comprise entre l'horizontale AiA» et le contour polygonal A,^.... (jLîjiLî + !... fjL» — iA n . Désignons par U la tangente en A\ à la courbe t\ et considérons la partie de cette courbe qui est relative à la travée quelconque A;A; + , ;on sait(n°34) que le polygone funiculaire k'imim'ik'i + 4 a ses côtés extrêmes k'imi et m'iA'f-f-i dirigés suivant les tangentes t% } U+ t . Le même raisonnement appliqué à la travée précédente prouverait que le côté m'i— i A't se confond avec tf;,Donc les deux côtés m' t _ 4 A 'i et \'mi sont dans le prolongement l'un de l'autre.
Il est clair que si l'on savait construire le polygone auxiliaire on pourrait d'après la règle indiquée au n° 229, remonter aux vecteurs ta et u'i des forces fictives correspondantes ; on connaîtrait donc les aires 0t,0 i et par suite, comme ces aires sont égales à
- AiAi-f., . Ai pi , - AiAi+, . Ai+ i f/4+i
on aurait les ordonnées Aî^î qui, multipliées par p, donneraient les moments sur piles M».
Toute la question se réduit donc, en dernière analyse, à la construction du polygone auxiliaire.
Construction du polygone auxiliaire*
ISS. — Avant do procédera la construction de ce polygone, nous devons donner quelques définitions.
Deux d'entre elles, celles des contreverlicales et des foyers.
- it
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ne dépendent pas des charges, mais seulement des longueurs des travées successives. Nous les avons données avec détail aux n 0B 199, 200 et 201 auxquels le lecteur n'a qu'à se reporter, vu qu'il n'y a pas un mot à changer.
A ces deux définitions, il faut en joindre une troisième, celle des pivots l , que nous allons indiquer.
Soient A n F f , F 3 , F v les foyers de gauche (fig. 105) de la poutre que, pour fixer les idées, nous supposerons à 5 appuis Ai, A lv A 8 , A ( , A-, et par suite à 4 travées. Joignons le premier foyer A^ au point A' 8 et soit J, l'intersection de A t A' s et de la verticale du foyer F,. Menons de même J 2 A' 8 jusqu'à sa rencontre J 8 avec la verticale de F 8 , puis J 3 A' ; jusqu'à sa rencontre J 4 avec la verticale du foyer F.. Les points ainsi obtenus, J s , J 3 , Jn prendront le nom de pivots de première espèce. Il y en a un sur la verticale de chaque foyer de gauche, à condition de compter parmi les pivots le point Ai avec lequel sont de la sorte confondus les points Fi et Ji.
En partant de A 5 et opérant de la même manière sur les foyers de droites A 6 ou È 5 , E ; , E 8 , E, on obtient une autre série de points H,, II 8 , II*, H B ou A 5 , que nous nommons pivots de seconde espèce ; il y en a un sur la verticale de chaque foyer de droite.
•'Vi
934. — Cela posé, voici le théorème qui permet de tracer le polygone auxiliaire.
Tout côté de rang impair mm'i du polygone auxiliaire passe par les denx pivots Ji et Hi-\- v de la travée correspondante AiÂi+ r
1. Nous employons cette dénomination, au lieu de celle de points fixe$,d\m qu'on ne confonde pas les pivots avec les points fixes de la méthode de Mohr
Pour le prouver, nous observerons d'abord que deux côtés le rang impair consécutifs quelconques tw—im'i-t et m&i'i se loupent sur la contre verticale (y;) de l'appui situé entre ces
Fig. 106.
;ôlés. En effet les deux côtés en question doivent (n° 38) se Toiser sur la ligue d'action de la résultante des forces ll'i^ jtUi comprises entre eux (fig.106). Or ces forces agissent suivant es verticales trissectrices {g ';_ i)et($ï) ; leur résultante a pour igné d'action la verticale qui divise g'i—igi en deux parties inversement proportionnelles à leurs intensités, c'est-à-dire aux lires des trinngles j/.i— ,j*iAi, AïfuAf^-,. Mais ces deux triangles le même base Aijxisontproportionncls àlcurs hauteurs Ai— ,A|, ViAi-f-i ou encore aux segments y'i— ,A;, Aw» ; la ligne d'acion de la résultante en question est donc la verticale qui par-
\. ft A A
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tagc g'i-iÇi en deux parlies directement proportionnelles à g'i—iyi et y#», c'est-à-dire précisément la conlrcverticale (y»).
Cela dit, considérons (fig. 107) le polygone auxiliaire A^
A' s mstti'iA's SoitZj le point où le premier côté va rencontrer
la contreverticale (y 2 ) et m t le point où le second côté va couper la verticale trissectrice ((fa), le troisième côté m % m\ sera d'après l'alinéa précédent, le prolongement de z t m % ; mais, d'après la construction des pivots, le point où la droite Ai A', rencontre z t m fi est précisément le pivot J, ; donc le troisième côté passe par J s . En raisonnant à partir de J, comme on vient de le faire à partir de J t (ou A,), on verra de même que le cinquième côté passe par J,, et ainsi de suite.
Il est donc établi que les côtés de rang impair passent par les pivots de gauche situés dans leurs travées respectives.
On prouverait de même, en partant de l'autre travée de rive An-iA*, que ces mêmes côtés passent par les pivots de droite, ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
On pourra donc tracer les côtés de rang impair puisque on aura deux points de chacun d'eux. Comme vérification, doux côtés de rang impair consécutifs devront se croiser sur la contre-verticale de l'appui situé entre eux.
Enfin, enjoignant l'extrémité m'i— ï d'un côté quelconque ;wi_ 1 m't_ l de rang impair à l'origine m% du côté de rang impair suivant mim'i 9 on aura le côté de rang pair m'i— x mi compris entre eux; et, comme nouvelle vérification, ce côté devra passer par le sommet Ai.
Bésmné et observations.
*8a. — Telle est la méthode de M. de Fontvioland.
Nous n'avons qu'à renvoyer aux n° 207 pour les efforts tranchants et les réactions d'appuis.
Mais nous devons ajouter encore deux remarques, l'une sur la détermination des premiers moments partiels, l'autre sur la dénivellation des appuis.
Au lieu de construire (n° 230) la ligne funiculaire k v p t
/>«— |A N et son polygone inscrit (fig. 101), il vaut mieux, en pra-
i Vî
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9, pour déterminer les premiers moments partiels tels que , employer le procédé suivant :
n commencera par construire, avec la même distance poi S, pour chaque travée AiAi+, considérée comme indépen- ,e, la ligne funiculaire Aip"Ai+, qui passe par les exlrémile cette travée. Cette ligne est indiquée en pointillé sur la re. L'ensemble de ces lignes relatives aux diverses travées ju le nom de premier polygone funiculaire de la poutre inue. L'ordonnée cp" do ce polygone, pour un point quel- |ue c de la poutre, est précisément égale à sp. En effet, la e ptppi+i est aussi une ligne funiculaire de distance polaire jur celles des charges P qui s'exercent sur la travée consie comme indépendante, et la corde pipi+i est sa ligne de teture ; los ordonnées sp et cp", représentant dès lors le ne moment et à la même échelle, sont égales.
es premiers moments partiels prennent de la sorte une velle signification ; ils ne sont autres que les moments flésanls que produiraient les charges données si les travées ent considérées comme non solidaires, la fin, c'est-à-dire quand on aura trouvé les moments sur i M,- à l'aide du polygone auxiliaire, au lieu de porter les nents
_ M* _ Mf+,
)in et pi+, fi+t, on les portera en À,r;" et ki+, r" l+ , puis, irant les droites telles que r"jr"i +i ,on tombera préciséit sur le diagramme des sommets fléchissants auquel coula méthode de Mohr et qui forme la partie supérieure de ir. 95 ; on en déduira enfin le diagramme général qui forme artie inférieure de la môme figure.
n résumé, le procédé de M. de Fonlviolant revient à décom- >ren quelque sorte le second polygone funiculaire de Mohr deux autres plus simples ; l'un donne les points A';, l'andépend des points A'; et fournit les moments sur piles, divise ainsi le travail ; le polygone auxiliaire n'exige par ée que deux points fixes au lieu de quatre, et ces pivots se iiisent des points A'; comme les points fixes de Mohr se uisent des points Ai,
LA POUTRE CONTINUE
. i&a. — La méthode s'étond (railleurs immédiatement au cas où les appuis ont des hauteurs inégales à condition, bien entendu, comme nous l'avons dit au n° 226, que les dénivellations soient assez faibles pour qu'on ait le droit de négliger, vis-à-vis de la distance de deux appuis consécutifs quelconques la différence entre cetle distance et sa projection horizontale.
Il n'y a rien à changer au raisonnement jusqu'à la conséquence que l'on tire de l'équation
yi=yt + y 3
du n° 231, Ici, il n'est plus vrai de dire que y i est nul sur les appuis; mais sa valeur (?/,)i est connue, puisqu'on donne la différence de niveau entre le premier appui et chacun des autres. Par suite, à la relation
(y.)* = — (yi)«
il faut substituer
(yi)i = {y%)i — (yi)*»
pour obtenir (y z )i. Le reste s'achève sans modification.
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Composition de deux forces quelconques appliquées à un corps rigide, 8.
Compression de la fibre moyenne, 84.
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Figures réciproques, 191.
Flamant, 163, 211.
Flèche de la ligne élastique dans le cas d'une charge uniforme, 145.
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Fontvioland (de). 267, 277, 278.
Forces intérieures, 174.
Forces extérieures réparties, 65.
Foyers d'une poutre continue, 23 ,231.
F rames (Framework, Fachwerk), 195.
Homogénéité des formules, 88.
Homologie (axe, centre, rapport d'), 13, 16.
Homologie de deux polygones funiculaires d'un même système de forces concourantes ou parallèles, 27, 28.
Howe, 184.
Hypothèses de la résistance des matériaux, 81.
Jung, 191.
Kleitz, 162.
Kwchlin, 263.
Léman (G.), 147, 161.
Lemmes de Géométrie, 9, 11, 12.
Lèvy (Maurice), 1, 167, 168, 191, 203,204,205, 210,214.
Lieu du point de rencontre de deux côtés de rang Assignés dans les polygones funiculaires d'un même système de forces, 22, 24.
Lieu des pôles des polygones funiculaires passant par deux points donnés, 25.
Lieu relatif aux points d'inflexion d'une poutre continue, 258.
Ligne d'action d'une force appliquée à un corps rigide, 5.
Ligne de clôture d'un polygone funiculaire, 110,119.
Lignes croisées; cas général; cas d'une charge uniforme totale ou partielle, 231, 239, 240.
Ligne élastique; définition et équation différentielle, 88.
Ligne élastique considérée comme une courbe funiculaire, 89.
Ligne homographique de la ligne élastique: son équation; sa construction, 90, 140,143, 145.
Limite supérieure du moment fléchissant maximum, dans le cas d'une charge roulante, 169.
Longerons, 170.
Maxwell, 191.
Membrures d'une poutre, J81.
Ménabréa (le général de), 210.
Mènélaûs, 229.
Méthode des nœuds, 186.
Méthode des sections, 475.
Mètre ; mètre-tonne, 8.
Moment fléchissant, sa détermination graphique: 1° dans les poutres à deux appuis avec charges fixes, 116, 121, 124, 128, 132, 136, 138, 140; 2<> dans les poutres à deux appuis avec charge mobile, 152, 154 ; 3<> dans la poutre continue, 217, 236.
Moment fléchissant produit en une section par le passage d'un train, 162, 164.
Moment fléchissant maximum sous un essieu donné, 168.
Moments fléchissants partiels; moments complémentaires, 269, 870.
Moment d'inertie d'une aire plane : sa détermination graphique, 101 à 104.
Moments d'ordre supérieur d'une aire plane: leur détermination graphique, 105.
Moment statique d'une force ; 6on expression graphique, 6, 44*
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Moments sur piles, 217.
Mohr, 209, 235, 267, 273, 275, 278.
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Paraboloïde hyperbolique ; propriétés et tracés divers, 148 à 150,
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Pivots et point fixes d'une poutre continue, 232, 275.
Poinçons, 185.
Points d'inflexion dans une poutre continue 255, 256.
Points limites relatifs à une section donnée d'une poutre continue, 959.
Pôle d'un polygone funiculaire, 20, 21.
Polonceau, 1<J7, 198 199.
Polygone auxiliaire, 273.
Polygone circonscrit, à une courbe funiculaire, 68.
Polygone des vecteurs d'un système de forces, 5.
Polygones funiculaires; propriétés géométriques, 17 à 35.
Polygones funiculaires; propriétés mécaniques, 36 à 49.
Polygones funiculaires ouverts ou fermés, 23.
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Poutre à deux appuis: 1° avec charges concentrées, 116; 2<> avec charge fixe continue, 122, 128; 3* avec charge mixte, 133 ; 4° avec charge mobile, 147.
Poutre ù deux appuis intermédiaires,
Poutre encastrée à un bout et libre a l'autre, 115*
Poutre continue; 1° méthode de Mohr,
217 a 235; 2° méthode de M. B. de Pontviolant, 267 à 279.
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Poutre à treillis simple (Hosve, Warren), 170, 184, 187,
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Problèmes relatifs à la composition des forces, 50 à 608.
Problèmes relatifs aux polygones funiculaires, 21, 30, 31.
Problèmes relatifs aux réactions, 60 à
Procédé de Culman pour les forces intérieures, 176.
Procédé de Hilter ou des moments statiques, 178.
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Rayon de gyration d'une aire plane, 110, 111.
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Relation entre la compression, le moment fléchissant, l'effort tranchant et les forces extérieures, 85.
Relation entre l'effort tranchant et le moment fléchissant, 92.
Relations qui résultent de la figure d'un système articulé c\ lignes surabondantes; procédé de Mohr, 209.
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point de concours est inaccessible,
Résultante d'un système de forces situées dans un plan: son vecteur et sa ligne d'action, 41, 42.
Bitter, 178, 179, 198.
Roiœké, 1, 201.
Rouché et de Comberoussc, 3, 12, 148,
Saviottiy 191.
Second polygone funiculaire, 222.
Section transversale d'une poutre, 82.
Segment représentatif d'une force, 2.
Segments rectilignes, leurs propriétés,
Semelles (Voir: Membrures;, 181.
Superposition des effets des forces,
Statique graphique; son objet, 1.
Systèmes articulés; leur définition, 174.
Systèmes articulés déformables, strie* tement indéformables; à lignes surabondantes, 205.
Systèmes articulés anormaux, 206.
Systèmes arriculés érigés en solide d'égale résistance, 212.
Systèmes partiels, 9, 42.
Tangente aux courbes funiculaires, 68.
Tangente à la ligne représentative des moments fléchissants ou des efforts tranchants, 127.
Tension de la fibre moyenne, 84.
Tensions des barres, par la méthode des sections ou celle des nœuds, 175, a 203.
Tensions des barres d'un système à lignes surabondantes, 207.
Théorème de Desargues, 12.
Théorème des projections, 3.
Théorème de Yarignon, 4.
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Train (voir: Charge mobile), 167.
Travée: définition de sa longueur, 216, S63.
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Travée supportant une charge concentrée unique, 253.
Travées réliculaires, 195.
Treillis simple ou multiple, 179, 211.
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Varigtwn, 6.
Vecteur d'une force, 3.
Ventre, 167.
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Warren, 179, 192, 198, 210.
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