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AVERTISSEMENT
Nous avous' donné de nouveaux soins à cette
huitième édition de la Statique. On la trouvera, je crois, supérieure aux précédentes, non-seulement par une meilleure impression du texte et un dessin plus net des figures, mais encore par quelques additions assez remarquables, dont je me contenterai d’ii^quer ici les trois principales.
La première ést formée de quelques alinéa «ju’on a joints à l’article 68 de la Composition (fëuérale des forces. On y démontre , en passant , la position et les propriétés de cet axe central où se fait la réduction la plus simple de toutes les forces du système : théorèmes faciles qui achèvent naturellement cet article général , et complètent ainsi le chapitre des Principes, où tout le fond de notre théorie se trouve à présent renfermé.
La seconde addition consisté dans la Note 11, relative au Mémoire sur l'Equilibre et le mouvement des Systèmes. Elle à'pour objet la démonstration approfondie d’un point important de Stathjue P. a
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doctrine, qui n’était présenté, dans le Mémoiie, que comme un corollaire tiré d’un raisonnement assez délicat, et sur lequel il pouvait rester dans l’esprit quelque nuage.
La troisième, enfin, est une addition considérable que plusieurs personnes nous ont prié de J^aire à cet Ouvrage : c’est l’analyse de notre Théorie nouvelle de Ui'Rotalion des cori>s; analyse rapide, il est vrai, dégagée de calculs et de démonstrations de détail, mais où la chaîne des idées et des raisonnements se fait partout sentir, et qui, par cela même, est également propre à intéresser et à instruire de jeunes géomètres, en exerçant leur esprit sur une des questions les plus célèbres et les plus difficiles de la Dynamique.
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1. L’idée que nous avons des corps est telle, que nous ne supposons pas qu’ils aient besoin de mouvement pour exister. Ainsi, quoiqu’il n’y ait peut-être pas dans l’univers une seule molécule qui jouisse d’un l'epos absolu , même dans un temps limité très-court , nous n’en concevons pas moins clairement qu’un corps peut exister en repos.
Mais si ce corps est une fois en repos, il y demeurera toujours , à moins qu’une causeétrangère ne vienne l’en tirer ; car, comme le mouvement ne peut avoir lieu que dans une certaine dilution, il n’y aura pas de raison pour que le corps se meuve d’un côté plutôt que de tout autre; et par conséquent il ne se Statiqdb P. I
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mouvra point. Donc , si un corps en repos vient à se mouvoir, on peut être assuré que ce n’est qu’en vertu d’une cause étrangère qui agit sur lui. Cette cause, quelle qu’elle soit, qui ne nous est connue que par ses effets , nous 1 appelons/orce ou puissance.
La force est donc une cause quelconque de mouvement.
2. Sans connaître la force en elle-même, nous concevons eneore très-clairement qu elle agit suivant une certaine direction, et avee une certaine intensité.
Nous acquérous presque en naiæant l’idée de la direction de la force et de son intensité, lie sentiment de la pesanteur qui nous sollicite toujours du même cêté , la vue d’un corps qui tombe ou qui reste suspendu au bout d’un fil , la différence des poids que la main éprouve , et une foule d'autres phénomènes aussi simples, nous donnent une idée de la direction et de l’intensité de la foree, aussi incontestable que celle de notre existence.
Ainsi, nous regarderons comme évident que toute force aqit nu point où elle est appliquée, suivant une certaine direction et fli>er une certaine intensité.
III
3. Maiotenant, si nous représentons les directions des forces par des lignes droites, et leurs intensités par des longueurs proportionnelles prises sur ces lignes, ou par des nombres, il est clair que les forces pourront être soumises au calcul comme toutes les autres grandeurs ; et de là résulte ce problème général dont la solution est l'objet de la Mécanique :
Un corps ou ^stème quelconque de corps étant sollicité par de certaines forces donnéeSj trouver le mouvement que ce corps prendra dans r espace.
Et réciproquement : Quelles doivent être les relations des forces qui agissent sur un ^stème , pour que ce système prenne dans l’espace un mouvement donné-, ce qui est au fond la même question que la précédente.
4. Pour résoudre ce problème général, on commence par résoudre ce cas particulier où l’on demanderait quelles doivent être’ les relations des forces, pour que le système auquel elles sont appliquées prenne un mouvement égal à zéro, c’est-à-dire demeure en équilibre. Ce problème une fois résolu, il est très-facile d’y ramener l’autre; et voilà pourquoi l'oii
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commence ordinairement l’étude de la Mécanique par celle de la Statique, qu’on définit la science de C équilibre des forces.
L’autre partie de la Mécanique traite ensuite de toutes les questions qui se rapportent au mouvement des corps; elle s’appelle Dynamique , ou science du mouvement. Mais nous ne nous occuperons ici que de la science de l’équilibre.
5. Remarquez d’abord que dans la Statique proprement dite, il n’est pas nécessaire de connaître l’effet actuel des forces sur la matière», c’est-à-dire les divers mouvements qu’elles sont capables de lui imprimer, eu égard à leurs intensités et à leurs directions; mais qu’il suffit de considérer les forces comme de simples grandeurs homogènes, et par conséquent comparables, et d’assigner les rapports qui doivent exister entre elles pour qu’elles se détruisent mutuellement. Ijorsque l’on pa.sse de la théorie de l’équilibre à celle du mouvement, il faut de nouveaux principes sur l’évaluation des forces ; car , oc calculant plus alors que leure effets , il faut savoir les y rapporter : estimer, par exemple, si une force double produit sur le même corps nue vites.se double, ou si la même force, appliquée à un corps de niasse double, produit
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une vitesse deux fois moindre, etc. Mais ici, quelle que soit l’action des forces sur les corps ,' que les forces soient proportionnelles ou non à leurs elfèts sensibles, les vérités que nous allons exposer n’en subsisteront pas- moins, parce que ces vérités résultent de la seule présence actuelle de plnsteurs fbrrc»-<|ai m’obtiennent aucun effet, mais qui se détruisent avec évidence : de sorte que l’état d’équilibi'c des corps reste comme un moment singulier de l’état de mouvement , où la mesure des forces par Jeurs effets , et léurs effets mêmes ont disparu.
6. Rigoureusement parlant, uii corps en équilibre est dans le même état que s’il était en repos; car l’effet des forces étant anéanti pour toujours, ou s'anéantissant à chaque instant, si les forces sont sans cesse renaissantes, tout corps en équilibre est actuellement capable de se mouvoir eu vertu d’une certaine force donnée, absolument comme il se serait mù en vertu de la même force , s’il eût été en repos. Cependant on peut distinguer l’équilibre d’avec le repos, en ce que, dans le second cas, le corps n’est sollicité par aucune force , au lieu que , daus l’autre, il est sollicité par des forces qui s’entre-détruisent.
Cette distinction , qui est nulle dans l’état ri-
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fjoureux des, choses, devient sensible dans les 'équilibres que la nature nous offre : presque aucun corps n'est exactement en équilibre; et lorsqu’il nous parait dans cette situaticm, il existe néanmoins entre les forces qui le sollicitent une lutte perpétuelle qui le fait osciller infiniment peu, et le ramène continuellement à une position unique qu’il abandonne toujours. Mais, dans la solution mathématique des problèmes, on doit regarder un corps en équilibre tomme s'il était en repos; et réciproquement, si un corps est en repos , ou sollicité par des forces quelconques, on peut lui supposer appliquées telles nouvelles forces qu'on voudra, qui soient en équilibre d' elles-mêmes , et l 'état du corps ne sera point changé.
On verra bientôt de nombreuses applications de cette remarque.
7. Ces notions préliminaires étaut posées, voyons oonunent on peut procéder à la recherche des conditions de l’équilibre pour un système quelconque de corps , de figure invariable, sollicité par des forces quelconques P, Q, R, S, etc., appliquées eu des points dopnés a, b, c, d, etc., du système.
On supposera d’abord que tous les corps sont
sans pesanteur, c’est-à-dire tels qu’ils iraient s’ils existaient seuls dans l’espace ; de sorte qu’il n’y aura plus à considérer que les ' efforts des seules forces appliquées P, Q, R, S, etc., qui devront se contre-balanccr mutaetlement dans le cas de l’équilibre.
Ensuite il est facile de voir, qu’il suffira de trouver les conditions de l’équilibre pour le simple système des points d’application a, h, c, d,etc. , regardés comme un assemblage de points liés entre eux d’une manière invariable.
En effet, si l’on désigne paro', h', c', d\ etc., les mêmes points a , b, c, d, etc, , dirsystème , mais considérés seulement comme des pointe unis par des lignes droites, rigides et inextensibles, et si l’on suppose que les< forces P, Q , R, S, etc., les maintiennent en équilibre, il est évident que les mêmes forces P, Q, R,;S, etc., maintiendront aussi le système en équilibre ; car on pourrait imaginer que le système a été placé sur les pointe a', b', c', d\ etc., de manière que les points a, b, c, d, etc., coïncident actuellement .avec eux. IjC système étant laissé en repps dans cette situation, l’équilibre des points a', l/, </, d', etc., ne sera point troublé. Mais il est clair que l’équilibre subsisterait encore, si, au lieu de 'supposer les points a et a' , b et b', c et c', etc., coïucidents, ouïes suppo-
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sajt unis d'une manière invincible, de sorte que a ■ ne pût se séparer de a', ft de 6' , c de c', et ainsi des autres ; d’où il résulte que' les conditions de l’équilibre entre des forces P, Q , R , S, etc. , appliquées à un système quelconque de corps, sont les mêmes conditions qui auraient lieu entre les mêmes forces P, Q, R, S , etc. , appliquées au simple système des points d’application a, b, c, d, etc., liés entre eux d’uiie manière invariable.
Ainsi , lorsque l’on cherchera les relations de certaines' forces qui se font écpiilibre autour d’un système, quelconque solide', on pourra faire abstraction de tous les corps du système, et supposer qu’il ne reste plus que les points d’application u, h, c,d, etc., qu’on imaginera liés entre eux de manière à ne pouvoir changer leurs distances mutuelles.
D'après ces considérations, l’on dégage du problème et le poids et le volume des corps , et la question devient plus simple.
Par la.suite, nous rendrons aujt corps leur pesanteur, et nous aurons égard à leurs poids respectifs, comme à de nouvelles forces qu’il faudrait combiner avec les autres , pour avoir l’équilibre. Nous pourrons, de cette manière, appliquer les résultats de la Statique à l’éqiii- Ubre des corps naturels qui sont tous pesants.
8. Maintenant , pnisqu’il ne reste plus à considérer dans l’équilibre des forces que trois choses , savoir : * leurs intensités , leurs directions et leurs points d’application, il est visible que les conditions de l’équilibre ne sont autre chose que les relations mutuelles qui doivent exister entre ces trois choses, pour que l’équilibre ait lieu dans le système. Or, on peut déjà comprendre , et l’on verra bientôt que ces relations peuvent être exprimées par des équations où l’on ferait entrer immédiatement les intensités des forces, leurs directions , au moyen des angles qu’elles forment avec des droites fixes dans l’espace, et leurs points d’application, au moyen des coordonnées qui en déterminent les positions respectives.
C’est ainsi qu’on peut se faire une idée du problème de la Stotique, et se mettre au fait de l’état de la question.
Mais on pourra observer que, dans tout ce que nous venons de dire , il ne s’agit que d’un corps libre dans l’espace , tandis que l’on conçoit bien qu'un corps pourrait être assujetti A de certaines conditions, comme, par exemple, de tourner autour d’un point ou d’un axe fixe.
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(le s'appuyer constamment sur une surface impénétrable , etc. Mais on verra par la suite que les résistances qu'un corps éprouve à cause des conditions étrangères qui l'assujettissent « peuvent toujours être remplacées par des forces convenables, et qu'a près cette substitution de forces à la place des résistances , le corps peut être regardé comme libre dans l’espace; ainsi
11 était inutile de compliquer au commencement la question.
9. Pour découvrir actuellement la route qui peut nous conduire aux conditions de l'équilibre , représentons-nous un corps ou système tenu en équilibre par des forces quelconques P,Q,R,S, etc., dirigées comme on voudra dans l'espace.
Puisque toutes ces foix;cs se font équilibre, on voit que l'une quelranque d’entre elles, la force P, par exemple , s’oppose seule à l’action de toutes les autres Q, R, S, etc.; d’où il parait que l’effet de ces dernières est de solliciteur le système absolument comme ime simple force égale et contraire à la force P.
C’est en effet ce qui a lieu , et ce qu’on peut porter à la dernière évidence au inoyen de la
remarque précédente (6), et de cet axiome, que deux forces égales et opposées se font nécessairement équilibre.(tü).
Car, supposons que l’on applique au système une force P parfaitement égale et contraire à la force P. Les forces P et P étant en équilibre, leur effet est nul de lui-même, et l’on peut regarder le corps comme n’étant plus soumis qu’à l'action des forces Q, R, S, etc. Mais , d’un autre côté, la force P faisant équilibre aux forces Q, R, S, etc.,, leur effet est aussi nul de lui-même, et l’on peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu’à l’action de la simple force P. L’état du corps est donc identiquement le môme ; soit qu’on le suppose sollicité par les forces Q, R, S, etc., soit qu’on le suppose sollicité par la seule force P égale et contraire à celle qui leur ferait équilibre.
Donc, puisqu’il peut arriver qu’une seule force soit capable de produire sur un corps le même effet que plusieurs, et en tienne parfaitement lieu, notre premier soin doit être de chercher à réduire les forces appliquées au plus petit nombre possible, et d’observer surtout la loi de cette réduction. Alors les conditions de l’équilibre entre toutes les forces se ramèneront aux conditions de l’équilibre entre
ces forces finales équivalentes aux premières, ot
deviendront plus faciles à exprinierl
10. Cette force , qui est capable de produire sur un corps le même effet que plusieurs antrc^ forces combinées, et qui peut à elle seule eu • tenir parfaitement lieu , se nomme leur résultante. D’où l’on voit, en rappelant ce qui a été dit plus haut, que si plusieurs forces se fout actuellement équilibre sur un corps, l'une quelconque (1 ’entte elles est é^ale et directement opposée à la résultante de toutes les autres.
Les autres forces, à l’égard de la résultante, se nomment les composantes. La loi d’après laquelle on trouve la résultante de plusieurs forces se nomme la composition des forces. La même loi ( mais prise dans l’ordre inverse ) , d’après laquelle ou substitue à une seule plusieurs forces capables du même effet, ou dont la première serait la résultante, se nomme la décomposition des forces.
Nous allons donc commencer par ces deux recherches, qui, au fond, n’en forment qu’une seule, celle de la loi qui lie la résultante à ses composantes.
H. Souvent, pour abréger le discours, nous ap|)ellerons forces parallèles, des forces dont les directions sont parallèles ; forces concou-
rantes, des forces dont les directions concourent, etc.
Nous désignerons ordinairement les forces ■par les lettres P, Q, R,^ S etc. , placées sur les lignes qui représentent leurs directions; et si une lettre, telle que A , indique le point d'application d’une force , telle que P, par exemple , nous supposerons toujours que l’action ^de cette force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force tire de A en P.
Si , pour représenter la quantité de cette force, on prend , sur sa direction , et à partir du point A , une certaine ligne terminée AB , on supposera de même que cette ligne est portée du côté où le point d’application A tend à se mouvoir. Ainsi , quand on dira simplement d’une force, qu’elle' est représentée en grandeur et en direction par une certaine ligne terminée qui part du point d’application, il faudra sous-entendre que la force lire ce point vers l’extrémité de la ligne qui la représente.
On pourrait adopter l’hypothèse contraire , c’est-à-dire supposer que la force représentée par la ligne AB pousse le point d’application A pour l’éloigner de l’extrémité B de la ligne qui la représente ; car il ne s’agit ici que d’une simple convention dont on est le "’tnaître , «’t l’on peut faire indifféremment l’une ou l’autre.
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Mais, une fois quelle est faite, il faut avoir
soin de s’y conformer dans la figure, pour
toutes les forces que l'on considère, afin de
donner à chacune d’elles le sens qu’elle doit
avoir, et à l’énoncé du théorème toute son
exactitude.
COMPOSITIOH ET DÉCOMPOSITION DES FORCES
Axiomes, lemmes préliminaires, etc.
12. Il est évideot que deux forces égales et contraires appliquées à un même point sont en équilibre.
Il est encore évident que deux forces égales et contraires appliquées aux extrémités dune droite considérée comme une verge invariable de longueur, et agissantes dans la direction de cette droite, sont en équilibre; car il n’y a pas de raison pour que le mouvement naisse d’un côté plutôt que de l’autre, comme dans le premier axiome.
(Jt
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Corollaire.
13. 11 est facile de conclure de là que l’effet d’une force qui sollicite un corps ne peut être changé en quelque point de sa direction qu'on la suppose appliquée, poiu'vu que ce point soit un des points du corps lui-même, ou, s'il est au-dehors , qu'il lui soit invariablement attaché.
i-i0. 1. Car, soit une force quelconque P {fig. i) appliquée au point A d'un corps ou système quelconque : si l'on prend, sur la direction de cette force, un autre point B invariablement lié au système , de manière que la longueur AB reste toujours constante, et si Ton applique au point B deux forces P', — P' égales entre elles et à la force P, et agissantes dans la direction de AB , le point A sera encore sollicité de la même manière qu'auparavaut ; car l’effet des deux forces P' et — P' est nul de *lui-méme. Mais en considérant la force P et son égale et contraire >— P appliquée en B, il est manifeste que leuH effet est aussi nul. On peut donc les supprimer et il ne reste plus que la force P', qui n’est autre chose que la force P; mais appliquée au point B de sa direction; et le point A n'a pas cessé d’être sollicité de la même manière.
On peut donc appliquer une force en un point quelconque de sa direction , pourvu que ce point soit lié a/u premier^ point ([application par une ligne droite rigide et inextensible.
Remarque.
Lorsque nous changerons ainsi les points d’application des forces , nous ne répéterons pas toujours que l’on doit supposer les nouveaux points invariablement attachés aux premiers , mais il faudra toujours le sous-entendre.
Lemme.
14. liorsqne deux forces P et Q {fig.. a)-soot Fig. 2. appliquées à un même point A sous un angle quelconque, on conçoit bien qu’une troisième force R, appliquée convenablement an point A, pourrait faire équilibre aux deux forces P et Q ; car, en vertu des efforts combinés des deux forces j? et Q, le point A tend à quitter le lieu où il est : or, il ne peut s’échapper que d’un seul côté, et par conséquent . si l’on applique une force convenable en sens contraire, ce point demeurera en équilibre.
Les trois forces P, Q, R, étant en équilibre autour du point A, la force R est égale et directement opposée à la résultante des deux autres (10) : donc deux forces P et Q qui concourent ont une résultante.
Statiqdb P. a ' .
. En second lieu , il est visible que cette résultante doit être dans le plan de leurs directions Fig. 3 AP, AQ [fig. 3) ; car il n’y a pas de raison pour qu’elle ait au-dessus du plan une ccrtaiue position, plutôt que la position parfaitement symétrique au-dessous.
De plus, elle doit être dirigée dans l’angle PAQ des deux forces ; car il est clair que le point A ne peut se mouvoir dans la partie du plan qui est au-dessus de la ligne AQ, vers D; de même il ne peut se mouvoir au-dessus de la ligne AP, vers B; et par conséquent il ne pourra sé mouvoir que dans l’angle PAQ , et la résultante R devra être dirigée dans l’intérieur de cet angle.
Remarque.
15. Il n’ÿ k qu’un seul cas où l’on puisse voir à priori quelle sera la direction de la résultante ; c’est celui où les deux forces P et Q sont égales : alors il est clair que la résultante divise en deux
• également l’anglê qu’elles forment entre elles ; car il n’y a pas de raison pour que cette résultante fasse , avec l’une des composantes , un angle plus petit qu’avec l’autre.
Axiome fondamental.
16. Lorsque les deux forces 'P et Q agissent • dam la même direction et dans le même sens, il
est visible, et l’on doit <(tcorder comme un axiome, que ces forces s'ajoutent et donnent une résultante éqale à leur somme P Q.
Remarque.
Cet axiome est le foudement de toute la .science de l’équilibre. On peut le regarder, si l’on veut, comme une espèce de définition, ou de demande, qu’il ne faut pas essayer de démontrer, car elle est comprise dans l’idée même de la force, considérée comme grondeur, c’està-dire comme susceptible d’être augmentée ou diminuée. Et en effet, quelle idée pourrait-on se faire, par exemple, d’une force double ou triple d’une autre, si l’on ne regardait cette force comme la réunion actuelle de deux ou de trois forces, égales qui tirent à la fois le même point dans le même sens? C’est ce qui a été naturellement sous-entendu dans tout ce qui précède. Au reste, ce postiilatum est le seul que la science exige; après quoi tous les théorèmes de la Statique rationnelle ne sont plus au fond que des théorèmes de Géométrie.
Comllaire. • *
17. Üe l’axiome qui précède ou peut conclure (en combinant successivement les forces deux à deux) que la résultante de tant de forces que l’on
voudra , • qui af'issent dans une même direction et dans le même sens, est égale à leur somme totale, et agit dans la même direction ;
Que lorsque "deux forces inégales P et Q agissent en sens contraires dans une même direction , leur résultante est égale à la différence P — Q des forces, et quelle agit dans le sens de la plus grande; car 'on peut concevoir dans la plus grande, que je suppose P, par exemple, une force égale et contraire à Q , et qui la. détruit On peut supprimer ces deux forces-là , et le point est actuellement tiré par la différence P — Q des deux forces P çt Q.
'D’où l’on voit qu’ën général Ut résultante de tant de forces que F on voudra , agissantes dans ta même direction, est égale à F excès" de la somme de celtes qui tirent dans un sens , sur la somme de celles qui tirent dans le sens contraire , et quelle agit dans le sens de la plus grande somme.
Rematque.
18. Telles sont quelques-unes des propositions les plus élémentaires , dont on découvre la vérité à priori, et presqu’à la première inspection. Le cas le plus simple de la composition des forces , et en même temps celui où l’on connaît tout d’un coup la résoltaute , est évi-
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demuieot le cas des foi^ces qui agissent dans une même direcjtion. Nous allons donc com* mencer la composition des forces par celles qui s'y ramènent immédiatement. «
Composition des forces qui agissent suit>ant des directions parallèles .
riiéorèine 1.
19. Si (leux Jb rces quelconques P et Q (fig. 4)> Fig. 4. pavallèles et de même sens, sont appliquées aux extrémités A ef B d’une droite rigide AB , je dis : i“. Que CCS deux forces ont une résultante, et que celte résultante doit être appliquée à la ligne AB entre les deux points A et B ;
2“. Que cette force est parallèle aux composantes P et Q , et égale à leur somme.
1°. Appliquez à volonté aux deux, points A et B deux forces M et N égales et contraires et qui agissent dans la direction AB. L'effet de ces deux forces sera nul , et par conséquent l'effet des deux forces P et Q ne sera pas changé ; mais les deux forces M et P appliquées ^en A ont une résultante S appliquée au point A , et dirigée dans l’angle MAP (14). De même les deux forces N et Q ont une résultante T , appliquée eu B et dirigée dans l'angle NBQ. Couce-
*vez <ju’on ait pris ces deux résultantes , et qu’ou les ait appliquées toutes deux au point D ou leurs directions vont nécessaircment Se couper; la résultante des deux forces S et T sera absolument la même que celle des deux forces P et Q : or, étant appliquée en D, et devant être dirigée dans l’angle ADB, elle ira passer entre A et B , en un certain point C , où l’on pourra la supposer appliquée.
2°. Maintenant, pour démontrer que cette résultante est parallèle aux forces P et Q , et égale à leur somme ^ imaginons qu’au point D on redécompose la force S en, deux composantes M' et P', parfaitement égales et parallèles aux premières M et P; de même qu’on redécompose la force T en deux composantes N' et Q', parfaitement égales et parallèles aux premières N et Q. Les deux forces M', N' seront égales : de plus , elles seront directement opposées, puisque, appliquées à un même point D, elles sont parallèles à une même droite MN ; et par conséquent leur effet sera absolument nul. Il ne restera donc que les deux forces P' et Q', i-espectiyement égales et parallèles aux forces P et Q. Or, ces deux forces étant évidemment dans une même direction, se composeront en une seule R , égale à leur somme P -4- Q' ou P -t- Q ; ce qu’il fallait démontrer.
DK STATIQUE.
Corollaire 1.
20. Si les deux forces P et Q (Ji(j. 5) SOUt Fig 5. égales entre elles, le point C d'application de la résultante sera au milieu de la ligne AB. Prenons , en effet^ les deiu forces M et N dont on est maître, égalcs,aux forces? et Q. résultante S des deux forc<» égales M et P divisera en deux également l'angle MAP (IS); et à cause de DG parallèle à la ligne AP, le triangle ACD sera isoi cle. Par uoe.raison toute semblable , le triangle BCD sera isocèle; et l’on aura d’une part, AC'= CD, et de l’autre, CD = ÇB; d’où AC = CB.
Corollaire II. ’■
21. Il résulte de là que la résultante de tant de forces parallèles qu’on voudra , égales deux à deux, et appliquées symétriquement à des distances égales du milieu d’une même droite , est égale à la somme de toutes ces forces, leur est parallèle, et passe par le milieu de la droite d’application. Car, en combinant successivement deux à deux les forces égales placées de part et d’autre à des distances égales du milieu de la ligne droite, leurs résultantes successives passeront toutes par. ce même point, et sajou-
feront ensuite, comme étant de même sens et
de même direction.
22. Et réciproquement on pourra décomposer toute force P appliquée à une ligne , en tant d’autres forces parallèles qu’on voudra, appliquées à différents points de cette ligne , pourvu que ces forces, deux à deux, soient égales, à égales distances du point d’application de la force P, et que leur somme totale soit égale à cette même force.
‘ Théot'ème 11.
Eig.6. 25. Le poiril C (fig. 6) (f application ■ de la résultante de deux forces parallèles P et Q qui agissent aux extrémités A et B dune droite inflexible A B , partage cette droite dans la raison réciproque de P à Q: de sorte que Con a P : Q ; ; BC ; AB.
Supposons d’abord que les forces P et Q soient commensurables, c'est-à-dire soient entre elles comme deux nombres entiers rn et n.
Divisons AB au point H en deux parties directement proportionnelles aux deux forces P et Q, de manière qu'on ait : AH : BH ; ; P I Q, et par conséquent , tn *. n. Sur le prolongement de la ligne inflexible AB, prenons AG = AH , et BK = BH. Le point A sera le milieu de GH , et le point B le milieu de HR.
Cela posé, puisque les forces P et <3 sont entre elles comme les lignes AH et BH, elles f|i seront aussi entre elles comme les mêmes l^es doublées, c’est-à-dire comme les lignes GH et HR. Et comme U y a, par hypothèse, dans * la ligne AH, m mesures telles que BH en contient n, il y aura im mesure^ dans GH, et an mesures égales dans HK. Or, on peut décomposer la force P en am forces égales et parallèles, appliquées aux am points milieux des communes mesures de la ligne GH (22) ; et la force Q en an forces parallèles, égales entre elles et aux premières , appliquées aux an points * . ’ milieux des communes mesures de la ligne HK. t‘‘y . Maintenant toutes ces forces égales, étant équi- ^ distantes, se trouveront placées deux à deux à égales distances du milieu G de la ligne entière GR, et par conséquent leur résultante générale, qui est celle des <leux forces P et Q, passera nécessairement par le milieu de la ligne GR.
Mais à cause de GC = AC, il vient, en retranchant la partie commune AC, BC = AG = AH ; et en ajoutant de part et d’autre CH ,
AC = BH. Donc puisque l’on a P ; Q ; ; AH : BH , on a aussi :
P : Q :: BC ; AC
Supposons, ea second lieu, que les deux forces P et Q ne soient pas commensurables. le remarque d’abord que si la résultante de Fig. 7. deux forces quelconques P et-Q {jig. 7) appliquées aux points A et B, U>mbe en C, la résultante de la force P et d’une force Q H- I > Q tombera entre *le point G et le point B; c’est-àdire que le point d’application de la résultante s’approchera du point d’application de la composante qui aura augmenté. £n effet, pour trouver la résultante des deux composantes P et Q -H I, on peut prendre d’abord la résultante R de P et Q, qur passe au point C, par hypcethèse , et ensuite celle de R et de I,.dont le point d’application sera entre C et B (19).
' Maintenant , si la résultante des deux forces 1 ig. 8. incommensurables P et Q {fig- 8) ne passe pas au point C , qui est tel qu’on a P ; Q 1 1 BC I AG , elle passera en un autre point' situé entre A et G , ou entre G et B. Supposons que ce soit en G entre A et G. Partagez la ligné AB en parties égales toutes plus petites que GG , il y aura au moins un point de, division entre G et G. Soit I ce point ; les deux lignes AI et BI seront comntensurables, et le point I pourra éti;e considéré comme le point d’application de la résultante de deux forces P et Q' qui seraient telles qu’on aurait P,: Q' î*. BI ; Aï, ce qui donne
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Q' < Q (pnisqu'on a, par hypothèse, P ; Q : : BC : ÂC). MaU la résultante des deux forces P et Q' passant en I , celle des deux forces P et Q > Q^ passera entre I et B, et ne pourra tomber en G contre l’hypothèse.'
On ferait voir absolument de la même manière qu elle ne peut tomber entre-C et B ; et par conséquent elle passe nécessairement en G. '
‘ ^ CoroHaire f? ‘
Lorsque trois forces parallèles P, Q,- B
(yîÿ. 9) sont en équilibre sur une ligne .AB , l’une fîc . 9 . d'entre elles et directement opposée à
la résultai^ftdwjil^ auti^es. Ainsi la forcé Q, p'ar exemj^^)ij^|i(|Hl, en sens contraire, est la swltante des • deux forces P et R. Comme les deux forces P et Q tirent dans le même sens , la force R est égale à P+Q, et par coiuéqnent Q=R — P; d’où ii^sutt^ que la résulbmte de deux forces parallèles qui agissent en sens contraires est égale à leur différence , et tire du même oèté que la plus grande.
25. Ltt^ux forces P et R étant données, iwnsi que lai&Mwce AC qui sépare leurs points d’appliçatioiï^li l’en demande le point d’iq)plicatkm de là résultante Q, on fera cette proportion, P;Q;:BC:AC; d’où l’on tire P-f-Q*.
Q::BC+AC;AG, c’est-à-dire R;Q:' AB;AC, proportion qui fera connaître AB, 'et par conséquent le point B.
Corollaire 11^
26. Supposons que les deux forces P et R soient égales, la résultante Q sera zéro, et la distance AB de son point d’application sera , par la
proportion ci-de*us, e’est-à-dire infinie.
Si les deux forces P et R , au lieu d’être égales , différaient d’une quantité très-petite , la résultante Q, qui est égale à cette différence,
serait très-petite , et la distance AB = — — —
serait très-grande, à cause du dénominateur Q très-petit : ainsi, plus les deux forces s’approchent de l’égalité, plus la résultante diminue, et plus la distance du point où elle est appliquée augmente. De sorte que, lorsque les deux forces deviennent parfaitement égales, la résultante est nulle , et la distance du point d’application infinie ; ce qui parait annoncer qu’il n’y a plus alors de résultante, ou, en termes plus clairs, qu’on ne peut pas trouver actuellement une force UQique qui fasse équilibre à deux forces égales, parallèles et de sens opposés.
27. Mais, pour ne laisser aucun nuage sur cette dernière conséquence, imaginons, s'il est possible , qu’une force unique R Risse équilibre aux deui forces P et— P, parfaitement égales, parallèles et contraires.
D'abord , quelle que soit la position de celte force unique à l’égard des deux proposées , on lui trouvera sur-le-cbamp, dans un sens contraire, une autre position toute semblable à l’égard des mêmes forces; car tout est.^al de part et d’autre. Si donc une force R fait équilibre aux deux forces P et — P, il y a une autre force — R égale, parallèle et de sens opposé, qui leur ferait aussi, équilibre. Ajouter cette seconde force — R, et pour ne rien changer, détruisezr4a immédiatement per une force R' égale et contraire. 11 y aura donc équilibre entre les cinq forces R, P,>'i*- P, — R et R'. Mais il y a équilibre entre les trois forces P, — P et — R : donc il y aurait équilibre entre les deux forces restantes R et R' ; ce qui est impossible , puisque ces deux forces égales et parallèles agissent dans le même sens (1^). • -
Ainsi les deux forces P et — P ne peuvent être tenues en équilibre par aucune s^ple force; et par conséquent elles n'ont point de résultante unique.
Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de
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forces, dont la considération, qui n’avait paru ju^u’ici que comme un cas singulier, fera la seconde partie essentielle de nos Éléments.
Cqrollaire III..
28. De même que l’on compose en une seule deux forces parallèles qui agissent à des points donnés d’une ligne,' on peut aus.si décomposer une force quelconque R 6), appliquée à un point C d’une droite inflexible , en deux autres P‘ et Q qui lui soient parallèlés , et qui agissent en des points donnés A et B de cette droite. Il ne s’agit pour cela que de partager la force B en deux autres qui soient entre elles dans le rapport des distances BC et AC; et pour trouver la force Q, par exemple, on se servira de la proportion R'.Q;; AB: AC, dans laquelle il n’y a que Q d’inconnue. La force P sera égale àR— Q. • '
Si le poid^ C d’application de la force R Fie- 10. - l'o) qu'on veut décomposer ne tombait
B ,, points d’application donnés ^ des.(ltaposaates P efQ que l’on eberebe, on ' ailiriiàtti'jl^ Ulénae la’ proportion R ! Q : : AB : AC , ^qûi’ferait connaître la force Q; mais la force P serait égale à R -t-Q. ■
DE statique.
Corollaire IV.
29. Quand ôn sait déterminer la résultante de deux forces parallèles, on peut facilement trouver Celle de tant de forces parallèles qu’on voudra, appliquées aux différents points d’un système quelconque de fiqure invariable.
Soient, par exemple, les quatre forces parallèles P, P', P', l**(yîj/. Il), appliquées resjiec- Fir. II. tivement aux quatre points A, B, G, D, situés d’une manière quelconque dans l’espace, et liés . entre eux d’une manière invariable. -En considérant ces forces deux à deux, elles sont situées dans un même plan. Ainsi l’on peut prendre d’abord la résultante X des deux forces P et P'; elle sera égale à leur sommet -t- P,' et passera en un point 1 de la ligne AB,- qu’on trouvera en divisant AB dans la raison inverse de P à P'. résultante X étant ainsi déterminée., ou joindra le point I où elle agit, au point C de la troisième force P*. Les deux forces X et P' étant parallèles , on en prendra la résultante X', comme nous avons fait tout à l’heure J *
cette résultante sera égale à leur somme X-+- P"»^ et le point F où elle devra être appliquée se trouvera en divisant la droite CI, dans Ja raison réciproque de X à P'. Joignant enfin le point- F an point 1) d’application de la qua-
trième force P*, et divi^nt la droite FD en deux parties réciproquement proportionnelles aux forces X' et P”, on aura le point G d’application de la résultaute, {];énérale R, qui sera parallèle aux deux forces X' et P" , et -par conséquent à toutes les composantes; égale à leur somme X' -4- P’", et par conséquent à la somme de toutes les composantes.
Le raisonnement que nous venons de faire s’étend manifestement à un nombre quelconque de forces parallèles.
Si parmi les forces P, P, P, etc., les unes agissaient dans un sens, les autres dans le sens contraire, on commencerait par prendre la résultante de toutes celles qui agissent dans le même sens; on chercherait ensuite la résultante de celles qui agissent' dans le sens contraire; et toutes les forces étant alors réduitesà deux forces parallèles et de sens contraires, on en trouverait la résultante par ce que nous avons dit plus haut.
'50. On peut donc, en général, déterminer la position et la quantité de la résultante de tant de forces parallèles qu’on voudra; celle résultante sera parallèle aux forces, el égale à l 'excès, de la somme de celles qui tirent dans un sens, sur la somme de celles qui tirent dans le sens contraire.
J’ai dit en général, parce qu’il peut arriver que la résultante des forces qui tirent dans un sens soit parfaitement égâ}e à la résultante de celles qui tirent dans le sens contraire, sans lui être directement .opposée ; et alors il n’y a pas de résultante unique, comme, nous l’avons vu plus haut.
Cowllaire. V.
31. Supposons que les quatre forées P, P', P", P", sans changer de grandeur, sans cesser d’être parallèles et de pas^r aux mêmes points respectifs A, B, C, Deviennent à prendre les positions p,p', dans l’espace.
Si l’on en cherche la résultante, en suivant le même ordre que plus haut , ôn trouvera d’abord que la résultante jf de p et p', passe an même point I que la résultante X de P et P' , et qu’elle lui est ^ale. Elle passera par le même point , parce que son point d’application doit diviser la même droite AB dans la raison réciproque de P à p', qui est la même que celle de P à P'. Elle lui sera égale parce qu’on aura P -H P' = p -4- p'. On trouvera de même que la résultante x' de x et p", passera au même point F que la résultante X' de X el P ', et qu’^e lui sera égale , et ainsi de suite : de sorte que la
résultante générale des quatre forces p, p', p'^p", Statiquk p. 3
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passera au même poiut que la résulliUUa des quatre forces P, f*', P", P*; et cela est général, quel que soit le noii;)bre des forces; d’où l’on peut< conclure ce théorème remarquable :
Si l'or\ considère un système (fuelconque de farces parallèles, appliquées à un assemblage de points A, B, C, D, etc., et qu’on incline successivement tout le système de ces forces dans diverses situations , de manière que les memes forces passent toujours, par les mêmes points et consenenl leurs grandeurs et leur parallélisme; les résultantes générales quon trouvera su< cessivement dans chacune de ces positions se croiseront toutes au même point. ;
Ce point d'iutcrsection des résultantes successives se nomme le caüre des forces parallèles. Nous aurons oecasion d’en parler plus loin , quand . il sera questiott des centres de gj’avité;
Pn peut remarquer , au reste , que dans Ja démonstration- précédente , il n’est pas nécessaire de supposer que les forces conservent toujours les mêmes grandeurs; il suffit que, dans les positions successives du groupe, elles demeurent proportionnelles.
nt STATIQUK.
Composition des forces dont les directions concourent en un meme point.
Théorème III. »
, 53. La résultante des vieux forces quelconques P. et Q (fiq. 1 2) appliquées à un même point A , Fie nsous un angle quelconque , est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme ABCD construit sur les deux lignes AB, AC , qui représentent les forces P et Q en grandeur et en direction.
D'abord, bous avoas vii (14) que cette ré- , sultante doit être dans le pljua des deux forces P et Q ; eu second lieu , qu elle doit etre appliquée au point A, puisque cette résultante, par hypothèse, doit solliciter le point A absolument de la même manière qüc les deux forces PetQ. • , '
Je dis maintenant qu’elle doit passer au point D , extrémité de la diag^ondc AD.
Prenons, en effet, sur le prolongement de la ligne BD la partie DG = DC , et achevons le losange CDGH. Appliquons aux points G et H , et dans la direction de GH , deux forces Q' et Q" contraires, égales entre. elles et à la force Q.
11 est facile de voir que la résultante des quati’c
forces P, Q, Q' et Q" doit passer au point D.
Car, 1° à cause de Q' = Q, les deiix forces parallèles P et Q' sont entre elles comme les côtés AB, AG, bu comme DC et Dfe, ou bien, à cause de DC = DG, comme les lignes DG et DB, et pâr conséquent (23) leur résultante S passe en D; 2* les deux forces Q et Q" étant égales, leur résultante T, prolongée, divise en deux également l’angle GHG du losange GDGH , et , va passer aussi par le point D , où l’on peut la supposer appliquée. Doue la résultante générale, qui est celle des deux forces S et T, passe au point D.
• Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur GH étant parfaitement égales et contraires, leur effet est absolument nul, et la résultante des quatre forces P, X^, Q' et Q* est identiquement la même que celle des deux forcés P etQ. Donc, puisque la' première passe en D, celle dès deux forces P et Q passe aussi au même point.
Puisque la résultante passe à la fois par les deux points A et D, elle est donc nécessairement dirigée suivant la diagonale AD.
CoroUaire.
34. Goncluons de là que si l’on connaissait seulement les directions des deux forces P et Fig. i3.Q {fiy- 1 3) > et celle de leur résultante B , on pourrait déterminer le rapport'do la force P à
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la force Q. Car en prenant sur la direction de la t'ésultante un point quelconque U, et menant de ce poiut deux parallèles DC et DB aux directions des composantes P et Q, ef qui rencontrent ces directions en C et B, on aurait nécessairement P I Q ; AB ; AG. Sans quoi l'on aurait P est à Q comme AB est à une ligue AO plus petite ou plus grande que AG ; et . alors la résultante des deux forces P et Q serait dirigée suivant la diagonale Al d'un parallélogramme AOIB différent du parallélogramme ABDG, ce qui est contre l'hypothèse.
Théorème IV. ' "•
3.'». La résultante des deux forces quelconques P et Q i4) (q)pliquées à un méme^'B. '4-
point A, est^ représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme ABDG, construit sur les deux lignes AB,. AC qui représentent ces. forces en grandeur et en direction. . . •
Nous avons déjà vu que cette résultante est dirigée suivant la diagonale; reste à faire voir qu’elle est représentée en quantité |ÿir la diagonale elle-même. ' ^
Soit U cette résultante : supposez qu’elle ^oit appliquée au point A sur le prolongement de la diagonale DA , en sens contraire de son ac-
kléMents
tion. Les trois forces P, Q, R seront en équilibre sur le point* A. Donc l’une d’elles, la force Q, par exemple, sera égale et directement opposée à -la résultante des deux autres P et R. Donc la direction de la force Q, prolongée, sera celle de' la résultante des deux forces P et R. Donc* si, du point B, vous menez à la direction AR, la parallèle BG qui rencontre en G le prolongement deQA, et du point G, à la direction AP, la parallèle GH qui rencontre en H la direction de la force R, les deux forces P et R seront entre elles comme les côtés AB, AH du parallélogramme ABGH (54). Mais. la ligue AB représente actuellement la force P ; donc la ligne AH représente la force'R. Or; par les parallèles, on a AH =i- BG = AD; donc , etc.
’ Corollaire \.
56. Puisque les trois forces P, Q, R, sont entre elles comme les trois lignes AB, AG, AD, et que dans le parallélogramme ABDC, on a AB=CD, on peut dire que ces trois forces sont entre elles comme les trois côtés CD, CA et AD du trianglé ACD. Mais ces trois côtés sont entre eux comme les sinus des angles opposés CAD, CDA, ACD, et à cause des parallèles, l’angle CDA = l’angle *BAD, l’angle ACD est supplément de l’angle BAC, et par conséquent
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a le même sinus ; QD a donc
P ; Q I R ; sin CAD ; sin BAD ; sifi BAG.
D’où Ton peut conclurt* que la résultante’ de deux forces P et Q élaiit représentée parle sinus de r an}»le formé par leurs' directions,* les deux forces P et-Q sont représentées réciproquement par les simis des deux' angles adjacents à la di rection de la résultante; ou, si l’on^veut, rluicuite Hes forets P, Q, R est comme le sinus de l’anyle formé par les directions des dciLV autres.
Remarque.
37. On peut Voir par là , et mieux eiicor*? par la considération immédiate du parallélogramme des forces, que lorsque deux forces agissept sur un même point sous un anglé qui n’est pas égal à deux droits, elles ne peuv+nt jamais donner une résultante mille, à moins qu’elles ne soient nulles ëlles-mênies, chacune en particulier.
•Car, si aucune des deux forces n’était nulle, on pourrait construire un parallélogramme sur les deux lignes qui les représentent eu grandeur et en direction , et la diagonale de ce parallclo gramme serait la résultante.
Si l’une d'elles seulement était nulle, la seconde serait la résultante ; et par conséquent la résultante ne peut être nulle, à moins que les
4o ÉLÉMENTS
composantes ne soient toutes deux nuUes en
même temps.
Lorsque les deux composantes agissent sous un angle égal à deüx angle; droits, elles sont alors contraires, et. la résultante n’esj^pas nulle dans -le seul cas où ces deux composantes sont nuUes toutes deux, mais encore dans celui où elles sont égales. ,
, Coroltaire II.
38. On peut toujouis décomposer une force donnée R en deux autres P et Q dirigées sui' Fie- 15. vaut dès lignes données AP , AQ(yîÿ. 1 5), pourvu
que ces directions et celle de la force R' soient
.1 - 1 * comprises dans un meme plan et concourent au
même point Â; car, prenant sur la direction
de la force R une partie AD qui représente sa
quantité , et par le point D menant les droites
DC , DB parallèlés aux directions données AP ,
AQ, on formera un parallélogramme ABDC,
dont les. côtés AB , AC reprèsenterqnt les forces
demandées P et Q.
Si l’on 'veut calculer immédiatement leurs grandeurs, on pourra faire ces deux proportions : ‘ , .
R ; P : ; sin BAC : sin CAD ,
R ; Q ;; sin BAC ; sinBAD,
dans lesquelles il n’y a que P et Q d’inconnues
. Remarque.
39. Si l’angle BAC était droit , ota aurait , qn supposant le rayon = i , sin BAC= i; sinCAD = cos BAD, et réciproquement, sin BAD = cos 'CAD; et les deux proportions ei-dessus deviendraient ,
B : P I ; cosBAD,
R I Q ; ; i ; cos CAD.
D’où P ^ R . cos BAD , et Q = R . cos CAD.
Il résulte de là que lorsqu’on décompose une force en deux autres qui agissent suivant' des directions rectangulaires entre elles , on trouve chaque composante en multipliant la force proposée par le cosinus dé l’angle ‘quelle fait avec la direction de cette composante.
Chaque composante est représentée par la projection de la résultante sur sa direction, et c’est ce qu’on jfppelle souvent la force estimée suivant cette direction. Ainsi R. cos BAD , ou la composante P , est la force R estimée suivant la direction AP.
Corollaire IIÎ.
40. Quand on sait déterminer la résultante de deux forces appliquées à un point, on peut déterminer celle de tant de forces P,Q, R, S, etc..
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qu’on voudra, appliquées à un même point A , et dirigées d’une manière arbitraire 'dans l’espace. Car, en considérant d’abord deux quelconques de ces forces , comme les forces P et Q, paj' exemple, ces deux foices seront dans un même plan, et l’on en déterminera la résultante comme nous l’avons f^t tout à l’heure. Soit X cette résultante ; on prendra semblablement la résultante de la force X et d’une autre telle que R. Combinant ensuite cette résultante, que je désigne par Y, avec une nouvelle force S, on aura, leur résultante Z, qui sera celle des quatix; forces P, Q, R, S: et coutinuant ainsi, on arrivera nécessairement à la résultante générale.
Si toutes les* forces P, Q, R, S, etc., sont dans un même plan,' les résultantes successives X, Y, 'L, etc. , seront dans ce même plan , et par conséquent la résultante générale y sera aussi. •
Si toutes les forces sont en équilibre , la résidtante générale sera nulle.
Par cette composition successive de pkisieurs forces autour d’un même point, pn voit encore que, si l’on décrit dans l’espace un contour polygonal dont les côtés successifs soient parallèles et proportionnels h ces forces, la droite qui ferme ce contour et achève ainsi le poly-
gonc, est parallèk? et proportionnelle h la résultante générale de toutes les forces; de sorte <|ue si le polygone se trouve fermé de lui-même, la résultante est nnlle , et touÿs les forces sont en équilibre autour du' point qu’elles sollicitent.
Le théorème suivant n’est an fond qu’un cas particulier de cette élégante propo.sition ; mais, comme il est d’un fréquent usage en Mécanique, nous allons l’énoncer et le démontrer expressément.
Théorème V.
41. Si trois forces X, Y, Z, appliquées à un meme point A 1 6) tinns l'espace sont repré- Fie sentées par les tmh lignes AB, AC, AD, et qu’on achève le parallélipipède . . F, la résultante fi (le ces trois forces serfi représentée par la diagonale AF de ce parallélipipède.
En effet, les deux forces X et Y, qui sont représentées par les deux côtés du parallélogramme ABGC, donnerdnt pour résultante une force P représentée par la diagonale AG de ce parallélogramme.
Ensuite, à cause de AD égal et parallèle à GF , la figure AGFD sera un parallélogramme, et par conséquent les deux forces P et Z donneront une résultante fi représentée par la dia- .
gonaio AF, laquelle est en même temps la diagonale du parallélipipède proposé.
Remarque.
42. Observons sur-le-champ , comme au n“ 37, que tant que les trois forces X, Y, Z, ne seront pas dans un même plan, elles ne pourront jamais donner une résultante nulle, à moins qu’elles ne soient nulles elles-mêmes en particulier.
Car, si aucune d’elles n’était nulle, on pourrait construire le parallélipipède sur les lignes qui les représentent en grandeur et- en direction , et la diagonale Serait la résultante.
Si l’une d’elles seulbment était nulle, les deux autres qui, par hypothèse, ne sont pas en ligne droite, auraient une résultante.
Enfin , si 'deux d’entre elles seulement étaient nulles,. la 'troisième serait la résultante, et par conséquent les composantes X, Y, Z doivent être nulles toutes trois, pour donner une résultante mille.
Corollaire I.
45. On voit par le théorème précédeut (qu’on pourrait nommer le parallélipipède des. forces) qu’une force quelconque donnée R est toujours décomposable eu trois autres X , Y, Z respee-
tivemeiit parallèles à trois lignes données dans l'espace, pourvu que deux de celles-ci ne soient pas parallèles.
Car, en prenant la partie AF pour représenter la quantité de la iarce R, et menant 'par le point A d'application trois lignes parallèles aux droites données chacune -à chacune, on conduira par le point A trois plans indéfinis XY, XZ, YZ, et par le point F trois antres plans respectivement parallèles aux premiers; et ces six plans détermineront le parallélipipède dont les trois arêtes contiguës AB, AC AD , représenteront les trois composantes X , Y, Z.
Corollaire II. '
Si le parallélipipède -est rectangulaire
on aura, dans le rectangle A1^)FG, AF = AD
-1- AG ; mais , dans le rectangle ABGC , on a AG = AC -H AB ; donc en substituant cette
valeur de AG , on aura
ÂF* = ÂD'-»-ÂG'-t-ÂB', par conséquent, *
Ce qui donne R = -f-Z^) pour
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la yaleiir de la résultante ‘eu fonction des trois
composantes.
45. Si l’on veut avoir les trois composantes en fonction de la résultante et des angles qu'elles font avec elle , en nommant d'abord a l’angle que la résultante R fait avec la composante X, on aura visiblement AF ; AB : i : cosa , et par conséquent,
R ; X : ; i ; cos a ;
d’où l’on tire X = R cosa.
En nommant de même |3 et “y les angles que la résultante fait respectivement avec les composantes Y et Z, on trouvera Y = R cos Z = R cos y; d’où il suit qu’on trouvera les valeurs des trois composantes respectives , en multipliant la résultante par les cosinus respectifs des trois angles que sa direction forme avec les directions de ces composantes.
Remarque.
4(>. Puisqu’on a trouvé R* = X'^ -j- Y'^ -f Z^ , en substituant pour X, Y, Z leurs valeurs respectives R cos a , R cosê , R cosy , on aura
* R* = R“ cos* a -H R* cos*§ R* cos*y ; ou bien
R* R*(eo.s*a -t- eos*S eos*y),
d’où cos'a 4- cos- g 4- cos^y = ■,
relation connue qui a toujours lieu entre les angles que fait une droite avec trois axes rectangulaires* dans l’espace. '
COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES COUPLES
47. Pour abréger le discours, nous appellerons coufile l’ensemble de deux forces, telles que P et — P {fy. 1-7) , égales, parallèles et Fig. contraires , mais non appliquées au même point.* La perpendiculaire commune AB, menée entre les directions des deux forces, sera le . bras de levier du couple , et le produit P X AB de l’une des forees pac le bras de leyier , en sera nommé le moment.
Quelle que soit l’action de deux forces telles que P et — P, sur le corps auquel elles sont appliquées , nous avons vu (27 ) que cette action ne peut être contre-balancée par celle d’aucune simple force appliquée comme on voudra au même corps, et que par conséquent l’effort d'un couple ne peut être comparé d’aucune* manière À une simple force. Pour distinguer cette nouvelle cause de mouvement, qui est en quelque sorte d’une nature particulière., on
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pourrait lui donner, un nom particulier : mais celui de couple nous sufBt et peut très-bien désigner à la fois l’ensemble des deux forces contraires dont il s’agit , et le genre d’effort auquel ce couple donne naissance.
Au reste, comme on verra tout à l’heure (pie l’effort d’un couple est mesuré par son motucnl, on pourra souvent substituer ce second , mot au’ premier, ou les prendre quelquefois l’uD pour l’iiutre. '
•La composition des couples formera la' seconde partie essentielle des principes de notre Statique , et se reproduira dans le cours de cet ouvrage presque aussi souvent que la composition des forces. On en verra bientôt dériver les lois deFéquilibre d’une manière si naturelle et si simple, que l’on nouÿ pardonnera d’avoir paru nous arrêter ici à l’examen d’un cas singuber , lorsque nous tendions peut-être le plus directement possible vers le but principal.
Ce que nous allons dire sur les couples est tout à fait indépendant de l’effet qu’ils produisent sur les corps; mais lorsqu’on voudra se faire une idée des sens respectifs de différents couples situés dans le même plan, on pourra se représenter (pie les milieux de leiu;^ bras de levier sont fixes : alors l’effet de chaque couple sera. visiblement défaire tourner le corps au-
tour (lu milieu de son bras de levier, et l’on distinguera facilement le sens des couples en distinguant les couples qui tendent à faire tourner dans un sens, d’avec ceux qui tendent à faire tourner dans le sens contraire. Mais ne perdons pas de vue qu’il n’y aura réellement aucun point fixe (à moins que nous n’en avertissions expressément), et que l’idée de rotation, qui jusqu’ici est purement accessoire, ne servira qu’à faire image au besoin.
Translation des couples.
48. Nous avons vu plus haut qu’une force peut être transportée en un point quelconque de sa direction, pourvu que ce point soit lié au premier d’une manière invariable : voici une proposition analogue pour les couples, qui n'est pas moins remarquable que la première, et dont nous ferons le plus grand usage par la suite.
Lemme.
49. Un couple quelconque peut être transporté partout où l’on voudra dans son plan, ou dans tout autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans ce plan, sans que son effet sur le corps auquel il est appliqué en soit changé, pourvu qu’on suppose le nouveau bras de levier invariablement attaché au ptvmier.
Statique P.
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Pour démontrer plus facilement cette proposition , nous la décomposerons en deux autres.
Fie- 18. Soit d’abord le couple (P, — P) {fiy. i8) appliqué perpendiculairement sur AB; prenons où l’on voudra, dans le plan de ce couple ou dans tout antre plan parallèle, la droite CD, égale et parallèle à AB; joignons AD et BC, qui seront dans un même plan et se couperont visiblement au milieu I de leurs longueui's respectives; et supposons enfin les droites AB et CD liées entre elles d’une manière invariable.
Si l’on applique sur la ligne CD, parallèlement aux forces P et — P , deux couples contraires (P', — P'), (P", — P"), égaux entre eux et au couple proposé (P, — P), il est évident que ces deux couples se détruiront d’euxmémes, et que par conséquent l’effet du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d’un autre côté, il est facile de voir que les deux couples (P, — P) et (P", — P") se détruisent aussi d’eux-mémes; car le point I étant à la fois le milieu des deux lignes AD et BC, les deux forces égales et parallèles P et P", appliquées sur AD, donnent une résultante parfaitement égale et opposée à la résultante des deux forces — P et — P", appliquées sur BC. On peut
donc supprimer les deux couples (P, — P),
(P", — P*), et il ne reste plus que le couple (P', — P') appliqué sur CD, lequel n’est autre chose que le couple primitif qu'on aurait, pour ainsi dire, transporté parallèlement à lui-méme, de manière que son bras de levier AH fût venu dans la position parallèle CD.
Soit, en second lieu, le couple (P, — P)
{fig. 19) appliqué perpendiculairement sm- AB.pig. , g Tirons dans le plan de ce couple, sous un angle quelconque avec AB, la droite CD = AB, et supposons que ces deux droites se coupent an milieu I de leurs longueurs respectives et soient invariablement fixées entre elles.
Si l'on applique à angle droit sur CD deux couples contraires (P', — P'),"(P*, — P") égaux entre eux et au couple proposé (P, — P), ces deux couples se détruiront d’eux-mémes, et par conséquent l’effet du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d’un autre côté, les deux couples (P, — P), (P", — P"), se détruisent aussi d’eux-mémes : car, avec un peu d’attention, on voit que les deux forces égales P et — P" qui se rencontrent en G, donnent une résultante égale et directement opposée à la résultante des deux forces — P et P" qui se rencontrent en H. Ou peut donc supprimer les deux couples (P, — P), (P", — P"), et il ne
reste plus que le couple (P', — P') appliqué sur CD, lequel n’est, pour ainsi dire, que le couple primitif qu’on aurait tourné dans son plan , de manière que son bras de levier AB fût venu dans la position oblique CD.
De ces deux propositions réunies, on peut conclure qu’un couple quelconque, sans que son effet soit changé , peut être transporté dans son plan , ou dans tout autre plan parallèle , en telle position qu’on voudra : car on peut d’abord le transporter parallèlement à ses forces dans le plan donné, de manière que le milieu de son bras de levier tombe au point donné qu’on voudra, et l’on peut ensuite le tourner autour de ce point , de manière à l’amener dans la position donnée, ou, réciproquement, on peut le tourner d’abord dans son plan , de manière que ses forces deviennent parallèles aux nouvelles directions qu’on veut leur donner, et ensuite le transporter immédiatement dans la position donnée.
2'ransfomiotion des couples; leur mesure.
Lemme.
, 50. Un couple quelconque (P ^ 20)
appliqué sur Un bras de levier AB , peut êlie
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changé en un autre (Q, — Q) de même sens, appliqué sur un bras de levier BG différent du premier, pourvu qiion ait P 1 Q ; BG AB , ou P X AB = Q X BG , c'est-à-dire pourvu que les moments de ces couples soient égaux.
Prenons, en effet, sur le prolongement de AB une partie quelconque BG, et appliquons sur BG parallèlement aux forees P et — P, deux couples (Q, - Q), (Q', - Q') égaux et contraires : leur effet sera absolument nul, et pai' conséquent celui du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d’un autre côté, si l’on suppose que les forces P et Q , et par conséquent P et Q', sont en raison inverse des lignes AB. etBG, leur résultante, qui est égale à P -f- Q', passe en B , et détruit évidemment les forces contraires — P, — Q' qui s’y trouvent. On peut donc supprimer les quatre forces P, Q', — P, -Q', et il ne reste plus que le couple (Q, — Q ) appliqué sur BG, lequel l'emplace le couple proposé (P, — P) appliqué sur AB.
Corollaire.
51. Il n'est pas difficile de conclure de là que les efforts des couples sont proportionnels à leurs moments.
En effet, on peut voir d’abord que deux
54 ÉLKMENTS ''
Fie ai. couples (P, — P), (Q, _Q)(yîÿ. 21), qui agissent sur les bras de leviers égaux AB, CD, sont entre eux comme les forces P et Q de ces couples : car si l’on suppose les forces P et Q entre elles comme deux nombres entiers, comme 5 et 3 par exemple, en partageant chaque force P et — P en 5 forces égales , et chaque force Q et — Q en 3 forces égales entre clics et aux premières, on pourra considérer le couple (P, — P) comme la somme de 5 couples égaux et de même sens , appliqués parfaitement l’un sur l’autre, et le couple (Q, — Q) ’ comme la somme de 3 couples égaux entre eux et aux premiers, aussi appliqués l’un sur l’autre. Les intensités des couples (P, — P), (Q, — Q), seront donc entre elles comme 5 à 3, ou comme P à Q. Si les forces P et Q sont incommensurables, on fera le raisonnement connu, etc.
Maintenant soient deux couples quelconques (P, — P), (Q, — Q); soient p le bras 'de levier du premier , et q le bras de levier du second : le couple (Q, — Q) agissant sur la ligne q, est
équivalejjt au couple qui agi-
rait sur la ligne P ; car les moments sont égaux de part et d’autre, le premier étant Qq, et le
second, -Q./> = Qq. Ainsi, au lieu des deux
couples proposés, on a ces deux-ci (P, — P),
Q, — ^ qui ont un même bras de levier p.
Mais les intensités M et N de ces deux couples sont entre elles comme leurs forces , et par
conséquent l’on a M ; N ;; P : ?Q, ou bien M ; N ; ; Pp : Qq.
52. Puisque deux couples sont entre eux (^s le rapport de leurs moments , il s’ensuit que le moment d’un couple est la mesure dè son effort ou de son intensité ; car si l’on prend pour unité de couple, celui qui est composé de deux forces éf^ales à l’unité de force, appliquées sur un bras de levier égal à l’unité de ligne, le couple (P, — P) au bras de levier p , contiendra autant de fois l’unité de couple , que le moment P X p contiendra le moment i x i , c’est-à-dire contiendra l’unité.
Remai^ue.
53. Pour comparer entre elles les grandeurs ou les intensités des couples , on pourrait prendre aussi, au lieu des produits Pp, Qq des forces par leuis bras de levier rectangulaires, les produits de ces mêmes forces par des bras de levier obliques sur leurs directions. Mais il faudrait pour tous les couples que les bras
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de levier fissent le même angle avec les forces. 11 est clair qu’alors les bras de levier obliques seraient tous proportionnels aux bras de levier rectangulaires , et que par conséquent les nouveaux moments seraient proportionnels aux premiers.
Nous emploierons quelquefois ces nouveaux moments dans la mesure relative de différents couples; mais nous regarderons toujours les autres comme la mesure absolue de leurs intensités.
Composition des couples situés dans un même plan, ou dans des plans parallèles.
Théorème I.
54. Deux couples situés comme on voudra dans le même plan ou dans des plans parallèles, se composent toujours en un seul, qui est égal à leur somme, s'ib tendent à faire tourner dans le même sens , ou égal à leur différence s’ils tendent à faire tourner en sens contraires.
En effet , on peut d'abord ramener ces deux couples dans un même plan , ensuite ramener leurs forces au parallélisme , enfin les changer en deux autres équivalents qui auraient un
même bras de levier, et alors les appliquer l'iin sûr l’antre.
Soient P et Q les forces composantes des denx conples; petq, lenrs bras de levier respectifs; et soit D la longueur du bras de levier commun aux deux couples transformés. Au lieu du couple (P, — P) au moment Pp , on substituera le couple équivalent (P', — P')» dont le moment P'D serait égal à Pp. On substituera de même, à la place du couple (Q, — Q) au moment Qq, le couple (Q', — Q') au moment Q'D=Qq ; et ces deux couples transformés étant appliqués l'un sur l’autre , sur le même bras de levier D, on aura un couple unique résultant, [(P' -b Q'), — (P-t-Q')], dont le moment sera
(F -H Q')D, ou PD -t- Q'D = Pp -+• Qq.
Ainsi , le moment résultant sera égal à la somme des moments composants, ou bien à leur différence, selon que les forces P' et Q', qui agiront à la même extrémité du bras de levier D , seront de même sens, on de sens contraires.
Corollaire.
On voit donc, en combinant ainsi les couples deux à deux , que tant de couples qu’on voudra, situés d’une manière quelconque dans
un mémo plan ou dans des plans parallèles, so réduiront toujours à un seul, égal à la somme de ceux qui tendent à faire tourner dans un sens, moins la somme de ceux qui tendent à faire tourner dans le sens contraire.
Et réciproquement, on pourra décomposer un couple, donné en autant d'autres qu’oil voudra, situés dans le même plan ou dans des plans parallèles. On pourra même prendre à volonté tons ces couples, hors un seul; car il suffira que la somme de ceux qui agissent dans le même sens, moins la somme de ceux qui agissent en sens contraire , soit égale au couple proposé.
Composition des couples situés dans des plans quelconques.
Théorème II.
55. Deux couples situés comme on voudra dans deux plans qui se coupent sous un angle quelconque, se composent toujours en un seul.
Et si l'on représente les moments de ces couples par les longueurs respectives de deux droites tirées sous un angle égal à celui des deux plans, et qu’on achève le parallélogramme, le lAoment du couple résultant sera représenté par
la diagonale de ce parallélogramme, et le plan de ce couple partagera C angle que font entre eux les plans des couples composants, comme la diagonale du parallélogramme partage l’angle que font les deux côtés adjacents.
Soient , en effet , les deux couples proposés, situés dans les deux plans A GM, AGN {fg- aa),FiB. aa. qui se rencontrent suivant AG; et supposons qu’on ait d’abord changé ces deux couples en deux autres respectivement équivalents, qui auraient un même bras de levier.
En quelque lieu que soit situé le couple (P, — P) dans le plan AGM, on pourra le ramener dans ce plan à angle droit sur l’inter^ section AG , de manière qne son bras de levier AB tombe sur l’intersection AG (49). De même, en quelque lieu quesoitsitué le couple (Q, — Q) dans le plan AGN, on pourra le ramener aussi à angle droit sur la même intersection , et de manière que son bras de levier, égal an premier, coïncide avec lui en AB.
Alors les deux forces P et Q appliquées en A, se composeront en une seule R appliquée au même point A, et représentée par la diagonale AR du parallélogramme construit sur les deux lignes AP, AQ, qui représentent les forces P et Q. Les deux forces — P, — Q appliquées en B , se composeront aussi en une
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seule — R appliquée eu B, parfaitement égale , parallèle et contraire à la première ; et l'on aura, au lieu des deux couples (P, — P), (Q, — Q), le couple unique (R, — R) appliqué sur le même bras de levier AB.
Puisque ces trois couples ont un même bras de levier , leurs moments respectifs sont proportionnels aux valeurs des trois forces P, Q, R. Donc, si l’on représente les moments des deux couples composants par les deux lignes ÂP, AQ qui leur sont proportiounelles , le moment du couple résultant sera représenté par la diagonale AR do parallélogramme APRQ construit sur ces lignes. Or, il est visible que les angles formés par les trois lignes AP, AQ , AR , mesurent les angles que font les trois plans ; donc le plan du couple résultant partage l’angle des deux autres plans, comme la diagonale AR partage l’angle PAQ des deux côtés adjacents AP, AQi Donc, etc.
Corollaire.
56. On. pourra donc toujours réduire à un seul tant de couples que l’on voudra , appUqués à un corps d’ime manière quelconque dans l’espace : car, en les composant successivement deux à deux, comme nous venons de faire, on arrivera nécessairement à un couple unique
dont on connaîtra le plan et la {grandeur, et qui sera équivalent à tous les autres.
Réciproquement, on peut toujours décomposer un couple en deux autres situés dans deux plans donnés , pour\'u que ces plans et celui du couple proposé se rencontrent suivant une même droite (ou suivant des droites parallèles; car, en transportant le plan de l’un de ces couples parallèlement à lui-même, ce qui est permis (49), on rassemblerait leurs trois intersections parallèles en une seule ).
Remarque I.
57. Pour opérer cette décomposition, on n'aura qu’à suivre dans l’ordre inverse le procédé que nous venons de donner pour la composition de deux couples ; ou bien l’on emploiera la méthode suivante, qui est très-simple, et dont nous nous servirons quelquefois.
Soit AZ {fig.23) la commune intersection fîc. a3. des trois plans : menons à volonté un plan YAX qui les coupe suivant les trois lignes respectives A Y, AV, AX; et soie ZAV le plan du couple proposé.
En quelque lieu que ce couple (P, — P) soit situé dans le plan ZAV, on peut le placer
de manière que ses forces soient' parallèles à l’intersection A7, et que la direction de l’une d’elles , comme de la force — P , coïncide avec cette même intersection. Alors la direction de l’autre force P rencontrera quelque part’*en B la droite AV, et l’on aura le couple (P, — Pj appliqué d’une manière quelconque sur AB, comme on le voit dans la figure. Maintenant formons, suivant les directions A Y, AX, 9vec AB comme diagonale , le parallélogramme BCAD; et à l’un des angles C ou I), en D par exemple, appliquons deux forces contraires P', — P', égales et parallèles aux forcesP et — P du couple proposé. L’effet de ce couple ne sera pas changé. Mais actuellement , au lieu du couple (P, — P) appliqué sur la diagonale AB , on peut en considérer deux antres : l’un (P' , — P) appliqué sur le côté AD dans l’uii des plans donnés ZAY ; l’autre (P, — P' ) appliqué sur BD parallèlement à l’autre plan ZAX. Or, ce couple peut être transporté parallèlement à lui-même dans ce plan ZAX , sur le côté AC = BD ; et l’on aura alors , au lieu du couple (P, — P) appliqué sur la diagonale AB, deux couples (P, — P), (P, — P), composés de forces égales et parallèles aux premières, appliqués dans les deux plans donnés sur les côtés AD, AC.
Remarque II.
58. Si l'on supposait que le plan YAX fût mené perpendiculairement à la commune intersection AZ des plans des trois couples , les forces de ces couples seraient perpendiculaires aux lignes AY, AV, AX, et comme ces forces sont égales, les moments des couples seraient proportionnels à leurs bras de levier AD, AB, AC; et , d’après ce que nous venons de dire, on retomberait sur le théorème précédent (55) ; ce qui fournit, comme on voit, une nouvelle démonstration de ce théorème.
Remarque III.
59. Cette double démonstration vient de la double manière dont on peut transformer les deux couples avant de les composer. Dans la première, on commence par leur donner un même bras de levier avec des forces différentes; dans la seconde , on leur donne les mêmes forces avec des bras différents.
Il y aurait une troisième démonstration qui se ferait sans rien changer aux deux conples proposés. Car soient (P, — P) et (Q ,. — Q ) {Jig- 23 bis), deux couples appliqués perpen- F*g diculairement au plan du triangle ABC , sur
les bras, respectifs AB, ÂC; et supposons que les deux forces P et Q qui tirent en B et C soient de même sens. Il est clair que ces deux forces se composent en une seule P Q de même sens , et appliquée au point g qui divise la base BC dans la raison réciproque de P à Q. Les deux forces — P et — Q qui tirent en A se composent de même en une seule — (P-f-Q) appliquée au point A ; et si l'on fait , pour abréger, P-V-Q = R,on a le couple résultant (R, — R) appliqué sur Ag dans un plan perpendiculaire au triangle ABC.
Maintenant,. que du point ^ on mène deux parallèles aux côtés AB et AC , et qu’on achève ainsi le parallélogramme Algm ; il s’agirait de prouver que les moments de nos trois couples , savoir.
P X AB, Q X AC, R X Aÿ,
sont entre eux comme les côtés A/, Am ét la diagonale Ag de ce parallélogramme. Or, c’est ce qui est facile; car en mettant, au lieu des forces P, Q, R , les trois lignes C</, Bÿ, BC , qui leur sont proportionnelles , on voit que ces moments sont entre eux comme les trois produits
Cgi X AB, Bÿ X AC, BC X Ag.
Mais les triangles semblables donnent
e^X AB = BCx A/, et Bÿ.x AC:^BG X Am.
Substituant ces deux nouveaux produits à la place des deux premiers, et supprimant partout le facteur commun BC, on a les trois moments dont il s’agit dans, la proportion des ^impies lignes A/, Ani,Ag; ce qu’il fallait démontrer.
On peut varier encore ces démonstrations; mais il y a une manière bien plus simple de présenter la composition des couples, comme nous allons le voir dans l’aiticle suivant.
Expression plus simple des théorèmes qui concernent la composition des couples.
BO. Au lieu de déterminer la position d’un couple par celle de son plan , on peut la déterminer par la direction d’une droite quelconque perpendiculaire à ce plan , et que l’on pourra nommer l’oxe du couple- Puisqu’un couple peut être supposé appliqué où l’on voudra dans sou plan ou dans tout autre plau parallèle ('i'B), il est visible que l’on conuaitra- la position d’uii . couple dans l’espace , lorsque l’on connaîtra la direction de son axe : car, en élevant où l’on voudra sur cet axe un -plan perpendiculaire, on pourra prendre ee plau
pour celui dû couple proposé.
Statiouk P.
Ainsi la pôsition de différents couples pai’allèles peut être donnée par une seule droite perpendiculaire à tous CCS cduples , et qui en sera , pour ainsi dire, l’axe commun.
Si les couples sont situés dans des, plans quelconques, on supposera d’abord, pour plus de, clarté, qu'ils soient transportés dans des plans respectivement parallèles, tous conduits par un seul et même •point A, pris à volonté dans l'espace , et qui deviendra le commun centre de tous ces couples : et si. l’on prend ce point pour l’origine des perpendiculaires qu’on élève à ces plans respectifs, la position des différents couples se trouvera donnée par celle d’autant de droites partant d'un seul point, et faisant entre elles les mêmes angles que les |)laus des couples proposés.
üc plus , si, à partir de ce point A , on porte sur ces droites des longuem-s ATj,.AM, AN, etc. , proportionuellès aux moments re.spectifs de ces couples , que je désigne ici par les simples lettres L, M, N, etc., chacune de ces lignes terminées, telle que AL, suffira pour représenter à la fois l’a.\e et la grandeur du couple L qui lui correspond.
Enfin, si l’on veut que la mpme ligne AI. |)iii.sse encore indiquer le sem dans lequel ce couple agit (ce (|ui est néce.s,sairc pour achever
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la <léteriiiioation complète du couple), il n'y auca qu’à faire uue convention toute semblable à celle qui regarde les simples forces. Or, pour une simple force P appliquée en A et qu’on représente par line certaine ligne AP , cette convention consiste, comme on l’a dit (11), en ce que l’action de cette force a tpujours lieu de A vers P, ou que la force tire de A eu .P. Ici , pour un couple L appliqué autour du centre A, et dont je représente l’axe et la grandeur par la ligne terminé* AL , je supposerai toujours que le -sens du couple ou de la rotation qu’il tend à produire est tel que, si l’on se plaçait au point L, considéré comme le nord, pour regarder devant soi le point A, considéré comme le midi, on verrait la rotation se faire de l’orîent à l’occident,. ou de la gauche à la droite, comme se fait à nos yeux le mouvement du soleil, ^’est d’ailleurs le sens ordinaire dont la main fait tourner la plupart des instrume’nts de rotation ; et c’est dans ce sens convehu qu’agira pour nous le couple représenté par l^igne AL.
On peut adopter, si l’on veut, la convention contraire, pourvu qu’on s’y conforme avec le même soin pour tous les couples dont il s’agit dans une même figure, ou dans l’énoncé'd’iinc même proposition.
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Au l'este, on voit qu'une des deux çcfiiveutioiis, comme la première, nous sufBt; oar, s’il fallait indiquer dans la figure un couple L' contraire à L,"’on le représenterait de., même par une ligne AI/, ih’ais portée’ de l’autre cAté du point A sur le prolongement de. la première. Il est clair, en effet , que ce second cofuple qui, vu du point ferait tourner dans le sens convenu, c’est-à-dire de gauche à drôite, étapt vu du point L, ferait tourner de droite à gauclft , et serait réellement contraire au prenlier.
Par cette manière de déterminer les couple.s et d’en indiquer les sens simultanés, on voit donc que la représentation géométrique de tant de couples qu’on voudra,’ appliqués ‘sur un corps dans des plans quelconques, devieut parfaitement la même que celle d’autant de simples forces applicfuées sur un point; et l’on va prouver tout à l’heure que leur composition peut s’exprimer par des lois toutes semblables. Tout se réduit en effet à fa démonstration du tliéorème suivant, qui remplace le théorème II, et qu’on peut très-bien nommer le pnmlléloyrarmne des couples.
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Théorème.
61 1 Si deux couples L et M sont réprésetUés , pour leurs axes et pour leurs grandeurs, par les deux côtés AL et AM un parallélogramme ALGM , ces deux couples se composent en un seul G représenté, pour son axe et pour sa grandeur, par la diâgonale AG de cé parallélogramme.
En effet, que du point A et dans le plan du parallélogramme ALMG {fig. 24), on mène^'sdeux lignes II', mm' perpendiculaires et proportionnelles aux deux côtés respectifs AL et AM , et qui soient toutes deüx coupées par leur milieu au point A. Si l’on achève les parallélogrammes Algm, ATg'm', il est claii’ que cesparallélogrammes seront égaux entre eux , et semblables au premier AÏjGM, et que par conséquent la ligne gg' sera aussi perpendiculaire et 'proportionnelle à la diagonale AG, et coupée en soi} milieu au point A.
Maintenant, que sur les lignes U', mm', comme b^as de levier , et dans des plans .perpendiculaires à la figure , on applique 'deux couples composés de forces égales , le premier (P, — P) sur la ligne II ', et le second (P, — P ) sur mm'; et supposons, pour nous coofonuer à la convention ci-dessus (60), que ces couples
tendent tous deux à faire ‘tourner de gauche à droite quand on les regarde l’un apr^ l’autre des points L et M. Il est évident que ces- deux " couples péüvent être pris pour ceux que les côtés AL et AM représentent : car, l' ils sont situés dans des plans perpendiculaires à ces côtés ; -2“ ils ont des moments proportionnels aux mêmes côtés; et 3“ leui-s sens simultanés sont conformes à la convention établie. Or, il est aisé de voir que ces deux couples se composent en un seul , représenté de même par la diagonale AG. En effet , les deux forces P et P appliquées en / et m se cômposent en une seule 'iP parallèle et de même sens, appliquée' au point c, qui est le milieu de bn, et par conséquent, le milieu de Ag. De même les deux forces — P et — P, en t et m', se composent en une seule — 2P appliquée en c', milieu de A(f ; et l'on a -le couple résultant (2P, — aP) appliqué sur la ligne cc\ on simplement, le couplé ( P, — P) appliqué sur la ligue double gg'. Or ce couple est évidemment' perpendiculaire et proportionnel à la diagonale AG, et fait aôssi tourner de gauche à droite quand on le reg’ardc du point G. Donc, etc.
Nous aurions pu tirer ce théorème de l’une c^es démonstrations qui précèdent,- mais nous avons préféré d’en faire ici' la démonstration
immédiate , et sur une uouvelle figpire , où l’on vît très-clairement les sens relatifs que doivent avoir ensemble les trois èouples " que' y considère.
Remarque, I.
ri-
62. On voit ici', par on raisonnement -tout à fait semblable à celui du n" 37, que si deux couples agissent dans des plans qùi se coupept, ou. qui ne sont point parallèles, ils ne peuvent jamais donner un couple résultant nul, à moins qu’ils ne soient nuis tous les deux à ia fois.
* Remarque II.
63. Lorsque les plans des couples composants sont rectangulaires entre eux, les deux axes AL
et AM sont aussi rectangulaires , et dans le
rectangle AI.GM, ou a AG = AL ‘-f- AM ; de plus, si l’on nomme a et |3 les angles que fait la diagonale AG avec les deux (fôtés adjacents AL , AM , on <i
AIj = AG.cos a , AM = AG.cos jS.
Donc, en désignant simplement les trois mo-
inauts respectifs parles lettres L, M, G, on. a
pour le. moment G, G* = L* M®, d’où
(i = viy+M®,
et, pour les aufjles a et ^'que sou axe fait
avec les axes des deux autres, L =-G cosa,
M = G cos jS , d’otf i
cosa = •• cos/3 =
• Reinarcftw II l.
En général , si l’on nomme (p l'angle que font entre eux les deux couples composants, ou leurs axes AL et AM , on atira dans le parallélogramme AliGM",
AG = AL -t-. AM -4- lALx AM. cos y,
et [)ar conséquent
G* = L* M* -t- aLM cos f;’
ce qui donne le couple résultant G par les cnuples composants L et M, et leur inclinaison mutuelle
Si i’angle f est nul, on* a cos 9 = 1 , et il vient '
G=iL-+-M;,
ce qui s’accorde avec ce qu’on a déjà vu ; car les deux couples sont alors dans le méine plan et de même sens , et ils se composent en un seul égal à leur somme.
Si l’angle œ est égal à deux droits, on a
COS 9 = — I , et il vient G = L — M; ce <jui doit être; car les deux couples sont^lors de sens contraires , e^ ils se composent en un séul égal à leur différence.
Lorsque ip est un angle droit, cos 9 = 0, et l’on a G = v/ï7+M% comme ci-dessus.
liimarque IV. < .
De la composition de deux couples, il est bien facile de s’élever à la coniposition de tant de couples qu’on voudra, et il est évident qu’on aura des théorèmes tout semblables à ceux qui regardent les simples forces autour d’un point : cependant je crois devoir énoncer et démontrer comiue théorème, le corollaire suivant,
, > à caiise du grand u.sage qu’on en peut faire en
Mécanique.
Théorème.
64. Trois couples représentés, pour leurs axes et pour leurs grandeurs, par les trois arêtes coniiquës ({un parnllélipipède , se composent toujours en un seul représenté, pour son axe et poitr sa (jrandeur, par la diagoiiale de ce parallélipipède. - * - . • 'Soient en effet A. ..G {Ji(j. aS) le pafallélipi-Fie. aJ pede; AL, AM, AN, les côtés qui rcpréssenteiit .* à la fois les axes et les moments des trois couples.
Les deox- couples' représentés par les deux côtés AL, AM du parallélogramme ALOM, sc composeront en un seul représenté, pour son axe et pour sa grandeur, par la dlagonalé AO de ce parallélogramme. Maintenant ce couple , et le troisième représenté par AN, se composeront en un seul représenté par la diagonale AG du parallélogramme ANGO. ür, cette diiigonale est en meme temps celle dji parallélipipède ; donc, etc.
65. O41 \oit encore ici, parle même raisonnement que celui du 11* 42, que si trois couples agissent daùs trois plans qui forment un angle solide bu qui sc coupent eu un point unique, ils ne peuvent jamai.s avoir un couple résultant nul , à moins qu’ils ne soient nuis en meme temps tous les trois.
Remarque.
66. Lorsque le parallélipipède est rectangulaire, en nommant L, M, N les moments compo- Scuits, et G le moment résultant, on a manifestement G* =L®4-M*-hN*.
En désignant par X, [x, v, les trois angles que .la diagonale, ou plutôt que l’axe du couple résultant fait avec les trois axes des couples composants, ou a
L = (i cos )., M cos /X, N = (i COS V ;
d’où ' ,
COS/=g, cos [2.=^, COSV = -g. .
Donc , s’il s’agit de calculer le moment résultant G de trois moments L, M, N, dont les axes
sont rectangulaires , on aura pour sa valeur ,
G = V L*-+-M*-hN* , et pour les angles X, /x, v, que son axe fait avec les trois axes des moments composants,
. cos A = ■ , ■ ,
cos U. = ,
COSV = , • =:r-.
S’il s’agit, au contraire, de décomposer un couple G en trois autres, situés dans trois plans rectangulaires entre eux , ou dont les trois axes soient rectangulaires, on aura, pour les valeurs respectives des moments composants,
L = G cos A , M = G cos p, , N = G cos y ; >
A, p,v étant les trois angles que l’axe du couple donné fait 'avec ceux des couples composants cherchés.
67. Au reste, nous ne nous arrêterons pas siii’.ces détails; nous remarquerons seulement qu’entre les sept quantités L, M, N, (A, ros A,
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cos ju, cosv, OU a quatre équations qui sont-: G*=L»-l-M»-|-N^ L=Gcos)-, M=Gcosfi, N=G cosv, au moyen desquelles, connaissant d’ailleurs trois de ces quantités, on pourra déterminer les quatre autres.
Il faut pourtant excepter le cas où l’on «te connaîtrait que les trois angles X, fi, v; alors on ne pourrait obtenir que les rapports des' moments L , M , N , G.
OO^CLUSION GÉNÉRALE DE CE CHAPITRE
Composition des forces dirigées comme on 'voudra dans l’espace.
6^. Soient tant de forces que l’on voudra, F*, P,, P„, etc., appliquées d’une manière quel- ’ conque dans l’espace, à un corps ou système libre. •
^ Je considère d’abord l’une d’elles, la force P Fig. a6.(j^g. a6), par exemple, qui est appliquée au point B. blnsuite, au point A, arbitrairement pris dans ce corps , ou au dehors (pourvu qu’on l’y suppose invariablement fixé), j’applique deux forces contraires P', — P, égales et parallèles à la force P. Il est clair que je 11 ai rien «’hangé à l’état du .système. Mais je puis consi-
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dérer maintenant, au lieu de la force P. appliquée en B, là force P' appliquée en A , et le couple (P, — P') agi^nt sur ‘la droite 4'B- Si, pour ^lus de darté, on transporte ce couple aillalPs , dans un plan quelconque ftfrallèle au sien,* il <ne rester^ *au point A que la force P ' égale et parallèle>’ à la force P", ‘ et qui n’est en ' quelque sorte que cette même force P qiVon aurait transportée parallèlemeut àtÊHé-même do B en A. * ,
Si' l’on fait la même transformation pour toutes les forces du système à l’igard' du même point A, il est manifeste que toutes ces forces viendront s’y réunir parallèlement à ellesmêmes, mais qu’il y aura de plus dans le système autant de coupla^ appliqués provenant de chaque transformation. Or, toutes. les forces appliquées ayi point A se, composeront eu ime seule-R, et tous.les couples eu un seul couple (S, — S) {fig. 27) appliqué, sur une certainefin droite BG.
Ce qui nous apprend que tant de forces que l’on voudra, appliquées d une manière quelcotique à un corps, peuvent toujpurs ,se réduire à uM‘ seul/e force qui passe par un point donné à volonté, et à un seul couple, dont le plan sera en général incliné à la direction de la force.
Observons,' sur-le-champ, 'que la quantité,
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la directiôu et le «ens de la résultante R seront
toujours les miêq^cs, en quelque lieu qu'on ait pris le poin^ A.>En variant la position de ce point, la résultante R ne fera <fue se transporter p^raU^lcinent à elle-même en diligents lieux de l'espace ; majs le pL^n et la graddeur du couple résultant (S, — S) changeront nécessaireiTvent.
Qr,^pasiMû:fCettç infinité de réductions relatives à tous les points A de l’espace, il y en a une distinguée de tentes les autres eu ce que le plan du couple résultant est perpendiculaire à la direction de la résultante. C’est>ce qu'on peut démontrer ici d’dîie manière très-prompte. Car tout étant déjà réduit à la seule force R et au seul couple (S , — S) par rapport à un point connu A, imaginez qu’on décompose ce couple (S, ^ — S) en d^ux autres, l’ùn (T, — T) qui tombe dans un plan perpendiculaire à laditectron de la résultante, et Tautre (V, — V) dans un plan qui passe par cette direction AR. Si dans' ce plan, où se trouvent à la fois le couple (V,,— V) et la force R, on transporte cette force parallèlement Aelle-méme de A en O d’un tel côté, et à une telle distance AO, que le couple (R , — R), né de cette translation , soit égal et contraire au couple (V, — V) et le détruise, il ne resiera plus que la seule force R ,
appliquée au nouveau O , aVec le,^ seul
couple (T, qui.pst^an^iyi (^n pcrpj^ndiculaire à ^ direction de ccUc fo^e. Ainsi ImU de Jbrces ^ voudra sont kHtj«ui<s^éSactifdesà une seule force et g un j^ul couple dont, le plan est perpendiculaire à la direction de lu force : de fiorte qu’il y a >,toujours||pns l’espace, ÿiie certaine droite déterminée OR qui peut seiyir à représenter, tout à la fois la diIlpcti^n tii»‘'la n'-sultantc et l’axe.du couple résultant.
• Cette réduction est uuiqi^ : j<? veux direjnu’H n’y a dans l’espace aucun autre lieu où l'on puisse; trouver le couple résumant pcrpei^culaire à la résultante. Car mâiiit«iuqut , de quelque côté qu’on veuille tran^orter la force R, hors de sa position actuelle OR , elle produira un couple (R, . — R) perpendiculaire au couple •(T,^t), et ces deux couples, étant composés en uqseul, donneront le nouveau CQuple résultant nécessairement incliné au couple (T, — T); et même toujours plus grand, puisque les deux composants sont rectangulairos entre eux. D’où l’on voit, non-seulement que le couple (T, — T) est le seul qui puisse être perpendiculaire à la direction de la résultante, mais qu’il est encore le plus petit de tous les couples' résultants qu’on peut trouver par rapport à tous les points ^de l’espace. On voit en même temps que, pour des
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poiiUs pris 'autour ü^OH , à égaies distances de ce|tc droifé , couphsi). résullÀits ont des vâlem-s égales, et sont datis-des plans- différents, mais jga lement incthn» à cet,' ^e OR , qu'on peulwisi ndmmor \ axfi central des couples du système. En s’éloignant de cet axe , on trouve dei^couples toujo^-s.plu* grjiods et qui croissent saiM bornts ; mais ils ont tous cette commune pifopriétS" {jpfe chaetin d’eux, estimé sxuc le plan perpendiculaire à la direction constante de la force Rf donné le q^ème couple (T, — T)fd’oii l’on voit que la valeur de ce coiiple niinimtim s’oblient tout -de fuite en prenant un couple réstiltapf quelcQW|ue — S) et le multipliant par le cosinus de son inçlinaisou'au plan dont il s’agit,
, Je ne présente, en .passant, cet axe central , où se fait une réduction si himineu.se de to'utesles forces du système, que pour éclaire^ à.la fois -toutes les autres réductions équivalentes’, et les grouper, pour ainsi dire, dans un seul ta-t bleaii où l’on eif vojt d’un coup d’œil l’ordre et la ch’pendance mutuelle. « ■ '
' On trouvera cette théorie plus développée dans notre Mémoire sur les Moments et sur. tes /lires ; mais je dois me borner ici aux corolfairea généraux qui importent le plus à nos Eléments de Statique. . .
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contient les fois de l’équilibré de tout système libre. *'
69. Uu couple ne pouvant jamais être tenu en équilibre par aucune simple force dirigée comme on voudra dans l’espace , 'il résulte dè ce que nous venons de dire qu’il ne pourra jamais y atoir équilibre dans le système, à moins que la résultante R des forces ne soit nulle d’elle-même , et que le moment du. couple résultant (S, — S) ne «bit aussi nul de luimême.
Ainsi, toutes les forces appliquées au syst^e étant transportées parallèlement, à elles-mêmes en un point quelconque du système ou de l’espace , doivent s’y faire équilibre entre elles; et tous les couples quelles -produisent en se transportant en ce point doivent aussi se faire ‘équilibre entre eux.
. Remarque.
70. Telles sont, pour un systèihe libre quelconque, 4e forme invariable, les deux conditions d’équilibre nécessaires et suffisantes , c’està-dire sans lesquelles l’équilibre ne pourra subsister, et telles qu’il aura manifestement lieiv, si elles sont remplies.
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Pour développer ces deux conditions , il faudra remonter à la valeur de la résultante R , et à la valeur du couple résultant (S, — rS), en conservant les lois qui liept la résultante à ses composantes, et le couple résultant aux couplés composants,, faire ensuite la force R et le couple (S , ^ — ' S) ^us4»demt nùls^ et voir quelles relations cela* établit entbe les forces primitives appliquées aiPsystème. On obtiendra de cette maniéré les conditions de l’équilibre, exprimées au moyen des seules forces données immédiatement par l’état -de la question; ce qui est la solution du pinblème que nous avions en vue.
Mais tous c^ développements qui , d’après les principes posés .ci-dessus, ne sont plus qu’une affaire de Géométrie et de calcul , feront l’objet du chapitre suivant.
^Corollaire II
Qui contient les conditions nécessaires pour que toutes les forces appliquées au ^'stème aient une 'résuUante unique, lorsqu’elles ne se font pas " éqttilibre. •
' 71. Tontes les forces ^pliqnées au système étant. rameBées, ainsi que nous venons de le voir, à une seule force et é un couple, soppo-
sons que cette force R et le couple (S, S) puissent se réduire à une seule force; ou, si Ton veut , qu'une force unique R' f^s^e équilibre au .couple (S, — S) et à la force R.
Puisqu’il^ y a équilibre entre les deux forces R , R' et le couple (S, — ^ je dis que les deux forces R et R' doivent former un couple con.^^ traire .et équivalent au couple (S, — S), et situé dans le même plan*, Ou dans un plan parallèle, ce qui est ici la même <;Jiose.
Car il «ne peut arriver que trois cas ; ou les deux forces R et R' seront susceptibles de se
réduire à une seule, et alors cette force ne «
pourra faire équilibre au couple (S, — S); ou elles se réduiront à une seule avec un couplé , et alors ce couple et le proposé (S , — S) se réduiront à un seul, qui ne pourra pa^ être en équilibre avec la ‘force; ou bien enfin elles se réduiront à ün seul’ couple, et c’est le ^ul cas qui puisse arriver. '
n faut donc au moins que les deux forcés R et R' forment ensemble un couple. Mais pour que ce couple fasse équilibre au couple (S, — S), U est nécessaire qu’il soit situé dans te même plan ou dans un plan parallèle , sans quo*i .ces deux couples se composeraieut toujours eb Un seul qui ne pourrait jamais 'être nul '(62), et il n’v aurait pas équilibre. Donc la direction de
84 ÉLÉME^ns
la résultante R <loit être parallèle au plan du couple résultent (S',’ — S ) ; et par' conséquent , toutes les forçes' appliquées au système ne pourront jamais se réduire à une seule^ à moins que la résultante -de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un même point, nait une direc'^ tion parallèle ou plan du couple résultant, et cela, en quelque lieu de' l’espace qu’on ait pris d’abord le point où l’on a transporté toutesJes forces.
Cette condition est nécessaire , et il est clair
qu’elle suffit en 'général; car, à moins que la
résultante R ne soit nulle, on sera toujours
maître d’appliquer au système une force R'
qui soit égale , parallèle et opposée à la force
R', et qui forme avec elle un couple (R , — R )
d’un sens contraire à celui 'du couple (S, — S),
et d’un , montent équivalent. ’ Cette force ès-
timée en sens contraire sera 'la résultante* gé-
nérale.' ^ ‘
> Au reste , on pourra prendre immédiatement cette résultante : car si la force R appliquée en A est parallèle au plan du couple (S,, —,8),, on pourra amener ce couple dans up même plan avec la' force R, et alors les trois forces R, S et S étant dans le même plan , se composeront toujours en une .seule , é{>;ale et parallèle A R , et qui sera la 'résultante unique de toutes les forces.
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l^ns le cas où la force R est égale à zéro
il n’y à point dç résultante unique. Car' toutes les forces du système sont réduites au seul couple ( S , S ) qui ne peut jamais se réduire à
une seule force< Ainsi, à la condition précédente qui exige que la force R soit parallèle au plan du couple (S,* — S), il faut joindre encore celle-ci , comme condition parliculière : qife la force R ne soit pas égale à zéro. (A moins qu'il u’y ait équilibre, auquel cas la force résultante et le couple résultant étant tous deux nuis , on pourrait dire qu'il y a une résultante unique qui est zéro, et qui • d’ailleurs telle ‘direction et telle position qu’on veut dans l’espace'; mats nous avons exclu le cas de l’équilibre. )
Remarque l.
73, Lorsque le couple résultant (S, — « S) {fig. 28) etja forceJl ne soùt pas dans desplanSFig. parallèles , il n’y a jamais de résulfemte utrique. Seuleineqt, en transportant le couple (S, -S) parallèlement à -son plan , on peut amener l’extrémité B ou G de son bras de levier sur le point A, et alors -les -deux forces’ R et S appliquées en A se composent en une seule T ; 'et toutes les forces du système sont réduites à den>( autres T
et — S non situées dans le même plan.
Ce qui nous fait voir d’abord que tant de
forces que l'on voudra , dirigées arbitrairement dans [espace, peuvent toujours se réduire à deux au plus, ïton situées dans le même plan.
Mais il est clair que cette réductiou peut avoir lieu d’une infinité de maniérée, même sans déplacer le point -A où l'on rassemble toutès les forces ; car le couple (S , — S) pourrait être changé en une infinité d’autres équivalents , et de pins tourné sur son axe dans une position quelconque, et l’on arriverait ainsi à une infinité de systèmes différents de deux réduites non situées dans le même plaq.
A la vérité, on pouiVait 4;lH)isir , entre ces systèmes, celui où l’uue des forces serait perpendiculaire au plan du couple , et Pautre dirigée dans ce même plan ; car, imaginez la résultante* R décomposée en deux forces, l’une V peçpendiculaif^ , l’autre* ü parallèle au plan du couple (S, — S) ; là force IJ et le couple parallèle (S, *- S) se réduifont toujours à une seule U' égale et parallèle à U; et toutes les fonces appliquées seront réduites à deux antres V et U' de directions rectangulaires dans l’espace. Ainsi des forces quelconques peuvent se réduire à deux forces'de .directions perpendiculaires entre elles, et dont [une passe en un pqint A donné (i volonté. Mais cëtte réduction elle-même, qui souffre d’ailleurs une exception, n’a guère plus
d'utilité que la précédenteV et nous ne nous y arrêterons pas davantage.
Remarque II. • '
La seiile conséquence qu’il soit bon de
remarquer est cette autre proposition réciproque : que deux forces non situées dans le meme plan ne peuvent jamais avoir de résultante unique. , • ••
Et en effet, on peut toujours supposer que ces deux forces proviennent d’une antre. force, et d’un couple qui ne lui était pas parallèle.
_Mais si l’ou veut voir la chose directement , soit AB (;yîÿ. 2y) la commune perpendiculaire fîj. aux directions des deux forces P et Q npn situées dans le même plan , et dont aucune n’est supposée nulle. Je transporte P parallèlement à elle-même de B en A ^ et j’ai deux forces P' et Q appliquéès au même point A, et un couple (P — I*') appliqué sur AB. Or, au pçint A ,' les forces F. 'et Q qui, par hypothèse , font entre elles un certain angle QAP' , se composent en une seule R dirigée .dans l’iirtérieur de cet angle. Mais cettè force R m peut être .parallèle au plan du couple (P, — ^) , puisqu’elle fait avec ce plan un angle BAP.' qui ne. peut jamais être nul , à raohis que Q ne soit nulle, ce qui est
contre la supposition. Donc (7|) les. deux forces P et Q non 'situées dans le même plan ne peuvent jamais avoir de résultante unique; proposition, qu'on regarde ordinairement comme évidente, -mais qui avait besoin d’être démontrée.
Bemarqu» IH.
75. C'est , au reste , le se^ cas général où l’on puisse assurer que des forces ne sont pas réductibles à une seule; car , dès que l’on considère seulement trois forces, il résulte de notre théorie qu’elles peuvent avoir une résultante unique , quand bien même 0 n’y aurait aucune réncont're entre les directions de ces trois forces dans l’espace.
' Soient, en effet, trois forces P, Q, R. que je suppôse, deux à deux, non .situées dans le même plan, ou même telles- que, s’il y en avait . deux dans un même plan, l’autre ne fût en même plan ni avec la première, ni avec la seconde..
, Je choiUs deux de ces force? P e.t’.Q qui- ne Soient pas situées dans un même plan, et je les imagiqe transportées en 'un même point A pris sur' la direction de la- troisième force R.' Ces deux forces P et Q viennent s’y composer en une seule V , et donnent deux couples qui .se
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composant en un seul (S, — • S) ; et le ^lan de ce oouple ne passe.point par la direction AV de la force V (7’4).
Cela posé , si la résultante des deux* forces V et R , appliquées en A , se trouvait dans le plan du couple- (S, — S) qui passe au même point, le% trois forces proposées P, Q, R se-r raient réductibles à une seule (.7 1). Or , sans changer la diaection de la force R, on. peut disposer du sens et de la grandeur de cette force de manière que la résultante de V et R tourne autour du point A dans le plan de ces deux forces, et sa dirige suivant l’interjection de 'ce plan avec celui du- couple (S, — S), et tombe ainsi Sans le plan même de ce couple. Donc, en prenant convenablemâit la'grandeur et le sens de'l’une des trois forces, P, Q,R, sans rien changer à leurs positions mutuelles, on peut eu général rendre ces' trois forces réductibles' à udesellle. * , ‘ '
Je dis en général, parce qu’il y a un cas particulier où la chose ne pourrait avoir lieu en supposant qu’il y çW un -certain rapport donné entre P et Q,- et qu’pn s’astreignît à ne faire varier que la quantité de là ti;Qisième- force R : car , si , par ce rapport de P à Q , il arrivait que -l’intersection du plan VAR avec le plan du couple fût la direction même' AR de'celte ti-oi-
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sième ^rce, on pourrait faire prQpdre à la résultante de V et R la direction AR., sans faire la composante R infinie, ce qui e^t impossible.
Mais, dans ce cas particulier , que l’on commence par changer le' rappori des deux forces P et Q , ou simplement le sens .tie l’une -d’elles , et le couple (S, — S) qui résultejja de leur translation au point A, ne passei;a plus par la direction de la troisième force I^r^cap, si le plan de ce couple passait encore par la même droite AR , il s’ensuivrait' que AR est la coœmmie section dès deux plans où sont situés 1^ couples qui composent (S, — S), et qu’ainsi la forcé R est à la fois dans un même plan avecP, et dans un même plan avec Q ; ce qui est conti's l’bypotbèse. •
Ainsi, quand, dè trois forces P, Q, R , on- a en fient trouver tout au plus que deux qui -soient situées en meme plan, il est toujours possible de rendre ces trois forces réductibles à fine seule, smns rien changer à leurs directions dans Cespace.
Le seul cas où l’on puisse dire de trois forces qùe leur position seule les fend toujours irréductibles, est celui où, en regardant ces forces deux à deux, on ne trouve qu’une combinaison qui présente deux forces uon situées en. même plan. Dans uoè telle position , quels que soient les rapports de’grandeur qu’on veuille donner à
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ces forces, on ne les rendra jamais capables de ■ se réduire à une seule. , •
Remarque .
76. Comme il parait incontestable qu'un . couple ne peut être en équilibre autour *d’un point fixe, pàr e\em|)le, autour du milieu de son bras de levier, remarquons cette différence entre l’équilibre de plusieurs forcés appliquées à un corps assujetti à tourner autour d^un point’ fixe, et l'équilibre de plusiéurs couples qui seraient appliqués au ,méme corps.
Dans le premier cas., il n’est pas nécessaire que les forces aient une résultanté' mille d’ellemérne; il suffit qu’elles ment une résultante qui passe par le point fixe, où elle^sera détruite. * Mais, dans le second , il faut nécessairetnent que les Couples appliqués au corps donnent nn couple résultant nul de lui-même, comme s’il n’y avait pas de point fixe dans le corps ; car, si ce couple n’est pas nul de lui-même, en le transportant , pour plus de clarté , de manière que le milieu dé ,son bràs de levieç vjenne tomber au point fixe, il est évident que ses deux forces ne pourront être en équilibre autour de ce point. - '
Et il est encore évident qu’elles ne seraient pas en équilibre , quand bien même 11 y aurait
dans le corps un axe fixe, pourvu* que le plan du' couple ne passât point par cet axe, ou ne fût point parallèle à sa direction, ce qui revien* dfait au même (-49 ). , .
Ainsi, lorsque différents couples , situés comme on -voudra dans l’espace, sollicitent 'un corps ou système assujetti à tourner autour if un point fixe, les conditions de l’équilibre sont absolument les ménïes que si le corp^ était parfaitement libre.
Et la même chose a lieu dans, le cas d’un axe fixe,- si les' couples appliqués sont tellement disposés qu'ils ne puissent jamais donner un couple résultant parallèle à cet axe; ce qu’on ne peut assürer d'une manière générale que lorsque>tous les couples sont dans des plans ‘parallèles qui rencontrent l’axe fixe en le coupant.
CHAPITRE II
DÈS œNDITIONS DE L’ÉQUILIBRE.
77. Nous venons de voie (68) qu’on peut transformer chaque force P{Jig.-26i) qui aÿtFiK. sur un système en un certain point B,' en une autre force P' égale, parallèle et de même sens, appliquée en un aütre point A pris à volonté dans l'espàq^, et en un couple (P, — P) appliqué sur AB, et dont l'énergie est me^ée parle moment P x AI , Al étant uDe perpendiculâire abaissée du point A sur la direction de la force P ; que , de celte manière , le système peut être considéré comme sollicité par la résultante de toutes lès forces qui . se seraient en quelqtie sorte transportées parallèlement à elles-mêmes au point A , et par le couple résultant de tous les couples qui naissent de ces transformatipns. Nous avons vu que pour l’équilibre, cette résultante et le mômênt du
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couple résultant 'doivent être nuis tous les deux
à la fois.
Nous pourrions développer sur-le-channp ces deux conditions dans le eas général' d'un corps ou système sollicité par tant de forces ^que l’on voudra dans l'espace, et déduire de là les conditions de l’équilibre dans tous les cas particuliers qui peuvent se présenter; mais, comme notre marche doit toujours être uniforme dans le courant de ce chapitre, ou plutôt comme elle n’offrira qu’une même 'et continuelle application d’un même principe , nous aimons mieux passer en revue plusieurs questions’ simples , avant que de traiter la question générale. Cela nom fournira d’ailleurs l’occasion de répandre plusieurs propositiotis sur les moments, dont on fait beaucoup d’usage ’^dai\ÿ la Statique.
Une fois parvenu au théorème ‘général de l’équilibre , on pourra s’y arrêter, et l’on y trouvera comprises toutes les propositions qui auront été précédemment expliquées.
De f équilibre des forces parnlUles qui sont sittiëes
dans un même plan.
Fig.3o. 78. Soielit Pj P', P", 3o), etc., les dif-
férentes forces parallèles. D’un point A pris où
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l'on voudra dans leur pian , abaissons une perpendiculaire commune sur leurs directions et qui les coupe aux points respectifs B , G, D, etc.
Considérant d’abord 1^ force P, j’applique au point A deux forcps con^ires y, —J*, égales et parallèles à la première j ainsi , j ’ar, au lieu de la simple force P appliquée en B, une force égale èt parallèle appliqudkcn A , et un couple (P, — P) agissant sur AB et dont le moment est P X AB. .Te substitue de même , au lieu Ale la force P' appliquée en C , une force égale et parallèle et de même sens appliquée en A, et. un couple ( P', — F) appliqué sur AC et dont le moment est P x AÇ : de même pour la force P", etc.
Si, pour plus de clarté, -on transporte tous les couples ailleurs dans le même plan , il ne restera au point A que les forces P, F, F', etc., égales et parallèles aux forces primifives appliquées en B , C , J) , etc. , et de même sens. >
Or, pour qu’il y ait équilibre, il faut, i®. que la résultante des forces appliquées en A^ sôit nulle d’elle-même. Mais toutes ces forces agissant dans une même direction, leur résultante est égale à leur sonune (•*) , et par conséquent,
(*) Il faut prendrç cç mot, ici et ailleurs, dans le sens de la remarque suivante ( Wj.
gfi ki,^:mf.nts
l’oîi aura
P 4- P' + P" H- etc. = O, ‘
première équation de l’équilibre.
' a®.» U faut que le momeût résultant, de tous les monllnts des coppibs soit aussi nul de kimême. Mais ce moment résultant .ést égal à la somme des momen^gfcompo^ants, jpüisque tons les couples sont dans un faiême plan.*Doùc, en nommant , pour ubrégçr, p, p', p", etc., les bras de levier respectifs éfB , AG , AD , etc. , on aura
Pp 4- Pp' 4^ P*p" 4- etc. = O, seconde équation de l’équilibre.
Remarque.
79. U est clair 'que dans la première équation , ^ l’on regarde les^ force» qui tirent dans un même fsens comme positivés, il faut Regarder celles qui tirent dans'le sens contraire comme négatives. ' Nous regarderons désormais, comme positives les forces telles que, P' qui tirent au-dessus de la droite AD, et par conséquent comme négatives leS forces telles que P,' F',..’, qui tifent au-dessus; et de cette manière on pouiTa dire que la somme des forces doit être nulle pour l’équilibre.
Pour les signes des moments Pp, I^'p',...., de
la seconde équatioo, il faut faire attention à
deux* choses: 1°. av signe de la force; 2°. au
signe du bras de levier.
'' ♦ .* •• • Supposons, en 'effet*, que la fyrce P, sans
cesser' ^agir du même c'ôt^"du point A , vienne
à chajg|ger tüew sijiiie ; il ^t-ckiir que le couple
nouvç^o quelle prodniraHi^’é^rd du point A
sera d’un^ sens 'contrai|» à ceTitl 4du premier :
ainsi , fh tnomént Vp change 'de signe,' lorsque
la fÔrce P en change. ^
Ckinccvons nia'mtenant que la force P, sans
changer de signç, tienne à agir au point B' de
l’autre côté du point A. 11 est visible que le
côuple nouveau qti’elle produira à'I’égard du
poin^ A seraM^n sens contraire à celui du pre-
q^r, et par c^séqûent le moment Pj> change
dé sî^e lorsque le seid bras de levier p en
chaitèe^
Donc, en prenant les bras, de levier tels t^iie AB qui sont à droite du point A comme positifs, par exemple^ il faudra prendre les bras de levier tels que AB' qui tomberaient à gauche, comme négatifs; et l'on pourra toujours dire que la somme des moments doit être nulle en donnant des signes convenables aux forces et aux bras de levier.
Statiqce P.
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CoroUaite.
80. Supposons ‘que l«s foroes'P, P'*, P", <^c., ne soifent pas en équilibre;* mais quelles' disnt une résnltante uqiqnq^ , que paj^ t^ns^ueot —R soit unfe force c^paW^de leur t’aide éqiiin^e.
IjCS {^eux ^q^âtions i^Scédent^d^rontavoir lieu si l’on y fait'qp|f^la — R. Qn aura
donc d’abord * • •
ou bien
• R = P*+ P' + P*-l-*etc.;
ce qui’ nous apprend que la résiit^te est'égaïe à la somftie-des composantes; 4^ que n^s «savions déjà. ^ ^
En second lieu, si l’on nomme r laidistince dq la résultante au*point on aura ^
Pp 4- P'f/ 4- P"p" -h etc. — 11/- = O,
ou bien
Rr = Pp -H P'p' -H l*"p" -H etc.
Ce qui nous fait voir que le produit de la résultante, par sa distance r à an point quelconque A pris dans le plan des forces , est égal à la somme de tous les produits semblables des
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composantes par ‘leurs distances* ^*$>pectives à ce même point.
divisant cette êqnatio» pai’*R, et mettant à la plajïc, dé**cette quanjrté sa valmir Ph-P' 4-P" + etc., on aura ' , '♦ »
_ P/^ -K Vp' M-' P >* + etc.
Ce qui donneeb. la distance da4n résultante an point A, et paP conséquent fef\rTéonpaître sa position* puisque l’6n sait d’ailleurs qn’qlle'doit être parallèleaux coipp.osaates.'
“Remi^que. • '
Labs pro^tiT^ etc, , sont ce que
l’on nomme ordinairement ‘les” moments des forces,* rqpis on n’attache pas au ' mot dc^moment d’autre idée que celle d’im^imple produit , qui résulte de deux nombres, dont l’un exprime la force et Tautre sa distance à un point : au lieu que le moment est pour nous la mesure d’une force particulière, c’est-à-dire de l’énergie du couple qui provient de la force, lorsqu’on la transporte parallèlement à elle-même au point que l’on'considère. Mais comme ici , et dans la plupart des ouvrages de Statique, le moment exprime une même quantité numérique, à la différence près de l’idée que nous y joignons ,
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uous avoDS^cru devoir coUsierver ce mot, qui est consacré par l’usage et qui rend d’ailleurs assez bien notre iddb, puiaiÿie'le mot laliQ momeptum d’où vient mornint, t^t dire'auVlâ ppifüy force, OU' pius exactement ,* ce que v<tut une force à l'oison de sa q%aii(/eup, el da bms de levier par kquel elle agit. * •
Au reste, lorsqii%^6us*r^ voudrons parler que dM^iin]^ produit numérisé d}pne fdrce par si^|i$talce*à- ui^ axe perpendi-
culairei, ou à .iia pl^> parallèle *88 /direction, nous dirons aussi*W nioiqent^ dïT ta force par rapport au point; ou ànl’axe, ou au plan parallèle : et cela n’introdj^ira aucune' équivoque dans le discours, pui^ue J’oj^p^urra entendre si lion veut, par ce 'prwuitr, le moment du couple qui naiùrÿit de la Torce trans^rtée parallèlement à elle^i^me au j^inV, ou sur l’axe, ou dans le* plan que l’on considère.
De cette manière l’équation précédente
R; = Pp -h py -J- P"p" -h etc.
peut s'exprimer ainsi :
somme des moments de tant de forces paralqu’on voudra, par rapport à un pàini quelconque de leur plan , est égale au moment de leur tésultante }Hir rapport au même point; ce qui est •‘léthéorènie connu des moments, pour les forces
fc', Cooc;It
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parallèles qui sont situées dans un même plan. >
De t équilibre des Jbrep parallèles qui agissent sur différents pomts d’un porps dan^ f espace.
82. Soient P, P',,P", etc. { fig. 3i )l( ^e8 diffé-Eic.3 rentes fore« parallèles. Je mène à Toloiitéhliyx plans ZAY, ZAX parallèles aux , du'ecdons forces^ et ‘qui se coupent spiv^d^t AZ à ^^gle , droit l’un sur Uautre,j)our^plus*de simplicité. Cela posé, considérant d’al»ord«la *fdrpe P^appHquée eta B , j^abaiss^ unej.perpeqdiçtdaire BH sur la commune intersection AZ, et appliquant en. H deux forces .contraires P, — P égales'*et parallèles à la première J je con$idèr« au Jieu delà foreeP appliquée en B,^iipe fqî*ce,i^[ale et pàrallèle et dè. -même se'n» appliquée*en II , e^ un couple (P, — P) agissant sur ÜH. Si l’qn fait la même transformation pour les autres^ forces P, P', etc., et que, 'pour pU>» de^larté, on 'ednçoive tous les cqpples transportés ailleurs, chacun dans soû plan, il ne restera dâd» l’aflté AZ qife les forces- P, P'; P, etc.-^ réspèctivenltent égales et parallèles aux forces prmif^ives,* ^ dè^iemè sens. * , ■ *
Or, la pramière ccmditiort de l’équifibre est «|ue la résultante de toutes ces forces soit nnlle
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d'elle-mQiiic ; el comiAc elles agissent dans une
inèinc droite* leur résultante est é{>ale à leur
somme; et par.cons^qneçt^ il faut qu’on ait ^ •
1*^- P’ -:»7etc.= O.
I^a seconde conditilTn de'l’équilibre est que le luomeot résultant de tous les mumatits des cou- |)|es toit aussi mü de lui-même. Maf^ ce moflmnt rësûltclnU ne^ se- trouvé pas, comme tout , àl'ftèure, eh t^ou^nt tes monient§.q|^mposants, c^ le&.,couplet ne sont nas dan^ un même plan ni dans ^ès’plans parallmes. .
* . Poiu'^bteuiâ-, consid\j;'aiÿ d<^bord* Iç couple (P, -J» I^> qutî je suppbse. ram erré dans sa preinièrtf* position sur Hll, j’abçisse du point H deu^ perpendiculajres B(^ BI sur les deux plans Zllÿ, ZAj^,~, e^^aejj^^ le. paralléfogramnie BGJ^H , je^éeon^pse l^.'coiq^le (P, — P) appfiquésy la dii^nale^H, en deux autres, composésde fo^es égales, niais appliqués respectiveïi^t sur les dei|K côtés* H1 et GH (58); ainsi , en gommant ^ et cesjl^ignés , ou leurs éjjajes BOet<BÎ, le mprpent proposé P x BH , se .1 décofh^ osé.^^deux antres Pj,,Py situés dans l^.pj^ts i^^j^i^fs ZAX,’ Z A Y.
Si l'on nomftie de inêmè .r* et r' les deux perpendiculaires, abaissées du point;. d’application de la force P' sur les deux pWhs, le mo-,
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ment du coupie (P', ~ pourra se décomposer dans ces deux plans çti déux moments P'ar', P y et ainsi de suit» poj^r tous les couples.
Ma is les mptnents quif^nt daps le p^n ZAX se féduirOnt à ub seul L, égal *à*leur somme Pj + P^j/ P'.^ + ete; ; tous ceux qui seront dans ip plan ZAY sé rédiùront de m^e à un seul^M égal à leur .«©mnieTV-HPy+P'yM- etc., deux moments' résultan^ L et M se composeront enfin qn un seuf(,7 (jui sera le moment total^: d(mc^il faudrâ’ pour P'équitibie, qi^’èn ait G = o. 'Màis le»deux momcutIL etM, étaîit situés* i^s des plans qui ’se çoupcnt,*qp peuvent jamais^ouoer ^un moment résultant nul,* à i^oinl quiils ne, soient nuis, chacun en particul icr*( 62^ ^t, partait, la seconde condition générale de' l’é(}uilibre G = o e*ge ces deux éqitltiuns ; L = O, M = o, c’est-à-dire,
Æ -t- P'x' -t- P'x" + etc,*= o P7 -4- P'j' P^y" -k- etc. = o ;
Ce qui nous fait voir que pour t'équilibjv d’un yroupe de forces parallèles , il faut ces trois conditions particulières : que la somme de toutes les forces soit nulle,- et que‘la somme de leurs . moments par rapport à deux plans parallèles à leurs directions soit nulle d’elle-mème pour chacun de ces plans.
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83. Dans le.s équations précédentes , nous re- {jarderons coniW?^o§ilives les fonces qui tirent d^.bas»'dn hant, et^ar ed'nséi^iient comme-né [jîitives céllas qui tirent*âans fe sens cobtrairc.
Pour las si{Jties ‘d^'lûomehts, ff est claiÿ* t^ulls changent en même temps caUk des forces. .Mais d’un OTtre o^té, si uné force telle qirf*^, sans^-cbaj^ger de- signe, vient à lij^ir^n B' de rentre dit 'plan ZAX, elle ^produira un
couple d’un sens contraire à^elui du pre.mtçr; et par^œnséqueiit, le hiooient chang^èncore de signe lorsque le sedl bra# de levior'en^baqge. Donc si, pai'4;apport à un plan , oifrc^rdi^ les bras de levier qui tomqent d’urt- cfttS comme positifs, il faudra regardei^ceÔx qui tombent de l’autre côté comme qégatifs; etTod pouira toujours dir^ue la somme des moments est nulle, en donnant des siglfes 'convenables aux forces et aux bras de levier. •
Corollaire 1.
84. Supposons que les forces P, F, P", etc., ne soient pas en équilibre, mais qu’elles aient une résultante unique H ,.*et que par conséquent — R soit une force capable de leur faire équilibre. Les trois équations précédentes devront
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avoir lien eu y iiitrodui.sant hi force — «K/* On aura donctl abord , . * . •
= P 4- P' 4-1* '-4- etc., ■
ce qui donne la valeur de la r^siillantiv , Si l’on nomme ensuite p ei q les di.'^Tnces respectives de cette résrdtante aux deux pl^ns ZAY , ZAX, on aura
Rp Lz P.V H- P'.r' ■+■ P"x" -h, etc. , .
Kq = Pr -4- P'j'V etc. ; •
d’où, en mettant pour R\a valeur, on tire
Pjt -H P'x' P"x",-h etc. .•
~ P -H* P' -I- B" + Jtc. ’* •**.
?x -h- py.-e-.py 4- etc. .
• ^ “ P 4*- F -H P" y etci '
ce qui donnera les distances d»Ja résultaute à deux plans,, et fePa connaîtra sa position ^dans l’espace; car,isi l’on inéne aux deujt dUtances trouvées, deux. plans respectiveillent parallèlej) aux premiws, la direction la résultante, qui doit se trouver à la l^is jda^ ces deux pians , ne sera autre ofaose que leur Intersectron ménte.* '
85. On voit* que les équatittns précédentes nous fournisjfent ces deux conséquences , tju’on peut éno|]cer ainsi, conformément à rnsape:
Ln somme des moments de tant de farce} pfàal-‘ lèies que l’on uoudra, par rapport à un plan quel-
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< utufue ^f iaiallite à leurs direcliom, est é^ale çu moment de leur résultçnUi- • ’
El Iti Jdistgttce de la résultante^ à do plan est * . * ** * ^ égale à la' somme des rnornen^ des forces , divisée
f^r la^sohùne de toutes les jprees. • ,
a Corollaire II.
* Du centre des forces parallèles.
^..Puisqulr Ite centre des forces^parallèles est situé sûr la iKrection'^de là résultante , il est clair que la* dis|ancq^ dé^de centre à un plan quelconque parallèle aux “forces ^e trouvera c^ime la distapee de la r^ûltante à ce plan , c’est-à-dire en diyis^tft la somme des moments, par rapport au plan , ^ar la somme de toutes les forces’. < * .■* I . ,
.Bial'ob Veut' avoir ensuite la distance de ce centre^ un'plaû.'quelcbuque, on c’oncevra que . les forces', sans changer de grandeur, sans cesser d’être’’ pàrallôles'^ de -pttssei'.aujf mêmes ppinls, sôîfeut tournées^ toutes" paray^lemenf'à ce nouveau plan ietTôffamn"poiir|Cettc seconde distance la somme ldes?nouv^ux^om|nts divisée par la somme do toutes les forces.
^ feralamètiiÇ opération poîp'un troisième plan , eltsi l’on mène alors aux .trois (Jistances 1i^^ée|>, h'ols plans respectivement pa'rallèles aux trois prennere, le cehlredes forces devant
Oigrtized
Si: trouver à la fois dans cei trois plans, sera
déterrtiiné par leur* intéTseption.
• 87.. Si toutes les foi:ces étaient égales et de
inîéinV sens , l’expression • ' ’ •
. • 'Pa:-f:pV.-|-P"x"+ete.
* ' P'-f-P'-t-F''-l-etc. ’
qui idonne la 'distancé du centre à un pfan (piel- . cunqiie, deviendrait- *
Px' Px' -f- etc.^^ x x' -f- x 4- elc.
P inP*'-)- P 4- etc. • /I ^ ’
n étant le^nombp des forces parallèles.
Ainsi la distance duvcentre au plan serait ép,ale à la sorhme des ^istanccÿ de tous les points d^’application , divisée par leur nombre, ou, .si iSn vput, égale à Iq moyenne distance de tous les points d’app1i|^iàtion : d’où l’on voit que, dans le- cas .où les forçes sont égalés , le centre des finroej est un point dont la position' ne dépend plfts^ùe de la figure formée par le%poiiits d’apçlicalton. • ^
Kt ..
De l'équiHlire des forces qui 'nqissent dans un même ytfun suivant des disèrUons quelconques.
88. Soient P, P",*ctc. { fiq'.\i ) les diffé-FiR rentes forces sitjiées d’une manière quelconque dans un même plan. D’un point quelconque A
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pris dans ce plan', abaissons sur leurs directions respectives des perpendicnlîdres AB, AC, AD, etc., qui les rencontreqt en B,C, D, etc., et nommons p', p", p", etc.,* ces perpendiciïlaires.
Il est clair que la fpree P pourra*se. décomposer en une antre épale* parallèle et de même sens appliquée en A, et un côu^e dont le ^moment sera P' XJ-AB", ou P'p'.^e thêmp la force P' se décomposer^ en ime autre égaie parallèl^et de même* sens appliquée en A, et en un couple dont le n^oment sèra P' X AC ;
ou Pp"> et ainsi de suije pour toutes ies‘5qtres forces P*, etc. ^ .
Or, pour qu’il y ait éq*uilibre,^ il faut que la . résultante de toutes les forées appliquées^ en A soit nulle d’elle-mêrae, et q'iie le inoAiêut Résultant de toupies moments Pp', Pp"^ P*p2^ etc., soit aussi nul de lui-même. ' *
Cotte deruière condition est très-taoilc à exprimer, car tous les couple étani dàiis un*mênie plan, le couple résultant est égal,à la- sptume . des couples composants, «t l’on a surde-ctanip
Pp'rt- P'p" -1- Pp* -t- etc. = c. .
Pour exprimér l’autre condition , imaginons c]u’on décompose les farces P, P', P , etc., appliquées en A, chacune en (ieux autres suivani deux lignes quelconques AX, AY’ qqi'sc eou-
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pent en A dans le plan des forces. Nommons X' et Y' les deux composantes de P' suivant les axe» respectîjs AX , A Y ; même « X", Y", X*,
Y', etc., les composantes analogues des autres forces P", P^, ttc..i, suivant les. mêmes axes. Joutes les forces X', X", X", etj'. , étant dans une même droite AX , se coQipoaeront en une seule X = X*' -f- X"-t- etc. ; de même 'les forces
Y", Y*, etc. , se composeront en une seule Y=Y'-|-Y"+Y*-h.etc., et ces deux résultantes partielles* se composeront en une seule R qui seriTla exultante génêi;^e. Il faudra donç pour l’équilibre cpi’on aitiR ^feis les deux forces X^ ^ agissant si^-ant dêiix lignes qui se coupent, qe peqvenè i^pnner^une; résultante nulle, à nij^lts qu’ellês nê'soient dulles elles-mêmes, ' chacune en [«rticu^er par conséquent
la^onditloh R = o.exige.ces ^ux équations : X = O, Y = O , c!est-à-aire
X'-»-X''-|-X*-|-etc. = o,
Y' + Y"-|- Y*-|- ’etc. = o.
Les forces P, P', P”, etc., appliquées au point A, étant parfaitement égales et parallèles aux forces primitives appliquées dans le plan, il est clair que les composantes X', Y', X", Y", X", Y", etc., sont, pour la quantité, parfaitement les mêmes- que si l’on avait décomposé
l'io
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les forces primitives* P', P", P*;*etc,, cliacuiie en son i)eu. Et par conséqpent les conditions de l’équilibre entre tant jde forces l’on voudra, situées 4(ns«tn tnôme plün', sont :
• i,*’. Que la jommci des fottces hlécouiposces fiarallèlement à de’ifx axes qui se coupent dans he plan , soà nulle p0r rapport à cfiac^n 4e ces ax es ;
2°. Qué la ’sorame des moments des J^orees par,
rapport à un point queloonqtœ du plan soit nùlte
d’ elle-même. . .
89. Si l’on troovdit que la dernière condition a lieu *par“ rapport à un Çertain point #onna,-et que les deux autres ^out aiîWi, lieu*par report aux directions de deux'axes connus , qu'on pout toujours supposer^nienés p«^ 5e* point, il y au-' rait -équilibre dans Je système;, et, puisqu’il y^ auraitiéqiÿli|)re’, Jés mêmes conditions auraient lieu par râppoft à tdds.les points et à tous ^es axes possibles, pris d^ns'le plantes forces.
Corollaire.
90. Si les forces P, P', P', ne sont pas en équilibre entre elles, mais qu’elles soient susceptibles de se réduire à une seule R , de sorte que — R soit une force capable de les tenir en équilibre, l’équation des moments aura lieu en y introduisant la force — R. Donc, en désignant par r la distance de c'ette foice au point
Digilized by Googir
A , on anr% l^qâation
-Rr+Py -4- Py+^p" Vetc. = o ,
OU
etc. ;
Rr »= F/V + P"p"
c est-à-dire^ie le*moment de la résultante, par
rapport à un point quelconque du plan'dqs forces, est ë(jat à ta somme de$ moments des composantes par raf)pori au gméme .points Ce qui donne'^e théorème connu des moments. '
Si^ le point par rapport auquel pn prend les moments^ et .qu’on nomme ordinairement le eentre^des .nnlSêtents , tombait sur la ud^ction * «• mêmp^de la résultante R, la pe^endiculqjre r serait nulle; j)àrco^séqu^nt le moment Rr ^ rait nul aué^^t l’on aurait ^ ^ ^
*91 p' + P" p" t\- F'p* -4- etc.
•Ce*qifi nous J^it voir^ué, à ^tn
poml jjuekoqfifie de Ih dation he la ré^ltaq^e, la somnle des momen que ton
voudra situées dans un mêtM plufi est toujours éqale à'zéro. *
Remarque.
Dans l’équation
. py -4- py -4- p-p” -t- etc. = O, . , qui exprime la seconde condition 'générale de
I equilibi'o , il t’audi'a distin^^uer les hument» des couples qui agissent dans un sens, d'avec les momeiiU^de ceux qui agissent dans le sens contraire, et leur denper des signes différents. Mais pouB plus de <^aot4 et ^e- précision, nous ' allons reproduire cette équation s<^s une autre fojfnie. • ' . *
}ffmière simple de p^éset^er les conditions ' précédtÿiles.
Fig. 33."*^ 92. Soient B', B", B*i etc. {fg. .33), les ppints t o^u les forces P', P", P", etc., sont imiuediatement appliquées dans le plan. .Soient x^.et r' les deux coordonnées^AG' et G'Ç' du ppint B', par rapport aux deux ax«s queleonques^AX , AYj x" etj" les deux ‘coordonBées analogues du point B", et ainsi de suitô. .%4pposons que l’on décompose d’abord toutçs les forces* P', P*', “etc. ,, parallèleinenj aiv^ deux axes AX , AY; et nomraapf,* côidiiip plus^aut,, Xt qt Y'
les deux composanfq^ dé P ; X" "ef Y"1es deux conaposantes^de P"', etc. , ne consicîér'pus plus , au lieu des forces données P', P, P**, etc. , que les deux groupes X', X", X", etc. , Y', Y" Y", etc.
D’abord, les forces parallèles, X', X", X", etc., étant transportées parallèlement à elles-mêmes dans l’axe AX, s'y composeront en une seule
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^ale à leur somme. Ees forces parallèles 'Y', Y", Y*, etc., étant transfloilées de même dan.s l’a.xe AY, s’y composeront aussi en une seule égale leur somme.
Ces deirx rés&ltantes partielles se composeront en une seule appliquée en A, et par la première çondition générale de l’équiliBre , qui veut que cette résultante soit nulle, on aura, comme ci-deSsus , le» deu.x équations
X' X" -H X" -t- etc. = O,
Y' -H Y" -+- Y*'-|- etc. = O.
Il faut exprimer ensuite que la somme des raoiçeats 4es couples formés par toutes ces forces, à"* l’égard du point A est nulle d’ellemême. Mais en observant que l’axe AX fait avec les directions des forces Y', Y’", etc. , des angles égaux entre eux et à ceux que l’axe AY forme avec les dilations des forces X', X", etc. , on voit sur-le-champ qu’on peut prendre les produits X'y, X"y', etc. , Y’x', Y".r", etc. , pour moments, dans la mesure relative des différents couples. Donc, puisque leur somme doit être nulle, on aura l’équation
xy 4- xy 4- etc. 4- YV 4- YV' -t- etc. =o.
Cette équation remplace la précédente (91) .
P// 4- P"p" 4- 4- etc. = O ;
Statique P.
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mais au lieu des perpendiculaires p', p", p", etc., qu’il faut abaisser Ai point A suf les directions respectives des forces, elle contient >les coordonnées des points où les forces sont fbmédiatement appliquées dans le'^plan.* Elle a de plus cet avantage, qqp.les termes X'y, xr, W, etc., prendront d’eux-mêmes . les signes qui conviennent aux sens respectifs des Couples dont ils représentent les moments,' si l’on a soin de donner aux forces et aux coordonnées des signes convenables. ^
On pourra prendre, comme en Géométrie, les abscisses x', x" , etc. , pos^ves à la droite de l’origine, et par conséquent né^tiv^stà k gauche ; les ordonnées y,y\ etc. , positives audessus de l’axe des abscisses , et par conséquent négatives au-dessous.
Quant aux forces, il est claijj que, dans chaque groupe, il faudra donner des signes contraires à celles qui agissent en sens contraires.
Mais en considérant dans le premier groupe une force telle que X" qui tire à droite de l’axe AY , et dans le second , une force telle que Y', qui tire au-dessous de l’axe AX , il est facile de voir que ces deux forces donnent , à l’égard du point A, des couples de même sens, loi'sque leurs coordonnées AH"el AG' ou j" et .r' sont
Dioilized h\i
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de uiéme signe. Donc , il faudra que les forces du* premier groupe qui tirent à droite de l’axe des ordonnées, aient le ’inênie^signe que les forces du second qui tirent au-dessous de l’axe des abscisses;, donc, si l’on regarde les premières comme positifs , on regardera aussi les secondes conime^positives , et de cett<? -manière, tous les*momeots écrits sous le même signe dans l’équatibn précédente prendront des
signes relatifs saiX sens des couples.
93. Mai» si dans 1^ prenoier groupe X', X", X”, etc.', regardant toujouft comtne positives les-forces qui tirent à droite de l’axe des ordonnées, ou qui tendent à’ augi*ienter les abscisses de leurs points d’application , on voulait , poifr la symétrie ,’ regarder aussi comipe positives dans le sèco'nd groupe Y', Y", Y*, etc. , les forces qui tirent au-dëss\^ de l’axe des abscisses, ou qui tendent à augmenter les ordonnées de leurs points d’application, il' faudrait alors donner un signe contraire à toute la partie des moments relatifs à ce groupe ; et l’équation précédente se mettrait sous cette forme :
XV -+- Xy -+-etc. - YV - Y".r" - etc. = o
Nous retiendrons désormais cette expression de préférence à la première, parce que, dans les deux groupes, les forces positives seront
celles qui tendent ii aiif;menter les coordonnées de leurs points d’application, et les forces négatives , celles jqni tendent à diminuer les mêmes coordonnées.
• Corollaire I.
Vv t
F'b 34. 94.' Si les (feux axes AX, AY {Jig. 34) étaient à angle droit, les abstâsses étalés ordonnées elles-mêmes deviendraient les bras de levier des couples , et les mou^ents Xy , etc. , W, etc. , donneraient la mesure, absolue de leijrs efforts. Déplus, en <fiomift«nt a' l’angle que fait la direction de la force P' aveè l’axe'dcs ])ltscfese8,on aurait, pour la eo imposante X' parallèle à cet axe, P' cos a'._On aurait pour l’autre composante Y', P sin a'.
En nommant de même a" l’angle de la direction de la force P" avec l’axe des abscisses, on aurait X" = F' cos a". Y" =*P* sin a", et ainsi de suite ; et les équations précédentes deviendraient
P cos a' ■+• P cos a" -+- P cos a" •+■ etc. = o, P' sin a' -f P" sin a" -4- P sin a* 4- etc. = o, P ( y cos a' — .r' sin a' ) 4- P' ( j" cos a" — x" sin a") 4- P^Cj^cosa" — x"sin a*) 4- etc. = o.
Dans ces équations on n’aurait pas besoin de faire attention aux signes des forces, mais seu-
Dlgliizf !)y Cooc^lî
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icnient à ceux des abscisses et des orduiinées.
On regarderait toutes les forces P', P', 4^*’, etc. comme esseptiellemeut positives : les signes des sinus et des cosinus dgyneraient lés signes relatifs des 'composantes F*’cos«',eté., P' sin a', etc,, comme çela est facile à observer, sj^ l’jn veut se donûer la peine de faire pa*courir une circonférence entière à la dii'ectiop^ d’une forée* telle que P autour de fou point d’application B'. I ■ •
Remarque.
C’est de cette manière que l’on donné ordinairement les équations de Téquilibre pour des forces quelconques Situées dans un même plan. .
Ces équations renferment, sous* 4’expressipn la plus simple , les premières données de îa que.stion, savoir : les , quantités des forees, leurs directionsj par les angles quelles font avec une droite fixe de position^ et. leurs points immédiats d’application, par Jeurs»c6ordonnées rectangles. Nous aurions donc pu les présenter les premières, et même nous abstenir de consi- • dérer les autres par rapport à des axes obliques ; mais comme on les démontre quelquefois par cette considération , que les' deux groupes de forces sont rectangulaires entre eux , nous avons été bien aise de faire vojr qn’elles ne sont qu’un cas particulier de celles qu’on trouve par rap-
poit à des axes obliques -queleonques , et que la rectan{|ularitë des forces entre pour rien.
Nous reviendrons encore sur cette remarque.
CoiX)Unh'c II.
9.*>. Supposons qu’il n’y^ aU point équilibre entre Ifes forces etc. , et que ces forces
■soient susceptibles^e sé réduire à une seule R , qui sera leur résultante. '
Alors les trois équations de l’équilibre auront lieu en y introduisant la force — R;
Soient donc a l’aggle que fait la direction de cette force avec Taxe des, abscisses ; x et j les deux col6i-données . d’un point quelconque de cette dirçction.
Ed f|i^nt, pqnr abvéger,
P' cos a'-f-’ P ' cos ot"-+T P"'^cos a" + etc. = X,
P' sin a' + P" sin a" -h P” sin a" + etc. = Y,
et P (ycosa' — x'sina)'-t-I*" (y'cos a" — .x"sin a")
+P"(y"co%a“ x'sina") ■+■ etc*. = G , on aura d’abord • ’
X— Réosa = o, V^Rsiua = o,
d’où l’on tirera, à cause de sin*a+cos*a= i.
cos a =
Rê=VX*H-Y»,
v^xqiÿî’
ce qui fera connaitre la quantité de la résultante.
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et l'aogle a que sa dii'ection fait avec l'axe des ' abscisses.
Ou aura ensuite
G — R cos a — xsina) = o;
ou bien, en mettant pour R cos a et H siiia, leurs valeurs X et Y,*
• G--Xj4-Y.t = o:
Gomme on n’a qu’une équation pour déterminer les deux coordonnées .r et y, on sera maître de prendre l’une ou l’autre à volonté. Supposant, çar exemple, .r = o, auquel cas on demandé le» pînnt où la résultante coupe l’axe des 9', 00 aura
Si l’on suppose O, auquel cas ou cherche la distance .r du point où la direction de la résultante coupe l’axe des abscisses , on aura
On aura donc tout ce qu’il faudra pour déterminer la quantité et la position de la résultante de tant de forces que l’on voudra, situées dans un même plan.
Si l’on n’a trouvé qu'une seule équation pour les deux coordonnées x et y du point d’application de la résultante, c’est que, cette résultante pouvant être appliquée à l’un quelconque des
points de sa direction , il est impossible que le calcul donne l’un de ces points plutôt que l'autre. Il ne peut donc donner que leur lieu géométrique ÿ et l’équation précédente
G-Xj + Yx = o,
est, à proprement parler, l’équation de la direction de la résultante.
Rcmnrqme.
96. Dans les trois questions 1, 11, 111, .que nous venons de traiter ci-d.e$ads, toutes les forces étant ramenées à une seul^ R et im seul couple (S,— S), il y aura toujoure une résultante unique, si la force R n’est pas nulle. Car, la force R et le couple (S , — S) âcront toujours dans un même|)lan ou daae^des plans^arallèles, et par conséquent (71) se composeront toujours en une seule force. Ainsi, la seule condition nécessaire pour que des forces parallèles, ou des forcer situées dans un même plan, aient une résultante unique, est que la résultante de ces forces transportées parallèlement à ellesmêmes en un point quelconque ne soit pas mdle.
Si cette résultante est nulle, alors toutes les forces du système seront ramenées à un couple dont on connaîtra le plan et la grandeur, et l’on nç pourra leur faire équilibre qu’au moyen d’un
couple équivalent et dé sens contraire, situé dans le même plan ou dans tout autre plan parallèle. Passons mainten'ant au cas le plus général
Des conditions de l’équilibré entre tant de forces que l’on' voudra, dirigées d’une nufnière quelconque dans l’espace.
97. Soient P', F'^^P", etc. (Jig. 35), les diffé-Fîg. 35. rentes forces. D’un- point A pris arbitrairement dans l’espace, ménons trois axes cyielconques AX, AY,*AZ qui né soient, pas ,<lans un même plan, et décomposons chaque forbe en trois autres respectivépient parallèle^ à ces «Kes. t Nommons X', Y', Z' les trois composiéaites de F ; X*^, Y", Z"* les trois composantes .de F'; et ainsi de suite. Nous aurons alors, au lieu des forces P', F', P*, ete., appliquées at^'sjstème, trois groupes* de forces ppraUèles : le premier, composé des forces X', X", X”, etc., parallèles à l’a*xe AX ; le second , composé des forces Y',
Y’", Y*\ etc. , parallèles à* l’axe A Y ; et le troisième , composé des forces Z', Z", Z”, etc. , parallèles à l’axe AZ.
Cela posé : si l’on transporte toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes au point A , celles du premier groupe iront se réunir dans l’axe
.rf
AX, et s’y composeront en une seule X égale à leur somme ; celles du second iront de même se réunir dans l’axe AY, et s’y composeront en une seule Y ëgal% à leur somme; enfin, celles du troisième se réuniront dans l’aie AZ , et s’y con^^scrout en une.seule Z égale à leur sommet Maintenanl cest^rois r^ultantes ^ar^elles X,
Y, Z se composeront en unR, seule R appliquée en A , représentée par la diagonale du parallélipipède construit sur leg tix»is lignes qài're- . présenfbraimit ces forces en grandeur et en
direSioq. ^ , .*
Orf par la’*pt;emièr* otfiidition générale de l’équilibre, 'il faut que cette résültante soit nulle d’elle-méme. Mais les*trois forces X, Y, Z, agiaiant'‘s(^vant des lignes qui ne sont pas dans un m^ç jplan-, ne peuvent jamais donner une résuUatite nulle , à* moids qu’allés ne soient nulles ch^nne en particulmr (42) ;'et par conséquent la coiiditioii B o exj[ge ces trois équations* particulières , ^ = O, Y’=o, Z^o, c’est-à-dire
' . X' -I- X'^-p’ X* -h qtc. = O,
■ * Y' -H T' + Y" -4- etc.' = b,
TJ -4-: 'If. Z* —H etc. = O.
Cô qui nous apprend que pour l’équilibre de tant de forces que l’on voudra, appliquées
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d’une manière (jiuelconq'ue à un corps ou système de figure invariable, il fauV d'abord ces trois conditioûs partjfulièTes :^e la somme des Jçfces décoiftf)Osëes paraOèégrtigtd à trois axes (fuelconqueS soit mille Pat rapport à chacûn <àe ces axes. * w
Par la secpiidefconditioa généra^ de l’équilibre , iWaul^quer le couple résqlt^nt d^stou^ les couples i'orn/és par les forces ‘à l'égard du point A, soit aussi «nul de alui-Hi^die* Développons maintenant cntlé'^ecoBde condition. ^<4 *
^dlt B' le pi^ut ^ppjicatÛDtp de la force P'i et pa% con'séqiient le p'biiit d’applicg^on 'des trois composantes X'; Y', Z'} nornmons.o:', j'', z', ses trois coordonnées AG, CHi, HB'^ par rapport
aux trois axes AX, ÂY, AZ. Nommons de même
les -trois coordonnées du point d’application B" des trois cornposantes X*' Y",’ Z"; et ainsi dq suite.. • * » *
Considérant d’abord le groupe des forces Z', Z", Z", 'etc. , je remarque que la force Tl appliquée en fi' a Jproduit un couple (Z', — Z') appliqué sur AB', ou bien (en concevant la force TJ appliquée au point H où sa direction rencontre le plan VAX )_a produit un'couple (Z', — Z') appliqué sur la diagonale AH d'un* parallélogramme ACHD, dont les deux côtés AC, AD sont égaux aux coordonnées x' et y'. Or, ce
couple peut se décomposer en deux autres composés de forces ^égales et parallèles aux premières , mais applic^éea sur les deüx? côtés AC , AD ou x\ y', daùs*lês plans respectifs XilZ, YAZ(»7).
Si l'on fait la même décomposition de tous les couples provenant du groupe TJ^ Z", Z", etc., dans les deux plans parallèTes à ce groupe, et les décompositions semblables de tous ceux qui proviennent des deùx aittres groupes, paf rapport aux deux plans analogues , if est manifeste que tous les Couples du système seront réduits à d’autres , siWés dans les trois plans^ ebordonnés. , ■ ^
Or, dans chaque plan, 'les couples ^se réduiront à un seul, égal à leur somme. Ces trois
couples résultants parÿels se compoiSeront'en un seul qui sera le couple résultant général, et
qui devra être nul pour l’équilibre. Mais ces trois couples étant situés dans trois plans qui forment un angle solide, ne peuvert jamais
donner un couple résultant nul, à moins qu’^s ne soient nuis chacun en particulier (65|; donc.
pour chacun Aies trois pians, la somme des moments d^es couples 'doit être mille d’clle-juêAie.
Or dans lè plan YAZ, on trouvera d’abord les couples
(Z', -Z'), (ZV-Z"), (Z-, - Z'), etc..
«Oigittze^ ‘
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appliqués sur les lignes respectives
y\ y\ y". etc., '
ensuite les couples
(Y', -Y'),.(Y^ -Y"), (Y\-Y"), etc.,
appliqués sur les li^es respectives
Z •z'', z", etc.
l^.6(^me l’axç AY fait, .avec les directions des forces Z', Z", Z*, ..etc. 7 de* angles égaux entre eux et à ceux que foftne l'ajejAZ avec les directions des forcés Y', Y",'Y", etc. , on pourra prendre les produits Z'y', etc. , Y'z'y etc., pour moments , • dans la meanjre relative dfes couples siuiés^dans le .plan Yi^Z. Doqc^jvpuisque leur somme doit être nulle , on aura (dS)
Y'z' 4- Y"z" + etc. - ZV' — Z”f — etc. = o.
On trouvera de même, pour des deux autres plans ,
ZV 4- z;v 4- etc. — XV — XV — etc. = o ,
X'/4- Xy'4- etc. — YV— YV'— etc. = o ,
ce qui nous fait voir que pour l’équilibre du systoine , outre les trois équations trouvées’ cidessus, il nous en faut encore trois autres qui expriment que la somme des produits des composantes parallèles au plan de deux axes, par
leurs coordonnées relmlives au iioisième are^ doit
être nulle d'clle-tnème pour chaain des trois plans.
98. Dans les équations précédentes, on prendra les signes* des coordonnées, comme en Géonlttrie, positives dans un mêfne coin X AYZ, et négatives dans le cdin oppesé.
Parmi les forces,, on regardera, dans chaque groupe, conime positives celles qui tendent à augmenter le^coordonnées d» leurs points d'application, *conttné négatives celles*qui tendent à les diminuferi(95).'*
• Remarque. ^
99. Si l’on trouvait les six équations précédantes ont|J|icu par rapport à trois axe» particuliers non situés dans le même plan , il .y aurait équilibre dans le système, et par conséquent Tes mêmes équations auraient lieu par rapport à tous les axes possibles.
Corollaire I.
100. Si les trois axes AX, AY, AZ, étaient rectangidaires entre eu> , les coordonnées deviendraient les bras de levier des couples, et les produits Zy, YV, XV, etc., etc, les expressions absolues de leurs moments.
De plus, en nommant a' , /3', y' les trois angles que la direction de la force P fait avec les
trois axe^ respectil» ÂX, AY, AZ, ou plu«6t avec trois parallèles à ees axes , on aurait pour les trois composantes de P' (4-ôi),
X' = P Cbs a', Y' = P cos /3', Z' = P cos 7
En nommant de ijicme a", ^", 7", etc. , les aufjles analogues des directions des forces P, etc., avec les mêmes axes, oa aurait
X"=P'cosa", Y^=P'cos/S", Z"=P'cos/,etc.,
et les équations précédentes deviendraient
P' cos a' -t- P' coifo^ -+- P* cos a* 4- etc. = o ,
P cos + 4- P cqs etc. = O ,
P' cos 7' 4- P' cos ■^4- P cos7*4-etc. = 0,
P (;' cos /3' — y cos / ) -^ cos — y" cos 7")
V' 4-P’'(z''cosP''-ycos7*)4-ctc.=o, P(jc' <:os7' — z'cosa')4- P' (oc" cos 7" — z" cos a")
^ • 4_ p’’(x"'eosy'" — z*cosa")4-etc.^o,
P ( y cos a' — x' cos /5'.) 4- P' ( j" cos a" —x" cos p") ' 4, P"( j*coS a”— X* cos/3* ) 4- etc. = O.
* Remarque.
101 . C’est Sbus cette foqpe que l’on présepte ordinairement les six équations de l’équilibre. Elles renferment d’une manière très-simple les quantités des forces P, P, P, etc. , leurs points d’application , au moyen de leurs coordonnées
rectangles par rapport à trois axes , ^t leurs directions, par les cosinus des angles quelles font avec ces axes.
Comme on a coutume d’attribuer aux forces rectangulaires une certaine indépendance d’effets, qui ne leur appartient pas plus qu’^à celles qui agissent sous un angle quelconque, pourvu qu’il ne soit pas nul, U. est bon de remarquer que les équations d’équilibre par rapport à des axes rcct£mgidaires , ne sont^ qu’une simple conséquence de cellës qu’on trouve pai’ rappprt à des axes obUques quelconques , et qù§ par conséquent le principe de l’inf^iipn^ance entre les effets des foret» rectangulaires ne doit entrer polir rien dans leur déihpnsti^tion.
Observons d’ailleurs que d’après ce principe un peu vague*^ on pourrait être conduit par un raisonnement très-simple à une erreui'. trèsgrossière : car en considéiant, .par exemple, deux groupes de forces rectangulaires, situés dans un même plan, si l’on suppose qu’il y a indépendance entre les effets de qes deux groupes, on en conclura que lorsque leur systèmè est en éqn^bre , chaqûe groupe doit être en équilibre de lui-même , ce qui n’est pas vrai.
Et il en est de même dans le cas de trois groupes de forces , rectangulaires dans l’espace.
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dont le ^stème peut-être en équilibre, sans qüll y ait équilibre en particulier dans chaque groupe , ni même dans aucop d’eux. ."»* ■
Il faadrait donc, dans ces dénx cas, ne faire de ce principe qu’un usage restreint, et ne'dpnsidérer l’indépendance des effebr qne ndativemçnt aux mouvements de translation que les forces peuvent donner au système; ou bien il faudra avoir soin de ne l’appliquer qu’au cas de deux groupes , l’un composé de forces perpendiculaires à un même plan, et l’autre de forces quelconques situées dans ce plan , auquel cas l’indépendance des effets a lie# d’une manière absolue. Mais eomme cette indépendance aurait lieu tout de même, si le premier groupe tombait sur le plan du second sous un autre angle quelconque , pourvu qu’il ne fût pas nul , il s’ensuit qu’elle il’â pas lieu parce que les groupes font un angle droit, mais seulement parce qu ils font un angle. Ainsi, dans tous les cas, le raisonnement qui prouve le principe en question étant fondé sur ce que les forces font un angle droit, tombe de lui-même, parce qu’il* n’est fondé sur rien.
Corollaire II.
On peut donner aux trois dernière.s
équations de l’équilibre une forme plus simple , Statiql’k P. g '
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en y mü’oduisaot, à la place des coordonnées des points d’application , les plus courtes distances des dircctioiK des forces aux Jrois axes rectangulaires. •
En effet, dans la première, équation , à la place du tenue (z' cos/5' — / C0S7') , qui. exprime la somme des moments des deux forces F cos P' cosy, par rapport au point où leur plan' irait couper l’axe des x, ou peut «11 substituer un auti'c qui exprime le moment de leur rt^ltautc par rapport au même point (90).
Les deux forces F cos/5', F COS7', étant rectangulairesfcntrc elles , on a pour le carré de leur i:ésultante, F=* cos*p' F^* cos* .7', ou F* (cos* /S' -h cos* 7'); ou bien (à cause de cos* a' -h cos* /5' -h cos* 7 ' = i ), P'* ( i — cos*«' ) , c’est-à-dire F* sin*o'.
La résultante est donc F sin a'. La distance de celte résultante à l’axe des x étant nommée on aura pour son moment, Fp' sin a', qui remplace le terme F(z' cos/3' — / cos 7'); on aura de même F'p" sin a", etc. , à la place des -termes suivants de la première équation, eu désignant parp", etc., les distances respectives des résultantes analogues à la première, par rapport à l’axe des x. ^
La première équation sera donc mise sous cette forme ; • • - .■
• ÜE statique. ,i3i •
P// sia a' -H P"p" sin a" -h P"p" sin a" -+- etc. t= o/
Or, il est visible que //, /)*, p", etc. , ne sont autre chose que les plus courtes distances des forces P, P", P", etc. , à l’axe des x; car la force P sin a', qui est située dans un plan perpendiculaire à cet axe, étant composée avec la force - ’• P cos a', perpendiculaire au même plan, devrait donner pour résultante la force P qui est dans l’espace. La force P sin a' n’est donc autre chose que la projection de la force P sur un plàu perpendiculaire à l’axe des x, et pir con- •séquent la plus courte distance p' de'cette projection à l’axe des xn-’est autre chose que la plus courte distance de la force P au même axe.
Si l’on désigne par f/', q", </*, etc., «t par »•', r”, r", etc., les plus courtes distances des forces P, P', P", etc., “aux axes re-spectifs'des^' et des Z, on trouvera de même pour les deux autres équations ,
Pq' sin /3' -t- P'q;' sin /3" -4- P"q* sin /3" -4- etc. = o,
P;’' sin / -4- V"r" sin/' -t-.P*»’* sin 7" -4- etc. = o.
103. La projection d.’une force sur un plan , multipliée par sa distance à un axe perpendiculaire .au plan, est ce qu’on nomme ordinairement le moment de la force par rapport A l’a.xe; et de cette manière on énonce ainsi les trois équations précédentes de l’éqiiilibrct:
La somme des moments des forces doit être nulle par rapport à chacun des trois axes, dans le cas de l 'équilibre.
Corollaire III.
104. Si, dans leâ six équations de l’équilibre on veut supposer que les forces F, P", P”, etc. sont toutes parallèles , ou toutes situées dans un même plan , etc. , etc. , et qu'on mette à la place des coordonnées or', etc., et des angles
a', |3', 7', etc.' les valeurs qui conviennent'à ces sjvppositidbs , on retombera sur les équations d’équilibre précédemment trouvées pour ces différents cas, et l’on en tirera les mêmes conséquences.
105. Si l'on suppose ,,par exemple, que les directions des forces F, F', F", etc., concourent toutes au même point , et qu’on ait pris ce point pour l’origine des coordonnées , les cosinus des angles a', /3', 7', etc., seront propo^ionnels aux coordonnées respectives x', y', z', etc. , des points d’application ; de sorte que l’on aura ;
x' \ y' : ; cos a' ’. cos^', xf:z’ : ; cos a' : cos 7', etc. ,
ou y cos a' — x' cosi/3' = o,
x' COS7' — z' éos a' = O ,
' etc. >
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liQs trois dernières équations de l'équilibre' disparaîtront donc d’elles-mêmes, et l’on n’aura plus que les trois^ premières, qui nous font voir que pour l éifuilihre d un ^slèifu; de forces dont les directions concourent Joutes ifers un même point , il est nécessaire et il suffit que la somme fies forces décomposées suivant trois axes soit égale à zéro par rapport à chacun de ces axes; et c’est ce que l’on savait d’ailleurs immédiat^ent.
Si l’on suppose que les forces P, P', P”, etc., ne forment ensemble que des • cDuples ; comme alors chaque force P', inclinée sur l’axe des .i d’un certain angle a', aura dans'le système son égale , mais inclinée au mente axe de l’angb* ^ 200° -t- a', il n’y aura pas de terme ^ cos a' qui ne trouve son égal et contraire dans la première équation de lequilibre : et la mcnkc chose aura lieu dans les deux autres. Ainsi les trois premières équations disparaîtront d’elles-mémes, et l’on n’aura plus. que les trois dernières, d’où il résulte que, pour féquilibre de tant de coiiples qu’on t>oudra appliqués sur un corps, il est nécessaire et il suffit que la somme de ces couples '.décampons perpendkidairement à trois^ axes, soit égale à zéro par rapport à chacun de ces axes: ce qni était d’ailleurs aussi clair que In proposition précédente;
Corollaire IV.
Recherche de la résultante de toutes les forces P, P", P", etc. , lorsque ces forces ne sont pas en équilibre , et quelles sont susceptibles de se réduire à une seule.
106. Suppo60DS qu’il n'y ait point équilibre entre les forces P', P', P", ptc.; et soit, s’il est possible, la force —R capable de leur faire équilibre , et par. conséquent R leur résultante.
Les six équations précédentes devront avoir lieu en y faisant entrer la force — R.
. Soient donc y les ti-ois angles que forme la direction de la résultante avec les trois axes coordonnés. En faisant, pour abréger,
P cos c? -t- P' cos a" P" cos a" H- etc. = X, P cos P cos ]S"‘+ P* cos etc. = Y, P cos / + P" cos y" -+- P cos y" + etc. = Z ,
on aura d’abord ces trois équations :
X— Rcosa=o, Y— rRcos|8=po, Z— Rcosy=o; d’où l’on tire • ( en observant qu’on a cos* a
-+-cos*/3 + cos*Y = *) • /
pour ta quantité de la résultante. On aura ensuite, pour les angles a, |3, y, que sa direction
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fait avec les trois axes,
cos a =
cos ^ =
COS
vVX“-+-Y’-l- 2' Z
VX'-+- Y*-t-Z*’
En second lieu, nommant .t, j , z les trois coordonnées de’ l’un quelconque des points de cette direction , èt faisant , pour abréger, -
^(z'cos'P' — j' cosy) -f- P'(z" cos/î" — /: cos 7") -p P"' z" cos P”' — j^cos 7") 4- etc. = L ,
F (a/ COS7' — z' cos a' ) 4- P' (jc" cos 7" < — ?" cos a") 4- P'”(.r"’ cos 7" — z" cos a") 4- etc. = M ,
P ( cos a' — x' cos ^' ) 4- P" {f cos a" — x" cos jS") . 4- P'’(/'* cos a~—x!‘ cos ^")4- etc. = N,
on aura
L — R (z cos ^ — y COS.7) = O ,
M — R (x cos 7 — z cos a) = o ,
- N — R ( J cos a ar cos /3) = O ,
ou bien,
L — Yz 4- Zj = _o,
. M — Z.i' ,-j- Xz = O,
, N ^ Xy + Yx = O.. ■
■ Or, si l’on élimine, entre ces trois^ équations ,
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deux des incotmues x, j, s, on arrivera à cette
«‘quation
XL -h YM + ZN = O
qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la relation qui doit avoir lieu entre les résultantes partielles X, Y', Z, et les trois moments résultants pârtiels L, N; ^our que les trois équationsprécédentes pm'ssent subsister à la fois, et par conséquent pour que toutes les forces du système puissent avoir une résultante.
107. Si cette équation de condition a lieu , les ‘valeurs des ti’ois coordonnées x, y, z se présenteront sous la forme parce que la résultante pouvant être appliquée à tel point .de sa direction qu’on voudra, U est impossible que le calcul détermine l’un de ces points plutôt que tout autre. 11 ne peut donc donner que leur lieu géométrique, et les trois équations précédentes ne sont autre chose que les équations des trois projections de la t'ésultante sur les plans coordonnés. Par conséquent, l’une de ces équations est une suite nécessaire des deux autres, » •
et l’on n’a , à proprement parler," que deux équatiqtis entre les trois indéterminées x,y, z; d’où il suit qu’elles doivent se présenter sous la forn[ie de.^. ,
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108. On se donnera d()nc à volonté l’one de ces trois quantités, et l'on déterminée^, alors les deux autres au moyen des équations précédentes.
Si l'on suppose, par exemple , x = o, auquel cas on demande* le point où la direction de la résultante traverse le, plan vertical YAZ, on aura pour les deux coordonnées de ce point,
Si l’on suppose 7 = 0, on aura
Si l’on suppose z = o, on aura
C’est-à-dire qu’en considérant le point où la direction de la résultante eoupe le plan de deux axes, les distances respectives de ce point à ces deux axes se trouvent fn divisant les sommes respectives des moments dcs forces par rapport à ces axes, par la somme des forces estimées suivant le troisième.
On aura donc ,M’après ce que nous venons de dire, tout ce qu’il faudra pour déterminer la quantité de la résultante et sa ppsitibn dans l’é.s-
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pace, si toates>les foi*ces appliquée au système sont susceptibles de se réduire à une seule; et cela aura toujours lieu-, si l’équation de condition XL-t-YM-f-ZN = o est satisfaite, pourvu que Jes trois résultantes X;.Y, Z, ne soient pas nnlles à la fois; car, si ces tVois forces sont nulies, il est clair que le§. forces P, P', P", etc., seront réduites aux trois couples représentés en j;randeûr par L, M, N, lesquels ne peuvent jamais se réduire qu’à un autre couple.
• G’estceque le calcul précédent aurait puaussi norts indiquer, qupique d’une manière un peu obscure ; et en effet, dans le cas de X, Y, Z, nulies à la fois, on trouverait , par les équations ci-dessus , que les points de rencontre de la résultante avec les plans coordonnés sont tous trois à une distance infinie de l’origine. Or c’est ce qui ne peut plus s’eXipliqaer en 'Géométrie; car, pour imaginer une droite qui rencontre à l’infini les trois plans coordonnés, il, faudrait imaginer*: une , droite qui fût à la fois parallèle à trois plans qui ne se coupent qu’ên un point, ce qui est aUsurde : d’où l’on voit que l’hypothèse d’une résnltante unique est alors impossible.
>|t • • i J fP i*.* *
CordUaire V.
. Réduction générale des forces: '
lé
109. Mais, dans tous les cas, on peut rëdu\re toutes les forcer appliquées au système à une seule pas^nt par l’origine^t à un couple dont il est facile de déterminer le plan et- la quàn-r tité ; réduction qui ne laisse de nuage dans aücun cas. , .j « / i i
En effet, on aura. pour la résultante R. des forces transpprtécs à l’origine • .
tl = vX* + Y» + Z*,'
et pour les trois angles a j ^ , 7, que sa direction forme avec les trois axes,
cosa = -,.cos^=^, cosyq^i^.
En second lieu, L, M, N représentant respectivement les trois couples résultants, situés dans les trois plans perpendiculaires aux axes des .r, J, Z, si l’ôn nomme G le moment du couple résultant, on aura pour sa quantité,
et pour les angles X, p, v, qu’une perpendiculaire au plan, de ce couple, ou que \'axe du couple
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forme avec les trois axes respectifs des x, y, s,
cosA=-^, cos p = cosv=^. •
. Copolloire VI.
'1 10. Si l’on voulait exprimer directement que toutes les forces P', V', P*, ete. , ont une résultante uniquè; d’apr^ce ^îe nous avons vu dans le ppemier'€hapitre(n“ 71),. iMiaudrait exprimer que la résidtantc R et le eouple résultant sont dans des plans parallèles, oa^e qui est la même chose, qae l’axe du couple est perpendiculaire à la directiou de la résultante. ,
Or, a, /3, y, étant les trois angles de la direction de la force R, avec les trois axes des x, j, z, et A, les angle» analogues que l’axe du
couple fait avec les mêmes lignes , on sait par la Géométrie (*) que ces deux droites seront rectangulaires dans l’eâpace, si l’Cn a
cos a cos A -i- cos P cos p. -ir cos y cos v=o.
Donc , en mettant à la place des cosinus leurs valeurs trouvées ci-dessus, et multipliant toute l’équation par RG, on aura . • ■
XG -t- YM 4-'zN = o,
comme nous l’avons' trouvé plus haut.
Ü faut toujours sous-entendre que la force R
*■ (*) c>-*prês, n" H3.
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u’est pas uuUe , ou qu on a
inégalité qui exige simplement que les trois forces X, Y, Z ne soient pas nulles à la fois.
Ainsi, cet|^ condition, que le calcul nous avait offerte dans la recherche de la résultante générale , n’est autre chose qué l’expression de célle que nous avions trouvée dii;ectement dans le premier chapitre, pour que^des forces qui ne se font pas équilibre ' puisent toujours se composer en une seule.
Remarque.
■ i 11. Pour exprimer que' Jes'forces quelfconques sont susceptibles de se déduire à une seule,
on avait donné ces trois équations déterminées, '
X(YV + ) - Y<X'i' + ) = O,)
Y(ZV+ ) - Z(Y'x' -4- ) = o,J (Aj'.
z(X'j'+ ) -X(zy + ) = o,y _ .
qui ne sont- pas, comme on voit, celles de la
direction de la résultante (106), mais où X, Y, Z ont les mêmes valeurs , et où je désigne , poui‘ abréfjer, la somme des produits YV, Y*2"; etc.', par (Y'z' -f- ); et ainsi des' autres.
Mais ces trois équations sont à la fois insuffisantes et trop nombreuses; elles peuvent avoir
lieu toutes trois, sans qu’il y ait une. résultante unique, et il peut y avoir une résultante unique, sans quelles aient lieu toutes ti’ois, ni même aucune d’elles.
Cela paraît assez clairement à l’inspection même de ces équations comparées à l’équation unique que nous venons de donner; mais on peut encore s’en rendre compte en suivant le raisonnement d’après lequel on les trouve, et en'examinant oe qu’elles signifient.
••En effet, après, avoir aréduit toutes les forces appliquées au système à trois groupes de forces parallèles aux trois axes coordonnés, et ces trois groupes à trois résultantes partielles X, Y, Z, parallèles aux mêmes axes, on suppose (juc ces trois forces doivent se rencontrer en un ’irtême point, pour quelles puissent se composer en une seule ; et pour cela , on cxprinie’que les résultantes partielles prises deux à deux sont à égales distances du plan qui leur e.st parallèle; ce qui donne les trois équations (A), au moyen desquelles les .trois forces doivent en effet concourir au même point , et par conséquent sfrcomposer en une seule. ^
' Mais, d’abord, on oriiet le cas où les^ Uois groupes ne pourraient pas se réduire respecti- ' veraeut à de simples forces, mais se réduiraient à des; couples ; alors, les trois résultantes par-
ticUes étant nulles , les trois équations de condition seraient satisfaites, et pourtant il n’y aurait pas de résultante unique , mais bien un couple résultant. Ainsi ces trois équations sont insuffisantes.
D’un antre côté , elles exigent trop ; car j ’ en supposant que les trois groupés se rédqisept à trois simples forces , on voit qu’il n’est pàs né- v cessaire , pour qu’elles puissent se composer en une seule, qu’elles se rencontrent toutes trdis en un même point : il suffirait {^mplement que deux d’entre elles se rencQntrassent, et qüe la troisième allât rencontrer quelque part la direction de leur résultantç. Mais , ce qui est plus remarquable, cela même n’est pas nécessaire; caries trois forces X, Y, Z peuvent se réduire à une seule, sans qu’il y ait aucune rencontre entre leurs directions dans l’espace : c’est ce qu’on a vu directement au n“ 7£».
Si l’on veut voir la même chose par notre analyse,’ soient a là plus courte distance de Y à. Z, b celle de Z. à X, et^e celle de X A. Y; et pour simplifier, prenons l’axe des x suivant la droite a, et celui des. s" suivant la force Z.; on trouvera dans cette bvpotbèSe, L = o^ M = — Xr, etN = 'Kb -»■ Ya; et l’équation de condition XI^-f“ YM -3- ZN = o deviendra - -XYe — W, -H YZfl = f). ‘
Or, il est évident qu’on peut trouver trois forces X , Y, Z dans une infinité de proportions différentes , qui satisfassent à cette équation , et qui, par conséquent, aient une résultante unique, quelles que soient les distances mutuelles a, 6, c de leurs directions dans l’espace.
fit comme on n’a qu’une. seule équation, on y voit mêine qu’on peut se donner à volonté deux de cés forces , et déterminer ensuite la troisième en conséquence de cette équation.
Qu’on suppo^ , par exemple , les deux forces X et Z représentées par les lignes a et c; on trouvera que la troisième forée Y doit être représentée par la moitié «Te b. Ainsi , voilà trois forces, entre autres, qui sont situées en trois arêtes, deux à- deux non parallèles et non contiguës, d’un -même rhomboïde rectangle, et qui pourtant ont une résultante -unique : et il est même aisé de voir que cette l'ésjiltante passe au milieu de la plus courte distance b qui sépare les. forces X et Z proportionnelles aux lignes a etc.
■On peut faire une foulé d’autres exemples; i] suffit de ne pas se donner deux forces dans le rapport particulier qui, d’après l’équation précédente , rendrait la troisième force infinie.
Au reste, ce qu’on vient de dire pour -trois forces rectangulaires dans l’espace , s’àpplique-
ÜE STATIQUE. l45
rait de même à trois forces parallèles à trois axes obliques quelconques; car, relativement à ee$ axes obliques, si l’on cherchait par la’méme analyse qu'au n° 106 , la condition générale d’une résultante unique, on trouverait une équation toute semblable à la prépédente^ et qui , pour le cas de nos trois forces , donnerait également XYc — XZ6 ■+■ YZa = o; d’où l’on tirerait les mêmes conséquences, en observant que, dans cette équation, a, 6, t> ne rêprésen7 tent plus les distances mutuelles des trois forces obliques X, Y, Z, mais trois lignes dont chacune va de l’une à l’autre force parallèlement à la" troisième.
Si dés trois lignes a, b, r, il y* en avait deux nulles, sans que la troisième le fût, l’équation précédente serait réduite à uu seul terpie , qu’on ne pourrait rendre nul, sans faire quelqu’une des trois forces égale à zéro : d’où il résulte que, si trois forces finies sont situées de manière que la direction de l’une d’elles rencontre les directions des deux autres qui ne sont point en même plan, ces trois forces ne sont jamais réductibles à une seule; résultat qni s’accorde avec ce qu’on a dit à la fin du n° 75. ”
On voit donc, pour revenir à notre objet, que des trois équations (A) qu’on avait données avant notre théorie, il n’y en ‘a aucune qui soit
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nécessaire pour' la contbtipn qu'on avait eu we^ et qu’elles sont, tout-à-faie étrangères à la qnes>^ tion dont il s’agit Mais il y a encore uo<‘ antre remarque assez curieuse à faire sur,ces équations. •' *
• Si on le> ajoute ensemble , ce qui est assez naturel à cause de leur symétrie, et ce que l’anteup même avajt fait, U arrive que la somme de ces trois 'équations revient précisément à la nôtre XL -t- YM -f- ZN = o. Ainsi, l’on av.ait rencontré par hasard ia vèf||câ)Ie équation du problème , et il est clair qu’on ne s’en était point aperçu-, car on aurait vü sans doute que, la sompie de trois quantités pouvant être nulle d’une infinité de manières, sans qu'aucune , d’elles^^- Fc soit en particulier, il pouvait y avoir une résultante unique, sans qu’aucune des trois équations regardées comme nécessaires fût satisfaite;,d’où l’on aurait conclu quelles n’étaient pas nécessaires,' et qu’il . fallait les supprimer . aveé l’ànalyse défectueuse qui y avait conduit. Mais., avant netre théçrie, on ne savait pas précisément en quoi consistait la condition générale d'une résultante unique.
Quoiqu’on ait depuis rectifié cette analyse par celle que j’ai donnée au n° 106, je n’ai pas - cmi cette ‘petite 'discussion inutile, non-seulement parce quelle éclaire un point important
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de la composition des forces, et qu’elle fait voir la fausse supposition sur laquelle on s’appuyait,-mais parce que ce pariiop,isnic subsiste encore, et s’est reproduit jusqu’ici dans<un ouvrage célèbre où rautcur des équations (A) paraît l’avoir emprunté. • • ;
Corollaire VIT. . .
112. Lorsqu’on a les trois .équations L = o, M = O , N = o , le moment G du couple résultant est nul , et les forces appliqi^ées au système se réduisent à une seule R dont la direction passe par l’origine.
Et comme le moment G ne peut être nul , à moins que les trois moments résultants partiels L, M,N ne'soient nuis à la fois, il s’ensuit que si l’on voulait exprimer que des forces quelconques se réduisent à une seule qui passe en un point donné, il faudrait , en supposant qu’ou ait pris ce point pour origine, poser les trois éq'uations L = b, M.*=’o, N = o.
' Remarüue.
113. Nous terminerons cet article général par un lliéorème importànt sur la manière d!çs— tiiuer les forces suivant une direction.donnée , ' et leurs moments, par rapport à uu axe donné, lors(pie l'on connaît déjà ces forces et heurs
nKtaieDts estimés par rapport à trois aXes rectangulaires.
Mais démontrons d’abord la proposition suT laquelle on s’appuie au n** 110, et dont nous nous servirons encore ici.
Soient 'deux droites situées d’une manière quelconque dans l’espace. Nommons a, j3, y les trois angles que fait la première avec les trois axes coordonnés; X, p, v, les angles analogues >de la seconde avec les mêmes axes : je dis qu’on aur«, pour l’angle $ que ces deux droites forment entre elles , cos 0 = cosacosX -+- cos jS cos p. -J- cosy cosv.
En effet, transp>ortons, pour plus de simplicité, nos .deux' droites parallèlement à ellesmêmes jusqu'à l’origine : les angles a , jS , y, X , p., V et l'angle 9 ne changeront pas. Prenons sur la première , à partir de l’origine', une longiieur arbitraire d , dont l’extrémité aura pour coordonnées x,j, z. Prenons de même sur la seconde ime autre longueur quelconque D,' dont l’extrémité aura poiH' coordonnées x, y, z. Si l’on joint ces deux extrémités par une droite H , on aura un triangle dont les trois côtés seront d, B et H; et puisque 6 est l’angle compris entre les deux premiers, on aura, comme ou le sait,
11* == d* -h I)* — idurosô;
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mais on a ' ' '
et H* = (x — x)* -t- (/ — y)* + (2 -* z)*; .
substituant dans Ma première éqtialion, réduisant, et dégageant cos ô, il vient .
ou bien
a xx-|-JTt-+-a = — ’
rf O 3 P
mais on a évidemment
- ^ = cos^, ^ = 008 ^ J = cos 7,
et de 'même ‘ *7’ ’
-=COSÀ,; - = cosu,,- = cosv;
donc , .
COS0 = cosa cosX + eosjScosju. -f- cosycosv.
Si l’on veut exprimer tpie les deux droites d et D sont rectangulaires erftre elles, il faut poser cos Ô = 0 ; et par conséquent
cosa cosX -t- cos/3 cosjx -H cosycos v = p, ce que nous avions supposé au n* 110., „
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114. ActUellemeDt changeons les lettres X, fl, V, en a', /3', y et considérons une force R dirigée suivant la première droite. Cette force estimée suivant la seconde, ou projetée sur elle, donnera pour sa projection, que je nomnae R', B' = R cos 9, et par .conséqu^t
R' = Rcosacosa'-H R cos/?cos]3'+Rcosycosy'.
Mais R cosa, R coÿj3,.R cosy expriment les trois composantes de la force R suivant les trois axes ; donc si l’on nomme X , Y, Z ces composantes, on aura plus simplement
R' = X cos'a' Y cos]3' -+- Z cosy'.
Ce qui nous fait voir que , fX)itr estimer suivant une direction différente de la, sienne , une force dont- on connaît' d^à les composantes suivant trois axes rectangulaires, on na qu'à prendre la somme de ces ‘ composantes multipliées respectivement par les cosinus des angles quelles forment avec la direction nouvelle.
C’est ainsi qu’en Géométrie, pour projeter une ligne sur un axe quelconque , on peut d’abord projeter cette ligne sur trois axes rectangulaires ; projeter 'ensuite ces trois projections sur l’axe donné, et ajoutée ensemble ces projections de projections. • '
1 IS. Pareillement, si l’on considère un couple
dont le inomeut soit représente par une partie G prise sur son axe , et que ce moment décomposé par Tapport à trois axes rectangulaires donne' les moments respectifs L, M, N, on voit, comme ci-dessus, que pour e^mer le moment G par rapport à un axe nouveau qui forme, avec les trois premiers, des angles Xî, * ju', y, il u'y aura qu’à prendre la somme des moments composants L, M, multipliés par les cosinus respectifs de ces angles , de sorte qu’en nommant G' la valeur relative du moment G , on aura
G' = L cosX' -4- M cos[Â.' H- N cos v', d’où il résulte que la somme des moments 4e tant de forces que l'on voudra, par rapport à un axe quelconque, est égale aux sommes de leurs moments, par rapport à trois axes rectangulaires, multipliées respectivement par les cosinus des cmgles que ces trois axes font avec le nouvel axe donné; ce qui e$t un théorème tout seçùblable au précédent.
' DES CONDITIONS DE L’ÉQUILIBRE Lorsque le corps ou système sur lequel les forces agissent n^est pas enti'erefnetit libre dans l'espace , mais' se trouve gêné par des obstacles.
Nous allons examiner trois cas principaux
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auxquels il est facile de raraencr tous les autres,
comme on pourra le voir pai* la suite.
De l’équilibre 4' un corps ,qu\ na que la liberté de tourner pn tous sens autour <fwï point' fixe. ' . . ,
Les six équations de l’équilibre d’un corps ou système libre sont, comme nous l’avons trouvé ci-dessus, <
116. Supposons maintenant qu’il y ait un point fijce dans le système, et qu’on Fait pris pour l’origine des coordonnées. Il est clair qu’il pourrait alors y avoir équilibre sans que ces six équations fussent satisfaites; car, quoique le point fixe soit par lui-même' incapable de produire Je moindre effort , il peut néanmoins anéantir ceux des puissances dont la résultante irait y aboutir, et par là tenir lieu de nouvelles forces dans le système.
Mais , quelles que soient les forces dont un point fixe puisse tenir lieu par sa résistance , il est bien manifeste qu’elles doivent toutes passer par ce mém'e point ; que, par conséquent , on peut toujours les y concevoir comme. corapo-
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sées en une seule, et imaginer uinsi , à la place thi point fixe, une force miique r qui remplace sa résistance, et considérer alors le système comme parfaitement libre dans l'espace.
Les six équations précédentes devTontMonc avoir lieu si l’on y introduit la nouvelle force.?'.
Or, cette force étant’ immédiatement appliquée à l’origine , fournira trois nouvelles composantes, x, Y, Z, dans les trois axes, et ne fouiTiira aucnn couple nouveau dans les trois plans. TiCS six équations de l’équilibre .seront donc
X X — O, Y Y o , Ij Z — O ,
Les trois résultantes partielles X , Y, Z pourront donc a.vpir telles valeui’s qu’on voudra. Car, en .supposant la résistance du poiut fixe indéfinie dans tous les sens, les trois forces x , Y, Z prendront telles valein-s et tels signes qn’on voudra, et , s’égalant toujours, en quelque sorte, aux trois forces contraires X, Y, Z, appliquées au même point , rendront toujoui's les trois premières équations satisfaites.
Mais il faudra que les trois moments résultants partiels L, M, N. soient toujoui'S nuis d’eux-mêmes, ce qui uous fait voir que, pour l’équilihre d’un corps qui tût que la liberté de
toiinier nidoiir H’un point fixe , U est nécessaire el 'il
suffit que la somme des moments des fôrées par
l'apport à trois axes rectdiujulaires menés par ce
point, soit nulle d' elle-même relativement à chacun \ ^
de ces trois axes. -
117. î.,orsque toutes-les forces appliquées au corps soqt parallèles , on peut mener par le point fixe deux plans parallèles à leurs directions , et décomposer tous les couples dans ces deux plans. Il suffit donc alors pour l’équilibre
*dn système, que la somme des moments soit nulle par rapport ù-deux axes |>erpcndiculaires à ces plaus.
Lorsque toutes les forces sont dans, un même plan avec le, point fixe, tous les couples à l’égard de ce point sont aussi dans ce plan • et il suffit alors que la somme des nioinents soit nulle par rapport à un seul axe perpendiculaire à ce plan. • ■
Remarque.
118. Nous savons que les trois équations Ij=o,M. = o,N = o, qui assurent , dans le cas général , l’équilibre /du système , expriment d’une autre manière (112) que les forces appliquées doivent avoir une résultante unique qui passe par le point fixe. Donc , si l’on avait voulu partir dé cette conséquence comme principe ,
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c’est-à-dire regarder d'abord comme évident que les forces appliquées ne peuvent se faire équilibre autour du point fixe, à moins qu’elles n’aient une résultante unique dirigée vers ce point, on en aurait conclu réciproquement que l’on doit avoir pour l’équilibre les trois équations L=o, M = o,N = o; ce qui nous aurait conduits au même résultat. >
Corollaire.
De la pression exercée par les forces sur le point fixe.
119. Quoique nous ayons supposé le point fixe susceptible d’une résistance indéfinie en tous sens,- cependant, lorsque des forces don- • qées se font actuellement équilibre sur cet appui, il n’a besoin que d’une certaine résistance déterminée. Cette résistance actuelle, prise en sens contraire, est ce que l’on nomme la pression qu’il éprouve de la part des forces du système.
■ Ainsi , pour calculer cette pression , on n’aura qu’à déterminer la force — r. Mais l’on a, par les équations ci-dessus, pour ses trois composantes — X , — Y, ^ Z dans les trois axes ,
T)’où il suit que la pression est éqale à la, résultante de toutes les forces du ^stème, transportées parallèlement à elles-mêmes mt point fixe.
' KLÉMENÏS
Et c est ce qu il était facile de recoauaître d abord; car le point fixqifiepeut être pressé cjue par les forces qui s’y sont transportées parallèlement à elte^mêmes , _ et par les couples qu elles ont formés à l'égard de ce point ; mais puisque ces couples doivent être en équilibre <i eux-même's ^ c’est-à-dire seraient en équilibre quand bien même le corps serait entièrement libre, il s’ensuit qu’ils ne peuvent nullement' charger le point fixe , et que par conséquent ce point n’est pressé que par la résidtante des premières forces.
De l’équilibre d’un corps qui na que la liberté de tourner autour de la liqne qui joint deux points • fixes.
^Fig. 36. 120. Soient A et B{fig. 36) les deux points
fixes. Prenons AB pour l’un des trois axes , pour celui des abscisses, par exemple ; et le point fixe A pour l’origine.
Quelles que soient les forces dont chacun des ■ points fixes puisse, tenir lieu par sa résistance , on peut toujours les concevoir comme réduites à deux forces r et r' immédiatement appliquées à ces points , et substituant ainsi , à la placé des deux points A et B , les deux forces respectives r
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et r' qui rempiaceut leui’s résistances actuelles , considérer le système comme parfaitement libre dans l’espace.
Les six équations de l’équilibre doivent donc avoir lieu en y introduisant les deux nouvelles forces r et r'.
Or, la force' r immédiatement appliquée à l’origine A, donnera trois composantes x, Y, .2, dans les axes , et ne donnera aucun couple dans les plans.
La force r' appliquée eu B donnera trois composantes x', y' z', la première dans l’axe des ai>scisses , les deux autres dans les plans respectib XY, XZ. La force x' qui tombe dans l’axe des abscisses, étant transportée à l’origine, donnera un couple nul ; mais les deux forces y' et Z transportées à l’origine donneront deux couples dans les plans respectifs XY, XZ’ adjacents à Uxe de rotation ; et les moments de ces couples soont (en faisant AB = a) v'a, z'a.
Les équïions de l’équilibre seront donc
X -h X -t-x'=o, Y “b Y -h y' = O, Z-t- z-hz' = O
L = O, ^ -J- z'rt = U, N — yVi = O.'
Les cinq qurfukés X, Y, Z, M, N pourront*’ donc avoir telle^aleurs qu’on voudra; car, en supposant la résuance des deux |>oints fixes indéfinie en .tous \ens, les 'quantités x, y, z,
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x', Y', z' aaront.telles valeurs et tels signes qu’on voudra, et les trois premières équations, ainsi que les deux dernières, seront toujours satisfaites. '
' Mais . il faudra qu’on ait toujours pour les seules forces appliquées au système, l’équation L = o; ce qui nous apprend qüe les conditions de l’équilibre d’un corps assujetti à tourner autour d’un axe fixe se rëdui^t à ce que la somme des moments des forces estimés par rapport à cet axe soit nulle d ’ elle-même.
. , Remarque.
121. Si les deux points A et B n’étaient pas arrêtés en tous sens , mais pouvaient coul<r ensemble dans la direction AB , comme si on les supposait unis entre eux , et renfermés dans un canal infiniment étroit AB, leure rés»tances x et x' dans le sens de l’axe des atscissîs seraient nullcs d’elles-mémes , et 1 on aurait encore 1 équation X = o; de manière qu , lorsque le corps a la liberté de se mouvo^ dans le sens de l’axe de rotation , outre la remière condition énoncée ci-dessus , il fa t encore que la somme des forces décomposé’ parallèlement à cet axe soit nulle d’elle-iném-
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Des pr essions exercées par les forces sur les deux points fxes. < . <.
1SS2. Ces pressions n'étant autre chose que les deux résistances actuelles r et r' des deux points fixes, estimées en sens contraires, on aura pour déterminer Içurs composantes — x, — Y , — Z ; ^ x', — y', — z' parallèles aux trois
axes, les cinq équations *
X-(-xH-x' = o, Yh-y-»-y' = o, Z-h z-t- z'= o, M 4- z'fl = O , N — Y'n = O.
Mais comme il y 'a six inconnues, il parait d'abord que les deux pressions — r et — r' seront indéterminées, ou du moins que l'on pom’ra disposer à volonté de l'une de leurs six composantes. Cependant, si l’on observe que les deux inconnues — x, — x' n’entrent que dans la première équation , on voit que les quatre autres seront déterminées par les équations restantes. En effet, l’on aura sur-le-champ, par les deux dernières équations ,
et substituant dans les deux précédentes , on
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aura . • . .
■ _ Yo -+^ ^ _ Za — M
Ainsi rindétermination ne portera que sur les deux composantes — x, — x', dont la somme seulemènt sera déterminée par la première équation X-f- x-f-x' = o.
Les deux forces — Y, — z, perpendiculaires à Taxe de rotation au point A , se composeront en une seule y Y* H- z® perpendiculaire au meme axe^, et qui fera avec les axes des z des aûgles dont les cosinus respectifs seront
I.es deux forces — y', — z\ perpendiculaires à l’axe de rotation au point B , se composeront de même en une seule Vy'*-»-z'* perpendiculaire au même axe , et qui fera avec les axes des )' et Z des angles dont les cosinus respectifs seront
Ainsi les deux pressions normales à l’axe , aux points respectifs A et B, seront nécessairement déterminées de grandeur et de direction; et par conséquent les pressions absolues — r et
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— r' Il aurout que cette ludétenuinatioii parti-* culière, savoir, qu’il faudra les choisir de telle sorte qu’étant décomposées chacune en deux autres, l’une dans l’axe, et l’autre perpendiculaire à cet axe, les deux forces normales aient > ' ' . les valeui^ et les directions que nous venons de donner, et les deux forces situées dans l’axe • fassent imesommc constante égale à X. •*’
Pour voir à quoi tient cette indétermi
nation, qui dépend de celle des deux résistances actuelles x, x' que les points fixes A et B doivent opposer dans le sens de la ligue qui les joint , on peut remarquer que ces deux points, qu’on s peut supposer unis par une verge inflexible, se prêtent un appui réciproque; de manière que chacun d’eux a toujours, ou par lui-mêmé, ou par le secours de l’autre, la résistance actuelle dont il a besoin pour l’équilibre, pourvu* que la somme de ces résistances soit suffisante. ’ On ne peut donc pas demander, et il est impossible que le calcul déteimine des valeui's particulières, pour deux résistances qui, pas- . sant tacitement , en tout ou en partie , de l’im à l’autre point , se confondent en une seule et même résistance.
Statique P.
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1 Cri
Üe l’équilibre d’un corps qui s’appuie contre un plan inébranlable.
124. Prenons ce plan pour celui des.v, j, que l’on nomme le plan horizontal ; et, supposant d’abord que le corps "ne s’appuie contre ce plan que par un seul point A, regardons ce point d’appui comme l’origine des coordonnées.
Il est facile de voir que lorequ’unc force presse un point contre un plan , cette force peut toujours se concevoir comme décomposée' en deux autres, l’une perpendiculaire au plan, et l’autre située dans ce plan. La première est nécessairement détruite par la résistance du plan; car il n’y a pas de raison pour qu’elle meuve le point d’un côté plutôt que d’un autre dans le plan, et d’ailleurs elle ne peut le mouvoir à trav(;rs : mais la seconde obtient tout son effet , parce que son action ne peut être altérée par la résistance d’un plan le long duquel elle s’exerce. Le plan résistant ne peut donc détruire que des forces dont les directions lui sont normales , et par conséquent .sa résistance ne peut faire naître que de telles forces dans le système.
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Soit doue Z la résistance actuelle du point d’appui dans l’axe des z. I^es équations de l’équilibre deviendront :
L = O, 1VI= O, N =o.
Les. trois dernières nous font voir (n“ 112) que les forces appliquées au corps doivent se réduire à une seule qui passe par l’origine, c’està-dire par le point d’appui ;
Les deux premières , que cette résultante doit être verticale, c’est-à-dire perpendiculaire au plan fixe;
Et la troisième, Z -j- z = o, que cette résultante Z peut avoir une valeur quelconque , pourvu qu’elle soit de signe contraire à la résistance z du plan ; c’est-à-dire qu’en supposant , comme nous le ferons désormais, que le corps soit placé au-dessus du plan des x , j, il faut que la force Z ne soit pas positive ; sans quoi , tendant à soulever lecorpsau-dessusdu plan, elle n’y ferait naître aucune résistance, et le plan ne servirait à rien pour l'équilibre ; de manière qu’il faudrait les mêmes conditions que si le système était parfaitement libre. '
125. Supposons actuellement que le corps s’appuie par un second point B. Prenons AB
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pour l’axe des jf, et ie point A pour l’origine.
Le point A fait naitre une résistance z dans l’axe même des z. > Le point B fera nain e une résistance z' dansje plan .r*, et donnera dans ce plan un couple dont le moment sera z'o', en faisant AB = rt'.
Les équations de* l’équilibre, seront donc
L = O, M-hZ'a' = o, N = O.
Çes équations nous font voir que l’équation de condition XL-t- YM -V- ZN = o est satisfaite, ainsi que l’inégalité y X* -4- Y* Z* > o ( puisque les deux résistances z et z' ne pouvant être supposées toutes deux nulles , et étant de même signe, la force Z ne peut être nulle). Les forces appliquées au système doivent donc avoir une résultante unique.
IjCS deux premières équations montrent que cette résultante doit être verticale, c’est-à-dire perpendiculaire aü plan fixe; et la troisième, Z -+- z,r+- z' = O , qu’elle peut avoir telle valeur qu’on voudra, pourvu qu’elle ne soit pas positive.
■ Enfin , si l’on cherche les valeurs des deux coordonnées /> et q du point O où sa direction doit rencontrer le plan horizontal , comme on a (108 )
en mettant à la place des quantités L, M, Z, leurs valeurs tirées des équatious précédentes , on aura
Donc , puisque l’on a ^ = o, il faut que le point où elle rencontre le plan horizontal tombe sur la ligne des abscisses c'est-à-dire sur la ligne qui joint les deux points -d’appui ; et puisque
l’on & P — d ^ à cause de
toujours
< t , ou a P toujours < n', et par conséquent la direction de la résultante doit toujours tomber entre les deux points d’appui A et B.
126. Supposons enfin que le corps s’appuie contre le plan par tant de nouveaux points qu’on voudra, C, l), etc., qui soient tous placés'd’un même côté à l’égard de la droite AB , qui est toujours regardée comme l’axe des abscisses .T. Couservant pour les deux points A et B les dénominations précédentes, noinraons a" et b" les deux coordonnées du point 0; <r Pt ô* celles dn point D,*et ainsi de suite. I-a résistance z" du point C, étant transportée à
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l'origine, donnera deux couples dans les plans verticaux XZ, YZ, dont les moments seront 7,"o", z"b"\ la résistance z" du point I) donnera de même deux couples dans les mêmes' plans , et dont les moments seront z'^i", z*fc", et ainsi de suite. Les équations de l’équilibre seront donc
X=o, \ = o, Z z-H-z^+z'H- Z -t-etc.=o, L — Z" b" - TTb'" — etc. = o,
M -4- Z'n' -t- Z'V H- z^n" 4- etc. = o , N = o.
Ces équations nous font voir d’abord, comme dans l’article précédent , que toutes les forces appliquées au système doivent se réduire à une seule, perpendiculaire- au plan fixe, et dont la valeur ne soit pas positive. .
En second lieu, je dis que sa direction doit rencontrer ce plan dans l’intérieur du polygone formé par les points d'appui A , B , G , D , efc.
En effet, si l’on nomme, comme ci-dessus ^ <j l’ordonnée du point'O, où cette résultante rencontre le plan horizontal ^ comme on a
q = en mettant pour L et Z leurs valeurs
tirées des équations précédentes , on aura
-t- etc.
~ * 4- etc.'
Or, Içs résistances z, z', z", z", etc. , étant toutes positives, et les ordonnées />", b"’, etc., toutes de même sipne , puisque les points G, D, etc., sont, par hypothèse, tous placés du. même côté de l'axe des abscisses, il s’ensuit que l’ordonnée q sera de même signe que ces ordonnées, et que par conséquent le point O sera, à l’égard de la ligne .\B qui joint les deux - points d’appui A et B , du même côté que les autres G, D, etc. Donc, puisqu’on aurait pu prendre pour l’axe des abscisses toute autre droite AG, BD, etc, , qui, joignant deux points d’appui, laisse tous les autres d'ub même côté, on peut conclure que le point 0 doit se trouver, *‘à l'égard de chacune de ces lignes, du même côté que les autres points d’appui, et par conséquent doit tomber nécessairement dans l’intérieur du polygone formé par tous les points d’appui.
Corollaire.
Des pressions e.xerrées par la résultante des forces du système sur les différents points (f appui.
Vil. Ges pressions, estimées en sens contraire, ne sont antre rho.se que les ré.sistanees Z, z', z", z”, etc., dont les points d’appui A,
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B,C, L), etc., ont actuellement besoin pour l’équilibre. On aura' donc, pour les déterminer, les trois équations :
Z -H Z -H 2' -h Z* -+- z" -h etc. = O,
L _ 6"z'' - /rz* - etc. = O,
M -+- o'z' -f- n"z" ■+■ a” Z" -h etc. = o.
Mais comme on n'a que ces trois équations, avec cette seule condition que les inconnues z , z', z", z”, etc., doivent être toutes positives, il s’ensuit que les diverses pressions exercées sur le plan demeurent indéterminées lorsqu’il y a plus de trois appuis , et même lorsqu’il n’y en a que trois , s’ils tombent en ligne droite. Car, en supposant que le troisième point C tombe avec les deux autres A et B sur l’axe des abscisses , l’ordonnée b" devient nulle, et l'inconnue z" disparaissant d’elle -même dans l’équation L — b"z" = O , il ne reste plu# que deux équations pour calculer les trois inconnues z , z', z", qui sont encore indéterminées.
On pourra donc, dans ce cas, se donner à volonté l’une des pressions , et, dans le cas général, se donner les pressions de tous les points d’appui, hors trois. On calculera ensuite ces dernières pressions par les équations précédentes; et pourvu que, dans les différentes hypothèses que l’on fera, le calcul ne mène à
aucune pression positive, le problème sera toujours bien résolu.
Remarque. “ - “
i28. Mais si nous trouvons, d’après les principes établis ci-dessus, que les pressions sont indéterminées lorsqu’il y a plus de trois points d«ppui, d’un autre côté, en cousidérant à priori un corps appuyé contre un plan , par un nombre quelconque de points, et tenu en équilibre par uue force normale à ce plan, il nous paraît évident que chaque poiut de contact doit être actuellement pressé , et que, s’il est pressé, c’est avec une certaine force tout à fait deter- ; minée, ce qui serrnt absurde Autrement: et de là résulte une espèce de paradoxe qui ne paraît-**':?.*^ pas facile à expliquer. - '
Gardons-nous d’abord d’en conclure, avec d’Alembert, que la théorie connue jusqu’ici est insuffisante pour résoudre le prohlèmë êh ques- *’
tion; car nous ulloo$ voir que ce problème est indétermiué^par l’hypothèse même que l’on a faite, et que la théorie donne tout ce qu’on peut demander sans se contredii'e soi-même.
lin effet, si l’on fait attention qu’il s’agit, par hypothèse, d’uu corps dont la figure est parfaitement invariable, on peut concevoir les points de contact de ce corps, comme unis entre eux
1 At- .-
l'yo
par un plan parfaitement inflexible, lequel repose sur les points fixes A, B, G, I), etc. Or, loi'sqii'il y a plus de trois pcMt^^Hl'appui , ou seulement trois rpiand ils toisent en ligne droite, il n’est pas difficile de voir que certaines parties des pres«||)ns qu’on supposerait exercées par le plan sur ces points, peuvcmt être imaginées comme se reportant indifféremment des uns aux autres, de manière qu’on ne puisse demander, ni ce qu’elles sont en elles-mêmes, ni sur »pieh points d’appui elles s’exercent de pré- . ^férence, à moins de détruire l'hypothèse de ‘ l’inflexibilité parfaite du plan qui unit les points du corps.
Ainsi {Jig- 37), pour nous faire mieux, com- ’prendre par un exemple, supposons qu’il s’agisse d’un corps appuyé par trois points en • ligne droite, et coqsidérôns ces points conune liés éntrç eux par une verge inflexible qui repose sur les'trois points fixes A, B, G. Quand bien même on saurait que cette verge est actuellement poussée aux trois points respectifs A, B, G, par trois forces normales P, Q, R, parallèles entre elles , on ne serait pas en droit d’en conclure que les pressions exercées sur les points d’appui sont respectivement égales aux forces P, Q, R : car il serait toujours permis de concevoir dans les deux forces extrêmes P
et H, deux parties u et u' cjui ne pressent point du tout sur les appuis A et C. Si l’on prend en effet ces deux parties dar\? la raison'in verse de leurs distances AB et CB au point B, à cause de la roideui* parfaite de la verge, on peut conrcevoir que ces deux forces voiît^presser actuellement le point d’qppui B , conjointement avec la force" Q; de sorte fju’il y a ici une pression indéterminée u -H u'j qu’on peut supposer exister indiffé^mment » ou tout entière .en B, ou , en deux ’partie/ u èt u', sur les points A et C , s*ans qu’on puisse dire ni ce qq’elle est , ni où elle se trouve de préférence, à moins de détruire l’hvpothèse de l’inflexibilité parfaite de la verge qui joint les points de contact du corps.
129. Au reste, cette indétermination singulière est du même genrp que celle que nous avons observée et expliquée au n® 125. Les pressions ou résistances actuelles dont les différents points d’appui ont besoin pour l’équilibre, ne sont indéterminées, dans le cas où il y a plus de trois points d’appui, ou seulement trois, quand ils tombent en ligne droite, «que parce qu’il y a alors des appuis intermédiaires qui peuvent prêter aux appuis placés de part et d’autre certaines parties de leurs résistances; de manière que, par la liaison parfaite de ces
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appuis, on ne peut plus distinguer leurs résistances individuelles d’aVec celles qu’ils pourraient emprunter iputuellement les uns des autres. ^
• -Et la théorie nous fait voir qué; pourvu que ces points aien): Hes résistances individuelles qui satisfassent ensemble aux tfois équations données ci-deSSus, de quel(]ue autre manière permise par les memes équations, que l’on veuille répartir les forces de pression si^r ces différents points, chacun d’eux trouvera’ toujours., ou dans sa q^sistance propre , ou dans su résistance unie avec celle qu’il empruntera des autres points d’appui , la résistance actuelle dont il aura besoin pour détruire la pression qu’on lui suppose.
Il n’en est pas de même dans le cas de deux points d’appui, et dans celui de trois non en ligne droite : les résistances actuelltes sont déterminées , et doivent l’étre ; car chaque point d’appui se trouvant seul à côté de l’autre , ou , dans le second cas, à côté de la ligne qui joint les deux autres , il est visible qu’il ne peut avoir que .sa résistance propre , et ne pourrait pas eu emprunter des appuis voisins, si elle n’était pas suffisante.
Le'pai*adoxe que nous venons de ré
soudre est d'autant plus frappant, que dans la nature, les pressions exerct^es par les corps aux différents points de contact sont nécessairement déterminées dans tous les cas, ce qui serait absurde autrement. '
Mais tous les corps soilt plus ou moins flexibles et élastiques ; et lorsqu’ils sont pressés les uns contre les autres pat* différents points situés dans le même plaiu, la pression totale se distribue d’une nianière particulière en vertu de ces propriétés physiques, et des trois équations données ci-dessus (127), auxquelles les pressions individuelles doivent toujoi^ satisfaire : or , il faudrait savoir tenir compTe de ces propriétés, pour trouver en tout autant d’équations qu’il y a de points de contact , et connaître par là les diverses pressions; et c’est une question très-délicate de Physique, que nous ne chercherons pas à discuter ici.
131. Ce que nous avons dit sur l’équilibre d’un corps qui s’appuie contre un seul plan peut aisément s’appliquer à un corps qui s’appuierait contre plusieurs plans à la fois. Chacun de ces plans fera '.naître aux différents points de contact des résistances normales à sa surface ; et en introduisant dans les six équations de l’équilibre ces nouvelles forces indétermi-
nées, on parviendra facilement anx conditions
qne doivent remplir les forces 'immédiatement
appliquées.
152. Si le corps s’appuie en différents points contre,une ou plusieurs surfaces courbes quelconques, on pourra supposer qu’il s’appuie sur les plans tangents menés aux surfaces en ces points. Ainsi, connaissant les équatious de ces surfaces, on cherchera celles des plans tangents ou des normales aux divers points de contact : on introduira dans les équations de l’équilibre autant de forces indéterminées,’ dirigées suivant ces normales, et le problème reviendra au précédent.
CHAPJTRP llï.
DES CEPTIRES DE GRAVITÉ
Jusqu’à prissent nous avons fait abstraction de la pesanteur des corps; nous allons voir ici comment ou peut avoir <5{][ard à cette propriété {générale de la matière, afin d’appliquer les principes établis ci-dessus, à l’équilibre des corps , tels «ju’ils sont dans la nature. .
155. On nomme pesanteur ou gravité cette cause inconnue qui fait descendre les corps vers la terrç, lorsqu’ils sont abandonnés à euxmémes. '
La pesanteur étant une cause de mouvement , on peut la considérer comme une force.
Cette force pénètre les parties les plus intimes des corps, et ajjit également sur toutes leurs molécules; car l’expérience prouve que, dans le vide , des corps quelconques de masses
inégales, une balle de plomb < par exemple, et le duvet le plus léger, tbmbent de la .même hauteur avec la même vitesse ; d'où l’on doit conclure que les molécules d’un corps qui tombe descendent toutes de la même manière que si elles étaient simplement contiguës, sans être liées les unes aux autres. Ainsi l’action de la pesanteur s’exerce sur toutes les molécules d’un corps, et se- fait sentir également à chacune d’elles. ,
Cependant l'iutensité de la pesanteur n’est pas rigoureusement la même pour une même molécule placée dans des lieux différents par rapport au globe terrestre : elle varie à la surface de la terre , depuis l’équateur où elle est la plus petite, jusqu’au pôle où elle est la plus grande : de plus, elle diminue à la même dis- ’ tance de l’équateur, à mesure que la molécule s’éfoigne» davantage du centre de la terre; et l’on sait qu’elle décroît toujours dans le même rapport que le carré de cet éloignement augmente. Mais pour les molécules des corps ejne l’on . considère ordinairement eu Statique, il n’y a pas assez de différence entre leui-s distances à l’équateur, ou au centre de la terre, pour que les variations de la pesanteur y soient sensibles. Ainsi l’on est autorisé à regarder la pesanteur comme une force constante.
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La direction de la pesanteur e«t fort bien représentée par oelle d un fil-à-plomb en é<^|ui-' libre, ou par la perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles.
Cette direction dans le lieu que l’on considère se nomme la verlicaie, et tout plan perpendiculaire à la verticale se nomme le plan horiumtal.
La surface de la terre, ou plutôt celle des. mers, étant à peu près sphérique, les directions de la pesauteur vont à peu près coucou^ rir au ceuüe du globe. Ainsi^ à mesure que l’on chemine sur la terre, la verticale change aussi bien que le plan horizontal : mais comme les distances dont il s agit ordinairement dans la Statique sont très-petites à l’égard du rayon de la terre, qui a près de i5oo lieues, les directions de deux verticales peu éloignées, qui vont à peu près concourir à cette distance, peuvent être regardées comme parallèles, sans erreur sensible. ;
Nous considérerons donc toutes les molécules égales d’un corps pesant, comme sollicitées par de petites forces égales, parallèles et de même sens, et nous pourrons appliquer aux forces qui proviennent de la gravité , tout ce que npus avons dit des forces parallèles appliquées à un assemblage de points liés entre eux d’une manière invariable.
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134. Et d’abord, nous en conclurons que ta résultante dfi toutes les forces parallèles de la pesanteur leur est parallèle , c’eU-à-dire est verticale ;
En second Heu, quelle est égalé à leur somme.
■ La quantité de cette résultante est ce ‘que J'on nomme le poids dn corps; d’où l’on voit que le poids d’un corps est proportionnel au nombre des molécules qui le composent , ou à la quantité de matière qu’il renferme, et que l’on nomme sa masse. Ainsi,' l’on distinguera le mot de pesanteur ou gravité, d’avec celui de poids. La pesanteur désigne , comme nous l’a> vons dit, la cause qui attire les corps vers la terre; mais le poids désigne la forcé particulière qui en résulte poiu* chacun d’eux; force qui est proportionnelle à leur masse, et égale à l’effort quil faudrait employer poür les soutenir.
135. En troisième lieu , comme nous avons vu que pour les forces parallèles, appliquées à ilifférents points, il y a un centre, c’est-à-dire un point unique par lequel passent continuellement leurs résultantes successives, lorsque l’on incline successivement tout le groupe dé ces forces dans diverses positions, il s’ensuit qu’il
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existe toujours, pour un 'corps pesant, uu point unique par lequel passe continuellement la direction du poids, lorsque l’on tourne successivement le corps ‘dans diverses positions à l’égard du plan horizontal. En effet, dans les diverses situations quon lui doDne, les forces de la pesanteur qui animent toutes les molécules ne cessent pas d’être les mêmes, d’agir aux mêmes points, et d’être parallèles, et par conséquent, leurs résultantes successives ne cessejit pas de se couper en un même point.
Ce point unique par lequel passe toujotifs la direction du poids, quelle quç soit la position du corps à l’égard du plan boriiental^ se nomme k centre dé gravité.
Si le centre gnrvitë . d’im co»ps est
fixe , fi À olàir que, ce corps sera en équ^ibre autour dè ki dans toutés les situàtions ; e’està-dire que si, le faisant tourner autour de cé poiû^.oB yapiéne dans une’ sitûation quelconque, et qùpu^y lgisse,^le cqips y demeurera : cv, dans toutes ces positiôus,. la résultante des fpfces- ds k pesânteUr passera toujours par ïè même point fbie , et son effet sera détruit* C’est pbur cela què plbsiaftrs aut’eurs ont défini k centrp de gravité un point tel,. que, s’il étyit fixé, le corps démeurerâit en équilibre
daii;» JLuiiles. les positions possiblesj^Qur de ce
pointj mais il est pl«s convenable li^faire .voir à'.pfiori qu’il y a toiijoui;-s pour*chaque corps nn tel point, et par conséquent de montrer qu’il .y a un 'Centre de gravité, avant de définir le’centre de gravité hii^nême. ' ...
Ic57. Puisque le centre de gravité d’un corps n’est autre chose que Je centre des forces parallèles c(e la pesanteur , appliquées à toutes les molécules dé ce corps; comme toütés ces forces s^nt supposées égales, il suit de l’article 8^7 <jue la distance du centre de gravît^ à un plan ^lelronque est ë<jale à la moyenne distance de toutes les molécuks du cofjpÿ au même plan. Par conséquent la position de ce centre dans les corps ne dépend nullement, de^ la gravité, niais sèuleibent de la manière dont tputes les moléfcule» sont 'disposas lës unes à l’égard des autres.
Alissi quelques ^omètres • ont-ils 'cru jains convenable dé nommer, le cenh-e -de grtlvité, lé centre de tnassâ, où le centre de [pfjure : mais noiis conserverons iici.Tautre' 'dénômpatioh, comme étant plus usitée ^ et èomiUiS rappelant mieux l’usage qife l’3n fait de çe point' 'dans' Ta Statique..
Comme* nn p'eut-totijûurs concevoir
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cjuà^ toutes 'ies forces <ie la pesanteur qui. animent les molécules d’un corps, on ait substitué leur résu liante -générale, qui. produit absolument le même effet, on peut considérer le centre de gravité d’nn corps comme un point où toute la masse de ce corps est réunie et concentrée. Ainsi, dans , la solution des -pro* blèmesy si l’on veut avoir égard à la pesanteur , on pourra regarder, chaque -çorps comme réduit à son centre de gravité, qu’on supposera sollicité par une force égale et parallèle à son poids; et combinant ensuite ces nouvelles forces avec celles qui sont immédiatement appliquées au système, on trouvera les conditions de l’équilibre d’après les principes ' donnés dans les chapitres précédente, comme si tous les corps du. système étaient dépourvus de pesanteur.
Il ne s’agit donc plus actuellement que de savoir déterminer les centres de gravité des différents corps ou assemblages de corps qui peuvent se présenter.
139. Lorsqu’on peut considérer le corps ou le système comme composé de parties dont on connaît eu particulier les centres de grasTté et les poids respectifs, il est très-facile de déterminer le centre de gravite de ce corps ou système-
1 8a ÉLÉMENTS
Car ce ceutre n’étant autre chose que le point d’application de la résultante générale des forces de la pesanteur appliquées à toutes les molécules, on peut concevoir que, pour le déterminer, on a d’abord cherché les points respectifs où sont appliquées les résultantes partielles des forces qui agissent sur chaque corps, et qu’ensuite on a cherché le point d’application de la résultante générale de ces diverses résultantes.
Donc, si l’on connaît déjà les centres de gravité respectifs des 'différents corps, on n’aura qu’à supposer appliquées à ces points des forces parallèles et respectivement égales aux poids de ces corps, et l’on trouvera le centre de gravité du système abVilument de la même manière que l’on trouverait le centre de ces forces !parallèles. .
On pourra donc employer dans cette recherche, ou la composition successive des forces , comme au n° 29 , ou la théorie des moments, comme au n” 86.
Et puisque la distance du centre des forces parallèles à un plan se trouve en divisant la somme des moments des forces, pris par rapport au plan , par la somme de toutes les forces, il s’ensuit :
Que la distance du centre de gravité d’un
Di>ji::....;byCoogl
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système quelconque de corps, à un plan, est égale à la somme des moments de leurs poids, par rapport au plan, divisée par la somme de tous les poids : ou ( comme les masses sont proportionnelles aux poids), égalé à la somme des moments des masses , divisée par la somme de toutes les masses; en entendant par le moment d’une masse , le produit de cette masse par la distance de son centre de gravité au plan que l’on considère.
En calculant ainsi les distances du centre de gravité à trois plans quelconques , qu’on pourra supposer rectangulaires entre eux pour plus de simplicité, on trouvera facilement la position de ce point dans l’espace.
140. Dans le cas où toutes les masses du système sont égales, dn trouve sur-le-champ la distance du centre de gravité à un pian quelconque, en prenant la moyenne distance .des centres de gravité de tous les corps à ce plan.
141. Lorsque le plan par rapport auquel on estime les moments, passe par le centre de gra-: vité du système , la distance de ce centre au plan est nulle ; et par conséquent la somme des moments des masses , pris par rapport à un plan qui passe par le centre de gravité du sy'stème, est toujours égale à zéro.
l84 ÉliËMlUNTS'
C’est-à-dire que la soiBme des moracuts des Otasses qui sont d’uu otéoie cété du plao est égale à la somoïc des mometits des m^es qui sont de Tautr^ côté.
Et réciproquement , lorsque la sotnme.dm moments, des niasses, par rapport, à . un plan, est égede à zéro, le centre de gravité du ^stème est dans ce plan. , • ■
Car la distance de ce centre au plan æt nulle.
14S2. Il résulte de là que lû les centres de gravité de tous les corps ‘que Ion considère sont dans un même plan, le centre de gravité du système sera aussi dans ce plan ; et que si les centres de gravité des corps sont sur une même ligne droite, le centre de gravité sera aussi sur cette droite.
Car,' dans le premier cas, tous les corps ayant leurs centres de gravité dans un même plan, les moments de leurs masses par rapport à ce plan sont tous nuis ; la distance du centre de gravité du système à ce plan est donc nulle aussi , et par conséquent ce centre est dans le même plan.
Dans le second cas , tous les centres de gravité étant en ligne droite, si l’on fait passer deux plans quelconques par cette droite, les
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centres de {jrarité des différents corps seront à la fois dans deux ''pkus. Le centre de {];rayité du systèni« ]^^ra donc aussi , et par conséquent ne pourra se trouver que dans leur intersection'^ qui est la droite proposée.
Au reste, les deux deraicc«(p couséqueuces que noos venons d’énoncer paraîtront évidentes d’elles-méiiies , eu se représentant que l’on etérebe le centre de gravité du système par lâ composition successive des forces ou poids appliqués aux centres de gravité respectifs des différents corps.
145. Lorsque tous les centres de gravité des corps sont dans un même plan , 'comme le centre de gravité du système se trouve déjà dans un plan connu, il suffit, pour déterminer sa position, de chercher ses distances à deux autres plans. Or , si on les prend , pour plus de simplicité, tous deux perpendiculaires sur le premier , lés distances des différents centimes de gravité à ces deux plans seront les mêmes que leurs distances aux traces de ces plans sur le premier. . .
Donc , si dans le plan qui contient les centres de gravite de différents corps , on tire deux droites ou axes quelcomptes non parallèles , on aura les distat1t.es respectives du centre de gravité du sys-
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tème à ces deux droites , en pi^enant les sommes respecthies des moments de toutes Jes masses , par rapport à ces droites, et divisant par la somme de toutes les masses.
(Ayant soin de regarder pour chaque droite, comme positifs, tous les moments des masses qui sont d’un même côté de cette ligne , et comme négatifs tes. moments de celles qui sont de l’autre côté.)
On trouvera de cette manière à quelle distance, et de quel côté, le centre de gravité du système est placé à l’égard de ces deux axes; et menant alors, aux deux distances trouvées, deux parallèles à ces axes , le centre de gravité sera à leur intersection même.
t44. Lorsque les centres de gravité de tous les corps sont en ligne droite , comme le centre dé gravité du système se trouve déjà snr une ligne connue, il sufBt, pour le déterminer , de chercher sa distance à un seul plan. Or, si on le prend , pour plus de simplicité , perpendiculaire sur la ligne des centres y les distances des centres de gravité respectifs à ce plan seront les mêmes que leurs distances au point où le plan coupe la ligne.
Donc , lorsque plusieurs corps ont leurs centres de gravité respectifs sur une même droite ^ la-
distance du centre de gravité du ^stème, à un point quelconque pris sur cette droite, est égale à la somme des moments des masses, par rapport à ce point, divisée par la somme de toutes les masses.
'(En prenant avec un même signe tons les moments des masses qui sont d’un même côté à l’égard du point, et avec le signe contraire les moments de celles qui se trouvent de l’autre côté.)
On saura alors à quelle distance et de quel côté le centre de gravité du système est placé à l'égard du point que l’on a choisi, et si l’on porte ensuite de ce côté, et à partir du point, une longueur égale à la distance trouvée , l’extrémité de cette longueur marquera sur la ligne le centre de gravité lui-même. .
145. Qn veut donc combien il est facile de trouver le centre de gravité d’un corps ou système , lorsqu’on connaît ceux des ' différents corps qui le composent; il nous reste à voir comment on obtiendrait les centres de gtavité des corps qui ne seraient pas susceptibles d’une pareille décomposition.
A la vérité , comme on peut toujours regarder un corps comme un assemblage de points matériels qui sont eux-mêmes leurs propres
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centres de {gravite, il s’ensuit' qu'on peut leur appliquer la méthode précédente, et qu’on aura (généralement la distance du centre de gravité d’un corps quelconque à un plan , en prenant la somme des moments de toutes les particules de ce corps , par rapport au plan , et divisant par la somme de ces particules, ou, ce qui est la même chose, en divisant par la masse totale du corps. Mais la solution générale de* cette question dépend du calcul intégral ; et l’on en peut voir, dans presque tous les traités de Mécanique, des applications très-simples, et qui n’ont d’autres diffîcultés que celles du calcul intégral lui-méme.
^ Cependant , comme il existe des considéra**tions élémentaires, très-élégantes q[ui conduisent à la détermination des centres de gravité pour la plupart des corps dont il est question dans la Géométrie, nous nous bornerons à, cette recherche, qui remplit l’objet qne nous avons en vue, et qui ne nous écarte point des Éléments.
140. D'après ce qué nous avons dit (157), la position du centre de gravité dans Un corps ne dépend que de la manière dont toutes les molécules de ce coi ps sont disposées les unes à l’égard’ des autres. Elle dépend donc de deux choses: i‘’*'de la fifpire du corps ou de celle
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de l’espace fju’il occupe ; a" tk la densité relative de ses différentes parties. On voit* bien , en effet, que si la figure el le volume restant les memes ^ les molécules viennent à s’écarter les unes des autres dans une certaine partie du corps, de manière qu’elles se rapprochent davantage dans une autre, les forces qui agissent sur «Iles n’étant plus réparties de la même manière, la position de la résultante générale changera, et par conséquent celle du centre de gravité du corps. Ainsi , dans la détermination de ce point, il faudrait avoir égai^ non-seulement i la figure dn corps, maiaene^P^à la loi suivant laquelle la densité varie dans toute son étendue.
Mais si, pour résoudre plus simplement la question, on suppose d’abord les corps parfaitemont 'homogènes, on uniformément denses en tous leurs points, Ij position du centre de gravité ne dépendra pfus que de la figure, et la.recj^rche'du» «entres de gravité deviendra un simple problème de G^métric.
-C’est dans cette. hypothèse^ de corps parfaitement homogènes, que l’on détermine ordinairement le;s cientres^de gravité des lignes , des surfaces et des solides qui sont soumis -à une description rigoureuse, et que l’on regarde comme doués d’une pesanteur uniforme en tous leurs points; et quoique ce prdblèmc -puisse
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paraître, au premier coup d’œil, de pure spéculation, il est facile de voir qu’il est, en Statique, ce que la quadrature 'des aires, ou la cubature des solides est en Géométrie. Comme les résultats que la Géométrie nous donne sont d’autant plus exacts dans l'application , que les figures sont plus semblables à • cdles que la Géométrie suppose, ainsi dans la détermination des centres de gravité, on trouvera ces points d’autant plus près des lieux que la théorie leur, assigne , que les corps seront d’une substance plus homogène, plus uniformément répandue, et nrminés par des surfaces plus parfaites. • .
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147, Toute figure dans éaguelle il s« trouve un point tel, qu'un plan quelconque mené par ce point coupe la figure çn deux parties parfaitement symétriques, a.son centre de gravité éh ce point, que- l’on nomme ordmdrremént .le centre de la figture.
Eb effèt, si l'on fait passer un plan quelconque par le centré de la figure, conune ce plan la coup^en deux parties parfaitement sy-
métriques , il n’y a pas de raison pour que le centre de gravité , qui est un point unique , et dont la position ne dépend que de la figure , se trouve d’un côté de ce plan plutôt que dé l'autre donc il sera dans ce plan : le centre de gravité devant -donc se trouver à la fois dans tous les plans que l’on pourrait conduire par le centre de figure, sera en ce point même, qui est la commune inlerseotion de tous ces plans.
148. Ü résulte de là, i® que le centre de gravité d'une lignek drqite est au milieu de sa longueur;
3*, Que le centre de gravké de l’aire d>’un parallélogramme quelconque est à l’intersection de ses deux diagonald's , ou au milieu de l’une d’elles;
3®. Que le centre de gravité de la solidité d’un parallélipipède est à l’intersection de ses quatre diagonales, ou au ^Ueu de l’une d’elles.
On pourrait encoVe en çoncluce que le centre de gravité du contour ou de l’esre d’un cercle est au centre de ce oercle; que le centre de gravité de kn surface ou de la solidité d’une sphère est au centre de cette sphère; que celui de là surface'.ou de la solidité d’un cylindre à bases parallèles est au milieu de son axe ; etc.
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Mais on l emai-quera- sqrtout' les trois premiers corollaires sur les centres de pravité de la ligne droite , du. parallélogramme et du parallélipipède , parce que l’on peut regarder ces Bgures comme les éléraente de toutes les^autres.
• Problème I. -
149. Trouver ‘ k centre de e/ravité Ai contour d’un polygone quelconque, et en général d’un assemblage de droites disposées comme qn voudra dans l’espace. . *
On regardera chaque, droite comme conceta- * trée en son centre de gravité, lequel est au miheù'de sa longUeur; et l’on n’aura plus à considérer qu’un assemblage de points représentés , pour lenrrpoids respectîls, par les longueurs des lignes dont ils sont les centres 'de gravité.
On trouvera donc le centre de gravité du système par la composition successive de ces pdid3 , ou par la tbédrie des- motients, comme ir a été dit plus liaut. * • *
159. On pourra souvent, par des «ansidérations particulières, «déterminer les centres de gravité plus facilement 'ame par la méthode générale.
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' S’il s'agit < par exemple’, de trouver le ccutre de ('ravitë du contour d’un triangle , on n’aura qu’à joindre les milieux des trois côtés par trois lignes., ce qui formera un triangle semblable au -triangle proposé; et , partageant les angles de ee triangle en deux parties égales par ^cs droites , ces drmtes jK .eou^eront au centre de gravité cherché. ;
C’èst-à-dire que le centre de gravité du contour d’un triangle n’est autre chose que le centre du cercle inscrit au triangle formé par les lignes qui joignent- les milieux des trois côtés.
Proj}lème II. .
Trouver le centre de tjravUé de l'aire d’un polygone quelconque, et en général d’un assemblage de figures planes et rectilignes disposées comme on voudra dans l’espace.
Tous les polygones pouvant se décomposer en triangles , nous allons voir d’abord comment on trouve le - centre de, gravité d’un 'triangle quelconque. Après quoi, prenant les centres de gravité de tous les triangles xjui composent le système proposé , ntfus n’aùronç plus à considérer qu'un assernblage.de points, donnés de position, et dont les poids respectifs seront représentés par les aires des triangles dont ils Statiqdr P. I 3
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sont les centres de gravit^ ; et le problème se
résoudra comme le précédent. -
. J üu centre de gravité du triangle.
152. Soit ABC {fig. 38) le triariffle proposé.: considérons sa surface corhme composée d'une infinité de tranches' pai^lèles à la base BC. Il est visible que la ligu^ droite “AD menée du .sommet A au milieu D'de la base, divisera toutes ces tranches en deux parties égales, l.eurs centres de gravité respectifs seront donc tous sur la droite AD , et par conséquent celui de leur système, c’est-à-dire celui dix triangle,* y sera aussi.
Par un raisonnementtout à fait semblable, on ferait voir que-lç’ centre de gravité du triangle doit aussi se trouver sor la ligne BE qüi serait menée du sommet de l’angle B au milieu E du cAfé opposé AC.
Le centre de gravité devant donc se trouver à la fois sur les deux ligne.s AD , ËE , ■sera nécessairement à lèur intersection G.
Mais si l’on joint DE, puisque les points D et E. sont les milieüx respectifs des côtés CB, CA, la droite DE sera parallèle à AB et’ en sera la moitié. Or, si DE est moitié de AB, à cause des triangles semblables DGE,-AGB, le côté DG sera aussi moitié de son homologue ’AG.
Digili^ed by Googli
Donc , DG sera le tiers de Al) , et AG en sefti
les deux tiers. ■ - . • * ' '
..Doue, Iç centre de gravité de l’aire' ct^un triangle quelconque est situé sur une ligne menée de Fun quelconque des trois angles' au milieu '
de la base opposée, et se trouve au tiers de cette ligne à partir de la base, ou aux deux tiers à fiartir du sommet de F angle. r-,
La démonstration précédente-*est si naturelle •' '
et si simple , que nous n’avons pas cru devoir ' <
l’omettre ici. Ou 'pourrait hii donnèr toute la rigueur possible, au moyen de fcette métbod^i connue, dont les exemples sont si multipliés dans les éléments de Géométrie ; mais le jj|çteur peut y suppléer. • .
Au reste, voici , une- démonstration nouvelle qui ne laisse' l’ien à désirer du côté de l’ex^actitude. .
1^. Par le milieu D de la base BC du triangle ABC (^9. 39), menez ainf deux aufres côtés Fig *9 les parallèles DE, DF, qui- les rencontrent en E et F : le triangle proposé sera décomposé en un parallélogramme AEpI^, et deux triangles DEC, DFB, parfaitement égaux entre eux, et semblables au premier. '
Le moment du triangle ABC , par rapport à .
une ligne quelconque menée dans son plan,
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sera donc égal à la somme des moments du pa> rallélogramme et des deujc trianglé&: .
Soit a l’aire d’uo de ces triangles , sera celle du triangle proposé. Donc , si l’on nomme x la distance du centre de gravité de be triangle à la base BC, on aura pour son moment * par rapport à cette ligne.
Soit h la hauteür du triangle ; - sera la dis-
tance du centre de gravité du parallélogramme à la base ; et comnv? son aire est au , son 1110-
•fient sera au 5< c’est-à-dire ah.
Ensuite, les deux triangles BFD, DEC ont viéblcraent leurs centres de gravité à même distance de la base BC ; donc , si l’on nomme x’ cêtte distance, la somme de leurs moments .sera iax'.
On aura donc 4®^ = ah ia.x'\ ou bien , en divisant 'par 4c ,
SI l’on 'supposait ,”avec Althicùède , que ^ dans les triantes semblables , les centres de gravité sont ‘des points semblablement placés'; aloj^, cômmè les dimeqsions' 4“’ ü’îangle. BfD ou DEC sont moitiés de celles du triangle ABC,
on aurait x^=-; et substituant dans l’équation
DE STATIQUE. Iÿ7
précédente , on trouverait sur-le-champ
Ce qui fait voir que le centre de gravité du triangle se trouve placé au-dessus de chaque côté, -à une distance égale an tien, dé la hauteur de l’angle opposé , et que p>ar conséquent il est au point déterminé ci-dessus.
Mais on peut parvenir à cette conclusion sans* aucune hypothèse : car, puisque l’on a trouvé pour le triangle ABC
.T étant la distance de son centre.de gravité à la base BG, et x' la distance du centre de gravité du triangle BFD à sa base BD; en imaginant que l'on fasse , dans le triangle BFD , la même construction que l’on a faite dans le triangle
ABC , si l’on nomme x" la distance analogue à
cellè qu’on a nonunée x', et si l’on observe que la hauteur du nouveau triangle est deux fois
, plus petite que
celle du premier, on aura'
^ il ■ '
Et continuant la même construction, on
Jg8 ' • rlémemts
Iroiivera - • . . , ■ _ .
etc., etc.,
r*, or*’, etc., désignant les distances des éentres dé gfavité à la base dans les triangles successifs, distances qui diminuent sans' cesse , et dont la dernière peut être rendue moindre que toute 'grandeur donnée, puisqu'elle est toujoui*s plus petite que la hauteur du trianj^e dans lequel on la considère.
On aura donc, en substituant successivement dans la première équation , à la place de x\ r*', .r", etc. , leurs valeurs.
X = d’où X ==
> -1- 7^ -tr 7-7-7 + 1 3 l'iufiui ;
ce qu'il fallait démontrer.
^ • Remarqucj^ • ' '
Soient .trois masses égales ayant leurs
centres de gravité situés aux trôis angles res- 3.S. pectifs du triangle ABC(yïÿ. 38). Le centre de gravité de ces trois corps sera le même que celui du triangle.
> i)E sta'J'KJUK- • ‘ ^y9
Car, pour trouver celui des trois cçrps, il n’y a qu’à, prendre d’abord le centre de gravité de deux quelconques d’entre eux, celui des deux corps B et C, par exemple y lequel est au point D, milieu de BCj ensuite joignant DA, on n’a qu’à diviser cette .droite au point G dans la raison réciproque de a à i .
Or,' cette construction donne aussi le centre de gravité Ju triangle ABC.
11 résulte de là et du n” 140, que la distance du centre de gravité d’un triangle à un plan situé'd’une manière quelconque dans l’espace, est. égale à la moyenne distance de ses trois angles^ au même plan. . . .-r
^ • • • Centre de gravité du trapèze.
155. Si l’on prolonge jusqu’à leur rencontre les deux, côtés du trapèze, on forme deux triangles semblables de mêpie sommet, et qui ont pour bases les deux bases du trapèze ; ét comme la ligne qui va du sommet commun au milieu de la base inférieure passe au milieu de la base supérieure, il s’ensuit que cetleT ligne passe à la fois par les centres de gravité des deux triangles, et par conséquent par celui du trapèze qui en est la différence. Le centre de gravité du trapèze est donc sur la ligue qui joint le.s milieux .de ces deux bases parallèles : ainsi
il ne rpste qn’à trouver sa distance à l’une on à l’autre de ces bases , ou , si l’on veut , le rapport de ces deux distances.
Nommons y.TÿT|a distance inconnue de ce point à la base inférieure, et H et /> les hauteurs des deux triangles semblables. Si l’on représente par H* l’aire , ou le poids du grand triangle, /j* sera le poids du, petit, et H* — /i* celui du trapèze. Le moment du premier de ces poids, par rapport à la base inférieure,
sera donc H*, le moment du second sera
'■■(5+ H-/,) , et le moment. du troisième,
(H* — /j*).ï. Ainsi, en égalant le premier de ces moments à la somme des deux autres, on aura , pour déterminer .r , l’équation
Si l'on cherche de même la distance^' du centre de gravité à la bUse supérieure, ou si l’on observe simplement que cette distance est formée dfe (H — A) diminuée de a. , on trouvera
' Comparant ^ ces deux équations, membre à membre, efôtânt* d’une part, le facteur commun 3(IT’ — Pt) de l’autre, le facteur corn-
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niun (H — /»)*, on trouvera, pour le rapport cherché , ”, :
JP ; y". \ ü ; /«+ aH;
ou bièn, mettant à la place des^hauteurs H- et h des deu.\ triangles, leurs bases B et 6 qui sont dans le même rapport , on aura la prop'ortion
d’où résulte ce théorème : .
Le centre de ijravité d’un trapèze est sur la ligne qui va du milieu de l’une de ses bases au milieu de l’autre , et il coupe cette ligne dans le rapport des deux sommes qu’on trouve , en, ajou- ^ tant d’un côté, à là première base, deux fois la seconde, et d’un autre côté, à la seconde base , deux fois la première.
On -peut tirer de là cette construction trèssimple: prolongez, vers la droite, l’une des deux bases, d'une longueur égale à l’autre ; cl celle-ci, vers la gauche, d’une longueur égale à la première; et menez la ligne qiu joint les extrémités de ces xleux proloügemeftts ; elle coupera celle qui joint les milieux des 'deux hases au centre de gravité du trapèze.
On peut remarquer que la proportion précédente ne dépend point de"la hauteur du. trapèze, màis uniquement du rapport 'des deux
aoa
bases, de sorte qu'elle est la même pour tous les trapèzes possibles de bases proportionnelles.
Si les bases sont éfjales , on a x = j ; ce qui * doit être; car le trapèze est alors un parallélogramme dont le centre est également éloigné rfe ceS deux bases opposées.
Si ’l’urie des bases b devient' nulle, on a J = 2x; et en effet le trapèze devient un triangle dont la base est B , et dont le centre est deux fois plus près de la base que du sommet.
Problème III.
156. Trouver le centre de qravité de la solidité d,’un polyèdre quelconque, et en général, cf uft assemblage de polyèdres disposés comme on voudra dans l espace.
Tous les polyèdres pouvant sç décomposer en pyramides triangulaires; nous allons voir d abord comnveut on trouve le .centre de gravité d’une pyramide triangulaire. Après quoi, prenant les centres de gravité de toutes les pyramides qui composent le système proposé. Ton u’aura plus qu’à, chercher, le centre de gravité d’un 'assemblage de points, représentés, pour leurs poids par les volumes des pyramides respectives dont ils sont les centres de gravité; et le problème se résoudra comme il a été dit ci-dessus] ■ * • . •
DE s•rA'^.lQ^j^:.
% Du cetilre <it‘ ijmvité-dt lu fjjrauiida.
157. ■ Soit ABCD {fiy. 4o)'une pyramidetiu. jo. triangulaire quelconque. Si nous considérons * cette pyramide comme composée d'une infinité de tx’anches parallèles à la base BCD, il est, visible qu’une droite menée de l’angle A en un point quelconque de la base, couperait' toutes <‘e$ tranches et la base elle-même , en des points Neinblablentcnt placés : donc, si cette droite, est menée au centre de gravité I de la base , elle passera par tous les. centres de gravité des tranches parallèles. Le centre de gravité du système de ces tranches, et par conséquent celui de la pyramide, devra donc se trouver sur la droite AI. ^ . .tV
Mais , par un raisonnement tout à .fait semblable cm voit que le centre de gravité dé la pyramide doU aussi se trouver sur la ligne CH qui serait menée de l’angle G au centre dé gravité H de la face opposée : donc il sera bécessairement à l’intersection G de ces deux droites.
Ainsi les deux lignes 'AI et GH doivent né-* cessairementse rencontrer : 'et c’est ce que l’on voit d’ailleurs indépendamment dè la’ cbnsidération du centre de gravité ; car si l’ob tire CI ,*
« ptte droite ira coupér le cètéBl) en son<.ijirlleu I:', puisque le point I est le centre de gravi) é
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du triangle *BCD ; par la même raison , si l'on - tire AH , cette di-oite ira rencontrer BD au même point E, et par conséquent les deux . ' droites AI , CH seront dans un même plan , qui est celui du triangle AEC , et elles se couperont nécessairement.
Actuellement, si l’on remarque que le point I est au tiers de EC , et le point H au tiers de EA (lo2), il est clair qu’en joignant IH, cette droite sera parallèle à AC, et en sera le tiers. Mais si la droite IH est le tiers de AC , à cause des triangles semblcibles IGH , AGC , le côté IG sera le tiers de son homologue GA , ou bien .sera le quart de IA , et AG en sera les trois quarts.
Donc, le centre de gravité d’une pyramide triangulaire est situé sur une ligne menée de l’un Quelconque des quatre angles au centre de- gravité de la base opposée ; il est au quart de cette ligne , à partir de la base , ou aux trois quarts, à partir du sommet de l’angle.
Remarque.
158. Ou peut aussi appliquer à la pyramide triangidalre une démonstration analogue à celle «que l’on a donnée pour le triangle.
Mais pour cela considérons d’abord le prisme • Fig; 41. triangulaire : soit AhCabc {fig. ji) le prisme.
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Par le milieu E du côté AB de sa base ABC-, conduisons deux plans EFy; EDf/ parallèles aux faces respectives BGcô^ 'AOca. Nous décomposerons’ ce prisine en'deux autres, et un parallélépipède. _ * -,
Si l’on nomme a la solidité' de l’un de ces deux prismes, lesquels sont parfaitement ^anx, on aura pour celle du prisme proposé, et 2a pour celle du parallélépipède.
Cela posé soit jf. la distance du centre de {gravité du’ prisme total à la face BAa//; on aura pour son moment par rapport à cette face. Soit de même, pour le^eux prismes partiels, x' les distances de leurs centres de gravité au même plan , distances qui sont parfaitement égales entre elles; on aura' aor' pour la nomme de leurs moments. Enfin , nommant • /> la hauteur de' l’arête Ce au-dessus du plan parallèle BAn/>, le moment du parallélépipède
sera évidemment an— ,. ou simplem’ent a/i.' On
aura donc 4«J-' = o/i adaf', et par c’onsé- 4. jr' • .
quent x — ; et si Ion appuque,,mot à
m’ot' toiTt *ce qu'on a' dit, (153), oh, tê6uve;a
Ce qui fait voir que le centre de, gravité d’un prisme «triangulaire est,. ‘à l’égard de chaque
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face ^ au tiers de Ui Fiaiiteur de l’oféte parallèle à cette face ; d’où il est facile de condjire qu’il est sur la lq»ne. G</ qui joint les centres de gravité dès deux bases. Et d’aflleiirs il est-aisé de voir que ce point tombe au milieu I de cette droite Gg, que je nommerai pour .un moment l’axe du prisme. En effet, imaginez le prisme partagé en-uii nombre quelconque de prismes égaux par des plans parallèles à la basé , et soit d la distance du centre de gravité .de l’un de ces petits prismes au milieu de son axe. Il est clair que de centre de gravité O de leur Système ,.et par conséquent celui du prisme total,. se trouvera aussi à la même distance d du milieu l de son axe Gg. Or , quelque petite que soit la longueur d’un prisme, il est évident que le centre de gravité est toujours dans l’intéiieur du solide .' donc, puisque la longueur de chaque prisme partiel peut être rendue moindre que toute grandeur donnée, la distance 01 = d est moindre que tout' ce qu’on voudra , et par conséquent nulle. ' '
1 59. Actuellement , soit une pyramide trian- 4‘‘*gulaire ABCD {fig. 4 Par le point L,. milieu de AC, faites passer la section LMK parallèle à la base BCD,.et la section LEP parallèle à la face ABD. Menez KH.parallèle à EE, èt joignez E-H.
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liB p>’raiuide proposée sera déconiposét* <>n deux prismes équiva|euts,'ruu dont la base est EDH, l’autre dont la base est LEF,.et en deux pyramides triangulaires ALMK, LCEF parfaitement égales entre cllfes, et semblables à la pyramide proposée.
Cela posé, égalons le moment de là .pyramide totale, par rapport à la bjt^.BCD^ à la somme, des moments des deux prismes et des deiA pyramides partielles., par rapport au même plan. . ‘ /
Soit a la solidité de l’ûpc'de ées deux pyramides, Sa sera celle de 'pyramide entière, et si l’on nomme x la distance de .son centre de gravité à la base , on aura Sax pour .son moment. ' . ,
Soit h la hauteur de la pyramide entière ; le prisme dont la base est EDH aura .son ceutre
de gravité élevé, au-dessus'dè Ta Base, de
et comme sa solidité est* son moment' sera'
3a Le second prisme, 'dont la bas»;, est EEF,.>
aura son centre de gravité élevé au-dessus 'du plân BCD de ^.^(158); et comme sa solidité
est 3a, son moment sera 3a g. ' ^
■' Enfin si. l’op nomme x' la hauteur du cePtrç
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de gravité 'de la pyramide LGEF au-deasuâ d« la base BGD , la_ hauteur du centre de gravité de la seconde pyramide ALMK sera évidemment x' + et l’on aura, pour la somme des moments de ces pyramides ,
ax
ah ,
OU 1- lax' .
On aura donc en réunissant,
O . 3<iA 3<jA 8«r=^+-^
ah
réduisant , ét divisant par 8a , .
Si l’on sup'posait que, dans les pyramides semblables, les centres de gravité sont des points semblablement placés, comme .les dimensions de la pyramide ECEF sont deux fois plus petites que célles de la pyramide proposée ABCD, on aurait
el substituant dans l’équation précédente , op trouverait . ,
Ce. qui nous' ferait voir que, dans toute pyramide triangulaire, le centre de gravité est élevé
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uu-d^sus de chaque- face au quart de ia liauteur de l’an{i[lc opposé; d’où il est facile de couclurb qu’il est au point déterminé ci-dessus. Mais on peut parvenir à l’équation précédente sans aucune hypothèse.
En effet, si l’on imagine que l’on ait fait dans la petite pyramide LCEF la même construction que l’on a faite dans la pyi-amide ABCO, en nommant x" la distance analogue à celle qu’on a nommée x', et observant que la hauteur de la nouvelle pyramide n’est que la moitié de la haiiteur A de la première, on aura, comme cidessus,
et continuant la meme consti-uction dans les pyramides successives , on trouvera
etc., etc.,
.r*, x*’', etc., désignant les distances successives des centres de gravité des pyramides à- la base. Or,, ces disUmees diminuent sans ces^e, et deviennent plüs petite’s que toute grandeur donnée, puisqu’elles soqt toujours moipclres
SxATIQrF. P. ■
que les hauteurs des pyramides dans le^uelles on les considère. On aura donc, en substituant successivement dans la première équation, à la place de x', x", x*, etc., leurs valeurs.
d’où l’on tire .
ce qu’il faUait démontrer. '
Remarque.
Soient quatre masses égales dont les centres de gravité soient placés aux quatre angles d’iine pyramide triangulaire : le centre de gravité de cçs quatre corps est le même que celui de la pyramide.
Car, pour trouver celui des quatre corps, il n’y aurait qu’à prendre d’abord le centre de gravité de trois quelconques d’entre eux , lequel est au centre de gravité de la face même 'aux angles de laquelle ils sont placés (1 S4) , et joignant ensuite le centre de gravité du quatrième coqisà ce point, il faudrait diviser cette droite à partir de la face, en i^en réciproque de 3 à r: or, cette construction donne aussi le centré de gravité de la pyramide.
U résulte <ie là que la distance du centre de ^avifé d’une pyramide triangulaire à un plan situé d'une manière quelconqué dans l’espace, est ^ale à la moyenne distance de scs quatre angles au même plan.
Ija même propriété appartient aussi an prisme triangulaire. . _
Benumfue y^nérale.
160. Pour déterminer le centre de gravité d’un polyèdre, il n’est pas toujours nécessaire de le décomposer en pyramides triangulaires, il se présente souvent des siêaplifications dont U faut profiter. • -
Par exemple , on trouvera, le èentre de’ gravité d’un prisme quelconque à bases parallèles , en prenant le centre de gravité de la section parallèle aux bases , menée entre elW à égalés distances ; ôu bien , , en prenant le milieu de la ligne qui. joint les centres dé gravité dé ces deux bases.
Cette proposition est sT facile à démontrer directement, ou à déduire de ce que nous avons dk sur lé prisme triangulaire, qii’il est inutile de s’y arrêter.
161.. Si l’on considère un cylindre quelconque â bases parallèles comme un prisme
dont la base est un polygone d'àne infinité de côtés , il résulte de ce que nous venons de dire que le contre de gcavité de ce cylindre est au
milieu -de lallroite qui joint les centres degra-
vité de ses deux bases.
162. On a pu voir précédemment que )e centre de gravité d'une pyramide triadgulaire , est le mêùie que le centre de gravité de la section parallèle à la base , menée au quart de la hauteur du sommet.
Cette propriété s’étend à une pyramide queïcot^ue; car si l’on partage la base en triangles par des diagonales, et que l’on conduise des plans par ces lignes et par le somniet , on décomposera la pyramide proposée en autant de pyramides triangulaires qu’il y a de triangles dans la base. Toutes ces pyramides auront une même hauteur, qui est celle de la proposée, et par conséquent leurs solidités respectives seront proportionnelles à leurs bases ou à des sections parallèles faites à même hauteur. Donc , si l'on coupe toutes ces pyramides par un plan parallèle ay plan de leurs bases , mené au ^art de la hauteur du sommet commun , poisque leurs centres de gravité respectifs sont les mêmes que ceux -des sections triangulairès correspondantes, et que leurs solidités ( ou leui-s poids)
sont • proportionnels à ccs sections , il s’ensuit que le centre de gravité du système ces pyramides est le même que celui de tous les triangles on du polygone qui résulte de leui' assemblage.
Mais, si l’on tire une ligne droite du sommet au centre de gravité de ce polygone , cette droite ira passer au centre de gravité de la- base, et sera côupée par le plan du polygone aux trois quarts de sa longueur en partant du sommet , ou au quart, en partant de la base. ' '
163. Donc, le centre de gravité d’une pyramide à base quelconque , est sur la ligne menée du sommet au centre de gravité de la base , au quart de cette ligne en partant de la base , ou aux trois quarts en partant du sommet. . ■
lË^d'. En cousidércUit le cône comme une pyramide dont la i)ase est up polygone d’une infinité de. côtés, on-voitqüe le centre de gravité d'un côpc à base quelconque est sur la ligne qui joint le sommet au centre de gravité de la base, au quart de cotte ligne à partir de la base, ou aux trois quarts à partir du sommet du cône. /
Centre de gravité du tronc de fiyramide.
On voit d’abord que le centre de gra
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vite tï’un tronc de pyramide est sur la ligne qui joint .les centfes de gravité de ses deux bases car supposez rétablie la pyramide entière dont on’ a retranché une pyramide semblable,- .par une section parallèle à la base, pour former le tronc dont il s’agit. Gomme la ligne qui va du sommet au centre de gravité de l’une des bases passe au' centre de gravité de l’autre, U s’ensuit q«ie cette ligne passe à la fois par les centres de gravité des deux pyramides Semblables , et ÿar cônséquent par celui du tronc qui en est la différence. Ainsi il ne reste qu’à trouver la distance de ce point à l’une où à l’autre base. Ou, si l’on veut, le rapport de ces deux distances.
Or, soit a: la distance de ce centre à la base inférieure, et nommons H et h lés hauteurs des deux pyramides semblables. Si l’on représente par H* le Volume ou le poids.de la grande pyramide, /j’ sera lé poids de la ptetite, et H* — /i* celui du tronc :.'et les trois moments de ces poids par rapport à la base' inférieure
seront ^ ^
Donc, en. égalant le premier de ces moments à la somme des deux autres, on {lura, pour déterminer .r , Téquation
'4(ID - = H’ - 4/.“H -h 3/i* ,
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dont he premier membre est divisible une fois^, et le second deux fois par ( H — h) , qui est la hauteur du tronc. • ' ' • ^
Si 1 OU' cherche de même la distance j du centre de gravité à la base supérienre , ou si l’on observe simplement que y est composée de H — h diminuée de or, on trouvera l’équation
dont lé premier membre est divisible de même par H — A, et le second par (H — /i)*.
Comparant donc ces deux équations, et sup- ' primant les facteurs communs, on aura, pour le rapport cherché , x ; : H* + aHA -t- 3 A* ; A* + aAH + 3H* : ou bien, comme dans les pyramides ou le» cônes semblables, les bases sont proportionnelles aux carrés des hauteurs ; si l’on met pour H’ et A* les deux. bases B et A du tronc ,. et par conséquent pour HA une base moyenne géométrique entre les deux, on aura la proportion
’ x: j; : B -I- 2 -t- 3A;6 -t- 2^Éh -f- 3B;
d’où résulte ce théorème ;
Le centre ^de gravité dun tronc de cône ou de pyramide est sur la ligne qui và du centre de gravité de l’une des bases au cehtre de gra-
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vUé fie l’mUte; et il ceupe cette ligtte dans le rapport des 'deux sommes (fti'on twuve,. en pj-enant d’un jcàlé : une fois la première base, deux fois la moyètmc yrométrUpie entre cellfxi et la . seconde, et trois fois la seconde; e{ ^'wi autre d)té, dans l'ordre inverse-, une fois la seconde base, deiLV fois la moyenne et -trois fois la pre- . mière. . . . ■
Au reste , on voit qu’il nVst pas nécessaire ici de mesurer ces bases (dont la quadrature ponrraît être longue , ou même assez difficile* dans le cas d’uOe base courbe) , niais qu’il suffit d’avoir trois quantités qui leur soient proportionnelles, et par conséquent de prendi'e dans lés deux bâses semblables du tronc proposé, deux lignes homologues A et de faire les carrés'A* et a*, et le rectangle An qui sera moyen géométrique
cnlré eûx. • < ‘ »
Gn peut remarquer que, dans la proportion précédente , lé rapport de .r à- y ne dépend point de la' hauteur du .tronc, mais- uniquement du rapport des bases, eLque,- par conséquent, U est le même pour tous les troncs possibles de; bases proportionnelles.
Si les deux bases du tronc sont égales, la proportion donne x = j ; .et en effet le solide devient aloi-s un prisme ou un cylin4i'e doql le centre est également éloigné des deux bases.
DK statique.* ^ 217
Si l'ane des bases b est nulle, on a pour la distance jr du centre à l’autre hase B , 3jt : et en effet le tronc dont il s’agit devient alors une pyramide ou un cône, dont le centre est trois fois plus près de la base que du sommet. * »
On pouiTiut multiplier les exemples, mais ce que nous avons dit suffit pour l’objet que uous > nous sommes proposé. Nous terminerons ce cba- *. *. '•*.
pitre par^quçlques propriétés remarquables des / centres de gravité.
Propriétés généraics ttu rentre fie gravité. f
Lorsque des forces P, Q, JR, 8, etc
{jig. 43), dirigées. comme on voudra- dans l’es-Jnc- 4î. pace, se font équilibre autour d’un même point A , on sait que ces forces, estimées suivant une droite quelconque AX passant par ce point, . doivent aussi se faire équilibre.
Donc, si ces forces sont représentées par les parties AP, AQ, AR, AS, etc. , de leurs directions, la somme de leurs projections Ap, Aq, Ar,
As, etc., sur l’axe AX, doit être égale à zéro; en comptant comme positives les projections qui tombent d’iiU mémo côté du point -A y et comme négatives celles qui tombent de l’autre
. cAté. Mais si l'oû menait par le point A un plan MN perpendiculaire à AX, les projections Ap, Aq, Ar, etc.% exprimeraient les distancés des extrémités des forces au plan MN ; donc , puisque leur somme est nulle , la moyenne distance de ces points au plan MN est aussi nulle.
Donc , lorsque tant de forces que ton voudra sont en équilibre sur un point, ce poiipt est le centre de gravité de corps ou points massif égaux qui seraient placés aux extrémités des lignes qui représentent les forces en grandeurs et en di~ rectioni.
Et réciproquement, si l'on considère un assemblage quelconque de masses égales ^ et qu’on mène de leurs différents centres, des lignes au centre de gravité dû système , i il est 'visible que des forces représentées en grandeurs et en directions par ces lign^, se feraient équilibre entre elles. ‘
Car la moyenne distance des extrémités de ces forces à un plan quelconque passant par lè centre de gravité,' serait nulle; la somnte de ees forces estimées suivant un axe^quelconqne .passant par ce point serait donc nulle aussi, et par conséqitcnt il y aurait équilibre.
On voit par ià quo si troisforces sont en équilil)re'sur un point, t*c poidt est le centre de
gravité du' triangle formé par les droites qui joindraient les extrémités des lignes qui représentent ces forces en grandeurs et en directions ; car Ic'centre de gravité du triangle est le même que celui des trois corps égaux dont les centres seraient placés aux. trois angles.
Et de même, si quatre forces sont en équilibre autour d’un point, ce poiut est le ceirtre de gravité de la pyramide triangulaire' formée par les six droites qui joignent les- extrémités des lignes qui repi*é$entent les quatre forces en grandeurs et çn directions. ' •
Et réciproquement, il y a équilibre cEdre trois forcés exprimées par les distauce^des trois angles d’un triangle quelconque, aO centre de gravité de ce triangle;* et de mêmC^. entre quatre forces représentées par tes distances des quatre coins d’une pyramide triangulaire quelconque,, au* centre de gravité de cette pyramide.
Mais voici tuAc conséquence plus générale: si l’on suppose que toutes les molécules égaies d’un corps de ligure quelconque soient attirées vers un mêm’e point par des forcés proportionnelles à leurs distances à ce point , et qu’il y ait équilibre, ée point sera néfcessaireraent lecén-r tre de gravité du. corps. '
Et réciproquement , si le point vers lequel
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toutes les molécules sont attirées pi^portionnellement à leurs distancés, est le centre de gravité du.cocfîs, il y aura équilibre , et le corps ne pourra prendre aucun mouvement en vertu de ces attractions.
C’est le cas de la terre supposée spbénque et homogène; car, daus la loi de Newton V- si une molécule située au dehors du globe est attirée en raison inverse du carré de sa distance atf centre, on trouve que, dans l’intérieur, chaque -molééide pèse vers le centre en raison de la simple distance. Ainsi toutes les forces de la gravité se font équiKbi'e autour du, centre de la terre. ... " .
Au reste, je ' .ne donne ce coroHaire .que comnte le résultat njathéiltatique d’une simple hypQtbèse, et non pas comme une prciive de l'équilibre de la terre en vertu -des différents poid^ de toutes ses parties ; car if est. manifeste que cet équilibre a lieu dans la nature, mais par une autre raison générale qui ne dépend ni de la. proportion ni delà direction des forces'de la gravité. Et en. effet , si le poids de chaque parti* culc de la terre vient de l’aUTactibn que toutes les autres c.\ércent sur elles ; comme , entre deux paTiicuIes égales, l’action est nécessairement égalé et réciproque , il .s’ensuit que le poids de chaque particule est la résultante d une infi-
mté de forces dont chacune a son égale et contraire dans le système, et que par conséquent toutes ces résultantes ou tous ces poids doivent se faire équilibre entre eux, quelles que soient d’ailleurs et la forme et la constitution de notre globe, et .même la loi d’att9*action qui pourrait exister entré les partie de la matière. . , ■
Désignons par- M -t-i le nombre 4es forces P* Q» H » -S, etc., qui se font équilibre autour du point A , et considérons tonjeurs leà M -4- î corps ou points massifs égaux placés aux extrémités des ligues- qui représentecit ces forces!
De .point A étant le centre de gravité de tons ces cOrps, il est clair que si la.H^e'PA', qni va de l’ûn d'eux au point À, est prolongée d tirie quantité AC égale à la M* partie de sa longueur , le point G si^’a le centre de 'grayité des M antres corps. Mais toutes les forces P, Q', R , S, etc., étant en . équilibre , l’une d^eiiès P 'est égale et directement opposée à la résultante des M antrës Q, R, S ,’ etc. Donc eit a cës théorèmes ;
I “. La régùltànte de M forces représentées par autant de lignes qui parlent d 'un même point A est dirigée de ce porni Vers ‘le centre de gravité G dè M corps égaux 'qt^ on supposerait placés Otix eX~
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trémités de ces Ugves; et la yramlem- de cette résultante est représentée par M fois la distance AG àu point d’application de ces forces à ce commun centre de gravité.
On peut conclure de là que , si les molécules égales d’un corps ou système de figure quelconque s’attirent en raison de leurs distances mutuelles , chaque molécule du corps pèse vers le centre de gravité eu raison de sa distance à ce centre. Car, en représentant les forces d’attraction par les distances mêmes qui séparent les. M points égaux du système , il en résulte pour chacuu d’eux -ime attractiou totale , représentée par M T- f fois sa distance au centre de gravité des M — i autres, ou , ce qui est la même chose, par M fois sa distance. au. centre de gravité des M points qui composent le système entier.
On voit encore qire, dans cette loi d’atttaction des corps de figure quelconque agiraient exactement les uns sur les autres comme si leurs massés étaient réduites à des points, et se trouvaient, pour ainsi dire, coucentrées dans Ipui’s propres centres de gravité j ce qui, dans la loi de New.tod, ne peut avoir lieu, que pour des sphères liomogèneç , ou pour-des çorps composes de différentes couches sphériques dont chacune serait d’uuc deusîté uniforme. ‘ '
2“. Si l'on eoHsidère M corps égaux disposés entre eux comme on voudra , leur centre de gravité G peut se trouver en menant de ces corps autant de lignes à un point quelconque A de l'espace, composant entre elles toutes ces lignes à la manière des forces , et prenant , 4 partir du point A , ^ M® partie , de la ligne résultante.
Si l’on suppose que le point A change de position dans. l’espace, les forces représentées par les lignes qiïi vont des corps à - ce point changeront de grandeurs et de directions ; mais les résultantes de ces divers groupes de forces concourantes ne cesseront pas dé passer par le même point G : et il est évident que la même chose aurait lieu si', le point A restant, fixe > OQ faisait varier d’une manière quelconque la position .du système.
Donc ce point G, qui dans les.coips pesants est le centre des forces égales et parallèles que l’on suppose venir de^ la gravité , est aùssi le centre des forces qui seraient conyergerües vers un point quelconque A de l'espace, et proportionnelles aux distances des molécules à ce point. ■ ' '
Si donc le centré de gravité d’un coips est fixe , le corps souinis à de telles forces convergentes.sera en équilibre dans toutes les situations qu’oh voudra lui donner autour de ce point
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fixe. Ainsi, comme au de<ians de la terre suppos«;c’ spliérique et homogène,'* les molécules pèsent vers le centre en raison des simples distances, il s’«i8uit que, dans l’intérieur du globe, si un corps est soutenu par son centre de gi-a vite, il réstera on équilibre autour de ce point dans toutes k» situations. Mais il n’en sera plus de même au-dessus du globe, où l’attraction devient réciproqîae au caVré de la .distance; et si le corps, ‘par exemple, est un cylindre droit soutenu par le milieu de son axe, il ne pourra être en équilibre que dans la * position où cet axe' est horizontal oit perpendiculaire à IliorizAn.
Comme, dans la nature, les forces de la gravité ne sont, ni 'exactement parallèles, ni -exactement convergentes, ni dans les rapports précis qü’on vient de dire , on voit qu’à la rigueur U n^. a point dans un corps pesdnt de vrai centre de gravité, je veux dite , de point unique autour duquel les forces de 'la graVité se contre-balMcentpourtoutesles situàtions possibles du êorps^ Mais dans les corps de peu d’étendue que nous . considérons sur la terre, le point que nous avons déterminé jouit à très-peu près de cetté propriété, et l’erreur est insensible. • '
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Tout ce qu'on vient de dire de plusieurs points massifs é{jaux et des forces représentées par leurs distances à un même point de l’espace , s’applique naturellement à un système de points ou corps inégaux, dont les masses seraient ni, m', m", etc. ; car il suffit déconsidérer chacun de ces corps, tel que m, comme un groupe de ni points égaux , et de prendre pour la force appliquée à cc corps , m fois la distance de son centre au point dont il s’agit.
Ainsi, en nommant r, r', r", etc., les distances des centres des corpi ni , m\ m", etc. , à ce point ou foyer commun A, et faisant m + etc. = IVf, on peut dire que le centre de gravité G de tous ces corps se trouve sur la direction de la résultante des forces m'r, m'r', m"r", etc. et à la M® partie de la ligne qui la" représente.
Nommons R cette distance du centre G au point A : x. Y, z les trois coordonnées rectangles de G par rapport au même point; et soient de même a, j, z; x', y, z', etc., les coordonnées de m, m', etc. Les forces mx, mj, mz; m'x', m'y\ m'z' , etc. seront les composantes des forces mr, m'r', etc. ; et Mx, Mv, Mz, celles de
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ia résultante Mu. On aura donc
Mx = m.v -h/nV -1- 4 etc.,
My = mj + m'y 4* »u"y' + etc.,
■ Mz = mz -t- mV + m"z" + etc.
Faisant les carres, ajoutant, et observant qu’on a X* -+■ Y* -h z* = R®,
etc. ,
on trouvera
M*r® = -H in'^r'^ 4- m"*r"^ 4- etc.
etc
Au lieu du terme ;jmm'(a-x' 4-^^ 'V :s'), on pourrait mettre, comme on l’a vu n° 113, le terme amr.m'r' cos ip ip étant l’inclinaison mutuelle des deux lignes r et r', et ainsi des autres ; d’où l’on tire en passant ce théorème connu :
Le carré de la, résultante de tant de forces 'qu'on voudra appliquées sur un point est égal à la somme'des carrés de ces forces, et des doubles produits quoH peut faire en les- multipliant , deux à deux, l'une par l’autre et par le cosinus de leur inclinaison mutuelle.
On peut encore transformer chaque terme
imm' {xx'-^yy'-\- zz') d’une autre manière; car, si l’on désigne par a la distance de m à m', on a a» = (x - X')* -K (7 - yy H- (2 - 2')»,
et par conséquent^
2 (xx' -\-yy' ■+■ 2z') = r* + r'* — a“ ;
on a de même, en normmant |3 la distance -de m à m", ■ ■ '
2(xx^'+yf -h 22") = -h r"’ - /3*, ' '
et ainsi des autres. £n substituant ces valeurs , ou aura cette nouvelle expression de la résultante Ma, ■ .
M*r* = -f- ’-f- ■+■ etc. .
-H mm'’(r* -H r'* ‘ — a* ) •+■ etc.
. H- mm"(r* + r"*— 13*) H- etc. f + etc. ' '
Or, dans le second menjJbre de cette équation, r* est multiplié par m* mm' ■+■ mm" •+- etc.\ = m (m -h m' -f- m" -f- etc. ) = m M ; le carré'/-'* est multiplié de même par m'M, etc.; donc enfin, en réduisant’, on aura' cette équation remarquable:
Mb* = M/(mi-*)’— y'(mrB'a*)j
où le signe f{mr^) indique la somme des produits des masses par Jes carrés des distances de leurs Ceiitres au point A ; et le signe y(mm'a*)
la somme de leuiS produits deux à deux par les carrés des distances mutuelles de ces centres.
Par cette formule , qui ne contient plus que les distances mutuelles des corps, et leurs distances à un point quelconque A de l’espace, on peut trouver à quelle distance R de ce point A est situé le centre de gravité G du système ; de sorte qu'en cherchant ainsi cette distance par rapport à trois points donnés, on aurait la position du point G dans l'espace.
Si le point A change de position , les distances B et r, r', r',', etc. varient; mais les distances mutuelles a, .j3, y\ etc. , des différents corps ne changent point par hypothèse, et le terme f(mm'u*) est coi^tant: donc, puisque l’équation précédente nous donne
M/(mr») = fimm'a}) 4- M»R»,
il s’ensuit que le poiut A de l’espace pour lequel y(mr^)'a la plus petite valeur est celui pour lequel on a R = o , et que par conséquent ce point est le centre de gravité G du système.
Ainsi le centre de gravité d'un sy'itème de corps jouit de cette propriété, que la somme dés prôduits des masses pür les carrés des distances de leurs centres respectifs à ce point est un minimum, c’est-à-dire est plus petite que pour tout autre point de l’espace.
(^uaut à cette valeur minimum de /"(mr*), on voit, par l’équation ci-dessu.s où l’on fait R z= O, qu’elle est égale à la somme des produits qu’on peut faire eu prenant les masses deux à deux , les multipliant l’une par l’autre et par le carré de leur distance mutuelle , et divisant le tout par la masse entière du système; ce qui donne un -second théorème qui peut être utile dans plusieurs occasious.
$i le point A , en variant de position , reste toujoui-s sur une sphère décrite autour du centre dé gravité du système, R est constante, et par conséquent y*(;>ir*) ne change point, quoique lés distances individuelles r, r’, r", etc. , varifent par ce, déplacement du point A ; et il èn serait de même si, le point A restant fixe, le système tournait d’une manière quelconque autour de sou centre &.
Le rentre de (jràvilé d'un s^'stème .jouit donc encore de cette propriété, que si l'on fait touriner comme on 'voudra lé système autour de ce centre, la somme des produits des masses par les carrés de leurs distances à un point fixe quelconque reste toujours la même.
Si l’on suppose, comme nous l’avions fait . d’abord, que toutes les masses m, m', m", etc. , soient égales entre elles et à l’unité, M.en marque le nombre, et l’équation pi-écédente
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formule plus simple , et qu’on appliquerait également à tous les systèmes possibles , en imaginant que les différents corps y soient tous divisés en parties égales.
Dans le cas de n = o , on a M f{r* ) — /(a*) , d’où l’on tire ce théorèftie.de Géométrie :
La somme des carrés des distances mutuelles de M points égaux, est égale à M fois la somme des carrés de leurs distances à leur commun centre de gravité.
On voit par là que la somme des carrés des six arêtes d’une pyramide triangulaire est égale à quatre fois la somme des carrés des distances des sommets au centre de gravité de la pyramide ; car ce centre est le même que celui de quatre corps égaux placés à ces, sommets ; etc. , etc. ;
Dans ce qui précède, on n’a considéré qu’un système invariable de figure, c’est-à-diré dont les points sont liés de inanière qu’aucune de leurs distances mutuelles ne puisse changer. Mais on voit encore ici que, si la fgure du système était variable suivant celte condition (pie a somme des carrés des distances mutuelles des difféients points fit constante, la somme des
carrés de leurs distances au centre de gravité demeurerait aussi constante, et réciproquement.
Maisje passe à d’autres propriétés des centres de gravité. •
167. Soit une courbe plane quelconque ABC (^9., 44)» tourne autour d’un axe PZ situé Fi'g 44. dans sou plan, de maniètx: que tous, les points de la courbe demeurent toujours aux mêmes distances de cet axe; cette courbe engendre une surface que l’oa nomme surface de révolution.
Pour, en déterminer l’aire, on peut -remarquer que. chaque 'élément ds de la courbe génératrice produit une surface de cône tronqué dont l’aif| est égale, au côté ds multiplié par ia circonférence du cercle que décrit son milieu, ou son centre de gravité autour de l’axe PZ.
Donc, si l’on suppose tous ces éléments égaux, la surface entière .sera égale à leur somme multipliée par la circonférence moyenne entre ■' celles que décrivent tous leurs centres de gravité. . • .
Mais cette moyenne circonférence a pour rayon la moyenne distance de tous ces points à l’axe de révolution , ou bien (140) la distance
du centre de gravité de la courbe au même axe ; donc on peut dire :
Que C aire d une surface de révolution est égale à la longueur de la génératrice nuikipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité autour de taxe de révolution.
On voit de la même manière que si plusieurs courbes situées dans le. même plan tournent autour d’un axe situé dans ce plan, la somme des surfaces engendrées est égale à la somme des génératrices, multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de leur système. •
Mais il faut observer que , loi-sque la génératrice ou les génératrices ne sont pas situées en entier d’un même côté de l’axe, l'expressiôn précédente ne donne plus que la |pmme des aires engendrées par les parties qui sont dHin côté de cet axe, moins la somme des aires engendrées par les parties qui sont de l’autre côté.
On pdüt appliquer aussi la théorie des centres de gravité à la cubature des solides de révolution ; et il n’est pas difficile de voir que le uo- Ittme d'un solide de révolution est égal à l'aire de la section génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité autour de l'axe fxe.
En effet , si l’on considère un rectanglè bcde [fig. 45) qui tourne autour de l’axe PZ parai- Fig. 45. lèle à l’un de. ses côtés be, il est clair que le solide engendré par ce rectangle est égal à la différence de deux cylindres de même hauteur cd, et dont l’un a pour rayon la distance ca du côté cdy à l’axe fixe , et l’autre, la distance ba du côté 6e, au même axe. Ce solide est donc exprimé par (crac — ®a6)cd, en nommant ts le rapport de la circonférence au diamètre. Si
l’on met cg — cb , à la place- de ab, l’expression
précédente devient ts{2oc x 6c — 6c) cd, ou ac — c’est-à-cUre égale ad
rectangle 6c(/e,' multiplié par ia cirçonférence décrite d'un rayon moyen ‘ entre les rayons ca et ba , ou bien égale à la distancé du centre de gravité du pai'allélogrammé à l’axe de révolution.
Donc, si Ion conçoit la section génératrice ZMN comme partagée en une infinité de petits rectangles égaux, on pourra dire que le solide total engendré est égal à la somme de tous ces rectangles, ou à l’aire dé la section ZMN , multipliée par la circonférence moyenne entre toutes cèUes que décrivent leurs centres de gravité autour de l’axe. Mais cette. moyenne circonférence a pour rayon la moyenne distance
de tous ces points au même axe, ou la distance du centre de gravité à cet axe ; donc , etc.
On pourrait voir encore, par un raisonnement à peu près semblable au précédent, que, si une surface plane terminée par une courbe quelconque se meut dans l’espace de manière que sou plan suit toujours (au même point) perpendiculaire- à une courbe quelconque à double courbure, le Solide engendi'é est égal à l’aire de la surface génératrice multipliée par la longueur de la courbe que parcourt son centre de gravité.
I Mais nous ne nous arrêterons pas à démontrer cette-proposition,que l’on j)ourrait déduire aussi bien que les précédentes des formules connues pour les centres de gravité; nous ne ferons même aucuue application particulière de cette théorie aux surfaces et aux solides dont ou a immédiatement la mesure en (Jéométrie. Nôtre seul but était de montrer ce rapprochement remarquable de considérations qui paraissent d’abord étrangères entre elles, mais qui s’enchaînent comme toutes les questions soumises aux Mathématiques, et-se fondent , pour ainsi dire, les Unes dans les autres, lorsqu’on écarte un instant et les idées 'et les •noms que l’objet particulier de chaque question nous rappelle.
DK STATIQUE.
CHAPITRE I
DES MACHIINES.
168. On définit ordinairement les machines des instruments destinés à transmettre *I’action des forces.
Sous ce point de vue général , tous les corps de la nature sont des machines, parce qu’ils sont propres à transmettre l’action des fô/ces qui leursont appliquées; mais lorsque des forces réagissent les unes sur les autres par l’intermédiaire d’un corps ou système parfaitement libre , il est impossible qu’elles se fassent équilibre, à moins qu’elles ne remplissent les conditions que nous avons établies précédemment : or, au moyen des' machines proprement dites, on peutniettre en équilibre des forces quelconques qui ne satisfont pas à ces conditions ; et par conséquent, pour mieux caractériser les machines, et les distinguer des autres corps, on po'urrait les définir des instrumeiits propres à metti'e en équilibré des forces de grandeurs et de directions quelconques.
Mais, en suivant cette idée , si des forces inca-
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pables de se faire équilibre sur un corps entièrement libre peuvent néanmoins se faire équilibre sur une machine, il faut donc en conclure que les corps qui forment les machines ne sont pas entièrement libres, mais sont gênés par des obstacles qui les empêchent d’obéir au mouvement que les forces tendent à. leur imprimer, et ledr imprimeraient réellement s’ils étaient
libi ■es. “Ainsi l’on est conduit naturellement à
cette définition générale des machines, savoir, que les machines ne sont autre chose que des corps ou systèmes gênés dans leurs mouvements par des obstacles quelconques.
Il «'est pas difficile de comprendre, d’après ' cela, comment des forces de grandeurs quelconques peuvent se faire équilibre sur de tels corps; car il n’est plus nécessaire que les forces résultantes soient nulles d’elles-mêmes; mais il suffit qu’elles se dirigent vers les obstacles qui les détruisent par leurs résistances. Ainsi , à l’aide d’un corps solide qui s’appuierait, par exemple, conü’e un point fixe, une force mé-. diocre ferait équilibre à une très-grande force, si elle était dispasée à l’égard de celle-ci de. manière que leur résultante commune fftt dirigée vers le point fi.\e ; d’où l’on voit que - la plus petite force seule ne fait pas équilibre à la plus grande, ce qui serait impossible, mais
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cju elle ue sert , eu quelque sorte , qu’à détourner 1 effort de la plus grande, et à le faire passer avec le sien propre combiné , vers un obstacle invincible.
Au lond, loi-squ’ou fait équilibre à une puissance quelconque à laide. dune inacbine, on emploie réellement plus de force qu’en appliquant directement une force égale et contraire à celle qu on veut détruire, si l’on compte la résistance de l’obstacle pour une force. Mais comme ces résistances qui proviennent des obstacles sont par elles-mêmes incapables de produire du mouvement, et ne peuvent servir qu’à le détruire, nous nen tenons pas compte, parce que nous ne dépensons réellement que la force appliquée'. Au reste, dans la théorie de l’équilibre des machines, rien n’empécbe de considérer les obstacles comme tenant lieu des forces égales et contraires à celles qu’ils détruisent actuellement ; et si l’on conçoit qu’on ait ainsi substitué à la place de ces obstacles des forces qui représentent leurs résistances actuelles, ce n’est plus entre les seules forces appliquées qu’il y a équilibre, triais entre les forces appliquées et les résistances; de manière qtic les lois • de l’équilibre des machines deviennent les mêmes que celles de l’équilibre des corps parfaitement libres.
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C’est d’apres cette considération que nous avons trouvé, à la fin du second chapitre, les lois de l’équilibre de coi*ps assujettis à diverses conditions particulières. Ceux qui auront lu cet article verront que nous aurions peu de chose à y ajouter ici, et qu’il renferme de la manière la plus générale la théorie de l’équilibre des trois machines simples auxquelles on peut aisément ramener toutes les autres ; mais, en faveur de ceux qui veulent étudier les machines d’une manière plus élémentaire , nous allons entrer dans les détails convenables.
169. Nous réduirons les machines simples à trois principales, que l’on peut considérer, si l'on veut , dans l’ordre suivant , eu égard à la nature de l’obstacle qui gêne le mouvement du corps : le levier, le tour, et le plan incliné.
T Dans la première machiné, l’obstacle est un ' point fixe autour duquel le corps' a la liberté de tourner en tous sens.
Dans la seconde, lobstacle est une droite fixe autour de laquelle tous les points du corps n’ont cpe la liberté de tourner dans des plans parallèles entre eux.
Dans la troisième, l’obstacle est un plan inébranlable contre lequel le corps s’appuie, et sur lequel il a la liberté de glisser.
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Comme .OU u’a d’abord cousldéré cette dernière machine que par rapport aux corps pesants , qu’on retient en équilibre sur des plans inclinés a 1 horizon , on lui a donné et elle a jjardé le nom de plan incliné. - '
Nous parlerons successivement de ces trois machines, et de quelques-unes qui 's’y rapportent, dont l’usage -est le plus fréquent. Nous ferons abstraction des diverses circonstances physiques qui peuvent irrflucr sur l’équilibre, telles que le frottement des corps les uns sur les autres, et la roideur des cordes au -moyeu desquelles les forces transmettent leur action aux tlivers points de la machine; Ainsi l’on supposera que l’action de chaque force se transmet suivant l’axe de la corde à laquelle elle est appliquée, de manière que l’on pourra considérer * les cordes comme des fils parfaitement flexibles et inextensibles. On verra facilement dans quels .. cas et comment on doit avoir égard aux dia-V mètres des cordes. Au reste, nous parlerons^ plus loin de ces sortes d’instruments qu’on a j''' mis au rang des machines, et qu’on nommé' machines funiculaires. Ce que nous en avons* dit ici suffit pour-nofre objet.
DU LEVIEB.
i?P. JSoient deux forcé» qà^slcoi^qaes P et Q Fie 46 (fig.^46), appliquées immécUatenient ou suivant des cordons, aux deux points A et B d’un levier AFB de figure quelconque; soit F le point fixe .autour duquel le levier a la liberté de tourner, et qu’on nomme ordinairement le
point d'appui : on demande les conditions de l’équilibre, en faisant d’abord abstraction de la pesanteur du levier.
Du, point F j’abaisse sur les directions des deux forces P et Q deux perpendiculaires FH, FI, qui rencontrent ces directions, prolongées, s’il est nécessaire , en H et I ; et regardant ces deux points comme invariablement liés aux points A et B, je suppose que les deux forces P et Q y agissent immédiatement.
Cela posé, j’applique au point F deux forces contraires, P' et — P, égales et parallèles à P, et, au même point F, deux autres forces contraires Q' et — Q, égales et parallèles à Q. Il est clair que le levier reste toujours dans le même état. Mais on peut considérer actuellement , au lieu des deux forces primitives P et Q, 1® deux forces P' et Q' respectivement égales et parallèles à ces forces, et de même sens.
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mais appliquées-en F ÿ 2”. deux coûpîes (P, — PX (Q, — .Q), dont les bras de levier sont FH^et FI.
Of, la résultaute des deux forces P' et Q' est^ toujours détruite par la résistance du point d’appui, si l’on suppose le levier invariablement lié à ce points de manière qu’il ne puisse prendre qu’un inquvenient de rotation autour de lui. Mais le couple résultarrt des deux cou-'pies (P, — P) et (Q, — Q) ne peut jamais être détruit par ce poiut fi.'we’(76), et par conséquent il faut; pour d’équilibre, que ce couple résultant soit nul de Ibi-mêmc, on que les deux couples composants (P, — P) et (Q,' — Q) soient équivalents et contraires. Ces deux couples doivent donc se trouver dans des plans parallèles, et par conséquent dans le niêine plan, puisque leurs plans se rencontrent déjà au point F. En second lieu,, leurs moments PxFH, QxEÏ doivent être égaux, et ils doivent tendre à faire tourner en sens Contraires.
Donc, pour t’ équilibre du levier, il est uéres~ saire et il suffit: \“.que les deux forces P 'et Q qui le sollicitent soient dans un même plan avec l'appui ; 2®. que leurs moments par rapport à ce point sôient égaux ; -3°. qu elles tendent à faire tourner en sens contraires.
A l’égalité des moments P x FH = Q x FI ,
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OU peut sübstituer la proportion- P : Q ; : FI ; FH , qui exprime que les forces P et Q doivent être en raison réciproque de leurs distances au point d’appui.
De la charge du point d appui.
Dans le cas de l’équililpre, l’appui n’est
pressé que par les deux forces P' et Q' qui y sont immédiatement appliquées; car, les deux couples (P, — P), (Q, — Q) étant en équilibre d’eux-rmèmes, c’est-à-dire même en supposant que le levier nesoit pas soutenu, il est clair qif’ils ne peuveût rinllement charger le point fixe. . .. '
Ainsi,' la pression qu’éprouve le point d appui est absolument la même que si lei deux forces P et Q s’y transportaient parallèlement d elles-mêmes, sans changer de grandeur ni de sens.
172. Si l’on achève sur les côtés FP*, FQ' qui représentent les forces P' et Q', le parallélogramme FQ'RP', là diagonale FR repré- ^ntera donc la charge' R de l’appui ; et par conséquent, si la résistance de cet appui n’est pas indéfinie, on pourra juger de quelle résistance il doit être capable, pour'n’être pas entraîné par l’action des forces P et Q qui srfllicitent le levier.
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Gomme les foVcts P et Q' sont parfaitement égales et parallèles aux forces respectives et Q, et (le m'ême sens, les trois côtés et les trois anjjles du triangle FRQ', ou du triangle FRP', représentent les six choses que l’ou peut considérer dans lérevier, savoir : les deux forces Pet Q, la charge ïf de l’appui, et les inclinaisons mutuelles des directions de ces trois forces. ■ . • •
Donc, si l’on conjiait trois quelcoucjues de ces six choses, pounii qu’il y entre la grandeur de l’une des forces P, R, on pourra trouvôr les trois autres, de la même mamèce que l’on résoudrait le triapgle FQQ'. '
173. On observera cjue-toiit ceque noos avons dit a lieu quelles que soient la figure levier et les dispositions mutuelles des fortes P et Q, et du point d’appui.
Si les forces P et Q {^fuj. 47) sont parallèles, on peut mener du point fixe une perpendiculaire commune IH sur leurs directions, et ces deux forces devront être en raison réciproque des parties FH et FI, coipprises entre leurs directions etl’appui.-
I^a charge de ce point sera égale à la somme des forces P -4- Q , ou à leur différence P — Q, selon qu’elles seront toutes deux- de même
Fie- 47
-sens (^9. 4?) ï *0“ <1® contraires (yîÿ. 48).
lorsque le levier est droit, les parties HF et FI sont proportionnelles aux.'pârties AF et BF , qui sont les distancés des points d'application des forces au point d’appui distances comptées sur le levier' lui-même , et que l’on nomme proprement les bras de levier ; et par conséquent , daûs l’équilibre 'du levier droit , les forces sont réciproques à’ leurs bras • de levier.
.174. Si l'bn veut considérer l’une des deu^t farces P et Q, la force P, par exemple, comme cqlle qiti tend à donner le moüvemént à la màcbine, et que l’on nommera la puissance, et l’autre force Q, comme l'effort qu’il faut vainctt, et que l’on nommera 'da résistance, on pourra distinguer plusieurs espèces de leviers, suivant la place qu’occupe le point d’appui F , relativenient à -ces deux forces'.
Si l’appui tombe entre -la puissance et’ la résistance, on aura le levier de la première espèce Fig, 4-. 47), où la puissance a d’autant pkis'd’avan-
tagç, que son bras de levier AF est plus long.
Si l’appui laisse la résistance Q entre lui et la puissance P, on aura le levier dè la seconde Fig. 48. espèce {Jig. 48)', où la puissance a toujours de l’avantage.
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Eiifiu ,• si la puissance tombe entre le point d'appui et la résistance, on aura le leyier de la troisième espèce {fig. 4g), où la puissance a Fig. 49 toujours du désavantage.
Mais ces différents leviers reviennent tousau même sous le rapport de l’équilibre. De quelque manière que la puissance et la résistance' soient disposées entre elles et à l’égard du point d’appui, si on les transporte toutes deu.x parallèlemeüt à elles-mêmes en ce point, il faut toujours que les deux couples qui en naissent soient équivalents et contraires * ainsi les distinctions précédentes sonf 'inutiles dans la théorie, êt ne peuvent servir que dans Iç discours. . . ■ ' .
175. Supposons abtuellemeut que le levier, soit sollicité par un nombre quelconque de puissances P, Q, R, etc. (fig-. 5o), toutes situées pig. 50. , dans un même plan avec le point d’appui F. En abaissant de ce point des perpeiidiculaires FH,
P'I,’ FK , -etc. , sur leurs directions, et considérant chaque force P comme transformée en une autre égale, parallèle et de même Sens, • appliquée en F, et en un CQüpIe (P, — P), qui a pour bras de levier la* distance FH de cette force appoint fixe, on verra, comme ci-dessus, que la j'ésultaote de toutes les forces tran^por-
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téesj^ur le. point Hxe est toujours détruite par sa résistance, rouis que le :> couple l’ésultQnt doit être nul de lui-roéme pour l’équilibre, comuie si la vei'jje était parfaiteraeut libre : d’où l’on conclura que la somme des moments P X FH , Q X fi , R X .FK, etc., doit être égale à zéro , en comptant comme positifs tous les moments des forces qui tendent à ftiiré tourner dans un sens, et comme négatifs les moments qui tendent à faire tourner dans Iç sens contraire.
On trouvera aussi que* la charge du point d'appui est absolument la même que si toutes les forces s’étaient transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point , sans changer dje grandeur ni de sens.
176. Si les forces P, Q, R, etc., agissaient dan» des plans différents , on verrait de la même manière qu’en transportant toutes ces forces parallèlement à ellés-mènies au point fixe, tous les couples qui en proviennent doivent donner im ' couple résultant nu^ de luimême, ou doivent être en équilibre entre eux.
Mais pour exprimer cette condition , il faut ici trois équations qui expriment que la somme des moments des' forces , estimés par rapport à trois axes qui se croisent dans l’espace an point
d'appui , soit nulle d’elle-ménie à l’égard de chacun dé ces axes (BSy , . .
Sur quoi l’on peut observer que les trois ^xes peuvent être inenés d’ane manière quelconque par le point fixe,; pourvu qu’ils ne surent pas dans un même , plan ; ^ car les trois équatiou.s précédentes n’assureraient pas alors l'équilibre du corps. .
Puisque les couples qui naissent des forces transportées au point -fixe doivent être en éqxii-* libre d’eux-mêmes, il s’ensuit que les forces appliquées aux divers points du levier- doivent se réduire aux mêmes forces, mais réunies parallèlement à elles-mêmes^ au point d’appui ; et par conséquent .on peut exprimer' la loi géniale de -l’équilibre du'levier, en disant que les forces appliquées doivent avoir une résultante unique qui passe par le poiùt fixe : proposition qui paraît • assez évidente dlelJeinême et dont nn part ordinairement' comme d’un axiome, pour arriver aux conditions précédentes (116 à 118).
■477. Jusrju’ici nous avons fait abstraction de la pesanteur du levier. Si l’on veut y avoir égard, -il faudra considérer le poids de la vérge comme' une nouvelle force appliquée en .son centre de gravité, suivant une direction verti-
calfe; et l’on combinera cette force avec ies autres , <l’aprèâ ce que noiis avons, dit ci-dessus , comme si le levier était sans pesanteur. Ainsi l’op voit que , dans le cas , par exemple , où toutes Ifes forces et la directign du poids du levier se trouvent dans un même plan avec l’appui, c’est la somme de tous les moments, en y comprenant celui du poids, qui doit être égale à zéro pour l’équilibre. -
' Donc, si l’on veut employer un levier dont le poids n’cntre pour rien dans l’équilibre des forces , on n’aura qü’à le placer de telle sorte , que la' vertioale abaissée de son centre de gravité tombe au j)oint d’appui : alors le moment du poids étant nul de lui-même, on n’aura plus à considérer que les moments des forces appliquées.
178. Ou a supposé que le point F du levier était arrêté dans tous le^ sens, de manière que le levier ne j)ût avoir qu’un mouvement de rotation autour de lui : pour se procurer un tel point au dedans d’un corps, on le traverse ordinairement par un essieu ou cylindre inflexible, d’un diamètre quelconque; et lorsque le, corps tourne autour de ce cylindre, il. est absolument dans, le jnéme ,cas que s’il tournait autour de son axe considéré comme une droite
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Hxe; et tous les points d’u'ne même section plane (jui est faite perpendicnlairement à l’axe , et- dont il résulte un 'cerclé "dans le cylindre, sont dans le même cas que s’ils tournaient autour du centre de ce cercle.
A. la vérité, dans, la dispositio» précédent^ , le levier n’a point la liberté dp pû'ôuettQp en tous sens autour du point fixe; mais lorsque les forces qu’on y suppose appliquées sont toutes dans un plan. perpendiculaire à l’axe autour duquel il peut tourner, les lois de l’équilibre y sont parfaitement les mêmes. Au reste on pourrait placé!’ dans la .verge une spbère fijte' qui la touchât au moins en quatre, pointa', .de jnanière que ces quatre points fussent cotaine*^lés points de contaet d’une pyrantidë circonscrite à sa surface : le leviei' alors, en tournant autour de cette sphère, pourrait être considéré comme s’il tournait autour de son centime.
Mais le plus souvent, le levier ne fait que poser sur l’appui fixe, comme on le voit yîÿ,-46, 47 , 4fi- Alors les conditions données plus haut ne suffisent -plus pour l’équilibre, abstracddn faite du frottement. 11 fiaut, non-seulement que les forces appliquées aient une résultante unique qui passe au point d’appui ^ mais encore que la dli;ectiou de cette résultante soit normale à la surface de contact du levier avec l’appiu :
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car si elle lombe obliqueineût sur 1« plan tangeajt à cette surfaçe, ou. pourra la décomposer en deux antres, l’une perpendiculaire, et 'l’autre parallèle à ce plan. La première sera détruite; mqis la seconde obtiendra son effet, et fera glisser Je levier sur l'appui , comme on le verra à J’ai'ticle du plan incliné.
• ' De la Balance.
179. La balance ordinaire est un levier du premier ‘genre , aux extrémités duquel" sont suspendus pai' des cordons deux bassiit^ destinés a recevoir les corps dont ou. veut çomparer lés pôi’ds.'On dispose ordinairement cette mechine de manière qbe'son centre de gi-àvité passe par Fig.Si. la verticale inenéo par le point d’appui F (^9. 5i) et que les bras du levier FÀ et FB" soient parfaitement égaux ; alors on est sfir que deux corps graves qui se font équilibre dans les bassins ont des poids parfaitement égaux y et par conséquent renferment des quantités égales de matière. Ainsi, en prenant le poids 'd’un corps pour unités on évaluera les masses respectives «les différents, corps en cherchant à .combien d’unités de poids ils font équilibre. .
'Pour qu’une balapce soit juste, il f^ut donc , etr premier lieu,' que son centre de gravité
tombe daus la verticale meu^ée par le poiat d’appui.- . • , ■ ,
C’est ce que l’on vérifie sur-le-champ., en examinant si la balance est eu équilibre d’elleméme , c’est-à-dire lorsque les bassins sont vides ;■ et si cela . n’a pas lieu , on rectifie aisément la^balance à éet égard, -en attachant à l’iiu des bassins ou des bras de levier, un poids convcnafile qui rétablisse l’équilibre. •
11 faut , en secot^ lieu , que le p’oint d’appui divise le levief-.ou \e' fléau en deux parties parfaitement égales; et cette seconde condition est la plus importante.
Pour voir si elle a lieu, on n’a tpi’à. mettre
deux corps en équilibre -dans les bqsskis, et les
changer ensuite de |^aee. Si les bras .de levier
sont 'égaux, l’équilibre doit subsister éneore;
car les poids qui $e sont fait équilibre sont
égaux aussi, et il doit être indifférent de les « »
changer de bassins. . , . ^
Mais si les bras de levier sont •inéjjaiix, l’i^
quilibre sera (Jétruit ; car les poids qui .se sont
fait équilibre sout en raison inverse de.ces bras
de levier : or, en les changeant de .place, le
plus grand poids agira à l’extrémité du bras de
levier le plus long, et par cette double raison
entraînera nécessairement l’autre. .■ •
La balance alors sera fausse , et l’on ne pourTa'
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kt rectifier qu’ep çbaii(][eant le point d'appui ou
le point d.e siispension.de l’un des bassins.
On pourra néanmoins s’en servir, et contaaître |)ar deux épreuves le poids véritable du .corps. •
(iar,' soient P le poids inconnu du corps, x et j-Iesdeüx bras de la balance; et supposons que le poids P, placé dans'le bassin qui répond au premier bras de levier x , fasse équilibre à un poids côunii A placé dans l’autre bassin , on aura . . . '
Px = Aj.
. Mettons' actuellement le poids P dans le bassin qtii réppnd au bras -de levier jk , et supposons qu'U fasse équilibre à un poids connu B placé dans l’autre , on aura • .
Multipliant ces deu.v équations' membre à membre, il vient ,
' .P* = AB,' d’où P = V'AB;'
• % c’est-à-dire que le poids du corps est moyen pix)portionpel péométri({ue entre, les deux poids auxquels il fait alternativemènt équilibre dans les deux bassins de la balance. . t
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De la Romaine. .
La balance romaine est aussi un levier
droit du premier (jenre, mal^s dont les bras FA ,
52^ sont in^gailx. ^^^i. • F'b- 5»-
A l’extrémité A du braé’Ie plus court, bn suspend le corps dont on veut trouver le-poids Q; on l’attacbe par un crochet, ou bien on le pose dans un bassin qui est. suspendu librement au point A, comnie dans la balance ordinaire.
Sur l’antre bras FB'deJa romaine est un-ppids connu J) , mobile au moyen d’ün anneau le long de cje bras; de sorte qu’cn le faisant glisser à une distance convenable FI de l’eppiti F , il fait équilibre au poids du corps qui agit de l’autre côté. • ■ ■ '
Si donc , à chaque point I du bras FB , on marquait' eq nombres.le rapport des deux forces Q.et P qui se font jéquilibi^, on aurait un instrument fort comtqode-^ov peser les diffé-^ rents corps ,V à Faiilêfîî^j’mpme- poids p qui servirait d’unités II dans chaque cas,
de chercbèrJ|^lntl'oW^ poids
mobile p po^^âtre-bàlançer le poids Q, et l’on trouverait marque en ce point 'le rapport de Q à p, ce qui est précisément le poids cherché du corps. ' ■
Lorsque la romaine est tellement construite , que le centce de gravité de toute la machine, c’est-à-dire du fléau et du bassin, tombe précisément sur le point d’appui F,* la loi del’équilibrp'cntrc les deui forces appliquées est la ’ même que si le levier AC était sans 'pesanteur; ainsi le rapport de Q à p est égal à' celui des deux bras FI ét FA, et dans ce cas il est bien facile de eonstimire une tomnine, c’est-à-dii'e d’en marquer les difféi’cntês divisions. ' • Mais' si le centre de gravité de la* machine tombe'à droite'ou à gauche de l’appui, le rapport de Q à P n’est jjIüs celui des bras de levier IF et AF; il doit être augmenté ou'diminué d’une certaine quantité qüi dépend du poids •V deli machine, et de la distance de ce poids V à l’appui : ainsi les divisions de la romaine doivent être changées. Mais on sent, par ce que je viens de dirfe , que ces divisions seront encore distribuées de là même manière; seulement le' point de départ,’’ c’est-à-dire • le point où Ton doit compter zéro pour le poids Q , ne sera plus en F sur l’appui , mais il devra être f*b 53. jjyjjncé ou reculé eti O 53), d’iine certaine quantité FO,- qu’il e.st bien facile deMé- •terminer.
, 181. Mais sans connaître ni le poids ni le
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centre de gravité de la romaine, on. peut en marquer exactement les divisions delà mcinière suivante, que la théorie' '4es couples rend la plusnaturelle et la plus jlScile à retenir.'
Je. suppose d’abord le>bassin vjde, ou le poids Q nul, et je iaU^^j|;^ân||^r'le poids-mobile P jusqu en un- point PP«t trouver â
gaucbe ou à droite de Tappui, mais quji- est tel, que le fléau AB devienne horizontaL' Dans cet état, le cctitre.de gravité de tout le système, en y comprenant le .poids mobile p, passe au point F , et le poids de toute la. vnachine est détruit. (]’est donc au point O .qu’il faudra marquer zënv, puisque alors le. poids Q_ est tout à fait nul.
Actuellement, je suppose que, dans le bassin vide on mette un poids p' = p ; if est clair que l’équilibre sera rompu, mais que 'si l’on éloigne le poids mobile d'une quantité convenable, l’équilibre sera rétabli. Ainsi, quand d’un côté on ajoute au poids, de l’autre côté il faut chercher ce qu’on doit ajouter au bras de. levier pour maintenir l’équilibre. Or, qu’on imagine la force p' transportée parallèlement à ellemême du point A au point d’appui F, elle y sera détruite, et il. ne restera qu’un couple (p'j — p' ', appliqué sur FA = r, ét dont le moment est p'r. Ainsi le poids p' qu’on met
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dans le bassin vida ajoute de ce côté de la romafne un 'couple ou moment pr :■ U faut donc ajouter de l’autre côté un couple égal .-et contraire ( ‘-.p, + p) qûi ait un même bras de levier. r. Or, qu’on place cé conplé,.ce qui est permis^ sur la ligne OH = r; alors la fiyrce — P détruit .son égale et contraire p ,"et il ne resté, que -t- p , qui' n’est ea quelque soi:te que le poids , môbile p qu’on aurait éloigné de. la quantité _OH = r. Oti' voit dônc que pour chaque poids p qu’on ajouterait dans le bassid , il faudrait éloigner le poids mobile- de la Iongu èur constante, r du petit bras de la romaine; .et .si l’on ajoutait une fraction quelconque de p, il' est évident, pur la même démonstration, qu*’il faudrait éloigner le poids, mobile" d’une même fraction de r. • '• .
;.©onc ,' à partir du point O «léterminé ci-dessus,-il faudra porter des parties égales à r,-et màrquer en ces points de division, o, i', 2, 3, 4,5,. etC/ Et si l’on veut marquer des fractions intermédi^jçès, des dixièmes^ des centièmes, par eUlg^le., on aura un instrument qui pourra servli'^ur. évaluer le poids dçs corps à ces cimales près'.du poids connu p.
Op'.voit que la balance, romaine ^ent être utile en beaucoup 'de rencontres où la b^ltince ordinaW-e ne serait d’aucun usage , puisque
celle-ci e.\i{{e différents poids 'pour • peser les différents. cor|)S , tandis que la rômaine n’en exige qu’un seul.
Klle^ a* encore cet avantage yue Ie_ point d’appui ou dr'sn.spcnsioii y ést moins fatigué parla cbarge ou la pression des corps qtie l’on pèse; car dans la: Imlance ordinaire ’fcelte pression est double du'pokls du corps, ôu’2Q; an lietr que dans la romaiiie elle est. siniplc'ment Q •+■ P , ou seulement Q, c’est-à-dire là moitié de. la précédente, si l’on veut regarder’ le poids P comme faisant lui-m(îme> partie du poids total de la macliine. ■
On peut varier cejtè balance de différeutes manières, eu rendant mobile, ‘au lieu du |K)ids p, le poids Q du corps qu>’il s’agit de peser, ou> bien le point de suspension du fléau ; ce qni donnecak lien à différente.s coustntetions ; mais le principe en est Toujours le niçine, et if e.st
inutile de s’y arrêter.
• • ■ fhi Pesoit. ' '
Vl82-.0n peut encor»^, pour évaluer les poids, tunployer un levier coudé ACB(/è/.'54) mo-Fie. 54. lùle autout du point fixe C, et dont les brasCA,
OB font entre eux un angle droit A<jB; et c’est cette espèce de balance qn’on appelle le peson.
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Je suppose, pour plus de simplicité, que le bras CB', aii bout duqiu?! le fcorps est suspendu, soit continué de. l’antre côté de l’appui d’une longueur égglc CIB';'de manière que le. centre de gravité- de cette branche BB' tombe préciséraeht au 'point- C qui en est le milieu. Alors Je poids du bras GB se trouve détruit dans toutes les positions du levier coudé autour du point fixe, et l’on peut se dispense!;- d’y avoir égard. Mais pour l’autre bras CÀ’, son propre poids co'n’tribuera , avec celui qu’on pourrait y attacher d’ailleurs, à coritre-balancer le poids' du coips. Le plus’souvent même, -ce bras ou cette aiguille est .d’une matière assez pesante pour que- la force p qui en résulte ed son centre de 'gravité O fasse toute seule’.roffice du' contrepoids. Aù iÿke,' je Supposerai que p représente le poids total de Taiguille et des corps qui .'pourraient y être attachés, 'et que le commun centre de gravité' soit en G, à la distance CG de l’appui. . • •
/Cela posé' le peson étant libre, l'aiguille CA tombant dans la verticale COj et le bras CB étant horizontal , fe suspends èû R .un corps dont le poids est Q ; le bras OB s’abaisse vers -la .verticale, et l’autre GA- s’élève; ainsi lâ distance BH de la force Q à l’appui diminue , et la distance Gl de l’autre force p
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au même point, augmente; de . sorte que le, levier, coudé,. .pQur, se fnettre en équilibre, doit prendre une position' où les mpinents Q X BH et P X GI Soient égaux :de.part et d’autre. • , •
Or, soient ^ l’angle ACO que fait l’aigbille avec la' verticale, R la distapce .CG de son eentrp de gravité à l’appui, et r la longueur' du bras CB où le corps est -suspendu. Comme on. a GI = R .sin ç),' et BII = rcosipT l’équation de l’équilibre devient p . R sin 9 = Q . r eosTp ; ce qui donne .
d’où il résulte (puisque lés trois -quàntités p, R , et r demeurent invariables) que la tangente de l’inclinaison f de l’aiguille croît précisément en proportidh du poids Q du corps.
.Si donc pn adàpte au pesou un quart de cerclé GOAM, qbi ^représente le secteur que l’aiguille peut parcourir depuis * La ' verticale CO jusqu’à l’horizontaFe CM, il est “bien facile de -marquer aux» différents points de cet arc-les nombres qui répondent aux .différetits poids. . . , •
En effet , qu’on mène la tangente indéfinie OT, et qu’on suspende d’abord jen B le’ poids que rôn vqut prendre pour l’unité , ce poids
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^ fera monter l’aiguille d’mi certain arc-AO ; et la tHrection t^STcette’ aiguille étant- piiolongée jusqu'à sa rencontre. en «, avec la ligne OT, là partie O a représentera fa tangente de cet , arcrqui répond à l’unité de ploids. Ainsi, U n’y apra q^’à porteur sur la ligne OT, à; partir du point O, des |îarties égales à Oa,'et*par les points de division , tirant des lignes an ceqtre G, .ou aura sur le quart -de cercle les points cor- ■respondantii aù il faudra inarq'uer les noiubres O, r,- 2 f S, 4 5 subdiviser
chaque partie derOT] en fractions, ou aura par la même consU-qctiou les points de l’arc où il faut marquer le^ mêmes fraçdous du poids "que ^ l’on a pris pour l’unité. - .. -•
.185. 'Quelque petit que sojt le.^ ptVids p de l’aigiiille , ou voit par la proportiorf Q ; p ; : R.tangp I-r, que ce poids p sufftt. toiqours pour contre-balancer un jio'ids Q aüssi ^rand qu’on le’voùdi-a; car la tangente, de ç> peut devenir plus gi-andequfc toute quantité donnée. Ainsi , le pesop est d’un visage bien plus étendu que la romaine, et- sous un petit appareil , oette machine pèut servir à peser les corps les plus considérables. •
Mais si la tangente de l’arc ip augmente par degrés égaux avec le poids Q du .corps’ l’arc
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lui-uiémo n'au|>mente (fiiC'-paV degiés inégaux qui duniniiénf sans cesse, et les divisions kipéiieures du peson deviennent de moins eû moins scûsibles pour les mêmes accroissements de poids*. Par conséquent, si l’ou veut que .la maclrine marque plus nettement ces différences, iLîie faut pas (|ue le poids de laiguilie soit trop petit. .Aussi, pour peser de lourds fardeaux, on charge l’aiguille d’un certain poids, ce qui lui permet de rester dans' la' partiemoyenne du (|uart de cercle, ort le.s inégalités de [loids sont marquées d’une rtianière plus .srns^le. ‘ ’ '
De. (a Poulie. •'
184. Lléquilibre de la poulie se Capporte* naturellement ^ celui du levier. •
La p.oulie est uiie roué circulaire ABK (/j'ÿ..55), mobile dans une chape CN , autoürFig 5i. d’un axe C.‘ Une jjartie AB de sa circonférence est enveloppée par une corde PABQ dont les deux extrémités sont tirées par deux forces P et Q. Si l'on mène les deux rayons CA et CB aux dqux pflints extrêmes de.cqntaçt , qn peut regardei*les deux forces P et Q comme appliquées aux extrémitês> d’nn levier coudé ACB, dont les deux bras sont parfaitement
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égaux j’ et par conséquent il laut, poui* l’équilibVe, que les deux forces'P et Q soient parfaitement égalés.'
* Pour la" cbauge du centre C de là poulie , elle est la même (171') qne si les détix forces P et Q s’v transportaient parallèlement à’ leurs directions, , en P' et Q'. Ainsi, en •achevant ^ur les deux lignes'CP' et CQ', qui représentent leurs; grandeurs, le losange P'dQ'R*, la ' diagonale CR représentera là charge R du point C.
Mais si l’on joint AB/on formera triangle isoscèle A CB,' semblable au" triangle PCR, et par conséquent on aura
P'- ou P : R ::.ÀC : AB.. .
C’est-à-dife qite /'une des deux forces P et Q aj)pliqtiëes à la corde , est à ta charge que supporte t axe de la poijtlie comme le'Myon de la poulie est à ‘ la sous - tendante de • l’arc efnbtassé par ta corde. ' *
185. Supposons que l’axe , au lieu d’être fixe , soit retenu par une force égale et conti^ire à la ■ pression qu’fl' éprouve, èt que l’extrémité 'du Fig. .v>. cordon AF(^</. 56)^ au lieu d’être tirée'par la force P, soit invariablement attachée à un point fixe F ; l’équilibre de la poldie ne sera pohit
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troublé j et le cordon demeurera toi^oiirs tendu de la même manière. » ^ •
• La' puissance Q sera donc à la forcé qui rètièpt le centre de la poulie, dans le même rapport que, ci-dessus. '
.Ainsi , en considérant un poids P attaché à la chape CN par un. cordon dirigé vers le centre de la poulie , on aurait : la puissance Q , qui tend à faire monter le poids, est à. ce poids comme, le rayon de là poulie est à la sous-tendante de tare embrassé par la corde. ' • , .
Loi’sque l’arc est égal, au tiers de la demicirconférence; la sous-tendante AB est .égale au rayon, et la puissance est ^ale'à^ia résistance. ! ' • .
Lorsque les deux parties de la corde sont parallèles, la sous-tendante- AB (/g. 5y) est Fig 57. double dü rayon , et la puissance n’est qiie la moitié de la résistance. C’est le cas le plus.fâvoreible à la puissance , puisque le diamètre, est la plus grande, corde du cercle..
• DU TOUH. • . .
186. Le, tour en général est , cornme nous l’avons dit, un corps solide de figure quelconque, qui n’a que là liberté dé tourner autour d’un axe fixe- . . ■
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Mais ce que. l'on iiujuinc lour^ou treuil dans les arts est un cylindie aux bases ’ilnquel on adapte ordinairement deux autres cylindres de même axe, mais d’un diamètre plus petit, et que l’on nomme tourillons. Ce^ tourillons, re- Fin 58. posent siir deux appiiLs fixes K et II (/iÿ. 58), et le cylindre, en- tournant sur ces, tourillons , est absolument dans le même cas que s’il tournait autour de son axe eonsidér»' comme une ligne fixe. • ,
La résistance ipie l’on se pj-oposede vaincre , ou le poids Q que l’on veut élever, est appliquée à une eôide qui s’enroule autour du cyliür dre, tandis qu’une puissance P lè fait tourner, soit eg agissant par une corde CP • tangen.ticllement ;Vune roue (GB) perpendiculaire à l’axe .de ce cylindre et .solidement liée avec lui, soit en agissant à l’extrémité d’une barre qui traverse le cylindre à angle droit, soitaun\oyen d'une mauiyèlle, etc. , etc. /
. Les dénominations du tour varient. suivant l’objet auquel on le destine et, suivant sa posi*tion. On le nomme ordinairement tour ou treuil lorsque l’axe du cylindre est horizontal , et cabestan lorsque l’axe est vertical et qu’on .se sert "de barres pour y appliquet la puissance. Mais quels que soient l’objet *'t la position de cette machine, gt de quelque manière, qu’on
lui coimnuni(||lt; le mouvement., les conditions de. l’équilibre y sout toujours les, mêmes. A'msi, nous la considérerons, pour plus“dc simplicité, sous le premier aspect. Nous supposerons que Taxe AB du cylindre soit horizontaj, et par conséquent , le plan de la roue vertical ; que la puissance P agisse suivant une direction tangente en un point donné C à Ja ciréonférence de la roue, et’qué la résistance Q agisse dans un plan parallèle à celui de la roue, suivant .ymc direction verticale tangente à la surface du cy-: lindre , ou plutôt à la circonférence de là .section circulaire DIO faite dans ce cylindre au point!) de contact. • - •
Il s’agit de déterminer d’abord le rapport delà puissance à la résistancc dans .le cas de J’équilibrç, et en second lieu les pressions qu’éprouvent les appuis !' et H qui somtienuent les tourillons. • •
Soit B le centre de Ja-roue, A celui de là section DIO. Menez les rayons CB et DA qui seront peipendicnlaircs aux fofcçs réspectivès P et Q. . . . .
Je transporte la force Q parallèlement à ellç-méme du point ,D au point A. II en ndît une force Q' égale, parallèle à Q et de même sens, appliquée en A , et tin couple (Q , — Q) qui a pour btas de levier le rayon il A du ey-
Hndre. Je transporte de méin^lli puissance P de G en R; il en naît ttijc force P' égale, parallèle et de même sens, appliquée- en B , et un couple (P; — P) qui . a pour bras de levier le royon ÇB de la roue. . '
Les deux forces P' et Q', étant appliquées aux deux points À et B qui appartieonent à l’axe fixe du cylindre, sont évidemment détruites par sa résistance. * •
IJIais les deux couples (P; — P ) et * (Q , — Q) doivent se «faire éqitHibre d’eux-mêmes; car, si l’on transporte, pour plus de clarté, lé couple (Q j — Q) dans le plan du couple (P, — P) , ce qtii est permis, on voit que ces deux couples se composent en un seul' qui ne -peut jamais être en équilibre autour du centre . B de la roue. couple résultant doit donc être nul dé Iai-/nêmc, et par conséquent Jes deux couples contraires- (P, — P) .et (Q, -‘Q) doivent être équivalents; Ainsi , leurs mpmdts P>fCB et.QxDA doivent être égaux, et l’on'a
P:Q::DA;CB
C’est-à-dire que, pour t’équilibre du tour ,
il faut que' la puissance soit à la résistance
comme le. ràyon'du cylindfe est nu rayon de., la * » • ^ • xmià'. ^ .
, IJIi STATIQUE. ' 26"]
• Des pressions exercées sur les appuis.
•187. Les deux couplel^(P,.^ P) et (Q-.- Q) étant eû équilibre d'eux-mêmes , if n’y à que les deux forces P' et Q' qui puissent cbai^r Taxe fixe, ef par ConWquent les appuis : d’où Fpn voit d’abord que la pression exercéè pactes forces P et Q appliquées au treuil est absolument la même que si ces forces étaient transportées sur l'ofce ,parallêlenikr^elles-mêmes , dmsTeurs plans perpendiôdtRres à cet axe.
Pour obtenir les.’ pressions individuelles des appuis F et'n, on décomposera la force Q' en deux autres parallèles q et q', appliquées’ aux points respectifs F et H; et de même la force P' en deux autres parallèles p etp', ^pliquées aux mêmes points! La résifltante" <Jes deux forces P et q exprimera en grandeitl' et en direction la pression de l’appui F ; et la résnltante des dou^ forces p' et q' celle' de l’appui H. , ‘
Nous avons fait abstraction de la pesanteur du treuil.' Ordinairement le corps de cette machiné est symétrique par rapport à l’axé fixe., et son centre de -gravité tombe sur l’un des points de l’axe Ful-même. Alors le‘ poids du treuil ne trouble point la proportion établie ci-dëssos entre la puissance et la résistance, mais il change
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les pi-essiiiiis exercées sur les' appuis. Polir fonoaîlre les valeurs réelles dé' ces pressions, on considérera tout le poids du tretiil comme une force. verticale V^aj^liquée en son centre de {»r?A ité G;'et si l’on décompose cette force en deux autres parallèles g et ÿ', applifjuées aux |X)ints F et H,, la résultante' des trois forcés p, If cf (/'exprimera la- cbarije réelle de Tappui F, et la eésultante des trois forces et 'ÿ', celle de l appui'll; de. sorte que l’on saura de quelles ré^stancés Ic^ deux points tjjfa^pui' doivent être au moins capables, [ipur D’être' paî entraînés par les efFoits combinés des dr*iix ftrtres P et Q, et du poids V de la maebine. -• '
188. On a suppo'sé que les cordes t)Q , CP élaiéut. infini ment déliées; mais Jes cordes sotat ordinau’êment d’im diamètre fitii , ce qui change se'nsiblement le rapport que nous avons établi eûtre la- puissance et la résistance. En effet, lesforces P et Q, que l’on pént rqjarder qonmie agissant suivant les axes des cordons, ont leurs bras de levier respectifs augmentés des •demi'^ diamètres dé ,cés cordons. On' n’a donc pas alors : la puissance-’ est à la résistance coinnie le i-ayon du cylindre est au rayon deMa'roiie ; mais' bieu , h puissance P est à la résislatire Q cnmine le rnyfut du cylindre augmenté du rayon
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(le la corde uq, est au rayon. (le 'la route aiufinenlé du rayon de lu cordi;. GP. •
Si les t’.ayoQs.<le$ cüi'des DQ et Gl* sont peoportioDoeis aux rayoïA <tu cylindre et de la roue, tette proportion revient à. la prëndère, comme si les cordes étaient des fil» infiniment petits, appliqués .tangentiellement & la roue et au. cylindre. • . . ' ■
189. Si l’on veut coosftlérer actuelleip.ent un tour sollicite pai' tIPht de forces que l’on voudra, ^itué^danti de$^ 'gprpcndiculaires à l’axe , OB verra , , comipe ci-dessus qu’çn- trausfonuant chaqrte force en. une autto égale, par rallèle et de mêmç. sens, afpliqûée spr •î’ajte,-. et eu un couple qui aura' [^ur. liras de levier la Histance de Itf force à l'axe, toutes les iorce^ transporlée,s sur l’a.xe seront toujours^ détruitéj» p<1r sa résistanue, mais qpe tous les couples devront se réduire à pu couple uni de lui-^ême pour l’équilibre. , (Jü’, tous ces couples étant dans'dës plans parallèles, le couple résultant sera égal« leur somme, et par conséquent d faildrâ, pour l’équilibre, que la son|me des moments des "forces ,par rapport à l’aXe soit égale à zéro ,'"en- prenant pvec de^ • signes coqtraifes fes moménte des -force» qui,tendefit à faire tourner en sens contraires. - t
Pour les pressions exercées sur l’axe fixé , elles seront évidemmenf les mêmes que si toutes les formes appliquées s’y étaient trîmspcirtées parallèlement à elles^ifiémes , sans' sortir de leur^ plions perpendiculaires à cette ligne.
Lorsque ks forces appliquées au treuil «ont dirigées dans des. plans quelconques, op peut décomposer chacune d’elles en deux autres , l’une parallèle, l’autre perpendiculaire à la dk rçction de l’axe fixe. Mais les .forces parallèles étant transportées dans l’axe , leur résultante est détruite par-«la résistance longitudinale de cet axe,. et leur couple résultant, qui passe par le même astrÇj est détcuit paç sa résistance trans- . vèrsale. Il ne éestè donc à considérer, pour l’équilibre du ‘treuil,* que le groupe des*forces qui .sont situées dans .des plans perpendiculaires .à l’axe fiÿc , ce qui revient- au cas précédent.
. Ainsi, en nommqpt Fj P', P*, etc., les forces appliquées;. wr, (S', (ù", etc., leurs inclinaisons sur l’axe;, et p, p", etc. , leurs plus 'courtes distances'à cette droite , oii aura, pour l’équilibre ^ l’équation * • .
Pp siuul-|- Pp' sin u' -t- P'p" sjn çj" etc. = o,
ce qui est k conditiôn exprimée au n” lÿÜ.
Quant à l’axe du treuil, U sera presile, i* par les composantes P siu «, P' .siiiM'', P" sin w", etc. ,
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transpoilées sur cet axe; 2° par la résultante des forces parallèles Pcosw, .R'cosw', P" cosu", etc., qui tend à entraîner lè treuil dans'le sens* de sa longueur', et 3° enfin,' par le coupde, résultant de ces derpières' composantes , ce qui revient à deux forces égàles perpendiculaires à l'axe, et qui le poussent en. sens contraires. *
èu*PLAN INCLINÉ.
190. Ijorsqu’un point est pressé contre un plaa inébranlable et inflexible , par urte force normale à ce plan , il est clair qîiè l:;e point doit rester en équilibre; car il n’y a pap'de raison pour qu’il se njeuve dans le plan, dun côté plutôt que l’autre, j^isque toutes des direc7 tiens qu’il poutrhit prendre font ün même angle droit avec là direction de la force; et d’ailleurs il ne* peut se mouvoir-'à travers le plah qitt (^t supposé parfaitement inflexible.
Réciproquement, le’ point dont il s’agit ne pourra être en équilibre , à moins que. la force qui le jlfesse ne soit normale au plan d’appui; car, si e“lle y était* inclinée, ‘cétté force .pourrait se décomposer 'en deux autres, Fuhe perpendiculaire auplan et Tautre située dans ce plan. La première serait détruite; ^ais la seconde obtiendrait* son effet, car*il est visible
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qu’elle ne pourrait être olu^rée par ia présence du pl^ le long" duquel elle tendt à s’exercer. Aiqsi ti n’y aurait pas équilibre. , "
Oo'peut dire Isrnîèmê chose d\in point qui s’appuie sur nue surface cpurbe,- et le considérer comme s’il reposait sur le plan tangent ,mené-à la surface par ce point meme. iKfaut donc, pour l’équilibre, que la direction delà force qui le presse soit norqiah* à ce plan, au point de* contact} et voilà pom*quoi dans l’équilibre cFu levier qui ue fait que poser sur l’ap pui, il faut non-seùlëment que la résultante des forces ypasse , mais encore qu elle soit perpendiculaire à rélcTiieut de contact du levier et de cet appui. ' • .
191. On voit*'d^nc , dTaprès ée*4jue l’on vient dt'dire , que Jorsqu’iln corps est tenu eû équilibre contre un plitn iiiAbranlable,'ee plan ue peut détruire que des forces dont les direetions luisoid normalés aux différents points.de contact, et que par conséquent sa résistance' ne peut faire’ naître que de telles forcfes^n'sens .contraires. • • • .. •' .
Donc, «i un corps de figure qyeiconque , sollicité par des furces^uelconques P, Q, R^’.etc., Sg] s’appuie contre 11^ plan que par un seul poiift ^), il ne pourra demeurer en
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équiljbrc., à moins que toutes les forces P,
Q, R, eic. , qui lui sont appliquées, ne soient en équilibre avec uue force. unique N, qui*'serait normale à ce plan au point €), et qui représenterait sa résistance actuelle. Donc, pour • l'équilibre d’un corps qui s’appuie par un seul point contre un plan, il faut, 1°. qUe toutes les forces appliquées aient une résultante unique ;
2“. que la direction de cette résultante soit normale au plan ; .3". qu’elle, passe au point de contact.
On voit que ces trois conditions reviennent à celles qu’on a données plus haut pour l’équilibre du levier qui 11e fait que poser sur l’appui. Nous aurions pu les trouver par le même raisonnement et les exprimer de la même manière, en disant que'toutes les forces appliquées , étant transportées parallèlement à elles-mêmes au point de contact, doivent y donner une résultan te normale au plan, et que tous les couples engendrés doivent donner un couple résultant nul de lui-même.
■ 19îi. Lorsque le corps touche le plan par plusieurs points A, B, G, D, etc. {fig. 60), cha- l'ig. cun des points de pontact fait naître une résistance uormtde aru plan en ce point ; mais toutes
ces résistances, étant parallèles et de même Statiqüb P. ( 8
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sens, SC composent toujours en une seule, dont la direction tombe nécessairement dans l'intérietfr du polygone formé par tous les appuis A, 6, C, D , etc. Les forces appliquées -doivent donc être en équilibre avec cette force unique, et par conséquent, lorsqu'un corps s’appuiecontre'wi plan par plusieurs. points il faut, pour l’équilibre, que les forces appliquées puisseiü se réduire à une seule, normale au plan, et dont la direction tombe dans iifitérieur du polygone formé par tous les points de contact.
On voit par là que si le corps repose par une surface finie , la résultante doit rencontrer le plan en l’un quelconque des points de cette surface.
De la pression exercée sur le plan.
193. Lorsque le corps nedrepose. que par un seul point, il est clair, d’après ce que nous venons de dire , -que la pression exercée par les forcés est égale à leur résultante.
Si le corps repose par deux points A et B Fig.6i. (fig. 6 1 ), la résultante N dont la direction tombe nécessairement entre A et B, sur la droite qui joint cçs deux points d’appui, se décompose en deux fôrces parallèles p et q, qui expriment leurs pressions respectives., «
Soit O le pbint où la résultante N va ren-
contrer la ligne AB; on aura pour la pression p du point A , N ; P ; ; AB ; BO ; et pour la pression 9 du point B, N ; 9. ; ; AB ; AO ; d’où l’on voit que la résultante- ou la pression totale N étant représentée par la distance AB des deux appuis , les deux pressions individuelles de cas points sont - représentées réciproquement par leurs distances à la pression totale; ■ ^ .
Si le corps repose par trois points A, B, C {Jig. 62) , la résultante N des forces appliquéesFic. r,,. doit passer en quelque point O dans l’intérieur du triangle ABC (192). Si de l’un des angles, de l’angle A, par exemple ; on mène la ligne AO, et qu’on la prolonge jusqu’à sa rencc^itrè. en I avec le côté opposé BC, la force-N se décomposera eu deux autres pu-allèles p et n' appliquées aux points A et L Ensuite, la forae n se décomposera en :deux autres parallèles 9 et r appliquées en B et G; de sorte' que ■ les trois forces p, 9, r exprimeront les pressions respectives des trois appuis A, B, C.
Formons autour du point O , comme sommet, et sur les trois côtés respectifs BC, AC, AB comme bases, les trois' triangles BOG, AOC,
AOB. Si* l’on représente la prèssion totale exercée en O par l’aife du tHangle ABC, les pressions exercées aux trois angles A, B, C seront représeutées par lea aires respectives des
triangles BOC , AOC , AOB fonnés sur les côtés opposés. *• •
Car la force N , appliquée en O , est à la force p, appliquée en A, comme AI est à 01 : mais les triangles BAC, BOC, ayant même base BC, sont entre eux comme leurs hauteurs, ou comme les lignes AI et 01 également inclinées sur. la base ; on a donc N ! p ; ; ABC : BOC. Mais un même raisonnement prouverait qir’on a N : 9 ; ; ABC ; AOC, et N ; r : : ABC ; AOB; donc, etc.
194. Lorsque le corps s’appuie sur le plan par plus de trois points (ou seulement par trois s’ils tombent en ligne droite), les pressions individuelles des appuis sont indéterrninées , parce qu'il y a une infinité de manières de décomposer la force N en d’autres forces parallèles appliquées en ces points.
11 suffit que ces pressions individuelles satisfassent à ces conditions : .1° quelles soient, toutes de même sens que la pression totale ; 2° qu’elles puissent se composer en une seule, égale à cette pression totale et .appliquée au même point O. Cette dernière condition exige trois équations, dont la première exprime que la somme des pressions est égale à la pression totale, et les deux autres, que la somme des
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morneots des pressions individuelles, pai' rapport à'deux axes quelconques tirés dans le' plan des appuis, est égale au moment de la pression totalé, par rapport aux mêmes .axes (84.à 127). •-
195. Si l’on veut considérer actuéllemënt l'équilibre d’un corps qui s’appuie 9 la fois contre plusieurs plans, on o^ervera que cbacun de ces plans fait naître, aux divers points de contact , des résistances de même sens , perpendiculaires à ce plan, et qui par conséquent se composent toujoûrs en une seule , peipendiculaire au même plan. Il faut donc que toutes les forces appliquées soient en équilibre avec ces diverses résistances., qùi seront en même nombre que les plans d’appui; et par conséquent les forces qui tiennent en équilibre un corps appuyé sur plusieurs plans doivent toujours se réduire à autant de forces , dirigées perpendiculairement vers ces plans respectifs, et qui tombent , pour chacun d’eux , dans l’intérieur du polygone formé par les points de contact.
196. On voit par là que si le corps ne s’appuie que sur deux plans, en deux points par exemple, et n’est sollicité que par une seule force, ou par des forces qui aient une résul-
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tante unique, cette fprce ou cette récitante unique doit pouvoir se décomposer en deux autres dirigées suivant lés normales > menées aux deux plans par les points de contact. Ainsi , il faut que les deux normales aillent concourir en un même point situé sur la direction de la force qui presse le corps , et se trouvent dans un même plan avec elle. D’ailleurs , cette force d(5it être dirigée dans l’angle des deux normales, qui est opposé à celui des deux plans, et son ’ action doit avoir lieu veré cet angle , afin que ses deux composantes suivant les deux normales tendent à. pousser le corps contre les plans, c’est-à-dire en sens contraires des résistances qu’ils font naître.-
197. Si le corps s’appuie par trois points sur trois plans différents, la force qui le presse doit être- réductible à trois autres , dirigées suivant les trois normales menées aux plans pàr les points de contact. '
Mais il ne .faut pas conclure de là que les trois normales doivent concourir en un même i)oint sur la direction de la force, ni même tju’il doive y avoir une seule rencontre entre deux de ces quatre lignes ; car trois forces qui ne se rencontrent pas peuvent se composer en uue seule, et une seule force peut se décom-
poser suivant trois directions qui ne rencontrent pas k sienne , et qui ne se rencontrent j>as entre elles (7o).
JÉpplication de la théorie à quelques exemples.
198. Ce (}ue nous venons dë dire contient toute la théorie de l'équilibre - des corps qui s’appuient sur des plans. Nous allons en faire quelques applications très-simples.
Soit un corps de figure quelconque , appuyé , par un nombre quelconque de points , ou par une base finie, contre un plan inébranlable LDK {fig. 63), et sollicité par deux forces Pf>o et Q. qui le tiennent en équilibre, sur ce plan.
D’après ce qu’on a trouvé (192), les deux forces P et Q doivent donner une résultante unique N normale au plan ; par conséquent leurs directions doivent concourir en quelque point , comme en F , et se trouver dans un plan perpendiculaire au plan LDK. De plus, la direction de cette résultante doit aller rencontrer le plan LDK en l’un des points de contact du corps,^ ou dans l’intérieur du polygone formé par les points de contact.
Supposons que toutes ces conditions, sbient remplies, et voyons simplement quels sont les rapports des forces P, Q, et de la pression N exercée sur le plan.
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Puisque les forces P et Q ont une résultante normale au plan, il faut que ces deux forces soient réciproquement proportionnelles aux sinus des angles PFN, QFN, que. leurs ' directions forment avec la normale abaissée du point F sur ce plan ' car on a vu (56) que deux composantes sont toujours en raison réciproque des sinus des angles' que leurs directions forment avec celle . de, leur résultante; on a donc , ‘
Q : P : sinPFN ; sinQFN.
On a d'ailleors, pour la résultante N,
P : N ; : sinQFN ; sin Pt'Q.
Dé sorte que chacune des forces P, Q, N, peut être représentée par le sinus de l’angle formé par les directions des deux autres.
Ainsi, toutes les questions que l’on pourrait proposer sur les rapports des trois forces P , Q , N , et sur leurs directions , se réduisent à la résolution d’un triangle dont les trois côtés représenteraient les grandeurs des forces P , Q, lÿ, et les trois angles, leurs inclinaisons mutuelles.
199. Supposons que la force P représente le poids du corps lui-même; sa direction FP sera
verticale et passera au centré de gravité de ce corps.
Menons le plan horiiOBtal LDH qui coiipe le premier suivant LD, et nommons le plan LDK, * sur lequel le corps s’appuie, le plan incliné.
Le plan des deu.x forces P \ct Q, qui sera, d’une part, perpendiculaire au plan incliné, comme passant par là nonnale fN, et de lauti-e perpendiculaire au. plan horizontal, comme passant par la verticale FP, • coupera ces deux plans suivant deux droites A^, AC, perpendiculaires à lenr commune^^ntei-sectiou LD , et qui comprendront entre elles l’angle formé par le plan incliné avec l’horizon. ' ' ,
Représentons shnplemcnt le plan horizontal par l’horizontale AG 64), et Jç plan Fie- 1»4incliné , par la ligne AB oblique à la première.
D’un point, quelconque B , pris sur AB, abaissons une perpendiculaire BC sur AC , et ‘dans le triangle rectangle ABC nommons , suivant l’usage, l’hypoténuse AB, la longueur du plan incliné; le côté BC, sa hauteur, et le côté AC, sa hase. . . • •
. La ligne FP étant perpendiculaire à AC, l’angle PFN sera égal à l’angle' BAC, et la proportion Q ;• P sinPFN : sin QFN deviendra
Q : P i:-sinBAC ; sinQFN.
Digitizfr” by C^OOgk; Jk
Si la puissance Q est donnée en grandeur seulement, on troùvera par cette proportion, où il n’y aura que ^lÿQFN d’inconnu , sous quel- angle QFN cette paissance Q doit agir pour faire équilibre àu poids P. Or , comme à un même sinus répondent . deux angles suppléments l’un de i’autre, on voit que la même puissance Q* pourra être employée de deux manières différentes pour faire équilibre à la résistance : soit en faisant avec la normale FN *
au plan incbné^ttb «igle QFN trouvé’ par la proportion ci-dessus ; soit en faisant' avec la même ligne l’angle Q'FN supplément du premier. • • ' ■
On trouvera, par la même proportion, la grandeur de la puissance Q , Icfrsque l’on connaîtra sa direction, ou l’angle- QFN quelle
forme avec la normale.
4100. Le cas où -la puissance Q est la plus pétite à l’égard de la résistance P, est celui où l’angle QFN a le plus grand sinus, puisque la puissance est toujours en raison inverse de ce* sinus ; mais le plus grand sinus répond à l’angle droit} donc la puissance est alors perf^peddiciilaire sur la normale FN, ou' parallèle plan incliné. . •
ée cas, l’angle QFN est égal à l’angle
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droit ACB (yîÿ. 65), et la proportion précé- f ig. 65. dente devient Q : P ; sin BAC ; sinAGBjmais dans le trianglé ABC, les sinus des angles A ^ et C sont proportionnels aux côtés opposés î* BC, AB, et par conséquent on a >
Q;P BC : AB
c’est-à-dire que, lorsque la puissance est parallèle au plan incliné, elle est au po\ds du corps ' quelle y retient en équilibre, commuta hauteur du plan est à. sa Ufpgueur.
201. Un corps pesant, abandonné à'iuimêtâe sür un plan incliné,- ne- tend donc à glisser le long de**ce plan qu’en vertu de la pesanteur diminuée dans le rapport de la hauteur du plan à sa longueur, et c’est cette pesanteur le long du plan que l’on nomme .la pesanteur relative, par rapport à la pesaft|eur le long de la verticale, que l’on nomme pesartteur absolue. On voit que la pesantebr 'absdue étant (^présentée par la longueur du plan incliné, la pesanteur relative est représentée par sa hauteur ; ou bien, la pesanteur’ absoiue-étant représentée par le sinus de l’angle droit ou • par l’nnité , la pesanteur relative est représentée par le sinus de l’inclinaison du plan. laii-sque
cette inclinaison est nulle, ou lorsque le plan est. horizontal, la pesanteur relative 'est mille, et le corps reste en repos sur le plan, comme cela doit être; lorsque l’inclinaison du plan est égale au tiers d’un angle droit, la pesanteur relative est la inôitié de la pesantelir absolue; elle se confond enfin avec la pesanteur absolue, lorsque l’inclinaison du plan est égale à l’angle droit , et que^ par conséquent , le plan incliné est^devenu vertical.
En géiJftral, pour eomparér les pesanteurs relativès sur des plans difi^emment inclinés, on n’aura qu’à comparer les sinus de^ leurs inclinaisons.
• Donnons la même hauteur BC à deux plans différemment inclinés , et adôssons-les comme .66. on le voit dans la 66 : les pesanteurs le long de ces plans seront réGiproq^es à leurs longueurs AB, BD ; car elles sont directement proportionnelles aux sinus des angles A et D qui mesurent les inclinaisons des plans > et , dans le triangle ABD, ces sinus sont proportionnels aux côtés.'opposés” BD et AB. ^
Donc, si l’on a deux corps pesants M et N appuyés sur cas plans adossés, et qu’on les lie entre enx par un fil qui passe sur une poulie de renvoi placée en R, de manière que les deux parties rectilignes du fil soient parallèles
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à ces plans respectifs, ces deux corps ne pourront se faire équilibre, à moins que leurs masses ne soient proportionnelles aux Ion-. f[ueurs ABtfet BD deskdenx plans sur lesquels ils reposent.
202. Lorsque la puissance Q{Jig. 67) est Fig. G7. horizontale, et par conséquent parallèle à la base AG du plan incliné , l’angle QFN devient égal à l’angle ABC, et l’on a
Q ; P :: sinBAC/. sinABC, ou bien ‘ ‘
Q : P :: BG ; AC
c’est-à-dire quej si la puissance est horizontale, elle est au poids du corps quelle tient en équilibre sur le plan incliné , comme la -hauteur du plan est à sa base.
205. Le cas oil la puissance est la plus grande à l’égard du poids, est le cas on l’angle QFN • devient nul. La puissance Q est alors perpendiculaire au plan incliné , et la propottion Q ’. P ; : sinBAG ; sin QFN donne polir sa va-
, ^ P X siii BAC * '
leur, Q = = 00.
llm’y a donc pas, à- proprement parler, de maximum pour la puissance; mais ce résultat nous apprend qu’aucune force, quelque grands
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qu'elle soit, ne peut empêcher un corps pesant de glisser le long d’un plan incliné, en le pressant perpendiculairement contre ce plan. Si nous voyons tons les jourÿ arriver le contraire, c’est que les surfaces des corps, même les mieux polis, sont hérissées d'une. in- Bnité d’aspérités qui s’engagent entre elles dans le contact de ces surfaces, et les empêchent de glisser librement les unes sur les autres. Or , nous avons fait abstraction de cette propriété des corps, et de la résistance particulière qui en- résulte, et que l’on nomme la force du frottement.
204. lorsqu’un corps pesant s'appuie à la fois sur plusieurs plans inclinés , en considérant son poids comme une force verticale qui passe par son centre de gravité, on trouvera les conditions de l’équilibre d’après ce qui a. été dit (195), et les pressions respectives que souffrent les points de contact, lorsque ces pressions sei^ont déterminées.
Si nous considéron» simplement le cas où le Fi^. fis. corps est soutenu aux deux points 1 et O {fig. 68) par deux plans inclinés HI , HO , il faudra (196) que les deux normales IA, OA, à ces plans, aillent concourir en un même point A de la ^rticale GP qui passe au centre de gravité G
du corps , et qui représente la direction de son poids. De plus, comme le poids P de ce corps doit pouvoir se décomposeir suivant ces normales, il faudra 'qu’elles soient toutes deux dans un même plan avec la direction GP, et par conséquent, dans un plan vertical.
.^Ces conditions suffisent pour l’équilibre ,. et si l’on prend, sur la direction du poids, une partie quelconque AD, qui représente -sa quantité, et qu’on achève» sur AD .comme diagonale , et suivant les . directions AI et AO , le parallélogramme ABCD, la force. P se décomposera en deux autres, représentées par les côtés AB et AC de ce parallélogramme. Ces.deux forces seront respectivement détniitês par les deux plans inclinés, et donneront en même temps les valeurs de leuH prêssioris individuelles.
Observons que le plan des deux normales lA , OA, étant à la fois .perpendiculaire aux deux plans inclinés , est perpendiculaire à leur commune intersection ; mais ce plan est en même temps vertical; puisqu’il passe pai' la verticale GP; donc la commune intersection
des deux plans incliné^ doit être perpeddieulaire à un plan • vertical , cfona elle est horizontale. Ainsi un corps pesant ne peut rester en équilibre entre déux plans’^ inclinés.
. à moins qûe leur intersection ne soit horizontale', cfe qui paraissait d’ailleurs" assez ’évi- • * dent.
De la Vis.
205. La vis est une machine qui se rapporte à la fois au levipr et au plan incliné. On y cony sidère «n général l’équilibre d’un corps qui se trouve en même temps assujetti à tourner autour d’un axe fixe, et à descendre uniformément le long de cet axe, en s’aj)puyant sur une sur- , face inclinée. ‘ • *
Mais pour exprimer clairement la constrûc- . tioh de cette machine, considérons d’abord un '
Fig. 6<> cylindre droit ABCD [Jig. 6g) que l’on déve- ' loppe sur un- plan. Le développement est un rectanglé BEMC dont la basé BE est égale en ‘ ' longueur à la circonférence du cylindre , et . . peut s’exprimer par 2srr, en nommant r le rayon du cylindre,- et ® le rapport de l'a circonférence an diamètre. ‘ •
Divisons le côté BC en parties égales BR,
. RQ, QP, etc.; et, après avoir pris sur EM la’ partie EG = BR , menons BG , et les parallèles RH , QK, etc. . i
Si l’on replie le* rectangle BEMC sur le cylindre, fa suite des droites BG, RH, etc. , tracera- sur Sa .surface une courbe continue que
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l’on uunime hélice, la première droite U(», formant une portion de l’hélice, qui commencera en aboutira en R , où elle sera continuée pât; la seconde droite RH, et ainsi de suite. Chacnne de ces portions de l’hélice, dont les deux extrémités viennent aboutir sur la même génératrice, et qui fait ainsi le tour entier du cylindre, se nomme spire; et l’intervalle compris entre deux spires consécutives , mesuré le long de la génératrice, et qui est partout le même , se nomme le pas dé l’hélice. ,
Puisque, dans le '^développement du cylindre, l’hélice est une suite de lignes droites parallèles, il est clair que la propriété caractéristique de l’hélice est d’être partout également inclinée aux diverses» génératrices qu’elle va rencontrer sur la surface cylindrique. Ix>rsque le cylindre est vertical, elle est donc partout également inclinée à l’horizon, et un pointa, qui repose sur cette hélice, et qifi peut être regardé comme situé sur la tangente en ce point, est dans le même cas que s’il reposait en a' sur un plan incliné QHK , dont la b^c est QH = awr, et dgnt la hauteur IIK est égale au pas de l’hélifce , et sera désignée simplement par h. , ' * .
2')6. Si l’on suppose donc que le point n soit
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pressé sur l’Iiélice par uue force verticale p , et soit retenu en même temp» par ùue. force horizontale /, qui , appliquée tangentielien^ent au cylindre, empêche ce point de glisser aur l’hélice, on aura (202)
•“ /:p ;;HK ; QH‘, * ,
ou f P y. h : 2Ùr.
Menons par le point a l’horizontale ao, qui rencontre en o l’axe FI du cylindre, que je suppose fixe. Prolongeons indéfiniment cette droite , et considérons-la comme un levier inflexible , mobile autour du point fixe o.
Au lièu d’appliquer immédiatement au point a une force horizontale /, pour retenir ce point sur l’hélice , on pourrait appliquer une autre force parallèle q en un point quelconque du levier bo; et cette force q ferait sentir au point a la même impressicAi que la force /, si elle était à celle-ci dans la raison réciproque des deux bras de levier 6o et ao, c’est-à-dire ( en faisant ^ = R , et observant qué ao est le l'ayon r du cylindre) , si l’on avait • •
mais on a trouvé 'ci-dessus
Donc, eu multipliant par ordre, on
q : P :: h : 2wR; ' •
c’est-à-dire que la puissance horizontale q sera à la 'force verticale p qui presse le point a sur l’hélice , comme le pas de l'hélice est à la circonférence que tend à décrire la puissance q autour de l’a.\e du cylindre.
Observons (|ue le rayon r du cylindre , ou la distance de l^hélice à l’axe , ji’eutre plus dans cette pro|)ortion. Ainsi, l’on aura toujours le même rapport entre la puissance q et la foi^ p, quel que soit le cylindre sur lequel, l’hélice est tracée, pourvu que le pas de cette hélice.soit le même.
On ne doit pas perdre de vue d’ailleurs que l’on n’a supposé le cylindre’ vertical que pour mieux fixer les idées et simplifier le discours;
mais que tout ce qu’on a dit de la force verticale p et de la puissance horizontale q , doit s’entendre en général 'd’une force parallèle, à l’axe du cylindre , et d’une puissance qui agi-rait dans un plan perpendiculaire au même axe , à la distance R de oette ligne.
Îi07. Actuellement il 'n’est pas difficile de définir la vis et de trouver les conditions de son équilibre.
IA vis est un cyli
roit revêtu d’un
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filet sni^nt eugendi'é par le plan d’un triangle, ou d’un parallélogfamme , ou d’une figure quelconque qui, s’appuyant par sa base sur une génératrice, tourne autour de l’axe du cylindre,' en descendant le long d'une hélice tracée sur sa surface. Tous les points qui composent le filet de la vis peuvent donc être regardés comme appartenant à des hélices décrites sur des cylindres de même axe, mais de rayons différents. Or„touteS ces hélices ont évidemment le même pas , et c’est ce que l’on noiftme le pas de la vis.
lia génération de l’tVroM est la 'même. Concevons un pièce M, de figure quelconque, pénétrée par le cylindre : le triangle ou le parallélogramme qui produit sur le cylindre le filet de la vis, produira dans l’inléi icur de cette pièce un sillon ou creux parfaitement égal au filet, et que celui-ci remplira exactement; et cette seconde pièce, qui peut être regardée comme le moule de la première , forme réerow de la vis. ^
Maintenant, si l’une de ces deux pièces est fixe , il est clair que l’autre lui est tellement assujettie, qu’elle n’a plus qué la .liberté de tourner auto.nr-de l’axe du eylindre, et de descendre en même temps sur la seconde, comme sur une surface .^^hiée. Il y a donc,' entre
les forces qui se feraiént équilibre sur la pièce mobile, des relations particulières qui dépendent de son assujettissement à la seconde; et ce sont^ces relations qui constituent les conditions de l'éqililibre dans la .vis.
On ne considère ordinairement qûè .deux forces appliquées à la pièce mobile : l’une P parallèle à l'axe, et qui tend à la faire descendre en tournant autour de cet axe; l’autre Q située dans un plan perpendiculaire à l’axe, et qui, au moyen d’un levier, teiid à la faire remonter en sens contraire. Pour fixer les idées, nous supposerons ici que l’écrou soit mobile {fiq. 70) et que la vis soit fixe :1e i-apport desFig. 70. denk forces P et Q serait absolument le ihéme dans le cas où, l’écrou étant fixe, la vis serait mobile. •
D’abord , si l’écrou ne posait que par un seul point sur le filet de la vis, en nommant h le pas de la vis, et R le bras de levier de la puissance ou la distance à l’axe, on aurait, d’après ce qu’on a vu ,
Mais, en quelque nombre de points que l’écrou s’appuie sur le filet, on peut imaginer que la résistance P est décomposée en autant de forces parallèles />, />', p", etc. , qui pres-
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sent en ces différents points , et que la puissance Q est partagée en autant de forces q, q", etc.j dont chacune fait équilibre en particulier à la fprce qui lui répond parmi les forces p, p', p", etc.; et, comme on a constamment *
' q \ P y. h : 2®R, q[ pf y h 2srR , q" \ p’ y h ; 2crR , etc. ,
on aura
q-t-p'-t-p'... ou Q;p-t-p'-l-p"... ofti P; :/i:2BrR;
c’estrà-dire que, dans l'équilibre de la vis, la puissance qui tend à faire tourner l'écrou, est à la résistance qui le presse dans le sens de l’axe, comme le pas de la vis est à la circonférence que tend à décrire la puissance.
Ainsi la puissance a d'autant plus davantage pour contre-balancer la résistance, ou pour comprimer dans le sens de l’axe de la vis , que cette puissance agit à une plus grande distance de l’axe , et que le pas de la vis est moindre.
Du Coin.
208. Le coin est tin prisme triangulaire ÂF Fit-ri-ifiq. 7x), que l’on introduit par l’une de ses
arêtes EF entre deux obstacles , pour exercer latéralement deux efforts qui tendent à les écarter. ‘ ■
L’aréte EF, par laquelle le coin tend à s’enfoncer, se nomme le tranchant du coin; les deux faces adjacentes ADFE , BGFE, se nomment le^ .côtés; et la face opposée ABGD, la tête. ' ^
G’est sur cette face qu’on applique le coup, au moyen d’un marteau ou d’un corps quelconque. Quelle que soit la direction du choc, on peut toujours concevoir son action comme décomposée en deux antres. Tune pefpendiculaire à la tête du coin , et qui obtient tout son effet sur lui; l’autre parallèle, et qui né lui imprime aucun mouvement, parce qu’elle ne peut tendre qu’à faire gli.sser le marteau sur ce coin.
Nous supposerons donc sur-le-champ que la puissance soit appliquée perpendiculairement à la tête du coin , ' et nous chercherons simplement les éfforts qui en résultent contre les deux obstacles perpendiculairement aux deux côtés.
Par la direction de la puissance P, et perpendinilairement aux arêtes . du coin , faisons pas.ser une section MNO ( fig. 73); la ligne MN Fig 7^ pourra représenter la tête du coin, et les deux
lignes MO et KO les deux côtés. D'un point A pris' sur la directiuu de la puissance, abaissons deux pe^peudiculaires AB, AG ’sui’ les côtés MO, NO; prenons la partie AD qui représente la quantité et la direction de la puissance P, et achevons le parallélogramme ABCD.
puissance P, représentée par AD, se décomposera en deux autres Q et R , représentées par AB et. AC^ et qui exprimeront les efforts exercés perpendiculairement aux côtés MO, NO^ On aura -donc P:Q: R comme AD; AB; AG; ou, efl mettant .BD au lieu de AG, comme AD ; AB ; BD , c’est-à-dire, comme les trois côtés du. triangle ABD.
t- j'Mais ce triangle est^semblable au triangle MNQ,' parce que les côtés AD, AB, BD sont ’respectivement.perpendiculaires aux -trois côtés
' MK, MO, NO. ''
On aura donc ; v ' -
P : Q ; R ::.MN ; MO ; NO
' c’est-à-dire que, ta puissance étûnt représentée par
. la tète (ht roin , les deux forces qui ai résultent perpendiculfûremait aux côtés seront représentées par cés côtés eux-mêmes.
. -'Sii-lc triangle. MNO est isoscèle, les deux
^ forces Q et R . sont égales ,‘ cl la puissance P est à riiiio d’elles comme la tête du coin est à l’un
luugie ^
des côtés, qù'on peut pomhier dans ce cas la longueur du coin.
On voit, par ce 'que nous venons de dire, qu’à puissances égsles,. l’effort exercé par le coin est d’autant plus grand , que là tête en est plus petite par rapport à la longueuix i
De quelques Mnchiu/cs composées.'
201k Jusqu’à présent uoDa n^vons considéré qu’un seul corps solide, géifê dans ses mouvements par différents obstadès; et c’est ce qui forme les diverses machines simples. Nous . allons considérer actuelfemeul un assemblage de macbines simples qui réagissent les unes sur les autres en vertu de leur liai.son mutuelle ; ,* ■
et cest ce que l’on nomme une machine co’m- * ^ ftosée. , ' -• *
.Si 1 'on ne suppose que deux,>forces appliquées à la machine composée, on* voit que » la macliiuc simple, qui reçoit immédiatement ^ l’action de l’une d’elles , transmet cette action , . d’après les lois de son équilibre, à la machine siniple avec laquelle elle c.st liée ; que celle-ci la transmet de même à la machine suivante; et ain§i de suite, jusqu’à la dernière qui communique, l’actiou . àja seconde force, ou à la ■ résistance qu*ilt-ihut Vaiticre. Ainsi il est tou-
le Tapport de la une suite de proportions données par les lois de l’équilibre des -machines intermédiaires; et c’est ce qu’on va véri6èr tout à l’heure sur quelques exemples très-simples.
Mais nous devons faire observer que les questions suivantes se rapportent naturellement au problème le plus général de la Statique, -c’est-à-dire font partie de cette théorie étendue où l’on recherche les lois de l’équilibre dans les systèmes dont là -figure est variable suivant des conditions quelconques données. Les deux axiomes qui senent de base à cette théorie sont : . ‘
1*. Que si un ^ stème quelconque de points est ^eri équilibre, chaque point doit être en équilibre de lui-méme, tant en vertu des forces qui lui sont immédiatement appliquées, qu'en vertu des résistances ou réactions qu'il éprouve de la part des autres points du ^stème;
2°. Que deux points ne peuvent agir l'un sur l'autre que dans la direction de la droite qui les joint, et que l'action est toujours égale et contraire à la réaction.
Au moyen de ces deux axiomes et des conditions connues de l’éqtiilibre d’un corps libre, on peut trouver les conditions de l’équilibre
jours facile de déterminer puissance à la résistaflitor^par
Digitfeed by GoogI
dun. système .quelconque de corps, pourvy qu’on sache, évaluer les rësistauces qui naissent de^ leur liaison mutuelle : car ces résistances étant une fois- évaluées, Il ne s’agit plus que de les combiner avec les forces données immédiatement par la question , et d’exprimer les conditions de l’équilibre de chaque corps comme s’il était parfaitemejit libre dans l’espace. • ' ' • ,
• Quoique, nous'ne puissions, san^asser le.'t bornes de cet Ouvrage, traiter ici ce sujet avec toute la généralité dont il est susceptible, nous donnerons néanmoins les conditions de l’équilibre de quelques systèmes variables qù’on emploie- souvent, dans les arts,. et que l’on a coutume de considérer dans les éléments de Statique, parce Cjue leé réactions des différents corps les uns sur les autres y sont trèsfaciles à évaluer, et -ne supposent guère^^^e la composition des forces et les deux précédents. ' .
** * • Jk ^
• Des Cordes. ‘
Considérons premièrement un po
funiculaire ,_c'çst-k-dire un assemblage de points liés entre eux par des cordons parfaiteii|eti( flexibles et inextensibles.
On .sait d'abord, que si tcois forces P, Q, R
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Fis- {Jig- 74 ) dirigées, suivant les aHes de trois cordons APi AQ, AR, sont en ^uiUbre autour d’un même point A, chacune de ce» forces doit être égalé et directement opposée à la résultante des deux autres;
II’ faut donc, 1°. que les axes des trois cordons soient dans un même plan ; 2’.- que les rapports des forces soient tels, que chacune d’elles puisse être représentée par le sinu» de l’angle fo«hié parles directions des deux autres. Ainsi Ton à, pour l’équilihre, cette suite de rapports :
211. Si Ton suppose qne les extrémités des cordons AQ, AR; soient fixes, les valeurs de Q et R , données par les rapports ci-dessus, exprimeront les efforts que supportent ces points fixes n i^rtu de la force P, ou les tensions des deux ^jAQiAR.
^Ait que ces tensions seront d’autant plus gpâisdVîs que Taogic QAR sera phis obtus, et qu'eRes deviendront infinies, si cet angle dev'iéûliégftl à deux angles xlroits.
« nie torde tendue en ligne droite è deux
pointsrftxcs sera donc nécessairement rompue par la plus petite force qui lui serait appliquée transversalement , «i cette corde , n étant pa«
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susceptible île s’étendre, n’a pas d’ailleurs une résistance longitudinale infinie.
212. Les conditions précédentes pour l’équilibre des trois forces P, Q , R , supposent que le point A soit invariablement attaché à chacun des cordons, ou que le -nœud qui les i^eutble soit fixe : mais si le point A pouvait couler le long du cordon R AQ {Jig. ’]S ) , comme ferait Fie. un anneau infiniment petit, .enfilé par ce cordon, alors il ne suffirait plus que les forces P,
Q, eussent les relations données oi-dessus, ü faudrait encore que la direction de la force P divisât en deux également l’angle formé par les deux parties de la corde QAR. ri;
En- effet, si Ion suppose que .l'équilibre ait heu, et qu’on fixe invariablement deux points F et F' pris où l’on voudra sur ces cordons, il est clair que le ^jnt A est dans le mênae cas que s’il avaU la Uberté de se moüvoirtdhns une ellipse dont .F et F' sont les deux et AF, 'AF', les rayons -vecteurs. ||Pr, pour qu’il soit en équilibre sur cette courbe en vertu de la force P^ il faut que cette force soit perpendiculaire à la .tangente à relli|iue. en ce perint (‘190)-, et par conséquent divise en deux pattiés égales l’angle FAF', formé par les rayons vecteurs. < . •.
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Ainsi, dans le cas d'un nœud coulant, les deux parties de la corde le long de laquelle le nœud peut glisser doivent être également tendues. ■ ' .
215. On voit en même temps que, si l'on’ suppose le point ou l'anneau A fixe, les deux forces Q et B , appliquées au cordon QAR qui passe dans cet anneau, doivent être égale* entre elles pour l’équilibre, et que la pression exercée par les deux forces sur le point fixe A est dirigée suivant laf ligné • qui ■ divise en deux parties égales l’angle formé par les deux >parties du cordon.
Quant au rapport de cette pression P à lu tension Q du cordon, ou aura , en nommant a la moitié de l’angle QAR , P : Q : ; sin aa ; sin a : ou bien, P î Q : : a cos a 1 .
D’où l’on voit que la pression exercée sur le point A est égde à la tension dp la corde multipliée par le double cosinus de la moitié de l’angle Q^.
214. Actuellement soient plusieurs points 76. A, B, D(^. ',76), liés eutre eux par des
Cordons AB, BC , CD , et tires par de§ forces N , P, Q , R , S , T, suivant d’autres coCdorns , mais de manière que chacun des poidts ou
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nœuds A, B, C, O n'en assemble pas. plus de trois en même temps. ,
Si tout le système est , ep équilibre , chaque point doit être en éqûilibre de lui*même , en vertu des forces qui lui sont appliquées et des tensions des cordons adjacents. Le point A, par exemple , n’étant lié immédiatement qu’au seul point B, doit être en équilibre en vertu des deux forces N et et la tension du cordon AB; car les autres points G et D ne peuvent, réapir sur lui que par le cordon AB. * ‘ -
Il faut donc que les trois cordons AN , AP, AB soient dans un même plan ; et si L’on nomme X la tension du cordon AB, il faut qu’on ait les rapports suivants :
N : P sini’AB : sinNAB,
' ' P : X sin NAB sin NAP.
De même, le point B doit être en équilibre ' en vertu "de la force Q et des tensions suivantes BA et BC. Or, la tension du cordon AB est la même que tout à l’heure; car l’action du point A sur le point B est parfaitement égale et contraire à l’action du point B sur le point A. Nous ' avons nommé X- cette tension, nommons V celle du cordon BG; on aura
X ; Q i; sin QBG ; .sin ABG,
Q ; Y sinABC ; sinQBÀ.
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L’équilibre du point C donnera de même
• Y ; H ; ; sin RÇD : sih BCD ,
Il ; 2 ; ; siii BCD ; sin BCR.
On aura de même pour le point D deux pço- ' portions, ete. ; et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand nombre de points.
Ên multipliant ^ar Ordre un nombre convenable de ces proportions, on -trouvera le rapport de l’une quelconque des forces, à telle autre force ou tension que l’on voudra. Si Ion multiplie les trois premières , par exemple , on aura le rapport.de N à Q. Si l’on multiplie les quatre premières, on aura celui de N à la tension Y ; etc.
215. Si les directions, prolongées des forces P, Q, R,S divisent en deux parties égales les angles respectifs, NAB, ABC, BCD, CDT, du polygone funiculaire , les cordons AN , AB , BC , CD, DT seront tous également tendus; car on aura, par les rapports précédents,
Déplus', en nommant aa, 2j3, a 7, ad. les angles dn polygone, ou aura, par les mêmes proportions,
l’ ; R ; S cosa ; cos^ : cos : cosd;
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c’est-à-dire que les forces appliquées aux divers au{]les du polygone seront proporlidnaelles aux cosinus des moitiés de ces angles.
Donc, si, au lieu des forces P, Q, U, S, on substitue des points Hxes A, B, C, D par> dessus lesquels passe la Corde NABCDT , d’abord les deux forces N et T qui tirent les extrémités de celte corde seront égales entre elles, et la corde sera partout également tendue; et en second lieu, la corde pressera sur chaque point en raison du cosinus de la moitié de l’angle formé eu ce point, car chacun des points fixes A, B, C, D, tient lieu d’une force qui divise en deux également l’angle formé par les deux paiTies de la corde qui y passe (215). lo.
216. Supposons que les deux côtés contigus AB, BC soient égaux : le cosinus de la moitié de l’angle compris est marqué par le rapport de l’un des côtés au diamètre du cercle qui passerait par les trois points A, B, C. Donc, si tous lescôtésdu polygonefuniculaire sont égaux enti'eeux, on peut dire que les forces P, Q, B, S sont réciproques aux diamètres de ces différents cercles dont chacun passe par trois angles consécutifs du polygone.
Or, en considérant une courbe comme un polygone d’une infinité de côtés égaux, chacun
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des cercles dont il s'agit devient, en chaque point de la courbe , ce qu'on nomme le cercle osculateur, c’est-à-dire le cercle qui' a la même courbure en ce point.
Donc,' lorsqu’une courbe funiculaire rentrante sur elle-même, ou dont les deux bouts sont fixes, est tirée eu tous ses points équiciistants par une infinité de forces normales qui se font équilibre , la corde est partout également tendue, et chaque force normale à la courbe est réciproque au rayon de la courbure dans le point où cette force est appliquée.
On a un exemple très- simple de cet équilibre dans une corde tendue par deux forces sur le contour d’une courbe fixe quelconque; car chaque point de la courbe fixe tient lieu d’une force qui serait dirigée suivant la normale à cette courbe. Ainsi, dans l’équilibre de la corde, la tension est partout la même , et chaque point de la courbe fixe est pressé suivant la normale en raison inverse du rayon de courbure.
217. Le polygone funiculaire NABCDT étant en équilibre en vertu des forces N , P, Q , R , S, T, côncevons que sa figure devienne parfaitement invariable, de manière que les points A, B, C, D ne puissent plus changer leurs
distances mutuelles : il est clair qiie l’équilibre subsistera toujours. Mais alors, les forces N, P, Q, R, S, T étant en équilibre sur un système invariable, l’une d’elles est égale et directement opposée à la résultante de toutes les autres ; ainsi ces autres forces ont une résultante. Or, comme cette résultante est exactement la même que si toutes les composantes s’étaient réunies parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque de sa direction , il s’ensuit que chaque cordon est tendu par la force qui le sollicite , comme il le serait par la résultante de toutes les ' autres forces qu’on y transporterait parallèlement à elles-mêmes.
^8. Lorsque les cordons extrêmes AM, DT sont dans un même plan , les deux forces N et T ont une résultante; et, d’après ce qu’on vient de dire, cette force doit être égale et directement opposée à la résultante V des autres forces
P, Q,R,S, comme si le polygone était invariable de figure. La résultante des forces P,
Q, R, S appliquées aux angles du polygone, doit donc passer par le point O où vont con-, courir les deux cordons extrêmes ; et par conséquent si les deux extrémités N et T de ces cordons sont fixes , on aura sur-le-champ les deux efforts que supportent ces points fixes ,
ao. .
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on les tensions des cordons AN , DT, en décomposant^ au point O, la résultante V en deux forces N et T dirigées suivant ces cordons.
On trouverait de même les tensions de deux cordons quelconques situés dans un même plan , en prenant la résultante des forces appliquées sur les nœuds intermédiaires, et la décomposant suivant ces deux cordons au point où ils concourent ; car si un polygone funiculàire est en équilibre, une partie quelconque de ce polygone est aussi en équilibre d'elle-même , en vertu ‘des forces appliquées sur 'cette partie, et des tensions des deux derniers cordons que. l’on y considère.
219. Lorsque les directions des forces P; Q, 77 R, S, sont toutes parallèles (^gr. 77), on a toujours pour les forces et les tensions les mêmes proportions que ci dessus (214); mais il faut une condition de plus pour l’équilibre ; c’est que toutes les forces -P, Q , R , S et les côtés du polygone soient dans un même plan ; car , autour de chaque nœud , les cordons doivent être dans un même' plan (210). Mais, si le cordon BQ est parallèle au cordon AP, le plan PAB des trois premiers cordons est le même ([ùe le plan ABQ des trois suivants, et ainsi de suite.
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IJatis cette liypoth«>se de puissances parallèles, cüiiime on a
sin PAB = sin QBA , sin QB(J = sin RGB , etc. ,
on trouvera par les proportions (214) que les tensions successives N, X, Y, Z, T, sont réciproques aux sinus des inclinaisons des côtés sur la direction des puissances parallèles P, Q . R, S, et qu’ainsi chacune des tensions est représentée par la sécante de son inclinaison sur une perpendiculaire à ces puissances.
Cela pourrait se voir aussi , comme au n«218 en comparant immédiatement les tensions de deux côtés quelconques, qui seront toujours ici situés dans un même plan.
Mais, pour avoir des expressions plus simples et plus commodes, regardons toutes les forces appliquées au polygone comme étant verticales, et supposons cpi’un des côtés de ce polygone soit horizontal.
Si l’on voulait comparer la tension t d’un côté quelconque à la tension a du' côté horizontal d’où l’on part, on imaginerait ces deux côtés prolongés jusqu’à leur rencontre, et l’on supposerait en ce point une force verticale V égale à la somme des puissances appliquées sur les noeuds intermédiaires, et qui ferait équilibre aux deux tensions a ci t.
On aura donc , en nommant f l’inclinaison de la tension t sur la tension horizontale a ,
t a y. 1 ; cos f ,
ou l = aséccp : doù l'on voit que, dans l’équilibre d’un polygone funiculaire tiré par des puissances, verticales, la tension de chaque côté est proportionnelle à la sécante de l’angle que fait ce côté avec l’horizon.
On aurait eusuite
< : V ; : I ; sin^;
ce qui donne la tension d’un côté quelconque exprimée par son inclinaison sur le côté horizontal , et par la somme des puissances parallèles qui agissent entre ces -deux côtés.
On auràit enfin (ce qui, d’ailleurs, est une suite des deux proportions précédentes)
V : a ; : sin 9 : cosy
ou V = n tangç; d’où l’on tire ce théorème relatif à la figure que prend le polygone en vertu des forces appliquées : la tangente de l’inclinaison de chaque côté sur t’horizon est proportionnelle à la somme des jmissances verticales appliquées sur le contour, depuis le côté le plus bas jusqu'à relui que l’on considère.
DE STATigi’E.
De la Chaînette. ,
220. On peut considérer une corde pesante comme un fil chargé d’une infinité de petits poids distribués sur toute sa longueur, ou comme un fil sollicité eu tous ces points par de petites forces verticales, et par conséquent parallèles. On voit donc que si cette corde est attachée à deux points fixes S et T (fig. -yS), elle ne peut demeurer en équilibre, à moins qu’elle ne soit tout entière dans un plan vertical. Elle forme alors un polygone funiculaire d’une infinité de côtés, ou plutôt une ligne courbe que l’on nomme la chaînette. '
Pour trouver les efforts que la corde exerce sur les deux points S et T qui la soutiennent , on mènera à la courbe en ces points deux tangentes SO , TO , qui seront comme les, prolongements des derniers côté% du polygone funiculaire; appliquant ensuite au point O une force égale à la résultante de toutes les forces qui la sollicitent, c’est-à-dire égale au poids total de la corde, ou décomposera cette force çn deux autres dirigées suivant les tangentes OS , OT , et qui exprimeront les charges respectives des deux points de suspension (^218).
On trouverait de même la tension de la
Fig 78.
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corde en un point quelconque, en imaginant que ce point est fixe , et eu cherchant, comme ci-dessus, la charge qu'il éprouve par le poids du reste de la corde qui demeure en équilibre au-dessous. ’
Au reste, si l’on nomme t la tension en un point quelconque M de la chaînette, a celle qui a lieu au point Rie plus bas, V le poids de l’arc s compria entre ces deux points , et l'angle formé avec la ligne horizontale par la tangente à l’extrémité de l’arc s, on aura entre ces quatre quantités les mêmes équations qu'au n” 219.
On voit doiic, par la première équation l = a séc , que , dans une corde j>esante en équi~ libre, la tension en chaque point varie comme la sécante de l’inclinaison de la courbe sur la ligne horizontale.
Par la' seconde équation V = t sin^, on voit que la t^ion à [extrémité d’tm arc quelconque de la c»rde est égale au poids de cet andivisé par le sinus de l’inclinaison de la corde en ce pohtt. *
Et l’on doit remarquer que ces équations ont lieu quelle que soit l’inégalité de la corde ou chaîne pesante que l’on considère.
Si la chaîne est. uniforme, on peut représenter le poids V de l’arc s par la longueur de cel arc lui-méme , et la troisième équation
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devient s = n tang 9 : équation très-simple de la chaînette entre les coardonnées s et 9.
Ainsi (a chaînette est une courbe telle, que la tangente de son inclinaison sur un axe Horizontal augmente comme la longueur de l'arc à partir du point 1er plus bas. 0
Cette courbe est donc la même à gauche et à droite de l’axe vertical qui passe paé le sommet B, et, cômme la parabole, elle a deux branches égales qui s'étendeut à l'infini. '
Il est même aisé <le voir que le rayon R de la courbure y est exprimé par R = a : cos*9, et qu’ainsi il est réciproque au carré 'du 'cosinus de l’inclinaison de la courbe son. axe horizontal» m un
<Car, en considérant une courbe comme 4in polygone d’une infinité de côtés égaux c, on a, pour le rayon R du cercle décrit sur deux côtés consécutif comme' cordés, i * ;
'R == c ; 2 sinê,
en nommant 2i l’angle extérieur du polygone («»«)• .
Or, 9 étant l’inclinaison du-premier côté, et par conséquent 9 -f- as étant celle' du second , on a ici par les deux équations s = a tang9 et s c = a tang(9 -t- as) , l’équation
c = e[tang(9 -+■ 2e) — tang9], -tr
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expression qu'on peut ramener à celle-ci : 2sini*tcos<
COSf.OOS ((Ji-4-2»)
On a donc
„ c cos f
2Sinc COSf .COS(f -|-2l)
d'où l’on tire, en faisant l'angle extérieur ut égal à zéro (afin de passer du polygone à la courbe même),
ce qu-il fallait démontrer.
221. Ce qu'on vient de dire d’une corde pesante, ou d’ub assemblage de petits corps pesants unis ensemble par un fil inextensible, pourrait' s'appliquer à plusieurs globules appuyés les uns contre les autres , et qui se soutiendraient mutuellement en voûte. Us doivent affecter alors la forme d\ine- chaînette renversée : car , si tous ces globules , à cause de leur impénétrabilité mutuelle, sont en équilibre eh vertu de leur poids ■ ou des forces verticales qui les sollicitent, il est clair quils demeureraient encore en équilibre si ces forces venaient toutes à agir en sens contraire, pourvu qu'alors on supposât tous ces globules liés deux à deux par un fil inextensible;
mais alors ce fil formerait une chaînette renversée : donc il a actuellement cette figure.
C’est encore la figure que prendrait une voile verticale enflée par le vent; car, considérez dans cette voile une section quelconque horîzdùtale s que nous regarderons comme un polygone d’une infinité de côtés* égaux : il est visible que le nombre des molécules d’uir qui viennent rencontrer un de ces côtés est proportionnel , non pas à la longueur c de ce côté , mais à sa projection c.cosç sur une perpendiculaire à la direction du vent. Ainsi la force c|ui vient sur chaque élément de la courbe s est proportionnelle au cosinus de son inclinaison 9 à la perpendiculaire dont il s'agit. Mais cc^tto force n’agit pas tout entière sur la voilë : car, à la rencontfe du côté c, la vitesse v de chaque molécule d’air se décompose en deux : l’une 0 sin 9 parallèle à r, et qui ne tend qu’à fair« glisser cette molécule sur la voile sans y produise»» aucun effet ; l’autre v cos 9 perpendiculaire au côté c , et qui seule agit pour tendre cette voile. La force normale qui presse chaque élément de la courbé.s est donc proportionnelle à cos *9. .
Mais une courbe étant tenue en , équilibre par des forces normales appliquées en tons ses points équidistants, chacune d’elles (216) est réciproque au rayon -de la copîrbure dans
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le point où cette force est appliquée : et vice versa ce rayon est réciproque à la force. Or ici la force est proportionnelle à cos *9 : donc une section quelconque horizontale , faite dans, une voile verticale enflée par le vent, est de telle nature que le rayon osculatenr y est réciproque- au carré du cosinus de l’inclinaison, de la courbe sur une perpendiculaire à la direction du vent ; ce qui est précisément une chainctte dont l’axe serait dans cette direction (220)’. ,
Des Poulies et des Moufles.
222. Considérons maintenant un système de poulies mobiles A, A', A" {jig. ■yq). La première A , qui soutient un poids P attaché à sa chape , se trpuve embr^ée par une corde dont l’une des extrémités F est fixe , tandis que l'au- ^ est attachée à la chape de la poulie sui- 4l|pte A'; cette seconde poulie est de même embrassée par une corde dont l’ane des extrémités P est fixe, tandis J que l’autre.jest attachée à la chape de la troisième poulie A'.^ et ainsi de suite jusqu’à la dernière , dont le^cordon, arrêté d’une partià.uu -point. fixe P'.j.cst tjré de l’autre par une puissance Q.
t Si tout le système est en • équilibre , chaque poulie e%t -en équilibre d'elle-‘même , en vertu
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des forces oa des tensions qui agissent sur elle.
Ainsi , nommant r, r', r" les rayons respectifs des poulies; c, c', c" les sous-tendautes des arcs émbrassés par les cordons j X la tension du premier cordon; Y celle du suivant; on aura pour l'équilibre de la poulie A (185),
On aura de même pour l'équilibre de la poulie A',
et pour la troisième A",
fit
V ‘ “tb ^ .lU .
en multipliant par ordre , il viendra ■
Q : P ■. t rr'r" ; reV",
c’est-à-dire, la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des poulies est an produit des sous-tendantes des arcs embrasiés par les cordons.
225. Si tous les cordons deviennent parallèles (Jig.So), les souà-tendantes c, r',- r" de-FîB. 80. viennent égales. aux diamètres ar, ar' ar", et l’on a, en divisant les deux termes du dernier
rapport par le produit tr’r'\
c’est-à-dire qu’en général la puissance est ayi poids comme l'unité est au nombre 2 élevé à une puissance marquée par le nombre des poulies.
C’est le cas le plus favorable à la puissance ; car le produit des sous-tendantes c , c\ c" est le plus grand pQssible , lorsqu’elles sont égales aux diamètres.
Si, dans chaque poulie , l'arc embrassé par la corde était le tiers de la demi-circonférence , les sous-tendantes de ces arcs seraient égales aux rayons respectifs des poulies, et la puissance serait égale au poids.
224. Cne moujle est un système de poulies assemblées dans une même chape, ou sur des Fig. 81, axes particuliers (yÇÿ. 81 et 82), ou sur le même 8a, 83. axe 83).
Considérons deux moufles, l’une fixe et l’autre mobile , et supposons que toutes les poulies soiem.embrassées par une même corde attachée par tme extrémité à la chape de l’une des moufles , et tirée à l’autre extrémité par une puissance Q, qui fait équilibre à un poids P .suspendu à la moufle mobile.
Si l’on suppose, ce qui a prc:'.(|tie toujours lieu d’une manière sensible, que les diverses
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parties de la corde soient parallèles, il est visible qn’on aura : la puissance Q est à la rësisemce P, comme l'unité est au nombre des cordons qui soutiennent la moufle mobile; car, toutes les poulies étant embrassées par la même corde, et devant être en équilibre, chacune en particulier, les cordons sont également tendus. On peut donc considérer le poids P 'comme soutenu par autant de forces égales et parallèles qu’il y a de cordons qui vont directement d'une moufle à l’autre, et par conséquent la teûsion de l’un des cordons, ou la puissance Q, est au poids P comme l’unité est au nombre de ces cordons.
Ainsi, dans le cas de la fig. 8i, la puissance est le sixième de la résistance; et daaas le cas de ’ la fig. 82 , elle n’en est que le cinquième , parce qu’il y a un cordon de moins pour soutenir la moufle mobile.
Considérons enfin un système de tours
A , A', A" qui réagissent les uns sur les autres , comme on le voit dans la fig. 84- Soient r, Fig. sj r', r" les rayons respectifs de leurs cylindres ;
R, R', R" ceux de leurs roues. La corde appliquée tangentiellement au premier cylindre porte, un poids P, et la corde appliquée à la roue, au lieu d’être tirée irnqiédiatement par
3ao
KLKMENTS
uoe puissance, est attachée au cylindre du second tour A'. La roue de celui-ci est de même tirée par une corde qui passe sur le cylindre du troisième tour A", et ainsi de suite jusqu’au dernier, dont la roue est tirée par la puissance Q.
Si le système est en équilibre,, chaqüe tour est en équilibre de lui -même en vertu des tensions des cordons qüi sollicitent le cylindre et la roue. Ainsi , en nommant X la tension du cordon qui va du premier tour au second , on aura ( 186)
en nommant Y celle du cordon suivant , on aura
et de même pour le dernier tour ,
Q : Y :: r" : R"; et multipliant par ordre ,
Q ; P ; ; rr'K : RR'R",
c;’est-à-dire , ta puissance est à la résistance comme le produit des rayons des cylindres est au produit des rayons des topes.
UE STATICJUE.
Des Roues dentées.
226. Si Fon rapproche tous ces' tours, de manière (me la roue dir premier devienne tangente au cylindre du second, et qûe la". roué de celui-ci soit tangente au cylindre ‘du troisièmé , cl%l^si de suite , ct'si l'on supposé que chaque roue s’engage' àu^cylindre contigu , de teUe sorte qu’elle ne puisse tourner s'ans faîte tourner ce cylindre, et' réciproquement ,' on pourra supprinier les cordes qui lient tous ces tours, et l’on aura toujours le même rapport que ci-déssus'entre la puissance et la résistance.
Pour engager solidement chaque roue av£C le cylindre du tour suivant 65 ), on pra-Fiu.gs tique à leurs éirconférencés des. dents égale-' ment espacées , qui engrènent les unes dans le's autres’, dé manière que. chaque’ rbue, qu'on noidrne alôrs roue dentée, ne 'peut -tourner sur son axe, sans que le cylmdre, qu’on’ nomme alors pignon, ne tourne en même temps'sur le sien.
On a donc, pour .l’équilibre ‘de deux forces qui réagissent l’üne sur’ l’autré atr pioycn des ’ roues dentées: la puissance' est à Im'résistance comme ii pfoduit des rayons des pignons. est au produit des rayons des mues.
StaTIQOE P. .21
2Î!7. Ou considère, dans le aie simple,- un pignon que l'on £ait toi/l-ner sur ‘son axe au Fig. 86. moyen ^'une manivelle ce pignon
engçène-avoe une b?rre inflexible Rentée, de manière qu en tourqant sur son axe ^ il oblige la barre à sè *mouvoir dans le sens de sa longueur. .En supposait donc une résistémee .qui s’oppose - directement *au mouvement de cette barre, rèsistançft que l’on peut considérer comme une, force perpendiculaire à l’extrémité du rayon du pignon, il esit visible que , l’on aura ; /ri puissance appliquée à la numivelle est à la résistance, daiu le sens de 'la bdne, comme le rayon du pignon ' est- au rayon de la manivelle. • ^ , •
D’où I ota -voit que l’effort exercé par le cric scra.d’autaut plu§^ cônsidéf able que k rayon du pignon sera plus petit par rapport à celui de la manivelle.
Lorsqu’on veut auçntenter encore la force du cric , sans augmenter le bras du levier de la manivelle et sans diminuer le -rayon du pignon , ny lieu de faire agir immédiatement de pi'gnon sur la barre -dentée , ou la faitagir sur une roiie dentée intermédiaire, et c’est le
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pignon de cette roue qui engrène avec la barre. Alors on a pour l’équilibre : la yuisàance • appliquée à .la manivelle est à la résistance, Hans le sens de ta barre ÿ comme. le produit des rayons des deux pignons est au prôdlitl du rçLyor\ de- la roüe par te rayon dè la manivelle. •
De la Fis sans fin.
228. On peut encore considérer une vis mobile autour de son axe , et dout le Blet mène les dents successives d’une roue à laquelle il 'se présente toujours d’une manière uniforme ; et , c’est ce qui compose la vis sans fin.
Par^ l’équilibçe déjà vis, on wit (fig. 8"j)rig.sj. que la puissance Q, appliquée à la manivëlle dont le rayon est -R', est à l’effort f , avèc lequel le filet pl-esse la denfdelà roue, comme lè'pas h de la vis est à la circonférence 2®R , que ténd à,décrire la puissance; et l’on a '
Actuellemeùt "si • cette roue dentée, 'd’un rayon A., fait' tourner • un cylindre de ui^nie ‘ axe, et monter un* poids P, suspendu au. bout d’une corde qui s’enroulfe sur ce cylindre, ^on aura par l’équilibre du treuil ,' en faomm'ant a le rayon du cylindre.
KLIÎMENTS
Fig. 88 et 8<>
et multipliant par ordre,
Q ; P r: oA : 2ctR.a,
c'ept-à^dire, la pui^nce est au poids comme le produit du pas de la vis par le rayon du treiul est au prodxdt du rayon dp la roue dentéej^pr la circonférence que tend à décrire la putssancé. • . . ' •
r D’ûue machine noiwelle quon a nordmée le • ’ Genou.
229. Cette lùacliine est composée de deux barrçs ou vçrges roides AO, BO(^ÿ. 88 et 89), jointes ,-en O par une charnière sur laquelle elles peuvent tourner comme les deux brandies d*ün contpas. L’extrémité A de Id première' est liée par une autre charûièré'à une bai-rè'inébranlable AC, de sorte tj^ue cette branche AO est comme un levier dont l’appui fixe est au point A; mais l’extrémité* B de la ' seconde braetche ne fait <jue poser sur* la barre’ inébranlable, pu plutôt elle’ est contenue dans’Ia rainui’e fixe AC,. lé \ong de' laquelle elle, petit glisser librement. ' '
’ Par la dature’ même 3e cet ‘asseUiblâge , il e'st évident que, si une puissance agit pour
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faire tourner la branche 4)A autour du point A ^-et rapprocher ainsi le point O de l’axe fixe AC, 'l’angle O 'du genou tend à s'ouvrir,* et le point B tend à s’éloigner -de A en glissant dans la rainure AO. Donc, si l’ou appliquera B Une force convenable’ en sens contraire, elle fera équilibre à la puissance ; et 'é’est dans le rapport de ces deux forces que consiste la loi de cette machine, qui dépend, comme on voit, de la théorie du levier et du plan inciiué.
Ah lieu d’appliquer immédiatement la puissance P à la ‘branche OA, on rapplique” ordinairement à ’iine barre mn sofidement liée avec
elle;’ et c’est à l’aide de cette barre mn qu’on agit sur le genou , pour exercer en B , le longde la rainnre, l’effort Q ou la pression qu’on veut produire. • _
Supposons donc que là puissance P agisse au point n , perpendiculairement à la distance An , ce qui est la position Ja plus favorable, à l’action de cètte puissance, et réduisohç touta la v. figure nux lignes droites OA , OB, AC, 'An, qui sont toutes dans un même plan avec les directions des forces 'appliquées.. _ • • » ' ■
Si I qn considère d’abord cette puissance P qui tend à faire* tourner ^e^ levier AO aytdur du point A, et qu’on cherche avec quelle force X elle pousse le point O, et pAr cnnstiqilent
le point B, dans le-sensüB^ on verra, par la loi du levier, que ces deux forces P et X sont ’ entre ‘elles comme leurs bras dfe levier kh et An, de sorte qu’on aura P ; X \’.'Ah : An; ou si l’on fait, pour abréger, le bras An. = r, le côté AO = a , et par conséquent AA a= n sin O ; en désignant par O l’angle du genou, oh aura plus simplement •
P : X ; : a sin O : r.
Actuellement , cette force X, qui pousse B .vers le plan incliné AG, est à la force Q , qui retient ce point le long* du même plan, comme le rayon est au cosinus de l’inclipaison OBA ; de sorte qu’en nommant B cet angle, on a ,
X ; Q : : 1 : cosB ; et , multipliant par ordre , il vient
P ; Q ! ' fl sinO ; r cosB,
proportiou qui contient la loi. cherchée de l’équilibre du getioM-
5250/ On pourrait -encore présenter la démonkration précédente d’une manière aussi simple et plus conforme à la méthode générale indiquée ft la fin, ^^u b* 209; car, le système étant supposé en équilibre , chaque partie doit être eh équilibre d’elle-même, en vertu des
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forces appliquées fCl : de la réaction qu’elle éprouve* de la përt des autres parties. Ain^ le levier OA doit éifô en équilibre en vertu de la puissance P et de l’action X du pqint B sur le point O de ce levier, action qui .ne peut avoir lieu^que dans le s^$ BO , et l’on a • , .
P ; X : ; <1 sinO-l r. ‘ '
■bf‘
Maintenant le point B doit étx'e en équilibre dç lui-inéuie en vertu de la force qui le tire le long du plan BA , et de la réaction du point O. qui le pousse suivanl OB contre ce même plan ; et comme cette réaction est encore égale à X , on a , par la tbéorie du plan inclitié ,
. *X rQ-tt r: tfosB, 'f*-
ce qui redonne, en mulûpiiaut par ordre, la ' même proportion trouvée cv-de^us^ .d’où l’on tire
„ PreosB
nsinO ’ ■ •
pour l’exprossiou .de l’effort Q exeroé par. la puissance. . J
Hemarqtie, ' • , ’ *
291. A mesure que l’angle B diminue , l’angle O du gepuu augmente; le factèumcosB. croît donc sans cesse vers l'unité , et le facteur sinO
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diminue -vers zéro, de riiaujère peuvent
approcher de ces limites daussi^ prés qu on voqdrÿ. Or , la résistance Q. étant • prbportionnelle à cosB et réciproque à sinO, op voit, par cette double raison, que la.forc/e Q augmente à m^ure que les deqK côtés du genou s’approchent d’être en ligne droite, et qu’à cette limite elle serait inhnie : ce qui veut dire qu’elle augmente sans bornes, et q'u’ainsi la pression ext^cée par le genou, dans le sens de la rainurë, peut devenir plus grande que tonte pression donnée. ^
On voit encore que la puis^nce a d’autant plus d’avantage , que le côté AO = a est plus court, et queie bras düJevier'A» = rest plus considérable. Par cette dernière raison , il y aura de l’avantagé*, pour une |nême longeur de la barre mn , à implanter cette barre sur le côté le plus près qu’on pourra de l’angle du genou.
' , Si la puissance P, au lieu d’agir perpendicu-
lairement sur la ligne An,» agissait sous un auv« angle quelconque dans le même plan , H faudrait prendre, pour le bras de levier r, la distàpce de cette force au point fixe.
■ , S’il y avait plusieyrs forces pour faire tourner le levier AO , il faudrait mettre dans l’équation précédente , . au lieu du momeitt Pr, la somme des moments de toutes ces forces.
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Du^ (HOU isoscèle.
232.. Supposoift c|ue le triangle AOB soit isoscèle, et qu ainsi, les angles A et B soient égaujt :i’aBgfe O devient lé supplémeuï de 2B, -
et l’on a sia O =-2'sinB cos B. La proportion donnée plus haut pour l’équilibre^devient donc
B ; Q ; aa sinB ; r,’'*
ou bien, si l’on aiqie mieux introduire dans la . ^
propprtion l’angle^) des deux <s6tés du genou ,
comme l'angle B est complément de - ' on aura
sinB= cbs -, ou simplement sinB cosy ,
en faisant, pour simplifier, 5 =^'ç> , et la propor-
tion ^ra • • *
■ B : Q ; : 2U cos 9 ,
ce' qui donne une expression très-siiiiple de la loi de l’équilibre. -i ‘ *
Mais on peut encore, au lieu des sinus ou cosinus , n’employer que des lignes tirées dè la construction de la 'machine; car il est évidént que le terme 2a sinB, ou za cos 9, vaut ^enx fois la flèche OI = / d’un arc dé cercle qui se- 1
rait conduit par AOB; donc, si l’-on voulait «
nommer simplement cette ligne 01 \ejlèch« du genou", la loi de l’équilibre pourrait s’énoncer de la manière suivante : • ’
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* 'Ddfis létfuiliat'e 'Hit genOu dont les côtés sonl égaux , la puissance güi ' teiufkà faire tourner le préniier .côté àutour de son Extrémité fixé, est à la résistance -que l’extrémité mobile dutsecorid côté éprouve dans le sens de la ramure ^ comme le double de 4a flèche' du genou est au bras du levier par lequel agit la puissaïu'e.
233. -J’ai' fait abstraction du poids des pai^ des de lu machine , 'niais i^^ est bien aisé d’y avoir égard. Bt d’abord, là barre AC étant supposée, fixe , sou poids G ne change en rien la proportion trouvée* pour l’équilibre ; il ne fait qu’ajoutér à la pression de cette barre sur ses appuis. Mais le^ poids de 1« première branche AO, que je représente par 2p, favorise l’action de . la puissance; et si l’on suppose, par exemple , que l’axe AG soit vertical, et la branche AO d’une gi'osseur uniforme, de manière que son centre* de gravité tôn4>e au milicU' de AO, il est évident que le poids 2p ajoute au moment Pr de la puissance le. moment pf Enfin le poids apdéla seconde bt^che BO, que je suppose .égal et appliqué' de même au milien de BOi peut -se décomposer en deux forces égales-, l’une // appliquée en O,, l’autre p ap pliqué,e en B en sens opposé de Q. Or la première force p, à- la distance / du, point fixcj ajoute eftcorc au inoiiient de la puissance le
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moment et la seconde, applujuée ; eii B , diminue la force Q de'^. * *•-
Ainsi l’équation. de lVk{uilibre, qui était ^ P.r^Q.2jr, •
devient, quand on a égard au poids de la machine, ■ . •
P.r-Hp/+/>/=(Q -p)2/,-
ce qui donne . ,
P-r — (Q- ap)2/;
d’où l’on voit tjue le poids de la ‘machine, dans la situation que je lui ai donnée, augmente l’effort Q d’une quantité ip égale à la moitié du
poids (fes deux branches mobiles du genou.
Des pressions exercées sur les' appuis.
254. Quant aux pressions que souffre l’axe fixe AC , tant en vertu des forces appliquées que du poids de la machine, voici comment on peut les calculer.
Premièrement , cet axe e'st pre.ssé au point B par une force perpendiculaire V, résultante de X et de Q — p, et dont la valeur est exprimée par (Q —p) cotçi.
En second lieü, le point fixe A est pressé par le poids G de la barre AC et par la résultante de' toutes les- forces qui agissent sur la branche AO, et qu’on transporterait parallèletneut à
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eUes-méoies au puint A. Or, qu’ou décompose 4 abord chacune' de tês pressions* en deux autres, Vune dirigée dafls*Faxe*AG , l’autre perpendiculaire au même axe, on aura, pour les deux composantes de P, Pcosw et P sin u , U étant l’inclinaison de P sur AC^ pour les deux composantes de X, on aura (0— ‘/î) et V ; enfin pour les deux poids ip et p transportés en A, ou aura la force 3p dirigée suivant Taxé AC. Donc, en réduisant, le point A souffrira, dans le .sens de l’axe AC , une pression a égale à G-)- Pco'su -7 Q 4- 4p; et dans une direction ' perpendiculaire, une pression j3 égale à Psin w 4- (Q-^ — p) cot<p. De«sorte que la pression totale du point fixe sera exprimée en grandeur par y/4* 4* /3*> et sera inclinée sur
l’axe AC d’un angle dont la tangente sera
Ainsi l’oi\^ saura avec quelle force l’axe d.u genou doit être retenu en A.et en B , pour n’être pas entraîné par l’acttan combinée des forces appliquées et du poids de la machine.
235. 3’ai cru devoir expliquer cfette machine nouvelle avec assez de détail, parce qu’elle m’^a * paru ingénieuse, et qu’elle n’est encore'démon- Irée nulle* part. Elle est à peu. près du même genre que la vis, mais çFuoe construction beaucoup plus simple: on peut s’en servir de la
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même manière,* poiu; '«^xerccL, à l’aide d’iiue puissance médiocre, des pressions très-considérables, ou pour former sur certains corps* dé fortes et vives empreintes, ' '
Sur un ancien paradoxe de Statique relatif à • la théorie des Inoments.
256. La loi du levier , comme on l'a vu plus haut) et comme on le sait depuis lon^emps, est que les deux, forces appliquées soient réciproques à leurs distances au point d’appui,^ et qu’ainsi les moments de ces forces soient égaux entre eux pour l'équilibte. ' • . ’
Or il y a une machine singulière, dont. l’idée est due à Roberval, et qiri présente une espè'ce dé levier où, deux poids égaux se font toujours équilibre, quoiqu’on les suspende- à des bças 'de leviec quelconques inégaux; et* de là résulte, dans la théorie des moments, une espèce de paradoxe, qu’on a tâché de .résoudre par une. certaine décomposition de fgrces, mais dont il me semble qu’on n’a point encore donné la vétitable explication. (^F oyez l’article de d' AJènihert, au inot Levier, dans \ Encyclopédie. ) *
Cependant on pouvait éeconnattre' d’abord (jue ce cas' d’équilibre n’a rien de contraire â la loi général»' du levier ; car la machine de Rober-
val ncst point uu véritable levier, c’est-à^irc UQ corps ou une verge roide mobile, autour d’un Seal point 6i(e : c'est un assemblage ou système de figure hnriahle, dans.lequel.il y a deux points fixes, et où il n’est pas- du tout surprenant que la condition de l’équilibre soit tout autre que dans le levier simple. Ainsi, par cette seule distinction que nous avons établie entre une machine simple et une machine cnmposée, le paradoxe s’évanouit. Mais on .n’avait point encore une -d^éfinitign bien précise des machines , ni surtout une idé.e nette des moments , efforts d’un- certain genÿe que Jes couples seuls ont mis en évidence, çt pour ainsi dire rendus ■sensibles dans toute la mécanique. Et en effet, pËr cette tliéoïié des* couples, la machine de RoBeryal n’offre pàs même de dif^pulté : car; à i’aide^des deux points fixes qui existent dans le système , il .peut très-bien arriver- que chacun des couples- qui viennènt.des deux forces appliquées se .trouve séparément détruit .par la résis^nce de «ces pointe, et que, dans une pareille machinç, le, rapport dps moments soit tout ^*fait arbitraire. C’est en efifet * ce qui a lieu, comme on va-lç voir toutA l’heure : et ce cas-singulier d’équilibrei loin ,d’offrir.an paradoxe, .n'est qu'une, nouvelle confirmation de nos principes ; et je ne m’y arrête un instant
Digilized >y G( «
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tjiK; pour en douner, -par les ç<KpleS, la déinoDstratiqn la plus plaire , et pçut-étre Ja Seule exacte qu’on en ait em;oi;e. présentée jusqu'ici.
, De la PaiàUce de RobervaT •
M57. Imaginez ^quatre règl^ deux à deux^^ ^ égales et parallèjes, et‘foini,ân| ijn paralléfo-Fig 90 gramnie hBab^jiç. gor et 9i),“d^nt les côtés 9' • soient mobiles autour des angles A, comme sur dés charfiières.. Supposez que les milieux F et / des deux côtés AB, ab\ soient fixes, et, pour plus de clarté,’ que ces deux points tombent dans la même verticale Vf\ fous aurez une machine foi*mée paC la réunipn de . deux balances égales et parallèles, qui se répondent dans un même plan vertical, et dopt tous les mouvemenîs autour de leurs appuis se suivent sans se nuire en aucune manière : ca,r si
l’une d’elles , AB par exemple , tourne autour de son appui fixe F, l’autre ait tourne en même temps sur le sien dans le même sens et d une même quantité angulaire ; et le paraHélogramme ABa6 prend toutes les figures qu’il peut affecter, en changeant sfs angles , sans changer la longueur de ses côtés.
Si donc, è l’un de ces leviers, tel que AB , et
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en dçs ,poÿi\l*(y}elc6ogues de ce levier, «u même de son ^pbolongemc^itn étaient appliquées deux foiA^es^ui së fissent équilibre , il faudrait nécessairement J[u^ ces deux forcés fussent récipnoqu^s fleurs distance^ -au point d’appui F, comnle si le ‘levier AB était ‘seul et'parfaitemént libr;|; ,car ce*levier est libre en effet , puisque l’autre a^'n^fait que suj^ et, pour ainsi dire, répéteç^^sfnfouVemeiits, sans y porter la tnoindra‘elté^tfon. Ainsi les moments devraient êttq^aux de part et d’antre autour du point fixe F, et il n’y aurait là rient^ui lie fût entièrement d’aécord' avec la théorie. •
Mais si, au lieu d’appliquer. les forces ou les deuît poids P et'Q à l’un de ces leviers, on les applique, le premier P* à une barre Kl invariablement fixée à an§le droit sur îe côté B6 qui nuit les deux balances, le second Q à une barre Gif, fixée de même sur Je côté A<r, oh trouve que ces deux poids,- pourvu qu’ils soient égaux, se font toujours équilibre^ quelles que soient les longueurs dès bras IK et GH où ils sont suspendus; et c’est ce qu’il faÿ^ montrer ici comme une conséquence toute naturelle de notr^théorie des moments.’ • • ‘
Pour cela , qu’on transporte la force P parallèlement à elle-même de I-en K dans la droite Bi;, et l’on a un.couple'( P» —.B) dont le bras
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de levier est IK. Mais ce couple est détruit par les deux .poiats fixes ; car il peut d’abord être changé en un autre équivalent d’un bras égal à la distance mn des deux balances AB et ab -, ensuite, comme le bras Kl est invariablement attaché an côté B6 , par l’hypothèse même , couple transformé (P, — P) peut être tourné dans son plan, et appliqué exactemen|^,sur le côté B6. Dans cette position, l’une des forces. P se dirige vers le point F qui est fixe , l’antre — P' se dirige vers l’autre point fixe f, et le couple est détruit, quel que soit son moment P' X mn ou P X IK. Ainsi il ne reste, de ce côté de la machine , que la force P ,tràn^qrtée au point K.
Pareillement , la force Q peut être transportée parallèlement à elle-même de G en II , et le couple (Q, — Q) quelle produit, pouvant être changé en un autre (Q', — Q' ) appliqué sur le côté Aa, se trouve détruit, comme le précédent, par la résistance ,des deux points fixes.
11 ne reste donc que les deux forces P et Q , mais appliquées maintenant aux points K et H , ou, si l’on veut, en B et A, et qui, par l’équK libre.de la balance AB, doivent être parfaitement égales entre «lies. Ainsi , dans la balance de Roberval , la condition unique pour l’équilibre est l’égalité des deux poids , quelles
STATioim P. , 2a
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que soient leurs distances aux points d’appui.
Cette machine est en quelque sorte, pour les simples forces, ce que le levier ordinaire est pour les couples ou moments. Dans 1 équilibre du levier, les deux forces peuvent être dans un rapport quelconque; il suffit que les moments soient éf;anx : mais , dans la balance de Roberval, d feut que les forces soient égales, et c’est le rapport des moments qui est arbitraire.
258. Au reste , ceci n’est qu’un cas particulier d’une proposition plus générale, car, au lieu de dçux balances AB et ah, on pourrait considérer deux leviers égaux et parallèles, dont les appuis F et / ne soient plus au milieu de leurs longueui-s, mais divisent ces lignes 'dans un même rapport quelconque. De plus , on pourrait supposer que les foixes F et Q, qui agissent sur les barres IK, GH, ne soient point parallèles, mais dirigées comme on voudra dans le même plan. On démontrerait exactement de la même manière que, les deux forces P et. Q étant transportées parallèlement à elles-mêmes aux deux bouts B et A de lun • des deux leviers AB de la macbine, les deux couples qui naiæent de cette translation sont séparément détruits par les points fixes ; que, par conséquent, la condition unique pour l’équilibre, est que les deux forces appliquées soient
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entre elles dans un rapport constant, qui ne dépend point de leurs distances au point F, mais uniquement des distances de ce point aux deux parallèles à ces forces, menées par les deux bouts du levier. Ainsi , quand deux forces sont une fois en équilibre sur cette machine , on peut les transporter où l’on veut peu^allèlement à elles-mêmes, sans que l’équilibre soit troublé. Elles réagissent toujours l’une sur l’autre de la même manière. La seule chose qui change est la grandeur des couples détruits , et par conséquent la pression que souffrent en sens contraires les deux points fixes dans la direction des deux leviers.
Par exemple, dans le cas de P et Q parallèles, le point F, outre la pression verticale P -hQ qu’il supporte, comme dans le levier ordinaire, éprouve encore, dans le sens du levier,
une pression P — Q , égale à — ;
et l’autre point fixey éprouve une pression égale et parallèle, et de sens contraire : de sorte qu'il y a , sur l’axe I^qui joindrait les points fixes, un couple dont le moment est P >< Kl — Q X GH, c’est-à-dire égal à la différence des moments des forces appliquées, et qui tend à renverser la machine.
23^J. Il faut remarquer que , dans la démons-
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tration précédente, il n’est pas nécessaire de supposer les barres Kl et GH implantées à angle droit , et sur le milieu des côtés B6 , Aa ; elles peuvent y être fixées où l’on voudra et sous des angles queîconques; il suffit que la liaison avec ces côtés soit ilivariable.
240. On pourrait encore, au lieu de deux leviers AB et ab , imaginer deux tours égaux et parallèles , dont je suppose les deux a^fes projetés en F et f. Si les rayons correspondants des deux roues et des deux cylindres sont unis de même par des côtés parallèles B6, Au, mobiles sur des charnières B , 6 , A , n , on aura encore une n;iacbine du même genre que la balance de Roberval, et où deux poids P et Q, étant une fois en équilibre, y resteront toujours, à quelque distance qu’on les suspende sur les bras Kl et GH.
241. Si l’on imagine enfin que les axes fixes de ces tours soient les axes de deux vis égales, qu’une puissance P tende à faire avancer dans leurs écrous, on verra de même que l’effort de cette puissance pour faire avancer la vis ne change point, quelle que soit la longueur du bras Kl par lequel elle agit, et qu’il est toujoui-s le même que si la force agissait simplement au point B, dans une direction parallèle.
242. Nous pourrions étudier encore d’autres machines; mais, comme elles n’offriraient rien de nouveau qui méritât de trouver place dans les Éléments, noüs n’étendrons pas plus loin ces applications. Notre objet principal, dans ces deux derniers chapitres, était de fixer, par quelques exemples très-simples , les- pifià^iftes que nous avions établis et -développés dxxis 'les deux chapitres précédents. Nous avons cii(4e- Voir indiquer en même temps la marche que l’on peut suivre pour trouver les conditions de l’équilibre dans quelque machine que ce soit , et c’est ce qui n’offrira aucune difficulté , d’après ce qu’on a dit aux n°* 209 et suivants , surtout lorsque l’on ne considérera que deiu forces appliquées à la machine.
, SUK
DANS LA MÉCANIQUE
Des Couples.
Dans nia Statique, j’ai nommé couple l’ensemble de deux forces parfaitement égales, parallèles et de sens opposés. On sait que ces deux forces n’ont pas de résultante, c’est-à-dire ne peuvent être tenues en équilibre par aucune simple force dirigée comme on voudra dans l’espace. A la vérité , le calcul qui donne , pour cette résultante , une force nulle appliquée à une distance infinie des composantes, ne nous apprend plus rien alors, puisqu’il donne la même expression pour deux autres forces quelconques égales , parallèles et de sens opposés, dont l’effet pourtant n’est pas le même (|ue celui des deux premières ; mais il est évident à priori c[ue de telles forces ne peuvent avoir de résultante unique : car, si l’on pouvait assigner la position de cette résultante à l’égard de l’une des forces du couple , on lui en trouverait sur-lcrchamp une autre parfaitement symétrique et de sens contraire à l'égard
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de la seconde ; et elle aurait à la fois deux positions dif-
férentes , ce qui est absurde.
L’effort d’un couple ne peut être contre-balancé que par celui d’un autre couple. J’ai fait .voir que cet effort a pour mesure le produit de l’une des forces par la distance qui les sépare; de sorte qu’en nommant ce produit le moment du couple, deux couples contraires se font équilibre quand leurs moments sont égaux.
Comjtosition des couples , analogue à la composition des forces.
J’ai d’ailleurs établi sur les couples tous les théorèmes qui correspondent à la composition des forces; et même cette proposition (dont on fait si souvent usage) , qu’une force peut être transportée en un point quelconque de sa direction , trouve ici son analogue , qui consiste en ce qu’u/i couple peut être transporté partout où Von voudra dans son plan, ou dans tout autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans ce plan , sans que son eff^ en soit changé.
Ainsi des couples situés arbitrairement dans le même plan ou dans des plans parallèles sont des couples de même direction; d’où l’on voit combien est illusoire l’expression que donne le calcul pour la résultante d’un couple, puisque, d’après cette propriété, il n’y aurait pas de lieu de l’espace où l’on ne pût la supposer appliquée ; ce qui n’a plus aucun sens.
Mais la proposition précédente est prmdpalement utile dans la composition des couples, où elle permet de les rapprocher et de les disposer entre eux de la manière la plus favorable à la démonstration , et nous conduit par une voie très-simple aux théorèmes suivants :
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1°. Deux couples situés d'une manière quelconque dans le riu’ine plan ou dans deux plans parallèles, se composent en un seul égal à leur somme ou à leur différence, selon que ces deux couples sont de même sens ou de sens contraires.
a”. Deux couples situés d'une manière quelconque dans deux plans perpendiculaires aux deux côtés d’un parallélogramme, et représenté en grandeur par ees côtés, se composent en un seul situé dans un plan perpendiculaire à la diagonale , et représentés en grandeur par cette diagonale, ^
D’où l’on peut conclure que Trois couples perpendiculaires aux trois arêtes contiguës d’un parallélipipède quelconque , et représentés , pour leurs moments , par les
longueurs de ces arêtes, se composent en un seul, per-
pendioulaire à la diagonale , et représenté pour son moment par la longueur de cette diagonale. ^
Ces théorèmes , comme nous le verrons - tout k ‘ l’heure, renferment la théorie des moments , considérée de la manière la plus générale, et la théorie des aires, qui ne sont autre chose, dans le mouvement des corps, que les moments des forces qui les animent; mais ils se démontrent avec autant de simplicité .que le parallélogramme des forces , et font descendre ainsi dans les Éléments les propositions les plus élevées de la Mécanique.
Qu’on me permette ici d’en rappeler en peu de mots l’usage dans la Statique, et, sans cesser de tendre vers l’objet de ce Mémoire, d’y arriver dans l’ordre naturel de nos idées.
Mt: MOIRE.
Usage des Couples dans ta Stalù/ue.
Une force étant appliquée en un point d’un corps ou système quelconque solide, si l’on prend un autre point quelconque dans ce corps , ou au dehors , pourvu qu'on l’y suppose invariablemeat attaché , et cpi’on applique à ce nouveau point deux forces contraires égales et parallèles à la première, il est clair que l’état du corps ne sera pas changé; mais on pourra considérer actuellement, au lieu de la simple force proposée, I® une force parfaitement égale, parallèle et de même !ÿns , appliquée au nouveau point ; 2® un couple formé pai'* les deux forces parallèles restantes. Si , pour plus de Vlarlé, on transporte ce couple tiilleurs, dans ua ''plan* quelconque parallèle au sien , ce qui est permis ,
■ il ne restera au point dont il s’agit qu’une force parfaitement, égale et parallèle à la force primitive, et qui ne serait en quelque sorte que cette meme force qu’on y aurait transportée parallèlement à elle-même.
On peut donc dire qu’une force peut être transportée parallèlement à elle-mêirte en un -point quelconque,, («iirvu que l’on considère le couple qu’elle engendre dans cette translation , et qui a pour mesure le produit de la force par le chemin qu’elle a parcouru.
Cela posé, tant de forces que l’on voudra étant appliquées d’une manière quelconque à un corps, 4i on les transporte toutes parallèleme^it à elles-mêmes en \m même point quelconque , elles viei*lront s y composer en une seule que je nommerai la résultante , et tous
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les couples qu’elles ont produits dans leur translation se composeront en un seul , que je nommerai le souple résultant.
dans l’espace peuvent toujours se réduire à une seule , et à un couple unique, lesqu^s sont, en général , ^ situés dans des plant différents. Sur quoi l’on peut observer que la direction , la quantité et le sens de la résultante seront toujours les mêmes en quelque lieu qu’on ait pris Vorigine, c’est-à-dire le point où l’on a transporté toutes les forces. En variant la position de ce point , la résultante ne fera que se transporter parallèlement à elle-même en divers lieux de l’espace , mais le plan et la valeur du couple changeront nécessairement. .
Mais, quelle que soit la position de l’origine ,* un couple ne pouvabt jamais être ^tenu en équilibre par aucune simple force dirigée comme on voudra dans l’espace, il résulte de ce que nous venons de dire qu’il ne pourra jamais y avoir équilibre entre les forces, à moins que la résultante et le couple résultant ne soient tous les deux nuis à la fois.
Ainsi toutes les forces appliquées au corps, étant transportées parallèluaient à ■ elles-mêmes en un point quelconque, doivent is’y faire équilibre intre elles, et tous les côtoies qu’elles produisent en se transportant en ce point doivent aussi se faire équilibre entre eux.^
Cotnposition générale des forces.
Ainsi, des forces dirigées d’une manière quelconque
Lois de l’équilibre.
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Telles sont les propriétés générales de l’équilibre , c'està-dire les conditions qui existent néce^airement dans l’équilibre de tout système libre. Elles fournissent les six équations connues , entre les forces décomposées suivant trois axes quelconques dans l’espace , et entre les couples décomposés suivant trois plans différents qu’on peut supposer conduits par ces axes.
A quoi SC réduisent les conditions précédentes quand U y
a un point fixe dans le système.
'Ces trois dernières équations suffisent , lorsqu’il y a un point fixe dans le système , en supposant qu’on ait pris ce point pour l’origine : car la résultante , se trouvant détruite par sa résistance, peut avoir telle valeur qu’on voudra, et il suffit que le couple résultant soit nul. On voit bien nettement par U que la pression exercée sur le point fixe est identiquement la même que si toutes les forces du système y étaient transportées parallèlement à leurs directions , car elles y sont actuellement transportées; et pour les couples qu’elles ont produits, comme ils doivent être en équilibre d’eux-mêmes, c’est-à-dire quand bien même le corps ne serait pas soutenu , il est évident qu’ils ne peuvent nullement charger le |>oint
fixe. ,
Propriété nouvelle de l’équilibre d’un corps solide.
Lorsque des forces sont en équilibré autour d’un système quelconque invariable de forme, on sait qu’elles peuvent tontes varier proportionnellen^ent à leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais un voit
ici qu’elles peuvent encore s’approcher ou s’éloigner toutes d’un même point quelconque , pro|K>rtionnellement à leurs distances à ce point , sans que cet équilibre soit troublé : car, si chaque force se meut ainsi parallèleinent à we-mém(e, dans le plan formé par sa di- ^ recüon'et le point dont il s’agit, elle augmente ou dimi- 4 nue le couple qn’elle donne ivson égard, dansle-mème * rapport que sa distance à ce point, et par conséquent tous les couples du système conservent leurs positions , et demeurent proportionnels. Ainsi la résultante et le couple résultant, étant une fois nuis , le seront toujours , et l’équilibre subsistera.
Condition nécessaire pour qu'un système Quelconque de forces ait une résultante unique.
Les forces appliquée^- , système étant ramenées ,
comme nous venons' m le voir , à une seule force et à un seul couple , si la force se trouve parallèle ap plan du couple, on pourra amener ce couple daus'ira même plan avec elle, et les réduire tous deux à une' force unique : et réciproquement , comme on montré qu’une force et Un couple ne peuvent sè sfi*' duire à une force unique sans être dans le même pUn ou dans des plans parallèles, ce qui est ici la même chose, fl s’ensuit que des forces dirigées d’une manière quelconque dans l’espace ne peuvent' Jamais se réduire à une seule , à moins que la résultante de toutes ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes qn un point queUet^ke , n’ait une direction parallèle au plo0 da pouple^f^^nt. «y': ‘
C’est par là qu’on peut voir comment trois •forces
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dirigées dans des plans différents , peuvent 'se composer en une seule, sans qu’il y ait aucune rencontre entre leurs directions, et comment une force peut, se décomposer suivant trois directions qui ne rencontrent pas la sienne et qi>i ne se rencontrent pas entre elles.
Exprestion analytique des propriétés précédentes.
Pour soumettre les propositions précédentes au calcul , concevons à l'origine où l’on transporte toutes les forces , trois axes quelconques , que nous prendrons rectangulaires entre eux , pour plus de simplicité dans lés expressions.
Soient R la résultante générale ; X , Y, Z ses trois composantes suivant les axes des x, j, z ; soient a , p, y les trois angles respectifs que sa direction forme avec eux. . *
On aura, par le parallclipipède des forces,
et
cosa =
Or, X , T, Zsont respectivènient égales aux sommes des forces décomposées parallèleoMBt aux trois axes des X, jr, Z. pn trouvera donc faldletBent ces équations la valeur et la direction de la résidtante générale. La première condition de l’équiUbîWt^^i veut que cette résultante soit nulle , donnera ce qn’on nomme les trois équations de l’équilibre de translation, qui reviennent à cequ'e la somme des forces estimées suivant trois axas quelconques soit nulle d’elle-mème par rapport à chacun de ces axes. na'v-'
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Soient G le moment du couple résultant ; L, M , N les moments respecufs des trois coupUs dans lesquels il sc décompose perpendicalairèraent aux trois ixes des x, Xt *; soient > , , y les trois angles qwe forme avec ces
axes la perpendiculaire au pl^q -fle ce couple , et que nous avons nommée Taxe du couple. *
On aura , par le parallélipipède des couples, '
et
COSXz=ç, COSft = — , COSv — — .
Or on voit(n~ iOT et 105 delà Statique) que les couples L , M , N sont respectivement .égaux aux sommes tles moments pris dans l'acception ordinaire par rapport aux trois axes x, y, z , c’est-à-dire aux sommes des produits qui résultent des forces projeti-es sur rhacnn des plans coordonnés, multipliées par leurs distances à l'axe qui lui est perpendiculaire : on trouvera donc facilement, par les équations ci-dessus, la valeur et la position du couple résultant.
La seconde condition générale de l’equilibre , qui veut que ce couple soit nul , donnera ce qu’on appelle les équations de l’dqtiililfée de rotation , qui consistent ei^ce que la somme des moments de tontes les forces, par rapport aux trois axes coordonnés, soit nulle d’elleméme relativement à chacun de ces axes.
Que ces sortes de produits, qu’on appelle moments, n'etaient au fond que la mesure de certaines forces ea~ rhées que les couples ont mises en évidence.
On voit ici , par l'identité des couples avec les mo-
-ir ' ' •
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ments tels qn'on les considère ordinairement en statique, quel rôle joiKilt ces sortes de produits dans la compositioif générale des forces et ‘dans les lois de leur équilibré. A la vérité, dans 'l’équilibre d’un corps as-, • sujetti à tourner autc^g^'un axe fixe , les lois connll^s du levier nousA montraient bien ces produits coijf^ie les efforts des puissance pour faire tourner le corps autour de cet axe , pitisqnc l’on trouvait que la sornine des moments fcs forces qui tendent ^^aire tourner dans' un' sens doit être ^a?e ^ la somme des moments de celles qui tendent i ^ire tourner dans le sens contraire. Mais , loi-squ’il n’y avait aucun point d’appui , et que le système était parfaitement libre dans l’espace, les moments ne restaient plus dans les conditions de l’équilibre que comme de simples expressions de calcul, et perdaient cette -espèce 4e signification que leur donne la présence d’un axe fixe, et qui les avait fait nomuier moments par les anciens géomètres. Or , par la théorie des couples , ils reparaissent dans l’équilibre des corps libres , comme dans l’équilibre des corps génés par des obstacles. Estimés par rapport à un point quelconque du corps , ils imesurent certains efforts particuliers que l’on peut concevoir comme engendrés par les puissances qui se transportent parai-, lèlement à elles-mêmes en ce point, et qui, tandis que ces puissances s’y composent et s’y font équilibre à leur manière, doivent aussi se composer et se faire équilibre à la leur. Ce n’est pas qu’au fond les valeurs des moments et des couples ne soient parfaitement les mêmes.* L’analyse n’a pour objet que de simples rapports, et les diverses grandeurs, sous ses formules, ne conservent plus aucune trace des premières idées
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qu'on y avait jointes. Mais , en Géométrie comme en Algèbre , la plupart des idées dilTérentes ne sont que des transformations ; les plus lumineuses et les plus fécondes sont pour nous celles qui font le mieux image , et que l’esprit combine avec le plus de. facilité dans le discours et dans le calcul : or les couples ont éminemment cet avantage sur les moments ; et si l'on considère que la théorie des moments se présente d’elleméme dans la réduction générale des - forces et dans les conditions de leur équilibre ; que , d’uniJtutre côté , dans la Dynamique, la composition des mouvements de rotation est aussi nécessaire que celle des mouvements de translation pour l'analyse complète du mouvement d’un corps de grandeur sensible , on verra que la composition des couples exposée ci-dessus, tant par la symétrie des théorèmes que par la simplicité des démonstrations, vient se ranger naturellement à côté de la composition des forces , et forme ainsi la seconde partie essentielle des Éléments.
Equation de condition pour qu’un système de forces ait une résultante unique.
Nous avons vu tout à l’heure que si des forces quelconques sont réductibles à une seule , la résultante générale sera parallèle au plan du couple résultant. Pour exprimer cette condition dans le calcul , il n’y a donc qu'à exprimer que l’axe du couple est per|>endiculaire à la direction de la résultante , ou que le cosinus de leur incUnaison mutuelle est nul. Mais, d’après les dénominations précédentes, le cosinus de cet angle est
cosi.cosli ■+- cosp cosp 4- cosy.cosv;
.Statiouf, P. 7.3
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<-xpressioii nui , l'tant éj^alc-c à zéro, apres y avoir substitué à la place des cosinus leurs valeurs , donne sur-lechamp l’equation
XL YM -+- ZN = O ,
qui établit la relation cherchée entre les forces et leurs moments estimés par rapport aux trois axes.
Équations de condition pour qu’il y ait une résultante unique qui passe en un point donne.
Mais si l'on voulait exprimer que les forces sont réductibles à une seule qui passe en un point donné, on » transporterait l’origine en ce point, et l’on exprimerait que le couple résultant y est nul. Ainsi a, b, c étant les coordonnées de la nouvelle origine , il suffirait , dans les expressions L , M , N , de mettre x — a , y — b, Z — c, à la place de a-, y, z; ce qui donnerait les nouveaux moments L', M', N', et l’on aurait les trois équations
qui nous fortt voir que la somme des moments doit être nulle par rapport à trois axes qui se croisent au point donné.
Si le point n’est pas donné , et qu’on cberche au contraire s’il y a dans l’espace quelque point où les forces peuvent donner un couple nul , on aura les trois mêmes équations , mais où a, b, c seront alors les inconnues. Or, en les éliminant, on trouvera d’abord, entre les forces proposées, l’équation de condition XL-f- YM -t- ZN = o, sans laquelle les trois premières ne peuvent subsister, et qui nous redonne ainsi la condition d’une résultante unique, comme cela doit être.
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Des roupies ou moments rapportés à différents axes.
Le couple ^résultant G , décomposé perpendiculaire - •
ment à un axe qui forme avec le sien un angle 9 , étant égal à G cosO; si l’on nomme V, p', »' les trois angles que cet axe forme avec ceux des coordonnées , comme on a par la Géométrie
cos 6 = COS> COSi' -H COS(X cosp' -f- cosv cos/,.
on trouvera ^
G cos 9 = L cosX' -t- M cos p' + N cosv',
formule tri-s-simplc <\\\'Euler a donnée dans le tome Vil des Nouveaux Jetés de Pétersbourg , mais k laquelle il n’était parvenu que par de longs circuits d'analyse. Cette équation nous apprend que si l’on connaît les sommes L, M , N, des moments par rapport à trois axes rectangulaires, on trouvera sur-le-champ la somme des moments par rapport h un axe quelconque , en multipliant ces trois sommes respectives par les cosinus des angles que les trois axes font avec le nouvel axe donné.
C’est ainsi qu’en Géométrie, pou^ projeter une ligne sur un axe quelconque , on peut d'abord projeter cette ligne sur trois axes rectangulaires; projeter ensuite ces trois projections sur l’axe donné, et ajouter ensemble ces projections de projections.
Du moment maximum entre les moments rapportés aux différents axes qui passent par un même point.
Puisque la somme des moments , par rapport à un axe
qui fait, avec celui du couple résultant , un angle 6 , est G cos 0 , il s’ensuit j
I®. Que, de tous les .axes qui j/assent par l’origine , l'axe du couple résultant est celui par rapport auquel la somme des moments est le plus grande ;
2®. Que la somme des moments est la même par rapport à tous les axes qui font un même angle avee celui du plus grand moment , ou qui forment une surface conique décrite autour de lui sous cet angle ;
3®. Que la somme des moments est nulle par rapport à tous ceux qui font cet angle droit , ou qui forment un plan perpendiculaire à sa direction.
L’axe et la valeur <iu moment maximum ne sont • autre chose que l’axe et la valeur du couple résultant, et
se déterminent par les mêmes équations. D'où l’on voit que le carré du moment maximum est égal h la somme des carrés des moments par rapport à trois axes rectangulaires , et que son axe est la diagonale du parallélipipède construit sur les trois lignes qui représenteraient sur CCS axes les grandeurs respectives des trois moments précédents.
Ce sont les résultats que Laplace avait déjà tirés de l’Analyse; ils formaient de beaux théorèmes de Mécanique', et ils ne sont plus ici que des corollaires évidents de la composition des couples.
Mais voici de nouvelles conséquences , entièrement dues à nos principes, et qui achèvent toute la théorie ^ des moments.
Du moment minimum entre l’infinité des moments maxima relatifs à tous les points de l’espace.
Observons que tout ce que nous venons de dire est relatif à l’origine que l’on a choisie pour y transporter toutes les forces. En prenant cette origine ailleurs, la quantité, le sens de la résultante générale, ne changent pas, et sa direction demeure toujours parallèle à ellemcnie ; mais le moment maximum varie de grandeur, et son axe s’incline sur sa première position. Pour chacun des points de l’espace, considérés successivement comme origines, il y a donc un axe autour duquel la somme des moments est un max^um relativement A tous les axes qui se croisent au même point, ün pourrait donc demander en quel lieu il faudrait prendre l’origine ou le centre des moments, pour que le moment maximum y fût plus petit que partout ailleurs, et par 'Conséquent
fût le minimum des moments maxima relativement'^ à
tous les points de l’espace. ■
Pour trouver facilement la position de ce point , regardons toutes les forces comme réduites à une seule e à un couple, par rapport à un point quelconque connu, et suivons les variations qu’éprouve ce couple par le déplacement de l’origine.
D’abord il est visible qu'en déplaçant l’origine dans la direction même de la résultante générale, le couple résultant ne change pas; car le couple que fournit la résultante en se transportant en un autre point de sa propre direction est nul de lui-méme, et le couple primitif n’çst pas altéré. Nous voyons donc que les moment? maxima sont constants pour toutes les origines
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prises le long d’une même droite parallèle à la direction de la résultante générale, et que leurs axes sont parallèles entre eux. Ainsi , lout ce <|ue nous avons dit plus liauC des moments par rapport aux axes qui sc croisent eu un même point subsiste, de la .uicme manière et avec les mémi^ valeurs , pour toiis Icïs points de la direction de la résultante qui y passe.
Supposons donc que l’origLie s’écarte de cette direction , et soit tellement placée dans l’espace , que le couple résultant suit perpendiculaire à la direction de la résultante; je dis qu'alurs ce couple est dans la (losition du minimum f car si l’on déplace actuellement rorigine d’une manière quelconque , il ne pourra qu’augmenter.
En effet, la n^sultante, en changeant de. position, produira un couple ^^i'pendiculaire sur le premier ; et puisipie ces deux roupies sont rectangulaires, ils donneront par leur composition le nouveau couple ré'sultaut plus grand xpie l’uu ou l’autre d’entre eux : donc le premier couple résultant aura augmente; donc il se trou- ■
vait dans la position du minimum lorsqu’il était perpendiculaire à la direction de la résultante générale , ou lorsque son axe coïncidait avec elle.
Comment on détermine l'axe du couple minimum.
Soient donc G une ligne qui représente à la fuis l’axe et la valeur du couple résultant par rapport à un point ednnu;
R une autre ligne. qui représente la valeur et la direction de la résultante en ce point ; y l’angle que forment ces deux droites.
Pour avoir l’origine du couple résultant minimum , il faudra transporter la résultante R parallèlement k
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clle-iiiéiiie , de telle sorte et (Tutie telle (juantite />, que le couple R/> qu’elle étant compost' av^e le
couple primitif G ,yoÇfti^'i^«)iiple résultant dont l’axe' SOU R.
L’axe du couple lÿt ^(i^^Bonc être dans le plan des deux lignes R et G qiid' font un angle f ; d'ailleurs il est nécessairement perpendiculaire à la direction R ; dont'
' on aura, par le parallélogramme des couples Rü = G sin«,
' .:ii^
et, pour la valeur K. du' couple minimum ,
K = G cos (f .
Ainsi , en elevant au sommet de l’angle if , et sur le plan
J 1 J - 1 ■ G sin B
de cet angle, une perpendiculaire /» = ■ — - — , et me-
nant par l’extreinite de cette perpendiculaire une parallèle à la direction de la résultante générale, on anra l’axe du minimum des moments maxima , et l’origine pourra être prise partout où l’on voudra sur cet axe.
Si l’on veut tout rapporter au.x trots axes coordonués, soient <Xj p, y les inclinaisons de R sur ces axes, et À , P , y celles de G sur les mêmes lignes ; on aura , pour l’inclinaison mutuelle ^ de R et G, , ,
cos = cos a cos À -+- cos ^ cos fl -H C0S7 cosv; f ou bien, en mettant, au lien des cosinus, leurs valeurs
données précédemment ,
XL -t- TH -G ZN
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expression très-simple de la valeur du couple minimum K.
Actuellement , soient « , A , c les trois coordonnées de l’extrémité de la perpendiculaire p-, on aura d'abord fl' -H A’ -4- é" =: /»', qui donne, en mettant pour p sa valeur ,
Ensuite, comme p est à la fois perpendiculaire à R et à G , il est clair qu’on aura
aX -f- AY -I- cZ = O, al, -I- AM -I- cN = o;
ce qui fait trois équations au moyen desquelles on pourra déterminer a. A, e, et par conséquent la position de l'axe du couple minimum dans l’espace.
De /’fl.rc central tics moments.
Cet axe remarquable , où la somme des moments est à la fois un maximum relativement aux axes qui se croisent au même point que lui , et un minimum relativement à ceux qui donnent les moinents mari/ua aux divers points de l’espace , pourrait se nommer l’axe central des momeiiLs ; et cette dénomination, déjà motivée en ce qu’il jouit d'une propriété exclusive par rapport à tous les autres, se trouve pleinement justifiée, si l’on observe^ qu’aux memes distances autour de lui, les moments maximn sont les mêmes, et que leurs axes ont, à son egard , des |K>sitious semblables.
Eu effet , le même raisoniicmenl qui nous a fait pas
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ser tout a l’heure du couple résultant G au couple minimum K , nous ramène , dans l’ordre inverse , de celui-ci au premier , et par les mêmes équations ,
, Rp = G sin f , et K = G cos ç.
Mais ici , de quelque coté qu’on transpxlrte la résultante R , pourvu 'que ce soit à une même distance /> de sa position actuelle oii.de VAxe central , on trouvera toujours un couple résultant G de même valeur , et, une même inclinaison ^ entre son axe et la résultante ; et de plus, le plan de ces deux droites sera toujours perpendiculaire à la ligne p : puisque, si tout cela n’avait pas lieu comme ci-dessus, en ramenant la résultante dans l’axe centi-al, on ne retrouverait plus le même couple minimum K , ce qui ne peut pas être.
Les moments inaxima sont donc constants, non-seulement pour toutes les origines prises le long d'une paral^^ lèle à la résultante, comme nous l’avions déjà remarqué, mais encore pour toutes les origines prises sur le cylindre que décrirait cette droite autour de taxe central qui lui c^t parallèle.
, Pour les axes delces moments, tant que l’origtpe qp tort pas d'une même génératrice de ce cylindre, meurent parallèles entre eux et forment un plan; lisais si l'origine passe d'une génératrice à l'autre par la circonférence d’un cercle, ils forment une hyperboloïde de révolution autour de l’axe central.
Les moments maxima G ne varient donc qu’avec les. distances p dç leurs origines à l’a'xe central , et les deux équations précédentes nous donnent '
équation i|ui nous fait voir que ces muincuts croissent , pour les origines prises à différentes distances de l’axe central , comme les ordonnées d’une hyjierboie dont ces distances seraient les abscisses; ainsi leurs valeurs augmentent sans bornes, et il n’y a pas de moment maxintum^waximorum ; ce qui était d’ailleurs asseit évident de soi-inème.
On a de plus tangy = ce <jui donne les inclinai-
sous des axes des moments maxima sur l’axe ceutral , et nous montre que leurs tangentes varient dans le rapport des distances de leurs origines h cet axe.
Remarquons encore que , dans le cas où la résultaute générale est nulle , on a , par la première équation , G = K, quelle que soit la valeur de/>.
Lors donc que les forces appliqu(?es sont telles , qu’étant transportées en un même point, elles se font équilibre entre elles , les moments maxima sont les mêmes pour tous les lieux de l’espace , et leurs axes sont tous parallèles. ^
Si les forces appliquées ont une résultante unique , comme on a pour cette condition cosy = o, l'équation K = G cos tf donne K = o ; c’est-à-dire que le moment minimum maximorum est nul , comme il est clair que cela doit être , puisque l’origine tombe alors sur la direction même de la seule force à laquelle se réduisent toutes celles du système.
Classifcatinn de tous tes axes de l'espace auxquels on
voudrait rapporter les moments d'un système de forces.
Telle est donc la théorie générale exposee ci-dessus, ■ que tous les axes de l’espace auxquels on peut rapportei
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les moineuls d’un système quelconque de forces peuvent être disdnguc'S' et classes entre eux de la manière suivante !
D'abord , si pour simplifier les choses , nous ne considérons que les axes qui sa croiseraient aux divers points qu on peut prendre sur un même plan perpendiculaire à la direction de la résultante , nous observons
I®. Que, parmi tous les axes qui se croisent en un même point, il y en a^ un seul distingué de tous les autres, en ce que la somme des moments y est un maximum.
Les autres se classent autour de lui en diverses surfaces coniques circulaires dont il serait l’axe commun. Pour tous ceux qui forment la même surface , les moments sont égaux , et ils varient d’un c6ne à l’autre en raison des cosinus des angles sous lesquels ces cônes sont décrits.
2®. Parmi tous les axes qui donnent les moments maxima relativement aux divers points du plan , il y en a un seu^ distingué de tous les autres, en ce qu'il donne le plus petit de ces maxima , ou le minimum maximorurn des moments.
Les autres axes des maxima se classent autour de lui en diverses sut faces d'hyperboloïdes de révolution dont il serait l’axe commun. Pour tous ceux qui forment la surface d’un même hyperboloïde , les moments maxima ont la même valeur, et .ils varient d’un hvperboloide à l’autre , suivant les loi§ que nous avons données ci-dessus.
Actuellement , tout ce que nous venons de dire relativement aux diverses origines prises dans un même plan perpendiculaire à la résultante subsiste de la
* éJT-
et
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luécpe tnanièiv, et avec tes mêmes valeurs, po^r tous les lieux qu’occuperaient successivement tous oes poiVits en transportant le plan parallèlement à lui-même. Les ro<traents maxima restent les mêmes autour des mêmes axes qui deviennent parallèles; et comme il n’y a, parmi eux , que Taxé du moment minimum maximorum qui soit.perpendiculaire au plan mobile , on voit qu’il est le seul qui n’ait absolument qu’une même position dans l’espace; que, de plus, tous-les axes qui ont à son égard des positions semblables donnent les mêmes moments; et c’est ce qui nous a fait nommer cet axe unique, Xnxe central des moments.
Au reste, les résultats précédents, tirés des raisonnements les plus simples , pourraient aussi se déduire du calcul par la méthode ordinaire de maximis et minimis ; et l’on trouve aisément, pour l'axe du moment minimum maximorum , les équations suivantes
(N -h'Yx — ’Xr)Y — (M -+- X* — Zx)Z = •>,
(L -f- Zr — Yz)Z — (X -t- Yx — Xv)X = o,
(M -4- Xz — Zx)X — (T. -+- Zv — Yz)lfc = o,
où X, J-, Z sont les coordonnées de cette droite par rapport à trois axes autour desquels les sommes respectives des moments ^>nt L, M, X, tandis que X, Y , Z sont les sommes des lorces décomposées parallèlement aux mêmes axes.
L’une quelconque de ces équations est une suite necessaire des deux autres, et par conséquent elles ne représentent qu’une seule et même ligne droite, laquelle est manifestement parallèle ù la direction de la résultante generale des forces.
On trouve encore , pour le lieu de tous le.s points rc-
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lativement auxquels les moments maxima sont égaux et représentés par H , l’équation suivante
(L — Yï -t- Z/)’ -f- ( M — Zx 4- Xz)’
N - X/ + Yr)’= HS
qui appartient à une surface cylindrique à base'' circulaire décrite autour de la première droite, c< qni est conforme à ce que nous avons vu précédemment.'
Mais nous ne nous arrêterons pas à ces détails, et nous passerons sur-le-champ aux applications de la théorie des moments à la Dynamique. - «■
Application de la théorie précédente à la Dynamique .
Soient tant de corps libres qu’on voudra qui se lueuvent , sans aucune dépendance mutuelle , avec des vi- % tesses uniformes èuivant des droites quelconques ^ dans l'espace. , Ci-é,r •.
Puisque chaque corps se meut uniformément en lignq J’ " droite, la force qui l’anime demeure constante et de«^ même direction.
Donc la résultante cénrrale de toutes , les forces qui animent les corps du système , et leur moment résultant par rapport à un point fixe quelconque, demeurent constamment les mêmes dans tout le cours du mouvement.
Consen’atinn des forces .ét conscivalion des moments.
Actuellement, si l’on suppose que tous ces corps, qui étaient libres, viennent tout à coup à se lier ensemble d’une 'manière quelconque, et ù réagir encore les uns
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sur les autres en vertu de nouvelles forces quelconques , mais réciproques , c’est-à-dire telles qu'entre deux corps l’action 'soit toujours f>arfaitement é"ale et contraire à la réaction , ce qui comprend toutes les forces de la nature; leS mouvements individuels des différents corps seront changés , et les forces qui les animent varieront de grandeurs et de directions , et continueront de varier à chaque instant du mouvement. Mais ce qui est bien remarquable , et forme un des plus beaux principes de la Dynamique , c’est que la résultante générale de toutes ces forces , et leur moment résultant par rajrport au point fixe, demeureront toujours les mêmes 'qu’anparavant , et seraient encore conservés si tous les corps redevenaient libres , et que chacun d’eux s’échappât en ligne droite avec la nouvelle vitesse dont il est actuellement animé. •
némnnstration trrs-simple de ces deux lois générales.
Ce principe, qui se déduit des équations différentielles du mouvement , peut aussi se démontrer par un raisonnement si simple , que je ne crois pas devoir I omettre ici.
Il est clair, en effet, que si chaque corps, à cause de sa liaison avec les autres , ne peut plus obéir pleinement à l’impulsion qu’il a reçue, sa force se décompose en deux autres, l’une qui est détruite, et 1 autre qui subsiste actuellement. Tout se passe comme à la rencontre d’un obstocle invincible, excepté que la composante, qui serait anéantie par l’obstacle, va se reporter sur les autres corps qui la détruisent par Jeur action. La force de chaque corps étant ainsi remplacée par deux semblables composantes, la résuHante de
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tontes ces tM>uvelles forces et leur moment résultant sont toujours les mêmes qu’avant cette substitution. Mais les composantes , qui se font équilibre entre elles , donnent leur résultante et leur moment résultant nuis, comme nous l’avons vu dans les lois générales de l’equilibre : donc la première résultante et le premier moment résultant sont conservés, et n’ont souffert aucune altération par l’action mutuelle des .différents cor|>s du système. Quant aux autres forces qui pourraient exifter entre ces corps, comme elles sont réciproques, c'est-àdire deux à deux égales et contraires , elles ne changent * rien non plus aux valeurs précédentes, car ' leur résnl- . tante et leur moment résultant sont évidemment nuls^ d’eux-mémes.
On voit donc (fue, dans un système de corps qni ont reçu, des impulsions primitives, et qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur les autres, la' somme de toutes les forces qui les animent, estimées suivant une ^ même droite, et la somme de leurs moments estimés autour d'un même axe fixe quelconque, demeurent constamment les mêmes, malgré les variations qu'éprouvent les mouvements individuels des corps , et soit qtse ces mouvements changent par des nuances insensibles , soit qu’il survienne entre eux des changements brusques par l'action réciproque des corps, ou par toute autre liaison nouvelle qu'on voudrait établir subitement entre ces corps.
Ces deux propriéti-s générales du mouvement correspondent , en quelque sorte , aux deux propriétés générales de l’équilibre ; les memes sommes qui doivent être nulles dans l’état d'équilibre demeurent constantes dans l’état de mouvement , et la conservation des forces
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et des moments, présentée de celte manière, subsiste egalement pour toutes les lois possibles entre la force et la vitesse du corps en mouvement.
A quoi répondent les lois précédentes dans la nature.
— Conservation du mouvement du centre de gravité;
conservation des aires.
Dans la nature , la force d’un corps en moirvemenl
se mesure par le produit de la masse et de la vitesse; et le premier principe répond à la conservation du mouvement du centre de gravité, qui consiste en ce que ce centre se meut toujours uniformément en ligne droite, et de la même manière que si tous les corps du système y étaient réunis et que les forces qui les animent s’y fussent transportées parallèlement Is ellesmêmes.
En effet , puisque la somme des forces estimées suivant une même droite est constante, on peut dire que la somme des sntesscs de toutes les molécules égales du système , et par conséquent leur moyenne vitesse pour s’éloigner d’un plan perpendiculaire à cette droite , est aussiune quantité constante. Or, h chaque instant, les vitesses des molécules sont mesurées par les petits accroissements,, positifs ou négatifs, de leurs distances au plan que je considère : ainsi la moyenne vitesse n’est autre chose que le moyen accroissement ou l’accroissement de la moyenne de toutes ces distances, et par conséquent c’est la vitesse mémi' du point qui est le centre de gravite de tout le système. Donc la vitesse de ce point, estiméi' suivant une droite quelconque dans l'espace, est toujours la même; et, comme elle repré-
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sente la moyenue vitesse de toutes les molécules, elle s’exprime par la somme de toutes les vitesses, divisée par leur nombre, ou par la somme de toutes les forces divisée par la masse entière du système.
Si l'on prend , pour cette droite à laquelle on rapporte les forces, la direction même de la résultante générale , on voit que le centre de gravité se meut précisément dans cette direction ; car si l’on cherchait actuellement la vitesse de ce centre , pour s’éloigner d’un plan quelconque mené suivant cette droite, on trouverait cette vitesse nulle , puisque la somme des (orces, estimées dans un sens quelconque perpendiculaire à la résultante générale , est toujours nulle.
Ainsi le centre de gravité du système se meut uniformément , en ligne droite , dans la direction même de la résultante générale, et sa vitesse est exprimée par cette résultante divisée par la masse entière du système. ^
Si cette résultante générale est nulle , et qu’ainsi toutes les forces appliquées soient réductibles à un couple , le centre de gravité du système reste donc en repos dans l’espace, quels que soient les mouvements particuliers des différents corps qui le composent. -
Si tous ces corps sont liés entre eux de manière à former un système invariable de ligure, le système ne peut donc avoir qu’un mouvement de rotation autoiur du centre de gravité; d’où Uon voit que l’effet d’un couple sur un corps ou système solide, est de le faire tourner autour d’un point déterminé, qui ne dépend ni de la grandenr ni de la direction du couple . appliqué, mais uniquement de la figure dq coips, ou plutôt de la disposition mutuelle des difierentes particules qui le composent. Ainsi le centre de gra%ité des corps Statique P. -
3'jo
si- presenle d’une manière aussi naturelle dans la théorie du mouvement que dans celle de l’équilibre : et il ne faut pas, avec quelques géomètres, le regarder seulement comme un point qu’il est préférable de choisir, parce que certaines expressions analytiques qu’on y rapporte se simplifient , ou que certaines intégrales s’y évanouissent , mais bien comme un point dont* la considération s’offre d’elle-même dans la nature , et vient , pour nous , de cette loi qui fait simplement la force proportionnelle à la vitesse. On doit dire la même chose de ces trois axes principaux de rotation , autour desquels un corps peut tourner librement, parce que les forces centrifuges s’y contre-balancent. C’est en vertu de cette même loi dont je viens de parler , qu’il y a de tels axes dans tous les corps , qu’il y en a trois , qu’ils passent au centre de gravité et qu’ils sont rectangulaires entfe eux.
Mais je passe au second principe de la conservation des moments. Si l’on prend un point fixe quelconque et que, de ce point fixe ou foyer, on mène k tous les corps du système des rayons vecteurs , en projetant toutes ces droites sur un , plan quelconque , on verra facilement que le moment de chaque force par rapport à un axe perpendiculaire au pian de projection , et passant par le foyer , est proportionnel au produit de la masse du corps par l’aire que trace«sur ce plan la projection de son rayon vecteur.
Ainsi, dans la loi de ta nature, la conservation des moments revient à la conservation des aires, qui consiste en ce que la somme tles produits des corps par les aires respectives que tracent les projections de leurs rayons vecteurs sur un plan fixe quelconque mené par te foyer.
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fst />ro/ji>rtiormi-lle au temps, c'est-à-iUre est toujours ta m^me , ru temps rf^nl, prneiant tout le mouermrnt'du système.
Si tontes les masses du système étaient égales entre elles, on n’aurait pas l>esuin de considérer leurs produits respectifs par les aires précédentes , mais simplement ces aires elles-mêmes; et le théorème reviendrait à ce que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs autour du foyer est toujours égale en temps donné. C'est ainsi qu’on peut toujours énoncer le principe des aires, mais en supposant que les masses du système soient disisées en parties égalés, et qu’on ait tiré du foyer des rayons vecteurs à toutes ces parties. '*
Plan du maximum des aires.
Cela pose , puisque les aires tracées par les rayons vecteurs ne sont autre chose que les moments des forces, il s’ensuit qu’on peut appliquer à la composition des aires tout ce que nous avons dit de la composition des moments.
Et d’abord, on voit que, parmi tous les plans menés par le même foyer, et qui reçoivent de la part des ra]fvlM' vecteurs des aires différentes, il y en a un seul qui reçoit la plus grande; et si l’on nomme L, M, N les sommes respectives des aires tracées sur trois plans rectangulaires quelconques, menés par le foyer, on aura pour la valeur G de l’aire qui est un maximum , r- ‘ .
.if G» =.L>rl- M> N;.
Et , à l’égard ^du plan qui la reçoit, -si l’on nomme > , P , V les trois angles respectifs qu’il forme avec les
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trois premiers, on aura, pour les cosinus de ces angles,
rosi =z:r, cosu = - , rtHiv = - ,
re qui détermine sur-le-champ la position de ce plan remarquable.
Lorsque l'on connaît l’aire maximum G , et le plan sur lequel elle tombe, on trouve facilement les aires que reçoivent les divers plans menes par le foyer. Car 0 étant l’angle que forme un plan quelconque avec celui du maximum des aires, on a pour l'aire décrite sur ce nouveau plan , G cos 9 ; d'oii l'on voit que les aires sont égales sur tous les plans qui font # même angle avec celui du maximum , ou qui touchent un cône décrit sous le complément de cet angle autour de l’axe perpendiculaire il ce dernier pian ; que, de plus, elles sont nulles quand l’angle 9 est droit, c’est-à-dire sur tous les plans jierpendiculaires à celui du maximum.
Plan du minimum drs aires maxima.
Actuellement, parmi tous les plans qui donnent les aires maxima , relativement aux divers points de l’espace considérés comme foyers, il y en a un seul qui donne le minimum de ces maxima, ou l’aire minimum maximorum.
Ce plan est perpendiculaire à la direction de la résultante générale , ou du mouvement commun qui emporte le système. Son axe, c’est-à-dire la perpendiculaire qui y serait élevée'au foyer, se trouvera absolument de la même manièi-e que l’axe central des moments, et le foyer pourra être pris partout oii l’on
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vuiidra sur ct'Ue droite. Pour tous les foyers qui en seraient aux mêmes distances dans un plan perpendiculaire , les aires maxima auront les mêmes valeurs , et leurs plans seront perpendiculaires aux diverses génératrices d’un hyperbololde de révolution décrit autour de cet axe central. D’ailleurs, ces aires max/ma- et les inclinaisons de leurs plans varieront , en vertu des distances précédentes, d’après les mêmes lois que nous avons données plus haut; et l’on trouvera sur les aires tous les théorèmes analogues à ceux qui ont été rapport<-s sur les moments.
Usagr de ces plans; de ceux i/u’il faut choisir pour i rapporter les corps du système.
Cette constance des aires décrites sur des pians qui restent immobiles au foyer nous donne d’abord l'idée de les observer sur les plans auxquels nous rapportons les différents corps, afin qu’à toutes les époques du mouvement nous puissions retrouver la position de ces plans , et reconnaître les changements survenus dans le système. Mais, d’après ce que nous venons de dire, on voit qu’il y a un choix à faire entre ces plans coordonnés; car si un plan qui reste immobile au foyer reçoit constamment la même aire 'de la part des rayons vecteurs, un plan qui recevrait constamment une même aire donnée ne serait pas pour cela immobile, et pourrait se mouvoir d’une manière ^ quelconque taugentiellement à up certain cène décrit autour du foyer. Donc, si l’on avait rapporté primitivement tous les corps du système à un cértain plan , et qu’on ne sût rien autre chose de ce plan, sinon qu’il recevait une
aii*e donnée, on ne pourrait plus reconnaître actuellement sa position dans l’espace, parce qu’il a pu changer, ou, plus exactement, parce qu’il y en aune infinité d’autres qui jouissent de la même propriété que lui.
Mais si l’on savait que le plan cherché était, entre tous ceux qui passent au même foyer, celui qui recevait l’aire la plus grande, on le retrouverait sur-le-champ, parce qu’il est unique et jouit d'une propriété exclusive par rapport à tous les autres.
C’est donc ce plan qu’il faut choisir, de preference « tous ceiLT (jui passent en un meme point , pour y rapporter les differents corps du système; et, sans connaître la grandeur de l’aire qui y est décrite, on pourra retrouver sa position dans tous les temps, pourvu qu’on connaisse le point fixe d’oît-qjartaient les rayons vecteurs , ou du moins quelque autre point fixe qui soit, avec le premier, dans la direction du mouvement général; car nous avons vu que, pour ce nouveau foyer, le plan de l’aire maximum serait parallèle au premier.
Si l’on ne connaissait point la position de ce foyer, quand bien même on saurait que l’aire maximum décrite sur le plan cherché avait une valeur donnée, on ne pourrait pas encore distinguer ce plan d’une inhuité d’autres perpendiculaires aux génératrices d’un certain hyperbolo'ide de révolution, parce que chacun de ces plans jouirait de la même propriété de recevoir une aire égale, et maximum entre celle des plans qui se croiseraient avec lui au même point.
Mais si l’on ajoutait qOe l’aire maximum dont il s’agit était le minimum des aires maximn relatives aux
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ilivers loyors <le l'uspacc, on rfti'niivti'ait sur-le-<'liaiii|) la position du plan cherche, parce qu'il jouit non -seulement d’une propriété exclusive par raj>port a ceux (|ui passeraient au même lover, mais encore d'une autre propriété exclusive par rapport à tous ceux qui auraient lu première commune avec lui. S
C’est donc ce nouveau plan qu’il faut choisir de préférence à tous ceux de l'espace; et l’on en pourra retrouver la position à toutes les époques, sans connaître ni la ;;randeur de l’aire qui y est décrite , ni^ le point qu’on a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais, pour le déterminer, il faudra toujours avoir quelque point fixe d’où l’on puisse partir actuellement , et connaître en outre la grandeur et la direction de la résultante generale qui emporte le système dans l'espace.
nan> le cas des aires relatives , que l'aire minimum maximorum est la meme que l’aire maximum autour d'un foyer quelconque.
Lorsqu’on ne connaît aucun point fixe auquel on puisse rapporter les rayons vecteurs, et qu’on partage les mouvements des corps eux-mémes que l’on considère , on ne peut plus observer que des aires décrites autour de foyers mobiles dans la direction du mouvement général. Or ces aires sont alors les memes que si le mouvement général était nul , ou que le centre de gravité du système fut en repos.
On a pu voir, en effet, par l’équation G’ = K.’-I- R’/»’» qu’un moment maximum G, relatif à une certaine origine , se compose du moment minimum maximorum K , Pt du moment R/; de la résultante générale par la distance de l’axe central à cette origine. De même
■^-6 MÉMOIBK.
l'aire maximum, par rapport à un foyer fixe, est la résultante (le l'yire minimum maximorum et de l’aire qui est décrite par le rayon vecteur de la masse entière du système , considérée comme réunie dans l’axe central , et animée', suivant <*t axe, de la vitesse commune. Si donc le foyer que l’on considère, au lieu d’étre fixe dans l’espace , se meut avec la 'vitesse ix>mmune parallèlement à l'axe centrai , cette partie des aires qui sont décrites en vertu du mouveitient général disparaît d’ellc-mènie ; et les aires observées sont parfaitement les mêmes que si la résultante générale ctail nulle , ou que le centre de gravité du système fût en repos dans l’espace.
Mais, truand la résultante générale est nulle , les aires muxima sont égales pour tous les foyers de l’espace, et leurs plans sont tous parallèles; donc alors le foyer de l’aire minimum maximorum peut être pris partout où l’on voudra.
.4i>plicalion au système du monde.
Ainsi, dans le système du monde, comme on ne connaît aucun point fixe auquel on puisse rapporter les différents corps célestes, et qu’on ignore d’ailleurs dans quel sens et avec quelle force ce système est entraîné dans l’espace, on ne peut déterminer ni le plan ni la valeur de l’aire minimum maximorum, et l’on peut choisir simplement le plan du maximum des aires, relativeinent à un point quelconque, qui se meuve en ligne droite avec la vitesse commune du système. On peut donc prendre le foyer au centre de gravité, qui jouit de cette propriété dans tout le cours du mouvement; et c’est ce qu’a fait l’auteur de la Mécanique
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cétestr , <j»ii , le premier , a considéré ce plan dans notre système planétaire , et qui lui a donné le nom de plan invariable. '
Au reste, on peut encore prendre le foyer au centre de l’un quelconque de? corps considéré comme fixe à chaque instant, c’est-à-dire comme actuellement privé de sa vitesse relative: ce point, n’ayant plus alors que la vitesse commune, sera dans le même ras que le centre de gravité ; ainsi le plan de l’aire maximum relative à ce point sera parallèle au premier , et recevra la même aire
Si donc, pour considérer également tous les corps du système , on prend successivement les aires élémentaires décrites autour de chaque corps par tous les autres, en multipliant ces diverses sommes par les masses respectives des corps qui ont servi successivement de foyers , on trouvera , en les ajoutant , tous les produits des masses prises deux à deux , multiplies par les aires qu’elles tracent dans le même temps, l’une autour de l’autre considérée comme immobile.
Le plan dont nous avons parlé jouit donc encore de cette pro|>riété remarquable , que la somme des produits précédents y e^t un maximum , aussi bien que sur tous ceux qui lui sont, parallèles ; et l’on volt que cette somme n’est autre chose que l’aire maximum relative au centre de gravité , multipliée par la masse entière du système. C’est ainsi que Laplacc présente encore la théorie de ce plan invariable , en ramenant Je principe des aires à des relations entre les distances mutuelles des différents corps du système.
Ce plan forme en quelque sorte l’immuable équateur du système du monde. Quels que soient les change-
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inents que la suite des siècles amène entre les curps célestes, il demeurera toujours parallèle à lui-même; et,' puisqu'on en peut retrouver là position dans tous les temps, comme on retrouve celle du centre de gravite , on aura toujours, en y rapportant tous les corps du système, le moyen de comparer, d’une manière précise , les observations . de l’Astronomie faites ‘aux époques les plus éloignées.
Nous rappellerons encore ce corollaire remarquable de la théorie précédente, . que , dans un système de molécules solides et fluides, animées primitivement par des forces quelconques et soumises à leur action mutuelle, s’H arrive qu’après un grand nombre d’oscillations ces molécules se fixent à un état permanent de rotation , autour d’un axe invariable passant par leur commun centre de gravite ( et l’on conjecture avec assez de vraisemblance que c’est le cas îles corps célestes), alors leur équateur, ou le plan perpendiculaire à cet axe, sera parallèle à celui qui recevait, à l’origine du temps , le maximum des aires relativement au centre de gravité.
Mais nous n'étendrons pas plus loin ces dernières considérations, qui ont été assez approfondies par le géomètre que nous avons cité. • Notre objet principal était de fonder une nouvelle théorie des moments et des aires, d’étendre et de simplifier à la fois toute cette partie de la Mécanique, et de faire passer ainsi dans les Éléments les plus 'beaux théorèmes qu on y eût trouvés jusqu’ici.
Jicmartjut' noiiveilt' sut' les aires.
Nous finirons par faire observer, sur la loi des aires , que
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les plans ne sont pas les seules surfaces sur lesquelles elles se conservent sans altération pendant le mouvement du système. La même propriété appartient aussi à toute surface conique circulaire dont le sommet est placé au fover des rayons vecteurs, mais il faut projeter ces rayons sur le cône par des lignes parallèles à son axe.
Les aires décrites sur les surfaces de différents cônes de même axe et de même sommet seront réciproquement proportionnelles aux sinus des angles sous lesquels ces cônes sont décrits ; d’où l’on voit que le cône qui recevra l’aire la plus |>etite sera le cône décrit sous l’angle droit autour de l’axe commun , c’est-à-dire le plan perpendiculaire à cet axe.
Entre tous lt*s cônes semblables de même sommet , mais d’axes différents, il y en aura un seul sur la surface duquel l’aire tracée par les rayons vecteurs sera un maximum .
Parmi tous ceux qui donneraient de même les aires maxima relativement aux divers foyers de l’espace, il V en aura un seul qui donnera le minimum de ces aires maxima .
Pour les axes de ces cônes remarquables, ils ne sont autre chose que les axes des moments ou des aires qui jouissent des propriétés analogues , et ils se détermineront absolument de la même manière. Enfin l’on trouvera, en considérant les aires tracées sur des cônes quelconques semblables, tous les théorèmes que nous avons donnés par rapport aux aires qui sont tracées sur de simples plans.
THEORIE ET DÉTERMINATION
DE
L'ÉQLATEIÎR Dlî SYStÈME SOLAIRE.
Je vais développer dans ce Mémoire les recherches nouvelles que j’ai présentées à l’Académie^ le 24 1828, et qui ont pour objet l'one des questions les plus élevées du système du monde. Il s’agit de la détermination exacte du seul plan des aires qui soit vraiment invariable dans notre système planétaire ,^et qui en forme eu quelque sorte l’immuable éqttaieur; car le plan que M. ^place a nommé invariable et déterminé comme tel dans sa Mécanique céleste , n’est ^int le véritable ; et nous allons voir qu’à cet égard l’analyse de l’auteur avait besoin d’étre rectifiée. Mais , auparavant , je crois devoir rappeler les premières idées qui ont donné naissance à ta théorie des aires, afin de jeter un nouveau jour sur l’origine et la suite naturelle de c^ considérations.
i- ... Trf^oaiB.
On a vu que , dans le mouvement de plusieurs corps qui réagissent d’une manière quelconque les uns sur les autres, mais dont le système est supposé parfaitement libre de toute action étrangère , si l’on projette
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sur un plan les aires que tracent, autour d'un point fixe ou foyer , les rayons vecteurs menés de ce foyer à toutes les molécules égales du système, la somme de ces aires projetiÆS demeure constante , c’est-a-dire est toujours la même en temps égal , malgré les variations qu’éprouve chacune d’elles par l’action réciproque des différents corps : et c’est dans cette propriété générale du mouvement <Ies svstèmes que consiste le principe si connu de la C onsrn>ation des aires. 4
II
Les géomètres ne se sont pas éleves tout d’un coup à cette loi générale de la Dynamique. L’origine de ces idées remonte à Képler , qui le premier imagina de considérer l’aire du secteur que décrit le rayon vecteur d’une planète <lans son mouvement autour du soleil. Et si l’on cherche ce qui a pik lui donner cette idée, on trouvera, ce me semble, qu’il y parvint, non point par hasard comme on ‘pourrait le croire d’abord , mais par une certaine mardie nauirelle, que je veux indiquer en passant , parce qu’elle se retrouve dans toutes nos recherches, et qu’elle résidte, pour ainsi dire, delà nature même de l’esprit humain.
Et en effet, nous ne çonnaissons en toute lumière qu’une seule loi : c’est celle de la constance et de l’uniformité. C’est à cette idée simple^ que nous cherchons à réduire toutes les autres, et c’est uniquement dans cette réduction que consiste pour nous la science. Ainsi, quand nous étudions les choses qtii changent pour découvrir ce qu’on appelle la loi de leurs variations, notre unique objet est de trouver ce qn’il peut y avoir d’uniforme et <le constant au milieu de ces
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choses qui varient. Que si , avec le temps et par un nouvel examan , nous venons à reconnaître, qtie des rapports qui nous avaient paru constants sont euxmêmes variables, il nous faut faire un nouveau pas : mais notrf marche «>st toujours la même; car alors ce n’est plus dans ces rapports , mais dans quelque autre forme de leur combinaison , que notre esprit va rechercher cette loi de constance qui avait, pour ainsi dire, échappé à ses premières conclusions. Tel est, je crois, le mouvement naturel de l’esprit humain., mouvement qu’on pourrait meme remarquer dans la Géométrie et dans l’Analyse, mais dont l’Astronomie nous offre ici l’image la plus sensible.
Ainsi les anciens astronomes, d'après les premières apparences des mouvements célestes , avaient cru naturellement que les planètes dérivaient dans^leur cours des cercles parfaits , et qu’elles les décrivaient d’un mouvement uniforme : de sorte que la ligne menée du rentre à la planète et sa vitesse angulaire étaient regardées comme constantes. Malgré quelques inégalités que l’observation avait pendues sensibles , cette première loi du mouvement des planètes subsista' très-longtemps , parce qu’on faisait disparaîtrè à très-peu près ces inégalités en essayant de mietix placer le centre de ce cercle parfait qu’on avait imaginé. Mais Képler ayant reconnu , par la comparaison attentive de -nombreuses observations, que le mouvement d’une planète se fait, non dans un cercle, mais dans une ellipse dont le soleil occujie un des foyers , de sorte que le riiyon vecteur et l'angle qu’il décrit étaient tous deux variables; et ne trouvant pliu ainsi , ni dans ce rayon ni dans cet angle, cette constance qu’on y avait d’aliord sup^iosée.
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imagina de la i-etrouver dans une (juantite nouvelle composée de ces deux-là ; et considérant dans cette vue la plus simple qu’on en puisse former , savoir , l’aire du secteur elliptique que trace le rayon vecteur' de la planète autour du Soleil, il trouva enfin ?|ue, cette aire était constante , c’est-à-dire toujours la iqéme en temps égal , ou , en d’atitres termes encore, que l’aire décrite était proportionnelle au temps écoulé.
Olte loi ^e Képler, qui n’était prouvée que par l’observation , Nçwton la démontra ensuite comme un théo- ' rème mathématique qui doit avoir lieu dans le mouvement de ■tout corps attiré par une force quelconque vers un centre fixe : et réciproquement, il fit voir que si celte description uniforme des aires est observée dans le mouvement d’un corps , elle est une preuve de l’attraction ou de .la tendance de ce corps au centre des rayons vecteurs ; ce qui conduit naturellement au principe de la pesanteur nniverselle.
Enfin, vers le milieu du siècle dernier, le chevalier d’Arcy, Daniel Bernoulli et Euler découvrirent presque en même têmps, et sous des formes différentes, un théorème plus général, mais qui ti’est en quelque sorte que celui de Newton étendu à plusieurs corps qui seraient soumis à la fois à leurs actions réciproques, et à des forces quelconques dirigées vers un même point fixe. Dans le mouvement du système autour de ce point comme foyer , l’aire que décrit chaque corps en particulier n’est plus constante; elle varie à chaque instant de grandeur et de position par l’action perturbatrice des autres corps. Mais en projetant toutes ces aires variables sur un même plan fixe, et les muldpliatit par les masses respectives des corps, on trouve
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que la somme de ces projections est constante, et se conserve sans altération , comme dans le cos d’un seul mobile.
On voit comment les géomètres qui démontrent et qui généralisent, ont su, s’élever rapidement au principe général des aires daffs un système quelconcjue , et par conséquent dans le système du monde : mais observez en passant que si ce principe n’eû^ p!u été ainsi démontré et découvert à l’avance , le temps seul, et par cette même marche de l’esprit que j'ai indiquée plus haut, aurait encore pu nous y conduire. Car, à la.iongue , et par des observations plus précises , on aurait reconnu que l’aire décrite par chaque planète n’est pas rigoureusement uniforme; et considérant alors les differentes aires relatives aux différentes planète^ pour en faire , ce qui était naturel , la combinaison la plus simple , comme celle de la somml de leurs projections sur un seul et même plan , on aurait retrouvé dans l’ensemble de ces aires cette constance rigoureuse qui n’était plus dans chacune d’elles.
Quoi qu’il en soit, le principe a lieu, comme on l’a dit, dans le mouvement d’un système de corps qui réagissent d’une manière quelconque les uns sur les autres; mais, pour la rigueur du thé-orème, il faut l’énoncer comme je l’ai fait au commencement, c’està-dire en considérant , non pas le produit de chaque masse par l’aire que décrit le rayon vecteur mené au rentre de ce corps, mais la somme des aires décrites par les rayons menés à toutes les molécules égales du système; ce qui <lonne la vraie quantité , qui est rigoureu-
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'semeiit lunstauU- duiis tout le cours du luuuvenient.
Si les corps ne sont point attires vers un point extérieur , et n’éprouvent que leur action ou attraction miTtuelle, le foyer des rayons vecteurs peut être pris partout où l’on voudra dans l'esiiacc. Si , comme dans le système du monde , on fait abstraction du mouvement général qui emporte le système , pour ne considérer que les mouvements relatifs des corps, on doit placer naturellement le foyer dans leur commun centre de gravité , parce que ce point déterminé est en repos, et comme fixe, dans l'espace relatif où s’exécutent les mouvements observés des différents corps.
rv.
Maintenant , si l’on considère les divers plans de projectioff^ qu’on pourrait mener par le même foverj et sur lesquels la somme des «ires projetées aurait en general des valeurs differentes , il est aisé de voir que , parmi ces plans , il y en a une infinité où cette somme est huile ; que tous ces plans de projection nulle se coupent suivant une seule et même droite déterminée ; que tous les plans possibles qui passent par cette droite jouissent de la même projtriété, et sont les seuls qui en jouissent. Le plan perpendiculaire à cette droite est donc un plan distingué de tous les plans de l’espace par cette propriété, que la somme des aires se trouve nulle sur tous les plans qui lui sont perpendiculaires. Quant aux plans qui lui sont également inclines , la somme des aires y a une même valeur, et cette valeur est proportionnelle au cosinus de l’inclinaison ; d’où il ré-sulte que , sur le plan unique et distinct dont il s’agit, cette somme est la plus grande possible, ou ce
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qu’on appelle un maximum. Or, c’est ce plan du maximum des aires que Laplace a nommé le plan invariable.
La considération de ce plan remarquable s’éteit déjà présentée '^ux géomètres dans la recherche analrtiqué du mouvement de quelques ’ systèmes : et elle avait même été’ employée dans le problème de 1^ rotation d’un corp^ solide qui tourne libremgm autour de son centre de gravi#?. En cherchant à simplifier le calcul , on étajt arrivé naturellement à ce plan de projection, compte à l’un des trois plans coordonnés qn’on devait choisir de préférence, afin de rendre nulle la somme des aires sur les deux autres, et de faire ainsi disparaître ^de’ux intégrales ou constantes arbitraires. Or il faut faire ici une remarque essentielle : c’est que "ce seul cas particulier de la détermination du plan invariable dans, le mouvement d’un corps ou système sofide , en contient au fond toute U théorie j* car comme l'expression des aires décrites par les dilTérents points d’un système* ne dépend ni de la liaison ni de l’attraction mutuelle de ces points, il est évident que le même calcul , ou la même transformation de coordonnées, qui détermine ce plan dans un système de points invariabUinent liés entre eux , le donna également dans un système de points liés entre eux’ d’une manière quelconque. Ainsi l’on voit que la théorie du plan invariable se trouvait fonnue, parce que, cette théorie étant indépendante de la nature du système , un seul exemple qu’on en donne suffit pour la démontrer tout entiè’re. Mais il est juste* de dire que Laplace est le premier qui ait considéré et déterminé ce plan dans notre système planétaire, et qui lui ait donné un nom.
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Ce ürand géomètre a donc cherché la position que ce plan devait avoir , par rapport à l'écliptique , au gomnienceineut de l'année 1750, et mçme celle qu'il aura en >95o, d'après les variadons calculées qn’auront subies à cette é|>ôque 1^ excentficités , les inclinaisons et les noeuds des différentes orbites des corps célestes. \t, par ries formiiMk qu^ a données ik ce sujet, ou la règle qu’il- énonce au chapitre II du livre IV de son Exposition du Système du JUontfe, il a trouve que l’inclinaison du plan à l’éclipdque était de 1°, 768(1 au coninienceineut de 17^0; et la longitude de son noeud ascendant, de i«4“>3g79 : valeurs qu’il Irouve devoir être à tet^peu près les mêmes en igSo , la longitude du noeud ayant seule varié de 45". C’eSt ce qu’on |)eiit voir dans le chapitre XVII du livre VI de la Méoùnique téleste. •
Mais, ayajit eu l'occasion d'examiner cette* anaivsè, j'ai remarqué qu’elle ne pouvait être exacte que dans l’hypothèse où les planètes seraient regardées comme autant de points massifs , dont chacun serait chargé de la masse entière de la planète et de ses satellites; et qu’ainsvt pour déterminer le plan invariable du maximum 'des, aires, Laplace n’avait considéré que les aires dues aux seuls mouvements de révolution des planètes autour du Soleil. •
Or, en appliquam nos principes i cette détermination, j’ai reconnu que la position du plan invariable dans le système du monde ne dcpendail pas seule-
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ment des aires que décrivent les planètes en vertu de leurs révolutions, autour du ^éil , mais qu’elle dépendait encore d’autres aires , auxquelles on n'avait {loint
songé / savoir, de celles qui sont dues aux révolddons • * particulières des satellites autour de leurs .planètes
principales, et de celles qui naissent' de ^aerotation de ces planètes et du Soleil lui-méme sur leurs' propres axes. Il résulte , en effet , de notre théorie des couples , que le plan dont il s’agh n’est au fond <pie celui de l’aire qui proviendrait df la corobinaispn de tputes qes air^ simultanées ,* si on > les composait entre elles à la manière des simples forces appliquées sur un point ; que le plan de cette aire résultante est le seul dont on puisse alHrmer qu’il demeure immobile dabs lé ciel , ou qu’il reste toujours parallèle à lui-méme, c^els que soient 1^ changements que la suite deAiècles puisse amener du» lés mouvements , dans la figure et la position mutudle des dilTérents corps célestes. Que si l'on , ne composait entre elles qu’une partie de . ces aires simultanées ^ on ne pourrait plus ÿre que l’aire partielle qui en résulte est in-^iable de grandeur et de position dans l'espace : d’où il faut conclure que le plan invariable déterminé par Laplace peut changer* et qu’ainsi il n’est pas propre à f^ire reconnaître, dans la suite des temps , les changements réels qui peuvent survenir dans la position des orbes et des équateurs . planétaires. ^
Vin.
Pour remplir ce grand objet, et donner toff astronomes ^.futurs le moyen de comparer avec >préo|ton' les observitiohs séparées par de longs intervallMUe
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temps, il faut donc recourir à ce nouveau plan que je propose, et qui form^ en qucltpe sorte Pimmuable équateur du système du monde. Or voici , d'après notre théoiSe des couples, l’expressioh la plus simple de h règle qui le détermine.
« Considérez d’abord , pour chacun des corps céles- » tes,- l’aire résultante de celles que décrivent toutes
• ses particules autour de son propre centre de gravité,
» aire qui tombe sur le plan de l’équateur du corps,*, » .et quj a pouf mesure le produit de son moment ■ d’inertie par sa vitesse angtdair^ de rotation et » regardez maintenant les a:entres de ces corps comme » autant de points où leiirs masses respectives seraient » concentfées. *
• CoAidérez ensuite , pour chaqtie groiqie formé d’une
• planète et <# ses satellites , l’aire que chacun des corps » y décrit dans son orbite autour du centre de gravité de » ce groupe , laquelle se trouvera en multipliant la » masse du corps par le carré du rayon vectMir et la vi- > tesse angulaire de r^olution ; et réduisez inaintenant » ce groupe à son centre de grav^é comme ù un seul X point où toute la masse serait concentrée.
. Considi’Vez enfin les aires que les centres de ces » groupes et ceux des corps qui n’ont point de satellites » décrivent dans leurs orbites autour du commun centre » de gravité de tout le système, et dont chacune se mesu- » rera de même en multipliant la masse par le carré du •
• rayon ve*eur et la vitesse angultire dç n-volution.
» Si , par ce même centre de tout le système , vous
• menez ^es lignes jierpendiculaires aux plans respectifs
• de,toutes les aires que je viens de considérer , et pro- " portionnelles h leurs grandeurs, et que vous composiez
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» entre elles toutes ces lignes à la munière îles forces, la ligne résultante sera perpendiculaire au plan de l'i^ua- » teur cberrhé , et sa longueur représentera la quantité de » l’aire totale qui s‘y décrit.
» Sur quoi il faut observer que les lignes composantes » dont il s’agit doivent é^tre tirées d’un même côté de » l’écliptique , parce que , dans notre système , les dilTé- » rentes aires que ces lignes re’présentent, étant vues de » ce même côté , se décrivent toutes dahs le même sens. » Ainsi, en supposant toutes ces lignes menées du >• côté boréal de l’écliptique , la ligne résultante prolonu gée de ce côté ira marquer dans le ciel le pôle boréal '• de l’équateur du système du monde. »
Par cette règle générale ( ou les formules qu’on en |>eut facilement déduire), si l’on suppose connus les masses et les moments d’inertie des corps célestes , il est évident qu'à une époque quelccfnque , et par les distances et les mouvements liiémes des corps célestes observés à cette époque , on pourra déterminer la position de cet «'qiiateur par rapport au plan mobile de quelque orbite planétaire, tel, par exemple, que lejdan de notre écliptique. .Si donc on imagine que la recherche en soit faite à des époques différentes , et qu’on le trouve situé dans des positions différentes , comme on est sûr quai ee plan n’aura pas changé , on conclura le changement réel survenu dans la position de l’écliptique et des différentes orbites qu’on y aurait rapportées. C’est ainsi que les’ observations des mouvements célestes peuvent être ramenées à des termes fixes , et dégagées de l’incertitude et de l’erreur que îés variations de l’écliptique et le mouvement propre des étoiles auraient pu à la longue y introduire.
ÉQL’ATKUR
IX
Quant ces aires nouvelles qui . doivent entfcr dans la détermination de notre plan invariable , on pourrait dire que celles qui viennent des mouvements particuliers des satellites, et même de la rotation de quelques planètes, sont des quantités assez petites, et que le plan invariable , déterminé en ne négligeant que ces petites quantités, différerait pendu véritable. Mais il faut remarquer que l'aire due la rotation du Soleil est vae quantité considérable, et qui ne peut être omise dans aucun cas ; car, en supposant d’abord le Soleil homogène, je trouve que celte aire vaut plus de 5o fois celle que la terre décrit en vertu de son mouvement dans son orbite annuelle. Si, comme il est vraisemblable, la densité du Soleil n’est pas uniforme , mais qu’elle augmente de la surface au centre en raison (Je la profondeur, ou bien encore suivant cette loi de densité que Laplace emploie pour la figure de la Terre , dans le tome V de sa Mécanique céleste , et qui fait la • densité proportionnelle à la raeirte carrée de la pression , je trouve <jue l'aire décrite a encore les deux tiers de la valeur précédente. Et dans l'hypothèse même où la densité irait en croissant , depuis la surface , où elle serait nulle, jusqu’au centre , où elle deviendrait infinie , comme ferait l’ord^AnéÉsd’une hypeiiiole équilatère qui s’avancerait parallif(^iil^t à elle-même pour se confondre avec l’asymptote , je trouve que l’aire dont il s’agit vaudrait encore la moitié de celle qui a lieu dans le cas de l’homogénéité. De sorte que, dans cette hypothèse tpii paraît extrême , le plan invariable de Laplace , détermine
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sans tenir compte de cette quantité, diflëre agitant du véritable ^e si l'un eût oublie dans I? calcul au moins a5 globes tels que le nôtre, qiii auraie||t circulé comme lui, ù la, même distance du' Soleil^ et Sans -un plan incliné d’environ 7” au plan de notre écliptique. Cette omission ^ altère donc d’une manière très-sensible la position du plan invariable : car il est aisé de voir qu’elle changé de ^lusflurS minutes son inclinaison à l’écliptique , et de plusieurs degrés, la longitude.de son nœud ascendant. .(Vinsi il paraît aussi nécessaire pour l’application que pour la théorie d’avoir au moins égard , dans le système du ^ monde , à cette partie des aires qui ^ent de la rotation * connue du soleil.
Il peut paraître surprenant que Laplace , qui le pre- ’ inier a eu l’idée de chercher, dans le système du monde , la position d'un plan invariable dé^m^é par la condition que la somme des aires projetécs'.jnaoit un maximum , n’ait, considéré dans son analyse que les aires décrites par les planètes en vertu de leurs mouvements de révolution autour du Soleil, et qu’il ait oublié, nonseulement les aires ducs aux révolutions particulières des satellites, mais encore celles qui naissent de ”la rotation de ces planètes et du Soleil lui-même sur leurs propres axes. Et si l*Qn est surpris que cette omission singulière ait pu avoir lieu , on ne l’est pas moins 'qu'elle ait échappé jusqu’S'i à ceux qui ont pu étudier ce jioint capital de la .Méca'iique céleste. Par le peu qu’on'adit, on voit bien ce qui doit manquer aux formules de Laplace ; le défaut est sensible ; mais ce qu’on cherche ici est la cause naturelle qui y a fait tomber.
3g4 KC^UATEUR
Or, avec va peu de réflexion , il n’est pas dilBcile de remonter à la scftrce de cette erreur, et de ^ trouver dans cette théorie ijjéine qu’on avait autrefois des aires ou des moments : tMéoric imparfaite où l’on ne savait pas d’une manière précise ce que ces quantités représentent , je ne dis pas dans le calcul , mais dans la science des forces considérée en elle-même. Et en effet , polir Laplace comme pour les anciens -auteïirs* le» moments où les aires ne sont que de simples quantités numériques ou géométriques , de pures expressions d’analyse , qui se présentent dans les équations de l’éqirilibrc ou du m^ivement des systèmes , et auxquelles on aurait simplement donné un nom pour abréger le discours. Sous ce point de vue géométrique, le plan invariable que l’auteur- considère n’est donc qu’un certain plan choisi entre les autres par la condition que la projection des aires y soit la plus grande; oit plutôt, c’est l’un des ü^s fAans emydonnés, choisi de manière que la projecti^r des aires soit nulle sur les deux autres ; ce qui est une pure transformation de coordbnnées , qui paraît propre à simplifier le calcul , en faisant disparaître, comme on l’a dit , deux constantes arbitraires. Or, on ne voit là que de» quantités abstraites , de simples formule.s d’analyse, sans aucune idée de la nature propre des graiv deurs dont il s’agit^dans la science de l’équilibre ou du mouvement des systèmes. Et, comme T’idée de considérer les aires dans le système du monde vicnt,i5le célte fameuse loi de Képler, <}ui n’est" relative qu’at^x secteurs décrits par les rayons vecteurs des jilanètes dans leur mouvement elliptique autour du Soleil , il est assez, naturel que laiplace ne songe qu’à ces mêmes aires dues aux révolutions des planètes, et que, dans la théorie de son
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plan invariable , il oublie toutes les autres^ Il semble d’ailleurs que ces autres aires , produites par les mouvements particuliers des satellites et par la rotation des planètes sur elles-mêmes, n’étanf point tracées, comine les premières, autour d’un même centre , mais sc décrivant à part autour de divers centres particuliers, elles sont en quelque sorte d^aires indépendantes, et qu’elles, ne doivent point eitRrer dans la combinaison dont il s'agit. Ainsi, en supposanl«mêmc que la considération de ces quantités se fût présentée un moment à l’esprit, on voit qu’«lle aurait pu être aussitdt écartée comme une ’ idée étrangère, et sans qu’on en fît aucune mention. C’est ce qui explique naturellement l’oraisÿon ou l’erreur dont je parle et qui a«pu si facilement échapper dans l’ancienne théorie. Mais, dans nûs principes, cette omission est impossible; cat, pourrons, les aires ne sont point ^ des surfaces qu’on projette sur tel ou^el*plan, mais de véritatles forces de rotation ou des couples qui s’exercent dans le système : et il ne s’agit pas ici de simplifier un calcul ou de chercher un plan sur lequel la projection des aires soit un mais bien de CQmposer entre eux ces couples qui agi^nt , et de déterminer la graftdeur • et la position du couple unique qui en résult&ç couple remarquable , dont on démontre que le plan ^ la grandeur se conservent les mème^ans tout le cours du mou- vement, Algré les changements qui arrivent aux* grandeurs et ani inclinaisons mirtuelles dfe différents couples qui ^e compose^. Par cette notion dynamique des aires , il siifScdonc de jeter les ye^.x sur le système du monde pour voir que 1 aire maximum, ou, pour mieux dire, que l’aii-c résultante doit ^fre composée non-^ulemeni de celles qui viennent du mouvem^lfl des planètes dans leurs
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orbiles, inaÿ encore de celles qui naissent des mouvements particulien des satellites et de la rotation de tous ces corps sur leurs propres axes : car, bien quç ces aires soient décrites autour dfe différents centres, comme ellps ne soÿt qu’une expression géométrique des couples qui les produisent , il est évident qu’elles doivent être toutes rapqjortées à un seul et même foyer^et se composer ensemble comme si leurs plans y étaient tous, transportés parallèlement à eux-méines. ^
Ainsi la composition des couples , qui a étendu et sim- ' pliiié toute la doctrine des aires , aura servi qncore à nous faire découvrir une erreur qui pouvait rester longtemps cachég dans une application de la Mécanique à l'un des plus grands objets du système du monde. Cet exemple nous fait setfUr toute l’importance qu’on doit atl;acher aux notions primitives et aux vraiH principes des choses; car le calcul n’est qu’Utt instrument , qui ne produit rien par lui-niéme, et qui ne rend en quelque sorte que les' idées <|u’on lui confie. Si nous n’avons qSe des notions imparfaites, ou si l’esprit ne regarde la question que d’un point de vue borné , ni l’analyse ni le calcul ne . lui apporteront plus de lumière , et ne donneront à nos résultats plus de justesse ou plus d’étendue: au contraire , «n peut diée que cet art de réaliser en quelque sorte par le calcul, de fibsses ou de vagues conceptions, h’est propre qu’à rendre rerreur plus -^ur^ble en lui donnant, pour albsi dire, une sorte de consistance.
Au reste, sU'on veut voir, par le calcul même, le défaut des formules de La|^ace, il n’y a qu’à considérer
Di.i
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les trois équations qu'il emploie, et, d'où il part comme d'une expression exacte de la conservation des aires sur les trois plans rectangles des axes coordomn'^.
En plaçant l'origine ou le foyer des rayons vecteurs au commun centre de gravité de tous les corps m, //»', m", etc., qui composdht le système proposé, et nommant X, y, Z, les trois coordonnées du centre du corps m ; x', y , z', celles du centre de m'\ etc., et employant , pour abréger, le signe t pour indiquer la somme Sn tous les termes semblables ù c^ui qu'on écrit à la suite de ce signe, les trois équations dont il s’agit sont représentées simplement par '
ïm
constante, .
, / dx dz\ ,
ïm [t — — X — i = «r=: constante ,
\ dt dt) •
f dt dr\ „
ïm y-r — z 1 = e = constante. ~ - V dt dt ^
Or, je dis que ces formules ne sont vraies qu'autant que les corps du système y sont réellement des points dont les masses respectives seraient m , m' , m" , etc.
Que si m , par exemple , est un corps de dimension
/ dy dx
finie, te terme m \x- ^ ~dt
dans la première équation , n’exprime pas la projection , sur le plan des xv, de l'aire décrite autour de l’origine par le mouvement de ce corps m. Et, en elTct, il est évident que cette aire est la somme de toutes celles qui sont ducs au monvcinent de tontes les particules du même corps. Or, en nommant X et Y Us
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coordonn<Vs de la jwirticule dm par rapport aux mêmes axes , H est clam que la somme dont il s’agit est l’intégrale Ci X ^ — Y dm etendue à la masse entière
® J \ dt dt J
dji corps m ; et l’on va voir que celte intégrale n’est pas exprimée , comme un le sl!{>pose , par le terme
Soient bn effet, $ et >i l<js deux coordonnées de la particule dm , parallèles aux x et mais rapportées au centre de gravité du corps m , de forte que l’on ait*
dx\
■y-dt)-
et
rfX _ ^
dt ~ dt
rfÇ ^ dy drt
dt ’ dt dt dt '
Si l’on sqbstitue ces.valeurs dans l’intégrale précédente j'( X ^ — Y ^ J dm , et si l’on observe que , l’origine des Ç et » étant au centre de gravité de /», on^
f\dm = o, fndm=o, J' ■— dm = o , ~^dm z= o ;
IV ■ •. r/\r ^ d\\ ,
on trouvera que 1 intégrale X — Y *
pour valeur la somme des deux termes
( dy dx . /’/ dn \
de sorte que la valeur de l’aire décrite diffère précisément de la valeur qu’on emploie , de l’intégrale
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Ç ^ ’ ‘1“* exprime l’aire due ü la, ro-
tation de m sur son propre centre ; quantité «jui doit
ri y
rix\
être ajoutée à l’aire m f J > rotation •
du corps a lieu dans le même sens que son mouvement de révolution, et qui doit en être retranchée dans le cas contraire. , ’ •
Les véritables équations qui expriment la conservation des aires dans le système sont donc , en nommant Ç la troisième coordonnée de ilm relative au centre de m ,
D’où l’on voit que, dans cette théorie des aires appliquée au système du monde , lorstju’on réduisait les planètes et le Soleil lui-même à des points massifs placés dans leurs centres de gravité ,. on supprimait, sans s’en ajiercevoir, toute cette partie des aires qui naissent de leurs mouvements de rotation sur eux-mêmes, l.’erreur est toute semblable à celle qui nous ferait prendre , pour le moment d’inertie d’un corps relatif'à un certain axe extérieur, le produit de la*masse de ce corps par le carre de la distance de son centre de gravite à l’axe que l’on considère ; tandis que la vraie valeur de ce moment d’inertie est égale au produit précédent augmenté du moment d'inertie du corps par rapport à l’axe paraUêle qui jiasse en sou centre de gravité.
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Mais, indépendamment de ces aires dues aux rotations du Soleil et des planètes, on avait encore oublie celles ^i naissent des mouvements particuliers des satellites : car, pour en tenir compte , il ne suffit pas , * comme on peut le croire , de prendre po^r là valeur de m là masse de la planète réunie à cdle de ses satellites; il faut encore ajouter les, termes qui expriment
les aires dues aujf révolutions particulières de celte pla-
nète et de ses satellites autour de leur commun centre de gravité; et il faudrait même ajouter les petites aires qui sont dues aux rotations des satellites sur euxmème#-, si l’on voulait être dans toute la rigueur des choses.
Les formules employées par Laplace ne peuvent donc (même en faisant abstraction des satellites) exprimer éxactement les aires décrites que dans le cas où les corps m, m', m" , etc., seraient privés de toute rotation sur eux-mêmes , ou bien encore seraient des points massifs (et dont jl faudrait même sup’poser que la rotation n’est' pas infinie-) ; car il n’y a que l’une ou l’autre de ncs hypothèses qui puisse faire disparaître les ternies qu’il a oubliés dans son analyse. Ces formules ne donnent donc point et donneront jamais les valeurs des aires décrites dans le système des corps célestes ; car tous ces corps sont de dimension finie , et ils tournent actuellement sur leurs axes ; et quand bien même il arriverait , par quelque cause que ce fut , que chacun d’eux se condensât , et se réduisit en quelque sorte à son centre de gravité , les .aires actuelles dues
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*à lem-s Aouvwnents de nutation ne s’évanoniraîcnt point.
Par le principé même des aires, ’à mesure que chaque corps se condenserait, il serait , pour ainsi dire, forcé de tourner plus vite , et de manière que l’aire due à sa rotation fdt toujours conservée : d’où l’on voit que les expressions qui forment les premiers membres des équations de Laplacc n’en seraient pas moins incomplèlis ^n’aiiparavant, et qulflinsi ces équations ne peuvent jamais doonar le plan du maximum des aires', le seul qui soit rigoureusement invariable.
xni.
A la vérité , si chaque corps était infiniment petit , et que par conji'quent les distances de ses differentes molécules à un centre extérieur d'attraction pussent être regardées comme égales entre elles , on pourrait dire que la rotation de ce corps sur lui-méme ne serait point alté- •. réo par l'attraction des autees. Kt il en serait de même si chaque corps , au lieu d’être un point massif, était ain globe parfait de dimension finie , formé de couches concentriqiies dont chacune serait d’une densité uniforme dans toute son étendue ; car, pour chacun de ces globes , les attractions des autres se réduisant toujours h une force simple qui passerait par le centre de ce glolie, il est évident que son mouvement de rotation n’en serait pas plus troublé que dans le cas précédent. Dans l’une ou l’autre de ces deux suppositions , op pourrait donc dire que la projection des. aires dues aux rotations des corps serait à part une quantité constante sur chacun des plans coor- • donnés ; que par conséquent les projections des aires dues aux seuls mouvements de révolution seraient au.ssi à part Statiquf. P. 26
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lies quantité constantes sur les ntèmes plans, et*qn 'ainsi,* le plan déterminé par les équations de Laplace, s’il n'est plus , comme je l'ai fait voir, le plan du maximum des aires , est du moins un certain plan qui demeure invariable de position , malgré l'action mutuelle des dilTcrents corps du système.
XIV
Quoique les deux hypothèses précédentes n’aient point lieu dans la nature, et qu'on puisse se dispenser de les exaininer, il n’est peut-être pas inutile de montrer ici tout ce qu’elles ont de fau» en elles-mêmes et de contraire à la question de philosophie naturelle dont il s’agit. «
Et d'abord un poiu*rait remarquer que si chacun des corps célestes était un* globe parfait, tel que je vnens de le dire , il serait fort inutile de faire un long calcul (et dépendant même de données assez mal connues), pour trouver un plan qui fût invariable dans le système du monde : car il suffirait de , prendre comme tel le plan de l’équateur de l’un de ces globes, et, .par exemple , celui du Soleil , ou , ce qui Mrait encore plus simple et plus facile, celui de la terre que nous habitons. 11 est clair que cet équateur resterait toujours
parallèle à lui-même dans l’espace, et tpi’on y j)our-
rait rapporter avec précision les plans des différentes orbites des corps célestes.. Cette supposition j comme on voit, ne convient guère à not;re ' système , puisque le seul aplatissement très - petit de notre globe vers ses deux pôles suffit déjà pour déranger à chaqiSe instant notre éqttatéur, comnu’ on le rcconnait dans le
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riel par le phénomène sensible de la préccssion des équinoxes.
Mais, pour en venir à cette hypothèse imaginait^ où les planètes seraient des globes parfaits, je dis que, même dans ce cas, il ne serait ]>as permis de proposer, compie un plan qui doit rester invariable dans toute la suite des siècles, ni l’ùn des équateurs de ces globes, ni le plan déterminé parles formulesde L;»plaoe,où l’on ne.tientpas compte des aires dues aux rotations des corps du système.
Et en effet, pour affirmer qu’up tel plan demeurera invariable , il faudrait être assuré que la ligure des corps ne sera point changée , ^soit par quelque rencontre ou choc mutuel qui jiouryait survenir entre éu.x , soit par quelque force intérieure qui viendrait à s’y dévelop^ier, ou même par quelque explosion subite qui ferait éclater le corps en plusieurs fragments, comme Ol^rs , et après lui quelques géomètres , conjectureyt que cela est déjà arrivé à l’une des anciennes planètes de notre système, laquelle , en se brisant , aurmt produit les quatre planètes nouvelles qu’on *a nommées Pallas, Cérès , Junon et Vesta. Or, la figure du corps étant ainsi changée, ‘ soit par une de ces ofiises , soit par toYite autre qui nous est inconnue , faire due à^la rotation de ce corps sur lui-mém*e commencerait d’étre altérée par l’action des autres et cesserait d^étre à part une quantité constante. Les aires dues aux mouvements de révolution cesseraient donc aussi d’étre constantes,* et ni l’équateur du corps ni le plan dont j’ai parlé ne seraient plus invariables de position dans l’espace. Ainsi l’on voit que tous CCS plans viendraient à changer , tandis que le nôtre resterait le méraç , et que la grandeur de faire qui y tombe n’aurait pu éprouver la moindre altération , par aucune
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(le ces causes j.jui auraien* troublé toutes les aires iudividtielles qui la composent.
XV
Tel est donc , f>our uix .Système libre de toute action étrangère , le plan unique* dont l'invariabilité puisse être assurée dans toute la suite des siècles. Ce grand é<]uateurseul, et l’aire qui s’y projette, ne dépendent nf delà liaison mutuelle des corps, ni de la loi de leur attraction , qui pourraient même changer arbitrairement, soit par degrés insensibles , soit d’une manière brus(|ue , comme on voudra le supposer. Ainsi , dans'tiotre système planétaire , on pourrait imaginer que la loi d*attraction devînt toute autre ; ou que la gravité même vînt à cesser ; ou qiîe la figure des corps fût altérée par des forces quelconques, ou meme par les^nouvements volontaires des êtres animes qni les habitent ; en pourrait supposer que les planètes, qui aujourd’hui nagent librement dans l’espace, vinssent tout à coup à se lier ensemble d’une manière quelconque, et, par e.xemple , jde manière à former un système entièrement solide, etc. ; et , malgré tous ces changements, le plan invariable des afres se retrouverait exactement dans la même position qu’il occupe.aujortrd’hui , et qu’il a toujours occupée depuis Korigine des choses ; propriété remarquable qui caractérise ce plan , et <pii n’appartient à nu\ autre (jéterminé sans tenir compte de tontes les aires actuellement décrites dans le système.
On trouvera peut-être «pie j’insiste sur des vérités claires; mais la question mérite d'étre développée ; et
Digitizc'- b/ Ct'Oglt
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d’ailleurs, par quelques difficultés qui ont été faites à ce sujet, j’ai pu croire ^que notre théorie n’avait pas été^)ien comprise. J’ai donc voulu mohtavr avec évidence que , dans notr^ tystèmd , il n’y a qu’un seul plan invariable , comme il n’y a qu’un seul point qui soit le centre de gravité, et une seule droite qui en marque la route dans l’espaœ que la forme des mobiles, la loi particulière de l’attraction réciproque au carré des distances , n’entrent absolument pour rien dans-cette théorie, et que, pilr conséquent, elle ne peut être modifiée par aucune raison qu’on voudrait Hrer de ces circonstances étrdhgères; que d’ailleurs ce plan invariable ne saurait être déterminé avec l|op de précision , et qu’il doit l’être , autant que possible , indépendamment de toute autre théorie , puisque , par l’hypothèse même , il 'est destiné à faire reconnaître les plus petits changeifients qui peuvent survenir dans le système, et à rectifier ou confirmer nos autres calculs sur les variations des mouvements célestes.
, xvn.
^ DÉTEaMiSATioif de l'équateur dont il s’agit.
Quant à la détermination effective de ce plan , elle suppose à la v^ité que l’on connaisse , outre la proportion des masses des différents corps célestes , les valeurs de leurs moments d’inertie par rapport à leurs axes de rotation. Les masses nous sont déjà à' peu près connues; mais les moments d’inertie ne le Jbnt point, parce qu’ils dépendent de la lui de densité de jes corps, c-’est-à-dire de la loi suivant laquelle la matière , de
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la sniTace au ccijtre, est répandue dans chacun d'eux. Or c’est ce que nous ignorôns entièrement, et c’est ce que le temps seul peut nous apprendre, comme je le montrerai tout à l’heure , par la comparaison même que l’on pourra faire de la théorie avec les observations. Mais , quand biçn ra<hne on n’aurait pu s’élever jamais à la connaissance précise de ce^ cléments nécessaires du calcul, j’observe qu’il n’en convenait pas moins aux géomètres de présenter d’abord une théorie exacte, et de lui donner toute cette rigueur qui fait le caractère propre des vérités mathématiques. C’était un premier objet qu’il fallait remplir pour l’exactitude et ta perfection de la science. Mais je dis |^us : c’est qu’il convient aussi aux astronomes d’en coh|mencer dè'S aujourd’hui l’application aû système du monde, en employant les meilleures données 'que nous ayons sur les masses des corps célestes , et les valeurs les plus vraisemblables que nous puissions attribuer aux aires qui naissent de leur rotation sur eux-mèmes. Et, en effet, ce premier résultat du calcul et ceux que les astronomes à venir trouveront dans leur temps par «les calculs semblables, étant comparés les uns aux autres , pourront servir à corriger de siècle en siè>cle les valeurs approchées de c«*s éléments qu’-on n’avait pu d’abord mesurer avec pn'-cision. .En observant la position du plan invariable -*par rap^iort aux étoiles , on cherchera si , parmi les ch^gements survenus, les uns pouvant être attribués aux mouvements propres de quelques étoiles , les autres ne pourraient pas s^xpliquer par le seul déplacement du plan que l’on considère ; et alors on essayera de rectifier de la manière la plus probable l^s valeurs employées dans la première détermination.
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XVIII
, Quoique cette rnéthode.soit (onforrae à celle des astronqjues , et paraisse ici la seule qui puisse nous conduire , il faut avouer pourtant que , dans cette ap'plication de la théorie , l’esprit ne se trouve pas complètement . satisfait. Ou voudrait, s’il ést possible, une approximation directe et sûre , qui fût exempte d’incertitude et de tâtonnement. La difficulté paraît grande : car, ne connaissant autour de nous' rien de fixe dans l’espace , et ne l>oiivant ainsi nous assurer des mouvements réels des corps , il ne nous re|té qu’à essayer de les démêler da*s les apparences, afin de rectifier successivement nos premières suppositioiA.
Mais , en y réfléchissant davantage , j’ai trouvé que la théorie même nous offrait une voie directe pour aller au but ; et voici une conséfjuence nouvelle qui prouve qu’a, vec des observations très- précfÿes , on peut parvenir un jour à la connaissance des masses et des moments d'inertie dt« corps célestes , et par conséquent à la détermination du pian invariable, sans rien emprunter d’ailleurs, je veux dire sans supposer aucune atire théorie ni aucune notion préalable des valeurs approchéss de ces éléments qui nous sont, inconnus.
Imaginez, en effet , que Tfin forme, à ftne époque quelconque , l’expression analytique de la grandeur de ■l’aire résultante, en y mettant les valeurs des lignes,, des angles et des vitesses^qiie jieut dûnner l’observation à cette époque, et en y laissant, comme autant d’indéterminé-es ou d’inconnues,, 'les masses et les moments d’inertie des différents corps du système. Si vous supposez qu’on ré-
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l>Ae cette oi>ération 4 autant d’époques différentes qu’il y a d’inconnues à décodvrir, Vous aurez autant d’expressions différentes de cette aire , t|ui se compose de toutes les aires décrites dans le s;^tème -, et , comme’ cette résultante est toujours la même , vous pourrez cçaler yfis expressions deux h deux , et former ainsi autant d’équations qu’il y a d’inconnues dans la question que l’on considéré. Vous pourrez donc alors «léterminér ces in- , connues , et de là conclure la position du plan invariable, non - seulement à .cette époque , mais encore à toutes les époques antérieures où les obseraations auront été faites. Ainsi la théorie se suffit , pour ainsi dire , à elle-lbême, et elle n’a besoin, pour titre appliquée, que des données immédiates de l’observation. On peut donc, par les seuls mouvements des corps célesteS , obsédés à différentes époques 'éloignées, s’élever à la connaissance de leurs masses et de leurs moments d’inertie , et cela indépendanimont de' toute notion sur ces valeurs approchées, sur la natur^ des orbites .que les corps décrivent , et même sur la loi d’attraction qui existe entre eux.
yax.
Voilà sans doute un. des résultats les plus remar-
qualHes dA principes généraux de la Mécanique. De ce lieu de l’espace où nous sommes confinés J nous ne poyvons mesurer que des lignes et des angles, et compter le temps qui S’écoule; mais il paraît œmme impossible de mesurer les masses et les moments d’ineilie de dilTérents corps dont nous ne pouvons approcher, parce que ees quantités ne dépendent pas des seules di-
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mensions visibles de la figure , mais de la matière dont les corps sont formés, ou de la loi de leur 'densité , qui nous est entièrepent inconnue. Cependant, s'il arrive que ces corps s’attirent suivant un^ loi queli^nque , coi^qp ou inconiMie , qui soit constante ou même variable avec le temps, nous voyons ici qn’il suffira' d’observer les distances et les mouvements de ces corps ■pour 'découvrir la proportion qui règne entre leurs masses, 'et meme èntre leurs môufents d’inertie ; car les observations, étant faites à autant d’époques di|férentes qu’il 'y ’a d’iaconnues, fourniront toutes les éqpations nécessaires pour les déterminer.
XX
Dans le système du monde , en ^regardant uqe planète comme très-petite par rapport au Soleil, et un satellite comme très-petit par rapport à sa planète, et supposant d’ailleurs que chaque corps n’obéisse qu'l la force principale qui l’attire , on a recoltnü de bonne Iwure, par les vitesses des corps comparées à leurs distances au centre de leurs révolutions , que l’attraction eSt en raison inverse du carré de la distance ; et de là on a tiré la proportion des masses du Soleil et des planètes princi^iales qui ont des satellites. Mais cette détermination , quelque ingénieuse et admirable qu’elle nous paraisse et qu’elle soit en effet , ne me semble pas tirée ^cs ^ais principes de la science, je veux lüre ic^ des seuls pr^icipes généraux qui pourraient également la donner dans toute autre loi d’attraction. Èlle est fondée sur la supposition que la masse de chaque corps peut être négligée par rapport à celle du corps principal qui l'attire^ et sur la connaissance d’une loijsuivant laquelle l’attraction de ce corps s’exerce
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à diflcrenU» distances» Or, je trouve ici que la proportion des niasses peut se déterminer par la seule observation des distances et des vitesses des ^corps , sans aucu^ idée de leurs grandeurs approchées, ni de la loi suivant laquel^^ils s’attirent. Il sufKt qu’ils s’attirent, et que , par celte action égale et contraire , ils troublent mutueHcnicrtt les aires qu’ils décrivent autour de leur commqn.centre de gravité. Par cette perturbation même, les aires individuelles’ et les jilans de 'ces aires sont changé( avec, le temps ; et comme il y a une quantité qui ne change point , quand b^n même la liaison et l’attraction des corps varieraient d’une .manière quelconque , il s’ensuit qu’on jieut former ^vec le temps assez d’equatiqns pour déterminer les masses respectives de tous ces corps, sans rien empriîtiter à la théorie’de la gravitation universelle.
Ce n’est pas ,qu’on ne îloive à Kepler et i Newton la même admiration et la même reconnaissance pour la découverte-«run^ rapport ou d’une loi qui nous apprend dé-s aujourd’hui la proportion de certaines quantités que le seul princiiie général des aires n’aurait pu nous donner que dans un ^venir tri-s-idoigné. Mais je ne m’oi-cupe ici tpic de la science considérée ,en elle-même, dans ce qu’elle a de plus géfiéral et ‘de plus parlait. Et d'ailleurs ces princijies généraux ^loiis seraient toujours nécessaires ; car, pour les \aleurs ëes moments d’inertie dos corps célestes , il me semble que la l<d coniihe de l'attraction ne |)cut rien nous apprendre, et je ne vois pas qu’on les puisse découvrir autrement que par ces principes et des observations très-exactes faites ;i de très-longs intervalles. Çes cpiautites, et la position précise de l'équateur de notre système, ne peuvent donc être déterminées de bien long-
DU SYSTÈME SOLAIRE. 4l*
temps. Que si pourtant on voulait’ se borner à la considération du Soleil, dont la rotation influe beaucoup plus que celle des autres planètes sur la grandeur de l’aire résultante, il faudrait un temps moins Ibnsidérable , car il suffirait de former ]f% expressions de cette aire à deux époques différentes, et de les égaler, ce qui pourrait donner le ipoment d’inertie de cesgrand corps par rapport à son axe de rotation, en supposant toutefois des observations aussi précises et aussi répétées que l’exige une recherche aussi délicate.
Mais, pour achever le développement de cette grande théorie, imaginons qu’avec le temps, la grandeur et le plan de l’aire résultiqjte aient été détermÿiés dai^ notre système planétaire , et voyons ce qu’au-deli <le eet avenir les observations et le calcul pourraient encore nous apprendre. Il est évident que si l’on continuait de former des équations semblables aux précédentes, pour de nouvelles é|)oques ultérieures, ces équations devraient s’accorder 4 donner la même valeurjiour la grandeur dt- l’aire résultante. Si cet accord a lieu , on conclura qu’on a le véritable équateur du système solaire , au moyen duquel on rcconnaîtid les changements réels survenus dans la position mutuelle des orbites des corps célestes. >fais si les équations vienne^ à présenter des valeurs différentes, il faudra conclure qu’il y .a dans le système quelque action étrangère qui vient , ou des comètes, ou des étoiles , ou . de quelque corps invisible et ignoré dont on n'a pas tenu compte , et qti’ainsi le couple (|u'on a calculé niest p.is le couple résultant de
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lous ceux qui animent rcnsenible de» corps tjue l’on considère.
Ainsi la thcgrje et l’observation continueront d’ajouter à nos connaissances. #n verra si cette action des corps étrangers sur le système des planètes e^ du Soleil peut être ou non rcgapdw comme insensible ; si Icgnand équateur de ce système demeure toujours parallèle à lui-iuéme dans l’espace , ou bien si cet équateur Aange aussi à la longue, comme celui de notre glob^, et si ses nœuds, par un mouvement bien plus insensible encore , rétrogradent de meme sur le grand orbe que le Soleil peut décrire autour de quelque centre éloigné. C’est probablement ce qui arrive ; car il serait hors de toute vraisemblance (juc les étoiles n’eussent aucune aotion sur le Soleil et les planètes qui l’accompagnent , et de cette action inégale _S*r les differents points du Système doit résulter il chaque instant un coujilc infiniment petit qui altère insensiblement la position du couple actuel qui anime ce système. *
XXif.
Ainsi notre jilan invariable lui-meme avec le temps pourra changcrf Dans nos théorèmes mathématiques tout est rigoureyx. La consert^lion du mouvement du centre de gravité, et celle de$ aires , ont lieu saas la moindre altération , parc^qu’on y, suppose un système parfaitement libre,* c’est-à-dire, tel qu’il serait s’il existait seul dans l’espace. Mais, dans la nature, ôn ne peut plus faii-e celte supposition , puisque au delà de notre système solaire nous découvrons tant d’antres corps qui |U'uvcnt agir sur lui. l\e perdons jamais de vue que ces
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idéM (le cunstance et (l’imirormitc , qui plaiseiit^Unt ù l’esprit dans l'étude de la nature, t^on( au fond rien d’absolu : elles ne conviennent qu’à oe peu d’étendue et de durée qui nous est accordé dans le temps et dans l’(3space.’ Il en est du développement de ces prends phénomènes comme d’ulk courbe immense dont, nous ne verrions qu’un arc dHme petite longueur-, et que nous prendrions pour une ligne droite dans tout le reste de son cours. Pour arriver à la constaflce absolue , il fadfrait remonter à tout l’en^nbje des corps de cet univers , de manière ‘ qu’il ne restât plus rien d’extérieur à considérer. C’est alors qu’on pourrait dire de cet ensembfe , que le mouvement du centre de gravité est rigoureusemant uniforme et rectiligne, et que la résultante générale de toutes les abes. décrites est inaltérable de gr.indéur et de position dans l’espace absolu. Mais alors , comm^ il n’y aurait plus aucune raison pour que ce centre fdt porté d’un côté plut(it qne de tout-autre , nique l’dhsemble des corps tournât dans un certain sens plutôt que dans le sens contraire , il faudrait conclure que le commun centre de gravité est parfaitement en repos , et (]ue la résultante générale des aires est entièrement nulle. Ainsi, l’on trouverait que toutes les forces et tous les couples de l’univers se balancent : je veux dire que si tous les corps qni existent veilbient à se lier entre eux de manière à former un système invariable de figure, ce grand tout deviendrait parfaitement immobile dans l’espace absolu.
XXMI.
Mais ces dernières considérations , qui sont si loin de notre portée, ne pourraient méme‘, comme on le
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voit, ij^us conduire à rien qui fût à notre u^age; cai\ de ce dernier ‘6eqtre où l’on se placerait un moment par la ''pensée, on>ne verrait plus d’aires décrites dans un ^ns qni ne fussent détruites , et pour ainsi dire effacées par d’autres aires décrites en sens contraire' : de sorte que la considération de toutes l4 aires ^du système ne pourrait plus donner lieu à la détermination d’aucun plan. Ainsi les vérités qu’on veut rendre absolues, A force d’absttaire ou de génèrdliser, s'évanouissent en quelque sorte , ou deviennent comme (|^s axiomes qui n’apprennent plus rien. Dans toutes nos lois les plus gé- • nérales, il n’y a *que celles qui conservent encore quelque chose de reiatif qui puissent nous instruire , et partant nous intéresser. Pour nous, l’attraction des étoiles, même les plus voisines, jusqu’ici parait insensible, <et l’altération qu’elle pourrai^ causer dans la position de l’équateur de notre système ne sera, je crois, de longtemps aperçue. Il faut donc noRs en tenir- à la considération de cet équateur, essayer de le déterminer, reconnaître , s’il est ]K)ssible, ses variations, afin d’acquérir quelque idée nouvelle sur la constitution de notre système , et sur les changements qu’il peut éprouver par l’action des comètes et des étoiles, ou d’antres corps inconnus de «et univers. '
Addition nu Mémoire qui jmécètle.
En regardant le Soleil , <les planètes et leurs satellites comme un système libre de toute action étrangère , il est démontré que le nouveau plan des aires que je propose shiis le* nom â'étfiinteur dn système du monde
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est le seul qui soit rigoureusem^t invariable , c’est-it- «lire qui reste toujours parallèle à lui-n{èRie dans l’espace. • . •
U est certain que cet équateur n’est pas le mèqe que le plan nommé invariable par Laplace; qu’il y a une dilTérence de plusieurs minutes -entre leurs inclinai-* sons au plan de l’écliptique , et une difTcrence de plu- • sieurs degrés entre les longitudes de leurs tueiids ascendants : ce qui est ici unè différence *de position très^ considérable.
11 est encore évident que le plan de Laplace^ ne peut plus être nommé le plan du ma^cimum des aires, puisque , dans sa détermination , Laplace n’a pis tenu compte de ces aires décrites qui viennent des rotations des corps célestes, et des révolutions particulières de chaque planète principale et de ses satellites autour de leur conimiin* centre de gravité.
Ces trois points de doctrine sont incontestables et, je crois même, incontestés ■; mais voici ce qu’on a pu dire.
Si l’on considère la petitesse des corps célestes j>ar rapport à leurs distances mutuelles, la presejue sphéricité de ce< corps, et le peu d’influence que leur attraction rédproque doit avoir pour troubler leu re rotations sur euxmêmes , il semble qtie tous ces corps pourraient être ici regardés comme autant cle points massifs , et que si le plan de Laplace n’est pas le plan du maximum des aires, et par cela même n’est pas-rigoureusement invariable, il est du Yndlns un certain plan qui doit varier extrêmement peu; et que, par rapport aux plans des orbites célestes , il est pour ainsi dire assez invariable pour nous faire reconnaître les plus petits changements qui pourraient survenir dans la position de ces orbites :
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de sorte que, p^ur le syMèine du monde tel qu’il est constitué, le plas'doniil s’agit peut cmiserver encore le nom de plmn invariable ; ce qui paraît d’abord assez plausible-
Mais il faut bien remarquer qu’une proposition de ce genre, pour être admissible f je ne dis pas én Géométrie, •mais seulement en Astronomie pratique , aurait besoin .d’être fondée sur des railôns.plus précises; car il ne suffirait pas de montrer que les variations du plan de Laplace sont extrênleracnt petites , ce quT n’est pas dtJuteux ; mais il faudrait prouver qu’ell<?s sont beaucoup plus petites (juê celles des autres plans qu’on y veut ratpporter dans la vue de reconnaître les i>etits mouvements qu’ils pourraient avoir dans l’espace. Voilà nettement ce qù’il faudrait prapver, si la chose est possible ; mais c’est ce que personne n’a encore fait , et ne pourra faire , comme on va le voir tout à l’heure.
On conviendra'd’abordquc, pour nous, contAitsd’avoir substitué un flan rigoureusement invariable à la place d’un autre qui n’est point démontré tel , nous pourrions nous dispenser d’examiner la question peu géométrique dont il s’agit 4 car il est clair que ce ne serait pas à nous, mais à ceux qui essayent de conserver au plan de Laplace la propriété d’étre invariable , de faire voir qu’en effet ce plan varie si peu, qu’il convient à cet usage délicat pour lequel il est proposé. Mais, afi^ de leur épai^er cette fausse et vaine recherche , je vais montrer que ce plan, prétendu invariable, varie; que sa variation n’est pas extrêmement petite, comme on pourrait le crfirt», mais qu’elle est du même ofdreque la pré-cession des équinoxes, mouvement sensible dans le ciel, et remarqué, il y a deux mille ans, par Hypparque, un des plus grands astronomes de l’antiquité.
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Or, jKwr voir sans calriil , et de la manière la plus èvidenh',- ce défaut des formules de Laplace, il n’y a qu’à les appliquer au ras le plus simple de tous , à cehii où le système ne serait composé que de deux corps.
Ne considén)ns donc que la Terre et le Soleil , et stipposons même, afin de rendre la chose plus manifeste, que le Soleil soit parfaitement sphérique , qu’il ne tourne point sur son axe , et que son centré af^sse exactement comme un point où toute la masse serait concentrée.
Par les formules de Laplace il est évident que le plan invariable serait le plan même de l’orbite de la Terre, ou ce qu’on appelle le plan de YMipitque ; de sorte que ce plan serait immobile, ou toujours parallèle à lui-méme dans l’espace. Or je dis que, dans ce cas (le plus favorable qu’on puisse imaginer pour la théorie de Laplace), les nœuds de l’écliptique sur un plan fixe varieraient d’une manière tri-s-sensible.
Et en effet, soit a la grandeur de l’aire qui vient de la rotation de la Terre sur elle-même, et dont le plan est Véqtuueur; soit k l’aire qui vient de la révolution de la Terre autour du Soleil , et dont le plan est Véeliptique. Il est certain, par notre théorie, que le vrai plan invariahlr serait celui de l’aire G qui serait compos<V des deux aires a et A. Or , le j.lan (G ) de cette aire insultante passe nécessairement par la commune intersecdon d« plans des deux aires composantes; et |wr conséquent, il passe toujours par la commimé intersection de l’équateur et de l’écliptique, ou ce qu’on appelle la ligne des nœuds. Il est donc certain qu’à .une époque quelconque du mouvement , la ligne des nœuds seiait située dans le plan (G) de l’aire résultante. Or, Statiquh P. ■ - *
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comme ce plan (G) est réellement invariable, il est évident que si le plan de l’écliptique l’était aussi , la ligne des nœuds serait immobile dans l’espace. Mais on sait que , par la seule action du Soleil sur le sphéroïde terrestre , la ligne des nœuds aurait un mouvement de précession qui, pour fixer les idées, serait d’environ i5", si l’on évalué l'action du Soleil aux 4 de, celle de la Lune dans la précession totale qui est de 5o" par année. Donc il est impossible que le plan de l’écliptique soit invariable , et l’on voit même qu’il se mouvrait avec l’équateur de telle' manière que leur commune intersection décrirait noti« plan fixe ( G ) par un mouvement angulaire de i5" par année, ou de i5' en soixante ans.
Ainsi, dans ce cas si sinqtle que j’examine , le plan donné comme invariable par les formules de Laplace change d’une manière bien sensible , puisque ses nœuds sur notre plan fixe s’y mouvraient exactement comme les deux points de l’équinoxe. A la vérité, l’aire a due à la rotation de la Terre étant très-petite par rapport à l’aire A duo à sa révolution autour du Soleil , l’axe de l’écliptique ne ferait qu’un angle très-petit avec l’axe fixe de notre plan invariable (G), et par conséquent s’en écarterait peu i mais il est certain qu’il tournerait autour de cet axe fixe exactement avec la même vitesse que l'axe de l’équateur. >
On pourrait rendre encore bien plus sensible cette variation des nœuds du plan donné par les formules de Laplace. Supposons, par exemple, que le système soit formé de ces trois corps : le Soleil , la Terre et la Lune; et regardons même ces corps comme trois points massifs qui ne sont soumis qu’à leur action mutuelle. Par la
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théorie de Laplace, un trouverait (|ue le plan invariable est le plan de l'orbite que le centre de gravite de la Terre et de la Lünc décrit autour du Soleil;- ce qui serait encore à très-peu près le plan de l’écliptique. Mais, par notre théorie, où l’on tient compte , non-seulement de l'aire T due au commun mouvement de révolution de la Terre et de la Lune autour du Soleil , mais enca>re de l’aire O qui vient de la révolution particniière de ces deux corps dans le plan de l'orbe lunaire, il est cer^n que \e vrai plan invariable serait celui de l’aire K qui résulte de la composition des deux aires T et O , plan qui passe nécessairement par la commune intersection des plans de ces deux aires composantes , et par conséquent par les noeuds de l’orbe lunaire sur le plan de Laplace. Si donc ce dernier plan était invariable , il faudrait conclure [ puisque le nôtre ( K) l’est ayssi ] que la ligne des nœuds, est immobile divtÿ l’espace. Or on sait que , par l’action moyenne du Soleil , les nœuds de l’orbe lunaire rétrogradent d’environ 20 degrés.par an. Donc le plan de Laplace doit se mouvoir avec celui de l’orbe lunaire, et de telle manièie que leur commune intersection décrive notre p!an fixe (K) par un mouvement angulaire d’bnviron 20 degrés par an , ou d’une circonférence entière en dixhuit ans.
On pourrait donner beaucoup d’autres exemples ; mais ce qu’on vient de dire suffit pour montrer de quel ordre peuvent être dans notre système planétaire les variations que le plan de Laplace doit éprouver à raison de ces aires qu’il a oublié de faire entrer dans son analyse. Le mouvement de ses nœuds, sur le vrai plan invariable, est précisément le même que celui des nœuds du plan de l’aire composée de toutes celles qu’il a oubliée^ dans son cal-
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cul. J'ai dit oubliées , et non pas négligées; paiw que Laplacc, qui, dans sa Mécanique céleste , néglige tant de quantités, n’oublie jamais d’en faire mention, et de dire pourquoi il les néglige. Dans la théorie même dont il s’agit, il néglige, parmi les termes qui contiennent les produits, deux à deux des masses des corps célestes, tous ceux où n’entre point la masse du Soleil, et il ne manque jws d’en donner une raison ( que je n’examine point ici ). Mais <piant à ces jures nouvelles que j’ai le premier considérées, il n’en dit pas un seul mot : et pourUnt il arrive que ces quantités non-seulement sont bien plus .grandesque celles qu’il néglige, mais encore surpassent de beaucoup plusieurs de celles qu’il conserve, telles que ies.mtes décrites p'ar Mercure, Vénus, Mars et la .'Terre autour du Soleil. J’ai donc dû supposer que ce grand 'géomètre avait oublié les aj^ qui viennent de la rotation des corps célestes sur eux- mêmes , gt. des révolutions parÜCTilièrcs de leurs satelbtes : car ceux qui prétendent qu’il y a songé , niab qu’i7 les a volontairement omises ,
comme n'étant d’aucune' influence dans cette théorie, lui
'prêtent une fantp; lorstfiic moi-même je n’ai parle que d’un oftbli. t
THÉORIE GÉNÉRALE
DE l'ÉQUILIB|IE ET DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES.
^ Iæ principe des vifesscs virtuelles est copnu '.depuis | longtemps, aussi bien que la plupart des principes g'énè- • raiix de 'la Méca)ii(]&e. - Ga/i&v observa- Ic premier , dans les niachines, cette fameuse propriété des vitesses Y-irtuelles, c'est-à-dire cette relatioa si Connue (jui existe ~
• entre les forcc-s appliquées, et les viless<'s que prendraient
leurs points d’application si Pon venait à troubler infini- ' * ‘ ment peu l’équilibre de la inachiflè; Jean Bernoulli vit toute l’étendue de ce principe , ef'ï’énonça avec cette grande généralité qu’on lui donne aujourd’hui. Varign^Z^ et la plupart des géomètres prirent soin de le vérifier ■ dans pres<{ue toutes les questions de la Statiqné’; et quoi- *« , qu’on n’en eût point de démonstration générale',’ ii fut, universellement regardé comme une loi fondamentale de l’équilibre des systèmes.
Mais, jusqu'à Lagrange , les géomètres s’étaient plus appliqués à démontrer ou à étendre les principes généraux de la sciehc», qu’à en tiyer une règle générale pour la solution des problèmes; pq plutôt ils ne s’étaient pas encore . proposé ce grand problème , qui est à lui seul toute la Mécanique.
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O fut aloi-s une heureuse idée de partir sur-le-champ du. principe des vitesses virtuelles comme d’un axiome, et, sans s’arrêter davantage à le considérer en lui-niéme, de ne songer qu'à en tirer une méthode uniforme de calcul pour former les équations de l'équilibre et du uiouvement dans tous les systèmes possibles. On franchit par là toutes les difficultés de la àlécanfque : évitant, pour ainsi dire, de faire la science elle-même,- on la transforma en une question de calcul ; et cette transformation, l’objet et le résultat de la Mécanique analytique , parut comme un exemple frap{>ant de la puissance de l’Analyse.
Cependant , comme, dans cet Ouvrage , on ne fut d’a- J)ord attentif qu’à considérer ce beau développement de la Mécanique qui semblait sortir tout entière d’une, seule Vet même formule , on crut naturellement que la science était faite , et qu’il ne yestait plus qu’à chercher la démonstration du principe dcS’vitesscs virtuelles. Mais cette
recherche ramena toutes les difficultés qu’on avait fran- ' > ...
, chics par le principe ménte. Cette loi si générale, où se
mêlent des idées vagues et étrangères de mouvements infiniment petits et de perturbation d’équilibre, ne fit en quelque sorte que s’obscurcir à l’examen; et, le livre de Lagrange n’offrant plus alors rien de clair que la marche <les calculs, on vit bien que les nuages n’avaient paru levés, sur le cours de la Mécanique , que parce qu’ils étaient , |>our dtn^i dire , rassembles à l’origine même de cette science.
Une démonstration generale du principe'des vitesses virtuelles devait au ^nd revenir# établir la .Mécanique entière sur une autre base ; car la démonstration d’une loi qui embrasse tout une Vience ne peut être autre
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 4^3 chose que la réduction de cette science à une autre loi aussi générale, mais évidente, ou du moins phis simple que la première , et qui partant la rende inutile. Ainsi , par cela mène que le principe des vitesses virtuelles renferme toute la Mécanique, comme il a besoin d’une démonstration approfondie il ne peut lui servir de base première. Oiercher à le* démontrer pour l'heureux usage qu’on en a fait, c’est chercher à s’en passer pour cet usage même , soit en trouvant quelque autre loi aussi féconde mais plus claire , soit en fondant sur les principes ordinair esune théorie générale de l’équilibre, dont la propriété des vitesses virtuelles ne" devient plus alors qu’un simple corollaire.
Ainsi, dans cet état où Lagrange avait porté la science , ce n’était point la démonstration du principe des vitesses virtuelles qu’il fallait chercher immédiatement. La Mécanique analytique , que l’auteur l’a conçue , est au fond ce qu’elle doit être ; et la démonstration du principe des vitesses virtuelles n’y manque point , puisque, si l’on essayait de la mettre 1k la tête de ce livre d’une manière générale et bien développée , l’ouvrage se trouverait fait deux fois: je veux dire qnc cette démonstration comprendrait dejà toute la Mécanique. On doit donc considérer que Lagrange s’est placé tout d’un coup sur kin des points élevés de la science, afin de découvrir quelque règle générale pour résoudre , ou du moins pour mettre en équations , tous les problèmes de la Mécanique; et cet objet est parfaitement rempli. Mais, pour former la science elle-même , il faut éfever une théorie qui domine également tous les points de vue d’où l’on peut l’envisager. 11 faut aller directement, non pas au principe obscur des vitesses virtuelles, mais à cette règle claire qu'on
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en a su tirer pour la solution des problèmes ; et cette recherche directe, natui-ellc, et la seule propre à satisfaire m»tre esprit , fait l’objet principal du Mémoire qu’on va lire.
Propriétés de l’étiailibre communes à tous les systèmes libres,
L’im des premiers éléments de la théorie générale de l’équilibre est cet axiome : que si des forces se font actuellement équilibre sur un système quelconque de figure variable , réquilibi>e ne cessera point en supi>osant que le système soit rendu tout à coup invariable, ou vienne , pour ainsi dire , à se solidifier lui-ménic.
Les conditions de l’équilibre des corps solides doivent donc se retrouver dans l’équilibre de tous les systèmes possibles, et c’est pour cela qu’on peut les nommer \cs propriétés générales de l’éfjuilibre.
On a présenté ces conditions de plusieurs manières ; mais on peut remarquei*([u’elles se réduisent à cette condition unique, i/ue les forces appliquées aux divers points du système soient décomposa blés , suivant les droites qui les joignent, en foires deux à deux égales et contraires. C’est la possibilité de cette décomposition qui exige les six équations ordinaires de l'équilibre, comme on le verra tout à l’heure.
D’abord le théorème est évident pour l’equilibre de deux forces; il faut ijuc ces deux forces soient parfaitement égales et contraires. ..
Il est bien aisé à' en conclure que, pour trois forces, si l’on joint leurs points d’application par trois lignes droites, il faudra nécessairement pon’r l’é-quilibre que ces forces
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 4^5 Mieut décompo&ables en d’uulrcs deux à deux égales et contraires dans ces trois lignes.
Actuellement, Û l'on a un nombre qiielconciiie de forces, <]ue l’on pcenne trois qVelcunques de leurs points d’application, les' trois lignes qui les joignent, et toutes celles qui, partant des autres points, viendraient aboutir à ceux-là : on pourra se représenter ces trois pixmiiers points comme les angles de la commune 1>ase de plusieurs pyramides triangulaires dont les autres points seraient I» sommets. • “
Cela pose, on peut tdbjours commencer par déco’raposer les forces appliquées à ces sommets , chacune en trois autres, suivant les trois arêtes qui y aboutissent.
Ensuite , on est le maître de décomposer les trois forces , qui sont aux coins de la commune base , en forces qui soient égales et contraires aux premières , et eu d’autres. Si l’on supprime des forces égales et contraires dans les arêtes , il ne reste plus que trois forces appliquées aux trois angles de la base. Mais, puisqit*il y a équilibre , ces forces restantes doivent être décomposablcs, sui\ant les trois côtés de cette base , en forces deux à deu.x cgalt“s et contraires.
Donc toutes les forces étaient décomposables, suivant les droites qui joignent leurs points d’application, en forces deux à deux égales et contr^res dans chacune d’elles; et. cette de^mposition est déterminée lorstju'elle ne se fait , comme un le suppose ici , que par 3 /i — 6 distances nmtuelles, /< étant le nombre total des points du système.
Lors(|u’un veut faire entrer dans le calcul non-seulement les quantités des forces applitpiées , mais encore leurs inclinaisons mutiiellc*s, on se donne, au lieu de
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chaque force , ses trois composantes parallèles à trois axes connus. Alors, pour exprimer qu'en chaque point chaque force est décomposée en d’antres suivant les arêtes qui y aboutissent , il faut trois liquations où ces dernières com- ]H>santes sont les inconnues. Il faudrait donc en tout 3 h équâtions pour les h points du système. Mais si l’on veut
que les composantes soient deux à deux égales et con-
traites dans les 3 A — 6 arêtes, elles ne formeront que 3 A — 6 inconnues. Donc, en les éliminant, il restera entre les forces données six équations de condition , pour que leur décomposition en forces égales et contraires soit possible , et par conséquent pour qu’il y ait équilibre. Ce sont les six équations connues : nous les. avons données ailleurs par une autre métaphysique qui a de grands avantages ; mais j’ai été bien aise d’en indiquer, en passant, cette démonstration nouvelle , parce qu'on y découvre un nouveau sens , et qu’ici ces équations ne sont pas obtenues séparément et par des considérations particulières , mais ‘ s’ôffrent à la fois toutes six comme l’expression d’une seule et unique condition , qui est uk possibilité que les forces appliquées se décomposent en d'autres égales et eontraires suivant les distances mutuelles des différents points.
Cette décomposition est donc nécessaire dans l’équidibre de tous les systèmes possibl^ ; et , quand les distances mutuelles des points du système sont toutes invariables, elle suffit , de quelque façon qu’elk s’opère d’ailleurs, je veiii dire quelle que soit la proportion des composantes dans les distances mutuelles successives.
Mais, lorsque , aucune de ce» lignes n’étant invariable à part , c’est simplement une fonction de leurs longueurs qui doit demeurer constante, alors la décomposition pré-
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rcilcnJc (qui est toujours nécessaire) ne suffit plus pour assurer l'étiuilibre du système ; il faut encore qu’il règne d’une droite à l’autre , entre les valeurs des forces égales et contraires , une certaine proportion* qui dépend de la nature de la fonctiçn proposée. Or c’est précisément cette proportion qu’il s’agit de découvrir ici; et c’est dans la manière générale de la d<*duire de la fonction proposée qup consiste la loi fondamentale de l’équilibre des systèmes.
D'un système où tes points ne sont liés que par une seule équation entre leurs distanecs mutuelles.
Ne considérons d'abord que quatre points , et leurs distances /n , n, p, q, r, s, qui sont comme les arêtes d’une pyramide triangulaire dont ces points seraient les sommets. •
Repré-sentons par f{ni,n,p,q, r, s)z= L— const. la fonction quelconque de ces distances qui doit demeurer constante , en sorte qu’on ait toujours cette équation , dans quelques positions respectives que puissent passer les divers points du svstèmc.
Cela posé, soient, s'il est possible, quatre forces qui tiennent ces quatre points en équilibre. Si on les conçoit décomposées, chacune en trois autres suivant les trois arêtes contiguës , il résulte de ce qu’on vient de dice , que les deu.x composantes qu’on trouvera dans chaque arête seront nécessairement égales et conitaires; sans quoi il n’y aurait point équilibre, même en supposant toutes' ces arêtes de\enufs roides.
Il ne reste donc qu’à trouver la proportion des composantes autour de chaque sommet de la pyramide.
Pour cela , je suppose que trois quelconques des points deviennent \wrfaitement fixes dans l'espace. L’équilibre n’est pas troublé. Mais , cause de l’équation proposée , le quatrième n’a plus que la liberté de se mouvoir sur une certaine surface courbe , et il a entièrement cette liberté : donc il est nécessaire que la force unique P qui le presse soit actuellement perpendiculaire à cette surface (*).
Or, m , n , P étant les trois arêtes qui’se ^terminent au point que l’on considère , la surface qu’il a la liberté de décrire quand les trois autres deviennent fixes , est donnée par l'équation ,
‘f{m,n,p,q,r, f) = con.it.
lorsqu’on y regarde m, n , p comme seules variables.
La normale à cette surface se trouve donc en prônant les trois fonctions primes f [m), /'"{n), f'{p), de la fonction proposée relativement aux trois lignes ou rayons m , n, p\ portant sur eux trois longueurs respectives proportionnelles à ces fonctions primes, avec cette attention de les porter, sur les rayons memes , pour les fonctions primes qui auront le même signe, et sur leurs prolongements, pour les fonctions qui auront le signe contraire : si l’on achève le rhomboïde , la diagonale donne la directihn de la normale, comme cela se voit par la géométrie {**).
Donc , puisque la force appliquée au point que l’on
(*) V'oyoi , sur ce principe, la note t.
(••) On tronvern plus loin la domonstratlun dr co thtnrèmo
ET MOUVKMEM’ DES SYSTEMES. 4-9 considère doit agir suivant cette direction scs trois composantes suivant les arêtes m, n, p, sont nécessairement proportionnelles au\ trois fonctions primes /'(m), f {'>), /' [P)-
On verrait de même qu’au point où se terminent les trois arêtes m , <y , r, les tft)is composantes de la foix» qui le sollicite sont proportionnelles aux trois fonctions primes f'(m), f {'/), .f* (r) , -et ainsi de suite.
Donc les forces égales et contraires dans les six arêtes m , /i , y?, 7, r,s, sont toutes pro|)ortionnelles aux six fonctions primes f'{m), f {n) , /'(/>),
Donc il est démontré, en toute rigueur, que si quatre corps ou points sont liés entre eux par la condition qu’une fonction quelconque de leurs distances mutuelles demeure constante , ces coq>s ne peuvent être en équilibre , & moins qu’ils ne soient sollicités les uns vers les autres , suivant leurs distances mutuelles , par des forces proportionnelles aux fonctions primes de la fonction donnée relativement à ces distances , ou , ce qui est la même chose , ù moins qu’ils ne soient sollicités par quatre forces P, Q, R, S, qui puissent se décomposer en celles-là; et, comme cette condition détermine entièrement les forces , il s’ensuit que de telles forces se feront réellement équilibre , oïl il faudrait dire que l’équilibre n’est pas possible sur le système, ce qui est inadmissible. Car imaginez, potir un moment , que trois de nos quatre points soient vraiment Kxes ; il est clair que le quatrième , qui ne pourrait plus alors se mouvoir que sur ‘une surface déterminée , serait tenu en équilibré par une force quelconque normale à cette surface, et il est certain qu’en même temps les trois points 6xe$ ressentiraierrt de certaines
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pressions tléteçmiiiees. Or, à présent, fpi'on rende libres ces trois poinis fixes , mais qu'on les soutienne aussitôt par trois forces égales et contraires aux trois pivssions qu'ils avaient à détruire, et l'équilibre ne sera pas troublé. Donc il existe quatre forces qui peuvent tenir en équilibre nos quatre points, quoiqu'ils ne soient liés entre eux que par une seule équation ; et ces quatre forces sont précisément celles quton a trouvées plus haut.
On a considéré sous la fonction les six distances mutuelles m, n, P , q , r, s, des quatre corps; mais le raisonnement serait le même si cette fonction ne renfermait qu'une partie quelconque de ces distances. Seulement on trouverait que les forces sont nulles le long des distances qui n'entrent pas dans la fonction.
Par exemple , que , des trois distances m , n, p, du premier point aux trois autres , il n’entre que les deux premières -m et n dans la fonction proposée ; alors la surface que ce point peut décrire, quand- les autres sont fixement arrêtés, est donnée par l’équation... /(m , n, q , etc.) = const., en y regardant m et /i comme seules variables. C’est une surface de révolution autour de la ligne qui joint les deux corps d’où partent les deux rayons vecteurs m et n. La normale à cette surface est donc simplement la diagonale d’un parallélogramme construit sur deux lignes proportionnelles à /'(m)* dont on aurait prolongé ces rayons vecteurs. La force qui doit agir suivant cette normale se décompose donc entièrement, suivant les distances m et n , en deux autres proportionnelles /' [m), f {») , et ne donne point de composante suivant la distance />, qui n’entre point dans la fonction.
Si, des trois distances m, n, p du premier point aux
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autres , il n’y en avait qu’une seule m sous la fonction , la surface qu’il pourrait décrire quand les autres sont fixes serait donnée par l’équation / (/n y , r, . . .) = const. , en y regardant m comme seule variable, ce qui équivaut k m = const. C’est alors une sphère dont la ligne m est le rayon, et par conséquent la normale. La force qui doit agir suivant cette ligne y reste i\onc tout entière , et ses deux composantes sont nulles suivant les distances « et /> : d’où l’on voit qu’il ne peut y avoir aucune action directe entre les corps suivant leurs distances mutuelles que la fonction ne renferme pas.
Soient actuellement tant de points que l’on voudra, et /[m , n, P y q , r, ...)=L = const.
une équation quelconque entre leurs distances mutuelles m, n, P, <7 , r, . . . : et , s’il y a dans cette équation plus de 3 A — 6 distances mutuelles , A étant le nombre des ptJints , qu’on élimine ces lignes superflues , ou qu’on les suppose éliminées au moyen des équations qui ont lieu d’elles-mcmes entre les lignes qui joignent des points deux à deux dans l’espace : on pourra se représenter, comme cidessus , toutes ces distances mutuelles comme les arêtes de pyramides triangulaires successives qui s’appuieraient toutes sur une même base.
Cela posé , soit le système tenu en équilibre par des forces P, Q , R , S , . . . respectivement appliquées à ses différents points.
D’abord toutes ces forcét doivent être décomposablcs, suivant les lignes m, n , p, q , r, . . . en forcés deux à deux ^ales et contraires , sans quoi il ne pourrait pas y avoir équilibre , comme on l’a démontré plus haiiL
Cette décomposition supposée faite ( et elle aura lieu
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ici «l’une manière détenninée) , il ne s'agit plus, i>our connaître les forces, que de trouver la proportion nécessaire de leurs composantes. Or, je dis qu’elles sont entre elles corome les fonctions primes de la fonction proposée relativertient aux lignes m , n ,jf, 17 , /■, ... où elles sont dirigées.
En effet , considérons à part quatre points qui forment les angles de l’une de nos pyramides , et supposons iiour un moment que , leurs distances mutuelles resUnt seules variables dans l’équation , toutes les autres y deviennent constantes; il est clair que je jeu de ces quatre corps devient le même que s’ils étaient restés seuls dans l’espace, mais liés entre eux par l’équation proposée, où l’on regarderait leurs seules distances mutuelles comme variables, et toutes les autres lignes comme de simples nombres donnés. Cela résulte de la supposition même , et se voit aussi très-bien dans la figure, en se représenUnt les six arêtes de notçe pyramide restées seules variabk». D’abord , le ]>oint qui fait le sommet de cette pyramide ne tient point aux autres arêtes devenues invariables ; et pour les trois imints à la base, ils ne sont pas plus gênés par ces arêtes, qui descendent sur eux , trois à trois, des autres jKiints du système , que si elles n’y étaient réellement pas. Car, bien que ces lignes soient devenues iülémcnt roides , comme on les suppose restées nio- .biles aut»>ur de leurs points d’intersection; qui eux-mêmes sont mobiles dans l’espace, il est visible qu’elles se prêtent* d’elles-mémes attx monuments des trois points où elles abtHitissent , et ne font que les suivre, sans les gêner, dans toutes les positions où ils peuvent |>asser qtiand on
fait varier leurs seules distances mutuelles dans l’équation
4 proposée.
KT MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 4^'^ Donc, en vertu de ce qui a été démontré ,_il faudrait, pour l’équilibre particulier du système de nos quatre points , qu’ils fussent sollicités les uns vers les autres par des forces proportionnelles aux fonctions primes de la fonction donnée , prises relativement à leurs distances mutuelles.
Mais il est clair que cette proportion doit se retrouver absolument la même dans l’équilibre général du système ; car si l’équilibre est supposé y exister, il y subsiste toujours en supposant telles arêtes que l’on voudra devenues roides,' et supprimant alors toutes les forces égales et contraires qui se détruiraient d’ellesinêmes dans ces arêtes. Les forces restantes appli(|uties au système partiel le long des arêtes ou distances mutuelles restées variables , doivent donc suivre nécessairement la loi de l’équilibre de. ce système.
Donc, ail moment de l’équilibre général , on est silr que les composantes contraires qu’on trouverait dans les arêtes de l’une quelconque de nos pyramides sont proportionnelles aux fonctions primes' fle la fonction donnée relativement à ces lignes. Donc , à cause des arêtes communes aux pyramides successives , cette proportion s’étend d’une arête .’t l’autre dans toute la figure du système ; et tous les points sont nécessairement sollicités les uns vers les autres , suivant leurs distances mutuelles m , n , p , q , /•, ... qui entrent dans la fonction , par des forces proportionnelles aux fonction.s primes r{m), /' (n), f'{p), f'{q), f'{r), etc., de cette fonction, relativement à ces distances/?/, n', p, q, r,...
Ce qu'il fallait démontrer. ' '
Si donc, aux différents points du système, on prend sur les lignes m , n , p, q , /•, ... des longueurs quel- « Statiqiif. p. 28
conques toutes proportionnelles aux fonctions primes
etc., qui se rapportent à ces lignes, ces longueurs représenteront les composantes des forces qui doivent être appliquées à ces points respectifs ; de sorte qu’en les réduisant en chaque point à une seule P, on aura la force unique qui doit y être appliquée pour l’équilibre du système.
La manière la plus simple de trouver l’expression do ces forces P, Q, R,. , est de chercher, pour chacune
d’elles P, ses trois composantes X , Y, Z parallèles à trois rectangulaires dans l’espace. ’
Soient x, y, z les trois coordonnées du premier point par rapport à ces axes ; m , a , p, etc. ses distances aux autres points dont les coordonnées soient r"» r". 2"; etc. , on aura
P = ^(x - X-)» -^(y-y-'y^lz- zy,
etc., * ’
et les fonctions primes de ces expressions , prises par
, dm du
rapport a x, et que nous représenterons par — ,
dx'
etc. , seront les cosinus des angles que les droites
font avec l’axe des x.
Les, forces f'[m), f'{n), f'{p), etc., appliquées au point que l’on considère , suivant ces droites , donneront donc , parallèlement à l’axe des x , les composantes respertives
dm
dx
fin)
dn dx ’
etc. .
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ET MOUVEMENT UES SYSTEMES. 4^^* lesquelles se rédiiironl à une seule X égale à leur somme ,
mais cette expression n’est autre chose que la fonction prime de la fonction proposée /{m , n , p, g , r,). . on L, prise relativement à x, et que nous représenterons
simplement par (
Ainsi la force appliquée au premier point aura sa composante X, suivant l’axe des x, représentée par
i c’est-à-dire par la fonction prime de la fonc-
tion donnée L, relativement à la coordonnée du point le long de cet axe.
On aura de .même pour les deux autres composantes Y, Z, sujvant les axes desl^, z, les expressions
**^*^*^ elle-même P sera
repnisentée par •
Si l’on cfinsidère la surface courbe représentée par l’équation L = const. , quand on y regarde x , y, z
'comme seules variables, On sait due
\dxr\dx)' ^
J «sont proportionnelles auli cosinus des trois angles que fait , avec les axes ,* la normale à cette sur-* facef*).
(*) Cette analyse contient la démonstration |;énérale du théo-
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La force P = y/^_ J + j j es. donc
dirigée perpendiculairement ;\j la surface courbe que le point oîk elle agit pourrait décrire si tous les autres devenaient fixes ; ce qui doit être et ce qu’on pouvait supposer à priori , comme dans le cas du système de quatre points, où l’on est parti de cette vérité comme principe.
Donc, eij^ appliquant ce qu’on vient de dire aux differents points du système, les forces P, Q, etc., qui les sollicitent, sont toutes proportionnelles aux fonctions
V(lHÏHfÿ. •
etc. ,
rème de géométrie dont on a parlé plus haut (p. 4^)- résulte quelesUgnes f\rn)j f\n)y f'{p\ etc., étantcompoiées à la manière des forces, dopnent pour résulUnte la nornthleà surface courbe décrite par le point où m, n, py 7, etc. , aboutissent homme rayons vecteurs. C'est ce rapprochement curieux, entre la composition dos forces et Ig^éleriyination des normales, qui amène, on Mécanique, ces fonctions prime* la fonction donnée f comme l'es • pression naturelle des forces capables de se faire équilibre. Car il Taut, en chaque point , que les forces appliquées soient pio|>ortioiinelles à cos fonctions ptimes , alin de donner leur résiiltanti dirigée suivant la normale à la surface que ce point peut décrire quand on arrête tous )es*autres : et c'esi ensuite la nécessite de PéqiiiUbro dans chaque partie du sysiènih, qui fait passer cette proportion d'iin point à Paulrcdcftis toute iVtondue do la figure.
tT MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 4^7 «•I chacuno d’elles est normale à la iurfacc coiirlic que son point d’application pourrait décrire, en vertu de l'équation L = const. , si l’on supposait tous les autres fixement arretés.
Cette démonstration nous paraît nette et rigoureuse; elle est méjnc dégagée de cette espèce d’axiome, <|ue, dans les systèmes, les points ne peuvent agir les uns sur les autres que suivant les droites qui les joignent. En effet , pour obtenir les forces totales qui doivent être appliquées aux points.respectifs du système, nous sommes bien maîtres d’imaginer chacune d’elles comme décom|x>sée en d’autres suivant telles lignes que nous voulons choisir, et qui f pour chaque point, sont au nombre de trois au moins; et puisque nous avons trouvé la proportion nécessaire de toutes ces composantes, il s’ensuit que nous trouvé les vraies forces de rt>quill!)re , et que cet équilibré est unique.
Cependant voici une difficulté qjfpai,-en^te ,qu’il n’est peut-être pas inutile de [iroposer et de résoudre ,^parce que* sa solution très-simple met le théorème dans un nouveau jour. ,
Quand le système n’est compose 'que de quatre points , il faut nécessairement leurs six di^pinces mutuelles pour déterminer la pyramide dont ils. sont les angles ; et par conséquent il n'y a aucune équation de condition , c’est-a-dire qui existe ^’elle-méme entre ces distances. * ..
Mais, lorsque le nombre des points est^superieur à quatre, il y a pliîl de distances mutuelles qu’il n'en faut pour assurer la figure du système; et lion a, entre toutes les distances, autant d'équations de condition que de lignes superflues. On peut donc alors éliminer de là
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fonction proposée f{m, n, p, q , r, . ou y in-
troduire telles de ces jignes qu’on voudra , et que toutefois la combinaison de ces équations pourra permettre. Ainsi l’on pourra varier les distances qui entrent sous cette fonction , et la forme de cette fonction de plusieurs manières. ^
Or, suivant qu’on voudra présenter cette fonction entre telles ou telles distances mutuelles , on trouvera telles ou telles forces suivant ces distances , d’où il paraît que les forces totales P, Q , etc. , qui en résulteraient à chaque point , pourraient bien n’étre pas les mêmes dans ces différents cas, quoiqu’au fond la.liaison des points n’ait pas été changée î et que le cas de l’équilibre soit unique.
Pour détruire sur-le-charqp cette difficulté, j’observe que, si un^function des distances mutuelles de plusieurs points peutquelqu^ois être écrite de plusieurs façons, selon les distance que l»on y veut choisir, cette fonction néanmoinsyireste totijours identique , si on la regarde comme une fonction des coordonnées x , y, z de tous les points. En effet , les équations de condition qui ont lieu entre les distances mutuelles* /» , n, p, q , r,. . . . ne sont autre chose que .des identités, lorsqu’on vient à y substituer , au* lieu de ces Ëroites ^ leurs expressions par les coordonnées x, y, z\ x', y', z', etc., des différents points qu’elles unissent. Ainsi , quoiqîi’au moyen de ces équaûons , la fonction proposée L puisse être changée en m , n , p, q , r, . . . elle demeure toujours la même en x , y, z ; x', y", z , etc. : Ijs expressions •
ET MOUVEMENT, DES SYSTÈMES. 4^9 sont donc aussi toujours les mêmes. Or, comme on sera toujours conduit à ces expressions pour les composantes X , Y, etc. , de quelque manière jK-rmise que la même fonction L ait été écrite en m , n , q , r,. . il s’ensuit qu’on parviendra toujours aux mêmes forces P, Q , R , etc. , pour l’équilibre du système, comme cela doit être.
Ceci nous fait voir encore que si la fonction proposée L, ou f[m , n , p, q , r,. . .) est présentée entre plus de lignes m,n,p,q, r, .... qu’il n’en faut pour la figure , il sera inutile d’éliminer les autres , comme on l’a supposé fait, an commencement, pour la clarté de
la démonstration. Les fonctions ’
fdL\ fdL\ fdL\
' rfp ' ’ ■ d^'J ’ Vrf? ' ’ tirerait pour
l’expression des forces de l’équilibre, seraient identi- ({uement les mêmes que si l’on n’avait pas fait l’élimination ; et par conséquent on les obtiendra tout de suite , sans rien changer à la forme sous laquelle la fonction eçl donnée.
A l’égard des rtct/o/j.c /rcz/jroiyBc.f des différents points , si l’on sait que, dans le système dont on s’occupe^ il ne peut y avoir de communication directe entre Içs h points que par leurs 3A — 6 distances mutuelles qui entrent sous la fonction , on conclura ’de ce qui a été démontré , que ces points agiront réellement les uns
sur les autres, suivant ces distances
en raison des fonctions primes f {Jh) , f'[n),'f'{p), f (7)»/'W. etc.
Mais, de même que la fonction proposée peut être picsenlce indifTéremmenl entre telles nu telles dis-
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tances mutuelles , de même la communication des points peut être établie suivant telles ou telles de ces lignes sans que la liaison générale de ces points soit changée. Si donc on ignore de quelle manière le système est exécuté , on ne pourra pas dire , d’après la ^seule fonction y (to , n , p, q , quelles sont les réactions véritables des différents points, parce qu’on ne saura pas si les liens qui pourraient donner lieu à ces actions directes sont établis précisément le long des distances mutuelles m , n , ^ , r, . . . . qui paraissent
dans la fonction. Ainsi cette fonction , qui , sous quelque forme quelle soit donnée, caractérise le système, et suffit pour faire connaître sur-le-champ les forces uniques P, Q, R, etc. , ou
V ' clx )
K'f.rJ
Uz J ’
, etc.,
qui doivent être appliquées aux differents points, ne sifllit pas pour apprendre comment ces forces se distribuent réellement des uns aux autres : il faut encore regarder la construction du système lui-méme, et voir suivant quelles distances mutuelles la communication est rtiellement établie. S’il arrive qu’elle se fasse précisément par les mêmes distances que celles qui sont dans la fonction ^donnée , on prendra sur-le-champ les fonctions primes relatives à ces distances, et l’on aura les réactions véri^bles des différents points. Mais si la communication s’opère par tUaiUres lignes, il faudi-a commencer par éliminer de la fonction toutes les distances mutuelles le long desquelles il n’y a pas de lien immédiat dans la construction du système (ce
El MOUVEMENT UES SYSTÈMES. .» 44* qui pourra toujours se faire au moyen des équations de condition entre ces droites), et les fonctions primes de cette fonction nouvelle par rapport taux distances mutuelles qui y restent seront les expressions des actions réciproques qui auront véritablement lieu entre les corps.
Tel est l’esprit de cette loi fondamentale qui contient toute la science des forces. Avant d’aller plusdoin, il me parait à propos d’en faire quqjques «applicâtions simples, où l’on voie à la fois la rapidité des solutions et l’identité de la théorie avec les premiers principes de l’équilibre.
Considérons d’abord trois points liés entre eux par la condition que la somme de 'leurs distances mutuelles m , n , p, doive demeurer ^•onstante. . .
La fonction /(m , n , p) sera d®nc ici m n p\ en prenant les fonctions primes , on aura
/' (mf = I , /' (n) = I , f {-p y= I .
Ce qui nous apprend que chacun des trois points doit _ être sollicité vers les deux autres par des forces égales ; que par conséquent lès trois forces, 4 Q, R qu’il faut appliquer à ces points, sont représentées en grandeurs et en directions par les diagonales de^ troisjosanges construits avec les mêmes côtés sous les trois angles du triangle. ‘ ^
C’est la loi de l’équilibre de trois points &ù passeraient , comme dans des anneaux , un même fil inextepsible le iong duquel ils pourraient couler, librement. Quand ces points se meuvent de> manière que le. fil reste tendu, la somme de leurs distances mutuelles demeure constante, conformément à, l’équation = coitsi. , et chacun d’eux , lorsqu’on le
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suppose seul mobile, n’a plus que la liberté de se . mouvoir sur un ellipsoïde de révolution dont les deux autres sont les, fovers. C'est pour cela que chacune des forces appliquées divise en deux parties égales l’angle formé par les distances de son point d'application aux deux autres ; car cette force doit être normale à l’ellipsoïde^lont il s'agit, et dans cette surface la normale divise an deu;t parties égales l’angle formé par les rayons
vpeteurs.
On peut remarquer que le fd inextensible ne représente pas complètement la liaison que l’équation suppose; car ce fil fait simplement que la sorara'e des distances des points ne peut pas devenir plus grande , mais il ne l’empêche pas de devenir moindre. Ainsi , pour l’équilibre des trois corps unis par le fil , il faut encore ajouter que les forces doivent agir de manière ce que le fi! soit tendu ; au lieu que , dans l’équilibre du système défini par l’équation m n + p =: const. , elles peuvent agir indilTcremmenl , ou pour tendre le fil , ou pour le comprimer ; de sorte que l’espèce de fil flexible que le calcul suppose eÿ tout à la fois inextensible et incontractile.
Si c’était sinrplement la somme des distances m cl n des deux premiers corps au troisième, qui dût demeurer constante, on aurait*
/"(m , jî) = w /J = const. ,
d’où /'(«/)=:/'(«)= 1. Ainsi, il faudrait appliquer aux dçux premiers corps deux forces égales, suivant leurs di»tances m ét n , au troisième ; et à celui-ci une force égale et contraire à leur résultante ; et il n’y aurait point de force suivant la distance />, (|sii n’entre pas sous la fonction. ‘
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• KT MOÜVEMKNT -DES SYSTÈMES. 44-^ C’est en effet ■ le cas de trois corps dont l’un pourrait couler coiimie un anneau le long du fd , tandis que les deux autres seraient, fixement attaches à scs deux bouts. Quand les deux corps extrêmes spnt supposés
fixes , celui du milieu n’a plus que la liberté de d|icrire un ellipsoïde de révolution autour d’enx comme foyers ; mais ceu.x-ci décrivent simplement des sphères autour de Jui, comme centre, quand ils sont regardés, l’un après, l’autre , comme seuls mobiles. Voilà pourquoi la force appliquée au corps qui peut glisser le long du fil divise deux également l'angle formé par les deux portions de ce fil , tandis que chacune des deux autres forces agit vers le corps du milieu , dans la direction du fil lui-
même. ' , •
S’il y avait plus de trois corps unis entre eux par un même fil , le Ibng duquel ils pussdntcouler librement , en nommant m , n , p, , r, . . . . les portions successives de ce fil , on aurait .
fÇm,'n,p, <7, r . .) = m -f- « -f-/» -I- «y -Ij/- -t- • . = constt,
et par conséquent • ' . ‘
J/'{n)=/'(p)^f{,i)=f’{r) = etc. = l ,
comme ci - dessus : d’où l’on voit qiiç le fil doit être egalement ^endu dans .toute longueur ; que chacune des forces divise en deux parties égales l’angle du 'polygone funiculaire où elle est appliquée , et qu’elles sont toutes ‘proportionnelles aux cosinus des moitiés de ces angles; etc.
• Supposons actuellement'^]ue nos trois corps soient tellement liés, que la somme des rarn'*s de leurs distances mutuelles reste constante.
La fonctiuii / {/« , /t , p) sera ici -f- //- />’ ; et l’on
aura
/'(m)=3m, f'.[n)=in, f'(p) = ip.
Il feudra donc, pour l'cquilibre, que chaque corjis soit sollicité vers les deux autres par des forces proportionnelles à ses distances à ces deux corps ; d’où il est • facile de voir que les trois forces uniques P , Q , R , ,qui agiraient sur ces points respectifs , sont dirigées, vers leur centre de gravité , en les supposant de masses égalés, et sont proportionnelles à leurs distancé à ce rentre. *
C’est en effet ce qui résulterait du plus simple raisonnement ; car, cn^vertu de l'éqttation
m‘‘ -t-, n’ -(-/>’ = const. , si l’on supprose deux des points devenus fixes, lé tfoisième n’a pliis quo la liberté de. décrire une sphère dont le centre est au milieu de la droite -qui joint les deux autres ; or la force (pii le sollicite, dans le cas de l’équilibre, doit, étnnormale* à cet te* surfa ce , et par conséquent les trois forces doivent être dirigées des trois angles du triangle vers les milieux des ciités opposés , et se croiser ainsi au centre de gravité de ce triangle ; il est clair ensuite qu’elles sont ent|;e elles comme les distances dos angles à ce point. . , * .
Mais ici on ne peut plus construire le système comme on 'l’a fait dans l’exemple precedent ; il faudrait un fil d’une espèce particulière, où leS corps pussent rouler de manière que la somme des carrés de leurs distances fût toujours hf* même , et nous ne con-, naissons pas de fil qui ait cette propriété. Mais, de ipiehpie fa(;on qu’un pareil système puisse être exé-
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cutc , qu’il soit luénne possible (jff non, j>eu importe à la théorie; notre objet n’est pA de le faire, mdis de trouver les forces d’équilibre qui résultent nécessairement de sa définition, et le problème est résolu dans toute sa pureté.
Que si l’on avait un plus grand nombre de A>rps liés
de manière que la somme des carrés de toutes leurs distances mutuelles dût demeurer ‘constante, on verrait , de même que, pour l’équilibre, tous ces co^'pj doivent être sollicités les uns vers les autres proportionnellement à leurs distances ; de sorte que les forces totales qui les animent respeîtiverfient sont dirigées vers le centre de gravité de tous ces points, considérés comme 'égaux en masse, et sont proportionnelles aux distances de ces points à ce commun centre. ». '
Si la fonction des distances mutuelles était
--t- — — en prenant les fonctions ,
m n P ff
on aurait
= etf.
et tous les corps, dans le cas de l’équilibre, devraient être sollicités les uns vers les aytres en raison inverse des carrés de leurs distances mutuelles , etc. , rtc. ..
Oy pourrait multiplier les exemples.; mais ceux-ci suffisent^ et je reviens à la question générale.
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III
D’un système où les points sont liés par plusieurs équations quelconques entre leurs distants mutuelles.
Supj^osons actuellement que les points du système soient tellement lies qu’on ait toujours entre leurs distances mutuelles les équations suivantes .
f {m, n\p,q, r ) = L= const.,
' <^m , n, P, q , r. = AT— ‘const.,
• -if{tn,ji,p, q, r ) = AT — const.,
de sorte' que' le système puisse alTectcr toutes les figures où ces équations subsistent, et n’en puisse affecter aucune où elles cesseraient d’avoir lieu.
Premièrement, par cela' seul que les pojnts du système sont liés entre eux par la première équation L =i const. , on peut leur appliquer les forces respectives
etc.
y désignant un coefficient quelconque indéterminé , et chaque* force étant normale à la surface représentée par l’équation L == const. , lorsqu’on y regarde 1^ trois coordonnées du point d’application comme seules variables; et l’ofi est sûr que ces forces se font équilibre sur le
système.
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 44/ En second lieu , parce que les points sont liés entre eux par la seconde équation M — const. , on pçut leur appliquer encore les forces respectives
fdM\
idM :■ \dz }
fdM \ \dx'j
(dMV
\dz')
etc. ;
. // MJ y (dMy fdMy
ft étant un nouveau coefficient indéterminé , et chacune de ces forces étant normale à la surface représentée par l’équation M = const. , lorsqu’on y regarde les coordonnées du point d’application comme seules variables.
De même, en désignant par v un coefficient indéterminé comme les précédents , on peut encore appliquer aux points du système les forces respectives
rfdNy fdNy /dNV *
V(g)V(f:)V(;fT,'
etc. ,
dirigées suivant les normales aux surfaces respectives représentées par l’équation N = const. , lorsqu’on y regarde succeyivement* etc. ^ * •
Et ainsi de suite pour les autres équations qui lient les points du système.
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Il tst bien manifeste (ju’il y aura équilibré en vertu de toutes ces forces , puisqu’il y aurait équilibre en particulier dans chaque groupe relatif à chaque équation.
Mais on pourrait demander^ ces^forces, ou leurs résultantes aux différents points, ÿont les seules qui puissent se faire équilibre sur le système ; si , par la simultanéité des équations L =:const. , M =■ corist. , iV= const., etc. , les points ne pourraient pas devenir capables d’autres résistances que des résistances cora|K>séesde celles qui naîtraient siiccejsivéraent de ces équation»-, si elles avaient lieu l’une^ après l’autre.
Pour répondre à cette question , j’observe qu’au moment de l’équilibre du système , chaque équation peut être regardée comme ténant lieu de certaines forces ; car si l’on venait è supprimer tout à coup cette équation , l’équilibre serait rompu ; mais il est clair qu’il y aurait de certaines forces propres à empêcher cette rupture , et qui remplaceraient parfaitement l’équation absente. Si donc on imagine que toutes les équations, hors la prèmière, ^ient actuellement remplacées par des foites convenables, les. points ne se trouvant plus Jjés entre eux que par la seule équation L = const., il est nécessaire que toutes -les forces appliquées soient réductibles à des forces proportionnelles aux fonc-
’etc.
KT MOUVEMENT DES SYSTÈMES. /j4y d'où rpn voit que ceU<^éqiiadon , dans l’équilibre dn système, ne pant tenfr li^que des mêmes forces dont elle pourrait tenir fieu si elle était seule. Ainsi , ^es forces qui peuvent se faire équilibre sur^n système défini par, plusieurs équations ne sont autre chose que les forces composées de celles qui s’y feraient équilibre sépan;ment en vertii de cltaque équation (*).
Lorsque les points du système #e sont liés que par une seule équation, le-eas de l’équilibre est umque; je veiiK dii% qu’il n’y a , pour chaque figure où peut passer le système, <qpe des forces P, Q , R , etc., de direcdons èt de proporbons déterminées', qui puissent s’y faire équilibre. Mais lorsqu’il y a deux é^uationy*£ == const. , M — cons fi, l’équilibre n’est plus imkpid ; et il y a f»our tme même figure iine infinité de groupe de forces qui peuvent se faire équilibre sur le système. En effet, .an moyen des deux indéterminées X et p qui'tdTectmt-les deux com • posantes
chaque force , or.' peut varier les directions . et la proportion de ces forces «l’une infinité de raanièKs. Seulement il faut observer que chacune d’elltes ne sortira pas d’un plan déterminé : car la première compo* santé est normale 'à la surface représentée par l’équation L = const. , lorsqu’on y regarde les coordonnées du point comme seivlés ' variables ; la seconde est ùor-
(*) Voir sur ce point la'Notc H.
Statique P.
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male a la suilaee représentée |)ar récjuolioii M — lonst. , lorsqu’on y rcijirde les mêmes foordcjpnées eoinine
seules variables. La Tesultaiite est donc située dans le i)lan
])erpeiidieulaire à l'inlerst^lion de ces deux surfaces. C'est en effet ce qui doit avoir lieu ; car, si l’on vient à lixer tous les points du système , hors celui dont il s’agit, il n’aura plus ipie la liberté de se mouvoir le long de cotte uitcrsection|l^<;omnie dans un canal iofiniment étroit : ^ir, l’equilibre n’étant ,^ioint troublé par l’iiypothèse, il faut necesstdrcinent que la force xiipliquee soit actuellement per|>endic(dairc à la direnuinn de ce canal.
Quand ili«v a plus de deux équations qui lient les points du syrfènne, Tmdétermination du cal de l’équilibre esL encore plus étendue 5 et, pour les points dont les coordqnnees se trouvent à la fois dans trois équations, les forces ■ appliquées peuvent avoir des directions (|ue!conqucs. Lt'S trois indéterminées ’A, [x, v, qui affectent alote les trois composant de chaque force , jreuvent donner à celle force une dirct^ion arbitraire dans l’espàce. C’est ce qui s’accorde encore avec notre principe; car si l’on suppose devenus fixes tous les points hors cehfi que je^considérc, comme ses coordonnées entrent à la fois dans trois équations , ce point jif conserve plus auegne liberttÿdans l'espace; ainsi la force «pii le sollicite n'est obligée à aucune direction déterminée ( * ). "
(*) Au reste, il faut bien eniendre ceci : les direclions .des forces ne sont pas toutes iiidt tcrminiics ;-s’il n'y avait, par cvetnple , i|HC trois équations, une fois que l’on ae.rait disposé de x, yi, r pour donner à l’nne des forces nue direction arbitraire, l«>s diree-
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' D’un s’^tùme ou tes points sont liés par des équations qiii'lconquf^ rntro leurs coordonnées.
Jiisqu’ici- nous n’avons consiclorù qu'un sy.sU'mc* entifrcinenl libre , c'est-à-dire dont les points se trouvent liés que par des cquatioi^ entre leurs distances mutuelles ; mais il est bien facile d’étendrela Inique nous avons tronvec à un System* où les* points Seraient liré par des Mjuations enti'e leurs coonlonnécs relatives h trois axes fixes dans l’espace. Ce ai’est# pas que les fonctions L, M, IV, etc., des distances mutuelles ni ,'n , p, q , etc., ne puissent être regurdées comme fonctions des coordonnées Xj xi 2 > *** 'noyfn de« ex-
pressions \(x — x' )’ {y — *r')’ + ^ — z')% etc., qu’on y substituerait à la place des lignes' /d', etc. , mais elles ne contiennent alors ces coordonnées x , y, z; x', y', z', etc., que d’urte œrtaine manière, et nous voulons passer au cas où elles en seraient des fonctions quelconques. '•
Pour cela , reprenons 'notré système libre de l’article précédent , et, choisissant à volonté trois points de ce système , menons de chacun des autres trois lignes à ces points, et supposons, ce on est toujoqrs le.maiue, que, dans les équations L — con,st.,M-=const., N z= const.,^tc., il n’entre que ces distances et celles qui joignent nos trois points deux à deux.
• * . ___ tionti cl la proporiioM des aulrca snraicnl n^^ccsBaîrcmont ilclcrmint’cs
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Si l’on suppose alors qué ces (rois points deviciinant fixes , les forces «le l’équijibre n’en sont pas moins exprimées par les mêmes fonefions qii’auparavant ; seulement les trois points devenus fixes stÿpoitinant des pressions égales et contraires aux force^jjSt^^rait fallu y appliquer s’ils étaient restés libres ^ec les autres. Actuellement, faisons abstraction dettes trois points, c’està-dire regardons les autres comnte formant à eux Kuls un système (ÿi est ÿlbi que noüs avons en vneT Les équations entre |(eurs distances aux trois points fixes deviendront 'des éqftsitions t|uelconques entre' les coordonnées qui déterminent leurs lieux dans l’espace : cependant les forces de Féqudibre seront exprimées comme auparavant.^ Ceq forces, il est vrai, tg se feront plus éqtiilibre entre elles seules, commft dans le cas du système libre , ob nous les' avons vues se décomposer en forces , deux ^ deux é|^lcs -, et contraires , suivaftt les droites cpii jo^lMtit les points ; et même il pourra souvent arriver qii^ n’y ait aucune actiota directe entre ces mêmes points. Mais, pour concevoir alors comment l’éqtiilibre s opère , il faudra supposer qu'on restitue ces trois points fixes avec lesquels les premierstont en liaison tacite ; et c'est par ces |ftints , comme par des espèces de poulies de Afnvoi , que ceux du système réagiront les uns sur les autres , et entretiendront la loi de leurs résistaiio^.reapecj^ves de la mê||^ lOanière que si tout était libnc dans l’ïàpace.
Voilà précisément! ce qui arrive quand on considère un système dont les ppints sont liés par des équations quelconques entre leur# coordonnées. On ne voit actuellemeni que les pbints dont les coordonnées .paraissent dans ces équations , et l'on rte peut plus ex-
ET M(TUVEMElN'r DES SYSTÈMES. ’ /|53 |>li<)uer ré(^«iJibre entre ces seuls corps : c'est qu’en se donnant une équ^tAn qfielconcpie entre les coordonpées de plusieurs points, on introduit tacitement des objttS ^xès extérieurs, auxquels les points se trouvent liés/^^ouvent par lesquels seuls ils peuvent se qomn^nii^uer leip* action récjproque. Mais si l’on imagine aldlM~ qu’on. /4it pris trois points quelconques dans l’espace, et qu’on ait changé les coordonnées pHnroves en d’autres qui soient , pour chaque point , ses distances à ces {rois foyers , en ajoutant ces trois points au système , et c^si^lérant le tout comme libre , on trouvera pour lès forces la même exprèssion que nous avons donnée plus haut ; et si l’on ne Veut plilA compter ensuite les trois forces appliquées aux trois4oyèrs , parce qu’en les supposant fixes ils n’on6<pas besoin d’ètre retenus ]>ar des forces actuelles, et qn’Us trouvent en eux-inémes les résistances 'néce^irè^^>|l^ Téquilibiji, on n’aura égard , comme on le fait ordiBaUH|tet^ qii’à celles des points du système proposé , lesq^H^ aurqjpt entre elles les mêmes relations qu’au^aravant , et se déduiront immédiatement des équations données , ^ns leur faire subir aucune transformafion.
Et de là résulte enfin ce théorème , qui est l’objet principal dn Mémoire. _ ^ ,
Quelles que soient les jé^falions L = o , etc. , gui rù- « gnent entre les. coordonnées 5tf.r différents p^ts d'un système, chacune d’elles, pour l’équilibre , demarfde qg'on applique à ce/ points, le long de leurs cMrdonnées , des ^rces quelconguet proptUlionnélles aux fonctions prima de cett» fonction L , relativement à cts coordonnées respectives. ,
Ainsi, en représelitant parL = o., M =o, etc. ,Mes
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i-tiuattuns quelconqiU'S entre les eooiilondees x, .r, x',y, etc., des difTérénts |ftints, etpar>, p, etc., des oüéffieients cfUelconqiies indéterminé^, on aura , pour les {brces totales, X , Y, Z ; X', etc., qui
doivent être appliquées à ces pointé' suivant leurs coordonnées : , ,
Mi
(ir J
dL\
K<fy )
•dM .
■dM '
f* \lfF‘ i ^
dz l
. «Ht ••
\dr! J
\Mx'/
dM ,
'ydz' J
etc.;
-f etc.,
'St l’on élimine 'de étjuations les indéterminées i , P ; etc. , il ipstera les conditions de l’équilibre pro-
• prement dites, c’est-à-dire les .relations qui doivent avoir lieu entre 1« seules forces, apgüqüées et les coordonnées de leurs points â’application pour' ^équilibre du
•. système. . ‘
Les 'étjuprions^A) sont en.m^çe^t90|iàie que les coordonnées tl^ous les points, et les intil^rmii^ées ) , p, ctc.î . en même nombre' que les équations^ condition •/, = o, M=oi etc. Le nombre 3es conditions * de réquilibfe est donc égal à *relui de toutes les coordonrfées , moips le
• noipbre dcs-équations qui les lient j^pai* conséquent les conditions de réquilibrc diminuent à mesure que celles
Kl MOCVKMKN r DKS .SYM l.MKS. 4 ^5 de la liaiMiii aiig'iueiitent. iMais <'oinnie , jiunt un système enlièreniciil libre et tient le nombre de points h , il ne pourrait pas v avoir pbis de 3 /i — (5 étpiations tle condition, auquel cnslafigi^t' serait entièrement diterminee, il s’ensuit que, pour i'eqiiilibre d'un tel système, il reste toujours six eonditions nécessaires, comme nous le savions irailleurs.
En general on voit que les équatiuns de l'equilibre, reunies aux équations de condition , siiftiront pour résoudre tous les problèmes qu’on pourra se proposer sur l'etpiilibre 'du système. Par exemple , on jteut se donner les forces applitpiees X, Y, Z; X', Y*', Z', etc., et detnander la ligure que doit prendrtï le système pour se mettre en équilibre en vertu de ces' forces. Dans et; cas, les ét|uations re#tiies dt>nt je viens de parler, et dont le nombre est q§al à celui de toutes les coordonnées , serviront à les faire connaître , et par cofisef|iient les lieux des tlifferents corps dans l'espace. Mais si l’on «■ donnait la ligure du système, e’est-;\-dire les eoordonnées%le toupies jwints , et qu’tin tieniandilt les .'forces capables de faire prendre au système cette figure, comme les forces X , Y, Z; X', Y', Z', etc., qui seraient alors les inconnues, ne se trouvent que dans les équations' de l’équilibre, e% n’entrent point dans les équations de condipoir; on aurait moins d’équâtions que d’inconnues , et le problènie demeurerait indéterminé : d’ofi l'on voit que , poiir tine même figure du système^ il y a une infinité de groupes de forces ' capables ^ s’y faire ^équilibre ; .ce, ^ui s’aecorde enoore avec ce qUe nous avons trouve prei édcmment , etc. ; etc.
Mais je passe à la conclusion generale f*où l'on raj)-
lÎQUILlimK
|>«lle sous iiU‘iiiLMiif point de vue le problème de l’eipiilibre et celui du luouveraenl.
Conclusion de ce Mémoire.
Les lois de l'équilibre et du mouvement d’un point libre sont connues et parfaitement démontrées ; mais, s'il y a plusieurs points lié-s e/itre eux par des conditions quelconques, quelles seront les lois de l’équilibre et du mouvement de tout le système ? Voilà le problème général de la Mécanique.
Or, L’idée la plus naturelle dans cette recherche est de considérer que, si t*ut lè système est actuellement eij équilibre, chaqu^ point doit être en cxiuilibre de lui-mém«f, en vertu des forces qui lui sont immédiatement appliquées , et. des résistances qu’il éprouve de la part des’autres , à caiise de sa liaison aveé eux. Et de même , quand le système .entre en mouvement, chaque point doit se mouvoir comme s’il était libre , et qu’il obéit aux forces qui le sollicitent et aux forces de résistance dont nous venons de parler. Si donc on savait évalue# ces résistances mutuelles, on n’aurait qu’à les combiner aivec les forces immédiatement données par l’état de la question , et, posant les équations de l’équilibre ou du mouvement pour chaque point , comme s’il était parfaitement libre, on aurait tout ce qui serait nécessaire pour déterminer l’état du système <lans l’espace, et le problème serait rt'SQiu.
Toute ta Mecanitjuc ,u; réduit donc à .coenir estimer les résistnncfit^'ciproques i/uc peuvent se prêter tes diffé-
f;r mouvkmk.nT des systèmes. -iS-j
rerits poiufs d'un System^ f en -veiiu des conditions- qui les lient. .
Mais, pour donner là-dessus une rè^le -^cnén^lc, il faut nécessairement concevoir et» coiidjtibqi exprimées sous une forme générale. 11 fait! rommBncér^r^élablii' une définition générale des systèmes.; sans' quoi la Mer caniqqe ne serait plus que rvniit^|^(ttoi^' des ,,çi^ pl»'i^ culiers d’equijitoe et de mouvcpiem quç l’dn saur§if résoudre, et* il n’y aurait pas plusJJ^u do s’enr'p’hjgtiser le problème {jénéral , que, dansda Grlonietrie ,pde clierclier une règle 'générale- des tangpntes, , si Pon supposait avant tout les courbes’définiA par -leurs equji— tions. ' •
Or, en supposant que les conditions c^ui 'lient enÛY' eii.v plusieurs corps et qui en font iiu ’ jyf /é/tie , .•cîfrfsistent en ce que , daus toutes les positions ôà -peuvent passer ces corps, il y ait des fonctions queWonrra< leurs coordonnées qui doivent toujours (Atieurer'* ] ou constantes , nous avons démontré qulen vertu- de ■ chacune d'elles, les corps sont rendus capables, suivant leurs coordonnées , de résistances siiiiult.-uiées proportion-
nellcs aux fonctions primes de cette fonction, relatifbineut à ces coordonnées respectives. ^ • .
On n’aura donc, pour résoudre h'S problèmes, qu'à prendre les résistances mutuelles des corps , d'après cette règle générale ; à combiner ées forcer avec'c^es qtâ leur sont immédiatement appliquées , et à trai^' 'séparément chacun d’eujt comme s’il était libre. * ,
Ainsi , «des équations pr«-cdeiites (A) , Jes trois premières peuvent être regardées comme les équati^s de l’équilibre du premier. j)oint , <pÿ serait^ libre, mais sollicité à la 4<>ft par les foires ^ipliquées X, Y, Z,
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t't par' k'S l'ortvs ooiilraires' •
:./4L\ .<iM ^ " 'dM
iM\ ■ • 1
. <|«i naissent àes efjuatio'ns L = d < M = o , etc.
■ _ De ntètnc les {rois équations suivantes peüvent èlneoiisulèréesroinirfe , etc.'; et ainsi des autres.
,ynaiit attx rqiiattons du mouvement, on les for-
HjÇV“ Pd égalant, l’expression .générale de la force
acerdéra.tii'Cc suivant cbaque'coordonnce x, à la force “ ,.à'ppl«jdée J. , combinée avec la résistance suivant cette .^ju(*iiie*tejjfdorift-c , et l’on aurà pour le premier point ,
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et ainsi ’de suite pouf les antres points du système.
Telles sont les équations génerales'du mou veulent, d'où il s’agira (le tirer, par le calcul intégral, la solution des problèmes qu’on pourra ,se proçosc'r »sur- le mouvement du système. _ •
De la loi de l’è(^ilibre établie ci-dessus,- i^His aurions bien pu conclure que si l’oB. troublé ÎBÜ&iu^ent peu l’i'quilibre d’un* système quelconque de Corps, de manière que les conditions d^ la liaiSon^iie Soient pas violées, la somme’ des monunts de louti#* les forces appli(|ii('4“s , c’est-ù-dire , suivant l’acception’ de t-aii-J Icc , la somme'dc leurs produits par les chemins respectifs que parcoureqt -leurs points. d’appHcatipn dans le sens de ces forces*, dôit toujours (itre égal -à /airo; ce <]ui constitue le principe-^es vitesses virtuelles. .Mais cf lirincipe n’est plus alors qu’uu simple corollaire de' la théorie precedente, lequel, pour la solution des^pr^ bUmes , n’aurait d’antre avantage (jue de nous ramener ù la règle générale d’où nous l’aurions tiré lui-même,' ot ne se ferait même bien entendre que par (:ettc règle. • On voit encore iju’il a été inutile de ra])|)eler le (*a-
ineu\ principe de d^4lembcrt , qui rèdïîit la Dynamiqi^'
à la Statupic. Kn vertu de ce principe , si l’on décompose chaque mouvement imprimé ei^dcux autres, dont le premier soit celui que le corjts prendra réellement, tous les seconds doivent*se faire êtuiilibre entre eux'; c’està-dire que -si l’on decompo$e chaque mouvement imprimé, en deux, dont'l’un soit celui t|Ue le corps perd, l’autre sera celuwpi’il prendra- Mais cela re'vient immedü^ement^à ce qiÈon vient sfr dire, savoir.^ que le mouvement réel de chaqiie point. est le résultat de son mouvementynprime , et de la résistance qu’il ' éprouve par sa
liaison avec jes antres ; ce qui esl esâdent^d^^jôi-mènjè. Ainsi le principe de d’ Alembert n’est au fond què cette idée simple, .qu’on remarque à peiné dans' ht suite du raisonnemeqt, et qui ne revét la^ forme d’un principka]uc par un certain tour d’expression qu’on lui donne.
Cependant , comme on a vu quen pour avoir le mouvement de chaque pqint, il faut connaître là ^résistance qu’il peut éprouver de la part' des autres, et quéi’d’un
résistances mutuelles ne sont autre chnse
eut^-prouver autre' côte, c^ resi que des fojfc qui se font équilibre à chaque iiwtant sur le système , dans les figures successives où il paæe , il en résulte non-seulement que les"!^ du mouvement peuvent être ramenéfes à celles de l’équilibre , comme on le savait déjà par le' principe ^e d’ Alembert , mais encore qu’elles Joivent v revenir nécessaireAfent d’elles-mêraes : que dans l’étude ordonnée des ‘diverses^ pa||ios. de la Mécanique ,* on ne peut pas <raitér réquilibi*e comlnè un cas particulier du mou^ment, et qu’il est dans la nati#e^ des chose}, que *la. Dynamique soit fondée sur la ^ta- _tique.‘?*
ET %iouvemeM' df:# systèmes.
NOTE I
çue, d(^ns l'équilibre des systèmes ^ chaforte s9oii tire perpendiculaire èt^a surface nu à sur laquelle le point' d’application n’aurait "ptus, que la liberté de se mouvoir, sJ tous les autres points devenaient' fixA, *
Ce principe peut être regardé comme un élément de la théorie générale de l’équilibre; il est clair, parfaitement exact , et la vérité en est hors d’atteinte.. Eli effet , on démontre que si un point n’a d’autre liberté dans -l’espace que celle de se mouvoir sur une surface ou sur une ligne courbe fixement arrêtée, il n’y peut" être en équilibre, à moins _que la résultante des forces qui le sollicitent ne soit perpendiculaire à cette surface ou à cette ligne courlie.
Or, soit un système quelconque de points 'en éqtiilibiie en vertu d’autant de forces appliquées, de sorte qu’il n’y ait. qu’une seulé force pour chaque point. L’équilibre ne sera pas troublé si l’on fixe tous les points, hors un seul , et qu'on supprime ensuite toutes les* forces dppUquées aux points devenus Il ne testera donc à
considérer qu'’un seul point et. la force unique qui lé sollicite .'Mais’ si, par- la nature du système, qua^d on fixe tous les points hors un seul, celuirci ne conserve plus que la liberté de se mou.Vbir sur une certaine surface ou sur une courbe , il est précisément dans le même
cas que s'il y ciil cle pla(^ d’ahord , coinn^e sur un objet üxenient arrête f et puisqu'il y est en équilibré,. il%nt que la force unii/ui- (|ui le sollicite soit perpendirulaii^ A cette surface , ou à cette ligne courbe. '
Mais on voit que , pour la rigueur de la démonstration , il faut entAdre simplement la stirfac^ oii-la courbe que le^ point pourrait décrire dans le cas où l’on fixerait tous les.Autres points du système, sans exception : cal-, si l’on ne fêtait qu’iuie partie des a§tres‘poinis, il ne serait plus |>erniis de supprimer, comme op l’a fait , toutes les autres forces du^iystéme, et de ramener ains^'la question au cas où il n’y a plus qit’uii fi;ul point et um- seule force à considérer. Je vais éclaircir ceci par un exemple. ' Dans le système forme de trois points A, -B, G, lies entre eux dè manière à né pouvoir changer leurs distances mutuelles ,, en consulérant le p((int A , par exemple, si l’un ne su'pposkit devenu fixe qu’un seul des deux aur très, comme le point. C, on verrait que le -point A n’a plus que la liberté de décrire ffne sphère autour du point C comme centre: d’où il paraîtrait s’ensuivre que, potir l’ixpiilibre, la force appliquée en A doit être normale à éplte .sphère, et par conséquent dirigée vers le [>oint C ; ce qui n’est pas nécessaire. • ■ ‘
\ Mais si roù'sup|>ose rendus fixes A la fois les deux
points- B et C , le |mint A n,’a plus que la liberté de dé-
cf<rc un al-c de cercle autour de la droite 'BC , comme axe •• • •
de révolution ; et l’on petit ifi rigoureusement conclure 'que la force appliqûee^oit être |>erpendiculairc à la -direction <k“ cet arc. de ceiele ; condition <Jui m’oblige la forée qu’à se trguver située, d’une manière quelcon(|ue, dans le plan des trois points *A, B, C, comme on sait ipie cela doit être.
* K’f MoljVKMKNT IlliS .SYSTÈME!?. 4^'^ Qiini'ul on t\«; iixu <iu'iui sc)il ^K>iiit il est ^ieii vrai i|ne le point A ne peut pluS se tnan voir,. que sur ype sphère déterminée i -mais ..obser'v^ qu'il ne. peut le-faii^ sans entraîner l’aiilrt' point 6, lequel étant sollicite par une force (q«’on n’a pas pu supprimer puisqu’il est resté, mobile], n-agit ifécess^irciDent «ur le point A. Dans.oette hypothèse (lonc, la forée tfue l’on volt appliquc*e en ^ n’est pas la seule cpii sollicite ee point; et.il n’esf pas necessaire qu'elk^j|oit perpendieufaire à |a surface pourrait dvcriiW|rpuis<|ue , {l’apcès'.le .principe mcihe, cela ne convient qu’à la résultant^^ç .tyulss les forces qui pourraient' agir sur le poûal qlié^'on (wiidère. Il n’en est p.as de menif quand on snpp^C’-mniis fixes. à' la fois les deux p'dipts 6 «t C : la force appliquée au point A est alors la seule qui le presse, puisqu’on peut regarder li^ deux autres forces du système comme Supprimées; et pjyr conséquent i] est necessaire ici qtie la forct^appli- <|uéc soit perpendiculaire à la direction, de la courbe 'où le point conserve encore la liberté de se mouvoir. ‘ .
Au reste, on pod^-ait et^re appliquer le, principe dansda première hypotht'r^r'mais, pour être c.xact, il faudrait commencer par prendre l’action du point B sur le point A; combiner ensuite cette force avec celle qui y est iinmédiatenient. appliquée , et l’on trouverait que la résultant^ de' ces deux forces doit ètrejiorrrfale à la sphère dont il s’agit, conikie,cela a réellemei^ieH. '• Mais il est bien pliR clair et plus siroplode n’eiijplover ce principe que selon l’énoncé qu’on en. a fait au commencement de cette Note. On ne s’en*, est même servi dins Je Mémoire que pour les systèmes où les points ne sont liés^ipie par une seule equadon ; il n’y a pas là deux manières de l’entepdre; car, s’il n'va qu'une seule
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équation, entre les_coonlOnu<^ des points ^ il faut’néccs-
saiçinent les siipposer'fixes 'tolis , hors un seul , pour que celui.ei devienne assujtj^ti à ’ne pouvoir plus que décrire uiie surfacé. Si l’on en laissait seulement un autre mobile, celui que l'on contidère ne’serait géné d’aucun côtà dans l’espace; il pouvait encore s’y'tnouvoir en tous spns, et il n’y aurftit plus lieu de rien tirer de cette hypothèse pour la direction que doit avoir la force appliquée dan^ Iç cas de l’cquilibré. ^
Puisque, dans, la jtbéone, générale ddwéquHihre, .il a siifli de conuden^.tjAcrincipe dans un cas où il n’of&e pas la' ^Iw légÀ‘"difliQultc ,. et que tout le reste s’en tiyiuye' détflflWW^ , rigueur , on tarait pu se dispenser d’y revenir dans cette Note, et de' l^er des difficultés qui ne peuvent pas naître. Mais nous avons voulu faire voir que ce principe est général, qu'il a lieu dgns .toutes les maêliines, et '.nous l’avons remarqué particulièrement dans le levier, pour nous conformer au désir que M. La- (>rangc nous a fait, l’honneur de nous témoigner à cet égard .^Le levier n’est, en effét, quelle système de l’exemple précédent, où l’un C ds^ trois points A, B, C est véritablen\ent fixe.- On ne considère plus alors qüe l’équilibre des deux forces appliqui'es aux denx bouts A et B diilevier, et le point d’appui C tient lieu de la troisième forte. On voit donc que notre principe nè dit pas que les deux forces appliquées dçivcnt être normales aux sphères que les deux bouts A et B du lev^r pourraient décrire autour du point djappui C, mais bien qu’elles doivent être pérpendicul^fires aux arcs de cercles respectifs que ces jHjints pourraient .décrire autour des droites CB tt CA , comme axes de révolution ; d’où il suit que les deux forces appliquées doivent être dans un même plan avec
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l'appui; ce qui est en effet la première condition connue de l’cqnilibre du levier. ,
Quant à la seconde condition, elle résullc de ce qu'on a dit sur les systèmes invariables : chacune des deux forces i'tant décomposée en deux autres , la première vers le point d’appui , la seconde vers l’autre bout du levier , les deux premières se trouvent toujours détruites par la résistance de l’appui; mais les deux sf^ndes doivent être parfaitement égales et contraires : d’où il suit que les deux forces appliquées sont réciproques à leurs distances au point d'appui.
Tout cela subsiste , quel que soit l’angle C du triangle ACB , et par conséquent a lieu encore dans le cas où cet angle devient égal à deux droits. Les trois points A, C, B tombent alors en ligne droite : et c’est ainsi qu’on passe au let^er droit, qui n’est qu’un cas particulier de celui que nous venons de considérer. Mais on n’y pourrait plus immédiatement appliquer les raisonnements qui précèdent; car les trois poinls A, C, B étant en ligne droite, si l’on en suppose deux fixes, le troisième se trouve tout à ’faîl arrêté ; ce qui n’apprend plus rien pour les directions, des forces, ou ce qui semblerait dire qu’elles peuvent être dirigées d’une manière quelconque. D’un autre côté, on ne peut plus décomposer chacune d’elles en deux autres , suivant les mêmes lignes que ci-dessus, puisque ces lignes n’en font plus (|u’une seule. Aussi, pour comprendre et bien expliquer l’équilibre du levier droit ACB, faut-il le- supposer d’abord courbe, ou un peu coudé au point d’appui C, pomme l’a fait Newton, et après lui d’ Alembert dans son Traité ;lc •Dynamique.
On voit reparaître alors les vraies conditions de l’eqirilibre du levier, et meme la manière dont les forces
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y rt-a{;isseDt l’une sur l’aulre. Que si la marche paraîl indirecle et la déinonsiratiôn peu naturelle, en ce qu’on paraît déduire une chose simple d’une chose composée , c’est qu’on ‘ne fait pas assez d’attention à l’idée de roideur , qui paraît simple et qui est réellement complexe. Poür écrire, en effet, que Uois points A, C, B font un système roide , il faut nécessairement écrire- que leurs trois distances mutuelles sont séparément invariables , et cela , que les trois points soient en ligue droite ou non. Il n’y a donc , pour l’objet que l’on a en vue , rien de plus simple dans un cas que dans l’autre. Mais si , dans le cas où les points sont en ligne droite, la loi de leur équilibre ne se montre plus aussi bien , ou même nous échappe, il sera très-naturel de supposer d’abord que les trois points ne sont pas en ligne droite, d’y voir alors la loi de l’équilibre, et de la suivre jusqu’au cas où les points redeviennent en ligne droite. C’est ainsi que dans l’Analyse , pour trouver les vraies valeurs de certains symboles algébriques, il ne faut plus les considérer en eux-mêmes, mais remonter aux fonctions qui les ont pu produire par l’hypothèse de quelques, valeurs particulières attribuées aux variables.
Ce qu’on vient de dire donne la vraie cause de l’équilibre du levier. Dans la nature un levier droit, sans épaisseur, est impossible : il serait rompu par la plus petite force transversale. La destruction des forces ne peut s’y opcrer que par sa résistance longitudinale, et par conséquent il faut toujours que ces forces puissent se décomposer en d’autres qui sé détruisent dans l'r/f- /éneurdulevier lui-même.
NOTE II
Sur ce point de doctrine , que tes seules forces capables d’étre en équilibre sur un système défini par plusieurs équations ne sont autre chose que les composés de celles qui s’y feraient séparément équilibre en vertu de chacune de ces équations.
S’il pouvait rester dans l’esprit quelque doute sur cet important théorème , qui n’a paru, dans le Mémoire, que comme une conséquence rapide tirée d’un raisonnement assez délicat, voici une autre manière de l’établir et d’en mettre la vérité à l’abri de toute objecdon.
Soit , pour abréger le discours , l’exemple, d’un système où les points ne sont liés que par les trois équations
!/(m, /I, P, q, r, s, etc.) = const.,
y (m, n, p, q, r. s, etc.) = const.,
■+('"» "1 P> Il ) — const-.
entre leurs distances mutuelles >n, h, p , q , r, s , etc.
Nous avons démontré que si ces points sont sollicités les uns vers les autres suiVant leurs distances m, n, p, ^ , r, s, etc., par des forces égales et contraires dont les valeurs respectives, désignées parM.N, P,Q, R, S, etc., soient exprimées par les formules suivantes
M =.Xf'(wi) ii<f'(/nj ■+■ v\t ’(/»), ■
N = )if'(/») -h py'(n) -+- (fl),
P = + Pf'(p) -ér
Q =; Xf'(7) 4- vi|.'{7),
R = Xf'(r) 4- !*?'('•} 4-
etc., etc.
Toutes» ces forces seront en équilibre sur le système, et cela, quelles que soient les valeurs qu’on veuille donner aux trois coefficients f, (i, v. Il est clair, en effet, que l’ensemble de ces forces |>eut'étre vu comme la réunion de trois groupes partiels, dont chacun, relatif à chaque (équation, serait en équilibre à part, en vertu de cette seule équation ( titre II du Mémoire).
Or maintenant, je dis que ces forces (ou leurs diverses résultantes A, B, C, D, etc., aux divers points a, b, c, d, etc., du système), sont les seules forces qui puissent se faire équilibre : c’est-à-dire, que si l’on en veut supposer d’autres aussi en équilibre , et qui , par cela même, seraient aussi décomposables en forces deux à deux égales et contraires, de valeurs M' , N' , P' , Q' , R' , S' , etc. , dans les mêmes lignes m, n, p, q , r, s, etc. , on trouvera que ces nouvelles forces rentrent toutes nécessairement 'dans les mêmes expressions que les premières M., N,P,Q,R,S, etc. .
• Pour le démontrer, je remarque d’abord qu'on peut toujours, au mbyen de trois -coefficients indéterminés X, (i, V, faire rentrer trois quelconques de ces forces,. et par exemple, les trois premières M', N', P' dans les mêmes expressions qne les trois correspondantes M, N, P , et poser ainsi les trois équations ,
M' = M, N' = N, P' = P; car il suffit de donner à >, f*, v les trois valeurs propres
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à vérifier ces équations linéaires en >, fi, v ; valeurs toujours déterminées, puisqu’on ne suppose entre m, n,p-, q,r, Sf etc., que les trois équations (A), qui sont différente* par hypothèse , et compatibles entré elles par la nature même de la question.
, Après avoir ainsi disposé de ces trois coefficients , on ne peut plus continuer d’égaler chacune à chacune les forces qui restent, puisqu’elles se trouvent alors toutes déterminées ; mais on est toujours le maître de poser les «'■quations
Q' Q R' = R -t- p. S' = S -h <r, etc. ,
en désignant par X’> P> les valeius des forces
égales et contraires qu’il faudrait ajouter suivant les lignes <7, r, s, etc., pour remplir (es égalités.
Ainsi,* toutes les forces M', N', P', Q', R', S', etc., qu’on suppose en équilibre sur le système, peuvent toujours être représenté»» par
M, N, P, Q Xi ^ pi S 4- ff, etc. • Mais les forces
M, N, P,' Q, R, S, etc.,
considérées à part, se font équilibre : donc, en les supprimant, on trouverait qu’il y a équilibre entre les forces
qui agissent suivant les lignes respectives - ^ .
». P-, ?. etc.
ûr, comme parmi ces nouvelles forces il y en a déjà trois
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nulle! dans les. lignes m, n, /;, dis que l’équilibre des autres ’p> «*c., est ‘impossible à -moins que cha-
cune d’elles ne soit aussi nulle; et par exemple, je dis que la Valeur ^ des deux forces égales et contraires qui agissent dans la ligne q est nécessairement nulle d’ellemérae. ,
En effet, si les forces'o, n, o, p, e, etc., pouvaient se faire équilibre sur le système ph>posé, où les points ne sont liés que par les trois équations données (A), à plus forte raison se feraient-elles wjuilibre si l’on ajoutait les nouvelle conditions que les distances mutuelles r, s, t, etc., soient rendues s<‘paréinent invariables. Mais alors on pourrait , sans troubler l’équilibre , supprimer toutes les forces égales et contraires p, ' a, T, etc., qui se détruiraient d’elles-mémes dans ces lignes roides. On conclurait donc que l’équilibre reste entre les deux seules forces égales et contrmres de valeur qui sollicitent l’un vers l’autre les deux points dont la distance mutuelle «»t >/. Or maintenant, il est bien aisé dé voir que cet équilibre esP impossible à moins que ne soit nulle d’clle-mème. Et , en effet , malgré les trois équations données ( A ) et les équations ajoutées r = const, , r = const. , r = const. , etc.', nos deux points sont encore libres de se rapprocher on de s’éloigner l’un de l’autre, puisque les (/uatnr distances mutuelles m, n', p,' q, restées seules variables, ne se trouvent liées que par les trois équations données. (A). Une quelconque de ces distances, et par exemple q, |jeul donc varier à vtdonfé; et les deux forces égales et coïitraires y produiront nécessairement cette variation. Car, bien qu’on ne puisse faire varier la distance q sans forcer les trois autres in, n, p, de prendre des variations déterminé'Cs eu
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rortM‘i|nence de» trois équations ( A ), comme ii n'y a ^ sui vanl ces trois fignes m, n, p, que d»s forces nuttrs pour s'opposer à ces' trois variations , il s'ensuit qu'il n’y a rien dans le système cpii puisse eraprôher les deux forces de produire la variation de la distance q des deux points i|u'elles sollicitent en sens contraires, et cjue par consc qiient il ne peut _y avoir équilibre à moins que ne soit nulle d’elle-méme.
0|i voit donc que toutes ces forces Xt P» f, etc. , sont nécessairement milles, et que les forces proposée M', N', PVQ', R', S', T', etc., par cela seul qu’on les suppose capables d’être en équilibre sur le système, doivent rentrer-toutes dans les mêmes expressions que les premières M, N, P, Q, R, S, T, etc. ; c« qu’il fallait démontrer.
Cette démonstration est générale : c’est uniquement pour abréger le discours qu’on a pris ' l’exemple d^ln système oir les |K)ints ue sont liés que par troix équations > mais ii est clair que notre raisonnement n’emprunte rien de cet exemple, et qu’il A- 'ferait de la même manière si les points étaient liés par un*nomb^ quelconque d’éqiiations. .Ainsi le théorème qui fait l’objet de cette Note se trouve'complétement démontré.
De plus, il faut remarquer que notre théorème ne convient passeulcment à iiii système libre, et où parconséqjfht la liaison des corps ne peut jamais consister que dans des é(|uadons données entre leurs Histanres mutuelles : il est également vrai pour un. système de points liés par des équations quelconques entre leurs coordonnées relatives k des objets fixes ; car il e«f facile <ie raqiener la consic^ation d’un tel système à celle d’un système entièrement libre, comme on l’a vu au titre IV de notre Mémoire. On peut donc dire, de la manière la pUis généthle. que'/’é-
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(luilihrt dUui systèmi’ </uelcunque défini par plusieurs équalions , peut toujours se décomposer en -autant d’équilibres, dont chacun, relatif à chaque équation , a réellement lieu à part en vcj^ude cette seule équation. G’ est, en quelque sorte, fTi superposition de tous ces équilibres partiels sjiii fait ré(|uilibre général du système.
Mais il y a encore quelques conséquences délicates à
tirer de cette analyse.
En Mécanique, on pourrait noniiucr simple tout système où les points ne sont liés que par une seule équation : car il n’y a alors que des forces de proportion et de directions déterminées qui puissent s’y faire équilibre. Ce groupe de forces est donc simple, ou indécomposable en groupes différents capables d’un équilibre séparé. Or, de l'analyse qui .précède il rc-sulte <|ue , dans chaque cas d’équilibre, on peut toujours voir comme simple un système quelconque complexe, c ’i-st-ù-di re dont les points ‘sont liés à la fois |>ar plusieurs é(|uations.
En effet , qu’oii multiplie re^ectivement ces equadons par des coefllcieitts constants indéterminés À ,« p , v , etc. , et qu’on les ajoute tout'es ensemble pour n’en former <|u’une seule éipiation (|ui peut être nommée la résultante; il sera toujours permis de supposer que les points du syVtèiiie ne sont liés entre eux que par cette seule équaüon. Car, si l’on en tire, suivant cette hypothèse, les expressions des forces capables de l'équilibre , on est sûr tpie ces e.xpressions, au moyen des coe®cienLs indéterminés X,*p, v,^etc. qu’elles renferment, seront propres à repn-senter tous les. groupes imaginables de forces capal^i-s d’être en équilibre sur le système complexe dont il s’agit.
Considérons un de. ces groupes eu particulier, et pa|
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lières X,, IX,, V,, etc., qui répondent à ce groupe. L’equa-, tion résultante devient alors une cquatioti tout à fait détenninée. Or il est clair que, pour ce groupe , on peut, sans que l’équilibre soit troublé', juppoaer que les points ne sont plus liés entre eux que par cette seule téquation, et supprimer en conséquence dans le^ système tous les divers liens représentés par les diéS-ses équatiems, pourvu qu’on les remplace par le lienuniqiH représenté par l’équation déterminée dont il s’agit. Ainsi le système complexe pourrait se transformer tacitement en un système simple sans que l’éipiilibre fût rompu. Voici la seule différence de ces deux équilibres. Si l'on conserve entre les corps tous les liens donnés, le groupe de forces pourra se décomposer en autant de groupes différents dont chacun serait en équilibre à part en vertu de chaque lien : si l’on ne met entre ces corps que le lien unique dont j’ai parlé, le groa|>e de forces reste en équilibre , mais il devient indéccpi^sable; il faut alors que toutes les forces y agissent' à la fois ou que le^roupe reste un , comme dans le cas d’un système parhiitement simple.
Ob connaît cet axiome de toute évidence, qu’op trouble pas-l’équilibre de plusieurs corps en ajoutant, aux liens qu’on suppose déjà les unir entre eux, tant de nouveaux liens qu’on voudra : mais on voit ici une espèce de proposition inverse qui ne parait pas si évidente.' C’est qu’on peut aussi , sans troubler l’équilibre , tous les liens donnés qui unissent les différents points d’un système , pourvu qu’on y substitue un seul lien convenablement choisi : de sorte que ces points peuvent passer de l’état de la plus grande dépendance à celui de la plus grande liberté , saq| cesser d’être en ^uilibre sous l’action des
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mêmes ■ forces (j'cnten<l$ ici la {los grande liberté que * des points puissent avoir quand ils font encore un sy$tôme, c’est-à-dire lorsqu’ils restent liés ensemble au moins par une équadoh),.
Cette cquadon, quifieut. tenir lieu de toutes les autres, s'en déduit facilement , comme on l’a vu tout à l’heure : mais on |>eut aussi la trouver, ou du moins. en former une équivalente, sans éonnaître en rien les équations du syslème : il suffit de dhnnaître le groupe des forces^qu’on y suppose en équilibre. Car soient M, N, P, Q, R, S, etc. , U-s valeurs actuelles de ces forces décomposées suivant les distances mutuelles m, /», p, q, r, s, etc.., dos différents corps , il est clair qu’on peut prendre simplement l’é<|uation linéaire
Mm -I- N/i P/» -I- Qq -4- Br -I- Sr -I- etc. = const.,
pftiif représenter le lien cherche.
C’est ce qui résulte évidemment- de notre apalyse , et ce qu’on pourrait voir aussi par la simple théorie des polygones funiculaires : car la liaison exprimée |)fer l’équation précédente peut être réalisée , en Mc-canique , au moyen d’un Ku| fil fiexiblc et- inextensible. Supposons, en effet (ce qui est ici permis), que les forces M, N, P, Q, R, S, etc. soient coinmcnsurables entre elles, et prenons |M)uj; unit^la demi commune mesure. Les valeurs M, N,' P, etc. ,%vicndrout des nombres entiers et tous pairs. Or, on peut démontrer que , -dans ce cas , il est toujours possible de conduire par tous les points du système, comme par autant d’anneaux ^ un même fil qui revienne au [loint de départ, après avoir passé M fois sur la distiincc m, N fois sur la distance /», P fois s«r la distanc^/c, etc., de
ET MOUVEMENT DES SYSlICMES. 47-‘> manière que la longueur totale de. ce fil , qu’on-pourra fermer, soit exprimée par Mm N/i -l-.P^ + etc.
Si donc ce Æl flexible, le long duquel les points peuvent couler librement , n’est pas susceptible de s’allonger, et que les fbrees agissent de manière à ce qu’il soit tendu, il représènlera la liaison dont il s’agit. Or, pour l'équilibre d’un tel système , il-estbicn évident que;le fil doit avoir partout la même tension; que par conséquent les valeurs des forces égales et contraires qui ont lieu entre les points, suivant leurs distances m, n, p, q, r, Sf etc., sont précisément entre elles comme les nombres M, N, P, Q, R, S, etc. : de sorte que les points a, b, c, d, e, etc. du système ne pourront être tenus en équilibre que par autant de forces appliquées* A , B, C, D, E, etc., qui soient capables de te décomposer en cell(;s-là, etc., etc.
liêmnnstratwn, du principe des vitesses virpulles. Identité de 'ce principe avec le théorème général qui fait l’objet du Mémoire précédent. ' ■ . ’
On s’est contenté d’observer , dans le Mémoire , q’ue du théorème où l’on est parvenu sur l’expression générale des” forces de l'équilibre, on pouvait passer aisément au principe des vitesses virtuelles. Mais ce principe est si célèbre dans l’histoire de la Mécanique, que jé ne puis m’empècber de marquer en- de mots ce passage; et j’y reviens d’autant plus volontiers, que non-seulemcnl le principe des virtuelles est un corollaire de la pi'oposi-
lion générée établie ci-dessus, 'mais qu’il me paraît encore identique avec elle lorsqu’on le regarde sous son vrai point de vue, et qu’on l’énonce d’une manière complète.
Soit le système défini par les équations suivantes entre les'boordonnées des corps
? (x, y, z; x', y', z', etc.) = o, etc.
Supposons qu'on imprime à tous ces corps des vitesses ({uclconques qu’ils puissent avoir actuellement sans violer les conditions de la liaison: les coordonnée^ x, y, z; x', y', z'f etc., varieront avec le temps/, dont il faudra les regarder comme ' fonctions ; et, pour que les
. . ■ ■ . . dx dy dz dx'
vitesses impnmees —, etc., soient per-
mises par la liaison, comme on le suppose, il faudra qu’elles satisfassent aux équations {
'dt
Ÿ (x)^ + +/'W J + etc. = o,
'dt
dz
^dt'
dt
dx
~dt
etc. ,
tirées des précédentes ( A ) ; et il suffira qu’elles y satisfassent pour que les conditions de la liaison soient observées.'
Ou bien , si l’on muÜfiplje ces équations par des coefficients quelconques inJetcrniiiiés >, fi, etc., et qp’on les ,'ijoutc, il' suffira que' les vitesses satisfassent à la seule
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[X/'(x) -+- p/(x) + etc.]^
+ [X/'(*) + p^'(s) 4- etc.]^
-f- etc.
Or les fonctions qui multiplient les vitesses Hz dx'
etc. , ne sont autre chose (d’après ce qui a élc
démontré) que les expressions générales des forces capables d’être en équilibre sur le S3rstéme. Supposant donc des forces X, Y, Z; X', Y', Z', etc., qui s’y feraient actuellement équilibre ; on aurait nécessairement
dx' dr'
Z^+Y'^-l-etc. = o.
dt dt
An lieu des trois composantes X, Y, Z, multipliéc's par les vitesses respectives on peut mettre la
résulunte P, multipliée par la vitesse ri-sultante , iVic)-
jetëe sur la direction de P, et que je nommerai — ; et de
dt
même pour le$ autres, et l’on aura
c’est-à-dire que, si des forces se font équHibm: sur. un
sysrrme quelcnnqui:, la tomme de -leurs produit^ par les vitesses, quelles qu’elles soient , qu’ort voudra imprimer aux corps, mais que leur liaison permet' sera toujours égale à zéro, en estimant ces vitesses suivant les directions des forces. . , .
' On voit par là qu’on peut prendre des vitesses quelconques finies, que l’on mesurerait par des 'droites quelconques qui seraient simultanément décrites par les corps, 's’ils venaient tout à coup à rompre leur liaison et à s’échapper Hbreraent chacun de son côté.
Quand on veut inésurer ces vitesses par les’ espaces mêmes que les corps décrivent réellement , comme elles varient à- chaque instant par la liaison des corps; il faut prendre ces espaces inUniment petits, sans quoi ils ne mesureraient plus les vitesses impriméés; et c'est ainsi qu’on tombe dans les vitesses virtuelles proprement dites, où le principe vient perdré une partie de sa clarté.
Il résulte, en effet, de ce que nous venons de dire, que cette belle propriété de l’équilibre peut s’énoncer de la manière suivante :
Lorsqu'on voit suivre aux ^différents corps d’un système Jes mouvemetus quelconques qui ne violent point la liaison établie entre eux, c’est-à-dire qui nous présentent continuellement le système dans des figures où les étpiations de condition subsistent, on peut être sûr que les forces qui seraient capables de refaire équilibre sur une de ces figures , dans le moment où le système y passe, sent telles que, multipliées par les vitesses actuelles des corps projetées sur leurs directions , la somme de_ tous ces produits est nécessairement égale à zéro.
* Le pHneipe, de cette manière, n’oITre plus aucune trace <1« ces idées de mouvements infiniment petits , et
ET MOUVEMENt (ÎES SYSTÈMES. 47‘J depcrturbadon d’éqàilibrc qui paraissent étrangères à 1» question , et ^ qui laissent dans l’esprit quelque chose d'olMcur. ' ■ ■ I ’
Lorsqu’il y a équilibre, il est clair, que le principe a lieu pour 'tous ■ les systèntes de vitesses que les points pourraient avoir en passant par la figure que l’on cpnsi" dère.
Mais quand on veut partir du principe , et l'énoncer de manière ^’il assure l’équilibre, faut-il dire qu’il a lieu pour ce nombre infinie de systèmes de vitesses'? Il y aurait surabondance de cdiltlitioBS'k ■ et l’on voit qu’il suffit de dire que l’équadon (D) doit se vérifier pour autant de s3rstèmes de vitesses que les équations de condition (fi j en laissent d’in4épendputcs , ou bien (en réunissant, -.comme dn l!a fait, ci-dessus , toutes ces équations en une seule (C), au nroyen* des indéterminées X, P, etc.), U suffit dé dire que l’équation (D) des 'môments doit se vérifier pour autant de systèmes dc-
dx dy dz dx '
vitesses . qu’il v a de ces vitesses-;-, -f-, -r ;
‘ ^ dl dt dt dt
dy' • - V
— , etc. Mais comme chacun de ces systèmes de vitesses doit satisfaire à l’équation (C), par hypotlu'se, cela revient à dire que toutes les- forces' appliquées X, Y, Z; X', Y', Z'; etc., qui multiplient. les vitesses dx dr dz dx' dy' ' ^
dF' t' ir dT' dT'
vent être toutes proportionnelles aux fonctions -
[X/'(x) -|-py'(i)-t-etc.],^ [X/'(y) -i_p,'(^)4.etr.]„ [\f'{z) H-p^'(*).H-ctc.], [X/'(;')+p/(.r')-Hctc,]. l^/''0’') + f*v'(r')-^eU:.l, etc.,
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qui multiplient les mêmes vitesses dans l’équalinn gêiurale(C), qui fait régner -entre elles les seules conditions que la liaison exige. Donc le principe des vitesses virtuelles, bien énoncé , c’est-à-dire avec toutes les idées qui peuvent le faire comprendre , est parfaitemebt identiq'ue avec le -théorème général qui fait l’objet du Mémoire*. Il dit exactement la même chose , savoir, que , pour l’équilibre , les forces appliquées suivant les coordonnées des corps , en vertu de chaque équation , dij^ent 011*6 proportionnelles aux fonctirtts primes de cette équation, relativement,^>à»-'o^frdonnées respectives : mais c’était là préciséme'i^ce|P|^l fallait démonte^.
Au reste. On serait encore condifit à reconnaître cette
identité en paitant de l'énoncé ordinaire du principe des vitesses virtuéltés , et se rendant bien' compte , a^•ant tout, du vrai sens <Ju’on v doit' attacher. En effet, le problème général de la ; Statique n'est pas seulement de chercher les rapports des forces' qui se font actiiellenieni équilibre sur le système , mais bien L'expression générale ties forces qui peuvent s’3Hlraire continuellement équilibre, dans toutes les figures ofi il j^eiit passer en vertu des équations de condition. L’équation générale donnée par le principe des vitesses virtuelles n’est donc pas , s’il est permis de parler ainsi , la relation d’un instant ; elle ne doit p# simplement considérer l’équilibre du système dans la figure où il est , mais encorp dans toute la suite des figures où il peut être, puisque c’est ’cette suite de figures qui le caractérise et en constitue la définition. ‘Ainsi cette é-quation ne dit [ras qu’il faut prendre pour les forces de tels nombres qu’elle en soit satisfaite , mais ( puisque ces forces doivent varier avec la figure) qu’il faut choisir, pour les rqirésenter, de telles fonctions
ET MOrvKMENT 1)ES SVSTÈMKS. 4''^ «les (•oorflonniW'*, (piVlle dpnieiiro con^inuenonuMit satlsfaite, ou soit 'identiqiu-. Or , en' v«Mtu dcsH-onditirtiis moines, on' sait qu’il doit regiier entre les vitossçs simultanées que pourraient avoir Tes corps, une cqiiation linéaire' identique (C l, dont les coefficients sont les fonctions primes des fonctions données par rapport aux fOonIqnnées suivant' lesquelles on estime eps vitesses. L’éqüatiiHi des moments dit donc que les forces de l’équilibrê'doK'entêfre représentées par ces fonctions primes ; et par conséquent, pour lï démontrer, il fallait faire voir romment de telles forces se font effectivement équilibre; ou bien il fallait chercher directement qtielles. fonctions des Coordonnées peuvent représenter les forces de l’équilibre, comme nous l’avons faitd'abocd.
C’est pourquoi la plupart des démonstrations par lesquelles on a ranieni- le prinfc^ des.vitesses'i'irtuelles, ou. à 'd’autres principes, ou- à la loi connue de quelque machine simple, telle que le levier, etc. , nous paraissent bien plulAt des preuves que de véritables'démonstrations. Toutes, en effet, même la plus heuéeuse, qui est 'de Carnot , ^ fetnt sans rien ompnmtef de la définition jçénérale du système , comme si la machine était , ponr ainsi dire, voilée', et qu’on n’en vît sortir qiic'les cordons où sont appliquées les puissances- On peut, bieii prouver, ou rendre sensible par quelque construction plus ou moins simple, que si l’on trouble un peu l’éqtiilibre,.ces puissances doivent être dans un certain rapport avec les_ allongements permis de ces cordons; m.ii* eda ne peut - offrir que les rapports actuels des forces considérées comme nombres , et ne montre point <hi- touf la forme d’expression (jui leur est propre. Cette perturbation de rèquilibre u’apprrndrail , dans auriiti ras, à
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qui’llt oiiaui ail à, fair<’, cl les meiDcs rapports
pôiirraicrit^ s’offrir entre. les forces appliquées, quoique, les machines fussent do constitution tout à fait différente et que cKacune d’elles imprimât pourvut -à 1 expression des forces qui lui conviennent une forme différente, qu’on y devrait voir et retrouver sans ces» , si la difficulu- du .thçôrème était entièrement consommée. Ainsi, là propriété des vitesses virluellés n’en restait pas moiiu mystérieuse , ^t l’on n’avait ppint de véritable démonstration , je' veux crupe une explication ouverte <?t claire, où Fort vît non-seulement que- la chose se passe ainsi, mais qu’elle est encore une suite de la définition, générale 'que soi- .méme on a donnw au système que l’on considère.
C’est peut-être • par quelque vue semblable, .et pour arriver â l’équation des moments virtuels comme à upe .quation idenü^uê, que M-<Laplace {Mécanique céleste, tome I, page 4o) ne considère que les équations qui représentent la liaison des parties du système, et ife suppose d’autfcs principes que celui de la coropo>itioii des forces, et de j’égalité entre l’action et la n-actiôn ; ce qu’oH.peutjegardyr comme les élémenU d#; la Récrie de l’équilibre. .M.tis', comme «lans son raisonnement l’auteur ne fait rien entrer «pù vienne de la définition du système donti!s’occu|>e, sa démonstration n’a aucune force, et
la difficulté reste en Son entier. , . ,
’ QpAi qu’il en soit d’ailleurs, soit qu’on veuille partir du principe des vitesses virtuelles pour en suivre jusqu’au bout la signification intime , soit qu’on atta.iue directement fe problème de la Mécanique, ce'qui est bien plus simple , on se trouve nmenè sur-le-champ â cette question générale- : quelles sont, les fonoUons des coçrdonnées qui , dtmnent les forces de l'équiUhre dans toutes les figures
ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 4!^3 ijuc ]>eut affecter le système , en oBèissant aux éf/uatinns qui régnent entre ief rnnrdonnées des différents corps? Tel est exacleinent le problème' que nous tious sohitties propose; . et notre objet bien net et bien distinct a été de le résoudre par les premiers principes de la Statique et de la Géonu-irie. , . ’
THEORIE NOUVELLE
ROTATION DES CORl^,
J*llÉSE^TÉE A l’iHSTITET LE lÿ MAI l834*
' Vpici une (les^ questions qui m'ont le plus snuve^ occupé, et, si l'on me permet je parler ainsi,- une .des choses que j’ai le plus désiré de savoir en Dynamique.
Tout le monde se fait une idée c)aire du roolivement d'un 'point, c’est-;i-dire du mouvement d'un' co)^usçn}e qu’on suppose infiniment petit, et qu’on réduit en' quelque sorte par ^^nsée A lin point niÿthématiqu'é ; Car il ne reste'plus alors qu’à'se représenter là ligne, droite ou courbe , que ce point peut décrire, et là Htesse avec laquelle il se 'meut suivant cette- ligtae. Mais 's’il s'agit du mou\ement d’un corps de grandeur tensibk et de figure r/ue/co/ifuç,. |I .faut convenir qu’on ne s’en fait qu’une
idée très-obscure. •
A la vérité, cette idée parait d’afatprd s'éqlairdr ou se résoudre naturéHqment -en deux autres. En effet, si l’on s’attache à regarder un seul et même point du corps ,
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on peut suivre, «l’un côté , le mouvement de ce point qiii ne peut décrire qu’iuie certaine ligne dans l’espace, et, de l'auA;iecôté, le mouvement dn corps qui ne peut que tourner eu meme temps sur ce point conime autour d’un cenjre fixe. Mais ce second mouvement , c’estrà-^ire cefui d’un corps mobile autour d’un point sur lequel il \ a la.^ljberte pirouetter dans tous les sens , ne présente lui-inénie qu’une idée très-f)bsc\ire. , *
Ce n'est pas <pi’en rapportant les points du corps à des |dans ou objets fixes dans l’espace, on n’ait su trouver ce qu’on appelle les équations dijfcrcrititUe'f de ce mou- Nljinent , et même qu’on ne soit venu à bout d’intéfimr ces ix|uations, o*u du moins d’en ramener les intégrales a\x\ quadeatuivs , dans le cas simple d’un corps libre de toute action étrangère. Euler ci d'Jlembrrt , à peu prés dans le même temps, et par des méthodes difrérêntes, ont les premieis résolu cette importante et difficile quos- • tion de la Mécanique : etTlVin sait que, depuis, l’illustre Litgranfc a repris de nouvWu ce fameux problème', pour l’approfondir et le dévelopi>er â'sa manière,, je venx dire par une suite de- formules et dé transformations analyticpies qui présentent beaucoup d’ordre et de symétrie. Mais il faut <;onvemr que, dans toutes ces solutions^ on Ile voit guère <iue des calculs, sans aucune image nette de la totation du corps. On peut bien^ par.cés calciils, plus OH moins longs et 'compliqués, parvenir ü déterminer le lieu où se trouvera le corps au bout' d’un temps donne: mais on ne voit point'dii tout conimeht le corp^ y arrive; on le perd entièrement de vue, tandis qu’on \oiidraii , f’observer , et le Suivre, pour ainsi-dire, des veux dans tout le cours de-saTolatûîn. ,
DE tA ROTATION DES CORPS. 4^7 ■ ..Or t c’cst«<5çtte idrc claire du mouvement de rotation v]u« j’ai tâché de découvrir, afin _de mettre sous jes yenK
ce que personne ne s était encore représente.
Il en résulte iiné Solution toute nouvelle du problème de la rotation d'un êbrps abajidonne â liii-mém», soit qu’il tourne librement sur son centre' de grainlé, ou spr tout •autre point fixe autour duquel il serait forcé de se mouvoir : véritable solution di| pi'qblème, en ce cpi’elle •fait image, et qu’on y voit , le mouvement du corps avec ai4ant de clartc.qiie le mouvement d’un point. Et si , de cette démonstration géométriijuc de la rotation des corps', on veut passer au çalcul, pour mesurer toutes des dif-
férentes propriétés ou affections de ce mouvement, on n’a' plus que. des formules directes et toujours claires, parce que chacune d’elles n’y est-que l’expression d’un théorème dynamique dont on a l’idée, « qui tend à son objet. Ainsi , notre analyse présente encore cet avantage , que tout s’y exprime et s’y développe par les seules données immédiates du problème, sans aucun mélange de cçs angles ou de ces coordonnées étrangères qui ne tiennent point à la nature de la question , et qui ne viennent que de la méthode indirecte qu’on“qrn|)loie pour, la réî* soiidre. Car c’est une remarque q'oe,nous pouvons faire dans toutes nos recherches mathéinatiqpCs ; (^ quantités auxiliaires , ce» calculs longs et difficiles où l’on se trouve entraîné, y sont .presque toujours la preuve que notre esprit *n’a point, <fôs le commencement, con'sfdéré fes chos« en ellevmémes et d’une vue assez directe , Juiisqu’il nous faut tant d’artifices et de détours pour y arriTer ; tandis que tout s’abrege. et se simplifie sitôt qu’on se place au vrai point de vue.
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Jjai doue peuM:.<|M'uD(‘ «oluliun si &ini|;le,.el si piv^pre à jeter un nouveau' jour sur les (jul-stiuqs les plus (UrTi-
riles de la Dynamique, pouvait servir à ravaiiceiuent reel da la science, et méritait ainsi l’attention des géomètres ; et c’e^ cette considératioii pbilosoplitque qui lu’a surtoi|t délerininc à composer le nuuveaq Mémoire que. j’ai l'honiienr de présenter aujourd’hui à l'Academie..
Je le divise eu trpû parties princi|>alqÿ.:.dans la première , je eopstdère le mouvemeut du corps en lui-même,, et les forces qui seraient capables de le piyuluire; dan% la seconde, je dqtme la solution du problème de la rotation des cocjis libres^ et dans la troisième, je développé les caleiilsqui se rap|>ortent à cette solution. ' .
Mais , pouc donner une idée plus pns:ise ,de çe travail , je. vais ex|>oser, en |m,hi de mots, les notions simples et les premiers priiici|>es de notre théorie nouvelle, et paiv -cou'rb' ensuite les thcuréiqes les plus- remarquables qui^ en sont l'objet et le résultat. ^
DU MUOVKMKHT DSS^ COBPS (aiNSlUÉHl. ES l.Ut-MEMF ; ET' UES 'FoacEs'qAi’SBLES d'uh MOUVFJIEST UUÜNB.
. Jder {If. la rotation simulr et de la •vitesse dneutairr.
Lé seul inouveiueHt de roUtion dont nous ayons une idée-claire est oclqi d’un rorps qui tourné sur un axe immobile ; car on voit <-lairemcnt loiijes les circonférences
DE LA ROÏA#IQq Djt;S ^ÔllPS. 489 (le eei'des que les points "cRi co^s dé-crivent uiUour do (Ot axe , et ([u’ils peuvent rrellcnlenl décrire eiiseiuljle , c’est-à-dire sans cptc leur disposition mutuelle, ou ce qu]on peut nommer \a figure du (jl^ soit 'rien
clîangee. .
' >'ous avons egaleinenl une idee nette^de la quantité ou de U mesure de cetlc rotation : car, comme tous les points décrivent en même temps des arcs semblables , le rapport de, la vitesse d’un point’ au rayon du .cercle qu’il décrit est le mémê pouf tous les points du corps -, et c'est ce rapport constant qui fuit la mesure ou ce qu'on appelle la vitesse angutiiin: de la rotation.
. CompositiuH des fnowsemeuls de ruttHÎun.
De ces notions ^impies , et des premiers . éléments de la- (jéon)etrie , Tin |ieut conclu re> que si, par, den.x éausès «melcoriques, un corps tendait à tourner à la fois autour des deux côtes d’un parallélogramme avec deux vitesses angulaires proportiAnnelles àlix longueurs de ces'oôtés, le corps'tournerait sur la diagonale avec une vitesse, angulaire proportionnelle à la longueur de cette diagonale.*
D’où il résulté que des ■ rotations autour de différents axes qui passent en un même point se coiuqi^sent exactement parla même loi qiie de simples forces appliquées en ce point..' '
Et cette similitude de composition n’ést pas bornée à des rotations dont les axes se croisent en un même point ; mais, .ce <pii est fort remarquable , elle s’étend à des rotations autour d’axes qiH seraient situés d’uUc manière qUel^ .conqiK- dans l'eqiace.
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Ains», <leiix rotatioju autour de deux axes parallèfes se romposent eil une seule., égale à .leur somme, autoAr d’un axe parallèle, et qui divise la distance des deux pre- .iniers en jéfàspi^j^iÇerse des deux rotations composaptes. .Si CCS deux ÿc^tions sont de sens contraires , la rotation résultante Cst égalç à leur différence , et la position de son ax'e se trouve comme s’il s'agissait de deux forces parallèles qui agissent en sciis contraires. ’ •
Si Cés deux rotations parallèles et contraires sont égales, elles ne peuvent jamais se réduire à une seule. Elles forment alors ce qu’on peut nommer un couple de rotations : c’est, pour ainsi dircj une rotation sui generis , et qui ne peut jamais être minenée à une rotation simple autour d’aucun axe,.quel qu’il soit. Et en effet, il est très-aisé de voir que le résultat d'-un t^ couple serait de donner au -corps un pur. mouvement de translation dans l'espace, suivant une direction perpendiculaire au plan de cç couple, et mesuré par son moment, c’est-à-dire par 'le produit d’une des deux rotations multipliée par la distance qui sépare leurs, axes, parallèles. Un ^uple dv rotations equjvaiit donc à une simple force qu’on .appliquerait au centré de graxitc du 'eorps, suivant une direction perpendiculaire au plan de 'ce couple , et qu’on prendrait égale à son tnomeiit multiplié parla masse du corps.
De. tels c^pples' peutfent se traiudbnner en d’autres équivalents, se tourner et se transporter comme on voudra dans leurs plans, ou dans d’autres plans parallèles, sans que le' mouvement- du corps en soit changé : ils se composent et: iç décoin/>a»e/if exactement par la même loi que les couples de forces;' et l’on peut leur appliquer , sans, en rien excepter, tous les théorèmes qui concernent lès couples ordinaires.
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Du parallélogramme des rotations simples et du parailelügraiumê des couples de rotations , résulte la composition de tant de rotations qu’on voudra autour d’axès situés d’une manière quelconque dans l’espace; et cetle composition, générale est , entièrement semblable -à celle des forces.
Ainsi comme tant de forces qu’oti voudra se |>cuveur toujours réduire à une scide passant par un point quelconque donné, et à un seul couple; de même. tant de rotations qu’on voudra, autour de différents aXés' situés d’une manière quelconque dans l’espace, peuvent toiijoursse réduTie .1 une seule rotation autour .d’un axe passait par un point pris à. volonté, et à un seul couple de deux rotations i-gales et contraires autour de deux axes parallèles entre eux. Et si, comme pour les forces, on veut une réduction où i^ ii’y ait rien d’Mbitrairc, on pourra totijours choisir le point dont if s’agir, de manière que le plan du couple de rotations soit {>er|K'ndicidaire à l’axe de la rotation résidtanje , letpiel devient ainsi ce qu’on pourrait nommer 'axe centcal des couples <le rotations (*). • , _
(’) On voit la partaite symétrie de cette composition des rotatidns Vl de celle de» »im[des-Juroe8. nmil pre^quA idcnûqiics < CQVr
si Ton arnil primltiven|cat donné le nom de force h la caime capable de faire tour^icf hùr un axe, on aurait eii} pour ces nouvelle» fuTccs, une ^ita tique toute semblable. Seuletnorit , dans celle-ci, les fiuiplcs forces (toujours considères comme transportées au centre du corps] auraient répondu à nos couples dans là Stfltîqtu* ordinair#, et léii couples auraient réf>ondu à nos simples foirt's- M.iis il ctoii bien pfus simple et plus naturel de conimenc« r, comme on Pa.fait > par donner lé nom de' force ù la cause capable d’uii pur mn»iK*n:ent <lc tratntlotion j et de voir ensuit»* 'hiu.< K* couple cau^e d*uri pur niouvorocnt de /ohitu/n-
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Couiiim; un (;uupk< de rotations équivaut à une pure translation'du corps suivant la direction de l'axe de ce couple, on'voit que tout le mouvement du corps se réduit, e/i dernière analyse, 'à tourner sur- un certain axedéterluiné , «t à glisser en même tpmps le long de cet axe. Ce ^ qui est, comme nous le verrons plus loin , le mouvement , , * ie plus général que' puisse avoir un corps dans l’espace absolu. i •
Voilà, ep pen 'de mots , tout ce (jui regarde l’idcc de la rotatiob simple sur un axe, et la composition de semblables rotations autour de differents axes sitirfv. d'une manière quelconque dans l’espaçc. Mais il faut se faire maintenant une idée fie la rotation d* un coq>$ autour fPun point sur lequel il semble pirouetter en,tuiis sens^ \
• Idée de la ratation atijour il’ un point:
Le mouvcmqit d’un corps qui- tourne sur un axe immobile ('-tant le seail 'dont nous' ayorts upc idée claire, c’est donc à cette , idée qu’il f^iit Licber de réduire celle du mouvement d’un corps qui pirouette d’une manière quelconque autour d’un |>oint fixe.
■ Of on fait voir^que ce moiivcment, quel qu’il soit, si od -Of^ le regai^é que -durant un instant , n’est autre chose qu'une rotation 'simple autour d’un- certain axe passant par le point -fixe , et dont la direction' reste immobile |>endant cet instant. D’où l’on conclut que, daps l’instant suivant c’est de même li^ rotation simple, inàis dutour d'im autre axe; et ainsi-de suite d’un instant à d’autre : de ^sorlc que le mouvement du corps peut être' considéré comme tinc suite de ces rotations simples et ((ont chacune • ne présente à res]iril qu’iine idée nette. C’est ainsi ipie,
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pour se faire ridee*du mouvement Hiim point en ligne courbe , on je représente ce poiA comme décrivant les cAtes sucressifs d'un polygone infinitésimal inscrit k cette courbe. Et il en est de Taxe ihMantané de rotation dans le mouvement des' corps, comme de la tangente à, la' courbe dans le mouvement du point qui la deprit. '
Itnage sensible de cette rotation. ■ '
Quoique l'analyse preoedente soit exacte , et que je me • , sois efforcé de la rendre claire, il me semble qne l’idée d’un corps tournaint sur un>axe qui varie sans cesse est encore un peu obscure ; je veux dire qu’on ne voit j>as bien ce qui arrive au corps , et r[u'on a de la peine à le suivre dans cette espèce de rotation changeante. Il faut donc tAcher d’éclaircir encore cette idée, ‘et de présenter à l’esprif quelque image plus nette et plus sensiblç.
Or, je fais voir, de la manière la' plus simple, que la rotation d’un corps sur un axe fiai varie sans cessa de' position autour d'un même point fixe., .n’est autre chose que le matàvemcnt d'un certain cône, dont le sommet est\en ce point, et qui aouLE actuellement , sans gumu, sur la * surface d’un autre cône fixe de même som/nrt.
Je veux dire que le cône mobile, considéré comme at-i, taché au corps et l’entraînant avec soi , s’il vient à rouler sur l’autre cône qui est fixe dans l’espace absolu , fera décrire à ce corps Ig mouvement -précis dont on le sup[>ose! animé; que la ligne de contact de ces deux cônes sera ü chaque instant l’axe autour duquel le corps tourne dans cet instant , ou ce que l’on appelle Vaxe instantané ; -d’oii l’on voit comment- cet axe est à la fois mobile dans le corps et dans l’espace absolu , décrivant dans l’espace la
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surfan* du nuit* fixe, -el dans l’intérieur du corps la surface dif cône mobile dom on vient de parler.
Tel est ,, je crois , le plus haut point de clarté où l'on puisse porter l’idée si complexe et si obscure du mouvement d’un corps qui tourne d’une mkniére quelconque autour d’un centre fixe. Il n'y a |M>int de mouvement de cette nature qu’on ne puisse exactement produire en faisant rouler un certain eùne sur un autre 'cône fixe de môme sommet; de sorte que. si l'on imagine tous les cônes •possibles qu’on ferait ainsi roulër l’un sur l'autre , on a l’image' fidèle de tous les mouvements possibles dont un corps soit capable autour d’un point sur lequel il a la liberté de pirouetter en toiis sens.
Et même, s'il s’agissait d’un mouvement de rotation qui fût discontinu y c’est-à-dire où l’axe de rotation , au lieu de vaner déposition par degrc^ insensibles, sauterait brusquement d’une position à la suivante par un .angle fini , on pourrait egalement imiter le mouvenient du corps en prenant, au lieu de deux cônes, deux pyramides de même sommet, et de faces respectivement égales, et faisant rouler l’une sur l’autre, de manière que la pyramide mobile, tournant sur la commune arête, vînt appliquer l’une après l’autre toutes ses différentes faces sur les faces respectivement égales de la pyramide fixe.
Si le mouvement du corps est donné , il est clair que ces deux cônes ou p3rramides sont ajussi donnés, aussi bien que la vitesse angulaife de rotation, sur la ligne de contact, et par conséquent, la vitesse avec laquelle l’axe instantané trace à la fois les deux surfaces; et réciproquement , si de ces differentes choses qu’on peut considérer dans l’etude de ce mouvement , troii qiielcon- (jues sont connues , on peut dire que la (piatriémc l’est
DE LA ROTATION DES CORPS. t\ij3 aussi, cl-le niouveincut du cor}» cntièrcipeiU' Jéterininc.
* .Ainsi , la terre tourne en un jour sur son axe , tandis qnc cct axe décrit, en »ns contraire , un cône droit-autour de l’axe de l’écliptique, et avec une vitesse ihesuree |jar le^ mouvement rctro{;radf des 'équinoxe^, et qui est d’environ tierces centésimale} par jour; on
}>eut donc dét«miner dans U Terre le cône qlii , roulant sur le }>remiel', et dans TintéHeur de sa surface', ièrait décrire à la Terre le mouvement -précis qu’on y observe. Et il est facile^de voir que; sur le globe, la circonfévenpe du cercle qui séirt de base à ec |>etit cône raphile est 'à celle dn cercle qui sert de base au cône fixe, comme uu jour est art temps de la révolution VopipléK des- éqiii- /noxes : ce qui ne donne que ({uelques pieds de longuelir(i ) à la petite circonférence que le pôle instantané de rotation de la Terre déc-rit chaque jour à sa surface. (Tout cehi dans rhy|>othèse d’une prccession diurne uniforme.)
Idée du mouvement le plus, général que puisse ayoir un corps dans i'espnee absdfit. ' . .
, De l’idi^' simple d’un pur mouvemen} de translation qui. emporte à chaque instant* toutes les molécules .égales du corps par de petites lignes égales et parallèles dans l’espace, et de l'idée simple de la rotation du corps aufoiir d’un axe qui reste immobile pendant cet instant, résulte l’idée coftiplexe du mouvement le plus général que puisse avoir un corps dans l’espace absolu, n n’y a riep de plus clair que cette résolution d’un mouvement quelconque en deux autres que l’on conçoit parfaitement et qu’on }>eut même considérer à }>art, parce
;t)5 pi<NU a pouces environ.
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r|irils sont' tels que-sr, à chaque instant , on les exécutait l'un 4|>rès l’autre^ on amèneraitchaque point du rorp^ au méior lieu où iL arrive par son mouvement naturel an bout dé l'instant que l’on considère.
Mais dn pourrait être cur\euK de se faire une im^ge de ce raouvemenl réel et unique qui anime le corps, afin de .yojr en quelque sorte la nature des courbes simultanées que les 'différents points décrivent , et peuvent rcellemént décrire ensemble sans, 'que la fi)(nre du corps en soit cIvaiTgce. . ■
^ Or, pnisqu’iin mouvement de translatftn peut toujours être considère comme un couple de rotations égales - parallèles et edrittaires , il s’ensuit tpie le mouvement d’un corps’, quef qu’il s«t, peut toujours étrè réduit à une simple rotation autour d’un axe passant par un point p/is à ‘volonté dans l’espace, et si un certain couplé de rotations dont le plan sera généralement incliné à cet axe. Mais, au lieu de prendre le point à volonté,, on peut toiijour» |e choisir de manière que lé plan du couple soit perpendiculaire ît la' direction de l’axe de la rotation simple ; et alors tout le mouvement est' réduit' à une-rotation sur un certain axe détermine et à une translation le long de cet axé. D’où il resuite que ée mouvement est exactement le même que celui d’une vis -qui tourne dans son t'rmii. Tous lès points du corps décrivent donc , sur d«» cVlindi-cs concentriques , de jietits arcs à’ hélices qui -ont toutes le mèmé'pas. Dans l’instant suivant, c’est une autre vis, d’un autre axe et d'un pas différent ; et ainsi de suite : d'où l’on voit comment se forment Im courbes simidtanées que tous ces points <l»'frivent dans l'espace , el le long desquelles ils se meuvent conii^ dans autant dc'canaiix curvilignes on ils seraient enfermes.
DE LA ROTATION DES CORPS. 497' Quelquefois le pas de cette vis est nul , et alors tout le iiiouveinent so réduit à. une simple cotation autour de l'axe de cette vis, lequel devient ce qu'on appelle un axespontané de rotation. * * ' •
Maisi en général, le. pas de la vis n’est pas nul, et il n’y a point d’axe spontané proprement dit : c’eSt-à-dire que dans le corps*il n’y a pas de ligne droite dont tous les points demeurent immobiles pendant un instant. Mais il y a toujours ce qp'on pourrait nohimer un axe spontané glissant, c'est-à-dire une -suite de ^ints, tombant enligne droite, qui n’ont d’autre mouvement qu’une sim'ple translation le long de cette droite. ' -
Telles sont les notions les* plus simples et les images les {dus claires qu’on puisse se former du mouvement des corps. Le pur mouvement de translation , et lé pur mouvement de iptation sur un axe, se. conçoivent d'euxmêmes. Un mouvement quelconque se peut toujours réduire, et cela d’une infinité de manières, à deux pareils mouvements. Or, pamti cette ihfinité de réductions, il y en a toujours une qui nous présenté l’axe de la rotation , dans la direction m'ème de la translation : de sqrte t]ue le mouvement le plus général d’un corps est , eontme on Va dit, celui d’une certaine vis qui tourne actuellement dans son éerou.
Après avoir considéré le mouvement des corps en luiméme , et sous un point de vue purement géométrique , je vais chercher les forces capables de le produire , afin de voir réciproquement quel est le mouvement que doit ' prendre un corps en vertu de forces quelconques données ; re (|ui est le problème naturel de la Dynamique.
Statiqdi P.
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Des forces capables ffun mouvement donnç.
■ Quel que soit le mouvemedt d'un corps , U existe toujours des forces capables de le. produire.
Car, dans le moureinent du. co^ps , on peut considérer chaque molécule comme ai elle ét^ten repos, inais'animée par une force capable deJui donner la vitesse actuelle qu’on lui suppose. Donc l’infinité des forces semblables , appliquées individuellement' à toutes les mt^lécules égales du corps, sont capables d’y produire le mouvement qu’on y observe;- et cela même d’une manièn spontanée,'je‘veux dire quand bien même ces molécules ne seraient pas liées entre elles , et par conséquent sans exciter , dans lesliens qui les unissant , aucune traction brusque qui tenéUt à les voiiipre.
Telles sont les forces élémentaire capables d’un mouvement donné sur un système de molécules libres, on liées entre ellesrcomme on iroudra. ■
Mais si ces* molécules fonnent , comme je le suppose ici , un système invariable de figure, il sera jWrmis de composer ebtre elles toutes ces forces élémentaires , et de les remplacer ainsi par une seule force et un seul couple t'- lesquels seront .également capables du mouvement donné sur le corps ro//de dont il s’agit.
Voyons donc quelle est cette force et quel qst ce couple dont l’ensemble répond à un mouvement donné.
Et d’abord , si le corps -n’a dans l’espace qu’un pur mouvement de translation , de manière que toutes les molécules égales aient des vitesses égales , parallèles et de même sens, il est manifeste que toutes les forces élémentaires ràpables de produire ces vitesses sont aussi égales , paralléleset de même sens, et par conséquent réductibles à
DE LA BOTAtlON DES COIU>S. ^99 nnf seule force parallèle cf de im'-mc sens, égale à leur somme, et qui passe par le cenirc de grayité du corps. D’où l’on voit, réciproquement , qiie,/>jfrt une forçe quelcom/ue applitjnêe comme on voudra au cenirrHé gravité d'hftcorps , est _ d’en transporter toutes 1rs parties dans sà propre direction ,■ et avec une vitesse mesurée par la grandeur de cette forer divisée par' la masse entière dit corps. Ce quiest,^pour ainsi dire , «rident de «oî-même. _# '■
En second licii , <i le corps '^a qn’im pur mouvement de rotation sur un axe quelconque , il est évident que lés vitesses, et jiar conséquent les forces dont lesmolémles sont individuellement animées, sont toutÂ. proportion-' nelles aux distances des moléculM à cet axe , etedç dirix*tions .tout à la fois perpendiculaires à ces ‘distances et ù l’axe dont il s’agit. Or ces forces élémentaires sont toujours réductibles à une seule et à un couple. Mais si l’^xe passe par Je centre de gravité du eprps ,ia force est nulle, et tout’se cé<iuit à un couide,, dont le plan est en génénft incliné à cel^xe. Si de plusi’axe est un de ces trois axes rectengulaires qui existent <lans tous les corps ^ et qu’on iq>pelle les trois axes principaux , on trouve que le couple est jierpendiculaire à cet axe, et qu’il a pour mcrfiire le protliiit de la vitesse angulaire par le. rf
du corps autour de cet axe principal. D’où l’on oonclnt réciproquement , que l’effet d'un couple appHifué sur un corps dans' un plan perpendiculaire h l’uh ' tir 'set trois axes prinçipaiix, est défaire tourner le corps sur cet axe lui-méme ,'avec une vitesse angulaire égale au moment du couple divisé partie moment d'inertie du corps autour de cet axe. Or, ce seul tliéoréniic particulier donne ' sur-le champ l’efTct d’un couple .appliqué sur un corps dans tel plan qu’on voudra.
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Et en effet, quel-que sent ce coàple, on peut toujours le décomposer en trois autres respectivement -perpendiculaircsaux trois axes principaux du corps ; et divisant chacun d'eux par le moment, d’inertie relatif à son axe , on aura les trois vitesses angulaires respectives avec lesquelles ces trois couples tendraient à faire tourner ^ur leurs axes. Si donc, .à partir du centre, on porte 'sur ces diréctions trois lignes poiu* rcprcKnter à la fois les axes^et les gràn* deurs de ces trois rotatiofs, et qu’on achève le parallélipipède , 011 aura , dans la diagonale , Taxe et la grandeur
de la rôtapon à laquelle le couple proposé donne nais-
saticç au premier instant; ce qui est, comme oq le voit, de la pfus^rande simplicité.
£)« mouvement que, prend un corps en vertu de fofres • . ' .• quelconques données.
Quelles que soie'nt ces forces, on peut toujours les réduire à une seule passant par le centre de gravité du cor|>s, ot àoin seul couple.' Or, l'efTet de la force tstpn pur mouvement de translation suivant la direction meme dexette forcé, et_ l'effet du couple est d'imprimer au corps une rotation autour d’un certain axe passant par le centre ^ de gravite, et dont Ja direction est déterminée par cequ’on vient de dire tout à l'heure.
Mais on .peut avoir une expression liien plus claire de ce .qui ^arde.la direction que prend l’axe instantané par rapport, au plan da couple qui lui donne naissance ; et c’est ce que l’on va voir dans l’article suivant.
. De l'ellipsoïdé central des corps. ^ '
■ Si l’oTi observe que les trois composants du couple proposé donnent trois rotations qui sont proportionnelles
DE LA ROTATION DES CORPS. 5oi à ces couples et réciproque aux tiibments d’inerde autour des trois axes, en reconnaît, par la Géométrie, quel’àxede ■La rotation résultante se dirige suivant* le diamètre qui serait conyug'ué au p/a/i du' couple dans un ellipsoïde dont les axes^seraient de longueurs ri-ciproques aux racim's •carrées des moments d>'inertie du çoc|>s autour des mêmes axes.
J’imagine donc qii'^utour du centre de gravité du corps, et sur -les directions de" ses trois axes 'principaux, on construise un ellipsSïdc avec des axes dont les carrés soient rsciproques' aux moments d'inertie -an corps autour deS mêmes axes ; et j’observe en 'passant 'que^ cet eIKpsotde' jouira , dans toute son Rendue , de cette propriété remarqnable’i que le moment d'inertis du corps aiitôur de l'.un quelconque de ses diamètres y sera réciproque au carré de la longueur de ce diamètre. .
Or, quelles que soient la ligure et la constitution d’un corps, il y a toujours dans ce corps un centre de gravité et trois axes principaux' aussi 'nettement déterminés que dans le corps 'Je plus'bomôgênc el le plus régulier. On
peut donc toujours y concevoir décrit un ellipsoïde tel
que JC viens de le définir, et qui a ce triple avantage : de
mettre à la fois sous nos, yeux' lo Centre et’les'axes princi- » *• *• • paux du corps; de omis donner tous les moments d'iner-
tic qu’on pourrait avoir à considérer, en montrant' éhacun d’eiix, autour d’un axe ou diamètre 'quelconque , comme exprimé par une même fbnetion simple de la longueur de ce diamètre ; et enfin de.nous offrir une expression d’aède de ce qui regarde la position de l’axe-instantané,.p'ar rapport à celle du couple d’impulsion.- Or c’est cet ellipsoïde , dont la considération va jeter le plui grand jour sur la tliéorie-de la rotation des corps’, que-je nom'iiicrai dcsniroais VgUips^ïde rentrai.
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£j:pivisioa claire <lu mourem^nt cjm prend un corps en vortil d'un couple quelconque.
Supposons -qu’im corps en repos, soit frappé par un couple dans nn plan quelconque, mené par le centre de gravité, et qu’on peut regarder comme un plan diamétral de l'ellipsoïde tentral du corps*: on vient de voir que l’axe instantané de la rotation à laqy^lle ce couple donne naissance n’est autre chose que le diamètre conjugué. n\i plante ce couple dans l’ellipsoïde que i’on^cqpsidère ; et il est clair d’ailleurs que la vitesse aillai ne sera ntesurée par le moment, du .couplé estimé perpendiculairement à ce diâinètre, et divise par le. moment d’inertie -du cor{is autour du même diamètre.
C< lUimc lui couple peut toujours, être transporté dans un plan quelconque parallèle au sien sans que son effet sur le corps en soit changé , on peut toujours supposer que ' le plan du couple 'd’impuTsion , au lieu d'être c0nduTt par le centre, soit mené tangent à la surface de notre ellipsoïde; et‘ alors on peut dire : ' * <
. Que si un corps cstfrqppé par un couple situé dans un ]dan qUclconcjuc tangent à l’elliptoide central de ce corps, le. pôle instantané de la rotation à laquelle ce couple ' donne nais.rance est ptécisémçnt au point de contact..
Et réciproquement que si un corps tourne sur un diamètre quelconque de son ellipsoïde central ; le coujde ao tiiel.qui l’anime est dans le platt tangent au. pôle.
Ce qui nous parait un des théorèmes les plus élégants tpi'on .puisse offrir en Dynamique sur la théorie si dif6cilc et si ôbstmre de la rotation des corps. .;
On voit toutes les con$ê<iuençes clairps et faciles qui dé-
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coulent de cette lumineuse propt^tion : mais je ne yeux
point m'y arrêter } il faut c(ue j'avance et que ^ par le
seul raisonnement-, j'arrive de suite à la solution com>
. • • • ** • pjètedu problème qu'on se-propose : car il ne s’agit .pas-
seulement de determirier la rotadon' du corps au premier
instant, ^mais de voir encore^ comment cette rotation
change d’un instant à l'aiitrq , et de peindre , poiiV ainsi
dire , le mouvement du corps dans toute là. suite de son
cours. .
SOLUTIOM I>U PRO»LiNK UB LA BOTATlOIf DES CO BPS .
^ UBBBB, * • • .
Et d'abord , il est clair que cet axe de-rotation que l’on nomme instantané- n'eA ën effet immobile qu’un instant; car, de larotaüon même qu’on suppose autour de cet axe , naissent pour toutes les molécules 'égales, du corps, des forces centrifuges proportionâeUes aux rayons des cerclés que ces molétules mndqnt k décrit^ et dirigées suivant ces rayons. Or,’ l’axe dont il S’agit n’étain pojnt , par Iry- * potbèse, un axe principal du corpsj ces fqrces centrifuges qe se font point équilibre entre elles. Transportées.parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité , elles donnent bien une résultante qui est nulle; mais leur-couplc résultant ne l’est point.* Il, provient donc.de la 'rotation même du corps un couple accélérateur dont l’efRirt A chaque instant imprime, à. ce corps une rotation infiniment petite, laquelle se compose avec la rotation actuelle qui l’anime, et fait' ainsi. varier l’axe et la grandeur de cette rotation.
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Pptir étudier le inouvement du corps, il (aut donc ♦ # * * • rommencer par chercher ce couple accélérateur qui pro-
vient d« forces centrifuges. Or, il est' très-facile de voir • dirtctciucnt on de conclure dO principe général de la ronservatièn de* couples, ’O^no si l’on considère deux lignes, dont l'une représente l’axp et la grandeur du couple’ d’impulsion , et l'autre l’axe.et la grandeur de la rotation instantanée, le couple accélérateur dû aux ftArces oenteifugeg est touioiu's représenté , et pour son plan et'pour sa quantité, par la surface du parallétograrame construit sur les deux lignes dont il s’agit : théorème simple et remarquable, qui renferme a lui seul toute la théorie de la rotation des corps, -et qui, traduit en analyse, donne sur-le-champ les trois équatiods si élégantes que -l’on doit à Euler, mais qu'pu ne démontré ordinairement que par de longs circuits (le furuiules algébriques. ’ ‘
' Le couple, accélérateur, né des forces centrifugM, étant donc toujours situé dans le plan conduit pard’axe instantané et l’axe (lu couple d’impidsion , la dràte sur laquelle H'Uindà faire tourner le corps' n’(^t autre' chose (pie Te ■ diamètre conjugué aü plan de ceÿ deux axes.; et par cohsèquein , c’est le diamètrç q(ii est à la fois conjugué à l’axe instantané et à^sa projection sur-le plan du couple. t)’où je conclus d’abord» que l’axe sur lequel les forces centrôfuges fout tourner est toujours situe dans-lt plan même du couple'd'impulsion. • . * i
Donc-ai l’op. prend deux Ugpes’dont l’une représente cette rotation infiniment petite, l’autre la rotation actuelle, et qti’on acliève'.le parallélogrampi’e, afin d’avoir, dans la diagonale, la ligne qui représenté la rotation au bout d^uii insunl’, il est clair que rextremité de cette diagonale reste toujours à la meme hauteur au-dessus du plan du couple.
DE^LA nOTXTlblN DES CORI'S. 5o5 D'où l’on tire sur-le-cliamp c«s deux/orollaires : lej>rè- ■nier, c’est que, t/a/n t(lUt le cffurs du mpuvement, la vitesse angulaire est proportionnelle A là-longueur même du rayon qui va di,' centre au pdtc instantané sur la surfyce de'itellipsotde central ; le second , 'West que lé plan, du couple, considéré sans 'cesse comme tangent au pMe , reste toujours à la même distance du centre de cet ellipsoïde,
Mais ce centra est immobile dans l’espace aBsolji , et lè plan du couple toujours parallèle à Jui-mèuufc donc ce plan , qui touche sans. cesse l'ellipsoïde central au pâlèin- •stantaaé de rote/Hon, est toujours un seul et'même plan-fixe "dans t’espace absolit. • ■ " ,
Dône le mouvëiAent du corps^ off, ce q^iest la' même . chose, le raoirvement de l’ellipsoide central, est de telle nature, que cçt ellipsoïde rçÿte en contact avec un même 'plan fixe dans l'eSpace absolu; qu’il tourne à chaque instant sur je rayoq vecteur qui ya du centre au point de contact ,. et qu’il tourne avec june vitesse angulaire proportionnelle \ la longueur même de ce rayon. ■
•Cet ellipsoïde ne lait donc quê rouler, sans gliasef; sur le plan fixe c|ue l’on considère : car, comme tout’sen mouvement consiste a tourner pendant un instant sur la ligne 'menée dû cen^eaii^int de contact, l’ellipsoïde amène, au bout 'de cet instant, un nouveau point de sa sflrface en contact avec ce plan^ çt gg nouveau point, qui devient le pôle de la rotation pourTfnstant suivant , reste à son tour immobile pepdant cet instaiît, et ainsi de suite à l'infini; d'où il est manifeste (ffl’aucun de.ces points par les<|uels l’ellipsoïde vient so mettre en contact avec lé plan fixe lie peut jamais glissqr sur ce meme plan. * ‘ '
Telle fst donc l’idée 'claire et nouvelle qu’on |>eut se former du mouvement si complique et si obscur d'un
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corps de figure quelconque qui. tourne librement, soit autour de son eentre de gravité; sdit autotar d’un point fixe quelcpnque, .en vertu, d'un coH(de .dont U. a reçu priaiitiveqieDt l’impulsion dans *tel plan doiiné qu’on voudra. \ .
« Gogsidéretfie centre .de gramté dû corps, ou, si le » corps h'est-pas libre, fe point fixe qui fait le centre de ^ sa rdtatk>n. Autour de. ce point, et sur les directions d» trûfs axes principaux d’ibertie qui s’y rapportent , » imaginez un ellipsoïde construit avec trois axes de Ion- » gueoes réciproques aux bras de l’ineetie An corps» au> •> tour des mêmes axes , èt faites maintenant abstraction » de 'la figure du torps pour n’y plus voir que' Celle » de cet ellipsoïde que j’ai nommé V ellipsoïde central,
« Sî^vous supposez que , cet ellipsoïde^ dont le centre
> est retenn immobile' au même point de l’espace, roule
U sans glisser sur un plan fixe avec lequel on l’a mis en ' * • • •
• contact, vous aurez la représmitation exacte du mOu-
» vem'ent géométrique que suit le corps en ver^ du coii' » pft qall’a frappé dans, le plan fixe que l’on cpnsidère ;* •'et si vous ajoutez que. la vitesse angulaire avec laquelle
> ii-tonme ii chaque instant sur le rayon mené du centre
> ah point ‘de contact est proportieiroei)e à la' longueur »' même de ce rayon , vôus'anrez à la fois le mouvement
• géométrique et dynamique ^ ce corps : c’est-iï-dire » que vous verrez avec clarté', non-seulement la suite
• continue . des lieux que \f corps doit vepir occuper ,
• mais encore la" proportion deS’ temps qu’il met à les
• parcourir ; ce qui est l’idée > complète dn mouvement
• du corps considéré dans le cours iqfini de sa rotatioa. >
DE LA ROTATION ' DES CORPS, 5oi Réflexion générale.
Mdus vrrilàd|BC condaitÿ par le/eul ralsonntinent à une idée cTairc qaRls gétomètres n*bnt pu t^r des fon&ujes del’analjise. Cest iln nouvel exemplequi montre l'avantage de cette méthode «mple et naturelle de considérer les choses en elles-mémés', ét sans les perdre de v«e- dans, le cours du raisonnement ; car, si L’on se oontenle;^ comlna .on le fait d’ordinaire^ de traduire les ptohlèmes en équations^ et qu’qme’en rappoÿe ensuite au transformations dti calcul pour méttré au jour la solution qu’on a en yué^’On trouvera le plqs souvent <jue cette solution est encore- plus cachée dans ces symboles Analytiques, qu’elle ne .l’était dans la nature même de U question proposée. Çe . n'est doDç point dans le calcul que réside oet an.quT nous fait découvrir*, mais ‘ dans oette 'considération attentive, des choses, où L’assit cherche avant tout à s^cn faire une . idée , én essayant-, par l’analyse' proprement dite , de .las décom(y>sêr en d’autres {ilus* simples, afin de -1a revoir ensuite comme si êllas étaient formées par la réunion de ces choses simples dont il a une pleine connaissance. Ce n’est pas que les choses soient composées de cette mftnièrc, mais c’est nôtre seule manière de- les voir , de nous en faire une idée', et partai|t de les connaître. Ainsi notre vraie méthode n’est que cet heureux mélange de l’analyse et de la sÿnthèse , où le oalçul n’est employé que cominc un instrument : instrument précieux et nécessaire sans donte, parce qu’il assure et', facilite notre marclie ornais qui.n'a par lui-même aupunê vertu propre ; qui ne dirige • point j'wprit , mai» que. l’esprit doit diriger eommè tout autre instruniéut. ' . -
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Ce qui a pu faii-c illusion à quelipies esprits sur, cette
espèce de force qu’ils supposentaux formules de l'analyse,
c’est qu’on en retire, avec assez de facilité, des vérités , déjà conndes, et qu’on y a,‘ p(hir_ainsi:,^ire , soi-mcme introduites ; et ii.semble alors que l’analysfe nous donne ce qu’elle ne fait ^qtie ’noui rendfc dans’ un autre langage. Quand un thc-orème est connii , on n’a qu’à l’exprimer par des éqiiaiiO[is: si. le théorème est vrai, cjjacune d’elles, ne peut manqher d’étre exàctè, aussi bien que les transformées qu’on en peut déduire; et si l’on arrive aiifti'à quelque 'foVmule évidente ou b ici» établie d’alReurs, on n'à qu’à prendre éelte cxiitnessibn comme un point- de départ, à* revenir sur ses pas, et (e calcul -seul. paraît as'bir conduit comme de luHjnéme au théorème dont il s’agit. Mais c’-est'en rela'quc le lecteur est trompé. Ainsi, pour prendre un exemplç dans la qnestibir meme qûi fait l’objet «le ce Mémoi|-e, il est bien dair qu’auj^rd’bui rien ne serait plus aisé que de retrouver nos idées dans les expressions analytiques d’Euler ou de Lagrange , et même de les en dégager avec’ un air de facilite ipii ferait croirc^tie ces formules devaient les produire spontanément. Cependant, comme ces idées ont échappé jusqu’ici à tant de géomètres qûi ont transforinfe ces formules distant de manièi-cs, il faut convqpir que cette analyse^ ne les donnait point , puisque, pour les yvoir, il aura^allu attendre qu’un autre y parvint par une voie toute différente. *
TVous auriooa bien d’autres réflexions à faire ot de plus grands exemples à produire , si nous voulions montrer, d'une part, tout ce que l’esprit doit de- lumière à cette méthode naturelle , telle que je l’ai définie plus haut et qui constitue notre véritable analyse.; et de l’autre , le peu de • vérités nouvelles qu’on a su tirer de cés formules analy-
DE LA DOTATION DES CORPS. 5og tiques où üçp croit' enfermer une question , «t quelquefois ^niéme une science tout eiftière. Sans doute la science ÿ est 'Contenue ,'c6rameclle'le serait dans tô^ autre principe énoncé en termes généraux ; mais.la difficulté reste de'
1 en faire sortir : et cette difficulté n’en devient-elle 'pas plus grande? Et, par exemple, ne faut-il parf «Üéjà conuaî».* tré et la Mécaniqiic et les arûficesdu calcul, pour tirer de la seqje formule générale des vitesses virtuelles je ne dis pas quelque^ nouveau .théorème (ce dont je né vois ^ère d’exemples), mais seulement les propositions particulières qui' nous sont le mieux. connues ? I>a'Hraduction n’estelle pas ici plus difficile que le texte lui même, je veux dire que la considération immédiate des choses que l’on veut étudier ? L’illustre atitenr qui a voulu transformer la Mécanique en une questioi) de calcul à.sans doute, rempli son objet avw toute la clarté et tonte l’élégance tjü’on en pouvait attendre ; mais si la véritable analyse brille quelque part dans la Mécanique analytique , j’oserai dire que c’est bien moins dans rcs calculs que l’auteur range avec tant fl''Ordre et de symétrie, que dans ccs -courts passages où il rapproche les méthodes, et dans ces admirables préfaces qu’il a placées à la tète des différents livres de son oii^ vrage, où il examine et discute les principes fondamentaux de la science, et fait riiistoire instructive' du mouvement de l’esprit lAimain dans cette suite délicate ’d’idéeS fines et de solutions' ingénieuses qui ont peu à- peu formé la Meca-, nique. C’est par là surtout que ce bel ouvrage pourra servir aux progrès ultérieurs de l'esprit, çn lui montrant U route qu’il a suivie, et qui est encore la route il doit continuer de marcher. Car, eno>re'une fois , gardoùsnous de croire qu’une science soit faite qiiand on 1'» réduite à des formules analytiques. Rien ne nous dis|ieuse
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(i’étndicr les choses en ellcs-ihémes , et de nous bien rendre compte des idées qui font l'dbjet de nos spçctdations. N’oublions p^nt que les résultats de nos calculs tint presque toujours besoin d’être vérifiés d’un' autre coté , par 'quelque raisonnement simple, ou par l'expérience. "Que ai le ’ctllcàl seul peut quelqiKibis nous ofFrir une vérité nouvelle , il ne' faut pas croire que sur oe point même l'esprit n’ait plus rien'à faire ; mais, au contraire, il faut songer que, cette vérité étant indépendante des méthodes ou des artifices qui ont .pu nous 7 conduire, il existe certainement quelqise démonstration simple qui pourrait la porter à l’évidence : ce qui doit être le grand objet et. le dernier rosultat de la science mathéma^que.
Qn’oa mepârdopneces r^exions, que je fais , j’ose le dire, dans rnnique'intériétde U science. Je connais |e caractère propre et distinctif de l’analyse algébrique, et je (lourrais ménte dire avec précision en quoi cet hrt a pu perfectionner- la' logique ordinaire du discours : je sais tout ce que les bons écrits -doivent au calcul; mais je t:)che d’éclairer i-eux qui se trompent^ur la naturç de cet instrument, et en" meme temps de prévenir l’abus que d’autres ch peuvent faire , en profitant de. cette illusion même. Car, sitôt qu’un auteur ingé-Oieux a su parvenir à quelque vérité nouvelle , -n’est-il pas é craindre que le caicniateur le plus stérile ne s’ero'presse d'aller vite la rechcrôhei'dans ses formules, comme poitr la découvrir une seconde foiS( et àsa maniéré, qu’il dit être la bonite et la véritable;- de telle sorte qu’on ne s’en croie plus redevable qu’à son analyse, et que l’auteur lui -même, quelquefois peu exercé", ou même ctràiiger k ce langage «t à ces symboles sous lesquels ntl lui’dén>l>e ses idées, qsc à peine réclamer ce-qui liij appartient , et se retire presque confus, comme s’il avait ntal
DE llA ROTATION DES COItrS. 5 I I invento ce qu’il a.» bien^fcou^ert ? Sint^lier ar(ifi<« , que je n’âî pas besoin -de ‘Caractériser davantage., mais qu'il est' bon de signaler ct^me un des plus nuisibles aRK progrès des sciences , pa^ce qu’il est saifs contredit un jles plus propres à décourager les'iqventeurs ! ^
•Mais je n’étendrâi pas plus loin ces réflexions : et. si le peu qu’on a dit est assez sensible par les eteasples qui précèdent, on le verra se confiriner eiteore par ceùx qui pourront suivre. ».. * . *• . ’
OeVELOPPEM CNT ' DE LA SOLUTION.
Des deux tourbes que ie pôle instaritani de rotation décrit
• à ta /pis da/u le corps et dans t'espace, • .
Dans cette image si claire que nous avons donnée de la rotation des. corps, on voit sur-lc-champ toutes les circonstances et toutes les variétés que ce. mouvement peut oflrir, et l’on est conduit comme par la main aux operations et aux calculs qu’il faut faire , si l’on veut en mer' surer toutes les différentes affections. * ‘
'Et d’abord , cette suite de points par lesquels l’ellipsmde central du corps vient se mettre .en contact avec -le, plan fixe du couple d’impulsion , étant considérée sur la surface de-Tellipsoïde , y marque la route du pôle -instaptanc dans l’intérieur du corps ; et ces mêmes points, étant considérés sur le plan fixe*, y marquent sa route dans l’espace absolu. On peut donc déterminer’ sur-le-champ ce$ deux lignes courbes, et les considérer comme les -bases de deux
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surfaces coniques de même Sqpimet, (iunt l’une, mobile avec le corps , roulant sur l’autre qni est fixé* d»nÿ l’e^ paoc absolu , donnerait à ce le inouvemént préds
qiii l’anime. •- '
Pouiÿ trouver la- première courbe , il n'y a donc qu’ê cherpher la' suite des pAnts oà^l’ellipêoïdp serait toiKhê par un p{an mobile qui resterait toujours à la mcmei distance du centre <|e cetelKpaoide ; ou , ce qui est îa même chose , qui'toucherait it la fois çat ellipsoïde et'une sphère concentrique d’un rayon égal à la distance-donnée.
Tandis que ce pldn trace sur l’ellipsoïde la route du pôle instantané , on pourrait remarquer qu’il trace sur la sphère la routé que le pôle du couplé, qui est fixe dans l’espace , paraît décrire dans l’intérieur du mobile ; c’est une autre courbe du même genre et que nous aurons aussi l’occaaioni de considérer. ‘
Mais , pour ne parler Ici que de la première , on voit donc que cette courbe est 'lui orbe fcrnif, h fiouble’cour^ hun, qui a, comme L’ellipse, quafre sommets principaux où elle est divisée en quatre parties égales et symétriques : espèce de roue «elliptique dont Taxe bp \ essieu est toujours, bu le rayon majevtr, ou le rayon mineur de l’ellipsoïde central , selon que le rayon de la sphère est donne' plus griAd ou plus petit que le rayon moyen de cet ellipsoïde. Cet qrbe à double courbure se projette en une ellipse entière sur Iç plan perpendiculaire à Celui des deux a*«» qui lui sert d’euieu , en on ari d'ellipse sur î’autre plan , et toujours en un arc d’hyperbole sur le plan perpendiculaire à Voie moyen.
•Les-quatre sommets de cet orbe sont les points où le rayon vecteur, et par conséquent, la vitesSe angulaire de rotation , atteint ses valeurs mnxima ou minima ; et l'on
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DK l.A. llOTA■no^ DES COKI’S.- 3 I i |ieul TVmarquer que’ le maximum a toiyours lieu quand le pâle instaiftanc passe aux deux sommets ipii tombent dans le plan principal moyen de l'ellipsoïde; et le , quand il passe aux deux autres sommets de la courbe.
La seconde courbe, pouvant être' considérée comme tracée par celle-ci qu’on ferait rouler, autwtr du centre., sur le plan fixe du couple, est donc une courbe plane, qui circule autour de la projection de ce 'centre, en formant des ondes égales et r^uUères,' correspondantes aux arcs égaux et symétriques de l'orbâte roulante qpi la produit : c’est U n« espèce de courbe circulaire, mais, d'un rayon variable et périodique , et q,ui serpente ainsi l'infini entre deux cercles concentriqijes dont elle va toucher alternativement l’une et l’autre circonférence.
Si l’angle au centre , qui répond à de^x sommets c6nséeudfs de ces ondes e^uidistantes>, est'coimbènsurable avec quatre angles droits , la courbe se fermp après un certain, nombre de révolutions ; ét le pôle instantané qui la décrit revient au même lieu et dan% le corps et dans l’espace tout à la. fois. Mais, dans le cas contraire, • I» courbe ne se ferme point , et le pôle , qui revient toujours périodiquement au même lieu .dans le corp& ,-ne.peut ja^ niais revenir en même temps au même lieiv dans l’espace.
Telles sont les deux courbes décrites par le pôle instantané, l’une dans l’intérieur du corps, et l’autre dans l'espace absolu. Et quoique ces courbes soient Je formes si différentes , com’me c’est un seul et même -point qiu dicrit à la fois l’une et l’autre ,• leurs équations prises. entre le rayon vecteur et la longueur de l’arc décrit, sont exactement uneseule et meme équation-. , , •
Ije cône roulant, k la surface duquel' la preimèrr courlieserl de base, est sinqtleuienl un cAnr droit du se STiTIQTlF l’. 33 ^
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rond degrr; mais .le oeJ«c _/£rr sur l^quel• il mule est uii c6ne transcendant AdhI la surface ondule à l’iltiilii autour de l’axe fixe du «oiiide : c’est aussi une espèce. de cône droit et circulaiie., mais I® surface serait,' |>our
ainsi dire,- c«w/»c/e'e suivant le contour rpguHèreraent ondtilé de la Wnrbe qui lui sert de hase. •
Des nojns qu'on /lourraij donner à ces deux courbes.
On sait qu’un corp?* pesant, projeté comme on voudra dans l’cspatr, tourne sur’ son centre de gravite, exactement de Ma même manière que s’il était libre de toute pesanteur. On voit donc qoe les courbes reroar- ' quables dont -il s'agit sont deux courbes que lu nature nous offre ü chaque instant dans le mouvement des projectiles , et' qu’ainsi chacune d’elles mériterait d’avoir un nom, anssi bien'qiie'la courbe qui est décrite dans l’espace pstr le centre de' gravité , et qiii s’est trouvée la même que la section tonique déjà nommée la parabole.
Je' proposerais donc de donner à ces deux courbes le nom de polodies , en .appelant la première, qui est décrite dans l’intérieur du corps, la polodie é't la seconde, qui est décrite dans l’espace, la polodie absolue : ou.,*si, ron stiniait mieux les distinguer par leur forme particulière , on donnerait à la première courbe', 'qui est un^ orbe elliptique et fermé, .le simple nom de /7oÔM/<e ; et à l’autre, qui est plane et ondulée, celui A’herjiolodie , -afin de* rappeler , avec l’idée du pôle. qui la décrit, la |>Hopiiété qu’elle a île serpenter en circulant autour d’un mèine centre fixe.
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l'ariétéf que ers deux enurhrs peuvent, offrir dans errtnins cas particuliers. * • .
Ces deux courbes ne dépeùdcnt , cosnme on voit, que de quatre données , savoir :* les trois detni-axes ou rayons prinripaux de Tellipsoide central , lesquels sont toujours donnés par kt nature du corps ; et cnr suite la hauteur du centre au-dessus du ' plan tangent du couple, laquelle est donnée par la direction du couple d’impulsion.
Cas singulier où la polodie divvrnt une ellipse , et l'herfios lodie une spirale.
Dans le cas singulier où cette hauteur serait donnée précisément égale i la longueur du rayon moyen de l’ellipsoïde , la polodie devient une ellipse dont le plan passe' parce rayon moyen ; et alors l’herpolodie «fevient une :.</?/raie , laquelle, considérée dans toute son étendue , est en quelque sorte une spirale rfotté/e; je vaux dire qu’elle a un sommet , à gauche et à droite duquel elle jette deux branches' égales qui vont en sens contraires' tourner en spirales autour d’un meme centre fixe : centre dont elles s’approchent sans cesse , et de plus près que tout ce qti’on voudra, comme d'un point asymptotique qti’elles ne peuvent jamais atteindre. Dans ce cas singulier du mouvement des corps , le pôle instantané de la rotation est donc un point toujours nouveau et dans le corps et dans l’edpace absolu , quoique la longueur de la spirale décrite soit finie et tout au plus égale à la demi-circonférence de l'ellipse roulante qui la produit.
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Cas particulicH où clics sc rcduiscnt à un point. ^
Si. la distance du Centre au plan tangent est donnée égale' à l’un des deux rayons extrêmes de l’ellipsoïde; cojnnie cela ne peut^ arriver .qu’en un seul point de la . surface, la polodie et l'herpolodie se réduisent toutes deux à iin seul et même point , et le pôle instantané reste immobile et dans le corps et dans l’espace pendant tout le cours du mouvefnent; et la (néme chose aurait encore lieu dans un cas lurique (appartenant au cas singulier qui pntèdc), celui où le plan du couple serait donné tangent au point précis qui fait le "pôle moyen de l’ellipsoïde central du corps.
Cas particulier relatif à l'espèce du corps , et où tes deux courbes deviennent des cercles.
' Enfin-, si Wcoiq)s est de l’espèce de ceux qui ont dçux de leurs \noinenls principaux d’inertie égaux entre eux , ajKluel cas l’ellipsoïde central est de révolution, la polodie devient, un cercle autour de l’axe de ce sphéroïde , et l’herpolodie est un autre cercle autour de l’axe fixe du roupie. Dans tous les corps de cette espèce , W mouvement est celui d’un cône droit à base circulaire qui roule ‘ uniformément sur up aiitre cône fixe également droit et circulaire. C’est un des cas les plus simples du mouvement de rotation, mais où il faut pourtant remarquer que, si les circonférences des deux- cercles dont il s’agit ne sont point commensurahles entre elles, ce qui arrive le plus généralement , le pôle instantané pe peut jamais revenir en un point' qui tombe à la. fois au même lieu dans le corps et au même lieu dans l’espace absolu.
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Il eït inutile de parler du cas le plus simple de tuus, de celui où r-ellipsoidc' central du corps est une sphère parfaite : car, de quelque manière que le couple soit appliqué , l’axe de la rotation et celui du couple se confondent, et le pôle instantané reste immobile daii^ le corps et dans l’espace absolu.
Vitesses du pâle, sc^t pour décrire ces deux courbes-, suit /mur s'approcher ou s’éloigner du C(;ntrr , soit pour circuler autour de l'axe fixe du couple , etc.
Après avoir examiné la nature de ces deux courbes, décrites par le |M>le, et dont l’é<|uation diftcreiitielle est la même entre l'arc et le rayon vecteur émané du cenle»’ de l’ellipsoïde, on peut considérer la vitesse avec laquelle ce pôle instantané décrit à la fuis l’nne et l’autre ; la vitesse qu’il a |K»ur s’éloigner ou se rapprocher du centre, ce qui est la fluxion du rayon' vectettr, et par conséquent de la vitesse angulaire de rotation ; on peut chercher le mouvement angulaire du pôle auhuirde l’axe fixe du couple d’iinpulsion ; etc. Il est donc facile de détenfiincr les points remanpiàl>les où ces rlifférentes vitesses passent à leur maximum ou minimum ; et c’est ce (pii arrive aux sommets alternatifs des ondes de l’herpolodie.
On pourra simplifier ensuite l’équation de rher|tolodie, en la rapportant ù un rayon vecteur émané de son propre' centre, pris dans le plan même de la courbe , et ù l’angle que ce rayon décrit autour du même centre, etc., etv- El toutes coi expressions n’auront aucune difficulté.
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DcU‘rm:tiatioii du lieu uù le corps arrive au bout d’un . temps donné.
t Enfin , si l’on veut trouver les formules par lesquelles (>n puisse calculer le lieu du corps au bout d’un temps donné, on commencera par déterminer la vitesse angulaire de rotation en fonction du temps, ce qui se fera par une première intégmtion , et donnera le lieu, du pôle instantané à la surface de l’ellipsoïde céntral. Ensuite on intégrera l’équation précédente de l’herpolodie , ce qui donnera le lieu du pôle sur le plan fixe du couple. Et par ces deux quadratures, qui se rapportent naturellement aux transcendantes elliptiques , on pourra dire que le problème propose est entièrement résolu ; je veux dire "(pi’on sera en état d'assigner actuellement le lieu de l'espace où doit SC trouver te corps au bout d 'un temps quelconque donuc. En effet , on n'aura qu’à supposer l’ellipsoïde mis en contact avec le plan fixe, de manière qu’il touché parle point (pi’on- vient de déterminer ^ sa surfaee,. et au poinL qu’on vient de déterminer sur le plan dont il s'agit; et par cette opération , l’ellipsoïde central , et par conséquent le co^ lui-même, se trouvera pose tlans le lieu précis de l’espace où il arrive par son mouvement naturel au bout du temps donné.
On peut varier ces .déterminations de plusieurs manières, en prenant d'antres inconnues, relatives à la jKisitiun du corps; mais, quelles que soient les coordonnées <|u’qii emploie , l’expression de ces quantités en fonction du tcôqis demandera toujours • deujc intégrations tjiii dépendent essentiellement des transcendantes ^Ifipl iques .
Vtdm le cas singulier où la hauteur ilii centre au-dessus
DE LA tiOTATIOm DES CORl'S. 5 KJ du plan fixe est égalé au rayon moyen de l’eUipsoidc , et liù par conséquent la polodie devient une sinrplc ellipse , et l’herpolodie une spirale , la difficulté s’abaisse ; tout sé réduit apx règles ordinaires, 'et ne dépend que des exponentielles ou des logarithmes.
Enfin , pour tous les corps où l’ellipsoidt- central est de révolution, et où par conséquent tout devient uniforme et circulaire, on n'a besoin d’aucune intégration pour déterminer le lieu du corps au bout d’un temps donne. ...
Propriétés des trois axes principaux <lu corps , relatives à la stabilité de la dotation .
Quand le plan du roupie dümpulsion est tel que .le pôle instantané tombe sur l’un des pôles principaux de l’ellipsoïde central , il- y reste toujours; de manière que l’axe instantané, t’axe du_^corps et celui dn couple ne. cessent de se confondre en une seule et^méme droite immobile dans tout le cours du mouvement. Les axes principaux du ^orps sont donc tous trois des axes permanents de rotation ;niaisil y a entre eu.x, comme on le smt , une différence remarquable sous le point de vpç de la stabilité que cbacnn de' ces axes peut, offrir dans la rotation du corps,
Si le pôle instantané tombe actuellement au pôle majeur ou au pôle mineur de rcilipsoïde et (jue par. l’impulsion de (ptelque petit couple étranger , il vienne à en être écarté à une |>etite distance, il ne s’en éloignera guère davantage , parce qu’il décrira sa polçdie autour de ce pôle même du corps d’où il a etc écarte., Mais il n’en est |kis de même (piaiid le péilc instatUane tombe au
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p6tf moytH de l’ellipaoïde ^ car, pour peu qu'un le dérange , il s’en éloignera davantage , s’en allant alors décrire sa polodie, soit autour du'p61e majeur, soit autour du pôle mineur, selon que -ce dérangement accidentel du pôle instantané aura fait augmenter ou diminuer la distance du plan tangent du couple au centre de l'ellipsoïde. Et si ce dérangement est tel que cette distance ii’ait pas varié , ce qui arrive à la surfece le long de deux ellipses singulières qui se croisent au pôle moyén , le pôle instantané ira décrire l’ellipse singulière sur . laquelle on l’aura porté, ou plutôt la moitié de cette ellipse, pour aller retomber sur le pôle moyen opposé de l’ellipsoïde , ce qui est . le plus grand dérangement qui puisse arriver au corps ; ou bien , si le pôle instantané- était porté sur l’âutr^ moitié de la même ellipse , il ^reviendrait aussitôt au p<)le moyen d’ofi il' est parti , ce qui est le plus petit dérangement possible de la rotation' du corps. Il y a donc ici un cas unique où l’axg instantané de rotation, étant écarté de \'çxe moym où il était diabord, non-seulement ne s’en éloigne pas davantage , ÉÜïis même s’en rapproche aussitôt, et de plus près que tout ce qu’on voudra.' Mais , dans tous les autres câs, il va décrire un cône elliptique , soit autour de- l’axe majeur , soit autour de l’axe mineur , ou tracer le plan de l’une où de l’autre des deux ellipses singulières dont j’ai parlé : et l’on peutdii'e que la i:otation du corps autour dt; son axe moyen n’a point de stabilité.
La rotation n’est donc stable qu’autour de l’axe rla plus grand ou du plus petit moment d'inertie du corps : mais il n’en faut pas conclure qu’elle soit également stable |iuur ces deux axes; car, si l’un d’eux düTère peu de l’axe moyen , il n’aura guèic plus de stabiliti’ que
0£ LA ROTATION DiiS CORPS, i’axe mojen liii-ménie , comme on va le voir tout à l’heure.
Decequi fait la mesuiv de la stabilité pour chaeua des deux axes extrêmes de V ellipsoïde central. , ■
Pour se faire une idée nette de cette slabinté, et de ce qui en fait en quelque sorte la mesure pour chacun de ces deux axes , imaginez la surface de l’ellipsoidp comme coupée en quatre parties ou fuseaux elliptiques par les deux ellipses que j’ai considérées et dont les plans se coupent suivant l’axe moyen. Le p6le moyen est donc à l’intersection de ces deux ellipses; le pâle majeur est au centre de l’un des deux fuseaux , et le p61e mineur au centre du fuseau supplémentaire. v
Or, en premier lieu, si le pôle instantané de la rotation tombe ail gèle moyen de l’elKpsoIde, jl est ehtir que, pour peu qu’on le déplace , il va tpmber dans l’un ou l’autre des deux fuseaux dont il s’agit , et décrire son orbe on sa polodie autour de l’un ou de l’autre pôle principal de l’ellipsoïde : ou bien , si on le déplace sur une des deux ellipsM mêmes, il va décrire la moitié de cetle ellipse pour retomber sur le pôle moyen opposé; ou, s’il est porté sur l’autre moitié de la même ellipse, il revient aussitôt*au pôle moyen même d’où on l’a écarté. D’où il. résulte , comme on )’a dil^dcssus, que, hors de ce cas unique de déplaceihent, l’axe moyen du corps n’a aucune ' stabilité.
Actuellement , si le pôle instantané tombe sur le pôle majeur de l'ellipsoïde , il peut être déplacé , comme on voudra, dans toute IVienducdii fuseau environnant, sans l'csser de décrire sji polcxlie autour dn même pôle majeur;
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et si c'est en cela qu’on fait consister la stabilité de l’axe niujeur, on peut dire que la grandeur de ce fuséau un est en quelque sorte la mesure. Et l’on voit de même que l’étendue du fuseau supplémentaire est la mesure de la stabilité de la rotation autour de l’axe mineur. Or, si l’un de ces deu.x a.\es diffère peu de l’axe moyen, le fuseau qui lui répond est très-petit, et le fuseau supplémentaire est très-grand. L’axe peu différent de l’axe moyen a donc très-peu de stabilité, et l’autre axe en a beaucoup. Il n’est tlonc point exact de dire , comme on le fait d’ordinaire , que si l’axe instantané est un peu écérté de l’axe principal qtii n-pond au plus petit, ou au plus grand moment d’inertie du corps, il s’en éloigne très-peu et ne fait que de petites oscillations pendant toute la durée du mouvement : car sMe moment d’inertie relatif ik cet axe diffère peu du moment moyen , le pôle instantané, par un petit dérangement, peut sortir du petit fuseau où il «kt actuellement, pour tomber dans le fuseau voisin et y aller décrire sa polodie autour de l’autre axe ; ou même , s’il n’est déplacé que dans l’intérieur du petit fuseau qui lui répond , il peut V décrire une polodie étroite et fort allongée , et par cons«‘quent faire de très-grandes oscillations autour du pèle principal d’où on Fa écarte.
Dans les corps ^ofi l’un des moments extrêmes d’inertie diffère peu du moment moyen, et par conséquenFoù l’ellipsoïde central du corps est jîhtsque de révolution autour *de l’un de ses axes, la stabilité de la rotition n’est donc vraiment assurée que pour cet axe. C’est le cas de la Terre, dont la rotation est très-stable autour de son axe actuel, et le serait très7peu autour du ln)isième axe qui , comme o"n le sait, diffère tn'-s-peu de l’axe moyen.
DE EA UUTATION. DES CORPS
MoKffrncnts des axes principaux^ du corpi dans l’espace absolu.
Nous avons copsidcrc le mouvement tlu pôle instantané de rotation , et dans le corps et dans l'espace : mai» on |K>urrait demander quels sont les mouvements des pôles memes de l’ellipsoïde central; leurs vitesses pour circuler autour de l’axe fixe du couple d’impulsion , pour s’abaisser uu se relever sur le plan perpendiculaire à cet axe, ce qui donne leurs mouvements naturels de précession et de nutation : on peut examiner la nature' et les propriétés des trois courbes, ou herpolodies , que les projections de ces trois pôles princij)aux tracent en même temps sur le plan fixe, etc., etc.; et l’on trouvera de la manière la plus facile beaucoup de propriétés, curieuses sur le mouvement des corps.
Et par exemple, je suppose tju’on prenne, sur les trois axes principaux du corps, et à partir du centre, trois lignes de même longueur; si, pendant le mouvement du corps , p/j regarde les trois secteurs t/ue leurs projections décrivent sur le plan du couple , on trouvera que la somme de ces trois aires variables est proportionnelle au temps.
Que S! , au lieu de prendre , sur les axes principaux , trois lignes égales , on prend trois lignes proportionnelles aux racines carrées des moments d'inertie, ou à ce que je nomme les bbas de l’iwertie du corps autour des me'mcs axes , OH trouvera que la somme des aires tracées par les projections de ces lignes inégales est aussi proportionnelle au temps ; • '
Théorèmes simples et en quelque sorte géométriques, qu il faut distinguer du théorème dynamique sur les aires tracées par tous les rayons vecteurs menes aux raole-
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cilles du corps , quoiqu'il soit facile de rapprocher ces expressions, qui viennent au fond du même principe.
On trouvera des théorèmes analogies relatifs aux mouvements dé nutation des trois a<es prin^j|||iux du corps , vers le plan fixe du couple d’impulsion. Et en effet , si l’on considère les trois pâles principaux de l'ellipsoïde central, on verra- que la somme des carrés de leurs distances a l’axe du couple est constante;
Et que la somme de ces carrés multipliés respectivement par les moments d’inertie du corps est aussi constante dans tout le cours du mouvement.
Enfin , si l’on considère les courbes décrites par les projections de ces pôles sur le môme plan fixe , on verra que ces courbes sont du même genre que l’herpolodie décrite par le pôle instantané de rotation.
Dans le cas général, celui des deux pôles, majeur ou mineur, qui fait le centre de la polodie , décrit une courbe qui forme, comme l’her{)olodie, des ondes égales et re> gulières autour du même centre. Les sommets supérieurs de l’une répondent aux sommets supérieurs de l’autre, et les inférieurs aux inférieurs. Pendant ce temps, les deux autres pôles décrivent aussi des courbes’ régulièrement ondulées : mais, quand l’un passe aux sommets supérieurs de 'Sa courbe , l’autre pusse aux sommets inférieurs de la sienne; et céla, à un angle dtoit de distance l’un de l’autre.
Dans le c«5 w/ig'ttôer OH la polodie est une ellipse et l’herpolodie une spirale, le pôle moyen du corps décrit aussi une spirale qui va sans cesse en se rapprochant du centre , et de plus près que tout ce qu’on voudra , sans |Mnivoir jamais l’atteindre : les deux autres pôles décrivent aussi des spirales, mais en quelque sorte il’nne aiitri-
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«■spècc ; car chacune de ces spirales , an lieu de s’approcher du centre , s’en éloigne depuis une certaine distance minimum jusqu'à une distance maxtmtim qu'elle ne |>eut jamais atteindre; de sorte qu’elle va sans cesse en s'epanouissant vers une circonférence de cercle qui en est comme l’asjrmptote. «
On peut faire encore une remarque ciirieuse sur ce cassingulier du mouvement dc^s corps : c'est qu'il y a dans le plan moyen de l'cUipsoide central un certaindramètre qui a cette propriété remarquable de rester toujours perpendiculaire à l'axe fixe du couple d'impulsion, de décrire ainsi le plan même de ce couple , et de le décrire d'un mouvement uniforme ; de sorte que tout le mouvement du corps consiste h tourner sur ce diamètre singulier avec une vitesse variable, tandis que ce diamètre décrit uniformément un cercle dans l’espace. '
Quand l'ellipsoïde central est de révolution , le pdle de la figure décrit un cercle , comme le pAle instantané. Dans ce ras, il n'y a, à proprement parler, d’autre pèle que celui qui fait l’extrémité de l’axe du sphéroïde : mais si l’on voulait en marquer arbitrairement deux autres sur l’équateur, à un angle droit de distance , et considérer les deux courbes que leurs projections décrivent, on aurait deux courbes parfaitement égales, mais non point circulaires : ce seraient deux herpolodies égales autour du même centre, et dont les sommets de noms <lifTérents seraient toujours à un angle droit de distance l’un de l’autre.
Sinus aunons encore à présenter de nouveljes propriétés et de nouvelles images de la rotation -des corps. Et par exemple, il est aise de voir que ce mouvement est de telle nature que l’ellipsoïde central se trouve coupe sans cesse
ETC
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par le plan fixe du couple d’impulsion suivant une ellipse dont la forme varie, mais dont la surface demeure ennstante dans tout le cours du mouvement. - ‘
De sorte que, si l’on se' représentait l’ellipsoïde central du rorps comhic plongé dans un fluide sans résistanre , dont ce pian flxe serait le niveau , on pourrait dire que , l>endant le mouvement du corps, la section à fleur d’eau reste toiq’onrs de même grandeur. ^
Et de là on peut passer à une nouvelle image du moiiv veinent du corps, et le. représenter par celui d’un clinc elliptique qui roule sur le plan même du couple d'impuJ-'' sion avec une vitesse variable, et qui glisse .tur ee plan avec une vitesse uniforme; etc., etc. Mais toutes ces propriétés'seront développées dans le Ménmire.
^ On voit combien ces images éclaircissent et rectifient ^les idées, même dan< les.|ioints les plus élémentaires de la théorie de la rotation des corps. Ceux qui cultivent la gévimétrie des sorfaces du second ordre en tireront sans peine une foule de propriétés curieuses sur ce mouvement; car chaque proposition de Géométrie pourra leuç donner un théorème correspondant en Dynamique, ülais le grand avantage de nos principes est d’offrir des démonstrations faciles de ces mouvements de précession et Aq nutation des é<|ualeurs des corps célestes, du nwuvemenrTde.s ntfuds de leurs orbites, etc.; de simplifie^ ainsi , et qnclquefow de rectifies ces théories diGBciles, comme on en a déjà vu un . exemple dans b détermination de ce plan' unique et invariable d»-s aires que |’ai nommé VéqiialÊUr^^ du système du Monde. _ - -rs •* «-.
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