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AVERTISSEMENT
Ces Éléments de Trigonométrie sont conformes aux lindications du programme de l'Enseignement secondaire “spécial; ils contiennent cependant toutes les connaissances exigées pour le baccalauréat ès sciences et pour les con- ‘cours d'admission à toutes les éco
| les du gouvernement.
«Certains détails peuvent être
omis dans un cours très- 4.
mentaire destiné à initier aux premières notions de lu «Trigonométrie ; tels sont : les discussions et les diverses “applications qui supposent la connaissance des équations du second degré.
Quelques théories, ne répondant qu’à des exigences l péciales, ont été placées en Appendice. Les élèves assez “avancés pourront les consulter avec fruit : ils y trouveont les solutions de plusieurs questions i Indépendamment des applications dével Mexte, de nombreux exercice fin du Traité pour servir de
mportantes.
oppées dans le s gradués ont été placés à la complément aux divers chaitres , et pour familiariser le
4 s élèves avec les formules et Re
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les calculs de la Trigonométrie. Ces exercices sont suivis d'un recueil de problèmes donnés pour la plupart dans différents examens. Dans les cours où l’on n’a en vue que l'étude de la Trigonométrie, on pourra résoudre ces problèmes avec les tables de logarithmes à 5 décimales, qui permettent d'opérer plus rapidement; mais si l’on se propose la préparation aux examens, les calculs devront être faits avec les tables à 7 décimales : car malgré les instructions ministérielles, qui autorisent les autres tables aux examens du baccalauréat ès sciences, l'usage continue à prévaloir presque généralement de n’admettre que les tables à 7 décimales. D'ailleurs, ces tables sont formellement prescrites dans les concours d'admission à toutes les écoles du gouvernement, et les données des problèmes les imposent rigoureusement. Les candidats doivent donc s'exercer à calculer avec ces tables (Voir n° 41).
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DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES
$ I. — Notions préliminaires,
11. La Tre trie i L: He, oies la partie des mathématiques qui a ë déterminer, à l'aid 3 ifTé LE” parties d’un triangle, . Ron note 1 ÿ a six éléments à considé LR Onsidére: a i rois côté Ds angles NA AAC ans un triangle, trois côtés et mn Fe de Fe parties sont connues , on peut 1 es trois autres, pourvu que "mi lé r on il y ait au moins un côté As diesoudre à 10 5 fn : dou its c'est déterminer la valeur numérique onnus lorsqu'on a de 6 , ments 1 s données suffi EE ae ë suffisantes.
| en à résoudre graphiquement les triangles AE. à cause des erreurs inséparables de toute opéeut nt les résultats sont {oujours peu exacts et l'on + Le pa l'approximation obtenue; tandis que le calcul Dre sr une rigoureuse et d'indiquer le € appro: n Sur lequel on peut Pour éviter d'introdui a Lo. . d Re dans le calcul des quantités complexes : arcs servant de mesure aux angles par certains
SN
2 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE rapports qui varient en même temps que les angles, et auxquels nom on donne le nom de rapports trigonométriques où fonctions
circulaires. On peut dire que la Trigonométrie « pour objet lé |: 2700
ude des fon s circulaires l les fonchons circulaires. pothès sent au 9, Les rapports trigonométriques sont au nombre de six, lignes savoir : le sinus, la langente, la sécante, le cosir us, la cotan- : vante : ; ÿ F É h
gente et la cosécante. (On écrit, pour abréger : sûn., lg., Sec. F COS., cot., COséc.) 0!
culaire
7 Pour en donner une première idée, prenons | {és de ï /° un angle AOB, décrivons de son sommet, avec : l'autre K un rayon arbitraire, l'arc AB; puis abaissons On « \ | d'une des extrémités B une perpendiculaire »4, : BP ; langent sur le rayon OA. Le rapport 53 est ce qu'on «extrémi AA rayon ÿ A appelle le sinus de l'arc AB ou de l'angle AOB ts Fig. 1. Au point A, élevons une perpendiculairt # : = à On à AT, et prolongeons OB jusqu’à sa rencontre avec cette perpendi Mstre ‘ AT Fe culaire. Le rapport OA s'appelle la tangente de l'arc AB ou di # L'arc OT cet arcs l'angle AOB, et le rapport 5x s'appelle la sécante. OS la c
On appelle cosinus, colangente et cosécante d'un arc, | & Rem sinus, la tangente et la sécante du complément de cet arc; Ct &ore se fonctions sont désignées sous le nom de fonctions complémer | qu taires. À:
| donc déf 3. L'angle AOB (fig. 1) étant connu, les rapports Da: + C pre ei demeurent invariables, quel que soit le rayon. , 5. On] Par exemple, si du sommet de l'angle: hométriq 1 (fig. 2), on décrit différents arcs AB, A'B'. Dre À les triangles semblables POB, P'OB"..., do sin
B'P" BP _B:
nent évidemment 55 — Gp OA — Ü à tq — sin, AOB. On démontrerait de même (| À
les autres fonctions trigonométriques : M cof
l'angle AOB restent constantes quand …
rayon varie. Ü sec.
On peut donc prendre pour unité le rayon d'un cercie que w
conque, et compter sur la circonférence les arcs qui servent
mesure aux angles. Ce cercle de rayon { s'appelle cercle tri
COSEC «
LIGNE gles, et auxquels ues ou fonctions ie e a pour objet l'é-
nombre de six, osir 48, la cotanri: sn, lg, SÛC.,
ière idée, prenons * son sommet, avec \B; puis abaissons e perpendiculaire
} BE est ce qu’oi ou de l'angle AOB ne perpendiculair vec cette perpendi:
de l'arc AB ou d
cante.
sante d'un arc, |
ent de cet arc; ce ctions complémei
BP AT O© ports O1’ O1’ Ü à l ommet de l'angle:
ats arcs AB, A'B’.
s POB, P'OB’.., do B'P’ B' = Op °! OA U trerait de même (| rigonométriques !
“onstantes quand
n d’un cercle qu
arcs qui servent ppelle cercle trij
CHAPITRE 1, — DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 3 nomélrique : il a pour circonférence A, et les arcs de 90°, 180o,
: T 37 270° ont respectivement pour valeur ;,* et ÿy: Dans cette hy-
centre et le pied du sinus,
pothèse, les rapports que nous venons de
sent au seul nu méraleur; on peut dès lors les appeler simplement
lignes lrigonométriques , et les définir vante :
4. On appelle sinus d'un are 1 culaire MP abaissée de l'une tés de cet arc sur l'autre extrémité.
On appelle Tan GENTE la partie AT de la langente géométrique menée à l’une des Lextrémités de cet arc, Cl limitée par le rayon prolongé passant par l’autre extrémité.
, On appelle sécanrr Je r' ‘centre et la tangente,
L'arc MB étant complémentaire de 1° cet arc s'appelle cosinus de l'arc OS la COSÉCANTE,
à perpendides extrémile rayon qui passe par
Remarques. I, Le sinus MP
d'un arc AM Corde qui sous-tend un
arc double MAM'!.
IL. À cause des parallèles MP donc définir le cosinus : Ja
« 5. On pourrait aussi rapporter nométriques à celles du sinus e
n { du cosinus.
& l'arc AM,ona (fig. 3) :
sin a=MP, cos a=OP;
E D mr.
4 BS_MQ cœa
Ÿ TRE D =, et par suite, séc a=0T__0M 1
OA OP cos a:
net OM | Coséc UD 00 y
ayon prolongé OT Compris
arc AM, AM; BS en est la COTANGENTE el
et OB, ona MQ=— OP; partie du rayon comprise
considérer se rédui-
de la manière sui-
Fig, 3, entre le
le sinus MQ de
es{ la moitié de la
on peul entre le
les définitions des lignes trigo-
Si l’on désigne par
Co a= — ; ty a
Donc, la tangente est le rapport du sinus au cosinus, et la Colangente , l'inverse de ce rapport; la sécante est l'inverse du Cosinus, et la cosécante, l'inverse du sinus.
Le produit de deux nombres inverses étant l'unité, il en est de même du produit des six lignes trigonométriques,
$ IL. — Variations des lignes trigonométriques,.
6. Pour donner aux théories de Ja Trigonométrie toute la géné-
_ralité qu’elles comportent, on considère des arcs et des angles
de toute grandeur, positifs et négatifs. À cet effet, on prend sur le cercle trigonométrique un point fixe
B arbitraire À (fig. 4) appelé origine des
ne arcs , et l’on mène les diamètres rectan-
/ = \ gulaires AA’, BB. On suppose ensuite à. qu'un point mobile M part du point A et | 0} se meut sur la circonférence, dans le sens
ABA'; l'arc qu'il décrit varie d'une manière continue, Il est nul quand le point DE mobile est en A; mais il croit d’abord de
0 à 5 quand le point M parcourt le pre-
mier quadrant AB; puis de 5 à % quand le point M décrit le
: : | JT deuxième quadrant BA’; ensuite de * à 7 quand il parcourt
ur à 37 , s le troisième quadrant, et enfin de D à 25 quand il parcourt le
quatrième quadrant pour revenir au point de départ. On peut concevoir que le point mobile fait un second tour, puis un troisième, et ainsi de suite; le chemin qu'il parcourt croît alors indéfiniment.
Si le point décrivant M, au lieu de se mouvoir dans le sens ABA", comme nous l'avons supposé, se meut dans le sens contraire AB'A'.., on convient d'indiquer ce changement de sens par un Changement de signe, et l’on regarde l'arc parcouru comme négatif ; cet arc peut ainsi décroitre indéfiniment, car une quentité négative décroît à mesure qu’elle augmente en valeur absolue,
L'arc est donc une grandeur variable susceptible de prendre toutes les valeurs depuis — jusqu'à +oc
à LA
Pareil] OM ton AOM; ce tous les droits; e jusqu’à l°
7. Dési, mobile re circonfér arcs parc Ür+a,e —0r+a, mile en À
K désigne
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E Pareillement, le point M Parcourant la circonférence, le rayon cosinus , et la ë OM tourne autour du point O et engendre un angle variable st l'inverse du AOM; cet angle, ayant pour mesure l'arc AM, passe aussi par
« tous les états de grandeur : il peut Surpasser deux droits, quatre nité, il en est À droits; en un mot, croître jusqu'à l'infini positif ou décroître les, + jusqu'à l'infini négatif.
+ 7. Désignons par & un arc quelconque AM (fig. 4). Lorsque le \étriques. mobile revient en M après avoir parcouru une, deux, trois, etc.,
| circonférnces dans le sens positif ou dan: le sens négatif, les toute la géné- ; arcs parcourus sont, dans le premier Cas : 2744, 4T+ a, 21 des angles 4 so, elc., et dans le deuxième Cas : —22r+0a, — +4, -on prend eur j —07a, etc, Donc, en général, les arcs qui ont leur extréun point fixe M 4 en M sont donnés par la formr : : 2Kr+a, dans laquelle origine des M K désigne un nombre entier quelconque, positif ou négatif. ètres rectanpose ensuite lu point À et brique est égale à 5 Si donc l’un des arcs est supérieur à 90, , dans le sens 2 ie d’une ma- Ÿ son complément est négatif, and le point « De même, Ît d’abord de
rcourt le pre-
On appelle arcs complémentaires ceux dont la somme aigé
OS
on appelle arcs supplémentaires ceux dont la somme «ljébrique est égale à x.
Si deux arcs Supplémentaires ont une même origine À (fig. 5), leurs extrémités sont Sur une parallèle au diamètre AA’.
Tels sont les arcs AM et AM’, ce dernier ayant pour supplément A'M'= AM.
En désignant par & l'arc AM, son supplément s'écrira F—a et son complément
; M décrit le d il parcourt
il parcourt le
art. On peut puis un troi- L croît alors
9. On est convenu de regarder les lignes trigonométriques comme positives lorsqu'elles ont le même sens que dans le premier quadrant AB du cercle trigonométrique, et comme négalives, quand elles ont un sens contraire,
Ainsi les sinus et les tangentes sont positifs au-dessus du diamètre AA’ (fig. 6), et négatifs au-dessous. Les cosinus et les Cotangentes sont positifs à droite du diamètre BR’, et négatifs à Sauche, Enfin jes sécantes et les cosécantes sont positives quand l'extrémité de l'arc est comprise entre le centre et la langente , et négatives dans le Cas contraire. Les sécantes et les cosécantes
dans le sens le sens conde sens par Juru comme d'une quen- \ valeur ab-
de prendre
positives passent par l'extrémité de l'arc, tandis que celles qui sont négatives n'y passent pas.
Variations du sinus et du cosinus
1° Sinus. Le point M étant à l'origine , l'arc est nul, et le sinus égale zéro; si le point M s'avance de À en B (fig. 6) sur la cir-
SM = prend toutes les valeurs comprises entre
- : st B lérence, l'arc croît de 0 à ; et le sinus | | | \ Oct. Si le point M continue à se mou-
: : T , voir de B en À, l'arc croît de 5 à %, el
/ le sinus décroit de 1 à 0. Si le point M dépasse À’, le sinus devient négatif, et l'arc
croissant de x à ee, le sinus décroit de 0 à —1. Si l'arc croit de Eu à 27, le sinus reste négatif et croit de —1 à 0.
Si l’on fait ensuite croître l'arc indéfiniment au delà d'une circonférence, le point M revient aux mêmes positions, et le sinus reprend périodiquement toutes les mêmes valeurs.
On retrouverait également les mêmes valeurs, mais dans un ordre inverse, si le point décrivant M parcourait la circonférence dans le sens négatif AB'A’.
En résumé, le sinus peut prendre toutes les valeurs comprises entre —1 et +1 en passant par zéro; il atteint son maximum quand l'extrémité de l'arc est en B , et son minimum quand l'arc se lermine en B'. Tous les arcs dont l'extrémité est sur le premier ou sur le deuxième quadrant ont leur sinus positif, tandis que Ceux qui se terminent dans le troisième ou le quatrième quadrant ont leur sinus négatif,
En désignant par à l'arc AM, ona sin a = MP. Tous les arcs dont l'extrémité est en M ont également MP pour sinus. Donc (n° 6),
sin a=Ssin(2Kr+ a).
2° Cosinus. Le point M étant à l'origine, l'arc est nul et le cosinus égale 1. Si le point M décrit l'arc AB, c'est-à-dire si l'arc N . , .
croit de0à 5, le point P se rapproche du centre et parcourt AO, par Conséquent le cosinus décroit de 1 à 0. De même si l'arc
croît de
L'arc cr
croît de
Quanc cosinus Le cos il est pc quatrièn deux aut On a, Ainsi, de grand devait êt l'arc con
Va 1° Tan L'arc croi
gente cro M est er étant pa ainsi, de +oc. Si la tangen très-grand c’est ce q que l'arc out” 0 L'arc cr quand l’ar depuis — Si l'arc valeurs et terminés « pour les à
NE
que celles qui
nul, et le sinus . 6) sur la cir-
» €t le sinus mprises entre nue à se mou-
LE
de 5 à 7%, el le point M déégatif, et l'arc
aus décroît de
négatif et croil
au delà d'une ositions, et le valeurs,
mais dans un it la circonfé-
urs comprises son maximum im quand l'arc st sur le pre- 0sitif, tandis le quatrième
Tous les arcs 1s. Donc (n° 6),
est nul et le à-dire si l'arc
parcourt AO,
nême si l'arc
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croît de > à #, le cosinus devient négatif et décroît de 0 à —1.
L'arc croissant de x à
ÿ le cosinus croît de —1 à 0; et si l'arc
croît de fe à 27, le cosinus devient positif et croît de 0 à 1.
Quand l’arc croît indéfiniment au delà d'une circonférence, le cosinus reprend les mêmes valeurs et dans le même ordre,
Le cosinus varie donc entre —1 et +1 en passant par zéro; il est positif pour tout arc terminé dans le premier ou dans le quatrième quadrant, et négatif pour les arcs terminés dans les deux autres.
On a, comme pour le sinus, cos a—=cos(2Kr+ a).
Ainsi, le sinus et le cosinus subissent les mêmes variations de grandeur et de signe; l’ordre seul est différent : ce résultat devait être prévu , puisque le cosinus d'un arc est le sinus de l'arc complémentaire.
Variations de la tangente et de la cotangente
1° Tangente. Lorsque l'arc est nul, la tangente égale zér FA q ; 8 0.
. . . 4 ui € j: L'arc croissant depuis 0 jusqu'à 4, la tan- ÂT
gente croit indéfiniment. Lorsque le point M est en B, la sécante et la tangente étant parallèles, la tangente est infinie ;
— , 7 à ; ainsi, de 0 à ; la tangente croit de 0 à
+. Si le point M dépasse le point B, la tangente conserve une valeur absolue très-grande et devient subitement négative ; c’est ce qu'on exprime en disant que, lors-
Fig, 7.
, % ui À que l'arc dépasse 9: la tangente passe brusquement de à
. r ., n + L'arc croissant de 3 à x, la tangente croît de —oc à 0. Ainsi
quand l'arc varie de 0 à x, la tangente prend toutes les valeurs depuis —S jusqu'à +, y compris (,
Si l'arc continue à croître, la tængente reprend les mêmes valeurs et dans le même ordre. Elle est positive pour les arcs terminés dans le premier et dans le troisième quadrant, négative pour les arcs qui se terminent dans les deux autres.
En désignant l'arc AM par a, on a {ja = AT, Lorsque le point décrivant passe en M ou en M;, après avoir parcouru une, deux, trois, etc., demi-circonférences, dans le sens positif ou dans le sens négatif, les arcs décrits ont toujours leur tangente égale à AT, Donc on a :
{ja=tgj(Kr+a).
2 Cotangente. La Ccotangente d’un arc étant la tangente du complément, subit les mêmes variations de grandeur : elle est positive dans le premier et le troisième quadrant, et négative dans les deux autres,
La figure 8 montre que l'arc étant
he — nul, la cotangente est infinie. Quand | + : T :
a l'arc croît de 0 à 5, la cotangente défl x < 4 \ 7 AE \ Tr Lier ie le croît de +c à 0. De ; à x, elle con- Ve Re 4 MX” | SYME tinue à décroître Jusqu'à — 2. Si le nr point décrivant dépasse A’, la cotance = gente devient subitement positive et Fige-8 reprend dans le même ordre les valeurs précédentes.
En désignant l'arc AM par &, on a comme précédemment : cota=cot(Kr+a).
Variations de la sécante et de la cosécante
1° Sécante. Lorsque l'arc est nul, la sécante se confond avec le rayon; donc séc0=1. On voit sur la figure 7 que l'arc crois-
1 Si l'on mére une tangente au point M, on
a évidemment OS=OT, et l'on peut définir la sécante {a partie OS du rayon prolongé comprise a entre le centre et la tangente mence par l'extréà: 4 miîité M de l'arc, OR est alors la cosécante de He Ÿ NU l'are AM. Cette nouvelle définition qui tend à À — te — n — Y prévaloir aujourd’hui , est une modification très- LÉ heureuse ; elle rend extrêmement simple l'étude / des variations de la sécante ct de la cosécante, cb permet d'exprimer plus facilement la règle
Eu conventionnelle sur les signes des lignes trigo- Fig. 9. nométriques ; toutes les longueurs comptées sur = AA sont positives à droite du centre et négatives à gauche; et toutes les Perpendiculaires à AA' sont Positives au-dessus de ce diamètre et négatives au-dessous.
sant de
est nég dépass
plus pe
nue de sitive € prise e
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90 € nécesse montre deuxièr
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décroît
Quand
négativ aT
décroît
L suivant
Cos a!
Tang a! { Cot alo | Séc a |
À Coséca lo
On pe des fonc
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. Lorsque le point "couru une, deux, positif ou dans le r langente égale
t la tangente du andeur : elle est ant, et négative
que l'arc élant t infinie. Quand
à cotangente dé-
T 9 à x, elle con-
là —2C. Si le se A’, la cotanent positive et ordre les valeurs
écédemment :
se confond avec que l'arc crois-
ite au point M,on l'on peut définir la : prolongé comprise menée par l’extrérs la cosécante de inition qui tend à > modification trèsent simple l'étude t de la cosécante, acilement la règle s des lignes trigoleurs comptées sur lu centre et négalives au-dessus de
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sant de 0 à 3 la sécante croît de 1 à +oc. De
est négative, et elle croît de — à —1. Si le point décrivant dépasse A’ et vient, par exemple, en M,, la sécante , ne passant
plus par l'extrémité de l'arc, est négative; de * à , elle dimi-
ui La o à%, la sécante
2 7 : 37 nue depuis —1 jusqu'à —, Enfin de ÿ à 2x, elle est positive et décroît de + à 1. La sécante n'a aucune valeur comprise entre —1 et +1,
En désignant l'arc AM par «, on à :
séc a—séc(2Kr+a).
2° Gosécante. Les variations de grandeur de cette ligne sont nécessairement les mêmes que pour la sécante. La figure 8 montre que la cosécante est positive dans le premier et le deuxième quadrant, négative dans les deux autres.
A . , Li Lorsque l'arc est nul, la cosécante est infinie ; de 0 à >, elle
décroît de + à 1 ; de 5 à 7, elle croît depuis 1 jusqu'à oc. Quand le point décrivant dépasse A’, elle devient subitement négative, puisqu'elle ne passe plus par l'extrémité de l'arc; de x à ÿ elle croît depuis —c jusqu'à —1, et de a à 2x, elle décroît de —1 à —oc. On a comme pour la sécante !
coséc a=.coséc(9Kr+a).
13. Le résultat de cette discussion est résumé dans le tableau suivant :
6 | Arc a | 0 : T ne | 27% 2 D
Sin a! 0 |croît 1 |décroît| O0 |décroît| —1 |croît 0
Cos a! 1 |décroit| O0 |décroit! —1 croit 0 croît 1
Tang a! 0 croît |+æ| croit 0 croit |+o croît 0 JCot aloc|décroit! 0 |décroit :+oC|décroît| 0 |décroît| ASéc a|1 croît |+oc|décroit! —1 | décroit | +oC |décroit! 1 A Coséca ec | décroît | 1 |eroîl IF | croit —1 |décroit| —oe
On peut embrasser d’un coup d'œil l'ensemble des variations des fonctions trigonométriques en suivant le tracé de quelques
courbes que l’on à construites en port longueurs successives de l'arc a, et en ordonnées les valeurs Correspondantes de la fonction considérée, puis en joignant les points obtenus par un trait continu, La figure 10 montre les variations du sinus pour un arc compris entre 0 et 2x. L'abscisse
ant en abscisses diverses
ÿ a — Re 7) 74 | | Er Ne PERe :
M CT TPS lo me : a 3 PE | / à à % / she he
Fig, 10, — Variations du sinus,
OM" du point A, par exemple, ét de l'arc OM, l’ordonnée AM’ du de sin OM; AM'—Mp. Les var représentées par la figure 11,
ant égale au développement même point indique la valeur iations du cosinus sont de même et ainsi des autres.
j pi =: Je ' à FER Aer. He O\ n R, 7 ; ST, KES Es. 6 EAN 2 k: / * D 1 AN } — ' \ ' 0 / \ ï 1 \ ' \' 5 | I f; l Fig. 12,
Fig. 13,
Variations de la tangente et de la cotangente,
CHAPITRE 1, — DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES
Fig. 14.
Variations de la sécante et de la cosécante.
Fig. 15.
14. Résumé, L'étude qui vient d’être faite sur les fonctions trigonométriques conduit aux remarques suivantes qu'il importe de bien retenir :
1° Le sinus et le cosinus varient de —1 à +1; la lang. et la cotang., de —oc à +oc; mais la séc. et la coséc. n’ont aucune valeur entre —1 et +1, tandis qu’elles admettent toutes les autres valeurs. Par conséquent , tout nombre compris entre —1 et +1 peut être regardé, soit comme un sin., soit comme un cos, ; tout nombre positif ou négatif peut être regardé comme une {ang. ou une cotang., etc.
2° Le signe d’un rapport étant aussi celui de son inverse, la coséc. est toujours de même signe que le sin. ; la cotang., de même signe que la {ang., et la séc., de même signe que le cos. Mais is valeurs augmentent ou diminuent en sens contraire : quand le sin. augmente, la coséc, diminue, etc.
3° Quand un arc se termine dans le premier quadrant, foules ses lignes trigonométriques sont positives : s'il se termine dans le deuxième quadrant, le sin. et la coséc. seuls sont positifs ; dans le troisième quadrant, la fang. et la cotang. sont positives; dans le quatrième quadrant, la sec. et le cos. sont positifs. Chaque ligne trigonométrique est donc positive dans deux quadrants et négative dans les deux autres.
CPR TE
19 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE Ces notions sont résumées dans le tableau suivant :
‘Sinus, Cosinus, Tangente,
Fe E 2 EN E
er
Leg 6
= Ë += EE -D + Cosécante, Sécante,
Cotangente,
S III. — Relations entre les lignes trigonométriques
de quelques arcs.
15. 1° Lorsqu'on ajoute où qu'on retranche à un arc un nombre quelconque de Circonférences, l'arc obtenu a les mêmes lignes trigonométriques que le Premier. Car ilales mêmes extrémités.
Donc, en désignant Par & un arc quelconque, on peut écrire : sin a= sin (2Kr—a), cos a— COS (2Kr<a), 49 a— {9 (2Kr + a) coséc a—coséc (2Kr+a), séc a—sSéc(2K7 a) formules déjà trouvées (nos 10, 11 et 12).
2° Deux arcs AM et AM égaux et de signes Contraires, sont
T Symétriquement placées par rapport au s__8 /| diamètre AA; ils ont donc des lignes tri-
| à 80nométriques égales en valeur absolue et AN | / 1 \| de signes contraires, à l'exception du cosi-
12 \/ nus OP et de la sécante OT —OT" qui ont ne i) Ja le même signe, .
nl » CoOta=cot (2Kr+a),
| \ IP | /| Donc, si l’on change le signe d'un arc, Jar les lignes lrigonométriques Conservent \ leur valeur absolue, et changent de signe \T' à l'exception du Cosinus ef de la sécante. Fig. 16. On peut écrire :
T Les
sin (
coséc |
JT rence Oppose ces art à l'exc {angen
Don à un lignes valeur l'excer gente.
On a
sin(r coséc(r
Les c chant à cela rex confére
4° Lo
complé triangle OAT — que les l'arc A1 aux ligi AM',etr sont de tion du OS du p signe qu
GNE vant : gente,
© tes
ométriques
à un arc un L a les mêmes mêmes extré-
| peut écrire :
lg (2Kx + a), =cot(2Kr+-a),
traires , sont
rapport au es lignes triir absolue et tion du cosi- =OT" qui ont
te d'un arc,
conservent nt de signe la sécante.
CHAPITRE I, — DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 13 SiN(—a)=—-sin à, COS(—a)= cos à, {g(—a)=— (ga, COSÉC(—4a)=—coséc a, séc (—a)=séc a, cotg (—4)= — cotg a,
3 Deux arcs AM et AM’, qui diffèrent d'une demi-circonference, ont leurs extrémités diamétralement opposées; les lignes trigonométriques de LE ces arcs sont égales et de signes contraires, hi | à l'exception de la tangente AT et de la co- 2 A | tangente BS qui ont le même signe, /
Donc, si l’on ajoute ou si l'on retranche ap À à un arc une demi-circonférence, les “TT 6 F
lignes lrigonométriques conservent leur \ 2 À
; 1 . s \ 17 valeur absolue, et changent de signe à MK | l'exception de la tangente et de la cotan- ne gente. 1ge 1
On à donc :
Sin(r+a)=—sin à, COS(r+-a)—— cos à, tg(r+a)=tg a, coséc (ra) —— coséc a, séc (r+a)=—séca, coty (t+a)=cotg a.
Les conséquences seraient les mêmes en ajoutant ou en retranchant à un are un nombre impair de demi-circonférences; car cela revient à ajouter ou à retrancher un nombre entier de circonférences (n° 15, 10), plus une demi-circonférence.
4° Lorsqu'on ajoute 5 à un arc AM, l'arc obtenu AM’ est le complément du premier {n° 8), Or les triangles rectangles égaux OMP—OMP’, OAÂAT=OBS" et OAT'—OBS, montrent que les lignes trigonométriques de l'arc AM sont égales en valeur absolue aux lignes complémentaires de l'arc AM’, et réciproquement ; mais ces lignes sont de signes contraires, à l’exception du cosinus OP et de la sécante OS du premier arc, qui sont de même Fig. 18.
signe que le sinus M'P' et la cosécante OT’ du deuxième arc.
Le résultat
. A T * serait le même en retranchant ÿ à l'arc AM.
Donc, si l’on ajoute ou si l’on retranche > à un arc, les
lignes 'igonométriques se changent
laires, el prennent des signes conti
cosinus e{ de la sécante «Le l'arc On à ainsi :
: Tr T ’ 1" STATE S]=—cosa, cos 4EG]=sina, tg{a+-
L9]=—colga, h T ’ , T ° T COsec| a+ 5 ——sS0Ca, sec (0 —Cosec a, cotq at —=—{4 4,
en lignes complémen- ‘aires à l'exception du donné.
90 Enfin deux ares supplémentaires AM et AM’ extrémités symétriques par rapport au diamètre BB’ (n° 7), ont leurs lignes trigonométriques égales et de signes contraires, à l'exception du sinus MP=M'P et de la Cosécante OS’ qui ont le même signe.
Donc, st l’on remplace un arc Par son Supplément, les lignes lrigonométriques conservent leur valeur ab
solue, et changent de signes à l'exception du sinus et de la cosécante,
ayant leurs
Fig, 19,
On a donc :
SN (T — a) =sin « , COST —Q)—=— cos a, (JiT—a)= — {ja , COSÈC IR — a) —coséc a, SÉCIT— Q)—— sin a, Clg —a)=—coty (
16, Réduct‘on d'un arc a
u premier quadrent, Dans le premier quadrant, les lignes trigon
ométriques prennent, abstraction faite de leurs signes, toutes les valeurs qu'elles sont susceptibles de recevoir. Ramener un are au premier quadrant, c'est trouver l'arc compris entre et 900, qui à, en valeur absolue, les mêmes lignes tr'igonométriques que l'arc donné,
Par exemple, l'arc de 15379 représente 4 14409 plus 97: il a donc les mêm lare de 970, Cet arc ayant pour (n° 15, Bo) :
:irconférences ou es lignes trigonométriques que Supplément j'arc de 83°, on aura
Sin 15370—sin970— sin 830, COS15370— c08 970—— cos 830, 915370 {y 97o— — 14830,
Ainsi, pour ramener un arc au premier quadrant, on comfENCE par retrancher 360 autant de fois que possible ; le reste fait connaître dans quel quadrant l'arc se termine, et permet d'af-
fectc CCT qua men d'abe
or.
espèce née 1!
donne trique
Sup d'un &
40 € BB' el par diamè!
arcs a) ont lex désign nés en 2KTr+.
lier qu L'arc termine (2K +1 Donc a, sont
20 So vons du un arc | S et S':
petits à cosécant précéder
Ainsi,
LIGNE
nes complémenà l'exception du
+3) =—çC0l{9a,
(at D) =—tya.
AM’ ayant leurs r'rapport au dialignes trigono- 18 Contraires, à =M'P" et de la 1ème signe,
un arc par son gonométriques solue, et chanà du sinus et de
-d)=— (ya,
—4)=—colg a,
ans le premier bstraction faite ‘usceptibles de st trouver l'arc mêmes lignes
onférences ou nétriques que e 83°, on aura
int, On comible ; le reste permet d'af-
HeARPEN | us Les
CHAPITRE Jo DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES
lecter de signes convenables ses lignes trigonométriques, Quand ce resle est plus petit que 90°, à! représente l'arc cherché ; quand il est plus grand que 90, à! faut en prendre le supplément. Toutefois, si le reste dépassait 1800, il faudrait retrancher d'abord 180° avant de prendre le supplément,
S IV. — Des fonctions circulaires inverses.
17. Un arc donné n'a qu'ue ligne trigonométrique de chaque espèce; mais au contraire, une ligne trigonométrique déterminée répond à une infinité d’arcs. Cherchons les formules qui
donnent tous les arcs se rapportant à chaque ligne trigonométrique.
Supposons d'
abord que l'on donne le sinus ou la cosécante d'un arc a.
1° Soit, par exemple, un sinus positif, Prenons sur le diamètre BB" une longueur OH égale au sinus donné,
el par le point H menons MM’ parallèle au 4.7 = diamètre AA’, Il est évident que tous les
arcs ayant pour sinus la longueur donnée, AN n D ont leur extrémité en M ou en M. Orsia {| \ Le désigne l'arc AM, tous les arcs termi- | nés en M sont compris dans Ja formule \ 2Kr+a(n°6),K désignant un nombre enlier quelconque, positif ou négatif.
l'arc AM’ égale r—4: tous les arcs Fig. 20.
lerminés en M’ sont donnés par la formule 9Kr+r—4 (2K+1l)r—a,
Donc, {ous les arcs ayant leur sinus é
égal au sinus de l'arc ‘!, SOnt compris dans l’une ou l'autre des deux formules :
2Kr+-a et (2K41)r—4.
Soit donnée, par exemple, une cosécante positive. Décrivons du centre O, avec un rayon égal à la longueur donnée, un arc dn cercle qui viendra Couper la tangente SS' aux points S et S'; menons OS et OS”, les arcs AM et AM’ sont les plus petits arcs cherchés, Par conséquent fous es ares ayant leur Cosécante égale à cosécante a; Sont compris dans les formules
ou
précédentes.
Ainsi, les arcs qui ont un méme sinus ou une même cosé-
Cante, sont ceux dont la différence est un nombre pair de demi-circonférences, ou dont la somme est un nombre impair de demi-circonférences,
18 Supposons que l'on donne la langente où la cotangente
de l'arc a,
| # Dans le premier cas, portons la longueur donnée de À en T si la | tangente est positive, ou en sens contraire si elle est négative, it et joignons OT.
TR T Tous les arcs lerminés en M ou en Ww pop n s/| auront pour tangente la longueur donnée Fa es AT, et ces arcs sont compris dans la for-
| mule Kxr-+ «a,
“ivonférenr:s
COmpris dans la formule précédente.
Done, es arcs qui ont mé
cet: dont la somme ou la différence est u
me cosinus ou même sécante, sont UR nombre entier de
! " . LA Dans le cas où l’on donne la cotangente , je! F 10 j portons de même la longueur donnée de ‘A \ Ben S, à droite ou à gauche du point B, ui M | selon que la cotangente est positive ou né- } B' gative. Ce sont encore les arcs terminés en ft! Fig. 21, M et en M' qui ont pour Cotangente BS; 20 NULS ils sont donc également compris dans la formule Kr+4, nié LA En d’autres termes : tous les arcs qui ont même tangente "Cinq : | il Où même colangente, sont ceux dont la différence égale un 4 à a” 11 is nombre entier de demi-circonférences. menta [in Dési Ï PR A [it 19. Enfin, supposons que l'on donne le cosinus ou la sécante le pre [UNE de l'arc a. p Let l Dans le premier cas, portons la lon- relatio Us pe \ Sueur donnée du cosinus en OP, par Faÿ On} qu En À AIN exemple, etmenons MM’, Les arcs termi- VA | Fa nés en M ou en M’ répondront au même ou LS | cosinus; ils sont ompris dans la for- 0] \ NN mule 2Kr+4, De c . | VW / Dans le deuxisme ‘, portons la sé- (1i +1 NA cante donnée OT sur ja langente, au moyen et He d'un arc de cercle. Les arcs positifs ou jf Fig. 22, négatifs qui se terminent en M ou en Les ! Pb M’, sont ceux qui ont Pour sécante Ja longueur donnée; ils sont
LIGNE
nombre pair de nombre impair
U la cotangente
e de À en T si la le est négative,
en M ou en VW ongueur donnée ris dans la for-
e la cotangente , ieur donnée de he du point B, positive ou nérCS terminés en Cotangente BS; Kr+a, nème tangente rence égale un
s ou la sécante
portons la lons en OP, par Les arcs termilront au même s dans la for-
portons la séente, au moyen ‘CS positifs ou en Mouen nnée; ils sont
sécante, sont bre entier de
Daias
MÉTRIQUES
$ EL — Formules fondamentales,
20. Il y a entre les lignes trigonomét cinq relations distinctes qui fournissent à la Trigonométrie ses formules fondamentales.
Désignons par à un arc AM pris dans le premier quadrant.
riques d'un même arc
Le triangle rectangle OMP établit une RE 1 relation entre le sinus, le cosinus et le / rayon ; il donne, en effet : F:
MP? OP? —O° Br ou sin? a+ cos?a—1 CE) Fig. 23,
De cette relation on tire : sin a—=+ 1 —cos?a et cos a+ )1— sin?
Les triangles semblables OTA et OMP donnent :
AT__ MP: __Sin à 9 ON Op UM ObWo= ei et Gi = OU séca— (3)
DO PETEA
18 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE Les triangles semblables OSB et OMQ donnent également :
BS _MQ _ Cosa _ 1 1 "UD me, (4 EU ER — | TA et OB—0Q ù Ge (à
On pourrait trouver encore d’autres relations, par exemple, le triangle reclangle OAÂT donne l+ ip a=séca, et le triangle rectangle OBS, 14 cola —coséc? &: Mais ces formules sont peu employées et elles rentrent dans les précédentes, car entre les Siæ lignes trigonométriques , il ne Peul y avoir plus de cinq relations distinctes.
En effet, s'il en était autrement. les six lignes trigonométriques seraient liées par six équations; chacune n'aurait plus alors qu'une valeur déterminée et indépendante de l'arc auquel elle appartient, ce qui est absurde,
Discussion. Nous avons SUpposé l'arc AM dans le premier quadrant; mais on vérifie facilement que les cinq formules fondamentales sont vraies pour un arc quelconque.
En effet, les valeurs absolues que prennent les lignes trigonométriques ne peuvent être différentes de celles d’un are pris dans le premier quadrant (no 16); il suffit donc de vérifier leurs signes,
Or, la formule 1) ne renfermant que des carrés, quantités essentiellement positives, est foujours satisfaite.
La tangente et la Cotangente doivent être positives dans le premier et le troisième quadrant, et négatives dans les deux c'est ce résultat que donnent les formules (2) et (4), car le sinus et le cosinus sont de même signe dans le premier et le troisième quadrant, et de signes contraires dans les deux autres.
Enfin, les formules 3) et (5) sont également génér la sécante est toujours de même signe que le cosinu cante de même signe que le sinus
autres;
ales, puisque S, et la cosé-
21. En combinant ces relations On peut obtenir directement l’une quelconque des lignes trigonométriques d'un arc par la Connaissance d'une seule d’entre elles. Cherchons, par exemple,
à exprimer les lignes trigonométriques en fonction de la tangente.
On à d’abord (4) coga=-— , \ : lo a : sin a aa — La relation (2 008 a = peut s’écrire :
Si.
chaqu
et d'où l’ el
Enfi:
si l’on vient :
La v le triar
sec a P
En g gonom trigonc ou deu,
Rem dentes détermi répond des poil l'except gente, | arcs s0 (n° 16, sitive A aux ex qui se.
lignes t:
IGNE
{ également :
(4\ {ja EX (3)
par exemple, le , et le triangle rmules sont peu 'S, Car entre les ir plus de cinq
nes trigonoméle n'aurait plus de l’arc auquel
e premier quaormules fonda-
lignes trigonon arc pris dans r leurs signes, rés, quantités
es dans le pre- S deux autres; , car le sinus t le troisième tres.
rales, puisque us, et la cosé-
" directement in arc par la par exemple, n de la tan-
CHAPITRE II, — DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES 49 sin? a _t@ a cos a
Si l'on ajoute chaque dénominateur à son numérateur, ou chaque numérateur à son dénominateur, on obtient :
sin? a = “ta A si a _ tp a sn a-cos a T4 a 1 ha { sin? a—-cos? a __1 +9? a 1 _1+{pa : CUBE — = 1 cos? a l Û i . lg a £:
d'où l’on tire : Sn Q=.— CEE 6) EVI+tg? a
el COS a — I (7)
VI GP a Enfin, dans les relations : sée Q—=-—— et coséca—-—, COS «a sin «
si l’on remplace sin a et cos a par leurs valeurs (6) et (7), il
vient :
’ EVi+ipa . Étae cosec a = LS -8 Séc a—=+V1+ pa.
La valeur de séc & pouvait encore s'obtenir directement dans le triangle rectangle OAT; cette relation trouvée, en remplaçant
: (l ; séc à par cos a” On aurait obtenu la formule
En général, pour trouver une relation entre les lignes trigonomélriques d'un méme arc, il suffit d'éliminer une ligne lrigonométrique entre deux des cinq relations fondamentales, où deux lignes entre trois de ces mémes équalions.
(7), etc.
Remarque. La double valeur obtenue dans les formules précédentes s'explique aisément. En effet, une tangente donnée ne détermine pas un arc unique, mais elle répond à une infinité d'arcs terminés en
T des points diimétralement opposés, Or, à + 5 l'exception de la tangente et de la cotan- À gente, les lignes trigonométriques de ces / < | \ arcs sont égales et de signes contraires A. at ee 54 (n° 15, 3), Par exemple, la tangente po- | | ” sitive AT répond à tous les arcs terminés Fr / aux extrémités du diamètre MM'; or ceux Pr qui se terminent en M ont toutes leurs se lignes trigonométriques positives, tandis rt
que Ceux qui se {erminent en M’ Cosinus, la sécante et la Cosécante négatifs. L'ambiguïté disparaîtrait si l'arc 4 élait donné,
IGNE
S II. — Des projections.
La projection d'une droite
indéfinie OX, est la distance tés sur cet axe. Si l’on a be avec l'axe, il faut avoir é parcourue par un mobile de lever toute équivoque,
limitée AB (fig. 25) sur une droite ab des projections de ses extrémi- ‘Soin de considérer l'angle de la droite gard au sens dans lequel la droite est partant d'une de ses extrémités, Afin 01 Suppose menée, par le point de départ et à droite, une parallèle à l'axe ; l'angle qu’il faut COtusidérer est celui que forme la ligne donnée avec cette parallèle. Ainsi les angles formés avec l'axe OX fig. 26) par les côtés du Contour polygonal parcouru dans le sens ABCDE, sont a, ,y, 6.
23. Théorème fondamental, / «4 est égale à la longueur de cette de l'angle que sa direction
En effet, soit AB !
Projection d'une droite lroite multiplice lait avec l'axe de pr à droite à projeter.
limitée Par le cosinus Ojeclion,
Menons Ab’ parallèle
B à l'axe de projection; cette paral- Pa lèle est égale à la projection «b
de la droite. Mais, par définition
[il de 1œ
#r | +5 — COS BAb', donc ab = AB cos BA’, D | a “ É Gorollaire, La projection d'un con- ‘ig. 25,
tour polygonal ABCDE sur un axe OX (fig. 26\, égale Ja projection de la droite qui joint le point de départ au point d'arrivée,
Car l'angle à étant obtus, son cosinus est négatif; par suite, la pro- Jection de DE est elle-même négalive, La projection du contour polygonal est donc égale à ab be
0 : ! + +cd—de où à la projection 4e & OO d S j—J— (de la droite
qui joindrait le point de Fig. 26, départ A au point E d'arrivée,
Ont au contraire le sinus, le
AB— puis 1 et CP Nou OC ég et de OU cos cos BO
Dans (n°45, 4
sin b, |
IGNE aire le sinus, le
lé,
5) sur une droite
de ses extrémingle de la droite uel la droite est Xtrémités. Afin "le point de dé- [W'il faut cousicette parallèle.
ar les côtés du Sont &,8, y, 5.
droite limitée Par le cosinus Djection,
S AD’ parallèle 1; cette paralprojection ab par définition
CHAPITRE II. — DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES
$ III. — Lignes trigonométriques de la somme ou de la différence de deux ares.
arcs, trouver
24. Étant donnés les sinus et cosinus de deux st et de leur différence.
le sinus et le cosinus de leur somme
1" Méthode. Solution par les projections. Soient deux arcs AB— a et BC—b, Joignons OC et OB, puis menons CQ perpendiculaire sur OB, et CP perpendiculaire sur OA.
Nous avons (93, coroll.) la projection de OC égale à la somme des projections de OQ #5. . et de CQ. Or, la projection de OC est OP \ / OU cos (a + b); la projection de O0 = 0Q 6 cos BOA où cos bcosa: la projection de _— CQ = CQ cos CQD, et à cause de cos CQD Plg, 27. —=— sin a (n°15, 40), la projection de CQ =— sin b sin a. Donc
COS (a+ b) = cos a cos b — sin b sin a (A)
En changeant b en — D, cette formule devient : Cos(a— b)— COS 4 COS (—b)— sin a Sin(—b); or on a (n° 15, %) cos b — COS(—b) et sin(—b)—— sin b.
Donc COS(a — b)= cos a cos b+-sèn a sin b (B) \ T , .
Dans la formule (A), remplaçons à@ par a, il vient
_— _{— à Lo fr (n°45, 40) cos] (5 +4) +01 = cos (+ a) cos b — sin (5+a) ‘ T = LES . Sin b. Or, cos(5+a+p =Sin(a+b), cos| ;+a)= sin a,
. /T et sin (5+4) = — COS Q.
Donc : Sin(a+b)= sin a cos b + sin b cos a (C) Enfin, cette dernière formule donne par le changement de b en —+ :
Sin(a—b)= sin a cos b— sin b cos a
ne our, :
Ces quatre formules qui sont
d’un usage continuel s'énoncent ainsi :
Sn (a b)=sin à cos b- + sin b cos a (8) Sn (a—b)= sin a cos b — stn b cos a (9) Cos(a + b)= cos a cos b— sin a sin b (40) COS(a—b)= cos a cos b sin a sin b (11)
Remarque, Cet{e méthode, s'appuyant sur un principe général (n° 93), les formules obtenues ne donnent lieu à aucune dis- Cussion, quelle que soit, la position des points Bet C.
29. 20 Méthode, Solution géométrique. Soient les arcs AB — a CE BC=— 4, Portons BC en BC’, nous
aurons
Ç AC=—a—b et ACTE Gun D, Joignons OA,
PACS ; OB, CC’, puis menons CQ, BP, IL, C'Q'
nl 1 perpendiculaires sur OA , et IH et C'H per- NN \ pendiculaires à CQ.
Ona: sin (a+ b)= CQ— IL: k CH (1) sin(a—b =C'Q"=IL — CH (2) cos(a+b)- -OQ=OL—LQ—OL—IH (3) COS(a— b)}—0Q'—OL+LQ'—OL IH (4) Cherchons à déterminer les lignes IL, CH, OL et IH. Les triangles CIH et OBP, semblables comme ayant les côtés per- SPL no: d'où l'on tire :
CH=—OP X CI cos à sin b,
et LH = BP X CI sin a sûn b, De même les triangles semblables OIL et OBP
IL _OL QE BP OP —0B Qu À? on en lire :
Fe =" (EN FE 0
Fig. 98,
pendiculaires, donnent :
donnent :
IL = BP X O1=— sen a cos b F et OL=— OP X OI— cos a cos b.
En portant ces valeurs dans les relations (1), (2), (3), (4), il vient :
sin (a +-b)= sen a cos b + sin b cos a (8) Sin (a—b)=sin a cos b— sin b cos a (9) COS (a+ b = cos a cos b — sin a sin b (10)
COS (a —b == cos a cos b sin a sin b
Bi ne
CHAPITRE 11, — DES l'ORMULES TRIGONOMÉTRIQUES
La généralisation des formules est assez laborieuse, blème 206). À cause est préférable,
obtenues par cette méthode nous la renvoyons aux Exercices
prode cette discussion,
la première méthode
26. Tangente de la somme ou de la différence de deux arcs, en fonction des tangentes de ces arcs.
sin a
La formule (2 COS à
) tj a= donne ty (a + b) — SUN
cos (a
(a die (ab)?
remplaçons sin(a--b) et cos (a-+b) par leurs valeurs, il vient :
sin &a cos bi sin b cos a
COS & COS b +-sin a sin b'
ty(a+b)= Divisons le numérateur e par cos a cos b ;
sin a è0g b_, sin b dos a bla 6) = °98 a C0$ b La cos b | _ ps a sin b
COS & cos b
t le dénominateur du second membre
sin a sinb COS 4 — cos b = — Sin & Sin b COS &a cos b sin a
sin b
€ is js Ma COS b
—={40, donc:
tyja+tyb 1 9 a tg b' Un calcul analogue donnerait pour ou de la différence de deux arcs :
ty(a+b)=—
la cotangente de la somme
__tota cotbF1
ota (a - .
coig(a+b)— col b+- cot a
S IV. — Lignes trigonométriques des multipies = et Sous-multiples des arcs.
27. Sin 2a, cos 2a, tang 2a, en fonction de sin a, cos a et t& a. On obtient les lignes trigonométriques du double d’un arc en faisant b—a, dans les formules qui donnent les lignes tri- S0nométriques de la somme de deux arcs.
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Ainsi, en faisant b—4 dans la formule (8)
Sin (a+ b)=sin a cos b + sin b cos a, on obtient :
sin 2a—9 sin a cos a. (13) sou en r
[ie De même, la formule (10)
QT Cos (a+b)=cos a cos b — sin a sinb,
donne : COS* a = COS? a — sin da.
(14) hi Et la formule (12) #y (a + b)— EU ; h, dt a Il faut À io n y D — CALE 2 N \ donne également : lg 2a = te: (15
REMARQUE. Dans ces trois for
mules, les quantités & et 2a sont liées par la seule condition qu
e la première est la moitié de la Seconde ; on peut donc remplacer
9 1 L “a par a et & par 5a, et ces formules s'écriront :
; ei 1 sin a = sin pA COS Ga,
| = COS a — cos? a — sin?
Sin pa, Cosja, tg ÿa en fonction de cos a. Pour obtenir
d sin la et cos ga, ajoutons et retranchons les formules (1) 1 js) sin? a + cos? a—1 , d en tire LE et (14) cos? a — sin? a —cos La, à )n adopl ane il vient: cos a —1+ us et sima—l— oi, ga se
ILIGNE
CHAPITRE 11, — DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES 25 8) è 1 = 0h ne 0 L. cos 24 . 1— cos 2a cos a “d'où cos gay À n et sin a=\/ 9 ; sou en remplaçant 24 par a, et a par ga :
, a 4 Î— cos a + sin b, an ga = + /— 5 —, (16) (14) — cos @ h cos gaz +4/ "Ts, (17) db , . .
1 Il faut remarquer les relations intermédiaires que nous avons (15) #
obtenues ; elles sont d’un grand usage. On les écrit :
tés a et 2a sont
sl 1 + cos a —9 cos? 54, tla moitié de Ja
ed | 1— cos a=2 sin ja.
à par de et ces
En divisant membre à membre les formules (16) et (17), on
D. ba 1 obtient une première valeur de (9 ÿa :
ghe=yEe oi
On peut encore obtenir t& . en fonction de tg a
214 la pe S formules (8), M4 En effet, dans la formule (15) CR chassons à t tangentes des 14 L— tp 5a
dénominateur et ordonnon
S, il vient l'équation de second
à Pour obtenir
ya tj ga +219 A formules (1)
… Lt a lg a
yga=
æ On adoptera je signe
+ dans le cas où l’on aura a<[ 1800, fl l ya sera moindre que 900
, et sa tangente sera positive.
On explique facilement la double valeu En a obtenue. En effet, une tangente donné:
AT = {4 a (fig. 30), répond à une infini!
d'arcs terminés en des points M et | diamétralement opposés et ayant pour di
sx l férence 1800, Quand on cherche lg 54, 0
doit trouver les tangentes des moitiés d # Ces fc ces arcs, c'est-à-dire les tangentes d'arc qui différent de 90°, AN et AN’, ou A\ Bèmes v et AN;’, arcs dont les tangentes sont { lement. signes contraires (n° 15, 49), Un sin:
En outre, ces tangentes sont inverses dans les puisqu'elles répondent à des angles complémentaires ; c'est d'ail 4 . leurs ce que l'on pouvait prévoir, les racines de l'équation (thoitiés s ayant pour produit —1, Des considérations géométriques tr # > simples mettent encore ce fait en évidence; car les tangente kr eo des arcs AN et AN’ sont AR et AR’; or, dans le triangle rec tangle ROR', on a AR X AR'=— OA? —1: par conséquent AR X(—AR')=—1,
Fig. 29.
pair (n° 1
À | D 30. On peut également obtenir sinus ga el cosinus ja ci
fonction de sin a. et la deux:
Ajoutons et retranchons les formules :
(1) cos ga + sin ga=1, On peut i flgure. En e et (13) 2sinça cos ja = sin a, Hépond à t
ën M'(n°1 : | À. : î nous obtiendrons {cos ja —- sin 54} = 1Â1+sin a 1!
4 2 cos ya, on Sinus des n tiés des arc , fémité en : ; À = BN, — AN d’où l'on tire : COS Sa sin ja —=+ Yi EL sin a RE
GS 2 VE Seront les rm
1 — e et \COS ja — sin ja) = 1— sin a;
ji: * 1 — — — donc sin ja COS GA — Sin ja = + 1 — sin a. +. .
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En ajoutant et retranchant membre à membre, il vient : ent la double valeur. “1 aJouté sue é ne tangente donné:
670 08 Lo — EVI+ sin à + Vl— sin a an:
épond à une infini cuga= re , (20 les points M et \ ne = és à ayant pour di sin da —Evl+sin GE VI—sin +, (21 n cherche {y à a, 0 - = ntes des moliiés 4 « Ces formules donnent quatre valeurs pour sin La. et les les tangentes d'arc e
AN et AN’, ou A\ mêmes valeurs pour cos pa ; ce résultat peut s'expliquer facifangentes sont lement.
15, 40), ntes sont inverse:
entaires ; c'est d'ail de l'équation (1! doitiés sont géométriques très « ; Car les tangentes ns le triangle rec par conséquent
… Un sinus étant donné, les arcs corr
espondants sont compris dans les formules (no 17)
2Kr+a et (2K-+ Dr—a; leurs donc comprises dans les formules : Kr+ ba
és
el
ui (4) “\ : . .
r + 29 La première donné, selon que K est pair ou im-
fair (no 15, 10 ot 30) :
ET
4 es l + Sn ga = sin (Kr+5a = +sinya, nne l re = (Kx I re | Fe . I 08 Ga=—=c08 (Kr+Sa)= + cos 54, l cosinus ja © 2 2 2
Fe . 1 eu cd ! la deuxième : sin ga= sin (KT+5—5a)=+ 008 94»
PA ns
1 A an 1 COS ja = COS | KT+5—;5a = sin 4
à On peut encore se rendre Compte de ce résultat à l'aide d'une gure. En effet, un sinus donné MP=—sin a,
Épond à tous les arcs terminés en M ou À A . , à LAS IE én M'(n° 17); quand on cherche sin ja et / JEUN : # a 1) a 1 d it . \ ( ——— — {LA * Yy, On doit trouver les sinus et les co TE o rr j Fe pe 7) nus des moitiés de ces arcs. Or les moi- NX 7 À n à; tics des arcs terminés en M ont leur ex- NI = pui en N'ou en N'; si l'on prend SE SE BN, — AN, les arcs terminés en N;etN, Pia ; seront les moitiés des ares qui ont leur extrémité en M’. Ainsi " | — donc Sÿa à Quatre valeurs NC, N'C” sin a .
43 ND, ND’, égales deux
à deux et de signes contraires. Cos 54 à aussi quatre valeurs égales à celles du sinus.
Dans la pratique, l'arc & étant donné en même temps que son sinus, le problème cesse d’être indéterminé, on choisit sans
nue ‘ . 1 1 ambiguïté les signes convenai es pour sinÿa et cos ja.
1 k , Soit, par exemple, a—50°. On a ÿa—9250, le sinus et le
cosinus sont positifs, et, le sinus étant plus petit que le cosinus, On aura pour les relations intermédiaires :
sin, 250 + cos 250— + V1 Lsin 500, sûn 259 — cos 250 —— 1 — sin 500, et pour valeurs cherchées :
… oo VI + sin 500 — Vl— sin 500 sin 259 — 1 REA
cos 280 — V1 + sin 500 + VI — sin 500 Là “it — 2 bis nnmtnte y ———— er &
ä1. Transformation d'une somme ou d'une différence de deux lignes trigonométriques en un produit.
Le but de cette transformation est de remplacer une formule : renfermant la somme ou la différence de deux lignes trigonomé-
triques, par une autre calculable par logarithmes. Résolvons
d’abord la question pour la somme ou la différence de deux sinus où de deux cosinus
Reprenons les formules :
Sin (a+b)=sin a cos b+ sin b cos a, Sin (a—b)= sin a cos b— sin b cos a, COS (a+ b)=cos a cos b— sin a sin 0, COS (a—b)=—cos a cos b+ sin a sin b,
En les combinant deux à deux par addition ou par soustraction, on obtient :
sin (a+ b}+ sin (a—b)—9 sin a cos b; Sin (a+ b)—sin (a—b)=—9 cos a sin b, cos (ab) cos (a+ b)\—9 608 a cos b, COS (a—b)— cos (a+ b)—9 sin a sin b.
ÉRA S RSR Re n ss
Si l'on
et les for
ExEMPL1:
sin sin cos
COS
Si l'on « on a :
En En
ou, à caus
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Si l'on pose (a+ b)=9p et (a—b)=g, on a:
i quatre valeurs
1 1 | a=5(p+q), b=5(p—q); > temps que son :
on choisit sans et les formules précédentes deviennent :
| COS Ga. sin p + sin q=2 sin à (p + q) cos d(p—q), (22) le sinus et le | SÛR p — sin q = cos a(P+q) sin gl (P—dq), (23) que le cosinus, M
COS p+ cos q —92 cos à (p + q) cos ; (p—q) (24)
COS q — cos p=2 sin à (p+-q) ) sin g(p— —q). (25)
UT PTE QT PT EN
EXEMPLES
j Sin 46° sin 27° devient 2 sin 36030" cos 930", È À sin 460— sin 270 « 2 cos 36030" sin 9030, i cos 46° + cos 276 « 2 cos 36030" cos 9030, DO cos cos1@ «9 sin 86030 gén 9030 rence de deux À
Si l'on divise membre à membre les formules (22) et (23), on à :
r une formule es trigonomé- &
‘ : | es. Résolvons Sin p+sin q | peur ET) mnce de d Sn p— si 1 nce de deux p n gq 2 cos ÿ(p+q Sin 5 (p—Q) l, 1,
par soustrac-
{ sin p+sin q a que) (26 Sinp—sinqg , 1, - —
Ds
Cette formule très-importante peut s'énoncer ainsi :
x mi Donc La somme des sinus de deuæ ares est à la différence de ces mêmes sinus, comme la tangente de la demi-somine de ces
arcs est à la tangente de leur demi-différence. | par suit
32. Trar formation de tg a -} té b. Pour rendre calculable par 3% Le NB logarithmus la somme ou la différence de deux langentes, il M ;,scrit: LEE suffit de poser : | taires, ç l'A ‘te sin a. Sinb_ sin a cos bæ+sinb cos a | Le 4 WaLÿo= cos a — cos b COS & Cos b ; put sin (ab 1071 Là par suite fr on Dar. 7) À!
LE _ ns À, à On trouve de la même manière : gp cost:
sin(b+ a de }} ! cot a-+-cot b = rl a) : (28) MW A l’aic 4 sin «a sin bd À rait de n «ff "1. È ju REMARQUE. Si une ligne se trouvait ajoutée à la ligne complé- | RMEME mentaire, on ramènerait ce cas à celui de deux lignes de même
espèce, en remplaçant la ligne complémentaire par la ligne di- NN recle de même valeur. Ainsi, pour transformer sin a—-cos b, D à 7 (1 il suffirait d'écrire sin a—+sin (5—0) et d'appliquer la for- M {(Sorbonn mule (22). Cet arc h sin 750—
Applications.
ÿ ou jui, 1° Trouver directement le sin et Le cos des arcs de 45°, de à | il | 300 et de 60°, de 18 et de 72, D Demér 1° Le sin de 45° étant égal à la moitié de la corde qui sous- Re ! “ n ie TE =" , 3 U ds 1 tend un arc double, c’est-à-dire la moitié du côté du carré inscrit cos 75° = x on à :
rl V2 ou sûn 499=— cos 450 KL.
Il en résulte : {9 459=1; etc, hi 2 Le sin de 30° est la moitié de la corde de 60°; d'ail- On peu UE leurs les arcs de 30° et de 60e étant c
omplémentaires, on a :
sin 30°= cos 60— À.
GNE ainsi :
liflérence de ces
i-somine de ces
e calculable par IX tangentes, il
in b cos a
ligne compléignes de même par la ligne di-
sin a+-cos b,
pliquer la for-
"cs de 45°, de
rde qui sousu carré inscrit
le 60°; d’ail-
faires, on a:!
Sr LES | Das jp 2 2
Fa Ret Rim ali gt
jé
Dr de
RES le ee a
LE
ta 30 = cot 600 = = — 5 Va: etc.
1 co V3 3 V €
30 Le sin de 18° est la moitié du côté du décagone régulier inscrit; d'ailleurs, les arcs de 18° et de 72 étant complémenlaires, on a :
Donc
par suite
) D— 1 sin 180 — cos 790 — V ’ :
par suite
1—0./5 E.- = s cos 18—sin 9 (/1 6 = 10-195: etc.
À l’aide des formules (13) et (14), (46) et rait de même :
17), on trouve-
sin 360=— cos 54, cos 36°= sin 940 ;
sûn %—c0s 810, cos 9 = sin lo.
2° Trouver les lignes trigonométriques de l'are de 759, (Sorbonne, 9 avril 1858, 3 novembre 1866.) Cet arc est égal à la somme des arcs de 439 et de 30°; donc :
Sin 7150=sin (450430 = sin 450 cos 300 sin 30° cos 450,
ee 4 VE, 4 2 VGL,2 ou sin 780= LE . Là. PV, De même = - a à 8 D :
COS 190= 08 459 cos 300— sin 450 sin 500— DD — Sy? a 6—2 ou COS 199 — Étet à “80 Sin 750 Yÿ6+ 9 Lg 190=——.— =
cos 75° — 16/2 — 2+V8.
On peut conclure: cot 750—9— 1/3, sec 150— 1/62,
coséc 75° = /6—1/2,
f ve QE
LE
3° Vérifier la formule de tg(a—b)
Pour a— 90 et b— po.
La formule est tQ (et) si l'on y rempla- mais À ait {ja et 44b par leurs valeurs, on trouverait la formule : AP=T 1 i ty Were » qu'il est impossible d'interpréter; mais on par con
Lies élude la difficulté en divisant préal Jus la formule à vérifier
Le vo
ablement les deux termes de Comme par {ga; il vient :
: de rl ta b à (q(a—b\—. be ; a TR (1- Dre ne | donc 1 En remplaçant {ja et {gb on obtient : _— D QG =p= se. He.
fo |
a dont 4° Etant donnes les sinus ou le
S lang de trois arcs a, betc, HRERE trouver le sinus ou la lang de l fall; t
t Somme de ces arcs.
L'aire 1° Sin (a+b+c)=sin (a+b) cos c+cos (a+-b) sin c; Ér. d'où, en développant sin (a+b) et cos (ab), on a : … ligne ég Sin (a+b+c)=sin à cos b COS C+-sin b cos c cosa+ sin c {g a— COS & COS b—sin à sin b sin c.
9 (a+ b)++ } Par cons à J\a+0)+tgc :
9] . —— FA 7708 un © bases 20 De même: tg(a+b+c) — T— {ga +6) lg ” lg a+-t9 b+tg c {ja gb tgc È hs CPR — { { fe ES J EN Le “ il e - (a+b+e)= — lg à tj b—ig b {9 C—tgc tg a: "1 Si @+bEc—180, on a :
4 1 = tj a+ tg b+ty C=ig a gb tgc. |
V. le probl
+ + étantu 5° Calculer l'angle que doivent former deux rayons OA et par logar OB d’un cercle, Pour que le volume engendré par la révolutn: lion du secteur circulaire OAB autour du rayon OA soit le (be quart du volume de la Sphère de méme rayon. (Sorbonne. 2 26 juillet 1861.)
expressio
IGNE —= 90° et b—0p.
si l’on y remplarait la formule :
rpréter ; mais on
deux termes de
res a, b'et c, arcs.
+b) sin c:; on a :
COS a+ Sin c
96 ge {jc tya
robl. 207, 5o.)
ayons OA et w la révolu- : OA soit le _ (Sorbonne,
élit | ESS ER VEN SE 2 CPR RÉRSRES | a RASE TRE rs
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Le volume engendré par le secteur a pour mesure V=—S rR?h :
mais À ou AP=R—OP=R—R cos —R{1—cos «); PH.
9 4 par conséquent = 3 mR° (1 — cos œæ). 4 ” à —— É— d— JA Comme on veut que ce volume soit le quart | CE | 1 de SrR#, on a la relation : . 5 | SRRI(1— 008 dj=s à rR°, où 2{1 —cos «)—1 ; Fig. 31.
Si Cl
) done 1—cosa— » COS =; et «— 60. (Applications: 4°, 2.)
6° Calculer la surface d'un trapèze symétrique dont la hau- | teur h=6", sachant que la base supérieure a 8", et que les | côtés non parallèles forment avec la base inférieure un angle
+ Co
« dont la tangente trigonométrique égale
. L’aire du trapèze S=}(AB+ CD); on connaît CD=—S et . h—6, on aura AB en remarquant que cette … ligne égale CD+2BK et comme
DK _3 ,7__4DK
j Par conséquent S— lots) 6— 96e,
Fig. 32.
7° Rendre calculable par logarithmes l'expression
LT—=a+b,
Ra ete
1° æ—a+b peut s'écrire æ=a |! +2). Écrivons te,
? étant un angle auxiliaire dont on calcule aisément la valeur par logarithmes; nous aurons alors æ—a(1+192 g), ou
20 Dans T—a—b, $i l'on a a>b, après avoir écrit —.
EU da (1-2) on peut poser En duate. car est plus = jh a}? a S «
petit que 1; il vient alors #— a(1— cos?
P}=asin ©. sin æ - Si l'ona ba, il vient de mê
ME T——}) sin? ©,
ee _b ‘ il. Autre méthode, Écrivons Æ—= a(1+), puis faisons
| n il vien NE ) . . \ ie M a=C08 9; Il vient: 20 (160 8. Or les binômes 108 9 MU ou "ED et 1—cose sont respectivement é
gaux à 2 cos? à et 2 sin?s (n°98); done : on aur
o problè:
|} a+b=9%a cos? y CL a—h—94 sin? É
JE, œ 0 LE Remarque. On pourrait ainsi rendre calculable par loga- produi UE : ; : a—b î
PUIS rithmes l'expression x—
dre mais On peut procéder de la
ë En r ie jh manière suivante : après avoir mis « en facteur dans les deux ! de A termes de la fraction, on fait = (9, et l’on a successivement. ë dé pu hi n' à Cause de {9 459—1 : ï ra
lee 0 D 4906 & — {y (459) “ maxime Îige 15 ge PV *
+ posants.
8° Rendre calculable par logarithmes l'expression |
m sin a-+n cos a; application à la résolution de l'équation Ù O snax— a sin x+-b cos x—c. Ë
1° Mettons m en facteur :
: n 10° M sin an cos a—m (sin (in COS a), gueur d
micre p : n è ou en faisant : mn 210; laire co . dates ETES y de ce ni M SNA HN COS a—m(sin a+ 9 COS a), laire co ; Sin? COS 4 Por | =m (sin a + - +) ; point O l COS @ (Compos ” (ana COS? sine cos 2) © mission tue: A ——— |, :
n) LUE, : = On doi s1 } en ‘4 , Sn (a+ Ja distan
l'angle
IGNE Avoir écrit
ar L t pl | a st plus Sin? +,
Sin? ©.
__ puis faisons
ômes 1+-c0s €
ble par logaprocéder de la dans les deux
ICCessivement.
sion le l'équation
D A CMOS ROUES * Se
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2 Divisons par a les deux membres de l'équation; il vient :
= b C _—. b sin æ+> cos æ—". Écrivons a—={9®; ona:
. C TS SN LH {ge coS&—"; multiplions par COS © 9 7 2 ?
il vient : Sn æ Cos?—sine cos T7 COS ?, L. 10
ou Sn (t+e\— a C9 ?;
on aura ainsi l'angle æ++, et par suite l'angle æ. (Voir le problème 7 aux Applications du Chap. IIT.)
9° Quelle est la valeur de l'angle x, qu rend mazrimum le produit sinx cos? x?
En remplaçant cos æ par sa valeur Vl—sir®æ, l'expression proposée devient: sin æ (ÿ/1-—sin? æ}; le maximum de ce produit a lieu en même temps que celui de son carré Sin? æ (1—sin?&}; mais la somme des deux facteurs sin? x et 1—sin? x est constante et égale à 1; donc le produit sera maximum quand les facteurs seront proportionnels à leurs ex-
: 1 ; ge men — ai IN? n— = posants. Donc 1—sinx 3; d'où sin %— 7}, etpar suite
sun œ=S . L'angle +—30p,
10° Deux parallèles AC et DB sont éloignées d’une longueur donnée 4. D'un point fixe O, distant de h de la première parallèle, on mène la perpendicu-
laire commune OAB. A quelle distance he ÿ de cette droite une autre perpendicu- ee laire commune CD sera-t=-elle vue du À \ FC point O Sous un angle macrmum COD—x? &| \ | (Composition donnée aux examens d'ad- Eu Nil mission à Saint-Cyr, juillet 1872.) EE ——
On donne AB—w, OA=} ; Fig. 33.
la distance à chercher est BD=—Yy, propre à rendre maximum l'angle COD—x,
36 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE Soient a—COB ct b=—DOB.
On a tya=} el gb= €
LS donc, en vertu de la for-
mule (12) : Tops RO dÆR y(d+h—h) Lot p Es TH)
ü Fe dy à OPEL ER-
Pour trouver la valeur de
dy
mum, écrivons : F Cane M, Où M —dy+mh(d+h
—0 : on en tire :
y= TE VE me d+h) 2m
La plus grande valeur de m se déduit de 4m°h(d+h)=@; on
en conclut : me _——
2Vh 44h)
y== Se AACNAA ou simplement :
par suite, la valeur de y est :
y=Vh(d+R).
C'est une moyenne proportionnelle entre et d+h.
Eu 1
al -
| 33, Dar
qui rend cette expression maxi. de connai
arc donné fables qu fombre d Chés.
… Nous à mureille (E : Comme dant tout
D rendre, ÿ n peut d'
S arcs p nt les c« | Enfin, t
peut trouv un prem
Don 'approxin
N 94. Théo
r sinus
[LIGNE
tee ten D CHAPITRE III
DES TABLES TPRIGONOMÉTRIQUES h— h)
SEE
33. Dans les applications de la Trigonométrie, il est nécessaire expression maxi. de connaître les lignes (rigonométriques qui correspondent à un arc donné, et réciproquement; c'est pourquoi on a construit des - dy+mh(d+h) Mables qui font connaitre les valeurs de ces lignes pour un certain ombre d’arcs se succédant par intervalles suffisamment r'appro- Chés.
Nous allons indiquer comment on pourrait construire une dareille table à l’aide d'une méthode élémentaire, # Comme les lignes trigonométriques reçoivent dans le {er quadant toutes les valeurs absolues qu'elles sont susceptibles de Dendre, il suffit de calculer ces valeurs pour le 1° quadrant. On peut d’ailleurs se borner aux arcs plus pelils que45, puisque, S arcs plus grands étant complémentaires, les sinus de Oo à 450
SEX
(d+h)=d?; on
aleur de y est :
BTICRT Sont les cosinus de 43 à 90, etc.
Jh(d+R). Enfin, une des lignes étant connue, le sinus par exemple, on 14.4 ut trouver tofites les autres ; il suffit donc de calculer le sinus d+h. ‘à
Œun premier arc, Cherchons le P'incipes préliminaires nous approximation obtenu.
sinus de l'arc de 10” : quelques permeltront de connaitre le degré
"34. Théorème I, Un are moindre que 90 est plus grand que Mn sinus el plus petit que sa langente.
Soit l'arc AB=— a ; menons la corde BB per- + pendiculaire à OA et la tangente BT, Ona évi- D IX demment (Géométrie, no 166) : BT=B'T—à Z == {j a; et BB'—92BP—9sin a.
Li st : :
‘ Sr Mais On a aussi : V. BB'< arc BAB' << BTD FE ou 2sin aa <'Uga; Fig, 34
Sn a<a<lg a.
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Gorollaire, Un «rc très-petit diffère très-peu de son sinus.
; Es : 36. Cor En effet, dans l'inégalité précédente, si l'on divise les troi, LL quantités par sèn a, il vient : pris entr = | 1< <
cos a?
or, à mesure que l'arc a diminue et tend vers zéro, le cosinus
sin a En effe
Quart de augmente et {end vers l'unité; donc le rapport cos à à Pour li
cos a = 1:
. SA ‘ Ü (4 - st + mile 1, et à fortiori sin a à également 1 pour limite, En
: ; s Fe rande d'autres termes, un arc très- petit et son sinus diffèrent peu 8 2 lun de l'autre; on peut donc négliger l'erreur que l’on commet « en prenant pour valeur approchée du sinus l'arc lui-même. Le 4
théorème suivant permet de calculer la limite de l'erreur com- ; mise.
Si,au co 39. Théorème I, La différence entre un ar
c du 1% quadrani ; a le et son sinus est moindre que le quart du cube de l'arc. DS sin À a 1 1 UE 4 cos a En effet, on a ja >ÿa ou Sa. ” | ee EE co ÿ égalité ql ni + be : membre Multiplions les deux membre: par 2cos*ÿa, il vient : “4 He À l 3 Donc cos 2sinÿa cosya > a cos; a ee
on peut éc OU sna>a COS sa ou enfin sir a>a(1 — sin ga). Bt-lon rem _ l Fe
i l’on remplace Syÿa par ÿa, quantité plus grande, on
renforce l'inégalité, et l'on a :
97, Calcul
sin a >a(1—T) ou sina>a d ” 4 ) 7
lient est un à
‘ - 4 a—sin RASE
ou enfin Neur pour
Cest-à-dire n EU
à donc exact a 1 à 1] tre { a”, Ÿ a” 5 est compris entre «a e QT; on a, en effet, a>sina>-., +
Remarque. Ce théorème et le précédent montrent que sin «
ILIGNE
TIR
oo | ; TA En effet, sinÿa est compris entre et 5 diminué du zéro, le cosinus : _— a Quart de son cube, c'est-à-dire de 55. Si, dans la formule 5s à à Pour lis 1 1 si pos a=1Â—9 sin? ja, on remplace Sing@ par la quantité plus pour limite. En à +0 fre 5, le second membre sera diminué, et l'on aura : us différent peu 2 que l’on commet ‘c lui-même. Le de l'erreur com-
= & \* a” COS 41 —9 (5 ) ou cosa>l—s.,
PR ADR Ed PTE NE
+4 *° | 4 Si, au contraire, on remplace Sin ÿa par la quantité plus petite
du 1% quadrant@g a ‘ ==
dx ne à — 9 le second membre sera augmenté, et l’on pourra écrire :
d | 319 2 4 9,6 4 g ) . ne (v a 4 —2|; COS a << 1 — Tr —
| : COS a 2(9—3 ou Sa D 140 à
égalité qui sera encore vraie, à fortiori, si l'on augmente le 2af
à 6, où ee + membrede =; elle devient alors cos a 1° +, il vient : 4 32 ? : = TT.
D É t : in de Le … Donc cos a est compris entre _, Dim on peut écrire :
1 <cos a<1—T a.
| 97. Galcul de sin 10” et de cos 10”, L'arc de 1800 “ferme 180 x 60 x 60 — 648800". Donc, arc10"=— t ent est un nombre plus petit que 0,00005; si
est “eat àr; ilren-
7 64 800” Ce quol'on prend cette leur pour sin 10”, l'erreur sera moindre que Er NCTS -Cest-à-dire moindre que SONO nEEe, le quotient sera ent que sin à æonc exact au moins jusqu'à la 13e Tn
1>sina>T 2: 1 Ce quotient est 0,000048481 3681
40 ÉLÉMENTS DE lRIGONOMETRIE RECTILIGNE
; e arc 10"):
Si maintenant on prend cos 101 — à
o , l'erreur com Si l’on : (0,000 E devienne:
mise sera moindre que (6 » Cesl-à-dire moindre qu 0,000 000600 000 000 006 23 16 ; la valeur obtenue sera donc exact
b étant nm au Moins jusqu’à la 18° décimale. bres, une
Cette valeur est 0,999999998 8248... des arcs }
’ ‘ ; à » © Remar 38. On pourrait calculer les sinus et cosinus des arcs de 10 16 due en 10" à l'aide des formules qui donnent sin 24, cos 2a, etc. RE À mais le calcul se fait plus simplement à l'aide des formules (| Mise dans Simpson. “Ro F “ants, De approchée Stn(a + b)+sin(a—b;=2sin à cos b fans les c:
à cet inco ment les & . . * . ] LU 1] g.
on en Üire : sèn(a}-b —sin a. 2cos b — sin (a—b bi ment L Hueslion à d'aide des { _ — et les cosi Faisons : ab, il vient : RE ralculées «
On à trouvé (n° 31) les relations :
cos ab + cos (a —b)\=9 0608 a cos b:
COS(a+b=0cos à . 2cos b— cos a —b.
sin (in +1 )b=sin mb .2cos b—sin (on— 10
pr de « cos (in + 1)b=—cos mb. 2cos b—cos(m—1)0b. : uerait ave Supposons b—10” et faisons successivement m-—1 ,m=J# IL Quel m3, ete.; il vient : qolles des Application sin 20" == sin 10", 2 cos 10"—0 cos 20"=—cos10", 2 cos 10" —1 )ourquoi le sûr 30’ = sin 2”, 2 cos 10"— sin 10" cos 30" — cos 20", 2 cos 10" — cos (ll daleuts nat Sin 40° = sin 30”, 9 cos 10"— sin 20" cos A0" = cos 30", 2 cos 10" — cos cs logarit] sin 90" = sin 40”, 2 cos 10"— sin 30” cos D0" = cos 40", 2c0s 10" — cos 1 À, ë l'on avait b 1 suffirait A partir de 30, ce travail se simplifie d'une manière remar. Pinus, puis quable : pures.
écrivons : sin(a+b)Æsin(a—b)—9sin a cos b
COS|a—b)—cos(a+b)=92 sin a sin b.
OR CEA Cat A A ti So LOUIS SNS 2 DER LS SCO, CRT EE OR AT Voet ED UT ON na
OUnentire: sin(a+-b)}=— sin a cos b—sin(a—b)
COS (a+b)=—cos|a—b\—9 sin a sin b.
LL SATA LAN ENS NS
ss
LIGNE CHAPITRE II, — DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES M dE | | , l'erreur com Si l'on suppose 4300, à cause de sin300— >, ces formules
deviennent :
dire moindre qui sin (3004-b)=— c08 b— sin ( 300 = b\
ouate) cos (3094, COS (30h) sin b.
sera donc exacl | b élant moindre que 30°, tout est connu dans les seconds mer:-
bres, une simple soustraction donnera les sinus et les cosinas des arcs plus grands que 30°,
#4 Remarques, |. Si l'on suivait le procédé qui vient d'être indis des arcs de 10
9 qué pour calculer jes sinus et les cosinus , il serait né 2a, cos 2a, etc. 4
cessaire de tes: lormatée d recourir à des vérifications nombreuses, car une erreur com- > S ÿ S (UE . ; a A hise dans une opéral
ion rendrait inexacts (ous les calculs suidants. De plus, les valeurs de sir 10” et cos 10” étant seulement approchées, les erreurs s'accumulent #
à mesure qu'on avance dans les calculs et peuvent deve
nir considérables. Pour remédier à cet inconvénient , Il faudrait avoir soin de déterminer directement les sinus et cosinus d’un certain nombre d’ares convenaee, Diement choisis, afin de vérifier les résultats oblenus. Cette
“Mucstion a déjà été résolue
Chapitre IL, Applications, 1°); à
| —b, d'aide des formules du n° 28, on peut avoir directement les sinus
st les cosinus de 9% en 9, On pourrait aussi prendre ces valeurs .
ralculées directement avec une approximation suffisante, comme
n— 1) 0 D de départ d'une nouvelle série d'opérations que l'on effecm—1)6. “lucrait avec les formules de Simpson.
| m=1,m— « II. Quelques ouvrages Spéciaux contiennent les vale elles des fonctions trigonométriques:; mais dans la plupart des “applications, les calculs se font au moyen des logarithmes; c'est . 2008 10"—1 pourquoi les tables usuelles ne donnent que les logarithmes des 200810" — cos 1 euts naturelles, et l’on s’est borné à inscrire dans ces tables su 10° — cos2 Le logarithmes des quatre fonctions : sin, cos, lg et colg. Si . 200810" —cos30 4, : . à : ‘ + + on avait besoin des logarithmes de la sécante et de la cosécante, 1 suffirait de prendre en signe contraire ceux du cosinus et du Halde tan ne puisque ces dernières lignes sont les inverses des deux
urs naltu-
in b. 4
ESS t9
$ IT. — Tables des logarithmes des fonctions trigonométriques.
Disposition et usage des tables.
39, Les tables {r'gonométriques sont de deux espèces : 4° Les grandes tables, dites de Caire r, de Doris, etc., qui contiennent avec 7 décimales les logarithmes des lignes trigonométriques des arcs de 10” en 10”, depuis 0° jusqu'à 90, et de seconde en seconde pour les 5 premiers degrés; 2 les pelites-tables, dites de LALANDE, qu‘ contiennent jes logarithmes des lignes trigonométriques des arcs de minute en minute. Parmi ces dernières, les unes ont été étendues à 7 décimales; les autres, de Dupuis. Houez, ete., sont à 5 décimales, La disposition de toutes ces tables est d'ailleurs la même; il suffit d'indiquer, par exemple. celle des tables de Lalande.
Au titre de chaque colonne est joint le nombre des degrés de l'arc; de 0° à 450, il est écrit en haut, et les minutes qui s' rapportent sont dans la première colonne à gauche. Les colonnes suivantes contiennent, sous d”s titres respectifs, les logarithmes des sin, {4, cotg et cos. : le lecture se fit de haut er bas, De 459 à 90°, la table revient, pour ainsi dire, sur elle-même, et la lecture se fait en sens inverse : les degrés sont au bas des pages, et les minutes, dans la {re colonne à droite, La colonne des sn est devenue celle des cos , et réciproquement ; la colonne des tj est devenue également celle des co{g, et réciproquement; ce que l'on comprend sans peine, un arc plus grand que 45° ayant pour complément un arc plus petit, et vice versa.
40. Les différences entre les logarithmes des sinus de deux arcs consécutifs forment une colonne de différences tabulaires, à l'aide desquelles on peut calculer les logarithmes intermédiaires. Il en est de même à l'égard des tangentes, etc. Ces différences sont positives pour les sinus et les langentes, parce que ces fonctions croissent avec l'arc, tandis qu'elles sont négatives pour les cosinus et les cotangentes, qui diminuent quand l'arc augmente.
Les fables de Dupuis et de Houël contisnnent, en outre tables de parties proportionnelles calculs nécessaires avec les tables de Lalande.
, des
qui dispensent de certainsW
La mêr et cotq,
sécutifs «
et en appl — log col.
On peu gentes de sinus et.
lja=
donc en à] ! log tja—
Remarq différence.
“es arcs valeur ou * duitun ch:
observatio | arc très -:
“voisin de » convénien
î IT. Les s j l;ilenes “et des cota
“toutes ces
tables, por les logarit}
- dans la pre
A. Aup . tables à 7 ‘ lant, par e “ mise n'atte
- à décimale:
…ploi des p
… mêmes; m
. mières, Les sont calcul:
vue des apr
” loujours un
SIGNE
S fonctions
. espèces : 49 Les tc., qui contien- (rigonométriques et de seconde en ites-tables, dites s lignes trigonoii ces dernières, tres, de Doris, n de foutes ces r, par exemple,
re des degrés de minutes qui s\ ie. Les colonnes les logarithmes jaut er bas. De
Ile-même, et lab
| bas des pages.
colonne des “in colonne des {4 aement; ce que 459 ayant pour
sinus de deux ces labulaires, hmes intermé- , etc. Ces difréles, parce que sont négatives nt quand l'arc
en outre, des!
nt de certains =
CHAPITRE III, —= DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES
La même colonne de différences se rapporte à la fois aux ty et cotg, car, ces lignes étant inverses, on a pour deux arcs con- {4 a _cotgb {y b — cotq a’ s : log tq a— log tj b= log colg b
sécutifs & et b : {ga.cotya=tg b. cotq b: d'où
et en appliquant les logarithme — log cotg a.
On peut remarquer que la différence des logarithmes des tangentes de deux ares, est la somme des différences des logarithmes Isinus et des logarithmes cosinus des mêmes arcs, car :
sin a sin b . {ja sinacosb ride et {4b— ? d'où -—— pe * 9 cos «a J cos b {30 — cos a sinb'’
done en appliquant les logarithmes :
! log tga—log tÿb=log sin a—log sin b+ log cos b—log cosa.
Remarques, [. À l'inspection des tables, on constate que les
. différences tabulaires deviennent très-petites pour les cosinus “des arcs voisins de 90°; de sorte qu'un petit changement de ! valeur ou une légère erreur sur le logarithme du cosinus pro- « duitun changement relativement considérable sur l'arc. La même | observation s'applique aux sinus des arcs très-petits. Ainsi, un 1 arc très-pelit est mal déterminé par son sinus, el un arc
par son cosinus. Le même in-
3 “_ ’ = … voisin de 900 est mal déterminé “convénient n'a pas lieu pour les tangentes.
IT. Les sinus et les cosinus de tous les ares sont moindres que 1; il en est de même des tangentes des arcs plus petits que 45°, et des cotangentes des arcs compris entre 450 et 90 ; par suite, … toutes ces lignes ‘ont des logarithmes négatifs. Or, dans certaines tables, pour éviter les caractéristiques négatives, on a augmenté les logarithmes de 10 unités ; mais cette addition est inutile, et, … dans la pratique, il vaut mieux rétablir la vraie caractéristique.
ns
RASTé
41. Au point de vue de l'exactitude des calculs, ce sont les tables à 7 décimales qui sont les plus avantageuses : en calcuà lant, par exemple, les angles d'un triangle, l’erreur totale com- “ mise n’atteint pas 0,2 de seconde, tandis que, avec les tables à + 5 décimales, l'erreur peut s'élever à 18 secondes. Quant à l'em- “ploi des petites ou des grandes tables, les résultats sont les … mêmes; mais le travail est bien plus laborieux avec les pre- - mières. Les tables les plus commodes sont celles de Dupuis, où m sont calculées toutes les parties proportionnelles. Au point de | vue des applications pratiques, les tables à 3 décimales donnent toujours une approximation suffisante, et les calculs se font plus
44 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE rapidement ; il faut les préférer dans les questions d'Arpentag de Physique et de Mécanique, et dans Les problèmes où les don. nées ne sont connues qu'avec 4 où 5 chiffres exacts, On per très-utilement se servir des tables de MM, Bouncer et F, Re outre que leur format les rend plus portalives , elles offrent un disposition très-favorable à In lecture et très-propre à facilite les recherches.
Dupuis « quées, V
90 Tro : “in, 42. Quelles que soient les lables dont on veut faire usage, | L'arc é ne he est indispensable de savoir résoudre les deux problèmes sui. | degrés er Un. ( vants : 19 (rouver le logarithme d’une ligne trigonométriqu la premiè jt EN
Correspondant à un arc donné:
2° trouver le plus petit arc cor.
respondant à une ligne
en regard
L | lrigonométrique dont on connaît le loga. è différence t rithme, Il suffira de résoudre ces deux problèmes avec les table “ cédent, € Qi, de Lalande, étendues à 7 décimales, pour faire connaître LM Î wi; F
Ds 4 1771 unit marche à suivre.
de 22,5 ; à Po \pyn 3 ANT | d y 1 M ©. À Es 1 Problème I. A RUS le loqar Hs _d une ligne trigonomi. E 664 unité tu rique correspont int «un arc do ne, : "A 1, us 7 1,764064 Si l'arc était plus grand que 90, il faudrait d'abord le rame## te Û 1 21 . ‘5 ( ner au 1% quadrant {n° 16): prenons donc un arc moindre qui J 90°. Soit, par exemple, à trouver :
‘ à Ee Ÿ log co.
1° Le logarithme de si» 290 7477, ; ous ‘arc ét: s sf! » 450, il faute ‘cher le ‘e dei . L'arc étant plus petit que 400, il fa x hercher le nombre de Problèm degrés en haut des pages, et à celle où l'on trouve 290, suivre el
CP
descendant la 4r° colonne à gauche jusqu'à la ligne 17’, La tabl donne en regard le logarithme de : tn 29017", qui est 1,6894939 La différence tabulaire 29252. lacée entre ce logarithme et |: logarithme immédiatement su rieur, indique que si l'arc aug-
| ligne trig 1° Soit,
et eue
Dans la mentait de 60”, le logarithme augmenterait de 2259 unités di diatement 70 ordre décimal: en Considérant ces deux
accroissements comm roporlionnels, on en conclut que le logarithm: trouvé doit être augmenté des
: à l'arc de « du septièm ‘ la table de » qu'il faudi
sensiblement |
41 às 7 is G0 de 2252 ou de 1764 unité
du 7° ordre décimal. Donc, le logarithme cherché est 1,689 5996
dl lion -— Le calcul se dispose de la manière suivante : OU : MA ci D9k9 > 19 . mandé x log sin 29017 1,689 4939 2202 X 47 1764 À posé : Fun pour 47' 1764 60 4 g Sin 2917 47 — 1.689599 6 log
es fables de parties proportionnelles jointes aux tables
LIGNR CHAPITRE 111, — DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 15 ions d’Arpentag lèmes où les don.
s exacis, On pet
Dupuis dispensent de faire la multiplication et la division indi- | quées, Voici comment se fait ce même caclul :
: log sin 29017'40"— 1,6895733 Diff, 376.
IRGET et K, Reni : mr 9f::
pour 7 263 , elles offrent un
propre à facilite
LAW L
log sèn 290 1747" — 16895996.
L'arc étant plus grand que 459, il faut chercher le nombre des degrés en bas des pages, et à celle où l'on trouve 540, remonter
2 Trouver le logarithme de cos 0402922" ,5 ut faire usage, | “ problèmes sui.
trigonométriqu
. la première colonne à droite jusqu'à la ligne 29. La table donne lus petit are cor ,n regard le logarithme de cos 540 29, qui est 1,7641311, et la 1 connaît le lof différence tabulaire 1771. On conclut, comme dans le cas prées avec les {able cédent, que si l'arc augmentait de 50", le log. diminuerait de aire connaitre | Î 1771 unités du septième ordre décimal. Donc, un accroissement
ê oo à | de 22”,5 correspondra à une diminution des LA de 1771 ou
one igonomÉE EGz unités du septième ordre décimal. Le log, cherché est donc 1,7640647. Voici la disposition du calcul] :
d'abord le rame.
arc moindre qu
log cos 8490 —1,7641311 —1771x 9% pour 29",5 60 _.
log cos 540 29" 99" 5 —1 7640647
A PS dE LE 6 Em
r le nombre de:
re 290, suivre « ne 17’. La table | est 1,6894939 logarithme et | ue si l'arc augM 2252 unités dif
| Problème I, roue» le plus petit arc correspondant à un ! ligne trigonométrique donnée.
1° Soit, par exemple, à trouver l'arc æ tel que : log lg 21,875 4398.
Dans la colonne des tangentes, on trouve que le log, immédiatement inférieur au log. donné est 1,8752734; il corr: ‘pond sements comm ; l'are de 30°53", et la différence tabulaire est de 2631 unités > le logarithme Qu septième ordre décimal. Or le log. proposé surpasse celui de de 1764 unité®® la table de 1594; si l’on désigne par 4 le nombre de secondes,
- | qu'il faudra ajouter à 36053, on pourra écrire la pronorest 1,6895996 4
= 1 594 — 109 KO tion 60 = 263 : d'où d— 2631 46,4, L'angle de- _ | mandé = 360 d330",39. Ordinairement le calcul est ainsi dis- Petion à posé : :
log ta x = 1,875 4398 1594 x 60 36.35 x € + D Or nc ae n ra) log ta 36053 — 1,875 2734 2631 F aux tables de pour 36”,35 1594
En faisant usage des tables de Dupuis, les parties proportion-
20 Tro nelles abrégent le calcul. Voici comment on dispose l’opéra-
“ à l'équat
tion : ..
: à n sai log tg æ = 1,875 1398 Difr. 439 log tg 36° 33’ 30"= T,875 4050 278 gp pour 6” 263 15 “ En app pour 0,3 13 2 1 l'où L pour 0,05 2 Eur —— … donc log tg 36053" 36" ,33—T,875 1397. sl = ! 3° Trot 2 Soit encore : log. cos D—1,654 4147. ; l'équatior En cherchant dans la table des cosinus, on trouve que le log. donné est compris entre le log. de cos63010' ct celui de 63011/; l'arc En rem cherché égale donc 630 10", augmenté d’une quantité proportionnelle à la différence tabulaire —2498. Or la différence entre le log. cos 63010" et le log. donné est —1 437; donc, il faudra ajouter don 4 1437 X 60 Tr 1e, * # à 63010 la quantité 9498 — — 1, et l'arc cherché est 4 ünonl æ=—=630 10" 36,51. | . Lasolu , On opère de même à l'égard des autres lignes trigonométriques: D Lasolut pour les {ang., on fait les mêmes calculs que pour les sinus, et LM pour les cofang., les mêmes calculs que pour les cosinus. : H 4° Calc sachant q n . É Applications. i dé:
1° Calculer le plus petit arc positif qui satisfait à l’équa- î 9 Ÿ lion: si X—=<. "| ion: sinx= i dns été En appliquant les logarithmes, on a : de
log sin æ= log 2— 109 3, où log Sin æ—0,3010300—0,477 12195 —1,823 9088. Or on a : log sin 41° 48" 30" —T,8238919 (Difr. 936),
On trouve 7" pour 1690 Donc æ—=410 48" 37",
NE
CHAPITRE III. — DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES
ï 20 Trouver la plus petite valeur positive de x satisfaisant à l'équation: séc?x—3,.
ies proportionispose l’opéra-
9 On sait que sec? æ—1+ {9 x.
8 Donc {+9 æ=3 ou (9 x—2.
: En appliquant les log. : 2 log tg «—log 2—0,301 300 ; | d'où logtgæ=—0,1505150, qui correspond à 540448", ‘ donc a—540 4478".
À 3° Trouver les arcs du premier quadrant qui satisfont à … l'équation: 3cotx+2tgx—5.
ve que le log. =" !
de 63011"; l'arc . En remplaçant cotæ par Te l'équation devient :
té proportion-
rence entre le 3 : 9pn2 je Das faudra ajouter tj æ RUE De RP sen es
: 350 51 Diner Onentire: (gæ= RACE Res Le <— +1 —=1 et 1,5.
La solution {g9æx—1 correspond à æ-=450.
La solution {gx—1,5 donne aæ—560 18" 35,6.
nométriques :
les sinus, et osinus.
4° Calculer l'angite x tel que: tangx=—=tang ALtangB, sachant que A=—3809430" et B—49019 40".
Ona: {g9æ—1{gA+tgB, ou (n° 5, formule 27) :
sin (AB).
cos À cos B?
ait à l’équa- lg æ=—
donc, en appliquant les logarithmes :
log tg x=—=log sin (A+B)—log cos A—log cosB, ou log sin (A+B)—/0g sin 87° 44 10"— 1,999 6609
ü (On remplace les colog cos À — 0,1059039 ) (Difr. 9286), log négatifs par les colog\ colog cos B — 0,185 9818 ] log tgæ — 0,291 4066
Donc æ—=620 55" 42",8.
48 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE -5° Evaluer le plus petit ar
C positif qui satisfait à l'équation: cos D=—".
Soit y le supplément de cet an plémentaires sont égaux et de
Calcul de gle; les cos de deux angles supsignes contraires, on a donc :
COS Y—— cos x—?; d'où log cos y—log 3 colog 4. _. = dd log 3= 0,27719195 à: colog = 1,397 94001 | Donc | log cos y— 1,873 06196 Le plu d'où y= 419924" 34,6.
Donc D 1800—7=—1380 35" 95" 4. Les au
:. les formt 6 Calculer l'angle x compris entre 0 et 900 qui satisfait à WA
l'équation : sin æ= sin P + sin Q, dans le cas où P— 28019" 37,4
el Q—160473",6. (Sorbonne, 13 novembre 1860.
On sait que sin PL sin Q—2 sin à (P+Q) cos PQ
Donc sinx—9 sin 5 (48° 6" 41”) cos (1 1°32"33",8), d'où : = 2 sin 22093 90"5 cos 5046 16,9; d'où log sn x=—log2+ log sin 22 33' 20,5 + log cos 5°46'16",9, log 2=— 0,301 0300 log sin 2233 20",5— 1,5838534 log cos 50 46" 16,9 — T,997 7931
—————— ns,
log sin æ — T,8826783
donc æ = 4904513", j' Ne dl: 9 19 Résoudre : sin æ + 7 CS D=— 5.
Comme il y a des tangentes de toutes les grandeur
S, nous pouvons poser {g o— & >
? étant un angle auxiliaire. L'équa- * : 3 9 = Le tion donnée deviendra sin æ COS P+- COS © sin P—=— 3 cos 9; ë hi 9
NET ou —sin (x+e)=5 cos ®,
IGNE CHAPITRE III. — DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 49 tisfait à l'équa log17=—1,230 4489 log cos 91,629 2295 Loto ef "29 8=0:0030900 loy 20,301 0300
Calcul de —————— a co.
à g log t9 20,327 3589 Coi0q 3—1,5228788
leux angles sup-k , On à donc :
3—+- colog 4.
p— 64047 56" | log [sin (æ+o)]—1,4531313 Arc correspondant : 460 29" 30”.
Or sin(x<++) est négatif; le plus petit arc positif répondant à ce sinus sera terminé dans le troisième quadrant. Donc (æ—+-p)—1960 2930"; d'où x—1310 41" 34". Le plus petit arc négatif sera @—=—p—160 29" 30" ——810 17’ 26".
Les autres solutions sont tous les arcs déterminés par (n° 17) les formule: °Kr—bax et (2K+1x—xr.
qui satisfait à P— 928019" 37, 0.)
sG(P—Q).
ndeurs, nous M aire, L'équa- M 9 ï
CHAPITRE IV
ty1
RESOLUTION DES TRIANGLES : Les an, D 4 B—=« 5 c—=0 tq C
Remar( les deux 1
$S I — Des triangles rectangles.
visant me
Ces de:
tangle , r donne :
(IL est de convention de représenter les angles d’un triangle par les lettres A, B, C, et les côlés opposés par les lettres correspondantes
a, b, c. Dans les triangles rectangles, À désigne toujours l'angle droit, et a l'hypoténuse.)
1° L'hy
5 à ‘ 7 20 L'hy 43. Théorème I, Dans un triangle rectangle, chaque côté 30 Un« de l'angle droit est éqal à l'hypoténuse multiplie par le 2 Las sinus de l'angle Opposé au côté qu’on cherche, ou par le cosi- -
nus de l'angle adjacent à ce méme côté.
Soit le triangle rectangle AB( B comme centre, et avec B nous décrivons un arc de cerc
45, 1° l’on dem
3 Si du point C pour rayon, le, nous aurons
ni L'angle ! par définition {n° 2) :
| l B SN BE; d'où b—asinB. ï ; B BC —g; d'où b=asin À Loir
Les angles B et C ét sin B—cosC. donc b—=acosC. De C—=a cos B.
ant complémentaires, N droit :
même, c—asinC et
46, 24 des angle C, l'hypc
Remarque. Ce théorème est une applic damental des projections (n° 23); car, chaque côté de l'angle droit étant la projection de lhypoténuse, on a immédiatement : C—acosB et b—a cosC; e=asinC et b—asinB.
ation du théorème fon-
L'angle d'où
AC: D
yB= Xp — 2) où UC ly B.
S ; F ; Les angles B et C étant complémentaires, tg B—cotC; donc b—c cotC. De même, Fig. 36.
c=btgC et c—b cotB, Remarque, Ce théorème peut se déduire du précédent; car les deux relations b—a sin B et c=— a cos B, donnent, en les di- 1. b sin B
visant membre à membre, -—- syp,.
C cos B »
riangle par les orrespondantes oujours l'angle
Ces deux théorèmes suffisent pour résoudre un triangle rectangle, résolution qui peut présenter quatre cas, selon que l’on donne :
1° L'hypoténuse avec un angle aigu ;
20 L'hypoténuse avec un côté de l'angle droit :
30 Un des côtés de l'angle droit avec un angle aigu: 4° Les deux côtés de l’angle droit.
chaque côté pliée par le par le cosi-
. Si du point pour rayon, Nous aurons
45. 12" Gas. On donne l'hypoténuse à et l'angle aigu B; et l’on demande l'angle G et les deux côtés b et c.
L'angle C est le complément de l'angle B, donc C—90—B,
asinB.
Le îer théorème (n° 43) donne pour les côtés de l'angle lémentaires, droit :
“asinG et b=asinD et c=acosB.
46. 2 Gas. On donne un des côtés de l'angle droit b et l’un des angles aigus, B par cremple ; calculer l'autre angle aigu C, d'hypotenuse a et l'autre côté c.
éorême fon- 6 de l'angle édiatement :
L'angle C est le complément de l'angle B, donc C—900—8B.
nb
Fi Le 1e" théorème donne b=—a sin B, donc À logarithr tu ae - 0 \ tangente, ji sin B'° # HA Le 2° théorème donne e—+ cotB. À F 47. 8 Cas, On donne l’hypoténuse a avec un côté b de l'angle 4 droit; calculer les angles B et C et le côté c. à | b 4 Dans On à, par définition, Sin B=cosC= ?, même tri h # les tables r' Le côté c est donné par la formule C=Va?—{?, Pour rendre 7 1 Cas ua) celte formule calculable par logarithmes, il suffit de rempla- M j cer sous le radical @—4? par (a+-b\ (a—b), et l'on a c=y(a+b) (a —b).
Remarque, La formule sin B— cos c=? donne une approxi- For: fr mation insuffisante lorsque b diffère peu de a, car le rapport = étant très-voisin de 1, l'angle B diffère peu de 90, et l'angle C de 0°; ces angles sont mal déterminés {n° 40, Rem. I). Il est préférable d'emploÿer la formule :
1 get e 19 5C = — 2° Cas.
9 5C IEcosc (formule 18), LE , Et comme on a cos C=;, il en résulte :
5 3 1 M À Fo 45 0 ab ; ; Fes Cette formule présente encore un autre avantage, celui de ne 1 f demander que la recherche des logarithmes de ab et de a—b, À tt les mêmes qui servent à calculer c, 48. 4° Gas, On donne les deux côtés de l'angle droit b et c: 3° Cas.
calculer les angles B et C et lhypoténuse a,
Les angles aigus sont donnés par la formule (n° 44) :
On pourrait ensuite calculer l’hypoténuse au moyen de la re- # lation a —b?4+06c?; mais il est préférable d'employer la formule
ii tg B=cot C—
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: Ü ) P « logarithmique an: car, l'angle B étant connu par sa
“, tangente, on peut avoir facilement sin B.
ë ' Exemples numériques pour indiquer té b de l'angle ï la disposition des calculs.
Dans les exemples suivants, deux cas se rapportent à un
même triangle et servent de vérification. Le calcul est fait avec les tables à 5 décimales.
Pour rendre t de rempla- )}, et l'on a
1°" Cas. A—90 Données { a—1954m B— 420 48".
C—900— B— 900.490 48 — 47019’, | b=a sin B. Log b—log a+-log sin B.
{e=acos B. Log c= log a+-log cos B.
une approxi- Formules
ar le rapport 4
à : log a== 3,098 30 log a = 3,098 30 20°, et l'angle log sin B—1,83215 | Log cos B—1,86554 em. 1). Il est 2,930 45 2,963 84
b—832n,09 c=—920m,08 2° Cas. A— 900 Données { b—859m,02 B—42048 c=—900—B— 900 — 90 48 — 470 19 b
Formules | sin p: 209 a= log b—log sin B c—=06 cotB. Log CE log b+. log cot B
log b=—2,930 45 log b—2,930 45 celui de ne log sin B— 1,832 15 log cot B—0,03338 et de a—b, 3,098 30 2,96383 a=19254m c= 920,08 roùt b et c; 3° Cas. À=— 90° Données { a—397m,70 ,) b—388n | C—y{a+-b){a—b). log c=Y [iog(a+-b)}+iog (a—b)]. di Formules | 1 , l 1 n de la re- { c=4/ =. Log tg5C= 5[log(a—b)—log (a+b)]. la formule de Ris een. L
nuse à et la 1869.)
Calculs auxiliaires
log (ab) — 2,895 96
log (a—b)=0,9
log C=—1,94101
C= $7n3) log ty 9 C= 1,045 78 À G= 609095" C—1 24050", B—77049 10", 4° Cas. À — 900 Données ! 4 = 388" C—87m,30 lc =>. Loÿytg B—/09 b— log c.
Formules ñ Cu Lopas log b—log sin B.
log b—92,58883
— log e = 1,941 09
1° Résoudre un 1»
nuse et le rappor
Le rapport des deux des angles aigus; done
9n,7 log (a—b)= 0,986 77
— log (a+ b)—9,895 96
ms
log b = 9,58883
— log sin B=—T,98997
Applications.
angle
t des deux
autr
OS
reclanyle,
autres côtés.
le problème est ramené au {cr cas,
Do Résoudre un lr
tangle hauteur cor
rectangle, reSpondante h.
COnnaissant
es côtés est égal à la tangente de l’un
connaissant l'hypote- (Sorbonne, 15 juillet
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L 1"° Solution. On a les deux relations :
? À P+ce— a ]= 0,986 77 soi 2bc—2ah, = 2,895 26 54 ie he ie :
nt. … Chacun des deux membres de cette dernière équation exprime 2,091 51 le quadruple de la surface du triangle. | me Ajoutant et retranchant membre à membre, il vient : = 1,045 75 b+cP=a+aah = 609095" et . (ls P=a—9 ah :
d'où bte=yala+2h) et b—c—=ya (a—2h.)
Connaissant la somme et la différence des côtés de l'angle droit, on obtient aisément ces deux côtés et l'on est ramené au 4° cas.
2° Solution. On a be—ah: or b=a sinB et c—
a cos B, donc bc—a sin BcosB, où ah—a?sinB cos B, log c. 2h ou 2ah=—a sin 2B; d'où sin 2B— nr:
9 Sin B.
L'angle 2B étant Connu, on en déduit l'angle B, et le calcul
s'achève aisément.
2,388 83 achève aisément
1,9899 d-nY 1,98997 30 Résoudre un Uangle rectangle, connaissant les projec- 2,599 56 lions b' et c' des côtés de l'angle droit sur l'hypoténuse. 97m,70.
Soit la hauteur, l'hypoténuse étant prise pour base. On a R=b'.c'; d'ailleurs u—V'+-c'; on a donc, comme dans le problème précédent, à résoudre un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse b'c' et la hauteur correspondante ÿ8'.c!.
4° Résoudre un triangle, connaissant l'hypolénuse à et la différence 4 des côtés de l'angle droit.
On a : b—a sin B
ant l'hypote-
sente de l’un
et
C=a sin C;
. A « 4 1, donc b—c où d=—=a(sin B—sin C)=%2a sin 5(B—C) cos 3 (B-!-C)
(formule 22), Or
(B+-C\=450, donc cos ÿ(B+C)= 1 V7:
par suite, d=ay sin + B—C):
at l'hypote- , 15 juillet
d'où Sn Mon Ces
56 ÉLÉMENTS pf£ TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE
Cette formule donnera 5(B—C), et comme on
L (B+C)\— 480 , On obtient
betc parles équations du théorème 1er,
00 Résoudre un
nuse à él le rayon r du cercle inscrit,
On sait que la somme des côtés de l'angle droit égale l'hypoténuse plus deux fois le 'ayon du cercle inscrit (Géométrie Liv. I, prob, 17). On est donc conduit à résoudre un triangle rectangle dont on connait l’hypoténuse « et la sonime a +2» des côtés de l'angle droit, En opérant comme dans le problème
précédent , on trouve la formule COS ÿ B—C— y qui
2 ay?
donne 5 (B—C\:
d'ailleurs 3(B+C\=—45, on en conclut aisément B et €, puis
les deux côtés b et ce,
6 Résoudre un biangle rectangle,
CoOnnaîissant un angle @gu C et la somme
a+b=—2m des deux côtés adjacents.
Soit æ l'autre côté, On a :
PP (a+ b)(a—b) 2m (ab)
œ* donc qd ge et a+b—9m, : 4m? + x?
ar suite : QE P 4m m2 2 : : AM + a? , Mais T—=a Sin C, donc x— RE sin C,
équation du 2 degré, qui, ordonnée Par rapport à +, devient : a? sin C— max + 4m? sin C=0,.
On en tire :
MH VIRE
æ= “REVÉM 4m” sin?C
=. ou >= 20+2my1—sinC sin C Se
sin C
connait
aisément B et C, On aura ensuite
triangle rectangle, connaissant l'hypote-
Es
de “e S
LE
RE PPS
Ré
SAS
En pi
ou
avec le :
ou
49, Th lionnels
Soit 1 nons du pendicul posé; cet tomber & son prol
Dans IL rectangle nent :
on en con
Dans le suppléme
Donc,
IGNE
En prenant le radical avec le 1° signe, on a : ime on connait
Ex Am.2 cos? ;(
FA {1 o , ù :\ ÿ =
Dn aura ensuite d'en sa LE à ÿ 511 4 Ü J dl 4 + | de 2 sin ÿC cos ÿ0 ï :
: . ou æ" = 2m cotg 5C; ssant l’hypote- -
ee
avec le 2 signe, on a de même :
it égale l'hypoit (Géométrie, lre un triangle Sohime a+»
ns le problème
“1 , — 2m .9 sin? 5C n_ 2m(1—cos C) 2 lé au ST
sin C
A 1 2 sin ÿC cos 5C
1 1 ou a" —=9m 95 ,
$S II. — Des triangles quelconques.
BetC, puis
49. Théorème 1. Dans un triangle, les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.
ant un angle Soit le triangle ABC. Me-
idjacents. nons du sommet C une per- € € + pendiculaire sur le côté op- 2 NS à posé; cette perpendiculaire peut 7e \. ie js … tomber sur AB (fig. 37) ou sur A À A à son prolongement (fig. 38). É È dr Q »] a Q 1: C F .
D usb fes, lstiangles Lg je F rectangles C e Fig 37. Fig 86.
nent :
CD= D sin À et CD=—a sin B; on en conclut :
- = = a b : = nan. dE 2, devient : : sin À sinB'
Dans le 2° cas, on a également CD—+ sin À , Car les angles supplémentaires en À ont même sinus ‘n° 15,50), et CD—a sin B, a b
Donc, in À =:
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Fonte 54
+ tes
8 ELEMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE On trouverait de même « sin C=c sin À.
sin À sin B° sin C‘
Par Conséquent :
90. Théorème IE, Dans un triangle, le carré d'un égal à la somme des carrés des deux autres côlés, deux fois le produit de ces côtés multiplié par le co l'angle qu'ils comprennent.
côlé est moins sinus de
Soit CD la perpendiculaire abaissée du sommet C sur AB, 1° Si l'angle À est aigu (fig. 37), on a Géométrie, no 216) :
d'=bPLe 9e x AD.
Or AD cos À , donc
= bo 0h cos A.
N \ : 4 | l'angle À est obtus (fig.
pi —<— 38, on a :
Fig. 38, d'=bt+e+9 x AD;
0 AD—b cos DAC; de plus, les angles e
n À élant supplémenlaires, cos AC=— cos A; donc AD—
—b cos À, et Par suite :
a =b+c 9e COS À.
Remarque, Ce théorème donne les tr entre les six éléments d'un triangle :
= bL ce cos À.
D a+ 62900 cos B. (1) = LD dab cos C.
On pourrait encore déduire d’autres relations : par exemple,
en remarquant (fig. 37) que C—BD+-AD et que BD—4 cos B, AD= 6 cos A, on a :
ois relations suivantes
C— a cos Bb cos A
On obtiendrait de même : a=b cos C+.c cos B
(2 et b'=acos C+c cos A
Ne : : d b C
En joignant aux équations (1) : sin À = in B = ne (3) la relation : A+ B+-C—1800 On a trois systèmes d'équations pour résoudre un triangle; mais un triangle étant déter
miné par trois éléments (l'un d'eux élant un côté), les relations (3) sont les s puissent exister entre les six éléments, On
au moins eules distinctes qui vérifie facilement , en
ES
effet, qu deux au {Probl, |
RU CUS
o1,1l; quelconc 1°Un.
+ 2% Deu ) 3° Deu 4 Les
te
… demande L'angle
donc
“ Les relati
#1} posés | n°
Ë formules
| 53.2 ç Là l'un d’ côté c.
On obtic
on à ensui
D4. Disc:
Pour que le que l’on ai
Ml {© hy À a—b sin À
(n°43); le
qu'une sol 1 Dansla9 or l'angle I qui y corre
GNK
u' conséquent :
Ë d'un côté est * CÔlES, moins * le cosinus de
et C
dx A , donc -2hc cos A.
est obus (fig,
-2c X AD;
it supplémenet par suite :
ns suivantes
ar exemple,
Da cos B,
FE à AC!
le; mais un * au moins inctes qui lement , en
sur AB.
trie, n° 216) :
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ellet, que de chacun de ces trois systèmes on peut déduire les + deux autres. Nous proposons cette vérification comme exercice © (Probl. 345 et 346).
51, Il y a quatre cas prinçipaux dans la résolution d'un triangle quelconque, selon que l'on donne :
1° Un côté et deux angles;
2° Deux côtés et l'angle opposé à l’un d'eux ;
3° Deux côtés et l'angle compris:
4° Les trois côtés.
sa
A A a AE
02, 1°" Cas. On donne un cit:
$ ét d'ux angles B et C; on … demande l'angle À et les côtés À,
L'angle À est le supplément de a somme des angles Bet C, © donc A=1800—'B+C), Les relations obtenues entre les côtés et les sinus des angles op- WA posés (n° 49) donnent :
LasinB «sin G sin À _ à formules qui permettent de calculer b et ce.
53. 2° Cas. On donne deux côtés a et b et l'angle À opposé à l'un d'eux; on demande les deux angles B et C et le 3 côté c.
F b sin ; On obtient d'abord l'angle B par la formule : sin B= ë,
On a ensuite C—180°—{/AB) et enfin cn LS
sin B— sn.
* Pour que le problème soit possible, il faut A
| que l'on ait sin B—1 ou sin B1. Dans — \
“la 1" hypothèse, B—9,0 et l'on à 2 af : \ a—Ù sin A, c’est la perpendiculaire CD 7. EL (n°43); le problème n’admet évidemment D qu'une solution. a
288 Dans la 9c hypothès
nèse, ona bsin A<a; ® or l'angle B étant donné par son sinus, il existe deux valeurs qui y correspondent, l’une B’ moindre que 900 et l’autre H'
supplémentaire. On aura alors pour le3*angle C'— 1800— (A+ ou C"—= 1800— {A+ B"); les deux solutions seront admissibles
sil'ona ALB'< 1800 et A+-B"<180. Voyons dans quel cas cette dernière condition est remplie.
1% Cas. L'angle À est droit ou obtäus. L'angle B" étant obtus, il est évident que sa valeur est à rejeter. Pour que celle de B' puisse convenir, il faut qüe l’on ait A+-B'<[ 180, d'où il résulte B'<<1800— A, et par suile, sin B'<sin À, ou en rem- - : b sin À
plaçant B' par sa valeur .
lorsque l'angle donné est d olulion, et le problè
et simplifiant, a >b. Donc,
roit ou obtus, on ne peut avoir qu'une me n’est possible que si l’on a a 0.
2° Cas. L'angle À est aigu. Dans cecas, la condition A+B'<1800 est remplie, et la valeur B’ convient toujours. Quant à la valeur B”, elle conviendra également si l'on a A+B"<1800, d'où A<1800—B", et par suite sin À € sin B'; onen conclut comme précédemment 4<b. Quand cette dernière condition est remplie, on «a deux solutions ; il n'y en aurait qu’une dans le Cas contraire a=>b. Donc, lorsque l'angle donné est aigu, le problème est toujours possible ; mais il n'admet deux solutions que quand on a a<b, et ces deux solutions se réduisent à une lorsque a—b sin A.
En résumé, il ne peut y avoir deux solutions que si l'angle donné est aigu, et en même temps, le côté opposé à cet angie plus petit que le côté adjacent. Il est essentiel d'examiner les données du problème avant de Commencer les calculs, afin d'éviter des opérations inutiles.
On peut retrouver les résultats précédents en discutant l’équation a —=b+c 9e cos A, résolue par rapport à c. {Voir le problème 348.)
On pe
“ormule qui :
“de trois.
posons {g +
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nt admissibles Or J(A+B)= 90 lc, donc gl (A +B)=cotÀC; par dans quel cas 1 i ee — 2 “suite YgA—B)= ST) cot5C.
" étant obtus, LM 1e celle de B’ | F Connaissant 0, d'où il ré-
ou en rem-
a>b. Donc,
S(AB) et S(A—B) on en déduit A et B par dune addition et une soustraction.
Enfin on calculera le côté e au moyen de la formule :
avoir qu'une ce 4Sin C
a a >b,. sin À
A+ B'< 1800 “ 06. On peut d’ailleurs calculer directement le côté c par une
uant à la va- Jormule qui ne demande que deux nouveaux logarithmes au lieu +B < 1800, à le trois.
on en conclut
réduisent à
condition est a =. on tire lee dt lune dans le M Sn C sin B— sin À Sin CO sin A+ sin B est aigu, le 4 . ol
1x Solutions ou — es
2 sin 2 cos à C 92sin Ah) cos D e si l'angle ; à cet angle xaminer les Is, afin d'é-
(A +B)= 0001, donc sin 3(A+B)=c0s LC, et la
“Jormule devient :
atant l’équaà ©. (Voir
| Remarque. Si, comme il arrive souvent dans la pratique, a
@t 0 ne sont donnés que par leurs logarithmes, on peut éviter de remonter aux nombres « et b. Reprenons la formule :
compris C.
>rminer, Car ir leur dif-
b / = ass / + / Gga—B)= FT FtE col aû, le 26 : 1 û
b posons lg [Er 2) on aura :
| line À (g450—1g9 1.
(9 5 A—B —TFige Ug=L 450 Lyc 0
ou enfin (y : A—B)=tg (4 k50— 9) cot ÿC. (Voir n° 67, #1 Calcul du triangle DAC.)
57. 4° Gas. On donne les trois côlés a,b, c d'un triangte et l’on demanue les trois angles A, B, C.
A On peut déduire les angles des formules (2) (n° 50). Pa exemple: @—b?+40c?— bc cos A, donne :
L? pod cos A= bc
Pour rendre celte formule calculable par logarithmes, ajoutons 1 aux deux membres, il vient :
Lea? D LObc+c— at 1+-cos A1 + Te D de
En divis:
a (b+c}—a _ (b+c+a)(btc—a) ou 1 cos A— de = CEST Mais 1—cos A=—92 cos? ; A, donc 2 cos?! — (b 1 C—Q) À
d'où, divisant par 2 et extrayant la do Remarqu
_ (bLcEa) BH c—a) 4 êlre pris p
Hib cos pA— de - # conque d'u
+ ._—. le 1°" quadr.
{ Désignons par 2p le périmètre du triangle, nous aurons : Si l'onctrat
[ie 2 el) : =.
ui a+b+c—2p, ment des f
ï b+c—a—=2{(p—a), trois angles is a+c—b—2{(p—b), demandent
a+b—c—2{(p—c), et qui donn
“ IL. Onpe * ment simpl N rithmique.
bord à expr la valeur d
/ ) )— C| cos 3C=— 2 Es dans un { … menées d'u
En retranchant de l'unité la formule à transformer, on a pareil. égales, AD: lement : Par ne AD=— (AD + æ p—a. Mais ou 1—cos a= cr. me NAN a ee), + \OD, lang
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ab—c)late—i),
Zn » ai a:
NI d'où sin sa (/ | ir
Je bien
d'un triangle, À in pa) POI | 21
ee ï —a)(p—c
} (n° 50). Par + On trouverait de même : sin 1B—4/ - ap s (2) snlc=4/ 10 2))r—0
hmes, ajoutons :
En divisant les formules (2) par les formules (1), on obtient :
1, /(p—a)(p—c BB po) ë 1, /(p—a)(p—0) 9 3C= “plp—c)
% Remarques. [. Dans toutes ces formules, les radicaux doivent “ tre pris positivement, parce que la moitié d'un angle quelconque d’un triangle est toujours moindre que 90e, et que dans le 1° quadrant, toutes les lignes trigonométriques sont positives. à Si l'on n'aqu'un angle à déterminer, on peut se servir indifférem- 4 ment des formules (1), (2) ou (3); mais si l’on doit calculer les trois angles, il est préférable d'employer les formules (3), qui + demandent seulement quatre logarithmes au lieu de six ou sept, et qui donnent des résullats plus exacts (n° 40, Rem. PL),
aurons :
IT, On peut mettre les formules (3) sous une forme extrêmement simple, et d'un usage très-commode pour le calcul logarithmique, À cet effet, cherchons d'a- ü + bord à exprimer, er fonction des cotés , PSS } la valeur du rayon > du cercle inscrit nn dans un (riangle ABC. Les tangentes rl Le menées d’un point à un cercle étant / 0 | « égales, AD— AF, BD—BE et CE—CF. /\
er, On à pareil
Le L SS Par suite, on peut écrire l'identité : É- mr Du Rate AD=—(AD+-CEEB)—BC ou AD— = 4 —a@. Mais dans le triangle rectangie Fig. 40. = C—b). À
AOD, l'angle DAO— Ja: de plus OD= AD #9 DAO:
c'est-à-dire "—(p—a) tg 7
C'est la chaque cô!
CE 1 ÿ fé d’où (9 54= —"- À 4 Pp— a È De même, lg 1 EL :
LA. D — D La 1 Ù D.
sf gaCe=+, | 39, Soit e rt ‘ surface.
Ces formules ne sont autres que les formules (3), où l'on à Abaissor = _— l . AD sur le écrit , = | (DP—d) (P=—=0) : î la surface P 4% %
98. Discussion. Dans les formules (1), (2) et (3), la quantité Or le tri placée sous chaque radical doit être positive; et de plus, à l'é EE AD=—D sin gard des formules (1) et (2), elle doit être moindre que l'unité.
Or LE b, cet p étant positifs, la condition de réalité sera remplie, si les autres facteurs sont positifs ou si deux facteurs M (Cette fo sont négatifs; mais cette dernière hypothèse est inadmissible : en car en supposant, par exemple, p—a<0 et p—b<0, on en + ren conclurait 2p< ab, c’est-à-dire a+ ;-c<a—b ou c<0, M duit ee ce qui est absurde. I] faut doncque lonait :--4 0, p—0b>0,
SUREE
cernes
p—c>0 ou a<b+c, b<at.c et Cab. À 60. Le 1 a ST En second lieu, pour que l'expression de sin £A, par M °— sin A
exemple, soit moindre que 1, il faut avoir _ pr À Hi. . | ou bien, el OÙ (P—b)(p—c)<be, c'est-à-dire D°—p{b+Lc)Lbc<be, W où en simplifiant et divisant Par pp : p—{b+c)<0 ou | a<b—e. D
NA (Cette fo
En génér d’un côté , cents et di
De même, pour que l'expression de cos ÿA soit moindre que
: ., p(n—a) L 1, il faut avoir EC ci Où p(p—a)<bc. En rempla- Pi
Gant p par sa valeur, il vient successi (a+ b+c) (b+c—a)<4bc ou (b+ tbe, Où (b+cP—4bc< a, ou enfin (b—c <a, et par suite :
RER
$S III. — Surface des triangles.
Mae a pp
59. Soit le triangle ABC (fig. 41) dont on veut trouver la surface.
Abaïissons du sommet A, la perpendiculaire AD sur le côté opposé. Si l’on représente par S “la surface cherchée, on a :
s (3), où l'on à
S= taxa.
Or le triangle rectangle ADC donne
>), la quantité :
AD—b sin C; donc
de plus, à l'é- Li e que l'unité. M e réalilé sera " deux facteurs :
S — gab sinC (1) Fig. 41.
; ns {Cette formule répond au 3° cas de la résolution des triangles.) inadmissible :
-b<0, on en
+ b ou c<0, Là 0, p—b>0,
En général : La surface d’un triangle égale la moitié du produit de deux côtés, multiplié par le sinus de l'angle compris.
60. Dans la formule (1), remplaçons b par sa valeur a sin B :
À n:-17 SinÿA, par sin À ?
il vient :
1 ,sinB sin C
(Dao) ep
: | 4 ou bien, en remarquant que sin A=—sin (BC), c)+be<be, sl sin B sin C ds +c)<0 ou — 2" ‘sin(B+C) É
(Cette formule répond au 1°" cas des triangles quelconques.) En général: La surface d’un triangle égale la moitié du curré d'un côté, multipliée par le produit des sinus des angles adjacents et divisée par le sinus de la somme de ces mêmes angles.
moindre que
En rempla- |
La surface d'un triangle étant exprimée par Lbe sin À
<4bc, par suite :
‘ à remplaçons sin À par 2 sin % COS G; NOUS AUTONS :
S= bo sin LA cos LA
ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE Or nous avons vu (no 7) que :
A on
be
k 1°" Cas.
A LE RAS 7 — | (be —— —ÿ/0| (p— a pb) (; (p--0) (3 |
(Cette formule ré pond au 4° cas des trin ingles elle est discutée dans la re partie du n° :
que tonques:
62. Surface du triangle en fonction du périmètre et des angles, 14 Formules En muitipliant membre à membre les formules (3) du n° 57 —b) = €) eh eur 7 g4 p(p—a lo 13 (p—a)(p—c) colo bi p(p—b) (P—a)(p=5 Hit VAS ES 2), On a : ( 1 1 )— a) D —b) —c nn. î _ (954 (958 tj tyaC= 1/7 at E \(p- = = = un (papy M Log S—921
d'où, faisant passer à dans le 4er membre, et remplaçant le
radical par $ , i] vient :
S=p? 19 14 y 3Btgic.
C'est-à-dire que La Surface d’un triangle égale le carré du
S demi-pirimètre Mulliplié par le Produit des langentes des moilies des ano gles. 2 Cas, - : Do:
Remarque. Dans le cas d'un triangle rectaie e, les formules : : 1 ? sin 9 qui donnent la surface deviennent : S— 50C; 5:= —- L et / s 2 cot 1 EE a! qL. F M Formules { C
CHAPITRE IV, — RÉSOLUTION DES TRIANGLES
/ pip—a) Exemples numériques pour indiquer, be | la disposition des calculs.
| 1°" Cas. a —4569m _… % Données. { B—35043"90/ }(p-=c) (8 ki C=—49097"40"
quelronques: M A—1800—(B+C)—101047".
me Er. Log b=—log a+ log sin B+- colog sin A. et des angles, }Ÿ Formules aain C ) du n° 57 — sin À * L09 C=log a+ log sin C+-colog sin A. log a—=3,6951553 log a—=3,6951553 log sin B—1,7666576 log sin C—1,8293613 colog sin A—0,0092498 colog sin A—0,0092498 3,435 0627 3,497 7666 —92723n,094 C—3146%,06 . ge 1 oSinB sinC Calcul de la surface : S=—ÿa 0 0 a) pb {pc Log S—2l0g a+ log sin B—_/og sin C+-colog sin A colog 2.
2 log a —7,3183106 log sin B—1,7666576 log sin C—1T,829 3615
colg sin A—0,0092498
colôg 2—1,698 9700
Fo — 6,6225495
S— 4 193 230 mq ou 41 9 hectares 39 ares 30 cent.
emplaçant le
le carré du ngentes des
2° Cas. a —=948m Données { b—1957m A=—19013"20" (A<900,a<b; 9 solutions).
bsin À ; s a * LogsinB—{og blog sin À + colo a Formules C—1800—{A 11) Gen C
dd Log c—log a+ log sin C4 colog sin À.
es formules ? sin 2B ep — dl
{| . % sin B—
Formules
Fa 2 porn CRÉES 4
log b—3,097 1531 lo, log sin A=T,325 7288 colog colog a=—3,0231917 lo 1,446 0736 | B'— 16013 6,7, B"—163046/53",3. || C'=15103383",3, C"— 308946",7. 4 l'e Solution. 2° Solution. | log a — 2,976 8083 2,976 8083 i log sin C=1,6778347 ou 9,8431839 ; colog sin A—0,6742712 0,6749719 { log 3,3280142 ou 2,4049634 1 à log
c—2132m,621 ou 312" 0782 «ty cos!
; 1 Calcul de la surface S— pab sin C.
Log S= log a+ log blog sin C —+colog 2.
log a — 9,976 8083 2,976 8083 log b=3,0971531 3,0971531 & Cas, log sin C—1,6778347 ou 2,8431839 Données
colog 2—1,698 9700 1,698 9700
5,4507661 ou 4,6161433 S=——282336m ou 41315071,
3° Cas. a—=24835n,36 Calculs aux Donn ées b=—18947m,24 | C=35042"96",42, (École Polytechnique 1867.
| a +b=—43782,60 Calculs auxiliaires
a—b— 5888.12 2 {5 C —175113",91. 1 1 =; - EE (g9(A—B)= Rp col (Be . £ ; ; lg 5B= (a+b )sin LC :
peser C où mieux Ge
sin À à Tn COS Te F3 J9
CHAPITRE IV. — RÉSOLUTION DES TRIANGLES 69 log(a—b
PR in
colog (a+-b)=5,3587084 { log cot ÀC—0,4920113 1,6206954. 3 (A—B)=—99039"44",67 ; | à | Ë DA B)= 72 846,79 à : ; A—94048 31",46, B—49099 9,12, è | Calcul d 1 9 | FAUEURre Calcul de S= 5ab sin C.
9 log (a+b)—4,641 2916 2 =. 4, log a—4,393 0705 A | log sin ÿC et, 1865538 log b—4 ,277 54 159 ) : à azeace | log sin C—1,7661489 : colog os! A—B)—0,0344 J 5 D DIE 0048006 colog 2—1,6989700 4,1627420 8,1377353 . C—14545,95. S—137 320 5002, 4 Cas. | a—9235m,684 Données { b—/419m 567 C—351",648 [École Centrale , re session de 187, ) 2p—989, 899.
P—499,9495 son log. est 2,6989262 _h os p—a—964,9634 id. 2,4220408 pe RS NO : pe —148,3018 id. 21711436 Le MÉTHODE : 2° MÉTHODE :
—b) 1 r tq dus ae: 2 Pipe) = 0) lt ju
dE pee) RE =
70 IENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE | l Calcul de A, | Calcul de A, | log (p—b)=1.9114245 | logr=1,9178:22 M ST log (p—c =2171146 | colog (p—a)=3.577 959$ fe colog p=—=3,301 0738 RES pi FA | #1 +: 1,495 8017 | | colog {p—a)=3.577 | los fie sr ER 1 _ ot 1 f 2,991 6034 DA=—1702323",29, Êl 1; l < | 06 log 9 5A—1,495 8017 A— 34046 46,58.
DA = 17093 93",29 | A
Calcul de B. Calcul de B.
log p—a)=2,422 405 lonv=æt, 0178499 ê log \P—c) — 171 1496 colog (p—b)- 7 { 185755 10 Dém colog p=#4,301 0738 “Mae Le cclog (p—b)=9,0585755 1,976 4177 le ingles 1,9528354 | 1B— 4309649" 63. D le dianèt 1 Rs 4 log 19 5B=—1,9764177 B— 8605395" 96. | Joignon: abaissons
inscrit À
1 a 5 B—43026 49",63 mais par
RS
Calcul de C. . Calcul de (8 en désigne log (p _)=24220105 log r—1,917 8429 LE log (p—b)=—1,941 9245 colog (p—c)=—3,828 854 Donc s colog p=8,301 073, | / Ro oc 1,746 696. | B -9 colog (p—c)=4, 854, | sin b “28 1 Terra | log ty »0=—1,7466966 | C— 5801948" 16.
Mis | la Fe © oo
D | pe pape ass | Radio cel nes E Je r] Lx | ss
E de À,
no
CHAPITRE IV, — RÉSOLUTION DES TRIANGLES
Calcul de
Calcul de S=pr.
S—ÿp(p—a)p—b)(p—c). log r=—1,9178429 log p—=92,698 9262 log p=—2,698 9262 RE” "4 log | p—a) — 9,499 0405 | 4,6167684 log fete ne 4245 | S— 41377m1,89, log (p—c):=2,1711456
q 2335368 Vérification : A+B+C=—180, log S—4,6167684 S=—=41 377,89.
Applications.
1° Démontrer que les relations obtenues entre les côtés et a b C
ingles d'un triangle —=——, = -,- ——"; représentent les angles d'un triangle À — sin B sin à ‘P le diarrètre du cercle circonscrit au triangle.
Joignons a : centre l’un des sommets B et . Ps, abaissons erpendiculaire OD,. L'angle VE \ N inscrit À est cgal à l'angle au centre BOD; ee \ mais par définition, on a : | Z + |
BD \ Fu \ l a \LÆ ' / sin BOD= -—> lé BO —2R FN 1 en désignant par R le rayon OB. Fig. 42.
EE ee =. a ; :
Donc sin A— TR ; d’où l’on tire : APT =2R; donc aussi
= 2R et 91h sin B sin C
Remarque. La relation 9h peut s’écrire R=— ,—°—-
sin 2sin C?
ou en multipliant par ab les deux termes de la fraction,
abc abc abc ne — = Goanc don Re
R=— = = — #9 4yp(p—a)(p—b)(p—c)
OIL
/ 0 / Fu hi A pin — Fig, 43 donc Donc c'est-à-dire
Ainsi, la surface duit de ses diagonales mn ultiplié
forment.
3 Résoudre un triangle Opposé À et la somme ou (Sorbonne, 16 avril 1856 et
Les rapports égaux 5 SL donnent PP gau: sin B— sin C— sin A be u DT Sn B+-sinB— sin À e . nm 2sin-(B—lC)cos bc _ sinB+sinc 25%5(B+C ou es a sin À
À = 1 ou, en remarquant que sin 9(B+C)=cos 54,
, 1 , Surf. AOD= 5%, y sin O.
. il ’ Surf. AOB= 54, y sin O.
surf. BOC— Le n SinO,
surf, DOC=—
Exprimer la surface
d'un quadrilatère en fonction de diagonales et de l'angle
qu'elles forment, Soit le quadrilatère ABCD.
æety les diagonales
\ les segments \ coupant mutuellement, savoir + \ OC=a,, BO =Yy1 et OD =.
à Les angles en © ét
D La Ya Sin O,
surf. ABCD — do. + do) Yi ya) sin O:;
Se TU sin O.
d'un quadrilatère éyale
connaissant un côté a, l'angle la différence des autres côtes.
21 juillet 1868.)
TT be cos 5(B—C)
sin 14
Appelons » Li, Lo, Yi, Ya qu'elles forment en se
ant supplémentaires ont même sinus:
la moitié du propar le sinus de l'angle qu'elles
ue 2sin;ÿA cos 5A
cette form ‘on aura fa
“| cas.
Si l'on do
Jet l'on cont.
4 Résouc adjacent c “cotes.
La somme 71 et pP—a
Or on sait
En multiplie
- Lette équatio “et deux angl … Sil'on dom Mconnus, et e “relation :
“qui ferait con
à Résoudi À corresponda
En égalant (
Or (n° 57,
Met l'on a à rés
CHAPITRE IV, — RÉSOLUTION DES TRIANGLES
michion dé des \ cette formule fera connaitre B on aura facilement B et C: | “1er cas.
| Si l'on donnait la différence b—c
—C, ét comme B-+-C est connu, à question est alors ramenée au ‘D. Appelons
» On empléierait la formule :
C5 Las Yi, Ya PA
Ont 0 b—c _ sin B—sin C , ” d- sin À :
‘oir AO=%,, En : : né
: You et l'on continuerait comme précédemment, supplémen- PM Li . 4° Résoudre un triangle
» COnnaissant un côté a, un angle
jadjacent © et la somme ou la différence des deux autres
"cotes.
La somme b+4-c étant connue ainsi que a,
le demi-périmètre Lr el p—a le sont également.
/ \ À sans Or on sait que 4 30—4/ ns 1 lp /@—a)p—e) CELEYI pp ( WJEn multipliant membre à membre, on a :
st
1 l,_p—a (9 5B 4g 5C— ET, 95? 95 p hé du pro-
. Cette équation donne la v gle qu’elles
“et deux angles.
… Sil'on donnait la différence b—c, alor -Connus , et en divisant membre
aleur de B. On connaît alors un côté
S p—b et p—c seraient
a, l'angle à membre (1) et (2), on aurait la
res côtés, PMrelation :
(y 20 p—b tg 38 pes
BC
« à Résoudre un triangle connaissant un côté a, la hauteur correspondante h et la Somme bc des deux autres côtés.
: ah En égalant deux formes de la surface du triangle, on a :
D —=pr, x 1.
Or (n° 57, Rem, 2), r={p—a) tg 5A; Hu, ah Î — Î ah eu donc 9 —pP(p—a) tg A; d'où {y DAT p— a)?
Act l'on à à résoudre l'un des problèmes précédents.
Rte
6° Résoudre un L'iangle connaissant un côté à. l'angie 0)
: m de posé À el le rapport des deux autres côtes.
On cotfait la somme des angles B et C, puisque A en est | Supplément. Cherchons leur différence comme dans le 3% ca nous avons trouvé :
b—c sin B—sinC bc sin B—Esin C'
1Q x (99 \ At /09\ irmatta écrira :
Les formules (22) ct (23 permettent d'écrire : A PPLICATI
el nul l be 28 ÿ(B—C) sin 5A {4 51B—C) ER | _ 2 cos 5 A cos 5(B—C) cot ÿA FLN a CO. in b—c m—n + Or on a donné =—7®, Gone 27 = ——, et par suite C 1 bc mn { ; - = n (4J5(B—0C) | | 63. Déter Min Se 2 ; ; nm En gg; formule qui donne : peut approc : Col 5A On comme : i le terrain st s M — 1 “near É tg 5(B—C)— = cot 5A. perpendicula = = mn - 1 AD qui ne On termine comme dans le 3° cas. rente de la
Apuis au poin zgraphomètre sure l'angle | srizontale EC …suel dirigé v
T0 Résoudre un l'angle, connaissant les trois hauteur a, fi, y.
On a %—au—bg— 0e . relation que l'on peut écrire f Y: [ ]
a D oc cum
2 A Bs . à ” tour, Metetsts qui montre que le triangle cherché est semb* - =" On connai
: l'angle droit 1 ad l'autre côté, Pour avoir hauteur du g Soit On a
blable au triangle qui aurait pour côtés les inverses des 3 hauteurs. Il suffit donc de calculer les angles de ce dernier.
Quant aux côtés, on les obtient à l’aide des relation 28—08— ab sin C, on:en tire :
A — ê ; ans. Le _ Le 2 St SU cos 5 C
Le
et de même pour les autres côtés.
AIGNE
lé a, l'angie 0). à Les.
sque À en est lu dans le 3° ca
Délerminer la hauteur d'un édifice peut approcher
On commence par mesurer sur 1le terrain supposé de niveau ou perpendiculaire à AB, une base ‘AD qui ne soit pas trop diffé- ‘rene de la hauteur cherchée ; puis au point D, à l’aide d’un
lrois hauteurbgraphomètre par exemple, on me-
sure l'angle ECB que forme l’hosrizontale EC avec le rayon visuel dirigé vers le sommet de la “tour.
du pied duquel on
| peut écrire
1erché est sens 1 On connaît ainsi dans le triangle BEC : l'angle droit et l’un de ldl'autre côté. L{ Pour avoir la véritable hauteur, il faut ajouter à ce résultat la “hauteur du graphomètre, Soit CE= 13,75 et BCE— 24104050".
On a BE = CE t9 BCE, log CE —1,138 3097 log tg BCE —1,9495651 l | 1,087 8678 L + BE == 12m,249,
l’un des côtés de = s angles aigus, il est facile de déterminer oh ang gus, € le déterminer ernier,
des relation
Supposant que le pied du graphomètre ait 1m,20, la hautey cherchée sera 13,44, (On appelle l'angle BCE ungle d’élévation.
le sommet.
“BMA on co:
‘les deux an ‘on en dédi On observe 2MAE, form avec la ver “angle est *AMN. Dans ftangle MAN ‘ténuse et ui “est facile de
| Soit AB:
Déterminer une hauteur dont le pied est inaccessible
On prend sur le terrai une base d'opération AB dan la direction de la hauteur puis on mesure aux points | et B les angles formés ave celle base par les rayons vi.
suels dirigés vers le somme M. Dans le triangle MDC, « connait le côté CD et lb angles adjacents, il est facill d'obtenir le côté MD; et alonps dans le triangle rectangkh + On a MED, on à un angle aigu 6} l’hypoténuse, on en déduit }
Fig, 45, hauteur cherchée.
“donc
Soit AB—CD:==14n,75; MCE — 33047/10": MDE=- 4109830 d'où CMD =M—9°11'20".
CD sin C sin M
,;__ CD sin C sin D
donc ME = — EM
log CD— 1,168 7990
log sin C— 1,7394301
log sin D— 0,821 0503
colog sin M— 0,7967229
On a MD — et ME—MD sin D.
Ce problèn par la conna de l’inclinais
Deterr inaccessible
2,525 9953 ME = 33,573, Ajoutant 1,30 pour la hauteur du graphomètre, on obtient Rép. 34n,873.
| Onmesure et les deux a celte base pa «vers le poin Asoudre Je tri On connaît ui
: adjacents.
Au lieu de prendre la base AB dans le plan de la verticak EE ! on la choisit d'une manière arbitraire, On mesure les angliBs Soit AB— A et B formés avec cette base par les rayons visuels dirigés vel R— 58049" 9
Mesurer la hauteur d'une montagne
GNE CHAPITRE V, — APPLICATIONS 77 e sommet. Dans le triangle BMA on connaît un côté et Îles deux angles adjacents, on en déduit le côté AM.
“On observe ensuite l'angle QMAE, formé par le côté AM davec la verticale AE, Cet angle est égal à l'angle *AMN. Dans le triangle rec- Ntangle MAN, on a l’hypo- +ténuse et un angle aigu, il “est facile de calculer MN.
,20, la hauteyk
st inaccessible
sur le terrai ération AB dan:
de la hauteur:
re aux points | les formés ave r les rayons vi.
vers le somme angle MDC, ôté CD et lel nts, il est facikh
| Soit AB=—9235",50; MAB—4536, MBA— 54018" | MAE— 3709730".
té MD: et alor AB sin B a.
in angle aigu «} | sin B cos AMN on en déduit kEMdonc MN — er LE = |: log AB=— 9,371 9909 DE=- 4102830 fu
log sin B=— 1,853 9856 log cos AMN=— 1,8997088 + colog sin M= 0,0065156
MN
, Ce problème peut servir à calculer la hauteur d'un tétraèdre PA . " ;
:par la connaissance de l'arête AB. des angles MAB et MBA, et
de l’inclinaison de AM par rapport à la verticale.
66. Déterminer la distance d'un point À à un point C inaccessible.
gaine + On mesure sur le terrain une base AB & E = 33,573, .et les deux angles À et B formés avec ÿ
e, on obtient Ricette base par les ayons visuels dirigés vers le point C; il est facile de répisoudre le triangle ACB, dans lequel
,0n connaît un côté et les deux angles adjacents,
e la verticale. EE ure les anglaBf Soit AB—457m,65, A—-61010'95". Is dirigés venff R— 58049 90".
Lo
ü T8 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE -
be 3° Calcul On à ÂC= AB sin B ; 9 suiou sn 0 7 Les côtés C= 1800— {A —+B)—60030'15". il convient loy AB— 9,6605334 | n° 36 :
log sin B— 1,9299362 colog sin C— 0,0602854
formule dar 2,6507550 j Rép. AC—447m 16. d'où log 4 | log tg | 67. Déterminer la distance de deux points inaccessibles C} | el D. log & On mesure sur le terrain une base AB, puis on observe les | 7 angles formés aux points À et B, avec cette base, par les rayons visuels dirigés aux points C et D.
Dans le triangle ACB, on con.
naît un côté et deux ang zles, on peut aisément calculer AC. De même, la résolution du triangle / _— DAB fait connaître AD. Enfin dans LE à LD triangle DAC on a deux côtés connus et l'angle qu'ils forment, on peut en déduire CD.
Soit AB—a=— 210, DAB— A—88049, CAB—«— 35093 30". ABC=B=— 8903610", ABD —G— 610 45".
Fig, 48,
—. 68. Trois ; lee a Sin 8 a or do Calcul de AD—/7 d= = > ADE: ADB— 99033", ! On propose « SU 4 d'où les dist loga= 2 222109 «mesurés.
log sin 6=— 1,9429290
(Les quatr On peut fc 1 M par la G EE crire sur AC capables des
colog sin ABD— 0,306 9920
log d=— 2,5741333
20 Calc Ï > AC=r AC = F sin B — 4hod'S( cul de AC=œ.. A sin ACB° ACB=4501"50".
M est à lar log u = 9,82922193 M est à la:
/ nr B 1,929 9895 lérences.
RE Voici la ga A1: ce: 19 £ 15h DR: :
PAT SOU AUD= V,19ÿ 2899 Écrivons p loy == 9,472 4993 AM
CHAPITRE V. — APPLICATIONS 19 30 Calcul du triangle DAC. DAC = DAB—CAB— 52018" 30".
Les côtés d et x n'étant connus que par leurs logarithmes , | il convient d'employer la formule trouvée dans la Remarque dau * n° 50 :
(43 (D—DCA)= y (434) cot DAC.
d formule dans laquelle ty ?=—
| d'où log tj g= log d—loÿ 0101 6410; »5—51038 40", log tg (48°—+)=1,066 2777 accessibles €} accessibles € loy cot À DAC = 0,3088586
>n observe les k 1,375 1363.
joints À et B.!
les rayons viints C et D. ES ACB, on con- En x angles, on BA uler AC. Debu n du triangle D. Enfin dans a deux côtés d'ils forment, CD.
D—DCA —13090" 40"
D+DCA)=— 635045"
RSR CES
DCA==50%30"5".
d sin DAC sin DCA log d= 2,5741333 log sin DAC— 1,898 3480 colog sir DCA— 0,1125859 2,080 0665, CD = 384,65, 68. Trois points À, B, C étant donnés sur la carte d'un pays, ; On propose de déterminer la posilion d'un quatrième point M,
| d'où les distances AC, CB ont été vues sous des angles qu'on Œinesures.
RS A NE DU re
(Les quatre points sont supposés sur un même plan.) On peut fccilement trouver le point ra M par la Géométrie; il suffit de dé- — M : crire sur AC et sur BC des segments -
Dé Vo = 490150", : capables des angles mesurés, Le point rs. f ne M est à la rencontre des deux circon- © NC } | | férences. Ne PL Voici la solution {rivonométrique : 3 f Voic rigonométrique : V7 Écrivons pour abréger : €
AMC= 0, « ‘MB —- q, Fig, 49,
ACB—C
AC=—b,
MAC=æ, MBC=y,
BC= a,
Dans le quadrilatère ACBM, on a:
Les triangles AMC et BMC donnent :
CM— b son æ
CM— a Sin 1 y,
sin a ? sinp égalant ces deux valeurs, il vient :
bsinx_ asin y = nu, Sin à Sin : ” sine asin a d'où l’on tire : er ——
Sin y — bsin g°
Posons pour abréger c—
rithmique et permet de lrouver la y
lemps on a :
L sin 8 sin & ?
Sinæ_a Sn y €
cherchons la différence ,
cette formule est loga-
aleur de c, et en même
d'où l'on lire :
Sin æsin ny _a+c
: donc
Calcu
On mesurt
bo points À et
! la tour. II sa
Écrivons A
SN XL — sin TA . les angles M.
LPBA—$ int Les angles or Sin æ+sin . … Lo 1 » leur somme SUN © — Sin y 9 Sæ—y) “, car AO es | MAQ: donc ( 19 ÿ\2+y) Es se , mot he. D:
19 52 —y a 1 ë l … 3 et o)B ) — t l 1 _i—e 1 pi d'où (9 ga C—7y ae olr+y).
: : Or dans le Connaissant æ— et Æ+ y, On calcule facilement ces deu: angles.
On aura ensuite l'angle ACM P
ACM—1800 — et alors la distance C
ar la relation :
(ax), M sera donnée par l'une des égalités ci-
ë sin #4 OM :
sin x
Ju
D'ailleurs 1:
dessus :
Remarque. Si l’on suppose Læy)=90, on aura
1 & - ; R ty5tt+y)=oc. En même temps D y—= 180, sin x —sinu: rence æ—7, fu LA y P rY u sint ASina . b sing nn donne asins—bsin OÙ CESSE:
qd y bsing : P sin x?
À b sin 8 [0rOn a aussi c——;—", donc c—«4 ou a—c=0, et la
} formule (1) devient : #g 5iX—Yy)=0XoC, symbole d'indé- * lermination, Cette indétermination est ici réelle; car, les angles , « et y étant supplémentaires, le quadrilatère AMBC est inscrip- … tible, et tous les points de l'arc du cercle circonscrit compris | entre les côtés de l'angle ACB répondent à la question. aule est Joga- , eten mêmb, 10. Calculer le rayon d'une tour inaccessible.
On mesure une base d'opération AB et les angles formés aux
L. points À et B avec cette base par les rayons visuels tangents à : la tour. Il s’agit de déterminer le rayon du cercle O.
+ Écrivons AB=— 4, le rayon OC—R et
les angles MAB= 4, PAB—', MBA — 8,
M/ \M E PBA—p. Ps Les angles OAB et OAC sont tels que + »* leur somme égale «, et leur différence / Le : ‘+, car AO est la bissectrice de l'angle Née À a | : Us MAQ: donc OAB— 5(aa') et OAC— RE 2.
j\a—æ'. De même, OBA— (8-8)
Di et 0BQ —
d'sin B
Ur dans le triangle AOB, AO— sin(A CB
tent ces deux
d'sèn 5(8+-8
ou AO— = sin g(a+a FÊTE
D'ailleurs le triangle rectangle OCA donne :
COR = AO sin : œ— œ
En rempl d'sin À (a— x") sin Lg") En remp donc R— # 2 (1)
sin Blealp 8")
Remarque. Si, au lieu de calculer AO, on avait cherché l'expression du côté BO, on aurait trouvé :
: 1 . (| r d sin D B—+8") S?n ÿ(a—u ) es = = $ 2)
sin gate + pp
Lacomparaison de ces deux valeurs de R donne l'équation de condi- : #1 é : : 72, Calcu SUN GE) sin ÿ(B—8 Ï sa ==" Es à |: alla ve gafigfaira tion ee + à laquelle doivent satisfaire de ane au PUg\e TE) myif ri » est une sph
deux zones
les angles observés pour que le problème soit possible ; elle peut M Soit S la donc servir à vérifier si l'opération sur le terrain a été faite avec hauteur de | À ï exactitude, On à * 71. Un observateur élevé de 73 metres au-dessus du niveau BA 0r h pet: de la mer, a trouvé qu'à cetle hauteur l'angle «, forme En h par la dépression apparente de l'horizon, était éqal à 15' 30", donc On demande, d'après ce calcul, quel serait le rayon terrestre? (L'observation a été faite par les élèves de l’École de Gite Brest.)
Les angles DBA—% et BCA sont égaux comme ayant leurs
. côtés perpendieulaires. Or, dans le triangle _ 5 rectangle BAC . \ AC—BC cos « 3 \a. \ OÙ R=(R+h) cos2—R cos ah COS « c | d'où R(1— cos 4 —h cos à:
se #4 RU Fig. #1. Pour rendre cette formule logarithmique, il
suffit de remarquer que {n° 28) :
28 5a—l—cosa; donc R—
h cos a
2 sin? 5.
wait cherché
tion de condi-
ent satisfaire
ble ; elle peut été faite avec
s du niveau e a, formé al à 1530", rayon tere l’École de
ayant leurs le triangle
h COS «
CHAPITRE V. — APPLICATIONS En remplaçant les lettres par leurs valeurs, on a :
75 cos 15'30"
R= 9 one 77787 loy h— 1,8750613 log COS a —= ,999 9956
colog 2=1,698 9700
et k dodo —? log sin 5a—=5,293 9954
6,868 0223 R= 7379420", {Cette valeur est un peu trop forte.
12. Calculer en myrtamètres carrés la surface de l'une des deux ones glaciales, sachant que le pelit cercle qui lui sert de base est à environ 23°98' du pôle. {On suppose que la terre est une sphère ayant 4000 myriamètres de circonférence.
Soit S la surface cherchée, R le rayon de la terre et À la hauteur de la zone.
On à S—9r Rh.
Or R=R—R cosa=R(1—cosx)—9R sil; donc S—=4rR? sin? d. D'ailleurs R— ou «__ 4000 X sin?11044/ donc D ——— —
T 2 log 4000—7,204 1200 2 log sin 11044 —9,6165180 colog r = 1,5028491 5,323 4871
= 210614 myr. carrés.
un
EXERCICES ET PROBLÈMES
Exercices des Chapitres I et II.
Î. Haniener au premier quadrant les arcs suivants : 1° sin 105045" 4" 20 sin 12403 19" 30 sin 22303994" 1 sin 1413018! 43", 2. Le sinus d'un arc moindre que 90° vaut 0,5314; calculer les valeurs des autres lignes trigonométriques de cet are. 3. Trouver le sinus et le cosinus d'un are dont la tangente
égale : à
4. Trouver les lignes trigonométriques des ares de 1200 et de 1050,
5. Calculer les lignes trigonométriques d’un angle & en fonction de sec a.
log sin
Exercices du Chapitre III.
Trouver les logarithmes de :
sin 520 19’ 54,9, cos 2017" 35",7, sin 640 25" 97,8, cos 189 26" 42,9, sin 759 38" 19",6.
cos 720 ()" 2,8, sün 880 48 25",4.
cos 8708" 93",5, sin 00127",3.
cos 890 0" 457.8.
Trouver les logarithmes de :
ty 65338", cot 80° 53" 13,9, {9 7603812",5.
coË 6916 29",4.
lg 87045 95",5, cot 19° 95" 33,6.
4g 2434",7, cot 219 43' 49,8, 1j 0015" 48,9. cot 000" 56,1.
Trouver les logarithmes de :
sin 2080 4593".
cos 2910 33 59".
Trouver les angles Correspondants à :
log cos æ—1,998 8776.
log sin &—92,993156.
log cos —1T,9832360.
log sin æ—1,3579468.
log cos æ —1T,9413398.
CHAPITRE VI. — EXERCICES ET PROBLÈMES
92. log sin x —1,567 1248. 97. log cos x —1,68439245. 93. loy cos æ—1,8765432, | 98. log sin æ—1,9760044. 94. log sin æ—1,7531864 | 99. og cos & 27331780.
95. logcos æ—1,7891934. | 100. log sin æ—1,999 1357. 96. log sin x —1,9426715. 101. log cos æ—3,8900216.
Trouver les angles Correspondants à :
102. log tj x —1,8820134, 112. log tg æ—1,9950045. 103. log cot x —1,05926924. 113. log cot æ—1,9750072. 104. log tg æ—0,360 3752. 114. log tg æ—=0,1234568. 105. log cot x=—1,8170712. 115. log cot & —1,6785401. 106. log tg æ—1,321 0789. 116. log ty æ—0,3456789. 107. log cot x—0,357 9194. 117. log cot x —1,2345695. 108. log ty æ—1,6541945, LS. log ty æ—1,7890012. 109. log cot x—0,12592468. . | 119. log cot x—3,890 00536. 110. log tg æ—1,8649015. 120. log ty æ—3,8501854. 11. log cot &—0,048 1789. 121. log cot x —92,9753124.
Evaluer les plus petits arcs positifs qui satisfont au équations :
cos æ=0,7.
lo jess coig t=5%.
. Évaluer les plus petits arcs positifs qui sa tisfont aux équations :
æ—tg 630 15 16" —Lcot
Evaluer les plus petits arcs positifs qui satisfont au équations :
132, tj &=—=5 sin +. 135. 9 ty &-t2 cot x =.
133. 5 {9 æ—6 cos x. 136. 8 col x —séc? x —1, 134. 49 2x5 ty x. 137. sin x + cos x =séc x.
Exercices du Chapitre IV.
Triangles rectangles.
Résoudre les briangles )
1°" Cas. | 3° Cas.
ee \ a 930 FT \ «= 117,80 138. ] B— 380, | 149. } = 4m.
F 4 5780,95 RE | 4—5678m,76 139. B—385/"93" | 143. | D 3436 48.
2° Cas. | & Cas.
Résoudre les triangles rectangles dont les données suivent :
147 | b —48m 151. )BT
148 \ 7 —163m,20 152. ) er 7,60.
| B— 40 or. | a—9295m
r \ a— 176 | 153. Ne
A tnt | 50,75.
154, Résoudre un triangle rectangle, connaissant b c—190m et a = 0,6.
155. Quelle est la hauteur d’une tour qui donne 96m d'ombre, lorsque le soleil est élevé de 920 30° au-dessus de l'horizon ?
Quelle est la longueur de l'ombre projetée par un arbre
de 15" de haut, lorsque le soleil est élevé de 370 30" au-dessus de l'horizon ?
157. Déterminer la hauteur du soleil lorsque l'ombre d'un siyle
vertical exposé au soleil égale 2 fois 4 la hauteur du style.
‘ectangles dont les onnées suivent :
objet v
290 40 quels sc forme :
tangle.
quelle € 163. | de lä co 164. | régulier de ce pa 165. ( fait 43K, a-t-on si hauteur 167. La tangle dé et c'—59 168. R et la diff 169, L le rayon 170. L tangle es sachant «
S suivent :
il :
suivent :
d'ombre, on?
un arbre u-dessus
‘un style le.
CHAPITRE VI, — EXERCICES ET PROBLÈMES 89 158. Quelle est la hauteur du soleil. lorsque l'ombre d’un : ‘ : D |
objet vertical égale une fois ÿ Sa hauteur?
159. Trouver la longueur d'une droite faisant un angle de 220 40° avec sa projection, dont la longueur est de 160,64.
160. Un rectangle a 120,40 de base et 70,18 de hauteur: quels sont les angles formés par la diagonale avec les côtés?
161. La diagonale d'un rectangle à 68,49, l'angle qu'elle forme avec la base a 24018. On demande la surface du rectangle.
162. Une corde sous-tendant un arc de 829 est à 20m du centre: quelle est la longueur de cette corde ?
163. Dans un cercle de 8m,33 de rayon, quelle est la longueur de là corde d'un arc de 17° 8"?
164. Dans un cercle de 72" de rayon, quel est : 1° le polygone régulier inscrit dont le côté égale 25m; 2 quel est le périmètre de ce polygone; 3° quel serait le rayon du cercle inscrit ?
165. On trouve, après avoir parcouru 80 kilomètres, qu'on a fait 43k,25 de plus vers le sud que vers l’est. Quelle direction a-t-on suivie ?
166. L'hypoténuse d'un triangle rectangle à 4689m,76 et la hauteur 1830%,24, Résoudre ce triangle,
167. La perpendiculaire abaissée de l’angle droit d’un triangle rectangle détermine sur l’hypoténuse deux sgments b'— 3 596,32 et c'—2468m,15. Quels sont les éléments de ce triangle ?
168. Résoudre un triangle rectangle, connaissant a—1 346,94 et la différence des côtés de l'angle droit d—824n,746,
169, L'hypoténuse d'un triangle rectangle égale 4320%,42, et le rayon du cercle inscrit #=7890,36, Résoudre ce triangle.
170. La somme des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle est de 6642m,777; on demande de résoudre ce triangle, sachant que l'hypoténuse a 4765",35.
Triangles quelconques.
Résoudre les triangles dont les données suivent :
1°" Cas.
Ua —1170,80, | | c=={4n,76,
a—=105n 177. b=—1100 | A—580 a 59,40 178. C— 380,85 CO=s10098"
3° Cas.
4° Cas.
La=tèn BR
lé mm.
Chercher les éléments inconnus des données suivent :
A 74053 33",8 B—470173",9 | c—56894m 60, (Saint-Cyr, 1859, { B—79050 39" C—64095" 48" (a —439m,258, (Saint-Cyr, 1849.
C—=3on,20 ( C=7101b.
| a—=65792m,60 4 b —98045n,60 | ABS 48"6.
École navale, 1853.)
(École navale.)
b — 518,50 Cc—599n 30.
b'iangles dont les
| A— 580 b +. CE 916,50,
43045 servate
le pied tour, 1 Quelle zontale
sible. ( de SOni, en A e
instant est dan d'élévat admetts
connais ACD—(
que l'or l'AYONS x vement rayons :
de 4301
pays, o point M vues sol sait de} l'angle ,
CHAPITRE VI, — EXERCICES ET PROBLÈMES
Exercices du Chapitre V.
191. L'angle d'élévation du sommet d’une tour verticale est de 43015" à 79m de la tour. Quelle en est la hauteur, l'œil de l'observateur étant à 1m,10 au-dessus du sol?
192. L'angle d'élévation du somiet d'une tour verticale dont le pied est inaccessible est de 240 36"; on s'avance de 39" vers la tour, l'angle d'élévation du sommet est alors égal à 40012, Quelle est la hauteur de la tour? La base d'opération est horizon{ale, et l'œil de l'observateur est élevé de 1,50.
193. Mesurer la distance d'un lieu À à un autre C inaccessible, On à pris une base AB perpendiculaire à AC, et longue de 80%, L'angle formé au point B par les rayons visuels menés en A eten C égale 48095.
19%. Deux observateurs, distants de 1730. mesurent au même instant les hauteurs d’un point remarquable d'un nuage. Ce point est dans le plan vertical de la base d'observation, et les angles d'élévation sont 72% et So, Quelle est la hauteur du nuage. en admettant que les deux observateurs ont le même horizon ?
195. Calculer la distance de deux points inaccessibles À et B, connaissant une base CD—150m, l'angle BCD—40°; l'angle ACD—69, l'angle ADC=— 38030", et l'angle BDC—70030".
196. Trouver la hauteur d'une montagne. La base d'opération que l’on à choisie a 225m, les angles formés par cette base et les l'ayOns visuels menés au sommet de la montagne sont respectivement égaux à 52097" 18" ‘et 4191995"; de plus, l’un de ces rayons visuels AC fait avec la verticale de la Station À un angle de 43019°19",
197. Trois points A. B, C étant donnés sur la carte d’un Pays, on demande de déterminer la position d’un quatrième point M, d'où les distances AC=— 200% et BC—170" ont été vues sous des angles connus œ—4001713",2 et 8—30°9, On sait de plus que les quatre points sont sur le même plan, et que l'angle ACB—114040"8".4. (On calculera MC.)
198. Un observateur, placé à une hauteur de 120" au-dessus du niveau de la mer, à trouvé que le rayon visuel aboutissant à l'horizon sensible faisait avec la verticale un angle de 8939", On
demande quel serait, d'après ce calcul. le rayon {errestre, {Sorbonne, 6 novembre 1862.)
Un arc AC—9803; tourne autour d'un diamètre BB' per
pendiculaire à sa corde; quelle est la surface de la zone décrite , le rayon du cercle étant om,43?
200. Calculer le rayon d’une tour inaccessible, On à pris une base AB—175m; les angles formés avec cette base par les couples de tangentes menées des extrémités sont, au point A: x—60o, 2'— 900, et au point B: g—7ÿo, 8'==9200,
on
mets À
l'on a le médiar
mules !
vraies :
4° Qt 20 Qu 3° Qu 4 Qu
restre, { Sor-
ètre BB’ perone décrite,
a pris une ‘les couples \ : x— (600,
PROBLÈMES DE RÉCA PITULATION
Vérifier la formule
2,1 2p_ Sin (ab) sin (a—b) ed cos? a cos? b ; 4 204. Vérifier la formule: tg (4504 a)—tg (450—_a)—9 ty 2a. (Sorbonne, 10 juillet 1872.)
É 205. Dans un triangle, la médiane menée par l’un des somï mets À divise cet angle en deux parties x et y: démontrer que Sinx b - : Te
sin y —c (b et y étant du méme côté de lu
T T 1° Quand a et b étant moindres que 5, ona a+b>s
} 20 Quand on augmente l’un de ces arcs de 5; 3° Quand a et b sont deux arcs positifs quelconques : 4 Quand a et b sont des arcs quelconques.
y ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE
207. Démontrer que, dans un triangle, on a les relations suivantes :
{0 tn . \ sin | B sin Cu :
$ ÿ { Qi sa 5 D. abc?
Jo ‘NQ Ne 1NQ b LP = cos » A cos D) B cos o) C abc ; l 3 40 S—92R? sin À sin B sin C:; do 9 A+ ty B+ty C={4 À t9B ty LT
60 sin A+ sin B+sin C=4 cos 4 A cos à B cos : C; (Sorbonne, 16 juillet 1869.\ 1 cos ALcos B cos C—1 4 sin à A sin B sin L GC;
(Sorbonne , 28 juillet 1866.) COS® À + cos? B+ cos! C+-2cos À cos B cos C—1.
208. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, 1° trouver les 'ayons du cercle inscrit et des trois cercles ex-inscrits; 2 démontrer que la surface du triangle égale la racine carrée du produit de ces quatre rayons.
209. Étant donnés les trois côté angles et les côtés du triangle des trois cercles ex-inscrits.
210. Résoudre un triangle rect 2p et l'un des angles aigus B.
211. Résoudre un triangle rectangle, connaissant un angle aigu B et la différence des côtés de l'angle droit.
So
S d’un triangle. trouver les ayant pour sommets les centres
angle, connaissant le périmètre
Résoudre un triangle , connaissant deux côtés a et b. et la différence A—B des angles opposés.
213, Résoudre un triangle, connaissant le périmètre 2p et les angles À, B, C,
214, Résoudre un triangle, connaissant sa surface S et les angles A, B, C,
215, Résoudre un triangle, connaiss rayon » du cercle inscrit.
216. Résoudre un triangle, connaissant les rayon R du cercle circonscrit.
ant les trois angles et le
trois angles et le
calcule rayon
tion #
Rés
JYN
calcule:
{er avri
de Jp lieu à À
298, | à quelle
229, I polygont
L avec l’ax 234. D sous-ten compris extrémit
‘elations sui-
OS L GC; let 1869.
en sun ÿ 5
let 1866.)
trouver les rits; 20 dérée du pro-
rouver les les centres
périmètre un angle a et b.et 2p et les S et les gles et le
gles et le
217. Étant donnés les côtés d'un quadrilatère inscriptible calculer 1° les angles; 2 la surface: 30 les diagonales; 4° le ‘4: R rayon du cercle circonscrit.
$ II, — Problèmes numériques,
218. Trouver le plus petit angle positif satisfaisant à l'équalion tj 2x3 tg æ,
Résoudre de la méme manière les équalions suivantes :
sèn (a+æ)=sin a+ cos a
226. On donne deux angles: P—93057 19" et Q=—921016 46"; calculer un 3° angle x tel que sinx=—sinP+sinQ. Sorbonne. 1er avril 1855.)
227. Un observateur se trouve à 56m qu pied d’une tour haute de 35", Sous quel angle voit-il cette tour, l'observation ayant lieu à 1" au-dessus du sol ?
228. Un objet vertical de 1,75 est vu sous un angle de 14°5': à quelle distance est-on de cet objet ?
229. Dans un cercle de 3",45 de rayon, on veut inscrire un polygone régulier de 9 côtés, quelle sera la longueur du côté *
230. Dans un cercle de 196,273 de rayor quelle est la graduation d’un arc sous-tendu par une corde 2 338m, 355 ?
231. Le cercle polaire étant éloigné de 2398" du pôle, quel est le diamètre de ce cercle? Le rayon de la terre peut être compté de 637 myriamètres,
232. Calculer le volume d'un cône de révolution ayant pour } base un cercle de 1m de rayon, sachant que la génératrice fait 7 avec la base un angle de 270 17’,
233. La génératrice d'un cône de révolution a 2n,40 ; elle fait
avec l'axe un angle de 22, Quel est le volume de ce cône ?
È 234. Dans un cercle de 8m de rayon, On à mené une corde qui sous-tend un arc de 62021"; quelle est la surface du triangle compris entre cette corde et les rayons qui aboutissent à ses extrémités ?
235. Une tour a 30" de circonférence, les tangentes menées d’un point extérieur font un angle de 18°, Quelle est la distance de ce point au centre?
246. Dans le problème précédent, quel serait l'angle des tangentes, si le point extérieur était éloigné de 150% du centre?
237, Mesurer la distance d'un lieu A B. La base d'opération AC-
238, Deux observateurs distants de 1875" mesurent au même moment les hauteurs d'un point remarquable d'un nuage, Ce point se trouve dans je plan vertical de la base d'observation,
et les angles d'élévation ont 759 et 82%; on demande la hauteur du nuage.
à un autre inaccessible 105, l'angle A=6% et l'angle
239, Quelle est la vitesse (espace parcouru en une seconde d’un point du parallèle terrestre sur lequel Pe:is est situé? On suppose le rayon terrestre de 6366 kilomètres, et la latitude de ’aris égale à 48050 14".
240, Calculer la surface d'un trapèze rectangle ABCD, dans lequel AB= 324m,35, CD— 208,15; l'angle A—90 et l'angle B=— 32025", (Sorbonne, 19 juillet 1858.)
241. Résoudre un triangle, connaissant un CÔtÉ «—1325m,47 et les deux angles adjacents B= 4709838" et C= 429750", On calculera la surface.
Résoudre un (triangle dans lequel on donne a
C— 394,82 et C=68°7 40,9. On calculera la Surface.
245. Quels sont les angles et la surface d'un triangle dont les côtés sont : 4—1960, b—995 et ce — 1073?
246. Résoudre un triangle, connaissant a—=5777, À = 40056 et B—5416'8",48. On demande la surface.
241. Calculer jes angles et Ja Surface d'un triangle dont les côtés sont: a— 12418m,78, b=98381",17 et C=34918m,95, Concours d'admission à l'Acole Polytechnique en 1866.)
248. Calculer la hauteur d'un édifice accessible ; la base mesurée a 281, et l'angle observé 48010",
249, C surée à 4 250, D 54,25 d’ l'horizon, 251. U égale 1m, l° quelle 252, Tr On sait qu d'opératio la tour fai 253, Tri On sait q adjacents 26 juillet 254. Ca Ondonnel] CBA — 46° 255, Ré a=4390 ( 256, Un de ses ang triangle.
257, Un qui le com ares et cen 258, Cal hauteur, l'e 259, Dan on demand forme avec 260. Cale un côté a = 261. Calc AOB tourn:
au centre 262, Calc isocèle dont D864379m,
entes menées st la distance
ngle des tandu centre?
“inaccessible 2 et l'angle
ent au même n nuage, Ce observation, e la hauteur
ne seconde st situé”? On à latitude de
D, dans le- ° et l'angle
=4709'50" nde la sur-
= 33,45, s et la sur-
=204m,182, ace.
le dont les
e dont les 34218m,05, 6.)
se mesurée
PROBLÈMES DE HÉCAPITULATION y?
249, Calculer la hauteur d'une tour inaccessible; la base mesurée à 48", el les angles d'élévation 4407! et 122093",
250. Déterminer la hauteur d'une tour verticale qui donne 54,25 d'ombre lorsque le soleil est élevé de 49° 30! au-dessus de l'horizon,
201. Une hélice enroulée sur un Cylindre dont le diamètre égale 19,25, rampe sous un augle de 15°8'9", On demande l° quelle est la longueur de cette hélice, 2 quel en est le pas.
202. Trouver la hauteur d'une tour dont le pied est accessible, On sait que la hauteur du graphomètre est de 1",10, que la base d'opération a 83",57, et que le rayon visuel mené au sommet de la tour fait avec l'horizon un angle de 39017929",
253, Trouver la distance d'un point À à un point C inaccessible. On sait que la base d'opération a 113m,45 et que les 2 angles adjacents ont, l’un 49017 28", et l'autre 36024! 33". {Sorbonne , 26 juillet 1855 et 19 août 1859.
254. Calculer la distance de deux points inacessibles C et D, On donne la base d'opération AB—3784m etles angles CAB—8709ÿ, CBA— 46034", DAB— 47039, DBA = 8403;
255. Résoudre un triangle rectangle connaissant l'hypoténuse a=4320 et la hauteur À = 2073%,60. On calculera la surface.
206. Un triangle rectangle a une surface de 81 678%,3640; l'un de ses angles a 380,51"20'; on demande les autres éléments de ce triangle.
257, Un des angles d'un triangle a 35°18'46", les deux côtés
qui le comprennent ont 87" et 72m; on demande la surface en ares et centiares.
298. Calculer la surface d'un triangle isocèle de 176,40 de hauteur, l'angle au sommet étant de 4702418",
259, Dans un triangle ABC, on a a= 60, b= 400, C= 49m; on demande la longueur de la médiane AD et les angles qu’elle forme avec BC.
260, Calculer le rayon du cercle circonscrit à un triangle dont un côté a — 354,90, et l'angle opposé à ce côté A— 5504999"
261. Calculer le volume engendré par un secteur circulaire AOB tournant autour d'un rayon OA=3", sachant que l'angle au centre & =2337, | Sorbonne, 1 août 1862.)
Calculer, à 0”, près, l’angie au sommet d'un triangle
isocèle dont la base est égale à 3452",634, et la surface égale à d 864 379mu,
265. Calculer la surface d’un triangle, connaissant la hauteur = 4590,076 et les angles +,8 que forme cette hauteur ave les deux côtés adjacents; savoir : y — 80 et B=1b0,
264. Quel est le volume engendré par un triangle ABC tournan autour de AB, étant donnés : 4 — 248,5678, b—549m, 8795 0 c—4560,9934 ?
$ III. — Questions proposées à divers examens.
Étant donné un are a—17035"4%",2; calculer un autre
arc æ te] qu'on ait sinæ—2sin a. (Sorbonne, 26 avril 4859, 270. Le cosinus d’un angle compris entre 900 et 180 étant [e)
égal à —0,358, on demande de Calculer à 0,001 près, et sans
faire usage des logarithmes, le cosinus de la moitié de cet angle, (Sorbonne, 7 novembre 1559, 7 novembre 1861, 14 juillet 1862 et 9 novembre 1863.)
Le sinus d'un angle étant 7» 0m demande les valeurs du
sinus et du cosinus de la moitié de cet angle. {Sorbonne , 16 novembre 1860, 16 juillet 1862 et 4 novembre 1863.) 272, Étant donné cosa—0,85742, on demande de calculer À 1 - Lo Sûnÿa el cos;a. (Sorbonne, 29 novembre 1859.)
273. Quels sont les angles compris entre 0 et 1000 qui on pour cosinus +-0,548? {Sorbonne , 29 juillet 1859 et 2 août 1862.
274. On sait que le sinus d’un are compris entre 90° et 180° à pour valeur 0,75895, on demande de calculer le cosinus, la tan-
) gente, la affectant c bonne, 99 975. Tri son sinus vempre {8 976. Cal æ = 83094!
277, Calc sûn (ae + 45 * Jet 1862.) à 278. Ont | jacents Bel Saint-Ciy » 279, D'un * R, on abai demande de : face du tri:
E Cyr, 1864.) : 280. Un montagne , sait que le b AO; le ray | la hauteur « E 281. Trou:
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les, et à 0,000!
culer un autre 6 avril 4859, et 1800 étant près, et sans é de cet angle, 14 juillet 186?
les valeurs du
bonne , 16 no-
» de calculer
1000 qui ont | 2 août 1864, 900 et 180 à sinus, la tan-
: gente, la cofangente, la sécante et la cosécante
L let 1862.)
tte
R, on abaisse une perpendiculaire MP À demande de déterminer le point : face du triangle OMP soit égale L Cyr, 1864.)
b montagne, et sa vue s'étend jusqu’à À sait que le rayon visuel AC fait un à AO; le rayon R de la terre étant À la hauteur de la montagne, (Saint-Cyr, 1864.
à crit à un triangle soit égal
à perpendiculaire commune * la partie NP interceptée soit égale à une longueur donnée 4,
D On connaît la distance des parallèles AB—4 E MA—b,
| examens oraux, 1864.)
: prend un point S par lequel on mène une fangente SA: ; Ï
du même arc, en affectant chacune de ces quantités du signe convenable. {Sorbonne, 22 juillet 1859.
279. Trouver entre Q° et 45° un angle tel que la somme de son sinus et de son cosinus égale 1,15. (Sorbonne, 16 novemore 1861.)
Calculer, avec 7 chiffres décimaux, | sin 7@ sin æ
à valeur de l’expres-
sion — 2 cds 2 —9 cos kx-—9c0s Gr > Quand on suppose
D x= 8302436". (Sorbonne, 90 juillet 1861.
277. Calculer l'angle æ déterminé par la relation suivante : sin (+450) sin (x + 75)— sin $20. (Sorbonne , 93 juil-
278. On donne la base a d’un triangle et les der jacents B et C; quel est le côté du carré inscrit d Saint-Cyr, examens oraux ; 1864.)
ngles adans ce triangle ?
279, D'un point M pris sur une circonférence de rayon donné sur le rayon OA. On M par la condition que la surà un carré donné m?, | Saint-
280, Un observateur est placé en À sur le sommet d'une
un point C à l'horizon: il angle + avec la verticale d’ailleurs connu, calculer
281. Trouver la condition pour que le rayon du cercle circons-
au friple du rayon du cercle inscrit.
282. D'un point M extérieur à deux parallèles, on abaisse une MAB, et une oblique MNP, telle que
(Saint-Cyr, examens oraux
et la distance et l’on demande de calculer l'angle M— x, (Saint-Cyr, 283. Résoudre l'équation : sin lg æ-49
2COST= MI: On indiquera Jes conditions de possibilité du
problème, (Saint - Cyr,
= Cxamens oraux, 1864.)
Sur le prolongement d'un diamètre BOC d'un cercle, on
on abaisse
du point de contact A une perpendiculaire AP sur le diamètre el l’on joint AO. Quelle valeur faut-il donner à l'angle AOS— x, pour qu’en faisant {ourner la figure autour du diamètre,'la surface latérale du cône engendré par SAP soit à celle de ja zone en-
gendrée par APC dans le rapport “9 (Saint-Cyr, 1864.)
255. Sur l’un des côtés d'un angle droit AOB, on prend deux longueurs OB—4, BC—b, et l'on joint aux points B et C un point À du côté OA, de manière que l'angle BAC soit égal à un angle donné ;, Quelle sera la longueur de OA? (Saint-Cyr, examens oraux, 1864.
286. On donne, sur une circonférence de rayon R, un arc AD de # degrés. On joint un point B, situé sur le prolongement de OD au point A, et l'on mesure l'angle BAC = « extérieur au triangle AOB. Calculer la distance BD du point B au cercle. (Saint-Cyr, examens oraux, 1864.)
287. La surface d'un triangle est de 3428"1,65; on connait de plus la longueur de deux côtés, savoir : l’un 92,35 et l’autre 103",57; on demande l'angle compris entre ces deux côtés. ! Sorbonne, 16 juillet 1862.)
288. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéral de 7,35 de côté, tournant autour d’une droite passant par son sommet et faisant avec le côté un angle de 18°, (Sorbonne. 22 juillet 1859 et 98 juillet 1864.)
289. Dans un triangle ABC on donne AC — 177m,985, BC— 89,214, l'angle C— 691012", [1 s’agit de déterminer sur le côté AC le point M par lequel il faut abaisser sur AB la perpendiculaire MP, pour diviser le triangle en deux parties équivalentes. (Sorbonne, 98 juillet 1862.)
290. L'un des angles d'un losange circonscrit à un cercle de 68" de rayon est de 4302437"; calculer, à un décimètre carré près, la surface de ce losange. (Sorbonne, 4 novembre 1862 et 19 juillet 1865.)
291. Calculer l'angle au centre d’un secteur circulaire AOB, sachant que le volume du secteur sphérique engendré par la révolution de ce secteur circulaire tournant autour du rayon OA,
est $ du volume entier de la sphère, (Sorbonne, 8 avril 1863.
ii avril 1862 et ii novembre 1864.
292, Calculer la tangente d'un arc égal au quart du quadrant.
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| le côté AC—19m,419, l'angle BAC = 46099 37";
| l'angle C== 750,823" et la hauteur AH — » de calculer la longueur des trois côtés. (Sorbonne, 15 juil- > let 1859.
Eh BC— 6m, AB—5m, AC— 9m, à l'angle A, et l'on demande de calculer 1° les surfaces des deux
sans recourir à l'emploi des tables trigonométriques. {Sorbonne 20 avril 1863 et 11 novembre 1869.)
298. Calculer un angle + tel que l'on ait 2 sin x —sin (459 — x), (Sorbonne, 21 avril 1863, 11 novembre 1864.
29%, On à un angle A—44090 12": on mène par un point B pris sur l’un des côtés de l'angle, à une distance AB— 107, une droite BC, telle que la surface du triangle ABC soit de 6927M1; on demande la longueur de la droite AC et la valeur de l'angle ABC. (Sorbonne, 18 juillet 1860.
295. Quelle est la graduation d'un arc sous-tendu par une corde égale aux 3 du diamètre? (Sorbonne, 18 juillet 1860, 1cr août 1864 et 8 mai 1866,
2 1 296. Calculer, à 1j _ de Seconde près, les angles d'un losange
dont le périmétre égale 842,693, sachant que l’une des diago-
nales à 92355, { Sorbonne, 16 novembre [S58.)
297. Trouver le rayon d'un cercle circonscrit à un triangle dont les trois côtés sont respectivement 249", 332n et 413m, (Sorbonne, 10 avril 1860.)
Dans un triangle BAC, on donne le côté AB=—923m
on demande de calculer la longueur de la bissectrice de l'angle A. Sorbonne. g
| 5 août 1859.)
299, On donne dans un triangle ABC l'angle B=— 6802617", 45,19; on demande
300. Les trois côtés d’un triangle ABC étant respectivement AB=— 1551", AC— 92068m, BC—92585m; trouver la longueur de
À la droite AD qui joint le sommet À au milieu de BC. (Sorbonne ,
13 avril 1859, 301. On donne dans un triangle ABC les trois côtés; savoir On mène la bissectrice AI de
lriangles ACL et ABI:; 2 Ja longueur de la parallèle IM à AC,
| terminée au côté AB en M. (Sorbonne, 18 avril 1859.)
302. Un côté d'un triangle a pour valeur 30,42; les deux angles
: adjacents ont, l’un 48039"13/ et l’autre 75018 95", Résoudre ce L triangle et calculer la surface. (Sorbonne , 28 avril 1858.
‘ û { el les deux côtés qui comprennent cet angle : 4 23824,52 « b=15642,3%; trouver À, B et le coté ce. (Ecole polytech. nique, SGA.
Étant donné, dans un {riangle, Pangle C
30%. La bissectrice de l'angle droit d'un triangle rectangle parlage l'hypoténuse en deux segments dont les longueurs sont 4,310 CL om 238; on demande de calculer les angles de ce triangle, (Sorbonne, 10 novembre 1862 et G avril 1S65.)
345 et deux angles, savoir: À ISIN" 6: B=— 492030 1878. {Ecole polytechnique, 1859,
305. Résoudre un triangle, connaissant le périmètre 2p2 1954.
306. Calculer les côtés d'un triangle dont le périmètre 2p= Im,20, et dont les angles À et B ont respectivement pour valeur 3501715" et 624330". Concours général, 1854.
307. Calculer la distance de deux points inaccessibles À ce! B, connaissant une base d'opération CD: 394,82,
l'angle ACD = S3e11"27".8
Pangle BCD = 41010" 39",7
Pangle BDC— 75098 41",6 cl l'angle ADC=— 98040"51",8.
On fera une vérification en calculant la distance BD, d'abord dans le triangle BCD. puis dans Je triangle ABD. (Saint-Cyr, 21 juillet 1854.
308. On connait deux cotés d'un triangle et l'angle compris: Savoir : a —925824,52, b— 15642,3%, C= 84032 18",4. Détermi. ner les angles À et B et le côté ce. ! J‘cole polytechnique, 1868,
309. Calculer les angles d'un triangle dont les côtés sont : a=12515,78, b—922637,9, e— 18916,29. {Ecole polytechnique, 1869.)
310. On donne dans un triangle : «= 2597,85, b= 3084,33 et A=—56012 47; déterminer les autres éléments. Vérification. (Ecole centrale, août 1864.) .
311. Étant donnés les trois côtés d’un triangle : &—1409,448, b= 876,53, c— 1227,142; calculer 1° les angles et la surface: 2 l'aire comprise entre les cercles inscrit et circonscrit, (Ecole centrale, août 1866.
312, Connaissant deux côtés d'un triangle : «a = 4565,72, b= 983,45 et l'angle compris C= 75093 54"; calculer les deux autres angles, le 3 côté, la surface et le rayon du cercle ex-inscril Compris dans l'angle C. (Ecole centrale, octobre 1866.
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313, La hauteur SA d'un point S au - dessus d'un plan horizonlal ABC est de 427m,854. Les deux droites S5B et SC font, avec la verticale SA, des angles égaux dont la valeur commune est 5591827", Ces mêmes droites font entre elles un angle BSC de 2804439", Cela posé, on demande de calculer : 4° Les arêtes AB,SC et BC de la pyramide SABC: 90 l'angle BAC; le volume de la pyramide SABC. Saint-Cyr, 1866.
314. Etant donné le demi -cercle BCA, dont le rayon vaut 63600,739, on tire le rayon OC, faisant avec OA un angle o=231714",3. Au point C on mène la langente au cercle, qui coupe au point D le prolongement de OA, et l'on demande de calculer : 19 le volume engendré par le triangle rectangle OCD lournant autour de lhypoténuse OP: 2% la valeur qu'il faudrait attribuer à l'angle 4, pour que le volume engendré par le triangle OCD TG double de celui qu'engendre le secteur circulaire OCA. (Saint-Cyr, 1867.)
315. Les rayons de deux circonférences sont, l’un de 3, Pautre de 4", et la distance des centres est 9m, On demande de calculer :
1° La surface du triangle qui à pour base la ligne des centres, el pour sommet l’un des points d'intersection des deux circonférences ;
2 La longueur de la corde commune aux deux circonférences :
3° Les longueurs des arcs sous-tendus par celle corde;
4 La valeur de la surface commune aux deux cercles, {Saint- Cyr, 1864.)
Problèmes supplémentaires.
(Ges questions ont élé recueillies dans divers ‘xamens.
316. Trouver la graduation de l'arc dont la longueur égale le sinus de 30°,
317. Calculer, au moyen de la Trigonométrie, l'expression V2 + V3.
Étant donné ty 9 — 91. trouver sir a, cos a et ty a
ST < —1-+ 4/1 Lin a 922. Vérifier la formule LE VIH 9 a
| sa = (9 3 ty a
a—90° et pour 4—0v, 323. Vérifier les formules qui donnent les lignes trigonométriques de l'arc «4 en fonction de {g a pour a=—-90p, 324. Vérifier les formules suivantes :
1° (9 5 A =coséc a—cot a :
col a = cosec 2a + cot 2a :
I Û 9 CO Ga —ty » 42 cot a.
325. Vérifier que l'on a. entre les trois angles d’un triangle. les relations suivantes :
1 sin2Atsin9B+sin 2C— 4 sin À sin B sin C;
dc SU A + sin 2B— sin 2C—=4 cos À cos R sin C;
3° COUA cot B+-cot À co! C+cotB cot C—1,
326. Calculer six on. lorsque »» est plus petit que 10 secondes.
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PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION 105 Fe 3 ae 1—sin x 339, Maximum ou minimum de PATES ” er nr
Maximum du produit (35—sin æ)(2+ sin x
343. De tous les triangles qui ont même base et même angle au sommet, quel est celui dont la surface est maximum ?
344. Trouver le rectangle maximum inscrit dans un secteur circulaire de rayon R.
(ER 50 sin À sin B sin C° lations : ab cos CÆc cos B et We be cos À, écrites pour les trois côtés d’un triangle.
346. Réciproquement, des relations bc —dbe cos À écrites pour les trois côtés d'un triangle, déduire
a b c ab cos C+c cos B, etc., et sin À = sin B = sin C'
347. Trouver la surface d’un triangle dont on connaît deux côtés «, b, et l'angle À opposé à l'un d'eux.
348. Discuter la formule @=b-£c—9bc cos A, pour en déduire les conditions dans lesquelles le deuxième cas des triangles admettra une, deux ou 0 solutions.
349, Trouver la surface d'un triangle isocèle dont on connaît la base a et les angles adjacents égaux B et C. ou les deux côtés égaux et l'angle compris.
390. Par un point D pris sur un côté AC d'un triangle, mener une transversale DE qui divise le triangle en deux parties équivalentes. (On déterminera AE—:.)
301. Calculer les trois hauteurs d’un triangle en fonction des trois côtés.
302. Dans un triangle, on connaît un côté c et les angles adjacents À et B; calculer la bissectrice de l'angle A et le segment adjacent à AB.
353. Étant donnés les trois côtés d’un triangle, calculer la bissectrice de l’un des angles.
304. Résoudre un triangle rectangle, connaissant : 1° les rayons r et R des cercles inscrit et circonscrit; 20 le rayon R et un
Des relations déduire les re
angle B ou le rapport .
des côtés de l'angle droit.
106 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE 39, Résoudre un triangle, connaissant l'angle au sommet À. sa bissectrice AT, et la hauteur AD, 96, Résoudre un triangle.
angle À et le rayon R du ce «et B,
connaissant le périmètre 2p, un rcle circonscrit ; ou connaissant R,
397. Résoudre an triangle, connaissant un coté à, du cercle inscrit. et la somme b— deux autres côtés.
le rayon »
-€ où la différence b—« des
398. Résoudre un triangle, connaissant la surface S, le périmêlre 2 et un angle A.
309, Résoudre un triangle, connaissant la base «, l'angle au sommet A et la hauteur H.
Résoudre un triangle, connaissant deux côtés b et ce
el la bissectrice de l'angle A compris,
961. Calculer l'angle dièdre du tétraèdre régulier, 362, D'un point M de la Circonférence circonscrite à un triangle équilatéral de côté a, on mêne des cordes aux trois sommets ;
lune de ces cordes étant connue, par exemple AM==m, trouver les longueurs des deux autres.
363. Trouver la surface d'un polygone irrégulier circonscrit à un cercle de rayon R, COnnaissant les angles A, B. C.
…, de ce polygone,
,C 364. On donne une circon férence de rayon
/} R et deux rayons rectangulaires OA et Op:
Z-77)4 On inscrit un cercle dans le secteur OAMB. MA et l'on mène ja langente CD commune
F g | en M. Exprimer {o Ja grandeur des trois KE | à . < | côtés du triangle OCD, % celle du rayon
D —$ à du cercle inscrit. en fonction du "Ayon Fig. 89. donné R, k 365. On donne un cercle de rayon OM—R :
2) on mêne en un point B une langente BK, et d Lu
l’on abaisse la perpendiculaire BC sur OM, puis
A. Ds on fait tourner la figure autour de ce rayon OM { Le | prolongé. Quelle valeur faut-il donner à l'angle ] KOB—:%, pour que la surface latérale du cône Ÿ 7 décrit par BK soit à la surface de la zone que ea ss m Fig, Ha. décrit BM dans le rapport —-?
OM— R
te BK, et r OM, puis rayon OM r à l'angle le du cône zone que
‘un point
extérieur K on mène deux langentes AK et BK formant un angle 4—60°, On demande de calculer la surface AMBK. comprise entre les tangentes et le cercle,
367. Trouver l'aire d'une Zone, connaissant le rayon R de la sphère , l'angle « des rayons menés aux extrémités de l'arc générateur de la zone, et l'angle 8 que forme l'un de ces l'ayons avec l'axe. Trouver le volume du secteur sphérique engendré,
368. Calculer le côté du polygone régulier de x côtés inscrit dans le cercle lrigonométrique, et le côté du polygone circonscrit semblable,
369, Calculer la surface du polygone régulier de x cotés , 1° inscrit dans un cercle de rayon R, et ® circonscrit. Applicalion : Calculer la surface du pentédécagone régulier inscrit dans un cercle de rayon R=— 548,764.
970. Trouver le rayon du cercle dans lequel 1° les aires des pentédécagones inscrit et circonscrit différent de 248m; 9 Les périmètres des pentagones inscrit et circonscrit différent de 1 décimètre; et 3 les surfaces des mêmes pentagones différent de l décimètre carré,
COS (TZ
sec a = V 1. Lt? a cosec à == / SE D.
V Tia
Lignes trigonométriques de la somme ou de la différence de deux arcs :
Sin(a—+b)\= sin a cos b+sin b cos a.
Sin (a—b)= sin a cos b—sin b COS &.
COS |a+b)=cos a cos b—sin a sin b.
sèn À
TRIGONOM.
OMÉTRIE
érence
sin 2a = sin a cos 4 OU sin a-—%
Somme et différence
TRIGONOM.
TABLEAU DES PRINCIPALES l'ORMULES
cos (a—b)=c0s à cos b sin a sin b.
tj a+ ty b
ly(a+b):- CT yb
ly a —l(} b
| | li «li b col a cotb I coli 4+- col b -
lyia— th)
coly (a |-b)
‘ol a col b | Î 0É0 (Gb) °° PAU d co bol a
Multiples et sous-multiples des arcs :
2 4 l 4 SU ya cos a A cos 2a = cos? 4 — sin? «.
( 2 (y ya où {ya=— — «
tp 0
| 1 1nQ 7 . — COS 4 : + singa=4/ 9 d'où cos a=1-—9 sin?
pa noi, —, /1—cos a cos ya = 9
ty yut—
du = gi l— (4? a
sin la = +V1—Hsin av Î— sin a cos La HEV1+sin aL Vl—sin a
TE Q= æ 1 EV LHigpa
2 ty a
calculables par logarithmes :
un
A Sin p+sin q=2sin;(p Eqieoss(p—a
SP—Sin q=28sinx(p —q)coss b+4)
des lignes trigonométriques rendues
me
Fa
L'hucr - En À Le pm net 3 Cesar D
de LT
2 2 eme
ne D re
UT En = moe BAL ER: LE
ae Se de RUN RDA VERS NS D LENS an ES
COS D
cos q = 2co8} (p- + q)cos 1 P—4)
3 € > 1 COS 4 — cos p=— 2 sin p +q)sin5(p—q) bo sinp--sinq __“J2\P F4) hr q. A gi 0) _ Sin (a+-b) lg a+tgb= COS a cos b # c san | (a—b) ga—igb= COS 4 COS b : À er (a+b) cot a+-cot b— D TT 4 sin (a—b) c0a—cotb= sin à sin b' Sin? a— sin? b= sin (a+ b}sin(a—b), COS a— sin? b= cos (a+-b)cos (a—b), Fe Résolution des triangles. | 1° Ge Formules pour la résolution des triangles rectangles. 1°" Cas. Données a, B C=900—B b=a sin B C—=a cos B Ü ‘ ÿ 2° C C S = jbe = T Sn B cosB — : a? sin2B “À .
2° Cas. Données b,B C= 900—B — %— sin B Ps Cc—b cotB si 4
= jh A4 co.
IGNE
tangles.
sin2B
Si A<90 et
TABLEAU DES PRINCIPALES FORMI LES
3° Cas. Données a, b RS ln a—b 008 G = a (95 6e V: Lh B=- 900 C=asinC ou c— ViaFb)a—b)
—_ = S=— ab sin OC,
4° Cas. Données b, c.
tj p=—! = cot C b = ASE où a=ÿh?#et, bus! bc,
Formules pour la résolution des triangles queltonques,
1°" Cas Données a, B,C.
A—1800—(B+C), 4 4 sin B
7 sin À ?
e çe— 4 sin C 7 sin À ?
ms Lai sin B sin C | — 2° Cas, Données a, 6, À, b sin A a ?
0—180%—(A+B) ; — 4 sin C = 7
sin B—
Si A=90 ona a>b Si A<S90 mais ab, il n'ya qu'une solution.
a<b, le problème a 2 solutions.
le problème n’a qu'une solution.
3° Cas. Données 0.0 1 a—b, C (9 5(A—B)=— ape ot.
Ÿ on
(0 | 7 = 1 in < __ a sin C - (a+b) sir P)] ou mieux: c— COS
S—;5 ab sin C.
&° Cas. Données a, b, c.
. 7e us V'— =) Php).
pip—c) p—c?
S—Yÿp(p—a)(p—b)p—c)=pr,
S=p.ty5A .190B.(gàC.
Expres
(r" d celui qi pris dar
TABLEAU DES PRINCIPALES FORMULES
Expressions des rayons R, r, r’, r’, r’”’ des cercles circonscrit,
inscrit ou ex-inscrit.
(» désigne le cercle ex-inscrit compris dans l'angle A n°
C celui qui est compris dans l'angle B, et r’” celui qui est comnÿ pris dans l'angle C.) A 92R— A = Hi = LS sinA sinB sinC”?
—. D — ie cos LA 6082 B cosic - RS A ne 2 abc RTE.
4/70 (p—b)(p—c), D fa L. 1 / \ 1 : { r—{(p—a)tj5A=(p—b) tg53B—(p—c) tÿ50G; ep D d=ipeb) 10 C==(pie0) cotiB.
” 1 1 ee 1 "=plÿ53B—(p—c) cotÿA—=(p—a) cot x C.
: (SF) pate lp) co/lb={p—0) ct!
Autres expressions de la surface du triangle. a? S—pr—|p—a) = (p—b) P"—=(p—c) Ps 0 DE TUUR D = cot y À col ÿ cot y Cu S—92R? sin À sin B sin C, .C°
Sas" cot y A 738 ac.
114 ÉLÉMENTS DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE Si A+B+C—180, on a:
(9 A+ 9 B+ tq C= {9 À (9B (9 C.
û a. l 1 l san A+sin B+sin C—4 COS 9 À cos 5 B cos 50;
RÉSOL COS A + cos? B+- cos? C9 cos À cos B cos C=1. Logarithmes de quelques nombres ; log 2= 0,301 0300. — log 2—1,6989700. log r = 0,497 1499. —log »r —1,5028501. 73. Les log 3600 == 9,556 3095. Ur
log 1296000" —6,1126050.
Pour rent
Cela posé et 2° celui leurs que
1° Dans
ce qui don en résulte
ou en sépe
20 Dans 1:
poser {g2%:
gares À ou en sépa
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AU MOYEN DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES
$ Ie". — Équations du 2 degré.
73. Les racines de l'équation du 2 degré, ramenée à la forme æ+pr+q=0, sont données par la relation :
Cela posé, distinguons 4° le cas où les racines sont de même signe, 1 et 2 celui où elles sont de signes contraires. Nous supposons d'ail- | leurs que les racines sont réelles. 1 1° Dans le er cas on a q positif, et, les racines étant réelles, } \] À
A 2 poser :
2 4 = ni à FE g>0; donc F. est positif et inférieur à l'unité. On peut donc
nn 4q '
SIN = 9 — p2 ;
ce qui donne pour @ une valeur réelle calculable par logarithmes. Il en résulte pour la formule (2) :
DIET Snrg) = — P(1+ 0059)
ou en séparant les racines :
æ =—F (140088) =—1p cos f
: 4 æ —— 5 (1—c08g)=—poins$. ; LS
29 Dans le 2e cas, q cstnégatif; — F. est donc positif, et l’on peut
poser {92 = — 1 Par suite de la formule (2) devient :
- a / î - 1 ee UV = —(itsécg) = B (1): .
ou en séparant les racines :
1 ? ces rela pe 2€ 2e noue). nt 0aT. Pa SES COS® } 2 COS @ COS ® Pen | D Fe.
sin - ) sin? À Si l'or hi p ( coso—1 ee DUR 4 Her
ER COS® } 2 cos ® on aura + AN —
$ IT. — Équations du 3e degré.
diculair mets du
1 sentent 74. Proposons-nous d'abord de trouver les valeurs de cos 34 on nent p) racines : nel à à à >omnm fonction de cos a, ou celles de S%a en fonction de sin a. un d 0 2 Dans cos (a+b)=c0os a cos b—sin a sinb,
faisons b=—92a, il vient:
des trois COS2A = cos à cos 24 — sin à sin 2a ;
abaisse quelconc des deux égale à |
or
sin2a=92sin a cos a » COS 24 = cos? a — sin? q ;
donc COS Sa = 083 a —3 sin? a cos 4; Où en remplaçant Sin? a par 10084 :
COS a = 4 cos8a — 3 cos a ;
: - | 1 On su qui peut s’écrire : COS & —4cos3 g4—38 008 a. < $ ; sin &, Si, dans cette relation, on demande Ja valeur de C08qa =, 73. So étant donné cos a=—b, on aura à résoudre l'équation : la forme 3 b DB D—-—(, 4 al (A) lorsque 1 — p \3 q \? U— Nous :
Orona b<1, donc la condition 3) (5) <0, c'est-à-dire De Le ip pent les trois raci el!
0 sé) str et les sont réelles D) + 8/7 — ‘St remplie, et les trois racines sr réelles, si nous Voici comment on peut les obtenir : Posons Tous les arcs qui ont un cosinus donné sont Compris dans la formule (n°19) 2Kr+a, à étant l'arc qui dans les deux premiers quadrants ä pour cosinus la valeur proposée. Les valeurs de x sont donc toutes Les équa “AZ ; + Dr + a \ les valeurs différentes renfermées dans la relation cos 5 — }: telle man Or K étant un nombre entier, ne peut avoir que l'une des trois formes : on, 3n+1, 3n +2; les valeurs de æ, ou les racines de (1) seront alors : ë a +4 cos ( 2nr=# à | =006 +") = COS 3 ; Fa ee : Pour que co (ann Tes) cos (2840V que la va : : dition :
! et ns ETC ET)EUTE S):
S de cos qu en
de sin a.
=2a, il vient :
—sin24@, en remplaçant
de cossa=x,
» C'est-à-dire
es son! réelles,
s dans la foriers quadrants nt donc toutes
. (Re).
8 trois formes :
ces relations se réduisent aux 3 suivantes :
a 9 4 À . COS 3 COS ( ea ) et cos (=+e)
Si l'on prend AM=% et si l’on forme le triangle équilatéral MNP? on aura :
A 1, ANP= Sn Les perpendiculaires Mm, Nn, Pp abaissées des sommets du triangle équilatéral sur BB', représentent, prises avec les signes convenables, les racines de l'équation (A).
Comme la somme de ces racines est nulle, on en déduit ce théorème de Géométrie : $; des trois sommets d’un triangle équilatéral, on abaisse des perpendiculaires sur un diamètre quelconque du cerele circonscrit, la somme des deux perpendiculaires situées d'un inême côlé de ce diamètre sera égale à la perpendiculaire située de l'autre cÔlé;
On suivrait la même marche pour trouver sin 34 en fonction de sin @,.
75. Soit maintenant à RÉSOUDRE L'ÉQUATION DU 3% DEGRÉ ramenée à la forme :
LB + pX + q =0 =") lorsque les racines sont réelles et inégales. Nous venons de trouver les racines de l'équation : 3 cos a
CHU z-=0); (A)
si nous pouvons identifier ces deux équations, le problème sera resolu. Posons æ=py, l'équation 1) deviendra :
V4 y+ =. (2) Les équations (A) et (2) seront identiques si l’on détermine pet a de telle manière que 2 _—. Gt Em LE T, c'est-à-dire si p À à
Pour que ces valeurs soient admissibles, il faut que p soit négatif et que la valeur de cos a soit plus petite que 1, ce qui fournit la con-
dition :
3 2 p\ 3 2 (—5) >(1) ou (£) + (4) <0.
a SE qe
Les valeurs de b et de cos a étant étant déterminées, celles de »
seront :
PCOSS, pcos aa et pcos faq, Application, Résoudre l'équation :
Posons æ—py; celle équation deviendra :
Euh =0; il faut l'identifier avec l'équation (A), ce qui se fait en écrivant : 3 3 cos 4 — :
ni =7 dl. Yom: On entire p=+2 et COS a+}; par
suite: a—
2+9 Er
Les cosinus de {1) et (5\, de (2) et (4), de (3) et (6) sont égaux et de signes contraires. Les racines de l'équation proposée sont :
Ti =—2008$, To=2008 €, my= 2008 ou Di——1,87939, x,=—1,53209, L3—=0,34570,
76. Cette méthode est encore applicable lorsque l’équatton proposée a deux racines égales, de même signe ou de signes contraires.
En effet, nous avons vu que les racines de l'équation (A) sont représentées en grandeur et en signe par les perpendiculaires abaissées des sommets du triangle équilatéral sur le diamètre BB"; deux de ces perpendiculaires peuvent être égales et être situées dumême côlé de ce diamètre, alors les sommets M et P sont placés symétriquement
par rapport à AA’. Dans ce cas AM=T et par suite a=r.
Les perpendiculaires peuvent aussi être égales et se trouver de part et d'autre de BB'; les racines sont égales et de signes contraires, et les points M et N sont placés symétriquement par rapport au dia-
mètre BB’. Dans ce cas AM=% et a—= üe
77. Considérons enfin je cas où l'équation du 3e degré 23 + pX + q =0 a deux racines imaginaires.
Posons cubiques i obtient :
ou
el comme réduit don
Ses racine
Identifio lations :
et poserait à la même :
Pour trouv il viendra :
(ag ou d'où
Pour que c
pris entre
4p3 = 97 < de résolutic naires, Ayant 29 dont les val
OÙ
es, celles de x
it égaux et de (UE
{ton proposée traires.
(A) sont reres abaïissées deux de ces
nême côté de iétriquement
ET
uver de part ontraires, et ort au dia-
+ pa + q=0
Posons æ=p{atg a +a, col a), en désignant par & et «, les racines
cubiques imaginaires de l'unité. En élevant cette relation au cube on obtient :
23 = p3 [tg3a+cot3a+3ua, «lg a+.a,cot a)] ou DE —3 p? aa 2 — 03 ((g3 a+ col3a)=0; el comme « et 4, sont carrés l’un de l'autre, ax, =1, cette équation se réduit donc à — DE —3 pa —p8 (193 a+ col a )=0, (B) Ses racines sont : e({ga+cota) p(æ{gja+a, cola) e(xlga+acol a Identifions l'équation (B) avec la proposée; il viendra les deux relations : —3p2=p et —P3({93a+col3a)=q. De la Are on tire rt) 5; ce qui exige que l'on ait p<0, Si l'on avait p>0, on poserait æ=—=p(atg Q&—a,col a), et l'on continuerait le caleul de
la même manière. La 2 relation donne : (93 a + col a = — me Pour trouver a, employons un angle auxiliaire, en prenant tge=t93a; il viendra :
pg+colg=— 5; on en tire : q=—p3(lge+cote)
— PS(sin2p+cosp) _ 298 22 dE | cosg sing — sin2o”
d'où sin2g=—"(\/—2) ‘
Pour que cette valeur soit admissible, il faut que sin 2® soit com-
C2) pris entre —1 et +1; il faut donc que l'on ait -\ <1
re
ou <q où 4p3+27q2>>0, ce qui montre bien que ce mode
de résolution n’est applicable que dans le cas de racines imaginaires.
Ayant 2e on en déduit successivement ?, puis a et 2a, et enfin x dont les valeurs sont :
æ, =\/—& (4 a+cot a).
ra =|/—h (ag a+ a, col a).
28=14/ Has {g a+ acol a).
2 mm im
Application, Trouver les racines de l'équation : 234 32 +1 —0 p>0; posons C—=p(ats &—a, cola), d'où 23+3p22+9208 col 29—0, en faisant (g3a=tge. On aura donc
Ici l’on a
En prenant p—1, on en déduit : 29 — 6309267, p—=31043", a=402ÿ30", 2480081", :
col2a—0,1612 et séc 2a—1,0129.
Donc Ly=— 20 col2a = —(0,3224 , = (col 2a +4 —Fséc La ) —0,1612-+1,0129 3:
Da p(col2a —ÿ —Fséc2a)==0,1612—1,0129/ 7.
$ IIT. — Formule de Moivre, — Équations binômes.
78. Dans une expression imaginaire de la forme a+BV—T, si l'on pose œ=pcosa et B—p sin a, on aura :
e(cos a+sin ayÿ—T.
Si l’on multiplie cette expression par une autre imaginaire p° (cos b+sin bY=T, il viendra pour produit pp [cos (a+b)-+sin ay =T], et, si les deux facteurs deviennent égaux, on a: [e(cos a+sin aV—T}2=p? (cos 2a + sin 2a Vi), On trouve de même, pour le produit de trois facteurs égaux : [p(cos a +sin aV—T)138= 598 (cos 3a + sin 3a V—1) et, en général, pour le produit de m facteurs égaux :
lolcos in aV—=T\im— sm / # PT [p(cos a+ sin a —1)]"= pm {cos ma+sin may È
C'est la formule de Moivre; on démontre en algèbre qu’elle est encore vraie quand m est fractionnaire, positif ou négatif.
79. A l'aide de cette formule, on peut exprimer sin ma, cos ma et {g ma en fonction de cos a et de sin a ou de (g a.
En effet, 9 étant égal à 1, la formule s'écrit : (cos a+ sin ay —T}" = cos ma+sin may—T.
En développant le premier membre par la formule du binôme et en Éégalant le résultat au deuxième membre, c’est-à-dire en écrivant que
les parties
l 1 U=COS® A — :
et sin ma :
En divis
(g ma :
tyma=
(On a sim Si, dans Et
m en =; Par exer
formule ({
En posant
équation r 80. La f
équations | l'équation
Posons
ce qui exi,
donc En faisa K-
Ke
ot a),
(ge.
iations
«+ By—T, si
inaire
qu'elle est en-
Lma, COS Ma
binôme et en écrivant que
les parties réelles sont égales, ainsi que les parties imaginaires, on a :
2 { “ ‘ mim—1 ’ 4 mim—1 (m—2)(m—3 de = COS" A Sr | cos 24 sin? a+" dd) ©! cos 4 a sin a... (A) 1,4 0) , + e F mim—1){m—2) desc et sin ma—=m cos" 1 a sin a — —\ 12 os cos Susinu+...(B) JU
En divisant membre à membre les formules (B) et {A) on obtient {g ma :
mim—l)(m—2),. e m {g a—-—* D l(g3 a + … ty ma = ° are Co — (C) (Sen mim—1),, mim—l)(m—2)(m—3),, :
1 —- ao rail | Lions 19 ST ‘tgia—.….
(On a simplifié en divisant les deux termes de lu fraction par cos" a.) Si, dans ces vois formules, m est fractionnaire, ou si l’on change
Ce
m en >, on obtient les sin, cos et {g des sous-multiples des arcs.
Par exemple, si l’on veut déterminer tg 7 en fonction de {g a, la formule (C) donne :
La 419 a—41g3 a ig aa = 1— 06 192 a+ tg4 a°
En posant {g aa=b et {ga=x on a à résoudre :
ba + 408 — Gbx2 — 40 + b =0;
équation réciproque dont la solution n'offre aucune difficulté,
80. La formule de Moivre offre le moyen de trouver les racines des équations binômes de tous les degrés, Prenons comme premier exemple l'équation binôme du cinquième degré :
xd — 1 —0,
Posons æ= cos a-+sin ayÿ—T, l'équation devient :
cos Da + sin 5ayÿ—T—=1, ce qui exige que l’on ait: cosba=1 et sin 5a—=0: 2Kr
donc da=2Kr; d'où a=
En faisant successivement K=—0, 1, 2,3, 4, il vient:
K=—0 a=0 æ—=1, D) 02 ) 7 A ZT LR j— K=1 a= + Lo = COS + sin 7 V—].
ra) - y y id Ar
AT . AT — Ly= COS 5 + sin V—1.
De même, soit à résoudre l'équation :
Dans las A5 1 —(), Posons æ= cos a+sin ay=—T=t, l'équation devient : remplaçon: cos 15a + sin 15a YZT—1 :
il faut donc que l’on ait: cos 154 =1 el sin 15a =0, viendra : Donc 15a=2Kr; d'où a= CLS
Les racir
4 : : 2K . 2Kr — L'équation est donc résolue par x=c0s Re + sin u# V—1; dans 10 15 leur somm celte formule, il suffit de donner à K les valeurs 0, 1, 2, 44. donc 81. On peut faire servir la formule de Moivre à d'autres applications “ très-remarquables. f Par exemple, les formules { A) et B) du n° 79 peuvent s'écrire. en mellant dans les seconds membres cos" 4 en facteur commun : ou m(m—1) MM —1)(m—2)(m—3) coma coma"), ARR JA tgia—... ’ | (a Eu 1.9,9,4 19 Cette sér core d’autr : / + AY —9 j +, \/ À) À nn \ —!{ _ el sin ma=cosm a [m tg a NUM m2), 30 mm im n,, 15-058 L LÉ, 2: 4,48 Ë bat Ecrivons s + Ü æ ..
Posons ma=w, d'où m— a’ Ces formules deviennent : nous auron À (un Fe FA jt cos a=cosm gl 1— TO) 12 a, «(x—a)(x- “ame Wéa. 7 152 a2 Ed af retranchon:
« r. t0Q T(T—a)(x—2a) 1934 € ol SUN = cos > ET É à ail: a 19%8 ag © Si l’on fail tendre & Vers 0, & restant invariable, à la limite on donc
aura 1e et cos a—1; par Suite, il viendra :
æ6 T2 T2. 34 LS 2 gt (i)
: x3 a5 x7 ee snœ=g— 29 DDR (0):
@ VDS T2 32.8 — 19.9 48-95 + ()
Ces séries, que l’on obtient en Algèbre par d’autres méthodes, servent à calculer le sinus et le cosinus d’un arc en fonction de cet arc.
La série (2) étant Convergente, on peut négliger les termes au delà du troisième et écrire :
ne UE QD ONE
donc
la différence entre un arc plus petit que 90e et son sinus est moindre que à du cube de l'arc.
nl :
Kr —
s V= 1; dans VV. 14.
es applications
ivent s’écrire, Ir commun :
3) ‘lgia—..
m—3)(n m— lys . 4,
nnent :
la limite on ire (fi
at (2) thodes, ser-
1 de cet arc.
‘mes au delà
nm sinus esl
123 sf
‘ Lt : ui , ñ 4 .
Dans la série (1), faisons æ =, le premier membre égalera zéro; puis
remplaçons æ? par T d'où y= oi et mulliplions par y", il ‘) um—1
viendra :
Les racines de cette équation sont les multiples impairs de
leur somme égale le coefficient du second térme changé de + gne,
At o “on ®"
1 1 1 19 ou le mme \ Cette série peut servir à calculer x; il est facile d'en déduire encore d’autres séries plus convergentes ; W; É : =. 1 1 { 4 = à ÉCrIvOns : ptratytzt vs =D, = 1 1 LE nous aurons : gta tgtgte.sT; retranchons la deuxième on de la première, il viendra : 1 il Tr? Tr?
ALPLABET GKEC
LS SR RU Alpha D e v : Bêta SEE — Gamma RE — Delta
E : Epsilon EEE EE Dzêta À.
a —_— Thêta Ï lota Kappa A ét er à Lambda M + Mu NV, Nu E . Xi
0 . Omicron — — Pi — Rho à O6, + Sigma LE €. Tau PV. D Upsilon e— : Phi D ru + Chi = Ve, Psi Q w. Oméga
a —— 4224, — Tours, impr. Mame,
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		CHAPITRE VI. — EXERCICES ET PROBLÈMES

		æ—tg 630 15 16" —Lcot

		Quelle est la longueur de l'ombre projetée par un arbre

		CHAPITRE VI, — EXERCICES ET PROBLÈMES

		Un arc AC—9803; tourne autour d'un diamètre BB' per

		Vérifier la formule

		T T 1° Quand a et b étant moindres que 5, ona a+b>s

		L avec l’ax 234. D sous-ten compris extrémit

		sèn (a+æ)=sin a+ cos a

		Résoudre un (triangle dans lequel on donne a

		Calculer, à 0”, près, l’angie au sommet d'un triangle

		Étant donné un are a—17035"4%",2; calculer un autre

		Le sinus d'un angle étant 7» 0m demande les valeurs du

		INE

		Calculer, avec 7 chiffres décimaux, | sin 7@ sin æ

		Sur le prolongement d'un diamètre BOC d'un cercle, on

		On l'angle C

		Dans un triangle BAC, on donne le côté AB=—923m

		Étant donné, dans un {riangle, Pangle C

		NE C

		Étant donné ty 9 — 91. trouver sir a, cos a et ty a

		écrites p

		Maximum du produit (35—sin æ)(2+ sin x

		Des relations déduire les re

		Résoudre un triangle, connaissant deux côtés b et ce

		OM— R

		COS (TZ

		COS D

		TABLEAU DES PRINCIPALES FORMI LES

		TABLEAU DES PRINCIPALES FORMULES

		RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AU MOYEN DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES

		ET

		ou <q où 4p3+27q2>>0, ce qui montre bien que ce mode
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